A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Lésungen fiir einige der am Ende der einzelnen Kapitel formulier-
ten Aufgaben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nur um Losungsvorschidge ohne
Anspruch auf Vollstindigkeit zur Anregung weiterer eigener Uberlegungen.

A.1 Kapitel 1

Losung A.1.1: Es ist:

1. KemA:={z eR"| Az =0}, BildA:={y e R"|Izx € R", s.d. Az =y},
Rang A := dim(Bild A).

2. AT e RV, AT = (a}), af; = a; Vi, j.
3. Bild A ® Kern AT = R™.
4. KemnA=0 <« BidA=R"
Losung A.1.2: Eine lineare Optimierungsaufgbe in kanonischer Form hat die Gestalt:
Suche z € R" mit
Q(z) =" -z — min!,

x>0, Az =0,

mit vorgegebenen ¢ € R™, b € R™ und A € R™*". Die zugehorige duale Aufgabe lautet:
Suche y € R™ mit

by — max!,
ATy < e

a) 1. Version: Aufspalten von z3 in einen positiven und negativen Anteil 2§ —z; mit x5 >
0, z; > 0 und Einfiihren dreier Schlupfvariablen x4, x5 und x werden die Ungleichungen

in Gleichungen {iiberfiihrt:

Q) =z +x2+a] —a; - min!, >0,

T 4+ 2% + x4 5
Ty + L;L - T3 + x5 =0
vy — dad + Adxy + x5 = 1

2.Version: Die Ungleichungen x5 > 0 und x5 + 23 < 0 implizieren x3 < 0. Durch Substitu-
tion 3 — —x3 erhilt man die Bedingung z > 0. Durch Einfiihren von Schlupfvariablen
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T4, 5, Tg erhilt man das dquivalente System
Q(z) =1+ 29 — 13 — min!, x>0,
T+ 21 + =5
To — X3 + x5 = 0
3%2 + 41‘3 + Tg —

+ — 27 mit der Bedingung acli > 0, sowie Einfithren zweier

b) Aufspalten von z; in z;
Schlupfvariablen fiir die Ungleichungen liefert:

Q(z) =af + 27 + 25 + 25 +25 +2; —» min!, z >0,
o — x4+ 1 — + T4 1,
+ 3 — a3 + x5 3.

2zF — 2a7
Losung A.1.3: Losung ist der Schnittpunkt der Geraden

—2(E1 + To = —2,
= 5.

—T1 — T2

Dies ist (z3,23) = (7/3,8/3) mit Qumin = 22/3.
Die Aufgabe ist fiir Q(x) — max! offensichtlich nicht 15sbar.
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Losung A.1.4: Es bezeichne z; die Anzahl der Morgen Weizen und zy die Anzahl der
angebauten Morgen Gemiise. Das zugehorige lineare Programm lautet:

40z + 12029 — max!

x1 >0,
x9 > 0,
r1 + 2o < 100,
r1 + 4xy < 200,
10021 + 20025 < 12000.

1 + 4ay < 200

1 + 239 < 120

£

1+ X9 S 100

Losung ist der Schnittpunkt der Geraden

xr1 + 4.732 = 200,
1+ 2.772 = 120.

Dies ist (27, z3) = (40,40) mit Quax = 6400.

Losung A.1.5: Man argumentiert vollig analog zu Satz 1.1:
i) Es folgt

bloy > (At oy =aT ATy > 2T c=c" - a.
ii) Sei nun b” -y = ¢! - 2. Angenommen z ist keine Losung von (II). Dann gibt es ein &
mit

by ="

x> g,

im Widerspruch zu (i). Die Argumentation fiir das duale Problem verlduft analog.
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Losung A.1.6: Nach Lemma 1.2 gelten die Alternativen:

A 0
i) Die Aufgabe ( T) T = <1> , x> 0 ist losbar.
c

0
mDmm@moQF(ﬁgza(J~g<umummn

Mit g = (y,yn) gilt yy < 0. Damit tiberfithrt man (ii) in die gewiinschte Form:

0
(AT c) g >0, <1> -9 < 0 ist losbar

o (AT c) 4 >0, yn <0 istlosbar
YN

o AT ¥ > ¢ st losbar
—YN

o ATy >c st loshar

Losung A.1.7: Nach Lemma 1.2 gelten die Alternativen:
1 2 -1 1
i) Die Aufgabe x , x> 0 ist lsbar.
11 2
1 1

-2

R 1 .

ii) Die Aufgabe | 2 1 [ y >0, <2> -y < 0, ist 16sbar.
-1 =2

Letztere hat die Losung y; = 1, yo» = —1. Damit kann (i) nicht losbar sein.

Losung A.1.8: Wir zeigen die Unlésbarkeit der Optimierungsaufgabe durch den Nach-
weis, dass die zulissige Menge des dualen Problem M* leer ist. Die Optimierungsaufgabe
lautet in Normalform (man beachte, dass b > 0 gelten muss):

d-y—min!, y>0, Ay=1b,

—4 4 2 8
c=(-1,-2,3), A= . b= .
-5 7 1 12

Die zuléssige, duale Menge ist M* = {z € R? : ATz <}, d.h. alle x € R? mit
4xy 4 Hxy < —1, 4oy + Ty < =2, —2x1 — 1oy < 3.

Man iiberzeugt sich graphisch, dass dieses System keine Losung hat.
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Losung A.1.9: Sei (z*,y*) ein stationdrer Punkt der Lagrange-Funktion L(z,y). Dann
gilt:
L(z,y") < L(z",y") Ve €R" 2 >0
& Ao —yTAr <ot —yTArr Ve eR%2>0
& 0<(Ay"—c¢)(z—2") YeeR" >0

Hieraus folgt sofort Ay* — ¢ > 0. Denn andernfalls gébe es eine Komponente i mit
(Ay* —¢); < 0 und die Wahl z; = 27 + 1, x; =0, j # ¢, fiihrte zu einem Widerspruch.
Analog folgert man fiir die zweite Ungleichung

0<(b—Az")(y—y") VyeR"y>0,

und damit b — Az* > 0. Aus den Ungleichungen Ay* > ¢ und b > Az* folgt nun
bekannterweise

byt > gt

Weiterhin ist der Punkt (z,y) = 0 zuldssig in der Sattelpunktsdefinition und es folgt
somit durch Einsetzen in die Ungleichungskette

bT'y*<CT'I*

— )

d.h: b7 - y* = ¢ 2. Damit sind (2%, y*) Losung des primalen und dualen Problems.

Losung A.1.10: a) Die Optimierungsaufgabe liegt in Standardform vor:

-y —max!, y>0, Ay<b,

2 -1 -1 -1
= (22 6) A_( ) b_< )
-1 2 -1 1

Die zugehorige dualisierte Aufgabe,

bz —min!, x>0, Az>c,

)

wird nun grafisch gelst. Losung ist der Schnittpunkt der Geraden

1}1—1’2:2,

$1+$2:6.

Dies ist (x7,23) = (14/3,4/3) mit Qum = —10/3. Nach dem Dualitdtssatz ist das ur-
spriingliche Problem somit ebenfalls 16sbar und es gilt
10

2y] — 2yy * —6y; = 3
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o)

2[51—1'222

Weiterhin folgt nach dem Gleichgewichtssatz aus 2* > 0 die strikte Gleichheit in der
Nebenbedingung, d.h. Ay* = b. Zusammen erhdlt man das LGS

3y1 — 3ys — 9y3 = —5,
2y1 —ys — Y3 = —1,
—lyi +2y5; —y3 = L.

Dieses hat die Losung y* = (0,2/3,1/3) . Dies ist die Lésung des urspriinglichen Problems.
b) Uberfiihrt in Standardform lautet die Optmierungsaufgabe

-y —max!, y>0, Ay<b,

2 -1 -1 ~1
c=(-2,2,6), A= . b= .
-1 2 -1 1

Die zulissige, duale Menge ist M* = {x € R? : >0, ATz > ¢}, d.h. alle x € R? mit

x>0,
2ry — @9 > =2,
=1+ 219 > 2,

—T1 — X9 Z 6.

Aufgrund der ersten und vierten Bedingung ist M* = (). Damit ist das primale Problem
nicht 16sbar.
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Losung A.1.11: Nach Satz 1.1 geniigt es, ein y € M* zu finden, so dass b' -y = ' - x.
Denn dann sind z und y simultan Losungen des primalen und des dualen Problems. Die
duale Aufgabe lautet

3y1 +y2 +y3 +ys + 3ys = minl, y >0,

Y1+ s =1,

Y +ys =1,
Yot ys+ys+ys > 1,

Yo+ ys > 1.

Wenn x Losung des primalen Problems sein soll, dann muss nach dem Gleichgewichtssatz
in den Zeilen 1, 2 und 4 bereits Gleichheit gelten. Zusammen mit der Forderung b'-y = c'-x
fithrt dies auf das (unterbestimmte) Gleichungssystem:

3yr + Y2 + Y3+ ys + 3ys = 3,

y1t+ys=1,
y1t+ys=1,
Y2 +ys =1

Dieses hat eine Losung y = (0,1,1,1,0). Nach obiger Uberlegung ist die Existenz eines
solchen y bereits hinreichend dafiir, dass = Losung des dualen Problems ist.

A.2 Kapitel 2

Losung A.2.1: Normalform:

Die hierzu duale Aufgabe (IT*) ist:

& — max!, (A _b> <Z> < <0m> .
0 1 13 1

Nun ist offensichtlich (0,,,1) € M und 0 € M*. Damit besitzt nach dem Dualitéitssatz
beide Aufgaben mindestens eine Losung (3,7) und (2,€). Es gilt dann 7 = ¢&.

b) Sei # eine Losung von (U) und (3, &) eine Losung von (II). Dann gilt

B gti=1 = V.j=h-1 = (AD)y<hi-1 = 1<
=0

Umgekehrt gilt aufgrund des Dualitétssatzes mit einer Losung (2,§) des dualen Problems
N=£<1.
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¢) Sei nun 7 > 0. Dann folgt aufgrund des Dualitdtssatzes fiir eine Losung (é,é) des
dualen Problems & =17 > 0 und damit

A2—b-£<0 = As-b-E<0 = A(3/8)<hb.

Somit ist & = 2/¢ eine Losung von (U).

Losung A.2.2: a) GauB-Jordan-Algorithmus:

Ty T I3 Y2 T2 T3 Y2 Ys I3
1 0 -1 1/2 -1 -1 1 -1 0

Y1 . / Y1 . Y1
2 2 0 1y 1/2 -1 0 i 1 -1 1 x
1 2 1 ys 1/2 1 1 ys —1/2 1 -1 x5

Die Matrix A hat Rang 2, da der Algorithmus nach dem zweiten Schritt abbricht. Aus
der ersten Zeile erschliefft man, dass das Gleichungssystem Az = y genau dann losbar
ist, wenn o + y3 = y1 gilt. Aus den beiden iibrigen Zeilen ergibt sich, dass dann (y —
Y3, 1/2ys + y3,0) eine Losung ist und der Kern von (1,—1,1) erzeugt wird.

Losung A.2.3: Aufgabe ist es, ein Element in
M:{x€R5 x>0, szb}

zu finden. Durch Einfiihren zweier zusétzlicher Freiheitsgrade v = (x4, x7) kann die Auf-
gabe in ein dquivalentes Optimierungsproblem iiberfithrt werden:

Q(z) = r¢ + 7 = min!, x>0, <A ]2> (x):b.
v

Falls im Optimum Q(#) = 0 gilt, so ist die urspriingliche Aufgabe losbar mit (Z1,...,25) €
M. Dank des Hilfsvektors ist das Raten einer Startecke einfach: z° = (0,0,0,0,0,2,5)%
mit Basis B(z°) = {a4,a5}. (BEs ist 2° > 0 und Az = b. Weiterhin ist B(z°) linear
unabhéngig.) Das Starttableau ist

T X9 €3 Ty Ts
Tg -5 -1 —6 0 5 g =2
T7 -7 -1 -2 1 2 7 =

N=-12 1=-2 w=-8 y=1 3=7|c-2°=7
Es liegt Fall 2b vor. Wir wihlen ¢ = 1 und nach der Auswahlregel (R) r = 6.

Te T2 T3 Xy Ts5
T —1/5 —1/5 —6/5 0 1 x} :2/5
Ty 7/5 2/5 32/5 1 -5 x%: 11/5

N =12/5 49 =2/5 73 =32/5 yy=1 v=-5|c-2°=11/5
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Es liegt Fall 2b vor. Einzige mogliche Wahl ist ¢ = 5 und nach der Auswahlregel (R)
r=".

Tg To T3 Ty Zr7
xq * 22 =21/25
s 22 =11/25
=1 12=0 13=0 =0 =1 -2°=0
Hier bricht der Simplex-Algorithmus notwendigerweise ab. Das Ergebnis ist
r? = (21/25,0,0,0,11/25,0,0)
mit Q(z?) = 0, d.h.: Nach obiger Uberlegung ist damit (22, ...,22) € M.
Losung A.2.4: Durch Einfithren zweier Schlupfvariablen z, und x5 iiberfithrt man das
Optimierungsproblem in Normalform:
Q)=c" -z —=min!, >0, Ax=0, mit

53010
), b=(3,4)".

c= (_1a _37 _17070)T7 A=
1 2401

Dank der beiden Schlupfvariablen ist das Raten einer Startecke einfach: IOA:
mit Basis B(2°) = {a4,as}. (Es ist 2° >0 und Az = b. Weiterhin ist B(z
abhéngig.) Das Starttableau ist

(0,0,0,3,4)"
0) linear un-

T To T3
ry| 5 -3 0 2y =3
Ts5 -1 -2 —4 =4

H=-1 1==3 y=—1]c"-2"=0
Es liegt Fall 2b vor. Wir wéhlen ¢ = 2 und nach der Auswahlregel (R) p = 4

€Ty T4 T3
zy| =5/3 —1/3 0 zh =1
x| 7/3 2/3 —4 zh =2

=4 =1 yp3=—1|c 2t=-3
Es liegt Fall 2b vor. Wir wihlen ¢ = 3 (da 3 negativ) und nach Auswahlregel (R) p = 5.
X1 Ty Iy

T2 * ri=1
T3 r3=1/2

Nn=A41/12 7 =5/6 y=1/4|c" a2t =-T/2



168 Losungen der Ubungsaufgaben

Hier bricht nun der Simplex-Algorithmus ab. Als Eckenlésung ergibt sich also 2 =

(0,1,1/2,0,0)7 mit Q(2%) = —7/2.

Losung A.2.5: Das lineare Programm liegt in Normalform vor:
Q) =c"-x—min!, >0 Ar=0,

mit

21 2

c=(4,1,1)7, A:<3 .

) , b=(4,3)".

Da keine Startecke ersichtlich ist 16st man zunéchst das Hilfsproblem: Durch FEinfiihren
zweier zusdtzlicher Freiheitsgrade v = (x4, x5) wird die Starteckensuche in ein dquivalen-
tes Optimierungsproblem tberfihrt:

T4+ x5 — min!, x>0, (A 12) (m) _
v

Dank der beiden Schlupfvariablen ist das Raten einer Startecke einfach: IOAZ
mit Basis B(2°) = {a4,as}. (Es ist 2° > 0 und Az = b. Weiterhin ist B(z
abhingig.) Das Starttableau ist

(0,0,0,4,3)"
) linear un-

T To T3
T4 -2 -1 -2 zy =
x5 | [—3] -3 -1 T =

Es liegt Fall 2b vor. Wir wéhlen ¢ = 1 und nach der Auswahlregel (R) p = 5:

Ts Ta I3
ry | 2/3 1 [—4/3] Ty =2
| -1/3 -1 ~1/3 at=1

Y1=5/3 =1 v3=-4/3|c"-a' =2
Es liegt Fall 2b vor. Wir wihlen ¢ = 3 (da 3 negativ) und nach Auswahlregel (R) p = 4.

Is i) Ty

zs| 1/2  3/4  —3/4 | 22=3/2
x| —1/2  —5/4  1/4 | 22=1/2

=1 %=0 =1 -2'=0
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Eine Startecke des urspriinglichen Problems ist demnach
° = (1/2,0,3/2).

Das zugehorige Starttableau ergibt sich direkt aus obigem finalen Tableau durch Streichen
der Spalten fiir x4 und x5:

o)
T3 3/4 9 =3/2
x| [-5/4] 2=1/2

y=-13/4| 2l =7)2

Fall 2b mit ¢ = 2 und nach Auswahlregel (R) p = 1:

€1
w5 | —3/5 | al=9/5
xy | —4/5 5 =2/5

v=13/5|cl -2 =11/5

Die Optimierungsaufgabe wird durch die Eckenlosung z* = (0,2/5,9/5) mit dem Wert
Q(z*) = —11/5 gelost.

L6sung A.2.6: Die duale Aufgabe lautet in Normalform:

Q(z) =b" - r - max!, Az <c, mit
53 010
c=(-1,-3,-1,0,0)", A= , b=(3,4)".
1 2401

In Aufgabe 2.4 haben wir als Ergebnis z* = (0,1,1/2,0,0)7 mit Q(2*) = —7/2 und
aktiver Indexmenge I° = {2,3} erhalten. Nach Satz 2.3 des Textes ist eine Losung y*
der dualen Aufgabe gegeben durch:

Agy* =y

. 30
Ag = [al|z S IO] - (2 4) . o= (ci)iep = (—3,—-1)".

Dieses hat die Losung y = (—5/6, —1/4)7.

Losung A.2.7: Uberfiihrt auf Normalform lautet die Optimierungsaufgabe: Suche z €
R7, so dass

'z —min!, >0 Ar=»>

mit
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c=(-3/4,20,-1/2,6,0,0,0)"

1/4 -8 -1
A=|1/2 —12 -1/2
0o 0 1

1 00
01 0], b=
0 01

0
0
1

Eine Ausgangsecke ist (vgl. vorangegangene Aufgaben) z° = (04,0)7 € R.

a) Lose mit Simplexverfahren mittels Regel (R) + minimales p € I°. Das ¢ sei so be-
stimmt, dass 7, minimal ist.

Ty
Tg

x7

T
)

Ty

Z3
Xy

£

T T T3 Ty
[-1/4] 8 1 —9| 22=
-1/2 12 1/2 =3| 22=0
0 0 -1 0 9=
-3/4 20 —1/2 6 |cTa®=0
(I) Auswahl: g=1,p=5
Ty Te I3 T4
12 -8 [-8] &4 2= X3
1/2 —1/4 —-3/8 15/4| a5 = T
0 0 -1 0 7 = 7
1 1 -2 18 |ab=0 «
(TIT) Auswahl: ¢ =3, p=1
Is Tg i To
[-2] 6 5/2 —56 3=
-1/3 2/3 1/4 -16/3| 3=
2 —6 —5/2 56 3=
-1 1 —1/2 16 |cla’=0

(V) Auswahl: ¢ =4, p=2

Ts T2 T3 T4
x| —4 32 4 36| zl=
vs| 2 [~4] —3/2 15 | al=
vyl 3 -4 =7/2 33 [Ta=0
(IT) Auswahl: ¢ =2, p=6
Ts ] 1 T4
3/2 -1 —-1/8 21/2 T =
~1/16 1/8 3/64 [-3/16]| a3 =
-3/2 1 1/8 =21/2 | 3=
-2 3 1/4 -3 |2 =0
(IV) Auswahl: =4, p=2
€T3 Lo L1 L2
x5 | —1/2 3 5/4 —28| ai=0
x| 1/6 [-1/3] 1/6 4 | af=
vl 1/2 -2 =7/4 44 |Tab=0

(VI) Auswahl: ¢ =6, p=14
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T3
Ty 1
T 1/2
Ty -1
v | —=1/2

Ty T i)

-9 —-1/4 8

-3 —1/2 12

0 0 0

6 —-3/4 20
Endlosschleife!

b) Lose mit Simplexverfahren mittels Regel (R) Das ¢ sei so bestimmt, dass -, minimal

€1

Is —1/4

ist. Te [—1/2]
Ty 0

T
8

12
0

I3 Ty
1 -9

1/2 -3

-1 0

v | =3/4 20 —-1/2 6

Ty = Is
z) = T
.I'g = Ty

(I) Auswahl: ¢ =1, r=6

Wir haben die Eckenlosung z? = (1,0, 1,0,3/4,0,0)7 mit Q(2?) =

€

€3

T3 T4

1/2 2
—2 24

0 0
3/2 2

T T
—3/4 —15/2
-1 —6
-1 0
5/4  21/2

Tg T2
1/2 2
-2 24
0 0
3/2 2

T3 Ty
34 —15/2| b=
1 -6 T =
[—1] 0 T =
—5/4 21/2 | claf

(IT) Auswahl: ¢=3, r=7

xz =3/4

7=

73 =
a2’ =-5/4

Optimales Tableau!

—5/4 gefunden.

Losung A.2.8: i) Seien z;; (i = 1,...,m, j = 1,---n) die Menge Ol in Barrel, die
von Quelle @; zu Raffinerie R; transportiert wird. Die lineare Optimierungsaufgabe zur
Bestimmung minimaler Transportkosten z lautet:
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m

z = Z anijmij — min!,

i=1 j=1

;20 o=1,....m, j=1,...,n,

n
E ml]§q27 i:17"'7m7
=1

m
E SCUZ’I’J', jil,,n
i=1

Bemerkung: O.b.d.A. kénnen wir annehmen, dass ¢; > 0, r; > 0, sonst wird die ent-
sprechende Quelle oder Raffinerie gestrichen. Dies kann durch die Einfiihren folgender
Vektoren in die iibliche Form {iberfiihrt werden:

T
Ci= (_klh'"a_klna_k217"'7_km1>"'7kmn) )
. T
€T = (I117~-'7x1nax21a‘~-7xm17~-'7°r’rnn) )
b:= (QhQQv"'7QM:_T17_T27~"7_TTL)-

Das Optimierungsproblem in Standardform lautet dann
Qx)=c"-r - max!, x>0, Ar<b,

mit der Systemmatrix A € Rm+m)x0mn),

B, By Bs ... B,
e 1 2 3 7
I, —I, —I, ... —I,
mit Blocken By € R™*", By, = (0i)ij-

ii) Die Bedingung >, q¢; > > ;7j ist notwendig und hinreichend fiir die Existenz zuléssi-

ger Vektoren. Die Notwendigkeit ist durch Aufsummieren der beiden Nebenbedingungen

sofort ersichtlich. Umgekehrt sieht man, dass der Vektor

_ Ty
>k Tk

zuldssig ist, d.h.: M # (). Weiterhin ist M abgeschlossen, und mit 0 < z;; < ¢;, x € M,

beschriankt, also kompakt. Damit ist das Transportproblem losbar.

By (i=1,....m j=1...,n)

bi) Das Optimierungsproblem fiir die Reederei ist v; und w; so zu bestimmen, dass der
Gewinn maximal ist, aber die Nebenbedingung v; — u; < k;; stets erfiillt bleibt, d. h.:

E Tiv; — E ¢;u; — max!,
j i

u1207
Uj207

U]—’U,ZSICU (Z:L,m,jzl,,n)
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Mit dem Vektor
Y= (ul,uQ, ey Uy, U1, Vo, e ,vn),
lautet das Optimierungsproblem der Reederei:
b’y — min!, y >0, ATy>c
Die Programmieraufgabe der Reederei ist gerade dual zum Programm der Olgesellschaft.

bii) Da beide Programmieraufgaben dual Zueinar}'der sind, sind die Optimalwerte des
Problems der Reederei und der des Problems der Olgesellschaft gerade gleich. D.h.: Die
Olgesellschaft macht keinen Gewinn.

Losung A.2.9: Es gelte 0.B.d.A. a; =¢;, i=1,...,m. Mit
Ag=la; : i €1%, & =(c)iero

ist nach Satz 2.3 damit yo = (AZ)™' - eine Losung der dualen Aufgabe. Weiterhin
werden im Beweis von Satz 2.3 bereits die Identitdten (noch einmal rekapitulieren!)

(ATy"); = ¢ Viel,
A"y =ci—y  ViglI
hergeleitet. Mit der Definition ~; = 0 fiir ¢ € I° folgt also unmittelbar

0 __ o
yi=c—"v, t=1...,m.

Losung A.2.10: Es gilt nach Definition

(Gik)iciogor, - [ai = i € 1] =1 = (0ur)iero pt,m - i = i € 1°],

bzw.

E &ikai: E Ok Aj k‘:l,...,m.

icl® 3
Weiterhin gilt nach Lemma 2.2 a, = — 3,0 240, und somit:
E Oik O — g Oghliqly = g Oik Qi + Oprap, k=1,...,m.
ielonyo i€l ieIonro
Umstellen:
E (Gik — Ogrltiq) Qi — OgrOtpgly = E Oik Qi + Opry, k=1,...,m.
ieIonIo ieIonfo

Aufgrund der linearen Unabhiingigkeit von {a;,i € I°N 10, a,} folgt schlieflich

~ Ogk
_ q _
Oy =——, k=1,...,m,
Qpq
und
Opk O ~
~ ~ P 1q . 0 0
Oik = Oify + OgpQtig =03 — ——, k=1,....m, 1e€l"NI".

Qpq
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Losungen der Ubungsaufgaben

Losung A.2.11: Die Aufgabe lautet in Normalform:

c= (_27 _]-a _37 _17 _27 03)T7

Q(z) = c" - x — min!,

A:

—_ =

1
1

x>0,

11
1

Der revidierte Simplexalgorithmus liefert: Start mit

29 = (0,0,0,0,0, 100,80, 50)".

1 22 Z3 Ty T3 T
Tg -1 100 Tg
I7 _1 80 x’?
xg [—1] 50 T3
yl-2 -1 =3 -1 =20 vl1

T2

Ax = b,

£y

b = (100,80, 50)".

Ty

50

30

50
—150

(I) Auswahl: ¢ =3, p =38,

1 0 —1 1 -1 0
A'=1o 1 -1, At=10o 1 -1,
00 1 0 0 1

2! = (0,0,50,0,0,50,30,0)7.

22 = (0,0, 50,0,30,20,0,0)7.

T Ty Xg T4 X7
x| 1 30 Te Ty Ty T4
T3 -1 50 T
v -1 1 1 2 0]-210 s
(IIT) Auswahl: ¢ =1, p =6, T3
1 2 1 1
1 1 o0 !
Adt=1 0o -1, (IV) Ende
-1 1

23 = (20,0, 30,0,50,0,0,0).

x7

20

50

30
—230
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Losung A.2.12: Lemma 2.6 besagt, dass es unter der Haarschen Bedingung keine entar-
tete Ecke des zuldssigen Bereiches der Optimierungsaufgabe (A ) gibt. Nun ist weiterhin
oB.dA. b¢ BildAT und damit der Rang der erweiterten Matrix, welche in ( A*) und

(-
(A) betrachtet wird m+ 1. Daraus folgt, dass eine Eckenlésung des Problems (A ) m+1
aktive Indizes aufweisen muss.

Nach dem Gleichgewichtssatz fiir das kanonische Problem (Satz 1.4) muss nun in m + 1
Nebenbedingungen des dualen Problems ( A* ) Gleichheit herrschen. Die Behauptung folgt

nun aufgrund der Aquivalenz von ( A*) und (A).

Losung A.2.13: Die Auszahlungsmatrix ist

P\P| 0O 1 2 3 4 5
0 1 -1 1 -1 1 -1
1 /-1 1 -1 1 -1 1
2 1 -1 1 -1 1 -1
3 /-1 1 -1 1 -1 1
4

5

1 -1 1 -1 1 -1
-1 1 -1 1 -1 1

oder in verkiirzter Form (da gerade und ungerade gleich hiufig vorkommt):

P\ P ‘ gerade ungerade

gerade 1 -1

ungerade -1 1

b+c) Das Spiel ist fair. Man kann z. B. iiber die vorangegangene Aufgabe argumentie-
ren, dass die Auszahlungsmatrix nach Substitution von gerade <> ungerade fiir einen der
Spieler schiefsymmetrisch ist.

Alternativ stellt man die Hypothese ji4 = 0 auf und rechnet nach, dass mit 2° = ¢° =
(1/2,1/2)T gerade gilt
el Ay <0<2" . Ay, x€ Dy, yeD,.

Dies sind dann nach Satz 2.6 ebenfalls optimale Strategien.

Losung A.2.14: Analog zum Vorgehen aus dem Text wird das Optimierungsproblem
(P*) gelost, d.h.:

n
gER": =% Ju—minl, §>0, A7 < 1.
k=1
Nach Einfithren von Schlupfvariablen gs, ¢s, %7 lost man mit Hilfe des Simplexalgorith-
mus:
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I'l'gn 92 Us Ua I7 Ul Us Y3 Ua
g -1 1 -3 0|1 g5 | —1/2 —1/2 -3 1/2] 3/2
7| 1 =21 0 11 Do | 1/2 —1/2 0 1/2] 1/2
7l 3 0 1 -1]1 g -3 0 1 [-1| 1
~1 -1 -1 —1/0 —3/2  1/2 -1 —3/2|-1/2
IIT| i Yo Y3 Yz IViigr w6 vs U7
g5 | -2 —1/2 —5/2 —1/2| 2 7s 4/5
¥ | -1 —1/2  1/2 —1/2]| 1 Ua * 7/5
Us | —3 0 1 1|1 Ua 9/5
3 1/2 -5/2 3/2|-2 5 1 1 2|4

Riicktransformation und Benutzung der vorangegangenen Ubungsaufgabe liefert dann die
optimalen Strategien

(1,1,2)".

g,

1
g= 1(0, 7/5,4/5,9/5)", &=
Der Wert des Spiels betréagt 4 ; es ist also nicht fair.

Losung A.2.15: Bemerkung: Fiir schiefsymmetrische Matrizen A gilt nach Definition
A = —A" und damit stets 27 - Ay = y7 - Ax = —yT - Az fiir beliebige x,y. Insbesondere
ist 27 - Ax = 0 fiir beliebige =.

Das Spiel ist fair, d.h.: Es gilt g4 = 0: Zunéchst gilt aufgrund »; = 35, dass D; =
Dy =: D. Nach dem Hauptsatz der Spieltheorie gibt es p14, 2° und ° mit

2T Ay <pa<al Ay, xyeD.
Testen mit y = 2° und = = ¢° liefert gerade:
0= 2% . Az” < jy <47 Ay® =0,
d.h. pa = 0. Weiterhin gilt fiir beliebiges y € D:
T Ay <0 o Yl AT <0 o 0<y’ - Al

Somit ist 2° auch zwingend eine optimale Strategie fiir y°.

Losung A.2.16: Wir wollen analog zum Beispiel 2.4 aus dem Text das Optimierungs-
problem (P*) lésen, d. h.:

yEeR": —Zgjn — minl, § >0, Ay < 1,,.
k=1
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Wir vermuten, dass das Skin-Spiel ohne Zusatzregel fair ist, d.h. p4 = 0. Damit ist aber
( P*) direkt nicht aufstellbar. Deshalb shiften wir die Auszahlungsmatrix um +1:
P\ P|KA PA P2
KA | 2 0 -1
PA 0 2 2
P2 3 0 —1

Mit Einfiihren von Schlupfvariablen 44, 95, ¥s 16st man mit Hilfe des Simplexalgorithmus:

I I To I3 17 I Ty T3 117 Te Ty I3
x| =2 0 1|1 ay| -2 0 1|1 x|-2 0 i %
T6 | —3 0 1|1 6 |[-3] 0 1|1 oz |—% 0 3|3
1 1 1 1 1 5
-1 -1 -10 -1 5 1= 5 3 T3] %6
v T, X9 T3
x| 2 0 =11 3
z3 | 0 2 2|1
x| 3 0 -1 3
1 2 1
5 5 3|1

Das geshiftete Spiel hat also g4 = 1; das Skinspiel ohne Zusatzregel also 4 = 0. Die
optimale Strategie fiir Spieler P, ist also 7 = (1/2,0,1/2)T. Fiir Spieler P, erhélt man
& =(0,1/2,1/2)".

A.3 Kapitel 3

Losung A.3.1: Es gilt nach Definition der oy, fiir beliebige Vektoren x mit Ax = b:
T, = Zaikxk +x;, 1€ IO.
k10

Insbesondere ist also fiir alle z mit I(z) C I°U{q} und Az =b die Identitét x, — ) =
Qpgq; bzw. da oy # 0,

Einsetzen in Az = Ax® liefert:

1
S foi - alai+ {zp — adbay = ——{w — al}a,

€10 ip Pq
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fir alle  mit Az = b und I(z) C I°U {q}. Abschliefend ist noch festzustellen, dass
man durch Variation von z° in der p-ten Komponente ein solches z konstruieren mit
Tp — :L‘g # 0. Dann ist obige Gleichung aber eine Linearkombination von a, in Termen

von B = {a;, i € I°= (I°\ {p}) U{q}}. Insbesondere ist damit B also eine Basis.

Losung A.3.2: (Duales Simplex-Verfahren)
Nicht verfiigbar.

Losung A.3.3: Addition der ersten m Zeilen ergibt einen Vektor der Linge mmn mit
lauter Einsen und analog bei Addition der letzten n Zeilen. Folglich existiert ein ¢ €
R™ ™ ¢ # 0 mit ¢cA = 0, d.h.: Rang(A) < m + n — 1. Zum Nachweis der Gleichheit
Rang(A) = m +n — 1 geniigt es, eine reguldre Teilmatrix der Gréfle (m +n — 1) X
(m+mn—1) zu identifizieren. Wir streichen die m-te Zeile. Dann enthalten die letzten n
Zeilen die Einheitsmatrix I, in den n letzten Spalten. Bei Wahl der zu den Variablen
211, %12, .- .,T1,—1 gehorenden Spalten erhalten wir eine untere Dreiecksteilmatrix der
GroBe (m+mn—1) x (m+n— 1) mit lauter Einsen auf der Hauptdiagonale.

Losung A.3.4: Nach Einfithren von Schlupfvariablen x3, x4, x5 lautet die Aufgabe in
Normalform wie folgt:

Q) =c"-x—min!, >0 Ar=>,
mit

3 -2 1
c=(-3,1,0,0,00", A=]-5 —4

00
1 0|, b=(3 105"
2 1 0 1

0
0
Lose zunéchst die Aufgabe ohne Restriktion auf ganzahlige Werte. Billiger Trick hier:

2% = (0,0,0)" erfiillt zwar Az = b. ist aber nicht zuldssig. Wir starten trotzdem direkt
in Phase IT des primalen Simplex-Algorithmus und hoffen auf das Beste!

1 R 2 11 T3 T 117 T3 Ty

z3 | [-3] 2| 3 x| —1/3  2/3] 1 x| —=1/7  =2/7| 13/7

Ty 5 4]-10 xy | 5/3 22/3| -5 T4 3/7 —=22/7| 31/7

5| —2 —1| 5 x5 | —2/3 —=7/3] 3 T 2/7 =3/7| 9/7
-3 1, 0 1 -1/-3 5/3 3/7|=30/7

Gliick gehabt! Wir erhalten das nicht ganzzahlige Optimum 2 = (13/7,9/7).

Aufstellen des Starttableaus fiir den ersten Gomory-Schnitt: Selektiere p = 1 nach Faust-
regel:
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T3 Ts gebr. A.
x| =1/7 =27 | 13/7 (6/7]
xy | 3)7 =22/7| 31/7 4/7
xo | 2/7T =3/7| 9/7 2/7
sy | 1/7 2/7 —6/7
5/3 3/7|—=30/7
Durchfiihren des dualen Simplexalgorithmus:
I T3 T 11 T3 $1 111 Ty $1
x| =1/7  =2/7| 13/7 x 0 1] 1 x 0 -1 1
xy | 3)7 —=22/7| 31/7 X4 2] —-11|-5 T3 1/2 11/2| 5/2
o | 2/7  =3/7| 9/7 xo | 1/2 =3/2| 0 9 1/4 5/4| 5/4
51 /7 [2/7]| —6/7 xs | —1/2  7/2 x5 | —=1/4 3/4| 7/4
5/3 3/7 | —=30/7 /2 3/2|-3 1/4 17/4| —7/4
Zweiter Gomory-Schnitt: p = 5:
111 Ty $1 gebr. A.
T 0 —1 1 —_
T3 1/2 11/2] 5/2 1/2
Z9 1/4 5/4| 5/4 1/4
xy | —1/4 3/4| 7/4 [3/4]
S 1/4 1/4|-3/4
1/4 17/4 | =7/4
Durchfiithren des dualen Simplexalgorithmus:
I Ty S1 Il | sy s1
1 0 -1 1 x 1
x3 | 1/2 11/2] 5/2 T3 4
xo | 1/4 5/4| 5/4 To | % 2
x5 | —1/4 3/4| 7/4 Ts 1
sy | [1/4] 1/4|-3/4 Ty 3
1/4 17/4 | =7/4 1 4)-1
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Die Losung des ganzzahligen Problems ist also & = (1,2)7. Im Gegensatz zur ,abge-
schnittenen“ Losung (1,1)7, die sich aus der ,kontinuierlichen* Lésung ergibt. Letztere
hat zwar Maximum 2 ist aber nicht zuldssig.

A.4 Kapitel 4

Losung A.4.1: Die Hessematrix von ®(-) ist durch

a;al

2Tl 7

gegeben. Sie ist positiv definit, weil es wegen der Beschranktheit von D zu jedem Ay # 0
mindestens einen Index i mit a! - Ay # 0 gibt. Folglich ist ®(-) streng konvex. Am Rand
von D sterbt mindestens einer der Terme ¢; — al -y gegen Null und der Logarithmus

(]
davon gegen —oo.

Losung A.4.2: Die Abbildung ¥, : M, x Mj; — R" x R™ — R" ist, da kompo-
nentenweise beliebig differenzierbar von der Klasse C°°(My x Mg)™ ™ ", Damit ist die
Jakobi-Matrix

DUy My x Mj — (My x My — R" x R™ x R")
wohldefiniert und kann komponentenweise mit Hilfe der Gateauxableitung

WO((:L‘7 Y, Z) + 8(51’, 5ya 62)) - \IIO(Ia Y, Z)
S

DVqy(x,y, 2)[dx, dy, 02] := lim
s—0

berechnet werden. Hierbei hilft, dass ¥ in fast allen Komponenten linear ist. Es folgt
durch einfaches Nachrechnen

0 0
DUo(,y, )0z, 69,02 = | 0 AT 1 | (52,59, 57)
0 X

und damit die Behauptung.

Losung A.4.3: Anwenden des mehrdimensionalen Mittelwertsatzes auf g liefert:
9(2) = 9(a") + g/(6) - (z — a¥), € € Pz
Umformen und g(z) = 0 ausnutzen ergibt:
0= ga*) + g/(a") - (= — 2) + (g/(6) — /() - (= — ).
Umstellen:

g/(xk)ilg(l'k) R :Ek _ —g'(xk)% (g'(&k) o g/(xk)) . (Z o xk)
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Damit erhalt man:
P xlc+1 S xk —i—g’(xk)_lg(:ck)
= —g'(e") (g (€") = ' (a")) - (z = "),
Also

||Z*$k+1|| < (k=1 1( ¢k 1k I

T < Mgl (€") — g (@)l (1)
Iz — 2]

Hieraus folgert man, dass es ein ¢ gibt, so dass mit einer Wahl 2° € Ks(z) das Newton-

Verfahren stets superlinear konvergiert:

llg'(x¥)~Y|| ist auf Ks(z) (fiir 6 klein genug) nach Annahme beschrinkt. Weiterhin folgt
aufgrund der Stetigkeit von ¢’ dass fiir hinreichend kleines § stets gilt:

[ mas lo'Go) ] lg' (@) — d @) S5 <1, w,y € Ks(2)

peKs(z

Mit zy € Ks(z) liegt also induktiv durch (I) auch jedes z* und damit auch jedes
€ € xkz in Kj(2). (1) liefert schlieBlich

Iz — =]

<Kk <l1.
EEra .

Das Verfahren ist also kontraktiv. Die Superlinearitét folgt dann sofort aus

1g'(&F) = ' (™) = 0 fiir 2* — 2.

Losung A.4.4: a) Die Abbildung

Axr — \x
flz,\) =
) (M%—l)

DF(a,3) = (A Y —3:)

hat die Jacobi-Matrix

T 0
Das Newton-Verfahren lautet damit: Ausgehend von gegebenen (29, \°) iteriere:

ozt o
- - xla A )
i M) Flai, )

it 2 S
) = |+ -
P At N

Df(z", \') - <
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Losung A.4.5: Die Abbildung W, unterscheidet sich von W, nur um einen konstan-
ten Faktor in der letzten (Block-)Komponente. Damit haben beide Abbildungen dieselbe
Ableitung

A 0 O
DV, (z,y,z) =0 AT I
Z 0 X

. Das Newton-Verfahren lautet damit: Ausgehend von gegebenen (20,10, 2%) iteriere:

o

D\Ilu(ari,yi7zi)- oyt :_\I]”(ﬁ"yi’zi)’
YR
it xt St
gl =y |+ 1|6y
i+l i 5o

Unter den Voraussetzungen (z‘,2") > 0 und rang(A) = m ist die Jacobi-Matrix DV,
stets regulér (Lemma 4.1). Damit ist das lineare Teilproblem, das in jedem Newton-Schritt
auftritt 1osbar. Die Matrix ist allerdings weder symmetrisch, noch definit. Weiterhin kann
auch der Spektralradius der Matrix, ihrer Jacobi-Iterations-Matrix, oder Gauf3-Seidel-
Iterationsmatrix aufgrund fehlender Struktur in A nicht abgeschétzt werden. D.h.: Bis
auf sehr robuste Iterationsverfahren, wie z. B. GMRES, muss a priori keines der bekannten
Iterationsverfahren konvergieren.

Losung A.4.6: a) Der Lagrange-Formalismus besteht in der Aufstellung der Lagrange-
Funktion L(z,\) = f(z) + Ag(z) und der Bestimmung stationdrer Punkte von L als
moglicher Extremalpunkte, d.h.: V,L(Z,\) = V, L(Z, ) = 0.

b) Zur Bestimmung der Extrema von f(x,y) = x —y auf K, d.h. unter der Neben-
bedingung 2? + y? = 1, wird der Lagrange-Ansatz verwendet. Die Lagrange-Funktion
ist

Lz, y,\) =2 —y + Az* + 92 — 1).

Thre stationdren Punkte (#,¢,A) erhélt man durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

O L(z,y,\) =142 \x =0,
OyL(z,y,\) = —1+2\y =0,
OWL(z,y,\) =2 +9*>—1=0.

Offenbar muss \ # 0 sein. Addition der ersten beiden Gleichungen ergibt also & = —y
und somit mit Hilfe der dritten Gleichung (#,9) = (£1/v/2,¥1/v/2). Fiir die beiden
stationdren Punkte ist

FA/V2,-1/V2) =V2,  f(=1/V2,1/V2) = —V2.
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Da K kompakt ist, nimmt [ auf K sein Maximum und Minimum an. Da die beiden
Punkte die einzigen Kandidaten fiir Extrema auf K sind, ist also der erste eine Maximal-
und der zweite eine Minimalstelle.

Losung A.4.7: Es seien definiert

f: R =R, (x,y,2) =z -y-2z
g R R, (,9,2)—ac+y+z—a

Die Optimierungsaufgabe lautet dann

f(z) = max!,
(z,y,2) >0, g(z)=0.

Die Lagrange-Funktion ist

L(z,y,2,A) = f(z,y,2) + Ag(2,y,2)).
Die notwendigen Optimalititsbedingungen
yz — A

V(r,y,z)L(fﬂ7y7 Z, )\) == Tz — A\ = O7 v/\L(.”E7y7 Z, )\) =x+ Y +z—a= 07
Ty — A

haben die Losungen A = 0 mit (a,0,0), (0,a,0) oder (0,0,a), welche offensichtlich
Minima sind. Fiir A # 0 miissen notwendigerweise x,%,z # 0 sein. Dann folgt mit yz =
xz = xy = A aber bereits Gleichheit © = y = z und damit aufgrund der Nebenbedingung
x =y =z =a/3. Da die Menge der zuldssigen Punkte kompakt und f stetig ist, werden
Minima und Maxima angenommen. Damit ist der letzte Punkte das gesuchte Maximum.

Losung A.4.8: Fiir eine strikt konvexe Funktion f gilt mit ¢ € (0,1) beliebig:
tf(x)+ (1 —t)f(a") > f(tx + (1 —t)a').
Dies impliziert fiir eine stetig differenzierbare Funktion f, dass fiir alle x # 2’ stets
f@) > f(2) + V()" (2 — )

gilt. (Die Ungleichung ist sogar dquivalent; wir brauchen aber nur die Hinrichtung.)

Beweis: Fiir eine stetig differenzierbare und strikt konvexe Funktion f gilt mit ¢ =
(' —x)/||2' — x| stets, dass die Abbildung

flz+s8) — f(x)

S

S —




184 Losungen der Ubungsaufgaben

strikt monoton wachsend ist. Damit ist insbesondere aber fiir den Grenzwert s — 0 und
ansonstem festgehaltenen s = ||z' — z||:

J) = f(@)

fla)t €<
" — ]
Es gilt also fiir beliebige x, 2’ mit x # '
f(&) > f(z) + Vf(x)" - (' —2), oder mit Vertauschen,
fl@) > fa) + V@) (z—2).
Addition dieser beiden Ungleichungen und Umordnung von Termen ergibt

(Vf(@") =V (@) (@ —2)>0.

Loésung A.4.9: Man argumentiert analog zum Text: Die Zielfunktion Q,(y,2) in (II},) ist
strikt konkav. (Dies ergibt sich ebenfalls aus einer fritheren Ubungsaufgabe.) Damit liefert
das zur dualen Aufgabe (II},) zugehérige KKT-System nicht nur notwendige, sondern auch
hinreichende Bedinungen fiir ein Optimum. Bestimmen wir diese:

Die Lagrange-Funktion ist
Ly, z,2) = Quly, 2) — 2" - g(y. 2)
mit
Quly,z) =b"-y+p ) log(z),
g(y,2) = ATy +2—c.

Das KKT-System lautet:

VL =V,Qu(y.2) —a"Vyg(y,z) = b— (" AT)T =0,

VoL =V.Quy.2) —2"V.g(y,z) = pZ 'e = Xe =0,

VoL =—g(y,2)=—-Aly—z2+c=0.

Insgesamt also

Az —b
U, (z,y,2) = | ATy+2—c| =0.
XZe— e

Somit ist die eindeutige Losbarkeit von (IT}) dquivalent zur Existenz einer eindeutigen
Nullstelle von ¥, d.h. ¥, (z,y,2) = 0.
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Losung A.4.10: (Z,,9,, 2,) is Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

Az, =0,
AT, + 2, =c,
)A(,L-}A/ue—ﬂe:().

Man argumentiert nun:

Stetigkeit: Die Abbildung p — (2, Y, 2,) ist wohldefiniert und aufgrund des Satzes von
der impliziten Funktion stetig (sogar stetig differenzierbar).

Beschrénktheit: Die 2, und 2, sind aufgrund von #, > 0, 2, > 0 und der dritten
Gleichung beschriinkt. Mit der 2. Gleichung, z, = ¢ — A, folgt dann die Existenz einer
Konstanten Cy > 0, so dass

H(@wgwﬁu)H <C Vg > p>0.

Konvergenz: Damit konvergiert nach Bolzano-Weierstral eine Teilfolge (., U, » 2y )
mit Indizes (u)ren gegen einen Grenzwert (2o, 4o, 20), d. h.
(‘iﬂlw Qum 2!%) — (jOv QO’ 20)'

Der Grenzwert erfiillt aufgrund der Stetigkeit aller Konstituenten in obiger Gleichung
ebenfalls die drei Gleichungen (mit p = 0).

Bemerkung: Ist die Losung (2, §o, 20) des urspriinglichen Problems eindeutig bestimmt,
so konvergiert bereits die ganze Folge mit Index x> 0 (d. h. jede abzihlbare Teilfolge ist
konvergent.

Losung A.4.11: Die Matrix ADAT is symmetrisch:
(ADATT = A(AD)T = ADTAT = ADA”.

Weiterhin ist A7 aufgrund des maximalen Ranges injektiv. Damit folgt notwendigerweise
fiir x € R™ beliebig:

(ADATz,2) =0 = (D(A"z),(A"2)) =0 = ATz=0 = z=0,
d.h.: ADAT ist definit. Die Positivdefinitheit von ADAT folgt unmittelbar aus der Po-
sitivdefinitheitét von D.

Lésung A.4.12: Der erste Newton-Schritt ausgehend von einem zuléssigen (2°,1°, 2°)
ist von der Gestalt

A 0 0 50 Az’ —b 0
0 AT T |- |80 |=1ATyY°+20—¢c| = 0
Z 0 X 529 79X 0% X970%.
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Damit folgt insbesondere Az’ = 0 und ATdy° + 62° = 0. Fiir die nichste Iterierte,
(z,yh 2h) = (2% y°, 2%) + (627, 6y, 62°),
folgt somit
Azt =b, Ay +:=c
Abschliefend kann mit einem Dampfungsparameter s € (0, 1] stets erreicht werden, dass
o' =2 45020 >0, ' =2"4502">0.
Bei ausreichender Dampfung bleiben die Newton-Iterierten also stets zuléssig.

Losung A.4.13: Aus der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mit-
tel ergibt sich fiir Zahlen a,b € R mit ab > 0:

V]ab| < ila+b|. (1.4.1)

Aus u” -v =0 folgt

0=u"v= Z w;v; + Z w;v; = Z |uv;] — Z w04, (1.4.2)

u;v; >0 u;v;<el iE€EP ieM
mit der (disjunkten) Zerlegung P := {i € I,|wwv; > 0}, M := {i € I,|uv; < 0} der
Indexmenge I, :={1,...,n}. Damit ergibt sich dann die Abschétzungskette

n 1/2 1/2
2 = (Z \Uﬂlz‘|2) = (Z |uivi|* + Z |Uivi|2>
i=1 ieP ieM
2 24 1/2

(Sl (5 o)

i€P ieM

24 1/2
< (2(2 |ui1)i|> > =12 Z [uiv;] (wegen (4.5.48))
ieP

i€P

lUVe

1
<V2 Z Z|ul + )2 =273 Z lu; + v (wegen (4.5.47))

i€P ieP
n
<2925 ug 4 = 272 Ju + o3
=1

Dies ist gerade die Behauptung.

Lésung A.4.14: Die Abbildung = — 1/2a7 - o ist strikt konvex und die Nebenbedin-
gung Ax = b ist linear. Die Optimierungsaufgabe ist also eindeutig losbar. Insbesondere
besitzt f ein globales Minimum und hat keine anderen lokalen Extrema. Damit hat auch

das KKT-System notwendigerweise eine eindeutige Losung. Aus der Lagrange-Funktion
Lz, \) :==1/227 -2 — \T'. (Az — b) letiet man das KKT-System her:
x—ATA =0,
Az —b=0.
Dieses wird von AT(AAT)~1b gelost: Aufgrund des maximalen Rangs ist AAT regulir

und die Inverse existiert. Es liegt A”((AA”)7'b) im Bild von A" (erste Gleichung),
weiterhin ist A(AT(AAT)"! = 1.
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Losung A.5.1: a) Eine Funktion f : D C R" — R heifit konvex/strikt konvex/konkav/
strikt konkav, falls zu gegebener Strecke zy C D mit x # y stets gilt

af(z)+ 1 —a)f(y) 0 flaz+ (1 -a)y) Vae(0,1),

mit 0 € {>,>,<,<}. Beispiele sind f(z) = =4[/z||* fiir eine strikt konvexe/konkave
Funktion und mit n > 2 die Abbildung (f)z = £|x;|? fiir eine konvexe/konkave, aber
nicht strikt konvexe/konkave Funktion.

b) Wir zeigen, dass f lokal Lipschitz-stetig ist. Sei z € D fest gewihlt und zunéchst
Ty C D beliebig mit z € (xy) betrachtet. Aufgrund der Konvexitdt von f ist der
Differenzenquotient monoton steigend, d.h.: Mit ¢ := (y — z)/|ly — z|| und Zz € (zy)
beliebig gilt stets:

fE+s8) - f(3)

§— =2t bZWS—)f(g)_f(g_Sf)
S S

sind monoton steigende Funktionen. Damit gilt fiir eine beliebige Wahl w € (zy), stets
flw) = f(2) _ fw) = f(z) _ fly) = f(z)
o=z = ly—==z = ly—zl
und durch Richtungswechsel £ — —¢:

f2) = flw) _ flo) = f(w) _ fz) — fly)

< <
Iz = wl| [l — w]| [z =yl

Mit L:=|f(y) — f(2)|/|ly — =] gilt dann stets
’f(w) - f(z)’ < LHw - zH Yw € (z,y).

Damit ist aber f in z € D bereits lokal Lipschitz-stetig, da dieselbe Argumentation fiir
ein beliebiges w fiir jede Komponente el -w unabhiingig durchgefiihrt werden kann. Die
Behauptung folgt dann unmittelbar aus der Dreiecksungleichung.

¢) Anwenden der definierenden Eigenschaft auf jeden Summanden liefert die Behauptung
unmittelbar.

d) Diese Behauptung folgt unmittelbar aus (e) durch Wahl von a = mingep f(z).

e) Bezeichne N :={z € D : f(z) < a}.Sei Ty C N beliebig. Dann gilt fiir alle a € (0, 1):
flaz+ (1 —a)y) <af(@)+(1—-a)f(y) <a,

also ar+ (1—a)ye N

Losung A.5.2: Seien z,y € R™ beliebig gewihlt. Dann gilt fiir ¢ € (0, 1):
fltaz+(1 = t)y)
=t x+ (1 =t)c" y+227Co+ (1 = t)>y"Cy + 2t(1 — t)'Cy
<t z+ (1 -t y+22"Car+ (1) Cy+t(l —t){a'Cx+y"y}
=tf(z) + (1 =1)f(y).
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Hierbei wurde die Beziehung
22T . Cy <al - Cx+y"-Cy

ausgenutzt. Ist C' sogar positiv definit, so folgt die strikte Ungleichung fiir x # y.
Lésung A.5.3: Sei 2° Losung von (P). Aufgrund der linearen Nebenbedingung sind alle
z € M reguldr. Nach dem lokalen Satz von Karush-Kuhn-Tucker gibt es also y° € R’
mit
T
y* - g(2®) =0,

V(%) + Zy?Vgi(xo) =0.

In diesem Fall also:

O (Aa — b) =0,
c— ATy’ =o0.

Weiterhin ist
bT 'yO _ (A:I:O)T _yO _ (ATyO)T - CT 20

Somit ist nach Satz 1.1 (Dualtitétstheorie) y° bereits eine Lésung von (P*).

Seien nun x, y zwei zulassige Punkte, die das KKT-System erfiillen. Dann gilt Ab > b
(Zulassigkeit), sowie ATy = ¢ (zweite Gleichung), und die erste Gleichung wird dquivalent
zum Gleichgewichtssatz:

< z,y sind Losung von (P) und (P7).

Losung A.5.4: (Kovexititskriterium)
Nicht verfiigbar.

Losung A.5.5: (Sattelpunktskriterium)
Nicht verfiigbar.

Losung A.5.6: (Anwendung Dualitétstheorie)
Nicht verfiigbar.
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o

lautet die Optimierungsaufgabe in Standardform fiir nichtlineare Programme:

Losung A.5.7: a) Mit

f(z) = min!, g(z) <0. (P)
b) Die Aufgabe (P*) wird tiber die Lagrange-Funktion hergeleitet:

L:R'x(R"xR")—R
L(xvg):—CT'$+yT~(A:E—b)—zT~x
:—xT-(ATy—c)—bT-y—:vT-z

mit der Notation § = (y, 2). Es folgt

L.(§) = inf L(z,§) = { :Z; :Z?Hfsa;]tijqic_#ci -
Somit hat die duale Aufgabe
geRT™ ¢ L,(y) — max! (P*)
die konkrete Gestalt
yeR™ : by = min!, ATy >c y>0.

¢) Man rechnet nach, dass fiir das primale Problem (P) mit

c
Y 0,
L:R"x(R"xR") =R
L(y,#)=b" y+a" - (—ATy+c) 2"y
=y" (—Av+b)+ca—y" 2

_AT

f@) ="y, gly)=]

und Lagrange-Funktion

mit der Notation & = (z, z). Analog ergibt sich

L.(Z) = inf L(y,2) =

yeR™

—o0, falls — Az +b # z,
oz, falls — ATz 4+ b= 2.

Somit hat die duale Aufgabe (P*) die konkrete Gestalt

reR" . Iz > max!, Az <b, x>0.
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Dies ist gerade (I*).

d) Nach dem globalen Karush-Kuhn-Tucker-Satz folgt fiir eine Losung z° von (I) die
Existenz von ¢ € RP*", so dass 2%, ¢° Sattelpunkt von L(z,7) ist (und umgekehrt).
Dabei gilt nach (¢) und der Sattelpunktseigenschaft

L*(2°) = Li(§°) = =" - y".

Somit ist y° Losung von (I*).

Losung A.5.8: (lokaler KKT-Satz)
Nicht verfiigbar.

Losung A.5.9: Aufstellen der Lagrange-Funktion
L(z,y) = f(z) +y" - g(x), mit

-1-u
f(w):x§+x1x2+x§—x1—x2., g(g;-)( 1>.
1+l'2

1
Die Funktion f(z) hat die Hessematrix V?f(z) = L und ist strikt konvex, g(x)

ist linear. Der lokale Karush-Kuhn-Tucker-Satz ist damit anwendbar. Die Karush-Kuhn-
Tucker-Bedingungen lauten:

{ ()" - g(2%) =0,
V(%) + 3249 Vgi(a®) = 0.
—y? (1 +21) + y9(1 4 29) = 0,

& 220 + ) — 1 -1 0
S +y +ys || =0
Ty + 225 — 1 0 1
Ansatz: y? =0, y3 > 0. Dies fithrt sofort auf 29 = —1 (erste Gleichung), 2% = 1 (zweite

Gleichung) und y§ =2 (dritte Gleichung).

Der Vektor 2° = (1,—1)7 geniigt also den Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen und ist
zuliissig. Damit ist 2° die gewiinschte (eindeutige) Losung aufgrund der strikten Konve-
Xitét.

Losung A.5.10: Setze
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Dann existiert nach dem lokalen Karush-Kuhn-Tucker-Satz ein 3° € R} mit

o - §(2°) =0, (a)
V) + Y V() = 0. 8)

Mit der Zerlegung §° = (3°, 297, ¢° € R? und z° € R iiberfiihrt man die erste
Gleichung in:

a) & Y g’ ¢
Und die zweite Gleichung in:

——
>0

B) & Vi) + Zyivgi(xo) —2" 1, =0 = V,L(%y%) > 0.
i=1

VzL(Iano)

Losung A.5.11: (Regulariéitskriterium)
Nicht verfiigbar.

Losung A.5.12: Zunichst formt man die Aufgabe in Standardform um. Fiir die Neben-
bedingung gilt hierbei:

Ax <b A b
Ar=bx >0 & —-Ar<-b <= g(z):=|-A|z—|-b| <0
-z <0 —I 0

Aufgrund der strikten Konvexitéit von f(z) = 27 -Cz+c’ -z und der Linearitit von g(x)
untersucht man analog zu einer fritheren Aufgabe die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen.
Seien (g, %,a)" € R *" die Lagrange-Multpiplikatoren zu obigen Ungleichungsneben-
bedingungen. Dann ist die Existenz eines Sattelpunktes dquivalent zu:

A b
i) |—A| 2 |-b| <0,
~1 0
A b ]
i) (97,27, a") - | |[—Al 2 |=b| <0
—1 0

=97 (A2 —b) - 2T (Az —b) -0’ -5 =0

IS PR3N
I
=

iii) 23 +c+ [AT AT 1|

>
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Dies ist dquivalent zu:
i) At=0b, >0,
i) 4’ -3 =0,

iii)  — 203 +a— AT (2 —79) = C.

Losung A.5.13: Die Argumentation ist analog zu frheren Aufgaben. Die Funktion f (z) =
227 + a3 — 487, — 40z, ist strikt konvex, die Darstellung der Nebenbedingungen,

_ . -
T2
glx)=| 8—ay—xy | 20
6 — a2
_18 —x — 33;2_

(affin) linear. Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen reduzieren mit der Wahl x; = 4,
79 = 4 auf die folgenden Gleichungen fiir den Lagrange-Multiplikator y € R,y > 0:

i) Ay +4ys + 2y +2ys =0
ZZ) 24+ +tys+ys+ys=0
=32+ y2 +ys+3ys =0

In der Ungleichungsnebenbedingung g(z) > 0 ist die Gleichheit in der 1., 2., 4. und 5.
Gleichung verletzt. Dies motiviert den Ansatz y; = yo = ys = y5 = 0. Und damit nach
Gleichung (ii): y3 = 32. Wir haben also einen Sattelpunkt (z,y)? mit = = (4,4)” und
y = (0,0,32,0,0)T gefunden.

Losung A.5.14: (Quadrat. Optimierungsaufgabe)
Nicht verfiigbar.

A.6 Kapitel 6

Losung A.6.1: Wir haben im vorliegenden Fall

201 — 4
g1(z) = 2% + 25 — 4wy — 5, Vgl(x)< ! ),
233'2

2z
g2(t) = ai + 25 — 2wy = 3, Vga(2) = S
21‘2 -2

2rx1 4+ 2
g3(x) = mf + azg +2x + 225 — 2, Vgs(x) = ! .
2.1'2 +2
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Konstruktion von Sp: Es soll gelten ¢;(7) + (z — 7)7 - Vgi(z) < 0 (i = 1,2,3) mit

7 = (0,0)". Dies liefert die Ungleichungen

1 Z—Z, Ty > 5 1+ a9 <1
Offenbar ist Sy beschrinkt.
Das Startproblem lautet nun
—x1 +xy =min!, —x; < 27 —19 < 2 T+ xo < 1.

Grafisches Ablesen liefert die Losung 29 = (5/2, —3/2)T. Damit ist

13 17 17
91(330) = T 92(330) = DR 93(330) = D}
und man selektiert k& = 2. Der erste Schnitt ist also
2
@) + (2 — 29" - Vg (") <0 & 2 —a9— 1—3 <0.

o)

T




194 Losungen der Ubungsaufgaben

Losung A.6.2: Das Endtableau hat die Gestalt

Ty Lrq
T Qi 5 z} iel’
Yk Vko
k& 1°

mit g, < 0 und v, > 0 fir k # k. Es gilt aufgrund der Konstruktion des Simplexta-
bleaus:

€T, = Z QT +£E? (Z S IO),
k10
Q) = > wrx + Qa°).
k10

Wegen , = 0 ist 2° auch zulissige Ecke des reduzierten Problems. Die Ecke 29 ist
nach der zweiten Gleichung unter der Nebenbedingung zy, = 0 bereits optimal, da durch
einen Basiswechsel Q(z) nicht mehr verringert werden kann (die einzige Abstiegsrichtung
mit v, < 0 wird gerade festgehalten).

Es gilt weiterhin

€T, = Z Ll =+ iEZO (Z € IO),

k10 k#ko
Q)= D e+ Q0.
kIO k#ko

Damit ist 2° ein Optimum des reduzierten Problems
' z=min!, Az =0b, >0,

wobei ¢ aus ¢, # aus  und A aus A durch Streichung der ko-ten Spalte entstehen.
Das zu der entsprechend verkiirzten Ecke 7 gehorende Tableau entsteht offenbar aus
dem obigen durch Streichung der Spalte zum Index kq. Es ist ,,optimal*.

Losung A.6.3: (Dualitétsverfahren von Wolfe 1)
Nicht verfiigbar.

Losung A.6.4: (Dualitiatsverfahren von Wolfe 2)
Nicht verfiigbar.
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Losung A.6.5: (Abstiegsverfahren von Frank und Wolfe)
Nicht verfiigbar.

Losung A.6.6:

1. Mit ce R", A € R™*" b e R™, b> 0 lautet ein lineares Programm in Normalform
reR" . ¢ x> min!, x>0, Az=0.
Die hierzu duale Aufgabe lautet
yeR™ : by - max!, ATy <ec.
2. Eine Schlupfvariable z ist ein kiinstlich eingefiihrter Freiheitsgrad um eine Unglei-
chungsnebenbedinung, z. B. Ac < b in eine Gleichungsnebenbedingung
Ar+z=0b, 2z2>0,

zu iiberithren. Dies ist notwendig zur Uberfithrung von allgemeinen linearen Pro-
grammen auf Normalform.

3. Im Endtableau zu einer zulissigen und optimalen Ecke sind alle v, > 0 (Opti-
malitidt) und alle z¥ > 0 (Zuléssigkeit). Die primale Auswahlregel (R) sichert die
Zuléssigkeit der neuen Ecke nach einem Auswahlschritt.

4. Das primale Simplexverfahren optimiert den Funktionalwert durch Eckenwechsel
unter Beibehaltung der Zulédssigkeit. Der duale Simplexalgorithmus iiberfiihrt suk-
zessive auf eine zuldssige Ecke unter Beibehaltung der Optimalitét. Letzteres wird
beim Gomory-Schnittverfahren benotigt.

5. Ein Matrixspiel A heifit fair, falls fiir die zugeordnete Wertigkeit 14 des Spiels gilt:
ta = 0. Die Wertigkeit 4 kann iiber das Losen der Optimierungsaufgaben
oER, 2z eR” : 2y — max!, x>0, Z:cizl, Zmiaikzxo, (P)
i=1 i=1
oder

n n
wER YyER . yo—min!, y>0, > =1, axy < vo, (P*)
k=1 k=1

bestimmt werden. Es ist dann gy = Zg = go.

6. Die Lagrange-Funktion zu
'r—smax!, >0, Az <b
hat die Gestalt
L(z,y,2) = —c" - +y" - (Ax —b) + 27 - .
Ein Sattelpunkt (&, 7, 2)T erfiillt
L(z,y,2) < L(2,9,%2) < L(z,4,2) VzeR", VyeR"VzeR"
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10.

Der Ausgangspunkt des Innere-Punkte-Verfahrens ist die dquivalente Darstellung
einer Losung (x,v,2)" des primalen und dualen Problems (mit z als Schlupfvaria-
ble) als Nullstele von ¥y = 0 mit

Ax -0
U, (z,y,2) = |ATy+ 2z —c
XZe — e

Hierbei heifit die Grofie
Ny =T, 2, =¢ cx, = by,
Dualtitatsliicke.
Das Sattelpunktskriterium zu einer Lagrange-Funktion L(z,y) lautet
L*(&) = L.(9),
mit

L*(x) := sup {L(x,y)}, L.(z):= inf {L(x,y)}.

yGRT TER™
Korrekt ist auch die dquivalente Formulierung;:
L(z,y) < L(2,9) < L(z,§) Yz eR", Vye R}

Fiir einen Sattelpunkt (Z,9)" gilt stets, dass # Lésung des primalen Problems (P)
und ¢ Losung des dualen Problems (P*) ist.

Seien die Funktion f und die Nebenbedingungen g; konvex sind und M° # ). Dann
besagt der globale KKT-Satze, dass zu einer Losung & von

zeR":  f(z) = min!, g(z) <0,

stets ein y € R’ gibt, so dass (&, )" ein Sattelpunkt von L(z,y) = f(z)+y" - g(x)
ist. Hierbei ist

MY :={xeM : glz) <0} #0
die sogenannte Slater-Bedingung.

Die Idee des Schnittebenenverfahrens besteht aus der Approximation der zulédssi-
gen Menge M durch ein Polyeder Sy mit M C Sy und der Losung des linearen
Programms (0.B.d.A. ist f linear)

f(z) = min!, =z € S.

Es werden nun, so lange x; € M, zuksessive kleinere Polyeder Si,...durch , Schnit-
te“ erzeugt, so dass M C Sy, aber xy 1 & S; (a; sei stets Losung des linearen
Programms zu S;).
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Losung A.6.7:

1. Mit ce R*, A€ R™" bheR™ b>0 lautet ein lineares Programm in Standard-
form:

zeR” . Iz —max!, >0, Az <b.

)

Uberfithrung in Normalform duch Einfiihren einer Schlupfvariablen z € R7:

r R : (—CT Om> : <x> — min!, x>0, (A Im) (q:) =b.
z z

2. Die Normalform liegt dem Simplexverfahren zugrunde. Liegt fiir x; keine Vorzei-
chenbedingung vor, zerlegt man x; in einen positiven und negativen Anteil mit
Vorzeichenbedingung:

r;=x, —x; mit a7 >0.
(Bemerkung: Es kann gezeigt werden, dass es stets ein Optimum mit entweder z;" =
0 oder z; =0 gibt.)

3. Im Endtableau zu einer zuldssigen und optimalen Ecke sind alle 7, > 0 (Optima-
litdt) und alle 2? > 0 (Zulissigkeit).

Eine Basis der Ecke & is gegeben durch die Menge B(Z) := {ay | k € I(2)} =
{ai | k aktiver Index}. (Bzw. im Fall einer entarteten Ecke durch eine Vervollsténdi-
gung von B(x) mit Spaltenvektoren von A.)

4. Eine Ecke & ist entartet, falls dim B(%) < m.

Das Simplexverfahren mit einfacher Auswahlregel (R) muss beim Auftreten entar-
teter Ecken nicht notwendigerweise terminieren, ein Zyklus kann auftreten.

5. Ein Matrixspiel ist ein Zweiparteienspiel bestehend aus dem gleichzeitigen Ziehen
beider Parteien aus einer fixen Menge an Zugmoglichkeiten und anschlieSender Ge-
winnfeststellung mit Hilfe einer Auszahlungsmatrix. Diese gibt hierbei den Gewinn
bzw. Verlust der ersten Partei in Abhéngigkeit von der Zugwahl beider Parteien
an. Die Wertigkeit des Matrixspiels ist die mittlere Gewinnerwartung des ersten
Spielers bei optimaler Strategie beider Parteien. Einem Matrixspiel kann stets eine
Wertigkeit mit optimalen Strategien zugeordnet werden.

6. Der Alternativsatz fiir das Standardproblem der linearen Optimierung besagt, dass
genau einer der beiden Alterantiven gilt:
i) M # 0 und M* # () und primales und duales Problem sind 16sbar mit max; =
mings.

ii) M =0 oder M* ={ und beide Aufgaben sind unlosbar.

Eine analoge Aussage gilt auch fiir das kanonische Problem.
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10.

Unter dem zentralen Pfad versteht man die wohldefinierte Abbildung 11 — (2., Y, 2,)
mit p > 0, wobei z, Losung des primalen und (y,, z,)" Losung des dualen Pro-
blems ist.

Die Regularisierung dient dazu, das urspriingliche Problem ¥y(z,y,2) = 0 in ein
modifiertes Problem W, (z,y,z) = 0 zu iiberfithren, dessen Optimum im Inneren
der zuldssigen Menge liegt. Dies sichert eine eindeutige Losung und Regularitét der
zugeh. Jakobi-Matrix fiir das Newton-Verfahren.

Zur konvexen Optimierungsaufgabe ( f, ¢; konvex)
zeR" : f(z) > min g(x) <0

lauten die KKT-Bedingungen (lokaler KKT-Satz): & € R® und ¢ € R™ erfiillen

Ist M° # @ (Slater-Bedingung), so sind die KKT-Bedingungen hinreichend und
notwendig fiir die Existenz einer Losung & obiger Optimierungsaufgabe.
(Alternative Antwort: Optimallosungen sind auch Losungen des KKT-Systems, aber
nicht notwendig umgekehrt; die Umkehrung erfordert M° # ().)

Eine effiziente Bestimmung ist mit Hilfe des Gleichgewichtssates moglich: Zunéchst
ist notwendig y; = 0 fiir alle j mit (Ax); # b;. Weiterhin ergibt sich ein LGS

(ATy)i = ¢; Vi mit 2? >0
oy ="
Seien B, By C R™ nichtleer, konvex und disjunkt. Weiterhin sei By offen. Dann
exisitert eine Hyperebene, die beide Mengen trennt. Formal: Ja € R™\ {0}, so dass

a’ - y>a" -z, 2By, yEB,.





