5 Nichtlineare Optimierungsaufgaben

5.1 Konvexe Programmierungsaufgaben

Wir betrachten im Folgenden allgemeine Optimierungsaufgaben in der ,,Standardform*
(P) xeR": f(z) - minl, g(z) <0,

mit einer Zielfunktion f : R™ — R und Restriktionen g = (g1,-, gm) : R* — R™. Der
zugehorige ,,zuldssige” Bereich ist wieder definiert durch M := {z € R" | g(x) < 0}.

Im Allgemeinen Fall einer nichtlinearen Aufgabe sind die Fragen nach Charakterisie-
rung und Berechnung von Losungen natiirlich sehr viel schwieriger als im linearen Fall.

Beispiel 5.1: Wir betrachten die Situation n = 2,m = 3 mit den Restriktionen
gi(r) = =21 <0, ga2(r) = —22 <0, g3(xr) =21+ 72 -1<0.

a) Linearer Fall f(z) = x; — 2o mit Eckenlésung (Niveaulinien f(z) = ¢):

Abbildung 5.1: Problem mit Eckenlésung

b) Linear-quadratischer Fall f(z) = (21 — 7)? + (22 — 7)? mit Randlésung und f(x) =
(r1 — 3)? + (x5 — 3)? mit innerer Losung (Niveaulinien f(z) = c)

+ &€ ~ .'-—’ /1‘
7 10N\ ! DO 10N

Abbildung 5.2: Problem mit Randlésung (links) und innerer Lésung (rechts)
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Diese Beispiele zeigen, dass bei nichtlinearen Optimierungsaufgaben die Losung, falls eine
solche iiberhaupt existiert, sicher nicht durch eine spezielle Lage im zuléssigen Bereich
M = {r € R"|g(x) <0} ausgezeichnet ist. Um zu verwendbaren Aussagen zu kommen,
miissen zusétzliche Annahmen tiber die Eigenschaften der Funktionen f und g; getroffen
werden. Die Aufgabe (P) wird ,linear” genannt, wenn sowohl die Zielfunktion f als auch
die Restriktion ¢ affin-linear sind:

flxy=c"-x+d, g(x)=Ax—0b,

mit Vektoren ¢ € R”, b € R™ und einer Matrix A € R"™*", andernfalls ist sie , nichtline-
ar“. Eine Funktion f:R" — R ist genau dann affin-linear, wenn gilt:

FOz+ (1 =N2)=Af(x)+ (1 =Nf(a"), =2 €R" Xe(0,1). (5.1.1)
Man nennt f , konvex“, wenn gilt:
fOz+ 1 =N2") <Af(x)+ (1 =Nf(2'), z,2€eR", Xe(0,1), (5.1.2)

(,konkav* fir ,>“) und ,streng konvex®, wenn ,<* fir = # 2’ gilt. Sind die Funktio-
nen f und g; konvex, so spricht man von einer ,konvexen Optimierungsaufgabe“. Viele
Eigenschaften der linearen Aufgabe lassen sich sinngeméfl auch fiir den konvexen Fall
iibertragen.

Ein zuldssiger Punkt « € M der Aufgabe (P) wird ,relatives (lokales) Minimum®
genannt, wenn fiir eine e-Umgebung U.(z) = {y € R" |||z — y|| < e} gilt:

f@) < fly), yeUlx)n M. (5.1.3)

Ein Minimum von f auf ganz M heifit dann jabsolut® oder auch ,,global®.

Fiir spatere Zwecke listen wir einige Aussagen iiber konvexe Funktionen:

- Ist f konvex, so ist —f konkav.

- Sind f; (i=1,...,m) konvex, so ist Y ", f; konvex.

- Fiir eine konvexe Funktion ist jedes relative Minimum auch absolut.

- Die Menge der Minima einer konvexen Funktion ist konvex.

- Eine streng konvexe Funktion hat héchstens ein Minimum.

- Eine auf einer offenen (konvexe) Menge definierte konvexe Funktion ist dort not-
wendig stetig.

- Ist f konvex, so ist die Menge {z € R"| f(z) < a} fiir jedes a € R konvex.
Als Durchschnitt von konvexen Mengen ist der zuldssige Bereich einer konvexen Program-

mierungsaufgabe stets konvex; ist er beschriankt, so hat die Aufgabe (P) eine eindeutig
bestimmte Losung. Wir werden im Folgenden die Minimalstellen durch notwendige und
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hinreichende Bedingungen charakterisieren und dann Methoden zu ihrer numerischen Be-
rechnung diskutieren. Dazu werden gewiss Glattheitseigenschaften von f und ¢ erdor-
derlich sein. In der Regel werden diese Funktionen als einmal oder auch zweimal stetig
(partiell) differenzierbar angenommen.

Lemma 5.1: Eine Funktion f € CY(M), M konvez, ist genau dann konvez, wenn
fly) = f@)+(y—2)"-Vf(x), zyeM, (5.1.4)
und genau dann streng konvex, wenn fir x #y in (5.1.4) die strikte Ungleichung gilt.

Beweis: Aus der Ungleichung (5.1.4) folgt fir y,z € M und = = Ay + (1 — A\)z mit
0< A< 1:

M y)+ 1 =Nf(2) 2 A(f@) + (y—2)"- V(@) + (1= A) (f(x) +(z—2)"-Vf(x))
zf(x)—|—()\(y—a:)+(1—)\)(z—x)) Vi)
= fl@)+ (W + 1 =Nz —2)" - V(@)= f(z),

d.h.: f ist konvex. Ist umgekehrt f konvex, so gilt fiir die auf (0,1) differenzierbare
Funktion

PN = Af(y) + (1 =N f(z
und ¢(0) = 0. Also ist notwendig ¢’(0) > 0.
0<¢'(0)=fy) — f(z) = Vf(2)" - (y — ).

Fiir die strenge Konvexitéit argumentiert man analog. Q.E.D.

fOy+(1—=XNz)>0

) —
Dies impliziert

Lemma 5.2: Eine Funktion f € C*(M), M konvex mit nicht leerem Inneren M° # (),
ist konvex bzw. streng konvew, genau dann wenn die zugehérige Hesse'-Matrix

v flz) = (8:58228fa:k( )):k=1

fiir alle © € M positiv semi-definit bzw. positiv definit ist.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus der Taylorschen Formel

fly) = f@)+ (y—2)" - V@) + 3y —2)" -V FE)y—2), €€ (2,y),
mit Hilfe von Lemma 5.1. Q.E.D.

~—

Als Folgerung aus Lemma 5.2 finden wir, dass quadratische Funktionen
flx)y=c"-z+2" Cx
mit (symmetrischer) positiv semi-definiter Matrix C' € R™*" konvex sind.

Fiir konvexe Optimierungsaufgaben haben wir den folgenden Satz iiber die Existenz
von Minima.

'Ludwig Otto Hesse (1811-1874): Deutscher Mathematiker; wirkte in Konigsberg, Heidelberg und
Miinchen; Beitridge zur Theorie der algebraischen Funktionen und Invarianten
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Satz 5.1 (Existenzsatz fiir konvexe Aufgaben): In der Optimierungaufgabe (P) mit
konvezen Funktionen f und g;, 1 =1,...,n, sei die zulissige Menge M beschrinkt oder
die Zielfunktion habe die Eigenschaft

flx) =00 (zeM, |z|2— o). (5.1.5)

Dann besitzt f auf M ein Minimum Z . Im Fall der strikten Konvezitit von f ist das
Minimum eindeulig.

Beweis: i) Auf der beschriankten (und damit kompakten) zulédssigen Menge M nimmt
die konvexe (und damit stetige) Funktion f ihr Minimum an.

ii) Sei nun M unbeschrinkt und erfiille (5.1.5). Wir verwenden das sog. ,,Minimalfol-
genargument“. Wegen der Wachstumsbedingung (5.1.5) kann es keine Folge von Punkten
xt € M geben mit f(z') — —oo (t — 00). Also ist f nach unten beschriinkt:

—00 < Ilg[{[f(zr) =:d.

Sei nun (2')ey € M eine zugehorige , Minimalfolge“, d.h.: f(z') — d (t — 00). Diese
Minimalfolge muss, wieder wegen (5.1.5), beschrinkt sein und besitzt wegen der Abge-
schlossenheit von M folglich mindestens einen Haufungspunkt z € M . Fiir diesen gilt
dann mit der zugehérigen Teilfolge (x'%)seny wegen der Stetigkeit von f:

f(@) = lim fa) =d

d.h.: z ist Minimum von f auf M . Dieses Minimum ist dann fiir strikt konvexes f
eindeutig bestimmt. Q.E.D.

5.2 Dualitédtstheorie (globale Extremalbedingungen)

Im Folgenden untersuchen wir die ,globalen® Eigenschaften der Optimierungsaufgabe
(P), d.h.: charakterisierende Eigenschaften ihrer ,globalen* Losungen. Der , primalen®
Programmierungsaufgabe

(P) reR": f(z) » min! g(z) <0,

mit stetigen Funktionen f:R™ — R und g € R” — R™ wird die folgende sog. ,, Lagrange-
Funktion® zugeordnet:

L(z,y) = f(x) +y" - g(x), ze€R" yeR™
Wir definieren

L*(z) := sup L(z,y) € RU{cc}, z€R",

yERT

L.(y) = igﬂ{n L(z,y) e RU{—-o0}, yeRY,
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sowie das zugehorige Paar zueinander ,,dualer Aufgaben
(P) rzeR": L*(x) — min!
(P7) yeRT: L.(y) — max!

Im Fall, dass M := {z € R"|g(z) < 0} # 0, ist (P) eine fiquivalente Formulierung zu
(P), denn es gilt:
veM:  L'(z)=sup{f(2) +y" - g(x)} = f(2),
yeRr™

x & M : L*(z) = 4 0.

Wir bezeichnen (P*) als die zu (P) ,duale* Aufgabe. Wie in der linearen Programmie-
rung ist man dann an ,, Alternativsitzen® fiir die Probleme (P) und (P*) interessiert. Im
Folgenden setzen wir stets M # () voraus.

Lemma 5.3: FEs gilt allgemein (im Zahlbereich RU{£oc})
L*(z) > L.(y), ze€R" yeRT. (5.2.6)
Ist fiir ein Paar (z,5) € R™ x R} das folgende sog. ,Sattelpunktkriterium erfillt,
L'(3) = L), (5.2

so sind T und y Lésungen von (P) bzw. (P*).

Beweis: i) Fiir « ¢ M ist definitionsgemafi L*(x) = oo und folglich L*(x) > L,(y) fiir
alle y ¢ R . Fiir v € M ist

L'(z) = f(x) > f(2) + y" - g(x) = L(z,y)
Rriere
> inf L(z,y) = L.(y), yeRTY.

rER?

il) Im Fall L*(%) = L.(y) ist also

L.(9)=L*(2) > L.(y), y€eRY,
<L*(z), zeR"

d.h.: & and § sind Losungen der Aufgaben (P) bzw. (P*). Wegen M # () muss & € M
sein, d.h.: & ist auch Losung von Aufgabe (P). Q.E.D.

Lemma 5.4: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. L*&) = L.(9) .
2. L(#) = L(@.§) = L.(3).
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3. L(t,y) < L(%,9) < L(z,§), ve€R", yeRY.

4. mingegn SUPyepm L(z,y) = maxyegy infrern L(2,y) .

Beweis: (1) — (2) : Gilt (1), so folgt auch (2) wegen:

L(#,9) < sup L(#,2) = L'(2) = L.(9) = inf L(z,9) < L(%,9).
z€R™ ———— ek
m

(2) — (3) : Gilt (2), so folgt (3) wegen der folgenden Beziehungen fiir x € R", y € R}":
L(#,y) < sup L(#,2) = L"(2) = L(&, ) = L.(9) = inf L(z,9) < L(z,9).

ZER™ CRn
+
(2>

(3) — (2) : Dies ergibt sich trivialerweise.
(2) — (1) : Dies ergibt sich trivialerweise.
(1) — (4) : Gilt (1), so folgt nach Lemma 5.3 auch (4) geméf

min L*(z) = L*(2) = L.(§) = max L.(y).
TrER? —_—— yERT
(1

(4) — (1) : Gilt (4), so gibt es & € R" und y € R, mit denen (1) gilt:
L'(2) = L(3).
Dies vervollsténdigt den Beweis. Q.E.D.

Die Beziehung (3) in Lemma 5.4 besagt, dass das Paar (Z,7) € R" x R ein ,Sattel-
punkt® der Lagrange-Funktion L(z,y) ist. Lemma 5.3 besagt also, dass jeder Sattelpunkt
(,9) von L(z,y) mit & und y Losungen von (P) bzw. (P*) liefert. Die Umkehrung ist
i. Allg. nicht richtig; dazu sind weitere Voraussetzungen erforderlich. An den zuléssigen
Bereich M stellen wir im Folgenden die sog. ,,Slater’-Bedingung*:

M :={x e M|g(z) <0} #0. (5.2.8)
Diese Bedingung macht offenbar bei Gleichungsrestriktionen keinen Sinn. Damit haben

wir den folgenden zentralen Satz der , konvexen Optimierung*.

Satz 5.2 (Globaler Karush-Kuhn-Tucker-Satz): Es seien f, g;,i=1,...,m, kon-
vex und M # (. Dann ist ein & € M genau dann Losung von (P), wenn es ein § € R
gibt, so dass (Z,7) Sattelpunkt von L(x,y) ist.

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir den folgenden sog. ,, Trennunssatz® fiir konvexe
Mengen.

2Morton L. Slater (1921-2002): US-amerikanischer Mathematiker; arbeitete an den Sandia National
Laboratories (USA); bekannt durch die nach ihm benannte ,,Slater-Bedingung® in der nichtlinearen Op-
timierung.
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Lemma 5.5 (Satz von der trennenden Hyperebene): Es seien By, Bs C R™ zwei
nichtleere, disjunkte Teilmengen, wobei By als konvexr und By als konvex und offen an-
genommen sind. Dann ezistiert eine Hyperebene, welche die beiden Mengen tremnt, d. h.:
Es existieren ein a € R™\ {0} und ein 8 € R, so dass

a' y—p>0>a"-x—p, x€By, yE Bs.

Beweis: Anschaulich ist die Aussage klar. Ihr rigoroser Beweis ist dennoch sehr technisch.
i) Wir zeigen die Behauptung zunichst fiir den Spezielfall By = {z}. Da B, konvex und
abgeschlossen ist, gibt es ein § € By mit der Eigenschaft (Ubungsaufgabe)

lr =gl = inf o=yl
Fiir y € By ist Ay + (1 —\)j € By fiir A € (0,1). Damit erhalten wir

lz = gll2 < llz = Ay = (L= Vil =l = g+ AG = vz

= llz =gl + 2\(z — .5 — y) + N[[§ — yll3-
Fiir A — 0 folgern wir (x — §,9 — y)2 > 0 und damit

(—2,9)2> G —2,9)2= G —z2)+[§— /3.
Wir unterscheiden nun zwei Falle.

a) Fall « ¢ 0B, : In diesem Fall ist ||§ — x[|2 > 0 und mit der Setzung

y—x g

Thgal T

a :

ergibt sich

(aay)22<a7x)2+”g_x”2 = (a>y)2_5>0:(aax)2_5a ?JEB2
0
>

b) Fall € OB, : Sei (2')ien C BS (Komplement von B,) eine Folge mit a' — z (t — 00)
und o' die in (a) zugeordneten Vektoren mit |[a‘|ls = 1 und Zahlen f; := (a’,2")y. Da
die Folge der a' beschrinkt ist, besitzt sie eine Teilfolge (a'*)sen, welche gegen ein a
konvergiert: a's — a (s — 00). Damit folgt fiir y € By:

(a>y)2 = lim (a137y>2 > lim {(atsva:ts)Q + ||?Q - xts 2} 2> (a,x)27

§—00 §—00

d.h.:
(a,y)o— B >0=(a,z)2 — B, y€Bs.

Die volle Behauptung mit dem ,,>“-Zeichen ergibt sich mit Hilfe eines Widerspruchargu-
ments analog zu dem weiter unten verwendeten.
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ii) Wir behandeln nun den Fall einer allgemeinen konvexen Menge Bj. Die Menge
B:={y—x|y€ By, x € B}

ist konvex und wegen B = U,cp, {y— 2|y € By} offen. Wegen By N By = () ist auBerdem
0 ¢ B. Teil (i) angewendet fiir die Mengen B; = {0} und By = B liefert also die
Existenz eines a € R™\ {0}, so dass

(a,y — )2 >0, (a,y)2 > (a,x)y, € By, y € Bsy.
Mit der Setzung = inf,cp,(a,y)s gilt dann
(a>x)2§ﬁ§(aay)27 J“EBla 9632

Angenommen, es gibt ein y € By mit (a,y)s = . Dann ist auch (a,y +ea)y > 3, fiir
kleines ¢ € R, da By offen ist. Dies ergibt den Widerspruch =¢||a|l2|| > 0 und somit
(a,x)s < B < (a,y)s. Dies vervollstindigt den Beweis. Q.E.D.

Beweis: (Beweis von Satz 5.2)

i) Fiir einen Sattelpunkt (Z,9) € R" x R}' von L(z,y) ist nach Lemma 5.3 & Losung
von Aufgabe (P).

ii) Sei nun umgekehrt # eine Losung von (P). Wir definieren die Mengen

Bl = {yT = (y())yh . '7ym)T € R1+m | Yo > f(x)7 Yi > gz(x)
fiir mindestens einz € R* (i =1,...,n)}
By= {27 = (20,21, s 2) T € RY™ 20 < f(), 2 <0 (i=1,...,m)}.

Die Konvexitat von f und der g¢; impliziert die von By; By ist trivialerweise konvex.
Ferner ist By # () und B, # () und offen sowie B; N By = 0, da & Losung von (P) ist.
Also ist der Trennungssatz (Lemma 5.5) auf die Mengen Bj, By anwendbar und liefert
die Exsitenz eines Vektors a” = (ag, ay, ..., a,)7 € RM™ a # 0, mit dem gilt:

a’-y>a'-2, yeDB, z€DB,.

Esist a > 0, da sonst fiir eine geeignete Folge (2!)ieny C By gilte: a® - 2! — oo (t — 00) .
Weiter gilt
al ~y>al -z, ye B, z€ B,

Wir setzen fir x € R™:

yT = (f(2), g1(x), ... >gm(x))T € By, 7= (f(z,0,.. '70)T € By,

und erhalten dafiir

aof(x) + Zaigi(:c) =a’-y>ad" z=af(d), xcR"
i=1



5.2 Dualitétstheorie (globale Extremalbedingungen) 109

Es ist ag > 0, denn fiir ayg =0 wére
Zaigi(x) >0, xzeR"
i=1

im Widerspruch zu M?° # (). Wir setzen nun

R ar am\ T
yT::(—,...,—m) € RY.
Qg Qg

Damit gilt dann:
F@)+9" - g(@) = f(@)+ Y digi(x) > f(#), = eR", (5.2.9)
i=1

Fir x = 2 folgt speziell
" g@) =0 = g"-g(@)=0.
~~
>0 <0

Ausgehend von (5.2.9) ergibt sich also fir = € R", y € RT:

L(x,§) > f(&) = f(&)+ 9" - g(&) > f(&) +y" - g(2) = L(Z,y),
=0 <0

d.h.: (2,9) ist Sattelpunkt von L(z,y). Q.E.D.

Korollar 5.1: Es seien f, g;,i = 1,...,m, konvex, M° # () und die Aufgabe (P) sei
losbar. Dann ist auch die duale Aufgabe (P*) losbar. Gilt fir eine Losung 3y € RT von
(P*) mit einem &€ M

L.(9) = f(2), (5.2.10)
s0 ist & Lésung von (P).
Beweis: Ist (P) losbar, so gibt es nach Satz 5.2 einen Sattelpunkt (z,7) € R" x R}* von
L(z,y). Nach Lemma 5.4 geniigt dieser dem Sattelpunktkriterium von Lemma 5.3, und

gy ist folglich Losung von (P*). Fiir 2 € M ist L*(2) = f(Z). Im Fall L.(y) = f(2) ist
das Sattelpunktkriterium erfiillt und nach Lemma 5.3 ist & Losung von (P). Q.E.D.

Beispiel 5.2: Wir betrachten als Beispiel eine quadratische Optimierungsaufgabe im R?
mit n=2,m=1:

flz) =2t + 22 — 21 — 29, g(2):=1+2ay;
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der zulidssige Bereich ist M := {z € R*|1 + 2; < 0}. Diese Aufgabe ist offensichtlich
konvex und es ist M° # (). Die Hesse-Matrix von [ ist positiv-definit,

V2f(:v)<(2) g)

so dass [ strikt konvex ist. Da f(x) — oo (||x]]s — o0) existiert (nach Satz 5.1) ein
eindeutig bestimmtes (globales) Minimum & € M von f. Die zugehérige Lagrange-
Funktion ist

L(z,y) = 27 + 23 — 21 — 29 +y(1 + 21).

Nach Korollar 5.1 besitzt dann die zugehorige duale Aufgabe

(P7) yeR: L.y := inﬂ{2 L(z,y) — max!
xe

eine Losung § € RL . Zur Berechnung von § dienen die folgenden Gleichungen:

S R 1—y
0=V, L(2,y)|s=s = < x;j 1y> - <zl ) B ( )
- 2

Es ergibt sich damit

1—y\2 1 1—y 1 1—y Y 3
= (57§ el ) -
(y) 5 ) ti 5 Tyl + 5y

D[ I\J‘

Das Maximum gy dieser Funktion erhalten wir aus der Gleichung

d 1 3

dy W= = =50+

=0
27 "2

zu = 3. Damit folgt weiter z; = —1. Es gilt

L.(9) = max L(y) = © = f().

yeR 4

Da & € M, ist es nach Korollar 5.1 auch Losung von (P).

5.3 Lokale Extremalbedingungen

In diesem Abschnitt werden Bedingungen hergeleitet, welche von lokalen Minima der Op-
timierungsaufgabe (P) notwendig erfiillt sind. Die Funktionen f und g;, i = 1,...,m,
sind im Folgenden stets als mindestens einmal stetig (partiell) differenzierbar angenom-
men. Jedes unrestringierte, lokale Minimum z € R™ der Funktion f geniigt notwendig
der Bedingung Vf(&) =0, bzw.

d"-Vf(#)=0 VdeR" (5.3.11)
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Definition 5.1: Ein d € R™ heifst ,zulissige Richtung® fir x € M = {y € R"|g(y) <
0}, wenn mit einem e(x,d) >0 gilt:

gz +ed) <0 Veel0,e(z,d). (5.3.12)

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir x sei mit D(x) bezeichnet.

Lemma 5.6: Fiir ein lokales Minimum & € M der Optimierungsaufgabe (P) gilt not-
wendig

d"-Vf(#)>0 Vde D(x). (5.3.13)

Beweis: Fiir d € D(z) folgt aus f(Z +ed) > f(Z):
T #) = lime~Y( f(d — f(#)) > 0.
d* - Vf(z) lim & (f(@+ed) — f(2)) =0
Dies impliziert wegen der Stetigkeit von Vf die Behauptung. Q.E.D.

Fir z € M sei mit I(x) die Indexmenge der ,aktiven“ Restriktionen bezeichnet:
I(x) := {z e{l,...;n}|gi(x) = 0}.
Lemma 5.7: Sei x € M. Dann gilt fiir jede zulissige Richtung d € D(x) :

d"-Vgi(z) <0, ie€l(x). (5.3.14)

Beweis: Sei d € D(z) und i € I(z). Dann ist
d" - Vg;(z) = lim 5’1(92-(3: +ed) — gi(x) ) <0,
e—0 N———r N~
<0 =0
was gerade die Behauptung ist. Q.E.D.
Fir x € M setzen wir
Dy(x) :={d e R"|d"-Vg(z) <0,i€I(x)}.

Aufgrund von Lemma 5.7 ist sicher D(z) C D;(z). Die Umkehrung ist aber i. Allg. nicht
richtig, was durch folgende Beispiele belegt wird.

Beispiel 5.3: Wir betrachten den zweidimensionalen Fall R:
a) glz) =af, M ={x eR3|z; € Ry, 25 € R},

Vg(z) = (322,007 = Dy(0)=R*¢ D(0) = M.
b) g(z) =21 M ={z e R®|z; € Ry, 22 € R},

Vg(r) = (1,00" = Dy(0)=M c D(0) = M.
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Die Beispiele illustrieren, dass die Menge D(x) durch die geometrischen Eigenschaften
der zuldssigen Menge M bestimmt ist, wogegen D;(x) von der speziellen Darstellung
von M durch die Funktionen ¢; abhingt. Dies gibt Anlass zu der folgenden Regularitéts-
bedingung der Kuhn-Tucker-Theorie:

Definition 5.2: Ein Punkt x € M wird ,requlir® genannt, wenn D(x) = Dy(z) ist.

Fiir Minimierungsaufgaben mit Gleichungsnebenbedingungen
f(z) = min! g(x) =0,

gilt die bekannte ,,Euler-Lagrangesche Multiplikatorenregel“ (Satz 4.3): Sei & € D ein
lokales Minimum von f unter der Nebenbedingung ¢(#) = 0, und habe die Jacobi-Matrix
Vg(z) € R™*™ maximalen Rang m . Dann gibt es einen Vektor ¢ € R™ (, Multiplika-
tor®), so dass

V§E)+9" - Vg(@) =0. (5.3.15)

Wir werden jetzt diess Resultat auf den Fall von Ungleichungsnebenbedingungen iiber-
tragen (Satz von Karush-Kuhn-Tucker).

Satz 5.3 (Lokaler Karush-Kuhn-Tucker-Satz): Sei & ein lokales Minimum der Auf-
gabe (P), und sei & reguldr. Dann gibt es einen Vektor y € R} so dass die folgenden
SKarush-Kuhn-Tucker-Bedingungen® erfillt sind:

g" - g(@) =0, (5.3.16)
V@) +9" - Vg(3)=0 (5.3.17)

Beweis: Wir setzen b:= Vf(%) € R" und

A" = —(Vg(2)") e RF™ k= #1(2).

1€I(T)

Wegen D(%) = D;(2) gilt dann nach Lemma 5.6 notwendig b7 -d > 0 fiir alle Richtungs-
vektoren d € R® mit ATd > 0. Dies bedeutet, dass die Aufgabe

deR": vl -d<0, A'd>0, (5.3.18)
unlosbar ist. Nach dem Alternativsatz 1.2 muss dann die Aufgabe
y e RF: Ay=1b, y>0, (5.3.19)

lésbar sein. Mit einer solchen Losung y* setzen wir ¢; := vy}, i € I(&), 3; := 0 sonst, und
erhalten somit ein § € R, mit dem gilt:

D 00i(E) = D wi®) + Y Gii) =0, (5.3.20)

iel() i#1()

0, (5.3.21)

VFE) + Y 9:Vai(d) =b— Ay

i=1
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was den Beweis vervollstdndigt. Q.E.D.

Mit Hilfe der Lagrange-Funktion

L(z,y) := f(z) +y" - g(x)

lassen sich die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen in der folgenden abgekiirzten Form
schreiben:

§" - VyL(#,9) =0, (5.3.22)

(5.3.23)

Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen sind zwar notwendig aber i. Allg. nicht hinreichend
fiir regulére Punkte x € M , ein lokales Minimum zu sein; z. B. fiir ,,innere Sattelpunkte
von f. Dazu miissen wesentlich einschrankendere Bedingungen gestellt werden.

Lemma 5.8: Die Funktionen g;, i = 1,...,m, seien konvez, und es sei M° # 0 (sog.
ySlater-Bedingung“). Dann ist jeder Punkt x € M reguldr.

Beweis: Aufgrund von Lemma 5.7 bleibt, D(z) C D(x) zu zeigen. Sei d € D;(x), d.h.:
d"-Vg;(x) <0,i € I(x). Wegen M° # ) existiert ein & € M mit g(#) < 0. Fiir i € I(x)
folgt damit nach Lemma 5.1:

0> gi(#) > gi(x) +(& — 2)" - Vgi(w).
g

Fir ¢t > 0 ist dann auch
(d+t(& — )" - Vgi(z) <0, i€ l(x).

Hieraus schlieen wir, dass d; := d + t(Z — z) € D(z) ist. Andernfalls géibe es eine Folge
von € > 0,e, = 0 (k — o0), mit « +epd; € M, d.h.: gi(x + exdy) > 0 fiir ein 7.
Im Falle ¢ & I(z) gilt ¢;(z) < 0, d. h.: Es folgt ein Widerspruch. Im Falle ¢ € I(z) gilt
gi(x) =0, d.h.: Es folgt

dtT - Vgi(z) = 11111051;1(91'(17 +erds) — gz(l’)) >0,
eL—

im Widerspruch zu d! - Vg;(z) < 0. Fiir ¢+ — 0, ergibt sich somit d € D(z). Q.E.D.

Satz 5.4: Die Optimierungsaufgabe (P) sei konvexr, und es sei M° # (. Dann sind
die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen notwendig und hinreichend dafir, dass ein Punkt
&€ M Lésung von (P) ist.
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Beweis: Es bleibt zu zeigen,dass die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen hinreichend sind.
Seien € M und y € R} mit
gV, L(#,9) = 0,
V.L(z,y) = 0.
Wir wollen zeigen, dass (&,7) ein Sattelpunkt der Euler-Lagrange-Funktion L(z,y) ist.
Lemma 5.3 (Sattelpunktkriterium) besagt dann, dass & globale Losung von (P) ist. Die
Funktion ¢(z) := L(x,y) ist wegen § > 0 konvex und erfiillt nach Lemma 5.1 die
Beziehung
o(z) > p(@)+ (x —2)" - Vo), zeR™
Die Funktion v (y) := L(Z,y) ist affin-linear, so dass
D) =v@) + -9 Vg, yeR™
Dies zusammengenommen impliziert fir x € R", y € R:
L(#,y) = L(&,9) + (y = 9)" - V, L(2,9)
=L(#,9) +y" - g(@) - 5" - g(2)
—— —\

<0 =0
< L(Avg) < L(m,g)) - (m - i‘)T : VLL(IIA’J,:[)) = L(I,g),
I
d.h.: (&,9) ist ein Sattelpunkt von L(z,y). Q.E.D.

Bemerkung 5.1: Unter den Voraussetzungen von Satz 5.4 sind die Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen sogar dquivalent zur Sattelpunktbedingung, denn (%) = mingegn ¢(x) und
¥(9) = maxyerm ¥ (y) impliziert notwendig

o . N - d .

Beispiel 5.4: Wir betrachten noch einmal die folgende Optimierungsaufgabe im R?:
reR*: f(r)=a]+a; -2 — 29— min!, g(x)=1+z; <0.

Beide Funktionen f, ¢ sind konvex und der zuldssige Bereich erfiillt M° # (). Die
Lagrange-Funktion ist

L(z,y) = 21 + 23 — 21 — 29 + y(1 + 11).

Wir konstruieren eine Losung mit Hilfe der Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen:

i) reM: 142 <0,

i1) yg(z)=0: y(1+21)=0, y>0,
i17) V.L(z,y)=0: 200 — 14y =0,
209 — 1 =0.

Aus diesen Gleichungen erhalten wir die Losung & = (—1,1/2)7, § = 3. Satz 5.4 liefert
dann 7 = (—1,1/2)T als globales Minimum der Optimierungsaufgabe.
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Fiir konvexe Optimierungsaufgaben ist nach Lemma 5.8 im Fall M° # () jeder zulissi-
ge Punkt o € M reguldr. Sind die Restriktionen affin-linear,

g(lL’) = Az — bv
so kann auf die Slater-Bedingung M?° # () verzichtet werden.

Lemma 5.9: Mit einer Matriz A € R™*" und einem Vektor b € R™ sei die zuldssige

Menge gegeben durch
M ={x e R"| Ax < b}.

Dann ist jeder Punkt x € M requldr.

Beweis: Zu zeigen ist wieder Di(z) C D(x). Sei d € Dy(x). Mit den Zeilenvektoren
al,i=1,...,m,von A ist gi(x) =al -z —b und Vg,(z) =al. Es gilt

- d <0, iel(z), alx <by, i g I(x).
Also gibt es e(d,xz) > 0, so dass fir 0 <e <e(d,x) gilt:

ea’-d <0, iel(w),
oz dedt-d<b, i¢I(x).

Dies impliziert
al x4 eat - d<b, i=1,...,m, 0<e<e(d ),

bzw. A(x +ed) < b. Alsoist x +ed € M fir 0 < ¢ < ¢(d,z) und somit d € D(x).
Q.ED.

Korollar 5.2: Es sei f konvex und g affin-linear. Dann sind die Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen notwendig und hinreichend dafir, dass ein Punkt z € M Lésung des Opti-
mierungsproblems (P) ist.

Beweis: Nach Lemma 5.9 ist jedes x € M regulédr. Der Beweis verldauft nun analog zu
dem von Satz 5.3, da dort die Slater-Bedingung M° # () lediglich fiir die Anwendbarkeit
von Lemma 5.7 benétigt wurde. Q.E.D.

Bemerkung 5.2: Fiir Aufgabe (P) mit affin-linearer Restriktion ldsst sich auch der glo-
bale Karush-Kuhn-Tucker-Satz (Satz 4.3) ohne Verwendung der Slater-Bedingung bewei-
sen.

Eine fiir Anwendungen wichtige Unterklasse der konvexen Optimierungsaufgaben sind
die sog. ,quadratischen Programmierungsaufgaben*.
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Definition 5.3: Sei C' € R™"™ ecine (symmetrische) positiv semi-definite Matriz und
¢ € R™. Fine Optimierungsaufgabe mit der Zielfunktion

f(z)=2"-Cz+c" -z — min!

und affin-linearer Restriktion
gx)=Az—-b<0

heifit ,quadratisch® (genauer linear-quadratisch®). In diesem Fall hat die Lagrange-
Funktion die Gestalt

L(z,y) =a" - Cx+c" x4+ y(Ay —b).

Korollar 5.3: Fin Punkt & € R" ist genau dann Minimallosung der quadratischen Pro-
grammierungsaufgabe, wenn es einen Vektor § € R gibt, so dass gilt:

Az <b, (5.3.24)

g7 - (A2 —b) =0, (5.3.25)

203 +c+ ATj=0. (5.3.26)

Beweis: Konsequenz von Korollar 5.2 (Ubungsaufgabe). Q.E.D.

5.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1: a) Man rekapituliere fiir eine Funktion f: D C R™ — R auf einer offenen,
konvexen Menge D C R™ die Eigenschaften , konvex“, ,strikt konvex“,  konkav*, ,strikt
Konkav* und gebe entsprechende Beispiele an.

b) Man zeige, dass eine konvexe Funktion notwendig stetig ist.
c) Man zeige, dass fiir konvexe Funktionen f; (i =1,...,m) auch Y " f; konvex ist.
d) Man zeige, dass die Menge der Minima einer konvexen Funktion konvex ist.

e) Man zeige, dass fiir eine konvexe Funktion f die Niveaumenge {x € D| f(z) < a} fiir
jedes a € R konvex ist.

Aufgabe 5.2: Man verifiziere, dass die quadratische Funktion
f@)y=c"-z+2"-Cr, zeR

mit (symmetrischer) positiv semi-definiter Matrix C' € R™™ und Vektor ¢ € R" konvex
ist. Unter welcher Zusatzbedingung ist die Funktion sogar strikt konvex?
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Aufgabe 5.3: Was besagt der lokale Karush-Kuhn-Tucker-Satz der konvexen Optimie-
rung im Fall der linearen Aufgabe

(P) reR": -z —min Az >b?
Man zeige, dass die Langrange-Multiplikatoren Losungen der dualen Aufgabe
(P") yeR™: by —-max! ATy=c¢, y>0,
sind, und dass die erste KKT-Bedingung (i) mit dem Gleichgewichtssatz der linearen

Optimierung dquivalent ist.

Aufgabe 5.4: Sei f:R"™ — R eine konvexe Funktion. Man zeige, dass zu jedem = € R"
ein p € R" existiert, mit dem gilt:

f@) = fl@)—(y—2)"-p, yeR".

Im Falle f € C'(R") ist dieses p eindeutig bestimmt. (Hinweis: Man veranschauliche sich
die Aussage grafisch und wende dann in naheliegender Weise den Satz von der trennenden
Hyperebene fiir konvexe Mengen an.)

Aufgabe 5.5: Man zeige, dass das Sattelpunktkriterium
L(2) = L.(9)
fir ein Paar (,9) € R" x R} dquivalent ist zu der Beziehung

max min L(x,y) = min max L(z, y).
yGRT zeR? zeR™ yGRT

Aufgabe 5.6: Man lose die nichtlineare Programmierungsaufgabe
reR?: xf—kxlxg—}—xg—xl — Ty — min! 142z >0, 1+ x5 <0,

mit Hilfe der Dualitédtstheorie (,indirekte Methode“). Wie lautet die zugehorige duale
Aufgabe?

Aufgabe 5.7: Gegeben sei die Standardaufgabe der linearen Programmierung
(I) zeR": I 2z —max! Azr<b, z>0.

a) Man schreibe die lineare Programmierungsaufgabe (I) in der Standardform einer all-
gemeinen nichtlinearen Programmierungsaufgabe (P).

b) Wie lautet die dazu duale Aufgabe (P*)?

¢) Man verifiziere, dass die zu (P*) duale Aufgabe (P**) in diesem Fall wieder dquivalent
zu (P) ist.

d) Was besagt der globale Karush-Kuhn-Tucker-Satz fiir die Aufgabe (I) (im regulédren
Fall M° # 0)?
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Aufgabe 5.8: Was besagt der lokale Karush-Kuhn-Tucker-Satz der konvexen Optimie-
rung im Fall der linearen Aufgabe

(P) zeR": Tz —>min Az >b?
Man zeige, dass die Langrange-Multiplikatoren Losungen der dualen Aufgabe
(P") yeR™: by - max! ATy=¢, y>0,
sind, und dass die erste KKT-Bedingung (i) mit dem Gleichgewichtssatz der linearen
Optimierung dquivalent ist.
Aufgabe 5.9: Man lose die quadratische Optimierungsaufgabe
reR?: xf—l—mlacg—&—xg—xl — 2y — min! 142, >0, 14+ 125 <0,
mit Hilfe der Karush-Kuhn-Tucker-Theorie.
Aufgabe 5.10: Man beweise die folgende Modifikation des lokalen Karush-Kuhn-Tucker-
Satzes fiir Optimierungsaufgaben mit Vorzeichenrestriktionen:
(P) reR": f(z) > min g(x) <0, z>0.

Sei & ein lokales Minimum von (P), und sei & reguldr bzgl. der Restriktion g(z) < 0.
Dann existiert ein ¢ € R, mit dem gilt

W) V.L(#,§)>0.

Aufgabe 5.11: Sei 2 ein zuldssiger Punkt der Optimierungsaufgabe
(P) zeR": f(z) = min g(z) <0,

mit stetig differenzierbaren Funktionen f : R® — R und g : R" — R™. Man zeige,
dass % regulédr bzgl. der Restriktion g(x) <0 ist, wenn die Gradienten Vg;(x), i € I(z),
linear unabhéngig sind. Ist diese Bedingung auch notwendig fiir die Regularitat von 7?7
(Hinweis: Man versuche, den Beweis von Lemma 5.8 des Textes geeignet zu modifizieren.)

Aufgabe 5.12: Gegeben sei die quadratische Optimierungsaufgabe
reR": 2 Cr+c' -z — minl Ar=b, x>0,

mit C' € R™™ symmetrisch, positiv definit, ¢ € R”, A € R™*" und b € R™. Man zeige,
mit Hilfe des Karush.Kuhn-Tucker-Satzes, dass ein € R’} genau dann Minimallésung
ist, wenn es Vektoren @ € R} und § € R™ gibt, mit denen gilt:

1) Az =0,

i) —2Ci+0— ATy =0,

i) Al @ =0.
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Aufgabe 5.13: Man zeige, dass der Punkt @ = (4,4)7 eine Losung der folgenden Opti-
mierungsaufgabe ist:

r€R?: 223 + 15 — 48z, — 4075 — min!
120, 2920, z14+22 <8, 1 <6, w1+ 3, < 18.
Aufgabe 5.14: Gegeben sei die quadratische Optimierungsaufgabe
Qx)=2" Cr+c" -z —min! Az <0
Seien 2% € R" und y” € R Punkte mit den Eigenschaften
Az’ <b, 202" +c+ ATy =0.
Man zeige, dass dann fiir den Optimalwert Qi = inf,ep Q(z) die folgende EinschlieBung

gilt:
Q@) + 3™ - (A2° = b) < Quin(2”) < Q(a”).





