4 Innere-Punkte-Methoden

Innere-Punkte-Verfahren sind neben dem klassischen Simplex-Verfahren eine zweite Klas-
se von Losungsmethoden fiir lineare Optimierungsaufgaben. Sie sind aber auch fiir all-
gemeiner Problemtypen wie z. B. quadratische* Optimierungsaufgaben anwendbar. Im
Gegensatz zur Simplex-Methode, die zur Klasse der sog. ,, Active-Set“-Methoden gehort,
und systematisch (in endlich vielen Schritten) Eckpunkte entlang des Randes des zuléssi-
gen Bereichs durchlaufen, gehen Innere-Punkte-Methoden, wie der Name andeutet, durch
das Innere des zulissigen Bereichs und konvergieren in der Regel (in unendlich vielen
Schritten) gegen einen Optimalpunkt am Rande. Die Innere-Punkte-Methoden gestatten
im Gegensatz zum Simplex-Verfahren den theoretischen Nachweis, dass sie im Prinzip
von polynomialer Komplexitit sind. Ihre Durchfithrung ist aber von wesentlich hoherer
Komplexitit als das Simplex-Verfahren und erfordert mehr Erfahrung bei der Wahl von
Verfahrensparametern. Sie sind besonders geeignet fiir sehr grofe, , diinn besetzte* Auf-
gaben. Zur Losung von ,,ganzzahligen® Aufgaben und in Verbindung mit ,,Schnittebenen-
Verfahren“ in der konvexen Optimierung (sog. ,,Branch and Bound“-Verfahren), die in
einem spéateren Kapitel betrachtet werden, sind sie weniger geeignet.

Bemerkung 4.1 (Exponentielle Komplexitit der Simplex-Methode): Fiir einen
Parameter ¢ € (0,0.5) und beliebiges n € N mit n > 2 betrachten wir folgendes
Beispiel eines Linearen Programms (nach Victor Klee & George J. Minty 1972):

reR": — 2z, — min!
z; >0, i1=1,...,n,
0< 2 <1,
oxiq <a; < (1=0)aiy, 1=2,...,n.

(4.0.1)

Der zuléissige Bereich der Aufgabe (4.0.1) ist ein konvexes Polyeder in R™ in Form eines
deformierten Wiirfels. Man sieht direkt ein, dass der Ursprung x = 0 eine zuléssige Ba-
sislosung ist. Startet man das Simplex-Verfahren damit und wéhlt man die Pivotspalte
wie iiblich danach aus, dass der Zielfunktionskoeffizient ~; minimal ist, dann durchlauft
das Simplex-Verfahren alle Ecken des Wiirfels, d.h.: Es werden 2"~! Iterationen aus-
gefithrt. Mit n wéchst somit die Anzahl der Iterationen exponentiell. Man kann nun
einwenden, dass bei anderer (geeigneter) Pivotwahl bereits nach weniger Iterationen die
Optimallosung erreicht wird. Bisher konnte aber stets gezeigt werden, dass fiir jede vor-
gegebene Pivotwahl ein Beispiel existiert, so dass die Anzahl der Iterationen exponentiell
mit der Problemgréfie ansteigt. Das Simplex-Verfahren hat also generisch exponentielle
arithmetische Komplexitét.

Bemerkung 4.2 (Verfahren mit polynomialer Komplexitit): Leonid Khachiyans
Ellipsoid-Algorithmus aus dem Jahre 1979 war das erste polynomiale Verfahren zur Losung
von LP-Problemen. Zur Losung benétigt es hochstens O(n?L) Iterationen. Leider ist diese
Methode in der Praxis viel langsamer als das Simplex-Verfahren, sogar bei kleinen Pro-
blemen. Im Jahr 1984 publizierte Narendra Krishna Karmarkar einen Algorithmus zur
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72 Innere-Punkte-Methoden

Losung von LP-Problemen mit einer Komplexititsschranke von O(nL) Iterationen. Ne-
ben seiner guten Komplexitit ist dieses Verfahren in der Lage, auch praktische Probleme
effizient zu 16sen. Dennoch hat sich dieses Verfahren in der Praxis nicht durchgesetzt, ver-
mutlich deshalb, weil es eine Vorabtransformation benétigt, bevor es angewandt werden
kann. Die beste bisher erreichte Komplexitétsschranke zur Losung von LP-Problemen liegt
bei O(y/nL). Auch wenn sich Verfahren mit giinstiger Komplexitétsschranke in der Pra-
xis nicht immer als wirklich effizient erwiesen haben, so haben die Forschungsaktivitdten
auf diesem Gebiet dazu gefiihrt, dass in den letzten Jahren sehr effiziente Verfahren zur
Losung von LP-Problemen entstanden sind. Diese stellen insbesondere fiir grofie Aufga-
ben eine gute Alternative zum Simplex-Verfahren dar. Hierzu gehoren die im Folgenden
vorgestellten ,, (Primal-Dualen)-Innere-Punkte-Verfahren®.

)

4.1 Idee der (primal-dualen) Innere-Punkte-Methoden

Wir betrachten wieder lineare Programme in der Normalform und die zugehorigen dualen
Probleme (mit Schlupfvariabeln):

(II) zeR": -2 — min! (Ir")y yeR™: b" -y — max!
x>0, Ar =b, ATy4+z2=1¢ 2>0,
mit gegebenen Matrizen A € R™*" und Vektoren ¢ € R™", b € R™. Es wird wieder
angenommen, dass n > m und Rang(A) =m.

Innere-Punkte-Verfahren erzeugen Folgen von Punkten (2%, y*, 2¥), k € N, 2% 2% >0,
welche gegen Losungen der Aufgaben (I7) und (/7*) konvergieren. Ein solches Verfahren
heiflt ,,zuléissig®, wenn alle Iterierten zuléssige innere Punkte von D sind, d. h.:

Azb =b, oF >0, ATyP 4k =c F>0; (4.1.2)
andernfalls heifit das Verfahren ,unzuléssig“. Dies setzt voraus, dass die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

My={z eR"|z >0, Az =b} # 0,
My ={(y,2) ER"xR"| ATy +2=¢, 2> 0} #0, (4.1.3)
Qo= {(z,y,2) ER" xR™" xR"|Ax = b, ATy +z2=c, x,2>0} #0.
Unter diesen Bedigungen besitzen insbesondere die primalen und dualen Probleme (I7)
und (I7*) Losungen & € M bzw. (g, %) € M*. Diese Bedingungen sind wesentlich fiir die

im Folgenden betrachteten Innere-Punkte-Methoden. Sie sind aber nicht immer erfiillt,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.1: Der zuléssige Bereich M des folgenden linearen Programms

reR®: 2z + zo — min!
T1,T9 >0, 1 +ax9+2x3=05, 1+ 2x3=05,

ist nicht leer: es existiert also eine Optimallésung. Andererseits muss fiir jeden zuldssigen
Punkt 2o =0 sein, so dass My ={z € R"|z >0, Az =b} =10.
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Das primal-duale System

Geméfl der Ergebnisse der Dualitéitstheorie aus Kapitel 1 gelten fiir je zwei zulédssige
Punkte z € M und (y,z) € M* von (II) bzw. (I1I*) die Bezichungen

0<al z=a" (c—ATy)=c" -2 —(Ax)" -y =c" -z —b" -y, (4.1.4)
bzw.

vy <cox, xeM, (y,z) € M. (4.1.5)

Optimallosungen & € M und (g,2) € M* sind dadurch charakterisiert, dass in (4.1.5)
Gleichheit gilt: b7 - = ¢T'- 3. Dies wiederum ist offenbar dquivalent zu (wegen #,% > 0)

T

Dies impliziert, dass die Optimallésung (#,9, 2) € M x M* von (II) und (II*) als Losung
des folgenden (nichtlinearen) Gleichungssystems gegeben ist:

Ax —b 0
Uo(z,y,2) = | ATy+z2z—c | =|0|, z,2>0, (4.1.7)
XZe

mit den (n x n)-Diagonalmatrizen X := diag(z;), Z := diag(z;) und dem n-Vektor
e:=(1,...,1)T. Die Jacobi!-Matrix DW,(z,y,z,) der Abbildung Wg(-, -, ) : My x M; —
R™ x R™ x R" hat die Gestalt

0 O
DVy(z,y,z)=| 0 AT I
0 X

Lemma 4.1: Unter den Voraussetzungen Rang(A) =m und (z,2)T > 0 ist die Jacobi-
Matriz DVo(x,y,z) reguldr.

Beweis: Wegen (z,2)T > 0 sind die Diagonalmatrizen X und Z positiv definit. Ange-
nommen, es giibe einen Vektor (u,v,w)” # 0 mit DWy(x,y, 2)(u,v,w) = 0. Damit gilt
dann

Au=0, ATv+w=0, Zu+Xw=0,

und folglich u” - w = —u” - ATy = —(Au)" - v = 0. Weiter folgt dann v = —Z" ' Xw
und damit 0 = u? - w = —w? - XZ71w. Wegen der Positivdefinitheit von XZ~! ist

LCarl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind hochbegabt; wirkte
in Konigsberg und Berlin; Beitréige zu vielen Bereichen der Mathematik: zur Zahlentheorie, zu elliptischer
Funktionen, zu partiellen Differentialgleichungen, zu Funktionaldeterminanten und zur theoretischen Me-
chanik.
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also w = 0. Damit ist auch u = 0. SchlieBlich ergibt dann 0 = ATv + w = ATv wegen
Rang(A) = m auch v =0, im Widerspruch zur Annahme. Q.E.D.

Es liegt also nahe, das System (4.1.7) ausgehend von einem Startvektor (z°,¢°,2%)7 €
R mit (29, 2%) > 0 mit Hilfe des Newton-Verfahrens zu 16sen. Dabei besteht aber
eine Schwierigkeit in der Tatsache, dass die gesuchte Losung am Rand der Menge 2 = M x
M* liegt. Denn die Gleichung 27 - z = 0 impliziert, dass fiir jeden Index i € {1,...,n}
eine der beiden Komponenten z; oder z; gleich Null ist. Am Rand von Q geht aber die
Regularitét der Jacobi-Matrix DWy(x,y, z) verloren, so dass das Newton-Verfahren bei
Annédherung an solche Punkte zunehmend problematisch wird. Um das ,,Innere” €y nicht
zu verlassen, muss die Schrittweite im Newton-Verfahren geeignet beschrinkt werden. Zur
Umgehung dieses Problems wird das Newton-Verfahren auf die folgende , regularisierte”
Funktion angewendet:

Az —b 0
Uy(z,y,2) = | ATy+z—c|=1]0|, (4.1.8)
XZe — pe 0

mit einem Parameter p > 0. In diesem Fall ist wegen Xz = pe > 0 gemé Lemma 4.1
die zugehorige Jacobi-Matrix ebenfalls regulér:

DV, (z,y,2)=1| 0 AT I

Definition 4.1: Wenn das regularisierte primal-duale System (4.1.8) fiir jeden Parame-
terwert 1> 0 eine eindeutige Lisung (z,,, Yy, 2,)" € Mox M besitzt, wird die Abbildung
= (T, Yur 2,)7 als der zentrale Pfad* der Optimierungsaufgabe (4.1.7) bezeichnet. Die
zugehorige Grifse

np=1x, 2, =c -x,—b" -y,

wird als ,Dualitdtsliicke bezeichnet und dient als Maj$ fiir die Gite der Approzimation
des Optimalpunkts.
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(2,9,2)

Abbildung 4.1: Der zentrale Pfad zur Approzimation einer Optimallésung am Rande

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass unter den obigen Bedingungen der , zentra-
le Pfad® (z,,y,,2,)" € My x M existiert und gegen eine Lésung des primal-dualen
Systems (4.1.7) konvergiert: (z,, v, 2,)" — (2,9,2)T (1 — 0). Die Elemente des zen-
tralen Pfads konnen mit Hilfe des Newton-Verfahrens bestimmt werden. Um im Limes
eine Losung des urspriinglichen Optimierungsproblems zu erhalten, muss im Verlauf der
Newton-Iteration der Regularisierungsparameter p > 0 fortlaufend geeignet verkleinert
werden, ohne die Newton-Konvergenz zu beeintrachtigen. Zum Nachweis dieser Aussagen
sind einige Vorbereitungen notwendig.

4.2 Das Newton-Verfahren im R"

Wir betrachten das Newton?-Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme mit
stetig differenzierbaren Abbildungen f : D C R™ — R™. Dabei ist D eine gegebene,
offene und konvexe Teilmenge. Mit einer Nullstelle z € D gilt durch Linearisierung

0=f(z) = f(z) + f(2)(z —x) + o(|z — zl)), =€ D, (4.2.9)

mit der Jacobi-Matrix f/(-) von f(). Dies legt zur Approximation der Nullstelle folgende
» Newton-Iteration“ nahe:

e =gt — ()7 (2h), t=0,1,2.... (4.2.10)

In jedem Iterationsschritt ergibt sich ein lineares (n x n)-Gleichungssystem mit f’(z¢) als
Koeffizientenmatrix:

faa™ = f(ahat — f(2'), t=0,1,2.... (4.2.11)

2Isaac Newton (1643-1727): Englischer Physiker und Mathematiker; wirkte an der Universitit Cam-
bridge und entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik.
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Dies macht das Newton-Verfahren wesentlich aufwendiger als eine einfache Fixpunktite-
ration; dafiir konvergiert es aber auch sehr viel schneller. Das Newton-Verfahren wird
meist in Form einer Defektkorrekturiteration durchgefiihrt (mit dem negativen , Defekt*

d' = —f(z")):
fl@oat =d, o™ =2t 462", t=0,1,2.... (4.2.12)

Dies spart gegeniiber (4.2.11) pro Iterationsschritt eine Matrix-Vektor-Multiplikation.

Im Folgenden geben wir ein Konvergenzresultat fiir das Newton-Verfahren, welches ne-
benbei auch die Existenz einer Nullstelle sichert. Mit ||| seien die euklidische Vektornorm
und ebenso die zugehorige natiirliche Matrizennorm bezeichnet. Sei f: D C R" — R”
eine differenzierbare Abbildung, fiir die eine Nullstelle z gesucht ist. Die Jacobi-Matrix
f'(+) sei auf der Niveaumenge

D, :={z e D||f@)| <[ f(«)I}
zu einem festen Punkt z* € D regulidr mit gleichméfig beschrinkter Inverser:
If' ()7l < B, =€ D
Ferner sei f'(-) auf D, gleichmifig Lipschitz-stetig:
1/ (@) = Wl <z —yll, 2y € D.

Mit diesen Bezeichnungen haben wir den folgenden Satz von Newton-Kantorovich?

Satz 4.1 (Newton-Kantorovich): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei fiir
den Startpunkt 2° € D, mit o := | f'(x°)7 f(2°)|| die folgende Bedingung erfiillt:

q:=1aBy <l (4.2.13)
Dann erzeugt die Newton-Iteration

fl@a™ = fl(ah)at — f(2h), t>1, (4.2.14)

eine Folge (2')ien C D, , welche quadratisch gegen eine Nullstelle z € D, won f konver-
giert. Dabei gilt die a priori Fehlerabschitzung

ot — 2] < 1& @V, >, (4.2.15)
—q

Beweis: Zum Startpunkt 2° € D, gehort die abgeschlossene, nicht leere Niveaumenge

Do ={z € D||If(=) < I} € D..

3Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch (1912-1986): Russischer Mathematiker; Prof. an der Universitit
Leningrad (1934-1960), an der Akademie der Wissenschaften (1961-1971) und an der Universitéit Moskau
(1971-1976); fundamentale Beitrige zur Anwendung der linearen Optimierung in der Okonomie, zur
Funktionalanalysis und Numerik.
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Wir betrachten die durch

g(z) ==z — f'(x)"" f(x),x € Dy,

definierte stetige Abbildung ¢ : Dy — R?.

i) Wir wollen zunéchst einige Hilfsresultate ableiten. Fiir @ € Dy sei gesetzt:
z,=x—rf(x)  f(zx), 0<r <1,

und R := max{r|zs € Dy,0 < s <7} =max{r| | f(zs)] < |[f(z°)], 0 < s <r}. Fiir die
Vektorfunktion h(r) := f(z,) gilt

W(r)=—f(z)f'(x)" f(x),  H(0) = —h(0).
Fir 0 <r < R ergibt dies

[ f (@)l = (X=n)If @) < f(2;) = (L=r)f(2)|| = [|(r) — (1=7)R(O)]|
_H/ 1 (s) ds + rh(0 ’_H/ (W (s) h’(O)}dsH
< [ e - roas

und ferner wegen x, —x = —sf'(x)~ f(z):

1K' (s) = K(O)| = [I{f'(zs) = f'(@)}f (@) f ()]
< Allas = 2l @) @) < sl f (@) @)]*

Dies ergibt
1f (@)l = A=)l f @)l < 52l f/ (@)~ f @)l (4.2.16)
Mit der GréBe v, := ||f/(x)f(z)|| und der Voraussetzung ||f'(x)~!(| < 3 folgt
1f (@) < (1 =7+ a8y f(2)].

Im Falle o, < o gilt dann wegen der Voraussetzung %aﬁfy <1:

If @)l < (@ =r+r?)f @)l

Folglich ist in diesem Fall R =1, d.h.: g(z) € Dy. Fiir solche x € D, gilt weiter

lg(z) = g*(@)]| = llg(x) — g(z) + f'(g(@) " flg(@))l < Bl f (g ()]

Mit Hilfe der Abschétzung (4.2.16) fiir » = 1 folgt bei Beachtung von g(z) = x; :

lg(z) = g*@)II < 3BYIF () F@)II* = 3871w — g(@)II*. (4.2.17)
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ii) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Beweis des Satzes. Zunéchst wollen
wir zeigen, dass die Newton-Iterierten (z');ey in Dy existieren und die Ungleichung

2" = g(@)| = /(@) f (@) <

erfiillen. Dies erfolgt durch vollstandige Induktion. Fiir t = 0 ist die Aussage trivialerweise
richtig; insbesondere ist wegen a,o = a nach dem oben gezeigten g(z°) € Dy. Sei nun
x' € Dy eine Iterierte mit g(z') € Dy und ||z* — g(2")|| < . Dann folgt

a1 = g(a )| = o) - @) < Sorllat — o) < 2a?By < a

und somit nach dem oben Gezeigten g(z'™') € Dy. Also existiert (2')ey C Dy. Als
néchstes zeigen wir, dass diese Folge Cauchy-Folge ist. Mit Hilfe von (4.2.17) ergibt sich

2 — 2| = g% («"") — g(a" )| < 387Nlg(a" ™) — 2P = §Byllat — 2P,
und bei Iteration dieser Abschéitzung:

— _ 2 2_ _ _ 2
ot = o] < FAr(3Blla" = o2 )° < (389) Y 0t — a2

2 _ _ (22) 3_ _ _ 3
< (369) D (B8l = o)) = (38) ¢V a2 — 0,
Fortsetzung der Iteration bis ¢ = 0 ergibt mit ¢ = %aﬂ’y:
thJrl _ IL‘t” < (%B’y)(2t71)||$1 _ :L’O||(2t) < (%67)(%71)0[(?) < aq(Qtfl)'
Fiir beliebiges m € N folgt damit wegen ¢ < 1:

||l,t+m _ xtH S ther _ xt+m71” N th+2 _ xt+1H + H:EtJrl _ xtH
S aq(2t+m—1_1) + . + aq<2t+1_1) + aq(Qt_l)
< ag®V{ (N 4 g @) 1)

> (2'-1)
t_ Y\ 5 aq
< aq(2 2 Xj(q(2 ))] < 1_7(]@)
7=0

Dies besagt, dass (z');eny € Dy Cauchy-Folge ist. Deren Limes z € Dy ist dann notwendig
ein Fixpunkt von ¢g bzw. Nullstelle von f:

. t 13 t—1\ __
= i = fm o(a) = ().

Durch Grenziibergang m — oo erhalten wir auch die Fehlerabschitzung

(2t-1)
Iz — o' < T < L,
1—¢®) ~1—¢q

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.
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Beispiel 4.2: Zur Bestimmung der Inversen Z = A~! einer reguliren Matrix A € R™*"
wird gesetzt
FX) = X - A,

fir X € R™" reguldr. Eine Nullstelle dieser Abbildung f(-) : R™*™ — R™ " ist gerade
die Inverse Z = A~!. Diese soll mit dem Newton-Verfahren berechnet werden. Dazu ist
zunéichst eine Umgebung von A bzw. von A™! zu bestimmen, auf der f(-) definiert und
differenzierbar ist. Fiir X € K,(A) := {Z e R ||| Z — A|| < p} mit p < [[A7Y|7" folgt
aus X =A—- A+ X =A(l - A (A - X)) die Beziehung

IATHA =) < AT A= X[ < pllA7H] < 1,
d.h.: T— A7 (A—X) und damit auch X sind regulér. Als néchstes ist die Jacobi-Matrix
() von f(-) als Abbildung von R™ " in sich zu bestimmen. Fiir die Durchfiihrung des
Newton-Verfahrens geniigt es offensichtlich, die Wirkung von f’(-) auf Matrizen Y €
R™ "™ zu bestimmen. Wir wollen zeigen , dass

FX)Y =-X"'YX', YeR™.

Dies sieht man wie folgt: Aus f(X) = X' — A folgt Xf(X) = I — XA. Fiir die
Jacobi-Matrizen der rechten und linken Seite gilt

((XFOY),, = Z a% Z-leflk(X) Ypa
= Z Z { 6;16]1 fzk; ) + Tjlg— Ofu (X)}ypq

pq

5110 d1q

_Z.qu y]q+zzxﬂ flk

P
= (Yf( )+ X (XY )jk-
Analog finden wir
[ - XA'Y =-YA.

Also ist
VYA=YfX)+Xf(X)Y =YX ' -YA-Xf(X)Y

bzw.
fX)Y =-X"'yx1.

Das Newton-Verfahren
f/(Xt)XtJrl _ f/(Xt)Xt o f(Xt)

erhilt in diesem Fall also die Gestalt

HD'CED CAED CAS Gl e A R
|

=/
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bzw.
Xt = oX! - X'TAX' = X'{2] — AX"}. (4.2.18)

Diese Iteration ist das mehrdimensionale Analogen der Tteration x;11 = (2 — amt)_ im
skalaren Fall zur divisionsfreien Berechnung des Kehrwertes 1/a einer Zahl a # 0. Uber
die Identitéat

X”l—Z=2Xt—XtAXt—Z=—(Xt—Z)A(Xt—Z) (4.2.19)
gewinnt man die Fehlerabschétzung
[ X = Z|| <Al IX* = 2|12 (4.2.20)

Der Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz fiir das Newton-Verfahren ist in diesem
Fall also die Menge

{X e R |X - Z|| < || A7}

4.2.1 Das gedampfte Newton-Verfahren

Bei der Durchfithrung des Newton-Verfahrens zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
treten zwei Hauptschwierigkeiten auf:

(i) hoher Aufwand pro Iterationsschritt,

(ii) ,guter* Startpunkt z° erforderlich.

Zur Uberwindung dieser Probleme verwendet man gegebenenfalls das sog. “vereinfachte
Newton-Verfahren”

flle)oa' =d' = —f(ah), 2" =2t + 52, (4.2.21)

mit einem geeigneten ¢ € R, etwa ¢ = 2, welches nahe bei der Nullstelle z liegt. Dabei
haben alle zu losenden Gleichungssysteme dieselbe Koeffizientenmatrix und kénnen mit
Hilfe einer einmal berechneten LR-Zerlegung von f’(c) effizient gelost werden. Anderer-
seits fithrt man zur Vergroferung des Konvergenzbereiches des Newton-Verfahrens eine
,Dampfung* ein,

fl(@)oxt =d', o' =2 4+ M\oat, (4.2.22)

wobei der Parameter \; € (0,1] zu Beginn klein gew#hlt wird und dann nach endlich
vielen Schritten geméf einer geeigneten Dampfungsstrategie A\, = 1 gesetzt wird. Der
folgende Satz gibt ein konstruktives Kriterium fiir die a posteriori Wahl des Dampfungs-
parameters ;.
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Satz 4.2 (Geddmpftes Newton-Verfahren): Unter den Bedingungen von Satz 4.1 er-
zeugt fiir jeden Startpunkt x° € D, die gedimpfte Newton-Iteration (4.2.22) mit

A= min {1, %m}v ar = 1 f/ ) F@),

eine Folge (x')ien , fiir welche nach t, Schritten g, := %ozt*ﬁfy <1 erfillt ist, so dass ab

dann x' quadratisch konvergiert. Es gilt dann die a priori Fehlerabschitzung

ot — 2| < 1L I I (4.2.23)
—

Beweis: Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 4.1. Fiir
ein ¥ € Dy gilt mit x, := 2 —rf' ()" f(2),0 <r < 1,und a, = ||f(z)"' f(z)] die
Abschétzung

[fz)] <A =r+3rfaBy)|f(@)], 0<r<R=max{rlz, € Dy,0<s<r<l1}

Der Vorfaktor wird minimal fiir

T*:Hlin{1,7}>02 l—r*—&—lrf(kwﬁ’y < 1- < 1.
gy ? 20,87
Bei Wahl von 1
7y 1= min {1, —}
' a3y
ist also (a')ien C Dy, und die Norm |[|g(z")|| fillt streng monoton, d.h.:
1

fatt S(l— >f:z:t .

(PAC]| Soni 1 ()]
Nach endlich vielen, ¢, > 1, Iterationsschritten ist dann %at* By < 1, und die quadrati-
sche Konvergenz der weiteren Folge (z')i>;, folgt aus Satz 4.1. Q.E.D.

4.3 Der Euler-Lagrange-Ansatz der Optimierung

Fiir die weitere Diskussion der Innere-Punkte-Methoden stellen wir im Folgenden ein
Resultat iiber (endliche-dimensionale) Optimierungsaufgaben mit Gleichungsnebenbedin-
gungen bereit. Seien f : D — R und g = (91,...,9m)" : D — R™ mit n > m,
differenzierbare Funktionen auf einer offenen (konvexen) Menge D C R™. Wir suchen ein
lokales Extremum von f auf der Mannigfaltigkeit N, := {z € D|g(z) = 0}, d.h. einen
Punkt z € D mit der Eigenschaft

f(@)=inf {f(z)|z € U(2), g(z) =0}, (4.3.24)

oder analog f(%) = sup {f(z)|z € U(&), g(z) = 0}, fiir eine Umgebung U(Z). Der
folgende Satz gibt uns ein notwendiges Kriterium fiir eine Losung dieser Aufgabe.
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Satz 4.3 (Satz von Karush-Kuhn-Tucker (KKT)): Sei & € D eine Ldsung der
Aufgabe (4.8.24), d.h. mit der Menge N, := {x € D : g(z) = 0} gilt auf einer Um-
gebung U(&) C D:

f(@)= 1inf f(z) oder f(@)= sup f(z). (4.3.25)

z€UNNy x€UNNg

Hat dann die Jacobi-Matriz Vg(z) € R™"™ mazimalen Rang m, so gibt es einen Vektor
A€ R™, so dass

V(E)+ AT - Vg(i) = 0. (4.3.26)
Der Vektor \ wird Lagrange-Multiplikator genannt.
Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir den Fall m = 1; die Verallgemeinerung fiir m > 1
ist offensichtlich. Die Rangvoraussetzung bedeutet in diesem Fall, dass Vg(&) # 0 ist; wir

konnen nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten annehmen, dass 0,9(Z) # 0.

Wir setzen
&= (&, 8,)T €R?, @ = (&1,..., 80 1) € RV

Der Satz iiber implizite Funktionen, angewendet auf die Gleichung
F(a' x,) :=g(x) =0,

liefert dann die Existenz von Umgebungen U(%') C R*! von %' und U(%,) C R von
Z, mit U(z') x U(&,) C D, sowie einer (eindeutig bestimmten) stetig differenzierbaren
Funktion ¢ : U(&') — U(&,), so dass

F(' o) =0, 2 eU(2), (4.3.27)
und
Ny N (U(2n) x U@")) ={x € U(Zn) x U(&') : , = p(a’)}.
Mit Hilfe der Kettenregel folgt aus (4.3.27):
0:9(2) + 0,9(2)0;0(#") =0, i=1,...,n—1. (4.3.28)
Da f auf N, im Punkt 2 ein lokales Extremum besitzt, hat die Funktion
f(@) = F(a', ()

auf U(#') im Punkt &' ein lokales Extremum. Die notwendige Extremalbedingung be-
dingt also

0=08,f(&") = 0, f(2) + Ouf(2)Byp(3), i=1,...,n—1. (4.3.29)
Definieren wir nun
A= =0, f(8)0,g(2)""  baw.  O.f(&) 4+ Apg(d) = 0,
so ergibt sich zusammen mit (4.3.28) und (4.3.29)
O, f(&) + Aig(2) =0, i=1,...,n, baw. Vf(&)+AVg(#)=0,

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.
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Bemerkung 4.3: Die Aussage von Satz 4.3 kann auch so interpretiert werden, dass jeder
lokale Minimalpunkt & der Funktion f unter der Nebenbedingung ¢(Z) = 0 notwendig
zu einem sog. ,stationédren Punkt“ der Lagrange-Funktion

L(x, ) := f(x) + AT - g(x), (x,)) € DxR™,

korrespondiert, d.h. zu einem Punkt (Z, 3\) mit

A ( V(@) + AT - Vg(#) ) o

Ve L, A) = o(5) (4.3.30)

Bemerkung 4.4: Satz 4.3 behandelt nur die einfachste Situation einer Extremalaufgabe
mit Gleichungsnebenbedingungen. Der eigentliche Satz von Karush-Kuhn-Tucker betrifft
allgemeinere Aufgaben mit zusétzlichen Ungleichungsnebenbedingungen h(x) < 0, wobei
die Stationarititsgleichung (4.3.30) (KKT-System) weitere Bedingungen enthilt. Die sog.
»Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen* erschienen erstmalig 1939 in der (unverdtfentlichten)
Master-Arbeit von William Karush?. Bekannter wurden diese jedoch erst 1951 nach einem
Konferenz-Paper von Harold W. Kuhn und Albert W. Tucker

Korollar 4.1: Satz 4.3 liefert zundchst nur notwendige Bedingungen fir einen Punkt &,
extremal zu sein. 1. Allg. ist die Umkehrung nicht richtig. In dem uns hier interessierenden
Spezialfall einer strikt konvexen Kostenfunktion f(-) und affin-linearen Restriktionen der
Art g(x) = Ax — b liefert ein stationdrer Punkt (Z, 5\) der Euler-Lagrange-Funktion mit
% eine globale Losung des Optimierungsproblems (4.3.24). Beide Losungen sind dabei
eindeutig bestimmd.

Beweis: Fiir (differenzierbare) konvexe Funktionen f(-) gilt
fltz+ (1 —t)2) <tf(x)+ (1 —t)f(2"), a2’ €D, z#2, 0<t <],
und folglich die Monotonieungleichung fiir den Gradienten (Ubungsaufgabe)
V(f(x)— f@)' - (x—2')>0, z,2/ €D, v#2.
Letztere zeigt man unter Verwendung der Beziehung
f(@") > f(x)+Vf(z) (o' —x), z2" €D, z#a" (4.3.31)

Fiir strikt konvexe Funktionen gelten diese Ungleichungen mit dem strikten Ungleichheits-
zeichen.

i) Wir zeigen zunichst, dass unter den obigen Voraussetzungen das Optimierungspro-
blem (4.3.24) jedes lokale Minimum auch global und als solches eindeutig bestimmt

4William Karush (1917-1997): US-amerikanischer Mathematiker; Prof. an der California State Univer-
sity; bekannt durch seinen Beitrag zur Entwicklung der sog. ,, KarushKuhnTucker-Bedingungen*; diese
erscheinen erstmalig in seiner Master-Arbeit an der Univ. of Chicago 1939, wurden aber erst weiter
bekannt durch einen Tagungsbeitrag von Harold W. Kuhn und Albert W. Tucker 1951.
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ist. Wegen der Linearitét der Restriktion ist fiir 2,2 € N, auch jeder Zwischenpunkt
tz+ (1 —t)z € Ny, t € (0,1):

Ati + (1—t)z) —b=tAi + (1 —t)Ax —b=tb+ (1 —t)b— b= 0.

Gébe es ein lokales Minimum # € N, sowie einen weiteren Punkt = € N, mit = # &
und f(z) < f(Z), so ergébe sich mit der strikten Konvexitit von f:

[z + (1 =t)r) <tf(2)+ (1 -t)f(x) < f(2), 0<t<L,
d.h.: Der Punkt & kann kein lokales Minimum sein, ein Widerspruch.

i) Als néchstes zeigen wir, dass eine Losung des KKT-Systems eindeutig ist. Fiir zwei
Losungen (2, \)T und (2, )T gilt
V(f(@) = f(@) - A=\)"-A=0,
Az —3")=0.

Multiplikation der ersten Gleichung mit & — &’ von rechts und der zweiten mit A — X
von links und Addition der Resultate ergibt

V(f(&) = f(@)) (@ -i") =0.
Wegen der strikten Konvexitdt von f(-) impliziert dies, dass 2 = @'. Also gilt

ATA=X) =0

/

was wegen Rang(A) =m auch A=)\ impliziert.

iii) Schlieflich sei nun (&, \) eine Losung des KKT-Systems. Dann ist & € N, und es
gilt: .
V@) - A=0.

Also verschwindet der Gradient der konvexen Funktion
P(x) = Lz, \) = f(x) — AT (Az —b)

fiir A im Punkt # . Folglich hat v(-) wegen der Beziehung (4.3.31) fiir konvexe Funktionen
in £ ein Minimum, d. h.: Fiir alle Punkte = € N, gilt

(@) = (@) + AT (A& —b) = (&) < ¥(2) = v(x) + A" - (Ax = b) = f(x).
Also ist Z ein Minimum von f auf Ny, d.h. Losung der Aufgabe (4.3.24). Q.E.D.

Bemerkung 4.5: Der obige Losungsansatz fiir Optimierungsprobleme mit Gleichungs-
nebenbedingungen wird , Euler-Lagrange-Formalismus“ (oder auch ,indirekte* Losungs-
methode) genannt. Im Gegensatz dazu wird bei der ,direkten” Losungsmethode z. B. im
Fall m = 1 die Nebenbedingung g¢(z) = 0 explizit etwa nach x, = ¢(z1,...,2,-1)
aufgelost und dann die reduzierte, unrestringierte Optimierungsaufgabe

flxe, .1, 0(x1, ..., xp_1)) — min.

gelost. In der Praxis ist diese explizite Auflosung aber hiufig schwierig, so dass die indi-
rekte Methode trotz der damit verbundenen Dimensionserhohung verwendet wird.
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Beispiel 4.3: Sei A = (a;;)
gehorige quadratische Form

Tio1 € R eine symmetrische Matrix und a(-) die zu-

a(z) == (x, Azx)y = Z Q5.

ig=1

Wir wollen die Extrema von a(z) unter der Nebenbedingung |z|j2 = 1 bestimmen. Wir
definieren:
g(z) =llzl3 -1, Ny={x €R": g(z) =0}.

Wegen Vg(z) =2z ist Vg(x) #0 fiir 2 € N,. Weiter gilt wegen a;; = a;; :

8ka(x) = Z aijéikxj + Z aijxi@-k

ij=1 ij=1

n n n
= E QT + E AipT; = 2 E Qi T -
=1 i=1 i=1

In kompakter Schreibweise heifit dies Va(xz) = 2Az. Auf der kompakten Menge N,
nimmt die stetige Funktion a ihr Maximum an. Nach Satz 4.3 gibt es ein A € R, so dass

Ag = Ai.
Dies bedeutet, dass A Eigenwert der Matrix A mit dem Eigenvektor & ist. Wegen
a(i) = (&, A#)y = (& A\i)y = A
wird das Minimum bei einem Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert A.;, angenommen.
Fiir diesen gilt dann offenbar
. (x, Ax)y
Amin = min ,
M eern|l3

d. h. er ist charakerisiert als das Minimum des sog. ,, Rayley-Quotienten*

A
R(z) := M
[E41B
der Matrix A auf R"™. Analog sieht man, dass der maximale Eigenwert .. entsprechend

als das Maximum des Rayley-Quotienten charakterisiert ist.

4.4 Die primalen/dualen Barriereprobleme (,,zentraler Pfad*)

Wir kommen jetzt zum Nachweis der Existenz des ,zentralen Pfads® (Z,,9,,2,)" . Da-
zu verwenden wir eine , Barriere-Technik® zur Behandlung der Ungleichungsnebenbe-
dingungen xz,z > 0. Fiir den parameter p > 0 fithren wir die folgenden ,Barriere-
Formulierungen® der linearen Programme (I7) und (I7*) ein:

(I1,) zeR": Qulz):=c" -z— uZlog(:L’i) — min!,
i=1

Ax=b, x>0.
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(U;) yeR™ zeR": Quy,2):= bl oy + ,uZlog(zi) — max!
i=1

ATy+z2=¢, 2z>0.

Lemma 4.2: Sei Rang(A) =m und p >0 gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

a) Das primale Barriere-Problem (11,,) besitzt eine (eindeutige) Lisung x,,.
b) Das duale Barriere-Problem (I17) besitzt eine (eindeutige) Losung (yp, 2,)-

¢) Das primal-duale Problem (4.1.8) besitzt eine (eindeutige) Lisung (T, Yu-2), d.h.:
Es ezistiert ein ,zentraler Pfad®. Dabei stimmen die Losungskomponenten x, mit der
Liosung unter (a) und (yu,z,) mit der Losung unter (b) iberein.

Beweis: i) (a) < (c): Die Zielfunktion in (I1,) ist strikt konvex (Ubungsaufgabe), und die
Ungleichung x > 0 aufgrund des Logarithmus immer erfiillt. Also ist gemé&fl Korollar 4.1
% genau dann eine Losung des primalen Barriere-Problems, wenn ein ¢, existiert, so dass
die KKT-Bedingungen in (z,y) = (Z,,9,) erfullt sind:

. ( Vf(z) —y" - Vy(z) ) _ ( ¢ —pX"le — ATy ) , (4.4.32)
g(x) Ax—1b

Mit z:= puX te > 0 erfiillt das Tripel (z,y,2) die Gleichungen

Az —b 0
Aty+z—c | =1 0 |, (4.4.33)
XZe — e 0

sowie die Vorzeichenbedingung = > 0, z > 0.
ii) Das Argument fiir (b) < (c) ist dhnlich (Ubungsaufgabe). Q.E.D.

Lemma 4.3: Ist die strikt zuldssige Menge Qg fiir das primal-duale Problem nicht leer,
50 besitzt das primale Barriere-Problem (11,,) fir jedes ju > 0 eine (im Fall Rang(A) = m
eindeutige) Losung Z,,.
Beweis: Sei p > 0 fest gewihlt und (2,9, 2) € Qo gegeben. Die Menge

K, ={zeR" Az =b, >0, Qu(z) <Q.(Z)}

ist abgeschlossen und beschrinkt und damit kompakt. Die Abgeschlossenheit ist klar.
Zum Nachweis der Beschrénktheit schreiben wir fir = € K, :
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Qulz)=c"z— uZlog(w)

= z- (Az —b) — uZlog x;)
=cl x—al ATy +0b" - uZlog
i=1
:cT-;L’—xT-(c—é)erT-g—uZlog(wi)
i=1

:xT-,%—i—bT-g)—uZlog(m

i=1

Mit Qu(z) < Qu(z) folgt

Tzl Q_,UZIOg(%') < Qu(i)’

=1

bzw.
n

> (i — plog (i) < Qu(d) —b" - 4.

i=1
Die Funktionen ¢(z;) := Z;x; — plog(z;) sind nach unten beschrénkt. Daher erfiillen alle
x € K, notwendig « > 0, obwohl in der Definition nur = > 0 gefordert wird. Also ist
K, beschrénkt. Auf der kompakten Menge K, nimmt die stetige Funktion @,(-) ihr

Minimum in einem Punkt #, € K, an. Dieser ist dann Losung des primalen Barriere-
Problems (11,,). Q.E.D.

Beispiel 4.4: Wir betrachten das lineare Programm
(I) zeR*: (1,0)- (21, 29)" = min! x>0, (1,-1)(z1,29) =1,
und das zugehorige duale Problem
(IT") yeR': y—max! (1,-1)Ty < (1,0).

Die Optimalldsungen sind offenbar & = (1,0)” und § = 1. Als Losungen der zugehdrigen
regularisierten Aufgaben (17,) und (/1) haben wir

= (i Va2 1)+ 21— VA1)
Ju=—n— 51+ Va2 +1)

In diesem Fall konvergiert offenbar (&,,9,) — (Z,9) fir p— 0.
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Die im vorausgehenden Beispiel realisierte Situation tritt auch in allgemeinerem Zu-
sammenhang auf. Dazu beweisen wir den folgenden Satz iiber die Existenz und Konver-
genz des ,,zentralen Pfads“.

Satz 4.4 (Existenz des ,,zentralen Pfads“): Die strikt zulissige Menge Qo fir das
primal-duale Problem sei nichtleer. Dann gilt:

i) Das primal-duale Problem (4.1.8) besitzt fir jedes > 0 eine Losung (L, Uy, 2,) -

ii) Die Losungskomponenten &, und Zz, sind eindeutig bestimmt. Im Fall Rang(A) =m
ist auch die Losungskomponenete 7, eindeutig bestimmd.

i) Hat das urspringliche (nicht regularisierten) primal-dualen Problem (KKT-System)
eine eindeutige Losung (2,7, %), so konvergieren die eindeutigen Lisungen (I, G, 2,)
der regularisierten primal-duale Probleme gegen diese Lisung. Im allgemeinen Fall kann
nur die Konvergenz einer Teilfolge der (T, 9,, 2,) gegen eine (nicht notwendig eindeutige)
Losung des KKT-Systems erwartet werden.

Beweis: i) Da )y nichtleer ist, besitzt das primale Barriere-Problem (/1,) fiir jedes
1> 0 eine Losung . Daher besitzen nach Lemma 4.2 auch das primal-duale Problem eine
Losung (Z,, Yy, 2,) , wobei die z-Komponente mit der Losung von (/1,) zusammenfallt.

ii) Da das primale Barriere-Problem strikt konvex ist, ist Z, eindeutig bestimmt. Mit
ZpiZu; =pn, i=1,...,n,ist auch Z eindeutig bestimmt. Ist zusétzlich Rang(A) =m,
so ist auch g durch A"y, + 2, = ¢ festgelegt.

iii) Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.
4.5 Realisierung der primal-dualen Innere-Punkte-Methode

Die primal-duale Innere-Punkte-Methode besteht im Wesentlichen aus der Anwendung
des Newton-Verfahrens auf das gekoppelte nichtlineare regularisierte KKT-System

Ax —b 0
ATy+z—c | =10 |. (4.5.34)
XZe — e 0

Dieser Losungsansatz ist wesentlich robuster als die separate Losung der regularisierten
Optmierungsaufgaben (11,) und (/1) fiir immer kleinere 4 > 0.

Fiir einen geeigneten, zuliissigen Startwert (z°,4° 2%) € €y wird eine Folge von Ite-
rierten (2%, y*, ') € Qqo, t > 1, erzeugt durch die Vorschriften:

A 0 0 ot Axt — b
0o AT I Syt | =—| ATy'+2t —¢ (4.5.35)
Zt 0 Xt 0zt XtZte — e
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und
(@1, 5 24 = (2t 4, 20) + M(62, 0, 62Y). (4.5.36)

wobei der verwendete Regularisierungsparameter 7 auf Basis der Dualitétsliicke der vor-
ausgehenden Newton-Iterierten gew#hlt wird gemaf
e

Tt = Otlhy = O¢ n - s o € (0, 1] (4537)

Die Wahl von o; erfolgt in der Praxis nach heuristischen Kriterien, z.B.: 0, = 0,5. Der
Déampfungsparameter A, ist so zu wihlen, dass im Newton-Schritt die Zuléssigkeit der
néchsten Iterierten erhalten bleibt, d. h.:

o =2t Nt >0, 2T =20 N8 > 0. (4.5.38)
Ist fiir eine vorgegebene Toleranz ¢ > 0
t. ot
o= 22 < (4.5.39)
n

erreicht, so wird die Iteration abgebrochen.

Wenn der Startvektor zulissig gewihlt wird, d.h. (20, 4%, 29T € Qq, bleiben offenbar
withrend der gesamten Iteration die ersten beiden (linearen) Gleichungen erfiillt,

Azt =0, ATyl 42 =,

und die Newton-Korrektur wirkt nur auf die dritte (nichtlineare) Gleichung. Das Korrek-
tursystem (4.5.35) erhélt damit die vereinfachte Gestalt

A 0 0 ot 0
0 AT I syt | =— 0 . (4.5.40)
Z 0 X 07 Xt 7t — e

Bemerkung 4.6: Diese Innere-Punkte-Methode wird als ,,zuléssig® bezeichnet, da nach
Konstruktion alle Tterierte im zuléssigen Bereich €)y bleiben. Je nach Wahl der Verfah-
rensparameter €, oy, A; erhilt man unterschiedliche Realisierungen des Verfahrens. Vari-
anten des Verfahrens, bei denen nicht notwendig (z!, 4!, 2) € Qq, ist, die aber trotzdem
konvergieren konnen, werden , unzuléssig” genannt. Die zulédssigen primal-dualen Innere-
Punkte-Verfahren sind von eher historischer Bedeutung. Die unzuléssigen primal-dualen
Innere-Punkte-Verfahren haben sich in der Praxis durchgesetzt. Andererseits sind die Re-
sultate verfiigharer Konvergenzanalysen nach wie vor eher pessimistisch. Einen kleinen
Eindruck hiervon erhilt man in Chapter 6 bei S. J. Wright (1987).

Die Parameter im Newton-Verfahren werden in der Regel so gewéhlt, dass die Ite-
riertenfolge (z,4', 2") € Qp als Approximation des zentralen Pfades in einer der beiden
folgenden ,,Pfadumgebungen® liegen:

N2(0) = {(xvya Z) € QO | ||XZ€ - ;U’(Ia Z)eHQ < 9/1'(56; Z)}v NS (07 1)7
N*DO(PV) = {(l’,y,Z) € Q0| EIlllH TiZg 2 V(IT ’ Z)/TL}, 7€ (07 1)a
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wobei p(x,z) := 2T - z/n. Die Bedingung (z!,y’, 2) € Ny(0) ist in der Praxis meist zu
restriktiv und erfordert sehr gute Startwerte. Die Wahl von N_,(v) als Pfadumgebung
ist weniger einschrinkend. Dies ersieht man aus den folgenden Implikationen:

1XZe = p(w, 2)ell2 < Ou(w,2) = min [r;z —p(r, 2)| < Op(z, 2)

i=1,...,n

=  p(r,z) — min 22 <Op(x,z) = min x;z > (1-0)u(x, 2),

i=1,..., i=1,...,n

d.h.: Ein Punkt (x,y,z) € Na(f) ist automatisch auch in N_,(y) fir v:=1-6.

Die Innere-Punkte-Methode, die sich der Pfadumgebung N,(0) bedient, fithrt auf den
folgenden sog. ,, Kurz-Schritt-Algorithmus®:

Algorithmus 1 (Kurz-Schritt-Algorithmus):

1. Wihle 0 := 0,4, 0 :=1-0,4/y/n und & > 0. Bestimmt sei ein (2°,1°, 2%) € Ny(0).
Setze t:= 0.

2. Gilt fiir die Dualitétsliicke y; = 27 - 2! /n < ¢, dann STOP.

3. Setze 7, := op; und bestimme eine Korrektur (dz',dy’, dz") durch Losung der
Newton-Gleichung

A 0 0 ot 0
0 AT I oyt | =— 0
Zt 0 X! 0zt X' Zte — e

4. Setze (a1 gt 2T = (2t ¢t 2Y) + (02t 6yt 02") (voller Newton-Schritt), ¢ :=
t+ 1 und gehe zu Schritt (2).

Der folgende Satz zum Kurz-Schritt- Algorithmus besagt u. a., dass dual-primale Innere-
Punkte-Methoden bei geeigneter Wahl der Verfahrensparameter konvergieren und (im
Gegensatz zum Simplex-Verfahren) von nur polynomialer Komplexitét sind.

Satz 4.5: Sei (2°,4°,2°) € No(0) fiir ein 6 € (0,1). Dann erzeugt der Kurz-Schritt-
Algorithmus eine Folge von Iterierten (xt,y', 2") € Ny(0). Fiir beliebig kleines € € (0,1)
existiert ein t. = O(y/n log(1/¢)), so dass

e < epo,  t >t (4.5.41)

In diesem Sinne konvergiert diese Innere-Punkte-Methode also fir t — oo. In jedem
Iterationssschritt sind hichstens O(n®) a. Op. erforderlich, so dass der Kurz-Schritt-
Algorithmus von polynomialer Gesamtkomplexitit ist.

Beweis: Der Beweis ist sehr technisch und verlduft #dhnlich wie des des nachfolgenden
Satzes zum , Lang-Schritt-Algorithmus®; er wird deswegen weggelassen. Q.E.D.
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Wie vorher schon gesagt, stellt der Kurz-Schritt-Algorithmus zu hohe Anforderun-
gen an die Qualitdt der Startwerte, so dass in der Praxis eine , Lang-Schritt-Variante®
basierend auf der Pfadumgebung N_ () vorgezogen wird.

Algorithmus 2 (Lang-Schritt-Algorithmus):

1. Wihle € > 0, v € (0,1) und 0 < 0, < 0* < 1. Bestimmt sei ein (2°,y%2°) €
N_oo(7). Setze t := 0.

2. Gilt fiir die Dualitéitsliicke pu; = 27 - 2 /n < ¢, dann STOP.

3. Wihle o, € [0,,0%]. Setze 7, := oy und bestimme eine Korrektur (dz', dy’, d2")
durch Losung der Newton-Gleichung

A 0 0 ot 0
0 AT I oyt | =— 0
AR D¢ 0zt X' Z'e — e

4. Bestimme ein groftmogliches A, € (0, 1], so dass

5. Setze (x'Th ! ) = (2t yt 2")+ N\ (02!, §yt, 02") (geddmpfter Newton-Schritt),
t:=t+1 und gehe zu Schritt (2).

Bemerkung 4.7: Die Bezeichnungen ,, Kurz-Schritt-Algorithmus® und ,, Lang-Schritt- Al-
gorithm* haben sich eingebiirgert wegen der unterschiedlich schnellen Reduktion des Para-
meters o; in der Regularisierung 73, d.h.: o; &~ 1—1/y/n beim Kurz-Schritt-Algorithmus
und oy € [Omin, Omax] beim Lang-Schritt-Algorithmus. Das bezieht sich nicht auf die
»Schrittlinge” im verwendeten Newton-Verfahren, die beim Kurz-Schritt-Algorithmus so-
gar ,ldnger” ist.

Satz 4.6: Sei (2°,4°,2%) € N_(v) fiir ein v € (0,1). Dann erzeugt der Lang-Schritt-
Algorithmus (konstruktionsgemdif) eine Folge von Iterierten (x',y",2") € N_o(v). Fir
beliebig kleines € € (0,1) existiert ein t. = O(n log(1/e)), so dass

e < epg, >t (4.5.42)

In jedem Iterationssschritt sind héchstens O(n®) a. Op. erforderlich, so dass auch der
Lang-Schritt-Algorithmus von polynomialer Gesamtkomplezitit ist.

Beweis: 1) Wir betrachte einen Newton-Schritt ¢ — ¢4 1 und lassen den Iterationspara-
meter ¢ weg. Unter Verwendung von Adz =0, ATy +02=0, Ar =b und ATy+2z=c¢



92 Innere-Punkte-Methoden

ergibt sich

A (w+Nx) = b - (y+Ay) =T =0T -y 4+ Me— ATy) o —A(Ax)
" b
-0 =
=cl oz —b"y+Nc— ATy)T oz — XaT - A5y
T
=cl' oz —b"y+ AT (Z6x — XA oy)
=c' a0y 4+ el (Z6x + X6z — X (62 4+ AT6y)
—_——

=0

T(Sy

=cl =0 y+ el (te — X Ze)

=cl oz —b"y+rn— Tz

=clax byt ro(cr—b"y) = A= y)
= (A=) a8 ),

wobei die Beziehung mn = o(c! -z —b" -y) verwendet wurde. Die Dualitétsliicke veriindert
sich also in jedem Newton-Schritt gemé&f

M1 = (1 — )\t(]- — at)),ut, t 2 0. (4543)

ii) Eine genauere Analyse der Newton-Konvergenz ergibt die Notwendigkeit der Wahl \;, =
O(1/n) zur Erzwingung der Eigenschaft (zf,y’,2') € N_.(7) und damit insbesondere
(z',2%) > 0. Wegen der speziellen Wahl von o; € [0min, Omax] im Algorithmus impliziert
dies dann die Behauptung. Hierzu benotigen wir eine eine Reihe von Zwischenresultaten,
die im Folgenden in Hilfssidtzen zusammengefasst werden.

Zuniicht bemerken wir, dass wegen der Zulissigkeit des Startvektors (2% y° 2%) €
N_o(7) auch alle weiteren Iterierte (z,y', 2") € R"™™*" automatisch die linearen Re-
striktionen

Azt =b, Aly'+2t=¢, t>1, (4.5.44)

erfiillen (Ubungsaufgabe). Ferner folgt aufgrund der Wahl von ), € (0, 1] im Algorithmus
fir (z,2") > 0 auch stets

(241, 2541 = (2, 21) + A (02, 021) > 0, (4.5.45)

d.h.: per Induktion (z',z%) > 0 fiir alle ¢ > 0. Wir kommen nun zu den angekiindigten
Hilfssétzen.

Hilfssatz 4.1: Seien u,v € R" zwei orthogonale Vektoren, u”

-v=20. Dann gilt:
[UVella < 27%2||lu + |2, (4.5.46)

wobei wieder U := diag(u;), V := diag(v;) und e := (1,...,1)T.
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Beweis: (Details Ubungsaufgabe) Aus der Ungleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel ergibt sich fiir Zahlen a,b € R mit ab > 0:

Vlab| < a +b|. (4.5.47)

Aus u” -v >0 folgt

0<ul-v= Z w;v; + Z U0; = Z |wv;| — Z w04, (4.5.48)

u;v; >0 u;v;<el iEP ieEM

mit der (disjunkten) Zerlegung P := {i € I,|uv; > 0}, M = {i € I,|u;v; < 0} der
Indexmenge I, := {1,...,n}. Damit ergibt sich dann die Abschéitzungskette

n 1/2 1/2
HUde::(EZ\W%F) ::(§:|WWF4’§:|WWP>
iem

(S ()
< (2(2 |uivi|>2)l/2 =2 Z w04 (wegen (4.5.48))
ieP

i€P

1 _
<V2 Yy 7+ vil? =272 " Jui o> (wegen (4.5.47))
icP icP

<22yt wif? = 272 u + w3

i=1

Dies ist gerade die Behauptung. Q.E.D.

Hilfssatz 4.2: Fiir jeden Vektor (x,y,z) € N_o(v) gilt:
—3/2 1
16X 0Zel|s <2 (1 + ;)u(m, In, (4.5.49)

wobei wieder p(x,z) :=at - z/n.

Beweis: Aus der Newton-Gleichung (4.5.40) folgt Adz = 0 und ATy + 52 = 0, was
wiederum impliziert, dass

6al 5z = —o0aT - ATy = —Adx - Sy = 0.
Die dritte Gleichung in (4.5.40),
Zox+ Xoz=—-XZe+ Te,
wird nun mit (X Z)~"2 multipliziert. Mit der Matrix D := X"/2Z~/2 ergibt sich

D'z + Doz = (XZ) V2 (=X Ze + Te). (4.5.50)
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Da (D '6z)" - (Ddz) = 627 -6z = 0 gilt, kann Hilfssatz 4.1 auf die Vektoren u := D~'éx
und v := Ddz angewendet werden:

16X6Zells = [[(D™6x)(Déz)ell2
< 2*3/2|\D’15:1: + D623 (mit Hilfssatz 4.1)
=2732(XZ2)"W(=XZe + 7¢)|2 (mit Gleichung (4.5.50)).

Wegen a7 -z = p(x, z)n =: un ergibt sich dann die folgende Ungleichungskette:

10X Ze||lz < 2_3/2||(XZ)_1(—XZB +7e)||3
= 27372 ( —— (T2 )
izzl %ZZ( iz +T)

) 1
=273/2 Z (2227 — 2xizmm + 77)
Tz

I
[N}
&
~
Lo}
8
~
I
|
[\~
3
3
+
3
[V}

(

(x -z —2nT + 72’7—”) (da z;z; > yu)
(1—20+%)/m (da 7 =op=0z"-2/n)
(

Dies ist gerade die Behauptung. Q.E.D.

Hilfssatz 4.3: Fir die im Algorithmus erzeugte Folge der Schrittlingen X\, gilt

1—- *
% >0, (4.5.51)

A\ >\, = 232
t — 71""}/”’ el

Beweis: Die dritte Newton-Gleichung lautet (Iterationsindex ¢ unterdriickt und p :=
wu(x, z) gesetzt):
Zox+ Xoz =ope — XZe. (4.5.52)
Mit Hilfssatz 4.2 folgt
|02:02;] <272(1+ 1/y)pn, i=1,...,n. (4.5.53)
Fiir (2,9,2,)7 € N_o(7) gilt definitionsgemif ;2; > yu und damit

(2 4+ A0x) (25 + N0zi) = @325 + M0z + zi6;) + N202:02;
> 22i(1 — \) + Aoy — N2|0x:6 2 (wegen (4.5.52))
> (1l = N) + Aoy — N227%2(1 4 1/~)un (wegen (4.5.53)).
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Wir fiihren jetzt wieder den Iterationsindex ¢ ein. Damit garantiert (z'*! ¢y!*! 2437 ¢
N_o(7) ist, sollte also unter Beachtung von (4.5.43) gelten:

V(L= X) + Aoy — X272 (14 1/y)pn > v = 4(1 = A1 = 00))pu,

bzw.
Y1 = N) + Aoy — N2732(1+ 1/y)n > y(1 — M1 — ay)).

Dies ist erfiillt fiir (nachrechnen)

. 1—~ o,
A<\ = 23/271—7—.
+9 n

Also gilt bei Verwendung einer Schrittweite A < A\, im Newton-Schritt:

azﬁ“zf“ >y >0, 1=1,...,n.
Fiir A = 0 ist nach Voraussetzung (x,z) > 0. Wegen der stetigen Abhéngigkeit von
(z(N),z(A)) von A und x;(N)z;(A) > 0 fiir A € [0,\,] muss also fiir solche A auch
(z(X), 2()\)) > 0 sein. Folglich ist (2! y™! 2T € N_ () fiir Schrittweiten A < \,.
Da A\, € (0,1] als groBtmogliche Schrittweite mit dieser Eigenschaft definiert ist, folgt

A >N, Q.ED.

Nach diesen Vorbereitungen, konnen wir jetzt den Beweis des Satzes vervollstéindigen.
Mit der Ungleichung (4.5.51) erhalten wir

2y L=~ o0 o
M1 —0) > 22— L X1 o) = —.
i or) > 71+fyn( o) n
Somit folgt

gL < (1= XN(1 —ay))a -2

IN
—
—
|
| >
~—
&
}ﬂ
NL-#

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

Die betrachetten Innere-Punkte-Verfahren brechen mit einer Iterierten (zt, 3%, 2*) ab,
die zuldssig ist mit einer ausreichend kleinen Dualitéitsliicke. In diesem Sinne ist der
Punkt (2!, 9", 2") als Ndherungslosung der primal-dualen Optimierungsaufgabe zu ver-
stehen. Tatséchlich sagt die Dualitétsliicke nichts dariiber aus, ob (2!, y", 2*) wirklich
,nahe an der optimalen Losung des Ausgangsproblems am Rande von €2 liegt. Dies
wird qualitativ durch folgenden Satz belegt.

Satz 4.7: Die von der Innere-Punkte-Methode erzeugte Folge von Iterierten (zt,y', 2")
besitzt mindestens einen Héaufungspunkt (&,7, 2) und jeder dieser Hiufungspunkte ist eine
Optimallosung der primal-dualen Aufgabe (KKT-System).

Beweis: Nach dem oben Gezeigten ist das Polyeder

Fi={(z,y,2) € Q2’2 <2 .2}
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kompakt. Da die Folge (27 - z');cy der Dualitiitsliicken monoton fillt (mit konstanter
Rate), ist (z', ¢, 2') € F und besitzt daher einen Hiufungspunkt (%,9,2) € F . Fiir die
zugehorige Teilfolge gilt dabei

# 2 = lim 247 . 2% =0,
t;—o0
d.h.: (%,9,2) hat Dualitétsliicke Null und ist folglich Optimallosung. Q.E.D.

4.5.1 Praktische Aspekte

Bei der Realisierung der Innere-Punkte-Methoden sind die folgenden Fragen zu klédren:

1. Wie findet man geeignete Startwerte (2°,4°,2°%) € Qg ?
2. Wie ist der Parameter o, € (0,1] zu wihlen?
3. Wie konnen die Korrektursysteme (4.5.35) effizient gelost werden?

4. Wie ist der Dampfungsparameter A, € (0, 1] zu wihlen?

a) Die Konstruktion geeigneter Startwerte (z°,¢%,2°) €  fiir Innere-Punkte-Methoden
erfordert hdufig eine aufwendige Vorlaufrechnung in Form von zusétzlich zu 16senden Op-
timierungsaufgaben. Wir betrachten die beiden linear/quadratischen Optimierungsaufga-
ben

reR: 1272 — min!

1243: _, (4.5.54)
und
(y,2) ER™ x R" : %Zf -z — min! s
Ay+z=c,
deren Lésungen (z,y,z) man aus den folgenden (linearen) Gleichungen erhélt:
v =AT(AAT) ", y=(AAT)"Ac, z=c— ATy (4.5.56)

Diese Punkte erfiillen zwar konstruktionsgeméfl die linearen Gleichungen aber nicht not-
wendig die Bedingung (z,z) > 0. Um dies zu korrigieren, setzen wir

2 =x+0e+ege, Y=y, 2¥:=z46.e+cee
mit

0, 1= max ( — %miin Ti, 0), 0, = max ( — %miin Z, 0)7

1272 1272
~

€g 1= = €y 1= = .
2el. 2 2eT .7
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Diese Korrekturen bewirken, dass die Komponenten von 2° und z° nicht zu nahe bei
Null liegen und nicht zu verschieden sind.

b) Der Hauptaufwand bei der Anwendung des Newton-Verfahrens besteht in der Losung
der Korrekturgleichungen (mit unterdriicktem Iterationsparameter ,,t)

Abr = —(Az —b), ATéy+62=—(ATy+z2—c¢), Zox+ Xéz=—(XZe—Te).

Aus diesen Gleichungen kénnen nacheinander zunéchst dy, dann dx und schlielich 6z
berechnet werden. Mit der positiv definiten Diagonalmatrix D := Z7!'X gilt:

ADAT(Sy =—AD(A"y + 2 —¢) — ADéz
—AD(ATy+ 2z —¢)— AZ7' X6z
—AD(AYy + 2 —¢) — AZ"N(~Z6x — (X Ze — Te))
—AD(ATy+ 2z —c¢) — (Az — b) + ADX (X Ze — Te)

—(Aa: — b+ AD((ATy + 2 —¢) = X Y X Ze — 7e))).

Die Matrix ADAT ist symmetrisch und wegen Rang(A) = m positiv definit. Die Kor-
rektur dy lasst sich also aus der Gleichung

ADATSy = —(Az —b+ AD((ATy + 2 — ¢) — X (X Ze — 7e))) (4.5.57)

bestimmen. Anschliefend werden die Korrekturen dx und ¢z aus den folgenden Glei-
chungen berechnet:

6z =—AToy — (ATy 4+ 2 —¢), (4.5.58)
dx = —Déz — Z Y (X Ze — Te). (4.5.59)

Die Matrix ADAT € R™ ™ ist zwar positiv definit aber i. Allg. selbst fiir diinn besetz-
tes A vollbesetzt und haufig schlecht konditioniert. Zur stabilen Losung des Systems
(4.5.57) sind also spezielle Verfahren erforderlich, welche nicht den explizite Aufbau der
Matrix ADAT erfordern, z.B. die Verwendung einer () R-Zerlegung von A oder das CG-
Verfahren.

Wenn der Startvektor zulissig gew#hlt wird, bleiben wéhrend der gesamten Iteration
die ersten beiden (linearen) Gleichungen erfiillt,

Azt =b, ATyl 4+t =g,

und die Newton-Korrektur wirkt nur auf die dritte (nichtlineare) Gleichung. Die Glei-
chungen (4.5.57) — (4.5.59) vereinfachen sich dann zu

ADATSy = X Y X Ze — Te), (4.5.60)
5z = —ATsy, (4.5.61)
Sx = —Déz— Z Y (XZe — Te). (4.5.62)
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4.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1: Fiir eine Matrix A € R™*" und einen Vektor ¢ € R" sei die durch
D = {y € R*"|ATy < ¢} definierte Teilmenge D C R" beschrinkt mit nichtleerem
Inneren D°. Man zeige, dass die mit den Spaltenvektoren a;, i = 1,...,n, von A und
den Komponenten ¢;,2=1,...,n, von ¢ gebildete Funktion

O(y) = — Zln(ci — aiT -y)

auf DY streng konvex ist und bei Anniherung an den Rand von D gegen unendlich
strebt.

Aufgabe 4.2: Man verifiziere, dass die Jacobi-Matrix der durch

Ax —D 0
\IJO('r>y7Z) = ATy"V‘Z_C = 0 ) LU,Z>O,
XZe

mit den (n x n)-Diagonalmatrizen X := diag(z;), Z := diag(z;) und dem n-Vektor
e == (1,...,1)T definierten Abbildung Wy(z,y,2) : My x Mj — R" x R™ x R" die
folgende Gestalt hat:

A 0 0
D\I/()(‘T,y,Z) = 0 AT I
0

Aufgabe 4.3: Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f: D C R™ — R" konver-
giert das Newton-Verfahren lokal quadratisch gegen eine Nullstelle z. Man zeige, dass es
fiir (nur) einmal stetig differenzierbare Funktionen immer noch ,super-linear* konvergiert,

[zt — 2]

=0 (t— 00),
|z — 2|

d. h.: Es ist asymptotisch schneller als die einfache Fixpunktiteration.

Aufgabe 4.4: Die Eigenwertaufgabe Ax = Az einer Matrix A € R™" ist dquivalent zu
dem nichtlinearen Gleichungssystem

Ar — =0,
]l =1 =0,
von n + 1 Gleichungen in den n + 1 Unbekannten zy,...,z,, .

a) Man gebe die Newton-Iteration zur Losung dieses Gleichungssystems an.
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b) Man fiihre zwei (oder bei Interesse auch mehr) Newton-Schritte durch fiir die Matrix

4
A= 0
-1 4

mit den Startwerten 2z = 0,29 = 1.5, \° = 3.5. Man berechne die Eigenwerte und
Eigenvektoren dieser Matrix und stelle fest, ob das Newton-Verfahren in diesem Fall
quadratisch konvergiert.

Aufgabe 4.5: Man gebe das Newton-Verfahren fiir das regularisierte primal-duale Sys-
tem aus dem Text an:

Ar —b 0
U, (z,y,2) = | ATy+z—c | =0, z,2>0.
XZe — e 0

Ist eins der iiblichen iterativen Standardverfahren geeignet zur Losung der in jedem
Newton-Schritt auftretenden linearen Gleichungssysteme?

Aufgabe 4.6: Man beschreibe das Prinzip des Euler-Lagrange-Formalismus und wende
diesen an zur Bestimmung der Maxima und Minimima des Polynoms

flr,y) =2~y

auf der Kreislinie K := {(z,y) € R? : 22 +4? =1}.

Aufgabe 4.7: Die reelle Zahl a > 0 ist so in drei positive Summanden zu zerlegen, dass
deren Produkt maximal ist. (Hinweis: Man formuliere dies als eine Optimierungsaufgabe
mit Gleichungsrestriktion und benutze zu deren Losung den Euler-Lagrange-Ansatz.)

Aufgabe 4.8: Man zeige, dass eine stetig differenzierbare, strikt konvexe Funktion f :
D cCR"—R",

fltz+ (1 =t)) <tf(x)+ (1 —-t)f(2"), =z, €D 0<t<]l,
notwendig einen strikt monotonen Gradienten besitzt, d. h.:
V(f(z)— f(@")" - (z—2') >0, =z, €D, v#2.

(Hinweis: Man leite die Beziechung f(2') > f(z)+ V f(x)- (¢’ —2) her und verwende diese
zum Beweis der behaupteten Monotonieeigenschaft.)

Aufgabe 4.9: Im Text wurde die folgende Aussage bewiesen:

Sei Rang(A) =m und p >0 gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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a) Das primale Barriere-Problem (11,,) besitzt eine (eindeutige) Losung x,,.
b) Das duale Barriere-Problem (I17) besitzt eine (eindeutige) Losung (yy, 2,)-

¢) Das gekoppelte primal-duale Problem (KKT-System) besitzt eine (eindeutige) Losung
(Tp, Yu-2u), d. h.: Es existiert ein ,zentraler Pfad*.

Man gebe in Anlehnung an den Beweis fiir (a) < (c) aus dem Text das Argument fiir die
Aussage (b) < (c) an.

Aufgabe 4.10: Man zeige die Konvergenz des ,,zentralen Pfades” der primal-dualen Opt-
mierungsaufgabe (KKT-Sytem), d.h.: Fiir 4 — 0 konvergieren die (eindeutigen) Losun-
gen (Z,, Yy, 2,) der regularisierten primal-duale Probleme gegen eine Losung (Z,7, 2) des
urspriinglichen (nichtregularisierten) primal-dualen Problems.

Aufgabe 4.11: Die Matrix A € R™*" n > m habe maximalen Rang m und d =
dig(d;) sei eine Diagonalmatrix mit positiven Hauptdiagonalelementen d; > 0. Man
zeige, dass dann die Matrix ADA” symmetrisch und positiv definit ist.

Aufgabe 4.12: Der Startwert (2°,9°, 2°) fiir die Newton-Iteration sei zulissig gewéhlt,
d.h.:

(2°,9°,2%) € Qo = {(z,9,2) € QU Av =b, ATy+z2=¢, x>0, 2> 0}.

Man zeige, dass dann fiir hinreichend kleine Dédmpfungsparameter A, € (0, 1] auch alle
weiteren Iterierten (zf,y', 2%) in Qo liegen.

Aufgabe 4.13: Seien u,v € R" zwei orthogonale Vektoren, d. h.: u”-v = 0. Man zeige,
dass gilt:

1UVella < 273/2||u + v]|2, (4.6.63)

wobei wieder U := diag(u;), V := diag(v;), e :== (1,...,1)T und || - ||» die euklidische
Norm sind. (Hinweis: Man verwende die folgende Beziehung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel: \/W < %|a+b|, a,b € R, ab > 0. Weiterhin kann die Aufspaltung
O=ulv= D ;50 Wil + D oo iy hilfreich sein.)

Aufgabe 4.14: Seien eine Matrix A € R™" mit maximalem Rang m und ein Vektor
b € R™ gegeben. Man zeige, dass die Losung des linear/quadratischen Optimierungspro-
blems

reR": %xT'x—Hnin! Ax =0,

durch folgende Gleichung gegeben ist:

z = AT(AAT) .





