3 Ganzzahlige Optimierung

In vielen Anwendungen sind die Variablen einer linearen Optimierungsaufgabe der zusétz-
lichen Nebenbedingung unterworfen, dass sie ganzzahlig sein miissen. Dies ist etwa der
Fall, wenn bei einer Transportaufgabe die Giiter (z.B. Autos, Kontainer, etc.) nur in
festen Einheiten auftreten und nicht beliebig teilbar sind. Im Extremfall, etwa bei Ent-
scheidungsprozessen, kénnen auch nur die Variablenwerte 0 und 1 auftreten. Hier und
bei Losungen mit kleinen Stiickzahlen verbietet es sich von selbst, eine ganzzahlige Losung
einfach durch Rundung einer ,, kontinuierlichen erzeugen zu wollen. Die Theorie und Nu-
merik der ganzzahligen Optimierung sind wesentlich komplizierter und aufwendiger als die
der gewohnlichen. Es existiert eine Vielzahl von speziellen Resultaten und Methoden, die
auf bestimmte Problemklassen zugeschnitten sind. Wir betrachten im Folgenden nur das
Transportproblem als ein Beispiel der ganzzahligen Programmierung ohne Komplikatio-
nen. Fiir allgemeinere Aufgaben wird der Algorithmus von Gomory! (1958); beschrieben,
der eine ,,ganzzahlige* Erweiterung des uns schon bekannten Simplex-Verfahrens darstellt.

3.1 Das klassische Transportproblem

Gegeben sei eine Hiandlerorganisation mit m Warenlagern und n Verbrauchsorten. Ge-
fragt ist nach einem kostenminimalen Verteilungsmodus. Wir verwenden die folgenden
Bezeichnungen:

— Lager: F;, Bestand Einheiten/Monat a; (i =1,...,m);
— Orte: G;, Bedarf Einheiten/Monat b; (j =1,...,n);

— Transportierte Menge F; — G;: x;; Einheiten (ganzzahlig!);

Transportkosten pro Einheit F; — G, : ¢; EURO.

Bedingung der Bedarfsdeckung;:

n

iai:ij. (3.1.1)
i=1 j=1

'Ralph E. Gomory (1929-): US-amerikanischer Informatiker und angewandter Mathematiker; arbeite-
te zunéchst an der Universitdt Princeton und ab 1959 in leitender Position bei IBM, ab 1989 Président der
Alfred P. Sloan Foundation; Beitrige zur linearen Optimierung, Netzwerktheorie und nichtlineare Diffe-
rentialgleichungen; hauptséichlich bekannt durch die nach ihm benannte Methode des ,,Gomory-Schnitts®
in der ganzzahligen Optimierung: “Outline of an algorithm for integer solutions to linear programs”,
Bulletin of the American Mathematical Society 64, 275-278 (1958).
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Formulierung als lineare Programmierungsaufgabe:

x = (Tij)i 50, : Z ¢;; — min!
ij=1
x;; >0 ganzzahlig (1=1,...,m;j=1,...,n), (3.1.2)

inj:ai (i=1,...,m), wa:by (jzl,,n)
J=1 i=1

Ausgeschrieben lauten die Nebenbedingungen wie folgt:

$11+...+ZL‘1” ay
Toy + ...+ Top a
Tyl + oo+ T | am
xr11 + To1 + . Tm1 bl
Tig + Tog + . T2 by

L Tip + Ton + s Tmn _ L bn _

Dieses Problem hat offensichtlich einen beschrinkten (und damit kompakten) zuldssigen
Bereich und ist folglich , kontinuierlich“ 16sbar. Wir wollen zeigen, dass die Losung auch
ganzzahlig ist, wenn es die a; und b; sind. Wegen der Vertriglichkeitsbedingung (3.1.1)
sind hochstens m +mn —1 der Nebenbedingungen linear unabhéngig. Eine einfache Rang-
betrachtung zeigt, dass es genau m + n — 1 linear unabhéngige Spaltenvektoren in der
zugehorigen Koeffizientenmatrix gibt. Folglich kann irgendeine der m + n Gleichungen
als redundant weggelassen werden; im Folgenden wird es 0.B.d.A. die letzte sein. Das ver-
bleibende System hat dann den Hoéchstrang m +mn —1 und die Programmierungsaufgabe
hat (a; > 0, b; > 0) kanonische Form.

Lemma 3.1: Jede Basis von Spaltenvektoren des um die letzte Zeile reduzierten Systems
hat nach geeigneter Umordnung von Spalten und Zeilen Dreiecksgestalt.

Beweis: Offenbar muss bei einer Basis [ay,,...,ax,., ] von Spaltenvektoren in jeder
Zeile mindestens eine 1 stehen. Andererseits muss es unter den ersten m oder unter den
letzten n—1 Zeilen mindestens eine geben, in der genau eine 1 steht. Andernfalls miisste
die Anzahl der Spalten k > 2m bzw. k > 2(n—1) und somit 2k > 2m+2(n—1)+1 sein,
da eine der Spalten mit von Null verschiedenem Eintrag in der gestrichenen letzten Zeile
auftreten muss. Dies steht aber im Widerspruch zum Rang m-+mn—1. Wir streichen diese
eine Zeile sowie die zugehorige Spalte aus dem System; das reduzierte System hat dann
den Rang m + n — 2. Sukzessive Anwendung des obigen Arguments auf die entstehenden
reduzierten Systeme ergibt schliellich die Behauptung. Q.E.D.
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Satz 3.1: Sind beim Transportproblem die a; (i = 1,...,m) und b; (j = 1,...,n)
ganzzahlig, so ist auch jede vom Simplez-Verfahren gelieferte Basislosung ganzzahlig.

Beweis: Jede Basislosung ist gegeben durch ein lineares (m +n — 1) X (m +n — 1)-
Gleichungssystem mit der aus den zugehorigen Spaltenvektoren der Ausgangsmatrix ge-
bildeten Koeffizientenmatrix und dem Vektor (ay,...,am,b1,...,b, 1)T als rechte Sei-
te. Nach Lemma 3.1 hat dieses System Dreicksgestalt und kann folglich sukzessive auf-
gelost werden. Dabei treten aber stets nur Divisionen durch 1 auf, so dass die Losung
zwangslaufig ganzzahlig ist. Q.E.D.

3.2 Das duale Simplex-Verfahren

Als Vorbereitung fiir das Verfahren von Gomory zur Losung ganzzahliger Programmie-
rungsaufgaben beschreiben wir im Folgenden eine Variante des ,,primalen Simplex-Verfah-
rens, den sog. ,,dualen® Simplex-Algorithmus. Ausgangspunkt ist die folgende duale Stan-
dardaufgabe:

(I") c'x—min!, Ar>b, x>0

Es sei ¢ > 0, aber fiir b werden keine Vorzeichenbedingungen gestellt. iiblicherweise
wiirde man zur Losung dieser Aufgabe zunéchst zu ihrer dualen tibergehen:

(1) 'y w max!, ATy <e, y>0,

und diese dann nach Einfithrung von Schlupfvariablen v > 0 mit dem iiblichen Simplex-
Verfahren behandeln. Aus dem optimalen Tableau liefle sich am Schluss eine Losung von
(I*) nach der in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen Methode gewinnen. Alternativ lisst sich
Problem (I*) aber auch in der folgenden Form schreiben:

(I") 'z —min!, —Ax < —b, x>0,
die nach Einfithrung von Schlupfvariablenu > 0 iibergeht in
(I") 'z —min!, —Ar+4+Tu=—b, x>0, u>0.

Das Problem bei der Losung dieser Aufgabe mit dem Simplex-Verfahren besteht darin,
dass im Falle —b 2 0 durch (2% u®%)T = (0, —b)" nicht automatisch eine zulissige Star-
tecke gegeben ist. An dieser Stelle setzt der ,,duale“ Simplex-Algorithmus an; er erzeugt
im Gegensatz zum ,primalen Simplex-Algorithmus eine endliche Folge von Punkten, die
zwar fiir (/) nicht zuléssig sind, fiir deren Zielfunktionalwert aber stets

< g

f— )

r €M™,

gilt. Nach endlich vielen Austauschschritten wird dann ein zuléssiger Eckpunkt & € M*
erreicht, der zwangsldufig optimal fiir (I*) ist.
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Ausgangspunkt: Wir betrachten das kanonische Programmierungsproblem
(1) ' r—min!, Ar=5b, r>0,

mit ¢ > 0 (aber nicht notwendig b > 0). Sei I° C {1,...,n} und Ay = [a;, i € I°]
reguliir. Der durch 2% = Ay und 20 := 0,4 & I° bestimmte Vektor des R™ 16st zwar
die Gleichung Az® = b, doch ist er i. Allg. wegen x° % 0 nicht zulissig. Analog zur
Herleitung des normalen Simplex-Verfahrens erhalten wir die Gleichungen

Tz:Zaszk+T? (iEIO),

k10
2227k$k+CT'$07 'Ykzzaikci+cka kel
kg0 iclo

die notwendig (und hinreichend) von jedem z € R™ mit Az = b erfiillt werden. Das
zugehorige Simplex-Tableau ist:

g (k¢ 1°)
i ik )
(Gel’)| (el kg% | (il
e | wkgl) |

Im Normalfall 29 > 0 ist 2% zuldssige Ecke und fiir 7, > 0 notwendig optimal. Wir
nehmen jetzt an, dass am Anfang 7 > 0 ist (aber nicht notwendig z9 > 0), d. h.:

z=c x>0 xe M

)

43

Simplex-Algorithmus sucht nun durch Basiswechsel die negativen Kompo-
U zu beseitigen, ohne die Eigenschaft 7, > 0 zu verlieren.

Der ,,duale
neneten von

Der Algorithmus:
1. Gilt 29 >0 (i € I°), so ist 2° zuldssig und wegen

CT'$=E yexp + Lol > 2, x e M,
k10

auch optimal.
2. Gibt es ein p € I mit xg < 0, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

a) Im Falle a,, <0 (k & I°) folgt fiir € M der Widerspruch

0<z,= Zapka:k+x2<0,
kg 10

d.h.: M = und die Aufgabe ist folglich nicht 1sbar.
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b) Gibt es Indizes ¢ & I° mit a,, > 0, so wird die Variable z, gegen eine noch
auszuwéhlende der z, ausgetauscht. Man erhélt so wieder eine Basis. Das Auswahl-

kriterion ist: y 8
. k

—L — min — > 0.
apr>0 Qlpk

(R") qel’:

Qpq

Der Austauschschritt, d. h. der Ubergang von der Indexmenge 19 zur Indexmenge
I° = (I°\ {p}) U {¢} mit entsprechendem Basiswechsel, verliuft wie folgt:

- Pivotelement: -1
Qpg — Qgp = —}
Qpq
- Pivotspalte: ~ Q; . 0 .
P Qig — Qip = < (el i#p),
Pq
~ g .
Y = Vp=
Qpq
- Pivotzeile: - Qp; 0
= Qg =——— (k€I k#q),
Qpq
0
T
xg — .?Nfg =-_2
Qpq
- Sonstige: - Qg Qpk; ) .
& aik%aikzaik—% (ZGIO,Z7EP;]€¢]07]€7EQ),
Pq
~ Yq%pk 0
T = w=p——— (g1,
Qpq
0 ~0 o QigTy .
x, = =] ——=L (iel),
Qpq
VT
R R A

Qpg
Satz 3.2: Ist zu Beginn v, > 0 (k € I°), so liefert der ,duale® Simplex-Algorithmus mit

der Auswahlregel (R*) in endlich vielen Austauschschritten eine Losung der Programmie-
rungsaufgabe (I) oder erweist ihre Unldsbarkeit, wenn keine Zyklen auftreten.

Beweis: Im Falle v;, > 0 (k ¢ I°) ist nach dem Austauschschritt:

0
T
§p= >0, #=-—L>0,
Qpq Qpq

und

a) apr, <0 ’yk:'yk—kg—q(—apk) >y >0,

pq
D a0 G=ap( - T1) >0,
Qpk Qpq
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sowie -
cT_jo:cT_xo+ﬁ(_mo){>C "z (7q>0)'

Pl=ca’ (=0
Jeder Austauschschritt bewirkt also eine Vergroferung (bzw. Nicht-Verkleinerung) des
Zielfunktionalwerts unter Beibehaltung der Eigenschaft v, > 0 (k € I°). Wenn Zyklen
ausgeschlossen sind, d.h. wenn jede Basis hochstens einmal auftritt, muss also in end-
lich vielen Schritten ein Tableau erreicht werden, das zu einer Basis gehort, fiir die der
zugehorige Punkt 2% € M ist, wenn ein solcher iiberhaupt existiert. Wegen

Qpg

x> 20 xeM,

)

ist dieser Punkt dann notwendig Losung der Aufgabe (f ). Q.E.D.

Zum sicheren Ausschluss von Zyklen kann die Auswahlregel (R*) geeignet verfeinert
werden zu (R*) (analog zum normalen Simplex-Algorithmus).

3.3 Das Schnittverfahren von Gomory

Wir betrachten nun das tibliche kanonische Problem
(I7) 'z —minl, Azr=05b, x>0,

mit b > 0 und der Zusatzbedingung z= € Z". Man lése zunéchst Aufgabe (II) ohne
Berticksichtigung der Bedingung x € Z" mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. 1. Allg. wird
die gefundene Losung & nicht ganzzahlig sein. Der zulédssige Bereich M wird durch eine
zusitzliche Bedingung (einen ,,Schnitt“) so eingeschrinkt, dass & nicht mehr enthalten ist,
aber alle vorher zuldssigen ganzzahligen Punkte zuléssig bleiben. Geometrisch bedeutet
das, dass eine Hyperebene bestimmt wird, welche die nichtganzzahlige, optimale Ecke z
von den iibrigen zuldssigen, ganzzahligen Punkten trennt (s. Abb. 3.3).

T2

Abbildung 3.1: Schema der Gomoryschen Schnitt-Methode
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Das Problem wird dann mit der neuen Menge M wieder mit dem Simplex-Verfahren
gelost, u.s.w.. Durch die Schnitte wird die zuldssige Menge nach und nach auf die konvexe
Hiille ihrer ganzzahlichen Punkte reduziert. Man kann zeigen, dass es moglich ist, so in
endlich vielen Schritten ein ganzzahliges Minimum (bezogen auf alle ganzzahligen Punkte)
zu finden, wenn ein solches tiberhaupt existiert.

Die Anwendung des normalen Simplex-Algorithmus auf Problem (/7) (Phase I + II)
fithre auf das Endtableau

Ty
0
i Qif Z;
o |cheal

mit v > 0 (k € I°) und 29 > 0 (i € I°). Dieses beinhaltet die zur Ausgangsgleichung
Ax = b dquivalenten Gleichungen

T = Z gy + 28 (i€ I°), (3.3.3)
kg 10
und die Beziehung
lor= Zykxk—ﬁ—cT'xO, x € M. (3.3.4)
kg

Im Falle 29 € Z (i € I°) ist 2° ganzzahlige Losung und folglich auch Lésung der
ganzzahligen Programmierungsaufgabe.

Fiir Zahlen a € R wird die Zerlegung a = [a] + {a} in ihren , ganzzahligen® Anteil
la] € Z und ihren ,gebrochenen® Anteil {a} € [0,1) eingefiihrt. Sei nun z) ¢ Z fiir ein
p € I°. Fiir alle Punkte x € M NZ" gilt gemiB (3.3.3):

p+ Y [—oprlzn — [25] = = > {—ap o + {af}. (3.3.5)
k10 kg0

Die linke Seite ist offenbar ganzzahlig und damit auch die rechte Seite. Ferner gilt

0< {_apk}a {372} <1, - Z{_apk}mk <0.
kg0

Dies impliziert notwendig, dass

_ Z{—apk}xk + {xg} <1

kgI0

und folglich, wegen der Ganzzahligkeit des Terms,

= > {—aptm+ {2d} <0,

k1o
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Fiir Punkte x € M NZ"™ muss also gelten:

(S) = {—am}ar + {z)} <0. (3.3.6)

k1o

Fiir den optimalen Punkt 2° mit :152 ¢ 7 gilt dagegen wegen a9 =0, i & I°:

= {—ap}ar + {2} = {25} > 0. (3.3.7)

kgI0

Die Zusatzbedingung (S) ,trennt* also den Punkt z° von allen zulissigen, ganzzahligen
Punkten. Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 3.2: Jeder Punkt x € M NZ" erfillt die Schnittbedingung (S), wihrend der
optimale, aber nichtganzzahlige Punkt x° € M sie nicht erfiillt.

Die Schnittbedingung (S) wird nun durch Einfiihrung einer Schlupfvariablen s; > 0
in eine Gleichungsnebenbedingung umgeformt,

51— Z{—apk.}xk = —{z)}, (3.3.8)

keIo

und diese dem obigen Endtableau hinzugefiigt. Die neue Variable s; wird also ,,Basisva-
riable”, allerdings mit dem nicht zulissigen Wert s; = —{20} < 0. Das so gewonnene
Tableau ist kein zulissiges Ausgangstableau fiir die normale Simplex-Methode, wohl aber
fiir ihr duales Gegenstiick (Man beachte, dass v, > 0,k ¢ I°.). Dies ist die eigentliche
Motivation fiir die Einfithrung der dualen Simplex-Methode.

Ausgehend vom erweiterten Tableau

Tk

=)

&£y Qjf &€

si| {-om} | —{ap}

Ve AT g0

werden nach den Regeln der dualen Simplex-Methode Basiswechsel vorgenommen, bis
alle Eintrdge in der letzten Spalte wieder nicht negativ sind. Dabei bleibt 7, > 0, und
der Zielfunktionalwerte wird nicht verkleinert. Man erhélt also ein ,,optimales“ Tableau
fiir die durch einen Gomory-Schnitt modifizierte (nicht ganzzahlige) Aufgabe (IT). Die
ausfithrliche Konvergenzanalyse dieses Algorithmus kann hier nicht gegeben werden, doch
soll die Vorgehensweise an einem Beispiel illustriert werden. Bei der Wahl des Index
p € I° fiir den Schnitt wird im Folgenden nach der Regel vorgegangen, den mit groftem
gebrochenen Anteil {z)} zu nehmen.
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Beispiel 3.1: Wir betrachten die folgende ganzzahlige Programmierungsaufgabe:
(1) ve€Z:: 3xy+ a2 — max!
x1 + 219 <8,
3xr1 — 4wy < 12.

Nach Einfithrung von Schlupfvariablen z3,z4 geht diese Aufgabe iiber in die kanonische
Form:

(I1) v €Z: —3r; —xy — min!
T1 4 229 + 23 = 8§,
31‘1 — 4$2 + x4 = 12.

i) Normales Simplex-Verfahren: Anwendung des normalen Simplex-Algorithmus mit Aus-
wahlregel (R) ergibt die folgenden Tableaus:

T D) 'Yq/Oéiq Ty i)
r3| =1 =218 -8 . x3 | 1/3 |-10/3 4
z |[=3] 4 (12| —4 x| —1/3 43 | 4
~-110 1 ~12
Ty I3

25| 1/10 —3/10| 6/5
x| —1/5 —2/5 | 28/5
/2 3/2 | —18

Wir entnehmen die , kontinuierliche* Losung (21, 22)" = (28/5,6/5)" mit dem zugehori-
gen Zielfunktionalwert z = 18.

a) Rundung der ,kontinuierlichen“ Losung auf Ganzzahligkeit ergibt:
(#1,79)" = (6,1)", z=19 (nicht zulissig);
b) Abschneiden der ,kontinuierlichen“ Losung auf Ganzzahligkeit ergibt:

(Z1,72)" = (5,1)", 2=16 (zulissig);

ii) Die Gomorysche Schnitt-Methode fiihrt auf den ersten Schnitt:

1 2 3
51—5964—5933:—5
T4 T3 51 13
v | 1/10 —3/10| 6/5 w | 1/2 —1/2] 3/2
x| —1/5 =2/5 | 28/5 x| -1 0 5
st |[1/5] 2/5 |[-3/5] ool s 2| s
12 3/2 | —18 5/2 1/2 | —33/2
Y/ au | 5/2  15/4
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Als zweiter Schnitt ergibt sich (p = 2):

52 + 181 - l96’3 = L
2 2 2
S T3 S1 82
xy | 1/2 =1/2| 3/2 x| x —1| 1
T —1 0 5 Ty | % 0 5
Ty 5 —2 3 — vy | x —4| 1
S9 /2 1/2 | —=1/2 x3 | —1 2 1
5/2 1/2 | —=33/2 2 1 |-16
Y/ ik | 5 1

Die gewonnene ganzzahlige Losung ist (z1,22)7 = (5,1)7 mit dem Wert z = 16.

3.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1: Fiir die Programmierungsaufgabe

' oz —min!, Az=0b, x>0,

sei ein Simplextableau zur Basis B = {a;, i € I’} gegeben. Die Eintriige z? (i € I°) der
letzten Spalte und die v, (k # I°) in der letzten Zeile brauchen dabei nicht notwendig
nicht-negativ zu sein.

Man zeige, dass fiir jedes Pivotelement «,, # 0, p € I°, ¢ # I°, automatisch B =
{a;, i € I = (I°\ {p}) U {q}} wieder eine Basis ist. Der Austauschschritt des primalen
(fir ap, < 0) bzw. des dualen (fiir oy, > 0) Simplex-Algorithmus fithrt dann auf ein
Tableau zu dieser neuen Basis B.

Aufgabe 3.2: Man lose die Programmierungsaufgabe

5x1 + 6x9 — min!

21 >0, 29 >0,
2z + 22 > 6,

2wy + 4wy > 12,

mit Hilfe des dualen Simplex-Algorithmus.
Aufgabe 3.3: Das klassische Transportproblem aus dem Text beinhaltet die Gleichungs-

nebenbedingung
Az = (a,b)",
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fir dem Zustandsvektor :L‘anzl = (T11, Ty Tiny - s Tun) L der transportierten
Mengen mit den Vektoren a = (a;)iZ;, b = (b;)j_; und der folgenden Matrix A € R™*":
T11 . Tin
T21 . Lon
Tm1 coo Tmn
A=
T11 + To1 + . Tm1
T12 + T + e Tm2
L Tin + Ton + . Tmn i

Man verifiziere, dass diese Matrix den Rang(A) =m +n — 1 hat.

Aufgabe 3.4: Man lose die ganzzahlige Programmierungsaufgabe

xGZi: 3r; — Ty — max!
31 — 219 < 3,

—dxy — 4dxy < —10,
211 + 19 < 5,

mit Hilfe der Gomoryschen Schnitt-Methode und vergleiche das Ergebnis mit dem durch
Abschneiden der , kontinuierlichen* Losung gewonnenen.





