1 Lineare Programme und Dualititstheorie

1.1 Lineare Programme

Fiir einen Vektor = = (x1,...,7,)7 € R" bedeuten im Folgenden die Schreibweisen

x>0 und x > 0, dass alle Komponenten z; > 0 bzw. x; > 0 sind. In diesem Sinne
bedeutet dann = > y, x > y oder x <y, z < y fiir zwei Vektoren z, y € R", dass
r—y>0,z2—y>0bzw. y—x >0, y—a >0 ist. Fiir 1 < m < n seien nun eine
Matrix A € R™*" vom Rang m sowie Vektoren b € R™, b > 0, und ¢ € R" gegeben.

Definition 1.1: Als ,lineares Programm® (abgekiirzt LP) in ,Normalform* (bzw. ,ka-
nonischer Form®) bezeichnet man die Aufgabe, unter den Nebenbedingungen

Axr=0b, x>0, (1.1.1)

ein Minimum der ,Zielfunktion® (oder ,Kostenfunktion®) Q(x) := c' -z 2u bestimmen.
Anders ausgedriickt sucht ein solches lineares Programm im ,zuldssigen Bereich“

M = {zeR" Az =b, >0} (1.1.2)

e x* € M zu bestimmen, so dass

' 2 =min ¢’ (1.1.3)
zeM

Ein LP in sog. ,Standardform® lautet

' ot =max ¢’ -2, M:={reR" Ax <b, v >0}. (1.1.4)

zeM

Beide Formulierungen eines LP sind dquivalent in einander tberfihrbar.

Zur Einordnung der Beispiele in Abschnitt 0.6 in diesen Rahmen kénnen folgende
Umformungen herangezogen werden:

— Ein Ungleichung mit > wird durch Multiplikation mit —1 in eine mit < {iberfiihrt.

— Eine Ungleichung a2y +...4+a,z, < f wird durch Einfithrung einer sog. ,,Schlupf-
variable* y in eine Gleichung und eine Vorzeichenbedingung {iberfiihrt:

ary+ ... A ar, +y=05, y=>0.

— Fiir jede Gleichung ayz1 + ... + a,x, = § kann (eventuell nach Multiplikation mit
—1) stets 8 > 0 vorausgesetzt werden.

— Fehlt fiir eine Variable, etwa fiir z; , die Vorzeichenbedingung, so wird x; durch die
Differenz y; — y» zweier neuer Variablen ersetzt, und man fordert y; >0, yo > 0.
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— Gleichungen, die Linearkombinationen anderer Gleichungen sind, werden weggelas-
sen, so dass fiir die Matrix A € R™*" stets Rang A = m angenommen wird.

— Wegen max ¢’ -2 = —min (—c! - ) kann man alle linearen Programme auf die

Bestimmung eines Minimums zuriickfiithren.

Der zuléssige Bereich M eines LP ist der Durchschnitt einer linearen Mannigfaltigkeit
mit Halbraumen und folglich abgeschlossen. Weiter ist M “konvex”
r,yeEM = M+ (1-XNyeM VX el01]

Ist M = ), so besitzt das LP keine Losung. Im Fall M # () existiert immer eine
Losung, wenn M beschrankt (und damit kompakt) ist; fiir unbeschrinktes M braucht
keine Losung zu existieren.

Neben der , kanonischen“ Form eines LP treten diese haufig auch auf in sog. ,Stan-
dardform*

' x—max!, Ar<b, x>0. (1.1.5)

Mit Hilfe der obigen zulédssigen Umformungen lassen sich alle diese Formulierungen von
LPs in einander umformen.

Beispiel 1.1: In einfachen Féllen lassen sich lineare Programme grafisch 16sen: Der zulés-
sige Bereich M in Beispiel 0.3 (Standardformulierung) ist der Durchschnitt von 5 Halb-
ebenen des R?, deren Begrenzungsgeraden durch die Gleichungen
1 =0, z9=0,
T + x9 = 100
4x1 + o = 160
20z 4+ 1029 = 1100

gegeben sind:

Zielfunktion:
Q(x1,xy) = 120x,+40x,

X1+x,=100

20x+x,=1100

N

\ 4x,+x,=160 100

\ Niveaulinie der Zielfunktion, Q(x,x) =0

Abbildung 1.1: Grafische Lisung eines Linearen Programms
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Parallelverschiebung der Niveaulinie bis an den Rand von M ergibt als maximalen Wert
den der Niveaulinie durch den Punkt (z7,23) mit

)

4ot + a5 = 160 N x5 = 60
2027 + 1025 = 1100 x; = 25

Qmax = 120«%’{ + 40@; = 5400.

Der optimale Punkt ist in diesem Fall eine Ecke des Polygongebiets M. Dies ist kein
Zufall und wird sich als wesentlicher Punkt bei der Behandlung allgemeinerer Probleme
dieses Typs erweisen. Die maximal mogliche Stiickzahl von x; 4+ x5 = 100 wird unter
dem Kriterium der Gewinnmaximierung also nicht erreicht; dafiir wird die zur Verfiigung
stehende Arbeitszeit voll genutzt.

1.2 Dualitatstheorie

Den linearen Optimierungs- bzw. Programmierungsaufgaben in Standardform bzw. Nor-
malform, abgekiirzt benannt mit (I) und (I7), ordnet man ,,duale“ Aufgaben (I*) bzw.
(IT*) zu:

(I) "z — max! (I*) b" -y — min!
x>0, Az <b. y>0, ATy >ec.

(I1) " -2 — min! (Ir*) " -y — max!
x>0, Ar=0. ATygc.

Die zugehorigen zuldssigen Mengen werden jeweils mit M (fiir (I) und (/1)) sowie M*
(fiir (I*) und (I17*)) bezeichnet.

Zwischen den Aufgaben (I) und (I*) sowie (/1) und (/7*) bestehen enge Beziehungen
betreffend ihre Losbarkeit und die Charakterisierung der Losungen. Wir stellen dazu einige
Hilfsmittel aus der Theorie linearer Gleichungen und Ungleichungen bereit.

Bemerkung 1.1: Ist die zuldssige Menge M (bzw. M*) einer der obigen Aufgaben nicht
leer und beschriankt (und damit kompakt), so ist die Aufgabe wegen der Stetigkeit der
(linearen) Zielfunktion l6sbar.

Satz 1.1: Fiir zweit Punkte x € M, y € M* gilt stets im Falle der Standardformulierung
(n vy>cw (1.2.6)
und im Falle der Normalformulierung
(rn by < a. (1.2.7)

Gilt by =T~z gilt, so sind v € M und y € M* Ldsungen der Aufgaben (I) und (I*)
bzw. (11) und (I1I*).
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Beweis: i) In der Standardformulierung gilt fiir « € M und y € M* definitionsgeméis
(beachte z,y > 0):

vy > (An)t oy =2t ATy >t e=c"a

ii) Sei b7 -y = ¢’ - x. Die Annahme der Existenz eines & € M mit ¢! -7 > ¢!

nach dem gerade Gezeigten den Widerspruch

-x ergibe

d.h.: 2 ist Losung von (I). Analog ergibt die Annahme der Existenz eines § € M* mit
b - < b -y den Widerspruch b7 -y =cT -2 <’ -7, d.h.: y ist Losung von (I*).

iii) Fiir die Normalformulierung verlduft die Argumentation analog und wird als Ubungs-
aufgabe gestellt. Q.E.D.

Beispiel 1.2: Das Beispiel 1.1 ist in Standardform gegeben. Das zugehérige duale Pro-
blem lautet:

100y, + 160y + 1100y5 — min!
y1 20, y2 20, y3 >0,
y1 + 4ys + 20y3 > 120,
Y1 + y2 + 10ys > 40.

(1.2.8)

Offenbar ist die zugehorige zulissige Menge M* # () und unbeschrinkt. Mit der Opti-
malldsung (z3,23)" = (25,60)7 von (I) gilt nach Satz 1.1 fiir jedes (yi,v2,y3)" € M*:

100y, + 160y, + 1100ys > 120z} + 4035 = 5400.

Mit Hilfe der skalierten Gleichung 5y; +8ys +55y; = 270 (Division durch 20) erhélt man
eine Optimallésung von (I*):

(5. v5,u3)" = (0,20,2)".

Lemma 1.1: (Alternativsatz fir lineare Gleichungen) FEs gilt genau eine der folgenden
Alternativen:

i) Ar=0b ldsbar.
i) ATy=0,b"-y=1 ldsbar.

Beweis: Wir zeigen, dass die beiden Aufgaben in (i) und (ii) nicht gleichzeitig losbar sein
kénnen. Die Gleichung Ax = b impliziert

y' Ar=y" b=1, y' Ar=(ATy)" -2 =0,
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was einen Widerspruch darstellt. Sei nun Az = b unldsbar. Dann ist Rang[A,b] =
Rang A + 1 und folglich

T
Rang yr = Rang A + 1.
Also ist das System
AT 10
O

losbar. Umgekehrt folgt dann aus der Losbarkeit von (i) notwendig die Unlésbarkeit von
(ii). Diese Aussagen lassen sich auch aus der allgemeinen Beziehung

Bild A = (Kern AT)l

fiir lineare Abbildungen A :R"™ — R™ erschlieflen. Q.E.D.

Lemma 1.2: (Alternativsatz fiir nichtnegative Liosungen linearer Gleichungen) Es gilt
genau eine der beiden folgenden Alternativen:

i) Ar=0b, x>0 lisbar.
i) ATy >0, b7 -y <0 ldsbar.

Beweis: Wenn beide Aufgaben lésbar wéren, ergibe sich der Widerspruch
0>b"-y=(Ax)" -y =2 ATy >0.

Sei nun (i) unlosbar. Dann ist b nicht in dem von den Spaltenvektoren a; der Matrix A

aufgespannten Kegel

i=1
enthalten, d. h.:
d = inf ||[b — x| > 0.
zeC
Da C' abgeschlossen ist, existiert eine , beste Approximation® s € C' zu b: [|b—s|s = d.
Wir wollen zeigen, dass y := s — b Losung von (ii) ist.

a) Mit s € C' ist auch ts € C fiir t > 0. Also:

16— sl3 < Ib—tsll3 = b — s+ (1 = t)s]l3
= 16— sl +2(1 = t)(b = s, 8)2 + (1 = t)*||s]3.

Fir t — 1 folgt

0<(b—s5,8)a=(b—5,5—b)y+ (b—s5,b)y=—d*— (y,b)s
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bzw.
(y,b)s +d* <0 = b .y<O.

b) Mit s € C' und z € C' ist auch s+tz € C, t > 0. Also:
1= sli3 < lIb—s —tell3 = [Ib— sl — 2t(b — 5, 2)> + £*]| [[3.

Fiir ¢ — 0 folgt
0<—(b—s,2)2 = (y,2)2>0, zeC.

Mit z:=a;, i =1,...,n, erhalten wir
al y>0,i=1,...,n, = Aly>0,

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

Lemma 1.3: (Alternativsatz fir nichtnegative Losungen linearer Ungleichungen) Es gilt
genau eine der beiden folgenden Alternativen:

i) Ax<b, x>0 lishar.
i) ATy >0,b"-y<0,y>0 Ildsbar.

Beweis: Wiiren beide Probleme 16sbar, so folgte der Widerspruch
oy > (An)t oy =" ATy > 0> 0" -y
Sei nun wieder (i) unlésbar. Dann ist auch

AL | "
VA

]—b, x>0,2>0 (z€R™),

unlosbar. Nach Lemma 1.2 existiert also y € R™ | so dass

m

AT
y207 bT.y<07

d.h.: (ii) ist 1osbar. Q.E.D.

Lemma 1.4: (Alternativsatz fiir semi-positive Losungen linearer homogener Ungleichun-
gen) Es gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen:

i) Ar <0, x>0, x#0 Ilisbar.
i) ATy >0, y>0 ldosbar.
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Beweis: Wiren beide Probleme l6sbar, so ergibe sich der Widerspruch
0> (Azx)" -y =a"- ATy >0.

Sei nun wieder (i) unlésbar. Dann ist auch

A
z < N I A I
-1 ... —1

-1
unlosbar. Nach Lemma 1.3 existieren dann y € R™, n € R, so dass

-1

1 n n

i.e.: Die Aufgabe
ATy >0, y>0,

ist 16sbar. Q.E.D.

Satz 1.2: (Alternativsatz fir das lineare Standardproblem) Es gilt genau eine der folgen-
den Alternativen:

a) Im Fall M # O, M* # O sind die Probleme (I) und (I*) beide losbar und es gilt
max; = ming- .

b) Ist M =0 oder M* =0, so sind beide Aufgaben (I) und (I*) unldsbar.
Beweis: al) Aufgrund von Satz 1.1 ist nur zu zeigen, dass es Punkte © € M, y € M*

gibt mit b7 -y < ' 2. Angenommen, es existieren keine Punkte dieser Art. Dann besitzt
die Aufgabe

Ar <b, b'-y—c' -2 <0,
ATy < —¢, >0, y>0,
keine Losung, d. h.: Das Ungleichungssystem

A0 b
0 —AT l * ] <| —c
—c T 4 0

hat keine nicht-negative Losung « > 0, y > 0. Nach Lemma 1.3 existiert daher eine
Losung (z,w,0)T > 0 der Aufgabe

ATO—CZ
0 —-A
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Hierfiir gilt offensichtlich ATz > fc und Aw < b. Zu zeigen ist nun 6 > 0 bzw. 0 # 0.
Wiire 6 = 0, so ergibe sich mit A7z >0, Aw < 0 auch

0<al ATz = (Ax)T - 2 <b" - 2,
OZyT-Aw:(ATy)T-wZCT~w,

d.h. der Widersprich b7 -z —c¢” -w > 0. Also ist # > 0, und die Punkte z* = 0~ 'w €
M, y* =01z € M* erfiillen dann

bl =gt <0

im Widerspruch zur obigen Widerspruchsannahme.
aii) Zu zeigen ist noch max; = mins-. Nach Satz 1.1 gilt fiir Losungen & € M und
g € M* von (I) bzw. (I*) zunichst wieder

T 7 =maxc! -z = max;.

ming. ;= min b* -y =0" - > ¢
yeM* ceM

Nun gibt es nach (ai) Punkte Z € M und § € M* mit der Eigenschaft b* -y < ¢! -z,

d. h.:

mings = min " - y < pr - 7y < 'z <maxc! - = max;.
yeM* zeM

Also folgt max; = ming« .

b) Im Fall M = () ist die Aufgabe {Az <b, x > 0} unlosbar. Nach Lemma 1.3 existiert
dann eine Losung y > 0 der Aufgabe {ATy > 0, b7 -y < 0}. Fiir A € R, ist auch
AT(A\z) > 0. Sei nun M* # () und g € M*, d.h.: AT§ > ¢, g > 0. Dann ist auch

AT+ y) >c VYAER,,
d.h.: g+ Ay e M* fir A e R, . Wegen

G+ ) b=¢" b+ Ay"-b— —00 (A= 0)

<0

besitzt also auch (7*) keine Losung. Analog erschliefit man im Fall M* = () die Unlésbar-
keit von (). Q.E.D.

Korollar 1.1: Im Fall M # () und ¢ <0 hat die Aufgabe (I) eine Ldsung.

Beweis: Der zulédssige Bereich der dualen Aufgabe (I*) ist
M*={yecR™y>0, ATy >c}.

Im Fall ¢ < 0 ist offenbar y = 0 € M*. Also sind M # () (nach Voraussetzung) und
M* # 10, so dass nach Satz 1.2 beide Aufgaben (/) und (I*) 16sbar sind. Q.E.D.
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Korollar 1.2: Die Alternativaussage von Satz 1.2 fir das Standardproblem gilt analog
auch fir das kanonische Problem.

Beweis: Die Aussage folgt aus der Aquivalenz der beiden Problemformulierungen. Q.E.D.

Satz 1.3: (Gleichgewichtssatz fir das Standardproblem) Fiir zwei zulissige Punkte x €
M, y € M* der Probleme (I) bzw. (I*) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Die Punkte x und y sind jeweils optimal.

b) v, >0 = (Aly)i=c,i=1,....n; y; >0 = (Az);=b;, j=1,....m
Beweis: a) Sind x € M, y € M* optimal, so gilt nach Satz 1.2:
r=0"y > (Ax)T -y =2 ATy,

Also ist a7 - (¢ — ATy) >0, d.h:

i {ei—(ATy)i} > 0.
3 de = (AT} =0
=1 ZO SO
Folglich muss fiir z; > 0 notwendig ¢; — (ATy); = 0 sein. Analog erschliefit man aus

bT-y:cT-:ES(ATy)T~:r:yT~Ax

bzw. yT - (b— Az) <0, dass y; > 0 notwendig b; — (Az); = 0 bedingt.
b) Seien nun umgekehrt die Implikationen (b) gegeben. Dann gilt

r_Z”’UCZ*Z”C’ (ATy); = 2" - ATy

;>0 x; >0
= (Azx)" -y Z (Az),y; = ijy]—b Y,
y; >0 y; >0
so dass nach Satz 1.1 die Optimalitdt von x und y folgt. Q.E.D.

Satz 1.4: (Gleichgewichtssatz fiir das kanonische Problem) Fir zwei zulissige Punkte
x € M, y € M* der Probleme (IT) bzw. (IT*) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Die Punkte x und y sind jeweils optimal.
b) 1, >0 = (ATy)i=c,i=1,...,n.

Beweis: Der Beweis ist analog zu dem fiir das Standardproblem. Q.E.D.
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1.3 Geometrie der zulissigen Menge

Wir betrachten im Folgenden die linearen Programmierungsaufgaben stets in Normalform
(, kanonische* Form). Zunéchst studieren wir die Struktur der Losungsmenge eines LP:

(1) Qz) := 'z - min!, x>0, Az=0.
Dabei seien wieder die folgenden Konventionen vereinbart:

AeR™™ m<n, RangA =m,
beR™ b>0, ceR"

Bemerkung 1.2: Der Fall m > n ist nicht interessant. Die Annahme Rang A = m
widerspricht der Bedingung m > n und im Fall m = n wiirde wegen der Regularitédt von
A der Zuldssige Bereich hochstens aus einem Punkt bestehen.

Weiter bezeichnen wir mit ag, k = 1,...,n, die Spaltenvektoren der Matrix A. Die
zuldssige Menge
M:={zeR"z>0, Av =0b}

ist als Durchschnitt einer linearen Mannigfaltigkeit mit Halbriaumen abgeschlossen und
konvex, d. h.:
ghateM = M'+(1-N2PeM Vielol1]

Im Folgenden wird generell M # () vorausgesetzt.

Definition 1.2: i) Ein Vektor x € M heifit ,Ecke“ (oder,,Extremalpunkt) der zulissi-
gen Menge M, wenn er keine Darstellung der Form

z=A'+(1- Nz’

mit o', 2?2 € M, x' # 2* , und einem X\ € (0,1) zuldsst.

ii) Fir © € M bezeichnen wir mit I(z) := {i € {1,...,n}|x; > 0} die zugehirige
Menge der ,aktiven® Indizes.

Lemma 1.5 (Sekantensatz): Sind fir ein x € M die Spaltenvektoren in der Menge
B(x) == {ax| k € I(z)} (1.3.9)
linear abhdngig, so besitzt x eine Darstellung
r=1(z"+y) (1.3.10)

mit x', y € M und I(x') C I(z), I(z') # I(z). Insbesondere kann x keine Ecke von
M sein.
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Beweis: O.B.d.A. sei I(z) ={1,...,k}, so dass

k
E xia; = b.
i=1

Sind nun die Vektoren in B(x) linear abhéngig, so gibt es Zahlen d;, i = 1,...,k, die
nicht alle Null sind, so dass

k
i=1

Fiir jedes A € R erfiillt der Vektor

(N) = (21 + My, ..., 2 + Ay, 0,...,0)

n—=k

die Gleichung Az(\) = b. Wegen x; > 0, i = 1,...,k, ist fiir hinreichend kleines |)|
auch z(A) > 0 und somit z(\) € M. Lisst man nun A ausgehend von Null wachsen
oder fallen, so gelangt man in einem der beiden Fille zu einem A\*, flir das mindestens
eine der Komponenten z;(A\*), i = 1,...,k, Null ist. Ferner ist x(\) € M fiir |A| < |\*].
Mit 2! = 2(\*) und y = 2(=)\*) gilt dann

r=L@ ). ) C @), 1) £ 1),

was 7 zeigen war. Q.E.D.

Lemma 1.6 (Eckensatz): FEin Vektor x € M ist genau dann Ecke von M , wenn die
Spaltenvektoren ay, in B(x) linear unabhingig sind.

Beweis: Aus Lemma 1.5 folgt, dass fiir eine Ecke x € M notwendig die Vektoren in
B(z) linear unabhingig sein miissen. Sei nun B(z) linear unabhéngig, aber = € M
keine Ecke. Dann besitzt z eine Darstellung der Form z = Az! + (1 — A\)z? mit 2!, 22 €
M, x' # 22, X € (0,1). Fiir Indizes i ¢ I(z) impliziert x; = 0 also auch z} = 2? =0,

so dass
Z rla; = Z via; =b = Z (z} — 23)a; = 0.
)

i€l(z) iel(x) icl(z

Wegen x! # 2? sind also die Vektoren in B(z) linear abhingig im Widerspruch zur
anfinglichen Annahme. Q.E.D.

Definition 1.3: Wegen Rang A = m besteht B(x) fir eine Ecke x € M aus héchstens
m  Vektoren. Ist fiir eine Ecke x € M aber dim B(x) < m, so heiffit x ,entartete
Ecke*; in diesem Fall kann B(x) zu einer Basis B(x) aus Spaltenvektoren von A erginzt
werden. In jedem Fall heifit eine solche Basis B(x) ,Basis zur (entarteten) Ecke x*.
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Durch eine Basis B(x) ist die zugehorige Ecke = € M {iber das Gleichungssystem
Az = b eindeutig bestimmt. Andererseits gibt es hochstens

() = 7t =

Systeme von m linear unabhéingigen Spaltenvektoren der Matrix A, d.h. Ecken von M.

Lemma 1.7 (Eckenlésung): Besitzt das LP eine Losung x € M, so gibt es eine Ecke
x* € M, die ebenfalls Losung ist.

Beweis: Ist x selbst keine Ecke, so wenden wir Lemma 1.5 an, d. h.: Das Minimum von
¢’z wird im Mittelpunkt 2 = (2! +y) der Verbindungsgeraden zwischen z' und y
angenommen. Folglich ist die lineare Funktion ¢’ - 2 dort konstant, d.h.: 2! ist auch
Losung, aber mit I(z') C I(z), I(z') # I(z). Mit diesem Argument gelangt man in
endlich vielen Schritten zu einer Losung z*, die Ecke von M ist (im Extremfall z* = 0).

Q.E.D.

Aufgrund der bisherigen Diskussion ,gentigt“ es theoretisch zur Losung der linea-
ren Optimierungsaufgabe, d.h. des linearen Programms (I7), alle Ecken des zugehori-
gen zuldssigen Bereichs M zu ermitteln und die mit dem kleinsten Zielfunktionalwert
Q(x) = ¢z zu bestimmen. Aufgrund der i. Allg. sehr groffen Anzahl von Ecken (,,Stirling-
sche! Formel“ n! ~ exp(nlog n)) (Beispiel: n = 2.100, m = 307 = #Ecken ~ 10°™)
wére dieses Vorgehen aber selbst bei nur moderat grofien Problemen viel zu aufwendig.
Okonomischer ist es, ausgehend von einer bekannten Ecke (deren Bestimmung aber oft
nicht einfach ist) unter den benachbarten Ecken diejenigen mit dem kleinsten Zielfunktio-
nalwert zu bestimmen. Sukzessive Anwendung dieses Prozesses liefert dann (hoffentlich)
nach endlich vielen Schritten eine optimale Ecke. Diese Idee liegt dem in Abschnitt 0.1
erwihnten , Simplex-Verfahren“ nach G. B. Dantzig (1947) zugrunde.

1.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1: Man rekapituliere die folgenden Definitionen und Aussagen aus der Linea-
ren Algebra fiir Matrizen A € R™*™:

1. Was sind der ,Kern“ Kern A, das ,,Bild“ Bild A und der ,Rang“ Rang A7

2. Was ist die , Transponierte® AT ?

L James Stirling (1692-1770): Schottischer Mathematik; ab 1725 fiir zehn Jahre Lehrer an der Watt’s
Academy in Covent Garden, seit 1726 Mitglied der Royal Society, ab 1734 arbeitete er fiir die Scotch
Mines Company in Leadhills in Lanarkshire, Schottland, seit 1746 Mitglied der Kniglich-Preuischen Aka-
demie der Wissenschaften; Beitrige zur Theorie der Kubiken, zur Newtonschen Interpolationstheorie
und zu verschiedenen Reihenentwicklungen. Nach ihm sind die Stirling-Zahlen in der Kombinatorik und
die Stirling-Formel zur Approximation der Fakultit n! fiir groBe n benannt, beides ist in seiner 1730
veroffentlichten Schrift ,Methodus Differentialis* zu finden.
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3. Was bedeutet die Beziehung Bild A = (Kern A7)+ ?

4. Was sind im Fall m = n #quivalente Bedingungen fiir die Regularitit von A7

Aufgabe 1.2: Man bringe die folgende Optimierungsaufgabe in die kanonische Form
eines linearen Programms und gebe die zugehorigen dualen Aufgaben an:
a) Q(z) = x1 + x9 + x3 — min!
120, 9 >0, 1 +219 <5,
zo +x3 <0,
39 — 4wy < 1.

b) Q(x) == |z1| + |z2| + |z3] — min!
T+ 29 < 1,

Aufgabe 1.3: Man lose die folgende Optimierungsaufgabe grafisch:

Q(z) := 221 + 29 — min!
r1 >0, 292>0, =221+ a9 < =2,
T, — 219 < 2,
—x1 — Ty < —5.

Aufgabe 1.4: Ein Landwirt besitzt 100 Morgen Land und hat 200 Arbeitstage im Jahr
zur Verfiigung, um dieses Land zu bewirtschaften. Er entscheidet sich fiir den Anbau von
Weizen und Gemiise, was pro Morgen einen Arbeitsaufwand von einem Tag fiir Weizen
und vier Tagen fiir Gemiise erfordert. Fiir die Bebauung kann er héchstens 12.000 EURO
Kapital aufwenden. Der Kapitalaufwand pro Morgen Weizen betragt 100 EURO, der fiir
Gemiise 200 EURO. Unter diesen Produktionsbedingungen mdochte der Landwirt maxi-
malen Gewinn erzielen, wobei er mit einem Gewinn von 40 EURO pro Morgen Weizen
und von 120 EURO pro Morgen Gemiise rechnet. Man formuliere das Problem als lineares
Programm und 16se dieses grafisch.

Aufgabe 1.5: Mit einer Matrix A € R™" und Vektoren b € R™, ¢ € R™ seien die
folgenden zueinander ,,dualen” Programmierungsaufgaben in Normalform gegeben:

(IT) c'-rx—min!, € M:={reR" x>0, Av = b}.
(117) by wmax!, ye M*:={ycR" ATy <c}.
Man zeige:
i) Fiir v € M, y € M* gilt stets b7 -y >l - .

i) Gilt fiir zwei @ € M, y € M* die Gleichung b” -y = ¢’ -2, so sind z und y Losungen
von (IT) bzw. (I1I%).

(Hinweis: Man adaptiere die Argumentation im Beweis von Satz 1.1 des Textes.)
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Aufgabe 1.6: Man beweise den folgenden Alternativsatz: Fiir eine Matriz A € R™ "
und Vektoren b € R™ ¢ € R™ gilt genau eine der folgenden Alternativen:

i) Die Aufgabe Az =0, ¢cI'-x =1, x >0 ist ldsbar.
ii) Die Aufgabe ATy > c ist lisbar.

(Hinweis: Man verwende Lemma 1.2 des Textes.)

Aufgabe 1.7: Man zeige, dass das Gleichungssystem

x1+2m2—x3:1,

$1+l‘2—2$3:2,

keine nichtnegative Losung besitzt.

Aufgabe 1.8: Man zeige, dass die folgende Optimierungsaufgabe unlésbar ist:
Q(y) == y1 + 2y2 — 3ys — max!
y1 20, y2=>0, y3 >0,
—4y1 +4yz + 2ys = 8,
Sy1 — Tys —ys = —12.

Aufgabe 1.9: Das Paar (z*,y*) € R® x R™, 2* > 0, y* > 0, sei ein stationirer Punkt
(,,Sattelpunkt®) der zur Standardaufgabe

(I) "z —max!, £>0, Az <b,
gehorenden ,, Lagrange-Funktion*
Liz,y) = o — " (Az —b),
d.h.: Es ist die ,,Sattelpunktbedingung® erfiillt
L(z,y") < L(z",y") < L(z",y), z€R", 220, yeR", y=>0.

Man zeige, dass dann notwendig die Ungleichungen Az* < b, ATy* > ¢ gelten und dass
2* und y* Losungen der Aufgabe (I) bzw, der dazu dualen Aufgabe (/*) sind.

(Hinweis: Man leite aus der Sattelpunktbedingung die Nichtnegativitdt der Ausdriicke
(ATy* — )T - (x — 2*) und (b — Az*)T - (y — y*) her.)

Aufgabe 1.10: Man l6se die Optimierungsaufgaben
Q(y) := 2y; — 2y, — 6y3 — max! bzw. min!
y1 >0, y2>0, y3 >0,
2y —y2 —ys < -1,
—y1+ 2y —ys < 1.

(Hinweis: Man 16se zunéchst die dualen Aufgaben auf grafischem Wege und wende dann
den Dualitéts- und den Gleichgewichtssatz an.)
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Aufgabe 1.11: Man zeige, dass die lineare Optimierungsaufgabe

Q(z) := x1 + 29 + 23 + 14 — max!
x; >0, i=1
T+ 19 <3,
T3+ x4 <1,
To+1x3 < 1,
1 +ax3 <1,
T3+ x4 <3,

A,

die Losung = = (1,1,0,1)T hat. (Hinweis: Man konstruiere mit Hilfe des Gleichgewichts-
satzes eine Losung des zugehorigen dualen Problems.)





