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gehören neben dem klassischen
”
Simplex-Verfahren“ insbesondere auch modernere

”
Inne-

re Punkte-Methoden“. Als naheliegende Weiterungen werden auch Methoden für konvexe
nichtlineare, speziell quadratische, Optimierungsaufgaben diskutiert. Dabei finden sowohl
theoretisch mathematische als auch praktische Aspekte Berücksichtigung. Das Verständnis
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0 Einleitung

Gegenstand dieses Textes sind numerische Methoden zur Lösung von Problemen der li-
nearen Optimierung, d. h. von sog.

”
linearen Programmen“. Die

”
mathematische“ Op-

timierung ist ein sehr großes Gebiet mit vielfältigen, verschiedenen Problemtypen aus
praktisch allen Bereichen der Wissenschaften, Technik und Wirtschaft. Zur Abgrenzung
der betrachteten Problemtypen gegen andere, ebenfalls sehr interessante Aufgabenstel-
lungen, die Gegenstand eigener Abhandlungen sind, wird im Folgenden zunächst einmal
kurz angesprochen, was NICHT Gegenstand dieses Textes ist.

0.1 Allgemeine Optimierungsaufgaben und thematische Abgren-
zung

In abstrakter Formulierung lautet ein Optimierungsproblem in allgemeinem Kontext wie
folgt:

– gegeben: Menge möglicher Aktivitäten und ein Bewertungsmaß;

– gesucht:
”
optimale“ Aktivität.

Derartige Aufgabenstellungen treten typischerweise auf in den Wirtschaftswissenschaften
(z. B.: Produktionsplanung, Güterverteilung, Finanzplanung, etc.), der Industrietechnik
(z. B.: Prozesssteuerung, Funktionsoptimierung, etc.), dem Verkehrswesen (z. B.: Strom-
netze, Flugpläne, etc.) und vielfach auch im Alltag (z. B.: Diätenplanung, Stundenplan-
entwurf, Bestellplanung, etc.).

Zur quantitativen Lösung solcher Probleme ist zunächst die präzise Formulierung der-
selben in mathematischer Sprache erforderlich. Ein erster Schritt in diese Richtung lautet
wie folgt:

– gegeben: eine Vergleichsmenge M von Objekten (z. B.: Punkte des R
n , stetige

Funktionen über einem Bereich Ω ⊂ R
n , glatte Flächen im R

n) und eine Abbildung
f :M → R (Bewertungsmaß);

– gesucht: ein
”
optimales“ Element x∗ ∈ M mit der Eigenschaft f(x∗) ≤ f(x) für

alle x ∈ M .

Zur Abgrenzung der im Folgenden betrachten
”
linearen (finiten) Optimierung“ von an-

deren, verwandten Aufgabenstellungen der (mathematischen) Optimierung seien letztere
zunächst kurz gelistet und danach näher erläutert:

1



2 Einleitung

–
”
Variationsrechnung“ (Begründer: Euler1 1750);

–
”
Approximationstheorie“ (Begründer: Bernstein2 1912);

–
”
Kontrolltheorie“ (Begründer: Pontryagin3 1940);

–
”
Spieltheorie“ (Begründer: John von Neumann4 1944);

–
”
Lineare Programmierung“ (Begründer: Dantzig5 1947);

–
”
Nichtlineare Programmierung“ (Begründer: Kuhn6/Tucker7 1951).

0.2 Variationsrechnung

In der klassischen
”
Variationsrechnung“ besteht die Vergleichsmenge M aus Funktionen.

Wir erläutern dies anhand der Aufgabe der sog.
”
Brachistochrone” (griechisch: brachistos

= kürzeste, chronos = Zeit), die auf Jacob Bernoulli8 (1696) zurückgeht,

1Leonhard Euler (1707–1783): geb. in Basel; universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster
und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.

2Sergei Natanovich Bernstein (1880–1968): Russischer Mathematik jüdischer Herkunft; nach Studium
in Paris wirkte er in Kharkov und Leningrad; fundamentale Beiträge zur Theorie partieller Differential-
gleichungen, Differentialgeometrie, Wahrscheinlichkeitstheorie und vor allem zur Approximationstheorie
(
”
Bernstein-Polynome“)
3Lev Semenovich Pontryagin (1908–1988): Russischer Mathematiker; durch einen Unfall mit 14 Jahren

erblindet wurde er dennoch einer der bedeutensten Mathematiker des 20. Jahrhunderts; Prof. am Steklov
Institut der Univ. Moskau; wichtige Beiträge u. a. zur Algebraischen Topologie und Differential Topologie
sowie zur Kontrolltheorie (

”
Pontryaginsches Maximumprinzip“ und

”
bang-bang“-Prinzip).

4John von Neumann (1903–1957): US-amerikanischer Mathematiker ungarischer Abstammung; wirk-
te hauptsächlich am Institute for Advanced Studies in Princeton (zus. mit A. Einstein u.a.) und gilt als
mathematisches Genie; lieferte fundamentale Beiträge zu den mathematischen Grundlagen der Quan-
tenmechanik, zur Operatortheorie, zur Spieltheorie, zur Gruppentheorie und zur Theorie der partiellen
Differentialgleichungen; Pionier der Automatentheorie und theoretischen Informatik.

5George Bernard Dantzig (1914–2005): US-amerikanischer Mathematiker; entwickelte 1947 den
Simplex-Algorithmus wärend seiner Tätigkeit in einem Forschungslabor der U.S. Air Force; s. sein Buch

”
Lineare Programmierung und Erweiterungen“, Springer 1966 (Übersetzung aus dem Englischen); seit
1966 Prof. an der Stanford University, USA.

6Harold William Kuhn (1925–2014): US-amerikanischer Mathematiker kanadischer Herkunft; be-
kannt insbesondere durch die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen, die in einem Tagungsgsbeitrag mit
A. W. Tucker präsentiert wurden:

”
Nonlinear programming“, Proceedings of 2nd Berkeley Symposium.

Berkeley, University of California Press. pp. 481492; John von Neumann Preis 1980 mit D. Gale und A.
W. Tucker.

7Albert William Tucker (1905–1995): Kanadischer Mathematiker; 1933–1974 Prof. an der Princeton
University (NJ, USA); Beiträge zur linearen Optimierung und Spieltheorie (

”
Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Optimalitätsbeding“).
8Bernoulli: Schweizer Mathematiker Familie; Jakob Bernoulli (1655–1705) lehrte in Basel; verwendete

bereits die vollständige Induktion; Entdecker der “Bernoulli-Zahlen” und Mitbegründer der Wahrschein-
lichkeitsrechnung; sein jüngerer Bruder Johann Bernoulli (1667–1748) wirkte zuletzt in Basel und galt
nach dem Tode seines Bruders Jakob als führender Mathematiker seiner Zeit; er leistete Beiträge über
Reihen und Differentialgleichungen; sein Sohn Daniel Bernoulli (1700–1782) setzte diese Arbeiten fort; er
wirkte in St. Petersburg und Basel und leistete wichtige Beiträge zur Hydromechanik und Gasdynamik.



0.2 Variationsrechnung 3

Aufgabenstellung: Man verbinde zwei Punkte A = (x0, y0), B = (x1, y1) in der Ebene
R

2 mit y0 > y1 durch eine Kurve, längs derer ein der Schwerkraft unterworfener (rei-
bungslos) gleitender Massepunkt in kürzester Zeit von A nach B gelangt.

Dabei bedeutet
”
Kurve“ den Graph {(x, y(x)) ∈ R

2, x0 ≤ x ≤ x1} einer stetig differen-
zierbaren Funktion y = y(x). Zur Lösung dieses Optimierungsproblems verwenden wir
die Bezeichnungen s = s(x) für die Bogenlänge und v(s) für die Geschwindigkeit des
Massepunkts (mit Masse m) entlang der Kurve:

s(x) =

∫ x

x0

√
1 + y′(x)2 dx,

ds

dx
(x) =

√
1 + y′(x)2,

v(s) =
ds

dt
(x) =

ds

dx

dx

dt
(x) =

√
1 + y′(x)2

dx

dt
(x), dt =

√
1 + y′(x)2

v(x)
dx.

Aus dem Energieerhaltungssatz (Newtonsches Gesetz), d. h. der Erhaltung der Gesamt-
energie = potentielle Energie + kinetische Energie in der Zeit,

v|t=0 = 0, mgy(x) +
m

2
v(x)2 = mgy0,

folgt dann

v(x) =
√

2g(y0 − y(x)).

Damit lässt sich die Bestimmung der Kurve mit minimaler Fallzeit wie folgt formulieren:

T (y) :=

∫ x1

x0

√
1 + y′(x)2√

2g(y0 − y(x))
dx → min! (0.2.1)

wobei zum Vergleich alle Funktionen

y ∈M := {z ∈ C1[x0, x1], z(x0) = y0, z(x1) = y1}

zugelassen sind. Eine Lösung dieses nichtlinearen
”
Variationsproblems“ kann mit Hilfe von

Techniken der
”
Variationsrechnung“ und der Theorie von Differentialgleichungen explizit

angegeben werden.

Abbildung 1: Darstellung des Brachistochronen-Problems



4 Einleitung

0.3 Approximationstheorie

In der Approximationstheorie geht es um die
”
beste“ Approximation einer allgemeinen,

komplizierten Funktion durch einfacher strukturierte wie z. B. Polynome, p(x) = c0+c1x+
c2x

2 + · · · + cmx
m , rationale Funktionen r(x) = p(x)/q(x) oder auch trigonometrische

Polynome t(x) = a0 + a1 sin(x) + b1 cos(x) + a2 sin(2x) + b2 cos(2x) + · · ·+ am sin(mx) +
bm cos(mx) . Dies ist notwendig, um mit solchen Funktionen auf Computern arbeiten
zu können. Dabei kommt es sehr auf die Wahl des Qualitätsmaßes für den Grad an

”
Approximation“ an. Ein standard Beispiel ist gegeben durch die Taylor9-Entwicklung

f(x) ≈ tmf (x) = f(x0) +
1

1!
f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ 1

m!
f (m)(x0)(x− x0)

m

einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion f , welche offenbar Lösung des folgenden
Optimierungsproblems ist:

F (tmf − f) :=
m∑
j=0

|tm(j)
f (x0)− f (j)(x0)| = min

p∈Pm

{ m∑
j=0

|p(j)(x0)− f (j)(x0)|
}
. (0.3.2)

Allgemein sei f ∈ C[a, b] eine gegebene stetige Funktion auf einem Intervall I = [a, b] ⊂
R

1. Wir suchen nach einer
”
besten Approximation“ p ∈ Pm zu f im Raum Pm der

Polynome vom maximalen Grad m , so dass die Differenz f−p in einem vorgeschriebenen
Sinn minimal wird. Praxisrelevante Beispiele für solche Qualitätsmaße sind das der sog.

”
Gauß10-Approximation“ und der

”
Tschebyscheff11-Approximation“ sowie der einfachen

”
Interpolation“:

a) F (f − p) :=
(∫ b

a

|f(x)− p(x)|2 dx
)1/2

(Gauß-Approximation),

b) F (f − p) := max
x∈[a,b]

|f(x)− p(x)|, (Tschebyscheff-Approximation),

c) F (f − p) :=

m∑
i=0

|f(xj)− p(xj)|, a ≤ x0 < x2 < · · · < xm ≤ b (Interpolation).

Unter Verwendung der natürlichen Monombasis {1, x, x2, . . . , xm} von Pm und der all-
gemeinen Darstellung p(x) =

∑m
i=0 αix

i der gesuchten Bestapproximation lautet die Ap-
proximationsaufgabe in algebraischer Formulierung wie folgt:

F
(
f −

∑m

i=0
αix

i
)
→ min! (0.3.3)

9Brook Taylor (1685–1731): Englischer Mathematiker und Schüler Newtons; die nach ihm benannte
Reihenentwicklung war im Kern bereits Gregory, Newton, Leibniz und Johann Bernoulli bekannt.

10Carl Friedrich Gauß (1777–1855): Bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
wirkte in Göttingen; fundamentale Beiträge zur Arithmetik, Algebra und Geometrie, Begründer der
modernen Zahlentheorie, Bestimmung von Planetenbahnen durch

”
Gauß-Ausgleich“, Arbeiten zum Erd-

magnetismus und Konstruktion eines elektromagnetischen Telegraphen.
11Pafnuty Lvovich Tschebyscheff (russ.: Chebyshev) (1821–1894): Russischer Mathematiker; Prof. in

St. Petersburg; Beiträge zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und vor allem zur Approximati-
onstheorie; entwickelte eine allgemeine Theorie orthogonaler Polynome.
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Die Gaußsche Approximationsaufgabe führt auf ein lineares Problem im R
m , das mit

Methoden der Numerischen Linearen Algebra gelöst werden kann, während die Tscheby-
scheffsche Approximationsaufgabe generisch nichtlinear und viel schwieriger zu lösen ist.
Die Interpolationsaufgabe wiederum besitz eine eindeutige Lösung, die etwa in Langran-
gescher12 Darstellung explizit angebbar ist.

0.4 Kontrolltheorie

In der Kontrolltheorie geht es um die
”
optimale“ Steuerung der Lösung eines sog.

”
dy-

namischen Systems“, z. B. einer gewöhnlichen Differential- oder Integralgleichung, zum
Minimum eines gegebenen

”
Kostenfunktionals“. Zu bestimmen ist also etwa eine

”
Steu-

erfunktion“ q = q(x) als Koeffizient in einer gewöhnlichen Differentialgleichung

u′(t) = f(t, u(t), q(t)), t ∈ [0, T ], u(0) = u0,

so dass z. B.

F (u, q) := ψ1(u(T )) +

∫ T

0

ψ2(u(x)) dt+

∫ T

0

ψ3(q(x)) dt → min!

Lösungen derartiger oft hochgradig nichtlinearer Optimierungsaufgaben lassen sich in der
Regel nur numerisch approximieren. Wir geben ein Beispiel aus den Wirtschaftswissen-
schaften (optimale Produktionsplanung):

Ein Industriebetrieb produziert ein Produkt P , dessen Produktion über die Zeit optimiert
werden soll bei Minimierung der Produktionskosten und gleichzeitiger vollen Befriedigung
der Nachfrage. Dabei bezeichne x(t) den Lagerbestand, r(t) die Produktionsrate und
d(t) die Nachfragerate. Die zeitliche Entwicklung des Lagerbestands ist dann beschrieben
als Lösung der Anfagswertaufage

x′(t) = r(t)− d(t), t ≥ 0, x(0) = x0 (gegeben).

Zu bestimmen ist nun eine stetige Funktion r(t) ≥ 0 (optimale Produktionsrate), so dass
auf dem Intervall I = [0, T ] gilt

x(t) = x(0) +

∫ t

0

{r(s)− d(s)} ds ≥ 0,

und

F (r) :=

∫ T

0

{c[r(t)] + h[x(t)]} dt → min!

wobei c[r(t)] die Produktionskostenrate und h[x(t)] die Lagerkostenrate bezeichnen.

12Joseph Louis de Lagrange (1736–1813): Französischer Mathematiker; 1766–1787 Direktor der ma-
them. Klasse der Berliner Akademie, dann Prof. in Paris; bahnbrechende Arbeiten zur Variationsrech-
nung, zur komplexen Funktionentheorie sowie zur Theoretischen Mechanik und Himmelsmechanik.
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0.5 Spieltheorie

In der Spieltheorie geht es um die Entwicklung optimaler Strategien für die Handlungs-
weisen zweier oder mehrerer

”
Spieler“ zur Maximierung oder Minimierung der Ergebnisse

der einzelnen Spieler unter Berücksichtigung
”
optimaler“ Aktionen der jeweils anderen

Spieler. Zentrale Frage ist dabei die Existenz eines
”
Gleichgewichtszustands“, in dem sich

alle Spieler
”
optimal“ verhalten. Dies soll anhand zweier Beispiele erläutert werden.

Beispiel 0.1 (aus den Politikwissenschaften: Wahlkampforganisation): Zwei
Konkurrenten A und B um ein politisches Amt wollen unabhängig von einander ihre
Werbeetats (Geld) so auf n verschiedene geographische Gebiete Ωi, i = 1, . . . , n, vertei-
len, dass ihre jeweiligen Erfolgschancen in der Wahl maximiert werden. Dabei sind ihnen
die Stragien des anderen Kandidaten unbekannt. Es bezeichnen ai und bi die von Kan-
didaten A bzw. B für Gebiet Ωi, i = 1, . . . , n, aufgewendeten Werbemittel. Die Anzahl
der noch unentschiedenen Wähler in Gebiet Ωi sei ui . Zur Modellierung des Problems sei
angenommen, dass die auf A und B in Gebiet Ωi aufgrund der Werbung entfallenden
Stimmen gegeben sind durch

Σi(A) :=
aiui
ai + bi

, Σi(B) :=
biui
ai + bi

.

Dann ist die totale Stimmendifferenz als Resultat der Verteilung der Werbemittel

Δ(A,B) =

n∑
i=1

ai − bi
ai + bi

ui. (0.5.4)

Das Ziel von A und B ist es nun, Δ(A,B) zu maximieren bzw. zu minimieren. Die

”
Lösung“ dieser Aufgabe ist naturgemäß kompliziert.

Beispiel 0.2 (aus dem Alltag: Knobelspiel)): Zwei Spieler vergnügen sich mit dem
Knobelspiel

”
Stein-Schere-Papier“. Dabei gelten die Wertigkeitsregeln

Stein > Schere > Papier > Stein

und
gewonnen = 1, unentschieden = 0, verloren = −1.

Dies führt auf die sog.
”
Auszahlungstafel“

Stein Schere Papier

Stein 0 1 −1
Schere −1 0 1

Papier 1 −1 0

Gesucht sind nun optimale Spielstrategien für beide Spieler. Wegen der Verfügbarkeit
einer Auszahlungstafel wird dieses Spiel auch

”
Matrixspiel“ genannt.
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Lösungsansätze für solche Aufgaben der
”
Spieltheorie“ werden in diesem Text als An-

wendungen der Lösungstheorie für
”
Lineare Optimierungsaufgaben“ (sog.

”
Lineare Pro-

gramme“) hergeleitet werden. Andererseits können Aufgaben der
”
Linearen Programmie-

rung“ als Spezialfälle der Spieltheorie interpretiert werden.

0.6 Lineare Programmierung

”
Lineares Programm“ ist die historisch bedingte Bezeichnung für lineare Optimierungs-
aufgaben vom folgenden Typ:

Beispiel 0.3 (Produktionsplanung): Eine Fabrik kann zwei Typen A und B eines
Produkts unter folgenden Bedingungen herstellen:

Produkt Typ A Typ B maximal möglich

Stück pro Tag x1 x2 100 Stück

Arbeitszeit pro Stück 4 1 160 Stunden

Kosten pro Stück 20 10 1100 EURO

Gewinn pro Stück 120 40 ? EURO

Wie müssen x1 und x2 gewählt werden, damit der Gewinn maximal wird? Dabei muss
offenbar der lineare Ausdruck

Q(x1, x2) := 120x1 + 40x2

zu einem Maximum gemacht werden unter den linearen Nebenbedingungen

x1 + x2 ≤ 100

4x1 + x2 ≤ 160

20x1 + 10x2 ≤ 1100

, x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0. (0.6.5)

Dies ist ein lineares Programm in sog. “Standardform”.

Beispiel 0.4 (Transportplanung): Die Produktion von 7 Zuckerfabriken soll so auf
300 Verbrauchsorte verteilt werden, dass der Bedarf befriedigt wird und die Transport-
kosten minimiert werden.

Fabrik Fj (j = 1, . . . , 7), Verbrauchsort Gk (k = 1, . . . , 300)

Produktion aj (pro Monat) , Verbrauch rk (pro Monat)

transportierte Menge Fj → Gk : xjk , Kosten cjk (pro Einheit).
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Es sei vorausgesetzt, dass Bedarf und Produktionsmenge gleich sind:

300∑
k=1

rk =
7∑

j=1

aj .

Zu minimieren sind die Gesamtkosten

Q(x1,1, . . . , x7,300) :=

7∑
j=1

300∑
k=1

cjkxjk

unter den Nebenbedingungen xjk ≥ 0 und

7∑
j=1

xjk = rk (k = 1, . . . , 300),
300∑
k=1

xjk = aj (j = 1, . . . , 7).

Dies ist ein lineares Programm in sog. “kanonischer Form”.

Beispiel 0.5 (Approximationstheorie): Eine Funktion f ∈ C[0, 1] soll durch ein Po-
lynom p(x) =

∑6
i=1 xit

i−1 ∈ P5 approximiert werden, so dass

x0 := max
k=1,...,10

|f(1/k)− p(1/k)|

minimal wird. Dies kann wie folgt als lineares Programm geschrieben werden:

x0 +
6∑

i=1

xi(1/k)
i−1 ≥ f(1/k), k = 1, . . . , 10,

x0 −
6∑

i=1

xiu(1/k)
i−1 ≥ −f(1/k), k = 1, . . . , 10.

(0.6.6)

Dieses Beispiel zeigt, dass auch scheinbar nichtlineare Optimierungsaufgaben unter Um-
ständen als lineares Programm formuliert werden können.



1 Lineare Programme und Dualitätstheorie

1.1 Lineare Programme

Für einen Vektor x = (x1, . . . , xn)
T ∈ R

n bedeuten im Folgenden die Schreibweisen
x ≥ 0 und x > 0 , dass alle Komponenten xi ≥ 0 bzw. xi > 0 sind. In diesem Sinne
bedeutet dann x ≥ y , x > y oder x ≤ y , x < y für zwei Vektoren x, y ∈ R

n, dass
x − y ≥ 0 , x − y > 0 bzw. y − x ≥ 0 , y − x > 0 ist. Für 1 ≤ m ≤ n seien nun eine
Matrix A ∈ R

m×n vom Rang m sowie Vektoren b ∈ R
m, b ≥ 0, und c ∈ R

n gegeben.

Definition 1.1: Als
”
lineares Programm“ (abgekürzt LP) in

”
Normalform“ (bzw.

”
ka-

nonischer Form“) bezeichnet man die Aufgabe, unter den Nebenbedingungen

Ax = b , x ≥ 0, (1.1.1)

ein Minimum der
”
Zielfunktion“ (oder

”
Kostenfunktion“) Q(x) := cT · x zu bestimmen.

Anders ausgedrückt sucht ein solches lineares Programm im
”
zulässigen Bereich“

M := {x ∈ R
n| Ax = b, x ≥ 0} (1.1.2)

ein x∗ ∈M zu bestimmen, so dass

cT · x∗ = min
x∈M

cT · x. (1.1.3)

Ein LP in sog.
”
Standardform“ lautet

cT · x∗ = max
x∈M

cT · x, M := {x ∈ R
n| Ax ≤ b, x ≥ 0}. (1.1.4)

Beide Formulierungen eines LP sind äquivalent in einander überführbar.

Zur Einordnung der Beispiele in Abschnitt 0.6 in diesen Rahmen können folgende
Umformungen herangezogen werden:

– Ein Ungleichung mit ≥ wird durch Multiplikation mit −1 in eine mit ≤ überführt.

– Eine Ungleichung a1x1+ . . .+anxn ≤ β wird durch Einführung einer sog.
”
Schlupf-

variable“ y in eine Gleichung und eine Vorzeichenbedingung überführt:

a1x1 + . . .+ anxn + y = β , y ≥ 0.

– Für jede Gleichung a1x1 + . . .+ anxn = β kann (eventuell nach Multiplikation mit
−1 ) stets β ≥ 0 vorausgesetzt werden.

– Fehlt für eine Variable, etwa für x1 , die Vorzeichenbedingung, so wird x1 durch die
Differenz y1 − y2 zweier neuer Variablen ersetzt, und man fordert y1 ≥ 0 , y2 ≥ 0 .

9
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– Gleichungen, die Linearkombinationen anderer Gleichungen sind, werden weggelas-
sen, so dass für die Matrix A ∈ R

m×n stets RangA = m angenommen wird.

– Wegen max cT · x = −min (−cT · x) kann man alle linearen Programme auf die
Bestimmung eines Minimums zurückführen.

Der zulässige Bereich M eines LP ist der Durchschnitt einer linearen Mannigfaltigkeit
mit Halbräumen und folglich abgeschlossen. Weiter ist M “konvex”:

x, y ∈M ⇒ λx+ (1− λ) y ∈M ∀ λ ∈ [0, 1].

Ist M = ∅ , so besitzt das LP keine Lösung. Im Fall M �= ∅ existiert immer eine
Lösung, wenn M beschränkt (und damit kompakt) ist; für unbeschränktes M braucht
keine Lösung zu existieren.

Neben der
”
kanonischen“ Form eines LP treten diese häufig auch auf in sog.

”
Stan-

dardform“

cT · x→ max !, Ax ≤ b, x ≥ 0. (1.1.5)

Mit Hilfe der obigen zulässigen Umformungen lassen sich alle diese Formulierungen von
LPs in einander umformen.

Beispiel 1.1: In einfachen Fällen lassen sich lineare Programme grafisch lösen: Der zuläs-
sige Bereich M in Beispiel 0.3 (Standardformulierung) ist der Durchschnitt von 5 Halb-
ebenen des R

2 , deren Begrenzungsgeraden durch die Gleichungen

x1 = 0, x2 = 0,

x1 + x2 = 100

4x1 + x2 = 160

20x1 + 10x2 = 1100

gegeben sind:

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

100

100

x1+x2=100

4x1+x2=160

20x1+x2=1100

Zielfunktion:
Q(x1,x2) = 120x1+40x2

Niveaulinie der Zielfunktion,  Q(x1,x2) = 0

Abbildung 1.1: Grafische Lösung eines Linearen Programms
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Parallelverschiebung der Niveaulinie bis an den Rand von M ergibt als maximalen Wert
den der Niveaulinie durch den Punkt (x∗1, x

∗
2) mit

4x∗1 + x∗2 = 160

20x∗1 + 10x∗2 = 1100

}
⇒ x∗2 = 60

x∗1 = 25
,

Qmax = 120x∗1 + 40x∗2 = 5400.

Der optimale Punkt ist in diesem Fall eine Ecke des Polygongebiets M . Dies ist kein
Zufall und wird sich als wesentlicher Punkt bei der Behandlung allgemeinerer Probleme
dieses Typs erweisen. Die maximal mögliche Stückzahl von x1 + x2 = 100 wird unter
dem Kriterium der Gewinnmaximierung also nicht erreicht; dafür wird die zur Verfügung
stehende Arbeitszeit voll genutzt.

1.2 Dualitätstheorie

Den linearen Optimierungs- bzw. Programmierungsaufgaben in Standardform bzw. Nor-
malform, abgekürzt benannt mit (I) und (II), ordnet man

”
duale“ Aufgaben (I∗) bzw.

(II∗) zu:

(I) cT · x→ max! (I∗) bT · y → min!

x ≥ 0, Ax ≤ b. y ≥ 0, AT y ≥ c.

(II) cT · x→ min! (II∗) bT · y → max!

x ≥ 0, Ax = b. ATy ≤ c.

Die zugehörigen zulässigen Mengen werden jeweils mit M (für (I) und (II)) sowie M∗

(für (I∗) und (II∗)) bezeichnet.

Zwischen den Aufgaben (I) und (I∗) sowie (II) und (II∗) bestehen enge Beziehungen
betreffend ihre Lösbarkeit und die Charakterisierung der Lösungen. Wir stellen dazu einige
Hilfsmittel aus der Theorie linearer Gleichungen und Ungleichungen bereit.

Bemerkung 1.1: Ist die zulässige Menge M (bzw. M∗) einer der obigen Aufgaben nicht
leer und beschränkt (und damit kompakt), so ist die Aufgabe wegen der Stetigkeit der
(linearen) Zielfunktion lösbar.

Satz 1.1: Für zwei Punkte x ∈M, y ∈M∗ gilt stets im Falle der Standardformulierung

(I) bT · y ≥ cT · x (1.2.6)

und im Falle der Normalformulierung

(II) bT · y ≤ cT · x. (1.2.7)

Gilt bT · y = cT · x gilt, so sind x ∈M und y ∈M∗ Lösungen der Aufgaben (I) und (I∗)
bzw. (II) und (II∗).
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Beweis: i) In der Standardformulierung gilt für x ∈ M und y ∈ M∗ definitionsgemäß
(beachte x, y ≥ 0):

bT · y ≥ (Ax)T · y = xT ·AT y ≥ xT · c = cT · x.

ii) Sei bT · y = cT · x . Die Annahme der Existenz eines x̃ ∈M mit cT · x̃ > cT · x ergäbe
nach dem gerade Gezeigten den Widerspruch

cT · x = bT · y ≥ cT · x̃,

d. h.: x ist Lösung von (I). Analog ergibt die Annahme der Existenz eines ỹ ∈ M∗ mit
bT · ỹ < bT · y den Widerspruch bT · y = cT · x ≤ bT · ỹ, d. h.: y ist Lösung von (I∗).

iii) Für die Normalformulierung verläuft die Argumentation analog und wird als Übungs-
aufgabe gestellt. Q.E.D.

Beispiel 1.2: Das Beispiel 1.1 ist in Standardform gegeben. Das zugehörige duale Pro-
blem lautet:

100y1 + 160y2 + 1100y3 → min!

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0,

y1 + 4y2 + 20y3 ≥ 120,

y1 + y2 + 10y3 ≥ 40.

(1.2.8)

Offenbar ist die zugehörige zulässige Menge M∗ �= ∅ und unbeschränkt. Mit der Opti-
mallösung (x∗1, x

∗
2)

T = (25, 60)T von (I) gilt nach Satz 1.1 für jedes (y1, y2, y3)
T ∈M∗:

100y1 + 160y2 + 1100y3 ≥ 120x∗1 + 40x∗2 = 5400.

Mit Hilfe der skalierten Gleichung 5y∗1+8y∗2+55y∗3 = 270 (Division durch 20) erhält man
eine Optimallösung von (I∗):

(y∗1, y
∗
2, y

∗
3)

T = (0, 20, 2)T .

Lemma 1.1: (Alternativsatz für lineare Gleichungen) Es gilt genau eine der folgenden
Alternativen:

i) Ax = b lösbar.

ii) ATy = 0, bT · y = 1 lösbar.

Beweis: Wir zeigen, dass die beiden Aufgaben in (i) und (ii) nicht gleichzeitig lösbar sein
können. Die Gleichung Ax = b impliziert

yT · Ax = yT · b = 1, yT · Ax = (ATy)T · x = 0,
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was einen Widerspruch darstellt. Sei nun Ax = b unlösbar. Dann ist Rang [A, b] =
RangA + 1 und folglich

Rang

[
AT 0

bT 1

]
= RangA+ 1.

Also ist das System [
AT

bT

]
y =

[
0

1

]

lösbar. Umgekehrt folgt dann aus der Lösbarkeit von (i) notwendig die Unlösbarkeit von
(ii). Diese Aussagen lassen sich auch aus der allgemeinen Beziehung

BildA = (KernAT )⊥

für lineare Abbildungen A : Rn → R
m erschließen. Q.E.D.

Lemma 1.2: (Alternativsatz für nichtnegative Lösungen linearer Gleichungen) Es gilt
genau eine der beiden folgenden Alternativen:

i) Ax = b, x ≥ 0 lösbar.

ii) ATy ≥ 0, bT · y < 0 lösbar.

Beweis: Wenn beide Aufgaben lösbar wären, ergäbe sich der Widerspruch

0 > bT · y = (Ax)T · y = xT · ATy ≥ 0.

Sei nun (i) unlösbar. Dann ist b nicht in dem von den Spaltenvektoren ai der Matrix A
aufgespannten Kegel

C :=
{
x ∈ R

n
∣∣ x =

n∑
i=1

λiai, λi ≥ 0
}

enthalten, d. h.:
d := inf

x∈C
‖b− x‖2 > 0.

Da C abgeschlossen ist, existiert eine
”
beste Approximation“ s ∈ C zu b : ‖b− s‖2 = d.

Wir wollen zeigen, dass y := s− b Lösung von (ii) ist.

a) Mit s ∈ C ist auch ts ∈ C für t ≥ 0. Also:

‖b− s‖22 ≤ ‖b− ts‖22 = ‖b− s+ (1− t)s‖22
= ‖b− s‖22 + 2(1− t)(b− s, s)2 + (1− t)2‖s‖22.

Für t→ 1 folgt

0 ≤ (b− s, s)2 = (b− s, s− b)2 + (b− s, b)2 = −d2 − (y, b)2



14 Lineare Programme und Dualitätstheorie

bzw.

(y, b)2 + d2 ≤ 0 ⇒ bT · y < 0.

b) Mit s ∈ C und z ∈ C ist auch s+ tz ∈ C, t ≥ 0. Also:

‖b− s‖22 ≤ ‖b− s− tz‖22 = ‖b− s‖22 − 2t(b− s, z)2 + t2‖z‖22.

Für t→ 0 folgt

0 ≤ −(b− s, z)2 ⇒ (y, z)2 ≥ 0, z ∈ C.
Mit z := ai, i = 1, . . . , n, erhalten wir

aTi · y ≥ 0, i = 1, . . . , n, ⇒ ATy ≥ 0,

was den Beweis vervollständigt. Q.E.D.

Lemma 1.3: (Alternativsatz für nichtnegative Lösungen linearer Ungleichungen) Es gilt
genau eine der beiden folgenden Alternativen:

i) Ax ≤ b, x ≥ 0 lösbar.

ii) ATy ≥ 0, bT · y < 0, y ≥ 0 lösbar.

Beweis: Wären beide Probleme lösbar, so folgte der Widerspruch

bT · y ≥ (Ax)T · y = xT · ATy ≥ 0 > bT · y.

Sei nun wieder (i) unlösbar. Dann ist auch

[A, Im]

[
x

z

]
= b, x ≥ 0, z ≥ 0 (z ∈ R

m),

unlösbar. Nach Lemma 1.2 existiert also y ∈ R
m , so dass[

AT

Im

]
y ≥ 0, bT · y < 0,

d. h.: (ii) ist lösbar. Q.E.D.

Lemma 1.4: (Alternativsatz für semi-positive Lösungen linearer homogener Ungleichun-
gen) Es gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen:

i) Ax ≤ 0, x ≥ 0, x �= 0 lösbar.

ii) ATy > 0, y ≥ 0 lösbar.
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Beweis: Wären beide Probleme lösbar, so ergäbe sich der Widerspruch

0 ≥ (Ax)T · y = xT ·AT y > 0.

Sei nun wieder (i) unlösbar. Dann ist auch

[
A

−1 . . . −1

]
x ≤

⎡
⎢⎢⎣

0
...

−1

⎤
⎥⎥⎦ , x ≥ 0,

unlösbar. Nach Lemma 1.3 existieren dann y ∈ R
m, η ∈ R , so dass⎡

⎢⎢⎣
−1

AT ...

−1

⎤
⎥⎥⎦
[
y

η

]
≥ 0, oT · y + (−1)η < 0,

(
y

η

)
≥ 0,

i. e.: Die Aufgabe
ATy > 0, y ≥ 0,

ist lösbar. Q.E.D.

Satz 1.2: (Alternativsatz für das lineare Standardproblem) Es gilt genau eine der folgen-
den Alternativen:

a) Im Fall M �= ∅, M∗ �= ∅ sind die Probleme (I) und (I∗) beide lösbar und es gilt
maxI = minI∗ .

b) Ist M = ∅ oder M∗ = ∅ , so sind beide Aufgaben (I) und (I∗) unlösbar.

Beweis: a1) Aufgrund von Satz 1.1 ist nur zu zeigen, dass es Punkte x ∈ M, y ∈ M∗

gibt mit bT ·y ≤ cT ·x . Angenommen, es existieren keine Punkte dieser Art. Dann besitzt
die Aufgabe

Ax ≤ b, bT · y − cT · x ≤ 0,

−AT y ≤ −c, x ≥ 0, y ≥ 0,

keine Lösung, d. h.: Das Ungleichungssystem⎡
⎢⎢⎣

A 0

0 −AT

−cT bT

⎤
⎥⎥⎦
[
x

y

]
≤

⎡
⎢⎢⎣

b

−c
0

⎤
⎥⎥⎦

hat keine nicht-negative Lösung x ≥ 0, y ≥ 0. Nach Lemma 1.3 existiert daher eine
Lösung (z, w, θ)T ≥ 0 der Aufgabe

[
AT 0 −c
0 −A b

]⎡⎢⎢⎣
z

w

θ

⎤
⎥⎥⎦ ≥ 0, bT · z − cT · w < 0.
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Hierfür gilt offensichtlich AT z ≥ θc und Aw ≤ θb . Zu zeigen ist nun θ > 0 bzw. θ �= 0.
Wäre θ = 0 , so ergäbe sich mit AT z ≥ 0, Aw ≤ 0 auch

0 ≤ xT · AT z = (Ax)T · z ≤ bT · z,
0 ≥ yT · Aw = (ATy)T · w ≥ cT · w,

d. h. der Widersprich bT · z − cT · w ≥ 0 . Also ist θ > 0, und die Punkte x∗ = θ−1w ∈
M, y∗ = θ−1z ∈ M∗ erfüllen dann

bT · y∗ − cT · x∗ < 0

im Widerspruch zur obigen Widerspruchsannahme.

aii) Zu zeigen ist noch maxI = minI∗. Nach Satz 1.1 gilt für Lösungen x̂ ∈ M und
ŷ ∈M∗ von (I) bzw. (I∗) zunächst wieder

minI∗ := min
y∈M∗

bT · y = bT · ŷ ≥ cT · x̂ = max
x∈M

cT · x =: maxI .

Nun gibt es nach (ai) Punkte x̄ ∈ M und ȳ ∈ M∗ mit der Eigenschaft bT · ȳ ≤ cT · x̄ ,
d. h.:

minI∗ = min
y∈M∗

bT · y ≤ bT · ȳ ≤ cT · x̄ ≤ max
x∈M

cT · x = maxI .

Also folgt maxI = minI∗ .

b) Im Fall M = ∅ ist die Aufgabe {Ax ≤ b, x ≥ 0} unlösbar. Nach Lemma 1.3 existiert
dann eine Lösung y ≥ 0 der Aufgabe {ATy ≥ 0, bT · y < 0} . Für λ ∈ R+ ist auch
AT (λx) ≥ 0 . Sei nun M∗ �= ∅ und ỹ ∈M∗ , d. h.: AT ỹ ≥ c, ỹ ≥ 0 . Dann ist auch

AT (ỹ + λy) ≥ c ∀λ ∈ R+,

d. h.: ỹ + λy ∈M∗ für λ ∈ R+ . Wegen

(ỹ + λy)T · b = ỹT · b+ λ yT · b︸ ︷︷ ︸
< 0

→ −∞ (λ→∞)

besitzt also auch (I∗) keine Lösung. Analog erschließt man im Fall M∗ = ∅ die Unlösbar-
keit von (I). Q.E.D.

Korollar 1.1: Im Fall M �= ∅ und c ≤ 0 hat die Aufgabe (I) eine Lösung.

Beweis: Der zulässige Bereich der dualen Aufgabe (I∗) ist

M∗ = {y ∈ R
m| y ≥ 0, ATy ≥ c}.

Im Fall c ≤ 0 ist offenbar y = 0 ∈ M∗. Also sind M �= ∅ (nach Voraussetzung) und
M∗ �= ∅ , so dass nach Satz 1.2 beide Aufgaben (I) und (I∗) lösbar sind. Q.E.D.
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Korollar 1.2: Die Alternativaussage von Satz 1.2 für das Standardproblem gilt analog
auch für das kanonische Problem.

Beweis:Die Aussage folgt aus der Äquivalenz der beiden Problemformulierungen. Q.E.D.

Satz 1.3: (Gleichgewichtssatz für das Standardproblem) Für zwei zulässige Punkte x ∈
M, y ∈M∗ der Probleme (I) bzw. (I∗) sind folgende Aussagen äquivalent:

a) Die Punkte x und y sind jeweils optimal.

b) xi > 0 ⇒ (AT y)i = ci, i = 1, . . . , n; yj > 0 ⇒ (Ax)j = bj , j = 1, . . . , m.

Beweis: a) Sind x ∈M, y ∈M∗ optimal, so gilt nach Satz 1.2:

cT · x = bT · y ≥ (Ax)T · y = xT ·AT y .

Also ist xT · (c− ATy) ≥ 0 , d. h.:

n∑
i=1

xi︸︷︷︸
≥0

{ci − (ATy)i︸ ︷︷ ︸
≤0

} ≥ 0 .

Folglich muss für xi > 0 notwendig ci − (ATy)i = 0 sein. Analog erschließt man aus

bT · y = cT · x ≤ (ATy)T · x = yT · Ax

bzw. yT · (b− Ax) ≤ 0 , dass yj > 0 notwendig bj − (Ax)i = 0 bedingt.

b) Seien nun umgekehrt die Implikationen (b) gegeben. Dann gilt

cT · x =
∑
xi>0

xici =
∑
xi>0

xi(A
Ty)i = xT · ATy

= (Ax)T · y =
∑
yj>0

(Ax)jyj =
∑
yj>0

bjyj = bT · y ,

so dass nach Satz 1.1 die Optimalität von x und y folgt. Q.E.D.

Satz 1.4: (Gleichgewichtssatz für das kanonische Problem) Für zwei zulässige Punkte
x ∈M, y ∈M∗ der Probleme (II) bzw. (II∗) sind folgende Aussagen äquivalent:

a) Die Punkte x und y sind jeweils optimal.

b) xi > 0 ⇒ (AT y)i = ci, i = 1, . . . , n.

Beweis: Der Beweis ist analog zu dem für das Standardproblem. Q.E.D.
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1.3 Geometrie der zulässigen Menge

Wir betrachten im Folgenden die linearen Programmierungsaufgaben stets in Normalform
(
”
kanonische“ Form). Zunächst studieren wir die Struktur der Lösungsmenge eines LP :

(II) Q(x) := cT · x→ min!, x ≥ 0, Ax = b.

Dabei seien wieder die folgenden Konventionen vereinbart:

A ∈ R
m×n, m < n, RangA = m,

b ∈ R
m, b ≥ 0, c ∈ R

n.

Bemerkung 1.2: Der Fall m ≥ n ist nicht interessant. Die Annahme RangA = m
widerspricht der Bedingung m > n und im Fall m = n würde wegen der Regularität von
A der Zulässige Bereich höchstens aus einem Punkt bestehen.

Weiter bezeichnen wir mit ak, k = 1, . . . , n, die Spaltenvektoren der Matrix A . Die
zulässige Menge

M := {x ∈ R
n| x ≥ 0, Ax = b}

ist als Durchschnitt einer linearen Mannigfaltigkeit mit Halbräumen abgeschlossen und
konvex, d. h.:

x1, x2 ∈ M ⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈M ∀λ ∈ [0, 1].

Im Folgenden wird generell M �= ∅ vorausgesetzt.

Definition 1.2: i) Ein Vektor x ∈ M heißt
”
Ecke“ (oder

”
Extremalpunkt“) der zulässi-

gen Menge M , wenn er keine Darstellung der Form

x = λx1 + (1− λ)x2

mit x1, x2 ∈M, x1 �= x2 , und einem λ ∈ (0, 1) zulässt.

ii) Für x ∈ M bezeichnen wir mit I(x) := {i ∈ {1, . . . , n} | xi > 0} die zugehörige
Menge der

”
aktiven“ Indizes.

Lemma 1.5 (Sekantensatz): Sind für ein x ∈M die Spaltenvektoren in der Menge

B(x) := {ak| k ∈ I(x)} (1.3.9)

linear abhängig, so besitzt x eine Darstellung

x = 1
2
(x1 + y) (1.3.10)

mit x1, y ∈ M und I(x1) ⊂ I(x), I(x1) �= I(x) . Insbesondere kann x keine Ecke von
M sein.
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Beweis: O.B.d.A. sei I(x) = {1, . . . , k} , so dass

k∑
i=1

xiai = b.

Sind nun die Vektoren in B(x) linear abhängig, so gibt es Zahlen di, i = 1, . . . , k , die
nicht alle Null sind, so dass

k∑
i=1

diai = 0.

Für jedes λ ∈ R erfüllt der Vektor

x(λ) = (x1 + λd1, . . . , xk + λdk, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

)T

die Gleichung Ax(λ) = b . Wegen xi > 0, i = 1, . . . , k , ist für hinreichend kleines |λ|
auch x(λ) ≥ 0 und somit x(λ) ∈ M . Lässt man nun λ ausgehend von Null wachsen
oder fallen, so gelangt man in einem der beiden Fälle zu einem λ∗ , für das mindestens
eine der Komponenten xi(λ

∗), i = 1, . . . , k , Null ist. Ferner ist x(λ) ∈M für |λ| ≤ |λ∗| .
Mit x1 = x(λ∗) und y = x(−λ∗) gilt dann

x = 1
2
(x1 + y), I(x1) ⊂ I(x), I(x1) �= I(x),

was zu zeigen war. Q.E.D.

Lemma 1.6 (Eckensatz): Ein Vektor x ∈ M ist genau dann Ecke von M , wenn die
Spaltenvektoren ak in B(x) linear unabhängig sind.

Beweis: Aus Lemma 1.5 folgt, dass für eine Ecke x ∈ M notwendig die Vektoren in
B(x) linear unabhängig sein müssen. Sei nun B(x) linear unabhängig, aber x ∈ M
keine Ecke. Dann besitzt x eine Darstellung der Form x = λx1 + (1− λ)x2 mit x1, x2 ∈
M, x1 �= x2, λ ∈ (0, 1) . Für Indizes i /∈ I(x) impliziert xi = 0 also auch x1i = x2i = 0 ,
so dass ∑

i∈I(x)
x1i ai =

∑
i∈I(x)

x2i ai = b ⇒
∑
i∈I(x)

(x1i − x2i )ai = 0.

Wegen x1 �= x2 sind also die Vektoren in B(x) linear abhängig im Widerspruch zur
anfänglichen Annahme. Q.E.D.

Definition 1.3: Wegen RangA = m besteht B(x) für eine Ecke x ∈M aus höchstens
m Vektoren. Ist für eine Ecke x ∈ M aber dim B(x) < m , so heißt x

”
entartete

Ecke“; in diesem Fall kann B(x) zu einer Basis B̂(x) aus Spaltenvektoren von A ergänzt
werden. In jedem Fall heißt eine solche Basis B̂(x)

”
Basis zur (entarteten) Ecke x“.
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Durch eine Basis B(x) ist die zugehörige Ecke x ∈ M über das Gleichungssystem
Ax = b eindeutig bestimmt. Andererseits gibt es höchstens( n

m

)
=

n!

m!(n−m)!

Systeme von m linear unabhängigen Spaltenvektoren der Matrix A, d. h. Ecken von M .

Lemma 1.7 (Eckenlösung): Besitzt das LP eine Lösung x ∈ M , so gibt es eine Ecke
x∗ ∈M , die ebenfalls Lösung ist.

Beweis: Ist x selbst keine Ecke, so wenden wir Lemma 1.5 an, d. h.: Das Minimum von
cT · x wird im Mittelpunkt x = 1

2
(x1 + y) der Verbindungsgeraden zwischen x1 und y

angenommen. Folglich ist die lineare Funktion cT · x dort konstant, d. h.: x1 ist auch
Lösung, aber mit I(x1) ⊂ I(x), I(x1) �= I(x) . Mit diesem Argument gelangt man in
endlich vielen Schritten zu einer Lösung x∗, die Ecke von M ist (im Extremfall x∗ = 0).

Q.E.D.

Aufgrund der bisherigen Diskussion
”
genügt“ es theoretisch zur Lösung der linea-

ren Optimierungsaufgabe, d. h. des linearen Programms (II), alle Ecken des zugehöri-
gen zulässigen Bereichs M zu ermitteln und die mit dem kleinsten Zielfunktionalwert
Q(x) = cT ·x zu bestimmen. Aufgrund der i. Allg. sehr großen Anzahl von Ecken (

”
Stirling-

sche1 Formel“ n! ≈ exp(n log n) ) (Beispiel: n = 2.100, m = 307 ⇒ #Ecken ≈ 10375)
wäre dieses Vorgehen aber selbst bei nur moderat großen Problemen viel zu aufwendig.
Ökonomischer ist es, ausgehend von einer bekannten Ecke (deren Bestimmung aber oft
nicht einfach ist) unter den benachbarten Ecken diejenigen mit dem kleinsten Zielfunktio-
nalwert zu bestimmen. Sukzessive Anwendung dieses Prozesses liefert dann (hoffentlich)
nach endlich vielen Schritten eine optimale Ecke. Diese Idee liegt dem in Abschnitt 0.1
erwähnten

”
Simplex-Verfahren“ nach G. B. Dantzig (1947) zugrunde.

1.4 Übungsaufgaben

Aufgabe 1.1: Man rekapituliere die folgenden Definitionen und Aussagen aus der Linea-
ren Algebra für Matrizen A ∈ R

m×n :

1. Was sind der
”
Kern“ KernA , das

”
Bild“ BildA und der

”
Rang“ RangA ?

2. Was ist die
”
Transponierte“ AT ?

1James Stirling (1692–1770): Schottischer Mathematik; ab 1725 für zehn Jahre Lehrer an der Watt’s
Academy in Covent Garden, seit 1726 Mitglied der Royal Society, ab 1734 arbeitete er für die Scotch
Mines Company in Leadhills in Lanarkshire, Schottland, seit 1746 Mitglied der Kniglich-Preuischen Aka-
demie der Wissenschaften; Beiträge zur Theorie der Kubiken, zur Newtonschen Interpolationstheorie
und zu verschiedenen Reihenentwicklungen. Nach ihm sind die Stirling-Zahlen in der Kombinatorik und
die Stirling-Formel zur Approximation der Fakultät n! für große n benannt, beides ist in seiner 1730
veröffentlichten Schrift

”
Methodus Differentialis“ zu finden.
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3. Was bedeutet die Beziehung BildA = (KernAT )⊥ ?

4. Was sind im Fall m = n äquivalente Bedingungen für die Regularität von A ?

Aufgabe 1.2: Man bringe die folgende Optimierungsaufgabe in die kanonische Form
eines linearen Programms und gebe die zugehörigen dualen Aufgaben an:

a) Q(x) := x1 + x2 + x3 → min!

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + 2x2 ≤ 5,

x2 + x3 ≤ 0,

3x2 − 4x3 ≤ 1.

b) Q(x) := |x1|+ |x2|+ |x3| → min!

x1 + x2 ≤ 1,

2x1 + x3 ≤ 3.

Aufgabe 1.3: Man löse die folgende Optimierungsaufgabe grafisch:

Q(x) := 2x1 + x2 → min!

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, −2x1 + x2 ≤ −2,
x1 − 2x2 ≤ 2,

−x1 − x2 ≤ −5.

Aufgabe 1.4: Ein Landwirt besitzt 100 Morgen Land und hat 200 Arbeitstage im Jahr
zur Verfügung, um dieses Land zu bewirtschaften. Er entscheidet sich für den Anbau von
Weizen und Gemüse, was pro Morgen einen Arbeitsaufwand von einem Tag für Weizen
und vier Tagen für Gemüse erfordert. Für die Bebauung kann er höchstens 12.000 EURO
Kapital aufwenden. Der Kapitalaufwand pro Morgen Weizen beträgt 100 EURO, der für
Gemüse 200 EURO. Unter diesen Produktionsbedingungen möchte der Landwirt maxi-
malen Gewinn erzielen, wobei er mit einem Gewinn von 40 EURO pro Morgen Weizen
und von 120 EURO pro Morgen Gemüse rechnet. Man formuliere das Problem als lineares
Programm und löse dieses grafisch.

Aufgabe 1.5: Mit einer Matrix A ∈ R
m×n und Vektoren b ∈ R

m, c ∈ R
n seien die

folgenden zueinander
”
dualen“ Programmierungsaufgaben in Normalform gegeben:

(II) cT · x→ min!, x ∈M := {x ∈ R
n| x ≥ 0, Ax = b}.

(II∗) bT · y → max!, y ∈M∗ := {y ∈ R
m| ATy ≤ c}.

Man zeige:

i) Für x ∈M, y ∈M∗ gilt stets bT · y ≥ cT · x .
ii) Gilt für zwei x ∈M, y ∈M∗ die Gleichung bT · y = cT ·x , so sind x und y Lösungen
von (II) bzw. (II∗).

(Hinweis: Man adaptiere die Argumentation im Beweis von Satz 1.1 des Textes.)
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Aufgabe 1.6: Man beweise den folgenden Alternativsatz: Für eine Matrix A ∈ R
m×n

und Vektoren b ∈ R
m, c ∈ R

n gilt genau eine der folgenden Alternativen:

i) Die Aufgabe Ax = 0, cT · x = 1, x ≥ 0 ist lösbar.

ii) Die Aufgabe ATy ≥ c ist lösbar.

(Hinweis: Man verwende Lemma 1.2 des Textes.)

Aufgabe 1.7: Man zeige, dass das Gleichungssystem

x1 + 2x2 − x3 = 1,

x1 + x2 − 2x3 = 2,

keine nichtnegative Lösung besitzt.

Aufgabe 1.8: Man zeige, dass die folgende Optimierungsaufgabe unlösbar ist:

Q(y) := y1 + 2y2 − 3y3 → max!

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0,

−4y1 + 4y2 + 2y3 = 8,

5y1 − 7y2 − y3 = −12.

Aufgabe 1.9: Das Paar (x∗, y∗) ∈ R
b × R

m, x∗ ≥ 0, y∗ ≥ 0 , sei ein stationärer Punkt
(
”
Sattelpunkt“) der zur Standardaufgabe

(I) cT · x→ max!, x ≥ 0, Ax ≤ b,

gehörenden
”
Lagrange-Funktion“

L(x, y) := cT · x− yT · (Ax− b),

d. h.: Es ist die
”
Sattelpunktbedingung“ erfüllt

L(x, y∗) ≤ L(x∗, y∗) ≤ L(x∗, y), x ∈ R
n, x ≥ 0, y ∈ R

m, y ≥ 0.

Man zeige, dass dann notwendig die Ungleichungen Ax∗ ≤ b, ATy∗ ≥ c gelten und dass
x∗ und y∗ Lösungen der Aufgabe (I) bzw, der dazu dualen Aufgabe (I∗) sind.

(Hinweis: Man leite aus der Sattelpunktbedingung die Nichtnegativität der Ausdrücke
(ATy∗ − c)T · (x− x∗) und (b−Ax∗)T · (y − y∗) her.)

Aufgabe 1.10: Man löse die Optimierungsaufgaben

Q(y) := 2y1 − 2y2 − 6y3 → max! bzw. min!

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0,

2y1 − y2 − y3 ≤ −1,
−y1 + 2y2 − y3 ≤ 1.

(Hinweis: Man löse zunächst die dualen Aufgaben auf grafischem Wege und wende dann
den Dualitäts- und den Gleichgewichtssatz an.)
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Aufgabe 1.11: Man zeige, dass die lineare Optimierungsaufgabe

Q(x) := x1 + x2 + x3 + x4 → max!

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 4,

x1 + x2 ≤ 3,

x3 + x4 ≤ 1,

x2 + x3 ≤ 1,

x1 + x3 ≤ 1,

x3 + x4 ≤ 3,

die Lösung x = (1, 1, 0, 1)T hat. (Hinweis: Man konstruiere mit Hilfe des Gleichgewichts-
satzes eine Lösung des zugehörigen dualen Problems.)





2 Das Simplex-Verfahren

2.1 Das Simplex-Verfahren

Im Folgenden entwickeln wir das sog.
”
Simplex-Verfahren“ (bzw.

”
Simplex-Algorithmus“)

nach G. B. Dantzig (1947) zur Lösung von Linearen Programmen. Wir verwenden weiter
die Bezeichnungen des vorherigen Kapitels. Sei x0 eine Ecke der zulässigen Menge M
der kanonischen Programmierungsaufgabe

(II) Q(x) := cTx→ min !, x ≥ 0, Ax = b,

mit einer zugehörigen Basis B̂(x0) = { ai , i ∈ I0 } , I0 ⊇ I(x0) . Dann gilt∑
i∈I0

x0i ai = b. (2.1.1)

Für ein beliebiges x ∈ M ist Ax = b und folglich∑
i∈I0
{xi − x0i }ai = −

∑
i �∈I0

xiai. (2.1.2)

(Die Schreibweise
”
i �∈ I0“ bedeutet i ∈ {1, . . . , n}\I0.) Wegen der linearen Unabhängig-

keit der Vektoren in B̂(x0) kann nach den Differenzen xi−x0i aufgelöst werden, und man
erhält Gleichungen der Form

xi =
∑
k �∈I0

αikxk + x0i , i ∈ I0. (2.1.3)

Der zugehörige Zielfunktionswert

cT · x = cT · x0 + cT · (x− x0) = cT · x0 +
∑
i∈I0

ci(xi − x0i ) +
∑
i �∈I0

cixi.

ergibt sich nach Substitution von xi − x0i (i ∈ I0) in der Form

cT · x =
∑
k �∈I0

γkxk + cT · x0 (2.1.4)

γk =
∑
i∈I0

αikci + ck, k �∈ I0. (2.1.5)

Setzt man nun z := cT · x und xn+1 := 1 , so werden die Gleichungsbedingung Ax = b
und der Zielfunktionswert cT · x offenbar (bzgl. der Basis in B̂(x0) ) durch das folgende
(m+ 1)× (n−m+ 1)-Gleichungssystem wiedergegeben:

xi =
∑
k �∈I0

αikxk + x0ixn+1, i ∈ I0,

z =
∑
k �∈I0

γkxk + (cT · x0)xn+1.
(2.1.6)

25
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In Matrix-Notation lautet dieses System wie folgt:⎡
⎢⎢⎣

xi

(i ∈ I0)
z

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

αik x0i

(i ∈ I0, k �∈ I0) (i ∈ I0)
γk (k �∈ I0) cT · x0

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

xk

(k �∈ I0)
xn+1

⎤
⎥⎥⎦ .

Die Komponenten xi , i ∈ I0 , und der zugehörige Zielfunktionswert z eines Vektors
x ∈ R

n sind durch Vorgabe von xk ≥ 0 (k �∈ I0) (und xn+1 = 1 ) in (2.1.6) eindeutig
bestimmt. Gilt dabei auch noch xi ≥ 0 (i ∈ I0), so ist nach Konstruktion x ∈ M . Für
die speziellen Werte xk = 0 (k �∈ I0) ergibt sich gerade die Ausgangsecke x0.

Wir betrachten nun die umgekehrte Situation, dass die zulässige Menge M gerade
aus denjenigen Vektoren x ≥ 0 besteht, deren Komponenten einem System der Gestalt
(2.1.6) genügen, mit gewissen Zahlen x0i ≥ 0 (i ∈ I0) . Dann ist der Vektor x0 ∈ R

n

mit den Komponenten x0i (i ∈ I0), x0i = 0 (i �∈ I0) automatisch Ecke von M , denn er
erfüllt offensichtlich (2.1.6), d. h.: Ax0 = b , und jede Darstellung x0 = λx + (1 − λ)x̃
mit x, x̃ ∈ M , 0 < λ < 1, impliziert wegen x0k = 0 (k �∈ I0) zunächst notwendig
xk = x̃k = 0 (k �∈ I0) und damit auch xi = x̃i = x0i (i ∈ I0).

Das System (2.1.6) charakterisiert also zu einer festen Ecke x0 bzw. der zugehörigen
Basis in B̂(x0) die zulässige Menge M . Der Simplex-Algorithmus sucht nun eine (zu x0

benachbarte) Ecke x1 von M , wobei möglichst cT ·x1 < cT ·x0 gelten soll. Der zugehörige
Basiswechsel in der Darstellung (2.1.6) wird mit Hilfe des sog.

”
Gauß-Jordan-Algorithmus“

bewerkstelligt.

2.1.1 Gauß-Jordan-Algorithmus

Der Vollständigkeit halber rekapitulieren wir im Folgenden den Gauß-Jordan1-Algorithmus.
Dieser dient zur Lösung linearer (nicht notwendig quadratischer) Gleichungssysteme

Ax = y ⇔

⎡
⎢⎢⎣
a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣
x1
...

xn

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
y1
...

ym

⎤
⎥⎥⎦ , (2.1.7)

mit A ∈ R
m×n, x ∈ R

n, y ∈ R
m , durch sukzessiven Austausch der Komponenten von x

gegen solche von y . Ist ein Matrixelement apq �= 0 , so kann die p-te Gleichung nach xq
aufgelöst werden:

xq = −ap1
apq

x1 − . . .− ap,q−1

apq
xq−1 +

1

apq
yp − ap,q+1

apq
xq+1 − . . .− apn

apq
xn .

Durch Substitution von xq in den anderen Gleichungen

aj1x1 + . . .+ aj,q−1xq−1 + ajq xq + aj,q+1xq+1 + . . .+ ajnxn = yj

1Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922): Französischer Mathematiker; Prof. in Paris; Beiträge
zur Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.
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erhält man für j = 1, . . . , m, j �= p :

[
aj1 − ajqap1

apq

]
x1 + . . .+

[
aj,q−1 − ajqap,q−1

apq

]
xq−1

+
ajq
apq

yp +

[
aj,q+1 − ajqap,q+1

apq

]
xq+1 + . . .+

[
ajn − ajqapn

apq

]
xn = yj.

Das Resultat ist ein zum Ausgangssystem äquivalentes System

A′

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
...

yp
...

xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y1
...

xq
...

ym

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.1.8)

wobei die Elemente der Matrix Ã wie folgt bestimmt sind:

– Pivotelement: a′pq =
1
apq ,

– Pivotzeile: a′pk = −apkapq , k = 1, . . . , n, k �= q ,

– Pivotspalte: a′jq =
ajq
apq , j = 1, . . . , m, j �= p ,

– Sonstige: a′jk = ajk − ajq
apk
apq ,

j = 1, . . . , m, j �= p

k = 1, . . . , n, k �= q.

Gelingt es, durch Fortsetzung des Verfahrens alle Komponenten von x durch solche von y
zu ersetzen, so hat man eine explizite Darstellung der Lösung von Ax = y . Im Fall m = n
ergibt sich so auch die Inverse A−1, allerdings im allgemeinen mit vertauschten Zeilen und
Spalten. Bei der Festlegung des Pivotelementes empfiehlt es sich aus Stabilitätsgründen,
unter allen in Frage kommenden apq jeweils eines mit möglichst großem Betrag zu wählen.

Lemma 2.1: Im Fall RangA = r können im Gauß-Jordan-Algorithmus genau r Aus-
tausschritte durchgeführt werden. Für ein quadratisches Gleichungssystem mit regulärer
Koeffizientenmatrix A ist also das Gauß-Jordan-Verfahren zur Berechnung von A−1 stets
durchführbar.
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Beweis: Das Verfahren breche nach r Austauschschritten ab. Seien dann x1, . . . , xr
gegen y1, . . . , yr ausgetauscht. Das resultierende System hat die Gestalt

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r ∗ ∗

m−r ∗ 0

r n−r

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y1
...

yr

xr+1

...

xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
...

xr

yr+1

...

ym

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Wählt man nun y1 = · · · = yr = 0 und xr+1 = λ1, . . . , xn = λn−r beliebig, so sind die
x1, . . . , xr dadurch eindeutig bestimmt und es folgt yr+1 = · · · = ym = 0 . Für beliebige
Werte von λ1, . . . , λn−r ist also

A

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1(λ1, . . . , λn−r)
...

xr(λ1, . . . , λn−r)

λ1
...

λn−r

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

01
...

0r

0r+1

...

0m

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

d. h.: Es ist dim(KernA) ≥ n− r . Andererseits ist wegen der möglichen freien Wahl von
y1, . . . , yr offenbar dim(BildA) ≥ r . Da bekanntlich gilt

dim(BildA) + dim(KernA) = n,

folgt RangA = dim(BildA) = r. Q.E.D.

Beispiel 2.1 (Gauß-Jordan-Algorithmus):

Ax = y ⇔

⎡
⎢⎢⎣

1 2 1

−3 −5 −1
−7 −12 −2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣
x1

x2

x3

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
y1

y2

y3

⎤
⎥⎥⎦
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Austauschschritte: · Pivotelement

x1 x2 x3

1 2 1 y1

−3 −5 −1 y2

−7 −12 −2 y3

x1 y3 x3

−1/6 −1/6 2/3 y1

−1/12 5/12 −5/6 y2

−7/12 −1/12 −1/6 x2

x1 y3 y1

1/4 1/4 3/2 x3

−1/8 3/8 −1/4 y2

−5/8 −1/8 −1/4 x2

y2 y3 y1

−2 1 1 x3

−8 3 −2 x1

5 −2 1 x2

A−1 =

⎡
⎢⎢⎣
−2 −8 3

1 5 −2
1 −2 1

⎤
⎥⎥⎦

2.1.2 Phase I und Phase II des Simplex-Algorithmus

Der Simplex-Algorithmus besteht aus zwei sog.
”
Phasen“. In Phase I wird eine Aus-

gangsecke x0 konstruiert und das zugehörige sog.
”
Simplex-Tableau“ erstellt:

I0 xk (k �∈ I0) xn+1 = 1 x0i /αiq

xi αik x0i

(i ∈ I0) (i ∈ I0, k �∈ I0) (i ∈ I0)
z γk (k �∈ I0) cT · x0

In Phase II werden dann unter Verwendung des Gauß-Jordan-Algorithmus Basiswech-
sel vollzogen, wobei der Zielfunktionswert jeweils möglichst stark verkleinert wird. Wir
beginnen mit der Beschreibung dieses Basisaustausches.

Phase II (Basisaustausch)

1. Gilt γi ≥ 0 (i /∈ I0) , so folgt für beliebige Vorgabe von xi ≥ 0 (i /∈ I0) , d. h.: für
beliebige Punkte x ∈M , stets

z = cT · x =
∑
k �∈I0

γkxk + cT · x0 ≥ cT · x0,

d. h.: Die Startecke x0 ist bereits optimal.

2. Gibt es ein q /∈ I0 mit γq < 0 , so sind zwei Fälle zu unterscheiden:
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(a) Im Falle αiq ≥ 0 (i ∈ I0) erhält man durch Vorgabe von xq := λ, λ ∈ R+ und
xk = 0 (k /∈ I0, k �= q) Vektoren x ∈M ,

xi =
∑
k �∈I0

αikxk + x0i = αiqλ+ x0i ≥ 0,

mit Zielfunktionswert

z = γqλ+ cT · x0 → −∞ (λ→∞).

Die Aufgabe ist also unlösbar.

(b) Gibt es Indizes p ∈ I0 mit αpq < 0 , so wird die (inaktive) Variable xq gegen
eine noch auszuwählende (aktive) Variable xp ausgetauscht. Die Elemente des
Tableaus sind dabei gemäß dem Gauß-Jordan-Algorithmus wie folgt zu trans-
formieren (Der Pfeil

”
→“ deutet an, dass das linke Element im Tableau durch

das rechte ersetzt wird.):

Pivotelement: αpq → α1
qp =

1

αpq

Pivotzeile: αpk → α1
qk = −αpk

αpq
(k �∈ I0, k �= q), x0p → x1q = −

x0p
αpq

Pivotspalte: αiq → α1
ip =

αiq

αpq

(i ∈ I0 \ {p}), γq → γ1p =
γq
αpq

Sonstige: αik → α1
ik = αik − αiqαpk

αpq

x0i → x1i = x0i −
αiqx

0
p

αpq

γk → γ1k = γk − γqαpk

αpq

cT · x0 → cT · x1 = cT · x0 − γqx
0
p

αpq

Indexmenge: I1 := [I0 \ {p}] ∪ {q}

Auswahlregel (R): Der Index p ∈ I0 wird dabei gemäß der folgenden Regel ausgewählt:

αpq < 0 ,
x0p
αpq

= max
i∈I0, αiq<0

x0i
αiq

. (2.1.9)

Diese Auswahl bewirkt, wie wir unten sehen werden, dass mit x0 ≥ 0 auch x1 ≥ 0
ist. Eine maximale Reduzierung des Zielfunktionalwerts wird damit in der Regel nicht
erreicht. Man beachte, dass in den obigen Transformationsformeln eine etwas andere No-
tation als in den entsprechenden Formeln des Gauß-Jordan-Algorithmus verwendet wird:
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Da hier Komponenten ein und desselben Vektors x = (x1, . . . , xn)
T gegeneinander aus-

getauscht werden, ist der Übergang der Tableauelemente z. B. als αpq → α′
qp mit Index-

tausch geschrieben, um den Zusammenhang (Spalten- und Zeilenindex) mit den Indizes
der getauschten Variablen xq und xp deutlich zu machen.

Unter Verwendung der obigen Transformationsformeln ergibt sich das neue Simplex-
Tableau

I1 xk (k �∈ I1) xn+1 = 1 x1i /α
1
iq

xi α1
ik x11i

(i ∈ I1) (i ∈ I1, k �∈ I1) (i ∈ I1)
z γ1k (k �∈ I1) cT · x1

Dieses ist äquivalent zu dem folgenden linearen Gleichungssystem:

xi =
∑
k �∈I1

α1
ikxk + x1ixn+1, i ∈ I1,

z =
∑
k �∈I1

γ1kxk + (cT · x1)xn+1.
(2.1.10)

In diesem steckt wieder die Information Ax = b , so dass x ∈ M für x ≥ 0. Weiter gilt
für xk = 0, k �∈ I1, die Beziehung xi = x11, i ∈ I1. Dann ist der Vektor x1 ∈ R

n mit
den Komponenten x1i (i ∈ I1), x1i = 0 (i �∈ I1) im Falle, dass x1i ≥ 0 , automatisch
wieder Ecke von M , denn er erfüllt offensichtlich (2.1.10), d. h.: Ax0 = b , und jede
Darstellung x1 = λx+ (1−λ)x̃ mit x, x̃ ∈M , 0 < λ < 1, impliziert zunächst notwendig
xk = x̃k = x1k (k �∈ I1) und damit auch xi = x̃i = x1i (i ∈ I0).

Satz 2.1 (Simplex-Algorithmus): Wird der Basisaustausch gemäß der Regel (R) vor-
genommen, so ist der Vektor x1 ∈ R

n mit den Komponenten x1i > 0 (i ∈ I1 :=
[I0 \ {p}] ∪ {q}) , x1i = 0 (i �∈ I1) wieder eine Ecke von M mit der zugehörigen Ba-
sis

B̂(x1) =
[
B̂(x0) \ {ap}

] ∪ {aq}, (2.1.11)

und es gilt cT · x1 ≤ cT · x0 . Im Falle x0p > 0 ist auch

cT · x1 < cT · x0. (2.1.12)

Beweis: Wegen αpq < 0 folgt x1q = −x0p/αpq ≥ 0 . Ist weiter αiq ≥ 0 , so folgt x1i =
x0i − αiqx

0
p/αpq ≥ 0 . Im Falle αiq < 0 gilt ebenfalls wegen der Auswahlregel (R):

x1i
αiq

=
x0i
αiq

− x0p
αpq

≤ 0 ⇒ x1i ≥ 0.

Nach dem oben Gesagten ist x1 also Ecke von M . Ferner folgt für x0p > 0 die Reduktion
des Zielfunktionalwerts. Q.E.D.
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Der Eckenaustausch nach (2b) kann solange fortgesetzt werden, bis Fall (1) oder Fall
(2a) eintritt. Eine nicht entartete Ecke kann dabei nie ein zweites Mal erreicht werden,
da ihr Austausch je zu einer Verkleinerung des Zielfunktionswertes führt. Das Auftreten
entarteter Ecken wird weiter unten diskutiert werden. Hier könnten sich (theoretisch) im
Laufe des Verfahrens verschiedene Basen zu einer entarteten Ecke zyklisch wiederholen,
so dass der Algorithmus nicht abbricht.

Beispiel 2.2: Beispiel 0.3 aus Abschnitt 0.6 erhält nach Einführung von Schlupfvariablen
x3, x4, x5 die Form

Q(x) := −120x1 − 40x2 → min! , xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 5,

x1 + x2 + x3 = 100

4x1 + x2 + + x4 = 160

20x1 + 10x2 + x5 = 1100

Offensichtlich ist x0 = (0, 0, 100, 160, 1100)T eine nicht entartete Ecke mit der Basis

B(x0) = {a3, a4, a5} =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
⎛
⎜⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ .

Das Ausgangstableau ist also:

I0 x1 x2 x6 = 1 x0i /αiq

x3 −1 −1 100 −100
x4 −4 −1 160 −40
x5 −20 −10 1100 −55
z -120 −40 0

Fall (2b)

Wahl q = 1 (oder q = 2)

Regel (R)⇒ p = 4 .

Eckentausch (Pivotelement α41 )

I1 x4 x2 x6 = 1 x0i /αiq

x3 1/4 −3/4 60 −80
x1 −1/4 −1/4 40 −160
x5 5 −5 300 −60
z 30 −10 −4800

Fall (2b)

Wahl q = 2

Regel (R)⇒ p = 5 .

Eckentausch (Pivotelement α52 )

I2 x4 x5 x6 = 1

x3 −1/2 −3/20 15

x1 −1/2 1/20 25

x2 1 −1/5 60

z 20 2 −5400

Fall (1)

Eckenlösung x3 = (25, 60, 15, 0, 0)T

Extremwert z = −5400 .
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Wie wir schon gesehen haben, wird der maximale Gewinn von 5400 EURO erreicht, wenn
25 Produkte des Typs A und 60 des Typs B hergestellt werden.

Bemerkung 2.1: Zur Kontrolle der Rechnung sollten die Größen γk (k �∈ I0) zusätzlich
auch aus der folgenden Formel berechnet werden:

γk =
∑
i∈I0

αikci + ck. (2.1.13)

Phase I (Konstruktion einer Startecke)

Wir diskutieren nun die Phase I des Simplex-Algorithmus, d. h. die Konstruktion einer
Ausgangsecke x0 .

a) Im Falle eines in Standardform gegebenen Programms mit b ≥ 0 ist dies, wie obiges
Beispiel zeigt, sehr einfach:

(I) cT · x→ max ! , Ax ≤ b , x ≥ 0. (2.1.14)

Durch Einführung von Schlupfvariablen v ∈ R
m geht (I) in die kanonische Form über:

(ĨI) c̃T · x̃→ min !, Ãx̃ = b̃, x̃ ≥ 0, (2.1.15)

mit

Ã = [A, Im] ∈ R
m×(n+m) , b̃ = b , c̃ = (−c, 0m)T ∈ R

n+m, x̃ = (x, v)T ∈ R
n+m.

Wegen b ≥ 0 ist der Vektor x̃0 = (0n, b̃) ∈ R
n+m automatisch eine Ecke von M̃ , denn die

zugehörigen Spaltenvektoren von Ã bilden gerade die Einheitsmatrix Im . Die Einträge
im zugehörigen Ausgangstableau können dann wie in obigem Beispiel direkt abgelesen
werden.

b) Ist die Programmierungsaufgabe in kanonischer Form gestellt,

(II) cT · x→ min !, Ax = b, x ≥ 0, (2.1.16)

oder ist in (I) b ≥ 0 nicht erfüllt, so ist i. Allg. keine Ecke von M (oft nicht einmal
ein zulässiger Vektor) ersichtlich. Zu ihrer Konstruktion betrachte man das Hilfsproblem
(o.B.d.A.: b̃ ≥ 0)

(ĨI) c̃T · x̃→ min !, Ãx̃ = b̃, x̃ ≥ 0, (2.1.17)

mit v ∈ R
m ,

Ã = [A, Im] ∈ R
m×(n+m) , b̃ = b , c̃ = (0n, 1, . . . , 1)

T ∈ R
n+m , x̃ = (x, v)T ∈ R

n+m.

Hier ist mit x̃0 = (0n, b̃)
T eine Ausgangsecke von M̃ bekannt. Die zulässige Menge des

zugehörigen dualen Problems

M̃∗ = {y ∈ R
m| ÃTy ≤ c̃}
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enthält offensichtlich den Nullvektor, d. h. ist nicht leer. Nach dem Alternativsatz für das
kanonische Problem, Satz 1.2, ist Problem (ĨI) also lösbar. Die optimale Eckenlösung
(x∗, v∗) bestimmt man mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. Ist v∗ = 0 , so liefern die ersten
n Komponenten der Lösung x̃∗ eine Ausgangsecke des ursprünglichen Problems (II):

x0i := x̃∗i , i = 1, . . . , n. (2.1.18)

Das Ausgangstableau für die weitere Rechnung mit (II) erhält man einfach durch Strei-
chen der zu v gehörenden Spalten. Im Fall v∗i > 0 für ein i muss M = ∅ sein, d. h.:
Problem (II) besitzt keine Lösung.

Bemerkung 2.2: Gemäß der vorausgehenden Diskussion kann mit dem Simplex-Verfah-
ren auch die Frage nach der Lösbarkeit eines (LP) entschieden werden.

2.1.3 Behandlung entarteter Ecken

Nach den bisherigen Überlegungen ist der Simplex-Algorithmus (mit der Auswahlregel
(R)) grundsätzlich geeignet zur Lösung linearer Optimierungsaufgaben bzw. zur Ent-
scheidung ihrer Unlösbarkeit, vorausgesetzt, es treten keine entarteten Ecken auf. Das
Erscheinen einer entarteten Ecke x1 ist dadurch gekennzeichnet, dass im vorangehenden
Austauschschritt das Kriterium (R) nicht zu einem eindeutig bestimmten Index p ∈ I0

führt:

x1 nicht entartet ⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩
∃! p ∈ I0 : αpq < 0,

x0p
αpq

= max
αiq<0

x0i
αiq

.

Andernfalls folgte mit x0p/αpq = x0p′/αp′q

x1p = x0p − αpqx
0
p/αpq = 0

x1p′ = x0p′ − αp′qx
0
p/αpq = 0

}
⇔
{
x1 hat weniger als m

positive Komponenten.

Tritt im Verlaufe des Simplex-Verfahrens eine entartete Ecke x0 auf, so kann es passieren,
dass für den Index p ∈ I0 gerade x0p = 0 ist. Dann bewirkt der Austauschschritt offenbar
keine Veränderung des Vektors x0 , insbesondere also keine Reduzierung des Zielfunkti-
onswerts, sonderen nur den Übergang zu einer anderen Basis zur Ecke x0 . Wiederholt sich
dann dieselbe Basis zyklisch, so führt das Verfahren nicht zum Ziel. Obwohl in der Pra-
xis häufig entartete Ecken auftreten, sind derartige Zyklen noch nicht beobachtet worden
(nur bei eigens zu diesem Zweck konstruierten pathologischen Beispielen). Für Belange
der Praxis erscheint der Simplex-Algorithmus mit der Auswahlregel (R) als hinreichend
robust. Vom theoretischen Standpunkt ist diese Situation aber unbefriedigend und man
sucht nach einer Auswahlregel, mit der der Algorithmus grundsätzlich zum Ziel führt.

Definition 2.1 (Lexikographische Ordnung): Ein Vektor u ∈ R
n heißt

”
lexikogra-

phisch positiv“, in Symbolen u � 0, wenn u �= 0 ist und die erste nicht verschwindende
Komponente positiv ist. Ein Vektor u ∈ R

n heißt
”
lexikographisch kleiner (größer)“ als

ein v ∈ R
n , wenn v−u � 0 (u−v � 0) . Damit ist auf dem R

n eine “Ordnung” erklärt.
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Das Simplex-Verfahren sei gestartet mit einer Ecke xstart mit der Basis B̂(xstart) =
{a1, . . . , am} (gegebenenfalls nach Umbenennung der Variablen). Damit ist die zugehörige
Indexmenge Istart = {1, . . . , m} . Zur Einführung einer erweiterten Auswahlregel werden
die Parameter αik und γk auch für k ∈ Istart erklärt durch

αik := −δik , γk := 0 , i , k ∈ Istart,

Lemma 2.2: Für die durch die Darstellungen

ai =
∑

k∈Istart
cikak , i ∈ {1, . . . , n} (2.1.19)

eindeutig bestimmten Zahlen cik gilt

cki = −αik , k ∈ {1, . . . , n} , i ∈ Istart. (2.1.20)

Beweis: Für i, k ∈ Istart ist nach Definition

αik = −δik = −cki.
Sei nun x ∈M beliebig. Dann gilt∑

i∈Istart
{xi − xstarti }ai = −

∑
i �∈Istart

xiai

= −
∑

i �∈Istart
xi

( ∑
k∈Istart

cikak

)
= −

∑
i∈Istart

( ∑
k �∈Istart

ckixk

)
ai

und folglich wegen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren in B̂(xstart)

xi − xstarti = −
∑

k �∈Istart
ckixk , i ∈ Istart.

Da die αik in der Darstellung (2.1.3),

xi =
∑

k �∈Istart
αikxk + xstarti , i ∈ I0,

eindeutig bestimmt sind, ergibt sich notwendig cki = −αik (k ∈ Istart) . Q.E.D.

Sei nun x0 eine im Verlaufe des Verfahrens erreichte Ecke und q ∈ I0 der Austausch-
index. Zur Bestimmung des Index p ∈ I0 bilde man für alle r ∈ I0 mit

x0r
αrq

= max
αjq<0

x0j
αjq

, αrq < 0, (2.1.21)

die Vektoren

ur =

(
x0r
αrq

,−αr1

αrq
, . . . ,−αrm

αrq

)T

∈ R
1+m.
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Die Auswahlregel lautet dann wie folgt:

Auswahlregel (R̃): Der Index p ∈ I0 wird dann als derjenige mit der Eigenschaft
(2.1.21) gewählt, so dass up der lexikographisch größte unter den ur ist.

Im Falle, dass der
”
maximale“ Index in (2.1.21) eindeutig bestimmt ist, stimmt die

Auswahlregel (R̃) offenbar mit (R) überein. Ansonsten ist durch (R̃) eindeutig ein p ∈ I0
festgelegt; denn gäbe es keines, so wären für zwei p, p′ ∈ I0 die Vektoren up, up

′

iden-
tisch. Dies bedeutete aber, dass die quadratische Matrix (αik)i∈I0,k=1,...,m zwei zueinander
proportionale Zeilen hätte und somit singulär wäre. Nach Lemma 2.2 wäre dann auch
(cik)i=1,...,m,k∈I0 singulär im Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der Vektoren in

B̂(x0) und B̂(xstart) . Der Ecke x0 ordnen wir nun den folgenden Vektor zu:

v0 = (cT · x0, c1 − γ1, . . . , cm − γm)
T ∈ R

1+m.

Lemma 2.3 (Reduktionssatz): Beim Eckenaustausch x0 → x1 unter Verwendung der
Auswahlregel (R̃) wird der Vektor v0 durch einen lexikographisch kleineren Vektor v1

ersetzt.

Beweis: Die Indexmenge I0 wird ersetzt durch I1 = (I0\{p}) ∪ {q} . Die γi werden
nach den folgenden Regeln transformiert:

k �∈ I0 , k �= q : γk → γk − γq αpk/αpq (Transformationsformel)

k = q : γq → γq − γq αpq/αpq = 0

k ∈ I0 , k �= p : γk → 0 (gemäß obiger Setzung)

k = p : γp → γp − γq αpp/αpq = γq/αpq (wegen γp = 0 , αpp = −1).

Ferner gilt: cT · x0 → cT · x0 − γq x
0
p/αpq .

Für den zur neuen Ecke x1 gehörenden Vektor v1 ∈ R
1+m gilt also:

v1 = v0 − γq

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x0p/αpq

−αp1/αpq

...

−αpm/αpq

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = v0 − γqu

p.

Da γq < 0 und αpq < 0 , bleibt zu zeigen, dass der Vektor wp = (x0p,−αp1, . . . ,−αpm)
T ∈

R
1+m lexikographisch positiv ist. Dies geschieht wie folgt durch Induktion bzgl. der Zahl

der durchgeführten Verfahrensschritte:

i) Die zur Ausgangsecke xstart gehörenden Vektoren wk (k = 1, . . . , m) sind trivialer-
weise lexikographisch positiv, denn es ist x0k ≥ 0 und −αki = δki (i = 1, . . . , m) .

ii) Sei x0 eine im Verlaufe des Verfahrens auftretende Ecke, und alle zu x0 gebildeten
Vektoren wk (k ∈ I0) seien lexikographisch positiv. Beim Übergang von x0 zur
Ecke x1 ergeben sich die zugehörigen Vektoren w̃k (k ∈ I1) wie folgt:
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k ∈ I1 , k �= q : w̃k =
(
x0k −

αkqx
0
p

αpq
,−αk1 +

αkqαp1
αpq

, . . . ,−αkm +
αkqαpm
αpq

)T
= wk − αkq

αpq
wp

k = q : w̃q =
(
− x0p
αpq

,
αp1
αpq

, . . . ,
αpm
αpq

)T
= − 1

αpq
wp.

Hieraus entnehmen wir mit der Induktionsannahme, dass

k ∈ I1 , k �= q : a) αkq ≥ 0⇒ w̃k = wk +
∣∣∣αkq
αpq

∣∣∣ wp � 0 ,

b) αkq < 0⇒ Auswahlregel (R̃) : up � uk

⇒ w̃k = αkqu
k − αkq

αpq
αpqu

p � 0 ,

k = q : w̃q =
∣∣∣ 1
αpq

∣∣∣ wp � 0 .

Dies vervollständigt den Beweis. Q.E.D.

Wir fassen die Ergebnisse der bisherigen Überlegungen in nachfolgendem Satz zusam-
men.

Satz 2.2 (Erweitertes Simplex-Verfahren): Unter der obigen Voraussetzung an die
Ausgangsecke liefert der Simplex-Algorithmus mit der Auswahlvorschrift (R̃) in endlich
vielen Schritten eine Lösung des kanonischen Problems (II) oder die Bestätigung seiner
Unlösbarkeit.

Beweis: Nach Lemma 2.2 kann aufgrund der Auswahlregel (R̃) keine Basis von Spalten-
vektoren von A zweimal auftreten, denn durch die Ecke x0 und eine zugehörige Basis
B̂(x0) ist der Vektor v0 eindeutig bestimmt. Zyklen werden also vermieden. Q.E.D.

2.2 Varianten des Simplex-Verfahrens

2.2.1 Lösung des dualen Programms

Wir betrachten wieder das kanonische Problem

(II) cT · x→ min!, Ax = b, x ≥ 0,

und das zugehörige duale Problem

(II∗) bT · y → max!, AT y ≤ c.

Ist (II) lösbar, so kann eine Lösung grundsätzlich mit dem Simplex-Verfahren bestimmt
werden. Oft ist man aber gleichzeitig auch an einer Lösung von (II∗) interessiert. Wir
wollen zeigen, wie eine solche ohne besonderen Mehraufwand mitberechnet werden kann.
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Satz 2.3 (Lösung der dualen Aufgabe): Sei x0 eine vom Simplex-Verfahren gelie-
ferte Lösung von (II), d. h.: Im Simplex-Tableau gilt γk ≥ 0 (k /∈ I0). Mit A0 := [ai, i ∈
I0] ∈ R

m×m und c0 := (ci)i∈I0 ∈ R
m ist dann durch

y0 := (AT
0 )

−1c0

eine Lösung des dualen Problems (II∗) gegeben.

Beweis: Das duale Problem lautet

(II∗) bT · y → max!, AT y ≤ c.

Wir wollen die Zulässigkeit von y0 zeigen. Dabei werden die folgenden Beziehungen ver-
wendet (Lemma 2.2 und Identität (2.1.5)):

ai =
∑
l∈I0

(−αli)al, γi =
∑
l∈I0

αlicl + ci (i /∈ I0).

Es wird eine Fallunterscheidung gemacht:

i) Fall i ∈ I0:
(ATy0)i =

m∑
k∈I0

akiy
0
k = (AT

0 y
0)i = ci

ii) Fall i /∈ I0: Wegen γi ≥ 0 folgt

(ATy0)i =

m∑
k∈I0

akiy
0
k =

m∑
k∈I0

(∑
l∈I0

(−αli)akl

)
y0k

=
∑
l∈I0

(−αli)
( m∑

k∈I0
akly

0
k

)
=
∑
l∈I0

(−αli)cl

= ci − γi ≤ ci .

Also ist y0 ∈ M∗ und darüberhinaus gilt (ATy0)i = ci für i ∈ I0 , d. h.: insbesondere
für die Indizes i mit xi > 0 . Nach dem Gleichgewichtssatz (Satz 1.4) für das kanonische
Problem ist dann y0 optimal für (II∗). Q.E.D.

2.2.2 Lösung von Ungleichungssystemen

Für eine Matrix A ∈ R
m×n und einen Vektor b ∈ R

m sei ein x ∈ R
n gesucht, welches

Lösung der Ungleichung

Ax ≤ b (2.2.22)

ist. Zur Konstruktion von x wird das folgende kanonische Programm betrachtet:

(II) y ∈ R
m, η ∈ R : η → min !, y ≥ 0, η ≥ 0, ATy = 0, η − bT · y = 1.
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Satz 2.4 (Ungleichungssysteme): Die Aufgabe (II) besitzt eine Lösung ŷ ∈ R
m, η̂ ∈

R . Genau, wenn η̂ > 0 ist, hat die Ungleichung (2.2.22) eine Lösung, welche mit der
Lösung z ∈ R

n, ξ ∈ R der zu (II) dualen Aufgabe (II∗) durch

x̂ :=
1

ξ
z (2.2.23)

gegeben ist.

Beweis: Übungsaufgabe. Q.E.D.

2.2.3 Lösung großer, dünn besetzter Programme

Wir diskutieren eine Variante des Simplex-Verfahrens, welche besonders für den Fall
großer, dünn besetzter Programme mit n � m , d. h. mit wesentlich mehr Optimie-
rungsvariablen als Nebenbedingungen geeignet ist.

Sei x0 wieder eine Ecke des zulässigen Bereichs der kanonischen Aufgabe und B̂(x0) =
{ai, i ∈ I0} eine zugehörige Basis von Spaltenvektoren. Die Beziehungen

ak =
∑
i∈I0

ckiai, k /∈ I0,

lassen sich in der kompakten Form

A1 = A0C
T
1 bzw. CT

1 = A−1
0 A1

schreiben mit den Matrizen

A0 := [ai, i ∈ I0], A1 := [ak, k /∈ I0], C1 := (cki)k/∈I0,i∈I0.

Nach Lemma 2.2 ist die Matrix A1 := (αik)i∈I0,k /∈I0 der (wesentlichen) Tableauelemente
also gegeben durch

A1 = −CT
1 = −A−1

0 A1.

Weiter genügt der Vektor x0 = (x0i )i∈I0 der (wesentlichen) Komponenten der Ecke x0

der Beziehung
x0 = A−1

0 b,

und der Vektor γ1 = (γk)k/∈I0 ist wegen

γk =
∑
i∈I0

αikci + ck, k �∈ I0,

gegeben durch
γ1 = (c0T · A1)

T + c1 = −(c0T · A−1
0 A1)

T + c1

mit c0 = (ci)i∈I0 und c1 = (ci)i/∈I0 .

Das sog.
”
revidierte Simplex-Verfahren“ arbeitet nun wie folgt: Es sei eine Ecke x0

mit Basis B̂(x0) = {ai, i ∈ I0} erreicht und die zugehörige Inverse A−1
0 bekannt. Diese

kann z. B. mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren in n3 + O(n2) a. Op. berechnet
werden.
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1. Der Vektor γ1 wird aus

λT := c0T ·A−1
0 , γ1 = c1 − λT · A1

bestimmt. Zur Berecnung von λ1 mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren sind
1
3
n3 +O(n2) a. Op. erforderlich.

Existiert ein q /∈ I0 mit γq < 0, so wird ein Austauschschritt vorgenommen; an-
dernfalls war x0 bereits optimal.

2. Die q-te Spalte (Pivotspalte) von A1 wird aus

αq = −A−1
0 aq ⇔ A0αq = −aq

bestimmt. Gemäß der Auswahlregel (R) wird ein p ∈ I0 ausgewählt; im Fall dass
αiq ≥ 0 (i ∈ I0) ist die Aufgabe unlösbar.

3. Zur neuen Indexmenge

Ĩ0 := (I0 \ {p}) ∪ {q}
wird die Matrix Ã−1

0 berechnet und damit der wesentliche Teil

x̃0 = Ã−1
0 b

der neuen Ecke bestimmt.

Dieses Vorgehen ist im Vergleich zur ursprünglichen Form des Simplex-Verfahrens sparsa-
mer hinsichtlich Rechenaufwand und Speicherplatzbedarf, da im Austauschschritt nicht
die gesamte Matrix A1 neu berechnet wird. Die neue Inverse Ã−1

0 erhält man aus A−1
0

durch einen
”
Austauschschritt“ in O(m2) a.Op.:

A−1
0 = (σik)i∈I0,k �∈I0, Ã−1

0 = (σ̃ik)i∈Ĩ0.k �∈Ĩ0.

Lemma 2.4: Die Elemente der Inversen Ã−1
0 = (σ̃ik)i∈Ĩ0,k �∈Ĩ0 haben die Form

i = q : σ̃qk = −σpk
αpq

, k �∈ Ĩ0,

i ∈ Ĩ0 \ {q} : σ̃ik = σik − αiqσpk
αpq

, k �∈ Ĩ0.
(2.2.24)

Beweis: Übungsaufgabe. Q.E.D.

Die direkte Berechnung von Ã−1
0 mit Hilfe der Formeln (2.2.24) und die Matrix-

Vektor-Multiplikation Ã−1
0 y ist deutlich billiger als die andernfalls erforderliche Lösung

von Gleichungssystemen mit der Koeffizientenmatrix Ã0, was i. Allg. jeweils
1
3
m3+O(n2)

a.Op. kostet.
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2.3 Anwendungen

Im Folgenden verwenden wir die bisher diskutierten Methoden zur Analyse und Lösung
linearer Programme für zwei Klassen von Anwendungsproblemen.

2.3.1 Approximationstheorie

Wir betrachten eine Aufgabe der diskreten, linearen Tschebyscheff-Approximation:

– Gegeben: auf einem kompakten Intervall [a, b] ⊂ R Funktionen f ∈ C[a, b], fi ∈
C[a, b], i = 1, . . . , m , und Punkte tk ∈ [a, b], k = 1, . . . , n , mit n > m.

– Gesucht: Linearkombination s =
∑m

i=1 xifi , mit der Eigenschaft

Q(x1, . . . , xm) := max
k=1,...,n

|s(tk)− f(tk)| → min! (2.3.25)

Die zugehörige
”
Interpolationsaufgabe“ Q(x1, . . . , xm) = 0 sei nicht lösbar.

In algebraischer Formulierung ist ein Koeffizientenvektor x = (xi)
m
i=1 gesucht, als Lösung

des Optimierungsproblems (ohne Vorzeichenrestriktion)

Q(x) := ‖b−ATx‖∞ = max
k=1,...,n

∣∣∣bk − m∑
i=1

aikxi

∣∣∣→ min! (2.3.26)

mit

b = (bk)
n
k=1, bk := f(tk), A = (aik)

m,n
i,k=1, aik := fi(tk).

Diese Aufgabe kann wie folgt in ein äquivalentes lineares Programm umgeformt werden:

(A) x ∈ R
m+1 : xm+1 → min! xm+1 ≥ 0,

xm+1 +
m∑
i=1

aikxi ≥ bk, k = 1, . . . , n,

xm+1 −
m∑
i=1

aikxi ≥ −bk, k = 1, . . . , n.

Lemma 2.5: Das lineare Programm (A) ist lösbar.

Beweis: Die zugehörige zulässige Menge M ist nicht leer, da alle x ∈ R
m+1 mit xm+1

hinreichend groß in ihr enthalten sind. In Standardform lautet die Aufgabe (A) wie folgt
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(nach Einführung von Hilfsvariablen ui, vi, i = 1, . . . , m, zur Erzeugung von Vorzeichen-
bedingungen):

−xm+1 → max!

xm+1 ≥ 0, ui, vi ≥ 0 (i = 1, . . . , m),

−xm+1 −
m∑
i=1

aik(ui − vi) ≤ −bk, k = 1, . . . , n,

−xm+1 +

m∑
i=1

aik(ui − vi) ≤ bk, k = 1, . . . , n.

Nach Korollar 1.1 hat diese Aufgabe eine Lösung. Q.E.D.

Wegen b /∈ BildAT (Unlösbarkeit der zugehörigen Interpolationsaufgabe) gilt im Op-
timalpunkt stets xm+1 > 0 . Mit Hilfe der Transformation

ym+1 :=
1

xm+1

, yi := − xi
xm+1

, i = 1, . . . , m,

geht die Aufgabe (A) über in (am+1,k := bk):

(Ã∗) y ∈ R
m+1 : ym+1 → max!

m+1∑
i=1

aikyi ≤ 1, k = 1, . . . , n,

−
m+1∑
i=1

aikyi ≤ 1, k = 1, . . . , n.

In Matrixschreibweise lautet diese Aufgabe

(Ã∗) y ∈ R
m+1 : (0m, 1)

T · y → max!

[A,−A]T y ≤ (1m), A := (aik)
m+1,n
i,k=1 .

Sie ist dual zu der folgenden Optimierungsaufgabe für Variable z+, z− ∈ R
n :

(Ã) z+, z− ∈ R
n : (1m)

T · (z+, z−)→ min!,

z+ ≥ 0, z− ≥ 0,

[A,−A](z+k , z−k ) = (0m, 1),

bzw. in ausgeschriebener Form:

(Ã) z+k , z
−
k ∈ R

n :

n∑
k=1

(z+k + z−k )→ min!,

z+k ≥ 0, z−k ≥ 0, k = 1, . . . , n,
n∑

k=1

aki(z
+
k − z−k ) = 0, i = 1, . . . , m,

n∑
k=1

ak,m+1(z
+
k − z−k ) = 1.
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Diese Aufgabe hat nach Satz 1.2 ebenfalls eine Lösung (ẑ+, ẑ−) ∈ R
2n . Dabei ist stets

ẑ+k = 0 oder ẑ−k = 0, denn im Fall δ := min{ẑ+k , ẑ−k } > 0 für ein k wären auch
ẑ+k − δ, ẑ−k − δ zulässig und für die Zielfunktion gälte

n∑
k=1

(ẑ+k − δ + ẑ−k − δ) =

n∑
k=1

(ẑ+k + ẑ−k )− 2nδ <

n∑
k=1

(ẑ+k + ẑ−k ),

im Widerspruch zur Optimalität von (ẑ+k , ẑ
−
k ) . Bei Berücksichtigung der Nebenbedingun-

gen
ẑ+k ẑ

−
k = 0, k = 1, . . . , n,

geht Aufgabe (Ã) also über in die folgende dazu äquivalente Optimierungsaufgabe für die
Variablen zk := z+k − z−k , k = 1, . . . , n (wegen z+k + z−k = |zk|):

( ˜̃A) z ∈ R
n :

n∑
k=1

|zk| → min!

n∑
k=1

akizk = 0, i = 1, . . . , m,

n∑
k=1

ak,m+1zk = 1.

Für das Folgende formulieren wir die sog.
”
Haarsche2 Bedingung“ für die Approximations-

aufgabe:

(H) Jede (m×m)-Teilmatrix von A ist regulär.

Lemma 2.6: Unter der Haarschen Bedingung (H) ist keine der Ecken des zulässigen
Bereichs der Optimierungsaufgabe (Ã) entartet.

Beweis: Angenommen, es existiert ein zulässiger Vektor mit weniger als m + 1 von
Null verschiedenen Komponenten. Dann gilt mit einer Indexmenge I = {i1, . . . , im} ⊂
{1, . . . , n}: ∑

k∈I
aki(z

+
k − z−k ) = 0, i = 1, . . . , m.

Da nach der Bedingung (H) je m Zeilenvektoren von A linear unabhängig sein sollen,
folgt notwendig

z+k − z−k = 0, k = 1, . . . , n.

Dies widerspricht aber der anderen Nebenbedingung

n∑
k=1

aa,m+1(z
+
k − z−k ) = 1.

Da es genau m+1 Nebenbedingungen gibt, sind also alle Ecken nicht entartet. Q.E.D.

2Alfréd Haar (1885–1933): UngarischerMathematiker; Prof. in Kolozsvár (Cluj), Budapest und Szeged;
viele wichtige Beiträge zur Approximationstheorie (“Haarsche Bedingung”) und Analysis auf Gruppen
(“Haar measure”).
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Satz 2.5: Ist die Haarsche Bedingung (H) erfüllt, so sind für eine Lösung der Optimie-
rungsaufgabe (A) mindestens m + 1 der Nebenbedingungen mit dem Gleichheitszeichen
erfüllt.

Beweis: Da bei jedem zulässigen Punkt von Aufgabe (Ã) mindestens m+1 Komponenten
positiv sind, sind für jede Lösung der dazu dualen Aufgabe (Ã∗) nach dem Gleichgewichts-
satz für das kanonische Problem (Satz 1.4) mindestens m+1 der Nebenbedingungen mit
dem Gleichheitszeichen erfüllt. Wegen der Äquivalenz von (Ã∗) und (A) folgt somit die
Behauptung. Q.E.D.

Die Aussage von Satz 2.5 ist das diskrete Analogon zum sog.
”
Alternantensatz“ der

kontinuierlichen Tschebyscheff-Approximation.

Zusammenhang mit der
”
kontinuierlichen“ Tschebyscheff-Approximation

Die sog. (kontinuierliche) “Tschebyscheffsche Approximationsaufgabe” bestimmt zu einer
gegebenen Funktion f ∈ C[a, b] eine bzgl. der Maximumnorm ‖f‖∞ := max[a,b] |f | beste
Approximation aus einem endlich dimensionalen Unterraum S ⊂ C[a, b] :

s ∈ S : ‖f−s‖∞ = min
ϕ∈S

‖f−ϕ‖∞. (2.3.27)

Approximationsaufgaben vom Typ der Tschebyscheff-Approximation sind auch in sehr
allgemeinem Rahmen lösbar.

Satz 2.6 (Allgemeine Tschebyscheff-Approximation): Sei E ein normierter Vek-
torraum mit Norm ‖ · ‖ und S ⊂ E ein endlich dimensionaler Teilraum. Dann gibt es
zu jedem f ∈ E eine beste Approximation s ∈ S :

‖f−s‖ = min
ϕ∈S

‖f−ϕ‖. (2.3.28)

Beweis: Ein s0 ∈ S mit ‖s0‖ > 2‖f‖ kann keine beste Approximation sein, da

‖f−s0‖ ≥ ‖s0‖−‖f‖ > ‖f‖ = ‖f−0‖ ≥ inf
ϕ∈S

‖f−ϕ‖.

Die beste Approximation ist also in der beschränkten Teilmenge

S0 := {ϕ ∈ S : ‖ϕ‖ ≤ 2‖f‖} ⊂ S

zu suchen. Sie ist abgeschlossen und, da S endlich dimensional ist, kompakt (Satz von
Bolzano/Weierstraß). Die auf S stetige Funktion F (ϕ) := ‖f−ϕ‖ nimmt dann auf S0

ein Minimum g an, d. h.:

‖f−s‖ = min
ϕ∈S0

‖f−ϕ‖ = min
ϕ∈S

‖f−ϕ‖.

Q.E.D.
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Beispiel 2.3: Das Beispiel belegt neben der Existenz auch die mögliche Mehrdeutigkeit
der “besten” Tschebyscheff-Approximation.

[a, b] = [0, 1] , f(x) ≡ 1

S = { s| s(x) = αx , α ∈ R } , dim S = 1

‖f−g‖∞ ≥ 1 ∀g ∈ S
‖f−g‖∞ = 1 ∀g = αx , 0 ≤ α ≤ 2

1

2

x

f(x)≡1

1

αx

Die Eindeutigkeit der Tschebyscheff-Approximation wird durch die sog. “Haarsche
Bedingung” (H) an den Ansatzraum S ⊂ C[a, b] mit dim S = n garantiert: Diese besagt,
dass die Lagrangesche Interpolationsaufgabe s(xi) = yi , i = 1, . . . , n mit beliebigen
Stützstellen a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b und Werten y1, . . . , yn ∈ R stets durch ein
s ∈ S lösbar ist. Sei {s1, . . . , sn} eine Basis von S . Die Existenz eines interpolierenden
s =

∑
ai si ∈ S ist äquivalent zur Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems

n∑
i=1

aisi(xj) = yj , j = 1, . . . , n, (2.3.29)

für den Koeffizientenvektor (ai, . . . , an)
T . Die Haarsche Bedingung ist also äquivalent zur

Regularität der Matrix (si(xj))i,j=1,...,n für beliebige Sätze von n Stützstellen a ≤ x1 <
x2 < . . . < xn ≤ b .

Beispiel 2.4: Beispiele von Systemen S mit und ohnen Erfüllung der Haarschen Bedin-
gung (H) sind:

1. Die Polynomräume Pn erfüllen die Haarsche Bedingung auf jedem Intervall [a, b] .

2. Der Raum S = Span{x, . . . , xn} erfüllt im Falle 0 ∈ [a, b] die Haarsche Bedingung
nicht:

x1 = 0 ⇒ xk1 = 0 , k = 1, . . . , n ⇒ det(xji )i,j=1,...,n = 0.

Satz 2.7 (Tschebyscheffscher Alternantensatz): Für den Teilraum S ⊂ C[a, b] mit
dim S = n sei die Haarsche Bedingung (H) erfüllt. Dann ist die Tschebyscheff-Approxima-
tion s ∈ S, einer Funktion f ∈ C[a, b] durch folgende Eigenschaft charakterisiert:

(A) Es existieren m ≥ n+1 Stellen a ≤ x0 < . . . < xm ≤ b (sog. “Alternante”), so dass
für die Fehlerfunktion e(x) = f(x)− s(x) gilt:

|e(xi)| = ‖e‖∞ , e (xi) = −e (xi+1) ; i = 1, . . . , n . (2.3.30)

Insbesondere ist die beste Approximation eindeutig bestimmt.
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Beweis: Für den nicht trivialen Beweis der Alternantenaussage verweisen wir auf die
Literatur, z. B.: G. Hämmerlin und K.-H. Hoffmann: Numerische Mathematik, 2. Auflage,
Springer 1992. Q.E.D.

. . . . 

.

||e||∞

-||e||∞

xn+1≤bxnx3x2a≤x1

Abbildung 2.1: Schema der Alternantenregel

Korollar 2.1: Der Alternantensatzes impliziert, dass die beste Approximation für den
Spezialfall S = Pn−1 eindeutig bestimmt ist.

Beweis: Seien s1, s2 zwei beste Approximationen mit e1 = f − s1 , e2 = f − s2 . Für
λ ∈ (0, 1) ist dann ‖λe2‖∞ < ‖e1‖∞ , so dass der Graph von λe2(x) den von e1(x)
mindestens n-mal schneidet (siehe Abbildung 2.1). Jede der Funktionen ϕλ(x) = e1(x)−
λe2(x) hat also mindestens n Nullstellen. Durch Grenzübergang λ → 1 folgt, dass
ϕ1(x) = e1(x)− e2(x) = s2(x)− s1(x) mindestens n (ihrer Vielfachheit entsprechend oft
gezählte) Nullstellen besitzt. Wegen s2 − s1 ∈ Pn−1 ergibt sich zwangsläufig s1 ≡ s2 .

Q.E.D.

Bemerkung 2.3: Der Alternantensatz ist die Grundlage des sog. “Remez3-Algorithmus”
zur Konstruktion der Tschebyscheff-Approximation. Wäre eine Alternante {x1, . . . , xn+1}
bekannt, so könnte man bei gegebener Basis {s1, . . . , sn} von S die beste Approximation

s =
n∑

i=1

αisi

sowie die Größe αn+1 := σ‖f−s‖∞ , σ ∈ {−1, 1} , aus dem linearen Gleichungssystem

n∑
i=1

αisi(xk) + (−1)kαn+1 = f (xk) , k = 1, . . . , n+ 1,

3Evgeny Yakovlevich Remez (1896–1975): Russischer Mathematiker; Prof. an der Universität Kiew
(1935); Beiträge zur konstruktiven Approximationstheorie (“Remez-Algorithmus”) und zur numerischen
Lösung von Differentialgleichungen.
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berechnen. Der Remez-Algorithmus besteht aus der systematischen iterativen Suche nach
der Alternante {x1, . . . , xn+1} . In jedem Schritt wird mit der Näherung {x(t)i , . . . , x

(t)
n+1}

das Gleichungssystem für α
(t)
1 , . . . , α

(t)
n und α

(t)
n+1 gelöst und für

s(t) =
n∑

i=1

α
(t)
i si

das Optimalitätskriterium
‖f − s(t)‖∞ = |α(t)

n+1|
abgefragt. I. Allg. konvergiert {x(t)1 , . . . , x

(t)
n+1} gegen {x1, . . . , xn+1} , allerdings nicht in

endlich vielen Schritten. Im Gegensatz dazu haben wir oben gesehen, dass sich die dis-
krete Tschebyscheffsche Approximationsaufgabe in endlich vielen Schritten mit Hilfe des
Simplex-Verfahrens lösen lässt.

2.3.2 Spieltheorie

Wir wollen im Folgenden die Ergebnisse der vorausgehenden Abschnitte auf Probleme
der Spieltheorie anwenden. Zunächst rekapitulieren wir Beispiel 0.2 (Knobelspiel) aus
Abschnitt 0.5.

Beispiel 2.5 (Knobel-Spiel)): Das Knobel-Spiel
”
Stein-Schere-Papier“ mit den Wer-

tigkeitsregeln
Stein > Schere > Papier > Stein

und
gewonnen = 1, unentschieden = 0, verloren = −1

führt als sog.
”
Matrixspiel“ auf die folge Tabelle (sog

”
Auszahlungstafel“ oder

”
Auszah-

lungsmatrix“ für Spieler P1):

P1\P2 Stein Schere Papier

Stein 0 1 −1
Schere −1 0 1

Papier 1 −1 0

Gesucht sind optimale Spielstrategien für beide Spieler.

Ein anderes Spiel ähnlicher Art ist das sog.
”
Skin-Spiel“:

Beispiel 2.6 (Skin-Spiel): Zwei Spielder P1 und P2 haben je drei Karten auf der
Hand, und zwar P1 die Karten Karo-Ass (♦), Pik-Ass (♠), Karo-Zwei (♦♦) und P2

die Karten Karo-Ass (♦), Pik-Ass (♠), Pik-Zwei (♠♠). Beide Spieler legen jeweils zu-
gleich eine ihrer Karten auf den Tisch. Spieler P1 gewinnt, wenn die hingelegten Karten
die gleiche Farbe haben, andernfalls Spieler P2. Ein Ass hat den Wert 1, eine Zwei den
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Wert 2. Die Höhe des Gewinns ist gleich dem Wert derjenigen Karte, die der Gewin-
ner hingelegt hat. Das Resultat eines Spiels ist also durch die folgende Auszahlungstafel
beschrieben:

P1\P2 ♦ ♠ ♠♠
♦ 1 −1 −2
♠ −1 1 1

♦♦ 2 −1 −2

Wir nennen zunächst etwas unpräzise ein Spiel
”
fair“, wenn beide Spieler die gleichen

Chancen haben, sonst
”
unfair“. Offensichtlich ist das Knobel-Spiel fair. Dagegen erscheint

das Skin-Spiel unfair, da die Gewinnregeln nicht ausgeglichen sind. Dies gibt Anlass zur
Formulierung der folgenden Zusatzregel: Wenn beide Spieler die Zwei hinlegen, so gilt das
Spiel unentschieden.

Definition 2.2: Ein
”
Matrixspiel“ ist ein Spiel mit zwei Spielern P1, P2 mit (endlichen

Aktionsmengen) Σ1 = {σ1
i , i = 1, . . . , m}, Σ2 = {σ2

k, k = 1, . . . , n} , dessen Verlauf durch
eine

”
Auszahlungsmatrix“ A = (aik)

m,n
i,k=1 bestimmt ist:

P1\P2 σ2
1 · · · σ2

n

σ1
1 a11 · · · a1n
...

...
...

σ1
m am1 · · · amn

Die
”
Spielregeln“ besagen, dass bei (gleichzeitiger) Ausübung der Aktionen σ1

i und σ2
k

der Spieler P2 an den Spieler P1 den Betrag aik zahlen muss. Gegeben ist also die
”
Ge-

winntabelle“ für P1. Da die entsprechende Gewinntabelle für P2 mit der Matrix −A ge-
geben wäre, nennt man Matrixspiele auch

”
(endliche) Zwei-Personen-Nullsummenspiele“.

Das Spiel werde mehrfach wiederholt, wobei der Spieler P1 die Aktion σ1
i mit der rela-

tiven Häufigkeit xi verwendet:

0 ≤ xi ≤ 1,

m∑
i=1

xi = 1.

Definition 2.3: Der Vektor x = (xi)
m
i=1 der relativen Häufigkeiten von Aktionen heißt

”
Strategie“ des Spielers P1. Ist eine Komponente von x gleich Eins und sind alle anderen

gleich Null, so spricht man von einer
”
reinen“ Strategie.

Verwenden die Spieler P1, P2 die jeweiligen Strategien x ∈ R
m, y ∈ R

n , so ist der

”
Erwartungswert“ (durchschnittliche Wert) des

”
Gewinns“ von P1 gegeben durch:

WA :=

m,n∑
i,k=1

aikxiyk = xT · Ay. (2.3.31)
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Lemma 2.7: Es gilt stets

min
i=1,...,m, k=1,...,n

aik ≤WA ≤ max
i=1,...,m, k=1,...,n

aik. (2.3.32)

Beweis: Bei Beachtung von 0 ≤ xi, yk ≤ 1 und ‖x‖1 = ‖y‖1 = 1 folgt

WA =

m,n∑
i,k=1

aikxiyk ≤ max
i=1,...,m,k=1,...,n

|aik|
∑

i=1,...,m

∑
k=1,...,n

xiyk ≤ max
i=1,...,m,k=1,...,n

|aik|.

Die Abschätzung nach unten folgt analog. Q.E.D.

Bei Matrixspielen stellt sich die Frage nach sicherem, maximalem Gewinn für Spieler
P1 und entsprechend sicherem, minimalem Verlust für Spieler P2.

Definition 2.4: Ein Matrixspiel heißt
”
lösbar“, wenn es ein Skalar μA ∈ R und Strate-

gien x̂ ∈ R
m, ŷ ∈ R

n gibt, so dass

xT · Aŷ ≤ μA ≤ x̂T · Ay (2.3.33)

für alle möglichen Strategien x ∈ R
m, y ∈ R

n. Dabei heißen x̂, ŷ
”
optimale Strategien“

für die Spieler P1, P2 und μA der
”
Wert“ des Spiels. Im Fall μA = 0 ist das Spiel

”
fair“,

sonst
”
unfair“ mit Vorteil für Spieler P1 im Fall μA > 0.

Der folgende fundamentale Satz der Spieltheorie geht auf J. v. Neumann (1944) zurück.

Satz 2.8 (Matrixspiele): Jedes Matrixspiel ist lösbar.

Beweis: Mit den Mengen

D1 = {x ∈ R
m| x ≥ 0, 1Tm · x = 1}, D2 = {y ∈ R

n| y ≥ 0, 1Tn · y = 1}

der möglichen Strategien der Spieler P1, P2 setzen wir

g(y) := max
x∈D1

xT · Ay, h(x) := min
y∈D2

xT · Ay.

Die Funktionen g : Rn → R, h(x) : Rm → R sind wohl definiert, da die Mengen D1, D2

kompakt sind. Die Ecken der zulässigen Bereiche D1 und D2 sind gerade die Punkte x ≥
0 und y ≥ 0 der Form x = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ R

m bzw. y = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈
R

n, was anschaulich klar ist. Der Fundamentalsatz des Simplex-Verfahrens (Lemma 1.7)
besagt, dass für festes y das Maximum in g(y) in einer Ecke von D1, d. h. für eine ”

reine“
Strategie, angenommen wird. Also ist

g(y) = max
x∈D1

xT · Ay = max
i=1,...,m

n∑
k=1

aikyk,
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und analog

h(x) = min
y∈D2

xT · Ay = min
k=1,...,n

m∑
i=1

xiaik.

Die Funktionen g und h sind stetig und nehmen daher auf den kompakten Mengen D2

bzw. D1 ihre Extremwerte an. Es gibt also x̂ ∈ D1 und ŷ ∈ D2 , so dass

g(ŷ) = min
y∈D2

g(y) = min
y∈D2

max
x∈D1

xT · Ay =: μ2,

h(x̂) = max
x∈D1

h(x) = max
x∈D1

min
y∈D2

xT · Ay =: μ1.

Wir wollen zeigen, dass μ1 = μ2 ist. Dazu schreiben wir die obigen Gleichungen als lineare
Optimierungsaufgaben:

(P ) x0 ∈ R, x ∈ R
m : x0 → max!, x ≥ 0,

m∑
i=1

xi = 1,

m∑
i=1

xiaik ≥ x0 (k = 1, . . . , n);

(P ∗) y0 ∈ R, y ∈ R
n : y0 → min!, y ≥ 0,

n∑
k=1

yk = 1,
n∑

k=1

aikyk ≤ y0 (i = 1, . . . , m).

Offenbar sind (μ1, x̂) und (μ2, ŷ) Lösungen von (P ∗) bzw. (P ), und jede solche Lösung
hat die Eigenschaften von x̂ bzw. ŷ. Wir schreiben Aufgabe (P ) in kanonischer Form:

(P̃ ) x+0 , x
−
0 ∈ R, x ∈ R

m, u ∈ R
n : −x+0 + x−0 → min!

x+0 ≥ 0, x−0 ≥ 0, x ≥ 0, u ≥ 0,
m∑
i=1

xi = 1,

m∑
i=1

xiaik − x+0 + x−0 − uk = 0 (k = 1, . . . , n).

bzw. in abstrakter Schreibweise:

(P̃ ) x̃ ∈ R
2+m+n : cT · x̃→ min!, Ãx̃ = b, x̃ ≥ 0,

mit
c := (−1, 1, 0, . . . , 0)T ∈ R

2+m+n, b := (1, 0, . . . , 0)T ∈ R
1+n,

und

Ã :=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1m 0n

−1 1
...

... aik −In
−1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ R

(1+n)×(2+m+n).
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Die dazu duale Aufgabe hat die Form

(P̃ ∗) ỹ ∈ R
1+n : bT · ỹ → max!, ÃT ỹ ≤ c,

bzw. in unserem speziellen Fall:

(P̃ ∗) y0 ∈ R, y ∈ R
n : y0 → max!

−
n∑

k=1

yk ≤ −1,
n∑

k=1

yk ≤ 1, −yk ≤ 0 (k = 1, . . . , n)

y0 +

n∑
k=1

aikyk ≤ 0 (i = 1, . . . , m).

Wenn wir in (P̃ ∗) die Variable y0 durch −y0 ersetzen, erhalten wir gerade die ursprüng-
liche Aufgabe (P ∗). Der Alternativsatz für das kanonische Problem (Korollar 1.2) ergibt
also die Gleichheit der Extremwerte von (P̃ ) und (P̃ ∗) bzw. der von (P ) und (P ∗), d. h.:

μ1 = μ2 =: μA.

Durch x̂ ∈ D1 und ŷ ∈ D2 sind dann auch optimale Strategien für die Spieler P1 und
P2 gegeben. Für diese gilt wie verlangt:

max
x∈D1

xT · Aŷ = μA = min
y∈D2

x̂T ·Ay.

Q.E.D.

Jedem Matrixspiel ist aufgrund von Satz 2.8 eindeutig ein Wert μA zugeordnet, an
Hand dessen sich entscheiden lässt, ob das Spiel fair ist, bzw. welcher Spieler benachtei-
ligt ist. Zugehörige optimale Strategien erhält man ebenfalls durch Lösung der zueinander
dualen Programme (P ) und (P ∗). Wir wollen dies anhand der obigen Beispiele demon-
strieren.

Beispiel 2.5 (Knobel-Spiel): Das Knobel-Spiel ist offenbar anti-symmetrisch (d. h.:
A = −AT ) und folglich fair (Übungsaufgabe). Durch x0 = 0, x = (1/3, 1/3, 1/3)T und
y0 = 0, y = (1/3, 1/3, 1/3)T sind zulässige Punkte der Aufgaben (P ) und (P ∗) gegeben.
Wegen der Gleichheit der zugehörigen Zielfunktionalwerte sind dies auch Lösungen. Der
Vektor (1/3, 1/3, 1/3)T ist also optimale Strategie beider Spieler P1 und P2.

Beispiel 2.6 (Skin-Spiel): Das Skin-Spiel mit der obigen Zusatzregel hat die Auszah-
lungsmatrix

A =

⎡
⎢⎢⎣

1 −1 −2
−1 1 1

2 −1 0

⎤
⎥⎥⎦ .

Wir nehmen an, dass der Wert μA > 0 ist, und gehen in (P ) und (P ∗) über zu den neuen
Variablen x̄ := x/x0, ȳ := y/y0 :

(P̄ ) x̄ ∈ R
m : −

m∑
i=1

x̄i → max!, x̄ ≥ 0, AT x̄ ≥ 1n;
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(P̄ ∗) ȳ ∈ R
n : −

n∑
k=1

ȳk → min!, ȳ ≥ 0, Aȳ ≤ 1m.

Bemerkung 2.4: Die Voraussetzung μA > 0 ist keine Einschränkung der Allgemeinheit.
Durch Addition einer hinreichend großen Konstante zu den Elementen der Auszahlungs-
matrix erhält man eine neue Matrix

Ã = A+ cE > 0.

Das zugehörige Matrixspiel hat dann sicher einen Wert μÃ > 0 und ist
”
strategisch

äquivalent“ zum ursprünglichen Spiel, d. h.: Jede optimale Strategie des einen Spiels ist
auch optimale Strategie des anderen.

Nach Einführung von Schlupfvariablen y4, y5, y6 liefert der Simplex-Algorithmus an-
gewendet auf die Aufgabe (P̄ ∗) die folgenden Tableaus:

y1 y2 y3

y4 −1 1 −2 1

y5 1 −1 −1 1

y6 −2 1 0 1

−1 −1 −1 0

y1 y5 y3

y4 0 −1 1 2

y2 1 −1 −1 1

y6 −1 −1 −1 2

−2 1 0 −1

y6 y5 y3

y4 0 −1 1 2

y2 −1 −2 −2 3

y1 −1 −1 −1 2

2 3 2 −5

Lösung ŷ = (2, 3, 0)T ,

Extremwert Q(ŷ) = −5.

Hieraus entnehmen wir den Wert des Spiels als

μA = − 1

min
=

1

5

und die optimale Strategie für Spieler P2 als

ŷ =
1

5
(2, 3, 0)T .

Wegen μA > 0 ist das Skin-Spiel nicht
”
fair“; Spieler P1 ist im Vorteil.

Da die Matrix Ã = [A, e1, e2, e3] ∈ R
3×6 der kanonischen Formulierung von (P̄ ∗) die

Einheitsvektoren des R
3 enthält, lässt sich eine Lösung des dazu dualen Problems

z ∈ R
3 :

3∑
i=1

zi → max!, AT z ≤ −13, zi ≤ 0 (i = 1, 2, 3),
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direkt aus dem Endtableau ablesen (Übungsaufgabe):

z1 = −(0, 3, 2)T .
Durch x̂ = 1

5
(0, 3, 2)T ist also eine optimale Strategie für Spieler P1 gegeben.

Bemerkung 2.5: Als Übung bestimme man den Wert des ursprünglichen Skin-Spiels
ohne die obige Zusatzregel. Ist dieses Spiel wirklich unfair?

Bemerkung 2.6: Die lineare Optimierung kann als Spezialfall der Spieltheorie aufge-
fasst werden, denn die beiden dualen Standardprobleme (I), (I∗) sind in gewissem Sinne
äquivalent zu einem Matrixspiel mit der Auszahlungsmatrix

A =

⎡
⎢⎢⎣

0 A −b
−AT 0 c

bT −cT 0

⎤
⎥⎥⎦ .

2.4 Übungsaufgaben

Aufgabe 2.1: Seien A ∈ R
m×n und b ∈ R

m gegeben. Zur Lösung des Ungleichungssy-
stems

(U) Ax ≤ b

wird die folgende kanonische Optimierungsaufgabe betrachtet

(II) y ∈ R
m, η ∈ R : η → min !, y ≥ 0, η ≥ 0, ATy = 0, η − bT · y = 1.

Man zeige:

a) Problem (II) hat eine Lösung ŷ ∈ R
m, η̂ ∈ R.

b) Ist (U) lösbar so folgt für jede Lösung (ŷ, η̂) von (II) notwendigerweise η̂ = 1.

c) Ist η̂ > 0 und ist ẑ ∈ R
n, ξ̂ ∈ R eine Lösung des zu (II) dualen Problems (II∗), so

wird (U) durch x̂ := ẑ/ξ̂ gelöst.

Aufgabe 2.2: a) Man wende den Gauß-Jordan-Algorithmus auf die folgende 3×3-Matrix
an:

A =

⎛
⎜⎜⎝
1 0 −1
2 2 0

1 2 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Mit Hilfe des Ergebnisses bestimme man alle y ∈ R
3 , für die das Gleichungssystem

Ax = y eine Lösung besitzt, sowie die jeweilige Lösungsmenge.

b) Man implementiere den Gauß-Jordan-Algorithmus für allgemeine m × n-Matrizen in
einer Programmiersprache eigener Wahl und verifiziere damit die gefundene Lösung zu
Teil (a).
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Aufgabe 2.3: Man berechne mit Hilfe des Simplex-Verfahrens eine nicht-negative Lösung
des Gleichungssystems

5x1 + x2 + 6x3 − 5x5 = 2,

7x1 + x2 + 2x3 − x4 − 2x5 = 5.

Aufgabe 2.4: Man löse die lineare Optimierungsaufgabe

Q(x) := x1 + 3x2 + x3 → max !

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 5,

5x1 + 3x2 ≤ 3,

x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 4,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. (Hinweis: Man überführe das System durch Einführung
von

”
Schlupfvarablen“ in Normalform und rate eine Startecke.)

Aufgabe 2.5: Man löse die lineare Optimierungsaufgabe

Q(x) := 4x1 + x2 + x3 → min !

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 3,

2x1 + x2 + 2x3 = 4,

3x1 + 3x2 + x3 = 3,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. Eine Startecke verschaffe man sich durch die Vorlauf-
rechnung (Phase I).

Aufgabe 2.6: Man berechne eine Lösung der dualen Programmierungsaufgabe zu dem
oben betrachteten linearen Programm

Q(x) := x1 + 3x2 + x3 → max !

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 5,

5x1 + 3x2 ≤ 3,

x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 4.

Aufgabe 2.7: Man löse das lineare Programm

Q(x) := 3
4
x1 − 20x2 +

1
2
x3 − 6x4 → max !,

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 4,
1
4
x1 − 8x2 − x3 + 9x4 ≤ 0,

1
2
x1 − 12x2 − 1

3
x3 + 3x4 ≤ 0,

x3 ≤ 1,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens unter Verwendung
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a) der Auswahlregel (R), ergänzt um die Vorschrift, dass kleinste mögliche p 2 I0 zu
wählen;

b) der Auswahlregel (R̃).

In beiden Fällen sei q /2 I0 so bestimmt, dass q = min{k| k < 0, k /2 I0}, und dass q
der kleinste dieser Indizes ist.

c) Man implementiere Phase II des Simplex-Algorithmus für lineare Programme in Nor-
malform für den Fall einer bekannten Startecke x(0) 2 M und eines Ausgangstableaus.
Man verifiziere damit die unter (a) bzw. (b) gefundene Optimallösung.

Aufgabe 2.8: Eine Ölgesellschaft habe die Ölquellen Q
1

, . . . , Qm mit den wöchentli-
chen Förderkapazitäten von q

1

, . . . , qm Barrel und betreibe gleichzeitig die Ranerien
R

1

, . . . , Rn mit einem wöchentlichen Mindestbedarf von r
1

, . . . , nn Barrel. Die Kosten
für die Förderung und den Versand von Qi nach Rj seien kij pro Barrel.

a) Die Gesellschaft will Förderung und Verteilung kostenminimal gestalten:

i) Wie sieht das zu lösende lineare Programm aus?

ii) Man gebe eine Relation zwischen den qi und den bj an, welche die Existenz von
zulässigen Vektoren sichert.

b) Eine Reederei macht der Ölfirma folgendes Angebot: Sie kauft die gesamte Produk-
tion zum Preis von ui pro Barrel an den Quellen Qi auf und liefert den Ranerien
Rj die benötigten Mengen zum Preis von vj pro Barrel. Das Angebot erscheint wegen
vj − ui  kij günstig für die Ölfirma, und sie willigt in das Geschäft ein. Natürlich hat
die Reederei die Preise so kalkuliert, dass ihr Gewinn maximal wird.

i) Welches lineare Programm musste die Reederei lösen?

ii) Macht die Ölfirma bei diesem Geschäft einen Gewinn?

Aufgabe 2.9: Man beweise die folgende Spezialisierung des Satzes aus dem Text über
die Konstruktion einer Lösung des dualen Problems (II⇤): Sei x0 2 Rn eine vom Simplex-
Algorithmus gelieferte Lösung der kanonischen Aufgabe

(II) cT · x ! min!. Ax = b, x ≥ 0,

d. h.: im Simplextableau gilt k ≥ 0 (k /2 I0). Sind unter den Spaltenvektoren der Matrix
A 2 Rm⇥n die m Einheitsvektoren des Rm , also z. B. ai = ei (i = 1, . . . ,m) , so erhält
man direkt aus dem Simplextableau durch

y0i := −i + ci (i = 1, . . . ,m),

eine Lösung y0 2 Rm der zugehörigen dualen Aufgabe

(II⇤) bT · y ! max!, ATy  c.

Hierbei sei k = 0 für k 2 I0 gesetzt.
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Aufgabe 2.10: Man beweise Lemma 2.4 des Textes betreffend den Übergang von A−1
0

nach Ã−1
0 beim Indexwechsel Ĩ0 := (I0 \ {p})∪{q} im revidierten Simplex-Algorithmus:

Die Elemente der Inversen Ã−1
0 = (σ̃ik)i∈Ĩ0,k �∈Ĩ0 haben die Form

i = q : σ̃qk = −σpk
αpq

, k �∈ Ĩ0,

i ∈ Ĩ0 \ {q} : σ̃ik = σik − αiqσpk
αpq

, k �∈ Ĩ0.

(Hinweis: Die Identität aq = −
∑

i∈I0 αiqai könnte hilfreich sein.)

Aufgabe 2.11: a) Man löse das lineare Programm

Q(x) := 2x1 + x2 + 3x3 + x4 + 2x5 → max!,

x1 ≥ 0, i =1, . . . , 5,

x1 + 2x2 + x3 + x5 ≤ 100,

x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 80

x1 + x3 + x4 ≤ 50,

mit Hilfe des revidierten Simplex-Algorithmus.

b) Man implementiere den revidierten Simplex-Algorithmus für lineare Programme in
Normalform für den Fall einer bekannten Startecke x(0) ∈M und eines Ausgangstableaus.
Man verifiziere damit die unter (a) gefundene Optimallösung.

Aufgabe 2.12: Man rekapituliere den Beweis von Satz 2.5 des Textes, dass bei der dis-
kreten Tschebyscheff-Approximation unter der Haarschen Bedingung das Minimum in
mindestens m + 1 Punkten angenommen wird. (Hinweis: Man beachte Lemma 2.6 des
Textes.)

Aufgabe 2.13: Zwei Spieler P1 und P2 spielen
”
Stumme Mora“. Dies ist ein Spiel, bei

dem die Spieler gleichzeitig eine gewisse Anzahl von Fingern einer Hand zeigen (keine
Finger ist auch zulässig). Ist die Summe der gezeigten Fingerzahlen gerade, so gewinnt
Spieler P1, andernfalls P2.

a) Man gebe die Auszahlungsmatrix für Spieler P1 an.

b) Ist das Spiel fair? Man gebe optimale Strategien für Spieler P1 und P2 an.

Aufgabe 2.14: Man analysiere das Matrixspiel, welches durch die Auszahlungsmatrix

A =

⎡
⎢⎢⎣

1 −1 3 0

−1 2 0 −1
3 0 −1 1

⎤
⎥⎥⎦

gegeben ist.
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Aufgabe 2.15: Ein Matrixspiel heißt
”
symmetrisch“, wenn die Aktionenmengen Σ1, Σ2

der Spieler P1, P2 identisch sind, und wenn die Auszahlungsmatrix A schiefsymmetrisch
ist, d. h.: A = −AT . Man zeige, dass ein symmetrisches Spiel fair ist, und dass beide
Spieler dieselbe optimale Startegie verwenden können.

Aufgabe 2.16: Man analysiere das Skin-Spiel ohne Pattregel, d. h.:

P1 \ P2 KA PA P2

KA 1 −1 −2
PA −1 1 1

K2 2 −1 −2

auf Fairness und gebe optimale Strategien für Spieler P1 und P2 an.





3 Ganzzahlige Optimierung

In vielen Anwendungen sind die Variablen einer linearen Optimierungsaufgabe der zusätz-
lichen Nebenbedingung unterworfen, dass sie ganzzahlig sein müssen. Dies ist etwa der
Fall, wenn bei einer Transportaufgabe die Güter (z. B. Autos, Kontainer, etc.) nur in
festen Einheiten auftreten und nicht beliebig teilbar sind. Im Extremfall, etwa bei Ent-
scheidungsprozessen, können auch nur die Variablenwerte 0 und 1 auftreten. Hier und
bei Lösungen mit kleinen Stückzahlen verbietet es sich von selbst, eine ganzzahlige Lösung
einfach durch Rundung einer

”
kontinuierlichen“ erzeugen zu wollen. Die Theorie und Nu-

merik der ganzzahligen Optimierung sind wesentlich komplizierter und aufwendiger als die
der gewöhnlichen. Es existiert eine Vielzahl von speziellen Resultaten und Methoden, die
auf bestimmte Problemklassen zugeschnitten sind. Wir betrachten im Folgenden nur das
Transportproblem als ein Beispiel der ganzzahligen Programmierung ohne Komplikatio-
nen. Für allgemeinere Aufgaben wird der Algorithmus von Gomory1 (1958); beschrieben,
der eine

”
ganzzahlige“ Erweiterung des uns schon bekannten Simplex-Verfahrens darstellt.

3.1 Das klassische Transportproblem

Gegeben sei eine Händlerorganisation mit m Warenlagern und n Verbrauchsorten. Ge-
fragt ist nach einem kostenminimalen Verteilungsmodus. Wir verwenden die folgenden
Bezeichnungen:

– Lager: Fi, Bestand Einheiten/Monat ai (i = 1, . . . , m);

– Orte: Gi, Bedarf Einheiten/Monat bj (j = 1, . . . , n);

– Transportierte Menge Fi → Gj : xij Einheiten (ganzzahlig!);

– Transportkosten pro Einheit Fi → Gj : cij EURO.

Bedingung der Bedarfsdeckung:

m∑
i=1

ai =

n∑
j=1

bj . (3.1.1)

1Ralph E. Gomory (1929–): US-amerikanischer Informatiker und angewandter Mathematiker; arbeite-
te zunächst an der Universität Princeton und ab 1959 in leitender Position bei IBM, ab 1989 Präsident der
Alfred P. Sloan Foundation; Beiträge zur linearen Optimierung, Netzwerktheorie und nichtlineare Diffe-
rentialgleichungen; hauptsächlich bekannt durch die nach ihm benannte Methode des

”
Gomory-Schnitts“

in der ganzzahligen Optimierung: “Outline of an algorithm for integer solutions to linear programs”,
Bulletin of the American Mathematical Society 64, 275–278 (1958).

59
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Formulierung als lineare Programmierungsaufgabe:

x = (xij)
m,n
i,j=1 :

m,n∑
i,j=1

cij → min!

xij ≥ 0 ganzzahlig (i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n),
n∑

j=1

xij = ai (i = 1, . . . , m),

m∑
i=1

xij = bj (j = 1, . . . , n).

(3.1.2)

Ausgeschrieben lauten die Nebenbedingungen wie folgt:⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11 + . . .+ x1n

x21 + . . .+ x2n
. . .

xm1 + . . .+ xmn

x11 + x21 + . . . xm1

x12 + x22 + . . . xm2

. . .
. . .

. . .

x1n + x2n + . . . xmn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1

a2
...

am

b1

b2
...

bn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Dieses Problem hat offensichtlich einen beschränkten (und damit kompakten) zulässigen
Bereich und ist folglich

”
kontinuierlich“ lösbar. Wir wollen zeigen, dass die Lösung auch

ganzzahlig ist, wenn es die ai und bj sind. Wegen der Verträglichkeitsbedingung (3.1.1)
sind höchstens m+n− 1 der Nebenbedingungen linear unabhängig. Eine einfache Rang-
betrachtung zeigt, dass es genau m + n − 1 linear unabhängige Spaltenvektoren in der
zugehörigen Koeffizientenmatrix gibt. Folglich kann irgendeine der m + n Gleichungen
als redundant weggelassen werden; im Folgenden wird es o.B.d.A. die letzte sein. Das ver-
bleibende System hat dann den Höchstrang m+n− 1 und die Programmierungsaufgabe
hat (ai ≥ 0, bj ≥ 0) kanonische Form.

Lemma 3.1: Jede Basis von Spaltenvektoren des um die letzte Zeile reduzierten Systems
hat nach geeigneter Umordnung von Spalten und Zeilen Dreiecksgestalt.

Beweis: Offenbar muss bei einer Basis [ak1 , . . . , akm+n−1
] von Spaltenvektoren in jeder

Zeile mindestens eine 1 stehen. Andererseits muss es unter den ersten m oder unter den
letzten n−1 Zeilen mindestens eine geben, in der genau eine 1 steht. Andernfalls müsste
die Anzahl der Spalten k ≥ 2m bzw. k ≥ 2(n−1) und somit 2k ≥ 2m+2(n−1)+1 sein,
da eine der Spalten mit von Null verschiedenem Eintrag in der gestrichenen letzten Zeile
auftreten muss. Dies steht aber im Widerspruch zum Rang m+n−1 . Wir streichen diese
eine Zeile sowie die zugehörige Spalte aus dem System; das reduzierte System hat dann
den Rang m+ n− 2. Sukzessive Anwendung des obigen Arguments auf die entstehenden
reduzierten Systeme ergibt schließlich die Behauptung. Q.E.D.
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Satz 3.1: Sind beim Transportproblem die ai (i = 1, . . . , m) und bj (j = 1, . . . , n)
ganzzahlig, so ist auch jede vom Simplex-Verfahren gelieferte Basislösung ganzzahlig.

Beweis: Jede Basislösung ist gegeben durch ein lineares (m + n − 1) × (m + n − 1)-
Gleichungssystem mit der aus den zugehörigen Spaltenvektoren der Ausgangsmatrix ge-
bildeten Koeffizientenmatrix und dem Vektor (a1, . . . , am, b1, . . . , bn−1)

T als rechte Sei-
te. Nach Lemma 3.1 hat dieses System Dreicksgestalt und kann folglich sukzessive auf-
gelöst werden. Dabei treten aber stets nur Divisionen durch 1 auf, so dass die Lösung
zwangsläufig ganzzahlig ist. Q.E.D.

3.2 Das duale Simplex-Verfahren

Als Vorbereitung für das Verfahren von Gomory zur Lösung ganzzahliger Programmie-
rungsaufgaben beschreiben wir im Folgenden eine Variante des

”
primalen“ Simplex-Verfah-

rens, den sog.
”
dualen“ Simplex-Algorithmus. Ausgangspunkt ist die folgende duale Stan-

dardaufgabe:

(I∗) cT · x→ min!, Ax ≥ b, x ≥ 0.

Es sei c ≥ 0, aber für b werden keine Vorzeichenbedingungen gestellt. üblicherweise
würde man zur Lösung dieser Aufgabe zunächst zu ihrer dualen übergehen:

(I) bT · y → max!, ATy ≤ c, y ≥ 0,

und diese dann nach Einführung von Schlupfvariablen v ≥ 0 mit dem üblichen Simplex-
Verfahren behandeln. Aus dem optimalen Tableau ließe sich am Schluss eine Lösung von
(I∗) nach der in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen Methode gewinnen. Alternativ lässt sich
Problem (I∗) aber auch in der folgenden Form schreiben:

(Ĩ∗) cT · x→ min!, −Ax ≤ −b, x ≥ 0,

die nach Einführung von Schlupfvariablen u ≥ 0 übergeht in

(Ĩ∗) cT · x→ min!, −Ax+ Iu = −b, x ≥ 0, u ≥ 0.

Das Problem bei der Lösung dieser Aufgabe mit dem Simplex-Verfahren besteht darin,
dass im Falle −b �≥ 0 durch (x0, u0)T = (0,−b)T nicht automatisch eine zulässige Star-
tecke gegeben ist. An dieser Stelle setzt der

”
duale“ Simplex-Algorithmus an; er erzeugt

im Gegensatz zum
”
primalen“ Simplex-Algorithmus eine endliche Folge von Punkten, die

zwar für (I∗) nicht zulässig sind, für deren Zielfunktionalwert aber stets

cT · x0 ≤ cT · x, x ∈M∗,

gilt. Nach endlich vielen Austauschschritten wird dann ein zulässiger Eckpunkt x̂ ∈ M∗

erreicht, der zwangsläufig optimal für (I∗) ist.
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Ausgangspunkt: Wir betrachten das kanonische Programmierungsproblem

(Ĩ) cT · x→ min!, Ax = b, x ≥ 0,

mit c ≥ 0 (aber nicht notwendig b ≥ 0). Sei I0 ⊂ {1, . . . , n} und A0 = [ai, i ∈ I0]
regulär. Der durch x0 = A−1

0 b und x0i := 0, i �∈ I0 bestimmte Vektor des R
n löst zwar

die Gleichung Ax0 = b, doch ist er i. Allg. wegen x0 �≥ 0 nicht zulässig. Analog zur
Herleitung des normalen Simplex-Verfahrens erhalten wir die Gleichungen

xi =
∑
k �∈I0

αikxk + x0i (i ∈ I0),

z =
∑
k �∈I0

γkxk + cT · x0, γk =
∑
i∈I0

αikci + ck, k �∈ I0,

die notwendig (und hinreichend) von jedem x ∈ R
n mit Ax = b erfüllt werden. Das

zugehörige Simplex-Tableau ist:

xk (k �∈ I0)
xi αik x0i

(i ∈ I0) (i ∈ I0, k �∈ I0) (i ∈ I0)
z γk (k �∈ I0) cT · x0

Im Normalfall x0i ≥ 0 ist x0 zulässige Ecke und für γk ≥ 0 notwendig optimal. Wir
nehmen jetzt an, dass am Anfang γk ≥ 0 ist (aber nicht notwendig x0i ≥ 0), d. h.:

z = cT · x ≥ cT · x0, x ∈M∗.

Der
”
duale “ Simplex-Algorithmus sucht nun durch Basiswechsel die negativen Kompo-

neneten von x0 zu beseitigen, ohne die Eigenschaft γk ≥ 0 zu verlieren.

Der Algorithmus:

1. Gilt x0i ≥ 0 (i ∈ I0), so ist x0 zulässig und wegen

cT · x =
∑
k �∈I0

γkxk + cT · x0 ≥ cT · x0, x ∈M∗,

auch optimal.

2. Gibt es ein p ∈ I0 mit x0p < 0, so sind zwei Fälle zu unterscheiden:

a) Im Falle αpk ≤ 0 (k �∈ I0) folgt für x ∈M der Widerspruch

0 ≤ xp =
∑
k �∈I0

αpkxk + x0p < 0,

d. h.: M = ∅ und die Aufgabe ist folglich nicht lösbar.
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b) Gibt es Indizes q �∈ I0 mit αpq > 0, so wird die Variable xp gegen eine noch
auszuwählende der xq ausgetauscht. Man erhält so wieder eine Basis. Das Auswahl-
kriterion ist:

(R∗) q ∈ I0 : γq
αpq

= min
αpk>0

γk
αpk

≥ 0.

Der Austauschschritt, d. h. der Übergang von der Indexmenge I0 zur Indexmenge
Ĩ0 = (I0 \ {p}) ∪ {q} mit entsprechendem Basiswechsel, verläuft wie folgt:

- Pivotelement: αpq → α̃qp =
1

αpq
;

- Pivotspalte:
αiq → α̃ip =

αiq

αpq
(i ∈ I0, i �= p),

γq → γ̃p =
γq
αpq

;

- Pivotzeile:
αpk → α̃qk = −αpk

αpq

(k �∈ I0, k �= q),

x0p → x̃0p = −
x0p
αpq

;

- Sonstige:
αik → α̃ik = αik − αiqαpk

αpq

(i ∈ I0, i �= p, k �∈ I0, k �= q),

γk → γ̃k = γk − γqαpk

αpq
(k �∈ I0),

x0i → x̃0i = x0i −
αiqx

0
p

αpq
(i ∈ I0),

cT · x0 → cT · x̃0 = cT · x0 − γqx
0
p

αpq
.

Satz 3.2: Ist zu Beginn γk ≥ 0 (k �∈ I0), so liefert der
”
duale“ Simplex-Algorithmus mit

der Auswahlregel (R∗) in endlich vielen Austauschschritten eine Lösung der Programmie-
rungsaufgabe (Ĩ) oder erweist ihre Unlösbarkeit, wenn keine Zyklen auftreten.

Beweis: Im Falle γk ≥ 0 (k �∈ I0) ist nach dem Austauschschritt:

γ̃p =
γq
αpq

≥ 0, x̃0q = −
x0p
αpq

> 0,

und

a) αpk ≤ 0 : γ̃k = γk +
γq
αpq

(−αpk) ≥ γk ≥ 0,

b) αpk > 0 : γ̃k = αpk

( γk
αpk

− γq
αpq

)
≥ 0,
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sowie

cT · x̃0 = cT · x0 + γq
αpq

(−x0p)
{
> cT · x0 (γq > 0)

= cT · x0 (γq = 0)
.

Jeder Austauschschritt bewirkt also eine Vergrößerung (bzw. Nicht-Verkleinerung) des
Zielfunktionalwerts unter Beibehaltung der Eigenschaft γk ≥ 0 (k ∈ I0). Wenn Zyklen
ausgeschlossen sind, d. h. wenn jede Basis höchstens einmal auftritt, muss also in end-
lich vielen Schritten ein Tableau erreicht werden, das zu einer Basis gehört, für die der
zugehörige Punkt x0 ∈M ist, wenn ein solcher überhaupt existiert. Wegen

cT · x ≥ cT · x0, x ∈M,

ist dieser Punkt dann notwendig Lösung der Aufgabe (Ĩ). Q.E.D.

Zum sicheren Ausschluss von Zyklen kann die Auswahlregel (R∗) geeignet verfeinert
werden zu (R̃∗) (analog zum normalen Simplex-Algorithmus).

3.3 Das Schnittverfahren von Gomory

Wir betrachten nun das übliche kanonische Problem

(II) cT · x→ min!, Ax = b, x ≥ 0,

mit b ≥ 0 und der Zusatzbedingung x ∈ Z
n. Man löse zunächst Aufgabe (II) ohne

Berücksichtigung der Bedingung x ∈ Z
n mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. I. Allg. wird

die gefundene Lösung x̂ nicht ganzzahlig sein. Der zulässige Bereich M wird durch eine
zusätzliche Bedingung (einen

”
Schnitt“) so eingeschränkt, dass x̂ nicht mehr enthalten ist,

aber alle vorher zulässigen ganzzahligen Punkte zulässig bleiben. Geometrisch bedeutet
das, dass eine Hyperebene bestimmt wird, welche die nichtganzzahlige, optimale Ecke x̂
von den übrigen zulässigen, ganzzahligen Punkten trennt (s. Abb. 3.3).

x1

x2

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4
+× x̂C

Schnitt

Abbildung 3.1: Schema der Gomoryschen Schnitt-Methode
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Das Problem wird dann mit der neuen Menge M wieder mit dem Simplex-Verfahren
gelöst, u.s.w.. Durch die Schnitte wird die zulässige Menge nach und nach auf die konvexe
Hülle ihrer ganzzahlichen Punkte reduziert. Man kann zeigen, dass es möglich ist, so in
endlich vielen Schritten ein ganzzahliges Minimum (bezogen auf alle ganzzahligen Punkte)
zu finden, wenn ein solches überhaupt existiert.

Die Anwendung des normalen Simplex-Algorithmus auf Problem (II) (Phase I + II)
führe auf das Endtableau

xk

xi αik x0i

γk cT · x0

mit γk ≥ 0 (k �∈ I0) und x0i ≥ 0 (i ∈ I0). Dieses beinhaltet die zur Ausgangsgleichung
Ax = b äquivalenten Gleichungen

xi =
∑
k �∈I0

αikxk + x0i (i ∈ I0), (3.3.3)

und die Beziehung

cT · x =
∑
k �∈I0

γkxk + cT · x0, x ∈ M. (3.3.4)

Im Falle x0i ∈ Z (i ∈ I0) ist x0 ganzzahlige Lösung und folglich auch Lösung der
ganzzahligen Programmierungsaufgabe.

Für Zahlen a ∈ R wird die Zerlegung a = [a] + {a} in ihren
”
ganzzahligen“ Anteil

[a] ∈ Z und ihren
”
gebrochenen“ Anteil {a} ∈ [0, 1) eingeführt. Sei nun x0p �∈ Z für ein

p ∈ I0. Für alle Punkte x ∈M ∩ Z
n gilt gemäß (3.3.3):

xp +
∑
k �∈I0

[−αpk]xk − [x0p] = −
∑
k �∈I0

{−αpk}xk + {x0p}. (3.3.5)

Die linke Seite ist offenbar ganzzahlig und damit auch die rechte Seite. Ferner gilt

0 ≤ {−αpk}, {x0p} < 1, −
∑
k �∈I0

{−αpk}xk ≤ 0.

Dies impliziert notwendig, dass

−
∑
k �∈I0

{−αpk}xk + {x0p} < 1

und folglich, wegen der Ganzzahligkeit des Terms,

−
∑
k �∈I0

{−αpk}xk + {x0p} ≤ 0.
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Für Punkte x ∈M ∩ Z
n muss also gelten:

(S) −
∑
k �∈I0

{−αpk}xk + {x0p} ≤ 0. (3.3.6)

Für den optimalen Punkt x0 mit x0p �∈ Z gilt dagegen wegen x0i = 0, i �∈ I0 :

−
∑
k �∈I0

{−αpk}xk + {x0p} = {x0p} > 0. (3.3.7)

Die Zusatzbedingung (S)
”
trennt“ also den Punkt x0 von allen zulässigen, ganzzahligen

Punkten. Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 3.2: Jeder Punkt x ∈ M ∩ Z
n erfüllt die Schnittbedingung (S), während der

optimale, aber nichtganzzahlige Punkt x0 ∈M sie nicht erfüllt.

Die Schnittbedingung (S) wird nun durch Einführung einer Schlupfvariablen s1 ≥ 0
in eine Gleichungsnebenbedingung umgeformt,

s1 −
∑
k �∈I0

{−αpk}xk = −{x0p}, (3.3.8)

und diese dem obigen Endtableau hinzugefügt. Die neue Variable s1 wird also
”
Basisva-

riable“, allerdings mit dem nicht zulässigen Wert s1 = −{x0p} < 0 . Das so gewonnene
Tableau ist kein zulässiges Ausgangstableau für die normale Simplex-Methode, wohl aber
für ihr duales Gegenstück (Man beachte, dass γk ≥ 0, k �∈ I0.). Dies ist die eigentliche
Motivation für die Einführung der dualen Simplex-Methode.

Ausgehend vom erweiterten Tableau

xk

xi αik x0i

s1 {−αpk} −{x0p}
γk −cT · x0

werden nach den Regeln der dualen Simplex-Methode Basiswechsel vorgenommen, bis
alle Einträge in der letzten Spalte wieder nicht negativ sind. Dabei bleibt γk ≥ 0, und
der Zielfunktionalwerte wird nicht verkleinert. Man erhält also ein

”
optimales“ Tableau

für die durch einen Gomory-Schnitt modifizierte (nicht ganzzahlige) Aufgabe (II). Die
ausführliche Konvergenzanalyse dieses Algorithmus kann hier nicht gegeben werden, doch
soll die Vorgehensweise an einem Beispiel illustriert werden. Bei der Wahl des Index
p ∈ I0 für den Schnitt wird im Folgenden nach der Regel vorgegangen, den mit größtem
gebrochenen Anteil {x0p} zu nehmen.
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Beispiel 3.1: Wir betrachten die folgende ganzzahlige Programmierungsaufgabe:

(Ĩ) x ∈ Z
2
+ : 3x1 + x2 → max!

x1 + 2x2 ≤ 8,

3x1 − 4x2 ≤ 12.

Nach Einführung von Schlupfvariablen x3, x4 geht diese Aufgabe über in die kanonische
Form:

(ĨI) x ∈ Z
4
+ : −3x1 − x2 → min!

x1 + 2x2 + x3 = 8,

3x1 − 4x2 + x4 = 12.

i) Normales Simplex-Verfahren: Anwendung des normalen Simplex-Algorithmus mit Aus-
wahlregel (R) ergibt die folgenden Tableaus:

x1 x2 γq/αiq

x3 −1 −2 8 −8
x4 −3 4 12 −4

−3 −1 0

→

x4 x2

x3 1/3 −10/3 4

x1 −1/3 4/3 4

1 −5 −12

→

x4 x3

x2 1/10 −3/10 6/5

x1 −1/5 −2/5 28/5

1/2 3/2 −18
Wir entnehmen die

”
kontinuierliche“ Lösung (x1, x2)

T = (28/5, 6/5)T mit dem zugehöri-
gen Zielfunktionalwert z = 18 .

a) Rundung der
”
kontinuierlichen“ Lösung auf Ganzzahligkeit ergibt:

(x̃1, x̃2)
T = (6, 1)T , z = 19 (nicht zulässig);

b) Abschneiden der
”
kontinuierlichen“ Lösung auf Ganzzahligkeit ergibt:

(x̄1, x̄2)
T = (5, 1)T , z = 16 (zulässig);

ii) Die Gomorysche Schnitt-Methode führt auf den ersten Schnitt:

s1 − 1

5
x4 − 2

5
x3 = −3

5

x4 x3

x2 1/10 −3/10 6/5

x1 −1/5 −2/5 28/5

s1 1/5 2/5 −3/5
1/2 3/2 −18

γk/αik 5/2 15/4

→

s1 x3

x2 1/2 −1/2 3/2

x1 −1 0 5

x4 5 −2 3

5/2 1/2 −33/2
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Als zweiter Schnitt ergibt sich (p = 2):

s2 +
1

2
s1 − 1

2
x3 = −1

2

s1 x3

x2 1/2 −1/2 3/2

x1 −1 0 5

x4 5 −2 3

s2 1/2 1/2 −1/2
5/2 1/2 −33/2

γk/αik 5 1

→

s1 s2

x2 ∗ −1 1

x1 ∗ 0 5

x4 ∗ −4 1

x3 −1 2 1

2 1 −16

Die gewonnene ganzzahlige Lösung ist (x1, x2)
T = (5, 1)T mit dem Wert z = 16 .

3.4 Übungsaufgaben

Aufgabe 3.1: Für die Programmierungsaufgabe

cT · x→ min!, Ax = b, x ≥ 0,

sei ein Simplextableau zur Basis B = {ai, i ∈ I0} gegeben. Die Einträge x0i (i ∈ I0) der
letzten Spalte und die γk (k �= I0) in der letzten Zeile brauchen dabei nicht notwendig
nicht-negativ zu sein.

Man zeige, dass für jedes Pivotelement αpq �= 0, p ∈ I0, q �= I0 , automatisch B̃ =
{ai, i ∈ Ĩ0 = (I0 \ {p}) ∪ {q}} wieder eine Basis ist. Der Austauschschritt des primalen
(für αpq < 0) bzw. des dualen (für αpq > 0) Simplex-Algorithmus führt dann auf ein
Tableau zu dieser neuen Basis B̃.

Aufgabe 3.2: Man löse die Programmierungsaufgabe

5x1 + 6x2 → min!

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,

2x1 + x2 ≥ 6,

2x1 + 4x2 ≥ 12,

mit Hilfe des dualen Simplex-Algorithmus.

Aufgabe 3.3: Das klassische Transportproblem aus dem Text beinhaltet die Gleichungs-
nebenbedingung

Ax = (a, b)T ,
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für dem Zustandsvektor xm,n
i,j=1 = (x11, . . . , xm1, . . . , x1n, . . . , xmn)

T der transportierten
Mengen mit den Vektoren a = (ai)

m
i=1, b = (bj)

n
j=1 und der folgenden MatrixA ∈ R

m×n:

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11 . . . x1n

x21 . . . x2n
. . .

xm1 . . . xmn

x11 + x21 + . . . xm1

x12 + x22 + . . . xm2

. . .
. . .

. . .

x1n + x2n + . . . xmn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Man verifiziere, dass diese Matrix den Rang(A) = m+ n− 1 hat.

Aufgabe 3.4: Man löse die ganzzahlige Programmierungsaufgabe

x ∈ Z
2
+ : 3x1 − x2 → max!

3x1 − 2x2 ≤ 3,

−5x1 − 4x2 ≤ −10,
2x1 + x2 ≤ 5,

mit Hilfe der Gomoryschen Schnitt-Methode und vergleiche das Ergebnis mit dem durch
Abschneiden der

”
kontinuierlichen“ Lösung gewonnenen.





4 Innere-Punkte-Methoden

Innere-Punkte-Verfahren sind neben dem klassischen Simplex-Verfahren eine zweite Klas-
se von Lösungsmethoden für lineare Optimierungsaufgaben. Sie sind aber auch für all-
gemeiner Problemtypen wie z. B.

”
quadratische“ Optimierungsaufgaben anwendbar. Im

Gegensatz zur Simplex-Methode, die zur Klasse der sog.
”
Active-Set“-Methoden gehört,

und systematisch (in endlich vielen Schritten) Eckpunkte entlang des Randes des zulässi-
gen Bereichs durchlaufen, gehen Innere-Punkte-Methoden, wie der Name andeutet, durch
das Innere des zulässigen Bereichs und konvergieren in der Regel (in unendlich vielen
Schritten) gegen einen Optimalpunkt am Rande. Die Innere-Punkte-Methoden gestatten
im Gegensatz zum Simplex-Verfahren den theoretischen Nachweis, dass sie im Prinzip
von polynomialer Komplexität sind. Ihre Durchführung ist aber von wesentlich höherer
Komplexität als das Simplex-Verfahren und erfordert mehr Erfahrung bei der Wahl von
Verfahrensparametern. Sie sind besonders geeignet für sehr große,

”
dünn besetzte“ Auf-

gaben. Zur Lösung von
”
ganzzahligen“ Aufgaben und in Verbindung mit

”
Schnittebenen-

Verfahren“ in der konvexen Optimierung (sog.
”
Branch and Bound“-Verfahren), die in

einem späteren Kapitel betrachtet werden, sind sie weniger geeignet.

Bemerkung 4.1 (Exponentielle Komplexität der Simplex-Methode): Für einen
Parameter δ ∈ (0, 0.5) und beliebiges n ∈ N mit n ≥ 2 betrachten wir folgendes
Beispiel eines Linearen Programms (nach Victor Klee&George J. Minty 1972):

x ∈ R
n : − xn → min!

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

0 ≤ x1 ≤ 1,

δxi−1 ≤ xi ≤ (1− δ)xi−1, i = 2, . . . , n.

(4.0.1)

Der zulässige Bereich der Aufgabe (4.0.1) ist ein konvexes Polyeder in R
n in Form eines

deformierten Würfels. Man sieht direkt ein, dass der Ursprung x = 0 eine zulässige Ba-
sislösung ist. Startet man das Simplex-Verfahren damit und wählt man die Pivotspalte
wie üblich danach aus, dass der Zielfunktionskoeffizient γk minimal ist, dann durchläuft
das Simplex-Verfahren alle Ecken des Würfels, d. h.: Es werden 2n−1 Iterationen aus-
geführt. Mit n wächst somit die Anzahl der Iterationen exponentiell. Man kann nun
einwenden, dass bei anderer (geeigneter) Pivotwahl bereits nach weniger Iterationen die
Optimallösung erreicht wird. Bisher konnte aber stets gezeigt werden, dass für jede vor-
gegebene Pivotwahl ein Beispiel existiert, so dass die Anzahl der Iterationen exponentiell
mit der Problemgröße ansteigt. Das Simplex-Verfahren hat also generisch exponentielle
arithmetische Komplexität.

Bemerkung 4.2 (Verfahren mit polynomialer Komplexität): Leonid Khachiyans
Ellipsoid-Algorithmus aus dem Jahre 1979 war das erste polynomiale Verfahren zur Lösung
von LP-Problemen. Zur Lösung benötigt es höchstens O(n2L) Iterationen. Leider ist diese
Methode in der Praxis viel langsamer als das Simplex-Verfahren, sogar bei kleinen Pro-
blemen. Im Jahr 1984 publizierte Narendra Krishna Karmarkar einen Algorithmus zur

71
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Lösung von LP-Problemen mit einer Komplexitätsschranke von O(nL) Iterationen. Ne-
ben seiner guten Komplexität ist dieses Verfahren in der Lage, auch praktische Probleme
effizient zu lösen. Dennoch hat sich dieses Verfahren in der Praxis nicht durchgesetzt, ver-
mutlich deshalb, weil es eine Vorabtransformation benötigt, bevor es angewandt werden
kann. Die beste bisher erreichte Komplexitätsschranke zur Lösung von LP-Problemen liegt
bei O(

√
nL) . Auch wenn sich Verfahren mit günstiger Komplexitätsschranke in der Pra-

xis nicht immer als wirklich effizient erwiesen haben, so haben die Forschungsaktivitäten
auf diesem Gebiet dazu geführt, dass in den letzten Jahren sehr effiziente Verfahren zur
Lösung von LP-Problemen entstanden sind. Diese stellen insbesondere für große Aufga-
ben eine gute Alternative zum Simplex-Verfahren dar. Hierzu gehören die im Folgenden
vorgestellten

”
(Primal-Dualen)-Innere-Punkte-Verfahren“.

4.1 Idee der (primal-dualen) Innere-Punkte-Methoden

Wir betrachten wieder lineare Programme in der Normalform und die zugehörigen dualen
Probleme (mit Schlupfvariabeln):

(II) x ∈ R
n : cT · x→ min! (II∗) y ∈ R

m : bT · y → max!

x ≥ 0, Ax = b, ATy + z = c, z ≥ 0,

mit gegebenen Matrizen A ∈ R
m×n und Vektoren c ∈ R

n, b ∈ R
m. Es wird wieder

angenommen, dass n > m und Rang(A) = m .

Innere-Punkte-Verfahren erzeugen Folgen von Punkten (xk, yk, zk), k ∈ N , xk, zk ≥ 0 ,
welche gegen Lösungen der Aufgaben (II) und (II∗) konvergieren. Ein solches Verfahren
heißt

”
zulässig“, wenn alle Iterierten zulässige innere Punkte von D sind, d. h.:

Axk = b, xk > 0, ATyk + zk = c, zk > 0; (4.1.2)

andernfalls heißt das Verfahren
”
unzulässig“. Dies setzt voraus, dass die folgenden Be-

dingungen erfüllt sind:

M0 = {x ∈ R
n | x > 0, Ax = b} �= ∅,

M∗
0 = {(y, z) ∈ R

m × R
n |ATy + z = c, z > 0} �= ∅,

Ω0 := {(x, y, z) ∈ R
n × R

m × R
n |Ax = b, ATy + z = c, x, z > 0} �= ∅.

(4.1.3)

Unter diesen Bedigungen besitzen insbesondere die primalen und dualen Probleme (II)
und (II∗) Lösungen x̂ ∈M bzw. (ŷ, ẑ) ∈M∗. Diese Bedingungen sind wesentlich für die
im Folgenden betrachteten Innere-Punkte-Methoden. Sie sind aber nicht immer erfüllt,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.1: Der zulässige Bereich M des folgenden linearen Programms

x ∈ R
3 : 2x1 + x2 → min!

x1, x2 ≥ 0, x1 + x2 + x3 = 5, x1 + x3 = 5,

ist nicht leer: es existiert also eine Optimallösung. Andererseits muss für jeden zulässigen
Punkt x2 = 0 sein, so dass M0 = {x ∈ R

n | x > 0, Ax = b} = ∅ .
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Das primal-duale System

Gemäß der Ergebnisse der Dualitätstheorie aus Kapitel 1 gelten für je zwei zulässige
Punkte x ∈M und (y, z) ∈M∗ von (II) bzw. (II∗) die Beziehungen

0 ≤ xT · z = xT · (c−AT y) = cT · x− (Ax)T · y = cT · x− bT · y, (4.1.4)

bzw.

bT · y ≤ cT · x, x ∈M, (y, z) ∈M∗. (4.1.5)

Optimallösungen x̂ ∈ M und (ŷ, ẑ) ∈ M∗ sind dadurch charakterisiert, dass in (4.1.5)
Gleichheit gilt: bT · ŷ = cT · x̂ . Dies wiederum ist offenbar äquivalent zu (wegen x̂, ẑ ≥ 0 )

x̂T · ẑ = 0 bzw. x̂iẑi = 0, i = 1, . . . , n. (4.1.6)

Dies impliziert, dass die Optimallösung (x̂, ŷ, ẑ) ∈ M×M∗ von (II) und (II∗) als Lösung
des folgenden (nichtlinearen) Gleichungssystems gegeben ist:

Ψ0(x, y, z) :=

⎡
⎢⎢⎣

Ax− b

ATy + z − c

XZe

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0

0

0

⎤
⎥⎥⎦ , x, z ≥ 0, (4.1.7)

mit den (n × n)-Diagonalmatrizen X := diag(xi), Z := diag(zi) und dem n-Vektor
e := (1, . . . , 1)T . Die Jacobi1-Matrix DΨ0(x, y, z, ) der Abbildung Ψ0(·, ·, ·) :M0×M∗

0 →
R

m × R
n × R

n hat die Gestalt

DΨ0(x, y, z) =

⎡
⎢⎢⎣
A 0 0

0 AT I

Z 0 X

⎤
⎥⎥⎦ .

Lemma 4.1: Unter den Voraussetzungen Rang(A) = m und (x, z)T > 0 ist die Jacobi-
Matrix DΨ0(x, y, z) regulär.

Beweis: Wegen (x, z)T > 0 sind die Diagonalmatrizen X und Z positiv definit. Ange-
nommen, es gäbe einen Vektor (u, v, w)T �= 0 mit DΨ0(x, y, z)(u, v, w) = 0 . Damit gilt
dann

Au = 0, AT v + w = 0, Zu+Xw = 0,

und folglich uT · w = −uT · ATv = −(Au)T · v = 0. Weiter folgt dann u = −Z−1Xw
und damit 0 = uT · w = −wT · XZ−1w . Wegen der Positivdefinitheit von XZ−1 ist

1Carl Gustav Jakob Jacobi (1804–1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind hochbegabt; wirkte
in Königsberg und Berlin; Beiträge zu vielen Bereichen der Mathematik: zur Zahlentheorie, zu elliptischer
Funktionen, zu partiellen Differentialgleichungen, zu Funktionaldeterminanten und zur theoretischen Me-
chanik.



74 Innere-Punkte-Methoden

also w = 0. Damit ist auch u = 0 . Schließlich ergibt dann 0 = ATv + w = ATv wegen
Rang(A) = m auch v = 0, im Widerspruch zur Annahme. Q.E.D.

Es liegt also nahe, das System (4.1.7) ausgehend von einem Startvektor (x0, y0, z0)T ∈
R

n+m+n mit (x0, z0) > 0 mit Hilfe des Newton-Verfahrens zu lösen. Dabei besteht aber
eine Schwierigkeit in der Tatsache, dass die gesuchte Lösung am Rand der Menge Ω =M×
M∗ liegt. Denn die Gleichung xT · z = 0 impliziert, dass für jeden Index i ∈ {1, . . . , n}
eine der beiden Komponenten xi oder zi gleich Null ist. Am Rand von Ω geht aber die
Regularität der Jacobi-Matrix DΨ0(x, y, z) verloren, so dass das Newton-Verfahren bei
Annäherung an solche Punkte zunehmend problematisch wird. Um das

”
Innere“ Ω0 nicht

zu verlassen, muss die Schrittweite im Newton-Verfahren geeignet beschränkt werden. Zur
Umgehung dieses Problems wird das Newton-Verfahren auf die folgende

”
regularisierte“

Funktion angewendet:

Ψμ(x, y, z) :=

⎡
⎢⎢⎣

Ax− b

ATy + z − c

XZe− μe

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0

0

0

⎤
⎥⎥⎦ , (4.1.8)

mit einem Parameter μ > 0 . In diesem Fall ist wegen Xz = μe > 0 gemäß Lemma 4.1
die zugehörige Jacobi-Matrix ebenfalls regulär:

DΨμ(x, y, z) =

⎡
⎢⎢⎣
A 0 0

0 AT I

Z 0 X

⎤
⎥⎥⎦

Definition 4.1: Wenn das regularisierte primal-duale System (4.1.8) für jeden Parame-
terwert μ > 0 eine eindeutige Lösung (xμ, yμ, zμ)

T ∈M0×M∗
0 besitzt, wird die Abbildung

μ→ (xμ, yμ, zμ)
T als der

”
zentrale Pfad“ der Optimierungsaufgabe (4.1.7) bezeichnet. Die

zugehörige Größe

nμ = xμ · zμ = cT · xμ − bT · yμ

wird als
”
Dualitätslücke“ bezeichnet und dient als Maß für die Güte der Approximation

des Optimalpunkts.
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×
(x̂, ŷ, ẑ)

×
(x̂μ, ŷμ, ẑμ)

Abbildung 4.1: Der zentrale Pfad zur Approximation einer Optimallösung am Rande

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass unter den obigen Bedingungen der
”
zentra-

le Pfad“ (xμ, yμ, zμ)
T ∈ M0 × M∗

0 existiert und gegen eine Lösung des primal-dualen
Systems (4.1.7) konvergiert: (xμ, yμ, zμ)

T → (x̂, ŷ, ẑ)T (μ → 0). Die Elemente des zen-
tralen Pfads können mit Hilfe des Newton-Verfahrens bestimmt werden. Um im Limes
eine Lösung des ursprünglichen Optimierungsproblems zu erhalten, muss im Verlauf der
Newton-Iteration der Regularisierungsparameter μ > 0 fortlaufend geeignet verkleinert
werden, ohne die Newton-Konvergenz zu beeinträchtigen. Zum Nachweis dieser Aussagen
sind einige Vorbereitungen notwendig.

4.2 Das Newton-Verfahren im R
n

Wir betrachten das Newton2-Verfahren zur Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme mit
stetig differenzierbaren Abbildungen f : D ⊂ R

n → R
n . Dabei ist D eine gegebene,

offene und konvexe Teilmenge. Mit einer Nullstelle z ∈ D gilt durch Linearisierung

0 = f(z) = f(x) + f ′(x)(z − x) + o(‖z − x‖), x ∈ D, (4.2.9)

mit der Jacobi-Matrix f ′(·) von f(·) . Dies legt zur Approximation der Nullstelle folgende

”
Newton-Iteration“ nahe:

xt+1 = xt − f ′(xt)−1f(xt) , t = 0, 1, 2 . . . . (4.2.10)

In jedem Iterationsschritt ergibt sich ein lineares (n×n)-Gleichungssystem mit f ′(xt) als
Koeffizientenmatrix:

f ′(xt)xt+1 = f ′(xt)xt − f(xt) , t = 0, 1, 2 . . . . (4.2.11)

2Isaac Newton (1643–1727): Englischer Physiker und Mathematiker; wirkte an der Universität Cam-
bridge und entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik.
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Dies macht das Newton-Verfahren wesentlich aufwendiger als eine einfache Fixpunktite-
ration; dafür konvergiert es aber auch sehr viel schneller. Das Newton-Verfahren wird
meist in Form einer Defektkorrekturiteration durchgeführt (mit dem negativen

”
Defekt“

dt := −f(xt) ):
f ′(xt)δxt = dt, xt+1 = xt + δxt , t = 0, 1, 2 . . . . (4.2.12)

Dies spart gegenüber (4.2.11) pro Iterationsschritt eine Matrix-Vektor-Multiplikation.

Im Folgenden geben wir ein Konvergenzresultat für das Newton-Verfahren, welches ne-
benbei auch die Existenz einer Nullstelle sichert. Mit ‖·‖ seien die euklidische Vektornorm
und ebenso die zugehörige natürliche Matrizennorm bezeichnet. Sei f : D ⊂ R

n → R
n

eine differenzierbare Abbildung, für die eine Nullstelle z gesucht ist. Die Jacobi-Matrix
f ′(·) sei auf der Niveaumenge

D∗ := {x ∈ D | ‖f(x)‖ ≤ ‖f(x∗)‖}
zu einem festen Punkt x∗ ∈ D regulär mit gleichmäßig beschränkter Inverser:

‖f ′(x)−1‖ ≤ β, x ∈ D∗.

Ferner sei f ′(·) auf D∗ gleichmäßig Lipschitz-stetig:

‖f ′(x)− f ′(y)‖ ≤ γ‖x− y‖, x, y ∈ D∗.

Mit diesen Bezeichnungen haben wir den folgenden Satz von Newton-Kantorovich3

Satz 4.1 (Newton-Kantorovich): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei für
den Startpunkt x0 ∈ D∗ mit α := ‖f ′(x0)−1f(x0)‖ die folgende Bedingung erfüllt:

q := 1
2
αβγ < 1. (4.2.13)

Dann erzeugt die Newton-Iteration

f ′(xt)xt+1 = f ′(xt)xt − f(xt), t ≥ 1, (4.2.14)

eine Folge (xt)t∈N ⊂ D∗ , welche quadratisch gegen eine Nullstelle z ∈ D∗ von f konver-
giert. Dabei gilt die a priori Fehlerabschätzung

‖xt − z‖ ≤ α

1− q
q(2

t−1) , t ≥ 1. (4.2.15)

Beweis: Zum Startpunkt x0 ∈ D∗ gehört die abgeschlossene, nicht leere Niveaumenge

D0 := {x ∈ D | ‖f(x)‖ ≤ ‖f(x0)‖} ⊂ D∗.

3Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch (1912–1986): Russischer Mathematiker; Prof. an der Universität
Leningrad (1934–1960), an der Akademie der Wissenschaften (1961–1971) und an der Universität Moskau
(1971–1976); fundamentale Beiträge zur Anwendung der linearen Optimierung in der Ökonomie, zur
Funktionalanalysis und Numerik.
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Wir betrachten die durch

g(x) := x− f ′(x)−1f(x), x ∈ D0,

definierte stetige Abbildung g : D0 → R
d .

i) Wir wollen zunächst einige Hilfsresultate ableiten. Für x ∈ D0 sei gesetzt:

xr := x− rf ′(x)−1f(x), 0 ≤ r ≤ 1,

und R := max{r| xs ∈ D0, 0 ≤ s ≤ r} = max{r| ‖f(xs)‖ ≤ ‖f(x0)‖, 0 ≤ s ≤ r} . Für die
Vektorfunktion h(r) := f(xr) gilt

h′(r) = −f ′(xr)f ′(x)−1f(x), h′(0) = −h(0).

Für 0 ≤ r ≤ R ergibt dies

‖f(xr)‖ − (1−r)‖f(x)‖ ≤ ‖f(xr)− (1−r)f(x)‖ = ‖h(r)− (1−r)h(0)‖
=
∥∥∥ ∫ r

0

h′(s) ds+ rh(0)
∥∥∥ = ∥∥∥ ∫ r

0

{h′(s)− h′(0)} ds
∥∥∥

≤
∫ r

0

‖h′(s)− h′(0)‖ ds,

und ferner wegen xs − x = −sf ′(x)−1f(x) :

‖h′(s)− h′(0)‖ = ‖{f ′(xs)− f ′(x)}f ′(x)−1f(x)‖
≤ γ‖xs − x‖‖f ′(x)−1f(x)‖ ≤ γs‖f ′(x)−1f(x)‖2.

Dies ergibt

‖f(xr)‖ − (1−r)‖f(x)‖ ≤ 1
2
r2γ‖f ′(x)−1f(x)‖2. (4.2.16)

Mit der Größe αx := ‖f ′(x)−1f(x)‖ und der Voraussetzung ‖f ′(x)−1‖ ≤ β folgt

‖f(xr)‖ ≤ (1− r + 1
2
r2αxβγ)‖f(x)‖.

Im Falle αx ≤ α gilt dann wegen der Voraussetzung 1
2
αβγ < 1 :

‖f(xr)‖ ≤ (1− r + r2)‖f(x)‖.

Folglich ist in diesem Fall R = 1 , d. h.: g(x) ∈ D0 . Für solche x ∈ D0 gilt weiter

‖g(x)− g2(x)‖ = ‖g(x)− g(x) + f ′(g(x))−1f(g(x))‖ ≤ β‖f(g(x))‖.

Mit Hilfe der Abschätzung (4.2.16) für r = 1 folgt bei Beachtung von g(x) = x1 :

‖g(x)− g2(x)‖ ≤ 1
2
βγ‖f ′(x)−1f(x)‖2 = 1

2
βγ‖x− g(x)‖2. (4.2.17)
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ii) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Beweis des Satzes. Zunächst wollen
wir zeigen, dass die Newton-Iterierten (xt)t∈N in D0 existieren und die Ungleichung

‖xt − g(xt)‖ = ‖f ′(xt)−1f(xt)‖ ≤ α

erfüllen. Dies erfolgt durch vollständige Induktion. Für t = 0 ist die Aussage trivialerweise
richtig; insbesondere ist wegen αx0 = α nach dem oben gezeigten g(x0) ∈ D0 . Sei nun
xt ∈ D0 eine Iterierte mit g(xt) ∈ D0 und ‖xt − g(xt)‖ ≤ α . Dann folgt

‖xt+1 − g(xt+1)‖ = ‖g(xt)− g2(xt)‖ ≤ 1
2
βγ‖xt − g(xt)‖2 ≤ 1

2
α2βγ ≤ α

und somit nach dem oben Gezeigten g(xt+1) ∈ D0 . Also existiert (xt)t∈N ⊂ D0 . Als
nächstes zeigen wir, dass diese Folge Cauchy-Folge ist. Mit Hilfe von (4.2.17) ergibt sich

‖xt+1 − xt‖ = ‖g2(xt−1)− g(xt−1)‖ ≤ 1
2
βγ‖g(xt−1)− xt−1‖2 = 1

2
βγ‖xt − xt−1‖2,

und bei Iteration dieser Abschätzung:

‖xt+1 − xt‖ ≤ 1
2
βγ
(
1
2
βγ‖xt−1 − xt−2‖2)2 ≤ (1

2
βγ)(2

2−1)‖xt−1 − xt−2‖(22)

≤ (1
2
βγ)(2

2−1)
(
1
2
βγ‖xt−2 − xt−3‖2)(22) = (1

2
βγ)(2

3−1)‖xt−2 − xt−3‖(23).

Fortsetzung der Iteration bis t = 0 ergibt mit q = 1
2
αβγ :

‖xt+1 − xt‖ ≤ (1
2
βγ)(2

t−1)‖x1 − x0‖(2t) ≤ (1
2
βγ)(2

t−1)α(2t) ≤ αq(2
t−1).

Für beliebiges m ∈ N folgt damit wegen q < 1 :

‖xt+m − xt‖ ≤ ‖xt+m − xt+m−1‖+ · · ·+ ‖xt+2 − xt+1‖+ ‖xt+1 − xt‖
≤ αq(2

t+m−1−1) + · · ·+ αq(2
t+1−1) + αq(2

t−1)

≤ αq(2
t−1)
{
(q(2

t))(2
m−1−1) + · · ·+ q(2

t) + 1
}

≤ αq(2
t−1)

∞∑
j=0

(q(2
t))j ≤ αq(2

t−1)

1− q(2t)
.

Dies besagt, dass (xt)t∈N ⊂ D0 Cauchy-Folge ist. Deren Limes z ∈ D0 ist dann notwendig
ein Fixpunkt von g bzw. Nullstelle von f :

z = lim
t→∞

xt = lim
t→∞

g(xt−1) = g(z).

Durch Grenzübergang m→∞ erhalten wir auch die Fehlerabschätzung

‖z − xt‖ ≤ αq(2
t−1)

1− q(2t)
≤ α

1− q
q(2

t−1),

was den Beweis vervollständigt. Q.E.D.
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Beispiel 4.2: Zur Bestimmung der Inversen Z = A−1 einer regulären Matrix A ∈ R
n×n

wird gesetzt

f(X) := X−1 − A,

für X ∈ R
n×n regulär. Eine Nullstelle dieser Abbildung f(·) : Rn×n → R

n×n ist gerade
die Inverse Z = A−1. Diese soll mit dem Newton-Verfahren berechnet werden. Dazu ist
zunächst eine Umgebung von A bzw. von A−1 zu bestimmen, auf der f(·) definiert und
differenzierbar ist. Für X ∈ Kρ(A) := {Z ∈ R

n×n | ‖Z −A‖ ≤ ρ} mit ρ < ‖A−1‖−1 folgt
aus X = A−A +X = A(I −A−1(A−X)) die Beziehung

‖A−1(A−X)‖ ≤ ‖A−1‖ ‖A−X‖ ≤ ρ‖A−1‖ < 1,

d. h.: I−A−1(A−X) und damit auch X sind regulär. Als nächstes ist die Jacobi-Matrix
f ′(·) von f(·) als Abbildung von R

n×n in sich zu bestimmen. Für die Durchführung des
Newton-Verfahrens genügt es offensichtlich, die Wirkung von f ′(·) auf Matrizen Y ∈
R

n×n zu bestimmen. Wir wollen zeigen , dass

f ′(X)Y = −X−1Y X−1 , Y ∈ R
n×n.

Dies sieht man wie folgt: Aus f(X) = X−1 − A folgt Xf(X) = I − XA . Für die
Jacobi-Matrizen der rechten und linken Seite gilt

(
[Xf(X)]′Y

)
j,k

=
∑
pq

∂

∂xpq

∑
l

xjlflk(X) ypq

=
∑
p,q

∑
l

{ ∂xjl
∂xpq︸ ︷︷ ︸
δjp·δlq

flk(X) + xjl
∂flk
∂xpq

(X)
}
ypq

=
∑
q

fqk(X)yjq +
∑
p,q

∑
l

xjl
∂flk
∂xpq

(X)ypq

=
(
Y f(X) +Xf ′(X)Y

)
jk
.

Analog finden wir

[I −XA]′Y = −Y A .
Also ist

−Y A = Y f(X) +Xf ′(X)Y = Y X−1 − Y A−Xf ′(X)Y

bzw.

f ′(X)Y = −X−1Y X−1 .

Das Newton-Verfahren

f ′(X t)X t+1 = f ′(X t)X t − f(X t)

erhält in diesem Fall also die Gestalt

−X t−1

X t+1X t−1

= −X t−1

X tX t−1︸ ︷︷ ︸
=I

−X t−1

+ A
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bzw.

X t+1 = 2X t −X tAX t = X t{2I −AX t}. (4.2.18)

Diese Iteration ist das mehrdimensionale Analogen der Iteration xt+1 = xt(2 − axt) im
skalaren Fall zur divisionsfreien Berechnung des Kehrwertes 1/a einer Zahl a �= 0 . Über
die Identität

X t+1 − Z = 2X t −X tAX t − Z = −(X t − Z)A(X t − Z) (4.2.19)

gewinnt man die Fehlerabschätzung

‖X t+1 − Z‖ ≤ ‖A‖ ‖X t − Z‖2. (4.2.20)

Der Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz für das Newton-Verfahren ist in diesem
Fall also die Menge

{X ∈ R
n×n| ‖X − Z‖ < ‖A‖−1}.

4.2.1 Das gedämpfte Newton-Verfahren

Bei der Durchführung des Newton-Verfahrens zur Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme
treten zwei Hauptschwierigkeiten auf:

(i) hoher Aufwand pro Iterationsschritt,

(ii)
”
guter“ Startpunkt x0 erforderlich.

Zur Überwindung dieser Probleme verwendet man gegebenenfalls das sog. “vereinfachte
Newton-Verfahren”

f ′(c)δxt = dt := −f(xt), xt+1 = xt + δxt, (4.2.21)

mit einem geeigneten c ∈ R
n , etwa c = x0 , welches nahe bei der Nullstelle z liegt. Dabei

haben alle zu lösenden Gleichungssysteme dieselbe Koeffizientenmatrix und können mit
Hilfe einer einmal berechneten LR-Zerlegung von f ′(c) effizient gelöst werden. Anderer-
seits führt man zur Vergrößerung des Konvergenzbereiches des Newton-Verfahrens eine

”
Dämpfung“ ein,

f ′(xt)δxt = dt, xt+1 = xt + λtδx
t, (4.2.22)

wobei der Parameter λt ∈ (0, 1] zu Beginn klein gewählt wird und dann nach endlich
vielen Schritten gemäß einer geeigneten Dämpfungsstrategie λt = 1 gesetzt wird. Der
folgende Satz gibt ein konstruktives Kriterium für die a posteriori Wahl des Dämpfungs-
parameters λt .
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Satz 4.2 (Gedämpftes Newton-Verfahren): Unter den Bedingungen von Satz 4.1 er-
zeugt für jeden Startpunkt x0 ∈ D∗ die gedämpfte Newton-Iteration (4.2.22) mit

λt := min
{
1,

1

αtβγ

}
, αt := ‖f ′(xt)−1f(xt)‖,

eine Folge (xt)t∈N , für welche nach t∗ Schritten q∗ := 1
2
αt∗βγ < 1 erfüllt ist, so dass ab

dann xt quadratisch konvergiert. Es gilt dann die a priori Fehlerabschätzung

‖xt − z‖ ≤ α

1− q∗
q(2

t−1)
∗ , t ≥ t∗. (4.2.23)

Beweis: Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 4.1. Für
ein x ∈ D0 gilt mit xr := x − rf ′(x)−1f(x), 0 ≤ r ≤ 1 , und αx := ‖f ′(x)−1f(x)‖ die
Abschätzung

‖f(xr)‖ ≤ (1− r + 1
2
r2αxβγ)‖f(x)‖, 0 ≤ r ≤ R = max{r| xs ∈ D0, 0 ≤ s ≤ r ≤ 1}.

Der Vorfaktor wird minimal für

r∗ = min
{
1,

1

αxβγ

}
> 0 : 1− r∗ + 1

2
r2∗αxβγ ≤ 1− 1

2αxβγ
< 1.

Bei Wahl von

rt := min
{
1,

1

αtβγ

}
ist also (xt)t∈N ⊂ D0 , und die Norm ‖g(xt)‖ fällt streng monoton, d. h.:

‖f(xt+1)‖ ≤
(
1− 1

2αtβγ

)
‖f(xt)‖.

Nach endlich vielen, t∗ ≥ 1 , Iterationsschritten ist dann 1
2
αt∗βγ < 1 , und die quadrati-

sche Konvergenz der weiteren Folge (xt)t≥t∗ folgt aus Satz 4.1. Q.E.D.

4.3 Der Euler-Lagrange-Ansatz der Optimierung

Für die weitere Diskussion der Innere-Punkte-Methoden stellen wir im Folgenden ein
Resultat über (endliche-dimensionale) Optimierungsaufgaben mit Gleichungsnebenbedin-
gungen bereit. Seien f : D → R und g = (g1, . . . , gm)

T : D → R
m, mit n ≥ m ,

differenzierbare Funktionen auf einer offenen (konvexen) Menge D ⊂ R
n . Wir suchen ein

lokales Extremum von f auf der Mannigfaltigkeit Ng := {x ∈ D | g(x) = 0}, d. h. einen
Punkt x̂ ∈ D mit der Eigenschaft

f(x̂) = inf
{
f(x) | x ∈ U(x̂), g(x) = 0

}
, (4.3.24)

oder analog f(x̂) = sup
{
f(x) | x ∈ U(x̂), g(x) = 0

}
, für eine Umgebung U(x̂) . Der

folgende Satz gibt uns ein notwendiges Kriterium für eine Lösung dieser Aufgabe.
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Satz 4.3 (Satz von Karush-Kuhn-Tucker (KKT)): Sei x̂ ∈ D eine Lösung der
Aufgabe (4.3.24), d. h. mit der Menge Ng := {x ∈ D : g(x) = 0} gilt auf einer Um-
gebung U(x̂) ⊂ D:

f(x̂) = inf
x∈U∩Ng

f(x) oder f(x̂) = sup
x∈U∩Ng

f(x). (4.3.25)

Hat dann die Jacobi-Matrix ∇g(x̂) ∈ R
m×n maximalen Rang m, so gibt es einen Vektor

λ̂ ∈ R
m, so dass

∇f(x̂) + λ̂T · ∇g(x̂) = 0. (4.3.26)

Der Vektor λ̂ wird
”
Lagrange-Multiplikator“ genannt.

Beweis: Wir geben den Beweis nur für den Fall m = 1; die Verallgemeinerung für m > 1
ist offensichtlich. Die Rangvoraussetzung bedeutet in diesem Fall, dass ∇g(x̂) �= 0 ist; wir
können nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten annehmen, dass ∂ng(x̂) �= 0 .
Wir setzen

x̂ := (x̂′, x̂n)T ∈ R
n, x̂′ = (x̂1, . . . , x̂n−1)

T ∈ R
n−1.

Der Satz über implizite Funktionen, angewendet auf die Gleichung

F (x′, xn) := g(x) = 0,

liefert dann die Existenz von Umgebungen U(x̂′) ⊂ R
n−1 von x̂′ und U(x̂n) ⊂ R von

x̂n mit U(x̂′) × U(x̂n) ⊂ D , sowie einer (eindeutig bestimmten) stetig differenzierbaren
Funktion ϕ : U(x̂′)→ U(x̂n) , so dass

F (x′, ϕ(x′)) = 0, x′ ∈ U(x̂′), (4.3.27)

und
Ng ∩ (U(x̂n)× U(x̂′)) = {x ∈ U(x̂n)× U(x̂′) : xn = ϕ(x′)}.

Mit Hilfe der Kettenregel folgt aus (4.3.27):

∂ig(x̂) + ∂ng(x̂)∂iϕ(x̂
′) = 0, i = 1, . . . , n− 1. (4.3.28)

Da f auf Ng im Punkt x̂ ein lokales Extremum besitzt, hat die Funktion

f̃(x′) := F (x′, ϕ(x′))

auf U(x̂′) im Punkt x̂′ ein lokales Extremum. Die notwendige Extremalbedingung be-
dingt also

0 = ∂if̃(x̂
′) = ∂if(x̂) + ∂nf(x̂)∂iϕ(x̂

′), i = 1, . . . , n− 1. (4.3.29)

Definieren wir nun

λ̂ := −∂nf(x̂)∂ng(x̂)−1 bzw. ∂nf(x̂) + λ̂∂ng(x̂) = 0,

so ergibt sich zusammen mit (4.3.28) und (4.3.29)

∂if(x̂) + λ̂∂ig(x̂) = 0, i = 1, . . . , n, bzw. ∇f(x̂) + λ̂∇g(x̂) = 0,

was den Beweis vervollständigt. Q.E.D.
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Bemerkung 4.3: Die Aussage von Satz 4.3 kann auch so interpretiert werden, dass jeder
lokale Minimalpunkt x̂ der Funktion f unter der Nebenbedingung g(x̂) = 0 notwendig
zu einem sog.

”
stationären Punkt“ der Lagrange-Funktion

L(x, λ) := f(x) + λT · g(x), (x, λ) ∈ D × R
m,

korrespondiert, d. h. zu einem Punkt (x̂, λ̂) mit

∇(x,λ)L(x̂, λ̂) =

(
∇f(x̂) + λ̂T · ∇g(x̂)

g(x̂)

)
= 0. (4.3.30)

Bemerkung 4.4: Satz 4.3 behandelt nur die einfachste Situation einer Extremalaufgabe
mit Gleichungsnebenbedingungen. Der eigentliche Satz von Karush-Kuhn-Tucker betrifft
allgemeinere Aufgaben mit zusätzlichen Ungleichungsnebenbedingungen h(x) ≤ 0 , wobei
die Stationaritätsgleichung (4.3.30) (KKT-System) weitere Bedingungen enthält. Die sog.

”
Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen“ erschienen erstmalig 1939 in der (unveröffentlichten)
Master-Arbeit von William Karush4. Bekannter wurden diese jedoch erst 1951 nach einem
Konferenz-Paper von Harold W. Kuhn und Albert W. Tucker

Korollar 4.1: Satz 4.3 liefert zunächst nur notwendige Bedingungen für einen Punkt x̂,
extremal zu sein. I. Allg. ist die Umkehrung nicht richtig. In dem uns hier interessierenden
Spezialfall einer strikt konvexen Kostenfunktion f(·) und affin-linearen Restriktionen der
Art g(x) = Ax− b liefert ein stationärer Punkt (x̂, λ̂) der Euler-Lagrange-Funktion mit
x̂ eine globale Lösung des Optimierungsproblems (4.3.24). Beide Lösungen sind dabei
eindeutig bestimmt.

Beweis: Für (differenzierbare) konvexe Funktionen f(·) gilt

f(tx+ (1− t)x′) ≤ tf(x) + (1− t)f(x′), x, x′ ∈ D, x �= x′, 0 < t < 1,

und folglich die Monotonieungleichung für den Gradienten (Übungsaufgabe)

∇(f(x)− f(x′))T · (x− x′) ≥ 0, x, x′ ∈ D, x �= x′.

Letztere zeigt man unter Verwendung der Beziehung

f(x′) ≥ f(x) +∇f(x) · (x′ − x), x, x′ ∈ D, x �= x′. (4.3.31)

Für strikt konvexe Funktionen gelten diese Ungleichungen mit dem strikten Ungleichheits-
zeichen.

i) Wir zeigen zunächst, dass unter den obigen Voraussetzungen das Optimierungspro-
blem (4.3.24) jedes lokale Minimum auch global und als solches eindeutig bestimmt

4William Karush (1917–1997): US-amerikanischer Mathematiker; Prof. an der California State Univer-
sity; bekannt durch seinen Beitrag zur Entwicklung der sog.

”
KarushKuhnTucker-Bedingungen“; diese

erscheinen erstmalig in seiner Master-Arbeit an der Univ. of Chicago 1939, wurden aber erst weiter
bekannt durch einen Tagungsbeitrag von Harold W. Kuhn und Albert W. Tucker 1951.
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ist. Wegen der Linearität der Restriktion ist für x̂, x ∈ Ng auch jeder Zwischenpunkt
tx̂+ (1− t)x ∈ Ng, t ∈ (0, 1) :

A(tx̂+ (1− t)x)− b = tAx̂+ (1− t)Ax− b = tb+ (1− t)b− b = 0.

Gäbe es ein lokales Minimum x̂ ∈ Ng sowie einen weiteren Punkt x ∈ Ng mit x �= x̂
und f(x) ≤ f(x̂) , so ergäbe sich mit der strikten Konvexität von f :

f(tx̂+ (1− t)x) < tf(x̂) + (1− t)f(x) ≤ f(x̂), 0 < t < 1,

d. h.: Der Punkt x̂ kann kein lokales Minimum sein, ein Widerspruch.

ii) Als nächstes zeigen wir, dass eine Lösung des KKT-Systems eindeutig ist. Für zwei
Lösungen (x̂, λ̂)T und (x̂′, λ̂′)T gilt

∇(f(x̂)− f(x̂′))− (λ̂− λ̂′)T ·A = 0,

A(x̂− x̂′) = 0.

Multiplikation der ersten Gleichung mit x̂ − x̂′ von rechts und der zweiten mit λ̂ − λ̂′

von links und Addition der Resultate ergibt

∇(f(x̂)− f(x̂′)) · (x̂− x̂′) = 0.

Wegen der strikten Konvexität von f(·) impliziert dies, dass x̂ = x̂′ . Also gilt

AT (λ̂− λ̂′) = 0,

was wegen Rang(A) = m auch λ̂ = λ̂′ impliziert.

iii) Schließlich sei nun (x̂, λ̂) eine Lösung des KKT-Systems. Dann ist x̂ ∈ Ng und es
gilt:

∇f(x̂)− λ̂T · A = 0.

Also verschwindet der Gradient der konvexen Funktion

ψ(x) := L(x, λ) = f(x)− λT · (Ax− b)

für λ̂ im Punkt x̂ . Folglich hat ψ(·) wegen der Beziehung (4.3.31) für konvexe Funktionen
in x̂ ein Minimum, d. h.: Für alle Punkte x ∈ Ng gilt

f(x̂) = ψ(x̂) + λ̂T · (Ax̂− b) = ψ(x̂) ≤ ψ(x) = ψ(x) + λ̂T · (Ax− b) = f(x).

Also ist x̂ ein Minimum von f auf Ng , d. h. Lösung der Aufgabe (4.3.24). Q.E.D.

Bemerkung 4.5: Der obige Lösungsansatz für Optimierungsprobleme mit Gleichungs-
nebenbedingungen wird

”
Euler-Lagrange-Formalismus“ (oder auch

”
indirekte“ Lösungs-

methode) genannt. Im Gegensatz dazu wird bei der
”
direkten“ Lösungsmethode z. B. im

Fall m = 1 die Nebenbedingung g(x) = 0 explizit etwa nach xn = ϕ(x1, . . . , xn−1)
aufgelöst und dann die reduzierte, unrestringierte Optimierungsaufgabe

f(x1, . . . , xn−1, ϕ(x1, . . . , xn−1))→ min.

gelöst. In der Praxis ist diese explizite Auflösung aber häufig schwierig, so dass die indi-
rekte Methode trotz der damit verbundenen Dimensionserhöhung verwendet wird.
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Beispiel 4.3: Sei A = (aij)
n
i,j=1 ∈ R

n×n eine symmetrische Matrix und a(·) die zu-
gehörige quadratische Form

a(x) := (x,Ax)2 =
n∑

i,j=1

aijxixj .

Wir wollen die Extrema von a(x) unter der Nebenbedingung ‖x‖2 = 1 bestimmen. Wir
definieren:

g(x) := ‖x‖22 − 1, Ng := {x ∈ R
n : g(x) = 0}.

Wegen ∇g(x) = 2x ist ∇g(x) �= 0 für x ∈ Ng . Weiter gilt wegen aij = aji :

∂ka(x) =
n∑

i,j=1

aijδikxj +
n∑

i,j=1

aijxiδjk

=

n∑
j=1

akjxj +

n∑
i=1

aikxi = 2

n∑
i=1

akixi.

In kompakter Schreibweise heißt dies ∇a(x) = 2Ax . Auf der kompakten Menge Ng

nimmt die stetige Funktion a ihr Maximum an. Nach Satz 4.3 gibt es ein λ̂ ∈ R , so dass

Ax̂ = λ̂x̂.

Dies bedeutet, dass λ̂ Eigenwert der Matrix A mit dem Eigenvektor x̂ ist. Wegen

a(x̂) = (x̂, Ax̂)2 = (x̂, λ̂x̂)2 = λ̂

wird das Minimum bei einem Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert λmin angenommen.
Für diesen gilt dann offenbar

λmin = min
x∈Rn

(x,Ax)2
‖x‖22

,

d. h. er ist charakerisiert als das Minimum des sog.
”
Rayley-Quotienten“

R(x) :=
(x,Ax)2
‖x‖22

der Matrix A auf Rn . Analog sieht man, dass der maximale Eigenwert λmax entsprechend
als das Maximum des Rayley-Quotienten charakterisiert ist.

4.4 Die primalen/dualen Barriereprobleme (
”
zentraler Pfad“)

Wir kommen jetzt zum Nachweis der Existenz des
”
zentralen Pfads“ (x̂μ, ŷμ, ẑμ)

T . Da-
zu verwenden wir eine

”
Barriere-Technik“ zur Behandlung der Ungleichungsnebenbe-

dingungen x, z ≥ 0 . Für den parameter μ > 0 führen wir die folgenden
”
Barriere-

Formulierungen“ der linearen Programme (II) und (II∗) ein:

(IIμ) x ∈ R
n : Qμ(x) := cT · x− μ

n∑
i=1

log(xi)→ min!,

Ax = b, x > 0.
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(II∗μ) y ∈ R
m, z ∈ R

n : Qμ(y, z) := bT · y + μ

n∑
i=1

log(zi)→ max!

ATy + z = c, z > 0.

Lemma 4.2: Sei Rang(A) = m und μ > 0 gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

a) Das primale Barriere-Problem (IIμ) besitzt eine (eindeutige) Lösung xμ.

b) Das duale Barriere-Problem (II∗μ) besitzt eine (eindeutige) Lösung (yμ, zμ).

c) Das primal-duale Problem (4.1.8) besitzt eine (eindeutige) Lösung (xμ, yμ.zμ), d. h.:
Es existiert ein

”
zentraler Pfad“. Dabei stimmen die Lösungskomponenten xμ mit der

Lösung unter (a) und (yμ, zμ) mit der Lösung unter (b) überein.

Beweis: i) (a)⇔ (c): Die Zielfunktion in (IIμ) ist strikt konvex (Übungsaufgabe), und die
Ungleichung x > 0 aufgrund des Logarithmus immer erfüllt. Also ist gemäß Korollar 4.1
x̂ genau dann eine Lösung des primalen Barriere-Problems, wenn ein ŷμ existiert, so dass
die KKT-Bedingungen in (x, y) = (x̂μ, ŷμ) erfullt sind:

0 =

(
∇f(x)− yT · ∇g(x)

g(x)

)
=

(
c− μX−1e−ATy

Ax− b

)
. (4.4.32)

Mit z := μX−1e > 0 erfüllt das Tripel (x, y, z) die Gleichungen⎛
⎜⎜⎝

Ax− b

ATy + z − c

XZe− μe

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎠ , (4.4.33)

sowie die Vorzeichenbedingung x > 0, z > 0 .

ii) Das Argument für (b) ⇔ (c) ist ähnlich (Übungsaufgabe). Q.E.D.

Lemma 4.3: Ist die strikt zulässige Menge Ω0 für das primal-duale Problem nicht leer,
so besitzt das primale Barriere-Problem (IIμ) für jedes μ > 0 eine (im Fall Rang(A) = m
eindeutige) Lösung x̂μ.

Beweis: Sei μ > 0 fest gewählt und (x̂, ŷ, ẑ) ∈ Ω0 gegeben. Die Menge

Kμ := {x ∈ R
n |Ax = b, x ≥ 0, Qμ(x) ≤ Qμ(x̂)}

ist abgeschlossen und beschränkt und damit kompakt. Die Abgeschlossenheit ist klar.
Zum Nachweis der Beschränktheit schreiben wir für x ∈ Kμ :
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Qμ(x) = cT · x− μ
n∑

i=1

log(xi)

= cT · x− ŷT · (Ax− b)− μ

n∑
i=1

log(xi)

= cT · x− xT · AT ŷ + bT · ŷ − μ
n∑

i=1

log(xi)

= cT · x− xT · (c− ẑ) + bT · ŷ − μ

n∑
i=1

log(xi)

= xT · ẑ + bT · ŷ − μ
n∑

i=1

log(xi).

Mit Qμ(x) ≤ Qμ(x̂) folgt

xT · ẑ + bT · ŷ − μ

n∑
i=1

log(xi) ≤ Qμ(x̂),

bzw.
n∑

i=1

(ẑixi − μ log(xi)) ≤ Qμ(x̂)− bT · ŷ .

Die Funktionen ϕ(xi) := ẑixi− μ log(xi) sind nach unten beschränkt. Daher erfüllen alle
x ∈ Kμ notwendig x > 0 , obwohl in der Definition nur x ≥ 0 gefordert wird. Also ist
Kμ beschränkt. Auf der kompakten Menge Kμ nimmt die stetige Funktion Qμ(·) ihr
Minimum in einem Punkt x̂μ ∈ Kμ an. Dieser ist dann Lösung des primalen Barriere-
Problems (IIμ). Q.E.D.

Beispiel 4.4: Wir betrachten das lineare Programm

(II) x ∈ R
2 : (1, 0) · (x1, x2)T → min! x ≥ 0, (1,−1)(x1, x2) = 1,

und das zugehörige duale Problem

(II∗) y ∈ R
1 : y → max! (1,−1)Ty ≤ (1, 0)T .

Die Optimallösungen sind offenbar x̂ = (1, 0)T und ŷ = 1 . Als Lösungen der zugehörigen
regularisierten Aufgaben (IIμ) und (II∗μ) haben wir

x̂μ =
(
μ+ 1

2
(1 +

√
4μ2 + 1), μ+ 1

2
(1−

√
4μ2 + 1)

)T
,

ŷμ = −μ− 1
2
(1 +

√
4μ2 + 1)

In diesem Fall konvergiert offenbar (x̂μ, ŷμ)→ (x̂, ŷ) für μ→ 0.
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Die im vorausgehenden Beispiel realisierte Situation tritt auch in allgemeinerem Zu-
sammenhang auf. Dazu beweisen wir den folgenden Satz über die Existenz und Konver-
genz des

”
zentralen Pfads“.

Satz 4.4 (Existenz des
”
zentralen Pfads“): Die strikt zulässige Menge Ω0 für das

primal-duale Problem sei nichtleer. Dann gilt:

i) Das primal-duale Problem (4.1.8) besitzt für jedes μ > 0 eine Lösung (x̂μ, ŷμ, ẑμ) .

ii) Die Lösungskomponenten x̂μ und ẑμ sind eindeutig bestimmt. Im Fall Rang(A) = m
ist auch die Lösungskomponenete ŷμ eindeutig bestimmt.

iii) Hat das ursprüngliche (nicht regularisierten) primal-dualen Problem (KKT-System)
eine eindeutige Lösung (x̂, ŷ, ẑ) , so konvergieren die eindeutigen Lösungen (x̂μ, ŷμ, ẑμ)
der regularisierten primal-duale Probleme gegen diese Lösung. Im allgemeinen Fall kann
nur die Konvergenz einer Teilfolge der (x̂μ, ŷμ, ẑμ) gegen eine (nicht notwendig eindeutige)
Lösung des KKT-Systems erwartet werden.

Beweis: i) Da Ω0 nichtleer ist, besitzt das primale Barriere-Problem (IIμ) für jedes
μ > 0 eine Lösung x̂. Daher besitzen nach Lemma 4.2 auch das primal-duale Problem eine
Lösung (x̂μ, ŷμ, ẑμ) , wobei die x-Komponente mit der Lösung von (IIμ) zusammenfällt.

ii) Da das primale Barriere-Problem strikt konvex ist, ist x̂μ eindeutig bestimmt. Mit
x̂μ,iẑμ,i = μn, i = 1, . . . , n , ist auch ẑ eindeutig bestimmt. Ist zusätzlich Rang(A) = m ,
so ist auch ŷ durch AT ŷμ + ẑμ = c festgelegt.

iii) Der Beweis wird als Übungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

4.5 Realisierung der primal-dualen Innere-Punkte-Methode

Die primal-duale Innere-Punkte-Methode besteht im Wesentlichen aus der Anwendung
des Newton-Verfahrens auf das gekoppelte nichtlineare regularisierte KKT-System⎛

⎜⎜⎝
Ax− b

ATy + z − c

XZe− μe

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎠ . (4.5.34)

Dieser Lösungsansatz ist wesentlich robuster als die separate Lösung der regularisierten
Optmierungsaufgaben (IIμ) und (II∗μ) für immer kleinere μ > 0.

Für einen geeigneten, zulässigen Startwert (x0, y0, z0) ∈ Ω0 wird eine Folge von Ite-
rierten (xt, yt, zt) ∈ Ω0, t ≥ 1, erzeugt durch die Vorschriften:⎛

⎜⎜⎝
A 0 0

0 AT I

Zt 0 X t

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

δxt

δyt

δzt

⎞
⎟⎟⎠ = −

⎛
⎜⎜⎝

Axt − b

ATyt + zt − c

X tZte− τte

⎞
⎟⎟⎠ (4.5.35)
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und

(xt+1, yt+1, zt+1) = (xt, yt, zt) + λt(δx
t, δyt, δzt). (4.5.36)

wobei der verwendete Regularisierungsparameter τt auf Basis der Dualitätslücke der vor-
ausgehenden Newton-Iterierten gewählt wird gemäß

τt := σtμt = σt
xtT · zt
n

, σt ∈ (0, 1]. (4.5.37)

Die Wahl von σt erfolgt in der Praxis nach heuristischen Kriterien, z. B.: σt = 0, 5 . Der
Dämpfungsparameter λt ist so zu wählen, dass im Newton-Schritt die Zulässigkeit der
nächsten Iterierten erhalten bleibt, d. h.:

xt+1 = xt + λtδx
t > 0, zt+1 = zt + λtδz

t > 0. (4.5.38)

Ist für eine vorgegebene Toleranz ε > 0

μt :=
xt · zt
n

≤ ε, (4.5.39)

erreicht, so wird die Iteration abgebrochen.

Wenn der Startvektor zulässig gewählt wird, d. h. (x0, y0, z0)T ∈ Ω0 , bleiben offenbar
während der gesamten Iteration die ersten beiden (linearen) Gleichungen erfüllt,

Axt = b, AT yt + zt = c,

und die Newton-Korrektur wirkt nur auf die dritte (nichtlineare) Gleichung. Das Korrek-
tursystem (4.5.35) erhält damit die vereinfachte Gestalt⎛

⎜⎜⎝
A 0 0

0 AT I

Z 0 X

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

δxt

δyt

δzt

⎞
⎟⎟⎠ = −

⎛
⎜⎜⎝

0

0

X tZte− τte

⎞
⎟⎟⎠ . (4.5.40)

Bemerkung 4.6: Diese Innere-Punkte-Methode wird als
”
zulässig“ bezeichnet, da nach

Konstruktion alle Iterierte im zulässigen Bereich Ω0 bleiben. Je nach Wahl der Verfah-
rensparameter ε, σt, λt erhält man unterschiedliche Realisierungen des Verfahrens. Vari-
anten des Verfahrens, bei denen nicht notwendig (xt, yt, zt) ∈ Ω0, ist, die aber trotzdem
konvergieren können, werden

”
unzulässig“ genannt. Die zulässigen primal-dualen Innere-

Punkte-Verfahren sind von eher historischer Bedeutung. Die unzulässigen primal-dualen
Innere-Punkte-Verfahren haben sich in der Praxis durchgesetzt. Andererseits sind die Re-
sultate verfügbarer Konvergenzanalysen nach wie vor eher pessimistisch. Einen kleinen
Eindruck hiervon erhält man in Chapter 6 bei S. J. Wright (1987).

Die Parameter im Newton-Verfahren werden in der Regel so gewählt, dass die Ite-
riertenfolge (xt, yt, zt) ∈ Ω0 als Approximation des zentralen Pfades in einer der beiden
folgenden

”
Pfadumgebungen“ liegen:

N2(θ) :=
{
(x, y, z) ∈ Ω0 | ‖XZe− μ(x, z)e‖2 ≤ θμ(x, z)

}
, θ ∈ (0, 1),

N−∞(γ) :=
{
(x, y, z) ∈ Ω0 | min

i=1,...,n
xizi ≥ γ(xT · z)/n}, γ ∈ (0, 1),
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wobei μ(x, z) := xT · z/n . Die Bedingung (xt, yt, zt) ∈ N2(θ) ist in der Praxis meist zu
restriktiv und erfordert sehr gute Startwerte. Die Wahl von N−∞(γ) als Pfadumgebung
ist weniger einschränkend. Dies ersieht man aus den folgenden Implikationen:

‖XZe− μ(x, z)e‖2 ≤ θμ(x, z) ⇒ min
i=1,...,n

|xizi − μ(x, z)| ≤ θμ(x, z)

⇒ μ(x, z)− min
i=1,...,n

xizi ≤ θμ(x, z) ⇒ min
i=1,...,n

xizi ≥ (1− θ)μ(x, z),

d. h.: Ein Punkt (x, y, z) ∈ N2(θ) ist automatisch auch in N−∞(γ) für γ := 1− θ .

Die Innere-Punkte-Methode, die sich der Pfadumgebung N2(θ) bedient, führt auf den
folgenden sog.

”
Kurz-Schritt-Algorithmus“:

Algorithmus 1 (Kurz-Schritt-Algorithmus):

1. Wähle θ := 0, 4, σ := 1−0, 4/
√
n und ε > 0. Bestimmt sei ein (x0, y0, z0) ∈ N2(θ).

Setze t := 0.

2. Gilt für die Dualitätslücke μt = xtT · zt/n ≤ ε, dann STOP.

3. Setze τt := σμt und bestimme eine Korrektur (δxt, δyt, δzt) durch Lösung der
Newton-Gleichung⎡

⎢⎢⎣
A 0 0

0 AT I

Zt 0 X t

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣
δxt

δyt

δzt

⎤
⎥⎥⎦ = −

⎡
⎢⎢⎣

0

0

X tZte− τte

⎤
⎥⎥⎦ .

4. Setze (xt+1, yt+1, zt+1) := (xt, yt, zt) + (δxt, δyt, δzt) (voller Newton-Schritt), t :=
t+ 1 und gehe zu Schritt (2).

Der folgende Satz zum Kurz-Schritt-Algorithmus besagt u. a., dass dual-primale Innere-
Punkte-Methoden bei geeigneter Wahl der Verfahrensparameter konvergieren und (im
Gegensatz zum Simplex-Verfahren) von nur polynomialer Komplexität sind.

Satz 4.5: Sei (x0, y0, z0) ∈ N2(θ) für ein θ ∈ (0, 1) . Dann erzeugt der Kurz-Schritt-
Algorithmus eine Folge von Iterierten (xt, yt, zt) ∈ N2(θ). Für beliebig kleines ε ∈ (0, 1)
existiert ein tε = O(

√
n log(1/ε)) , so dass

μt ≤ εμ0, t ≥ tε. (4.5.41)

In diesem Sinne konvergiert diese Innere-Punkte-Methode also für t → ∞ . In jedem
Iterationssschritt sind höchstens O(n3) a.Op. erforderlich, so dass der Kurz-Schritt-
Algorithmus von polynomialer Gesamtkomplexität ist.

Beweis: Der Beweis ist sehr technisch und verläuft ähnlich wie des des nachfolgenden
Satzes zum

”
Lang-Schritt-Algorithmus“; er wird deswegen weggelassen. Q.E.D.
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Wie vorher schon gesagt, stellt der Kurz-Schritt-Algorithmus zu hohe Anforderun-
gen an die Qualität der Startwerte, so dass in der Praxis eine

”
Lang-Schritt-Variante“

basierend auf der Pfadumgebung N−∞(γ) vorgezogen wird.

Algorithmus 2 (Lang-Schritt-Algorithmus):

1. Wähle ε > 0, γ ∈ (0, 1) und 0 < σ∗ < σ∗ < 1. Bestimmt sei ein (x0, y0, z0) ∈
N−∞(γ). Setze t := 0.

2. Gilt für die Dualitätslücke μt = xtT · zt/n ≤ ε, dann STOP.

3. Wähle σt ∈ [σ∗, σ∗]. Setze τt := σtμt und bestimme eine Korrektur (δxt, δyt, δzt)
durch Lösung der Newton-Gleichung⎡

⎢⎢⎣
A 0 0

0 AT I

Zt 0 X t

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣
δxt

δyt

δzt

⎤
⎥⎥⎦ = −

⎡
⎢⎢⎣

0

0

X tZte− τte

⎤
⎥⎥⎦ .

4. Bestimme ein größtmögliches λt ∈ (0, 1], so dass

(xt+1, yt+1, zt+1) := (xt, yt, zt) + λt(δx
t, δyt, δzt) ∈ N−∞(γ).

5. Setze (xt+1, yt+1, zt+1) := (xt, yt, zt)+λt(δx
t, δyt, δzt) (gedämpfter Newton-Schritt),

t := t + 1 und gehe zu Schritt (2).

Bemerkung 4.7: Die Bezeichnungen
”
Kurz-Schritt-Algorithmus“ und

”
Lang-Schritt- Al-

gorithm“ haben sich eingebürgert wegen der unterschiedlich schnellen Reduktion des Para-
meters σt in der Regularisierung τt , d. h.: σt ≈ 1−1/

√
n beim Kurz-Schritt-Algorithmus

und σt ∈ [σmin, σmax] beim Lang-Schritt-Algorithmus. Das bezieht sich nicht auf die

”
Schrittlänge“ im verwendeten Newton-Verfahren, die beim Kurz-Schritt-Algorithmus so-
gar

”
länger“ ist.

Satz 4.6: Sei (x0, y0, z0) ∈ N−∞(γ) für ein γ ∈ (0, 1) . Dann erzeugt der Lang-Schritt-
Algorithmus (konstruktionsgemäß) eine Folge von Iterierten (xt, yt, zt) ∈ N−∞(γ). Für
beliebig kleines ε ∈ (0, 1) existiert ein tε = O(n log(1/ε)) , so dass

μt ≤ εμ0, t ≥ tε. (4.5.42)

In jedem Iterationssschritt sind höchstens O(n3) a.Op. erforderlich, so dass auch der
Lang-Schritt-Algorithmus von polynomialer Gesamtkomplexität ist.

Beweis: i) Wir betrachte einen Newton-Schritt t→ t+1 und lassen den Iterationspara-
meter t weg. Unter Verwendung von Aδx = 0, AT δy+ δz = 0, Ax = b und ATy+z = c
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ergibt sich

cT · (x+ λδx)− bT · (y + λδy) = cT · x− bT · y + λ(c− ATy)T δx︸ ︷︷ ︸
= 0

−λ( Ax︸︷︷︸
= b

)T δy

= cT · x− bT · y + λ (c− ATy)T︸ ︷︷ ︸
= zT

δx− λxT · AT δy

= cT · x− bT · y + λeT (Zδx−XAT δy)

= cT · x− bT · y + λeT (Zδx+Xδz −X(δz + AT δy︸ ︷︷ ︸
= 0

)

= cT · x− bT · y + λeT (τe−XZe)

= cT · x− bT · y + λτn− λxT · z
= cT · x− bT · y + λσ(cT · x− bT · y)− λ(cT · x− bT · y)
= (1− λ(1− σ))(cT · x− bT · y),

wobei die Beziehung τn = σ(cT ·x−bT ·y) verwendet wurde. Die Dualitätslücke verändert
sich also in jedem Newton-Schritt gemäß

μt+1 = (1− λt(1− σt))μt, t ≥ 0. (4.5.43)

ii) Eine genauere Analyse der Newton-Konvergenz ergibt die Notwendigkeit der Wahl λt =
O(1/n) zur Erzwingung der Eigenschaft (xt, yt, zt) ∈ N−∞(γ) und damit insbesondere
(xt, zt) > 0 . Wegen der speziellen Wahl von σt ∈ [σmin, σmax] im Algorithmus impliziert
dies dann die Behauptung. Hierzu benötigen wir eine eine Reihe von Zwischenresultaten,
die im Folgenden in Hilfssätzen zusammengefasst werden.

Zunächt bemerken wir, dass wegen der Zulässigkeit des Startvektors (x0, y0, z0) ∈
N−∞(γ) auch alle weiteren Iterierte (xt, yt, zt) ∈ R

n+m+n automatisch die linearen Re-
striktionen

Axt = b, AT yt + zt = c, t ≥ 1, (4.5.44)

erfüllen (Übungsaufgabe). Ferner folgt aufgrund der Wahl von λt ∈ (0, 1] im Algorithmus
für (xt, zt) > 0 auch stets

(xt+1, zt+1) = (xt, zt) + λt(δx
t, δzt) > 0, (4.5.45)

d. h.: per Induktion (xt, zt) > 0 für alle t ≥ 0. Wir kommen nun zu den angekündigten
Hilfssätzen.

Hilfssatz 4.1: Seien u, v ∈ R
n zwei orthogonale Vektoren, uT · v = 0. Dann gilt:

‖UV e‖2 ≤ 2−3/2‖u+ v‖22, (4.5.46)

wobei wieder U := diag(ui), V := diag(vi) und e := (1, . . . , 1)T .
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Beweis: (Details Übungsaufgabe) Aus der Ungleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel ergibt sich für Zahlen a, b ∈ R mit ab ≥ 0 :√

|ab| ≤ 1
2
|a+ b|. (4.5.47)

Aus uT · v ≥ 0 folgt

0 ≤ uT · v =
∑

uivi≥0

uivi +
∑

uivi<e0

uivi =
∑
i∈P
|uivi| −

∑
i∈M

|uivi|, (4.5.48)

mit der (disjunkten) Zerlegung P := {i ∈ In| uivi ≥ 0} , M := {i ∈ In| uivi < 0} der
Indexmenge In := {1, . . . , n} . Damit ergibt sich dann die Abschätzungskette

‖UV e‖2 =
( n∑

i=1

|uivi|2
)1/2

=
(∑

i∈P
|uivi|2 +

∑
i∈M

|uivi|2
)1/2

≤
((∑

i∈P
|uivi|

)2
+
(∑

i∈M
|uivi|

)2)1/2
≤
(
2
(∑

i∈P
|uivi|

)2)1/2
=
√
2
∑
i∈P
|uivi| (wegen (4.5.48))

≤
√
2
∑
i∈P

1

4
|ui + vi|2 = 2−3/2

∑
i∈P
|ui + vi|2 (wegen (4.5.47))

≤ 2−3/2

n∑
i=1

|ui + vi|2 = 2−3/2 ‖u+ v‖22 .

Dies ist gerade die Behauptung. Q.E.D.

Hilfssatz 4.2: Für jeden Vektor (x, y, z) ∈ N−∞(γ) gilt:

‖δXδZe‖2 ≤ 2−3/2
(
1 +

1

γ

)
μ(x, z)n , (4.5.49)

wobei wieder μ(x, z) := xT · z/n .

Beweis: Aus der Newton-Gleichung (4.5.40) folgt Aδx = 0 und AT δy + δz = 0, was
wiederum impliziert, dass

δxT · δz = −δxT · AT δy = −Aδx · δy = 0.

Die dritte Gleichung in (4.5.40),

Zδx+Xδz = −XZe+ τe,

wird nun mit (XZ)−1/2 multipliziert. Mit der Matrix D := X1/2Z−1/2 ergibt sich

D−1δx+Dδz = (XZ)−1/2(−XZe+ τe). (4.5.50)
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Da (D−1δx)T · (Dδz) = δxT · δz = 0 gilt, kann Hilfssatz 4.1 auf die Vektoren u := D−1δx
und v := Dδz angewendet werden:

‖δXδZe‖2 = ‖(D−1δx)(Dδz)e‖2
≤ 2−3/2‖D−1δx+Dδz‖22 (mit Hilfssatz 4.1)

= 2−3/2‖(XZ)−1(−XZe + τe)‖22 (mit Gleichung (4.5.50)).

Wegen xT · z = μ(x, z)n =: μn ergibt sich dann die folgende Ungleichungskette:

‖δXδZe‖2 ≤ 2−3/2‖(XZ)−1(−XZe+ τe)‖22
= 2−3/2

n∑
i=1

( 1√
xizi

(−xizi + τ)
)2

= 2−3/2

n∑
i=1

1

xizi
(x2i z

2
i − 2xiziτ + τ 2)

= 2−3/2
(
xT · z − 2nτ + τ 2

n∑
i=1

1

xizi

)
≤ 2−3/2

(
xT · z − 2nτ + τ 2

n

γμ

)
(da xizi ≥ γμ )

= 2−3/2
(
1− 2σ +

σ2

γ

)
μn (da τ = σμ = σxT · z/n )

≤ 2−3/2
(
1 +

1

γ

)
μn .

Dies ist gerade die Behauptung. Q.E.D.

Hilfssatz 4.3: Für die im Algorithmus erzeugte Folge der Schrittlängen λt gilt

λt ≥ λ∗ := 23/2γ
1− γ

1 + γ

σ∗
n
, t ≥ 0 . (4.5.51)

Beweis: Die dritte Newton-Gleichung lautet (Iterationsindex t unterdrückt und μ :=
μ(x, z) gesetzt):

Zδx+Xδz = σμe−XZe . (4.5.52)

Mit Hilfssatz 4.2 folgt

|δxiδzi| ≤ 2−3/2(1 + 1/γ)μn , i = 1, . . . , n. (4.5.53)

Für (x, y, z, )T ∈ N−∞(γ) gilt definitionsgemäß xizi ≥ γμ und damit

(xi + λδxi)(zi + λδzi) = xizi + λ(xiδzi + ziδxi) + λ2δxiδzi

≥ xizi(1− λ) + λσtμ− λ2|δxiδzi| (wegen (4.5.52))

≥ γμ(1− λ) + λσtμ− λ22−3/2(1 + 1/γ)μn (wegen (4.5.53)).



4.5 Realisierung der primal-dualen Innere-Punkte-Methode 95

Wir führen jetzt wieder den Iterationsindex t ein. Damit garantiert (xt+1, yt+1, zt+2)T ∈
N−∞(γ) ist, sollte also unter Beachtung von (4.5.43) gelten:

γμt(1− λ) + λσtμt − λ22−3/2(1 + 1/γ)μtn ≥ γμt+1 = γ(1− λ(1− σt))μt,

bzw.
γ(1− λ) + λσt − λ22−3/2(1 + 1/γ)n ≥ γ(1− λ(1− σt)).

Dies ist erfüllt für (nachrechnen)

λ ≤ λ∗ := 23/2γ
1− γ

1 + γ

σ∗
n
.

Also gilt bei Verwendung einer Schrittweite λ ≤ λ∗ im Newton-Schritt:

xt+1
i zt+1

i ≥ γμt+1 > 0, i = 1, . . . , n.

Für λ = 0 ist nach Voraussetzung (x, z) > 0 . Wegen der stetigen Abhängigkeit von
(x(λ), z(λ)) von λ und xi(λ)zi(λ) > 0 für λ ∈ [0, λ∗] muss also für solche λ auch
(x(λ), z(λ)) > 0 sein. Folglich ist (xt+1, yt+1, zt+1)T ∈ N−∞(γ) für Schrittweiten λ ≤ λ∗.
Da λt ∈ (0, 1] als größtmögliche Schrittweite mit dieser Eigenschaft definiert ist, folgt
λt ≥ λ∗ . Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen, können wir jetzt den Beweis des Satzes vervollständigen.
Mit der Ungleichung (4.5.51) erhalten wir

λt(1− σt) ≥ 23/2γ
1− γ

1 + γ

σ∗
n
(1− σ∗) =:

δ

n
.

Somit folgt

xt+1T · zt+1 ≤ (1− λt(1− σt))x
T · zt ≤

(
1− δ

n

)
xT · zt,

was den Beweis vervollständigt. Q.E.D.

Die betrachetten Innere-Punkte-Verfahren brechen mit einer Iterierten (xt, yt, zt) ab,
die zulässig ist mit einer ausreichend kleinen Dualitätslücke. In diesem Sinne ist der
Punkt (xt, yt, zt) als Näherungslösung der primal-dualen Optimierungsaufgabe zu ver-
stehen. Tatsächlich sagt die Dualitätslücke nichts darüber aus, ob (xt, yt, zt) wirklich

”
nahe“ an der optimalen Lösung des Ausgangsproblems am Rande von Ω liegt. Dies
wird qualitativ durch folgenden Satz belegt.

Satz 4.7: Die von der Innere-Punkte-Methode erzeugte Folge von Iterierten (xt, yt, zt)
besitzt mindestens einen Häufungspunkt (x̂, ŷ, ẑ) und jeder dieser Häufungspunkte ist eine
Optimallösung der primal-dualen Aufgabe (KKT-System).

Beweis: Nach dem oben Gezeigten ist das Polyeder

F := {(x, y, z) ∈ Ω | xT · z ≤ x0T · z0}
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kompakt. Da die Folge (xtT · zt)t∈N der Dualitätslücken monoton fällt (mit konstanter
Rate), ist (xt, yt, zt) ∈ F und besitzt daher einen Häufungspunkt (x̂, ŷ, ẑ) ∈ F . Für die
zugehörige Teilfolge gilt dabei

x̂T · ẑ = lim
ti→∞

xtiT · zti = 0,

d. h.: (x̂, ŷ, ẑ) hat Dualitätslücke Null und ist folglich Optimallösung. Q.E.D.

4.5.1 Praktische Aspekte

Bei der Realisierung der Innere-Punkte-Methoden sind die folgenden Fragen zu klären:

1. Wie findet man geeignete Startwerte (x0, y0, z0) ∈ Ω0 ?

2. Wie ist der Parameter σt ∈ (0, 1] zu wählen?

3. Wie können die Korrektursysteme (4.5.35) effizient gelöst werden?

4. Wie ist der Dämpfungsparameter λt ∈ (0, 1] zu wählen?

a) Die Konstruktion geeigneter Startwerte (x0, y0, z0) ∈ Ω0 für Innere-Punkte-Methoden
erfordert häufig eine aufwendige Vorlaufrechnung in Form von zusätzlich zu lösenden Op-
timierungsaufgaben. Wir betrachten die beiden linear/quadratischen Optimierungsaufga-
ben

x ∈ R
n : 1

2
xT · x→ min!

Ax = b,
(4.5.54)

und

(y, z) ∈ R
m × R

n : 1
2
zT · z → min!

AT y + z = c,
(4.5.55)

deren Lösungen (x, y, z) man aus den folgenden (linearen) Gleichungen erhält:

x = AT (AAT )−1b, y = (AAT )−1Ac, z = c− ATy. (4.5.56)

Diese Punkte erfüllen zwar konstruktionsgemäß die linearen Gleichungen aber nicht not-
wendig die Bedingung (x, z) > 0 . Um dies zu korrigieren, setzen wir

x0 := x+ δxe+ εxe, y0 := y, z0 := z + δze+ εze.

mit

δx := max
(− 3

2
min

i
xi, 0

)
, δz := max

(− 3
2
min

i
zi, 0
)
,

εx :=
1

2

x̃T · z̃
eT · z̃ , εz :=

1

2

x̃T · z̃
eT · x̃ .
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Diese Korrekturen bewirken, dass die Komponenten von x0 und z0 nicht zu nahe bei
Null liegen und nicht zu verschieden sind.

b) Der Hauptaufwand bei der Anwendung des Newton-Verfahrens besteht in der Lösung
der Korrekturgleichungen (mit unterdrücktem Iterationsparameter

”
t“)

Aδx = −(Ax− b), AT δy + δz = −(ATy + z − c), Zδx+Xδz = −(XZe− τe).

Aus diesen Gleichungen können nacheinander zunächst δy , dann δx und schließlich δz
berechnet werden. Mit der positiv definiten Diagonalmatrix D := Z−1X gilt:

ADAT δy = −AD(AT y + z − c)−ADδz

= −AD(AT y + z − c)−AZ−1Xδz

= −AD(AT y + z − c)−AZ−1(−Zδx− (XZe− τe))

= −AD(AT y + z − c)− (Ax− b) + ADX−1(XZe− τe)

= −(Ax − b+ AD((ATy + z − c)−X−1(XZe− τe))).

Die Matrix ADAT ist symmetrisch und wegen Rang(A) = m positiv definit. Die Kor-
rektur δy lässt sich also aus der Gleichung

ADAT δy = −(Ax− b+ AD((ATy + z − c)−X−1(XZe− τe))) (4.5.57)

bestimmen. Anschließend werden die Korrekturen δx und δz aus den folgenden Glei-
chungen berechnet:

δz = −AT δy − (AT y + z − c), (4.5.58)

δx = −Dδz − Z−1(XZe− τe). (4.5.59)

Die Matrix ADAT ∈ R
m×m ist zwar positiv definit aber i. Allg. selbst für dünn besetz-

tes A vollbesetzt und häufig schlecht konditioniert. Zur stabilen Lösung des Systems
(4.5.57) sind also spezielle Verfahren erforderlich, welche nicht den explizite Aufbau der
Matrix ADAT erfordern, z. B. die Verwendung einer QR-Zerlegung von A oder das CG-
Verfahren.

Wenn der Startvektor zulässig gewählt wird, bleiben während der gesamten Iteration
die ersten beiden (linearen) Gleichungen erfüllt,

Axt = b, AT yt + zt = c,

und die Newton-Korrektur wirkt nur auf die dritte (nichtlineare) Gleichung. Die Glei-
chungen (4.5.57) – (4.5.59) vereinfachen sich dann zu

ADAT δy = X−1(XZe− τe), (4.5.60)

δz = −AT δy, (4.5.61)

δx = −Dδz − Z−1(XZe− τe). (4.5.62)



98 Innere-Punkte-Methoden

4.6 Übungsaufgaben

Aufgabe 4.1: Für eine Matrix A ∈ R
m×n und einen Vektor c ∈ R

n sei die durch
D := {y ∈ R

n |ATy ≤ c} definierte Teilmenge D ⊂ R
n beschränkt mit nichtleerem

Inneren D0 . Man zeige, dass die mit den Spaltenvektoren ai, i = 1, . . . , n, von A und
den Komponenten ci, i = 1, . . . , n, von c gebildete Funktion

Φ(y) := −
n∑

i=1

ln(ci − aTi · y)

auf D0 streng konvex ist und bei Annäherung an den Rand von D gegen unendlich
strebt.

Aufgabe 4.2: Man verifiziere, dass die Jacobi-Matrix der durch

Ψ0(x, y, z) :=

⎡
⎢⎢⎣

Ax− b

ATy + z − c

XZe

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0

0

0

⎤
⎥⎥⎦ , x, z > 0,

mit den (n × n)-Diagonalmatrizen X := diag(xi), Z := diag(zi) und dem n-Vektor
e := (1, . . . , 1)T definierten Abbildung Ψ0(x, y, z) : M0 × M∗

0 → R
n × R

m × R
n die

folgende Gestalt hat:

DΨ0(x, y, z) =

⎡
⎢⎢⎣
A 0 0

0 AT I

Z 0 X

⎤
⎥⎥⎦ .

Aufgabe 4.3: Für zweimal stetig differenzierbare Funktionen f : D ⊂ R
n → R

n konver-
giert das Newton-Verfahren lokal quadratisch gegen eine Nullstelle z . Man zeige, dass es
für (nur) einmal stetig differenzierbare Funktionen immer noch

”
super-linear“ konvergiert,

‖xt+1 − z‖
‖xt − z‖ → 0 (t→∞),

d. h.: Es ist asymptotisch schneller als die einfache Fixpunktiteration.

Aufgabe 4.4: Die Eigenwertaufgabe Ax = λx einer Matrix A ∈ R
n×n ist äquivalent zu

dem nichtlinearen Gleichungssystem

Ax− λx = 0,

‖x‖22 − 1 = 0,

von n+ 1 Gleichungen in den n + 1 Unbekannten x1, . . ., xn, λ .

a) Man gebe die Newton-Iteration zur Lösung dieses Gleichungssystems an.
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b) Man führe zwei (oder bei Interesse auch mehr) Newton-Schritte durch für die Matrix

A =

[
4 0

−1 4

]

mit den Startwerten x01 = 0, x02 = 1.5, λ0 = 3.5 . Man berechne die Eigenwerte und
Eigenvektoren dieser Matrix und stelle fest, ob das Newton-Verfahren in diesem Fall
quadratisch konvergiert.

Aufgabe 4.5: Man gebe das Newton-Verfahren für das regularisierte primal-duale Sys-
tem aus dem Text an:

Ψμ(x, y, z) :=

⎡
⎢⎢⎣

Ax− b

ATy + z − c

XZe− μe

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0

0

0

⎤
⎥⎥⎦ , x, z > 0.

Ist eins der üblichen iterativen Standardverfahren geeignet zur Lösung der in jedem
Newton-Schritt auftretenden linearen Gleichungssysteme?

Aufgabe 4.6: Man beschreibe das Prinzip des Euler-Lagrange-Formalismus und wende
diesen an zur Bestimmung der Maxima und Minimima des Polynoms

f(x, y) = x− y

auf der Kreislinie K := {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 1} .

Aufgabe 4.7: Die reelle Zahl a > 0 ist so in drei positive Summanden zu zerlegen, dass
deren Produkt maximal ist. (Hinweis: Man formuliere dies als eine Optimierungsaufgabe
mit Gleichungsrestriktion und benutze zu deren Lösung den Euler-Lagrange-Ansatz.)

Aufgabe 4.8: Man zeige, dass eine stetig differenzierbare, strikt konvexe Funktion f :
D ⊂ R

n → R
n,

f(tx+ (1− t)x′) < tf(x) + (1− t)f(x′), x, x′ ∈ D, 0 < t < 1,

notwendig einen strikt monotonen Gradienten besitzt, d. h.:

∇(f(x)− f(x′))T · (x− x′) > 0, x, x′ ∈ D, x �= x′.

(Hinweis: Man leite die Beziehung f(x′) > f(x)+∇f(x) · (x′−x) her und verwende diese
zum Beweis der behaupteten Monotonieeigenschaft.)

Aufgabe 4.9: Im Text wurde die folgende Aussage bewiesen:

Sei Rang(A) = m und μ > 0 gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:
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a) Das primale Barriere-Problem (IIμ) besitzt eine (eindeutige) Lösung xμ.

b) Das duale Barriere-Problem (II∗μ) besitzt eine (eindeutige) Lösung (yμ, zμ).

c) Das gekoppelte primal-duale Problem (KKT-System) besitzt eine (eindeutige) Lösung
(xμ, yμ.zμ), d. h.: Es existiert ein ”

zentraler Pfad“.

Man gebe in Anlehnung an den Beweis für (a) ⇔ (c) aus dem Text das Argument für die
Aussage (b) ⇔ (c) an.

Aufgabe 4.10: Man zeige die Konvergenz des
”
zentralen Pfades“ der primal-dualen Opt-

mierungsaufgabe (KKT-Sytem), d. h.: Für μ→ 0 konvergieren die (eindeutigen) Lösun-
gen (x̂μ, ŷμ, ẑμ) der regularisierten primal-duale Probleme gegen eine Lösung (x̂, ŷ, ẑ) des
ursprünglichen (nichtregularisierten) primal-dualen Problems.

Aufgabe 4.11: Die Matrix A ∈ R
m×n, n ≥ m habe maximalen Rang m und d =

dig(di) sei eine Diagonalmatrix mit positiven Hauptdiagonalelementen di > 0 . Man
zeige, dass dann die Matrix ADAT symmetrisch und positiv definit ist.

Aufgabe 4.12: Der Startwert (x0, y0, z0) für die Newton-Iteration sei zulässig gewählt,
d. h.:

(x0, y0, z0) ∈ Ω0 := {(x, y, z) ∈ Ω |Ax = b, ATy + z = c, x > 0, z > 0}.

Man zeige, dass dann für hinreichend kleine Dämpfungsparameter λt ∈ (0, 1] auch alle
weiteren Iterierten (xt, yt, zt) in Ω0 liegen.

Aufgabe 4.13: Seien u, v ∈ R
n zwei orthogonale Vektoren, d. h.: uT · v = 0. Man zeige,

dass gilt:

‖UV e‖2 ≤ 2−3/2‖u+ v‖22 , (4.6.63)

wobei wieder U := diag(ui), V := diag(vi), e := (1, . . . , 1)T und ‖ · ‖2 die euklidische
Norm sind. (Hinweis: Man verwende die folgende Beziehung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel:

√|ab| ≤ 1
2
|a+b|, a, b ∈ R, ab ≥ 0 . Weiterhin kann die Aufspaltung

0 = uT · v =∑uivi≥0 uivi +
∑

uivi<0 uivi hilfreich sein.)

Aufgabe 4.14: Seien eine Matrix A ∈ R
m×n mit maximalem Rang m und ein Vektor

b ∈ R
m gegeben. Man zeige, dass die Lösung des linear/quadratischen Optimierungspro-

blems
x ∈ R

n : 1
2
xT · x→ min! Ax = b,

durch folgende Gleichung gegeben ist:

x = AT (AAT )−1b .
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5.1 Konvexe Programmierungsaufgaben

Wir betrachten im Folgenden allgemeine Optimierungsaufgaben in der
”
Standardform“

(P ) x ∈ R
n : f(x)→ min!, g(x) ≤ 0,

mit einer Zielfunktion f : Rn → R und Restriktionen g = (g1, ·, gm) : Rn → R
m. Der

zugehörige
”
zulässige“ Bereich ist wieder definiert durch M := {x ∈ R

n | g(x) ≤ 0} .
Im Allgemeinen Fall einer nichtlinearen Aufgabe sind die Fragen nach Charakterisie-

rung und Berechnung von Lösungen natürlich sehr viel schwieriger als im linearen Fall.

Beispiel 5.1: Wir betrachten die Situation n = 2, m = 3 mit den Restriktionen

g1(x) = −x1 ≤ 0, g2(x) = −x2 ≤ 0, g3(x) = x1 + x2 − 1 ≤ 0.

a) Linearer Fall f(x) = x1 − x2 mit Eckenlösung (Niveaulinien f(x) = c):

10
x1

10

x2

Abbildung 5.1: Problem mit Eckenlösung

b) Linear-quadratischer Fall f(x) = (x1 − 7)2 + (x2 − 7)2 mit Randlösung und f(x) =
(x1 − 3)2 + (x2 − 3)2 mit innerer Lösung (Niveaulinien f(x) = c)

x1

x2

10

10

7

7

x1

x2

10

10

3

3

Abbildung 5.2: Problem mit Randlösung (links) und innerer Lösung (rechts)

101
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Diese Beispiele zeigen, dass bei nichtlinearen Optimierungsaufgaben die Lösung, falls eine
solche überhaupt existiert, sicher nicht durch eine spezielle Lage im zulässigen Bereich
M = {x ∈ R

n | g(x) ≤ 0} ausgezeichnet ist. Um zu verwendbaren Aussagen zu kommen,
müssen zusätzliche Annahmen über die Eigenschaften der Funktionen f und gi getroffen
werden. Die Aufgabe (P ) wird

”
linear“ genannt, wenn sowohl die Zielfunktion f als auch

die Restriktion g affin-linear sind:

f(x) = cT · x+ d, g(x) = Ax− b,

mit Vektoren c ∈ R
n, b ∈ R

m und einer Matrix A ∈ R
m×n, andernfalls ist sie

”
nichtline-

ar“. Eine Funktion f : Rn → R ist genau dann affin-linear, wenn gilt:

f(λx+ (1− λ)x′) = λf(x) + (1− λ)f(x′), x, x′ ∈ R
n, λ ∈ (0, 1). (5.1.1)

Man nennt f
”
konvex“, wenn gilt:

f(λx+ (1− λ)x′) ≤ λf(x) + (1− λ)f(x′), x, x′ ∈ R
n, λ ∈ (0, 1), (5.1.2)

(
”
konkav“ für

”
≥“) und

”
streng konvex“, wenn

”
<“ für x �= x′ gilt. Sind die Funktio-

nen f und gi konvex, so spricht man von einer
”
konvexen Optimierungsaufgabe“. Viele

Eigenschaften der linearen Aufgabe lassen sich sinngemäß auch für den konvexen Fall
übertragen.

Ein zulässiger Punkt x ∈ M der Aufgabe (P ) wird
”
relatives (lokales) Minimum“

genannt, wenn für eine ε-Umgebung Uε(x) = {y ∈ R
n | ‖x− y‖ < ε} gilt:

f(x) ≤ f(y), y ∈ Uε(x) ∩M. (5.1.3)

Ein Minimum von f auf ganz M heißt dann
”
absolut“ oder auch

”
global“.

Für spätere Zwecke listen wir einige Aussagen über konvexe Funktionen:

- Ist f konvex, so ist −f konkav.

- Sind fi (i = 1, . . . , m) konvex, so ist
∑m

i=1 fi konvex.

- Für eine konvexe Funktion ist jedes relative Minimum auch absolut.

- Die Menge der Minima einer konvexen Funktion ist konvex.

- Eine streng konvexe Funktion hat höchstens ein Minimum.

- Eine auf einer offenen (konvexe) Menge definierte konvexe Funktion ist dort not-
wendig stetig.

- Ist f konvex, so ist die Menge {x ∈ R
n | f(x) ≤ a} für jedes a ∈ R konvex.

Als Durchschnitt von konvexen Mengen ist der zulässige Bereich einer konvexen Program-
mierungsaufgabe stets konvex; ist er beschränkt, so hat die Aufgabe (P ) eine eindeutig
bestimmte Lösung. Wir werden im Folgenden die Minimalstellen durch notwendige und
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hinreichende Bedingungen charakterisieren und dann Methoden zu ihrer numerischen Be-
rechnung diskutieren. Dazu werden gewiss Glattheitseigenschaften von f und g erdor-
derlich sein. In der Regel werden diese Funktionen als einmal oder auch zweimal stetig
(partiell) differenzierbar angenommen.

Lemma 5.1: Eine Funktion f ∈ C1(M) , M konvex, ist genau dann konvex, wenn

f(y) ≥ f(x) + (y − x)T · ∇f(x), x, y ∈M, (5.1.4)

und genau dann streng konvex, wenn für x �= y in (5.1.4) die strikte Ungleichung gilt.

Beweis: Aus der Ungleichung (5.1.4) folgt für y, z ∈ M und x = λy + (1 − λ)z mit
0 ≤ λ ≤ 1:

λf(y) + (1− λ)f(z) ≥ λ
(
f(x) + (y − x)T · ∇f(x))+ (1− λ)

(
f(x) + (z − x)T · ∇f(x))

= f(x) +
(
λ(y − x) + (1− λ)(z − x)

)T · ∇f(x)
= f(x) +

(
λy + (1− λ)z − x

)T · ∇f(x) = f(x),

d. h.: f ist konvex. Ist umgekehrt f konvex, so gilt für die auf (0, 1) differenzierbare
Funktion

ϕ(λ) := λf(y) + (1− λ)f(x)− f(λy + (1− λ)x) ≥ 0

und ϕ(0) = 0 . Also ist notwendig ϕ′(0) ≥ 0. Dies impliziert

0 ≤ ϕ′(0) = f(y)− f(x)−∇f(x)T · (y − x).

Für die strenge Konvexität argumentiert man analog. Q.E.D.

Lemma 5.2: Eine Funktion f ∈ C2(M) , M konvex mit nicht leerem Inneren Mo �= ∅,
ist konvex bzw. streng konvex, genau dann wenn die zugehörige Hesse1-Matrix

∇2f(x) =
( ∂2f

∂xi∂xk
(x)
)n
i,k=1

für alle x ∈M positiv semi-definit bzw. positiv definit ist.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus der Taylorschen Formel

f(y) = f(x) + (y − x)T · ∇f(x) + 1
2
(y − x)T · ∇2f(ξ)(y − x), ξ ∈ (x, y),

mit Hilfe von Lemma 5.1. Q.E.D.

Als Folgerung aus Lemma 5.2 finden wir, dass quadratische Funktionen

f(x) = cT · x+ xT · Cx
mit (symmetrischer) positiv semi-definiter Matrix C ∈ R

n×n konvex sind.

Für konvexe Optimierungsaufgaben haben wir den folgenden Satz über die Existenz
von Minima.

1Ludwig Otto Hesse (1811–1874): Deutscher Mathematiker; wirkte in Königsberg, Heidelberg und
München; Beiträge zur Theorie der algebraischen Funktionen und Invarianten
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Satz 5.1 (Existenzsatz für konvexe Aufgaben): In der Optimierungaufgabe (P ) mit
konvexen Funktionen f und gi, i = 1, . . . , n, sei die zulässige Menge M beschränkt oder
die Zielfunktion habe die Eigenschaft

f(x)→∞ (x ∈M, ‖x‖2 →∞). (5.1.5)

Dann besitzt f auf M ein Minimum x̂ . Im Fall der strikten Konvexität von f ist das
Minimum eindeutig.

Beweis: i) Auf der beschränkten (und damit kompakten) zulässigen Menge M nimmt
die konvexe (und damit stetige) Funktion f ihr Minimum an.

ii) Sei nun M unbeschränkt und erfülle (5.1.5). Wir verwenden das sog.
”
Minimalfol-

genargument“. Wegen der Wachstumsbedingung (5.1.5) kann es keine Folge von Punkten
xt ∈M geben mit f(xt)→ −∞ (t→∞) . Also ist f nach unten beschränkt:

−∞ < inf
x∈M

f(x) =: d.

Sei nun (xt)t∈N ⊂ M eine zugehörige
”
Minimalfolge“, d. h.: f(xt) → d (t → ∞) . Diese

Minimalfolge muss, wieder wegen (5.1.5), beschränkt sein und besitzt wegen der Abge-
schlossenheit von M folglich mindestens einen Häufungspunkt x̂ ∈ M . Für diesen gilt
dann mit der zugehörigen Teilfolge (xts)s∈N wegen der Stetigkeit von f :

f(x̂) = lim
s→∞

f(xts) = d,

d. h.: x̂ ist Minimum von f auf M . Dieses Minimum ist dann für strikt konvexes f
eindeutig bestimmt. Q.E.D.

5.2 Dualitätstheorie (globale Extremalbedingungen)

Im Folgenden untersuchen wir die
”
globalen“ Eigenschaften der Optimierungsaufgabe

(P ), d. h.: charakterisierende Eigenschaften ihrer
”
globalen“ Lösungen. Der

”
primalen“

Programmierungsaufgabe

(P ) x ∈ R
n : f(x)→ min! g(x) ≤ 0,

mit stetigen Funktionen f : Rn → R und g ∈ R
n → R

m wird die folgende sog.
”
Lagrange-

Funktion“ zugeordnet:

L(x, y) := f(x) + yT · g(x), x ∈ R
n, y ∈ R

m.

Wir definieren

L∗(x) := sup
y∈Rm

+

L(x, y) ∈ R ∪ {∞}, x ∈ R
n,

L∗(y) := inf
x∈Rn

L(x, y) ∈ R ∪ {−∞}, y ∈ R
m
+ ,
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sowie das zugehörige Paar zueinander
”
dualer“ Aufgaben

(P̃ ) x ∈ R
n : L∗(x)→ min!

(P ∗) y ∈ R
m
+ : L∗(y)→ max!

Im Fall, dass M := {x ∈ R
n | g(x) ≤ 0} �= ∅ , ist (P̃ ) eine äquivalente Formulierung zu

(P ), denn es gilt:

x ∈M : L∗(x) = sup
y∈Rm

+

{f(x) + yT · g(x)} = f(x),

x �∈M : L∗(x) = +∞.

Wir bezeichnen (P ∗) als die zu (P )
”
duale“ Aufgabe. Wie in der linearen Programmie-

rung ist man dann an
”
Alternativsätzen“ für die Probleme (P ) und (P ∗) interessiert. Im

Folgenden setzen wir stets M �= ∅ voraus.

Lemma 5.3: Es gilt allgemein (im Zahlbereich R ∪ {±∞})
L∗(x) ≥ L∗(y), x ∈ R

n, y ∈ R
m
+ . (5.2.6)

Ist für ein Paar (x̂, ŷ) ∈ R
n × R

m
+ das folgende sog.

”
Sattelpunktkriterium“ erfüllt,

L∗(x̂) = L∗(ŷ), (5.2.7)

so sind x̂ und ŷ Lösungen von (P ) bzw. (P ∗).

Beweis: i) Für x �∈ M ist definitionsgemäß L∗(x) =∞ und folglich L∗(x) ≥ L∗(y) für
alle y ∈ R

m
+ . Für x ∈M ist

L∗(x) = f(x) ≥ f(x) + yT︸︷︷︸
≥ 0

· g(x)︸︷︷︸
≤ 0

= L(x, y)

≥ inf
x∈Rn

L(x, y) = L∗(y), y ∈ R
m
+ .

ii) Im Fall L∗(x̂) = L∗(ŷ) ist also

L∗(ŷ) = L∗(x̂) ≥ L∗(y), y ∈ R
m
+ ,

L∗(x̂) = L∗(ŷ) ≤ L∗(x), x ∈ R
n,

d. h.: x̂ and ŷ sind Lösungen der Aufgaben (P̃ ) bzw. (P ∗). Wegen M �= ∅ muss x̂ ∈M
sein, d. h.: x̂ ist auch Lösung von Aufgabe (P ). Q.E.D.

Lemma 5.4: Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. L∗(x̂) = L∗(ŷ) .

2. L∗(x̂) = L(x̂, ŷ) = L∗(ŷ) .
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3. L(x̂, y) ≤ L(x̂, ŷ) ≤ L(x, ŷ), x ∈ R
n, y ∈ R

m
+ .

4. minx∈Rn supy∈Rm
+
L(x, y) = maxy∈Rm

+
infx∈Rn L(x, y) .

Beweis: (1)→ (2) : Gilt (1), so folgt auch (2) wegen:

L(x̂, ŷ) ≤ sup
z∈Rm

+

L(x̂, z) = L∗(x̂) = L∗(ŷ)︸ ︷︷ ︸
(1)

= inf
x∈Rn

L(x, ŷ) ≤ L(x̂, ŷ).

(2)→ (3) : Gilt (2), so folgt (3) wegen der folgenden Beziehungen für x ∈ R
n, y ∈ R

m
+ :

L(x̂, y) ≤ sup
z∈Rm

+

L(x̂, z) = L∗(x̂) = L(x̂, ŷ) = L∗(ŷ)︸ ︷︷ ︸
(2)

= inf
z∈Rn

L(z, ŷ) ≤ L(x, ŷ).

(3)→ (2) : Dies ergibt sich trivialerweise.

(2)→ (1) : Dies ergibt sich trivialerweise.

(1)→ (4) : Gilt (1), so folgt nach Lemma 5.3 auch (4) gemäß

min
x∈Rn

L∗(x) = L∗(x̂) = L∗(ŷ)︸ ︷︷ ︸
(1)

= max
y∈Rm

+

L∗(y).

(4)→ (1) : Gilt (4), so gibt es x̂ ∈ R
n und ŷ ∈ R

m
+ , mit denen (1) gilt:

L∗(x̂) = L∗(ŷ).

Dies vervollständigt den Beweis. Q.E.D.

Die Beziehung (3) in Lemma 5.4 besagt, dass das Paar (x̂, ŷ) ∈ R
n ×R

m
+ ein

”
Sattel-

punkt“ der Lagrange-Funktion L(x, y) ist. Lemma 5.3 besagt also, dass jeder Sattelpunkt
(x̂, ŷ) von L(x, y) mit x̂ und ŷ Lösungen von (P ) bzw. (P ∗) liefert. Die Umkehrung ist
i. Allg. nicht richtig; dazu sind weitere Voraussetzungen erforderlich. An den zulässigen
Bereich M stellen wir im Folgenden die sog.

”
Slater2-Bedingung“:

Mo := {x ∈M | g(x) < 0} �= ∅. (5.2.8)

Diese Bedingung macht offenbar bei Gleichungsrestriktionen keinen Sinn. Damit haben
wir den folgenden zentralen Satz der

”
konvexen Optimierung“.

Satz 5.2 (Globaler Karush-Kuhn-Tucker-Satz): Es seien f, gi, i = 1, . . . , m , kon-
vex und Mo �= ∅ . Dann ist ein x̂ ∈M genau dann Lösung von (P ), wenn es ein ŷ ∈ R

m
+

gibt, so dass (x̂, ŷ) Sattelpunkt von L(x, y) ist.

Zum Beweis dieses Satzes benötigen wir den folgenden sog.
”
Trennunssatz“ für konvexe

Mengen.

2Morton L. Slater (1921–2002): US-amerikanischer Mathematiker; arbeitete an den Sandia National
Laboratories (USA); bekannt durch die nach ihm benannte

”
Slater-Bedingung“ in der nichtlinearen Op-

timierung.
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Lemma 5.5 (Satz von der trennenden Hyperebene): Es seien B1, B2 ⊂ R
m zwei

nichtleere, disjunkte Teilmengen, wobei B1 als konvex und B2 als konvex und offen an-
genommen sind. Dann existiert eine Hyperebene, welche die beiden Mengen trennt, d. h.:
Es existieren ein a ∈ R

m \ {0} und ein β ∈ R , so dass

aT · y − β > 0 ≥ aT · x− β, x ∈ B1, y ∈ B2.

Beweis: Anschaulich ist die Aussage klar. Ihr rigoroser Beweis ist dennoch sehr technisch.
i) Wir zeigen die Behauptung zunächst für den Spezielfall B1 = {x} . Da B̄2 konvex und
abgeschlossen ist, gibt es ein ŷ ∈ B̄2 mit der Eigenschaft (Übungsaufgabe)

‖x− ŷ‖2 = inf
y∈B2

‖x− y‖2.

Für y ∈ B2 ist λy + (1− λ)ŷ ∈ B̄2 für λ ∈ (0, 1) . Damit erhalten wir

‖x− ŷ‖22 ≤ ‖x− λy − (1− λ)ŷ‖22 = ‖x− ŷ + λ(ŷ − y)‖22

= ‖x− ŷ‖22 + 2λ(x− ŷ, ŷ − y) + λ2‖ŷ − y‖22 .

Für λ→ 0 folgern wir (x− ŷ, ŷ − y)2 ≥ 0 und damit

(ŷ − x, y)2 ≥ (ŷ − x, ŷ)2 = (ŷ − x, x)2 + ‖ŷ − x‖22 .

Wir unterscheiden nun zwei Fälle.

a) Fall x �∈ ∂B2 : In diesem Fall ist ‖ŷ − x‖2 > 0 und mit der Setzung

a :=
ŷ − x

‖ŷ − x‖2 , β := (a, x)2 ,

ergibt sich

(a, y)2 ≥ (a, x)2 + ‖ŷ − x‖2︸ ︷︷ ︸
> 0

⇒ (a, y)2 − β > 0 = (a, x)2 − β, y ∈ B2 .

b) Fall x ∈ ∂B2 : Sei (x
t)t∈N ⊂ B̄c

2 (Komplement von B̄2) eine Folge mit xt → x (t→∞)
und at die in (a) zugeordneten Vektoren mit ‖at‖2 = 1 und Zahlen βt := (at, xt)2 . Da
die Folge der at beschränkt ist, besitzt sie eine Teilfolge (ats)s∈N , welche gegen ein a
konvergiert: ats → a (s→∞) . Damit folgt für y ∈ B2 :

(a, y)2 = lim
s→∞

(ats , y)2 ≥ lim
s→∞

{
(ats , xts)2 + ‖ŷ − xts‖2

} ≥ (a, x)2 ,

d. h.:
(a, y)2 − β ≥ 0 = (a, x)2 − β, y ∈ B2 .

Die volle Behauptung mit dem
”
>“-Zeichen ergibt sich mit Hilfe eines Widerspruchargu-

ments analog zu dem weiter unten verwendeten.
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ii) Wir behandeln nun den Fall einer allgemeinen konvexen Menge B1 . Die Menge

B := {y − x | y ∈ B2, x ∈ B1}

ist konvex und wegen B = ∪x∈B1
{y−x | y ∈ B2} offen. Wegen B1∩B2 = ∅ ist außerdem

0 �∈ B . Teil (i) angewendet für die Mengen B1 = {0} und B2 = B liefert also die
Existenz eines a ∈ R

n \ {0}, so dass

(a, y − x)2 > 0, (a, y)2 > (a, x)2, x ∈ B1, y ∈ B2 .

Mit der Setzung β := infy∈B2
(a, y)2 gilt dann

(a, x)2 ≤ β ≤ (a, y)2, x ∈ B1, y ∈ B2 .

Angenommen, es gibt ein y ∈ B2 mit (a, y)2 = β . Dann ist auch (a, y ± εa)2 ≥ β , für
kleines ε ∈ R+, da B2 offen ist. Dies ergibt den Widerspruch ±ε‖a‖2‖ ≥ 0 und somit
(a, x)2 ≤ β < (a, y)2 . Dies vervollständigt den Beweis. Q.E.D.

Beweis: (Beweis von Satz 5.2)

i) Für einen Sattelpunkt (x̂, ŷ) ∈ R
n × R

m
+ von L(x, y) ist nach Lemma 5.3 x̂ Lösung

von Aufgabe (P ).

ii) Sei nun umgekehrt x̂ eine Lösung von (P ). Wir definieren die Mengen

B1 :=
{
yT = (y0, y1, . . . , ym)

T ∈ R
1+m | y0 ≥ f(x), yi ≥ gi(x)

für mindestens ein x ∈ R
n (i = 1, . . . , n)

}
B2 :=

{
zT = (z0, z1, . . . , zm)

T ∈ R
1+m | z0 < f(x̂), zi < 0 (i = 1, . . . , m)

}
.

Die Konvexität von f und der gi impliziert die von B1; B2 ist trivialerweise konvex.
Ferner ist B1 �= ∅ und B2 �= ∅ und offen sowie B1 ∩ B2 = ∅ , da x̂ Lösung von (P ) ist.
Also ist der Trennungssatz (Lemma 5.5) auf die Mengen B1, B2 anwendbar und liefert
die Exsitenz eines Vektors aT = (a0, a1, . . . , am)

T ∈ R
1+m, a �= 0, mit dem gilt:

aT · y > aT · z, y ∈ B1, z ∈ B2.

Es ist a ≥ 0 , da sonst für eine geeignete Folge (zt)t∈N ⊂ B2 gälte: aT · zt →∞ (t→∞) .
Weiter gilt

aT · y ≥ aT · z, y ∈ B1, z ∈ B̄2.

Wir setzen für x ∈ R
n:

yT := (f(x), g1(x), . . . , gm(x))
T ∈ B1, zT := (f(x̂, 0, . . . , 0)T ∈ B̄2,

und erhalten dafür

a0f(x) +

m∑
i=1

aigi(x) = aT · y ≥ aT · z = a0f(x̂), x ∈ R
n.
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Es ist a0 > 0 , denn für a0 = 0 wäre

m∑
i=1

aigi(x) ≥ 0, x ∈ R
n,

im Widerspruch zu Mo �= ∅ . Wir setzen nun

ŷT :=
(a1
a0
, . . . ,

am
a0

)T
∈ R

m
+ .

Damit gilt dann:

f(x) + ŷT · g(x) = f(x) +
m∑
i=1

ŷigi(x) ≥ f(x̂), x ∈ R
n. (5.2.9)

Für x = x̂ folgt speziell

ŷT︸︷︷︸
≥ 0

· g(x̂)︸︷︷︸
≤ 0

≥ 0 ⇒ ŷT · g(x̂) = 0.

Ausgehend von (5.2.9) ergibt sich also für x ∈ R
n, y ∈ R

m
+ :

L(x, ŷ) ≥ f(x̂) = f(x̂) + ŷT · g(x̂)︸ ︷︷ ︸
= 0

≥ f(x̂) + yT · g(x̂)︸ ︷︷ ︸
≤ 0

= L(x̂, y),

d. h.: (x̂, ŷ) ist Sattelpunkt von L(x, y) . Q.E.D.

Korollar 5.1: Es seien f, gi, i = 1, . . . , m, konvex, Mo �= ∅ und die Aufgabe (P ) sei
lösbar. Dann ist auch die duale Aufgabe (P ∗) lösbar. Gilt für eine Lösung ŷ ∈ R

m
+ von

(P ∗) mit einem x̂ ∈M

L∗(ŷ) = f(x̂), (5.2.10)

so ist x̂ Lösung von (P ).

Beweis: Ist (P ) lösbar, so gibt es nach Satz 5.2 einen Sattelpunkt (x̂, ŷ) ∈ R
n×R

m
+ von

L(x, y) . Nach Lemma 5.4 genügt dieser dem Sattelpunktkriterium von Lemma 5.3, und
ŷ ist folglich Lösung von (P ∗). Für x̂ ∈ M ist L∗(x̂) = f(x̂) . Im Fall L∗(ŷ) = f(x̂) ist
das Sattelpunktkriterium erfüllt und nach Lemma 5.3 ist x̂ Lösung von (P ). Q.E.D.

Beispiel 5.2: Wir betrachten als Beispiel eine quadratische Optimierungsaufgabe im R
2

mit n = 2, m = 1 :

f(x) := x21 + x22 − x1 − x2, g(x) := 1 + x1;
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der zulässige Bereich ist M := {x ∈ R
2 | 1 + x1 ≤ 0} . Diese Aufgabe ist offensichtlich

konvex und es ist Mo �= ∅ . Die Hesse-Matrix von f ist positiv-definit,

∇2f(x) =

(
2 0

0 2

)
,

so dass f strikt konvex ist. Da f(x) → ∞ (‖x‖2 → ∞) existiert (nach Satz 5.1) ein
eindeutig bestimmtes (globales) Minimum x̂ ∈ M von f . Die zugehörige Lagrange-
Funktion ist

L(x, y) = x21 + x22 − x1 − x2 + y(1 + x1).

Nach Korollar 5.1 besitzt dann die zugehörige duale Aufgabe

(P ∗) y ∈ R+ : L∗(y) := inf
x∈R2

L(x, y)→ max!

eine Lösung ŷ ∈ R
1
+ . Zur Berechnung von ŷ dienen die folgenden Gleichungen:

0 = ∇xL(x, y)|x=x̂ =

(
2x̂1 − 1 + y

2x̂2 − 1

)
⇒

(
x̂1

x̂2

)
=

(
1−y
2
1
2

)
.

Es ergibt sich damit

L∗(y) =
(1− y

2

)2
+

1

4
− 1− y

2
− 1

2
+ y
(
1 +

1− y

2

)
= −y

2

4
+

3

2
y − 1

2
.

Das Maximum ŷ dieser Funktion erhalten wir aus der Gleichung

d

dy
L∗(y)|y=ŷ = −1

2
ŷ +

3

2
= 0

zu ŷ = 3 . Damit folgt weiter x̂1 = −1 . Es gilt

L∗(ŷ) = max
y∈R+

L∗(y) =
7

4
= f(x̂).

Da x̂ ∈M , ist es nach Korollar 5.1 auch Lösung von (P ).

5.3 Lokale Extremalbedingungen

In diesem Abschnitt werden Bedingungen hergeleitet, welche von lokalen Minima der Op-
timierungsaufgabe (P ) notwendig erfüllt sind. Die Funktionen f und gi, i = 1, . . . , m,
sind im Folgenden stets als mindestens einmal stetig (partiell) differenzierbar angenom-
men. Jedes unrestringierte, lokale Minimum x̂ ∈ R

n der Funktion f genügt notwendig
der Bedingung ∇f(x̂) = 0 , bzw.

dT · ∇f(x̂) = 0 ∀d ∈ R
n. (5.3.11)
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Definition 5.1: Ein d ∈ R
n heißt

”
zulässige Richtung“ für x ∈ M = {y ∈ R

n | g(y) ≤
0}, wenn mit einem ε(x, d) > 0 gilt:

g(x+ εd) ≤ 0 ∀ε ∈ [0, ε(x, d)]. (5.3.12)

Die Menge aller zulässigen Richtungen für x sei mit D(x) bezeichnet.

Lemma 5.6: Für ein lokales Minimum x̂ ∈ M der Optimierungsaufgabe (P ) gilt not-
wendig

dT · ∇f(x̂) ≥ 0 ∀d ∈ D(x). (5.3.13)

Beweis: Für d ∈ D(x̂) folgt aus f(x̂+ εd) ≥ f(x̂) :

dT · ∇f(x̂) = lim
ε→0

ε−1
(
f(x̂+ εd)− f(x̂)

) ≥ 0.

Dies impliziert wegen der Stetigkeit von ∇f die Behauptung. Q.E.D.

Für x ∈M sei mit I(x) die Indexmenge der
”
aktiven“ Restriktionen bezeichnet:

I(x) :=
{
i ∈ {1, . . . , n} | gi(x) = 0

}
.

Lemma 5.7: Sei x ∈M . Dann gilt für jede zulässige Richtung d ∈ D(x) :

dT · ∇gi(x) ≤ 0, i ∈ I(x). (5.3.14)

Beweis: Sei d ∈ D(x) und i ∈ I(x). Dann ist

dT · ∇gi(x) = lim
ε→0

ε−1
(
gi(x+ εd)︸ ︷︷ ︸

≤0

− gi(x)︸ ︷︷ ︸
=0

) ≤ 0,

was gerade die Behauptung ist. Q.E.D.

Für x ∈M setzen wir

D1(x) := {d ∈ R
n | dT · ∇gi(x) ≤ 0, i ∈ I(x)}.

Aufgrund von Lemma 5.7 ist sicher D(x) ⊂ D1(x). Die Umkehrung ist aber i. Allg. nicht
richtig, was durch folgende Beispiele belegt wird.

Beispiel 5.3: Wir betrachten den zweidimensionalen Fall R
2:

a) g(x) = x31 , M = {x ∈ R
3 | x1 ∈ R+, x2 ∈ R},

∇g(x) = (3x21, 0)
T ⇒ D1(0) = R

2 �⊂ D(0) =M.

b) g(x) = x1 M = {x ∈ R
3 | x1 ∈ R+, x2 ∈ R},

∇g(x) = (1, 0)T ⇒ D1(0) =M ⊂ D(0) =M.
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Die Beispiele illustrieren, dass die Menge D(x) durch die geometrischen Eigenschaften
der zulässigen Menge M bestimmt ist, wogegen D1(x) von der speziellen Darstellung
von M durch die Funktionen gi abhängt. Dies gibt Anlass zu der folgenden Regularitäts-
bedingung der Kuhn-Tucker-Theorie:

Definition 5.2: Ein Punkt x ∈M wird
”
regulär“ genannt, wenn D(x) = D1(x) ist.

Für Minimierungsaufgaben mit Gleichungsnebenbedingungen

f(x)→ min! g(x) = 0,

gilt die bekannte
”
Euler-Lagrangesche Multiplikatorenregel“ (Satz 4.3): Sei x̂ ∈ D ein

lokales Minimum von f unter der Nebenbedingung g(x̂) = 0, und habe die Jacobi-Matrix
∇g(x̂) ∈ R

m×m maximalen Rang m . Dann gibt es einen Vektor ŷ ∈ R
m (

”
Multiplika-

tor“), so dass
∇f(x̂) + ŷT · ∇g(x̂) = 0. (5.3.15)

Wir werden jetzt diess Resultat auf den Fall von Ungleichungsnebenbedingungen über-
tragen (Satz von Karush-Kuhn-Tucker).

Satz 5.3 (Lokaler Karush-Kuhn-Tucker-Satz): Sei x̂ ein lokales Minimum der Auf-
gabe (P ), und sei x̂ regulär. Dann gibt es einen Vektor ŷ ∈ R

m
+ so dass die folgenden

”
Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen“ erfüllt sind:

ŷT · g(x̂) = 0, (5.3.16)

∇f(x̂) + ŷT · ∇g(x̂) = 0. (5.3.17)

Beweis: Wir setzen b := ∇f(x̂) ∈ R
n und

AT := −(∇gi(x̂)T )i∈I(x̂) ∈ R
k×n, k = #I(x̂).

Wegen D(x̂) = D1(x̂) gilt dann nach Lemma 5.6 notwendig bT ·d ≥ 0 für alle Richtungs-
vektoren d ∈ R

n mit ATd ≥ 0. Dies bedeutet, dass die Aufgabe

d ∈ R
n : bT · d < 0, ATd ≥ 0, (5.3.18)

unlösbar ist. Nach dem Alternativsatz 1.2 muss dann die Aufgabe

y ∈ R
k : Ay = b, y ≥ 0, (5.3.19)

lösbar sein. Mit einer solchen Lösung y∗ setzen wir ŷi := y∗i , i ∈ I(x̂), ŷi := 0 sonst, und
erhalten somit ein ŷ ∈ R

m
+ , mit dem gilt:

m∑
i=1

ŷigi(x̂) =
∑
i∈I(x̂)

y∗i gi(x̂) +
∑
i �∈I(x̂)

ŷigi(x̂) = 0, (5.3.20)

∇f(x̂) +
m∑
i=1

ŷi∇gi(x̂) = b−Ay = 0, (5.3.21)
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was den Beweis vervollständigt. Q.E.D.

Mit Hilfe der Lagrange-Funktion

L(x, y) := f(x) + yT · g(x)

lassen sich die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen in der folgenden abgekürzten Form
schreiben:

ŷT · ∇yL(x̂, ŷ) = 0, (5.3.22)

∇xL(x̂, ŷ) = 0. (5.3.23)

Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen sind zwar notwendig aber i. Allg. nicht hinreichend
für reguläre Punkte x ∈M , ein lokales Minimum zu sein; z. B. für

”
innere“ Sattelpunkte

von f . Dazu müssen wesentlich einschränkendere Bedingungen gestellt werden.

Lemma 5.8: Die Funktionen gi, i = 1, . . . , m , seien konvex, und es sei Mo �= ∅ (sog.

”
Slater-Bedingung“). Dann ist jeder Punkt x ∈M regulär.

Beweis: Aufgrund von Lemma 5.7 bleibt, D1(x) ⊂ D(x) zu zeigen. Sei d ∈ D1(x) , d. h.:
dT ·∇gi(x) ≤ 0, i ∈ I(x). Wegen Mo �= ∅ existiert ein x̂ ∈M mit g(x̂) < 0. Für i ∈ I(x)
folgt damit nach Lemma 5.1:

0 > gi(x̂) ≥ gi(x)︸ ︷︷ ︸
=0

+(x̂− x)T · ∇gi(x).

Für t > 0 ist dann auch(
d+ t(x̂− x)

)T · ∇gi(x) < 0, i ∈ I(x).

Hieraus schließen wir, dass dt := d+ t(x̂− x) ∈ D(x) ist. Andernfalls gäbe es eine Folge
von εk > 0, εk → 0 (k → ∞) , mit x + εkdt �∈ M , d. h.: gi(x + εkdt) > 0 für ein i .
Im Falle i �∈ I(x) gilt gi(x) < 0, d. h.: Es folgt ein Widerspruch. Im Falle i ∈ I(x) gilt
gi(x) = 0 , d. h.: Es folgt

dTt · ∇gi(x) = lim
εk→0

ε−1
k

(
gi(x+ εkdt)− gi(x)

) ≥ 0,

im Widerspruch zu dTt · ∇gi(x) < 0. Für t→ 0, ergibt sich somit d ∈ D(x). Q.E.D.

Satz 5.4: Die Optimierungsaufgabe (P ) sei konvex, und es sei Mo �= ∅ . Dann sind
die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen notwendig und hinreichend dafür, dass ein Punkt
x̂ ∈M Lösung von (P ) ist.
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Beweis: Es bleibt zu zeigen,dass die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen hinreichend sind.
Seien x̂ ∈ M und ŷ ∈ R

m
+ mit

ŷT · ∇yL(x̂, ŷ) = 0,

∇xL(x̂, ŷ) = 0.

Wir wollen zeigen, dass (x̂, ŷ) ein Sattelpunkt der Euler-Lagrange-Funktion L(x, y) ist.
Lemma 5.3 (Sattelpunktkriterium) besagt dann, dass x̂ globale Lösung von (P ) ist. Die
Funktion ϕ(x) := L(x, ŷ) ist wegen ŷ ≥ 0 konvex und erfüllt nach Lemma 5.1 die
Beziehung

ϕ(x) ≥ ϕ(x̂) + (x− x̂)T · ∇ϕ(x̂), x ∈ R
n.

Die Funktion ψ(y) := L(x̂, y) ist affin-linear, so dass

ψ(y) = ψ(ŷ) + (y − ŷ)T · ∇ψ(ŷ), y ∈ R
m.

Dies zusammengenommen impliziert für x ∈ R
n, y ∈ R

m
+ :

L(x̂, y) = L(x̂, ŷ) + (y − ŷ)T · ∇yL(x̂, ŷ)

= L(x̂, ŷ) + yT · g(x̂)︸ ︷︷ ︸
≤0

− ŷT · g(x̂)︸ ︷︷ ︸
=0

≤ L(x̂, ŷ) ≤ L(x, ŷ)− (x− x̂)T · ∇xL(x̂, ŷ)︸ ︷︷ ︸
=0

= L(x, ŷ),

d. h.: (x̂, ŷ) ist ein Sattelpunkt von L(x, y) . Q.E.D.

Bemerkung 5.1: Unter den Voraussetzungen von Satz 5.4 sind die Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen sogar äquivalent zur Sattelpunktbedingung, denn ϕ(x̂) = minx∈Rn ϕ(x) und
ψ(ŷ) = maxy∈Rm ψ(y) impliziert notwendig

∇xL(x̂, ŷ) = ∇ϕ(x̂) = 0, ŷT · ∇yL(x̂, ŷ) =
d

dr
ψ(ŷ + rŷ)|r=0 = 0

Beispiel 5.4: Wir betrachten noch einmal die folgende Optimierungsaufgabe im R
2 :

x ∈ R
2 : f(x) = x21 + x22 − x1 − x2 → min!, g(x) = 1 + x1 ≤ 0.

Beide Funktionen f, g sind konvex und der zulässige Bereich erfüllt Mo �= ∅ . Die
Lagrange-Funktion ist

L(x, y) = x21 + x22 − x1 − x2 + y(1 + x1).

Wir konstruieren eine Lösung mit Hilfe der Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen:

i) x ∈M : 1 + x1 ≤ 0,

ii) yg(x) = 0 : y(1 + x1) = 0, y ≥ 0,

iii) ∇xL(x, y) = 0 : 2x1 − 1 + y = 0,

2x2 − 1 = 0.

Aus diesen Gleichungen erhalten wir die Lösung x̂ = (−1, 1/2)T , ŷ = 3. Satz 5.4 liefert
dann x̂ = (−1, 1/2)T als globales Minimum der Optimierungsaufgabe.
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Für konvexe Optimierungsaufgaben ist nach Lemma 5.8 im Fall Mo �= ∅ jeder zulässi-
ge Punkt x ∈M regulär. Sind die Restriktionen affin-linear,

g(x) = Ax− b,

so kann auf die Slater-Bedingung Mo �= ∅ verzichtet werden.

Lemma 5.9: Mit einer Matrix A ∈ R
m×n und einem Vektor b ∈ R

m sei die zulässige
Menge gegeben durch

M = {x ∈ R
n |Ax ≤ b}.

Dann ist jeder Punkt x ∈M regulär.

Beweis: Zu zeigen ist wieder D1(x) ⊂ D(x). Sei d ∈ D1(x). Mit den Zeilenvektoren
ai, i = 1, . . . , m , von A ist gi(x) = aiT · x− bi und ∇gi(x) = aiT . Es gilt

aiT · d ≤ 0, i ∈ I(x), aiT · x < bi, i �∈ I(x).

Also gibt es ε(d, x) > 0 , so dass für 0 < ε ≤ ε(d, x) gilt:

εaiT · d ≤ 0, i ∈ I(x),
aiT · x+ εaiT · d ≤ bi, i �∈ I(x).

Dies impliziert

aiT · x+ εaiT · d ≤ bi, i = 1, . . . , m, 0 < ε ≤ ε(d, x),

bzw. A(x + εd) ≤ b. Also ist x + εd ∈ M für 0 < ε ≤ ε(d, x) und somit d ∈ D(x).
Q.E.D.

Korollar 5.2: Es sei f konvex und g affin-linear. Dann sind die Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen notwendig und hinreichend dafür, dass ein Punkt x̂ ∈M Lösung des Opti-
mierungsproblems (P ) ist.

Beweis: Nach Lemma 5.9 ist jedes x ∈ M regulär. Der Beweis verläuft nun analog zu
dem von Satz 5.3, da dort die Slater-Bedingung Mo �= ∅ lediglich für die Anwendbarkeit
von Lemma 5.7 benötigt wurde. Q.E.D.

Bemerkung 5.2: Für Aufgabe (P ) mit affin-linearer Restriktion lässt sich auch der glo-
bale Karush-Kuhn-Tucker-Satz (Satz 4.3) ohne Verwendung der Slater-Bedingung bewei-
sen.

Eine für Anwendungen wichtige Unterklasse der konvexen Optimierungsaufgaben sind
die sog.

”
quadratischen Programmierungsaufgaben“.
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Definition 5.3: Sei C ∈ R
n×n eine (symmetrische) positiv semi-definite Matrix und

c ∈ R
n . Eine Optimierungsaufgabe mit der Zielfunktion

f(x) = xT · Cx+ cT · x→ min!

und affin-linearer Restriktion

g(x) = Ax− b ≤ 0

heißt
”
quadratisch“ (genauer

”
linear-quadratisch“). In diesem Fall hat die Lagrange-

Funktion die Gestalt

L(x, y) = xT · Cx+ cT · x+ y(Ay − b).

Korollar 5.3: Ein Punkt x̂ ∈ R
n ist genau dann Minimallösung der quadratischen Pro-

grammierungsaufgabe, wenn es einen Vektor ŷ ∈ R
m
+ gibt, so dass gilt:

Ax̂ ≤ b, (5.3.24)

ŷT · (Ax̂− b) = 0, (5.3.25)

2Cx̂+ c+ AT ŷ = 0. (5.3.26)

Beweis: Konsequenz von Korollar 5.2 (Übungsaufgabe). Q.E.D.

5.4 Übungsaufgaben

Aufgabe 5.1: a) Man rekapituliere für eine Funktion f : D ⊂ R
n → R auf einer offenen,

konvexen Menge D ⊂ R
n die Eigenschaften

”
konvex“,

”
strikt konvex“,

”
konkav“,

”
strikt

Konkav“ und gebe entsprechende Beispiele an.

b) Man zeige, dass eine konvexe Funktion notwendig stetig ist.

c) Man zeige, dass für konvexe Funktionen fi (i = 1, . . . , m) auch
∑m

i=1 fi konvex ist.

d) Man zeige, dass die Menge der Minima einer konvexen Funktion konvex ist.

e) Man zeige, dass für eine konvexe Funktion f die Niveaumenge {x ∈ D | f(x) ≤ a} für
jedes a ∈ R konvex ist.

Aufgabe 5.2: Man verifiziere, dass die quadratische Funktion

f(x) = cT · x+ xT · Cx, x ∈ R
n,

mit (symmetrischer) positiv semi-definiter Matrix C ∈ R
n×n und Vektor c ∈ R

n konvex
ist. Unter welcher Zusatzbedingung ist die Funktion sogar strikt konvex?



5.4 Übungsaufgaben 117

Aufgabe 5.3: Was besagt der lokale Karush-Kuhn-Tucker-Satz der konvexen Optimie-
rung im Fall der linearen Aufgabe

(P ) x ∈ R
n : cT · x→ min Ax ≥ b ?

Man zeige, dass die Langrange-Multiplikatoren Lösungen der dualen Aufgabe

(P ∗) y ∈ R
m : bT · y → max! ATy = c, y ≥ 0,

sind, und dass die erste KKT-Bedingung (i) mit dem Gleichgewichtssatz der linearen
Optimierung äquivalent ist.

Aufgabe 5.4: Sei f : Rn → R eine konvexe Funktion. Man zeige, dass zu jedem x ∈ R
n

ein p ∈ R
n existiert, mit dem gilt:

f(y) ≥ f(x)− (y − x)T · p, y ∈ R
b.

Im Falle f ∈ C1(Rn) ist dieses p eindeutig bestimmt. (Hinweis: Man veranschauliche sich
die Aussage grafisch und wende dann in naheliegender Weise den Satz von der trennenden
Hyperebene für konvexe Mengen an.)

Aufgabe 5.5: Man zeige, dass das Sattelpunktkriterium

L∗(x̂) = L∗(ŷ)

für ein Paar (x̂, ŷ) ∈ R
n × R

m
+ äquivalent ist zu der Beziehung

max
y∈Rm

+

min
x∈Rn

L(x, y) = min
x∈Rn

max
y∈Rm

+

L(x, y).

Aufgabe 5.6: Man löse die nichtlineare Programmierungsaufgabe

x ∈ R
2 : x21 + x1x2 + x22 − x1 − x2 → min! 1 + x1 ≥ 0, 1 + x2 ≤ 0,

mit Hilfe der Dualitätstheorie (
”
indirekte Methode“). Wie lautet die zugehörige duale

Aufgabe?

Aufgabe 5.7: Gegeben sei die Standardaufgabe der linearen Programmierung

(I) x ∈ R
n : cT · x→ max! Ax ≤ b, x ≥ 0.

a) Man schreibe die lineare Programmierungsaufgabe (I) in der Standardform einer all-
gemeinen nichtlinearen Programmierungsaufgabe (P ).

b) Wie lautet die dazu duale Aufgabe (P ∗)?

c) Man verifiziere, dass die zu (P ∗) duale Aufgabe (P ∗∗) in diesem Fall wieder äquivalent
zu (P ) ist.

d) Was besagt der globale Karush-Kuhn-Tucker-Satz für die Aufgabe (I) (im regulären
Fall Mo �= ∅)?
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Aufgabe 5.8: Was besagt der lokale Karush-Kuhn-Tucker-Satz der konvexen Optimie-
rung im Fall der linearen Aufgabe

(P ) x ∈ R
n : cT · x→ min Ax ≥ b ?

Man zeige, dass die Langrange-Multiplikatoren Lösungen der dualen Aufgabe

(P ∗) y ∈ R
m : bT · y → max! ATy = c, y ≥ 0,

sind, und dass die erste KKT-Bedingung (i) mit dem Gleichgewichtssatz der linearen
Optimierung äquivalent ist.

Aufgabe 5.9: Man löse die quadratische Optimierungsaufgabe

x ∈ R
2 : x21 + x1x2 + x22 − x1 − x2 → min! 1 + x1 ≥ 0, 1 + x2 ≤ 0,

mit Hilfe der Karush-Kuhn-Tucker-Theorie.

Aufgabe 5.10: Man beweise die folgende Modifikation des lokalen Karush-Kuhn-Tucker-
Satzes für Optimierungsaufgaben mit Vorzeichenrestriktionen:

(P ) x ∈ R
n : f(x)→ min g(x) ≤ 0, x ≥ 0.

Sei x̂ ein lokales Minimum von (P ), und sei x̂ regulär bzgl. der Restriktion g(x) ≤ 0 .
Dann existiert ein ŷ ∈ R

m
+ , mit dem gilt

i) ŷT · g(x̂) = 0,

ii) ∇xL(x̂, ŷ) ≥ 0 .

Aufgabe 5.11: Sei x̂ ein zulässiger Punkt der Optimierungsaufgabe

(P ) x ∈ R
n : f(x)→ min g(x) ≤ 0,

mit stetig differenzierbaren Funktionen f : R
n → R und g : R

n → R
m. Man zeige,

dass x̂ regulär bzgl. der Restriktion g(x) ≤ 0 ist, wenn die Gradienten∇gi(x), i ∈ I(x) ,
linear unabhängig sind. Ist diese Bedingung auch notwendig für die Regularität von x̂ ?
(Hinweis: Man versuche, den Beweis von Lemma 5.8 des Textes geeignet zu modifizieren.)

Aufgabe 5.12: Gegeben sei die quadratische Optimierungsaufgabe

x ∈ R
n : xT · Cx+ cT · x→ min! Ax = b, x ≥ 0,

mit C ∈ R
n×n symmetrisch, positiv definit, c ∈ R

n , A ∈ R
m×n und b ∈ R

m . Man zeige,
mit Hilfe des Karush.Kuhn-Tucker-Satzes, dass ein x̂ ∈ R

n
+ genau dann Minimallösung

ist, wenn es Vektoren û ∈ R
n
+ und ŷ ∈ R

m gibt, mit denen gilt:

i) Ax̂ = b,

ii) − 2Cx̂+ û−AT ŷ = 0,

iii) ûT · x̂ = 0.
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Aufgabe 5.13: Man zeige, dass der Punkt x̂ = (4, 4)T eine Lösung der folgenden Opti-
mierungsaufgabe ist:

x ∈ R
2 : 2x21 + x22 − 48x1 − 40x2 → min!

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 8, x1 ≤ 6, x1 + 3x2 ≤ 18.

Aufgabe 5.14: Gegeben sei die quadratische Optimierungsaufgabe

Q(x) = xT · Cx+ cT · x→ min! Ax ≤ b.

Seien x0 ∈ R
n und y0 ∈ R

m
+ Punkte mit den Eigenschaften

Ax0 ≤ b, 2Cx0 + c+ ATy0 = 0.

Man zeige, dass dann für den Optimalwert Qmin = infx∈M Q(x) die folgende Einschließung
gilt:

Q(x0) + y0T · (Ax0 − b) ≤ Qmin(x
0) ≤ Q(x0).





6 Verfahren für nichtlineare Optimierungsaufgaben

6.1 Ein Überblick

Die numerischen Verfahren zur Lösung nichtlinearer Optimierungsaufgaben lassen sich
grob in die folgenden Klassen einteilen:

1. Schnittebenenverfahren

2. Dualitätsmethoden

3. Abstiegsmethoden

4. Strafkostenmethoden

1. Schnittebenenverfahren
Die Zielfunktion f sei linear und der zulässige Bereich M beschränkt. Dann lässt sich
ein Polyeder S0 bestimmen mit M ⊂ S0. Die erste Näherungslösung x0 wird berechnet
als Lösung von

f(x)→ min!, x ∈ S0.

Im Falle x0 ∈M ist x0 bereits Lösung der Ausgangsaufgabe. Andernfalls wird die Menge
S0 durch eine zusätzliche affin-lineare Restriktion (

”
Schnittebene“) so zu einem Polyeder

S1 eingeschränkt, dass M ⊂ S1 ist, aber x0 �∈ S1 . Die nächste Näherung x1 wird dann
wieder als Lösung von

f(x)→ min!, x ∈ S1

bestimmt. Dieser Prozess erzeugt sukzessive Lösung linearer Probleme (etwa mit Hilfe des
Simplex-Verfahrens) eine Folge (xt)t∈N0

von Punkten, welche unter gewissen Vorausset-
zungen gegen eine Lösung des Ausgangsproblems konvergieren.

2. Dualitätsmethoden
Es wird direkt über die Karush-Kuhn-Tucker-(KKT)-Bedingungen ein Sattelpunkt der
Euler-Lagrange-Funktion L(x, y) = f(x) + yT · g(x) bestimmt. Dazu gehören z. B. das
modifizierte “Simplex-Verfahren von Wolfe“ für quadratische Aufgaben und der sog.

”
Lagrange-Algorithmus“.

3. Abstiegsmethoden
Ausgehend von einem zulässigen Startvektor x0 ∈ M wird eine Folge von Iterierten
xt ∈M, t ∈ N , erzeugt durch folgende Vorschrift:

i) dt ∈ D(xt) zulässige Richtung;

ii) λt > 0 : xt + λtd
t ∈M, f(xt + λtd

t) < f(xt);

iii) xt+1 := xt + λtd
t .

Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich durch die Vorschriften zur Wahl der Abstiegs-
richtungen dt und der Schittweiten λt . Sie erweisen sich als besonders geeignet im Falle
linear-affiner Restriktionen. Dazu gehören die sog.

”
Koordinatenrelaxation“, das klassi-

sche
”
Gradientenverfahren“ und die verschiedenen Varianten des

”
CG-Verfahrens“.

121
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4. Strafkostenmethoden
Das restringierte Problem wird durch unrestringierte Probleme approximiert (ähnlich der
Barrieretechnik beim

”
zentralen Pfad“ zur Behandlung der Bedingung x > 0). Dazu

gehören das
”
Penalty-Verfahren“, die

”
Barriere-Methode“ und in gewissem Sinne auch die

”
Methode der Zentren“. Die approximierenden unrestringierten Probleme müssen dann
wieder mit den dafür geeigneten Methoden gelöst werden. Das Problem ist dabei deren
i. Allg. sehr schlechten, parameterabhängige Konditionierung.

6.2 Die Methode der Schnittebenen

Die sog.
”
Methode der Schnittebenen“ löst konvexe Programmierungsaufgaben der Form

(P ) x ∈ R
n : cT · x→ min!, g(x) ≤ 0,

mit linearer Zielfunktion f(x) = cT · x durch Reduzierung auf eine (i. Allg. unendliche)
Folge von linearen Programmierungsaufgaben.

Lemma 6.1: Die folgenden beiden nichtlinearen Optimierungsaufgaben sind äquivalent:

(P1) x ∈ R
n : f(x)→ min!, g(x) ≤ 0,

(P2) (x, ξ) ∈ R
n+1 : ξ → min!, g(x) ≤ 0, f(x)− ξ ≤ 0.

Beweis: Für eine Lösung (x, ξ) von (P2) gilt g(x) ≤ 0 , und ξ ≥ f(x) ist minimal. Also
ist ξ = f(x) , d. h.: x ist Lösung von (P1). Umgekehrt gilt für eine Lösung x von (P1)
mit ξ := f(x) :

g(x) ≤ 0, f(x) ≤ ξ.

Wäre nun (x, ξ) nicht Lösung von (P2), so gäbe es ein Paar (x′, ξ′) mit den Eigenschaften
g(x′) ≤ 0 , f(x′) ≤ ξ′ und ξ′ < ξ . Dies ergäbe den Widerspruch (x Lösung von (P1))

ξ > ξ′ ≥ f(x′) ≥ f(x),

was den Beweis vervollständigt. Q.E.D.

Die Annahme einer linearen Zielfunktion in der Aufgabe (P ) bedeutet also keine Ein-
schränkung der Allgemeinheit. Von jetzt an nehmen wir an, dass die folgenden Bedingun-
gen (A) und (B) erfüllt sind.

(A) Die zulässige Menge M := {x ∈ R
n | g(x) ≤ 0} der Aufgabe (P ) ist beschränkt und

in einem Polyeder

S0 = {x ∈ R
n |Ax ≤ b}

enthalten, mit A ∈ R
q×n , b ∈ R

q , q > n. Ein Polyeder ist (nach Definition) beschränkt
und abgeschlossen, d. h. kompakt.

(B) Die Funktionen gi, i = 1, . . . .m , sind konvex und stetig differenzierbar.
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Die Methode der Schnittebenen erzeugt, ausgehend von dem Polyeder S0 , eine Folge
von Polyedern St, t ∈ N , sowie eine zugehörige Folge von Punkten xt ∈ St durch folgende
Vorschrift:

i) Für t = 0, 1, 2, . . . sei xt Minimallösung der Aufgabe

(Pt) x ∈ R
n : cT · x→ min! x ∈ St.

ii) Sei k ∈ {1, . . . , m} mit gk(x
t) = maxi=1,...,m gi(x

t) . Dann wird gesetzt

St+1 := St ∩ {x ∈ R
n | gk(xt) + (x− xt)T · ∇gk(xt) ≤ 0}.

Offenbar ist St+1 wieder ein Polyeder, das aus St durch
”
Abschneiden“ der Punkte mit

der Eigenschaft
gk(x

t) + (x− xt)T · ∇gk(xt) > 0

hervorgeht. Die Gleichung

gk(x
t) + (x− xt)T · ∇gk(xt) = 0

beschreibt eine Hyperebene im R
n , die man erhält als Schnitt der Tangentialebene an

die Fläche z = gk(x) im R
n+1 im Punkt xt mit der Hyperebene z = 0 (s. Abb. 6.1)
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g2(x) = 0

x

cT · x = k.
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Abbildung 6.1: Schema des Schnittebenenverfahrens

Lemma 6.2: Für alle t = 0, 1, 2, . . . ist M ⊂ St . Ist weiter x
t nicht bereits Lösung von

Problem (P ), so gilt St+1 ⊂ St, St+1 �= St .
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Beweis: Nach Voraussetzung ist M ⊂ S0 . Sei M ⊂ St . Wegen der Konvexität von g
gilt

gk(x) ≥ gk(x
t) + (x− xt)T · ∇gk(xt), x ∈ R

n.

Für x ∈ M gilt gk(x) ≤ 0 und somit x ∈ St+1 , da x ∈ St . Im Falle xt ∈ M wäre xt

Lösung von (P ), da M ⊂ St . Ist nun xt �∈ M , so gibt es ein k ∈ {1, . . . , m} mit

gk(x
t) = max

i=1,...,m
gi(x

t) > 0.

Also ist
gk(x

t) + (xt − xt)T︸ ︷︷ ︸
=0

·∇gk(xt) > 0,

was xt �∈ St+1 bedeutet. Q.E.D.

Aufgrund von Lemma 6.2 können im Verlaufe der Iteration der Schnittebenenmethode
die folgenden drei Fälle eintreten:

i) St = ∅ für ein t ⇒ M = ∅ ⇒ (P ) unlösbar.

ii) xt ∈M für ein t ⇒ xt Lösung von (P ).

iii) St �= ∅, xt �∈M, t = 0, 1, 2 . . . .

Satz 6.1: Es sei St �= ∅ und xt �∈ M, t = 0, 1, 2, . . . . Dann ist jeder Häufungspunkt der
(beschränkten) Folge (xt)t∈N notwendig Lösung der Optimierungsaufgabe (P ).

Beweis: Nach Lemma 6.2 ist (xt)t∈N0
⊂ S0 und somit beschränkt. Sei x̂ Häufungspunkt

der Folge (xt)t∈N , d. h.: xtj → x̂ (tj →∞) für eine Teilfolge. Im Falle x̂ �∈M wäre

η := max
i=1,...,m

gi(x̂) > 0 .

Sei k ∈ {1, . . . , m} mit η = gk(x̂) . Wegen der Stetigkeit von gk existiert ein tj mit

‖xtj − x̂‖ < η

2κ
, gk(x

tj ) >
η

2
,

wobei κ := maxx∈S0
‖∇gk(x)‖ . Für den Index l ∈ {1, . . . , m} mit

gl(x
tj ) = max

i=1,...,m
gi(x

tj )

folgt dann gl(x
tj ) > η/2 und somit

gl(x
tj ) + (x̂− xtj )T · ∇gl(xtj ) > η

2
− η

2κ
κ = 0.

Also ist x̂ �∈ St+1 . Dies ist aber ein Widerspruch zu S0 ⊃ S1 ⊃ · · · ⊃ St ⊃ St+1 ⊃ . . . , was
x̂ ∈ S := ∩∞

t=0St bedingt. Folglich muss x̂ ∈M sein. Nach Konstruktion ist cT ·xtj ≤ cT ·x
für x ∈ St . Also ist auch cT · x̂ ≤ cT · x für x ∈ S . Wegen M ⊂ S muss also x̂ Lösung
von (P ) sein. Q.E.D.

Ein Startpolyeder S0 mit M ⊂ S0 erhält man z.B. durch Linearisierung der Restrik-
tionen in einem beliebigen Punkt x̄ ∈ R

n :

S0 :=
{
x ∈ R

n | gi(x̄) + (x− x̄)T · ∇gi(x̄) ≤ 0, i = 1, . . . , m
}
. (6.2.1)

Diese Konstruktion muss aber so angelegt sein, dass S0 beschränkt ist.
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6.2.1 Numerische Realisierung der Schnittebenenmethode

In jedem Schritt der Methode der Schnittebenen ist ein lineares Programmierungsproblem
zu lösen, wobei die Anzahl der Nebenbedingungen bei jedem Schritt um eine anwächst.
Wir schreiben die Probleme (Pt) in der folgenden Form

(P ∗
t ) x ∈ R

n : − cT · x→ max!

Ax ≤ b, Gtx ≤ dt,

wobei A ∈ R
q×n, b ∈ R

q, q > n, das Ausgangspolyeder S0 bestimmen und Gt ∈ R
t×n

und dt ∈ R
t gegeben sind durch

Gt :=

⎡
⎢⎢⎣

∇gk0(x0)T
...

∇gkt−1
(xt−1)T

⎤
⎥⎥⎦ , dt :=

⎡
⎢⎢⎣

x0T · ∇gk0(x0)− gk0(x
0)

...

x(t−1)T · ∇gkt−1
(xt−1)− gkt−1

(xt−1)

⎤
⎥⎥⎦ .

Diese Aufgaben (ohne Vorzeichenbedimgung) sind gerade dual zu den folgenden Proble-
men:

(Pt) (y, z) ∈ R
q
+ × R

t
+ : bT · y + dtT · z → min!

ATy +GtT z = −c ,

wobei x = (y1, . . . , yq)
T , z = (z0, . . . , zt−1)

T . Dies ist eine Aufgabe des Typs, für den das
übliche Simplex-Verfahren formuliert wurde. Die Anzahl der Nebenbedingungen ist n für
alle t = 0, 1, 2, . . . ; es tritt nur in jedem Schritt t → t + 1 eine neue Variable zt hinzu.
Dieser Umstand gestattet eine besonders effiziente Realisierung des Simplex-Algorithmus.

Zwischenbetrachtung:

Gegeben sei die lineare Programmierungsaufgabe

(II) x ∈ R
n
+ : cT · x→ min! Ax = b.

Durch Anwendung des Simplex-Algorithmus sei eine Ecke x0 mit zugehörigem Endta-
bleau erreicht, welches dem Optimalitätskriterium γk ≥ 0 (k �∈ I0), x0i ≥ 0 (i ∈ I0)
genügt. Anschließend sei die folgende erweiterte Aufgabe zu lösen:

(ĨI) x̃ ∈ R
n+1
+ : c̃T · x̃→ min! Ãx̃ = b,

wobei c̃ := (c, cn+1)
T und Ã := [A, an+1], an+1 ∈ R

m. Die Frage ist, inwieweit sich das
Endtableau der Ausgangsaufgabe zur Lösung der erweiterten Aufgabe verwenden lässt.

Sei x0 ∈M eine Eckenlösung des Ausgangsproblems. Dann ist sicher x̃0 := (x0, 0)T ∈
M̃ eine Ecke für die erweiterte Aufgabe, mit der man den Simplex-Algrorithmus beginnen
kann (Übungsaufgabe). Man behält die Basis {ai, i ∈ I0} aus dem Endschema bei und
fügt den neuen Vektor an+1 zu den Vektoren ak (k �∈ I0) hinzu. Zum Endtableau ist
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dementsprechend eine neue Spalte hinzuzufügen, deren Elemente αi,n+1 (i ∈ I0) und
γn+1 sich wie folgt ergeben:

an+1 :=
∑
i∈I0

cn+1,iai, αi,n+1 := −cn+1,i,

γn+1 :=
∑
i∈I0

αi,n+1ci + cn+1 .
(6.2.2)

(reguläres (m×m)-System). Ist zufällig γn+1 ≥ 0, so ist bereits x̃0 Lösung der erweiterten
Aufgabe. Andernfalls müssen noch einige Austauschschritte durchgeführt werden.

Seien nun speziell unter den Spaltenvektoren ai (i = 1, . . . , n) der Matrix A die m
Einheitsvektoren des R

m , etwa [a1, . . . , am] = Im. Dann lässt sich das System (6.2.2)
direkt lösen. Aus

an+1 =

⎡
⎢⎢⎣
a1,n+1

...

am,n+1

⎤
⎥⎥⎦ =

m∑
j=1

aj,n+1aj

folgt unter Berücksichtigung von

aj =
∑
i∈I0

cjiai

die Beziehung

an+1 =

m∑
j=1

aj,n+1

∑
i∈I0

cjiai =
∑
i∈I0

( m∑
j=1

cjiaj,n+1

)
ai.

Durch Koeffizientenvergleich mit (6.2.2) ergibt sich hieraus

αi,n+1 = −cn+1,i = −
m∑
j=1

cjiaj,n+1 =
m∑
j=1

αijaj,n+1,

wobei üblicherweise αij := δij (j ∈ I0) gesetzt ist. Die neue Tableauspalte ergibt sich also
mehr oder weniger direkt aus dem gegebenen Endtableau.

Um die obigen Überlegungen für die Durchführung der Schnittebenenmethode nutzbar
zu machen, wählt man zweckmäßigerweise das Ausgangspolyeder S0 als Quader, welcher
durch die Retriktionen

c̃ ≤ x ≤ c

beschrieben wird. In diesem Fall enthält die Matrix A automatisch eine Einheitsmatrix.
Außerdem lassen sich dann aus dem Endtableau der Aufgabe (Pt) direkt die Lösungen
xt der dualen Aufgabe (P ∗

t ) ablesen. Nach Satz 2.3 gilt:

Im Simplex-Tableau gelte γk ≥ 0 (k /∈ I0). Mit A0 := [ai, i ∈ I0] ∈ R
m×m und c0 :=

(ci)i∈I0 ∈ R
m ist dann durch

y0 := (AT
0 )

−1c0 (6.2.3)

eine Lösung des dualen Problems (II∗) gegeben.
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6.2.2 Sonderfall
”
quadratische“ Optimierungsaufgaben

Zur Anwendung der Methode der Schnittebenen auf quadratische Optimierungsaufgaben

(P ) x ∈ R
n : Q(x) := xT · Cx+ cT · x→ min! Ax ≤ b,

(mit den üblichen Eigenschaften) werden diese zunächst (gemäß Lemma 6.1) in die äqui-
valente Form

(P̃ ) (x, ξ) ∈ R
n+1 : ξ → min! Ax ≤ b, g(x, ξ) := xT · Cx+ cT · x− ξ ≤ 0,

überführt. Die zulässige Menge dieser Aufgabe ist i. Allg. nicht beschränkt. Im Falle, dass
die Menge

M = {x ∈ R
n |Ax ≤ b}

beschränkt ist, was im Folgenden stets angenommen sei, wird das Zielfunktional Q(·) auf
M beschränkt. Der Transformierten Aufgabe kann dann, ohne ihr Lösungsverhalten zu
beeinflussen, die Restriktion

ξ ≤ ξ ≤ ξ

mit ξ hinreichend klein und ξ hinreichend groß hinzugefügt werden. Da diese Restrik-
tion nicht wirksam wird, kann sie bei der Durchführung der Methode der Schnittebenen
auch unberücksichtigt bleiben. Die obige Konvergenzaussagen bleiben trotzdem gültig.
Als Startpunkt wählt man etwa ein x0 ∈M und setzt ξ0 := Q(x0) . Das Polyeder S1 ist
dann bestimmt durch die Regeln:

x ∈ S1 ⇔
{
Ax ≤ b,

g(x0, ξ0) + (x− x0)T · (2Cx0 + c)− (ξ − ξ0) ≤ 0.
(6.2.4)

Die zweite Ungleichungsbedingung ist äquivalent zu

(2Cx0 + c)T · x− ξ − x0T · Cx0 ≤ 0. (6.2.5)

Wird einmal g(xt, ξt) ≤ 0 für ein t , so ist (nach Lemma 6.2) xt Lösung der Ausgangs-
aufgabe. Andernfalls konvergiert (nach Satz 6.1) jede konvergente Teilfolge der xt gegen
eine Lösung. Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen lässt sich sogar beweisen, dass die
Methode der Schnittebenenen bei quadratischen Optimierungsaufgaben stets in endlich
vielen Schritten die Lösung liefert.

6.3 Dualitätsmethoden (Verfahren von Wolfe)

Das
”
Verfahren von Wolfe1“ (1959) ist eine sog.

”
Dualitätsmethode“ zur Lösung von

quadratischen Programmierungsaufgabe der Form

(P ) x ∈ R
n : Q(x) = xT · Cx+ cT · x→ min!

Ax = b, x ≥ 0 .

1Philip Wolfe (1927–2016): US-amerikanischer Mathematiker; Beiträge zu Mathematischer Optimie-
rung und Operations Research, Instructor an der Princeton University und am Institute for Advanced
Study, ab 1957 mit George Dantzig bei der Rand Corporation in Santa Monica (Dantzig-Wolfe-Zerlegung),
ab 1966 am IBM Thomas J. Watson Research Center, 1968-1977 Prof. an der Columbia University, USA.
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Die Matrix C ∈ R
n×n ist dabei als positiv-definit angenommen und die Matrix A ∈

R
m×n (m < n) habe maximalen Rang m . Unter Ausnutzung der KKT-Bedingungen

für Problem (P ) wird mit Hilfe einer modifizierten Version des Simplex-Verfahrens ein
Sattelpunkt der Lagrange-Funktion und damit eine Lösung von (P ) bestimmt.

Lemma 6.3: Ein Punkt x̂ ∈ R
n ist genau dann Minimallösung der Aufgabe (P ), wenn

es Vektoren û ∈ R
n und ŷ ∈ R

m gibt, so dass gilt:

i) Ax̂ = b, x̂ ≥ 0, û ≥ 0,

ii) ûT · x̂ = 0,

iii) − 2Cx̂+ û−AT ŷ = 0 .

Beweis: Übungsaufgabe Q.E.D.

Für das Folgende nehmen wir an, dass der zulässige Bereich der Aufgabe (P ) nicht
leer ist:

M = {x ∈ R
n |Ax = b, x ≥ 0} �= ∅.

Aufgrund der Definitheit von C ist die Zielfunktion strikt konvex und
”
koerzitiv“, d. h.:

Q(x) → ∞ (‖x‖2 → ∞). Nach Satz 5.1 besitzt die Aufgabe (P ) dann eine eindeutige
Minimallösung.

i) Im ersten Schritt des Frank-Wolfe-Verfahrens wird zunächst mit Hilfe der beim Simplex-
Verfahren üblichen Vorlaufrechnung (Phase I) eine Ausgangsecke x0 des Polyeders M
berechnet. Die zugehörige Basis von Spaltenvektoren der Matrix A sei {ai, i ∈ I0}, wobei
I0 ⊂ In := {1, . . . , n} wieder die zugehörige Indexmenge der inaktiven Restriktionen ist.
Das zur Ecke x0 gehörende Simplex-Tableau enthält die Einträge αik und γk .

ii) Im nächsten Schritt wird eine Lösung des Systems (i) - (iii) der KKT-Bedingungen
bestimmt. Dazu löst man die Optimierungsaufgabe

(Q) (x, u, y, ξ)T ∈ R
2n+m+1 : ξ → min! x ≥ 0, u ≥ 0,

Ax = b,

−2Cx+ u− ATy + ξ(c+ 2Cx0) = c,

uT · x = 0.

Diese Aufgabe ist offenbat nichtlinear. Es ist jedoch möglich, das Simplex-Verfahren durch
eine Zusatzvorschrift so zu ergänzen, dass damit die Aufgabe (Q) gelöst werden kann.
Zunächst rechtfertigen wir jedoch die Betrachtung von (Q) als Ansatz zur Lösung von
Pronlem (P ).

Lemma 6.4: Die Optimierungsaufgabe (Q) hat die eindeutige Lösung (x̂, û, ŷ, 0)T , wobei
(x̂, û, ŷ)T die Lösung der KKT-Bedingungen (i) - (iii) bzw. x̂ die Lösung der Aufgabe
(P ) ist.
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Beweis: Sei (x̂, û, ŷ) ∈ R
n×R

m
+×R

m die (eindeutige) Lösung der Bedingungen (i) - (iii).
Dann ist automatisch (x̂, û, ŷ, 0) Lösung von (Q). Umgekehrt muss dann jede Lösung von
(Q) die Form (x̂, û, ŷ, 0) haben und somit auch Lösung von (i) - (iii) sein. Dies impliziert
auch die Eindeutigkeit der Lösung. Q.E.D.

Bei der Optimierungsaufgabe (Q) unterliegt die Variable y ∈ R
m keiner Vorzeichen-

bedingung. Zur Anwendung des üblichen Simplex-Verfahrens müsste man sie Aufspal-
ten, y = y+ − y−, in zwei vorzeichenbeschränkte Variablen y+, y− ∈ R

m
+ , was zu einer

Erhöhung des Rechenaufwands führen könnte. Stattdessen wollen wir eine Variante des
Simplex-Verfahrens verwenden, die auch auf Probleme anwendbar ist, bei denen einige
der Variablen keiner Vorzeichenbedingung unterliegen.

Zwischenbetrachtung:

Gegeben sei die lineare Programmierungsaufgabe

(ĨI) x ∈ R
n : cT · x→ min! Ax = b, xi ≥ 0 (i ∈ J),

mit einer Matrix A ∈ R
m×n (m < n) mit maximalem Rang m , Vektoren b ∈ R

m, c ∈ R
n

und einer Indexmenge J ⊂ In := {1, . . . , n}, J �= In . Das Simplex-Verfahren wird zur
Lösung von (ĨI) analog zur kanonischen Aufgabe (II) angelegt. Bei den Austauschschrit-
ten müssen nur einige Zusatzvorschriften beachtet werden:

1. Für ein q �∈ J sei q ∈ I0 . d. h.: xq = 0 . Ist γq �= 0 so kann die zugehörige Salte als
Pivotspalte verwendet werden:
a) Im Fall γq < 0 kann Q(x0) verkleinert werden, wenn xq vergrößert wird.
b) Im Fall γq > 0 kann Q(x0) verkleinert werden, wenn xq verkleinert wird.

2. Zur Bestimmung der zugehörigen Pivotzeile verfährt man dann wie folgt:
a) Fall γq < 0 :

p ∈ J ∩ I0 : xp
αpq

= max
αiq<0, i∈J∩I0

xi
αiq

.

b) Fall γq > 0 :

p ∈ J ∩ I0 : xp
αpq

= max
αiq>0, i∈J∩I0

xi
αiq

.

3. Die Transformationsregeln des Austauschschrittes bleiben unverändert.

4. Das Verfahren wird abgebrochen, wenn einer der beiden folgenden Fälle eintritt:
a) Für k �∈ I0 ist γk ≥ 0 (k ∈ J) und γk = 0 (k �∈ J) . Es liegt eine Minimallösung
vor.
b) Für alle k �∈ I0 mit γk < 0 sind αik ≥ 0 (i ∈ I0 ∩ J) und für alle k �∈ I0

mit k �∈ J und γk > 0 sind αik ≤ 0 (i ∈ I0 ∩ J) . Das Zielfunktional ist auf der
zulässigen Menge nicht nach unten beschränkt.
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Zur begrifflichen Klarstellung sei bemerkt, dass die in diesem Fall auftretenden Punkte
x0 nicht notwendig Ecken des zulässigen Bereichs sind.

Durch x = x0 ∈ R
n
+, u = 0 ∈ R

n
+, y = 0 ∈ R

m, ξ = 1 ∈ R
1
+ ist offensichtlich

ein zulässiger Punkt für Aufgabe (Q) gegeben. Wir werden eine zugehörige Basis des
R

2n+m+1 von Spaltenvektoren der Matrix

A :=

[
A 0m,n 0m 0

−2C In −AT h

]
∈ R

(m+n)×(2n+m+1),

mit h := c + Cx0 bestimmen. Dazu wählen wir zunächst folgendes System von n +m
Spaltenvektoren:

1. die durh die entsprechenden Spalten von −2C ergänzten m Basisvektoren a1 (i ∈
I0) von A ;

2. die n−m Spaltenvektoren von [0, In]
T zu Komponenten ui (i �∈ I0);

3. die m Spaltenvektoren von [0,−AT ]T .

Dieses System ist sicher eine Basis des R
m+n . Die gesuchte Basis muss aber den zur Kom-

ponente ξ = 1 �= 0 gehörenden Spaltenvektor [0, h]T , enthalten. O.B. d.A. kann h �= 0
angenommen werden; andernfalls wäre der gewählte zulässige Punkt bereits Lösung der
Beziehungen (i) - (iii) und das Verfahren könnte abbrechen. Der Vektor [0, h]T kann also
gegen einen geeigneten der unter (2) oder (3) genannten Vektoren ausgetauscht werden
und man erhält so die gesuchte Basis zu dem gewählten Punkt, der aber nicht Ecke sein
muss. Mit Hilfe dieser Basis wird nun das Ausgangstableau des Simplex-Algorithmus zur
Lösung von Aufgabe (Q) erstellt. Bei der anschließenden Durchführung der Austausch-
schritte ist zur Gewährleistung der nichtlinearen Nebenbedingung uT ·x = 0 aber folgende
Zusatzregel zu beachten:

(Z) Die Komponeneten xi, ui (i ∈ In) dürfen nie gleichzeitig Basisvariablen sein.

Satz 6.2: Ist die Matrix C positiv definit, so führt das durch die Zusatzregel (Z) ergänzte
übliche Simplex-Verfahren in endlich vielen Schritten zu einer Lösung der Aufgabe (Q)
mit Minimalwert ξ = 0 .

Beweis: Angenommen, dass Verfahren bricht an einem Punkt (x̂, û, ŷ, ξ̂) ab. Das End-
tableau kann dann nicht das Optimalitätskriterium erfüllen, da ja ein Lösungspunkt mit
ξ = 0 existiert. Jeder weitere Austauschschritt zur Verkleinerung von ξ̂ würde aber die
Bedingung uT · x = 0 verletzen. Das Tableau kann nun als ein

”
optimales“ Tableau

der um die Zusatzregel ergänzten (linearen) Aufgabe aufgefasst werden (Übzngsaufgabe).
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Wir haben also damit eine Minimalösung der folgenden linearen Programmierungsaufgabe
vorliegen:

(II) (x, u, y, ξ) ∈ R
n
+ × R

n
+ × R

m × R+ : ξ → min!

Ax = b ,

−2Cx+ u− ATy + hξ = c ,

ûT · x+ x̂T · u = 0 .

Die dazu duale Aufgabe

(II∗) (z, w, η) ∈ R
m × R

n × R : bT · z + cT · w → max!

AT z − 2Cw + ûη ≤ 0 ,

w + x̂η ≤ 0 ,

Aw = 0 ,

hT · w ≤ 1 ,

(Die Gleichungsbeziehung Aw = 0 entsteht aufgrund der Aufspaltung y = y+ − y−,
y+, y− ∈ R

m
+ , der nicht vorzeichenbeschränkten Variable y vor der formalen Dualisie-

rung.) hat dann ebenfalls eine Lösung (ẑ, ŵ, η̂) mit

bT · ẑ + cT · ŵ = ξ̂ > 0 .

Nach dem Gleichgewichtssatz für das kanonische Problem (Satz 1.4) sind die Unglei-
chungen in (II∗), die positiven Komponenten der Lösung von (II) entsprechen, mit dem
Gleichheitszeichen erfüllt. Wegen ξ̂ > 0 gilt also hT · ŵ = 1 . Weiter tritt für jedes i ∈ In
genau einer der folgenden drei Fälle ein:

i) x̂i > 0, ûi = 0 ⇒ (AT ẑ − 2Cŵ)i = 0 ,

ii) x̂i = 0, ûi > 0 ⇒ ŵi = 0 ,

iii) x̂i = 0, ûi = 0 ⇒ (AT ẑ − 2Cŵ)i ≤ 0, ŵi ≤ 0 .

Dies impliziert, dass ŵT ·(AT ẑ−2Cŵ) ≥ 0 . Wegen Aŵ = 0 folgt ŵT ·Cŵ ≤ 0 und hiermit
ŵ = 0 (wegen der Definitheit von C ). Dies ist aber ein Widerspruch zu hT · ŵ = 1 , was
den Beweis vervollständigt Q.E.D.

6.4 Abstiegsverfahren

Wir betrachten zunächst wieder die allgemeine nichtlineare Optimierungsaufgabe

(P ) x ∈ R
n : f(x)→ min! gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m,

mit stetig differenzierbaren Funktionen f und gi . Für ein zulässiges x ∈M ,

M := {x ∈ R
n | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m},
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sei D(x) wieder die Menge der
”
zulässigen“ Richtungen, d. h.:

d ∈ D(x) ⇒ x+ λd ∈M, 0 < λ ≤ λ(x, d). (6.4.6)

Aufgrund der Taylor-Formel gilt für festes d �= 0 ;

f(x+ λd) = f(x) + λdT · ∇f(x) + o(λ).

Im Falle dT · ∇f(x) < 0 ist also für kleines λ > 0 :

f(x+ λd) < f(x). (6.4.7)

Die
”
Abstiegsverfahren“ konstruieren ausgehend von einem Startpunkt x0 ∈M eine Folge

von Iterierten xt ∈ M , die unter geeigneten Bedingungen gegen eine Minimallösung x̂
von Aufgabe (P ) konvergiert. Der Übergang xt → xt+1 geschieht dabei in zwei Schritten:

i) Wahl der
”
Abstiegsrichtung“ dt ∈ D(xt) mit

dT · ∇f(xt) < 0. (6.4.8)

ii) Wahl der
”
Schrittweite“ λt ∈ [0, λ(xt, dt) mit

f(xt + λtd
t) < f(xt), xt+1 := xt + λtd

t. (6.4.9)

Die naheliegende Wahl der Schrittweite λt ist gemäß (sog.
”
Line Search“):

f(xt + λtd
t) = min

0≤λ≤λ(xt,dt)
f(xt + λdt). (6.4.10)

Die Lösung des n-dimensionalen Problems (P ) wird also auf eine (i. Allg. unendliche)
Folge von 1-dimensionalen Minimierungen zurückgeführt.

Für x ∈ M sei wieder I(x) = {i ∈ {1, . . . , n} | gi(x) = 0} die Indexmenge der

”
aktiven“ Restriktionen. Ist x

”
regulär“ im Sinne, dass

D(x) = D1(x) = {d ∈ R
n | dT · ∇gi(x) ≤ 0, i ∈ I(x)},

so kann die Wahl der
”
lokal“ optimalen Abstiegsrichtung durch Lösung der linearen Op-

timierungsaufgabe

(D) d ∈ R
n : dT · ∇f(x)→ min! dT · ∇gi(x) ≤ 0, i ∈ I(x),

erfolgen. Dabei wird noch einer der folgenden Normierungsbedingungen verwendet:

α) ‖d‖2 ≤ 1 (nichtlinear);

β) − 1 ≤ di ≤ 1, i = 1, . . . , n (linear);

γ) di ≤ 1 für ∂xi
f(x) ≤ 0, −di ≤ 1 für ∂xi

f(x) > 0 (linear).

Die linearen Aufgaben (Dβ) oder (Dγ) können nach Dualisierung mit dem üblichen
Simplex-Verfahren gelöst werden. Dies muss in jedem Iterationsschritt xt → xt+1 erfol-
gen. Da dies i. Allg. viel zu aufwendig wäre, begnügen sich viele Verfahren mit einer nur

”
fast“ optimalen Wahl der Abstiegsrichtungen. Hierauf wird später noch zurückgekom-
men. Im Folgenden betrachten wir nur den Fall, dass in der Aufgabe (P ) die Restriktionen
affin-linear sind:

gi(x) = aiT · x− bi ≤ 0, i = 1, . . . , m. (6.4.11)
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6.4.1 Das Verfahren von Frank und Wolfe (1956)

Nach Lemma 5.9 sind im Fall linearer Restriktionen alle Punkte x ∈M regulär. Bei der
Bestimmung der Abstiegsrichtungen werden hier in Aufgabe (D) nicht nur die aktiven
Restriktionen berücksichtigt. Man löst vielmehr die lineare Programmierungsaufgabe

(D) y ∈ R
n : rT · y → min!, Ay ≤ b,

wobei
r := ∇f(x), A := [a1T , . . . , anT ] ∈ R

m×n.

Ist M �= ∅ und beschränkt, so existiert eine Lösung ŷ von (D). Dann ist d̂ := ŷ − x
wegen

A(x+ λd̂) = A(λŷ + (1− λ)x) = λAŷ + (1− λ)Ax ≤ b, 0 ≤ λ ≤ 1,

automatisch zulässige Richtung. Im Falle

rT · ŷ < rT · x bzw. rT · d̂ < 0

ist ŷ echte Abstiegsrichtung. Im Falle rT · ŷ = rT ·x wird nach Konstruktion rT ·(y−x) ≥
0, y ∈M , d. h.: x erfüllt die notwendige Optimalitätsbedingung

dT · ∇f(x) ≥ 0, d ∈ D(x) (6.4.12)

und folglich (nach Korollar 5.2) auch die KKT-Bedingungen. Üblicherweise wird die linea-
re Programmierungsaufgabe (D) mit dem Simplex-Verfahren gelöst. Der Minimalpunkt
ŷ ist dann ein Randpunkt von M , so dass das

”
Line Search“ entlang x+ λd̂ genau über

das Intervall 0 ≤ λ ≤ 1 zu erstrecken ist. Das
”
Verfahren von Frank2 und Wolfe“ arbeitet

also wie folgt:

(0) Bestimme x0 ∈M und setze t = 0 .
Für t = 0, 1, . . . :

(1) Berechne rt := ∇f(xt) .
(2) Bestimme yt ∈ R

n als Lösung der linearen Programme

yT · xT → min! Ay ≤ b.

(3) Teste:
(rt, yt)2 = (xt, xt)2 ⇒ Abbruch, da xt Lösung;

(rt, yt)2 < (xt, xt)2 ⇒ Setze dt := xt − yt.

2Marguerite Straus Frank (1927–): US-amerikanisch-französische Mathematikerin; Pionier der kon-
vexen Optimierung und der Mathematischen Programmierung, entwickelte zusammen mit Philip Wolfe
1956 in Princeton den Frank/Wolfe-Algorithmus, seit 1977 Assoc. Prof. an der Columbia University, dann
Prof. an der Rider University, New Jersey.
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(4) Bestimme λt ∈ R+ gemäß

f(xt + λtd
t) = min

0≤λ≤1
f(xt + λdt).

(5) Setze xt+1 := xt + λtd
t und t := t + 1 und gehe zu (1).

Bemerkung 6.1: Im unrestringierten Fall, d. h.: g ≡ 0 , entspricht das Verfahren von
Frank und Wolfe gerade dem klassischen Gradientenverfahren, welches weiter unten in
Verbindung mit den Strafterm-Verfahren noch genauer diskutiert wird.

Satz 6.3 (Konvergenz des Verfahrens von Frank und Wolfe): Es sei f ∈ C1(Rn)
und M := {x ∈ R

n |Ax ≤ b} �= ∅ und beschränkt. Dann bricht das Verfahren von Franke
und Wolfe entweder in einem Punkt xt ab, in dem die KKT-Bedingungen erfüllt sind,
oder es erzeugt eine (unendliche) Folge (xt)t∈N ⊂ M , in deren Häufungspunkten die
KKT-Bedingungen erfüllt sind.

Beweis: i) Das Verfahren bricht in xt genau dann ab, wenn (rt, yt)2 = (rt, xt)2 ist. Dies
besagt, wie oben gezeigt:

(rt, t− xt)2 ≥ 0, y ∈M,

d. h.: xt genügt den KKT-Bedingungen.

ii) Das Verfahren breche nun nicht ab. Nach Konstruktion ist die Folge (f(xt))t∈N mo-
noton fallend und (wegen der Kompaktheit von M ) nach unten beschränkt. Folglich
existiert η := limt→∞ f(xt) . Sei x̂ ∈M ein Häufungspunkt von (xt)t∈N und N

′ ⊂ N die
zugehörige Teilindexfolge mit

x̂ = lim
t∈N′

xt, f(x̂) = lim
t∈N′

f(xt) = η.

Da auch die Folgen (yt)t∈N ⊂ M und (λt)t∈N ⊂ [0, 1] beschränkt sind, kann o.B.d.A.
angenommen werden, dass sie für t ∈ N

′ konvergieren:

ŷ := lim
t∈N′

yt ∈M, λ̂t := lim
t∈N′

λt ∈ [0, 1].

Nach Konstruktion von yt ist

(rt, yt − xt)2 ≤ (rt, y − xt)2, y ∈M,

und folglich im Limes für t ∈ N
′ :

(∇f(x̂), ŷ − x̂)2 ≤ (∇f(x̂), y − x̂)2, y ∈M.

Für den Vektor d̂ := ŷ − x̂ gilt also insbesondere

(∇f(x̂), d̂)2 ≤ (∇f(x̂), d)2, d ∈ D(x̂).
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Wir nehmen nun an, dass im Häufungspunkt x̂ die KKT-Bedingungen nicht erfüllt sind.
Dann gibt es (nach Satz 5.4) ein d ∈ D(x̂) mit (∇f(x̂), d)2 < 0 , d. h.: Es muss gelten:

(∇f(x̂), d̂)2 < 0. (6.4.13)

Nach Konstruktion der λt ist mit dt := yt − xt :

f(xt + λtd
t) ≤ f(xt + λdt), λ ∈ [0, 1],

und somit im Limes t ∈ N
′ :

f(x̂+ λ̂d̂) ≤ f(x̂+ λd̂), λ ∈ [0, 1].

Dies bedingt dann aber wegen (5.4):

f(x̂+ λ̂d̂) < f(x̂). (6.4.14)

Zu der Folghe (xt+1)t∈N′ ⊂ M gibt es eine weitere Teilfolge N
′′ ⊂ N

′ , so dass x̃ :=
limt∈N′′ xt+1 ∈M existiert. Damit ist dann

x̃ = lim
t∈N′′

xt+1 = lim
t∈N′′

(xt + λtd
t) = x̂+ λ̂d̂,

bzw.
f(x̂) = lim

t∈N′′

f(xt) = lim
t∈N′′

f(xt+1) = f(x̃) = f(x̂+ λ̂d̂)

im Widerspruch zu (6.4.14). Q.E.D.

Wir wenden uns nun wieder der Minimierungsaufgabe (D) zur Bestimmung lokal op-
timaler, zulässiger Abstiegsrichtungen zu:

(Dα) d ∈ R
n : rT · d→ min! aiT · d ≤ 0, i ∈ I(x), ‖d‖2 ≤ 1,

wobei wieder r := ∇f(x) und I(x) die Indexmenge der im Punikt x ∈ M aktiven
Restriktionen bezeichnen. Zur Abkürzung wird die Teilmatrix A0 := [ai, i ∈ I(x)] ∈
R

p×n, p := #I(x) , der Zeilen ai, i ∈ I(x) , von A eingeführt. Die Aufgabe (Dα) kann
auch als eine

”
Projektionsaufgabe“ interpretiert werden.

Definition 6.1: Es sei K �= ∅ eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge des R
n und

x0 ∈ R
n . Die Lösung x̂ ∈ K der Optimierungsaufgabe

x ∈ K : ‖x− x0‖2 → min! (6.4.15)

heißt
”
Projektion“ von x0 auf K (oder auch

”
beste Approximation“ in K zu x0 ).

Lemma 6.5: Ein d̂ ∈ R
n ist genau dann Lösung der Aufgabe (Dα), wenn es eine Lösung

gleicher Richtung der Projektionsaufgabe

(D̃) ‖d+ r‖2 → min! d ∈ D1(x) = {z ∈ R
n |A0z ≤ 0},

gibt.
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Beweis: Beide Aufgaben (D) und (D̃) haben konvexe Zielfunktionen und konvexe (bzw.
lineare) Restriktionen. Man überzeugt sich leicht davon, dass alle zulässigen Punkte re-
golär sind, so dass die KKT-Bedingungen für beide notwendiges und hinreichendes Op-
timsalitätskriterium sind. Sie lauten für (D) wie folgt:

d ∈ R
n,, y ∈ R

p
+, η ∈ R+ : A0d ≤ 0, ‖d‖2 ≤ 1,

r + AT
0 y + 2ηd = 0,

yT · A0d+ η(dT · d− 1) = 0.

(6.4.16)

Ersetzt man in (D̃) den Term ‖d+ r‖2 durch die äquivalente Zielfunktion 1
2
‖d+ r‖22 , so

erhält man die Bedingungen

d ∈ R
n, y ∈ R

p
+ : Ad ≤ 0,

d+ r + AT
0 y = 0,

yT · A0d = 0.

(6.4.17)

Erfüllen nun d �= 0 und y die Gleichungen (6.4.17), so erfüllen d̄ := d/‖d‖2, y und
η := 1

2
‖d‖ offenbar die Gleichungen (6.4.16). Ist d = 0 so erfüllen d̄ = 0, y und η = 0

auch (6.4.16). Die Umkehrung dieser Aussage ergibt sich analog. Q.E.D.

6.4.2 Das Verfahren der
”
projizierten Gradienten“

Das allgemeine
”
Projektionsverfahren“ zur Bestimmung lokal optimaler Abstiegsrichtun-

gen löst das quadratische Optimierungsproblem (D̃) etwa mit Hilfe des Verfahrens von
Wolfe. Eine klassische Variante, welche das Lösen von (D̃) vermeidet ist das sog.

”
Ver-

fahren der projizierten Gradienten“ nach Rosen3 (1960). Hier wird der negative Gradient
r = −∇f(x) nicht auf den Kegel D1(x) = {z ∈ R

n |A0z ≤ 0} sondern auf dem linearen
Teilraum

L = {z ∈ R
n |A0z = 0} ⊂ D1(x)

projiziert. Wir nehmen dazu an, dass n > m ist, d. h.: L �= {0} .

Lemma 6.6: Die Matrix A0 habe maximalen Rang p . Dann ist die Lösung der Projek-
tionsaufgabe

(D̃) d ∈ L : ‖d+ r‖2 → min!,

gegeben durch d = −Pr mit der
”
Projektionsmatrix“

P := I − AT
0 (A0A

T
0 )

−1A0 ∈ R
n×n.

3Judah Benjamin Rosen (1922–2009): US-amerikanischer Mathematiker und Informatiker; Prof. an der
University of Minnesota (Minneapolis, USA); Arbeiten zur algorithmischen Optimierung, insbesondere
paralleler Algorithmen; J. B.Rosen: The gradient projection method for nonlinear programming. Part I.
Linear constraints. J. Soc. Ind. Appl. Math 8, 181–217 (1960).
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Beweis: Nach Übergang zu der äquivalenten Zielfunktion 1
2
‖d + r‖22 lauten die KKT-

Bedingungen zur Aufgabe (D̃):

d ∈ R
n, y ∈ R

m : A0d = 0,

d+ AT
0 y = −r,

(yT · A0d = 0).

(6.4.18)

Wegen RangA0 = p ist A0A
T
0 regulär und es wird

A0d︸︷︷︸
= 0

+A0A
T
0 y = −A0r, y = −(A0A

T
0 )

−1A0r.

Dies ergibt d = −.r + AT
0 (A0A

T
0 )

−1A0r = −Pr . Q.E.D.

i) Der Fall d �= 0 : Wegen r + d = −AT
0 y ⊥ d ist

rT · d = (r + d− d)T · d̂ = −‖d‖22 < 0,

d. h.: d ist echte Abstiegsrichtung.

ii) Der Fall d = 0 : In diesem Fall ist r + AT
0 y = 0 . Hieraus folgt, dass in dem zulässigen

Punkt y ∈M die KKT-Bedingungen erfüllt sind:

Ax ≤ b,

∇f(x) +
m∑
i=1

ỹi∇gi(x) = r + AT
0 y = 0,

ỹT · y = 0,

(6.4.19)

mit ỹ ∈ R
m : ỹi := yi, i ∈ I(x), ỹi = 0, i �∈ I(x) , wenn

y ≥ 0.

Gilt für ein yi < 0 , so ist x noch nicht optimal, aber d = 0 ist auch keine Abstiegsrich-
tung. In diesem Fall verfährt man wie folgt:

j ∈ I(x) : yj := min
i∈I(x)

yi, Ī(x) := I(x) \ {j},
Ā0 = [ai, u ∈ Ī(x)], L̄ = {x ∈ R

n | Ā0x = 0}.
(6.4.20)

Lemma 6.7: Der durch Projektion von −r auf L̄ definierte Vektor d̄ ist zulässige, echte
Abstiegsrichtung.

Beweis:Wegen d = 0 gilt −r = AT
0 y . Die analogen KKT-Bedingungen für das reduzierte

Projektionsproblem ergeben −r = d̄+ ĀT
0 ȳ . Hieraus folgt d̄ �= 0 , denn andernfalls wäre

AT
0 y = ĀT

0 ȳ im Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der Zeilen {ai, i ∈ I(x)} von
A0 . Aus s̄ �= 0 erschließt man wieder rT · d̄ < 0 , d. h.: d̄ ist echte Abstiegsrichtung.
Weiter gilt:

0 > rT · d̄ = −(AT
0 y)

T · ȳ = −yT · A0d̄ = −yjaj · d̄.
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Mit yj < 0 folgt hieraus aj · d̄ < 0 . Zusammen mit Ā0d̄ = 0 ergibt dies, dass für
0 ≤ λ ≤ λ0 d̄ ∈ D(x) ist:

i ∈ I(x) \ {j} : ai · (x+ λd) = ai · x︸ ︷︷ ︸
= bi

+λ ai · d̄︸︷︷︸
= 0

= bi,

i = j : aj · (x+ λd̄) = aj · x︸ ︷︷ ︸
= bj

+λ aj · d̄︸ ︷︷ ︸
< 0

≤ bj ,

i �∈ I(x) : ai · (x+ λd̄) = ai · x︸ ︷︷ ︸
< bi

+λai · d̄ ≤ bi.

Das vervollständigt den Beweis. Q.E.D.

Schrittweitenbestimmung: Es sei D ∈ D(x) eine Abstiegsrichtung. Wir wollen das
Intervall 0 ≤ λ ≤ λ0 bestimmen, auf dem der

”
Line Search“ sdurchgeführt werden muss:

x+ λd ∈M ⇔ λai · d ≤ bi − ai · x, i = 1, . . . , m.

Wegen Ax ≤ b und ai · d ≤ 0, i ∈ I(x) , ist dies wiederum äquivalent zu

λ ≤ λ0 := min
{bi − ai · x

ai · d
∣∣∣ ai · d > 0

}
. (6.4.21)

Das
”
Projektionsverfahren von Rosen“ läuft nun wie folgt ab:

0) Bestimme einen Startpunkt x0 ∈ M und setze t = 0 .
Für t = 0, 1, 2, ... :

1) Bestimme rt = ∇f(xt) , die Indexmenge I(xT ) der aktiven Restriktionen und die
zugehörige Matrix A0 = [ai, i ∈ I(xt)] .

2) Berechne yt = −(A0A
T
0 )

−1A0r
t und damit die Abstiegsrichtung

dt = −Prt = −rt + AT
0 y

t.

a) Fall dt �= 0 : dt ist zulässige (echte) Abstiegsrichtung. Fahre fort mit (4).

b) Fall dt = 0 : Fahre fort mit (3).

3) a) Fall yt ≥ 0 : In xt sind die KKT-Bedingungen erfüllt; Abbruch.

b) Fall yti < 0 für ein i ∈ {1, . . . , n} : ytj := min{yti | yi < 0}.
Streiche die Zeile zum Index j in der Matrix A0 und fahre mit der reduzierten
Matrix Ā0 mit (2) fort.

4) Berechne

λ0 = min
{bi − ai · xt

ai · dt
∣∣∣ ai · dt > 0

}
,

und bestimme λt ∈ [0, λ0] aus

f(xt + λtd
t) = min

0≤λ≤λ0

f(xt + λdt).
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5) Setze xt+1 := xt + λtd
t und fahre mit (1) fort.

Beispiel 6.1: Wir betrachten die Optimierungsaufgabe

x ∈ R
2 : f(x) = 1

2
x21 +

1
2
x22 − x1 − 2x2 → min!,

2x1 + 3x2 ≤ 6,

x1 + 4x2 ≤ 5,

−x1 ≤ 0, −x2 ≤ 0.

(6.4.22)

Startpunkt x = (9/5, 4/5)T mit r = ∇f(x) = (4/5,−6/5)T und Indexmenge I(x) =
{1, 2} der aktiven Restriktionen. Die zugehörige Matrix ist

A0 =

[
2 3

1 4

]
, RangA0 = 2.

Weiter ist
L = {x ∈ R

2 |A0x = 0} = {0} ⇒ d = −PLr = 0,

und

A0A
T
0 =

[
13 14

14 17

]
, (A0A

T
0 )

−1 =
1

25

[
17 −14
−14 13

]

(A0A
T
9 )

−1A0 =
1

5

[
4 −1
−3 2

]
, y = −(A0A

T
0 )

−1A0r =
1

25

(
−22
24

)
.

Wegen y1 < 0 wird die erste Zeile von A0 gestrichen:

Ā0 = [1, 4], Ā0Ā
T
0 = 17, (Ā0Ā

T
0 )

−1 =
1

17
,

ĀT
0 (Ā0Ā

T
0 )

−1Ā0 =
1

17

[
1 4

4 16

]
, P̄L =

1

17

[
16 −4
−4 1

]
.

Dies ergibt

d = −P̄Lr =
1

85

(
−88
22

)
.

Durch
”
Line Search“ finden wir

a1 · d = −176

85
+

66

85
< 0, a2 · d = −88

85
+

88

85
= 0,

a3 · d = 88

85
> 0, a4 · d = −22

85
< 0,

was ergibt:

λ0 =
b3 − a3 · x
a3 · d =

9 · 8
5 · b8 =

153

88
.
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Die Abstiegsverfahren, welche die Abstiegsrichtungen durch Lösung der (linearen) Op-
timierungsaufgabe

(Dα) d ∈ R
n : rT · d→ min! A0d ≤ 0, ‖d‖2 ≤ 1,

oder, wie beim Verfahren von Rosen,

(D̃α) d ∈ R
n : ‖d+ r‖2 → min! A0d = 0,

gewinnen, sind nicht generell konvergent. Die von ihnen erzeugten Iteriertenfolgen (xt)t∈N
können unter Umständen auch Häufungspunkte habe, in denen die KKT-Bedingungen
nicht erfüllt sind. Doch selbst, wenn Konvergenz gegen eine Minimallösung vorliegt, kann
die Konvergenz sehr langsam sein. Wir wollen diese Effekte anhand zweier Beispiele dis-
kutieren.

Beispiel 6.2: Wir betrachten die quadratisch/lineare Optimierungsaufgabe

x ∈ R
2 : f(x) = x21 + 2x22 → min!

−x1 + 4x2 ≤ 0,

−x1 − 4x2 ≤ 0,

(6.4.23)

mit der (globalen) Minimallösung x̂ = (0, 0)T . Im Rahmen des
”
normalen“ Projekti-

onsverfahrens wird der zulässige Startpunkt x0 = (4, 1)T verwendet. Die resultierenden
Iterierten haben die Gestalt

xt =

(
4/3t

(−1/3)t

)
.

Beweis: Die Behauptung ist offensichtlich richtig für t = 0 . Sei sie richtig für ein t ≥ 0 .
Wir zeigen, dass in der betrachteten Situation dt = −rt .

rt =

(
8/3t

4(−1/3)t

)
, xt − λrt =

(
4/3t − λ8/3t

(−1/3)t − 4λ(−1/3)t

)
.

Wir erhalten

−(xt1 − λrt1) + 4(xt2 − λrt2) =
1

3t
{− 4(1− (−1)t) + (8− 16(−1)t)λ},

−(xt1 − λrt1)− 4(xt2 − λrt2) =
1

3t
{− 4(1 + (−1)t) + (8 + 16(−1)t)λ}.

a) Im Fall t gerade ist (−1)t = 1 und folglich:

−(xt1 − λrt1) + 4(xt2 − λrt2) = −
8λ

3t
≤ 0, λ ≥ 0,

−(xt1 − λrt1)− 4(xt2 − λrt2) =
1

3t
{−8 + 24λ} ≤ 0, λ ∈ [0, 1/3].
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b) Im Fall t ungerade ist (−1)t = −1 und folglich:

−(xt1 − λrt1) + 4(xt2 − λrt2) = −
8λ

3t
{−8 + 24λ} ≤ 0, λ ∈ [0, 1/3], ,

−(xt1 − λrt1)− 4(xt2 − λrt2) = −
8λ

3t
≤ 0, λ ≥ 0.

Also ist −rt ∈ D(x), und wir können die lokal optimale Wahl dt = −rt treffen. Der

”
Line Search“ muss offensichtlich über das Intervall [0, 1/3] erstreckt werden. Wir zeigen
λt = 1/3 . Dies wird impliziert durch

d

dλ
f(xt + λdt)|λ=λt

≤ 0,

d

dλ
f(xt + λdt)|λ=1/3 =

d

dλ

{
(xt1 + λdt1)

2 + 2(xt2 + λdt2)
2
}|λ=1/3

= 2dt1(x
t
1 + λdt1) + 4dt2(x

t
2 + λdt2)|λ=1/3

= −2 8
3t

( 4
3t
− 1

3

8

3t

)
− 16

(− 1

3

)t((− 1

3

)t − 4

3

(1
3

)t)
=

1

3t+1
(−64 + 16 + 16) < 0.

Also wird

xt+1 = xt + λtd
t =
( 4
3t
− 1

3

8

3t
,
(
− 1

3

)t
− 4

3

(
− 1

3

)t)T
=
( 4

3t+1
,
(
− 1

3

)t+1)T
,

was zu zeigen war

4

1

−1

x1

x2

−x1 + 4x2 = 0

−x1 − 4x2 = 0

x2
1
+ 2x2

2
= 1 x

0

x
1

x
2

x
3

M

Abbildung 6.2: Konvergenzverhalten des projizierten Gradientenverfahrens

Eine
”
global“ optimale Wahl der Abstiegsrichtung d0 wäre d0 = −(1, 1/4)T gewesen,

da in diesem Fall schon im ersten Schritt die Lösung x1 = x0 + λ0d
0 = x̂ erreicht

worden wäre. Das
”
Zickzacklaufen“ zwischen den Rändern des zulässigen Bereichs ist

eine typische, unliebsame Eigenart der Projektionsmethode. Im Extremfall kann dies sogar
Konvergenz verhindern.
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Beispiel 6.3: Wir betrachten die konvexe/lineare Optimierungsaufgabe

x ∈ R
3 : f(x) = 4

3

(
x21 − x1x2 + x22

)3/4
+ x3 → min!, x ≥ 0, (6.4.24)

mit der globalen Minimallösung x̂ = (0, 0, 0)T . Der Startpunkt im
”
normalen“ Projek-

tionsverfahren ist x0 = (a, 0, c)T mit 0 < a <
√
2/4 und c > (1 +

√
2/2)

√
a . Die

resultierenden Iterierten haben die Gestalt

xt =

⎧⎪⎨
⎪⎩
(

a
2t
, 0, c−

√
a
2

∑t−1
k=0

(
1√
2

)k)T
, t ≥ 0 gerade,(

0, a
2t
, c−

√
a
2

∑t−1
k=0

(
1√
2

)k)T
, t ≥ 1 ungerade.

.

Wegen der Voraussetzungen an a und c ist

c−
√
a

2

t−1∑
k=0

( 1√
2

)k
> 0.

Ferner ist

c−
√
a

2

∞∑
k=0

( 1√
2

)k
= c

√
a

2

1

1− 1/
√
2
= c−

√
a

2

(
2 +

√
2
)

und somit

lim
t→∞

xt =
(
0, 0, c−√a(1 +

√
2/2)

)T �= 0.

Da x̂ = (0, 0, 0)T eindeutiges Minimum ist, können im obigen Limes die KKZ-Bedingungen
nicht erfüllt sein.

Beweis: Die o. a. Lösungsdarstellung ist offensichtlich richtig für t = 0 - Sei sie richtig
für ein t ≥ 0 . Wir haben

∇f(x) =

⎛
⎜⎜⎝

(x21 − x1x2 + x22)
−1/4(2x1 − x2)

(x21 − x:1x2 + x22)
−1/4(2x2 − x1)

1

⎞
⎟⎟⎠ .

a) Im Fall t ungerade gilt:

rT =

⎛
⎜⎜⎝
−( a

2t

)−1/2 a
2t(

a
2t

)−1/2 2a
2t

1

⎞
⎟⎟⎠ ,

und somit

xt − λrt ≥ 0, 0 ≤ λ ≤ 1

2

( a
2t
)1/2.

Also ist in diesem Fall −rt ∈ D(xt) und die Abstiegsrichtung kann als dt = −rt gewählt
werden.

b) Im Fall t gerade ergibt sich analog zum Fall (a), dass ebenfalls dt = −rt ist.
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Wir zeigen jetzt noch, dass

λt =
1

2

( a
2t

)1/2
.

Dazu betrachten wir wieder
d

dλ
f(xt + λdt)|λ=λt

≤ 0.

a) Im Fall t ungerade gilt

xt + λtd
t =

⎛
⎜⎜⎝

λt
(

a
2t

)1/2
a
2t
− 2λt

(
a
2t

)1/2
c−

√
a
2

∑t−1
k=0 . . .− λt

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

a
2t+1

0

c−
√
a
2

∑t+1
k=0 . . .

⎞
⎟⎟⎠

und folglich

d

dλ
f(xt + λdt)|λ=λt

= ∇f(xt + λtd
t)T · dt

=
(
2
( a
2t

)1/2
,−
( a
2t

)1/2
, 1
)⎛⎜⎜⎝

(
a
2t

)1/2
2
(

a
2t

)1/2
−1

⎞
⎟⎟⎠ = −1 < 0.

Also ist λt Lösung des
”
Line Search“.

b) Im Fall t gerade ist die Argumentation analog zum Fall (a).

Das erste Beispiel legt zur Vermeidung des
”
Zickzacklaufens“ der Iterierten folgende

Strategie nahe:

Wird im Verlaufe des Verfahrens die Ungleichungsrestriktion ai · x ≤ bi aktiv, dann wird
in der Aufgabe (Dα) a

i · d = 0 statt ai · d ≤ 0 gefordert. Man versucht also, einmal aktiv
gewordene Restriktionen aktiv zu halten, bis sich keine zulässige Abstiegsrichtung mehr
finden lässt. Dann werden alle Gleichungsrestriktionen wieder gelockert. Dieses Vorgehen
ist eng verwandt mit dem oben besprochenen Verfahren von Rosen. Auch für diese sta-
bilisierte Variante der Projektionsverfahren existiert kein allgemeiner Konvergenzbeweis,
obwohl keine Versagensbeispiele bekannt sind.

6.5 Strafterm-Verfahren

Im Folgenden betrachten wir sog.
”
Straftermmethoden“ zur approximativen Lösung re-

stringierter Optimierungsaufgaben. Dabei unterscheiden wir wie bei den Innere-Punkte-
Verfahren grob zwischen

”
zulässigen“ und

”
unzulässigen“ Verfahren. Die zulässigen Ap-

proximationen sind solche, bei denen die Restriktionen in jedem Teilschritt engehalten
werden, während bei den unzulässigen die Restriktionen nur im Limes exakt, sonst aber
nur näherungsweise erfüllt werden.
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6.5.1 Penalty-Methode

Die
”
Penalty-Methoden“ gehören zu den unzulässige Verfahren. Wir betrachten die allge-

meine restringierte Optimierungsaufgabe

(P ) f(x)→ min!, x ∈M ⊂ R
n,

mit einer stetigen Zielfunktion f und einem nicht leeren zulässigen Bereich M ⊂ R
n .

Mit Hilfe der sog.
”
Indikatorfunktion“ von M ,

δM :=

{
0, x ∈M,

∞, x �∈ M,

lässt sich Aufgabe (P ) formal als unrestringiertes Minimierungsproblem formulieren:

f(x) + δM(x)→ min!, x ∈ R
n. (6.5.25)

Anschaulich gesprochen wird durch Hinzufügung von δM(·) zur Zielfunktion f(·) das
Verlassen des zulässigen Bereichs M mit einer unendlich großen Strafe (

”
penalty“) ge-

ahndet. Numerisch ist dieses Vorgehen wegen der extremen Unstetigkeit von δM(·) am
Rande von M natürlich nicht brauchbar, auch dann nicht, wenn

”
∞“ durch eine große

Zahl ersetzt wird. Man versucht daher δM zu approximieren mit Hilfe einer mindestens
stetigen, möglichst auch stetig differenzierbaren Funktion p : Rn → R ; diese heißt dann

”
Strafterm“ bzgl. M , wenn gilt

α) p ∈ C(Rn),

β) p ≡ 0 auf M,

γ) p > 0 auf M c.

Die Funktion pε := ε−1p ist dann für ε → 0 eine immer besser werdende Approxima-
tion von δM . Das

”
Penalty-Verfahren“ wählt nun einen solchen Strafterm p sowie ein

ausreichend kleines ε > 0 und löst die unrestringierte Optimierungsaufgabe

(Pε) fε(x) := f(x) +
1

ε
p(x)→ min!, x ∈ R

n.

Deren Lösung xε wird als Approximation der gesuchten Lösung x̂ ∈ M der Aufgabe
(P ) betrachtet. Dies ist zunächst nur ein Lösungsansatz für (P ). Zu einem numerischen
Verfahren wird die Penalty-Methode in Verbindung mit einem geeigneten Lösungsalgo-
rithmus für (Pε).

Beispiel 6.4: Wir betrachten den Fall gemischter (Ungleichungs- und Gleichungs-) Re-
striktionen mit der zulässigten Menge

M = {x ∈ R
n | gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . , p), hj(x) = 0 (j = 1, . . . , q)},

mit Funktionen gi, hj ∈ C1(Rn) . Die gebräuchliche Wahl eines Strafterms hierfür ist

p(x) :=

p∑
i=1

g+i (x)
2 +

q∑
j=1

hi(x)
2,
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wobei g+i (x) := max{0, gi(x)} gesetzt wird. Offenbar erfüllt p(·) die Bedingungen (α)−
(γ) und ist stetig differenzierbar. Sind die Funktionen gi und hj konvex, so ist es auch
p . Alternativ könnte man auch den Strafterm

p(x) :=

p∑
i=1

|g+i (x)| +
q∑

j=1

|hi(x)|

verwenden; dieser besitzt auch die Eigenschaften (α)− (γ), ist aber nicht stetig differen-
zierbar.

Beispiel 6.5: Wir betrachten die konkrete (konvexe) Optimierungsaufgabe

f(x) := x2 − 10x→ min!, x ≤ 1,

mit dem globalen Minimum x̂ ≡ 1 . Der Strafterm wird gewählt als

p(x) := max{0, x− 1}2.

Die zugehörige penaltisierte Aufgabe

(Pε) fε(x) = f(x) +
1

ε
p(x)→ min!, x ∈ R

n,

hat dann eine konvexe, stetig differenzierbar Zielfunktion und kann mit den üblichen
Mitteln der Analysis gelöst werden:

d

dx
fε(x) = 2x− 10 +

2

ε
max{0, x− 1}

=

{
2x− 10, x ≤ 1,

2x− 10 + 2
ε
(x− 1), x > 0,

.

Nullsetzen der Ableitung ergibt dann

x̂ε =
1 + 5ε

1 + ε
= 1 + 4ε+O(ε2).

Für ε → 0 konvergieren also die Lösungen der penaltisierten Probleme gegen die des
Ausgangsproblems mit der Ornung O(ε). Für alle ε > 0 sind diese Approximationen
unzulässig.

Lemma 6.8: Seien xε ∈ R
n Lösungen der Penalty-Aufgaben (Pε). Fü ε > ε′ gilt dann:

i) fε(x
ε) ≤ fε′(x

ε′),

ii) p(xε) ≥ p(xε
′

),

iii) f(xε) ≤ f(xε
′

).
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Beweis: Für ε > ε′ gilt 1/ε < 1/ε′ .

i) Für ε > ε′ gilt:

fε′(x
ε′) = f(xε

′

) +
1

ε′
p(xε

′

) ≥ f(xε
′

) +
1

ε
p(xε

′

) = fε(x
ε′) ≥ fε(x

ε).

ii) Wegen der Minimalität von xε und xε
′

gilt:

f(xε) +
1

ε
p(xε) ≤ f(xε

′

) +
1

ε
p(xε

′

),

f(xε
′

) +
1

ε′
p(xε

′

) ≤ f(xε) +
1

ε′
p(xε).

Dies impliziert (1
ε
− 1

ε′

)
p(xε) ≤

(1
ε
− 1

ε′

)
︸ ︷︷ ︸

< 0

p(xε
′

)

und folglich p(xε) ≥ p(xε
′

) .

iii) Es gilt:

f(xε
′

) +
1

ε
p(xε

′

) ≥ f(xε) +
1

ε
p(xε) ≥ f(xε) +

1

ε
p(xε

′

)

Dies impliziert f(xε
′

) ≥ f(xε) , was den Beweis vervollständigt. Q.E.D.

Satz 6.4: Der zulässige Bereich M der Aufgabe (P ) sein beschränkt. oder andernfalls
sei die Zielfunktion f koerzitiv:

f(x)→∞ für ‖x‖2 →∞. (6.5.26)

Dann besitzen die Probleme (P ) und (Pε) Lösungen x̂ ∈ M bzw x̂ε ∈ R
n . Für jede

(momotone) Nullfolge (εt)t∈N ist die zugehörige Folge (x̂εt)t∈N beschränkt und jeder ihrer
Häufungspunkte ist globales Minimum von (P ).

Beweis: Die Existenzaussage folgt wieder mit Hilfe eines Minimalfolgenatguments analog
zum Beweis von Satz 5.1. Sei μ := infx∈M f(x) Für eine (monotone) Nullfolge (εt)t∈N
seinen xt := xεt zugehörige Lösungen von (Pt) =:= (Pεt). Wir setzen entsprechend ft :=
fεt . Wegen

f(xt) ≤ ft(x
t) ≤ f(x), x ∈M,

und der Koerzitivität von f ist die Folge (xt)t∈N beschränkt. Sei x̄ ein Häufungspunkt:
x̄ = limt∈N′ xt (N′ ⊂ N) . Dann ist

f(x̄) = lim
t∈N′

xt,

und, da (ft(x
t))t∈N nach Lemma 6.8 monoton wachsend (und beschränkt) ist, folgt

σ := lim
t∈N′

ft(x
t) ≤ inf

x∈M
f(x) = μ.
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Also gilt

lim
t∈N′

1

εt
p(xt) = σ − f(x̄)

und somit
lim
t∈N′

p(xt) = p(x̄) = 0.

Dies bedeutet, dass x̄ ∈M und wegen

f(x̄) = lim
t∈N′

f(xt) ≤ lim sup
t∈N′

ft(x
t) ≤ μ

auch globales Minimum von f auf M ist. Q.E.D.

6.5.2 Barriere-Methode

Die
”
Barriere-Methoden“ gehören zu den zulässigen Verfahren. Wir betrachten wieder die

allgemeine Optimierungsaufgabe

(P ) f(x)→ min!, x ∈M ⊂ R
n,

mit stetiger Zielfunktion f(·) und nicht leerer zulässiger Menge M . Zusätzlich wird
angenommen, dass M

”
robust“ ist, d. h.:

Mo �= ∅, M =Mo. (6.5.27)

Statt wie bei der Penalty-Methode einen Lösungspunkt x̂ von außerhalb des zulässigen
Bereichs M anzunähern, startet man jetzt in einem inneren Punkt von M und verhindert
ein Verlassen von M mit Hilfe eines sog.

”
Barriere-Terms“ b :Mo → R mit den folgenden

Eigenschaften:

α) b ∈ C(Mo),

β) b ≥ 0 auf Mo,

γ) b(x)→∞ für x→ ∂M.

Das
”
Barriere-Verfahren“ wählt nun eine Barriere-Funktion b sowie einen ausreichend

kleines ε > 0 und löst die unrestringierte Aufgabe

(Pε) fε(x) := f(x) + εb(x)→ min!, x ∈M0.

Deren Lösung xε ∈ Mo wird dann wieder als Approximation der gesuchten Lösung
x̂ ∈M von (P ) betrachtet.

Beispiel 6.6: Barriere-Methoden sind naturgemäß nur auf Probleme mit Ungleichungs-
restriktionen, d. h.: mit zulässigen Bereichen der Art

M = {x ∈ R
n | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m}
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anwendba. Gebräuchliche Barrierefunktionen sind

b(x) := −
m∑
i=1

1

gi(x)
, b(x) := −

m∑
i=1

ln(−gi(x)).

Zur Lösung der Aufgabe

(P ) f(x) := x2 − 10x→ min!, x ≤ 1,

mit dem (globalen) Minimum x̂ ≡ 1 verwende man die Barriere-Funktion b(x) :=
− ln(1− x) und den zugehörigen Barriere-Ansatz

fε(x) := f(x) + εb(x) = x2 − 10x− ε ln(1− x)→ min! x < 1.

Die Zielfunktion fε(·) ist auf Mo := {x ∈ R | x < 1} stetig differenzierbar. Obwohl
das Barriere-Problem eigentlich eine restringierte Optimierungsaufgabe ist, kann es wegen
fε(x)→∞ für x→ 1 mit den Methoden der unrestringierten Optimierung gelöst werden:

d

dx
fε(x) = 2x− 10x+

ε

1− x
=

(1− x)(2x− 10) + ε

1− x
= 0

liefert
x̂ε = 3− 2

√
1 + ε/8 = 1− ε

8
+O(ε2).

Für ε→ 0 sind die Approximationen x̂ε zulässig und konvergieren gegen die Lösung x̂
des Ausgangsproblems mit der Ordnung O(ε) .

Satz 6.5: Der zulässige Bereich M erfülle die Voraussetzung (6.5.27) und sei beschränkt;
andernfalls sei die Zielfunktion f wieder koerzitiv. Dann besitzen die Aufgaben (P ) und
(Pε) Lösungen x̂ ∈ M bzw. x̂ε ∈ Mo . Für jede (monotone) Nullfolge (εt)t∈N ist die zu-
gehörige Folge (xεt)t∈N beschränkt und jeder ihrer Häufungspunkte ist globales Minimum
von (P ).

Beweis: Die Existenzaussage folgt wieder mit Hilfe eines Minimalfolgenatguments analog
zum Beweis von Satz 5.1. Sei xo ∈Mo fest gewählt. Zur Vereinfachung setzen wir xt :=
xεt und ft := fεt . Dann gilt

f(xt) ≤ ft(x
t) ≤ ft(x

0) ≤ f1(x
0),

d. h.: Die Folge (xt)t∈N ist wegen der Koerzitivität von f beschränkt. Sei x̃ ein Häufungs-
punkt, der o.B.d.A. Limes der ganzen Folge ist: x̃ = limt→∞ xt . Für ε′ > ε gilt beim
Barriere-Verfahren

fε(x
ε) = f(xε) + εb(xε) > f(xε) + ε′b(xε) ≥ fε′(x

ε′).

Die Folge der Werte ft(x
t) ist also monoton fallend und durch μ := infx∈M f(x) nach

unten beschränkt. Sei nun x̂ ∈M ein Minimum von Aufgabe (P ). Wegen M =Mo lässt
sich eine Folge (x̄t)t∈N konstruieren mit den Eigenschaften

x̄ = lim
t→∞

x̄t, lim
t→∞

εtb(x̄
t) = 0.
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Damit gilt dann

f(x̃) = lim
t→∞

f(xt) ≤ lim
t→∞

ft(x
t)

≤ lim inf
t∈N

ft(x̄
t) = f(x̄) = μ.

Folglich ist x̃ ∈ M globales Minimum von (P ). Q.E.D.

6.5.3 Das Gradientenverfahren zur Lösung der Penalty-Probleme

Die Penalty- oder Barriere-Methoden erzeugen unrestringierte Optimierungsaufgaben, mit
(Pε) bezeichnet, welche in der Regel mit Hilfe von Abstiegsverfahren gelöst werden. Da-
bei treten aber aufgrund der

”
singulären“ Struktur der Aufgaben (Pε) für 0 < ε � 1

typische Schwierigkeiten auf, die wir im Folgenden für das
”
klassische“ Gradientenver-

fahren diskutieren wollen. Es sei allerdings betont, dass dieses Abstiegsverfahren heute
keine praktische Bedeutung mehr hat und hier nur als ein noch verhältnismäßig einfach
zu analysierender Modellfall herangezogen wird.

Sei f : Rn → R als stetig differenzierebar und (der Einfachheit halber) als koerzitiv
angenommen, so dass ein Minimum x̂ von f existiert. Das Gradientenverfahren erzeugt
ausgehend von einem (beliebigen) Startpunkt x0 ∈ R

n eine Folge von Iterierten xt durch
die Vorschrift

(i) rt := ∇f(xt),
(ii) λt ∈ R+ : f(xt − λtr

t) = min
λ≥0

f(xt − λrt),

(iii) xt+1 := xt − λtr
t.

Satz 6.6: Unter den obigen Voraussetzungen ist die Folge der Iterierten (xt)t∈N be-
schränkt und in jedem ihrer Häufungspunkte x̂ gilt ∇f(x̂) = 0 .

Beweis: Nach Konstruktion ist die Folge f(xt)t∈N monoton fallend und wegen der Koer-
zivität von f ist folglich die Folge (xt)t∈N beschränkt. Sei x̂ ein Häufungspunkt, x̂ =
limt∈N′ xt (N′ ⊂ N) . Dann gilt limt∈N′ xt = f(x̄), und limt∈N′ rt = ∇f(x̂) =: r̂ . Im Fall
∇f(x̂) �= 0 ist auch die Folger (λt)t∈N′ beschränkt, und o.B.d.A, kann limt∈N′ λt = λ̂
angenommen werden. Nach Konstruktion gilt

f(xt − λtr
t) ≤ f(xt − λrt), λ ∈ R+,

und somit im Limes für t ∈ N
′ :

f(x̂− λ̂r̂) ≤ f(x̂− λr̂), λ ∈ R+.

Wegen
f(x̂− λr̂) = f(x̂)− λ ‖∇f(x̂)‖22︸ ︷︷ ︸

�= 0

+ o(λ)
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folgt
f(x̂− λ̄r̄) < f(x̂).

Zu der Folge (xt+1)t∈N′ gibt es nun wieder eine Teilfolge (xt)t∈N′′ (N′′ ⊂ N
′) mit Limes

x̃ = limt∈N′′ xt]1 . Damit ist dann

x̃ = lim
t∈N′′

xt+1 = lim
t∈N′′

(xt − λtr
t) = x̄− λ̄r̄,

woraus sich wieder der Widerspruch

f(x̂) = lim
t∈N ′′

f(xt) = lim
t∈N′′

f(xt+1) = f(x̃) = f(x̂− λ̂r̂)

ergibt. Q.E.D.

Zur Abschätzung der Konvergenzgeschwindigkeit des Gradientenverfahrens nehmen
wir an, dass f zweimal stetig differenzierbar ist, so dass die Hesse-Matrix

Hf(x) :=
( ∂2f

∂xi∂xk
(x)
)n
i,k=1

existiert und symmetrisch ist. Ist in einem Häufungspunkt x̂ der Iteriertenfolge (xt)t∈N
die Hesse-Matrix positiv definit, d. h.: die Funktion f bei x̂ (lokal) strikt konvex, so muss
zwangsläufig die gesamte Folge gegen x̂ konvergieren.

Satz 6.7: [Gradientenverfahren für strikt konvexe Probleme] Die Iteriertenfolge (xt)t∈N
des Gradientenverfahrens konvergieren gegen ein lokales Minimum x̂ von f . Ist die
Hesse-Matrix Hf := Hf(x̂) positiv definit so konvergiert f(xt)→ f(x̄) linear,

|f(xt)− f(x̂)| ≤ ρ2t|f(x0)− f(x̂)|, t ∈ N, (6.5.28)

mit einer Konvergenzrate

0 ≤ ρ :=
1− 1/κf
1 + 1/κf

< 1, κf := cond2(Hf) =
Λ

λ
, (6.5.29)

mit den maximalen und minimalen Eigenwerten Λ := λmax(Hf) bzw. λmin(Hf) > 0 von
Hf . Die Größe κf ist die

”
Spektralkondition“ der Matrix Hf .

Beweis: Zum Beweis des Satzes benötigen wir das folgende Hilfsresultat.

Lemma 6.9: [Ungleichung von Kantorowitsch] Sei A ∈ R
n×n eine symmetrische, positiv-

definite Matrix mit kleinstem und größtem Eigenwert 0 < λ ≤ Λ . Dann gilt die folgende
Ungleichung von Kantorowitsch

‖x‖22
(x,Ax)2(x,A−1x)2

≥ 4λΛ

(λ+ Λ)2
, x ∈ R

n. (6.5.30)
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Beweis: Die Eigenwerte der positiv-definiten Matrix A seien 0 < λ := λ1 ≤ . . . ≤
λn =: Λ. Dazu existiert ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren {w1, . . . , wn} . Für ein
x ∈ R

n seien ξi die Koordinaten bzgl. dieses Systems: x =
∑m

i=1 ξiw
i . Dann gilt mit der

Setzung ξ̄i := ξ2i ‖ξ‖−2
2 :

‖x‖22
(x,Ax)2(x,A−1x)2

=

(∑m
i=1 ξ

2
i

)2(∑m
i=1 λiξ

2
i

)(∑m
i=1 λ

−1
i ξ2i

)
=

(∑m
o=1 ξ̄iλi

)−1∑m
i=1 ξ̄iλ

−1
i

=:
Φ(ξ̄)

Ψ(ξ̄)
.

Die Funktionen Φ(ξ̄) und Ψ(ξ̄) sind gebildet mit den konvexen Linearkombinationen∑m
o=1 ξ̄iλi bzw.

∑m
i=1 ξ̄iλ

−1
i der λi bzw. ihrer Reziproken λ−1

l . Da
∑m

i=1 ξ̄iλi zwischen
λ1 und λn liegt, ist Φ(ξ̄) auf der Kurve χ(λ) = λ−1 im schraffierten Bereich in Abb.
6.3:
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Abbildung 6.3: Skizze zum Beweis der Ungleichung von Kantorowitsch

Der Wert Ψ(ξ̄) ist eine konvexe Linearkombination von Werten auf der Kurve und
gehört daher zu einem Punkt im schraffierten Bereich. Für denselben Vektor ξ̄ ∈ R

n sind
Φ(ξ̄) und Ψ(ξ̄) Werte von Punkten auf derselben Vertikalen. Folglich gilt:

Φ(ξ̄)

Ψ(ξ̄)
≥ min

λ1≤λ≤λn

1/λ

(λ1 + λn − λ)/(λ1λn)
.

Das Minimum wird angenommen für λ = (λ1 + λ2)/2 , so dass folgt:

Φ(ξ)

Ψ(ξ)
≥ 4λ1λn

(λ1 + λn)2
.

Dies vervollständigt den Beweis. Q.E.D.

Wir fahren mit dem Beweis von Satz 6.7 fort. Wir geben das Argument nur für den
Spezialfall einer quadratischen Zielfunktion:

f(x) = 1
2
xT · Cx+ cT · x
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mit einer symmetrischen, positiv-definiten Matrix C ∈ R
n×n und einem Vektor c ∈ R

n.
In diesem Fall ist Hf(·) ≡ C , und das Minimum x̂ ist gegeben als Lösung des linearen
Gleichungssystems

Cx̂ = −c . (6.5.31)

Der Gradient von f ist gerade ∇f(x) = Cx + c . In diesem Fall kann die optimale
Schrittweite λt beim Gradientenverfahren explizit angegeben werden. Für die Funktion

f(xt − λrt) = 1
2
(xt − λrt)T · C(xt − λrt)− cT · (xt − λrt) = 0

ergibt sich durch Ableiten

d

dλ
f(xt − λrt) = −rtT · C(xt − λrt)− cT · rt = 0

die Formel

λt =
‖rt‖22

(rt, Crt)2
.

Ein Gradientenschritt hat also die Gestalt

xt+1 = xt − ‖rt‖22
(rt, Crt)2

rt, rt = Cxt − c.

Durch Taylor-Entwicklung finden wir

f(xt+1) = f(xt − λtr
t)

= f(xt)− λtr
tT · rt + 1

2
λ2t r

tT ·Hf(x̂)r
t(xt − x̂),

= f(xt)− 1

2

‖rt‖22
(xt, Cxt)2

sowie

f(xt)− f(x̂) = ∇f(x̂)(xt − x̂) + 1
2
(xt − x̂)T ·Hf(x̂)(x

t − x̂)

= 1
2
(xt − x̂)T · C(xt − x̂).

Nun ist
rt = ∇f(xt) = ∇f(xt)−∇f(x̂) = Hf(x̂)(x

t − x̂)

und somit
xt − x̂ = C−1rt.

Also:
f(xt)− f(x̂) = 1

2
(rt, C−1rt)2.

Division ergibt dann mit Hilfe von Lemma 6.9;

f(xt+1)− f(xt)

f(xt)− f(x̂)
= − ‖rt‖22

(rt, Crt)2(rt, C−1rt)2
≤ − 4λΛ

(λ + Λ)2
.

Hieraus folgt schließlich

f(xt+1)− f(x̂) ≤
{
1− 4λΛ

(λ+ Λ)2

}
(f(xt)− f(x̂)) =

(1− λ/Λ

1 + λ/Λ

)2
(f(xt)− f(x̂)),

was zu beweisen war. Q.E.D.
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Bemerkung 6.2: Aus der Fehlerabschätzung (6.7) für die Zielfunktionswerte gewinnt
man auch eine Fehlerabschätzung für die Näherungspunkte selbst. Taylor-Entwicklung
ergibt

f(xt) = f(x̂) + (xt − x̂)T · ∇f(x̂) + 1
2
(xt − x̂)T · ∇2f(ξ)(xt − x̂), ξ ∈ (xt, x̂),

und weiter wegen ∇f(x̂) = 0 :

1
2
(xt − x̂)T · ∇2f(ξ)(xt − x̂) = f(xt)− f(x̂) ≤ ρ2t|f(x0)− f(x̂)|.

Für die strikt konvexe Funktion f(·) folgt damit auch

‖xt − x̂‖2 ≤ κρt, t ∈ N. (6.5.32)

Die Effizienz des Gradientenverfahrens bei der Lösung der Penalty- oder Barriere-
Aufgaben (Pε) wird also durch die Verteilung der Eigenwerte der Hesse-Matrix der Funk-
tionen

fε(x) = f(x) + ε−1p(x), fε(x) = f(x) + εb(x)

bestimmt. Wir beschränken uns im Folgenden auf die Betrachtung der Penalty-Methode
mit der Penalty-Funktion,

p(x) =

m∑
i=1

g+i (x)
2, gi ∈ C2(Rn),

für Probleme mit Ungleichungsnebenbedingunegn gi(x) ≤ 0 . Für andere Penalty-Funktio-
nen und für die verschiedenen Barriere-Funktionen gelten ganz analoge Resultate.

Die Funktion p(·) ist zwar stetig differenzierbar, doch ihre zweiten Ableitungen sind
unstetig am Rand des zulässigen Bereichs:

∂2g+i
∂xk∂xl

(x) =

{
∂2g+i
∂xk∂xl

(x) für gi(x) > 0,

0 für gi(x) < 0.

Da die Lösungen der Penalty-Probleme (Pε) die Lösung von (P ) von außerhalb des zulässi-
gen Bereichs approximieren, ist (bis auf gewisse Ausnahmefälle) die Hesse-Matrix in einer
Umgebung von xε wohl definiert. Die Lösung xε des Penalty-Problems (Pε) sind charak-
terisiert durch die Eigenschaft

∇fε(xε) = ∇f(xε) + 2

ε

m∑
i=1

g+i (x
ε)∇gi(xε) = 0.

Mit der Abkürzung

yεl :=
2

ε
g+i (x

ε), i = 1, . . . , m,

kann dies in der Form

∇xL(x
ε, yε) = ∇f(xε) +

m∑
i=1

yεi∇gi(xε) = 0
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geschrieben werden. Wir wollen zeigen, dass die Punkte yε für ε → 0 gegen Lagrange-
Multiplikatoren konvergieren. Betrachtet wird die Optimierungsaufgabe

(P ) f(x)→ min!, gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . , m),

mit f, gi ∈ C2(Rn) streng konvex. Dann ist das Minimum x̂ von (P ) eindeutig bestimmt
und es gilt xε → x̂ (ε→ 0) .

Satz 6.8: Ist das Minimum x̂ von Problem (P ) in dem Sinne regulär, dass die Vektoren
{∇gi(x̂), i ∈ I(x̂)} linear unabhängig sind, so konvergiert yε → ŷ ∈ R

m
+ für ε→ 0 , und

im Punkt (x̂, ŷ) sind die KKT-Bedingungen erfüllt.

Beweis: ohne Q.E.D.

Wir bezeichnen mit Hε(x) die Hesse-Matrix der Penalty-Funktion fε(x) :

Hε(x) = Hf(x) + ε−1Hp(x).

In den uns interessierenden Punkten x ist

gi(x) > 0, i ∈ I(x), gi(x) < 0, i �∈ I(x).

Folglich reduziert sich p(x) zu

p(x) =
∑
i∈I(x)

gi(x)
2.

Wir haben
∂2g2i
∂xk∂xl

= 2gi
∂2gi
∂xk∂xl

+ 2
∂gi
∂xk

∂gi
∂xl

und somit
Hp(x) = 2

∑
i∈I(x)

gi(x)Hgi(x)︸ ︷︷ ︸
=: H1(x)

+2
∑
i �∈I(x)

∇gi(x)∇gi(x)T

︸ ︷︷ ︸
=: H2(x)

.

Wir definieren wieder den Vektor yε ∈ R
m
+ durch

yεi :=

{ 2
ε
gi(x), i ∈ I(x),

0, i �∈ I(x),
und erhalten die Darstellung

Hε(x) = HLε
(x) +

2

ε
H2(x)

mit der Hesse-Matrix

HLε
(x) := Hf(x) +

m∑
i=1

yεiHgi(x)
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der Lagrange-Funktion

L(x, yε) = f(x) +
m∑
i=1

yεi gi(x).

Nach Satz 6.8 konvergiert für ε→ 0 :

HLε
(xε) → Hf(x̂) +

m∑
i=1

ŷiHgi(x̂) = HL(x̂),

wobei HL(x̂) die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion L(x̂, ŷ) des Ausgangsproblems
(P ) ist. Wir untersuchen nun das Verhalten der Matrizen

2

ε
H2(x

ε) =
2

ε

∑
i∈I(x)

∇gi(xε)∇gi(xε)T =
2

ε

m∑
i=1

∇g+i (xε)∇g+i (xε)T .

Offenbar konvergiert für ε→ 0 :

m∑
i=1

∇g+i (xε)∇+
i (x

ε)T →
m∑
i=1

∇g+i (x̂∇+
i (x̂)

T

und folglich 2
ε
H2(x

ε)→∞ . Die Matrix

H2(x̂) =
∑
i∈I(x)

∇g+i (x̂)∇g+i (x̂)T =
∑
i∈I(x)

∇gi(x̂)∇gi(x̂)T

lässt sich in der folgenden Form schreiben:

H2(x̂) = AAT , A := [∇gi(x̂), i ∈ I(x)] ∈ R
q×n.

Da A nach Voraussetzung an x̂ maximalen Rang hat, ist H2(x̂) ∈ R
q×q symmetrisch

und positiv-definit und damit regulär. Ebenso ist aufgrund der strikten Konvexität von f
und der gi die Matrix HL(x̂) positiv definit. Hieraus erschließt man folgendes Resultat.

Lemma 6.10: Die Hesse-Matrix

Hε(x
ε) = HLε

(xε) +
2

ε
H2(x

ε) ∈ R
n×n

von fε(·) im Minimum xε hat n − q eigenwerte, welche mit ε → 0 gegen Eigenwer-
te der Hesse-Matrix HL(x̂) konvergieren, und q Eigenwerte, welche wie O(1/ε) gegen
unendlich gehen.

Beweis: ohne Q.E.D.

Zusammen mit Satz 6.7 besagt dies, dass das einfache Gradientenverfahren zur Ap-
proximation der Penalty-Lösung xε mit ε→ 0 immer langsammer konvergiert. Auswege
aus diesem Dilemma bieten das

”
Verfahren der konjugierten Gradienten“ (CG-Verfahren)

sowie die sog.
”
Quasi-Newton-Verfahren“ und deren beschleunigte (

”
vorkonditionierte“)

Varianten.
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6.6 Übungsaufgaben

Aufgabe 6.1: Man führe einen Schritt der Methode der Schnittebenen aus für die Op-
timierungsaufgabe:

x ∈ R
n : −x1 + x2 → min!

x21 + x22 − 2x2 − 4x1 ≤ 5,

x21 + x22 − 2x2 − 2x2 ≤ 3,

x21 + x22 − 2x2 + 2x1 + 2x2 ≤ 2.

Das Startpolyeder S0 werde durch Linearisierung der Restriktionen im Punkt x̄ = (0, 0)T

gewonnen. Man skizziere die zulässige Menge M und die Polyeder S0 und S1 .

Aufgabe 6.2: Die Anwendung des Simplex-Verfahrens auf die lineare Programmierungs-
aufgabe

(II) x ∈ R
n : cT · x→ min!, Ax = b, x ≥ 0,

führe auf ein Tableau, bei dem alle γk in der letzten Zeile bis auf ein γk0 nicht negativ
sind. Man zeige, dass damit ein optimales Tableau für die redizierte Aufgabe

(ĨI) x ∈ R
n : cT · x→ min!, Ax = b, x ≥ 0, xk0 = 0,

vorliegt.

Aufgabe 6.3: Welche Vereinfachung ergibt sich bei der Anwendung des Dualitätsverfah-
rens von Wolfe auf quadratische Programmierungsaufgaben mit Ungleichungsrestriktio-
nen:

x ∈ R
n : xT · Cx+ cT · x→ min!, Ax ≤ b, x ≥ 0,

mit C ∈ R
n×n symmetrisch, positiv definit, c ∈ R

n , A ∈ R
m×n und b ∈ R

m ?

Aufgabe 6.4: Man löse die quadratische Programmierungsaufgabe

x ∈ R
2 : Q(x) := x21 + x22 − 20x1 − 4x2 → min!

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 ≤ 4, x1 + x2 ≤ 10 ,

mit dem Dualitätsverfahren von Wolfe.

Aufgabe 6.5: Man löse die Programmierungsaufgabe aus Aufgabe 6.1 mit dem Abstiegs-
verfahren von Frank und Wolfe. Als Startvektor nehme man x0 = (0, 0)T und führe drei
Iterationsschritte aus. Wie gut nähert dann Q(x3) den tatsächlichgen Minimalwert an?

Aufgabe 6.6: Zur Verständniskontrolle gebe man kurze Antworten auf die folgenden
Fragen:
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1. Wie lautet ein
”
Lineares Programm“ (lineare Optimierungsaufgabe) in Normalform

als Grundlage des Simplex-Verfahrens und wie lautet die dazu
”
duale“ Aufgabe?

2. Was ist bei linearen Programmen eine
”
Schlupfvariable“ und wozu dient sie?

3. Wodurch ist beim Simplex-Verfahren das Endtableau zu einer
”
optimalen“ zulässi-

gen Ecke charakterisiert? Was ist die Aufgabe der primalen Auswahlregel (R)?

4. Wodurch unterscheiden sich
”
primales“ und

”
duales“ Simplex-Verfahren, und in

welchem Zusammenhang wird letzteres benötigt?

5. Wann nennt man ein Zweipersonen-Spiel
”
fair“ und wie kann man das im konkreten

Fall feststellen?

6. Welche konkrete Gestalt hat die
”
Lagrange-Funktion“ einer einer linearen Optimie-

rungsaufgabe in Standardform und wodurch ist ein zugehöriger Sattelpunkt defi-
niert?

7. Was ist der Ausgangspunkt eines
”
Innere-Punkte-Verfahrens“ zur iterativen Lösung

eines Linearen Programms und was versteht man in diesem Zusammenhang unter
der ”Dualitätslücke“?

8. Wie lautet das sog.
”
Sattelpunkt-Kriterium“ der konvexen Optimierung und was

impliziert es?

9. Wie lautet der (globale) Karush-Kuhn-Tucker-Satz der konvexen Optimierung und
was ist die sog.

”
Slater-Bedingung“?

10. Was ist die Idee des
”
Schnittebenenverfahrens“ zur Lösung linear/konvexer Pro-

gramme?

Aufgabe 6.7: Zur Verständniskontrolle gebe man kurze Antworten auf die folgenden
Fragen:

1. Wie lautet ein
”
Lineares Programm“ (lineare Optimierungsaufgabe) in

”
Standard-

form“ und wie wird diese konkret in die sog.
”
Normalform“ überführt?

2. Welche Formulierung eines Linearen Programms liegt dem Simplex-Verfahren zu-
grunde? Wie geht man vor, wenn für eine Variable xi keine Vorzeichenbedingung
vorliegt?

3. Woran sieht man, dass ein im Verlaufe des Simplex-Verfahres erhaltenes Tableau
zu einer zulässigen und optimalen Ecke gehört? Was ist eine zugehörige

”
Basis“ zu

dieser Ecke?

4. Wann wird eine Ecke des zulässigen Bereichs eines Linearen Programms
”
entartet“

genannt? Welche Konsequenz kann das Auftreten entarteter Ecken für das Simplex-
Verfahren haben?
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5. Was ist ein
”
Matrixspiel“, was sind seine zugehörige

”
Auszahlungstafel“ und seine

”
Wertigkeit“? Existiert letztere immer?

6. Was besagt der
”
Alternativsatz“ für das Standardproblem der linearen Optimie-

rung? Gilt ein analoger Satz auch für das
”
kanonische Problem“?

7. Was versteht man im Rahmen der Innere-Punkte-Methode zur Lösung eines Linea-
ren Programms unter dem

”
zentralen Pfad“ und wozu dient die dabei verwendete

Regularisierung?

8. Was versteht man bei einer konvexen Optimierungsaufgabe unter dem zugehörigen

”
KKT-System“ und wie ist der Zusammenhang zwischen dessen Lösungen und den
Lösungen der Optimierungsaufgabe?

9. Wie gewinnt man aus einer vom Simplex-Verfahren gelieferten optimalen Eckenlösung
x0 eines Linearen Programms eine Lösung des zugehörigen dualen Aufgabe?

10. Was besagt der
”
Satz von der trennenden Hyperebene“? Man illustriere seine Aus-

sage in zwei Dimensionen.



A Lösungen der Übungsaufgaben

Im Folgenden sind Lösungen für einige der am Ende der einzelnen Kapitel formulier-
ten Aufgaben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nur um Lösungsvorschäge ohne
Anspruch auf Vollständigkeit zur Anregung weiterer eigener Überlegungen.

A.1 Kapitel 1

Lösung A.1.1: Es ist:

1. KernA := {x ∈ R
n |Ax = 0}, BildA := {y ∈ R

m | ∃x ∈ R
n, s. d. Ax = y},

RangA := dim(BildA).

2. AT ∈ R
n×m, AT := (aTij), a

T
ij = aji ∀ i, j.

3. BildA⊕KernAT = Rm.

4. KernA = 0 ⇔ BildA = R
n.

Lösung A.1.2: Eine lineare Optimierungsaufgbe in kanonischer Form hat die Gestalt:
Suche x ∈ R

n mit

Q(x) = cT · x −→ min!,

x ≥ 0, Ax = b,

mit vorgegebenen c ∈ R
n, b ∈ R

m und A ∈ R
m×n. Die zugehörige duale Aufgabe lautet:

Suche y ∈ R
m mit

bT · y −→ max!,

ATy ≤ c.

a) 1. Version: Aufspalten von x3 in einen positiven und negativen Anteil x+3 −x−3 mit x+3 ≥
0, x−3 ≥ 0 und Einführen dreier Schlupfvariablen x4, x5 und x6 werden die Ungleichungen
in Gleichungen überführt:

Q(x) = x1 + x2 + x+3 − x−3 → min!, x ≥ 0,

x1 + 2x2 + x4 = 5

x2 + x+3 − x−3 + x5 = 0

3x2 − 4x+3 + 4x−3 + x6 = 1

2.Version: Die Ungleichungen x2 ≥ 0 und x2+x3 ≤ 0 implizieren x3 ≤ 0. Durch Substitu-
tion x3 → −x3 erhält man die Bedingung x ≥ 0. Durch Einführen von Schlupfvariablen

159
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x4, x5, x6 erhält man das äquivalente System

Q(x) = x1 + x2 − x3 → min!, x ≥ 0,

x1 + 2x2 + x4 = 5

x2 − x3 + x5 = 0

3x2 + 4x3 + x6 = 1

b) Aufspalten von xi in x+i − x−i mit der Bedingung x±i ≥ 0, sowie Einführen zweier
Schlupfvariablen für die Ungleichungen liefert:

Q(x) = x+1 + x−1 + x+2 + x−2 + x+3 + x−3 → min!, x ≥ 0,

x+1 − x−1 + x+2 − x−2 + x4 = 1,

2x+1 − 2x−1 + x+3 − x−3 + x5 = 3.

Lösung A.1.3: Lösung ist der Schnittpunkt der Geraden

−2x1 + x2 = −2,
−x1 − x2 = −5.

Dies ist (x∗1, x
∗
2) = (7/3, 8/3) mit Qmin = 22/3.

Die Aufgabe ist für Q(x)→ max! offensichtlich nicht lösbar.

x1

x2

0 5

5

−x1 − x2 ≤ −5

−2x1 + x2 ≤ −2

x1 − 2x2 ≤ 2
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Lösung A.1.4: Es bezeichne x1 die Anzahl der Morgen Weizen und x2 die Anzahl der
angebauten Morgen Gemüse. Das zugehörige lineare Programm lautet:

40x1 + 120x2 → max!

x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0,

x1 + x2 ≤ 100,

x1 + 4x2 ≤ 200,

100x1 + 200x2 ≤ 12000.

0 100

50

x1

x2

x1 + x2 ≤ 100

x1 + 4x2 ≤ 200

x1 + 2x2 ≤ 120

Lösung ist der Schnittpunkt der Geraden

x1 + 4x2 = 200,

x1 + 2x2 = 120.

Dies ist (x∗1, x
∗
2) = (40, 40) mit Qmax = 6400.

Lösung A.1.5: Man argumentiert völlig analog zu Satz 1.1:
i) Es folgt

bT · y ≥ (Ax)T · y = xT ·AT y ≥ xT · c = cT · x.
ii) Sei nun bT · y = cT · x. Angenommen x ist keine Lösung von (II). Dann gibt es ein x̃
mit

bT · y = cT · x > cT · x̃,
im Widerspruch zu (i). Die Argumentation für das duale Problem verläuft analog.
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Lösung A.1.6: Nach Lemma 1.2 gelten die Alternativen:

i) Die Aufgabe

(
A

cT

)
x =

(
0

1

)
, x ≥ 0 ist lösbar.

ii) Die Aufgabe
(
AT c

)
ỹ ≥ 0,

(
0

1

)
· ỹ < 0, ist lösbar.

Mit ỹ = (y, yN) gilt yN < 0. Damit überführt man (ii) in die gewünschte Form:

(
AT c

)
ỹ ≥ 0,

(
0

1

)
· ỹ < 0 ist lösbar

⇔
(
AT c

) ( y

yN

)
≥ 0, yN < 0 ist lösbar

⇔ AT y

−yN ≥ c ist lösbar

⇔ AT y ≥ c ist lösbar

Lösung A.1.7: Nach Lemma 1.2 gelten die Alternativen:

i) Die Aufgabe

(
1 2 −1
1 1 −2

)
x =

(
1

2

)
, x ≥ 0 ist lösbar.

ii) Die Aufgabe

⎛
⎜⎜⎝

1 1

2 1

−1 −2

⎞
⎟⎟⎠ y ≥ 0,

(
1

2

)
· y < 0, ist lösbar.

Letztere hat die Lösung y1 = 1, y2 = −1. Damit kann (i) nicht lösbar sein.

Lösung A.1.8: Wir zeigen die Unlösbarkeit der Optimierungsaufgabe durch den Nach-
weis, dass die zulässige Menge des dualen Problem M∗ leer ist. Die Optimierungsaufgabe
lautet in Normalform (man beachte, dass b ≥ 0 gelten muss):

ct · y → min!, y ≥ 0, Ay = b,

c = (−1,−2, 3), A =

(
−4 4 2

−5 7 1

)
, b =

(
8

12

)
.

Die zulässige, duale Menge ist M∗ = {x ∈ R
2 : ATx ≤ c}, d. h. alle x ∈ R

2 mit

4x1 + 5x2 ≤ −1, 4x1 + 7x2 ≤ −2, −2x1 − 1x2 ≤ 3.

Man überzeugt sich graphisch, dass dieses System keine Lösung hat.
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Lösung A.1.9: Sei (x∗, y∗) ein stationärer Punkt der Lagrange-Funktion L(x, y). Dann
gilt:

L(x, y∗) ≤ L(x∗, y∗) ∀x ∈ R
n, x ≥ 0

⇔ cT · x− y∗TAx ≤ cT · x∗ − y∗TAx∗ ∀x ∈ R
n, x ≥ 0

⇔ 0 ≤ (Ay∗ − c) (x− x∗) ∀x ∈ R
n, x ≥ 0

Hieraus folgt sofort Ay∗ − c ≥ 0. Denn andernfalls gäbe es eine Komponente i mit
(Ay∗ − c)i < 0 und die Wahl xi = x∗i + 1, xj = 0, j �= i, führte zu einem Widerspruch.
Analog folgert man für die zweite Ungleichung

0 ≤ (b− Ax∗) (y − y∗) ∀y ∈ R
n, y ≥ 0,

und damit b − Ax∗ ≥ 0. Aus den Ungleichungen Ay∗ ≥ c und b ≥ Ax∗ folgt nun
bekannterweise

bT · y∗ ≥ cT · x∗.

Weiterhin ist der Punkt (x, y) = 0 zulässig in der Sattelpunktsdefinition und es folgt
somit durch Einsetzen in die Ungleichungskette

bT · y∗ ≤ cT · x∗,

d. h.: bT · y∗ = cT · x∗. Damit sind (x∗, y∗) Lösung des primalen und dualen Problems.

Lösung A.1.10: a) Die Optimierungsaufgabe liegt in Standardform vor:

ct · y → max!, y ≥ 0, Ay ≤ b,

c = (2,−2,−6), A =

(
2 −1 −1
−1 2 −1

)
, b =

(
−1
1

)
.

Die zugehörige dualisierte Aufgabe,

bt · x→ min!, x ≥ 0, Atx ≥ c,

wird nun grafisch gelöst. Lösung ist der Schnittpunkt der Geraden

x1 − x2 = 2,

x1 + x2 = 6.

Dies ist (x∗1, x
∗
2) = (14/3, 4/3) mit Qmin = −10/3. Nach dem Dualitätssatz ist das ur-

sprüngliche Problem somit ebenfalls lösbar und es gilt

2y∗1 − 2y2 ∗ −6y∗3 = −10

3
.
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x1

x2

0 5

5

2x1 − x2 ≥ 2

−x1 + 2x2 ≥ −2

−x1 − x2 ≥ −6

Weiterhin folgt nach dem Gleichgewichtssatz aus x∗ > 0 die strikte Gleichheit in der
Nebenbedingung, d. h. Ay∗ = b . Zusammen erhält man das LGS

3y∗1 − 3y∗2 − 9y∗3 = −5,
2y∗1 − y∗2 − y∗3 = −1,

−1y∗1 + 2y∗2 − y∗3 = 1.

Dieses hat die Lösung y∗ = (0, 2/3, 1/3) . Dies ist die Lösung des ursprünglichen Problems.

b) Überführt in Standardform lautet die Optmierungsaufgabe

ct · y → max!, y ≥ 0, Ay ≤ b,

c = (−2, 2, 6), A =

(
2 −1 −1
−1 2 −1

)
, b =

(
−1
1

)
.

Die zulässige, duale Menge ist M∗ = {x ∈ R
2 : x ≥ 0, ATx ≥ c}, d. h. alle x ∈ R

2 mit

x ≥ 0,

2x1 − x2 ≥ −2,
−x1 + 2x2 ≥ 2,

−x1 − x2 ≥ 6.

Aufgrund der ersten und vierten Bedingung ist M∗ = ∅. Damit ist das primale Problem
nicht lösbar.
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Lösung A.1.11: Nach Satz 1.1 genügt es, ein y ∈ M∗ zu finden, so dass bt · y = ct · x.
Denn dann sind x und y simultan Lösungen des primalen und des dualen Problems. Die
duale Aufgabe lautet

3y1 + y2 + y3 + y4 + 3y5 → min!, y ≥ 0,

y1 + y4 ≥ 1,

y1 + y3 ≥ 1,

y2 + y3 + y4 + y5 ≥ 1,

y2 + y5 ≥ 1.

Wenn x Lösung des primalen Problems sein soll, dann muss nach dem Gleichgewichtssatz
in den Zeilen 1, 2 und 4 bereits Gleichheit gelten. Zusammen mit der Forderung bt·y = ct·x
führt dies auf das (unterbestimmte) Gleichungssystem:

3y1 + y2 + y3 + y4 + 3y5 = 3,

y1 + y4 = 1,

y1 + y3 = 1,

y2 + y5 = 1.

Dieses hat eine Lösung y = (0, 1, 1, 1, 0). Nach obiger Überlegung ist die Existenz eines
solchen y bereits hinreichend dafür, dass x Lösung des dualen Problems ist.

A.2 Kapitel 2

Lösung A.2.1: Normalform:

η → min!,

(
y

η

)
≥ 0,

(
AT 0

−bT 1

)(
y

η

)
=

(
0n

1

)
.

Die hierzu duale Aufgabe (II∗) ist:

ξ → max!,

(
A −b
0 1

)(
z

ξ

)
≤
(
0m

1

)
.

Nun ist offensichtlich (0m, 1) ∈ M und 0 ∈ M∗. Damit besitzt nach dem Dualitätssatz
beide Aufgaben mindestens eine Lösung (ŷ, η̂) und (ẑ, ξ̂). Es gilt dann η̂ = ξ̂.

b) Sei x̂ eine Lösung von (U) und (ŷ, ξ̂) eine Lösung von (II). Dann gilt

−bT · ŷ + η̂ = 1 =⇒ bT · ŷ = η̂ − 1 =⇒ (Ax̂)︸︷︷︸
=0

·y ≤ η̂ − 1 =⇒ 1 ≤ η̂.

Umgekehrt gilt aufgrund des Dualitätssatzes mit einer Lösung (ẑ, ξ̂) des dualen Problems
η̂ = ξ̂ ≤ 1.
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c) Sei nun η̂ > 0. Dann folgt aufgrund des Dualitätssatzes für eine Lösung (ẑ, ξ̂) des
dualen Problems ξ̂ = η̂ > 0 und damit

Aẑ − b · ξ̂ ≤ 0 ⇒ Aẑ − b · ξ̂ ≤ 0 ⇒ A(ẑ/ξ̂) ≤ b.

Somit ist x̂ = ẑ/ξ̂ eine Lösung von (U).

Lösung A.2.2: a) Gauß-Jordan-Algorithmus:

x1 x2 x3

1 0 −1 y1

2 2 0 y2

1 2 1 y3

→

y2 x2 x3

1/2 −1 −1 y1

1/2 −1 0 x1

1/2 1 1 y3

→

y2 y3 x3

1 −1 0 y1

1 −1 1 x1

−1/2 1 −1 x2

Die Matrix A hat Rang 2, da der Algorithmus nach dem zweiten Schritt abbricht. Aus
der ersten Zeile erschließt man, dass das Gleichungssystem Ax = y genau dann lösbar
ist, wenn y2 + y3 = y1 gilt. Aus den beiden übrigen Zeilen ergibt sich, dass dann (y2 −
y3, 1/2y2 + y3, 0) eine Lösung ist und der Kern von (1,−1, 1) erzeugt wird.

Lösung A.2.3: Aufgabe ist es, ein Element in

M =
{
x ∈ R

5 : x ≥ 0, Ax = b
}

zu finden. Durch Einführen zweier zusätzlicher Freiheitsgrade v = (x6, x7) kann die Auf-
gabe in ein äquivalentes Optimierungsproblem überführt werden:

Q(x) = x6 + x7 → min!, x ≥ 0,
(
A I2

)(x
v

)
= b.

Falls im Optimum Q(x̂) = 0 gilt, so ist die ursprüngliche Aufgabe lösbar mit (x̂1, . . . , x̂5) ∈
M . Dank des Hilfsvektors ist das Raten einer Startecke einfach: x0 = (0, 0, 0, 0, 0, 2, 5)T

mit Basis B̂(x0) = {a4, a5}. (Es ist x0 ≥ 0 und Ax = b. Weiterhin ist B̂(x0) linear
unabhängig.) Das Starttableau ist

x1 x2 x3 x4 x5

x6 −5 −1 −6 0 5 x06 = 2

x7 −7 −1 −2 1 2 x07 = 5

γ1 = −12 γ2 = −2 γ3 = −8 γ4 = 1 γ5 = 7 cT · x0 = 7

Es liegt Fall 2b vor. Wir wählen q = 1 und nach der Auswahlregel (R) r = 6.

x6 x2 x3 x4 x5

x1 −1/5 −1/5 −6/5 0 1 x11 = 2/5

x7 7/5 2/5 32/5 1 −5 x17 = 11/5

γ1 = 12/5 γ2 = 2/5 γ3 = 32/5 γ4 = 1 γ5 = −5 cT · x0 = 11/5
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Es liegt Fall 2b vor. Einzige mögliche Wahl ist q = 5 und nach der Auswahlregel (R)
r = 7.

x6 x2 x3 x4 x7

x1 ∗ x21 = 21/25

x5 x27 = 11/25

γ1 = 1 γ2 = 0 γ3 = 0 γ4 = 0 γ5 = 1 cT · x0 = 0

Hier bricht der Simplex-Algorithmus notwendigerweise ab. Das Ergebnis ist

x2 = (21/25, 0, 0, 0, 11/25, 0, 0)

mit Q(x2) = 0, d. h.: Nach obiger Überlegung ist damit (x21, . . . , x
2
5) ∈M .

Lösung A.2.4: Durch Einführen zweier Schlupfvariablen x4 und x5 überführt man das
Optimierungsproblem in Normalform:

Q(x) = cT · x→ min !, x ≥ 0, Ax = b, mit

c = (−1,−3,−1, 0, 0)T , A =

(
5 3 0 1 0

1 2 4 0 1

)
, b = (3, 4)T .

Dank der beiden Schlupfvariablen ist das Raten einer Startecke einfach: x0 = (0, 0, 0, 3, 4)T

mit Basis B̂(x0) = {a4, a5}. (Es ist x0 ≥ 0 und Ax = b. Weiterhin ist B̂(x0) linear un-
abhängig.) Das Starttableau ist

x1 x2 x3

x4 −5 −3 0 x04 = 3

x5 −1 −2 −4 x05 = 4

γ1 = −1 γ2 = −3 γ3 = −1 cT · x0 = 0

Es liegt Fall 2b vor. Wir wählen q = 2 und nach der Auswahlregel (R) p = 4:

x1 x4 x3

x2 −5/3 −1/3 0 x12 = 1

x5 7/3 2/3 −4 x15 = −2
γ1 = 4 γ2 = 1 γ3 = −1 cT · x1 = −3

Es liegt Fall 2b vor. Wir wählen q = 3 (da γ3 negativ) und nach Auswahlregel (R) p = 5.

x1 x4 x5

x2 ∗ x22 = 1

x3 x23 = 1/2

γ1 = 41/12 γ2 = 5/6 γ3 = 1/4 cT · x1 = −7/2
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Hier bricht nun der Simplex-Algorithmus ab. Als Eckenlösung ergibt sich also x3 =
(0, 1, 1/2, 0, 0)T mit Q(x3) = −7/2.

Lösung A.2.5: Das lineare Programm liegt in Normalform vor:

Q(x) = cT · x→ min!, x ≥ 0, Ax = b,

mit

c = (4, 1, 1)T , A =

(
2 1 2

3 3 1

)
, b = (4, 3)T .

Da keine Startecke ersichtlich ist löst man zunächst das Hilfsproblem: Durch Einführen
zweier zusätzlicher Freiheitsgrade v = (x4, x5) wird die Starteckensuche in ein äquivalen-
tes Optimierungsproblem überführt:

x4 + x5 → min!, x ≥ 0,
(
A I2

)(x
v

)
= b.

Dank der beiden Schlupfvariablen ist das Raten einer Startecke einfach: x0 = (0, 0, 0, 4, 3)T

mit Basis B̂(x0) = {a4, a5}. (Es ist x0 ≥ 0 und Ax = b. Weiterhin ist B̂(x0) linear un-
abhängig.) Das Starttableau ist

x1 x2 x3

x4 −2 −1 −2 x04 = 4

x5 [−3] −3 −1 x05 = 3

γ1 = −5 γ2 = −4 γ3 = −3 c̃T · x0 = 7

Es liegt Fall 2b vor. Wir wählen q = 1 und nach der Auswahlregel (R) p = 5:

x5 x4 x3

x4 2/3 1 [−4/3] x14 = 2

x1 −1/3 −1 −1/3 x11 = 1

γ1 = 5/3 γ2 = 1 γ3 = −4/3 c̃T · x1 = 2

Es liegt Fall 2b vor. Wir wählen q = 3 (da γ3 negativ) und nach Auswahlregel (R) p = 4.

x5 x2 x4

x3 1/2 3/4 −3/4 x23 = 3/2

x1 −1/2 −5/4 1/4 x21 = 1/2

γ1 = 1 γ2 = 0 γ3 = 1 c̃T · x1 = 0
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Eine Startecke des ursprünglichen Problems ist demnach

x0 = (1/2, 0, 3/2).

Das zugehörige Starttableau ergibt sich direkt aus obigem finalen Tableau durch Streichen
der Spalten für x4 und x5:

x2

x3 3/4 x03 = 3/2

x1 [−5/4] x01 = 1/2

γ = −13/4 cT · x1 = 7/2

Fall 2b mit q = 2 und nach Auswahlregel (R) p = 1:

x1

x3 −3/5 x13 = 9/5

x2 −4/5 x12 = 2/5

γ = 13/5 cT · x1 = 11/5

Die Optimierungsaufgabe wird durch die Eckenlösung x∗ = (0, 2/5, 9/5) mit dem Wert
Q(x∗) = −11/5 gelöst.

Lösung A.2.6: Die duale Aufgabe lautet in Normalform:

Q(x) = bT · x→ max !, ATx ≤ c, mit

c = (−1,−3,−1, 0, 0)T , A =

(
5 3 0 1 0

1 2 4 0 1

)
, b = (3, 4)T .

In Aufgabe 2.4 haben wir als Ergebnis x∗ = (0, 1, 1/2, 0, 0)T mit Q(x3) = −7/2 und
aktiver Indexmenge I0 = {2, 3} erhalten. Nach Satz 2.3 des Textes ist eine Lösung y∗

der dualen Aufgabe gegeben durch:

AT
0 y

∗ = c0

A0 :=
[
ai|i ∈ I0] =

(
3 0

2 4

)
, c0 := (ci)i∈I0 = (−3,−1)T .

Dieses hat die Lösung y = (−5/6,−1/4)T .

Lösung A.2.7: Überführt auf Normalform lautet die Optimierungsaufgabe: Suche x ∈
R

7, so dass

cT · x→ min!, x ≥ 0, Ax = b

mit
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c = (−3/4, 20,−1/2, 6, 0, 0, 0)T

A =

⎛
⎜⎜⎝
1/4 −8 −1 9 1 0 0

1/2 −12 −1/2 3 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎜⎝
0

0

1

⎞
⎟⎟⎠ .

Eine Ausgangsecke ist (vgl. vorangegangene Aufgaben) x0 = (04, b)
T ∈ R

7.

a) Löse mit Simplexverfahren mittels Regel (R) + minimales p ∈ I0. Das q sei so be-
stimmt, dass γq minimal ist.

x1 x2 x3 x4

x5 [−1/4] 8 1 −9 x05 = 0

x6 −1/2 12 1/2 −3 x06 = 0

x7 0 0 −1 0 x07 = 1

γ −3/4 20 −1/2 6 cT ·x0 = 0

(I) Auswahl: q = 1, p = 5

x5 x2 x3 x4

x1 −4 32 4 −36 x11 = 0

x6 2 [−4] −3/2 15 x16 = 0

x7 0 0 −1 0 x17 = 1

γ 3 −4 −7/2 33 cT ·x0 = 0

(II) Auswahl: q = 2, p = 6

x5 x6 x3 x4

x1 12 −8 [−8] 84 x21 = 0

x2 1/2 −1/4 −3/8 15/4 x22 = 0

x7 0 0 −1 0 x27 = 1

γ 1 1 −2 18 cT ·x0 = 0

(III) Auswahl: q = 3, p = 1

x5 x6 x1 x4

x3 3/2 −1 −1/8 21/2 x33 = 0

x2 −1/16 1/8 3/64 [−3/16] x32 = 0

x7 −3/2 1 1/8 −21/2 x37 = 1

γ −2 3 1/4 −3 cT ·x0 = 0

(IV) Auswahl: q = 4, p = 2

x5 x6 x1 x2

x3 [−2] 6 5/2 −56 x33 = 0

x4 −1/3 2/3 1/4 −16/3 x34 = 0

x7 2 −6 −5/2 56 x37 = 1

γ −1 1 −1/2 16 cT ·x0 = 0

(V) Auswahl: q = 4, p = 2

x3 x6 x1 x2

x5 −1/2 3 5/4 −28 x35 = 0

x4 1/6 [−1/3] 1/6 4 x34 = 0

x7 −1 0 0 0 x37 = 1

γ 1/2 −2 −7/4 44 cT ·x0 = 0

(VI) Auswahl: q = 6, p = 4
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x3 x4 x1 x2

x5 1 −9 −1/4 8 x05 = 0

x6 1/2 −3 −1/2 12 x06 = 0

x7 −1 0 0 0 x07 = 1

γ −1/2 6 −3/4 20 cT · x0 = 0

Endlosschleife!

b) Löse mit Simplexverfahren mittels Regel (R̃). Das q sei so bestimmt, dass γq minimal

ist.

x1 x2 x3 x4

x5 −1/4 8 1 −9 x05 = 0

x6 [−1/2] 12 1/2 −3 x06 = 0

x7 0 0 −1 0 x07 = 1

γ −3/4 20 −1/2 6 cT ·x0 = 0

(I) Auswahl: q = 1, r = 6

x6 x2 x3 x4

x5 1/2 2 3/4 −15/2 x15 = 0

x1 −2 24 1 −6 x11 = 0

x7 0 0 [−1] 0 x17 = 1

γ 3/2 2 −5/4 21/2 cT ·x0 = 0

(II) Auswahl: q = 3, r = 7

x3 x4 x1 x2

x5 1/2 2 −3/4 −15/2 x25 = 3/4

x1 −2 24 −1 −6 x21 = 1

x3 0 0 −1 0 x23 = 1

γ 3/2 2 5/4 21/2 cT ·x0 = −5/4

Optimales Tableau!

Wir haben die Eckenlösung x2 = (1, 0, 1, 0, 3/4, 0, 0)T mit Q(x2) = −5/4 gefunden.

Lösung A.2.8: i) Seien xij ( i = 1, . . . , m, j = 1, · · ·n) die Menge Öl in Barrel, die
von Quelle Qi zu Raffinerie Rj transportiert wird. Die lineare Optimierungsaufgabe zur
Bestimmung minimaler Transportkosten z lautet:
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z =
m∑
i=1

∑
j=1

nkijxij → min!,

xij ≥ 0 i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n,
n∑

j=1

xij ≤ qi, i = 1, . . . , m,

m∑
i=1

xij ≥ rj, j = 1, . . . , n.

Bemerkung: O.b.d.A. können wir annehmen, dass qi > 0, rj > 0, sonst wird die ent-
sprechende Quelle oder Raffinerie gestrichen. Dies kann durch die Einführen folgender
Vektoren in die übliche Form überführt werden:

c :=
(− k11, . . . ,−k1n,−k21, . . . ,−km1, . . . , kmn

)T
,

x :=
(
x11, . . . , x1n, x21, . . . , xm1, . . . , xmn

)T
,

b :=
(
q1, q2, . . . , qm,−r1,−r2, . . . ,−rn

)
.

Das Optimierungsproblem in Standardform lautet dann

Q(x) = cT · x→ max!, x ≥ 0, Ax ≤ b,

mit der Systemmatrix A ∈ R
(m+n)×(m·n),

A =

(
B1 B2 B3 . . . Bm

−In −In −In . . . −In

)
,

mit Blöcken Bk ∈ R
m×n, Bk = (δik)ij.

ii) Die Bedingung
∑

i qi ≥
∑

j rj ist notwendig und hinreichend für die Existenz zulässi-
ger Vektoren. Die Notwendigkeit ist durch Aufsummieren der beiden Nebenbedingungen
sofort ersichtlich. Umgekehrt sieht man, dass der Vektor

x̂ij :=
qirj∑
k rk

(i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n)

zulässig ist, d. h.: M �= ∅. Weiterhin ist M abgeschlossen, und mit 0 ≤ xij ≤ qi, x ∈M ,
beschränkt, also kompakt. Damit ist das Transportproblem lösbar.

bi) Das Optimierungsproblem für die Reederei ist vj und ui so zu bestimmen, dass der
Gewinn maximal ist, aber die Nebenbedingung vj − ui ≤ kij stets erfüllt bleibt, d. h.:∑

j

rjvj −
∑
i

qiui → max!,

ui ≥ 0,

vj ≥ 0,

vj − ui ≤ kij (i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n).
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Mit dem Vektor

y :=
(
u1, u2, . . . , um, v1, v2, . . . , vn

)
,

lautet das Optimierungsproblem der Reederei:

bT · y → min!, y ≥ 0, ATy ≥ c.

Die Programmieraufgabe der Reederei ist gerade dual zum Programm der Ölgesellschaft.

bii) Da beide Programmieraufgaben dual zueinander sind, sind die Optimalwerte des
Problems der Reederei und der des Problems der Ölgesellschaft gerade gleich. D. h.: Die
Ölgesellschaft macht keinen Gewinn.

Lösung A.2.9: Es gelte o.B.d.A. ai = ei, i = 1, . . . , m. Mit

A0 = [ai : i ∈ I0], c0 = (ci)i∈I0

ist nach Satz 2.3 damit y0 = (AT
0 )

−1 · c0 eine Lösung der dualen Aufgabe. Weiterhin
werden im Beweis von Satz 2.3 bereits die Identitäten (noch einmal rekapitulieren!)

(ATy0)i = ci ∀i ∈ I0,
(ATy0)i = ci − γi ∀i �∈ I0

hergeleitet. Mit der Definition γi = 0 für i ∈ I0 folgt also unmittelbar

y0i = ci − γi, i = 1, . . . , m.

Lösung A.2.10: Es gilt nach Definition

(σ̃ik)i∈Ĩ0,k=1,...,m · [ai : i ∈ Ĩ0] = I = (σik)i∈I0,k=1,...,m · [ai : i ∈ I0],
bzw. ∑

i∈Ĩ0
σ̃ik ai =

∑
i∈I0

σik ai, k = 1, . . . , m.

Weiterhin gilt nach Lemma 2.2 aq = −
∑

i∈I0 αiqai und somit:∑
i∈Ĩ0∩Ĩ0

σ̃ik ai −
∑
i∈I0

σ̃qkαiqai =
∑

i∈I0∩Ĩ0
σik ai + σpkap, k = 1, . . . , m.

Umstellen:∑
i∈Ĩ0∩Ĩ0

(σ̃ik − σ̃qkαiq) ai − σ̃qkαpqap =
∑

i∈I0∩Ĩ0
σik ai + σpkap, k = 1, . . . , m.

Aufgrund der linearen Unabhängigkeit von {ai, i ∈ I0 ∩ Ĩ0, ap} folgt schließlich

σ̃qk = −σqk
αpq

, k = 1, . . . , m,

und

σ̃ik = σik + σ̃qkαiq = σik − σpk αiq

αpq
, k = 1, . . . , m, i ∈ I0 ∩ Ĩ0.
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Lösung A.2.11: Die Aufgabe lautet in Normalform:

Q(x) = cT · x→ min!, x ≥ 0, Ax = b,

c = (−2,−1,−3,−1,−2, 03)T , A =

⎛
⎜⎜⎝
1 2 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎠ , b = (100, 80, 50)T .

Der revidierte Simplexalgorithmus liefert: Start mit

A−1
0 =

⎛
⎜⎜⎝
1

1

1

⎞
⎟⎟⎠,

x0 = (0, 0, 0, 0, 0, 100, 80, 50)T .

x1 x2 x3 x4 x5

x6 −1 100

x7 −1 80

x8 [−1] 50

γ −2 −1 −3 −1 −2 0

(I) Auswahl: q = 3, p = 8,

A−1
0 =

⎛
⎜⎜⎝
1 0 −1
0 1 −1
0 0 1

⎞
⎟⎟⎠,

x1 = (0, 0, 50, 0, 0, 50, 30, 0)T .

x1 x2 x8 x4 x5

x6 −1 50

x7 [−1] 30

x3 0 50

γ 1 2 3 2 −2 −150

(II) Auswahl: q = 5, p = 7,

A−1
0 =

⎛
⎜⎜⎝
1 −1 0

0 1 −1
0 0 1

⎞
⎟⎟⎠,

x2 = (0, 0, 50, 0, 30, 20, 0, 0)T .

x1 x2 x8 x4 x7

x6 [−1] 20

x5 1 30

x3 −1 50

γ −1 1 1 2 0 −210

(III) Auswahl: q = 1, p = 6,

A−1
0 =

⎛
⎜⎜⎝

1 −1 0

1 0 −1
−1 1 1

⎞
⎟⎟⎠,

x3 = (20, 0, 30, 0, 50, 0, 0, 0)T .

x6 x2 x8 x4 x7

x1 20

x5 50

x3 30

γ 1 2 1 1 1 −230

(IV) Ende
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Lösung A.2.12: Lemma 2.6 besagt, dass es unter der Haarschen Bedingung keine entar-
tete Ecke des zulässigen Bereiches der Optimierungsaufgabe ( Ã ) gibt. Nun ist weiterhin
o.B.d.A. b �∈ BildAT und damit der Rang der erweiterten Matrix, welche in ( Ã∗ ) und
( Ã ) betrachtet wird m+1. Daraus folgt, dass eine Eckenlösung des Problems ( Ã ) m+1
aktive Indizes aufweisen muss.

Nach dem Gleichgewichtssatz für das kanonische Problem (Satz 1.4) muss nun in m + 1
Nebenbedingungen des dualen Problems ( Ã∗ ) Gleichheit herrschen. Die Behauptung folgt
nun aufgrund der Äquivalenz von ( Ã∗ ) und (A ).

Lösung A.2.13: Die Auszahlungsmatrix ist

P1 \ P2 0 1 2 3 4 5

0 1 −1 1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 1 −1 1

2 1 −1 1 −1 1 −1
3 −1 1 −1 1 −1 1

4 1 −1 1 −1 1 −1
5 −1 1 −1 1 −1 1

oder in verkürzter Form (da gerade und ungerade gleich häufig vorkommt):

P1 \ P2 gerade ungerade

gerade 1 −1
ungerade −1 1

b+c) Das Spiel ist fair. Man kann z.B. über die vorangegangene Aufgabe argumentie-
ren, dass die Auszahlungsmatrix nach Substitution von gerade ↔ ungerade für einen der
Spieler schiefsymmetrisch ist.

Alternativ stellt man die Hypothese μA = 0 auf und rechnet nach, dass mit x0 = y0 =
(1/2, 1/2)T gerade gilt

xT · Ay0 ≤ 0 ≤ x0T · Ay, x ∈ D1, y ∈ D2.

Dies sind dann nach Satz 2.6 ebenfalls optimale Strategien.

Lösung A.2.14: Analog zum Vorgehen aus dem Text wird das Optimierungsproblem
(P̄ ∗) gelöst, d. h.:

ȳ ∈ R
n : −

n∑
k=1

ȳn → min!, ȳ ≥ 0, Aȳ ≤ 1m.

Nach Einführen von Schlupfvariablen ȳ5, ȳ6, ȳ7 löst man mit Hilfe des Simplexalgorith-
mus:
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I ȳ1 ȳ2 ȳ3 ȳ4

ȳ5 −1 1 −3 0 1

ȳ6 1 [−2] 0 1 1

ȳ7 3 0 1 −1 1

−1 −1 −1 −1 0

II ȳ1 ȳ6 ȳ3 ȳ4

ȳ5 −1/2 −1/2 −3 1/2 3/2

ȳ2 1/2 −1/2 0 1/2 1/2

ȳ7 −3 0 1 [−1] 1

−3/2 1/2 −1 −3/2 −1/2

III ȳ1 ȳ6 ȳ3 ȳ7

ȳ5 −2 −1/2 −5/2 −1/2 2

ȳ2 −1 −1/2 1/2 −1/2 1

ȳ4 −3 0 1 1 1

3 1/2 −5/2 3/2 −2

IV ȳ1 ȳ6 ȳ5 ȳ7

ȳ3 4/5

ȳ2 ∗ 7/5

ȳ4 9/5

5 1 1 2 −4

Rücktransformation und Benutzung der vorangegangenen Übungsaufgabe liefert dann die
optimalen Strategien

ŷ =
1

4

(
0, 7/5, 4/5, 9/5)T , x̂ =

1

4

(
1, 1, 2)T .

Der Wert des Spiels beträgt 4 ; es ist also nicht fair.

Lösung A.2.15: Bemerkung: Für schiefsymmetrische Matrizen A gilt nach Definition
A = −AT und damit stets xT ·Ay = yT ·Ax = −yT ·Ax für beliebige x, y. Insbesondere
ist xT · Ax = 0 für beliebige x.

Das Spiel ist fair, d. h.: Es gilt μA = 0: Zunächst gilt aufgrund Σ1 = Σ2, dass D1 =
D2 =: D. Nach dem Hauptsatz der Spieltheorie gibt es μA, x

0 und y0 mit

x0T · Ay ≤ μA ≤ xT · Ay0, x, y ∈ D.
Testen mit y = x0 und x = y0 liefert gerade:

0 = x0T · AxT ≤ μA ≤ y0T ·Ay0 = 0,

d. h. μA = 0. Weiterhin gilt für beliebiges y ∈ D:

x0T · Ay ≤ 0 ⇔ yT · ATx0 ≤ 0 ⇔ 0 ≤ yT ·Ax0.
Somit ist x0 auch zwingend eine optimale Strategie für y0.

Lösung A.2.16: Wir wollen analog zum Beispiel 2.4 aus dem Text das Optimierungs-
problem (P̄ ∗) lösen, d. h.:

ȳ ∈ R
n : −

n∑
k=1

ȳn → min!, ȳ ≥ 0, Aȳ ≤ 1m.
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Wir vermuten, dass das Skin-Spiel ohne Zusatzregel fair ist, d. h. μA = 0. Damit ist aber
( P̄ ∗ ) direkt nicht aufstellbar. Deshalb shiften wir die Auszahlungsmatrix um +1:

P1 \ P2 KA PA P2

KA 2 0 −1
PA 0 2 2

P2 3 0 −1
Mit Einführen von Schlupfvariablen ȳ4, ȳ5, ȳ6 löst man mit Hilfe des Simplexalgorithmus:

I x1 x2 x3

x4 −2 0 1 1

x5 0 [−2] −2 1

x6 −3 0 1 1

−1 −1 −1 0

II x1 x4 x3

x4 −2 0 1 1

x2 0 −1
2
−1 1

2

x6 [−3] 0 1 1

−1 1
2
−1 −1

2

III x6 x4 x3

x4 −2 0 1
3

1
3

x2 0 −1
2

[−1] 1
2

x1 −1
3

0 1
3

1
3

1
3

1
2

−1
3
−5

6

IV x1 x2 x3

x4 2 0 −1 1
2

x3 0 2 2 1
2

x1 3 0 −1 1
2

1
3

2
3

1
3
−1

Das geshiftete Spiel hat also μA = 1 ; das Skinspiel ohne Zusatzregel also μA = 0. Die
optimale Strategie für Spieler P2 ist also ŷ = (1/2, 0, 1/2)T . Für Spieler P1 erhält man
x̂ = (0, 1/2, 1/2)T .

A.3 Kapitel 3

Lösung A.3.1: Es gilt nach Definition der αik für beliebige Vektoren x mit Ax = b:

xi =
∑
k �∈I0

αikxk + xi i ∈ I0.

Insbesondere ist also für alle x mit I(x) ⊂ I0 ∪ {q} und Ax = b die Identität xp−x0p =
αpqxq; bzw. da αpq �= 0,

xq =
1

αpq
(xp − x0p).

Einsetzen in Ax = Ax0 liefert:∑
i∈I0,i �=p

{xi − x0i }ai + {xp − x0p}ap = −
1

αpq
{xi − x0i }aq
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für alle x mit Ax = b und I(x) ⊂ I0 ∪ {q}. Abschließend ist noch festzustellen, dass
man durch Variation von x0 in der p-ten Komponente ein solches x konstruieren mit
xp − x0p �= 0. Dann ist obige Gleichung aber eine Linearkombination von ap in Termen

von B̃ = {ai, i ∈ Ĩ0 = (I0 \ {p}) ∪ {q}}. Insbesondere ist damit B̃ also eine Basis.

Lösung A.3.2: (Duales Simplex-Verfahren)

Nicht verfügbar.

Lösung A.3.3: Addition der ersten m Zeilen ergibt einen Vektor der Länge mn mit
lauter Einsen und analog bei Addition der letzten n Zeilen. Folglich existiert ein c ∈
R

m+n, c �= 0 mit cA = 0 , d. h.: Rang(A) ≤ m + n − 1. Zum Nachweis der Gleichheit
Rang(A) = m + n − 1 genügt es, eine reguläre Teilmatrix der Größe (m + n − 1) ×
(m+ n− 1) zu identifizieren. Wir streichen die m-te Zeile. Dann enthalten die letzten n
Zeilen die Einheitsmatrix In in den n letzten Spalten. Bei Wahl der zu den Variablen
x11, x12, . . . , x1,n−1 gehörenden Spalten erhalten wir eine untere Dreiecksteilmatrix der
Größe (m+ n− 1)× (m+ n− 1) mit lauter Einsen auf der Hauptdiagonale.

Lösung A.3.4: Nach Einführen von Schlupfvariablen x3, x4, x5 lautet die Aufgabe in
Normalform wie folgt:

Q(x) = cT · x→ min!, x ≥ 0, Ax = b,

mit

c = (−3, 1, 0, 0, 0)T , A =

⎛
⎜⎜⎝

3 −2 1 0 0

−5 −4 0 1 0

2 1 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ , b = (3,−10, 5)T .

Löse zunächst die Aufgabe ohne Restriktion auf ganzahlige Werte. Billiger Trick hier:
x0 = (0, 0, b)T erfüllt zwar Ax = b. ist aber nicht zulässig. Wir starten trotzdem direkt
in Phase II des primalen Simplex-Algorithmus und hoffen auf das Beste!

I x1 x2

x3 [−3] 2 3

x4 5 4 −10
x5 −2 −1 5

−3 1 0

II x3 x2

x1 −1/3 2/3 1

x4 5/3 22/3 −5
x5 −2/3 −7/3 3

1 −1 −3

III x3 x5

x1 −1/7 −2/7 13/7

x4 3/7 −22/7 31/7

x2 2/7 −3/7 9/7

5/3 3/7 −30/7

Glück gehabt! Wir erhalten das nicht ganzzahlige Optimum x̂ = (13/7, 9/7).

Aufstellen des Starttableaus für den ersten Gomory-Schnitt: Selektiere p = 1 nach Faust-
regel:



A.3 Kapitel 3 179

x3 x5 gebr. A.

x1 −1/7 −2/7 13/7 [6/7]

x4 3/7 −22/7 31/7 4/7

x2 2/7 −3/7 9/7 2/7

s1 1/7 2/7 −6/7
5/3 3/7 −30/7

Durchführen des dualen Simplexalgorithmus:

I x3 x5

x1 −1/7 −2/7 13/7

x4 3/7 −22/7 31/7

x2 2/7 −3/7 9/7

s1 1/7 [2/7] −6/7
5/3 3/7 −30/7

II x3 s1

x1 0 −1 1

x4 [2] −11 −5
x2 1/2 −3/2 0

x5 −1/2 7/2 3

1/2 3/2 −3

III x4 s1

x1 0 −1 1

x3 1/2 11/2 5/2

x2 1/4 5/4 5/4

x5 −1/4 3/4 7/4

1/4 17/4 −7/4
Zweiter Gomory-Schnitt: p = 5:

III x4 s1 gebr. A.

x1 0 −1 1 −−
x3 1/2 11/2 5/2 1/2

x2 1/4 5/4 5/4 1/4

x5 −1/4 3/4 7/4 [3/4]

s2 1/4 1/4 −3/4
1/4 17/4 −7/4

Durchführen des dualen Simplexalgorithmus:

I x4 s1

x1 0 −1 1

x3 1/2 11/2 5/2

x2 1/4 5/4 5/4

x5 −1/4 3/4 7/4

s2 [1/4] 1/4 −3/4
1/4 17/4 −7/4

II s2 s1

x1 1

x3 4

x2 ∗ 2

x5 1

x4 3

1 4 −1
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Die Lösung des ganzzahligen Problems ist also x̂ = (1, 2)T . Im Gegensatz zur
”
abge-

schnittenen“ Lösung (1, 1)T , die sich aus der
”
kontinuierlichen“ Lösung ergibt. Letztere

hat zwar Maximum 2 ist aber nicht zulässig.

A.4 Kapitel 4

Lösung A.4.1: Die Hessematrix von Φ(·) ist durch

HΦ(y) =
n∑

i=1

aia
T
i

(ci − aTi · y)2

gegeben. Sie ist positiv definit, weil es wegen der Beschränktheit von D zu jedem Δy �= 0
mindestens einen Index i mit aTi ·Δy �= 0 gibt. Folglich ist Φ(·) streng konvex. Am Rand
von D sterbt mindestens einer der Terme ci − aTi · y gegen Null und der Logarithmus
davon gegen −∞.

Lösung A.4.2: Die Abbildung Ψ0 : M0 × M∗
0 → R

n × R
m → R

n ist, da kompo-
nentenweise beliebig differenzierbar von der Klasse C∞(M0 ×M∗

0 )
n×m×n. Damit ist die

Jakobi-Matrix

DΨ0 : M0 ×M∗
0 → (M0 ×M∗

0 → R
n × R

m × R
n)

wohldefiniert und kann komponentenweise mit Hilfe der Gâteauxableitung

DΨ0(x, y, z)[δx, δy, δz] := lim
s→0

Ψ0

(
(x, y, z) + s(δx, δy, δz)

)−Ψ0(x, y, z)

s

berechnet werden. Hierbei hilft, dass Ψ0 in fast allen Komponenten linear ist. Es folgt
durch einfaches Nachrechnen

DΨ0(x, y, z)[δx, δy, δz] =

⎛
⎜⎜⎝
A 0 0

0 AT I

Z 0 X

⎞
⎟⎟⎠(δx, δy, δz)

und damit die Behauptung.

Lösung A.4.3: Anwenden des mehrdimensionalen Mittelwertsatzes auf g liefert:

g(z) = g(xk) + g′(ξk) · (z − xk), ξk ∈ xkz.
Umformen und g(z) = 0 ausnutzen ergibt:

0 = g(xk) + g′(xk) · (z − xk) +
(
g′(ξk)− g′(xk)

) · (z − xk).

Umstellen:

g′(xk)−1g(xk) + z − xk = −g′(xk)−1
(
g′(ξk)− g′(xk)

) · (z − xk).



A.4 Kapitel 4 181

Damit erhält man:

z − xk+1 = z − xk + g′(xk)−1g(xk)

= −g′(xk)−1
(
g′(ξk)− g′(xk)

) · (z − xk).

Also

‖z − xk+1‖
‖z − xk‖ ≤ ‖g′(xk)−1‖‖g′(ξk)− g′(xk)‖. ( I )

Hieraus folgert man, dass es ein δ gibt, so dass mit einer Wahl x0 ∈ Kδ(z) das Newton-
Verfahren stets superlinear konvergiert:

‖g′(xk)−1‖ ist auf Kδ(z) (für δ klein genug) nach Annahme beschränkt. Weiterhin folgt
aufgrund der Stetigkeit von g′, dass für hinreichend kleines δ stets gilt:[

max
μ∈Kδ(z)

‖g′(μ)−1‖
]
‖g′(x)− g′(u)‖ ≤ κ < 1, x, y ∈ Kδ(z)

Mit x0 ∈ Kδ(z) liegt also induktiv durch ( I ) auch jedes xk und damit auch jedes
ξk ∈ xkz in Kδ(z). ( I ) liefert schließlich

‖z − xk+1‖
‖z − xk‖ ≤ κ < 1.

Das Verfahren ist also kontraktiv. Die Superlinearität folgt dann sofort aus

‖g′(ξk)− g′(xK)‖ → 0 für xk → z.

Lösung A.4.4: a) Die Abbildung

f(x, λ) =

(
Ax− λx

‖x‖22 − 1

)

hat die Jacobi-Matrix

Df(x, λ) =

(
A− λI −x
x 0

)

Das Newton-Verfahren lautet damit: Ausgehend von gegebenen (x0, λ0) iteriere:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Df(xi, λi) ·

(
δxi

δλi

)
= −f(xi, λi),

(
xi+1

λi+1

)
=

(
xi

λi

)
+

(
δxi

δλi

)
.

b) —
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Lösung A.4.5: Die Abbildung Ψμ unterscheidet sich von Ψ0 nur um einen konstan-
ten Faktor in der letzten (Block-)Komponente. Damit haben beide Abbildungen dieselbe
Ableitung

DΨμ(x, y, z) =

⎛
⎜⎜⎝
A 0 0

0 AT I

Z 0 X

⎞
⎟⎟⎠

. Das Newton-Verfahren lautet damit: Ausgehend von gegebenen (x0, y0, z0) iteriere:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

DΨμ(x
i, yi, zi) ·

⎛
⎜⎜⎝
δxi

δyi

δzi

⎞
⎟⎟⎠ = −Ψμ(x

i, yi, zi),

⎛
⎜⎜⎝
xi+1

yi+1

zi+1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝
xi

yi

zi

⎞
⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎝
δxi

δyi

δzi

⎞
⎟⎟⎠ .

Unter den Voraussetzungen (xi, zi) > 0 und rang(A) = m ist die Jacobi-Matrix DΨμ

stets regulär (Lemma 4.1). Damit ist das lineare Teilproblem, das in jedem Newton-Schritt
auftritt lösbar. Die Matrix ist allerdings weder symmetrisch, noch definit. Weiterhin kann
auch der Spektralradius der Matrix, ihrer Jacobi-Iterations-Matrix, oder Gauß-Seidel-
Iterationsmatrix aufgrund fehlender Struktur in A nicht abgeschätzt werden. D. h.: Bis
auf sehr robuste Iterationsverfahren, wie z. B. GMRES, muss a priori keines der bekannten
Iterationsverfahren konvergieren.

Lösung A.4.6: a) Der Lagrange-Formalismus besteht in der Aufstellung der Lagrange-
Funktion L(x, λ) = f(x) + λg(x) und der Bestimmung stationärer Punkte von L als
möglicher Extremalpunkte, d. h.: ∇xL(x̂, λ̂) = ∇λL(x̂, λ̂) = 0.

b) Zur Bestimmung der Extrema von f(x, y) = x − y auf K , d. h. unter der Neben-
bedingung x2 + y2 = 1 , wird der Lagrange-Ansatz verwendet. Die Lagrange-Funktion
ist

L(x, y, λ) = x− y + λ(x2 + y2 − 1).

Ihre stationären Punkte (x̂, ŷ, λ̂) erhält man durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

∂xL(x, y, λ) = 1 + 2λx = 0,

∂yL(x, y, λ) = −1 + 2λy = 0,

∂λL(x, y, λ) = x2 + y2 − 1 = 0.

Offenbar muss λ̂ �= 0 sein. Addition der ersten beiden Gleichungen ergibt also x̂ = −ŷ
und somit mit Hilfe der dritten Gleichung (x̂, ŷ) = (±1/√2,∓1/√2) . Für die beiden
stationären Punkte ist

f(1/
√
2,−1/

√
2) =

√
2, f(−1/

√
2, 1/

√
2) = −

√
2.
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Da K kompakt ist, nimmt f auf K sein Maximum und Minimum an. Da die beiden
Punkte die einzigen Kandidaten für Extrema auf K sind, ist also der erste eine Maximal-
und der zweite eine Minimalstelle.

Lösung A.4.7: Es seien definiert

f : R
3 → R, (x, y, z) !→ x · y · z,

g : R
3 → R, (x, y, z) !→ x+ y + z − a.

Die Optimierungsaufgabe lautet dann

f(x)→ max!,

(x, y, z) ≥ 0, g(x) = 0.

Die Lagrange-Funktion ist

L(x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λ(g(x, y, z)).

Die notwendigen Optimalitätsbedingungen

∇(x,y,z)L(x, y, z, λ) =

⎛
⎜⎜⎝
yz − λ

xz − λ

xy − λ

⎞
⎟⎟⎠ = 0, ∇λL(x, y, z, λ) = x+ y + z − a = 0,

haben die Lösungen λ = 0 mit (a, 0, 0), (0, a, 0) oder (0, 0, a), welche offensichtlich
Minima sind. Für λ �= 0 müssen notwendigerweise x, y, z �= 0 sein. Dann folgt mit yz =
xz = xy = λ aber bereits Gleichheit x = y = z und damit aufgrund der Nebenbedingung
x = y = z = a/3. Da die Menge der zulässigen Punkte kompakt und f stetig ist, werden
Minima und Maxima angenommen. Damit ist der letzte Punkte das gesuchte Maximum.

Lösung A.4.8: Für eine strikt konvexe Funktion f gilt mit t ∈ (0, 1) beliebig:

tf(x) + (1− t)f(x′) > f(tx+ (1− t)x′).

Dies impliziert für eine stetig differenzierbare Funktion f , dass für alle x �= x′ stets

f(x′) > f(x) +∇f(x)T · (x′ − x)

gilt. (Die Ungleichung ist sogar äquivalent; wir brauchen aber nur die Hinrichtung.)

Beweis: Für eine stetig differenzierbare und strikt konvexe Funktion f gilt mit ξ :=
(x′ − x)/‖x′ − x‖ stets, dass die Abbildung

s→ f(x+ sξ)− f(x)

s
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strikt monoton wachsend ist. Damit ist insbesondere aber für den Grenzwert s→ 0 und
ansonstem festgehaltenen s = ‖x′ − x‖:

f ′(x)T · ξ < f(x′)− f(x)

‖x′ − x‖ .

�

Es gilt also für beliebige x, x′ mit x �= x′:

f(x′) > f(x) +∇f(x)T · (x′ − x), oder mit Vertauschen,

f(x) > f(x′) +∇f(x′)T · (x− x′).

Addition dieser beiden Ungleichungen und Umordnung von Termen ergibt

(∇f(x′)−∇f(x))T · (x′ − x) > 0.

Lösung A.4.9: Man argumentiert analog zum Text: Die Zielfunktion Qμ(y, z) in (II∗μ) ist
strikt konkav. (Dies ergibt sich ebenfalls aus einer früheren Übungsaufgabe.) Damit liefert
das zur dualen Aufgabe (II∗μ) zugehörige KKT-System nicht nur notwendige, sondern auch
hinreichende Bedinungen für ein Optimum. Bestimmen wir diese:

Die Lagrange-Funktion ist

L(y, z, x) = Qμ(y, z)− xT · g(y, z)

mit

Qμ(y, z) = bT · y + μ
∑

log(zi),

g(y, z) = ATy + z − c.

Das KKT-System lautet:

∇yL = ∇yQμ(y, z)− xT∇yg(y, z) = b− (xTAT )T = 0,

∇zL = ∇zQμ(y, z)− xT∇zg(y, z) = μZ−1e−Xe = 0,

∇xL = −g(y, z) = −ATy − z + c = 0.

Insgesamt also

Ψμ(x, y, z) =

⎛
⎜⎜⎝

Ax− b

AT y + z − c

XZe− μe

⎞
⎟⎟⎠ = 0.

Somit ist die eindeutige Lösbarkeit von (II∗μ) äquivalent zur Existenz einer eindeutigen
Nullstelle von Ψμ, d. h. Ψμ(x, y, z) = 0.
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Lösung A.4.10: (x̂μ, ŷμ, ẑμ) is Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems

Ax̂μ = b,

AT ŷμ + ẑμ = c,

X̂μ · Ŷμe− μe = 0.

Man argumentiert nun:

Stetigkeit: Die Abbildung μ→ (x̂μ, ŷμ, ẑμ) ist wohldefiniert und aufgrund des Satzes von
der impliziten Funktion stetig (sogar stetig differenzierbar).

Beschränktheit: Die x̂μ und ẑμ sind aufgrund von x̂μ > 0, ẑμ > 0 und der dritten
Gleichung beschränkt. Mit der 2. Gleichung, ẑμ = c−AT ŷμ folgt dann die Existenz einer
Konstanten C0 > 0, so dass∥∥(x̂μ, ŷμ, ẑμ)∥∥ ≤ C ∀μ0 ≥ μ > 0.

Konvergenz: Damit konvergiert nach Bolzano-Weierstraß eine Teilfolge (x̂μk
, ŷμk

, ẑμk
)

mit Indizes (μk)k∈N gegen einen Grenzwert (x̂0, ŷ0, ẑ0), d. h.

(x̂μk
, ŷμk

, ẑμk
)→ (x̂0, ŷ0, ẑ0).

Der Grenzwert erfüllt aufgrund der Stetigkeit aller Konstituenten in obiger Gleichung
ebenfalls die drei Gleichungen (mit μ = 0).

Bemerkung: Ist die Lösung (x̂0, ŷ0, ẑ0) des ursprünglichen Problems eindeutig bestimmt,
so konvergiert bereits die ganze Folge mit Index μ > 0 (d. h. jede abzählbare Teilfolge ist
konvergent.

Lösung A.4.11: Die Matrix ADAT is symmetrisch:

(ADAT )T = A
(
AD)T = ADTAT = ADAT .

Weiterhin ist AT aufgrund des maximalen Ranges injektiv. Damit folgt notwendigerweise
für x ∈ R

m beliebig:(
ADATx, x

)
= 0 =⇒ (

D(ATx), (ATx)
)
= 0 ⇒ ATx = 0 =⇒ x = 0,

d. h.: ADAT ist definit. Die Positivdefinitheit von ADAT folgt unmittelbar aus der Po-
sitivdefinitheität von D.

Lösung A.4.12: Der erste Newton-Schritt ausgehend von einem zulässigen (x0, y0, z0)
ist von der Gestalt⎛

⎜⎜⎝
A 0 0

0 AT I

Z 0 X

⎞
⎟⎟⎠ ·
⎛
⎜⎜⎝
δx0

δy0

δz0

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

Ax0 − b

AT y0 + z0 − c

Z0X0e

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0

0

X0Z0e.

⎞
⎟⎟⎠
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Damit folgt insbesondere Aδx0 = 0 und AT δy0 + δz0 = 0. Für die nächste Iterierte,

(x1, y1, z1) = (x0, y0, z0) + (δx0, δy0, δz0),

folgt somit

Ax1 = b, ATy1 + z1 = c.

Abschließend kann mit einem Dämpfungsparameter s ∈ (0, 1] stets erreicht werden, dass

x1 = x0 + sδx0 > 0, z1 = z0 + sδz0 > 0.

Bei ausreichender Dämpfung bleiben die Newton-Iterierten also stets zulässig.

Lösung A.4.13: Aus der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mit-
tel ergibt sich für Zahlen a, b ∈ R mit ab ≥ 0 :√

|ab| ≤ 1
2
|a+ b|. (1.4.1)

Aus uT · v = 0 folgt

0 = uT · v =
∑

uivi≥0

uivi +
∑

uivi<e0

uivi =
∑
i∈P
|uivi| −

∑
i∈M

|uivi|, (1.4.2)

mit der (disjunkten) Zerlegung P := {i ∈ In| uivi ≥ 0} , M := {i ∈ In| uivi < 0} der
Indexmenge In := {1, . . . , n} . Damit ergibt sich dann die Abschätzungskette

‖UV e‖2 =
( n∑

i=1

|uivi|2
)1/2

=
(∑

i∈P
|uivi|2 +

∑
i∈M

|uivi|2
)1/2

≤
((∑

i∈P
|uivi|

)2
+
(∑

i∈M
|uivi|

)2)1/2
≤
(
2
(∑

i∈P
|uivi|

)2)1/2
=
√
2
∑
i∈P
|uivi| (wegen (4.5.48))

≤
√
2
∑
i∈P

1

4
|ui + vi|2 = 2−3/2

∑
i∈P
|ui + vi|2 (wegen (4.5.47))

≤ 2−3/2
n∑

i=1

|ui + vi|2 = 2−3/2 ‖u+ v‖22 .

Dies ist gerade die Behauptung.

Lösung A.4.14: Die Abbildung x → 1/2 xT · x ist strikt konvex und die Nebenbedin-
gung Ax = b ist linear. Die Optimierungsaufgabe ist also eindeutig lösbar. Insbesondere
besitzt f ein globales Minimum und hat keine anderen lokalen Extrema. Damit hat auch
das KKT-System notwendigerweise eine eindeutige Lösung. Aus der Lagrange-Funktion
L(x, λ) := 1/2xT · x− λT · (Ax− b) letiet man das KKT-System her:

x−ATλ = 0,

Ax− b = 0.

Dieses wird von AT (AAT )−1b gelöst: Aufgrund des maximalen Rangs ist AAT regulär
und die Inverse existiert. Es liegt AT

(
(AAT )−1b

)
im Bild von AT (erste Gleichung),

weiterhin ist A
(
AT (AAT )−1 = I.
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A.5 Kapitel 5

Lösung A.5.1: a) Eine Funktion f : D ⊂ R
n → R heißt konvex/strikt konvex/konkav/

strikt konkav, falls zu gegebener Strecke xy ⊂ D mit x �= y stets gilt

αf(x) + (1− α)f(y) � f(αx+ (1− α)y) ∀α ∈ (0, 1),

mit � ∈ {≥, >,≤, <}. Beispiele sind f(x) = ±‖x‖2 für eine strikt konvexe/konkave
Funktion und mit n ≥ 2 die Abbildung (f)x = ±|x1|2 für eine konvexe/konkave, aber
nicht strikt konvexe/konkave Funktion.

b) Wir zeigen, dass f lokal Lipschitz-stetig ist. Sei z ∈ D fest gewählt und zunächst
xy ⊂ D beliebig mit z ∈ (xy) betrachtet. Aufgrund der Konvexität von f ist der
Differenzenquotient monoton steigend, d. h.: Mit ξ := (y − x)/‖y − x‖ und z̃ ∈ (xy)
beliebig gilt stets:

s→ f(z̃ + sξ)− f(z̃)

s
, bzw. s→ f(z̃)− f(z̃ − sξ)

s

sind monoton steigende Funktionen. Damit gilt für eine beliebige Wahl w ∈ (zy), stets

f(w)− f(z)

‖w − z‖ ≤ f(y)− f(z)

‖y − z‖ ≤ f(y)− f(x)

‖y − x‖
und durch Richtungswechsel ξ → −ξ:

f(z)− f(w)

‖z − w‖ ≤ f(x)− f(w)

‖x− w‖ ≤ f(x)− f(y)

‖x− y‖ .

Mit L := |f(y)− f(x)|/‖y − x‖ gilt dann stets∣∣f(w)− f(z)
∣∣ ≤ L

∥∥w − z
∥∥ ∀w ∈ (x, y).

Damit ist aber f in z ∈ D bereits lokal Lipschitz-stetig, da dieselbe Argumentation für
ein beliebiges w für jede Komponente eTi ·w unabhängig durchgeführt werden kann. Die
Behauptung folgt dann unmittelbar aus der Dreiecksungleichung.

c) Anwenden der definierenden Eigenschaft auf jeden Summanden liefert die Behauptung
unmittelbar.

d) Diese Behauptung folgt unmittelbar aus (e) durch Wahl von a = minx∈D f(x).

e) Bezeichne N := {x ∈ D : f(x) ≤ a}. Sei xy ⊂ N beliebig. Dann gilt für alle α ∈ (0, 1):

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) ≤ a,

also αx+ (1− α)y ∈ N

Lösung A.5.2: Seien x, y ∈ R
n beliebig gewählt. Dann gilt für t ∈ (0, 1):

f(tx+(1− t)y)

= tcT · x+ (1− t)cT · y + t2xTCx+ (1− t)2yTCy + 2t(1− t)xtCy

≤ tcT · x+ (1− t)cT · y + t2xTCx+ (1− t)2yTCy + t(1− t)
{
xtCx+ yTy

}
= tf(x) + (1− t)f(y).
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Hierbei wurde die Beziehung

2xT · Cy ≤ xT · Cx+ yT · Cy

ausgenutzt. Ist C sogar positiv definit, so folgt die strikte Ungleichung für x �= y.

Lösung A.5.3: Sei x0 Lösung von (P ). Aufgrund der linearen Nebenbedingung sind alle
x ∈ M regulär. Nach dem lokalen Satz von Karush-Kuhn-Tucker gibt es also y0 ∈ R

m
+

mit

y0
T · g(x0) = 0,

∇f(x0) +
m∑
i=1

y0i∇gi(x0) = 0.

In diesem Fall also:

y0
T · (Ax0 − b) = 0,

c− ATy0 = 0.

Weiterhin ist

bT · y0 = (Ax0)T · y0 = (ATy0)T · x0 = cT · x0.

Somit ist nach Satz 1.1 (Dualtitätstheorie) y0 bereits eine Lösung von (P ∗).

Seien nun x, y zwei zulässige Punkte, die das KKT-System erfüllen. Dann gilt Ab ≥ b
(Zulässigkeit), sowie AT y = c (zweite Gleichung), und die erste Gleichung wird äquivalent
zum Gleichgewichtssatz:

yT · (Ax− b) = 0 ⇔
[
yi > 0 ⇒ (Ax)i = bi ∀ i

]
⇔ x, y sind Lösung von (P ) und (P ∗).

Lösung A.5.4: (Kovexitätskriterium)

Nicht verfügbar.

Lösung A.5.5: (Sattelpunktskriterium)

Nicht verfügbar.

Lösung A.5.6: (Anwendung Dualitätstheorie)

Nicht verfügbar.
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Lösung A.5.7: a) Mit

f(x) = −cT · x, g(x) =

[
A

−In

]
x−

[
b

0n

]

lautet die Optimierungsaufgabe in Standardform für nichtlineare Programme:

f(x)→ min!, g(x) ≤ 0. (P )

b) Die Aufgabe (P ∗) wird über die Lagrange-Funktion hergeleitet:

L : R
n × (Rm × R

n)→ R

L(x, ỹ) = −cT · x+ yT · (Ax− b
)− zT · x

= −xT · (AT y − c
)− bT · y − xT · z

mit der Notation ỹ = (y, z). Es folgt

L∗(ỹ) = inf
x∈Rn

L(x, ỹ) =

{−∞, falls ATy − c �= z,

−bT · y, falls ATy − c = z.

Somit hat die duale Aufgabe

ỹ ∈ R
m+n
+ : L∗(ỹ)→ max! (P ∗)

die konkrete Gestalt

y ∈ R
m : bT · y → min!, ATy ≥ c, y ≥ 0.

c) Man rechnet nach, dass für das primale Problem (P ) mit

f(x) = bT · y, g(y) =

[
−AT

−Im

]
y −
[
c

0m

]

und Lagrange-Funktion

L : R
m × (Rn × R

n)→ R

L(y, x̃) = bT · y + xT · (− ATy + c
)− zT · y

= yT · (− Ax+ b
)
+ cT · x− yT · z

mit der Notation x̃ = (x, z). Analog ergibt sich

L∗(x̃) = inf
y∈Rn

L(y, x̃) =

{−∞, falls −Ax+ b �= z,

cT · x, falls − ATx+ b = z.

Somit hat die duale Aufgabe (P ∗) die konkrete Gestalt

x ∈ R
n : cT · x→ max!, Ax ≤ b, x ≥ 0.
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Dies ist gerade (I∗).

d) Nach dem globalen Karush-Kuhn-Tucker-Satz folgt für eine Lösung x0 von (I) die
Existenz von ỹ0 ∈ R

m+n
+ , so dass x0, ỹ0 Sattelpunkt von L(x, ỹ) ist (und umgekehrt).

Dabei gilt nach (c) und der Sattelpunktseigenschaft

L∗(x0) = L∗(ỹ0) = −bT · y0.

Somit ist y0 Lösung von (I∗).

Lösung A.5.8: (lokaler KKT-Satz)

Nicht verfügbar.

Lösung A.5.9: Aufstellen der Lagrange-Funktion

L(x, y) = f(x) + yT · g(x), mit

f(x) = x21 + x1x2 + x22 − x1 − x2, g(x) =

(
−1− x1

1 + x2

)
.

Die Funktion f(x) hat die Hessematrix ∇2f(x) =

(
2 1

1 2

)
und ist strikt konvex, g(x)

ist linear. Der lokale Karush-Kuhn-Tucker-Satz ist damit anwendbar. Die Karush-Kuhn-
Tucker-Bedingungen lauten:{

(y0)T · g(x0) = 0,

∇f(x0) +∑i y
0
i∇gi(x0) = 0.

⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩
−y01(1 + x1) + y02(1 + x02) = 0,(
2x01 + x02 − 1

x01 + 2x02 − 1

)
+ y01

(
−1
0

)
+ y02

(
0

1

)
= 0

Ansatz: y01 = 0, y02 > 0. Dies führt sofort auf x02 = −1 (erste Gleichung), x01 = 1 (zweite
Gleichung) und y02 = 2 (dritte Gleichung).

Der Vektor x0 = (1,−1)T genügt also den Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen und ist
zulässig. Damit ist x0 die gewünschte (eindeutige) Lösung aufgrund der strikten Konve-
xität.

Lösung A.5.10: Setze

g̃(x) =

(
g(x)

−x

)
∈ R

m+n.
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Dann existiert nach dem lokalen Karush-Kuhn-Tucker-Satz ein ỹ0 ∈ R
m+n
+ mit

ỹT0 · g̃(x0) = 0, (α)

∇f(x0) +
m+n∑
1

ỹ0i∇g̃i(x0) = 0. (β)

Mit der Zerlegung ỹ0 = (y0, z0)T , y0 ∈ R
m
+ und z0 ∈ R

n
+ überführt man die erste

Gleichung in:

α) ⇔ y0
T · g(x0)︸ ︷︷ ︸

≤0

− z0T · x0︸ ︷︷ ︸
≥0

= 0 ⇒ y0
T · g(x0) = 0.

Und die zweite Gleichung in:

β) ⇔ ∇f(x0) +
m∑
i=1

y∇i gi(x
0)︸ ︷︷ ︸

∇xL(x0,y0)

− z0T · 1n︸ ︷︷ ︸
≥0

= 0 ⇒ ∇xL(x
0, y0) ≥ 0.

Lösung A.5.11: (Regulariätskriterium)

Nicht verfügbar.

Lösung A.5.12: Zunächst formt man die Aufgabe in Standardform um. Für die Neben-
bedingung gilt hierbei:

Ax = b, x ≥ 0 ⇔
Ax ≤ b

−Ax ≤ −b
−x ≤ 0

⇐⇒ g(x) :=

⎡
⎢⎢⎣
A

−A
−I

⎤
⎥⎥⎦ x−

⎡
⎢⎢⎣
b

−b
0

⎤
⎥⎥⎦ ≤ 0.

Aufgrund der strikten Konvexität von f(x) = xT ·Cx+cT ·x und der Linearität von g(x)
untersucht man analog zu einer früheren Aufgabe die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen.
Seien (ŷ, ẑ, û)T ∈ R

m+m+n
+ die Lagrange-Multpiplikatoren zu obigen Ungleichungsneben-

bedingungen. Dann ist die Existenz eines Sattelpunktes äquivalent zu:

i)

⎡
⎢⎢⎣
A

−A
−I

⎤
⎥⎥⎦ x̂−

⎡
⎢⎢⎣
b

−b
0

⎤
⎥⎥⎦ ≤ 0,

ii) (ŷT , ẑT , ûT ) ·

⎛
⎜⎜⎝
⎡
⎢⎢⎣
A

−A
−I

⎤
⎥⎥⎦ x̂−

⎡
⎢⎢⎣
b

−b
0

⎤
⎥⎥⎦ ≤ 0

⎞
⎟⎟⎠

= ŷT · (Ax̂− b)− ẑT · (Ax̂− b)− ûT · x̂ = 0

iii) 2Cx̂+ c+
[
AT −AT −I

]⎡⎢⎢⎣
ŷ

ẑ

û

⎤
⎥⎥⎦ = 0.
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Dies ist äquivalent zu:

i) Ax̂ = b, x̂ ≥ 0,

ii) ûT · x̂ = 0,

iii) − 2Cx̂+ û− AT (ẑ − ŷ)︸ ︷︷ ︸
∈Rm

= C.

Lösung A.5.13: Die Argumentation ist analog zu frḧeren Aufgaben. Die Funktion f(x) =
2x21 + x22 − 48x1 − 40x2 ist strikt konvex, die Darstellung der Nebenbedingungen,

g(x) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

8− x1 − x2

6− x1

18− x1 − 3x2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≥ 0

(affin) linear. Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen reduzieren mit der Wahl x1 = 4,
x2 = 4 auf die folgenden Gleichungen für den Lagrange-Multiplikator y ∈ R

5, y ≥ 0:

i) 4y1 + 4y2 + 2y4 + 2y5 = 0

ii)
−32 + y1 + y3 + y4 + y5 = 0

−32 + y2 + y3 + 3y5 = 0

In der Ungleichungsnebenbedingung g(x) ≥ 0 ist die Gleichheit in der 1., 2., 4. und 5.
Gleichung verletzt. Dies motiviert den Ansatz y1 = y2 = y4 = y5 = 0. Und damit nach
Gleichung (ii): y3 = 32. Wir haben also einen Sattelpunkt (x, y)T mit x = (4, 4)T und
y = (0, 0, 32, 0, 0)T gefunden.

Lösung A.5.14: (Quadrat. Optimierungsaufgabe)

Nicht verfügbar.

A.6 Kapitel 6

Lösung A.6.1: Wir haben im vorliegenden Fall

g1(x) = x21 + x22 − 4x1 − 5, ∇g1(x) =
(
2x1 − 4

2x2

)
,

g2(x) = x21 + x22 − 2x2 − 3, ∇g2(x) =
(

2x1

2x2 − 2

)
,

g3(x) = x21 + x22 + 2x1 + 2x2 − 2, ∇g3(x) =
(
2x1 + 2

2x2 + 2

)
.
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Konstruktion von S0: Es soll gelten gi(x̄) + (x − x̄)T · ∇gi(x̄) ≤ 0 (i = 1, 2, 3) mit
x̄ = (0, 0)T . Dies liefert die Ungleichungen

x1 ≥ −5

4
, x2 ≥ −3

2
, x1 + x2 ≤ 1.

Offenbar ist S0 beschränkt.

Das Startproblem lautet nun

−x1 + x2 = min!, −x1 ≤ 5

4
, −x2 ≤ 3

2
, x1 + x2 ≤ 1. (P0)

Grafisches Ablesen liefert die Lösung x0 = (5/2,−3/2)T . Damit ist

g1(x
0) = −13

2
, g2(x

0) =
17

2
, g3(x

0) =
17

2

und man selektiert k = 2. Der erste Schnitt ist also

g2(x
0) + (x− x0)T · ∇g2(x0) ≤ 0 ⇔ x1 − x2 − 23

10
≤ 0.

x1

x2

4

3

x1 x0

Sc
hn
itt

M
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Lösung A.6.2: Das Endtableau hat die Gestalt

xk xk0

xi αik
... x0i

γk γk0

i ∈ I0

k �∈ I0

mit γk0 < 0 und γk ≥ 0 für k �= k0. Es gilt aufgrund der Konstruktion des Simplexta-
bleaus:

xi =
∑
k �∈I0

αikxk + x0i (i ∈ I0),

Q(x) =
∑
k �∈I0

γkxk +Q(x0).

Wegen xk0 = 0 ist x0 auch zulässige Ecke des reduzierten Problems. Die Ecke x0 ist
nach der zweiten Gleichung unter der Nebenbedingung xk0 = 0 bereits optimal, da durch
einen Basiswechsel Q(x) nicht mehr verringert werden kann (die einzige Abstiegsrichtung
mit γk < 0 wird gerade festgehalten).

Es gilt weiterhin

xi =
∑

k �∈I0,k �=k0

αikxk + x0i (i ∈ I0),

Q(x) =
∑

k �∈I0,k �=k0

γkxk +Q(x0).

Damit ist x0 ein Optimum des reduzierten Problems

c̃T · x̃ = min!, Ãx̃ = b, x̃ ≥ 0,

wobei c̃ aus c, x̃ aus x und Ã aus A durch Streichung der k0-ten Spalte entstehen.
Das zu der entsprechend verkürzten Ecke x̃0 gehörende Tableau entsteht offenbar aus
dem obigen durch Streichung der Spalte zum Index k0. Es ist ”

optimal“.

Lösung A.6.3: (Dualitätsverfahren von Wolfe 1)

Nicht verfügbar.

Lösung A.6.4: (Dualitätsverfahren von Wolfe 2)

Nicht verfügbar.



A.6 Kapitel 6 195

Lösung A.6.5: (Abstiegsverfahren von Frank und Wolfe)

Nicht verfügbar.

Lösung A.6.6:

1. Mit c ∈ R
n, A ∈ R

m×n, b ∈ R
m, b ≥ 0 lautet ein lineares Programm in Normalform

x ∈ R
n : cT · x→ min!, x ≥ 0, Ax = b.

Die hierzu duale Aufgabe lautet

y ∈ R
m : bT · y → max!, ATy ≤ c.

2. Eine Schlupfvariable z ist ein künstlich eingeführter Freiheitsgrad um eine Unglei-
chungsnebenbedinung, z. B. Ac ≤ b in eine Gleichungsnebenbedingung

Ax+ z = b, z ≥ 0,

zu überühren. Dies ist notwendig zur Überführung von allgemeinen linearen Pro-
grammen auf Normalform.

3. Im Endtableau zu einer zulässigen und optimalen Ecke sind alle γk ≥ 0 (Opti-
malität) und alle x0i ≥ 0 (Zulässigkeit). Die primale Auswahlregel (R) sichert die
Zulässigkeit der neuen Ecke nach einem Auswahlschritt.

4. Das primale Simplexverfahren optimiert den Funktionalwert durch Eckenwechsel
unter Beibehaltung der Zulässigkeit. Der duale Simplexalgorithmus überführt suk-
zessive auf eine zulässige Ecke unter Beibehaltung der Optimalität. Letzteres wird
beim Gomory-Schnittverfahren benötigt.

5. Ein Matrixspiel A heißt fair, falls für die zugeordnete Wertigkeit μA des Spiels gilt:
μA = 0 . Die Wertigkeit μA kann über das Lösen der Optimierungsaufgaben

x0 ∈ R, x ∈ R
n : x0 → max!, x ≥ 0,

m∑
i=1

xi = 1,
m∑
i=1

xiaik ≥ x0, (P)

oder

y0 ∈ R, y ∈ R
n : y0 → min!, y ≥ 0,

n∑
k=1

yk = 1,

n∑
k=1

aikyk ≤ y0, (P*)

bestimmt werden. Es ist dann μA = x̂0 = ŷ0.

6. Die Lagrange-Funktion zu

cT · x→ max!, x ≥ 0, Ax ≤ b

hat die Gestalt

L(x, y, z) = −cT · x+ yT · (Ax− b) + zT · x.
Ein Sattelpunkt (x̂, ŷ, ẑ)T erfüllt

L(x̂, y, z) ≤ L(x̂, ŷ, ẑ) ≤ L(x, ŷ, ẑ) ∀ x ∈ R
n, ∀ y ∈ R

m ∀ z ∈ R
n.
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7. Der Ausgangspunkt des Innere-Punkte-Verfahrens ist die äquivalente Darstellung
einer Lösung (x, y, z)T des primalen und dualen Problems (mit z als Schlupfvaria-
ble) als Nullstele von Ψ0 = 0 mit

Ψμ(x, y, z) :=

⎡
⎢⎢⎣

Ax− b

ATy + z − c

XZe− μe

⎤
⎥⎥⎦ .

Hierbei heißt die Größe

nμ := xTμ · zμ = cT · xμ − bT · yμ
Dualtitätslücke.

8. Das Sattelpunktskriterium zu einer Lagrange-Funktion L(x, y) lautet

L∗(x̂) = L∗(ŷ),

mit

L∗(x) := sup
y∈Rm

+

{L(x, y)}, L∗(x) := inf
x∈Rn

{L(x, y)}.

Korrekt ist auch die äquivalente Formulierung:

L(x̂, y) ≤ L(x̂, ŷ) ≤ L(x, ŷ) ∀ x ∈ R
n, ∀ y ∈ R

m
+ .

Für einen Sattelpunkt (x̂, ŷ)T gilt stets, dass x̂ Lösung des primalen Problems (P)
und ŷ Lösung des dualen Problems (P*) ist.

9. Seien die Funktion f und die Nebenbedingungen gi konvex sind und M0 �= ∅. Dann
besagt der globale KKT-Satze, dass zu einer Lösung x̂ von

x ∈ R
n : f(x)→ min!, g(x) ≤ 0,

stets ein y ∈ R
m
+ gibt, so dass (x̂, ŷ)T ein Sattelpunkt von L(x, y) = f(x)+yT ·g(x)

ist. Hierbei ist

M0 := {x ∈M : g(x) < 0} �= ∅
die sogenannte Slater-Bedingung.

10. Die Idee des Schnittebenenverfahrens besteht aus der Approximation der zulässi-
gen Menge M durch ein Polyeder S0 mit M ⊂ S0 und der Lösung des linearen
Programms (o.B.d.A. ist f linear)

f(x)→ min!, x ∈ S0.

Es werden nun, so lange xt �∈M , zuksessive kleinere Polyeder S1,. . . durch ”
Schnit-

te“ erzeugt, so dass M ⊂ St, aber xt−1 �∈ St ( xt sei stets Lösung des linearen
Programms zu St).
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Lösung A.6.7:

1. Mit c ∈ R
n, A ∈ R

m×n, b ∈ R
m, b ≥ 0 lautet ein lineares Programm in Standard-

form:

x ∈ R
n : cT · x→ max!, x ≥ 0, Ax ≤ b.

Überführung in Normalform duch Einführen einer Schlupfvariablen z ∈ R
m
+ :

x ∈ R
n :

(
−cT 0m

)
·
(
x

z

)
→ min!, x ≥ 0,

(
A Im

)(x
z

)
= b.

2. Die Normalform liegt dem Simplexverfahren zugrunde. Liegt für xi keine Vorzei-
chenbedingung vor, zerlegt man xi in einen positiven und negativen Anteil mit
Vorzeichenbedingung:

xi = x+i − x−i mit x±i ≥ 0.

(Bemerkung: Es kann gezeigt werden, dass es stets ein Optimum mit entweder x+i =
0 oder x−i = 0 gibt.)

3. Im Endtableau zu einer zulässigen und optimalen Ecke sind alle γk ≥ 0 (Optima-
lität) und alle x0i ≥ 0 (Zulässigkeit).

Eine Basis der Ecke x̂ is gegeben durch die Menge B(x̂) := {ak | k ∈ I(x̂)} =
{ak | k aktiver Index}. (Bzw. im Fall einer entarteten Ecke durch eine Vervollständi-
gung von B(x) mit Spaltenvektoren von A.)

4. Eine Ecke x̂ ist entartet, falls dimB(x̂) < m .

Das Simplexverfahren mit einfacher Auswahlregel (R) muss beim Auftreten entar-
teter Ecken nicht notwendigerweise terminieren, ein Zyklus kann auftreten.

5. Ein Matrixspiel ist ein Zweiparteienspiel bestehend aus dem gleichzeitigen Ziehen
beider Parteien aus einer fixen Menge an Zugmöglichkeiten und anschließender Ge-
winnfeststellung mit Hilfe einer Auszahlungsmatrix. Diese gibt hierbei den Gewinn
bzw. Verlust der ersten Partei in Abhängigkeit von der Zugwahl beider Parteien
an. Die Wertigkeit des Matrixspiels ist die mittlere Gewinnerwartung des ersten
Spielers bei optimaler Strategie beider Parteien. Einem Matrixspiel kann stets eine
Wertigkeit mit optimalen Strategien zugeordnet werden.

6. Der Alternativsatz für das Standardproblem der linearen Optimierung besagt, dass
genau einer der beiden Alterantiven gilt:
i) M �= ∅ und M∗ �= ∅ und primales und duales Problem sind lösbar mit maxI =
minI∗ .

ii) M = ∅ oder M∗ = ∅ und beide Aufgaben sind unlösbar.

Eine analoge Aussage gilt auch für das kanonische Problem.
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7. Unter dem zentralen Pfad versteht man die wohldefinierte Abbildung μ→ (xμ, yμ, zμ)
mit μ > 0, wobei xμ Lösung des primalen und (yμ, zμ)

T Lösung des dualen Pro-
blems ist.

Die Regularisierung dient dazu, das ursprüngliche Problem Ψ0(x, y, z) = 0 in ein
modifiertes Problem Ψμ(x, y, z) = 0 zu überführen, dessen Optimum im Inneren
der zulässigen Menge liegt. Dies sichert eine eindeutige Lösung und Regularität der
zugeh. Jakobi-Matrix für das Newton-Verfahren.

8. Zur konvexen Optimierungsaufgabe ( f , gi konvex)

x ∈ R
n : f(x)→ min, g(x) ≤ 0

lauten die KKT-Bedingungen (lokaler KKT-Satz): x̂ ∈ R
n und ŷ ∈ R

m erfüllen

ŷT · g(x̂) = 0,

∇f(x̂) + ŷT · ∇g(x̂) = 0.

Ist M0 �= ∅ (Slater-Bedingung), so sind die KKT-Bedingungen hinreichend und
notwendig für die Existenz einer Lösung x̂ obiger Optimierungsaufgabe.
(Alternative Antwort: Optimallösungen sind auch Lösungen des KKT-Systems, aber
nicht notwendig umgekehrt; die Umkehrung erfordert M0 �= ∅.)

9. Eine effiziente Bestimmung ist mit Hilfe des Gleichgewichtssates möglich: Zunächst
ist notwendig yj = 0 für alle j mit (Ax)j �= bj . Weiterhin ergibt sich ein LGS

(ATy)i = ci ∀i mit x0i > 0

bT · y = cT · x.

10. Seien B1, B2 ⊂ R
m nichtleer, konvex und disjunkt. Weiterhin sei B2 offen. Dann

exisitert eine Hyperebene, die beide Mengen trennt. Formal: ∃a ∈ R
m \{0}, so dass

aT · y > aT · x, x ∈ B1, y ∈ B2.
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