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0 Vorwort

Dieser dritte Teil der Textreihe zur Analysis fithrt die im ersten und zweiten Teil ent-
wickelte Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer und mehrerer reeller Va-
riablen weiter in Richung Kurven- und Flidchenintegrale sowie die Integralsitze von Gauf3
und Stokes. Weiter werden der Lebesguesche Integralbegriff sowie die darauf basieren-
den Funktionenrdume eingefiihrt und die bisher gewonnenen Konzepte und Methoden auf
einfache Variationsaufgaben sowie partielle Differentialgleichungen angewendet.

In Kapitel 1 werden zunéchst Integrale iiber Kurven und Fliachen eingefiithrt und
dann die Integralséitze von Gaufl und Stokes fiir das mehrdimensionale Riemann-Integral
formuliert. Diese sind Verallgemeinerungen des eindimensionalen Fundamentalsatzes der
Differential- und Integralrechnung fiir mehrere Dimensionen:

/V~UdX:/ v -1ndo, /vadO:/ v - ds.
G G F oF

Damit ist der Aufbau der klassischen Analysis im Wesentlichen abgeschlossen.

Als praktische Anwendung fiihrt dann Kapitel 2 in die Theorie der Variationsaufgaben
(,, Variationsrechnung“) ein. Gesucht ist hier z. B. eine Funktion wu(t), welche in einer
geeigneten Klasse von Funktionen dem Integral

F(u)z/ L(t,u(t),u'(t))dt

einen mimimalen Wert verleiht. Als notwendige Minimalitéitsbedingung ergeben sich die
sog. ,,Eulerschen Differentialgleichungen®. Die Anwendung auf Variationsaufgaben in meh-
reren Dimensionen, hier als Beispiel das sog. ,,Dirichletsche Prinzip®, fithrt auf Schwierig-
keiten, die in den Unzuldnglichkeiten des Riemannschen Integralbegriffs begriindet sind.

In Kapitel 3 nehmen wir die Entwicklung der Analysis wieder auf. Das Lebesquesche
Integral im R! und im R™ wird als Verallgemeinerung des Riemannschen Integrals ein-
gefithrt. Damit lassen sich einige der Unzulénglichkeiten des Riemann-Integrals beheben,
insbesondere die Unvollstéindigkeit des Vektorraumes der Riemann-integrierbaren Funk-
tionen bzgl. der Konvergenz im quadratischen Mittel.

Als Anwendungen des Lebesgue-Integrals werden in Kapitel 4 der Lebesguesche Funk-
tionenraum LP(2) und die Sobolew-Réum H'(Q) und HJ () eingefithrt und in diesem
Rahmen zunéchst die Theorie der , Fourier-Integrale“ als natiirliche Verallgemeinerung
der Fourier-Entwicklung aus dem ersten Teil der Skriptenreihe und dann das sog. ,,Di-
richletsche Prinzip“ aus der Variationsrechnung bewiesen.

SchlieBlich wird in Kapitel 5 ein Abriss der Theorie von partiellen Differentialgleichun-
gen gegeben. Eine auch nur anndhernd vollstdndige Behandlung dieses Themas iibersteigt
die Moglichkeiten eines einfithrenden Textes. Wegen ihrer Bedeutung in den Anwendun-
gen werden wenigstens die einfachsten Prototypen partieller Differentialgleichungen, wie
a) Poisson-Gleichung, b) Warmeleitungsgleichung und ¢) Wellengleichung diskutiert:

Pu  O*u ou  0%u Pu 0*u
a) — +—-— =0,
ox?2  Oy?
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1 Integralsitze

In diesem Kapitel fithren wir das Riemann-Integral fiir Funktionen auf Kurven und
Flachen ein. Dies liefert die Grundlage zur Formulierung der fundamentalen Integralséitze
von GauBl und Stokes. Fiir stetig differenzierbare Funktionen f : [a,b] — R einer Varia-
blen gilt der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung:

t/f@Mw:ﬂw—ﬂw

Wir wollen uns mit Verallgemeinerungen dieser Aussage auf Integrale in mehreren Di-
mensionen beschéftigen. Als Ergebnis erhalten wir Beziechungen der Form

AVﬂ@-®=fu%—ﬂﬂ>

mit einem Integral iiber die Kurve I' C R® mit Anfangspunkt z®, Endpunkt x® und
gerichtetem Linienelement ds, sowie

/Vf(x)-edx: f(z)n-edo
@ oG

mit einem Integral iiber den Rand OG des Integrationsbereichs G und einem Richtungs-
vektor e € R™. Dabei ist n = (ny,...,n,) der Einheitsvektor in Richtung der nach auflen
weisenden Normalen entlang des Randes.

Als Integrationsbereiche werden im Folgenden in der Regel sog. ,,Gebiete®, d. h. offene
und zusammenhéngende Mengen, auftreten (s. Abschnitt 2.1 des Bandes Analysis 2).

Als Vorbereitung fiir diese Untersuchung miissen wir zunéchst einmal das Riemann-
Integral iiber Kurven und Fléchen einfithren. Da solche Integrale, insbesondere die ,, Kur-
venintegrale“ auch von eigenem Interesse sind, werden wir letztere in etwas allgemeinerer
Form als Intergrale iiber Kurven im R" behandeln.

1.1 Integrale iiber Kurven und Fliachen

In Kapitel 6 des Bandes Analysis 1 hatten wir bereits den Begriff der ,Léinge“ einer
ebenen Kurve eingefiithrt. Wir wollen dies im Folgenden auf Kurven und Fliachen im R"
erweitern.

1.1.1 Kurven im R"

Wir haben eine anschauliche Vorstellung davon, was eine ,Kurve* im R"™ ist, etwa in
der Ebene der Graph einer Funktion f : [a,b] — R. Auch der Rand eines Gebiets des
R?, z.B. die Einheitskreislinie, ist eine Kurve. Diese ist aber nicht als Graph darstellbar,
sondern als Zusammensetzung von Graphen. Bei der Definition, was eine allgemeine Kurve

3



4 Integralséitze

sein soll, hilft die kinematische Vorstellung eines physikalischen Partikels, das in einem
Zeitintervall [a,b] einen Weg {xz(t),t € [a,b]} in R™ durchlduft. Dabei kann es passieren,
dass die Bahnkurve gewisse Punkte mehrfach durchléuft, z.B. die ebenen Bahnkurven

z(t)= (- 1,5 —t), teR, x(t) = (cos(2t),sin(2t)), t € [0, 27];

die erste hat einen sog. ,,Doppelpunkt® z(1) = z(—1) (siehe Abbildung 1.1), und bei der
zweiten durchlauft der Punkt den Einheitskreis zweimal. Wir miissen also unterscheiden
zwischen dem ,,Weg*“, den ein Partikel in dem Zeitintervall durchléduft und der entstehen-
den ,Kurve* als Punktmenge in R™. Ein solcher Weg hat eine natiirliche ,,Orientierung*,
gegeben durch die zeitliche Bewegung des Partikels.

Definition 1.1: i) Unter einem ,Weg* verstehen wir eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] —
R"™ auf einem abgeschlossenen (nicht degenerierten) Intervall I = [a,b] C R. (Die Fille
I=(—00,b],I =[a,00) und I = (—00,00) sind gelegentlich zugelassen.)

ii) Die Bildmenge
Ly ={p(t) eR", t € [a,b]} CR",

eines Weges ¢ : |a,b] — R™ wird als ,Kurve“ in R™ bezeichnet, mit ,Parameterdar-
stellung . Im Falle T = [a,b] nennen wir ¢(a) und @(b) den ,Anfangspunkt® so-
wie den ,Endpunkt® der Kurve. Im Falle p(a) = ¢(b) heifst diese ,geschlossen® . Ist
o(t1) = @(ts) fiir zwei Parameterwerte t; # to, so hat die Kurve dort einen ,Doppel-
punkt”.

Wir werden im Folgenden von einer Kurve als einem geometrischen Objekt bzw.
Punktmenge in R™ sprechen, die durch einen Weg ¢ : [a,b] — R™ parametrisiert ist. Da-
bei konnen unterschiedliche Parametrisierungen durchaus dieselbe Kurve erzeugen; z. B.
gehort zu den Wegen

o(t) = (cos(t),sin(t)), te€]0,2n],
o(t) = (cos(t), —sin(t)), t e (0,27,
o(t) = (cos(2t),sin(2t)), t € [0,7]

als Kurve jeweils die Einheitskreislinie, nur auf unterschiedliche Weise durchlaufen. Haufig
hat man fiir eine geometrische Kurve keine vollstédndige Parameterdarstellung gegeben,
sondern nur fiir Teilstiicke, aus denen die Kurve zusammengesetzt ist. Durch Aneinan-
derfiigung von endlich vielen Kurvenstiicken I'y,...,T", erhélt man eine ,Kurve®; diese
heifit ,,geschlossen®, wenn der Endpunkt von I'. gleich dem Anfangspunkt von I'y ist

(siche Abb. 1.3).

Beispiel 1.1: Wir geben weitere einfache Beispiele von Wegen und Kurven:

1. Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R kann die Abbildung ¢(t) := (¢, f(t)),t € [a, ],
als Weg in R? aufgefasst werden; die zugehorige Kurve ist der Graph der Funktion f.

2. Der Abbildung ¢ : R — R? mit ¢(t) = (a; + v1t, a9 + vot) = a + vt beschreibt eine
Gerade in der Ebene durch den Punkt a = (a1, az) in Richtung des Vektors v = (vy,vq) .
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3. Die Abbildung ¢ : R — R® mit o(t) = (rcost,rsint,ct) beschreibt eine sog. ,,Schrau-
benlinie* in R?® (s. Abb. 1.1).

4. Neben den bisher aufgefithrten ,normalen“ Kurven gibt es auch sehr pathologische,
sog. ,,degenerierte* Kurven sowie ,,flichenfiillende Kurven®. Die stetige Parametrisierung
o(t) = @o = konst., t € [a,b], ergibt eine einpunktige Menge {p} € R?, die wir nicht als
,Kurve®“ im eigentlichen Sinne ansehen wollen. Ein Beispiel fiir den letzteren Kurventyp,
eine sog. ,, Peano-Kurve“, wird im Folgenden gegeben.

a

0] ‘
Abbildung 1.1: Kurve mit Doppelpunkt (links) und Schraubenlinie in R® (rechts).

Beispiel 1.2 (Peano-Kurve): Wir geben ein Beispiel fiir eine ebene Kurve, welche das
ganze Einheitsquadrat ausfiillt. Solche Kurven wurden erstmals von Peano' (1890) kon-
struiert und werden daher ,,Peano-Kurven®“ genannt. Die Entdeckung solcher pathologi-
schen Kurven (mit stetiger Parametrisierung) im 19. Jahrhundert erschiitterte das Ver-
trauen in die bis dahin viel auf geometrischer Anschauung basierte Argumentation in der
Analysis. Auflerdem zeigte dies, dass das Konzept der ,,Stetigkeit” allein zu schwach zur
sinnvollen Charakterisierung geometrischer Objekte wie Kurven, Flachen und Kérpern
ist. Die 2-periodische Funktion g : R — R sei definiert durch (Man mache sich eine
Skizze dieser Funktion.)

0, 0<t<3i
3t—1, s<t<?
g(t):==<¢ 1, % <t< %
5-3t, 3<t<3
0, Plt<2
Die Funktion g ist stetig und beschriinkt, 0 < g(t) <1,t € R.

Damit definieren wir die Abbildung ¢ : [0,1] — R? durch

o(t) = (sz’@g(ﬂx%*lt), Zz*kg(zﬁ’%)).

LGuiseppe Peano (1858-1932): Italienischer Mathematiker; Prof. in Turin; Beitrige zur Analysis,
gewohnlichen Differentialgleichungen, einer der Véter der Mathematischen Logik
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g(t)
1
t
1pirz2 145297
3 3 3 3 3 3

Abbildung 1.2: Basiselement der Peano-Kurve.

Die Reihen konvergieren absolut und gleichméfig, so dass die Limesfunktion ¢ stetig ist.
Die zugehorige Kurve wird ,,Peano-Kurve* genannt. Diese hat die {iberraschende Eigen-
schaft, das Einheitsquadrat auszufiillen, d.h. ¢ bildet das Intervall [0, 1] stetig auf das
Einheitsquadrat [0,1] x [0,1] ab. Dies sieht man wie folgt: Wegen 0 < g <1 ist

0< iQ’kg(él%t) < irk =1,
k=1

k=1

d.h. ¢ :[0,1] — [0,1] x [0,1]. Wir wollen zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Dazu beachten
wir, dass jede reelle Zahl a € [0, 1] eine sog. ,dyadische Entwicklung® besitzt:

a=> 627" 6 €{0,1}.
k=1

Also gibt es zu jedem Punkt (x,y) € [0,1] x [0,1] eine (0, 1)-Folge (d)ren, derart, dass

(z,y) = ( Z Sop—227", Z 52k—12_k) :
k=1 k=1
Dieser (0, 1)-Folge ordnen wir die folgende Zahl zu:
N0 1
= o €.
=0

Fiir jedes feste k € Ny ist dann

k-1

, 5,
T S L yras
j=0 j=k+1

Die erste Summe ist ein Vielfaches von 2, und fiir die letzte gilt

SN =1 1 1
4k SZEzl_l_lzg’
j=k+1 j=1 4
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Also ist g(4¥+) =, gemiiss der Konstruktion von g. Dies ergibt wie gewiinscht
o(t) = (Z 27 Rg(4% 1),y 2*’“g<4%t)) = (Z 2 * Gy, Y 2*'@5%,1) = (z,y).
k=1 k=1 k=1 k=1

Wir sehen, dass die bloe Annahme der Stetigkeit der Parametrisierung einer Kurve
auch sehr pathologische Objekte zulédsst. Wir werden den Begriff der ,Kurve® also etwas
schirfer fassen miissen, um solche ,, Monster* auszuschlieflen.

Definition 1.2: Sei I' C R" eine Kurve mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™. Ist ¢
injektiv, so nennen wir die Kurve eine ,Jordan-Kurve® und die Parametrisierung einen
sJordan-Weg“. Ist ¢ : [a,b) — R™ injektiv mit @(a) = p(b) als einzigem Doppelpunkt,
so sprechen wir von einer ,geschlossenen Jordan-Kurve .

Es scheint anschaulich klar, dass zu einer geschlossenen ebenen Jordan-Kurve immer
ein wohldefiniertes von dieser umschlossenes Gebiet existiert. Dies ist die Aussage des
sog. ,Jordanschen Kurvensatzes®“. Im Hinblick auf das Beispiel der pathologischen Peano-
Kurve ist es nicht verwunderlich, dass der Beweis dieser Aussage sehr schwierig ist und
hier nicht gegeben werden kann.

Satz 1.1 (Jordanscher Kurvensatz): Jede geschlossene ebene Jordan-Kurve I' C R?
zerlegt R? in zwei Gebiete, die von ihr berandet werden:

R°\T=G1UGy, GiNGy=0, 090G, =0G,=T.

Genau eines dieser beiden Gebiete ist beschrankt; dieses wird als das ,,Innengebiet” von
I’ bezeichnet.

Definition 1.3: Eine Kurve heifit ,stetig differenzierbar®, wenn fir sie eine stetig dif-
ferenzierbar Parametrisierung ¢ : I — R™ (kurz eine ,C'-Parametrisierung®) existiert.
Eine C'-Parametrisierung mit der Eigenschaft ©'(t) # 0 fir alle t € [a,b] wird als
srequlir® (oder ,glatt) bezeichnet. ,Singulire® Parameterwerte t € [a,b] bzw. die zu-
gehorigen Punkte o(t) € R™ sind solche mit ©'(t) = 0. Eine Kurve heifit ,stiickweise
differenzierbar®, wenn sie aus endlich vielen differenzierbaren Kurvenstiicken besteht.

Beispiel 1.3: Die sog. ,Neilesche? Parabel“ hat die Parametrisierung ¢(t) = (t%,t3), t €
(—00,0) . Die zugehorige Kurve ist (siche Abb. 1.3)

L= {(z,y) €eR?: 2 >0,y = £2%?}.

Wegen ¢'(t) = (2t,3t?) liegt fiir t =0 in der Spitze der Kurve ein singuliirer Punkt.

2William Neile (1637-1670): Englischer Mathematiker; Mitglied der Royal Society und des Ratgeber-
gremiums Konig Charles II; Beitrige zur Rektifizierung algebraischer Kurven und Theorie der Bewegung.
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Y
FQ FS
y = 23/2
X
I
Ly

.

y= : : : : x

a 1 T2 b

Abbildung 1.3: Neilesche Parabel (links) und stiickweise differenzierbar Kurve (rechts).

Eine injektive Parametrisierung ¢ : [a,b] — R" der Kurve I' prégt dieser eine ,,Ori-
entierung” auf, d.h. eine Reihenfolge, in der ihre Punkte fiir wachsenden Parameter ¢
erreicht werden. Das folgende Lemma zeigt, dass alle reguléren, injektiven Parametrisie-
rungen einer Kurve isomorph sind.

Lemma 1.1: Seien ¢ : I = [a,b] — R™ und ¢* : I* = [a*,b*] = R" zwei reguldre,
ingjektive Parametrisierungen derselben Kurve I' C R™. Dann gibl es genau eine bijektive
Abbildung h : I* — I derart, dass gilt:

e =poh. (1.1.1)

Sind die Parametrisierungen ¢ und ©* (stickweise) stetig differenzierbar, so auch h,
und es ist h' # 0, wo die Ableitung existiert. Also ist h monoton steigend oder monoton
fallend; im letzteren Fall durchlaufen die Punkte ¢*(t), t € I*, und die Punkte o(t), t €
1, die Kurve zueinander im entgegengesetzten Sinn, d.h. die zugehorigen Wege haben
entgegengesetzte Orientierungen.

Beweis: i) Die Umkehrabbildung ¢! existiert und ist stetig. Folglich ist auch die Ab-
bildung h := ¢~ Lo p*: I* — I stetig und bijektiv. Ferner ist ¢ oh = @ o top* = p*.
Gilt nun ¢* = @ o h* mit eine zweiten bijektiven Abbildung h* : I* — I, so ist
h=¢plop =¢plopoh* = h* dh h ist eindeutig bestimmt. Die stetige und
bijektive Abbildung h : [* — I ist notwendig streng monoton.

ii) Es bleibt die Differenzierbarkeit von h zu zeigen. Sei tf € I* und ty := h(ty) € I.
Wegen ¢'(ty) # 0 muss fiir eine Komponente ¢;(ty) # 0 sein. Sei etwa ¢;(ty) > 0.
Dann ist auch ¢;(t) > 0 in einer ganzen Intervallumgebung I, C I von t,. Dazu
gehort ein Intervall Ij := h='(Iy) C I*. In I ist ¢; streng monoton wachsend, und die
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Umkehrfunktion <pj_1 ist im Intervall ¢;(Iy) ebenfalls (stiickweise) stetig differenzierbar.
Wegen ¢ = @joh ist h = <pj’1 o @i in Ij. Also ist h in I5 (stiickweise) stetig
differenzierbar. Aus ¢* = poh folgt dann ¢* = ¢'(h)h’ und, wegen p*' # 0, schlieflich
W40 QED.

Kurvenlinge

Zur Definition der ,,Lénge“ einer Kurve als Punktmenge des R™ beschrianken wir uns auf
die Teilklasse der ,, Jordan-Kurven“ mit Parametrisierungen ¢ : I — R™ auf kompakten
Intervallen I = [a,b]. Der Zusatz ,,Jordan® wird daher meist weglassen. Wir wollen die
,Lange* einer solchen Kurve I' in R™ bestimmen. Dabei verfahren wir analog wie in Ab-
schnitt 6.2.3 des Bandes Analysis 1, wo der Spezialfall ebener Kurven behandelt wurde. Sei
Z eine Zerlegung des Parameterintervalls [a,b] in Teilpunkte a =tq <t; <-+- <t, =b,
mit Feinheit |Z| = maxg—1__,,(tx —tx—1) . Die Menge solcher Zerlegungen wird wieder mit
Z(a,b) bezeichnet. Wir approximieren das Kurvenstiick durch einen Polygonzug pz(T)
(aneinander gefiigte lineare Kurvenstiicke) zu den Stiitzpunkten ¢(t), k = 0,...,m.
Die Linge |pz(T")| des Polygonzugs ist die Summe der Léngen seiner einzelnen linearen
Teilstiicke, welche wiederum als die euklidischen Abstédnde ihrer Endpunkte definiert sind,
d.h.:

p2(D)] =Y lte) = @tx-)ll-

Die Léange des Polygonzugs nimmt bei Hinzunahme eines weiteren Punktes t € (t;_1, 1)
wegen |ty — ty_1| < |ty —t| + |t — tx_1| nicht ab. Hieraus folgt wie beim Riemannschen
Integral, dass im Falle
L:= sup [pz(T)| < o0
ZeZ(ab)
fir jede Zerlegungsfolge (Zg)ren C Z(a,b), mit |Zx] — 0 (K — oo) die zugehorigen
Polygonzuglingen gegen L konvergieren.

Definition 1.4: Fin Kurvenstick T heifit ,rektifizierbar® mit der ,Linge® |T'|, wenn
die Lingen aller Polygonziige pz(I') gleichmdiflig beschrinkt sind mit

I'l ;== su | = lim M.
= s D=l (D)

Satz 1.2 (Kurvenlinge): Ist die Parameterdarstellung ¢ : [a,b] — R™ des Kurven-
stiicks T' stetig differenzierbar, so ist es rektifizierbar, und seine Linge ist gegeben durch

T = / I/ (0)]) dt. (11.2)

Diese Definition der Kurvenlinge ist unabhdngig von der (stetig differenzierbaren) Para-
metrisierung des Kurvenstiicks 1.
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Beweis: i) Mit ¢’ ist auch |¢'| stetig und folglich Riemann-integrierbar iiber [a,b].
Das Integral in (1.1.2) existiert daher als Limes Riemannscher Summen. Sei Z € Z(a,b)
eine Zerlegung und pz(T') der zugehorige Polygonzug. Fiir die Linge |pz(T')| erhalten
wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes:

lpz(D)| = Z lp(te) — p(te)ll

(ty — tkl)\/(sﬁl(tk) - Sﬁl(tk—l))? - (spn(tk) — (pn(tk_l)>2

by — g1 by — 1

I
(= i

k=1

3

(tk — k1) \/901 (Te1)2 4+ + @ (Then)?,

=~
\ |

mit gewissen Zwischenstellen 7;,; € [tx_1,t;|. Dies sicht fast aus wie eine Riemannsche
Summe fir das Integral in (1.1.2), ist es aber nicht, da i. Allg. die 73; verschieden sind.
Wegen der gleichméiBigen Stetigkeit von ¢ auf [a,b] existiert nun zu beliebig gewéhltem
e >0 ein h. € R, , so dass fiir jede Zerlegung Z € Z(a,b) mit Feinheit h < h. gilt:

nax | (Th1) — pi(Tha)| <&, i=1,...,n.

.....

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass fiir h < h, auch gilt:
b m
| [ 1@l =3t - | <=
@ k=1

Dies zusammengenommen impliziert dann auch

‘/Hsﬁ )| dt — (tk—tkl\/%ﬂcl +"'+%(Tk,n)2‘

/Ilw Mt = 30—t )|

k=1

+| Z(tk — ti ) (1€ )l = /A ()2 -+ P )?) |

<€+Ztk—tklz|<p Te1) — ¢ (Tri)| < e+ |b—alne.
Wegen der Beliebigkeit von e folgt die Konvergenz

1p2(T)] — / SOl (- 0),

was zu zeigen war.

i) Sei ¢ : [¢,d] = R™ eine zweite injektive, stetig differenzierbare Parametrisierung des
Kurvenstiicks I'. Dann ist nach Lemma 1.1 die Abbildung

hi=1vltop:lab] —=[c,d, h(a)=-c, hb)=d,
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bijektiv und stetig differenzierbar. Nach dem Transformationssatz fiir eindimensionale
Riemann-Integrale gilt dann:

/nw )l dt = /nwoh )l dt = /nw (1) dt
/W W’W‘/WIW

Die Lénge des Kurvenstiicks I' ist also unabhéngig von der Parametrisierung. Q.E.D.

Ist die Kurve I' aus endlich vielen Kurvenstiicken I';, j = 1,..., N zusammengesetzt,
welche eine gemeinsame stiickweise stetig differenzierbare Parametrisierung ¢ : [a,b] —
R™ haben, d.h.:

a=th<t1 < - <tlp1 <ily= b, I'y = {(p(t),f S [tk—latk]};

so bleibt die Integraldarstellung (1.1.2) in folgendem Sinne giiltig:

N N t
AR Sy AN EITE (113)
j=1 j=17ti-1

Beispiel 1.4 (Nicht rektifizierbare Jordan-Kurve): Die durch

o(t) = (t,t*cos(n/t?)), t € (0,1], ¢(0):=0,

definierte Abbildung ¢ : [0, 1] — R? beschreibt eine ebene Jordan-Kurve I'. Diese ist der
Graph der Funktion y = z? cos(w/x?) (s. Abb. 1.4).

Die Abbildung ¢ ist offenbar stetig und wegen
©'(t) = (1,2t cos(m/t*) + 27 sin(n /1?) /1)

auch in (0,1] differenzierbar aber mit nicht beschrinkter Ableitung. Wir betrachten die
Zerlegung

Zm={to=0,t; =1/V/m, ta=1/v/m—1, ..., tyyy = 1/V2,t, = 1}

von [0, 1] mit den Funktionswerten
o(te) = (1/Vk, 1/kcos(mk)) = (1/Vk, (=1)*/k), k=1,....m.

Fiir den zugehorigen Polygonzug gilt:

||99(tk) — p(ti-1)]

9 _1\k V=1 9\ 1/2
( =) (G-
1
< )’

Pz, (D) =

Vv

I
Ms HMS M=

bl

und somit lim,, o [pz(I')| = 0o. Die Kurve I' ist also nicht rektifizierbar.
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Abbildung 1.4: Eine nicht rektifizierbare Jordan-Kurve.

Bemerkung 1.1: Bei der Definition der ,,Linge* eines Polygonzugs wurde als Maf fiir
die Linge von deren Teilstrecken der euklidische Abstand |Tx| := ||p(tx) — @(tr_1|| der
jeweiligen Endpunkte verwendet. Die Wahl dieser Norm ist , natiirlich“, da sie im Gegen-
satz zu anderen Normen, wie z. B. der Maximumnorm oder der [,-Normen fiir p # 2,
invariant gegeniiber Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen (d. h. unitéren Trans-
formationen) des verwendeten Koordinatensystems ist:

QER™: Q"Q=1 = |[Qz]3=(Qz,Qx):=(Q"Qxz,2), = |z|3, zeR"

Dies ist eine unabdingbare Bedingung an einen sinnvollen , Langenbegriff fiir Kurven.

Es stellt sich die Frage nach einer Charakterisierung der Rektifizierbarkeit von Jordan-
Kurven. Dazu wird der folgende Begriff der ,, Variation“ einer Funktion eingefiihrt.

Definition 1.5 (Beschrinkte Variation): Fir eine Funktion f : I = [a,b] = R und
Zerleqgung Z € Z(a,b) von [a,b] definieren wir die ,Variation®

m

VIS Z) = 1 f(te) = f(te)]

k=1

und die ,totale Variation®

Vi(f)= sup V7(f;Z).

ZeZ(a,b)

Im Falle VY(f) < oo wird f won ,beschrinkter Variation“ genannt. Die Menge der
Funktionen von beschrinkter Variation auf I wird mit BV (I) bezeichnet.
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Lemma 1.2: Wir listen einige Eigenschaften von Funktionen f : I = [a,b] — R mit
beschrdnkter Variation:

i) Eine monotone Funktion ist in BV (I), und es gilt
Vo () = 1£(b) = f(a)l. (1.1.4)
ii) Eine Lipschitz-stetige Funktion ist in BV (I), und mit ihrer L-Konstante L gilt:
VE(f) < L(b—a). (1.1.5)

iii) Eine stetig differenzierbare Funktion ist in BV (I), und es gilt:

VIS = / ) dt. (1.1.6)

iv) Stiickweise monotone oder stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sowie endliche
Summen und Produkte solcher Funktionen sind in BV (I).

v) Fir f e BV(I) gilt auf jeder nicht iberlappende Zerlequng I = [a,b] = [a,c| U [c,b] :

Vi) = Vi) +V2(f).

Beweis: i) Fiir eine monoton wachsende Funktion f: [a,b] — R ist

m

VIS5 2) =) 1) = Fte)l = D (f(te) = f(te-1)) = f(b) = f(a),

k=1
woraus durch Supremumsbildung V’(f) = f(b) — f(a) folgt. Fiir eine monoton fallende
Funktion wird analog argumentiert.
ii) Fiir eine Lipschitz-stetige Funktion f : [a,b] — R ist

m

VI 2) = 1f(te) = Flte) S LY te — tees| = L(b — a),

k=1 k=1

woraus wieder durch Supremumsbildung V?(f) < L(b — a) folgt.
Die Beweise der Aussagen (iii) — (v) werden als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Bemerkung 1.2: Aus der obigen Definition ergibt sich, dass die Menge der auf einem
Intervall I = [a,b] definierten Funktionen mit beschrinkter Variation einen Vektorraum
(iiber dem Koérper R) bildet. Auf diesem wird durch

Ifllsv = 1f(a)l + Vi (f)

eine Norm definiert. Der so entstehende normierte Raum BV(I) ist dann wvollstindig,
d.h. ein Banach-Raum. Der Beweis dieser Aussagen wird als Ubungsaufgabe gestellt.
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Lemma 1.3: Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann von beschrinkter Variation
in [a,b], wenn sie als Differenz f = g — h zweier monoton wachsender Funktionen
g,h i [a,b] = R darstellbar ist.

Beweis: Dass die Differenz zweier monoton wachsender Funktionen in BV(I) ist, folgt
aus Lemma 1.2 (iv). Sei nun f € BV(I). Fiir t € [a,b] ist dann

g(t) = Vi (f)

die totale Variation auf dem Intervall [a,?¢]. Diese Funktion ist offensichtlich auf [a,d]
definiert und monoton wachsend. Weiter ist fiir a <c < d <b:

F(d) = fle) < VIf) = VI(f) = Va(f) = g(d) = g(o),

bzw. (g — f)(¢) < (g9 — f)(d). Die Funktion h := g — f ist also monoton wachsend, und
f =g — h ist die behauptete Darstellung. Q.E.D.

Satz 1.3: Fine Kurve T' mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™ ist genau dann rekti-
fizierbar, wenn alle Koordinatenfunktionen o;, i = 1,....,n, von beschrinkter Variation
sind.

Beweis: Sei Z = {a =1ty <t <--- <t, = b} eine beliebige Zerlegung von [a,b]. Fiir
den zugehorigen Polygonzug gilt aufgrund der Bezichung |z;| < ||z| < >0, |2 :

m m

max. V(o Z) = max Z loi(tr) — i(tr_1) Z o(te—1)|l
i=1,..., 1=1,..., n —1 =1
) £ 303 leit) — bl = 3 Vi 2)
k=1 i=1 i=1

Hieraus folgt durch Betrachtung des Grenziibergangs |Z| — 0, die behauptete Charak-
terisierung. Q.E.D.

Tangente an eine Kurve

Im Folgenden wollen wir einige geometrische Eigenschaften von Kurven studieren. Da wir
uns dabei der Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™ der Kurve bedienen, miissen wir darauf
achten, inwieweit die gefundenen Eigenschaften eventuell von der gewéhlten Parametri-
sierung abhéngen.

Definition 1.6 (Tangente): Sei T' eine stetig differenzierbare Jordan-Kurve mit Para-
metrisierung ¢ : [a,b] — R™. Fiir ty € [a,b] wird der Vektor ¢'(ty) , Tangentenvektor*
an die Kurve T im Punkt ¢(to) und die Gerade durch (ty) in Richtung ¢'(to) ,Tan-
gente“ genannt. Falls ©'(to) # 0 ist, ist der ,Tangenten-Einheitsvektor® gegeben durch

7(to) := [l¢'(to) | 7' (to)-
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Der Tangentenvektor an eine stetig differenzierbare Jordan-Kurve ldsst sich als als Limes
von Sekantenvektoren auffassen (s. Abb. 1.5):

o(to+h) — @(to).

’ _ .
¢(to) =, lim . (1.1.7)

Eine Parameterdarstellung der Tangente lautet:
z(t) = p(to) +t¢'(to), tER. (1.1.8)

Ist nun ¢* : [a*,b*] — R™ eine zweite Parametrisierung der Kurve I', so gibt es nach Lem-
ma 1.1 einen Diffeomorphismus & : [a*,b*] — [a,b] derart, dass ¢*(t*) = @(h(t*)), t* €
[a*,b*]. Nach der Kettenregel gilt dann o*'(t§) = @' (h(ty))h'(t§) , d.h. die durch die bei-
den Parametrisierungen ¢ und ¢* der Kurve I' im Punkt ¢(ty) = ¢*(t;) erzeugten
Tangenten stimmen {iiberein.

Definition 1.7 (Normalenebene): Sei I' eine stetig differenzierbare Jordan-Kurve mit
Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™. Die zum Tangentenvektor ¢'(ty) orthogonale Hyperebe-
ne durch den Punkt ¢(to) heifit ,Normalenebene®, und jeder im Punkt o(ty) angeheftete
Vektor in dieser Ebene heifst ,Normalenvektor® zur Kurve T .

Abbildung 1.5: Tangenten- und Normalenvektor an eine Kurve.

Parametrisierung mit der Bogenlinge
Sei T' eine rektifizierbare Kurve mit regulidrer Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™. Fiir

t € [a,b] bezeichnen wir mit ['q, die Teilkurve mit der Parametrisierung o[, . Die sog.
,Bogenlangenfunktion®

t
s(t) = [Ty = / I (ldr, ¢ € ab,



16 Integralsiitze

ist stetig und wegen ||¢'(t)|] > 0 streng monoton wachsend. Die Integraldarstellung gilt
auch, wenn die Parametrisierung ¢ nur stiickweise stetig differenzierbare ist. In diesem
Sinne ist dann auch s(¢) stiickweise stetig differenzierbar mit der (stiickweisen) Ableitung

$(t) =10 >0, tela,b].
Also existiert die Umkehrung #(s) mit denselben Eigenschaften. Die Parametrisierung
P(s) == @(t(s)), s€0,[L]],

beschreibt ebenfalls die Kurve I'; sie wird als die Parametrisierung von I' mit der Bo-
genldnge bezeichnet.

Lemma 1.4 (Bogenlinge): Fir die Parametrisierung  : [0,|T|]] — R™ einer Kurve
miut der Bodenlinge gult

19" ()|l = 1. (1.1.9)
Beweis: Es gilt

(1) t(5) = 0 (550)) " =IO

und folglich ||¢'(s)|| =1. Q.E.D.

Die zur Parametrisierung mit der Bogenldnge gehorende Bogenlédngenfunktion ist

wmn=4|wwmm=a

was nach Konstruktion zu erwarten war. Die Parametrisierung einer Kurve mit der Bo-
genldnge ist die natiirlichste unter vielen anderen Parametrisierungsmoglichkeiten; sie
bietet manchmal theoretische Vorteile, ist aber praktisch kaum nutzbar. Der Parameter
s hat eine nur von der Kurve und der ihr aufgepriagten Orientierung abhéngige Bedeu-
tung, und die Darstellung v (s) ist wegen des Ausschlusses von Doppelpunkten eindeutig
bestimmt (bei geschlossenen Kurven bis auf den Anfangspunkt).

Beispiel 1.5: In der von zwei zueinander orthogonalen Einheitsvektoren 7,& € R™ auf-
gespannten Ebene wird der Kreis K,.(0) C R™ mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius
r > 0 betrachtet. Dieser besitzt die Parametrisierung

o(t) =r(ncost + Esint), t e 0,2n].

Durch Ubergang zur Bogenlinge ergibt sich die Darstellung

P(s) = r(ncos; +§sin§)7 s € [0,2nr].
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Kriimmung einer Kurve

Verliuft eine Kurve in der Umgebung eines ihrer Punkte nicht geradlinig, so spricht man
von eine ,gekriimmten” Kurve. Um ein Maf fiir die Kriimmung einer Kurve in jedem
ihrer Punkte zu gewinnen, gehen wir von ihrer natiirlichen Parametrisierung mit der
Bogenliange aus. Die Definition soll mit der Vorstellung vertriiglich sein, dass eine Gerade
die Kriimmung Null und ein Kreis eine konstante Kriimmung hat, und dass bei Kreisen
mit zunehmendem Radius die Kriimmung abnimmt.

Definition 1.8 (Kriimmung): Fir eine Kurve I' C R" mit zweimal stetig differen-
zierbarer Parametrisierung v : [0, |T|]] — R™ mit der Bogenlinge ist die ,Krimmung“
definiert durch

k(s) = [¢"(s)ll, s€l0,[T]] (1.1.10)

Beispiel 1.6: Die Kreiskurve in der (z,y)-Ebene um den Nullpunkt mit Radius = hat
die Lange 27r . Ihre Parametrisierung mit der Bodenlédnge lautet also

z(s) =rcos(s/r), y(s)=rsin(s/r), se€l0,2mr].

Die zugehorige Formel fiir die Kriimmung ist

K(s) = VPGP + 0 =

Die Kriimmung der Kreiskurve ist also konstant x« = 1/r und wéchst mit abnehmendem
Radius.

Differentiation der Beziehung 1 = ¢/(s) - ¢/'(s) ergibt ¢"(s) - ¢'(s) = 0, d.h.: Der
Vektor ¢"(s) steht senkrecht zum Tangentenvektor ¢/(s). Im Fall ¢"(s) # 0 heifit der
Einheitsvektor

n(s) = [[4"(s)]| 74" (s)
,Hauptnormalvektor® zur Kurve T' im Punkt «(¢) . Die Groflen

1 v"(s)
r(s) i= ———, m(s) == Y(s) + ———=
19" ()l 19" (s)]1?
werden , Kriimmungsradius“ sowie , Kriimmungsmittelpunkt® genannt. Diese Bezeich-
nung ist dadurch motiviert, dass der sog. , Kriimmungskreis“ K(s), d.h. der Kreis in
der von Tangenten- und Hauptnormalenvektor 7(s) bzw. n(s) aufgespannten Ebene mit
Mittelpunkt m(s) und Radius r(s), die Kurve T' im Punkt ¢(s) beriihrt und dort die-
selbe Tangente und Kriitmmung besitzt. Um dies zu sehen, sei ein Wert s, fixiert und
ro == 1(S0), Mo := m(so), 70 := T(80), Mo := 1n(sg) gesetzt. Die Parameterdarstellung des
zugehorigen Kriimmungskreises mit der Bogenlédnge lautet nach Beispiel 1.5:
S — 5o S — 5o

~+ 7 sin
To To

w(s) =mo + rg( — ng cos ), s €10, 2mry).
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Fiir s = sy ist w(sg) = mo—rong = ¥(sp), d. h.: Der Kriimmungskreis beriihrt die Kurve
im Punkt (sq). Weiter gilt

s — 8o s — Sp

W'(80) = ng sin + 7y cos =710 = V'(50),
To To
W (s0) = 2 cos T — Do 2250 B0 1)
To To To To To

d. h.: Kriimmungskreis und Kurve haben in 9(sq) die gleiche Tangente und Kriimmung.

1.1.2 Kurvenintegrale

Sei I' eine rektifizierbare Jordan-Kurve in R” mit einer C'-Parametrisierung ¢ : [a, b] —
R" und Bogenlédngenfunktion s(t). Fir eine Funktion f:I' — R wird das Integral

/f ) ds —/ Flo@)le ()]l dt, (L.1.11)

sofern es existiert, das ,,Kurvenintegral® von f iiber I' genannt. Man nennt ds =
|’ (t)]|dt das ,,Streckenelement® entlang der Kurve T'.

Satz 1.4 (Kurvenintegral): Ist f entlang T' stiickweise stetig, so existiert das Kur-
venintegral (1.1.11) und hat fiir alle C*-Parametrisierungen von T denselben Wert.

Beweis: i) Ist ¢ : [a,b] — R" eine C'-Parametrisierung der Kurve I' und f stiickweise
stetig, so ist die Funktion F(t) := f(o(t))||¢'(¢)|| auf dem Intervall [a, b] stiickweise stetig
und damit R-integrierbar. Das Kurvenintegral (1.1.11) existiert also.

ii) Sei ¢ : [0,|I']] — R™ die Parametrisierung der Kurve I" mit der Bodenldange. Nach
Lemma 1.1 gibt es eine Bijektion & : [0, |T'|]] — [a,b], derart, dass ¢(t) = ¢¥(h(t)) . Ferner

gilt ¢'(t) = ¢'(h(t))h' (t) und folglich wegen |['(s)| =1:
I’ @) = [ (RN ()] = B (D)

Der Transformationssatz fiir eindimensionale R-Integrale ergibt dann

IFI
d— h d d
0 s/f )| It/f Dile! (1) dt.

was zu zeigen war. Q.E.D.

Das Kurvenintegral ldsst sich auch im Sinne eines Riemann-Integrals als Limes zu-
gehoriger Riemannscher Summen erkléiren. Seien

Z={a=ty<ty < - <t,=">}
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Zerlegungen des Intervalls [a,b] mit Feinheit |Z| := maxj—1__m |[tm — tm—1|. Dann gilt

mit beliebige Punkte 7 € [tx_1,%]:

.....

m

Aﬂ®%=hmZHmem—ﬂMML

|Z|—0
k=1

Fiir das Kurvenintegral gelten dieselben Regeln wie fiir das Riemann-Integral iiber Inter-
valle, wobei die Beweise analog sind. Die drei wichtigsten Eigenschaften sind:

1. Linearitdt: Integrierbare Funktionen f,g:T' — R und «,f € R:
/ (af(z) + Bg(z)) ds = a/f(x) ds + ﬁ/g(:r) ds. (1.1.12)
r r r
2. Additivitdt: T' =11 Uy Zerlegung in rektifizierbare Teilkurven:

/Ff(a:)dSZ : f(z)ds + 5 f(z)ds, (1.1.13)

d.h.: f ist iiber I' integrierbar genau dann, wenn es {iber I'y und I's integrierbar
ist.

3. Beschranktheit: f : T — R integrierbar:

‘/Ff(x) ds‘ < L] sup|f(z)]. (1.1.14)

Beispiel 1.7: Wir geben einige einfache Beispiel von Kurvenintegralen:

1. Das Kurvenintegral iiber die konstante Funktion f =1 ergibt nach Satz 1.2:

[ as= [iewna=r.

2. Ist die Kurve mit einer Masse der Dichte p(x) belegt, so ergibt sich als Gesamtmasse

mmzﬁmmm=/mwmwmwt

Der Schwerpunkt dieser massebelegten Kurve ist im Punkt

1 1 b /
5= 5 [anta)ds = —= [Capenlow)a

3. Das Parabelstiick
P={(r,y) eR*: y=2* 0<x <1}
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hat die Parametrisierung ¢(t) := (¢,#%), 0 < t < 1. Das Kurvenintegral einer Funktion
f:T — R ist gegeben durch

/f dsf/f V1 + 482 dt.
Fir f =1 ergibt sich
|F|—/Olmdt—;/02mdu
:i[um—l—log(u—l—mnz:%(2\f5+log(2+\/5)):1,46894...

Wir wollen den Schwerpunkt des mit der Massedichte p = 1 belegten Kurvenstiicks
bestimmen:

1
= [ads= = [l ds = - [ AVIT A
Oy T Jo

Die z- und die y-Komponenten von S ergibt sich zu

1 1
SI:|F/ tV1+4t2dt = /uvl—i—u du =
0

5321 0,84836...
S

Lo, [, —
0 0

e

41 12T

1 2
= 64|F| [u(2u2 + 1)V1+u? —log (u+V1+ UQ)}
0
0,65145 .
=T L (18V5 + log(2 + VB)) = T

und somit S = (0,57363...,0,44048...).

Als néchstes betrachten wir sog. ,, Wegintegrale* von Vektorfeldern, wie sie etwa in der
Physik auftreten, z. B. Kraftfelder, elektrische Felder, Geschwindigkeitsfelder, u.s.w.

Definition 1.9 (Wegintegral): Sei ¢ : [a,b] = R™ ein differenzierbarer Jordan-Weg
und I' C R™ das durch diesen parametrisierte (und orientierte) Jordan-Kurvenstick. Fir
ein stetiges Vektorfeld v = (vy,...,v,) : R" = R™ heifit

Jvw-asi= [ ofalt) - (1) di = Z / )0 di

das ,Wegintegral® (,Zirkulationsintegral® oder ,Arbeitsintegral®) von v dber T'. Das
Vorzeichen des Wegintegrals hingt dabei von der Orientierung des Weges ab, d. h. von
der Reihenfolge, in der die Punkte der zugehiorigen Kurve durchlaufen werden.
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Abbildung 1.6: Parabelkurvenstiick mit Massebelegung p =1 und Schwerpunkt S .

Bemerkung 1.3: Das Wegintegral eines Vektorfeldes v iiber eine Kurve I' ist das In-
tegral der sog. ,,Pfaffschen Form* (Differentialform 1. Ordnung)

n

v-dx = Zvi(x)da;i

i=1
iiber die durch I' definierte 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Zwischen dem Zirkulationsintegral eines Vektorfeldes und dem Kurvenintegral einer

skalaren Funktion besteht eine enge Beziehung. Der Tangentialeinheitsvektor zur Kurve
im Punkt = € I' ist gegeben durch

r=p(t), t €la,b).
Mit der Tangentialkomponente v, := v -7 eines Vektorfelds v : R" — R" gilt daher
b b
/v(a:) s = / o(z(t)) - S(8) dt — / o @)l O] dt = /UT(x) ds.  (1.1.15)
T a a T
Das Wegintegral hat wie das Kurvenintegral die folgenden Eigenschaften:

1. Linearitdt: Fiir integrierbare Vektorfelder v,w : G — R™ und o, € R:
/(av(x) + fw(z)) -ds = a/v(m) ~ds+ ,B/w(x) - ds. (1.1.16)
r r r

2. Additivitdt: Fir eine disjunkte Zerlegung I' =T1"; U Ty gilt:

/Fv(:z:) ~ds = /F1 v(z)-ds+ /FQ v(zx) - ds. (1.1.17)
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3. Beschrdnktheit: Fiir beschriankte Vektorfelder gilt:

‘/F”(l’) 5] < [l sup o)l (1.1.18)

Bemerkung 1.4: Ist v ein Kraftfeld, so bedeutet das Wegintegral [, v(z)-ds iiber eine
Kurve die Arbeit, welche von dem Kraftfeld an einem Massepunkt entlang der Kurve T’
geleistet wird. Nach Satz 1.4 ist der Wert des Wegintegrals unabhéngig von der Parame-
trisierung der Kurve gleicher Orientierung, d. h. unabhéngig von der Geschwindigkeit, mit
der die Kurve durchlaufen wird. Dies gilt i. Allg. aber nur bei ,stationdren®, d.h. zeit-
unabhéingigen Kraftfeldern. Fiir ein konstantes Feld v = v gilt

[o@-as =30 [ vty =i (ot0) ~ o(a),

d.h.: Das Arbeitsintegral héngt nur von Endpunkten der Kurve I' und nicht von der
diese verbindenden Kurve ab. Z.B. gilt fir das Schwerefeld v(x) := (0,0,—g) in einem
Punkt z an der Erdoberfliche:

/F v(z) - ds = - / ag(t) dt = g(pa(a) — @ald)),

d. h.: Die vom Schwerefeld geleistete Arbeit héngt nur von der Hohendifferenz von Anfangs-
und Endpunkt ab. Im Folgenden werden wir untersuchen, welche Vektorfelder diese Ei-
genschaft haben, dass ihr Wegintegral nur von den Endpunkten der Kurve abhéngt.

Definition 1.10 (Gradientenfelder): Fin Vektorfeld v: D C R* — R" heifit ,Gradi-
entenfeld”, wenn es Gradient einer Funktion f:D — R ist:

v=V/;

diese wird als ,Stammfunktion“ von v bezeichnet. In physikalischem Kontext wird v auch
SPotentialfeld” und U = —f das ,,Potential“ von v genannt.

Nicht jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v hat eine Stammfunktion. Fiir die
Stammfunktion des Vektorfelds v(x,y) := (y,0) miisste zum Beispiel 9,f = y und
Oyf =0 bzw. 0,0,f =1 und 0,0,f = 0 gelten, was der Vertauschbarkeit der zweiten
Ableitungen von f widerspricht. Der folgende Satz ist die n-dimensionale Verallgemeine-
rung des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung.

Satz 1.5 (Wegunabhingigkeit): i) Sei G C R" ein Gebiet (nicht leere, offene und
zusammenhdngende Teilmenge) und v : G — R™ ein stetiges Vektorfeld. Fiir eine beliebige
orientierte Jordan-Kurve I' C G ist das Wegintegral

Ir(v) = /Fv(as) -ds
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genau dann wegunabhdngig, wenn v ein Gradientenfeld ist.

ii) Ist f eine Stammfunktion von v, so hat das Wegintegral iiber ein belicbiges Kur-
venstiick T' mit Anfangspunkt x® und Endpunkt x° den Wert

Ir(v) = f(a") — f(a). (1.1.19)
Insbesondere ist fiir jeden geschlossene Kurve Ir(v) =0.

iii) Umgekehrt erhdlt man ausgehend von einem festen Punkt a € G durch die Formel
flx) = / v(z)-ds, ze€G, (1.1.20)
T'(a,z)

eine Stammfunktion des Vektorfelds v. Dabei ist T'(a,x) C G irgendeine Jordan-Kurve,
welche a mit dem Punkt © € G verbindet.

iv) Die Stammfunktion eines Vektorfelds ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Kurve I' ¢ G habe die Endpunkte 2 und z°.

a) Sei v ein Gradientenfeld und f eine Stammfunktion. Dann gilt mit einer beliebigen
C'-Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™ von I' nach der Kettenregel

n

%f(so(t)) = Z O0:f (p()£i(t) = D vl (1) = (1)) - (1),

i=1

und somit

[ vtw)-as= [oleo) - Ode= [ Lot it = 1) - 1)

Dies beweist auch die Aussage (ii).

b) Sei nun umgekehrt das Wegintegral unabhiingig von der seine Endpunkte z* und z°
verbindenden Kurve. Dann ist die Funktion

f(x) :_/r(a )v(a:)-ds, zed,

wohl definiert. Fiir ¢ € G und hinreichend kleines h € R" gilt:
E+h ¢ e+h
/ v(z)-ds = / v(x)-ds+ / v(x) - ds
@ @ 13

E+h
/6 v(€) - ds = v(€) - I

Also ist bei Verwendung eines geradlinigen Weges von £ nach &+ h:

und

1 1 E+h
0 = 1€~ bl =l [ 00 —1©) -]

|h|
< max {|v(y) —v(©)], ly —&| < h}.
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Da die rechte Seite fiir h — 0 gegen Null geht, ist f in & total differenzierbar mit der
Ableitung Vf(§) = v(€) . Dies beweist auch die Aussage (iii).

¢) Zum Nachweis von (iv) beachten wir, dass fiir die Differenz §f = f — g zweier Stamm-
funktionen von v gilt V4 f = 0. Fiir zwei Punkte 2%, 2® € G, deren Verbindungsstrecke
[(2% 2%) im Gebiet G liegt, gilt nach dem Mittelwertsatz

fa®) = f(a") = Vf(©) - (2" —a®) = 0.

Also ist f auch entlang eines jeden Polygonzugs und folglich in ganz G konstant. Q.E.D.

Es bleibt, die Frage zu kldren wie man einem Vektorfeld ansieht, ob es ein Gradi-
entenfeld ist. Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld v mit Stammfunktion f muss
notwendigerweise die Bedingung

ai’Uj =S 8,3]f =S 8]61]7 = 8j’Ui, ’L,j = 1, Loy, (1121)

erfiillt sein. Damit kann man im konkreten Fall leicht iiberpriifen, ob ein gegebenes Vek-
torfeld Gradientenfeld sein kann. Die Bedingung (1.1.21) kann in zwei Dimensionen als
Verschwinden der skalaren Rotation

rotv 1= Oyv, — Opvy = 0, (1.1.22)
und in drei Dimensionen als Verschwinden der vektoriellen Rotation
rotv =V X v = (Oyv, — 0,0y, 0,0, — 0y, 0,0y — Oyv,) =0 (1.1.23)

interpretiert werden. Die Beziechung (1.1.21) ist auch hinreichend fiir die lokale Existenz
einer Stammfunktion, d.h. in der hinreichend kleinen Umgebung eines jeden Punktes
x € G, in dem (1.1.21) gilt. Sie ist aber i. Allg. nicht hinreichend fiir die globale Existenz
einer Stammfunktion auf dem ganzen Definitionsgebiet des Vektorfelds.

Beispiel 1.8: Wir geben einige einfache Beispiele:
1. Fiir das Vektorfeld v = (ye™, xze™ + 2y) gilt:
Opvy = €™ + zye™ = Oyu,.

Tatsiéichlich ist, wie man leicht nachrechnet, f = e® + y? eine Stammfunktion von v.
Dagegen kann das Vektorfeld v = (ye®™, ze®™ + 2z) wegen

Opvy = €™ + zye™ + 2 # 0yv,.

keine Stammfunktion haben.

2. Das durch

(F3p 75
v=—"—,——
$2+y2’$2+y2



1.1 Integrale iiber Kurven und Flichen 25

definierte Vektorfeld v : R*\{0} — R? erfiillt zwar die Vertriglichkeitsbedingung (1.1.21),

(@) 2 - (@P4y) -2
(@ +y?)? @4y @4y

Oyvy =
ist aber in der gelochten Ebene G = R?\ {0} kein Gradientenfeld. Das Wegintegral ent-

lang des geschlossenen Einheitskreises I' mit der Parametrisierung ¢(t) = (z(t),y(t)) =
(cost,sint),t € [0,2x], ist ndmlich nicht Null sondern

2 o .
.ds = N ysint rcost }
/I‘U(x) @ /0 vie) ot di = /0 {x2 + 2 + 22 + 2 dt

27
= / (sin®t + cos® t) dt = 2.
0

In einer hinreichend kleinen Umgebung eines jeden Punktes von G, welche keinen Punkt
der y-Achse enthélt, existiert dagegen die Stammfunktion f := arctan(y/z) mit

—y/x? 1/x - z
V= (1 +?zy/fr)2’ 1+ (y/ﬂc)2> - (ﬁm)

Auf speziellen Gebieten kann aber die Existenz auch einer globalen Stammfunktion
gesichert werden.

Definition 1.11 (Sterngebiet): Fin Gebiet G C R™ wird ,sternférmig® (bzw. ,Stern-
gebiet®) genannt, wenn es einen Punkt & € G gibt, so dass fir jeden Punkt © € G die
Verbindungsstrecke {y € R" : y = A& + (1 — Nz, A € [0,1]} mit & ganz in G liegt.

Jedes konvezre Gebiet ist automatisch Sterngebiet. Die gelochte Kreisscheibe
G = Ki(0)\ {0} C R?
ist kein Sterngebiet. Dagegen ist die aufgeschnittene Scheibe
G=K(0)\{z €eR? 2, <0,2o =0} CR?
Sterngebiet.
Satz 1.6 (Stammfunktion): Ist G C R™ ein Sterngebiet und v : G — R"™ ein stetig

differenzierbares Vektorfeld, welches der Vertriglichkeitsbedingung (1.1.21) gendigt. Dann
ist v ein Gradientenfeld.

Beweis: O.B.d.A. kann angenommen werden, dass G Sterngebiet bzgl. des Nullpunkts

ist. Fiir einen Punkt = € G liegt die zu dem geradlinigen Weg o(t) := tz, t € [0,1],
gehorende Kurve I' ganz in G, und wir kénnen definieren

flz) = /Fv(y) ~ds = /01 v(tz) - xdt.
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Es gilt, wegen Ojv; = O;u;, fir i =1,...,n
0
By (v(tz) - Z@vj (tx)tx; + v;(tx)
i j=1

- Z dyvi(ta)tx; 4 vi(tx) = Vo(tz) - (tz) + vi(tz),

und ebenso
%(Ui(tx)t) = Zn: Ojvi(tz)tz; + vi(tx) = Vui(tz) - (tr) + vi(tx).

=1

Nach dem Satz iiber Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation bei parameter-
abhéngigen Integralen (s. Kapitel 3 in diesem Band) folgt

axz / axz o(t) - x) dt = /(vm(m).(m”w(m)) dt
—/ 5 (vilto)t )dt—tvl(tx)’;

Also ist Vf(x) =v(z). Q.E.D.

Bemerkung 1.5: Satz 1.6 ldsst sich verallgemeinern auf sog. ,,einfach zusammenhéngen-
de“ Gebiete. Dies sind solche, bei denen sich jede geschlossene Kurve durch eine stetige
Deformation auf einen Punkt des Gebiets zusammenziehen lisst (kurz: In R? hat das Ge-
biet keine ,Locher” und in R? hat es keine durchgehenden , Wurmlécher®); die formale
Definition dieser anschaulich klaren Eigenschaft wird hier nicht gegeben. Jedes Stern-
gebiete ist in diesem Sinne einfach zusammenhéngend. In Abschnitt 2.1 von Analysis 2
hatten wir fiir ,zusammenhéngend® eine topologische Definition gegeben:

Eine Menge M C R"™ heifit ,zusammenhdngend®, wenn sie nicht als Vereinigung zweier
(nicht leerer) relativ-offener und disjunkter Mengen darstellbar ist.
Fiir die jetzigen Zwecke erweist sich eine alternative Definition als praktischer:
Eine Menge M C K" heifit ,weg-zusammenhdngend®, wenn es zu je zwei Punkten
x,y € M eine verbindende Jordan-Kurve gibt, die ganz in M wverlduft.
Statt einer Jordan-Kurve kann hier auch ein verbindender Polygonzug verwendet wer-
den. Man iiberlegt sich leicht, dass eine weg-zusammenhdngende Menge auch topologisch
zusammenhdngend ist. Die Umkehrung dieser Aussage gilt aber nicht, wie das folgende
Beispiel zeigt:

M = {(z,y) € R*: z € R,y =sin(1/2)} U {0}.
Ist die Menge M aber offen, dann sind die beiden Zusammenhangsbegriffe dquivalent.
Dies sieht man wie folgt: Fiir einen beliebigen Punkt a € M definieren wir die Menge

U :={x € M : Es gibt einen Streckenzug in M von a nach z.}.
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Mit M ist offensichtlich auch die Menge U offen. Ferner ist auch die Menge V' := M\ U
offen. Also ist M = U UV eine disjunkte, offene Zerlegung. Da M nach Voraussetzung
zusammenhéangend ist, konnen nicht beide Komponenten U, V' nicht leer sein. Wegen a €
U ist folglich V =0, d.h.: M = U, was zu zeigen war. Die Details dieser Argumentation
seien als Ubungsaufgabe gestellt.

Beispiel 1.9: Wir kommen wieder auf den physikalischen Kontext zuriick. Ein Kraftfeld
F: D CR"— R" wird ,,konservativ® genannt, wenn die von ihm entlang einer Kurve
geleistete Arbeit nur von den Endpunkten abhéngt, d. h. wenn die entlang einer geschlos-
senen Kurve geleistete Arbeit Null ist. Nach Satz 1.5 ist ein Kraftfeld konservativ genau
dann, wenn es ein Gradientenfeld ist. Betrachten wir als Beispiel die Schwerkraft, welche
von einer im Ursprung befindlichen Masse 1 erzeugt wird. Nach dem Newtonschen Gesetz
hat dieses die Gestalt
Flx) = =775

T
[l

mit der ,,Gravitationskonstante“ v > 0. Zur Berechnung von V x F' betrachten wir

z € R*\ {0},

. @lPoy = Sl |l Tt 2P0y — Bwa L
el ~ EE T e MITREY
X X x

Unter Beachtung von rot F' = (02 F3 — 0o Fy, O3y — 01 Fy, 01 Fy — O, Fy)T ergibt dies

( X ) . ||.T||2523 — 3.%'31'2 HTIH2552 — 33?2.1'3
rot =

_ =0
ll]1* /1 [l® [l® ’

und analog fiir die anderen beiden Komponenten. Der aufgeschnittene Raum G = R?\
{x € R 29 = 23 = 0,21 <0} ist sternférmig, so das nach Satz 1.6 auf G ein Potential
von F' existiert. Dieses hat, wie man leicht verifiziert, die Form

1
Ulr) = —y—, z€G.
]
Da sich U stetig differenzierbar auf die Menge R?\ {0} fortsetzen lisst, ist es Potential
von F auf ganz R*\{0} . Also ist das Schwerefeld konservativ. Da sich mehrere Kraftfelder
linear iiberlagern, erzeugen mehrere Massen p;,¢ = 1,..., N ,in Punkten z;,i =1,..., N,
folgendes Kraftfeld mit zugehorigem Potential:

N
_ pi(z — ;)
0 =92 o=l ”Z ool

1.1.3 Flichen in R?

Im Folgenden betrachten wir Flichen in R™, wobei wir uns im Interesse der Ubersicht-
lichkeit und im Hinblick auf die relevanten physikalischen Anwendungen auf den R3
beschrinken. Zur Beschreibung von solchen Flidchen verwenden wir wie bei Kurven Pa-
rameterdarstellungen, wobei die Parameterbereiche nun zweidimensional sind. Diese Pa-
rameterbereiche sind quadrierbare Teilmengen des R?, deren Variablen mit u = (u,v)
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bezeichnet werden. Fiir die Punkte im R3 wird in der Regel die koordinatenorientierte
Bezeichnung x = (z,y,z) verwendet. Wir hatten schon bei der Betrachtung von Kur-
ven in R™ gesehen, dass die blole Voraussetzung der Stetigkeit der Parametrisierung
sehr pathologische Kurvengebilde zulésst, z. B. die beiden Extremfille der einpunktigen
Kurve und der gebietsfiillenden Peano-Kurve. Um solche Pathologien bei Flidchen auszu-
schlieBen, werden wir hier nur stetig differenzierbare (oder wenigstens stiickweise stetig
differenzieerbare) und in einem gewissen Sinne ,regulire” Parametrisierungen zulassen.

Definition 1.12 (Fliche in R3): i) Sei M C R? ein quadrierbarer, offene Parameter-
bereich und ¢ : M — R3 eine injektive, stetig differenzierbare und L-stetige Abbildung
mit der Eigenschaft

aﬂ x au a'U. 4
Rang ¢'(u,v) = Rang < 7 Py ¥

) =2, (u,v) € M. (1.1.24)
Ovpr Opipy  Opip,

Dann wird die Bildmenge T = (M) eine ,offene requlire Fliche® mit Parametrisierung
© genannt. (Dabei sind die Mengen M und T' nicht notwendig zusammenhdngend.)

ii) Die L-stetige Parameterabbildung ¢ : M — R3 lisst sich zu einer gleichfalls L-stetigen
Abbildung @ : M — R3 fortsetzen. Im Falle

p(M)NB(OM) =0 (1.1.25)

heift dann T := p(M) eine ,abgeschlossene Fliche“. Eine abgeschlossenen Fliche ohne
(relativen) Rand heifit ,geschlossen®.

////7M

T

Abbildung 1.7: Darstellung einer Fliche in R als Funktionsgraph (links) und mit Hilfe
einer Parameterabbildung (rechts).

Die Bedingung (1.1.25) besagt, dass die abgeschlossene Fliche T' sich nicht selbst
beriihrt in dem Sinne, dass kein (relativer) Randpunkt gleichzeitig (relativer) innerer
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Punkt sein kann. Die Rangbedingung (1.1.24) an die Funktionalmatrix der Parametrisie-
rung ¢ besagt, dass stets eine der drei moglichen (2 x 2)-Unterdeterminanten von ¢'(u,v)

ungleich Null ist. Sei etwa
au xT au
det ( 7 %) £0
Optpz Ouipy

in einem Punkt (ug,vg) € M . Wegen der Stetigkeit der Ableitungen von ¢ gilt dies auch
in einer ganzen Umgebung U(ug,vy) C M . Dann existiert nach dem Satz iiber regulére
Abbildungen in einer Umgebung V'(zg,y0) von (zo,%0) := (¢z(uo,v0), py) (o, vo)) die

Umbkehrabbildung
-(22)
v Uo(,y)

In einer Umgebung von o(ug,vy) ldsst sich das Flachenstiick T' also als Graph einer
Funktion F(z,y) darstellen:

z = F(JZZJ) = @z(wu(xvy)7¢v(x7y))'

Eine analoge Aussage gilt offenbar fiir alle Punkte der Fliche T'. Die obige Bezichung
besagt in anderen Worten, dass sich das Flédchenstiick I' lokal auch als sog. ,,Null-
Niveaulinie“ der Funktion ®(x,y,z2) := z — F(x,y) interpretieren lésst.

Flidchen bzw. Flichenstiicke I' C R3 kénnen also auf die folgende Weise gegeben sein:
— Durch eine Parameterdarstellung o : M — R3:
I'={p(u,v) eR*: (u,v) € M}.
— Als Graph einer Funktion F: M — R?:
I'={(u,v, F(u,v)) CR®: (u,v) € M}.
— Als Null-Niveaulinie einer Funktion ® : R®* — R:
I'={(z,y,2) eR’: ®(z,y,2) =0}.
— Als Rand eines Gebiets G C R3: T := 0G.

Beispiel 1.10: Die Oberfliche T'(a,b,¢) des Ellipsoiden mit Halbachsen a,b,¢ > 0 in
R3 hat die folgenden Darstellungen:

1. Parameterdarstellung (Kugelkoordinaten):  (u,v) € [0, 27] x [0, 7]

@ cos U sin v
o(u,v) ;== | bsinusinv

CCOSUvV
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2. Darstellung als Funktionsgraph:  (z,y) € {(u,v) € R?: (u/a)? + (v/b)* < 1}

2= F(x,y) Z—:|:C\/1— (2)2— (%)2

3. Darstellung als Null-Niveaulinie:  (z,y,z) € R?

2 g 22
O(x,y,2) :zﬁ—i———i—g—l.

Bemerkung 1.6: Nicht jeder Rand eines Gebiets G C R? ist eine ,offene Fliche* im
Sinn von Definition 1.12. Zum Beispiel lésst sich der (geschlossenen) Rand 0W des Ein-
heitswiirfels

W= {(2,y,2) €R*: 0 < m,y,2 < 1},

nicht stetig differenzierbar parametrisieren. Dieses Beispiel verdeutlicht den Zweck der
hier verwendeten, etwas umstindlichen Definition von ,,Flache“. In diesem Sinne ist der
Rand des Einheitswiirfels eine abgeschlossene Fliche mit stiickweise stetig differenzier-
barer und L-stetiger Parametrisierung; sie ist aus den Abschliissen der sechs ebenen,
reguldren Seitenflichen (offene Fliachenstiicke) zusammengesetzt.

Bemerkung 1.7: Der hier eingefiihrte geometrische Begriff einer ,Fliche® im R? ist
verwandt zu dem einer , differenzierbaren Mannigfaltigkeit“. Dies ist der allgemeine to-
pologische Oberbegriff fiir Kurven, Flichen und anderer geometrischer Objekte, die lo-
kal aussehen wie ein euklidischer Raum. Im Unterschied zu allgemeinen , topologischen*
Mannigfaltigkeiten ist es auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten moglich, iiber Ablei-
tungen und verwandte Konzepte zu sprechen. Solche spezielle Mannigfaltigkeiten sind
Hauptgegenstand der sog ,,Differentialgeometrie. Mannigfaltigkeiten sind als ,;topologi-
sche Raume* naturgeméf (relativ) offen, wahrend der geometrische Flachenbegriff auch
abgeschlossene Strukturen zulésst. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten spielen eine zen-
trale Rolle in der theoretischen Physik, insbsondere in der klassischen Mechanik bei Sy-
stemen, die Zwangsbedingungen unterliegen, und bei der Beschreibung der Raumzeit in
der allgemeinen Relativitétstheorie.

Fiir Fléchen sind die anschaulichen Begriffe wie Tangentialebene, Flacheninhalt u.s.w.
wieder unter Zuhilfenahme von Parametrisierungen definiert, dabei aber unabhéingig ge-
geniiber Parametertransformationen.

Definition 1.13 (Koordinatenlinie, Tangentialebene, Normale): Sei I' C R? ei-
ne offene requlire Fliche mit Parametrisierung o : M — R? .

i) Fiir festes v ist o(-,v) die Parametrisierung einer Kurve, welche in der Fliche verliuft
und ,Koordinatenlinie“ bzw. ,u-Linie“ genannt wird. Entsprechend ist die v-Linie fir
festes u definiert.



1.1 Integrale iiber Kurven und Flichen 31

it) Der Tangentialvektor der u-Linie im Flichenpunkt X = p(1) € T' ist gegeben durch
Oup (1) . Entsprechend ist O,p(1) Tangentenvektor der v-Linie. Aufgrund der Rangbedin-
gung (1.1.24) sind die beiden Tangentenvektoren linear unabhingig und spannen die sog.
, Tangentialebene* im Flichenpunkt X auf:

T(%) = {x € R’: x =%+ A0up(d) + pd,p(1), A\, p € R}

iii) Jeder im Flichenpunkt X auf der Tangentialebene senkrecht stehende Vektor n # 0
heifit ,Normalenvektor® oder ,Normale“. Ein Normalenvektor mit Norm |n|| =1 heifit
LSEinheitsnormale“. Fine Einheitsnormale erhdlt man als normiertes dufleres Produkt der
beiden Tangentenvektoren durch

Oup X Oup

n(0) = 1o (1.1.26)

Zur Erklirung der Formel (1.1.26) fiir die Flichennormalen rekapitulieren einige Ei-
genschaften des ,,#uBeren Produkts® zweier Vektoren a,b € R3:

axb:= (CLng — (lng, a:»,bl — albg, a1b2 — agbl).

Dieses Bildungsgesetz lésst sich leicht durch die folgende formale Darstellung als Deter-
minante merken:

Vo b b b b
a a . a
axb=|e® q by |=e® |2 P _e@ T T L@ T (1.1.27)
6(3) a b as b3 as b3 as bg
3 3

mit den kartesischen Einheitsbvektoren e . Aus dieser Darstellung und den iiblichen
Eigenschaften von Determinanten leiten wir die folgende Regeln ab:

axb=-—bxa, axa=0, (1.1.28)
sowie fiir a,b,c € R® und o, € R:
(va+ fb) x c =aa x c+ b x c. (1.1.29)
Durch direktes Nachrechnen bestétigt man

la x bIJ* = [lal*||b]]* = (a - 0)*. (1.1.30)

Lemma 1.5: i) Das Vektorprodukt a x b steht senkrecht auf beiden Vektoren a und b :

a x b L span{a,b}. (1.1.31)

i) Mit dem Winkel 6 € [0, 7] zwischen zwei Vektoren a,b € R® gilt:

lJa x b|| = [|a||[b]| sin 6. (1.1.32)
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Dies ist gerade der Inhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms.

ii) Seien a,b € R*® zwei Vektoren und A = [a,b] € R*? die mit diesen gebildete
Spaltenmatriz. Dann gilt mit einer beliebigen Matriz C' € R**? fiir die Spalten der Matrix
AC = [a,b] :

|& % B|| = [|la x b | det C|. (1.1.33)

Beweis: i) Fiir Vektoren a,b,c € R? gilt (Ubungsaufgabe):

aq bl C1
C- (a X b) =1 as bg Co - det(avbac)a

as b3 C3
wobei die Vektoren als Spaltenvektoren zu verstehen sind. Hieraus folgt, dass
a-(axb)=0=b-(axDh).

ii) Der Winkel 6 zwischen zwei Vektoren a,b € R?® ist bestimmt durch

a-b
cosf = .
l[alllIbl]
Also folgt mit (1.1.30)
lla x bl = [lal*[|B][* — (a - b)* = [lal*||b[|* — [|al*[|b]|* cos® & = [[a]|*|[b]|* sin* 6.

iii) Nach Definition gelten die vektoriellen Beziehungen (nachrechnen!)
a=cja-+ 021b7 B = C19a + ngb.
Durch Ausmultiplizieren folgt unter Ausnutzung von (1.1.28):

||§ X BH = ||(011a + Cglb) X (612& + ngb)”
= ||C11€123 X a + c11C92a X b+ C21()12b X a—+ CQlCZZb X b”
= ||(e11622 — carci2)a x b|| = |J]a x b]| | det C,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Das folgende Lemma ist das Analogon von Lemma 1.1 fiir Flachen.

Lemma 1.6: Sind ¢ : M — R® und ¢* : M* — R® zwei Parametrisierungen derselben
offenen, reguliren Fliche I' C R?, so gibt es einen Diffeomorphismus h : M* — M , so
dass

" =poh. (1.1.34)
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Beweis: Der Beweis bedient sich analoger Argumente wie fiir die entsprechende Aussage
fiir die Parametrisierungen von Kurven (Lemma 1.1). Q.E.D.

Definition 1.14: FEine offene requldre Flache T heifst ,orientierbar®, wenn es mdglich
ist, auf ihr eine (bzgl. der Flichenpunkte) stetige Einheitsnormalenfunktion

n: =R |nx)|=1,xeT,

zu definieren. Damit wird dann eine Seite der Fliche als die ,positive ausgezeichnet.

Lemma 1.7: Es sei I' eine abgeschlossene Fliche mit Parametrisierung ¢ : M — R3
auf einem zusammenhdingenden Parameterbereich M . Die Parameterabbildung ¢ sei auf
einer offenen Umgebung U wvon M definiert, stetig differenzierbar und injektiv. Dann
ist die abgeschlossenen Fliche T orientierbar, d. h. besitzt eine stetige Einheitsnormalen-
funktion n: T — R3. Jede andere Einheitsnormalenfunktion zu T ist entweder gleich n

oder gleich —n.

Beweis: Wir betrachten die Normalenfunktion zur Fliche T = {x = ¢(u), u € M} :

Dup(1) x Oyp(u) we Tl

) = 1B (0) B

Diese ist in M stetig. Da auch die Umkehrabbildung ¢! : T' — M stetig ist, wird durch

n(x) =1y~ (x))

eine auf I' stetige Normalenfunktion definiert. Ist n* eine weitere solche Funktion, so ist
n(x) = £n*(x), also 4(x) := ||n(x) — n*(x)|| = 0 oder 2. Wir wihlen einen festen Punkt
% € T'. Da M zusammenhingend ist, kann man einen beliebigen Punkt x € I' mit %
durch einen in T' verlaufende Jordan-Kurve v mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — R3
verbinden. Die Funktion 0(¢(t)) ist stetig und, da sie nur die Werte 2 und 0 annehmen
kann, ist sie konstant. Hieraus folgt §(x) = §(x) auf T'. Im Falle §(%) = 0 ist n = n*;
im Fall 0(x) =2 ist n = —n*. Q.E.D.

Das klassische Beispiel einer nicht orientierbaren Fliche ist das sog. , Mdbius®*-Band*,
welches eine abgeschlossene Fliache im Sinne von Definition 1.12 darstellt. Auf dieses
Beispiel ist Lemma 1.7 nicht anwendbar, da die zugehorige Parametrisierung ¢ : [—a, a] x
[0,27] — R? nicht injektiv ist. Dies gilt aber z. B. auch fiir ein nicht gedrehtes Band oder
eine ganze Kugeloberfliche, welche sehr wohl orientierbar sind.

3 August Ferdinand Mobius (1790-1868): Deutscher Mathematiker und Astronom; Professor in Leipzig;
Beitrige zur Analytischen Geometrie und zur Himmelsmechanik.
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Abbildung 1.8: Mdbius-Band als Beispiel einer nicht orientierbaren Fliche.

Fliacheninhalt

Zur Definition des Inhalts |['| einer reguliren Fliche I' C R?® mit Parametrisierung
@ : M — R? stellen wir folgende Vorbetrachtung an. Sei

R=[u,u+h] x[v,v+k] C M(hk>0)
ein kleines Rechteck. Nach der Taylor-Formel gilt dann fiir «, 8 € [0,1]:
p(u+ ah,v+ Bk) = ¢(u,v) + ahdup(u, v) + BEdup(u, v).

Stiinde hier das Gleichheitszeichen, d.h.: Ware die Funktion ¢ auf K linear, so wire
die Bildmenge ¢(K) gerade das von den (linear unabhéngigen) Vektoren hd,p(u,v) und
kOyp(u,v) aufgespannte und um den Vektor ¢(u,v) verschobene Parallelogramm

P = {x = ahdyp(u,v) + Bkdyp(u,v), o, B € |0, 1]}
Dieses hat nach Lemma 1.5 (ii) den Flécheninhalt
|P| = [|hdup x kOupl| = Ak [|0up x Dup.

Zerlegt man nun die Menge M in kleine Rechtecke R; zu Punkten (u;,v;), so kann die
entsprechende Riemannsche Summe gedeutet werden als Summe der Fldcheninhalte der
den einzelnen Rechtecken entsprechenden Bild-Parallelogramme, welche annéhernd gleich
den Flidchen ¢(K;) sind:

Z lp(KG)| ~ Z [|0up(ui, vi) X Oyp(ui, vi) || hiks
i=1 i=1

Dies legt die folgende Definition nahe.

Definition 1.15: Fiir eine abgeschlossene requlire Fliche I' C R® mit Parametrisierung
©: M — R ist der ,Flicheninhalt® |U'| definiert durch

= [ et ) % Dupta, )] du. o)

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ¢ existiert das Riemannsche Integral.
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Satz 1.7 (Flicheninhalt): Der Inhalt |U'| einer requliren Fliche T C R? ist unabhingig
von ihrer (stetig differenzierbaren) Parametrisierung.

Beweis: i) Wir beweisen die Behauptung zunédchst unter der stirkeren Annahme, dass
die Parametrisierung ¢ in einer (offenen) Umgebung des Abschlusses M erklirt und
¢ eine offene Fléche beschreibt. Seien ¢ : M — R* und ¢* : M* — R? zwei stetig
differenzierbare Parametrisierungen derselben Fliche I'. Dann gibt es nach Lemma 1.6
einen Diffeomorphismus h : M* — M mit ¢* = ¢ o h. Aus der Bezichung ¢*'(-) =
@' (h(-))W () folgt nach Lemma 1.5 (iii):

|0ux 0" X Oy 0*|| = ||Oup 0 h X Dyip 0 h| | det A|.

Die Transformationsformel fiir mehrdimensionale Integrale liefert dann
/ 10w x Opp|| d(u,v) = / [|0up © h X Dy o hl|| det A'| d(u*, v*)
M M+
= [ o 0 da ).
M*

Dies ist der Beweis unter den obigen starken Voraussetzungen.

ii) Ist die Fldche T' von dem in der Definition 1.12 beschriebenen Typ, so ist die Parameter-
abbildung ¢ auf M i. Allg. nur L-stetig und kein Diffeomorphismus. Die Schliefung dieser
Liicke erfordert eine dhnlich aufwendige Argumentation wie im Beweis des Transformati-
onssatzes unter dhnlichen Bedingungen. Da diese Argumentation wenig zum Verstédndnis
der folgenden Zusammenhénge beitréagt verzichten wir hier auf ihre Darstellung. Der in-
teressierte Leser sei auf die Literatur verwiesen, z. B. W. Walter: Analysis 1T (Abschnitt
8.4), Springer, 1990. Q.E.D.

Rotationsflachen
Es sei C eine Jordan-Kurve in der (z, z)-Ebene mit Parametrisierung
(z,2) = (x(t), 2(t) : [a,b] — R
Die Kurve sei stiickweise glatt und x(¢) > 0 bis auf endlich viele ¢ € [a, b] . Durch Rotation

von C' um die z-Achse entsteht eine abgeschlossene ,, Rotationsfliche* I'c . Diese hat die
Parametrisierung

o(t,0) := (2(t) cos b, z(t) sin b, z(t)), (t,0) € M :=[a,b] x [0, 27].

Fiir den Flicheninhalt von Rotationsflichen gilt die folgende ,,2. Guldinsche? Regel*.

4Paul Guldin (1577-1643): Schweizer Mathematiker; gelernter Goldschmied, als Jesuit Ausbildung in
Mathematik; Lehrer und Prof. in Graz und Wien; Arbeiten zur Berechnung von Kurvenlédngen; fand die
nach ihm benannten Regeln.
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Abbildung 1.9: Fine Rotationsfliche mit erzeugender Kurve C'.

Korollar 1.1 (2. Guldinsche Regel): Der Flicheninhalt einer Rotationsfliche T'c st
gleich dem Produkt der Linge der erzeugenden Kurve C mit der Lange 2nre des Weges,
den ihr Schwerpunkt zuricklegt:

ICe| = 2rre|C. (1.1.35)

Beweis: Es ist dyp = (2/ cos 6, 2'sinb, 2’), 9y = (—xsinf, z cosh,0) und somit

10wl = V' ()? + 2/ ()2, [10spll = x(t),  Dup(t) - Dpp(t) = 0.
Also wird nach (1.1.30)

10up x Bppl| = w(t)/a'(£)? + 2 (1)*.

Der Inhalt der Rotationsfliche ergibt sich folglich nach Satz 1.7 zu
b 27
Te| = / 10, x Dpo|| d(t,6) = / / x(t)\/ ' ()% + 2/ (t)> do dt
M a JO
b
= 27r/ x(t)\/ 2! ()% + 2/ (t)? dt.

Dasselbe Integral tritt auch auf bei der Berechnung des Schwerpunkts der Kurve C' bei
konstanter Massebelegung p = py:

S, = ,u(lC)/ pr(t)\/ @' ()2 + 2/ ()2 dt,  pu(C) = po|C|.

Kombination der letzten beiden Beziehungen ergibt die Gleichung (1.1.35). Q.E.D.

(1.1.36)

Der Vollstéindigkeit halber geben wir noch die sog. ,,1. Guldinsche Regel“ zum Volumen
von ,,Rotationskorpern an.

Korollar 1.2 (1. Guldinsche Regel): Das Volumen eines Rotationskirpers Vi ist
gleich dem Produkt des Inhalts der erzeugenden Flache F mit der Linge 2nrr des Weges,
den sein Schwerpunkt zuricklegt:

V| = 277 5| F). (1.1.37)

Beweis: Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.
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1.1.4 Flachenintegrale
Sei T' ein (offenes, reguliires) Flichenstiick im R3 mit der Parametrisierung ¢ : M — R3

und f: T — R eine beschrinkte (stiickweise stetige) Funktion. Ein ,,Flachenintegral® von
f tber T ist erklirt durch

/F fap2)do= [ (el 0) o x Oyl du.v), (1.1.38)

falls das rechte Integral existiert. Da dM eine Nullmenge ist, spielt es dabei keine Rolle,
ob iiber M oder M integriert wird.

Satz 1.8 (Flichenintegral): Der Wert des Flichenintegrals (1.1.38) ist unabhingig
von der speziellen Parametrisierung.

Beweis: Der Beweis verlduft analog wie beim Flécheninhalt mit derselben Einschrankung
hinsichtlich der Voraussetzungen an die Parametrisierung der betrachteten Fliche. Q.E.D.

Das Fléchenintegral ldsst sich wieder im Sinne eines Riemann-Integrals als Limes zu-
gehoriger Riemannscher Summen erkldren. Seien

Z = {Bk,k: 1.,...7m}
zuléssige Zerlegungen des Parameterbereichs M mit Feinheit |Z] := MaXg=1,..m diam(By,)

und 'y := ¢(By,) die zugehorigen Fléchenstiicke. Mit beliebigen Punkten (ug,vy) € By
gilt dann:

/fdo—‘glmozf (e, 04)) [T

= lim Zf (uk, vi)) || (Oup X Opp) (g, vie)|| | Bl -

\Z|~>0

Hieraus ergeben sich analog zum Kurvenintegral auch fiir das Fliachenintegral die folgen-
den fiir das Riemann-Integral iiblichen Eigenschaften:

1. Linearitdt: Integrierbare Funktionen f,g:I' —= R und o, € R:
/(af+ﬁg)do:a/fdo+[5/gdo. (1.1.39)
r r r

2. Additivitit: T' =11 Uy Zerlegung in rektifizierbare Teilfldchen:

/Ffdo/rlfdo+/rzfd0. (1.1.40)
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3. Beschrdnktheit: f : T — R integrierbar:
‘/fdo‘ < |T| sup |f]- (1.1.41)
r r

Korollar 1.3: Ist das Flichenstiick T als Graph einer Funktion z = (x,y), (x,y) € M,
gegeben, so lautet die Formel fiir das Flichenintegral

/f(a:,y,z) do= [ f(z,y,2(z,y))\/1+ 0,0? + 0,0% d(x,y). (1.1.42)
r M

Beweis: Fiir das Flachenintegral mit allgemeiner Parametrisierung ¢ = o(u, v) ist

[ f@p2ydo= [ flptuo)loue x gl dlus o)
r M
Fiir die spezielle Parametrisierung o(x,y) := (z,y,¥(x,y)) gilt

1029 < Dyepll = [[(1,0,000) x (0,1, 0,9)|

= [1(=02¢, =0y, V| = V/Oup® + 9,9 + 1.

Dies beweist die Darstellung (1.1.42). Q.E.D.

Beispiel 1.11: Wir wollen die Funktion f(z,y,z) = 2% iiber die Oberfliche der Kugel
KR(0) des R? integrieren. Wegen der Symmetrie von f bzgl. der (z,y)-Achse geniigt es
hierfiir, die obere Halbkugel I' zu betrachten. Diese ist Limes fiir ¢ — 0 der Graphen
I'. der Funktion

z=1(,y) =R —22—y? (z,y) € M. := {(z,y) €R? /a2 +y2 < R—c¢}.

Nach Formel (1.1.42) ergibt sich also fiir das Fldchenintegral

2 2
2d :/ R2_ 2 _ .2 1 T Y J
/FEZ ’ ME( * y) +R2—x2_y2+R2_I2_y2 (1379)

= [ VR—2?—y*Rd(z,y)

M-

und nach Einfithrung von Polarkoordinaten

R—e¢ 2
= ZaR* 4+ O(¥?).
0 3

27 R—e 2
(/fwz/ / Rﬂ??%mwzf?mmfﬂw2
Ie 0 0

Also ist

4
/ 22do = lim/ 22do = -7 R*.
0K g(0) =0 Jr, 3
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1.2 Integralsatz von Gauf3

Nach den bisherigen Vorbereitungen kénnen wir nun die Verallgemeinerungen des eindi-
mensionalen Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung

/ f(z)dx = f(b) — f(a) (1.2.43)

formulieren. Wir beginnen mit dem Integralsatz von Gauf® in R?.

1.2.1 Gauflscher Satz in R?

Definition 1.16 (Normalbereich): Eine Menge M C R?* heifit ,y-Normalbereich*,
wenn es ein Intervall [a,b] und zwei stetige Funktionen @.,¢* : [a,b] = R mit ¢, < ¢*
gibt, so dass

M={xeR*: z €ab], p.(z) <y < ¢*(z)}.
Entsprechend ist ein x-Normalbereich definiert. Eine Menge G C R? heifit einfach ,Nor-
malbereich®, wenn sie sowohl x-Normalbereich als auch y-Normalbereich ist.

Ein Normalbereich M ist definitionsgeméfl abgschlossen (sowie natiirlich beschrankt)
und quadrierbar. Konvexe Mengen mit stiickweise glatten Réandern sind stets in endlich
viele Normalbereiche zerlegbar, wobei die einzelnen Zerlegungsmengen eventuell Normal-
bereiche bzgl. geeignet gedrehter Koordinatensysteme sind. Dazu gehoren z. B. Dreiecke,
Rechtecke, Kreise, Ellipsen u.s.w..

Satz 1.9 (GauBischer Integralsatz in R?): Sei M C R? ein Normalbereich, dessen
Rand OM eine stiickweise glatte (rektifizierbare) Jordan-Kurve ist, und v: M — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

/M V-u(x)dx = /aM v(x(s)) - n(x(s)) ds, (1.2.44)

wobei n der duflere Normaleneinheitsvektor zu OM ist, und das Kurvenintegral gegebe-
nenfalls stiickweise zu verstehen ist. Diese Ausage gilt auch, wenn sich M durch endlich
wele glatte Jordan-Kurvenstiicke in Normalbereiche zerlegen lisst.

Beweis: i) Als Ordinatenmengen (s. Abschnitt 4.2 des Bandes Analysis 2) ist ein y-
Normalbereich M quadrierbar, und fiir das Integral einer Funktion f € C'(M) gilt nach

dem Satz von Fubini:
b re*(x)
/ f(x) dX:/ / f(z,y)dydx. (1.2.45)
M a «(z)

5Carl Friedrich GauB (1777-1855): Bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
wirkte in Gottingen; fundamentale Beitrdge zur Arithmetik, Algebra und Geometrie, Begriinder der
modernen Zahlentheorie, Bestimmung von Planetenbahnen durch ,,Gau-Ausgleich“, Arbeiten zum Erd-
magnetismus und Konstruktion eines elektromagnetischen Telegraphen.
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8
8

Abbildung 1.10: Ein y— Normalbereich (links) und ein x,y-Normalbereich (rechts) in R?.

Die geschlossene Randkurve M besteht aus den folgenden vier Jordan-Kurvenstiicken:
= {xeR®: z€lab], y=p.z)}
Iyi={xeR*: z=0b,y¢€ [p.(b), 0" (b)]},
Iy ={xeR*: zelal],y=y(r)}
Iy = {xeR: z=aq,y € [p.(a), ¢ (a)]},
wobei das hoch gestellte Minuszeichen bedeutet, dass der Weg in negativer Richtung
durchlaufen wird. Dadurch wird sichergestellt, dass die vier Kurvenstiicke zusammen-
gesetzt eine geschlossene Jordan-Kurve ergeben, oM = I'y U, U Ty UT', , welche im

,positiven Sinne“ (d.h. im Gegenuhrzeigersinn) durchlaufen wird, so dass das Innere von
M stets zur Linken liegt.

Seien nun f € C(M) und 0,f € C(M). Durch Anwendung des Satzes von Fubini
sowie des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung erhalten wir

b re*(x) b b

/ Iy f(x)dx = / / " Oy f(z,y)dyde = / flx, 0" (z))dx — / [z, o.(z)) da.
M a Jp«(z a a

Der Ausdruck rechts kann als ein Kurvenintegral entlang der Randkomponente I'y UT'y

(im Uhrzeigersinn durchlaufen) interpretiert werden. Die Randkomponente T'; sei mit

der Abbildung ¢(z) := (z, v.(z)), x € [a,b], parametrisiert. Beziiglich dieser Parametri-

sierung ist der duflere Normaleneinheitsvektor zu T'y (gegebenenfalls stiickweise) gegeben

durch , ,
(g —5)  (¥l,—1)

Il T+l

Also ist nach Definition des Kurvenintegrals

[ sy s) ds = / £, 0u(@)ny (@) (@) do = — / f (@ () da.

n—=
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Abbildung 1.11: Ein in Normalbereiche zerschnittenes Gebiet in R?.

Analog finden wir wegen der Orientierung der &ufleren Normalen entlang I'; nach ,oben:

[ xshms)ds = [ e @@l @l de = [ (@) do

Entlang der vertikalen Randkomponente I'y UT", ist n, = 0, so dass wir das bisherige
Ergebnis auch in der folgenden Form schreiben kénnen:

y Oy f(x)dx = f(x(s))ny(s) ds. (1.2.46)

oM

Da M auch z-Normalbereich ist, erschlieflen wir analog fiir die z-Ableitung einer Funktion
g€ C(M) mit 0,9 € C(M):

/M@mg(x) dx = AMg(x(t))nx(s) ds. (1.2.47)

Ist nun v : M — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so erhalten wir durch Addition
der Zwischenresultate (1.2.46) und (1.2.47) fir f := v, bzw. g = v, die Gaufsche
Integralformel fiir Normalbereiche:

/M(amvx + 0yvy)(x) dx = {vm )+ vy (x(s)) y(s)} ds.

ii) Sei M durch endlich viele glatte Jordan-Kurvenstiicke in Normalbereiche zerlegbar.
Dann gilt die Gaufische Integralformel fiir jedes einzelne dieser Normalgebiete. In diesem
Fall heben sich die Beitrdge der Schnittwege zum Gesamtintgeral weg, da sie doppelt
jeweils mit entgegengesetzter Orientierung durchlaufen werden. Damit gilt der GauBsche
Integralsatz auch in diesem Fall. Q.E.D.
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Bemerkung 1.8: Das hier als ,,Satz von Gaufl* angegebene Resultat wird in der russi-
schen Literatur in der Regel als ,,Satz von Ostrogradski®* bezeichnet.

Bemerkung 1.9: Der Gaufische Integralsatz gilt in der oben angegebenen Form fiir
praktisch alle in Anwendungssituationen auftretenden Gebiete des R?. Dazu gehoren
u. a. stiickweise glatt berandete Gebiete, also insbesondere regulére Polygongebiete. Diese
brauchen nicht ,einfach zusammenhingend“ zu sein, d. h. diirfen auch Locher haben. Es
sind sogar Gebiete mit Pathologien des Randes wie z. B. ,,Schlitzgebiete“ und ,,Hornge-
biete“ zugelassen.

Der Vollsténdigkeit halber geben wir den folgenden ,,Zerschneidungssatz“ an, dessen
sehr technischer Beweis hier aber nicht angegeben werden kann.

Lemma 1.8 (Zerschneidungssatz): Jede Menge M C R?, deren Rand aus endlich
vielen glatten Kurvenstiicken besteht, ldsst sich durch endlich viele glatte Jordan-Kurven-
stiicke in Normalbereiche (eventuell bzgl. gedrehter Koordinatensysteme) zerschneiden.

Beweis: Den Beweis findet man z. B. in A. Ostrowski: Vorlesungen iiber Differential- und
Integralrechnung Band 111, Birkéduser, Basel-Stuttgart, 1967. Q.E.D.

/M

Abbildung 1.12: , Regulires“ Polygongebiet mit Loch (links) und Gebiet mit Schlitz und
Horn (rechts).

Beispiel 1.12: Auf einer kompakten Menge M C R? mit glattem Rand wird das Vek-
torfeld v(x) = x betrachtet. Fiir dieses ist V- v = 0,2 + 0,y = 2 und somit nach dem
Satz von Gaufl )
M| == V'U(X)dle/ x-nds.
2/ oM
Speziell fiir den Einheitskreis K;(0) ist n = x entlang 0K;(0) und somit, wie erwartet:

1 1
|K1(0)|:—/ x-nds:—/ |x||*ds = 7.
2 K1 (0) 2 0K1(0)

6Michail Wassiljewitsch Ostrogradski (1802-1862): Ukrainisch-russischer Mathematiker; Prof. in St.
Petersburg; Mitbegriinder der beriihmten Petersburger Mathematikerschule; Arbeiten zu verschiedenen
Gebieten der Mathematischen Physik und Mechanik sowie zur Integral- und Variationsrechnung.




1.2 Integralsatz von Gauf} 43

1.2.2 Gauflscher Satz in R?

Definition 1.17 (Normalgebiet): FEine offene Menge G C R® heifst ,,z-Normalgebiet“,
wenn es eine offene, quadrierbare Menge G, der (x,y)-Ebene mit stiickweise glatter Rand-
kurve OG, wund zwei stetig (stickweise) differenzierbare, L-stetige Funktionen ., p* :
G. — R mit px < ¢* gibt, so dass

G={xeR’: (z,y) € G., p.(z) <z < ¢*(2)}.

Entsprechend sind x- und y-Normalbereiche definiert. Eine offene Menge G C R3 heifst
einfach ,Normalbereich®, wenn sie Normalbereich bzgl. aller drei Raumrichtungen ist.

Ein dreidimensionales Normalgebiet G ist definitionsgemafl offen (sowie natiirlich be-
schriankt) und quadrierbar. Offene Mengen mit stiickweise glatten Randern sind in end-
lich viele Normalgebiete zerlegbar. Dazu gehoren z. B. wieder (offene) Tetraeder, Quader,
Kugeln, Ellipsoide u.s.w..

Satz 1.10 (Gauflscher Integralsatz in R*): Sei G C R® offen und Normalgebiet
bzgl. aller drei Achsen und v : G — R ein stetiges und in G stetig differenzierbares
Vektorfeld mit beschrdankten Ableitungen. Dann gilt:

/GV co(x)dx = /801)()() -n(x) do. (1.2.48)

wobei n der duflere Normaleneinheitsvektor zu OG und das Fldchenintegral gegebenenfalls
stiickweise zu verstehen ist. Diese Ausage gilt auch, wenn sich G durch endlich viele
requldre Fldachenstiicke in Normalgebiete zerlegen ldsst.

Beweis: Der Beweis folgt denselben Ideen wie derjenige im zweidimensionalen Fall.
i) Wir betrachten das Gebiet G zunéchst als z-Normalgebiet:

G={xeR’: (z,y) €G., p. <2< "}
Zur Berechnung von Integralen iiber die Deck- und Bodenflichen dieser Menge,

F, := Graph(p,) = {x € R*: (2,9) € G., z = p.(2,9)},
F*:= Graph(¢") = {x € R*: (2,y) € G., 2 = ¢ (a,9)},

nach der Formel (1.1.38) notieren wir fiir deren Parametrisierungen @, := (z,y, ©.(z,y))
und ®* := (z,y, p.(z,y)), dass

ach*zay(I)*w - awq)*xayq)*z = 76}/99*;
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und analog fiir ¢*. Damit gilt:

10:2, x 0,8, = /100, + 10,02 + 1, 10,27 x 0,8°| = /10" + (0,072 + 1.

Die Mengen F, und F* sind offene Flidchen im Sinne von Definition 1.12. Fiir eine auf
G stetig differenzierbare Funktion f gilt nach dem Satz von Fubini:

@ (z,y)
/ 5Zf dx = / / azfdz d(l'7y)
G z «(,y)

:/c {f @y, 0" (2, y) = f@, 5, 0u(, )} dz, ).

Wir wollen das letzte Integral in ein Flachenintegral umformen. Auf der Deck- und Bo-
denfliche F. und F* ist die duflere Einheitsnormale zu G gegeben durch (nachrechnen)

(806()0*: ay@*: _1) (—az#?*, _ay<P*7 1)

n= = auf F*.
V1H 00,2 + [0,0.2 V1+ 100 + (0,02

auf F,, n

Also gilt nach Definition des Flichenintegrals fiir eine beliebige Funktion f € C(G):

f
fn,do=— do = — flz,y, 0.z, y)) d(x,y),
/F* o /L E e 1 0y 2 .. (@,y, o, y)) d(z,y)
f / i}
fn.do= do = flz,y, z,y))d(z,y).
F* F* \/1+|87;§0*\2+|3yg0*|2 G, ( SO( )) ( )

Nun betrachten wir die Mantelfliche Fj; von G. Auf F); ist die z-Komponente des
Normaleneinheitsvektors n, = 0. (Diese der Anschauung entnommene Tatsache kann
auch analytisch nachgerechnet werden.) Also folgt

/ 0.fdx = fn. do.
G oG

Da G Normalgebiet bzgl. aller drei Raumrichtunge sein soll, kann die obige Argumenta-
tion fiir alle drei Ableitungen 0, f, 9, f, 0.f angewendet werden. Damit erhalten wir fiir
Vv = 00, + Oy, + 0,v, die gewiinschte Gleichung

/V-UdX:/{8xvx+8yvy+3zvz}dx
G G

= {veng +vyny +v.n.}do = / v -ndo.
oG oG

ii) Sei G’ durch endlich viele regulédre Fliachenstiicke in Normalgebiet zerlegbar. Dann gilt

die Gauflsche Integralformel fiir jedes einzelne dieser Normalgebiete. In diesem Fall heben

sich die Beitrige der Schnittflichen zum Gesamtintegral weg, da sie doppelt jeweils mit

entgegengesetzter Orientierung durchlaufen werden. Damit gilt der Gauische Integralsatz
auch in diesem Fall. Q.E.D.
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Bemerkung 1.10: Der Inhalt des Gaufischen Integralsatz kann auf verschiedene Weise
ausgedriickt werden. Die in der Literatur iibliche Form wird in den Satzen 1.9 und 1.10
benutzt. Alternativ zur Verwendung der Divergenz eines Vektorfeldes v : G — R? kann
auch mit einer skalen Funktion f:G — R die folgende Schreibweise verwendet werden:

/ 0;f(x)dx = F(x)n;i(x) do (t=1,...,n), (1.2.49)
el oG

mit dem duBeren Normaleneinheitsvektor n = (nq,...,n,). Hieraus ergibt sich fiir einen
beliebigen Richtungsvektor e € R" noch die gradientenorientierte Formulierung

/ Vi) -edr= f(x)n-edo. (1.2.50)
G oG
Alle diese Formulierungen des Gauflschen Satzes sind natiirlich véllig dquivalent.

Bemerkung 1.11 (Physikalische Anwendung): Als Beispiel fiir die Anwendung des
GauBschen Integralsatzes auf physikalische Prozesse betrachten wir die ,, Warmeleitung*.
Die Temperaturverteilung f = f(x,t) in einem festen Kérper K mit der Massedichte p
wird durch zwei von der Erfahrung gestiitzte physikalische Annahmen bestimmt:

i) Um die im Volumen ¢V enthaltene Masse du = pdV von der Temperatur f auf die
Temperatur f + h zu erwdrmen, wird die Warmemenge (Energie) E = chdu = chpoV
benotigt, wobei ¢ die sog. ,spezifische Wérme® ist (eine Materialkonstante).

ii) Die Temperaturdifferenzen gleichen sich aus, d. h.: Es findet eine Warmestromung von
Orten hoherer nach Orten tieferer Temperatur statt. Dieser Wéarmefluss ist am stérksten
in der Richtung —V f der stidrksten Temperaturabnahme.

Diese Annahme besagt, dass durch ein Flichenelement 0F' in Richtung einer Normale n
pro Sekunde die Warmemenge

E =—k(n-Vf)|§F|

fliefit, wobei k die sog. ,, Wiarmeleitfihigkeit* des Stoffes bezeichnet. Durch die Oberfléche
des Korpers K flieit also pro Sekunde die Warmemenge

/Z?Kk(n-Vf)do.

Die resultierende Temperaturzunahme pro Sekunde ist gleich 0,f, die Anderung der
Wiérmemenge in einem Volumen V C K also gleich

/ pc O, f dx.
1%

Aus der Energiebilanz ergibt sich mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes also

/cp@tde:/ kn~Vfd0:/kV~Vfdx:/kAfdx.
14 A% |4 1%
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Diese Beziehung soll fiir beliebige Volumina V' C K gelten. Dies ergibt fiir einmal ste-
tig nach ¢ und zweimal stetig nach x differenzierbare Temperaturverteilung f(x,t) die
punktweise Gleichung

cpOif(x,t) = kAf(x,1), xe K, t>0. (1.2.51)

Dies ist eine Folgerung des sog. , Fundamentalsatzes der Variationsrechnung“, den wir
spéter diskutieren werden. Die differenzielle Beziehung (1.2.51) wird ,, Warmeleitungsglei-
chung® genannt.

Korollar 1.4 (Greensche Formeln): Unter den Voraussetzungen von Satz 1.10 seien
f,9: G — R stetig differenzierbare Funktionen mit beschrdnkten stetigen zweiten Ablei-
tungen auf G . Dann gelten die ,1. Greensche Formel“

/ Af(x)g(x)dx = Onf(x)g(x) do — / Vf(x) - Vg(x)dx (1.2.52)
G G

und die ,2. Greensche Formal“

| (876000 = @) A0 dx = [ (@ufla(x) = (0,900 do. (1259

oG

oG

Beweis: Zum Beweis der 1. Greenschen Formel wenden wir den Gaufischen Satz auf die
stetige Vektorfunktion v :=V fg an:

/GV'(Vfg)dxz/g(gAerVf-Vg)dx:/@

Die 2. Greensche Formal erhalten wir durch zweimalige Anwendung der ersten:

[ ar=sagas= [ gougao- [ 95-9gas

gn-VdeZ/ 9O, f do.

G oG

- f@ngdo—i-/ V- ngX:/ (90nf — fOng) do.
oG G e

Q.E.D.

Beispiel 1.13: Sei G C R" (n = 2,3) ein Normalgebiet mit glattem Rand und duflerem
Normeleneinheitsvektor n(z). Anwendung des Gaufischen Integralsatzes auf die Vektor-
felder v:=e® (i =1,2,3) (kartesische Einheitsvektoren) ergibt die Vektorgleichung

/ n(x)do = 0. (1.2.54)
oG

Beispiel 1.14: Sei G C R" (n = 2,3) ein Normalgebiet mit glattem Rand und dulerem
Normeleneinheitsvektor n(z). Anwendung der 1. Greenschen Formel auf eine zweimal ste-
tig differenzierbare Funktion mit beschrankten Ableitungen f: G — R und die Funktion
g =1 ergibt die Gleichung

/Af(x) dx= [ 0.f(x)do. (1.2.55)
G oG
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Anwendung 1.2.1 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen): Sei f ei-
ne ,harmonische* Funktion in B = {z € R® : ||z|]| < R}, d.h.: f ist zweimal stetig
differenzierbar und erfiillt

Af(z) =0, z € Bp. (1.2.56)
Dann gilt fiir 0 < p < R mit der Kugelsphire S, :={z € R*: ||z| =p}:

/ (@) do, (1.2.57)
Sp

wap?

wobei |S,| = wqp® der Inhalt von S, ist. Diese Bezichung wird als ,, Mittelwerteigenschaft*
harmonischer Funktionen bezeichnet. Zum Beweis von (1.2.57) betrachten wir fiir 0 <
e < p < R die Kugelschale B., = {z € R*: ¢ < ||z|| < p}. Auf B., ist die Funktion
g(x) = ||lz||7' harmonisch, d.h.: Ag =0, und auf den Kugelsphéren S, und S. gilt

Ong = +0,rt = Fr 2.
Da f in Bp harmonisch ist, ergibt sich mit Hilfe von (1.2.55):

0—/ 6,1fd0—/ O f do.
. s,

Die 2. Greensche Formel (1.2.53) liefert daher mit g(x) = ||z|~*

0= {Afg— fAgydx = / {0ufg — fOug} do

BE P dBE/’

/ 8fgd0+/ 8fgd0+/ f@ngdoJr/ fong do

:p‘l/ anfdo—i—s_l/ Onfdo+—p2 | fdo+e2 [ fdo
5, A

Sp SE

1 1
/ fdo= / f do.
wae? g, wap? S,

Fiir ¢ — 0 konvergiert das linke Integral gegen f(0). Dies ersieht man wegen der
gleichméBigen Stetigkeit von f aus der Beziehung

[ [ a0 s =[ [ (£ 10) o] < I a0 = O >0 (e =0

bzw.

1.3 Integralsatz von Stokes

Der oben abgeleitete Integralsatz von Gaufl gestattet es, Gebiets- oder Volumenintegrale
in Randlinien- bzw. Oberflichenintegrale umzuformen. Der im Folgenden betrachtete In-
tegralsatz von Stokes” verwandelt Flichenintegrale in R? in ein Linienintegral iiber den
Rand der Fliache um.

Sir Georg Gabriel Stokes (1819-1903): Englischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Cambridge;
Beitrige zur Differential- und Integralrechnung, zur Hydrodynamik und zur Theorie des Lichts, Spek-
tralanalyse und Fluoreszenz.




48 Integralséitze

Die im Folgenden benétigten Voraussetzungen sind etwas schérfer als die bisherigen.
In der Parameter-(u,v)-Ebene sei G ein Gebiet, das von einer stiickweise glatten ge-
schlossenen Jordan-Kurve v = 0G berandet wird; G hat also keine Locher. Weiter sei
P(s) = (u(s),v(s)), 0 < s < |v|, eine Parametrisierung von ~ mit der Bogenlinge, wel-
che eine positive Orientierung (im Gegenuhrzeigersinn) von + erzeugt. Auf einer offenen
Umgebung U des Abschlusses G sei ® = (®,,®,,®.): U — R? eine stetige Abbildung
derart, dass ®(U) eine offene Fliche in R? ist. Wir betrachten die abgeschlossene Fliche

I' = ®(G). Der Rand von T' ist dann eine geschlossene, stiickweise glatte Jordan-Kurve
C' = 90T' mit der Parametrisierung (s. Abb. 1.13)

x = U(s) = B((s)), 0<s <l

R? R3

Abbildung 1.13: Skizze zum Integralsatz von Stokes.

Satz 1.11 (Stokes’scher Integralsatz): Fir eine abgeschlossene Fliche I' C R® mit
zweimal stetig differenzierbarer Parametrisierung ® : G — R? sollen die obigen Voraus-
setzungen gelten. Fir ein auf einer offenen Umgebung V wvon T' stetig differenzierbares
Vektorfeld f:V — R3 gilt dann:

/F(V X f(x)) - n(x)do = . f(x) - ds, (1.3.58)

bzw.

]
/G(V X ) (P(u,v)) - (0,P x 0,®P)(u,v) d(u,v) = F(¥(s)) - W'(s)ds. (1.3.59)

0

Beweis: Der Beweis wird durch Zuriickfithrung auf den Gauflschen Integralsatz fiir das
Parametergebiet G der (u,v)-Ebene gefiihrt. Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir im
Folgenden Argumente von Funktionen weg.
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Wir betrachten zunéchst die drei Komponenten des Wegintegrals rechts in (1.3.59):

[ [
[ 1 £ s = [0 + £0,0) + L0007} ds
[
= / {fI (0Pt + 0,0,0") + f, (0Pt + 0,20") + [.(0,P.u' + 0,P.0) } ds.
0

Der (positive) Tangenten- und der duere Normaleneinheitsvektor an die Kurve v = 0G
ist bzgl. der Parametrisierung mit der Bogenldnge gegeben durch 7 = (u/,v") bzw. n =
(v', —u’) . Folglich ist

0, P + 0,9,0" = (0,P,, —0,P,) - 1,
0, P, u" + 0,2, = (0,9, —0,P,) - n,
0, P + 0,00 = (0,P.,—0,P.) - n,

und wir erhalten mit dem Gauflschen Integralsatz:

7]

A= f . \IJ’ ds = / ((fwavq)w: _fwaucbz) + (fy&,(by, _fyauq)y)
0 oG
+ (fzav(pm _fzauq)z)) ‘nds
B /GV . ((fxav(pm —[20u®2) + (fy 00 Py, — [, 0.Py)
+ (fzav(bz> *fzau(l)z)) d(u, 'l}).

Weiter ist

% (fwavq)wy *fxauq)w) au(fzavq)w) - av(fxauq)w)a
V- (fyavq)ya _fya7L(I)y) = 8u(fyavq)y) - av(fyauq)y)a
V- (fzav(bza _fzauq)z> 8u(fzauq)z) - au(fzauq)z)7

und folglich wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von & :

G
+ 0u(f.0,9.) — 8v(fZ8u<I>z)} d(u,v)

= / {8ufxavq)x + fxauavq)z - 8vfzauq)m - fxavauq)m
G

+ 0uf, 000, + £,0,0,8y — 0y f, 0D, — £,0,0,P,
+ aufzav(bz + fzauavq)z - avfzauq)z - fzavauq)z} d(uv U)

= / {8ufocavq)z - avfmauq)m + aufyavq)y - avfyauq)y
G
+ 8ufzav¢)z - avfzau(bz} d(uv U).
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Mit Hilfe der Kettenregel, angewendet auf f = f(®(u,v)), ergibt sich weiter

/ ((Oufu0u®y + 0, 0., + 0. [20,D.)0,
QLA + L0+ 0LODE.
(00 f, 00D + O, f,0u®, + O f,04.)0,
(0L, 0uDs + Dy fyDu®y + 0. f,0,.)D,
(00 f0u®, + 0, 0,0, + 0. £.0,9.)0,
(0,0, + D, 10,0, +8f28<1>)8¢> }duv

+

Dies reduziert sich durch Weghebeffekte (unterstrichene Terme) zu

= / {(ayfﬂ"guq)y + azfzauq)z)avq)z - (ayfravq)y + azfzavcbz)auq)z
G
+ (axfyau(bz + azfyauq)z)avq)y - (aa:fyav(bz + 0zfyavq>z)6uq>y
+ (8xfzauq)x + ayfzauq)y)avq)z - (axfzavq)m + 8yfz8vq)y)auq)z} d(uv U)'

Umordnen nach Ableitungen von f ergibt schlieflich

= / {ayfa‘<auq)yav¢)z - av(I)yau(I)r) + azfz(aucbzavq)z - av(I)zau(bz)
G

+ awfy(auq)zavcby - avq)acau(I)y) + azfy(auq)zavcby - av(bzauq)y)
+ 8mfz(auq)xavq)z - avq)xauq)z) + ayfz(auq)yavq)z - avq)yauq)z)} d(uv U)'
Wir betrachten nun die drei Komponenten des Flichenintegrals links in (1.3.59) und

ordnen nach den Beitridgen der einzelnen Komponenten von f:

/(V X f) (0,9 x 0,P) d(u,v)
G

= /G {(ayfz - azfy)(auq)yavq)z - av(by@u@Z)

+ (0. fp — 0:1.)(0,9.0,2, — 0,9.0,P,)
+ (0ufy — 0y f2) (0, P20, Py — 0,P,0,D,) } d(u,v)

= /G {azf.r(ﬁu(bzav@r - av(pzauq)z) - ayfz(au(pzavq)y - 011(1)2:81L¢y)

- 0. f,(0,9,0,%®, — 9,9,0,9.) + 0, f,(0,9,0,®, — 0,9,0,9,)
+ ayfz(auq)yavéz - 8U(I)yauq)z) - axfz(auq)zavq)x - 8U(I)z8uq)m)} d(ua 1})

Durch Vergleich der Terme in den bisher abgeleiteten Identitédten erhalten wir die behaup-
tete Beziehung (1.3.59). Q.E.D.
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Bemerkung 1.12 (Physikalische Anwendung): Auf einem Gebiet G C R?® sei ein
Vektorfeld v : G — R™ gegeben; z. B. ein Magnetfeld. In der Physik bezeichnet man fiir
eine abgeschlossene Fliche I' C G das Integral

als den ,Fluss® des Feldes durch die Fliche und fiir eine geschlossenen Jordan-Kurve
v C G das Wegintegral

als die ,,Zirkulation“ des Feldes lings der Kurve. Der Integralsatz von Stokes besagt dann
in dieser Sprechweise:

Die Zirkulation des Feldes v entlang einer geschlossenen Kurve ist gleich dem Fluss des
Rotationsfeldes rotv durch eine in der Kurve eingespannte Fliche.

Ist v ein Kraftfeld, so bedeutet die Zirkulation die bei der Verschiebung eines Massepunk-
tes entlang der Kurve aufgewendete Arbeit. Ist das Feld rotationsfrei (also ein Potentialfeld
bzw. konservativ), so ist demnach diese Arbeit Null, was in Ubereinstimmung mit dem
bereits vorher abgeleiteten Resultat iber Potentialfelder steht.

Als Beispiel betrachten wir eine Situation aus der Elektrodynamik. Das elektrische Feld
E = E(x,t)) und die magnetische Feldstarke H = H(x, ) sind in einer (festen) reguliren
Fliche I' ¢ R?® mit geschlossener Randkurve ~ durch die sog. ,Induktionsgleichung*
verkniipft:

wd
AE(X, t)- ds = el H(x,t) - n(x) do. (1.3.60)

Dabei bezeichnet p eine Materialkonstante (magnetische Permeabilitéit) und ¢ die Licht-
geschwindigkeit. Mit dem Stokes’schen Integralsatz folgt hieraus

/F(v % B(x,)) - n(x) do = —%% [ (5,0 () do (1.3.61)

Da diese Gleichung fiir jede reguldre Flache I' C G gelten soll, folgt die punktweise
Beziehung mit der Rotation des elektrischen Feldes:

V x E(x,t) = —% Cil—[z(x, t), xedG,t>0. (1.3.62)
Diese wird manchmal als die ,,2. Hauptgleichung der Elektrodynamik® bezeichnet. Hier
wird natiirlich implizit vorausgesetzt, dass im betrachteten Gebiet G C R? das elektrische
Feld stetig differenzierbar und das Magnetfeld stetig ist. Die Ableitung der punktweisen
Beziehung (1.3.62) aus der Integralbeziehung (1.3.61) ist plausibel, bedarf aber eines Be-
weises. Dies ergibt sich z. B. aus dem sog. ,,Fundamentalsatz der Variationsrechnung®, den
wir in einem spéteren Kapitel kennen lernen werden.
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1.4 Ubungen

Ubung 1.1: Die folgenden Parametrisierungen

(cost,sint,t), te[0,2n],
¥(t) = (cost, —sint,2r — t), ¢ € [0,27],
£(t) = (cos(2mt?), sin(27t?), 2nt?), ¢ € [0,1],

S
—~~
~
~—
I

beschreiben dieselbe Schraubenlinie I' C R®. Man iiberpriife, ob die auf der Basis dieser
unterschiedlichen Parametrisierungen bestimmten Léngen von I' wirklich gleich sind.

Ubung 1.2: Fiir welche Parameterwerte a,b > 0 ist die durch die Parametrisierung
p(t) = (t, " cos(mt ™)), t€(0,1], (0):=(0,0),

definierte Jordan-Kurve I' C R? rektifizierbar, und fiir welche nicht? (Hinweis: Im Text
wurde der Spezialfall a = b = 2 behandelt.)

Ubung 1.3: Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und BV(I) die Menge der auf I
definierten Funktionen mit beschrénkter Variation. Man zeige, dass jede stetig differen-
zierbare Funktion f:7 — R in BV/(I) ist, und dass gilt:

VIS = / ) dt.

Man zeige weiter, dass dies auch gilt, wenn f auf I stetig und in (a,b) stetig differen-
zierbar ist, und das Integral als uneigentliches R-Integral existiert.

Ubung 1.4: Es sei [ = [a,b] ein kompaktes Intervall. Man zeige:
a) BV(I) ist ein Vektorraum iiber dem Korper R.

b) Durch
Ifllsv = 1f(a)l + Vo' (f)

ist auf BV(I) eine Norm definiert.

c¢) Mit dieser Norm ist BV (I) ein vollstindiger normierter Raum, d. h. ein Banach-Raum.

Ubung 1.5: Gegeben sei die Kurve I' € R? mit Parametrisierung
p(t) = (8,17, 3t77), t € 0,1].

i) Man gebe die zugehorige Parametrisierung bzgl. der Bogenlénge an.

ii) Man bestimme die , Kriimmung® dieser Kurve.
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Ubung 1.6: Man berechne das Kurvenintegral

I(a,b) := /F( b)xyds

iiber den Ellipsenbogen (a,b > 0)

m2 y2
P(a,b):={(e,y) €RL: S+ = 1),

(Hinweis: Man gebe eine geeignete Parametrisierung von I'(a,b) an.)

Ubung 1.7: Im Text wurde gezeigt, dass das Schwerefeld eines Massepunktes im Null-
punkt des R?® (Newtonsches Gravitationsgesetz),

T

,konservativ® ist, d.h.: Alle Wegintegrale {iber glatte geschlossene Jordan-Kurven in G
sind Null.

i) Man zeige, dass auch das Schwerefeld einer Kugelkorpers K mit Radius R > 0 mit
homogener Massedichte p = py iiberall konservativ ist:

poy [ ek
) =

ii) Gilt dies auch in einer Physik mit einem modifizierten Gravitationsgesetz der Form
x x
F(x)=—vyu <f+’~y> reG?
el lllf? /)

Ubung 1.8: Ein (idealisierter) Draht mit Massedichte p = 1 verlaufe in der (z, y)-Ebene
entlang des Parabelstiicks I'(a) = {(z,y) € R?; —a < 2 < a,y = 2°} . Man berechne die
Koordinaten des Schwerpunkts S(a) des Drahts als Funktion von a > 0. Was ist S(1)?

Ubung 1.9: Fiir Teilmengen M C R” wurden die Begriffe ,,zusammenhéingend“ und
,weg-zusammenhéngend* definiert:

i) Die Menge M heift ,,zusammenhingend“, wenn sie nicht als Vereinigung zweier (nicht
leerer) relativ-offener und disjunkter Mengen darstellbar ist.

ii) Die Menge heifit ,,weg-zusammenhéngend®, wenn es zu je zwei Punkten x,y € M eine
verbindende Jordan-Kurve gibt, die ganz in M verlduft.

Diese beiden Eigenschaften sind fiir allgemeine Mengen nicht dquivalent, wie das Beispiel
der Menge M = {(z,y) € R?* : = € Ry,y = sin(1/x)} U {0} zeigt, welche zwar zusam-
menhéngend, aber nicht weg-zusammenhéngend ist. Man zeige, dass aber diese beiden
Eigenschaften doch &dquivalent sind, wenn die Menge M als offen angenommen wird.
(Hinweis: Man vervollstéindige die Argumentation im Text.)
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Ubung 1.10: Man verfiziere fiir Vektoren a,b,c € R? die Identitt
(a x b)-c=det(a,b,c),
wobei die Vektoren in der Determinante als Spaltenvektoren zu verstehen sind.
Ubung 1.11: i) Man rekapituliere aus dem Text den Beweis fiir die sog. 2. Guldin-
sche Regel“: Der Inhalt einer Rotationsfliche Fo zur ebenen Kurve C st gleich dem

Produkt der Linge der erzeugenden Kurve C mit der Linge 2wre (ro = Abstand des
Schwerpunkts von der Rotationsachse) des Wegs, den ihr Schwerpunkt zuriicklegt:

|Fcl = 27T7"0|O|.

ii) Man beweise zusitzlich die sog. , 1. Guldinsche Regel“: Das Volumen eines Rotati-
onskorpers Kp zur ebenen Fliche F' ist gleich dem Produkt des Inhalts der erzeugenden
Fliche F mit der Linge 2rry (rp = Abstand des Schwerpunkts von der Rotationsachse)
des Wegs, den ihr Schwerpunkt zuricklegt:

|KF| = 27T’/’F|F|.

Ubung 1.12: Man berechne die Fliche der Einheitssphire in R?

a) durch Interpretation der oberen Halbkugelflache als Graph der Funktion
z=Y(x,y) =1 —-22—y% (2,y) € B={(u,v) € R*: Vu2+v2<1}.

b) durch Interpretation der Kugeloberfliche als Rotationsflache um die z-Achse der Kurve
in der (z, z)-Ebene mit der Parametrisierung (Hinweis: 2. Guldinsche Regel)

0(0) = (2(0),2(0)) := (cosb,sind), 6¢e|[—7m/2,m/2]

Ubung 1.13: Sei I' € R? eine geschlossene Jordan-Kurve mit einer stetig differenzier-
baren Parameterabbildung ¢ = (¢.,¢,) : [a,b] — R%*. Man leite mit dem GauBschen
Integralsatz in R? die folgende Formel fiir den Inhalt der von I' umschlossenen ebenen
Flachen Fr ab:

1
|Fr| = 3

b
[ testsy o - dien o) dt].
Ubung 1.14: Man versuche, den Gaufischen Integralsatz fiir den durch

1 T
M = ERz>0,y>0,2"+y* <1 F =
{(x7y) ,ZE_ 7y_ 7‘7: +y = }7 (mvy) $2+y2 y

definierten Normalbereich M C R? und Funktion F : M — R? anzuwenden. Was geht
hier schief?
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Ubung 1.15: Man verifiziere den GauBschen Integralsatz in R? fiir das Zylindergebiet
Z={(z,y,2) ER*: 0 <z <522 +9* <9}

und das Vektorfeld v(z,y,2) = (x +y,y + 2z, 2 + ) . (Hinweis: Der Wert ist 1357 .)

Ubung 1.16: Auf einem glattberandeten Gebiet G' C R? (z.B. die Einheitskugel) sei
der Differentialoperator L (verallgemeinerter Laplace-Operator) durch seine Wirkung auf

Funktionen u € C?*(G) wie folgt gegeben:
Lu(x) := =V - (pVu)(x), x e€Gq,

wobei p € C*G) mit p > 0 eine _gegebene Funktion ist. Wir betrachten L als Operator
auf dem Teilraum V := {v € C*(G), vjpe = 0} nach C(G). Man zeige:

i) Der Operator L ist linear (definiert wie bei Endomorphismen in R™).

ii) Der Operator L ist bzgl. des L?-Skalarprodukts

)i [ ubotds,  fulle = ()2
symmetrisch, d.h.: Es gilt:
(Lu,v)p2 = (u, Lv) 2, u,v € V.
(Hinweis: Man beachte den Beweis der Greenschen Formeln.)
iii) Der Operator L ist definit, d.h.: Fiir « € V mit u £ 0 gilt:
(Lu,u)p2 > 0.

Bemerkung: Durch einen zusétzlichen Trick kann man sogar die Positiv-Definitheit in
folgendem Sinne zeigen (7 eine geeignete positive Konstante):

(Lu,u)pe > 7||u||2LQ, uwevV.

Dies wird aber erst mit den Mitteln aus dem zweiten Teil dieses Bandes moglich sein (sog.
,Poincarésche Ungleichung®).

Ubung 1.17: Sei Q C R? ein quadrierbares Gebiet, auf dem der GauBsche Integralsatz
gilt. Auf dem Funktionenraum V := {v € C'(Q), v|sq = 0} sei die Bilinearform

a(u,v) :z/Vu-Vvdx—F/@Buvdx
Q Q

gegeben mit einem Vektorfeld 8 € C'(Q) und der Richtungsableitung dsu := 8 - Vu.
Man zeige, dass im Fall V- 8 <0 die Bilinearform a(-,-) auf V definit ist:

alu,u) >0, uweV, u#.
(Hinweis: Man beachte, dass d;u* = 2ud;u, i = 1,2,3.)
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Ubung 1.18: Im Text wurde mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes fiir harmonische
Funktionen f, Af =0, in drei Dimensionen die sog. , Mittelwerteigenschaft“ bewiesen:

1
0= wap? /{nzn:p} fl@)do.

Man untersuche, ob eine entsprechende Aussage auch in 2 Dimensionen gilt. (Hinweis: In
zwei Dimensionen ist die Funktion g¢(x) = In(||z||) harmonisch (nachrechnen!).)

Ubung 1.19: Man leite das sog. ,,Prinzip des Archimedes® ab: Sei K ein Kérper, der
einen dreidimensionalen Bereich M einnimmt, auf den der Gauflsche Integralsatz an-
wendbar ist. Er befindet sich in einer Fliissigkeit mit konstanter Dichte p = py. Die
Fliissigkeitsoberfliiche sei die Ebene {z = 0}. Im Punkt (z,y,2) € OM bt die Fliissig-
keit den Druck p = pgz aus. Man berechne die Auftriebskraft

F:/ p(x)nd():/ pozndo,
oM oM

die auf den Korper wirkt, wobei n das duflere Normaleneinheitsvektorfeld von OM ist.
(Hinweis: Das Ergebnis sollte lauten: Auf den Kéorper K wirkt eine Kraft senkrecht nach
oben, deren Betrag gleich dem Gewicht po|M| der verdringten Flissigkeitsmenge ist.)

Ubung 1.20: Man verifiziere die Giiltigkeit des Stokes’schen Integralsatz fiir die Fliche
D ={(v,y,2) eER*: 2 =2" —y? 2° +¢y* < 1}

und die Vektorfunktion v(z,y,z) = (y,z,z). (Hinweis: Zur Parametrisierung der Rand-
kurve verwende man (z(6),y(6), 2(0)) := (cos8,sin 6, cos(26)), 6 € [0, 2] .)

Ubung 1.21: Die , Linge“ einer Jordan-Kurve im R™ ist als Limes der Léngen approxi-
mierender Polygonziige definiert, wobei deren Léngen wiederum die Summen der Lingen
der einzelnen Streckenabschnitte sind, aus denen sie zusammengesetzt sind. Die Lénge
eines Streckenabschnitts schlieflich ist der euklidische Abstand seiner beiden Endpunkte.
Warum wird hier zur Streckenmessung die euklidische Norm und nicht irgend eine der
anderen, zu dieser dquivalenten Normen des R™ verwendet?

Ubung 1.22: Wann heit ein Vektorfeld v : D ¢ R* — R" | Gradientenfeld“? Ist das
Vektorfeld v(z) = (—aa||z||3 %, z1]|z]5?) im R?\ {0} ein Gradientenfeld? Man gebe eine
hinreichende Bedingung dafiir an, dass ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R"™ ein
Gradientenfeld ist und diskutiere diese anhand des Beispiels.

Ubung 1.23: Man formuliere den Integralsatz von GauB fiir das Vektorfeld v(z) =z
auf dem Einheitskreis K;(0) C R? und zeige damit fiir dessen Inhalt und Randlinge die
Bezichung |K;(0)] = 1[0K;(0)|. Welches Ergebnis liefert die analoge Rechnung fiir die
Einheitskugel im R??

Ubung 1.24: Man formuliere zunéichst den Integralsatz von Stokes fiir allgemeine (hin-
reichend glatt parametrisierte) Flichen im R? und spezialisiere ihn dann fiir ebene
Fldchen in der (x1,x2)-Ebene. In welcher Beziehung steht die resultierende Aussage zum
Satz von Gauf3?



2 Variationsaufgaben
2.1 Eindimensionale Variationsprobleme

In diesem Kapitel betrachten wir einfachste sog. ,, Variationsaufgaben“. Dabei handelt es
sich um Optimierungsaufgaben, bei denen die zu optimierende Grofie ein Integralausdruck
und die zur ,, Variation“ stehende Variable eine Funktion ist. In einer Dimension lautet
dies etwa wie folgt:

F(u) :/ F(t,u(t),u'(t))dt — min,

wobei zur Konkurrenz etwa alle stetig differenzierbaren Funktionen u(-) auf dem Inter-
vall [a,b] zugelassen sind. Variationsaufgaben dieser Art treten u.a. in der theoretischen
Mechanik auf.

2.1.1 Euler-Lagrangesche Gleichungen
Wir betrachten die folgende Situation. Sei I :=[a,b] C R ein kompaktes Intervall und
ft,z,q) : IXRxR—-R

eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir bezeichnen wieder mit C?|a, b]
den Vektorraum aller auf [a,b] zweimal stetig differenzierbaren Funktionen und fiir be-
liebig gegebene o, € R mit K die Teilmenge

K(a, B) := {v e C*a,b] : v(a) = a,v(b) = B}

Fiir Funktionen u € K (o, ) betrachten wir die durch

F(v) :=/ F(t,v(t),v'(t)) dt

definierte Abbildung F(-) : K(«, 3) — R. Eine , Variationsaufgabe“ besteht nun darin,
ein u € K(a, ) zu finden, so dass

F(u) = inf{F(v) : v € K(a,B)}. (2.1.1)

Satz 2.1 (Euler-Lagrangesche Differentialgleichung): Besitzt v € K (o, 5) die Mi-
nimalititseigenschaft (2.1.1), so gilt notwendig die sog. ,FEuler-Lagrangesche Differenti-
algleichung“

49f
dt 0q

of

(tu(t) /(1) = 5= (t ult), W' (1) =0, ¢ € [a,b]. (2.1.2)

o7
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Beweis: Sei u € K(«, 3) eine Funktion, welche (2.1.1) erfiillt. Fiir eine beliebige Funktion
p € K(0,0) und £ € R gilt dann

F(u) < F(u+ ep).

Die Funktion ®(¢) := F(u+ep) besitzt also bei e =0 ein Minimum. Mit dem Satz iiber
die Ableitung von parameterabhingigen Integralen (s. Kapitel 4 im Band Analysis 2)
folgt, dass ®(-) stetig differenzierbar ist. Es gilt also d®/ds(0) = 0. Wir berechnen diese
Ableitung zu (Zur Vereinfachung wird das Argument ¢ weggelassen.)

d o by 9
0= [ grturepurena= [ {Fi e Eio}a

Also folgt fiir beliebiges ¢ € K(0,0):

byof N 9f N
/a{az(t,u,u)cp—&—aq(t,u,u)go}dt—().

Partielle Integration und Beachtung von ¢(a) = ¢(b) = 0 ergibt:

bof , ., Of b bdof B bdof
aaq()@dtaq()@a/adtaq()g@dt/a %aiq()g)dt

Wir finden also, dass fiir beliebiges ¢ € K(0,0) gilt:

(t,u,u’) g—ftuu ) rpdt =0.
e -5

Mit Hilfe des ,,Fundamontallcmmas der Variationsrechnung (Lemma 2.1) ergibt sich
damit

of N dof /
—(t — ——(t =
8:6( ) dt@q(’u’u) 0
d. h. die behauptete Euler-Lagrangesche Differentialgleichung. Q.E.D.

Lemma 2.1 (Fundamentallemma in R!): Aufdem Intervall [a,b] C R gelte fiir eine
Funktion g € Cla, ]

b
/ g(t)p(t)dt =0 (2.1.3)
fiir jede Funktion ¢ € K(0,0). Dann ist g =0.

Beweis: Wegen der Stetigkeit von g geniigt es zu zeigen, dass g¢(t) = 0 fir ¢ € (a,b).
Angenommen es existiert ein ¢y € (a,b), so dass g(ty) = > 0. Es gibt ein § > 0, so
dass [tg — 0,tg + 9] C (a,b) und g(t) > /2 fiir t € [ty — I,to + 0] . Wir definieren die
Funktion @5 € C'[a,b] durch

s(t) :=exp ( — (52<—t(_tt—0)to)2

(p(;(t) = 0, t ¢ (to — (S, to + (S)

)>o te (ty—0,tg+9),



2.1 Eindimensionale Variationsprobleme 59

Diese ist unendlich oft differenzierbar. Damit ergibt sich der Widerspruch
b to+0 c to+0
0= [Cawestrdi= [ gtestyan=5 [ g0
a to—0 2 to—0

Also ist ¢(t) =0 fiir alle t € (a,b). Q.E.D.

Beispiel 2.1: Durch die Parametrisierung ¢ : [a,b] — R sei eine ebene Kurve

[i=A{{tp()) : t € [ab]}

gegeben. Ist ¢ € C'a,b], so erhilt man die Linge dieser Kurve mit der Formel

Tl = F(p) = / V14 ()2 dt.

Fiir gegebenen Werte «, 8 € R wollen wir eine Kurve mit Parametrisierung ¢ € C?[a, b]
durch die Punkte (a,«) und (b, 5) mit minimaler Linge bestimmen; d.h.: Wir suchen
ein u € K(a, ) mit

F(u) =inf{F(p): ¢ € K(a,p)}.
Zur Anwendung von Satz 2.1 setzen wir f(¢,x,q) := \/1+ ¢*; in diesem Fall hingt die
Funktion f also weder von ¢ noch von z ab. Daher ist

4q
Vit

Die Euler-Lagrangesche Gleichung, d. h. die notwendigen Optimalitidtsbedingung, hat also
die Form:

Ouf(t,2,q) =0, 0Oyf(t,x,q) =

4wy .
dt T+u(t?

d.h.:
u”(t) ' (t)u(t) u”(t)

/
— — - = E = O
T w@? e ~ W e
Dies bedeutet, dass «”(t) = 0. Eine Minimallésung in K(«, 3) muss also ein Polynom
1-ten Grades sein, d.h. die Form u(t) = ¢t + ¢y haben. Zur Bestimmung der Konstanten
¢1, ¢ verwenden wir die Randbedingungen u(a) = o, u(b) = /5. Es ergibt sich

bt t—a

t) = b.
u(®) bfaa+bfa

Dies bedeutet, dass die Losung dieses Problems, wenn sie iiberhaupt existiert, gerade
die Verbindungsgerade der Punkte (a,a) und (b,3) ist. Dass dies wirklich die Mini-
mierungsaufgabe 16st, ist aufgrund einfacher geometrischer Uberlegungen klar. 1. Allg. ist
es bei derartigen Variationsaufgaben aber schwierig zu zeigen, dass Minima wirklich in
der gegebenen Funktionenklasse existieren. Wir werden spéter im Zusammenhang mit
mehrdimensionalen Variationsaufgaben Situationen kennenlernen, in denen eine solche
,Losung® nur in einer geeignet vergroferten Menge von Vergleichsfunktionen existiert.
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Bemerkung 2.1: Die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen stellen lediglich ei-
ne notwendige Bedingung dar, welche eine Losung der Variationsaufgabe erfiillen muss.
[. Allg. ist die Existenz von Losungen aber nicht gesichert; siehe das Gegenbeispiel von
Weierstrafl in Abschnitt 2.2.

Satz 2.1 lasst sich direkt fiir vektorwertige Funktionen verallgemeinern. Auf dem In-
tervall [a,b] C R sei
ft,z,p): I xR xR = R

eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir bezeichnen wieder mit C?[a, b
den Vektorraum aller auf [a,b] zweimal stetig differenzierbaren Vektorfunktionen und fiir
beliebig gegebene o, 5 € RY mit K die Teilmenge

K(a,B) := {v e C?a,b]": v(a) = a,v(b) = B}.

Fiir Funktionen u € K(a, 8) betrachten wir die durch

F(v) ::/ f(t,v(),v'(t)) dt

definierte Abbildung F(:) : K(«,8) — R. Ist nun u € K(a, ) eine Funktion mit der
Eigenschaft
F(u) =inf{F(v): v € K(a, )},

so geniigt diese notwendig dem folgenden System von Euler-Lagrangeschen Differential-
gleichungen:

daof

(t,u(t), ' (t)) — gajrz (t,u(t),u'(t)) =0, te€lad], i=1,...,d (2.1.4)

2.1.2 Physikalische Anwendung

Wir wollen die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen zur Herleitung des Hamilton-
schen! Prinzips der ,kleinsten Wirkung“ verwenden. Hier ist ¢ die Zeitkoordinate, die
Funktionen wuy(t),...,uq(t) beschreiben den Zustand eines physikalischen Systems, und
L(t,u(t),u'(t)) ist die sog. ,Lagrange-Funktion“. Bei mechanischen Systemen, in denen
Reibung keine Rolle spielt, ist L gleich der Differenz T'(t) — U(t) aus kinetischer Energie
T'(t) und potentieller Energie U(¢). Der Ausdruck

W (u) = / L(t,u(t), /(1)) dt

ist das sog. ,, Wirkungsintegral“. Das sog. Hamiltonsche Prinzip besagt nun, dass fiir den
tatséchlich ablaufenden Vorgang W (u) minimal ist.

1Sir William Rowan Hamilton (1805-1865): Irischer Mathematiker und Astronom; Prof. in Dublin;
fundamentale Arbeiten u. a. zur Vektorrechnung und Theoretischen Mechanik.
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Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Massepunktes mit Masse m im R?
in einem stationdren, d.h. nicht von der Zeit abhingigen, Potentialfeld U(z). Die Be-
wegung des Massepunkts wird beschrieben durch eine Vektorfunktion x(t) € R?; seine
Geschwindigkeit ist v(¢) = 2/(¢) . (In der Physik ist es seit Newton iiblich, die Ableitung
nach der Zeit mit einem Punkt zu kennzeichen, d.h.: v(t) = @(¢) .) Die kinetische Energie
des Massepunktes ist

Wegen
oL ou 0L

8:1:1- T 89@-’ 8vi

lauten die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen in diesem Fall

=mv;, =123,

d , oUu B o
Sl (0) + S (e0) =0, i = 1,23
bzw. U
() = ——(x = 1,2,3.
ma; (t) axi(l(t))7 i 2,3

In vektorieller Schreibweise lautet dies (Newtonsches Gesetz)
ma” (t) = =VU(z(t)). (2.1.5)

Fiir spezielle Potentialfunktionen kann man dieses System gewchnlicher Differentialglei-
chungen explizit 16sen. Die Gesamtenergie des Massenpunkts ist

B(t) = 5 > wl(t) + Ula(t)).

0 = m Y00+ Y G )l
= (ma(t) + VU(x(t))) - '(t) = 0,

d.h.: Die totale Energie ist konstant in der Zeit und damit eine sog. ,, Erhaltungsgrofie”.
Dies ist in Ubereinstimmung mit dem fundamentalen physikalischen Prinzip der ,Ener-
gieerhaltung®, d. h.: In einem geschlossenen physikalischen System (ohne externe Energie-
quellen oder -senken) kann keine Energie entstehen oder verschwinden. Das Hamiltonsche
Prinzip von der ,minimalen Wirkung* und das Prinzip von der ,Erhaltung der Energie”
sind also vertriglich (offenbar sogar dquivalent).
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2.2 Mehrdimensionale Variationsaufgaben (Dirichlet-Prinzip)

Ein klassisches Problem der Variationsrechnung in R™ ist die Rechtfertigung des folgenden
nach Dirichlet?> benannten Prinzips iiber die Existenz einer Funktion, welche dem sog.
,Dirichletschen Integral®

Du] ::/G|Vu(x)|2dx

einen minimalen Wert verleiht unter allen Vergleichsfunktionen, welche entlang des Ran-
des OG vorgegebene Werte annehmen. Dabei soll das Integral wenigstens als uneigentli-
ches R-Integral existieren, was durch die Schreibweise Vu € L*(G)" ausgedriickt wird.
Die Menge G sei hier und im Folgenden offen, beschrénkt, quadrierbar und derart stiick-
weise glatt berandet, dass der Satz von GauBl sowie die Greenschen Formeln gelten.

Definition 2.1 (Dirichletsches Prinzip): Das sog. ,Dirichletsche Prinzip“ besagt:
Sei G C R? ein stiickweise glatt berandetes Gebiet und g : G — R irgendeine stetige
Randfunktion. Dann gibt es unter den Funktionen der Menge

Vy(G) = {p € CY(G)NC(G), Vu € L*(G)", poc =g}
eine, u € Vy(G), welche dem Dirichletschen Integral den kleinsten Wert verleiht, d. h.
Dlu] = nf{Dl¢], ¢ € V,(G)}, (2.26)
und wu st eine sog. ,Potentialfunktion®, d. h. Losung der Randwertaufgabe

Au=0 1in G, u=g auf 0G. (2.2.7)

Die Bezeichnung dieser Schlussweise als ,,Dirichletsches Prinzip“ geht auf Riemann
zuriick, welcher seinerzeit die Existenz einer solchen Minimalfunktion u € V,(G) als aus
physikalischen Griinden evident angesehen hat. Aber schon Weierstraf§ (1870) kritisierte
die unkritische Verwendung des Dirichletschen Prinzips. Er wies darauf hin, dass im Un-
terschied zu Minimierungsproblemen fiir stetige Funktionen ein Variationsproblem auch
mit glattem Integranden nicht unbedingt eine Losung zu haben braucht. Als Beispiel
diente:

1
J(u) == / 2/ (r)?dr — min, wu€ C—1,1], u(—1) =2, u(1) = 0.
-1
Die Funktionen

arctan(kx) 1 k
_ arctan(kr) e N (z) = —
arctan(k) ’ < ur(7) arctan(k) 1+ (kz)?’

ug(x) =

2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) geb. in Diiren (damals bei Frankreich): Wirkte in
Berlin und als Prof. in Gottingen (Nachfolger von Gau$ ); wichtige Beitrédge zur Zahlentheorie, Analysis
und Differentialgleichungen (,,Dirichletsches Prinzip®).
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geniigen wegen arctan(—k) = — arctan(k) den Randbedingungen wuy(—1) = 2, u,(1) =0,
und es gilt:

by 2 ' k2
= 4 d = d
I (k) /_1 vu(v) /1 arctan(k)?(1 + k2x2)? *

1 /1 Lo 1 arctan(kx) |1
~ arctan(k)? J_, 1+ k222" arctan(k)2 k -1
2
S k .
k arctan(k) = 0 (k=)

Wegen J(¢) > 0 fiir alle zuldssige Funktionen folgt inf{.J(y), ¢ zuldssig} = 0. Dieses
Infimum wird aber von keiner zuléssigen Funktion angenommen, denn J(u) = 0 impliziert
u =0, so dass die linke Randbedingung u(—1) = 2 nicht erfiillt werden kann.

Die Kritik von Weierstrafl bedeutete einen wichtigen Einschnitt bei der Entwicklung
der Riemannschen Theorie komplexer Funktionen. Dieses Dilemma wurde spéter u. a. von
Poincaré durch den direkten Nachweis der Existenz einer Losung der Randwertaufgabe
(2.2.7) behoben. Die Rechtfertigung des urspriinglichen Dirichletschen Prinzips blieb ein
berithmtes offenes Problem der Mathematik des 19. Jahrhunderts. Im Jahre 1900 gelang
Hilbert diese Rechtfertigung mit Hilfe neuartiger Methoden der Funktionalanalysis. Dabei
erwies es sich als wichtig, die Funktionenmenge, in der die Minimallosung gesucht wird,
geeignet zu erweitern. Dies fiihrte auf Klassen sog. ,verallgemeinert” differenzierbarer
Funktionen, die wir spater noch niher studieren werden. Im Augenblick fehlen uns noch
einige hierzu erforderliche analytische Techniken.

Der zweiten Teil der Aussage des Dirichletschen Prinzips kann dagegen leicht gerecht-
fertigt werden.

Satz 2.2: Ist u € Vy(G) eine Funktion mit der Eigenschaft

Dlul = min D 2.2.8
[u] i [v], (2.2.8)

so ist u im Fall uw € C*(G) in G harmonisch, d. h. hat die Laplace-Gleichung Au = 0
als Euler-Lagrange-Gleichung.

Beweis: Sei xp € G ein beliebiger Punkt und B.(xg) eine (offene) e-Umgebung, deren
AbschluB8 B.(zy)) noch ganz in G enthalten ist. Dann ist u € C'(B.(z)). Mit u €
V,(G) ist auch u+ty € Vy(GQ) fir ¢ € Vo(B:(xo)). Wegen der Minimalitétseigenschaft
von u nimmt dann die Funktion

F,(t):=Dlu+ty], teR

ihr Minimum in ¢ = 0 an. Folglich gilt nach dem Satz iiber die Differentiation von
Parameterintegralen:

q d
! :/—|V(u+t<p)|2d:z:‘ :/2V(u+t<p)~V<pdx
t=0 qdt t=0 G =0

OZ%FAO()

:2/Vu~chdx,
G
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fiir beliebiges ¢ € Vy(Be(zo)). Ferner ist Au € C(B.(xg)). Durch partielle Integration
und Beachtung von ¢|sp.(z,) = 0 ergibt sich so

/ Aupdxr = 0. (2.2.9)
BE(IO)

Mit Hilfe des unten bewiesenen Fundamentallemmas 2.2 folgt also Au(zg) =0. Q.E.D.

Lemma 2.2 (Fundamentallemma in R"): Auf dem Gebiet G C R" gelte fiir eine

Funktion g € C(G)

/ g(@)p(r) dr = 0 (2.2.10)
€]

fiir jede Funktion ¢ € Vo(G). Dann ist g =0.

Beweis: Der Beweis verlauft analog wie im eindimensionalen Fall. Wegen der Stetigkeit
von ¢ geniigt es zu zeigen, dass g(x) = 0 fir © € G. Angenommen es existiert ein
xo € G, so dass g(xg) = ¢ > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass die Umgebung Bjs(x¢)
von zy ganz in G enthalten ist, und g(z) > e/2 fir x € Bs(xo) ist. Wir definieren die
Funktion ¢s € Vo(G)) durch

, Iz — @o|®
QO(;(JT) = exp ( — m) > O, S Bé(ﬂ?o), (}95(1}) = O, X ¢ Bg(l’o).

Diese ist unendlich oft differenzierbar und erfiillt @59 = 0. Damit ergibt sich dann der
Widerspruch

0= /Gg(x)go(;(:v) dex = /Bé(m) g(x)ps(x) dx > = /Bé(m) ws(x) dz > 0.

Alsoist g(x) =0 firalle z € G. Q.E.D.

»Satz“ [Dirichletsches Prinzip]: Sei G C R" ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand
0G und g € CHG)NC(G), |Vyg| € L*(G), eine gegebene Randfunktion. Dann gibt es
eine sog. ,Minimalfolge* (u*)ren von Vy(G)-Funktionen mit der Eigenschaft

D[u*] — inf D[v] >0. (2.2.11)
veVy(G)

Diese Folge konvergiert in einem noch zu bestimmenden Sinne gegen eine Grenzfunktion
u in einem ebenfalls noch zu definierenden gréferen Funktionenraum H'(G) .

Beweis: i) Mit der Randfunktion ¢ setzen wir v :=u — ¢ und

E(v) := D[v+g].
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Die Minimierung von Dlu] iiber V, (G) ist also dquivalent zur Minimierung von FE(v)
tiber V5(G). Auf dem Vektorraum Vo(G) ist durch

o]l == D[v]"/ = (/G|VU(33)|2dx)l/2

eine Norm definiert. Die Homogenitéit und die Dreiecksungleichung ergeben sich unmit-
telbar aus den entsprechenden Eigenschaften der L2-Norm. Die Definitheit folgt aus den
Implikationen ||v||p =0 = Vo=0 = v = konst. = v=0.

ii) Das Funktional E(-) ist offensichtlich durch Null nach unten beschriinkt. Sei (v)reny C
Vo(G) eine ,Minimalfolge*, d. h.:
E@") — inf E@w)=d>0 (k— ).
(W) = Jnf E(w)=:d=0 (k- o0)

Wir wollen zeigen, dass (v*),en eine Cauchy-Folge bzgl. der obigen Norm ist. Wichtiges
Hilfsmittel dazu ist die sog. ,, Parallelogrammidentitét“

DJv — w] + D[v + w| = 2D[v] + 2Dw],

die man durch direktes Nachrechnen verifiziert. Fiir beliebige Indizes n, m € N erschliefien
wir damit

[o" —v™||% = Dv™ — v™] = 2D[v" + g] + 2D[v™ + g] — D[v" + g+ v™ + g]
— 2E(u") + 2B (™) — 4E((v" + v™).

Wegen
lm {E@")+ B} =24, B(("+v™) > d,

n,m—00

folgt damit
limsup [[o" — v™||g <0,

n,Mm—00

d.h.: (v")pen ist wie behauptet eine Cauchy-Folge.

iii) Die Cauchy-Folge (v¥)ren besitzt i. Allg. keinen Limes im normierten (unvollstéindi-
gen) Raum V4(G) (s. das unten angefithrte Beispiel). Durch Vervollstdndigung von V4(G)
erhilt man den sog. ,,Sobolew-Raum® H}(G). Die Elemente von H}(G) sind zuniichst als
Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen (analog wie bei der Konstruktion der reelen Zahlen
aus den rationalen) definiert; sie lassen sich aber wieder als Funktionen interpretieren.
Hierzu benotigen wir aber Hilfsmittel, die erst im folgenden Kapitel 3 entwickelt werden.
Wir kénnen den Beweis des Satzes also an dieser Stelle nicht weiterfithren. Die hier ver-
wendete Methode zum Nachweis der Losbarkeit von Variationsaufgaben wird als ,, direkte
Methode der Variationsrechnung* bezeichnet. Q.E.D.

Beispiel 2.2: Auf der Einheitskugel G := K;(0) C R?® betrachten wir fiir k € N, k > 2
die wie folgt definierten Funktionen

o) = { 0811, F< el <1,
$2lal + log(1/k) — &, 0. ] < &
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Man iiberzeugt sich leicht, dass v* € Vo(G) ist. Ferner gilt

V()] < ”1” re G\ {o).

Wir wollen zeigen, dass die Folge (v*)pen eine Cauchy-Folge in Vo bzgl. der Dirichlet-
Norm ||v||z := D[v]'/? ist. Dazu schitzen wir mit Hilfe der Transformation of Polarkoor-
dinaten und unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie der Funktionen v* wie folgt ab
(0.B.d.A.sei m>n):

[|o™ — m||E—/|V \de—élﬂ'/ |0, (v — v™) [*r® dr
1/n 167
§47r/ dr7 %t dr = — = 0 (n,m — 00)..
0 n

Wir wollen nun den moglichen Limes der Folge (v%)cn identifizieren. Die v* konvergieren
offensichtlich in allen Punkten z € G'\ {0} gegen die Grenzfunktion

[ log(flzll), =z e G\{0},
v(z) = {07 .

welche aber nicht in Vp ist. IThr Gradient Vo(z) = z|jz|| 72, = € G \ {0}, Vo(0) := 0 ist

iiber G im Riemannschen Sinne uneigentlich quadrat-integrierbar:

1
/ Vo(2)|? do := lim/ V()| de = 1im47r/ r 202 dr = 4r.
G €20 Jan\ K. (0) e—0 R

In diesem Sinn konvergiert dann auch

1/k 167
/ [V (v* —v)|? de < 47r/ 4r=2r% dr = - 0 (k— o0).
G 0

Die Cauchy-Folge (v*),cn hat also im Sinne der Konvergenz bzgl. der Norm || - ||z eine
Limesfunktion v, welche aber nicht im Raum V; liegt.

2.3 Ubungen

Ubung 2.1: Sei g: R? » R die durch

$y3

mv (‘rvy) #(0,0), 9(0,0) =0,

g(:):,y) =

definierte Funktion. Man zeige, dass fiir jedes y € R die Integrale

f(y)/O g(x,y)dr, f*(y)/O Oyg(z,y) dx
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wohldefiniert sind und dass die Funktion f:R — R differenzierbar ist, jedoch

f'(0) # f7(0).

Dieses Beispiel zeigt, dass bei der Differentiation von parameterabhingigen Integralen
nicht ohne weiteres auf die Annahme der Stetigkeit der Funktionen verzichtet werden
kann.

Ubung 2.2: Seien f und d,f im Rechteck D = [a, b] % [c, d] stetig und ¢, : [c,d] — R
differenzierbar mit a < (y) < ¥(y) < b. Man zeige, dass dann gilt:
e(y)

— f(x,y) dx =/ Oy f (z,y) de 4 ' () f(e(y), y) — ' (W) f(L(y), v).

(Hinweis: Man untersuche die Konvergenz der zugehérigen Differenzenquotienten.)

Ubung 2.3: Auf dem Funktionenraum V; := {v € C'[a,b], v(a) = v(b) = 0} ist fiir eine
gegebene Funktion f € Cfa,b] das folgende Funktional zu minimieren:

/{p V' (8) ] 4 r(t) }dt—/f

mit Koeffizientenfunktionen p € C'la,b], p(t) > p > 0, und r € C[a,b], r(t) > 0. Man
bestimme die zugehorige Euler-Lagrangesche Gleichung. Ist die entstehende RWA 16sbar?

Ubung 2.4: Fiir § > 0 sei Bj(zo) := { € R" : |l — x]| < §}. Man zeige, dass die
durch

lz = zol®

ps(x) == exp ( — ), x € Bs(xo), ps(x) :=0, x ¢ Bs(xy),

= [lz = o2
definierte Funktion ¢s : R™ — R beliebig oft stetig differenzierbar ist. (Hinweis: Es gentigt
den Fall 2y =0 und § =1 zu betrachten.)

Ubung 2.5: Man beweise die folgende Verallgemeinerung des Fundamentallemmas der
Variationsrechnung: Auf dem Intervall [a,b] C R gelte fiir eine Riemann-integrierbare
Funktion ¢ : [a,b] = R

/b g(t)e(t)dt =0 (2.3.12)

fiir jede Funktion ¢ € C*a,b] mit ¢(a) = p(b) = 0. Dann ist g = 0 in jedem Stetig-
keitspunkt von g¢.
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Ubung 2.6: Auf dem Funktionenraum V := {v € C?[a,b]|v(a) = a, v(b) = B} ist fiir
ein p € [1,00) das folgende Funktional zu minimieren:

Flu) = ;/b (1+ /(1)) dt.

Man bestimme die zugehorige Euler-Lagrangesche Gleichung und bestimme deren Losung.
Welche Sonderfille ergeben sich fiir p=2 und p=17

I"Jbung 2.7: Man formuliere das Dirichletsche Prinzip. Dieses ist in seiner , klassischen*
Formulierung i. Allg. nicht giiltig. Man zeige, dass seine Aussage fiir spezielle Konfigura-
tionen aber sehr wohl richtig sein kann, z. B. auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1)x(0,1) C
R? fiir die Randdaten g(z,0) = g(0,y) =0, g(z,1) ==z, g(1,y) =y.
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In diesem Kapitel wollen wir den Riemannschen Integralbegriff erweitern, um einige der
bisher beobachteten Unzulénglichkeiten bei der Integration zu {iberwinden. Dies ist u. a.
die Unvollstéandigkeit des Raumes der Riemann-integrierbaren Funktionen bzgl. der Kon-
vergenz im quadratischen Mittel. Eine Beschréankung, die durch das sog. Lebesgue-Integral
iiberwunden wird. Dieses wird im Folgenden in weitgehender Analogie zum Riemann-
Integral eingefiihrt, wobei der wesentliche Unterschied darin besteht, dass an einigen Stel-
len anstatt von endlichen Zerlegungen abzdhlbar unendliche zugelassen sind. Ferner wer-
den von vornherein auch unbeschrinkte Integrationsgebiete und Integranden zugelassen,
was die Unterscheidung in eigentliche und uneigentliche Integrale iiberfliissig macht. Dies
erfordert aber die Ausdehnung der Arithmetik auf den Bereich R := R U {oo, —occ}. Es
gibt mehrere alternative Zugénge zum Lebesgue-Integral, welche in den Lehrbiichern der
Analysis verwendet werden; alle fithren aber zu denselben Ergebnissen. Der hier gewéhl-
te zeichnet sich durch eine besondere Anschaulichkeit aus und verlduft in Analogie zur
Einfithrung des Riemann-Integrals.

3.1 Lebesgue-messbare Mengen

Wir wollen einer moglichst groflen Klasse von Mengen des R™ einen Inhalt bzw. Mafl
zuordnen. Dies wird uns auf das sog. ,,Lebesgue-Maf3* als Verallgemeinerung des Jordan-
Inhalts fithren.

3.1.1 Das auflere Lebesgue-Maf}

Zunéchst wird in Analogie zum Jordan-Inhalt (kurz auch J-Inhalt) fiir beliebige Teilmen-
gen A C R™ das sog. ,duBere Lebesgue-Mafl* definiert. Dabei verwenden wir endliche
oder abzihlbar unendliche Uberdeckungen U;I; D A durch (beschrinkte offene, abge-
schlossene oder auch halb-offene) kartesische Intervalle I; = I! x ... x I C R". Dabei
sind auch degenerierte Intervalle zugelassen. Der Schnitt zweier Intervalle ist wieder ein
Intervall. Die Vereinigung von Intervallen fithrt wieder zu sog. ,Intervallsummen®. Der
natiirliche Inhalt eines solchen Intervalls wird wieder mit |I|:= |I'|-...-|I"| bezeichnet.

Definition 3.1 (AufBleres Lebesgue-MaB): Das ,duflere Lebesgue-Maff“ (kurz ,iufle-
res L-Maf*) einer Menge A C R™ ist definert durch

1 (A) = inf { Sl Ac Uili}.

Dabei darf hier die Menge im Gegensatz zur Definition des dufSeren Jordan-Inhalts auch
unbeschrinkt sein. In diesem Fall kann das dufere L-Mafi auch den Wert p*(A) = oo
annehmen. Es wird p*(0) :=0 gesetzt.

69
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Da wir beim #duBeren Lebesgue-Mafl sowie auch bei Funktionen im Folgenden die
Werte do0o zulassen werden, miissen wir zunachst die Arithmetik der reellen Zahlen auf
den erweiterten Zahlbereich R := RU {00, —oc} ausdehnen. Dafiir werden die folgenden
Rechenregeln vereinbart:

a+ oo :=o00 fir a € RU{oo}, a-00:=00 fiir a € Ry U{oo}, 0-00:=0,

mit den offensichtlichen Modifikationen bei Vertauschung der Operanden und Anwendung
der Vorzeichenregeln. Damit ist die Multiplikation in R immer definiert. Dagegen bleiben
Ausdriicke der Form ,,00 — 0co* undefiniert.

Das Lebesgue-Integral wird wieder mit Hilfe von Ober- und Untersummen bzgl. end-
licher oder auch abzdhlbar unendlicher Zerlegungen definiert werden. Im Fall von unbe-
schrinkten Funktionen benétigen wir hierfiir Regeln fiir Reihen mit Gliedern aus R . Fiir
0 < ap < oo ist So = Y poy ap wohl definiert mit dem Wert s := oo im Falle der
Divergenz der Reihe, oder wenn ein a; = oo ist. Fiir A € R gilt dann die Formel

ZOO:)\CLk :)\iak. (311)
k=1 k=1

Im Folgenden werden auch unendliche Summen tiber doppelt indizierte Grofien (sog.
,Doppelreihen) mit Werten in R vorkommen. Die Gleichung

[e o]

f: ij = i (Zaij) = ZOO: (i%) (3.1.2)

ij=1 j=1 j=1 i=1
ist giiltig, moglicherweise mit den Werten +oo, sofern eine der drei auftretenden Reihen
absolut konvergent ist, oder auch im Fall 0 < a;; < o0.

Das #uflere Lebesgue-Maf erfiillt definitionsgemé 0 < p*(A) < oo. Insbesondere
gilt fiir einpunktige Mengen p*({a}) = 0. Weitere Eigenschaften sind in dem folgenden
Lemma zusammengefafit.

Lemma 3.1: Fir das duflere Lebesque-MafS gelten die folgenden Aussagen:
i) Aus A C B folgt u*(A) < p*(B) (Monotonie).
ii) Fiir endliche oder abzihlbare Mengenfolgen (A;); gilt (o-Subadditivitit)

(U 4;) < ZM*(Ai). (3.1.3)

iii) Fir beschrinkte Mengen ist |A|l; < p*(A) < |Al., d. h.: Fir Jordan-quadrierbare
Mengen ist p*(A) = |A].

i) Das duflere Lebesgque-Maf ist bewegungs-invariant, d. h. invariant gegeniiber Transla-
tionen und Drehungen.
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Beweis: i) Da im Fall A C B jede Intervalliiberdeckung von B auch eine solche von A
ist, folgt aus der Definition unmittelbar p*(A) < p*(B).

ii) Wir nehmen an, dass die rechte Seite in (3.1.3) endlich ist, da sonst nichts weiter zu
beweisen ist. Es sei € > 0 vorgegeben und (g;); eine Folge positiver Zahlen mit ¢ = )", ¢;.
Dann gibt es zu jedem ¢ eine Intervall-Folge (I;;); mit

Ai C Uinj7 Z |[Z]| S /L*(Al) +&;.
J
Die Doppelfolge aller Intervalle I;; iiberdeckt die Menge A = U;A;, und daraus ergibt
sich dann nach dem Doppelreihensatz (3.1.2)

A S DMl =303 Ml <D0 (' (A) +e0) < DA+

Dies beweist (ii).

iii) Der duBlere Jordan-Inhalt von A ist definiert als das Infimum des Inhalts aller end-
lichen Intervall-Uberdeckungen von A. Da beim #uBeren L-Maf allgemeine, abzihlba-
re Intervall-Uberdeckungen zugelassen sind, ergibt sich p*(A) < |A|,. Zum Beweis der
zweiten Ungleichung zeigen wir, dass fiir jede endliche, abgeschlossene Intervallsumme
S = UM, I; die Ungleichung |S| < p*(S) gilt. Dazu geben wir ein ¢ > 0 sowie ¢; > 0
mit € = ). ¢; vor und wéhlen eine (abzdhlbare) Uberdeckung U;I; D S mit

SO < () e

Zu jedem der Intervalle I; bilden wir nun ein etwas grofleres, offenes Intervall J; D I
mit |J;| < || +&;. Dann ist (J;); eine offene Uberdeckung der kompakten Menge S,
und nach dem Satz von Heine-Borel wird S bereits von endlich vielen der J; iiberdeckt;
sel etwa S C U™, .J;. Wegen der Subadditivitidt des Jordan-Inhalts folgt damit

m

IS|<Y A <Y (5l +e) <Dl +e < p'(S) +2e.
i=1 i=1

i=1

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt werden kann, ist |S| < p*(S) bewiesen. Sei nun A eine
beschrinkte Menge und S C A eine endliche Intervallsumme. Mit (i) folgt dann

S| < p*(S) < p(A).
Ubergang zum Supremum bzgl. aller Intervallsummen S C A ergibt |A]; < p*(A). Damit
ist (iii) bewiesen.

iv) Die Invarianz von p*(-) gegeniiber Translationen folgt unmittelbar, da diese Intervalle
in solche mit demselben Inhalt tiberfithren. Sei nun S eine Drehung, welche durch eine
gleichfalls mit S bezeichnete orthogonale n x n-Matrix beschrieben ist. Aus A C U;l;
folgt S(A) € U;S(;) . Mit (ii), (iii) und der Bewegungsinvarianz des J-Inhalts ergibt sich

dann
WS £ 3 (8() = YIS = L
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Da die A iiberdeckende Inervallsumme beliebig ist, folgt p*(A) > p*(S(A)). Dasselbe
gilt auch fiir die transponierte Abbildung S7. Wegen ST'S = id. ergibt sich somit

1 (S(A)) > 1(STS(A)) = i (A).

Beide bewiesenen Ungleichungen zusammen ergeben p*(S(A)) = p*(A). Q.E.D.

Definition 3.2 (Lebesgue-Nullmenge): Eine Menge A C R™ mit dufferem Lebesgue-
Majs *(A) = 0 wird ,Lebesgue-Nullmenge“ (kurz ,,L-Nullmenge“ oder einfach ,Nullmen-
ge“) genannt. Gilt eine Aussage fir alle Punkte von A bis auf die aus einer Nullmenge,
so sagen wir, dass sie ,fast iberall® (kurz f.i.“) in A gilt.

Lemma 3.2: Die Vereinigung von abzdhlbar vielen Lebesque-Nullmengen ist wieder eine
Lebesgue-Nullmenge. Insbesondere sind abzdhlbare Mengen Lebesgue-Nullmengen.

Beweis: Die Aussagen ergeben sich unmittelbar aus der o-Subadditivitit des dufleren
L-Mafes. Q.E.D.

Bemerkung 3.1: Bei der Definition der Jordan-Nullmenge waren nur endliche Intervall-
Uberdeckungen zugelassen, so dass unbeschriinkte und allgemeine abzihlbare Mengen
nicht erfaft werden konnten. Das Konzept der Lebesgue-Nullmenge ist also allgemeiner.
Aus Lemma 3.2 folgt, dass z. B. die Menge Q™ C R™ der rationalen Punkte eine Lebesgue-
Nullmenge ist. Dasselbe gilt auch fiir jede Hyperebene in R™ (Ubungsaufgabe).

Mit Hilfe des &ufleren Lebesgue-Mafles wollen wir ein Mengen-Mafl u(-), das sog.
,Lebesgue-Maf“, definieren, welches zusétzlich zu den Eigenschaften des Jordan-Inhalts,
ndmlich der Positivitdt, der Bewegungsinvarianz, der Normierung und der (endlichen)
Additivitat, noch die der o-Additivitéit besitzt:

i=1

Durch Gegenbeispiele kann gezeigt werden, dass schon das duflere Lebesgue-Maf3 nicht auf
allen Mengen des R" o-additiv ist (Ubungsaufgabe). Wir werden uns also auf eine geeig-
nete Teilklasse von Mengen des R" einschranken miissen, welche aber alle quadrierbaren
Mengen (und zusétzlich noch viele weitere) enthilt. Als Vorbereitung dient der folgende
Abschnitt.

3.1.2 Mengenalgebren

Sei X eine beliebige Menge und P(X) ihre Potenzmenge, d.h. die Menge ihrer Teil-
mengen. Wir betrachten gewisse Klassen A C P(X) von Teilmengen von X ;| welche wir
»Algebra® (oder genauer ,, Mengenalgebra®) auf X nennen.
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Definition 3.3 (Mengenalgebra): Die (nicht-leere) Teilmenge A C P(X) heifst ,Al-
gebra® auf X, wenn sie X und O enthilt, und wenn mit A,B C A auch A\ B, AU
B, AN B € A sind. Sie heifst ,o-Algebra®, wenn zusdtzlich mit A; € A, i € N, auch
UienA;i, NienA4; € A sind.

Eine Mengenalgebra ist nach Definition ;abgeschlossen® bzgl. Differenzbildung sowie end-
licher Vereinigung und Schnitt. Eine o-Algebra ist zusitzlich noch abgeschlossen bzgl.
abzdihlbar unendlicher Vereinigung und Schnitt.

Lemma 3.3: Eine (nicht-leere) Teilmenge A C P(X) ist bereits eine Algebra, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) Mit A€ A ist auch A=X\Ae€A.

ii) Mit A,B e A ist auch AUB € A.

Es ist eine o-Algebra, wenn zusdtzlich gilt:

iii) Fiir beliebige, paarweise disjunkte Mengen A; € A, i € N, ist U;enA; € A.

Beweis: Zum Nachweis der Algebra- bzw. o-Algebra-Eigenschaft von A C P(X) haben

wir noch zu zeigen, dass X, € A und mit A, B C A auch A\ B, ANB € A ist. Ferner
muf fiir beliebige, abzéhlbar viele Mengen A; € A auch M;A; € A sein.

i) Da A nicht-leer ist, gibt es ein A € A. Dann ist nach Voraussetzung auch A° € A
und folglich X = (X \A)UA=A°UA € A, sowie ) =X A.

i) Mit A, B € A ist A°, B° € A und somit AN B = (A°U B°)¢ € A und folglich auch
A\B=ANDB e A.

iii) Fiir Ay € A, k € N, gilt die disjunkte Darstellung
UZAZ = UZB“ B1 = A17 BQ S A2 \ Al, ceey B] . A] \ U{:_llAj

Offenbar sind alle B; € A und somit auch U;A; = U;B; € A. Die Aussage fiir den
Durchschnitt ergibt sich hieraus durch M;A; = (U; A9)° € A. Q.E.D.

Beispiel 3.1: Wir geben einige Beispiele von Mengenalgebren:

i) Fiir eine Menge X ist A = {0, X} die kleinste und die Potenzmenge A = P(X) die
grofite o-Algebra auf X .

ii) Fiir eine Menge X und Teilmenge A C X ist A = {0, A, A°, X} die kleinste o-
Algebra, die A enthélt.

iii) Fiir X = R™ heifit die kleinste o-Algebra, welche alle offenen und alle abgeschlossenen
Teilmengen von X enthélt, die ,,Borelsche o-Algebra“ (,,Borel-Mengen*).

iv) Ist X C R" eine Jordan-quadrierbare Menge, so ist die Menge der Jordan-quadrierba-
ren Teilmengen von X eine Algebra (aber keine o-Algebra).

v) Die Lebesgue-Nullmengen in R™ und ihre Komplemente bilden eine o-Algebra. Dage-
gen bilden die Jordan-Nullmengen und ihre Komplemente nur eine Algebra.
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3.1.3 Das Lebesgue-Maf

Eine Menge A C R™ ist als Jordan-quadrierbar definiert worden, wenn ihr &uflerer und ihr
innerer Inhalt {ibereinstimmen. Die direkte Ubertragung dieses Konzepts auf das dufere
Lebesgue-Maf3 wiirde keine viel groflere Klasse von messbaren Mengen liefern, da viele
interessante Mengen zwar ein nicht-triviales duffleres Mafl haben, sich aber nicht durch
Intervallsummen von innen approximieren lassen (z.B.: A := [0,1] \ Q). Dazu behilft
man sich des Tricks, die Messbarkeit einer Menge mit Hilfe ihres dufleren Mafies und das
ihrer Komplementmenge zu definieren.

Definition 3.4 (Lebesgue-Maf): Fine Menge A C R™ heifst ,,Lebesgue-messbar® (oder
kurz ,messbar®), wenn mit jeder Menge E C R™ gilt:

W(E) =p (ENA)+ p*(EnNA°). (3.1.4)
In diesem Fall wird p(A) := p*(A) das ,Lebesgesche Mafi“ (oder kurz ,Maf“) von A

genannt. Die Menge der Lebesque-messbaren Teilmengen des R™ sei mit L, bezeichnet.

Lemma 3.4: Fir die Menge L,, C P(R") der Lebesgue-messbaren Mengen des R"™ gel-
ten die folgenden Aussagen:

i) Jede Lebesgue-Nullmenge ist in L, .
ii) Die Menge L, ist eine Algebra.
i) L, enthdlt alle Jordan-quadrierbaren Mengen.

Beweis: i) Mit p*(A) = 0 ist fiir jedes £ C R™ auch p*(AN E) = 0. Wegen der
Monotonie von p*(+) ergibt sich somit:

p(E) > p (ENA%) = p (ENAY) +p"(ENA).
Wegen der Subadditivitdt von p*(-) gilt ferner
W (B) = i (BN A) U (ENAY) < (B0 A) + (B0 A,
Die L-Nullmenge A ist also messbar.

ii) Nach Lemma 3.3 geniigt es, zu zeigen, dass mit A, B € £, auch A° € £, und
AUB € L, ist. Die Messbarkeit von A¢ ergibt sich unmittelbar aus der Definition. Sei
weiter FF C R™ beliebig. Wir wollen zeigen, dass

W(E) = (EN(AUB)) +p* (EN(AUB)).

Da A messbar ist, gilt mit £’ := EN (AU B):

p(EN(AUB)) = p(E') = p (BN A) + p(E" N A%)
w(EN(AUB)NA) + " (EN(AUB)NAY)
o

(ENA)+p" (ENBNA°.
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Ferner ist (AU B)¢ = A°N B® und somit
p(EN(AUB)Y) = p*(ENA°NB°).

Kombination dieser Gleichungen und Verwendung der Gleichung (3.1.4) erst fiir B und
dann fiir A ergibt

p(EN(AUB)) +pu (EN(AUB)) = W (ENA)+p (ENA°NB) + p*(EN AN BY)
= (ENA)+p (ENA%) = p'(E).

iii) Sei A C R™ J-quadrierbar sowie F C R™ und & > 0 beliebig gegeben. Wir wéhlen
eine Intervallsumme U;J; D E mit ) . || < p*(E) +¢. Die Mengen J; := ;N A
sowie K; := I; N A° sind disjunkt und J-quadrierbar, und es gilt EN A C U;J; und
ENA°C UK;. Wegen der o-Subadditivitiat von p*(-) folgt also mit |I;| = |.J;| + | K| :

pENA) +p (ENAY) <Y T+ Y 1Kl = 1Ll < p'(B) +e

Da & > 0 beliebig wéhlbar ist, folgt
p(ENA)+p (BN AS) < p(E),

und weiter wie in (i) die Messbarkeit von A. Q.E.D.

Satz 3.1: i) Die Menge L, C P(R™) der Lebesgue-messbaren Mengen des R™ bildet
eine o-Algebra, d. h. mit A, B, A; € L, sind auch

A°, AUB, ANB, A\ B, M;A;, UiA; € L,,.

Diese enthdlt alle Jordan-quadrierbaren Mengen.

ii) Das Lebesque-Maf ist auf L, bewegungs-invariant und stimmt auf den Jordan-qua-
drierbaren Mengen mit dem Jordan-Inhalt iberein. Fir A, B, A; € L, gilt ferner:

p(A\ B) = w(A) = w(B),  fir B C A, p(B) < oo,
A) =D (A, fiir A0 Ay =0(i # j),
1(U;A;) = };I& p(Ay),  fir Ay C Ai,
p(NiAs) = Tim p(A), - fiir Ay D Agprs p(Ar) < 00

Beweis: i) Wir haben in Lemma 3.4 bereits gezeigt, dass £, eine Algebra ist. Es bleibt,
die Abgeschlossenheit von £, bzgl. abzéhlbar unendlicher, disjunkter Vereinigung zu
zeigen. O.b.d.A. seien A; € £,,, € N, paarweise disjunkt und S := U2, A, . Fiir beliebiges
E C R” gilt dann wegen der o-Subadditvitdt des duleren L-MafBes:

“(ENS) Z (EN A;) (3.1.5)
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Wir stellen nun ein Hilfsresultat bereit. Fiir disjunkte A, B € £,,AN B = (), gilt mit
E':=EN(AUB) wegen Ac L, und BNA°=DB

w(EN(AUB))

()

W(E' N A)+pt (BN A%
(
(

W(EN(AUB)NA) 4+ (EN(AUB)NAS)
W (ENA) +p (ENBNAY) = (ENA)+u (ENB).

Durch vollstédndige Induktion erschliefen wir damit fiir S, := U2, A; die Gleichung
p(ENSy) =p (ENA)+...+ " (ENA,).
Weiter gilt wegen S, € £, und der Monotonie von p*(-):

W (E)=p"(ENSy,) +u (ENSS) > p (ENSy,)+p (ENS°
= (ENA)+...+p (ENAy) +p (ENS9).

Fiir m — oo ergibt sich

p(E) = ) pwi(ENA)+up (EnNS9).

M

Il
MR

(2

Aus der o-Subadditivitiat von p*(-) folgt weiter

p(E) =p (ENS)U(ENSY)) < Y p(ENA)+p (ENS)

s

S
Il
—

und damit

w(E) = Zu*(E NA;)+ ' (ENSe). (3.1.6)
i=1
Kombination von (3.1.5) mit (3.1.6) ergibt nun
p(E) Z p (ENS)+ p (ENS).
Mit der Umkehrung
p(E) = p(ENS)U(ENS)) <p(ENS)+p (ENS

folgt schliefllich
W(E) = 1 (BN S) + ' (E N 5°),
d.h: Sel,.
ii) Setzt man in (3.1.6) E := 5 = UX A, ergibt sich die o-Additivitdt des L-Mafes:

w* Zu (SNA) + p* (SN S Z,LL

i=1
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Die Bewegungsinvarianz des L-Mafles folgt unmittelbar aus der des &ufleren L-Mafles. Da
J-quadrierbare Mengen A nach Lemma 3.4 in £, sind, gilt fir diese |A| = p*(A) = u(A).
Aus der Additivitat von p(-) folgt fir B C A € £, direkt

#(A) = u((A\ BYU B) = u(A\ B) + u(B)

und somit u(A\ B) = u(A) — pu(B). Ist die Mengenfolge (4;);ey monoton wachsend,
so sind die Mengen By := Ay, By := Ay \ Ay,..., By := A \ A1, ..., messbar und
paarweise disjunkt. Aus A,, = By U...U B, folgt also

1(Ap) = w(Br) + ... + pw(Bp),

und aus S := U2, B; ergibt sich

m—0o0

w(S) = Z/L(Bi> = lim p(A4n,).

Sei nun die Mengenfolge (A;);eny monoton fallend. Fiir Teilmengen A C A; definieren
wir A":= A\ A. Fir D=nN2,A; CA ist D'=A4,\D=U2 A, also

u(D') = lim (A,
1—00
da die Folge (A});en monoton wachsen ist. Mit Hilfe der Identitat p(A’) = p(A;) — p(A)
angewendet fir D und A; folgt hieraus

p(A1) = p(D) = p(D") = lim p(A}) = lim {pu(Ar) — p(Ai)}

bzw. p(D) = lim; . pu(A;) .

Bemerkung: Auf die Voraussetzung u(A;) < oo in der letzten Aussage von (ii) kann nicht
verzichtet werden, wie das Beispiel 4; :=R x (0,1/i) C R? zeigt. Q.E.D.

Lemma 3.5: i) Fir die Differenz beliebiger Intervalle I,J C R™ gibt es eine endliche,
disjunkte Darstellung I\ J = U™ I; als Intervallsumme.

ii) Jede endliche oder abzihlbar unendliche Vereinigung von Intervallen S = U;I; be-
sitzt eine Darstellung als Vereinigung S = U;J; endlich bzw. abzdhlbar unendlich vieler
paarweise disjunkter Intervalle J;

Beweis: i) Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension n. Fiir n = 1 ist
die Richtigkeit der Behauptung klar. Sei nun n = 2 und entsprechend I = ' x 2, J =
JEx J?. Dannist INJ='NJY x (I?NJ?) und I\ J=1\1Iy mit Iy =1} x I? :=
INJ C I.Nach dem Ergebnis fiir n = 1 gibt es disjunkten Darstellungen I'\ 1} = U™, I}
und 7%\ 12 = U3 I? durch eindimensionale Intervalle. O.B.d.A. kann hier m; = ma
angenommen werden. Also ist T\ die disjunkte Vereinigung aller Intervalle I} ><I]2 (i,7 =
0,1,...,m), (i,7) # (0,0), und fiir ¢ = j = 0 ergibt sich I . Dies beweist die Richtigkeit
der Behauptung fiir n = 2. Dieses Argument lisst sich fortfiihren fiir n > 3, wobei dann
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die I',J' als (n — 1)-dimensionale und die I?,J? als eindimensionale Intervalle gewihlt
werden.

ii) Sei S = U;I; eine Intervallsumme. Dann besteht auch die Darstellung
S:UlK“ K1 = Ith = [2\]1,,Km:]m\ufl711[,

Es geniigt zu zeigen, dass jede der Mengen K; Vereinigung von endlich vielen, paarweise
disjunkten Intervallen ist. Das ist fiir K klar und folgt fiir K5 aus (i). Durch mehrmalige
Anwendung von (i) ergibt sich dies auch fiir K3 = I3\ ([;Uly) = (I3\ ;)\ 2 und genauso
fiir alle weiteren K. Q.E.D.

Lemma 3.6: Jede offene Menge A C R™ ldsst sich als Vereinigung von hochstens abzihl-
bar vielen, paarweise disjunkten Intervallen I; darstellen, so dass gilt:

A=Ul, LNL=0 (i#j), I,CA. (3.1.7)

Beweis: Wir betrachten Intervalle I = [a,b] = [a1,b1] X ... X[ay,b,] C R™ mit rationalen
Eckpunkten a,b € Q™. Es gibt abzahlbar viele solcher ,rationaler* Intervalle. Zu jedem
Punkt x € A gibt es eine e-Kugel K.(z) C A. Also gibt es auch ein rationales Intervall
I C A mit x € I. Folglich ist A die Vereinigung aller in A enthaltenen rationalen
Intervalle, A = U;[;. Nach Lemma 3.5 ist dann A auch Vereinigung von abzihlbar
vielen, paarweise disjunkten Intervallen. Q.E.D.

Korollar 3.1: Die Menge L, C P(R") enthdalt alle offenen und abgeschlossenen Mengen
des R™ sowie deren abzihlbaren Schnitte (sog. ,Gs-Mengen®) und Vereinigungen (sog.
LF,-Mengen*).

Beweis: Die Richtigkeit der Behauptung ergibt sich mit Hilfe von Lemma 3.6 aus der
Tatsache, dass £, o-Algebra ist. Q.E.D.
Satz 3.2: Fir eine beliebige Menge A C R™ st

w(A) = inf{u*(0), O D A offen}. (3.1.8)

Die Menge A ist genau dann Lebesque-messbar, wenn zu jedem € > 0 eine offene Menge
O, D A existiert mit

w(O:N\A) <e. (3.1.9)
Beweis: i) Zu € > 0 gibt es eine Intervallsumme Uil D A mit >, |I| < p*(A) + €.

Zu jedem I} gibt es ein etwas grofleres offenes Intervall Jy, D I, mit |Ji| < |Ix|+ &, und
> €k = €. Die offene Menge G := UyJ; enthélt dann A, und es gilt

p(G) < Zu*(Jk) < Z (|1x] + ex) < p*(A) +&.
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Fiir jede offene Obermenge G von A ist wegen der Monotonie des duleren Lebesgue-
MafBles p*(A) < p*(G). Dies impliziert mit dem eben Gezeigten p*(A) = inf{u*(G) :
G>A}.

ii) Wenn zu jedem ¢ > 0 eine offene (messbare) Menge G D A mit p*(G\ A) < ¢
existiert, so gibt es eine Folge solcher offener Mengen Gy mit p*(Gy\ A) < 1/k. Fiir die
Menge G := NGy ist dann p*(G\ A) < p*(Gp \ A) < 1/k und somit p*(G\ A) =0.
Als Nullmenge ist G\ A messbar und damit auch A =(A\ G)UG.

iii) Sei umgekehrt A messbar und e > 0 vorgegeben. Fiir unbeschrinktes A gibt es eine

Zerlegung A = U, Ay, wobei die Ay messbar und beschrinkt sind. Sei weiter e, > 0 mit
> €k =¢.Zujedem k gibt es nach (i) eine offene Menge Gj O Aj, mit

1 (Gr) < p'(Ap) +ew, W(Gr\ Ap) <ep

Hier wird eine Aussage aus Satz 3.1 (ii) verwendet, fir die p*(Ax) < oo benotigt wird.
Die Menge G := UG, ist offen und enthdlt A. Aus G\ A C U,(Gy \ A) folgt

pG\NA) <Y i (Ge\Ap) <Y en=c.

Dies vervollstédndigt den Beweis. Q.E.D.

Bemerkung 3.2: Es ist £, # P(R"), d.h.: Es gibt nicht-messbare Mengen. Der Be-
weis dieser Aussage, d. h. die Konstruktion von nicht-messbaren Mengen in R" erfordert
aber die Verwendung eines Arguments iiber unendliche Mengen, das sog. ,, Auswahlaxiom*
(Ubungsaufgabe).

3.2 Das Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral wird nun ganz analog wie das Riemann-Integral mit Hilfe von
Unter- und Obersummen eingefiihrt, wobei die Arithmentik in R stattfindet, und Zerle-
gungen in abzéhlbar viele messbare Mengen anstelle von nur endlich vielen quadrierbaren
verwendet werden.

3.2.1 Lebesgue-integrierbare Funktionen in R"

Sei D C R™ eine messbare Menge. Wir betrachten abzihlbare Zerlegungen Z = {B;}
von D in messbare Teilmengen B; C M, welche paarweise disjunkt sind, d. h.:

Die Menge aller solcher Zerlegungen von D sei mit Z(D) bezeichnet. Dabei sind natiirlich
auch endliche Zerlegungen zugelassen; dieser ,endliche“ Fall wird aber notationsméfig
nicht vom ,unendlichen* unterschieden. Fiir eine Zerlegung Z = {B;} € Z(D) ist die
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,Feinheit® |Z| definiert durch |Z| := supp,c, p(B;). Eine Zerlegung Z' = {B’} ist
eine , Verfeinerung® von Z = {B;}, wenn alle B} Teilmengen gewisser der B; sind; in
Symbolen wird dies durch Z' = Z (bzw. Z < Z') ausgedriickt. Fiir zwei Zerlegungen
Z ={Bi}, Z' = {B}} € Z(D) bezeichnet Z x Z' := {B; N B} die durch Schnittbildung
entstehende gemeinsame Verfeinerung.

Sei nun f : D — R eine gegebene Funktion und Z € Z(D). Wir definieren die
zugehorige ,, Untersumme® und ,,Obersumme*

oo o0

Sy(f)=>_inf f(x)u(B),  Sz(f)=_ sup f(z)u(B:),

z€B;
i=1 i=1 *€Bi

sowie mit gewissen Folgen & = (&;) von Punkten &; € B;, die ,Lebesguesche Summe*

LSz(f.€) Zf &)

Dabei sind fiir die einzelnen Summanden und die Summen die Werte £oo méglich, wobei
allerdings das Auftreten von Ausdriicken der Art ;oo — oo ausgeschlossen ist.

Die Werte der Unter- und Obersummen sollen unabhéngig von der Reihenfolge, d. h.
der Indizierung, der Summanden sein. Daher werden wir die absolute Konvergenz der
Reihen fordern. Die Lebesgue-Integrierbarkeit einer Funktion f : D — R wird dann
wieder iiber den Vergleich von Ober- und Untersummen definiert werden. Dabei er-
gibt sich das Problem, dass es fiir eine durchaus ,harmlose“ (unbeschrénkte) Funktion
f Zerlegungsfolgen (Zg)reny mit |Zx] — 0, geben kann, bzgl. derer die Obersummen
Sz.(f) = oo sind, wihrend fiir andere Zerlegungsfolgen (Z)ren mit |Z;| — 0, durchaus
SUpgen Sz, (f) < oo sein kann. Ein Beispiel ist im Folgenden beschrieben.

Beispiel 3.2: Auf dem Intervall D = (0, 1] wird die Funktion f(z) := 1/y/x betrach-
tet. 1. Allg. wird Sz(f) = oo sein; dies gilt insbesondere fiir jede Zerlegung, welche ein
Intervall der Form (0,b] enthélt, insbesondere also fiir jede endliche Zerlegung. Fiir die
Zerlegung
VARES {Bi:< ! 1] ZEN} sup f(z) =Vi+1,
i+1 zEB;
ist jedoch

= 1
ZM<OO
=1

Die Einbeziehung unbeschrankter Funktionen erfordert also besondere Vorkehrungen, um
zu einem sinnvollen Integralbegriff zu kommen. Dies wird durch die folgende Bedingung
geleistet.

§z*(f)=§:(1 H—l) irl=

i=1

Definition 3.5 (Bedingung (Z)): Sei D C R" Lebesgue-messbar. Wir sagen, dass ei-
ne Funktion f: D — R die Eigenschaft (Z) besitzt, wenn es eine Zerlequng Z* = {B}} €
Z(D) gibt, so dass die zugehorige Obersumme von |f| endlich ist:

Sz

f]) < .
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Damit sind dann auch die Ober- und Untersummen von f zu jeder Verfeinerung von Z*
endlich und konvergieren absolut. Die Klasse aller Zerlequngen Z* € Z(D) mit dieser
Eigenschaft wird mit Z7(D) bezeichnet.

Lemma 3.7: a) Die Eigenschaft (Z) einer Funktion f : D — R impliziert, dass die
Menge der Singularititen ¥y == {x € D : f(x) = +oo} eine Lebesque-Nullmenge ist,
dh.: p(Er)=0.

b) Ferner gilt mit einer Zerlegung Z* aus Z3(D):
i) Fiir Verfeinerungen Z,7' € Z(D) von Z* mit Z' = Z gilt:
—00 < Sy(f) < Sz(f) < Sz(f) < Sz(f) < o0.
ii) Fiir beliebige Verfeinerungen Z,Z' € Z(D) wvon Z* gilt:
Sy(f) < Sz (f).
iii) Fiir jede Verfeinerung Z € Z(D) von Z* gilt:

Sy(f) < LSz(f,€) < Sz(f),

und zu jedem € > 0 gibt es Sdtze von Punkten & € Bf und n; € B}

¥ so dass fir die
zugehorigen Lebesque-Summen gilt:

Sz(f) = LSz(f;€) <e, LSz(fin) —S,(f) <e.

Beweis: a) Ist Z* € Z7(D) und sup,¢p- f(z) = oo fiirein B} € Z*, somuss p*(B;) =0
sein. Die Singularitdtenmenge ¥, ist also in der Vereinigung von hoéchstens abzidhlbar
vielen Nullmengen enthalten und damit wegen der o-Subadditvitdt des dufleren L-Mafles
selbst eine Nullmenge.

b) Der Beweis fiir (i) und (ii) ist evident. Zum Beweis von (iii) wéhlen wir &; > 0 mit
Yoo, ei =¢ und fiir jedes i € N mit 0 < pu(B;) < oo die Punkte &,7; € B; derart dass

sup f(x) — f(&) <

sup o éi)’ fni) — nf f (x) <

,U(Bi).

Aus u(B;) = oo wiirde f = 0 auf B; folgen, denn andernfalls wire Sz(|f|) = oo.
Summanden mit p(B;) = 0 oder pu(B;) = oo sind also Null. Damit erhalten wir die
zweite Ungleichung

LSy (f;n) — i 1nff <Z€Z_€

i=1

und analog auch die erste. Q.E.D.
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Mit den obigen Bezeichnungen werden nun fiir Funktionen f mit der Eigenschaft (Z)
wieder das ,, Unterintegral und das ,,Oberintegral“ definiert durch

l(f):/ fyde:= s Sz J(f)=/Df(I)dx:= 5.

inf
ZeZ(D),Z~Z* ZeZ(D),Z~7*

Aus diesen Definitionen ergeben sich unmittelbar die folgenden Beziehungen:

J() < I, I ==L=]). (3.2.10)

Die Definition des Unter- und Oberintegerals ist unabhingig von der speziellen Wahl der
Zerlegung Z* € Z3;(D), denn zu jeder anderen Zerlegung Z** € Z7(D) ist Z** * Z*
gemeinsame Verfeinerung von Z** und Z*, d.h.:

sup S, = sup Sy, inf Sy = inf Sy.
A A A4 A A A A

Definition 3.6 (Lebesgue-Integral): Sei D C R™ L-messbar. Sind fiir eine Funktion
f D — R mit der Eigenschaft (Z) ihr Ober- und Unterintegral gleich, so heifit der
gemeinsame (endliche) Wert das ,Lebesgque-Integral® (kurz ,L-Integral) von f iiber D,

/D f(@)dr = J(f) = I(f) = T(f). (32.11)

und die Funktion f wird ,Lebesque-integrierbar® (kurz ,L-integrierbar®) genannt. Die
Menge der iber D Lebesque-integrierbaren Funktionen wird mit L(D) bezeichnet. Im
Folgenden beinhaltet die Annahme der ,Lebesque-Integrierbarkeit einer Funktion implizit
auch das Vorliegen der Eigenschaft (7).

Die folgenden Aussagen werden ganz anlog wie die entsprechenden fiir das Riemann-
Integral bewiesen.

Lemma 3.8: Das Lebesgue-Integral hat die folgenden FEigenschaften:

i) FEs ist f € L(D) genau dann, wenn die Bedingung (Z) gilt und zu beliebigem ¢ > 0
eine Zerlegung Z. € Z(D) existiert mit (Lebesquesche Integrabilititskriterium,):

Sz.(f) — 85.(f) <e. (3.2.12)

i) Ist f € L(D) fii. in D gleich einer Funktion g: D — R, so ist auch g € L(D), und
es gilt:

J(f) = J(g). (3.2.13)
iii) Fir f,g € L(D) mit f <g fi. i D gilt (Monotonie)

J(f) < J(9). (3.2.14)
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iv) Die Menge L(D) ist ein Vektorraum, und das Lebesque-Integral ist ein lineares Funk-
tional auf L(D), d.h.: Fir f,g € L(D) und o, € R ist af + Bg € L(D), und es
qilt:

J(af + Bg) = aJ(f) + BJ(g). (3.2.15)

v) Ist f € L(D) und ¢ : R — R Lipschitz-stetig mit ©(0) =0, so ist po f € L(D).
Speziell sind auch |f|, f+ =max{f,0}, f~ =min{f,0} € L(D). Hieraus folgt insbeson-
dere, dass eine Funktion f : D — R genau dann in L(D) ist, wenn f¥,f~ € L(D)
sind, und es gilt dann

/Df(az)dx:/Df+(az)dac—|—/Df_(m)da:. (3.2.16)

vi) Sei Z = {By} € Z(D) eine (disjunkte) Zerlegung und f : D — R, U {0} eine
beliebige Funktion. Ist f € L(D), so ist auch f € L(By), k € N, und umgekehrt, und in
diesem Falle gilt

/Df(x)dxzz ; f(z)dx. (3.2.17)

Beweis: i) Der Beweis verlauft analog wie beim entsprechenden Integrabilitédtskriterium
fiir das R-Integral, wobei anstelle der Linearitéit endlicher Sumen die von absolut konver-
genten Reihen verwendet wird.

ii) Die Menge N := {xz € D : f(x) # g(x)} ist eine L-Nullmenge. Fiir eine Zerlegung
Z = {A;} = {N,D\ N} ist entweder A; C N oder A; C D\ N. Im ersten Fall ist
1*(A;) = 0, und der entsprechende Summand tritt in den zugehoérigen Lebesgueschen
Summen LSz(f,§) und LSz(g,&) nicht auf. Im zweiten Fall ist f(&;) = g(&) . Also ist
LSy(f,&) = LSz(g,€) . Dies impliziert

J() = lm LS,(1.€) = lm LS7(f.€) = J(9).

|Z]—0
iii) Die Monotonie des L-Integrals ergibt sich wieder analog wie die des R-Integrals.
iv) Bs sei N :={z € D: |f(z)| = oo oder |g(x)| = oo} . Ahnlich wie in (ii) folgt fiir jede
Zerlegung Z = {A;} = {N, D\ N} fir die zugehorigen L-Summen:

Die Behauptung folgt nun wieder aus der Konvergenz dieser L-Summen fiir |Z] — 0
gegen die entsprechenden L-Integrale.

v) Nach (ii) kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass |f(z)| < co auf D ist. Aus p(0) =0
und

|o(s) = ()] < ls =1
folgt zunéchst |¢(s)| < 7|s|, und damit fiir die Zerlegung Z* aus Bedingung (Z):

Sz-(lp o fI) < ¥Sz(

fl) < .
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Nach (i) gibt es zu ¢ > 0 eine Zerlegung Z. € Z(D) mit Sy (f) — S, (f) <e. Wegen

(/@) = (DI < f () = F)l < 7(sup fo) = inf f(2)), 2.y € A
gilt
sup(p o f)(x) — inf (po f)(w) < 7(sup f(w) = inf f(x))

z€EA; z€A; zEA;

und folglich Sz (po f) — Sy (¢o f) <ve. Alsoist o f € L(D), wieder nach (i). Die
Aussagen fiir die speziellen Félle erhalten wir mit ¢(s) = |s|, s™,s7 .

vi) Aus Zerlegungen 7, = {B¥} € Z(By), k € N, lisst sich eine Zerlegung Z = {BF}; €
Z(D) zusammensetzen, und umgekehrt induziert jede Zerlegung Z = {A;} € Z(D),
welche Verfeinerung von {By} ist, Zerlegungen Z* = {A; N By} € Z(By,) . Aufgrund des
Doppelreihensatzes (3.1.2) gilt dann in beiden Féllen:

Sy =85, Sz =>_5ah)

Hieraus folgt unmittelbar

Dies impliziert zusammen mit dem eben Bewiesenen

/Df(m)dm>§/B f(‘r)dx>/Df(I)dx.

Auf analoge Weise gewinnt man die entsprechende Aussage auch fiir die Oberintegrale,
woraus dann die Behauptung folgt. Q.E.D.

Satz 3.3: Ist D C R™ quadrierbar und die Funktion f: D — R Riemann-integrierbar,
soist f auf D auch Lebesque-integrierbar, und die entsprechenden Integrale haben den-
selben Wert.
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Beweis: Bei der hier verwendeten Definition von R-Integral und L-Integral ist die Aussage
des Satzes eine Trivialitdt. Fiir jede endliche Zerlegung Z von D in quadrierbare Mengen
ist das untere R-Integral kleiner oder gleich dem unteren L-Integral und das obere R-
Integral grofer oder gleich dem oberen L-Integral. Die Gleichheit von unterem und oberem
R-Integral impliziert also auch die Gleichheit von unterem und oberem L-Integral. Q.E.D.

Bemerkung 3.3: Das Lebesgue-Integral ist eine echte Erweiterung des (eigentlichen)
Riemann-Integrals und fiir nicht-negative Funktionen in einer Dimension auch des unei-
gentlichen Riemann-Integrals. Die durch

T z€QnNIo,1],
f(x)'_{m z€0,1\Q,

definierte Funktion f:[0,1] — R ist nicht Riemann-integrierbar (Ubungsaufgabe), aber
wegen f =0 f.i. Lebesgue-integrierbar mit dem Integralwert

/Olf(x)dx =0.

Bemerkung 3.4: Beim Lebesgue-Integral wird nicht zwischen eigentlich und uneigent-
lich integerierbar unterschieden. Dies wird dadurch erreicht, dass von vornherein unbe-
schréinkte Integrationsbereiche sowie unbeschriankte Integranden zugelassen sind. Die not-
wendige Beschrankung auf sinnvolle Situationen wird durch die Bedingung (Z) erreicht.
Diese fiihrt zu einigen Besonderheiten des Lebesgue-Integrals:

i) Mit f € L(D) ist notwendig auch |f| € L(D). Das ist beim uneigentlichen Riemann-
Integral in einer Dimension anders. Die Funktion f(x) = sin(z)/z ist auf dem Intervall
[0,00), wie wir schon gesehen haben, uneigentlich Riemann-integrierbar, ihr Absolutbe-
trag |f| ist es aber nicht (Ubungsaufgabe).

ii) Beim Lebesgue-Integral folgt aus f € L(D) i.Allg. nicht, dass auch f* € L(D).
Ein Beispiel bietet die {iber dem Intervall (0,1] uneigentlich Riemann-integrierbare (und
Lebesgue-integrierbare) Funktion f(z) = 1/y/x, deren Quadrat f?(z) = 1/z, wie wir
wissen, nicht integrierbar ist.

Das Lebesgue-Integral ldsst sich analog zum Riemann-Integral auch fiir vektorwer-

tige Funktionen [ = (fi,...,fs) : D — R’ definieren. Eine solche Funktion ist L-
integrierbar, wenn es ihre Komponenten sind, und als Integral wird der Vektor J(f) :=
(J(f1)s---,J(fa)) bezeichnet.

Satz 3.4 (Dreiecksungleichung): Ist D C R" messbar und die Funktion f : D —

R’ Lebesgue-integrierbar, so ist fiir jede Norm || - || auf RY auch die Funktion ||f(-)|
Lebesque-integrierbar, und es gilt

H/Df(‘T) dxH S/Dllf(:c)lldx. (3.2.18)
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Beweis: Es sei f = (f1,..., fs). Sind die Komponenten f;(-) integrierbar, so sind es
auch die Betragsfunktionen | f;(-)] und somit auch [|f(-)||s . Wegen der Aquivalenz aller
Normen auf R ist dann auch die Funktion ||f(-)|| L-integrierbar. Fiir jede Zerlegung
Z = 7Z* € Z7(D) ist wegen der Dreicksungleichung:

ILS2L6)1 = | 32 56 u(B) | < 315 w(B:) = LSA1.6).

Durch Grenziibergang |Z] — 0 folgt damit die behauptete Ungleichung. Q.E.D.

3.2.2 Integrabilititskriterien

Die folgende Untersuchung des Lebesgue-Integrals und seiner Eigenschaften erfordert
moglichst einfache Kriterien fiir die Lebesgue-Integrierbarkeit. Dazu dient das Konzept
der ,,Messbarkeit* von Funktionen.

Definition 3.7 (messbare Funktion): Sei D C R" Lebesgue-messbar. Eine Funktion
f D — R heifit ,Lebesque-messbar (oder kurz ,messbar®), wenn fir jedes o € R die
folgenden Mengen Lebesque-messbar sind:

NZ(f):={zeD: f(x) > a}.

Aufgrund der Eigenschaften messbarer Mengen kann dies dquivalent auch mit >, < und
< definiert werden.

Lemma 3.9: Sind die Funktionen f, : D — R messbar, so sind auch die folgenden
Funktionen messbar:

finf(x) = H]}f fk(x)v fsup(m) = 51}1p fk(x)>
fliminf(x) = hHlklIlf fk(x)a flimsup(x) = linlksup fk (J?)

Beweis: Aufgrund der Beziehungen

{reD: fiue(x)>at=mp{z e D: fi(zr) >a}
{reD: faulx)>al=U{reD: fi(r)>a}

und der o-Algebra-Eigenschaft von £, folgt die Messbarkeit von fi,; und fo,,. Mit

fliminf(x) = sup lnf fl(I), flirnsup(x) = inf sup fz(x)
k i>k k i>k

ergibt sich weiter auch die Messbarkeit von fiimint Und fiimsup - Q.E.D.
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Lemma 3.10: Ist D C R™ Lebesque-messbar und die Funktion f : D — R Lebesque-
integrierbar, so ist f messbar.

Beweis: Da f L-integrierbar ist, gibt es aufgrund der Bedingung (Z) eine Zerlegung
Z* ={B;} von D mit Sy-(|f]) < co.Seien Z, = {Bf}; Zerlegungen mit Z* < Z; <
Zy = ... und Sz (f) =S8z (f) <1/k. Esist dann

lim S, (f) = J(f) = lim Tz, (/).

k—o00

Den Zerlegungen Z; ordnen wir die folgenden beiden Treppenfunktionen zu (xp die
charakteristische Funktion der Menge B ):

ge(r) ==Y infpef xps(x),  Gil(w) = suppf xpe(2).
=1 i=1
Fiir diese sind N7 (gx) und N2 (Gy) fir jedes aw € R L-messbar, d.h.: g, und G}, sind
messbar. Ferner gilt:

Sz (f) =Sz (9r), Sz.(f) = Sz, (Gy).

Die Treppenfunktionen g, und G bilden monoton wachsende bzw. fallende Folgen. Thre
punktweisen Grenzwerte ¢ := limy_,o gr und G := lim;_,,, G} sind nach Lemma 3.9
ebenfalls messbar. Es ist ¢ < f < G und

Sz.(f) = 87,(9r) < 87,(9) < Sz.(9) = S2,(G) < 52,(G) < 5z,(Gx) = Sz,.(f).

Dies impliziert, dass g, G € L(D) mit J(f) = J(g9) = J(G). Aus 0 < G —g € L(D) und
J(G—g) =0 folgt G—g=0 fii.in D (Ubungsaufgabe). Alsoist f =g f.ii.in D und
folglich ebenfalls messbar. Q.E.D.

Lemma 3.11: Ist f: D — R messbar und ¢ : R — R, stetig, so ist die Komposition
wo f ebenfalls messbar. Damit sind fiir messbare Funktionen f,g : D — R auch die
folgenden Funktionen messbar (Sofern sie als Funktionen von D nach R wohl definiert
sind. ).

o 1P (e >0, af (@eR), 1/f (fir f#0), f+g. fg.

Beweis: i) Sei f: D — R. Fiir ¢ > 0 definieren wir die Mengen
Bi:={zeD:ck< flzx)<elk+1)}, keZ,
und bilden die messbaren Treppenfunktion

te(x) = Zmi xs:(x), my = infeep: f(7).
keZ

Fiir diese gilt t. < f <t.+ ¢ und folglich t.(z) — f(x) (¢ — 0). Nun ist

{zeD:(pot)(r) > a} =U{B;: p(mj) > a},
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woraus die Messbarkeit von ¢ ot folgt. Wegen der Stetigkeit von ¢ konvergiert auch
(pot)(z) = (po f)(z) (¢ = 0). Nach Lemma 3.9 ist also auch ¢ o f messbar.

ii) Die Mengen D' :={z € D : |f(z)] < oo} und Xin :={z € D: f(x) = xoo} sind
messbar. Die Messbarkeit der anderen Funktionen ergibt sich dann aus Teil (i) (angewen-
det fiir f: D’ — R) mit den entsprechenden stetigen Funktionen ¢(-). Dieses Argument
ist aber nicht auf den Fall 1/f anwendbar, wenn f nicht von Null wegbeschréinkt ist. In

diesem Fall ist eine subtilere Argumentation unter Verwendung von Lemma 3.9 erforder-
lich. Diese wird als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Satz 3.5: Ist D C R" Lebesque-messbar. Bine messbare Funktion f : D — R mit der
Figenschaft (Z), fir die J(f) < oo gilt, ist Lebesque-integrierbar. Insbesondere ist eine
messbare Funktion f: D — R Lebesque-integrierbar, wenn sie eine Lebesque-integrierbare
Magorante g € L(D), besitzt, d. h.: |f| <g.

Beweis: i) Zunéchst wird p(D) < oo angenommen. Es sei € > 0 beliebig und
Bi:={zeD:eck< f(x)<elk+1)}, keZ, Bo:={z € D: |f(x)] = co}.

Die Mengen Bf sind messbar, und die Menge B, ist wegen Bedingung (Z) L-Nullmenge.
Die Mengen Bj und B, bilden eine (disjunkte) Zerlegung Z. der Menge D, und es gilt

ek <infiep; f(2) < supyep: f(2) < e(k+1).

Wegen der o-Additivitidt des L-Mafles folgt

S7.(f) =D subsep [ (@) p(By) < Y (infen f(x) + &) u(B) < S7.(f) + e u(D).

kEZ kEZ

Wegen der Voraussetzung sup, S, (f) = J(f) < oo ist f nach dem Integrabilitétskrite-
rium aus Lemma 3.8(i) also L-integrierbar.

ii) Im Fall p(D) = oo sei {B;} € Z(D) eine Zerlegung in L-messbare Mengen B; C D
mit p(B;) < co. Die auf D messbare Funktion f: D — R ist auch auf jeder Teilmenge
B; messbar, und das zugehorige Unterintegral ist kleiner oo . Anwendung von Teil (i) auf
die einzelnen B; ergibt f|p, € L(B;). Die Behauptung folgt dann mit Hilfe der Aussage
von Lemma 3.8(vi). Q.E.D.

3.2.3 Konvergenzsitze

Im Folgenden untersuchen wir die Vertauschbarkeit des Lebesgue-Integrals mit Konver-
genzprozessen. Wir beginnen mit einem fundamentalen Satz von Beppo Levi!

Beppo Levi (1875-1961): Ttalienischer Mathematiker; Professor in Cagliari und spéter in Rosario (Ar-
gentinien); Beitrige zur Geometrie, Logik und Analysis, u.a. zur Begriindung des Dirichletschen Prinzips.
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Satz 3.6 (Satz von Beppo Levi: montone Konvergenz): Sei D C R" messbar und
(fx)ken eine monoton wachsende Folge nicht negativer Funktionen fi, € L(D) mit

Sup/ fr(x)dr < co. (3.2.19)
keN Jp

Dann konvergieren die fy fii. in D gegen eine Lebesque-integrierbare Grenzfunktion
feL(D), und es gilt:

klggo/jjfk(r)dx/D]}Ln;fk(x)dr/[)f(r)dx (3.2.20)

Beweis: a) Aus der Monotonie der Folge (fi(x))gen fiir jedes x € D folgt die Existenz
der Limiten f(z) := limy oo fr(z) = supgpey fe(x), wodurch eine messbare Funktion
f:D — R mit f >0 definiert ist. Nach Voraussetzung ist, wegen der Monotonie des
L-Integrals,

—sup/fkda:— hm/fkdx<oo

keN
b) Wir stellen folgendes Hilfsresultat bereit: Sei A C D messbar und f(z) > m > 0 fiir
x € A. Dann gilt:

mp(A) < klim frdz = B(A). (3.2.21)
—00 Jy

Fiir m = 0 ist dies trivial. Sei also m > 0. Fiir 0 < a < m setzen wir
Qn ={reD: fi(x)>a}NA
Die Mengen Q% sind wegen fj, € L(D) messbar, und es gilt:
ap(@Qg) < frdr < / fredr < sup/ frdx = B(A).
Qe A keN J A
Die Mengenfolge (Qf)ken ist monoton zunehmend mit Ugen@¢ = A. Fiir £ — oo folgt
daher mit Hilfe von Satz 3.1 au(A) < B(A), und somit (3.2.21) fiir a« — m.

¢) Sei nun Z = {B;} € Z(D) eine (disjunkte) Zerlegung und S,(f) = >, miu(B;) die
zugehorige Untersumme mit m; := inf,ep, f(x). Durch Anwendung von (3.2.21) auf B;
ergibt sich mit D; := U_, B;:

J

Zml,u <Zkhm/ frdr = hm Z/ frdr = hm/ frdr < 5.
=0 Jp,

Fiir j — oo folgt hieraus S,(f) < 8 und damit, da die Zerlegung Z beliebig gewihlt
ist, J(f) = supzezpySz(f) < B. Nach Satz 3.5 ist dann f L-integrierbar, und es gilt

wegen fr < f:
b= lim/fkd:pg/fdx:/ fdx < p.
k—oo Jp D J p
Dies vervollstédndigt den Beweis. Q.E.D.

Der Satz von Beppo Levi hat einige wichtige Folgerungen. Als erstes ergibt sich die
folgende Aussage iiber die Vertauschbarkeit von Integration und Summation.
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Korollar 3.2: Sei D C R" quadrierbar und (fx)ken eine Folge nicht-negativer, Lebesgue-
integrierbarer Funktionen f. : D — R mit der Eigenschaft

sup/D;fk(x)dm < 00.

neN

Dann stellt die Reihe s(x) = Y72, fu(x) eine Funktion aus L(D) dar, und es gilt:
/ s(x)dr = Z/ fr(x) de. (3.2.22)
D = /D

Beweis: Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von Beppo Levi. Q.E.D.

Weiter haben wir die folgende Variante des Satz von Beppo Levi fiir allgemeine Funktionen
ohne Vorzeichenbedingung.

Korollar 3.3: Sei D C R™ messbar und (fi)ren eine monotone Folge von Funktionen
fx € L(D) mit

sup
keN

/ka(x) dx’ < oo. (3.2.23)

Dann ist f = limy_,o fr Lebesgue-integrierbar, und es gilt:

lirn/ka(:v)dx:/Dkli_)IEofk(x)dm:/Df(ac)dx. (3.2.24)

k—o0

Beweis: Sei 0.B.d.A. die Folge (f;)r monoton wachsend; andernfalls wird die Folge
(—fx)r betrachtet. Die Singularititenmenge U; := {z € D : fi(z) = +oo} ist L-
Nullmenge. Durch die Setzung

gk(2) = fe(z) = fi(z), © € D\U1, g(x):=0, z €U,

erhalten wir eine monoton wachsende Folge (gx)s nicht-negativer, L-integrierbarer Funk-
tionen. Die zugehorige Folge von L-Integralen J(g;) = J(fr) —J(f1) ist beschrankt. Nach
dem Satz von Beppo Levi ist also ¢ := lim;_,, gr L-integrierbar, und es gilt

lim/gk(x)dx:/g(x)dx.
k—oo Jp D

Hieraus folgt die L-Integrabilitdt von f = ¢+ fi und die Beziehung
lim / fr(z)de = / f(z)dx,
k—oo D D
was zu zeigen war. Q.E.D.

Das folgende sog. Lemma von Fatou? ist eine etwas tiefer gehende Folgerung des Satz von
Beppo Levi.

2Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929): Franzosischer Mathematiker und Astronom; wirkte an der
Pariser Sternwarte; wichtige Beitridge zur Analysis, insbesondere zur Integrations- und komplexen Funk-
tionentheorie sowie zur Theorie des Mehrkorperproblems der Planetenbahnen.
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Korollar 3.4 (Lemma von Fatou): Sei D C R" messbar und (fy)ren eine Folge
nicht negativer Funktionen f, € L(D) mit der Eigenschaft

sup/ fr(z)de < co.

keN Jp
Dann gult:
/ liminf fi,(z) dx < hmlnf/ fr(x (3.2.25)
p k—oo
Ist zusditzlich supgey fr < g mit einem g € L(D), so gilt
/ lim sup fi(z) dz > lim sup/ fu(x (3.2.26)
D k—oo k—o00

Beweis: Da dieses Lemma im Folgenden nicht verwendet wird, verzichten wir auf die
Angabe seines Beweises und verweisen hierfiir auf die einschliagige Literatur. Q.E.D.

Der wichtigste Konvergenzsatz fiir das Lebesgue-Integral ist der folgende Satz tiber
die majorisierte Konvergenz nach Lebesgue.

Satz 3.7 (Satz von Lebesgue zur majorisierten Konvergenz): Sei D C R™ mess-
bar und (fx)ken eine Folge von Funktionen f, € L(D), die [ i. gegen eine Funktion
f auf D konvergieren. Die Folge (fi)ren besitze eine Lebesque-integrierbare Majoran-
te, d.h. eine Funktion g auf D mit |fy| < g, f i. auf D. Dann ist auch der Limes
f=limg_ fr Lebesque-integrierbar auf D , und es gilt:

kh_)nolo/ka(:L‘)z/Dlenolofk(x)dxz/Df(a:) dx. (3.2.27)

Beweis: Wir kénnen wieder 0.B.d.A. annehmen, dass die Funktionen f; und g iiberall
in D endlich sind, und dass die Folge (fi)ren iliberall gegen f konvergiert. Andernfalls
werden die betreffenden Funktionswerte in Null umgeéndert, was die Werte der auftre-
tenden L-Integrale nicht dndert. Der Limes f ist messbar, durch g € L(D) beschrinkt
und daher nach Satz 3.5 L-integrierbar. Die nicht-negativen Funktionen

hin(2) := sup{| fi(z) = f(z)[ : k= m}

sind dann wegen |h,,(z)| < 2¢(x) ebenfalls L-integrierbar, und streben monoton fallend
gegen Null. Nach dem Korollar 3.3 zum Satz von Beppo Levi folgt

|J(fr) = TN =1T(fe = I < T fe = f1) = 0 (k= 00),

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.
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3.2.4 Satz von Fubini und Transformationsregeln

Die wichtigsten Sétze zur praktischen Berechnung von Integralen sind der Satz von Fubini
und der Transformationssatz (Substitutionsregel). Im Folgenden formulieren wir diese
Séatze in ihrer Version fiir das Lebesgue-Integral. Auf die Ausarbeitung der Beweise wird
aber verzichtet, da in Anwendungen meist nur ihre Versionen fiir das Riemann-Integral
benétigt werden.

Satz 3.8 (Satz von Fubini): Seien I, C R™ wund I, C R™ (mdglicherweise unbe-
schrinkte) Intervalle mit dem kartesischen Produkt I = I, x I, € R™™™ wund f € L(I).
Dann gilt:

i) Fir fast alle © € I, ist die Funktion f(x,-):1, = R auf I, Lebesque-integrierbar.
ii) Die Funktion fIy fG y)dy : I, = R ist Lebsque-integrierbar auf I .
iii) Es gilt:

[ tepaen - [ ( [ taw dy> i = / ( [ ) dx) dy. (32.28)

Yy

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.

Bemerkung 3.5: Die Lebesguesche Version des Satzes von Fubini unterscheidet sich von
der Riemannschen im wesentlichen in den folgenden Punkten:

1. Integrationsintervall sowie Integrand diirfen beim L-Integral unbeschriankt sein.

2. Die Funktion f(z,-): I, — R ist i. Allg. nicht R-integrierbar; es existieren aber ihre
Unter- und Oberintegrale.

3. Fiir das R-Integral gilt

/If(ﬂzy)d(af,y) /I (/ny(%y)dy) dx/jy (/I f(x,y)dx> dy.

Der folgende Satz von Tonelli® beinhaltet in gewissem Sinne die Umkehrung der Aus-
sage des Satzes von Fubini.

Satz 3.9 (Satz von Tonelli): Seien I, C R" und I, C R™ Intervalle mit dem karte-
sischen Produkt I = I, x I,, € R"™™ und f messbar auf I. Eristiert mindestens eines
der beiden iterierten Integrale

/Iy< Im|f(x,y)|da:> dy, /1 ( . f(a:,y)|dy> du,

so ist f Lebesgque-integrierbar, und es gilt die Aussage des Satzes von Fubini.

3Leonida Tonelli (1885-1946): Ttalienische Mathematiker; Prof. in Cagliari, Parma, Bologna und Pisa;
Beitrige zur Analysis, zur Integrationstheorie und Varationsrechnung.
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Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.

Als néchstes diskutieren wir die Substitutionsregel fiir das Lebesgue-Integral. Beim
Riemann-Integral erfordert die Formulierung der Voraussetzungen der Substitutionsregel
einige Subtilitdt. Sei D C R"™ der messbare (bzw. quadrierbare) Integrationsbereich.

— Die starke, aber beweistechnisch bequemste Bedingung verlangt, dass die Transfor-
mation ® auf einer offenen Umgebung O D D von D injektiv und regulir , d.h.
stetig differenzierbar mit det ® # 0, ist. Damit werden aber die Transformation
auf Polar- und Kugelkoordinaten nicht erfasst.

— Die praktisch leichter anwendbare Bedingung verlangt, dass die Transformation &
auf der offenen Menge D injektiv, reguldr und Lipschitz-stetig ist.

Im Falle des Lebesgue-Integrals ergeben sich die Voraussetzungen der Substitutionsregel
dagegen auf ganz natiirliche Weise.

Satz 3.10 (Substitutionsregel): Sei die Menge D C R™ offen und ® : D — R" eine
injektive und stetig differenzierbare Abbildung mit det ® £ 0 in D . Dann ist auch die
Bildmenge ®(D) offen und damit L-messbar. Ist f : ®(D) — R L-integrierbar, so ist
auch die Funktion (f o ®)|det®'|: D — R L-integrierbar, und es gilt

fly)dy = / [(®(x))| det @' ()| dx. (3.2.29)
o(D)

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.

Zum Schluss betrachten wir noch parameterabhéngige Lebesgue-Integrale.

Satz 3.11 (Parameterintegral): Sei B C R™ messbar und A CR"™ offen. Ferner sei
die Funktion f: Ax B — R fiir jedes feste x € A L-integrierbar auf B und fiir fast alle
y € B auf A nach x stetig differenzierbar. Weiter gebe es eine auf B L-integrierbare
Funktion g : B — R mit ||V.f(z,y)|| < g(y) fir alle v € A und fiir fast alle y € B.
Dann gilt:

i) Vof(z,y) ist fir jedes feste x € A L-integrierbar auf B.
ii) Das Parameterintegral F(z fB x,y) dy ist stetig differenzierbar mit der Ableitung

z) = /Bvxf(ra y) dy. (3.2.30)

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir hohere Ableitungen.

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.
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3.2.5 Lebesgue-integrierbare Funktionen in R!

Wir wollen noch zwei fundamentale Aspekte der Lebesgueschen Integrationstheorie be-
handeln: den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung und die Charakte-
risierung der Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

Definition 3.8 (absolut-stetig): Auf einem Intervall I C R heifit eine Funktion f :
I — R absolut-stetig”, wenn zu beliebigem ¢ € Ry ein § € Ry existiert, so dass fiir
jede endliche Menge {I, = (ar,br), k = 1,...,m} wvon offenen, disjunkten Intervallen
I, C I gilt:

SIl<d = Do) — flan)| <e. (3.2.31)

k=1 k=1

Lemma 3.12: FEs gelten die folgenden Aussagen:
i) Absolut-stetige Funktionen sind gleichmdfig stetig.
ii) Lipschitz-stetige Funktionen sind absolut-stetig.

iii) Die Komposition o f einer absolut-stetigen Funktion f: 1 — R und einer auf f(I)
Lipschitz-stetigen Funktion ¢ ist wieder absolut-stetig.

iv) Eine absolut-stetige Funktion f ist von beschrinkter Variation und folglich darstellbar
als Differenz f = g — h zweier monotoner Funktionen g,h .

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.

Satz 3.12 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung): Flir beliebige
Funktionen f: I =[a,b] = R gilt:

i) Ist [ absolut-stetig, so ist es fast f. . in I differenzierbar, f’ ist Lebesgue-integrierbar,
und es ist:

F(b) — fla) = / f'(@) de. (3.2.32)

ii) Ist [ Lebesgue-integrierbar, so ist die Funktion F(t) := fat f(s)ds absolut-stetig mit
f=F fii.in I, d h.: Esist:

F@z/f@@ = F(t) = (). (3.2.33)

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.
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3.3 Ubungen

Ubung 3.1: Man zeige, dass jede Hyperebene H(a,b) = {x € R*: a+b-x =0} mit
b € R"\ {0} ecine Lebesgue-Nullmenge (bzgl. R") ist. (Hinweis: Man beachte die Argu-
mentation im Beweis der entsprechenden Aussage fiir abzidhlbare Mengen.)

Ubung 3.2: Sei X eine beliebige unendliche Menge und
A:={ACX: A oder X\ A sind endlich.}.

Man zeige, dass A eine Mengen-Algebra, aber keine o-Algebra ist.

Ubung 3.3: a) Man zeige die Richtigkeit der folgenden Aussagen:
i) Durch # ~y & 2 —y € Q" wird eine Aquivalenzrelation im R™ erklirt.

i) Der Einheitswiirfel [0,1]" C R™ enthilt aus jeder der Aquivalenzklassen von ~ abzihl-
bar unendlich viele Elemente.

b) Sei A C [0,1]" eine Menge, die aus jeder der Aquivalenzklassen von ~ genau ein Ele-
ment enthélt (Die Annahme der Existenz einer solchen Menge folgt aus einem eigensténdi-
gen mengentheoretischen Axiom, dem sog. ,,Auswahlaxiom®, dessen Verwendung unter
Mathematikern umstritten ist.). Man zeige die Richtigkeit der folgenden Aussagen:

iii) Fiir 7,5 € Q" mit 7 # s gilt: (r+A)N(s+A4)=0.
iv) Fiir die Menge S :=U{r + A: r e Q"N [-1,1]"} gilt: [0,1]* C S C [-1,2]".

v) Die Menge A ist nicht Lebesgue-messbar. (Hinweis: Das Lebesgue-Maf ist translati-
onsinvariant.)

Ubung 3.4: Man begriinde die folgenden Aussagen aus dem Text:
i) Die Menge [0,1]" N Q™ C R™ ist Lebesgue-messbar aber nicht Jordan-quadrierbar.

ii) Die durch f(z) :=1 fir z € [0,1]NQ und f(z):=0 fiir z € [0,1] \ Q} definierte
beschrénkte Funktion f :[0,1] — R ist nicht Riemann-integrierbar.

iii) Die Ordinatenmenge der auf dem Intervall (0, 1] definierten unbeschrinkten Funktion
f(z) := 271/% ist Lebesgue-messbar. Wie grof8 ist ihr Maf?

Ubung 3.5: Man bestimme das dufiere MaB der folgenden Mengen und entscheide ob
diese Lebesgue-messbar sind:

) Ai={(z,y) eR* |2 >0, —e " <y<e™}
i) A:={(z,y) e R?|z € Q,y € R}
i) A:=[0,1] xR C R?
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Ubung 3.6: Sei D C R" eine beschrinkte, Lebesgue-messbare Menge mit w(D) >0
und f : D — R eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Man zeige, dass die folgende
Implikation gilt:

f)>0 fi.auf D = /f(;L')da:>O7
D

und dass dies die folgende Aquivalenz impliziert:

f(x)=0 f.i. auf D < /D|f(.r)|d.r0.

(Hinweis: Man betrachte die Mengen By := {x € D : f(x) > 1/k} und zeige, dass
1(By,) > 0 fiir mindestens ein k € N ist. Die erste Behauptung folgt dann mit Hilfe der
Monotonie des L-Integrals.)

Ubung 3.7: Sei D C R* L-messbar mit u(D) > 0, und seien f,g : D — R L-
integrierbare Funktionen. Man beweise oder widerlege die folgende Aussage: Stimmen
f und g auf einer dichten Teilmenge von D iiberein, so sind ihre Integrale gleich.

Ubung 3.8: Man betrachte die folgenden Beispicle von Funktionenfolgen (f)ren auf
den Definitionsbereichen D C R™:

i) Sei D =[0,1] und (7;);en eine Abzdhlung der rationalen Zahlen in D und f: D — R
definiert durch

fulr) =1 fir i=1,...,k, und fi(z) =0 sonst.
ii) Sei D =R und f;: D — R definiert durch
fe(x)=1/k fir —k <z <k, und fr(z)=0 sonst.
iii) Sei D =[0,1] und fi: D — R definiert durch
fulx) =k fir 0<z<1/k, und fr(z) =0 sonst.

Welche Voraussetzungen der Sitze von Beppo Levi und Lebesgue und des Lemmas von
Fatou werden in diesen Beispielen erfiillt und welche nicht. Man iiberpriife anhand dieser
Beispiele, ob die Konvergenzsatze auch fiir das Riemann-Integral gelten.

Ubung 3.9: Man zeige, dass die durch

f@ =" s ) =1,
definierte Funktion auf dem Intervall D = [0,00) zwar im Sinne der eindimensiona-

len Integrationstheorie (s. Band Analysis 1) uneigentlich Riemann-integrierbar aber nicht
Lebesgue-integrierbar ist. Man diskutiere dieselbe Frage im Rahmen der mehrdimensio-
nalen Integrationstheorie (s. Band Analysis 2)
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I;'Jbung 3.10: Sind fiir eine auf einem Gebiet 2 C R" L-integrierbare Funktion f : € —
R auch |f|, f?, sin(f) und fg mit einem g € C(Q) L-integrierbar?

Ubung 3.11: Sei (6)ren die im Text konstruierte ,Dirac-Folge®, 0x(z) := kd;(kz),
61 (z) = (2m)" 2"/ Man zeige, dass damit fiir jede Funktion f € LY(R), die im
Punkt = = 0 stetig ist, gilt (f,dx)2 — f(0) (k — oo). Im Limes k — oo hat diese
Folge also die Wirkung der , Dirac-Distribution®, die einer stetigen Funktion den Wert in
x = 0 zuordnet, was die Bezeichnung ,, Dirac-Folge* erklrt.






4 Anwendungen des Lebesgue-Integrals

In diesem Kapitel wollen wir als Anwendung der Theorie des Lebesgue-Integrals einen
Ausflug in das Gebiet der sog. ,Funktionalanalysis“ unternehmen. Ziele sind die Aus-
dehnung der im Band Analysis 1 diskutierten Fourier-Entwicklungen von periodischen
Riemann-integrierbaren Funktionen fiir moglichst allgemeine, nicht notwendig periodische
Funktionen und die Rechtfertigung des in Kapitel 2 betrachteten Dirichletschen Prinzips
iiber die Existenz von Minima des Dirichlet-Integrals

D] = / V()| d

bei vorgegeben Randwerten wujpo = ¢g. Grundlage hierfiir ist das Studium gewisser Rédume
Lebesgue-integrierbarer und in einem verallgemeinerten Sinne differenzierbarer Funktio-
nen.

4.1 Der Lebesgue-Raum [LF((2)

Als Vorbereitung betrachten wir ,, Funktionenraume* von Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen auf offenen (d. h. messbaren) Mengen 2 C R™. In diesem Abschnitt ist 1 < p < oo,
wenn nichts Anderes gesagt ist.

Lemma 4.1: Die folgende Funktionenmenge ist ein Vektorraum

P(Q) = {f:Q— R messbar: |f|P € L(Q)}.

Beweis: Fiir f,g € LP(Q) sind f,g und somit auch |f + g|? messbar. Die Ungleichung
|f 4+ glP < 2¢(|fP + |g|*) impliziert dann das Integrabilitétskriterium von Satz 3.5, dass
auch f+g e LP(Q) ist. Ferner ist fiir f € L?(Q) und a € R auch of € L?(Q). Q.E.D.

Im Sinne dieser Definition ist L'(Q) = L(Q). Auf LP(Q) definieren wir

11, = ([ 1#@par) ™

Es handelt sich hier nur um eine ,,Semi-Norm* und nicht eine Norm, da aus |[|f]|, = 0
nur f =0 ,fast iberall* (kurz: ,f.i.“) in Q folgt. Die anderen Normeigenschaften sind
aber gegeben. Die Homogenitét folgt aus der Linearitit des Integrals,

» 1/p » 1/p
losl = ( / af (@) dr) " = ol / @l dr) " = lal |1 fl- (4.1.1)
Die Dreiecksungleichung ist teilweise Inhalt des folgenden Lemmas.

99
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Lemma 4.2 (Holdersche und Minkowskische Ungleichung): Fir 1 < p,q < o
mit 1/p+1/q =1 seien f € LP(Q) und g € LI(Q). Dann ist fg € L(Q), und es gilt
die Holdersche Ungleichung

[1r@star< ([ 1r@r)”( [ o) (112

Fir 1<p<oo und f,g € E”(Q) gilt die Minkowskische Ungleichung

([u@+a@pr)” < ([ir@r)”«([lo@r)" @)

Die Holdersche und die Minkowskische Ungleichung lauten in kurzer Notation:
Ifglle < W floliglla NS+ gl < U fllp + llgllp-

Beweis: i) O.B.d.A. sei f,g > 0. Im Fall ||f|, = 0 oder |g|, = 0 ist fg = 0 f.i.
und somit ||fg||; = 0. Die Holdersche Ungleichung ist in diesem Fall also trivialerweise
erfiillt. Sei also nun 0 < [|f]|,, ]9l < oo angenommen. Mit f, ¢ ist auch fg messbar.
Wir setzen

fz) g(x)?
p(z) = , (z) = .
S TN AN T
Es ist dann ¢, € L(Q) mit |[¢]l;1 =1 = ||¢||: . Fiir beliebige reelle Zahlen a,b > 0 gilt:
a/Ppt/e < @ + é
p q
Dies folgt aus der Konkavitéit der Logarithmusfunktion, In”(z) = —1/2? < 0, und der

Monotonie der Exponentialfunktion durch beidseitiges Exponieren der Ungleichung
b 1 1
In (g + 7) > —In(a) + = In(b) = In(a/Pb'/9).
p g p q
Mit Hilfe dieser Ungleichung mit a := ¢(z) und b:= () ergibt sich

f@g(e) _ ol) | ()
ligle = » T g

Folglich ist nach dem Integrabilitdtskriterium von Satz 3.5 fg € L(D). Integration auf
beiden Seiten ergibt dann

1
1£1lpllgllq

woraus die Holdersche Ungleichung folgt.

=1

)

[ steteya < 1o, 1

ii) Fiir p = 1 folgt die behauptete Ungleichung aus der Dreiecksungleichung fiir den
Absolutbetrag und der Monotonie und Linearitit des L-Integrals:

Jiraldn< [Qn+lahar= [ \fido+ [ jolae
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Sei nun p > 1 und ¢ :=p/(p—1), d.h.: 1/p+1/q = 1. Wir definieren die Funktion
h:=|f+g|P~', welche samt ihrer Potenzen messbar ist. Dann ist h? = |f + g|P, also

Rlly = 1S + gllz/e.

Ferner ist
\f 491" = 1f + glh < |fh] + [ghl.
Die Holdersche Ungleichung liefert also

I+ gll2 = / 1+ glPde < [[FRll+ llghls
Q

< (171l + lglla) 1lly < (171l + Ngllo) 1f + gll5.
Wegen p— p/q =1 ergibt sich die Behauptung. Q.E.D.

Um aus der Seminorm || - ||, eine richtige Norm zu machen, bedienen wir uns eines
Kunstgriffs. Auf LP(§2) wird durch

f~g &= f=gfiin Q

eine Aquivalenzrelation definiert. Zwei Funktionen f, g € LP (Q) sind also ,dquivalent,
wenn sie sich nur auf einer Menge mit Mafl Null unterscheiden; ihre Integrale und Semi-
normen stimmen dann {iberein. Die Menge der zugehorigen Aquivalenzklassen

[fl={g€L’(Q): g~ f}

bildet dann wieder einen Vektorraum. Auf diesem ist durch

1AMl == sup {llglly. g € [f1} = lI£ll,

eine Norm definiert. Homogenitét und Dreiecksungleichung iibertréigt sich unmittelbar von
den entsprechenden Eigenschaften der Seminnorm auf L? (©) . Im Gegensatz zu letzterer
liegt nun aber auch Definitheit vor, denn ||[f]||, = 0 bedeutet f =0 f.ii., d.h.: [f] = [0].
Damit wird der Vektorraum der Aquivalenzklassen zu einem normierten Raum. Durch
Zuordnung eines (beliebigen) Reprisentanten f zur Aquivalenzklasse [f] kann dieser
normierte Raum als Funktionenraum interpretiert werden. Wir werden im Folgenden nicht
mehr zwischen Aquivalenzklasse und (beliebigem) Représentanten unterscheiden.

Definition 4.1: Der normierte Raum der bis auf Mengen vom Maf Null definierten und
zur p-ten Potenz integrierbaren Funktionen f : Q — R, mit der Norm | - |, , wird als
sLebesque-Raum“ LP(Q) bezeichnet.

Der folgende fiir die Theorie der Lebesgue-Réume fundamentale Satz geht auf Resulta-
te zur Fourier-Analyse (s. den néchsten Abschnitt) zuriick, die 1907 von Ernst Sigismund
Fischer'und von Frigyes Riesz? unabhiingig voneinander bewiesen wurden. In der Litera-
tur finden sich heute unterschiedliche Sétze, die ihren Namen tragen und Varianten oder
Verallgemeinerungen dieses Satzes sind.

'Ernst Sigismund Fischer (1875-1954): Osterreichischer Mathematiker, Prof. an der Universitéit Koln,
Beitriige zur Analysis und Algebra.

2Frigyes Riesz (1880-1956): Ungarischer Mathematiker; Prof. in Kolozsvr (heute Cluj-Napoca, Rum-
nien) und Budapest; wesentliche Beitriige zur Funktionalanalysis.
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Satz 4.1 (Satz von Fischer-Riesz): Der normierte Raum LP(QY) ist vollstindig, d. h.
ein Banach-Raum.

Beweis: i) Sei (f;) eine Cauchy-Folge von Funktionen f;, € LP(Q2). Wir haben zu zeigen,
dass es ein f € LP(Q) gibt mit [|fz — f|[, = 0 (k — o0). Sei dazu (ej)ren eine Folge
positiver Zahlen mit > ;> & < oo. Dazu gibt es eine monoton wachsende Indexfolge

(ik)keN Hlit
Ifi = fillpy <en, 4,5 >

Wir betrachten die Teilfolge (f;, )reny und setzen wy := f;; und uy := fi, — fi,_,, k > 2.
Dann gilt

oo oo o0
o= Nurlly < fisllo + D Mo = Ficsllo < Wfisllp + Y en1 < oo
k=1

k=2 k=2
ii) Wir wollen zeigen, dass hieraus f:= 3 ;- u; € LP(Q) folgt, sowie
If = fallp =0 (k= o0).
Zunéchst ist vy == |uy| + -+ + |ug] € LP(Q) und
[ollp < fluallp + - - 4 [lullp.

Also ist

/ |v|P dx < oP.
Q

Die Funktion v := limy_o v = > 5o, |u;| ist messbar, und aus dem Satz von Beppo Levi

(Satz 3.6) folgt
/ [v|P dz < oP.
Q

Also ist v € LP(Q) mit |v|, < o. Insbesondere ist v(z) < oo f.ii. in ©, d.h. fir
x € Q\ N mit einer Nullmenge N C €. Dies impliziert die absolute Konvergenz der
Reihe

f(x) :Zuk(fﬂ), r€Q\N.

Aus der Ungleichung |f] < v f.i. in Q folgt weiter, dass f € LP(Q). Fiir die Partial-
summen uy + -+ +u, = fi, + fi, = fi + 0+ fip, — fi, = fip gilt

\f = firl < |f]+1fi] < 20

Wegen |f — f;,.|P < 2PvP € L(2) kann der Satz zur majorisierten Konvergenz (Satz 3.7)
angewendet werden und liefert die Konvergenz der Teilfolge (f;, Jken:

lim |f— f;,[P=0 fiin Q@ = lim/|fff,-k|”dac:0.
k—o0 k—oo Jo
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iii) Aus der Abschitzung

1fi = fllp < M fi = fiellp + Wi = fllp S e+ W fi = fllps 2> i,
ergibt sich die Konvergenz der ganzen Folge f = lim; . f; in LP(Q). Q.E.D.
Als Folgerung aus dem Beweis von Satz 4.1 erhalten wir die wichtige Aussage, dass

Konvergenz einer Funktionenfolge in LP(€2) die f. i. punktweise Konvergenz einer Teilfolge
impliziert. Die punktweise Konvergenz der gesamten Folge liegt i. Allg. nicht vor.

Korollar 4.1: Ist (f;)ien eine Folge in LP(QY) mit f =lim; o f; in LP(Q), so gibt es
eine Teilfolge (fi, )ren , welche f.i. in Q punktweise gegen f konvergiert.

Bemerkung 4.1: Die Aussage von Korollar 4.1 kann i. Allg. nicht verbessert werden,
denn es gibt Folgen (fi)reny C L1(Q), welche in keinem Punkt x € Q konvergieren, aber
dennoch in L'(€2) gegen Null konvergieren. Zur Konstruktion eines Beispiels unterteilen
wir fiir n € N das Einheitsintervall Q = [0,1] C R! in 2" Teilintervalle gemif

[07 1] = U?::l[(m —1)27, m27n]7

und ordnen jedem der Teilintervalle [(m — 1)27", m2™"] die zugehorige charakteristische
Funktion zu:

fnm = X[(m—l)?’",mQ’"b n e N7 m = 1, ey A
Sei nun (fx)keny eine Durchnummerierung dieser Funktionen nach aufsteigendem n =
1,2,3,... und m =1,...,2". Fiir diese Funktionen f; € L*(0,1) gilt dann

1 1 m2-n
lim / fr(x)dr = lim fom(z)dx = lim dr = lim 27" = 0.
0

k—o0 n,m—oo [ n,m—00 (m—1)2—n n—oo

Nun ist jedes z € [0, 1] sicherlich in unendlich vielen der Teilintervalle [(m—1)27", m2™"]
enthalten. Fiir eine Teilfolge (fi,)ien ist dann fi,(z) = 1, d. h.: Die gesamte Folge (fi)ren
konvergiert in x nicht gegen Null.

Fiir p =2 steht die Norm | - ||2 in engem Zusammenhang mit dem L*-Produkt

(f.9)2 = / f@g@)ds, [l = (FHY.

Dieses ist ein Skalarprodukt auf dem Lebesgue-Raum L%*(Q), der damit zu einem sog.
,Hilbert-Raum* wird.

Ein wichtiges Hilfsmittel der Variationsrechnung und der Theorie partieller Differen-
tialgleichungen ist die Approximierbarkeit von LP-Funktionen durch glatte Funktionen.
Der folgende Satz stellt ein solches Resultat fiir den Funktionenraum

C5e(2) :={f € C*°(Q) mit kompaktem Tréger supp(f) C Q}
bereit. Dabei ist der ,, Triiger” einer Funktion f: € — R definiert durch
supp(f) == {z € Q; f(x) #0} C Q.
Der Raum C§°(€2) wird als Teilraum von LP(2) aufgefasst.
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Satz 4.2 (Approximationssatz): Der Teilraum C§(Q) ist dicht in LP(Y), d. h.: Zu
jedem f € LP(Q) gibt es eine Folge (fi)ren C C§(Q) mit || fx — fll, = 0 (K — 00) .

Beweis: Sei f € LP(Q). Wegen f = fT + f~ geniigt es, die Behauptung fiir nicht-
negatives f zu beweisen. Ferner kénnen wir 0.B.d.A. wieder f(z) < oo annehmen. Der
Beweis wird nun in mehreren Schritten gefiihrt.

i) Wir konstruieren zunéchst eine approximierende Folge von Treppenfunktionen. Dazu
definieren wir fiir ¢ > 0 die Mengen

M; ={zxeQ: ek < f(x)<ek+1)}, keN,

und die zugehorige Treppenfunktion

[e o]
te(z) = ;kaM;, my = xlefjl\f;k f(z).
Mit letzterer gilt nach Konstruktion 0 < ¢t. < f < t. + . Dieselbe Definition mit &/2
ergibt Mengen M ,i/ % und eine zugehorige Treppenfunktion t./, mit t. < t./5. Anwendung

dieser Konstruktion fiir 5 := 27% ergibt dann eine Folge von Treppenfunktionen #;, := t.,
mit den Eigenschaften 0 <t; <--- <t < f und limg_, tx(x) = f(x). Die durch

sk(z) == min{k, te(x)}, |z| <k, sp(z):=0, |z| >k,

definierten Treppenfunktionen nehmen nun nur endlich viele Werte an, und erfiillen eben-
falls 0 < s < f und limg o sx(2) = f(x). Nach dem Satz von Lebesgue folgt also

/|sk—f|pd:z;—>0 (k — o0).
Q

Die Treppenfunktionen s, sind endliche Superpositionen von charakteristischen Funk-
tionen x4 zu beschrénkten Mengen A C Q. Es geniigt also zu zeigen, dass solche cha-
rakteristische Funktionen in LP(Q2) durch Funktionen aus C§°(€2) approximiert werden
koénnen.

ii) Sei A C © meBbar und beschriankt. Nach Satz 3.2 gibt es zu jedem & > 0 eine offene
Menge O mit A C O C Q und p(O\ A) < . Fir die zugehorigen charakteristischen
Funktionen folgt

1/p
lIxo — xallp = (/O\A d:v) =u(O\ A)l/p <

Es geniigt also, die charakteristische Funktion yo zur offenen Menge O C Q) zu appro-
ximieren. Die Mengen

Ay = {z €0 dist(z,00) > 1/k}, keN,

sind kompakt, und erfiillen U2, A, = O. Unten werden wir zeigen, dass es zu jedem Ay
eine Funktion ¢ € C5°(Q2) gibt mit den Eigenschaften 0 < ¢ <1, pi(z) =1, x € Ay
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und supp(p) € O. Es gilt also |pr| < xo und limg_,o ¢r = Xxo . Hieraus folgt wieder
mit dem Satz von Lebesgue, dass |¢x — xoll, = 0 (k — o0).

iii) Zur Vervollstandigung des Beweises konstruieren wir zu einer kompakten Menge A C
Q eine Funktion ¢ € C§°(2) mit den Eigenschaften

0<p<1 o) =1 ze€A

Die kompakte Menge A C Q hat einen positiven Abstand ¢ := dist(A4,9Q) zum Rand
von . Wir definieren die stetigen Funktionen d(x) := dist(z,9) und

0, t<30,
1, 25<t.

Die stetige Funktion f(z):= h(d(x)) hat dann die Eigenschaften 0 < f <1 und
=0 in A5 s, =1 inAgs,
mit A, = {x € R": dist(z, A) < e} . Damit bilden wir das sog. ,,Faltungsintegral

p(z) == (g)n . f(y)w(xé/;éy) dy

mit einer Funktion ¢ € C§°(R"™) mit den Eigenschaften ¢ > 0 und

W(x)de = 1.

Rn

Dieses hat dann als Funktion ¢ : Q — R alle geforderten Eigenschaften (Ubungsaufgabe),
womit der Beweis vervollstandigt ist. Q.E.D.

Bemerkung 4.2: Aus Satz 4.2 folgt, dass der Lebesgue-Raum LP(Q)) auch durch Ver-
vollstéandigung des Teilraumes Cg°(f2) gewonnen werden kann. Die Menge der Aqui-
valenzklassen von LP-Cauchy-Folgen in C§°(£2) ist nach Konstruktion ein vollstandiger
normierter Raum und ldsst sich mit dem Lebesgue-Raum LP(Q?) identifizieren.

Korollar 4.2: Eine Funktion f € L*(Q), fir die gilt

(fip)2=0, e, (4.1.4)
erfillt f=0 f 4. in Q.

Beweis: Zu der Funktion f € L?(f2) gibt es nach Satz 4.2 eine approximierende Folge
(fi)ken C CC(Q) mit || fr — fll2 = 0 (k — o0) . Dies impliziert

1A= (f, £e = (f, f = f)2 SN Flallf = filla = 0 (k= o)
und folglich f =0 f.i.in Q. Q.E.D.
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Bemerkung 4.3: Fir den Grenzfall p = oo erhélt man zundchst den Vektorraum
L>(Q) der auf Q C R™ sog. ,,wesentlich beschrénkten® Funktionen. Dies sind messbare
Funktionen f:Q — R, fiir die mit einer Konstante K € R gilt:

p{z € Q[f(x)] > K} =0,

d. h.: Durch geeignete Modifikation von f auf einer Nullmenge erhilt man eine im klassi-
schen Sinne beschrinkte Funktion. Jedes solches K wird als ,,wesentliche Schranke® von
f bezeichnet. Das ,,wesentliche Supremum® von f ist dann

esssupg | f| := inf{ K > 0| K wesentliche Schranke}.
Auf L®(Q) wird durch
f~g & esssuplf—yg|l=0,

wieder eine Aquivalenzrelation erklirt. Die Menge der Aquivalenzklassen {[f], f € L>(Q)}
bildet dann analog wie im Fall 1 < p < oo einen Vektorraum, dessen Elemente mit
geeignet gewihlten Reprisentanten der jeweiligen Aquivalenzklasse identifiziert werden,
f =~ [f], und der mit der Norm

o := Inf {esssu
Il = int {esssupg lof}

versehen wird. Dieser normierte Raum wird mit L>(€2) bezeichnet; er ist ebenfalls ein
Banach-Raum. Man beachte aber, dass der Teilraum Cg°(€2) nicht dicht in L>(2) liegt
(Ubungsaufgabe).

4.2 Fourier-Analyse

In Kapitel 7 ,,Fourier-Analyse* des Bandes Analysis 1 wurde die Darstellung periodischer
Funktionen durch sog. ,,Fourier-Reihen“ untersucht. Es wurde insbesondere gezeigt, dass
fiir jede 2m-periodische, stiickweise stetige (und damit Riemann-integrierbare) Funktion
f:[0,27] = R die zugehdrige ,, Fourier-Summen® in reeller Darstellung

FI(t) = %ag+ Y {ax cos(kt) + by sin(kt) } (4.2.5)
k=1
mit den Koeffizienten
1 27 1 2r 1 27
agp = — f)ydt, ap=— f(t)cos(kt)dt by, = f/ f(t)sin(kt) dt,
0

T Jo T Jo s

oder in ihrer dquivalenten kompleren Darstellung

FI(t) := Z et (4.2.6)
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mit den Koeffizienten
Co = %ao, Cp = %(ak — ibk), C_p = %(ak + lbk), keN,
im Sinne der L?>-Konvergenz gegen f konvergiert, d.h.:

lim ||F — flla = 0. (4.2.7)

Diese Analyse bediente sich der ,komplexen* Version der Lebesgue-Raumes L?(0,2m)
mit dem zugehorigen Skalarprodukt
2w

(f,9)2:= | f(H3?)at.

0
Hier gilt (c;,c)2 = 2w 0,1, j,k € Z.

Wir wollen dieses Resultat auf Funktionen aus L*(0,27) ausdehnen. Dieser Verallge-
meinerungsschritt ist vergleichsweise einfach. Der , harte* Teil der Arbeit ist bereits beim
Nachweis der Fourier-Approximierbarkeit glatter Funktionen geleistet worden.

Definition 4.2: Eine Menge A = {e} C L*(0,27) heifit ,,Orthonormalsystem* (ONS),
wenn fir e, € A gilt:
(e,e)a=1 und (e, e)y=0 fire#¢e.
Sie heift wvollstindig“, wenn ihre lineare Hiille span(A) dicht in L*(0,2m) ist, d.h.:
Wenn es fiir jedes f € L*(0,27) zu beliebigem € € R, ein f. € span A gibt, so dass
Hf - f5H2 <e&.

Lemma 4.3: Die (abzihlbare) Menge der Ezponentialfunktionen A = {e** k € Z},
bildet ein vollstindiges Orthonormalsystem in L*(0,2m) .

Beweis: Nach dem oben Gesagten konvergiert die Fourier-Reihe einer Funktion f €
R[0,27] im quadratischen Mittel gegen f, d.h.: Die lineare Hiille der Menge der Expo-
nentialfunktionen ist bzgl. der L?-Norm dicht in R[0, 27]. Wegen C§°(0,2m) C R[0, 27]
und der Dichtheit von C§°(0,2m) C L*(0,27) ist dann aber auch span(A) C L?(0,2r)
dicht. Q.E.D.

Lemma 4.4: Sei A = {e;, k € Z} ein vollstindiges Orthonormalsystem in L*(0,27) .
Fir ein f € L*(0,27) seien die (verallgemeinerten) Fourier-Summen definiert durch

F,,{ = Z Cr€r, Cp -— (f, €k)2.

k=—n

Dann gilt bzgl. des Unterraumes E, := span{ey, —n <k <n} C L?*(0,27):
1f = FJlls = min || f = g]l2, (4.2.8)
S

If = EE=F15 = D Jeal. (4.2.9)

k=—n



108 Anwendungen des Lebesgue-Integrals

Beweis: Fiir beliebiges g =Y ,_  axey, € B, gilt:
If = glls = 1715 = (f,9)2 = (g, P2 + lgll3

n n
= |I£15 - Z ax(f,er)2 — Z o (er, f)2 + Z (€, €5)2
k=-n k=—n jk=—n
n n n
= |I£15 - Z QpCr — Z QpCr + Z o |?
k=—n k=—n k=—n
n n n n n
=03 = D Jerl+ D el = D e — > andr+ Y fowl
k=—n k=—n k=—n k=—n k=—n
n n
= F1E =D lenl + Y lew — .
k=—n k=—n

Die rechte Seite wird offenbar minimal fiir oy, = ¢, d. h. fiir ¢ = F7 . Fiir diese Wahl gilt
dann auch (4.2.9). Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir das Hauptergebnis zur Fourier-Analyse peri-
odischer Funktionen beweisen.

Satz 4.3 (Satz von Fischer-Riesz): Fiir jede 2n-periodische Funktion f € L*(0,2n)
konvergiert die zugehdrige Fourier-Reihe im L*-Sinne gegen f,

. _ — I ikx _
T |15 = o = Jim || 3 e — 1], =o. (42.10)

und mit ihren Fourier-Koeffizienten ¢, gilt die sog. , Vollstindigkeitsrelation® (auch ,Par-
sevalsche® Gleichung® genannt)

Do lalf =715 (4.2.11)

Beweis: Zu jedem f € L?(0,27) gibt es wegen der Vollstindigkeit des Exponentialsy-
stems in L*(0,27) zu beliebigem ¢ € R, eine Linearkombination g, = >,_  axex
mit

1 = gnll <e.
Aufgrund der Bestapproximationseigenschaft (4.2.8) der Fourier-Summe F/ zu f gilt
dann

1f = Flllz < IIf = gull2 <e.

Dies impliziert fiir ¢ — 0 die Konvergenz (4.2.10). Durch Grenziibergang n — oo in
(4.2.9) erhalten wir bei Beachtung der Monotonie der Folge der Partialsummen Y ;_  |cg|?
die Parsevalsche Identitét. Q.E.D.

3Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten iiber partielle
Differentialgleichungen der Physik (nur fiinf mathematische Publikationen); bekannt durch die nach ihm
benannte Gleichung, die er aber ohne Beweis und Bezug zu Fourier-Reihen angegeben hat.
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Bemerkung 4.4: Der klassischer Satz von Fischer-Riesz besagt, dass der Raum L?(0, 27)
der im Lesgueschen Sinne quadrat-integrablen Funktionen isometrisch isomorph zum
Raum [*(N) der quadrat-summierbaren Folgen ist:

L*(0,27) = I*(N).

Der Isomorphismus zwischen L?(0,27) und [*(N) ist gerade die Transformation in eine
Fourier-Reihe, d. h.: Jede L?-Funktion liisst sich aus der Folge ihrer Fourier-Koeffizienten
rekonstruieren. Dies besagt u. a., dass eine messbare Funktion genau dann in L?(0, 27)
liegt, wenn ihre Fourier-Reihe beziiglich der L?-Norm konvergiert. Oftmals findet man
auch folgende, allgemeinere Aussage unter dem Namen Satz von Fischer-Riesz: Ist H
ein abstrakter Hilbert-Raum und (e;)ier eine Orthonormalbasis von H, d.h. ein abzihl-
bares, paarweise orthonormales Erzeugendensystem (dicht liegende lineare Hiille), so ist
die Abbildung

O H—P(I), v (2,¢)0)e;

ein isometrischer Isomorphismus. Ein Hilbert-Raum, welcher ein abzéhlbares Erzeugen-
densystem und damit auch eine Orthonormalbasis besitzt, wird ,separabel“ genannt. Es
gibt nicht-separable Hilbert-Réume, z. B. der Hilbert-Raum der sog. ,fast-periodischen
Funktionen® (s. Literatur).

4.3 Die Fourier-Transformation

Fiir 2m-periodische, quadrat-integrable Funktionen ist die L?-Konvergenz der Fourier-
Reihe gesichert. Im Folgenden wollen wir diese Analyse fiir auf ganz R! definierte, nicht
notwendig periodische Funktionen erweitern. Dies fiihrt auf , Fourier-Integrale“ und in
diesem Zusammenhang auf die ,Fourier-Transformation“. Dabei wird die Entwicklung
nach ,,diskret verteilten“ Exponentialfunktionen ey (x) = ¢**| k € Z , ersetzt durch solche
nach , kontinuierlich verteilten® e;(x) = ¢ t € R.

Definition 4.3: Fiir eine Funtion f € L'(R) ist die ,Fourier-Transformierte® f R —
C definiert durch

r 1 —ixt
f(z) = M/Rf(t)e dt, =z eR.

Die Fourier-Transformierte ist wohl definiert, da der Integrand die L*-Magjorante |f| hat.

Nach dem Satz iiber Parameterintegrale ist die Fourier-Transformierte stetig. Ferner gilt

1

f@) < =

1£1]1, (4.3.12)

d.h.: Die Fourier-Transformierte einer L!'-Funktion ist beschrinkt.
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Beispiel 4.1: Die Fourier-Transformierte der charakteristischen Funktion f := x_1y
des Intervalls [—1,1] ergibt sich zu

f(z) = \/127 /_11 e 1t gt — \/12? /_11 {cos(—xt) + iSin(—:Eﬁ)} dt
1 gsin(wt) | .cos(wt)jt 2 sinz
_\/ﬂ[ x i x }—1_\/5 x veR

Dieses Beispiel zeigt, dass i. Allg. die Fourier-Transformierte einer L'-Funktion nicht au-
tomatisch wieder in L'(R) liegt. Fiir allgemeine L'-Funktionen werden wir dies daher bei
der weiteren Analyse als zusétzliche Voraussetzung verwenden.

Beispiel 4.2: Fiir die Fourier-Transformierte der Funktion f(t) := e~*/2 ergibt sich mit
Hilfe der Koordinatentransformation s :=t/v/2 +iz/v/2 mit ds = dt//2:

67052/2 00

1 = —t2/2 —ixt
r)=— e e " dt =
/(@) V2T /oo V2T J_wo
—z2/2 oo —z2/2  pootiz/V2 —22/2 oo
<! e~ (V2 V2? gy © / e ds = = : / e ds.

a V2T Joo ﬁ —oo+iz/V/2 ﬁ

Auf der rechten Seite steht das ,,Gauf-“ oder auch ,, Euler-Poisson-Integral® (s. Literatur)

/ e ds = /7.

—00

e—(t2/2+izt—12/2) dt

Damit erhalten wir
f(L) = €,I2/27
d.h.: In diesem speziellen Fall haben f und f dieselbe Form.

Der folgende ,, Umkehrsatz“ der Fourier-Transformation ist das kontinuierliche Analo-
gon zur diskreten Entwicklung einer 27-periodischen L2-Funktion in eine Fourier-Reihe:

¢ ik ¢ _7L o okt
fle) =Y flk)e*, ffaxel02r], f(k) '_\/%/o F(t)e * dt.

kez
Satz 4.4 (Umkehrsatz): Sei f € L'(R) mit f € L'(R). Dann gilt fiir fast alle t € R :
1) = = [ Fw)ea (4.3.13)
=— z)e™ d. 3.
V2 Jr

Insbesondere ist f(f) = f(—t). Gleichheit besteht in jedem Punkt t, in dem f stetig ist.
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Beweis: i) Wir verwenden die spezielle ,,Dirac-Folge*
51 (t) = ——e 2 8u(t) == ki (kt), k€N,

mit der Normierungseigenschaft (Koordinatentransformation s := kt/v/2)

o0 242 1 0 2
/5k( \/%/ “/th:ﬁ/ e /?ds=1, keN,

und der Invarianzeigenschaft &, = 0, (Koordinatentransformation s:= kt ), d.h.:

: k[ e L[ e
Ox(2) = kdr(kz) = koy(kz) = o— / e e dt = / e /BT g,

Faltung von f mit d;, ergibt dann bei Beachtung von 0y (t — x) = dp(z — t):
- / F@)sult — o) de = / F@)du(a = 1) de

= / f(a:)<2 / e—32/<2k2)e—l(1—f)5ds) dx
oo T J
1 / fla —s2/(2k2) o—il@—t)s ds) de.

T or
Der (messbare) Integrand dieses Doppelintegrals hat als Funktion von (s,z) € R xR die
integrierbare Majorante |f(x)le™*" . Folglich kann nach dem Satz von Fubini die Reihen-
folge der Integrationen vertauscht werden und wir erhalten durch Auswertung des inneren
Integrals:

1 o o ) ) )
_ 2 (2H2) ,—i(o—t)s
(f % 6)(t) 5 /OO (/OO flx)e e da:> ds
1 oo oo ) , o
— —ixs —s2/(2k?) its
o) (/oo f(z)e dx)e e ds

1 RN 2 ronay
= — f(s)e™ /@R gits .
\/ 27T /oo

Fiir £ — oo konvergieren die Integranden punktweise gegen f (s)el** und werden durch
die integrierbare Funktion f majorisiert. Nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz
(Satz von Lebesgue) konvergiert also

(f % 06)(t) = koo \/12? /Z f(s)e™ds, teR.

Andererseits konvergiert die linke Seite im L!-Sinne

If 6k — flli =0 (k— o0). (4.3.14)
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Nach dem Korollar 4.1 zum Satz von Riesz-Fischer existiert eine Teilfolge (f * dp)wen,
welche f. . gegen f konvergiert. Dies impliziert die erste Behauptung.

ii) Die Konvergenzaussage (4.3.14) sieht man wie folgt: Sei ¢ > 0 beliebig gewéhlt. Da
der Teilraum C§°(R) dicht in L'(R) liegt, gibt es ein f. € C°(R) mit ||f — f]:1 < €.
Weiter gilt

|fs*5k_fs||1:/Z’/Zfs(t)dk(t—x)ddi—fg(t)‘dt
<l [ [ 160t =) - o] e

k o0 o 2 2 2.2
= —=|lfello |e R U=l 2 oK /2) gyt
V2 —o0 J —o0

Die Koordinatentransformationen y = kx, s = kt ergeben dann mit einer gewissen Kon-
stante C' > 0:

1 & > 2 2 C
_ - —(s=y)?/2 _ ,—y*/2 < =
| fo 6k — fellu /o ||f€||00/oo/oo|e e |dyd87 k”fs”oo

Fiir hinreichend groBes k > k. gilt dann || f. % 0x — fe||1 < €. Mit Hilfe der Abschétzung
lfeadi< [ | [ t@at-oafa< [ [ @)oo dea
[ [ - ayias= [ r@lde =1

erschliefen wir weiter fiir £ > k. :

If* 0k = fll S N = fo) * Ol 4+ |1 fe % O — fello + |1 fe = flIa
SN = f)lle 4 (1 fe % 0x — felln + N1Lfe = fll < 3e.

Da & > 0 beliebig gewihlt ist, folgt die behauptete Konvergenzaussage (4.3.14).

iii) Sei f stetig in ¢, € R. Da die Gleichung (4.3.13) f. ii. gilt, gibt es eine Folge (tx)ren
mit tp — t. (k — 00), so dass in allen ¢, die Gleichung (4.3.13) gilt. Ferner definiert das
Integral in (4.3.13) als parameterabhéngiges Integral eine in ¢, stetige Funktion. Damit
folgt die Giiltigkeit von (4.3.13) in ¢, . Q.E.D.

Wir haben schon gesehen, dass die Fourier-Transformierte einer L!-Funktion nicht un-
bedingt wieder in L'(R) liegen muss. Dies ist aber fiir L?-Funktionen der Fall. Zum Stu-
dium der Eigenschaften der Fourier-Transformation auf L?*(R) betrachten wir zunichst
die folgende Funktionenklasse.

Definition 4.4: Eine Funktion f € C*°(R) heifst ,,schnell abfallend®, wenn fiir beliebige
k,m € Ny die Funktionen t*f™ auf R gleichmdipig beschrinkt sind. Der Vektorraum der
schnell abfallenden Funtionen wird ,Schwartz*-Raum* genannt und mit S(R) bezeichnet.

4Laurent Schwartz (1915-2002: Franzosischer Mathematiker; Fields-Medaille 1950, Begriinder der
Theorie der ,Distributionen®; wirkte an der Universitdt Nancy und an der Sorbonne und Ecole Poly-
technique in Paris.



4.3 Die Fourier-Transformation 113

Beispiele ,,schnell abfallender® Funktionen sind alle C§°-Funktionen sowie die Funktion
f(t) == e ¢ >0.Mit f,g € SR) sind auch die Funktionen fg, t"f, f&, fei* in
S(R) . Ferner ist jede Funktion f € S(R) iiber R integrierbar, d. h. f € L'(R), da f auf
kompakten (messbaren) Teilmengen glatt ist und fiir [¢| > 1 eine integrable Majorante
der Form ||~ hat. Der Schwarz-Raum S(R) versehen mit der L2-Norm ist als Teilraum
von L*(R) nicht vollstindig.

Lemma 4.5: i) Sei f e L'(R) mit t*f € L'(R) fir 0 < k < m. Dann existieren die
Ableitungen d%f := f®) 0 <k <m, und es gilt

At f = (=i)fRf, BF = (id)"f, 0<k <m. (4.3.15)

i) Sei f € C™(R) mit d¥f € LY(R) fiir 0 <k <m. Dann gilt

&f = (i)' f, 0<k<m (4.3.16)

insbesondere sind die gewichteten Fourier-Transformierten x* f beschrinkt.

Beweis: Es geniigt, die Behauptungen jeweils fiir eine Ableitung zu zeigen.
i) Differentiation unter dem Integral ergibt

df)=d [ e = [ (nswe i = (i)
Dies ist erlaubt, da der entstehende Integrand die in x gleichméfiige Majorante |tf(t)]
besitzt.
ii) Aus der Darstellung

ﬂﬂﬂ@+£dﬁ@ﬂs

und der Voraussetzung d;f € L'(R) folgt, dass f fiir ¢+ — +oo Grenzwerte hat. Beide
sind Null, da sonst f nicht iiber R integrierbar wére. Mittels partieller Integration ergibt
sich daher

A = o= [ aserta =2 [ e a = iaf)
was zu zeigen war. Q.E.D.

Satz 4.5: Die Fourier-Transformation definiert einen isometrischen Isomorphismus des
Schwartz-Raumes S(R) auf sich. Insbesondere gilt die sog. ,,Formel von Plancherel®“

(f,0)2= (902 [Ifll2=1Ifll2- (4.3.17)

5Michel Plancherel (1903-1967): Schweizer Mathematiker; wirkte an den Universititen Genf, Freiburg
und Ziirich; Beitrige zur Analysis, mathematischen Physik und Algebra.
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Beweis: i) Zunéchst zeigen wir, dass die Fourier-Transformation den Schwartz-Raum
S(R) in sich abbildet. Fiir f € S(R) ist f nach Lemma 4.5 beliebig oft stetig differen-
zierbar, und fiir beliebige k,m € Ny ist tkd;"f beschréinkt. Also ist f € S(R).

ii) Fiir f,g € S(R) ist die Funktion h(x,t) = f(z)g(t)ei” iiber R? integrierbar.
Daher folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini und des Umkehrsatzes fiir die Fourier-
Transformation:

(902 = o= [ F@)( [ st ar) az
- —= | ([ fetar) g it = (1.0

Speziell gilt also ||f]l2 = || f]|2, d. h.: Die Fourier-Transformation ist eine Isometrie.

iii) Nach dem Umkehrsatz 4.4 gilt f(t) = f(—t), d.h.: Jedes f(-) € S ist Fourier-
Transformation von f(—-) € S. Folglich ist die Fourier-Transformation auch surjektiv
und damit ein Isomorphismus des Schwartz-Raumes auf sich. Dies vervollstindigt den
Beweis. Q.E.D.

Bemerkung 4.5: Die Aussage von Satz 4.5 lésst sich erweitern zu: Die Fourier-Trans-
formation definiert einen isometrischen Isomorphismus des Lebesgue-Raumes L*(R) auf
sich. Dies ergibt sich aus der Dichtheit des Teilraums C§°(R) € S(R) in L*(R). (Beweis
Ubungsaufgabe)

Bemerkung 4.6: Nach Lemma 4.5 transformiert die Fourier-Transformation die Anwen-
dung von Ableitungen d¥ einer Funktion in die Multiplikation ihrer Fourier-Transformier-
ten mit (ir)*. Diese ,, Algebraisierung“ macht die Fourier-Transformation zu einem wichti-
gen Werkzeug in der Theorie der Differentialgleichungen. Dieser Kalkiil hat eine natiirliche
Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen, d. h. auf partielle Ableitungen.

4.4 Der abstrakte Hilbert-Raum

Sei H ein allgemeiner Hilbert-Raum, d. h. ein vollstédndiger (reeller oder komplexer) Vek-

torraum mit einem Skalarprodukt (z,y)y : H x H — C und der zugehorigen Norm

)| = (x,x)}f. Fiir jedes © € H wird durch

lw(y) = (y7l.)H> ?JEH,
ein lineares ,, Funktional“ auf H definiert. Aufgrund der Schwarzschen Ungleichung gilt
)| = (v, 2)u| < lylallelm, 2y eH

Dies impliziert die ,,Beschranktheit® des Funktionals [, :

le ;
Wl = sup 2@ 1@l ey (4.4.18)

vert ylln— yerr [yl
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Beschrinkte lineare Funktionale I(-) sind automatisch stetig (sogar Lipschitz-stetig):

[1(y) = Ly =1y — )| < |l

Die Menge der beschriankten linearen Funktionale auf H bildet einen Vektorraum, den
sog. ,Dualraum® H* von H . Durch (4.4.18) wird auf H* eine Norm || - ||5- definiert.
Der folgende , Darstellungssatz von FrechétS-Riesz ist die Ausdehnung des klassischen
Riesz’schen Darstellungssatzes, der zunéchst fiir die LP-Rdume bewiesen worden war, auf
allgemeine Hilbert-Raume.

H* y_ylHH7 7yayl€H'

Satz 4.6 (Darstellungssatz von Frechét-Riesz): Sei H ein Hilbert-Raum mit Dual-
raum H* . Versehen mit der natiirlichen Norm ||| g~ wird H* zu einem Banach-Raum.
Dieser ist in folgendem Sinne (anti-linear) isometrisch isomorph zum Raum H selbst:
Zu jedem Funktional | € H* existiert ein eindeutig bestimmtes Element x € H , so dass

Wy)=(y,2)n, yE€H, (4.4.19)

und |zl = ||

Beweis: i) Wir zeigen als erstes die Vollstandigkeit von H*. Sei (lx)ren eine Cauchy-
Folge in H*. Fiir beliebiges ¢ > 0 gebe es also ein k., so dass |l — {;||g- < e fiir
k,j > k.. Fiir jedes y € H gilt dann auch

e (y) = L) = [l = L) ()] < [k = 1]

d.he: (L(y))ken ist Cauchy-Folge in C. Durch die Setzung I(y) := limy oo lk(y) erhélt
man dann ein lineares Funktional auf H , welches wegen

H*

yll <ellyll,

-yl < cllyll

k—o0

l(y) = lim I (y) < limsup ||
k—o0

auch beschrinkt ist und damit in H* liegt. (Bemerkung: Diese Argumentation basiert auf
dem allgemeinen Prinzip, dass der punktweise Limes einer gleichméfig konvergierenden
Folge stetiger Abbildungen ebenfalls stetig ist.)

ii) Als néchstes zeigen wir, dass die durch
reH—l,e H

definierte lineare Abbildung J: H — H* eine Bijektion ist. Wegen der Implikation

/

ist J injektiv. Seinunein [ € H* fixiert. Wir haben ein zugehoriges « € H zu bestimmen,
mit dem (4.4.19) gilt. Dazu definieren wir das (quadratische) Funktional

f(y) = (y,y)u —2Rel(y) €R, ye€ H,

SMaurice René Fréchet (1878-1973): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Poitiers, Straburg und
Paris; Beitrige zur Topologie von Punktmengen (Konzept des “metrischen Raumes”) und zur Wahr-
scheinlichkeitstheorie.
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und betrachten die Variationsaufgabe: Minimiere f(y) fir y € H. Aus der Beziehung

W) = llylz —2Rel(y) > llyllz — 211w)| = llyll7 — 21|

erschlieBen wir mit Hilfe der Abschitzung ab < a? + 1b*:

fy) = =]

d.h. die Beschrinktheit von f(-) nach unten. Es existiert also

|yl

2
H*> yGHa

= Z}g}f} fly) > —o0.

Sei (zg)rey € H ein Minimalfolge, d.h.: a = lim,_,« f(xy). Mit Hilfe der Parallelo-
grammregel auf Hilbert-Raumen,

le = yll% + e+ yllf = 20lelE + 20yl 2.y € H,
folgt

lwr — @illf = 2wl + 2l|zllf — llow +
T+ 2
2

— 2allf; — 4Rel(wx) + 2l|aullf — 4Rel(w) 4

2
H +8Rel<xk+xl).
H

Also gilt

law =l = 24 () + 2f ) — 47 (25

—0 (k] — 00).

) < 2f(@x) +2f(m) - 4a

Also ist (zg)keny eine Cauchy-Folge im Hilbert-Raum H und besitzt folglich einen Limes
= limg_, o xx € H. Wegen der Stetigkeit von f folgt

fl) = lim (z;) = a,
und x ist ein Minimum von f auf H . Insbesondere gilt fiir alle t € C und y € H:
(@) = llzllf — 2Rel(z) < f(a +ty) = (v + ty, x + ty)u — 2Rel(w + ty)
und folglich

0<t(y,2)m + Uz, y)m + tt(y,y)n — 2Rel(ty)
= 2Re{t(y, x)u} — 2Re {tl(y)} + |t1*[ly]1%-

Wir withlen ¢t = +s, s € R, und erhalten nach Division der Gleichung durch s im Limes
s —0:
2Re (y, )y — 2Rel(y) < 0 < 2Re (y,2)n — 2Rel(y).

Wihlen wir t = +is, s € R, so ergibt sich analog

2Im (y, )y — 2Im(y) < 0 < 2Im (y, z)g — 2Im {(y).
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Also ist
(y,2x)g =1Uy), ye€H,

bzw. I(-) = (x,-)y. Wegen der Injektivitdt der Abbildung J ist das erzeugende Element
x € H zu I(-) eindeutig bestimmt. Weiter gelten die Beziehungen

l
Hl”H* :Supﬁ — su (y,:c)H

2/l = (2, 2) = 1(z) < [|i]]z-

<l

mHH’

d.h.: ||z||g = ||l||g+. Die Bijektion J: H — H* ist also eine Isometrie. Sie ist antilinear,
weil das Skalarprodukt antilinear ist im zweiten Argument:

($7ﬁy+73)H:B(%Z/)H+7(%2)H7 %?JEHyOCaﬁGC (4420)
Dies vervollstédndigt den Beweis. Q.E.D.

Fiir reelle Hilbert-Rdume ist der Isomorphismus J aus dem Beweis von Satz 4.6
linear und damit eine im strengen Sinne isometrische Isomorphie zwischen H und seinem
Dualraum H*; diese konnen also identifiziert werden. Der Riesz’sche Darstellungssatz
besitzt eine sehr niitzliche Verallgemeinerung das sog. , Lemma von Lax’-Milgram®“, fiir
nicht notwendig symmetrische Sesquilinearformen.

Satz 4.7 (Lemma von Lax-Milgram): Sei b(-,-) eine Sesquilinearform auf einem (re-
ellen oder komplezen) Hilbert-Raum H mit den folgenden Figenschaften (o, f € R, ):

b(-,y) linear, b(x,-) antilinear (s. (4.4.20)), (4.4.21)
[b(z,v)| < Bllzllullylla, =,y € H (Beschrinktheit), (4.4.22)
b(z,r) €R, b(z,z) >allz||}, € H (Definitheit). (4.4.23)

Dann gibt es eine Bijektion R: H — H, v +— Rx, so dass
by, Rz) = (y,x)u, ye€ H. (4.4.24)
Insbesondere besitzt fiir jedes Funktional | € H* die Aufgabe
b(y,z) =1(y), vy€H, (4.4.25)
eine eindeutig bestimmte Lisung x € H , und diese geniigt der Abschdtzung

2l < @ |2 e (4.4.26)

"Peter David Lax (1926— ): Ungarischer Mathematiker und Triiger des Wolf-Preises fiir Mathematik
von 1987, sowie des Abelpreises 2005; derzeit am Courant Institute of Mathematical Sciences an der New
York; grundlegende Beitriige zur Theorie partieller Differentialgleichungen und deren Numerik.

8 Arthur Norton Milgram (1912-1961): US-amerikanischer Mathematiker, wirkte seit 1951 an der Uni-
versity of Minnesota in Minneapolis; Beitrige zu partiellen Differentialgleichungen, Funktionalanalysis,
Kombinatorik, Differentialgeometrie und Topologie.
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Beweis: Fiir jedes feste v € H definiert [,(-) := b(-,v) ein Funktional [, € H*:

L)l = [b(y, )| < Bllyllalvlla, v e H

Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz existieren Elemente Bv € H und f € H , so dass

b(p,v) = (¢, Bv)u,  lp)=(p,flu, ¢€H.

Die Zuordnung v +— Bv definiert eine antilineare Abbildung mit der Eigenschaft

l
e = sup W) _ ) V-0

[Bollg = |l =
ver |Ylle yer ylla

< Bllvlla,

d.h.: B ist beschrinkt. Die Aufgabe (4.4.25) ist offenbar dquivalent zu der Gleichung
Bu=f. (4.4.27)
Wir wollen zeigen, dass die Abbildung
veH — Tsw:=v—06(Bv—f)eH

fiir einen geeigneten Wert 6 > 0 eine Kontraktion auf ganz H ist. Dann besitzt die
Fixpunktgleichung
Tsv=wv

eine eindeutige Losung uw € H, welche wegen 0 = u — Tsu = §(Bu — f) dann auch
(eindeutige) Losung von (4.4.27) bzw. (4.4.25) ist. Die Kontraktionseigenschaft ergibt
sich fir w=v—2v" und Tyv —Tsv' =v—6(Bv— f) =0+ 6(Bv — ) = w—Tsw aus der
Beziehung

lw — dBw||}; = [Jw]F; — 20 b(w, w) + 6*|| Bwl|3;
<(1-20a+ (52,62)Hw||§{,

fir 0 < d < 2a/B?. Die Abschiitzung (4.4.26) ergibt sich dann direkt durch Testen mit
¢ :=u in der Variationsgleichung (4.4.25). Q.E.D.

4.5 Das Dirichletsche Prinzip
Im Kapitel 2 waren wir mit der Frage konfrontiert worden, ob das ,,Dirichlet-Integral
Dv] := / Vo(2)|? de
Q
tiber einem beschriankten Gebiet 2 C R™ (offene und zusammenhéngende Teilmenge) auf
einem geeigneten Funktionenraum ein Minimum besitzt. Die Minimierung des Dirichlet-

Integrals D[:] sollte dabei fiir Funktionen mit Randvorgaben vjso = ¢ erfolgen. Das
,Dirichletsche Prinzip“ postuliert nun die Existenz einer solchen minimierenden Funktion,
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welche im Falle ausreichender Glattheit notwendig Losung der folgenden sog. ,,Poisson-
Gleichung® (spezielle ,,1. Randwertaufgabe des Laplace-Operators®) ist:

Av =0 in ©Q, wv=g auf 0. (4.5.28)

Zum Nachweis der Existenz einer solchen minimierenden Funktion hatten wir zunéchst
den folgenden Funktionenraum zugrunde gelegt:

V(Q):={ved@ncHQ), Vue L*()}, Vo(©) :={v € V(Q) : vjpq =0},

fulle = ( [ IVuta)|?as)

versehen wurde. Durch Anwendung der . direkten Methode der Variationsrechnung® fiir
die auf V5(€2) definierten Funktionale D[u + g] waren wir zu Minimalfolgen (uy)gey in
Vo(€2) gelangt,

welcher mit der Norm

Dluy + g] — uei‘l%f(’m Dlu+g] (k— o0),

die sich als Cauchy-Folgen in V;(€2) erwiesen. Die Randwerte g auf 0 werden dabei
als sog. ,,Spur® einer auf ganz ) definierten Funktion g € V() angenommen. An dieser
Stelle musste die Argumentation abbrechen, da mit den seinerzeit zur Verfiigung stehen-
den Mitteln diesen Cauchy-Folgen keine Limiten zugeordnet werden konnten. Denn der
Funktionenraum Vp(€2) ist nicht vollstandig bzgl. der durch die Norm || - || induzierten
Konvergenz. Mit Hilfe der nun verfiigharen Theorie des Lebesgue-Integrals und insbeson-
dere des Lebesgue-Raumes L?(2) kénnen wir diese Argumentation vervollstéindigen.

Als erstes Hilfsmittel stellen wir die folgende sog. ,,Poincarésche Ungleichung* bereit.

Lemma 4.6 (Poincarésche Ungleichung): Auf dem Funktionenraum Vy(2) gilt die
Poincarésche Ungleichung

/ Jv(z)[* dr < d?z/ |Vo(z)|?dz, v € Vo(R). (4.5.29)
Q Q
mit dg = diam(Q) .

Beweis: Sei () C R™ ein parallel zu den kartesischen Achsen orienter (abgeschlossener)
Wiirfel mit Kantenlinge L = dgq, der die Menge G enthélt. O.B.d.A. nehmen wir an,
dass @ = [0, L]™. Wir setzen die Funktion v € V(§2) sowie ihren Gradienten durch Null
zu Funktionen 7: Q — R bzw. Vv : Q — R” fort. Fiir einen Punkt 2 € Q gilt mit dem
Richtungsvektor ™ :

ds

Sei nun t; € R, die kleinste Zahl mit x +t;e™ € 90, d.h.: v(z +te™) = 0. Mit Hilfe
der Holderschen Ungleichung folgt

t d t
v(z +teW) —u(x) = / —v(z 4 seM)ds = / ov(x + seW) ds.
0 a 0

t1 2 L .
lo(z)]* < (/ ow(z +se(1>)ds) < L/ IVu(&r, xg. .. 2,)||? d&;.
0 0
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Wir integrieren diese Ungleichung unter Verwendung des Satzes von Fubini nacheinander
bzgl. der Variablen zy,...,x,:

/Q|v(x)|2dx:/L.../L|v(x1,...7xn)del...dxn
< L/ / / Vo(Er, s . )H?dgl) dz, ... dz,
- LQ/ / / G )||2d§1) dzs . .. dan

:LQ/ [Vo(x)|? dz.
Q

Im Hinblick auf die Definition von 7 und Vv vervollstindigt dies den Beweis. Q.E.D.

Die Cauchy-Folge (ug)ren in Vo(€2) ist wegen der Poincaréschen Ungleichung auch
Cauchy-Folge im Hilbert-Raum L?(Q):

[ur = uylla < dal[V(up —uy)llz = 0 (k,j = 00).
Folglich existiert ein Limes u € L*(£) mit
[lur —ulla = 0 (K — o0).

Weiter sind die Folgen der partiellen Ableitungen (9;u)reny Cauchy-Folgen in L?(€2) und
besitzen daher ebenfalls Limiten ) € L*(Q) mit

|0ur —u@]]y =0 (k—=o0), i=1,...,n.

Diese Beobachtung legt die folgende Definition nahe.

Definition 4.5 (Sobolew-Raum H}(2)): Der ,Sobolew-Raum* HZ(SY) ist definiert als
der Teilraum aller Funktionen u € L*(2), zu denen es approxvimierende Folgen (uy)ren C
Vo(Q) gibt, so dass mit gewissen u') € L*(Q),i=1,...,n, gilt:

||ug — ulla = 0, ||Opup — u(i)||2 =0 (k— o0).

Der Vektor (u)r_, € L*(Q)" wird der ,verallgemeinerte Gradient* von u genannt und
ebenfalls mit Vu bezeichnet.

Durch ein Stetigkeitsargument iibertragt sich die Poincarésche Ungleichung auch auf
Funktionen in H}(2), d.h.: Fiir jedes u € H}(Q) gilt mit einer approximierenden Folge
(ur)ren C Vo(€2) geméB Definition 4.5:

lulle = lim [Juglls < dolim ||Vuglls = do||Vul|a. (4.5.30)
k—o0 keN
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Lemma 4.7: Fiir eine Funktion u € Hg(Q) ist der verallgemeinerte Gradient Vu €
L*(Q)" eindeutig bestimmt. Die Menge H3(Q) ist ein Vektorrraum, der mit der Norm

[l gz == IVl
sogar ein Banach-Raum ist.
Beweis: i) Sei u € H}(2) mit approximierender Folge (uy,)zeny C Vo(Q2) und zugehorigem
verallgemeinertem Gradienten Vu = (u®)r, € L*(Q)". Ist nun (ig)reny C Vo(€2) eine

zweite approximierende Folge zu w, so folgt mit Hilfe partieller Integration (Satz von
Gauf)) fur beliebiges ¢ € V4(Q):

(ﬁ(l) - U(Z)v <}Q>2 = lim (6iaka @)2 — lim (alulw 80)2
k—o0 k—o0
= — lim (@, p)2 + lim (ug, Oip)2 = —(u, )2 + (u, Oip)2 = 0.
k—o00 k—o00
Nach Korollar 4.2 folgt also @ = u® f.ii. in Q. Der verallgemeinerte Gradient ist also
eindeutig bestimmt.

ii) Seien u,v € Hj(2) mit zugehdrigen approximierenden Folgen (uy)ren, (Vk)ren aus
Vo(©2) und «,8 € R. Dann ist (aug + Svp)reny C Vo(Q2) eine approximierende Folge
fir au + Bv. Folglich ist au + fv € H{() mit dem verallgemeinerten Gradienten
V(au + Bv) = aVu + BVuv. Also ist H}(Q2) ein Vektorraum.

iii) Durch [Jullgz := [[Vullz > 0 ist auf Hg(Q) einen Norm erkldrt. Sei u € Hg(Q) mit
approximierender Folge (ug)ren C Vo(€2). Im Fall ||uf|z; = 0 ist also

0= lim |Gl = a5,
k—oo
und folglich u? = 0. Mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung folgt dann auch u = 0.

Die Homogenitét sowie die Dreiecksungleichung ergibt sich fiir || - ||z ebenfalls durch
Stetigkeit aus den entsprechenden Eigenschaften auf V().

iv) Sei (up)ren eine Cauchy-Folge in H}(€2). Die zugehdrigen approximierenden Folgen
aus Vp(Q2) seien (ug;)jen . Fir jedes k € N wihlen wir j, € N mit |lugj, —wgl|m < 1/k.
Dann gilt fiir [ > k:

2
etk = vl < lluwg = unlleg + e = wllag + llw = wgllmy < 2+ e =l

Dies impliziert, dass die Folge (uyj, Jken C Vo(2) eine Cauchy-Folge bzgl. der Hg-Norm
ist. Diese besitzt definitionsgemif einen Limes in Hj (). Q.E.D.

Bemerkung 4.7: Fiir die verallgemeinerten Ableitungen d;u := u(?) einer Funktion u €
Hg(€) mit approximierender Folge (uy)ren C Vo(€2) gilt definitionsgemiB

/u(i)(pdl':/ lim Jyupp dr = lim /aiu’“’gdx
Q Qk—mo k—o00 Q

=—lim [ wO0;pdr = —/ lim ug0;p dx
Q Q k—o0

k—o0

= —/uaisodx, @ € Vo(Q).
Q
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Diese Beziehung kann auch zur direkten Definition der verallgemeinerten Ableitung ver-
wendet werden. Man spricht dann von einer ,schwachen“ oder auch , distributionellen
Ableitung®. Der auf diese Weise iiber das Konzept der Funktionen mit , verallgemeiner-
ten Ableitungen“ in L2(Q) definierte mit H}(Q) =: Hy*(Q) identische Sobolew-Raum
wird in der Regel mit VVO1 ’2(9) bezeichnet. Die entsprechenden Funktionenrdume ohne
Einbeziehung von Nullrandwerten sind H'(Q) bzw. W!%(Q). Diese Notation lisst offen-
sichtliche Erweiterungen fiir allgemeine Integrierbarkeitspotenzen 1 < p < oo und Ablei-
tungsordnungen m € N zu H™?(Q)) = W™?(Q). Die Giiltigkeit dieser Gleichheit, d. h. die
Aquivalenz der obigen Konstruktion von Sobolew-Réumen iiber den Vervollstéindigungs-
prozess mit dem Konzept der ,,schwachen Differenzierbarkeit* ist ein fundamentales, aber
nicht-triviales Resultat der Analysis von Funktionenrdumen. Dabei bedarf der Grenzfall
p = oo einer gesonderten Betrachtung (s. Ubungsaufgabc).

Satz 4.8 (Dirichletsches Prinzip): Das Dirichlet-Integral besitzt fiir jede Randvorgabe
g € V(Q) ein eindeutiges Minimum in der Menge Hy(Q) = g+ H(Q), d.h.: Das
Dirichletsche Prinzip gilt, wenn als Minima Funktionen mit verallgemeinerten Gradienten
zugelassen werden. Dieses Minimum v € Hgl(Q) ist charakterisiert als die eindeutige
Lésung der , Variationsgleichung®

(Vu,Vip)a =0, ¢ € Hy(Q). (4.5.31)

Beweis: i) Ezistenz: Sei (ug)ren C Vo(€2) eine Minimalfolge des Funktionals Du + ¢]
mit Limes u € Hj(Q), d.h.:

Dlu+g] = Jim Dluy +g] = welx%f(ﬂ) D[w + g].

Dann gilt fiir beliebiges ¢ € H}(2) und t € R:
0 < Dlu+tp+g] - D[u+g] = Dlu+g] +2t(V(u+g), Vo)o + *|| V| — D[ + g]
=2t(V(u+9), V)2 + £*[|Veo]3.
Dies kann fiir festes » € H}(2) nur dann fiir beliebiges ¢ € R gelten, wenn
(Vo, V), = (V(u+9),Ve)a =0, ¢ € Vo(Q).

Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit dieser Gleichung fiir ein v € H}(Q) und ¢ = 1
notwendig
Dlu+¢+g] = Dlu+g] = |[Voll3 >0, ¢ € Hy(Q),

d.h.: Dlu+ g] = min,e o) Dlw + g] -

ii) Eindeutigkeit: Ist nun o' € H}(Q) ein zweites Minimum von D[-+g] bzw. eine zweite
Losung von (4.5.31), so gilt

(V(u—1u),Vp)a =0, @€ H Q).

Mit ¢ :=u —u' ergibt sich ||V(u — )| =0 und folglich u ='. Q.E.D.
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Bemerkung 4.8: Die Randwerte ¢ in Satz 4.8 werden als ,Spur® einer Funkion aus
V() angenommen. Dies kann offensichtlich verallgemeinert werden zu g € H'(Q2).

Bemerkung 4.9: Beim Vergleich des Beweises von Satz 4.8 (Dirichletsches Prinzip) mit
dem Beweis des Darstellungssatzes von Frechét-Riesz (Satz 4.6) stellt man starke Paral-
lelen fest; beide verwenden u. a. die ,,direkte Methode der Variationsrechnung®. Daher ist
es nicht iiberraschend, dass man die Aussage von Satz 4.8 im Rahmen eines geeigneten
abstrakten Rahmens auch mit Hilfe von Satz 4.6 erhalten kann. Dazu wéhlen wir den
Hilbert-Raum H := H} () mit dem speziellen Skalarprodukt (u,v)y := (Vu, Vo)y und
definieren ein Funktional [(-) € H* durch

I(p) = —(g9,9)n, ¢€H,

wobei g € V() die gegebenen Randdaten sind. Mit Hilfe des allgemeinen Darstellungs-
satzes von Frechét-Riesz (in seiner ,reellen“ Variante) folgt dann die Existenz eines Ele-
ments v € H mit der Eigenschaft

(’UvQD)H = l((p)’ S H.

bzw.
(Vo,Vo)y = —(Vg, V), ¢ € H)(Q).

Die Funktion w:=wv+ g € V(Q) erfiillt dann
(Vu, V)= (V(v+9),Vp)a =0, g€ H&(Q)v

und ist folglich Minimum des Dirichlet-Integrals.

Das Dirichletsche Prinzip entspricht der Frage nach der Existenz von Losungen der
speziellen ,,1. Randwertaufgabe des Laplace-Operators® (,,Poisson-Gleichung*)

Av=0 in Q, U‘an =g. (4.5.32)

Die durch die Minimierung des Dirichlet-Integrals gewonnene (eindeutige) ,,Losung® v €
H}(€) wird ,verallgemeinerte“ (oder auch ,variationelle oder ,schwache®) Losung ge-
nannt. Ist eine solche ,schwache® Losung ausreichend glatt, etwa v € C(Q) N C%(Q), so
ist sie auch ,klassische* Losung, d.h. erfiillt (4.5.32) im iiblichen Sinne. Der Nachweis
der hoheren Glattheit der schwachen Losung ist schwierig und Gegenstand eigener Texte
iiber partielle Differentialgleichungen.

Anwendung der entsprechenden Argumentation auf das ,, Energiefunktional®
1
F(v) = f/ |Vo(z)|* de — / f(x)v(z) dz
2 Ja Q

zu gegebenem f € L*(Q) liefert die Existenz einer eindeutigen Losung v € H, () der
Variationsgleichung

(Vu,Ve)a = (f.0)2, @€ Hy (), (4.5.33)
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bzw. einer ,schwachen“ Losung der Randwertaufgabe (allgemeine ;1. Randwertaufgabe
des Laplace-Operators®):

—Av=f in Q ulpg=g. (4.5.34)

Um hier den Riesz’schen Darstellungssatz anwenden zu kénnen, muss gezeigt werden, dass
das durch

l(@) = (fv 410)27 we LQ(Q)7
auf H = H}(Q2) definierte lineare Funktion auch stetig bzw. beschréinkt ist, d.h.: [ € H*.
Dies folgt aber direkt mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung:

L)l = 1(f, )2l < IS l2lloll2 < call fll2IVellz = call fllzllelln,  » € H.

Eine weitere Verallgemeinerung der Argumentation erfordert die Beriicksichtigung eines
sog. , Transportterms® in (4.5.34):

—Av+b-Vo=f in Q, uloa=g. (4.5.35)

Dabei sei fiir das , Transportfeld* b : Q — R™ angenommen, dass b € C'(Q)" und
V-b <0 in Q. Solche sog. ,, Diffusions-Transport-Probleme® spielen eine zentrale Rolle in
der Stromungsmechanik. Zum Nachweis der Existenz von ,schwachen“ Losungen kénnen
wir uns nicht der obigen direkten Methode der Variationsrechnung bedienen, da das zu
dem Diffusions-Transport-Operator gehérende ,, Energiefunktional*

F(v) ::% Q|Vv(a:)|2dx+/gb-Vv(x)v(a:) dx — Qf(x)v(:z:) dx

nicht notwendig ein Minimum besitzen muss. Stattdessen verwenden wir das im vorigen
Abschnitt bewiesene Lemma von Lax-Milgram.

Satz 4.9: Das Diffusions- Transport-Problem (4.5.35) besitzt fiir jede rechte Seite f €
L3(Q) eine eindeutige ,schwache® Lisung v € H,(Q) , welche durch die folgende Varia-
tionsgleichung bestimmdt ist:

(Vu,Vp)a+ (b-Vu,0)e = (f, )2, ¢ € Hy(Q). (4.5.36)

Erfiillt die schwache Lisung zusdtzlich v € C(Q) N C3(Q), so ist sie klassische Lisung
von (4.5.585).

Beweis: i) Wir betten die gegebene Situation in den allgemeinen funktionalanalytischen
Rahmen des Lemmas von Lax-Milgram (Satz 4.7) ein. Als Hilbert-Raum verwenden wir
wieder H := H}(Q2) mit dem Skalarprodukt (¢,v)y := (Vp, Vip)y. Auf H definieren
wir die Bilinearform
und die Linearform
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Fiir diese gelten wieder mit Hilfe der Poicaréschen Ungleichung die Abschétzungen

bl )| < Nlell2ll9llz + olloo IVl llz < Bllol ] e,

(e, ) = [IVells + 5(b, Vo*)2 = [[Volls = 3(V - b,0%)2 > [Vell3 = el
und
) < [[fll2llell2 + IVall2Vellz < cl[Vella = clle]]a-

Also ist die Bilinearform b(-,-) beschrinkt und definit, und die Linearform I(-) ist be-
schrénkt. Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram erfiillt und es
gibt ein eindeutig bestimmtes v € H mit

blu, ) =U(p), ¢€H.

bzw.
(Vu, Vo) + (b~ Vu,¢) = (f,9)2 = (Vg, Vo), ¢ € H.
Dann erfiillt v =u+ g€ H,(Q) die Gleichung (4.5.36).

i) Sei nun die schwache Lésung v € H}(€) auch in C(Q2) N C*(Q). Fiir Testfunktionen
v € C§°(22) kann in der Variationsgleichung (4.5.36) partiell integriert werden, und wir
erhalten

(mAv+B-Vv—f0)=0, ¢elFQ).

Der Fundamentalsatz der Variationsrechnung (Satz 4.2) impliziert dann die Giiltigkeit
der Diffusions-Transport-Gleichung (4.5.35). Q.E.D.

4.6 Ubungen

Ubung 4.1: Sei Q C R™ ein Gebiet (offene und zusammenhingende Teilmenge) und
0 #£ K C Q eine kompakte Teilmenge mit positiven Abstand dx := dist(K,dQ) zum
Rand von €. Wir definieren die stetigen Funktionen d(z) := dist(z, K) und, fiir 0 <
o < 5K’

1, t<3,
h(t):=¢ 2—3t, 16<t<2),
0, 25<t.

Man zeige:

a) Die stetige Funktion f(z):= h(d(z)) hat dann die Eigenschaften 0 < f <1 und
f=0 in K§5/3, f=1 in Kss,

mit K, :={z e R": dist(z, K) <e}.

b) Mit einer Funktion ¢ € C§°(R"), ¢ > 0, mit der Eigenschaft

W(x)de =1, P(x) =0 fir ||z] > 1.

Rn



126 Anwendungen des Lebesgue-Integrals

(Die Existenz einer solchen Funktion war Gegenstand einer fritheren Aufgabe.) wird das
sog. ,, Faltungsintegral“ gebildet:

esta) = (3)" [ () d

Dieses hat dann als Funktion s : Q@ — R die Eigenschaften ¢s5 € C5°(92) und

0<ps <1, @s(x)=1, ze€K.
Ubung 4.2: Sei Q C R” ein Gebiet. Man zeige, dass jede Funktion g € L*(€) mit

/Q g(@)p(x)dz =0 Vg € C()

f.ii. in Q gleich Null ist. (Hinweis: Jede messbare Teilmenge A C Q ldsst sich bzgl.
des L-Mafles durch offene Mengen A C O C ) und diese wiederum durch kompakte
Teilmengen K C O approximieren.)

Ubung 4.3: Eine messbare Funktion f : Q@ — R auf einem Gebiet Q € R”" wird
,wesentlich beschrinkt® genannt, wenn es eine Konstante M € R gibt, so dass

p({z € Q[f ()] > M}) =0,

d.h. wenn es eine Modifikation von f auf einer Nullmenge gibt, so dass die entstehen-
de Funktion im klassischen Sinne beschrinkt ist. Ein solches M wird eine ,,wesentliche
Schranke® genannt. Als ,, wesentliches Supremum®, in Zeichen ess supg,|f|, bezeichnet man

esssupg, | f| :=inf{M > 0| M wesentliche Schranke von f auf }.

a) Man zeige, dass die Menge der auf €2 wesentlich beschriankten Funktionen einen Vek-
torraum bilden, auf dem durch ||f||e := esssupq |f| eine Seminorm definiert ist, und
dass der dann durch die iibliche Aquivalenzklassen- bzw. Quotientenraumbildung defi-
nierte normierte Raum L>(€2) vollstandig, d.h. ein Banach-Raum, ist.

b) Kann der Teilraum C§°(2) € LP(2) wie im Fall der LP-Raume fir 1 <p < oo auch
im Grenzfall p = oo dicht in L*°(2) liegen?

Ubung 4.4: Die der Fourier-Analyse zugrunde liegende Menge der komplexen Expo-
nentialfunktionen {e™**, k € Z} bilden ein vollstindiges Orthonormalsysteme (ONS) im
Lebesgue-Raum L?(0, 27) .

a) Man begrinde mit den Hilfsmitteln des Textes, dass eine auf dem Intervall (0, 27)
Lebesgue-integrierbare Funktion f € L(0,27) genau dann quadrat-integrabel ist, d.h.

in L?(0,27) liegt, wenn die Folge ihrer (komplexen) Fourier-Koeffizienten ¢, k € Z,
quadratisch summierbar ist:

fer*o0,2r) < Z ek < o0.

kEZ
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b) Man begriinde mit den Hilfsmitteln des Textes, dass die aus der Monombasis {z*, k €
Ny} mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren im Lebesgue-Raum
L?(—1,1) gewonnene Menge orthonormaler Polynome (sog. , Legendre-Polynome*) voll-
standig in L?(—1,1) ist. Gilt dann hierfiir ebenfalls eine zu (a) analoge Aquivalenzaus-
sage? (Hinweis: Man beachte, dass C5°(—1,1) € L*(—1,1) dicht liegt.)

Ubung 4.5: Man entscheide mit Begriindung, ob die folgenden Aussagen war oder falsch
sind:

a) Eine bzgl. der L?-Norm konvergente Folge (fi)ren C L*(R) konvergiert notwendig
punktweise fast iiberall.

b) Eine fast iiberall punktweise gegen eine Funktion f € L*(R) konvergente Folge
(fr)ken C L*(R), konvergiert auch bzgl. der L2-Norm gegen f .

c) Sei © C R™ eine beschrianktes Gebiet. Dann ist der Banach-Raum (LP(2), || - ||,) fiir
1 <p' <p< oo einbettbar in den Banach-Raum (LP'(Q), || - [|) -

d) Die Aussage von (c) gilt auch fiir Gebiete Q C R™ mit endlichem Lebesgue-Mas,
w(Q) < co.

e) Die Aussage von (c) gilt auch fiir Gebiete Q@ C R™ mit unendlichem Lebesgue-Mas,
z.B.: Q=R

I"Jbung 4.6: Auf einem beschrankten Gebiet © C R™ werden fir 1 < p < oo die
Lebesgue-Réume LP(Q) betrachtet. Man zeige:

a) Esist L>®(Q) C LP(Q) fir 1 <p < oo und fiir jede Funktion f € L*°(Q2) konvergiert
[flly = N[ flloe (= 00).

b) Es gilt
Mpelto0) LF(82) # L7(9).

Kann die Aussage (a) auch auf unbeschrinkten Gebieten gelten?

Ubung 4.7: Die Fourier-Transformation definiert einen isometrischen Isomorphismus des
Schwartz-Raumes S(R) auf sich. Insbesondere gilt die ,, Formel von Plancherel*:

(£, 9)2=(f,9)2 Ifll2= ]2

Man zeige, dass sich diese Aussage erweitern lisst zu: Die Fourier-Transformation defi-

niert einen isometrischen Isomorphismus des Lebesgue-Raumes L?(R) auf sich. (Hinweis:
Man beachte, dass C5°(R) C L*(R) dicht liegt.)

Ubung 4.8: Der Folgenraum [/22(N) besteht aus allen Zahlenfolgen a = (ax)en, ar €
R, mit der Eigenschaft

Z k|ag|* < oo.

k=1
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Dieser Vektorraum ist versehen mit der Norm ||al|1/22 = (3 pe, klax|*)/? ein Banach-
Raum. Man zeige:

a) Der Folgenraum ['/22(N) ist enthalten in [*(N).

b) Die ,,Einbettung* des Banachraumes (I'/22(N),[|-||1/22) in (I*(N), ||-[|2) ist kompakt,
d.h.: Jede bzgl. der Norm || - [[1/22 beschéinkte Folge (a');eny C I/?2(N) hat eine bzgl.

der Norm || - ||z in [*(N) konvergente Teilfolge. (Hinweis: Man rekapituliere den Beweis
des Satzes von Bolzano-Weiserstrass im R™.)

Ubung 4.9: Fiir ein Gebiet Q C R ist der Sobolew-Raum H}(Q) definiert als die Ver-
vollstdndigung des Raumes der C§°(Q) , Testfunktionen® bzgl. der H'-norm ||ul; :=

()24 | Vul2)?, d. h.: HH(Q) = C(‘)’O(Q)”'Hl"z. Der Sobolew-Raum H}(€2) kann offenbar
als Teilraum des Lebesgue-Raumes L*(2) aufgefasst werden. Fiir beschrinkte Gebiete ist
diese Einbettung HJ(Q) € L*(Q) kompakt, d.h.: Jede bzgl. der H'-Norm beschrinkte
Folge (ug)ken C H{(2) besitzt eine in L?(£2) konvergente Teilfolge. Man beweise diese
Aussage fiir die spezielle Situation n =1 und Q = (0, 27) . Dazu folge man der folgenden
Argumentationskette:

i) Fiir 27-periodische L*-Funktionen gilt mit ey(z) := e ** die Parsevalsche Identitit

2 . 2 _ 2 — —1/2
u € L*(0,2m) : ||lu||5 Zkez‘cﬂ , = (2m) T (uy ep)a.

d.h.: Der Lebesgue-Raum L?(0,2n) ist isometrisch isomorph zum Folgenraum [*(Z).
Man zeige fiir 2m-periodische Hj-Funktionen die entsprechende Identitét

1 . 2 _ 2 2112
u € Hy(0,27) : lull{o = Zkez{|6k| + E*|ex }7
d.h.: Der Sobolew-Raum H}(0,27) ist isometrisch isomorph zum Folgenraum [%(Z) .

ii) Der Folgenraum ["?(Z) kompakt eingebettet in den Folgenraum [%(Z). Man zeige,
dass dies die behauptete Kompaktheit der Einbettung Hg(0,27) C L?(0,27) impliziert.
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In diesem Kapitel wird eine kurze Einfithrung in die Theorie der partiellen Differentialglei-
chungen gegeben. Diese haben im Gegensatz zu den gewohnlichen Differentialgleichungen
eine viel reichere Struktur. Wir betrachten hier nur Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung der Form

Lu = — Z a;;0;0;u + Z a;0;u + au = f,
ij=1 j=1
mit gegebenen (stetigen) Koeffizientenfunktionen a;;, a;, a und rechter Seite f. Wenn
diese Funktionen nicht zusétzlich von der unbekannten Losung w abhéngen, nennt man
die Gleichung ,linear*. Wegen der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ableitungen kann
0.B.d.A. a;; = aj; angenommen werden, andernfalls setzt man einfach a;; := %(aij +aji) .
Fiir allgemeinere nichtlineare Gleichungen der Form

F(x,u, Vu, V2u) = 0

gibt es keine einheitliche, leicht darstellbare Losungstheorie. Wir beschrinken uns im Fol-
genden daher im wesentlichen auf lineare Probleme. Durch v — Lu ist dann offenbar
eine lineare Abbildung (hier “Operator” genannt) gegeben, welche zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktionen in stetige Funktionen abbildet.

Partielle Differentialgleichungen berachtet man in der Regel auf Gebieten (d.h. of-
fenen Teilmengen) Q@ C R™ (n = 2 oder n = 3). Wir beschrinken uns hier auf Pro-
bleme, die auf beschréinkten Gebieten gestellt sind. In vielej Anwendungsbereichen tre-
ten aber auch Gleichungen auf unbeschrankten Gebieten auf, sog. ,, Aulenraumprobleme*
oder auch “Ganzraumprobleme” (z.B. die Schrédinger-Gleichung der Quantenmechanik).
Zur Differentialgleichung kommen noch Bedingungen entlang des Randes 0f2 hinzu. Die
geeignete Wahl dieser “Randbedingungen” ist eine sehr delikate Angelegenheit und erfor-
dert eingehende Beriicksichtigung der speziellen Eigenschaften der Differentialgleichung.
Diesen wird der ndchste Abschnitt gewidmet sein.

Damit eine Differentialgleichung mit den zugehorigen Randbedingungen ein sinnvol-
les Modell eines realen physikalischen Vorgangs ist, sind eine Reihe von Forderungen zu
stellen:

1. Ezistenz von Losungen in einem moglicherweise verallgemeinerten Sinne; unter einer
,Kklassischen“ Losung versteht man eine solche, fiir die alle auftretenden Ableitungen
im Gebietsinnern im strengen Sinne definiert sind, und die bis an den Rand stetig
ist, d.h.: uw e C*Q)NC(Q). Zusitzlich fordert man meist noch, dass Vu quadrat-
integrabel ist.

2. Eindeutigkeit der Losungen moglicherweise unter Hinzunahme von weiteren physi-
kalisch motivierten Bedingungen.

3. Stetige Abhdngigkeit von den Daten wegen der meist nur inexakten Verfiigharkeit
von Koeffizienten und Randdaten in den physikalischen Modellen; Lésungen sollten
sich unter kleinen Datenstérungen auch nur wenig dndern.

129
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Eine Aufgabe, welche diesen Minimalforderungen geniigt, nennt man ,,wohl gestellt“ (im
Sinne von Hadamard!). Bei Anfangs- oder Randwertaufgaben gewohnlicher Differenti-
algleichungen war die Regularitit der Losung kein besonderes Thema, da sich hier die
Regularitét der Daten direkt auf die entsprechende der Losung iibertrégt. Bei partiellen
Differentialgleichungen ist dies nicht immer der Fall und bedarf fiir verschiedene Typen
von Differentialgleichungen und Situationen gesonderter Untersuchung.

5.1 Typeneinteilung

Partielle Differentialgleichungen lassen sich in drei Haupttypen einteilen: die ,ellipti-
schen®, die ,,parabolischen“ und die , hyperbolischen* Gleichungen. Wir werden das die-
ser Unterteilung zugrunde liegende Prinzip anhand einer leicht iiberschaubaren Situation
erlautern. Dies sind die linearen, skalaren Gleichungen 2. Ordnung in zwei Variablen:

Lu= anazu + 2a120,0,u + aQQGZu + ag10,u + ap20,u + agou = f

mit konstanten Koeffizienten a;;. Dabei sollen nicht alle drei Koeffizienten a1, a2, as
der Ableitungen zweiter Ordnung gleichzeitig Null sein. Diese Gleichung wird auf einem
Gebiet 2 C R? betrachtet.

Ausgangspunkt ist ein direkter Losungsansatz, wie er auch bei gewohnlichen Differen-
tialgleichungen angewendet werden kann. Fiir die Anfangswertaufgabe

u'(t) = f(t,ut), t>0, u(0)=u

erhilt man aus der Vorgabe u(0) = u® durch sukzessives Differenzieren von f(t,z)
Formeln fiir alle Ableitungen von wu:
di—l

u?(0) = dti*lf(o,uo) = f000,4%), i=1,2,3,...

Wenn die Ableitungen f(~Y nicht zu schnell wachsen (Fiir f(t,z) = sin(z) sind sie z. B.
gleichméBig beschrinkt.), konvergiert fiir kleine Zeiten 0 <t < T die Taylor-Reihe

oo tz .
u(t) = u’ + Z; i 90, u0)

absolut und stellt die (eindeutige) Losung der Anfangswertaufgabe dar.

Wir versuchen, diese Konstruktion auf partielle Differentialgleichungen zu iibertragen.
Dazu sei I' ein Jordan-Kurvenstiick in 2 mit beliebig oft differenzierbarer Parametrisie-
rung I' = {(x(7),y(7)), 7 € [0,1]} . Entlang I" seien fiir die Losung w(x,y) der Differen-
tialgleichung die Funktionswerte u sowie ihre Ableitungen 0,u in Normalenrichtung n
zu I' vorgegeben. Dies entspricht der Tatsache, dass wir es mit einer Differentialgleichung

1 Jacque Salomon Hadamard Hadamard (1865-1963): Franzssischer Mathematiker; Prof. in Bordeaux
und Paris; viele wichtige Beitrdge zur komplexen Analysis und speziellen Funktionen, zur analytische
Zahlentheorie, zur Variationsrechnung und zu den Differentialgleichungen der mathematischen Physik.
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X

Abbildung 5.1: Schema zur Typeneinteilung.

2. Ordnung zu tun haben. Mit u und 9,u ist der ganze Gradient Vu = (9,u, dyu)” ent-
lang T' bekannt. Wir wollen versuchen, aus diesen Vorgaben alle weiteren Ableitungen von
u entlang I' zu bestimmen, um damit wieder einen Taylor-Reihenansatz fiir « in einer
Umgebung von I' zu machen. Zu diesem Zweck fithren wir die folgenden Abkiirzungen
ein:

pi=0yu, q:=0yu, 1= Qtu, s:= 0.0yu, t:= 8§u.

Differentiation von p und ¢ entlang I' ergibt

0rp = 0xp0-x + Oyp0ry = rdrx + 50y,
0-q = 0,90;x + 0yq0,y = s0-x + t0ry.

mit den bekannten tangentialen Ableitungen 0,z und d,y entlang I'. Zusammen mit der
Differentialgleichung Lu = f ergibt dies ein 3 x 3-Gleichungssystem fiir die drei gesuchten
Ableitungen r, s, t:

anr + 2a125 + agt = f — ap1p — ap2q — agots
aT:I:T + 3Ty3 = O0rp
Orxs + Oyt = 0.q

mit entlang I' bekannter rechter Seite. Die Determinante der Koeffizientenmatrix B
erhélt man durch Entwicklung nach der ersten Zeile zu

det B = a110,y* — 20120, 20,y + a220-1°.

Wir unterscheiden jetzt zwei Félle.

i) Fall det B # 0 entlang ganz I':

In diesem Fall sind alle zweiten Ableitungen r,s,t von u durch Vorgabe von w, d,u
entlang T' (eindeutig) bestimmbar. Durch weitere Differentiation des Gleichungssystems
nach x und y erhélt man wieder ein System fiir die dritten Ableitungen 0,7, 0,s, 0.t
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sowie O,r,0ys,0,t jeweils mit derselben Koeffizientenmatrix. Durch weiteres Differenzie-
ren lassen sich so alle hoheren Ableitungen von wu entlang I' bestimmen. Durch den
Reihenansatz

. ($ - l’o)i(y - ?JO)j i 0j
u(z,y) = ig;ﬂ (i) 9,0,u(zo, Yo)

bzgl. eines Punktes (zg,49) € I' erhdlt man dann in einer Umgebung der Kurve T' ei-
ne Losung der Differentialgleichung, die auf I' die vorgegebenen Werte annimmt. Diese
nennt man Losung des sog. ,,Cauchy-Problems® der Differentialgleichung bzgl. der ,, An-
fangskurve® I'.

ii) Fall det B =0 in einem Punkt (zg,y0) € I':
Die quadratische Gleichung

a110-y° — 24120, 20,y + a220,3% =0

bestimmt gewisse Richtungen 9,y/0,x = dy/dx bzw. 0,x/0;y = dz/dy von Kurven (mit
Graph y = y(z) oder = = x(y)) durch den Punkt (z¢,yo). Zu deren Bestimmung sei
etwa angenommen, dass a;; # 0 und 0.z # 0. Dann besitzt die Gleichung

()22 2z o

dx a1 dx a1

dy) a19 1
= =—+ /a3, — ajjas .
(dﬂ? +/— aiy ai 12 1122

Diese entsprechen Steigungen von Kurven durch den Punkt (zg,y) € I', entlang welcher
die hoheren Ableitungen von w sich nicht aus den Vorgaben entlang I' bestimmen lassen.
Entlang dieser kritischen, auch ,,charakteristisch“ genannten Kurven (sog. ,, Charakteristi-
ken“ des Differentialoperators L) lisst sich also die Losung der Differentialgleichung nicht
aus den obigen Vorgaben konstruieren. Entlang solcher Kurven kénnen Unstetigkeiten in
der Losung oder ihres Gradienten auftreten. Es ist also sehr wichtig, die Existenz von
Charakteristiken und deren Gestalt fiir den zu betrachtenden Differentialoperator etwa
vor Ansatz eines numerischen Verfahrens genau zu bestimmen. Offensichtlich héngt die
Existenz von Charakteristiken allein von den Koeffizienten der héchsten Ableitungen des
Operators L, d.h. seinem sog. ,, Hauptteil a118§u+2a120m8yu+a228§u, ab. Diesem wird
die quadratische Form

die Losungen

q(z,y) = ana® + 2a12y + axny’
zugeordnet. Die Gleichung ¢(z,y) = 0 beschreibt Kegelschnitte in der (z,y)-Ebene:

<0: FEllipse,
a%z —ajaxn { =0: Parabel,
>0: Hyperbel.
Von dieser rein formalen Charakterisierung stammen die obigen Bezeichnungen fiir die

drei Typen von partiellen Differentialgleichungen. Die Klassifikation eines Differentialope-
rators als ,elliptisch®, ,parabolisch“ oder , hyperbolisch* wird fiir jeden einzelnen Punkt
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(20,y0) separat vorgenommen. Im Falle variabler Koeffizienten a;; = a;;(z,y) oder im
nichtlinearen Fall a;;(u(z,y)) kann der Typ einer Gleichung also im Losungsgebiet wech-
seln. Wir werden im folgenden nur Gleichungen eines einheitlichen Typs betrachten; in
vielen Anwendungen spielt aber gerade der Typwechsel eine wichtige Rolle.

Als néchstes wollen wir die prototypischen Vertreter von (linearen) elliptischen, para-
bolischen und hyperbolischen Differentialgleichungen ableiten. Dies wird uns erneut auf
die obige Typenunterteilung fithren. Dazu schreiben wir den Hauptteil L, des Differen-
tialoperators in Matrix-Vektor-Form:

T
0y 0y
Ly = allaz + 2@12away -+ a2285 — a1 @12 _ VTAV
’ ﬁy 21 A29 &,

Die symmetrische Matrix A besitzt zwei reelle Eigenwerte A, p und ein zugehoriges
Orthonormalsystem von Eigenvektoren {&,n}. Mit der Spaltenmatrix @ := [, n] gilt

QQT =1, QTAQ = D = diag(\, p).
Damit konnen wir schreiben:

Ly=V"QDQ"V = (Q"V)"'D(Q"V)
B (510z+§25y>T <A o) (slaﬁsgay)
MmOy + 120, 0 p) \m0Oy + 120,

Lo = M&10; + £0,)° + p(m0y + n20,)%,
oder mit den Richtungsableitungen 0 =& -V und 0, =1n-V:

bzw.

92 2
LQ = )\85 + u@].
Die Eigenwerte erhélt man als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A — 21) = (a1 — 2)(agy — 2) — a3y = 2% — (a11 + an2)z + ay1a9y — aly
=(z=NE—p)=2" = A+ pz+ A

Durch Koeffizientenvergleich findet man (,, Vietascher? Wurzelsatz*).

A+ p= anr + ag, AL = ayiag — G%Qv

a) ,,Elliptischer® Fall a%, — aja9 < 0 :

Beide Eigenwerte A, sind ungleich Null und haben dasselbe Vorzeichen. Die Losungen
der charakteristischen Gleichung sind nicht reell, d.h.: Es existieren keine charakteristi-
schen Kurven durch den Punkt (g, y). In diesem Fall ist der Konstruktionsprozess fiir die

2Francois Viete, lat. Franciscus Vieta (1540-1603): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten iiber alge-
braische Gleichungen und sphérische Trigonometrie; gab trigonometrische Tafeln heraus und fiihrte die
systematische Buchstabenrechnung ein.
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hoheren Ableitungen von w durchfithrbar. Die Normalform eines elliptischen Operators
L ist im Fall A=p=1:

Lu = agu + azu + w(Ev n, a{“a 67]“7 U)

Der ,Hauptteil* dieses Operators ist also gerade der ,Laplace-Operator® A, der sich
somit als prototypischer Vertreter elliptischer Differentialoperatoren 2. Ordnung erweist.
Wir werden uns daher im Folgenden hauptséchlich mit der zugehorigen Poisson-Gleichung
beschiftigen:

Pou+ou= . (5.1.1)

b) ,,Parabolischer® Fall: a?, — ajjas =0

Einer der Eigenwerte ist Null; der zweite ist dann notwendig ungleich Null. Es existiert ge-
nau eine charakteristische Richtung im Punkt (z¢,y) mit der Steigung dy/dx = aya/as; .
Die Normalform eines parabolischen Operators L ist im Fall A=1, py =0:

Lu= agu + (&, n, Ogu, u).

Der Hauptteil dieses Operators ist im linearen Fall gerade der sog. ,, Warmeleitungsope-
rator”, der prototypische Vertreter parabolischer Differentialoperatoren 2. Ordnung. Wir
werden uns daher im folgenden mit der zugehérigen ,, Warmeleitungsgleichung® beschéfti-
gen:

o — O*u = f. (5.1.2)

c) ,Hyperbolischer* Fall: a?, — ajjaz > 0

Beide Eigenwerte sind ungleich Null, haben aber verschiedene Vorzeichen. Es existieren
zwei charakteristische Richtungen im Punkt (zg,yp) mit den Steigungen (dy/dz)s =
ap/a; + aﬁl\/afg — aq1a99 . Die Normalform eines hyperbolischen Differentialoperators
L istim Fall A=1, p=—1:

Lu = 8§u — 8211 + (&, 1, Ogu, Oyu, ).

Der Hauptteil dieses Operators ist der sog. ,, Wellenoperator®, der prototypischer Vertreter
hyperbolischer Differentialoperatoren 2. Ordnung. Wir werden uns daher im folgenden mit
der zugehorigen ,, Wellengleichung® beschéftigen:

Ofu — O2u = f. (5.1.3)

Wir haben gesehen, dass die ,,Cauchysche Anfangswertaufgabe® durch Reihenansatz
losbar ist, wenn die ,, Anfangskurve®* I' nirgends mit einer Charakteristik des Differentia-
loperators zusammenféllt. Andernfalls kann die Situation eintreten, dass zu beiden Seiten
der Kurve T' eine Losung existiert, diese aber nicht auf I' stetig-differenzierbar fortsetzbar
ist. Im Folgenden werden wir die fiir die drei Gleichungstypen geeigneten Randbedingun-
gen diskutieren und dabei ganz unterschiedliche Ergebnisse erhalten.
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5.2 Elliptische Randwertaufgaben

Wir haben gesehen, dass fiir (im ganzen Losungsgebiet G') elliptische Differentialoperato-
ren die ,,Cauchysche Anfangswertaufgabe® fiir jede (analytische) , Anfangskurve* T' C G
losbar ist. Die Verallgemeinerung dieser Aussage fiir nichtlineare Differentialoperatoren
der Art

L(u) = 0%u — F(z,y,u, Opu, Oyu, 8511)

ist der beriihmte Satz von Cauchy-Kowalewskaja®. Dieser sehr allgemeine Existenzsatz fiir
elliptische Differentialgleichungen ist aber fiir die Praxis nur von geringer Bedeutung. Die
iiber einen lokalen Reihenansatz konstruierte Losung w héngt ndmlich i. Allg. nicht stetig
von den vorgegebenen Anfangswerten entlang I' ab. Dies ist aber eine unverzichtbare
Bedingung an ein physikalisch sinnvolles Modell.

Beispiel: In der Halbebene Q = {(z,y) € R? : & > 0} scien entlang der Randkurve
I = {(0,y) € R*} die Randwerte u(0,y) = u§(y) = 0, 9,u(0,y) = uj(y) = 0 gegeben.
Die zugehorige Losung der Poisson-Gleichung Au = 0 ist u = 0. Mit ¢ > 0 seien die
Randdaten nun gestort zu

us(y) =0, u;(y) = €Sin(y/5)v

wobei lim. ,oul(y) = 0. Die zugehérige gestorte Losung der Poisson-Gleichung (nach-

rechnen!)
u-(z,y) = e*sin(y/e) sinh(z/e), sinh(z) = (e* — e ),

konvergiert aber fiir ¢ — 0 nicht gegen Null. Es zeigt sich, dass in diesem Fall entlang
der Anfangskurve I' nicht gleichzeitig Werte fiir u und 0d,u vorgegeben werden diirfen,
wenn man an physikalisch sinnvollen Losungen interessiert ist.

Wir haben gesehen, dass man bei der Wahl von Randbedingungen fiir elliptische Ope-
ratoren vorsichtig sein muss, wenn das resultierende Randwertproblem ,wohl gestellt®
sein soll. Sei also Q0 C R? ein beschrinktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand 02
Wir wollen dabei Rander mit einer glatten Parametrisierung (mindestens zweimal stetig
differenzierbar) oder ein Polygongebiet (mit endlich vielen Ecken) zulassen. Als proto-
typischen Modellfall betrachten wir mit einer gegebenen rechten Seite f € C(Q) die
,, Poisson-Gleichung*

—Au(z) = f(x) auf Q.

Es gibt drei Typen von Randbedingungen und zugehorige Randwertaufgaben (, RWAn*):

3Sofia Vasilyevna Kovalevskaya (1850-1891): Russische Mathematikerin, eine der ersten Frauen mit
Universitétskarriere; 1869 Studium in Heidelberg als ,,Gasthorerin“, da hier fiir Frauen ein offizielles
Universitétsstudium noch nicht moglich war; ab 1871 Studium in Berlin bei Weierstra3 und danach in
Gottingen; eine ihrer ersten Veroffentlichungen enthilt den nach ihr benannten , Existenzsatz®; konnte
damals als Frau aber keine Universitatsanstellung in Deutschland bekommen, trotz Fiirsprache von Wei-
erstraf}; auf Betreiben Mittag-Lefflers ab 1884 Stelle als ,, Privatdozent* in Stockholm; leistete Beitriage zur
Analysis und zur Theorie von Differentialgleichungen der Physik; Anekdotisches: In ihrer Autobiografie
steht, dass sie bereits als 11-Jéhrige durch die Lektiire von Seiten aus Ostrogradskis Vorlesungskriptum
iiber Differential- und Integralrechnung, mit denen ihr Kinderzimmer tapeziert war, mit der Analysis in
Beriithrung gekommen war.
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a) Dirichletsche Randbedingungen (,1. RWA*): w =g auf 0Q.
b) Neumannsche Randbedingungen (,2. RWA“):  O,u = g auf 0.
¢) Robinsche Randbedingungen (,3. RWA#):  Oyu+ au =g auf 9.

Die Randfunktionen g werden i. Allg. als glatt und « > 0 angenommen. Alle diese RWAn
sind, wie wir zum Teil zeigen werden, unter geeigneten Zusatzbedingungen an die Daten
wohl gestellt.

oQ

Abbildung 5.2: Konfiguration elliptischer RWAn.

5.2.1 Eindeutigkeit

Die Eindeutigkeitsforderung an Losungen dieser RWAn ist leicht zu gewéhrleisten. Wir
diskutieren hier nur die 1. RWA. Die entsprechenden Argumente fiir die 2. und die 3. RWA
seien als Ubungsaufgaben gestellt. Zuniichst ist der Begriff einer , klassischen Losung fiir
die Dirichletschen Randbedingung zu prézisieren. Wir verstehen darunter eine Funkti-
on u € C*Q) N C(Q), welche im Innern von Q der Differentialgleichung und entlang
des Randes 0f) der Randbedingung geniigt. Ferner soll ihr Gradient (moglicherweise im
uneigentlichen Riemannschen Sinne) quadratintegrabel sein: Vu € L*(Q)". Seien also
u, u® zwei solche klassischen Losungen der 1. RWA. Fiir die Differenz w = u(") — u(?
gilt dann:

—Aw(z)=0 firzeQ, w=0 auf 0Q.

Multiplikation mit w , Integration iiber {2 und anschlieflender partiellen Integration (An-
wendung der Greenschen Formel) ergibt

O:—/Awwdm:/Vw-dex— anwwdo:/|Vw|2da:.
Q Q o0 Q

Dabei wurde verwendet, dass wjpq = 0. Hieraus ergibt sich notwendig Vw = 0 bzw.
w = konst., und bei Beriicksichtigung der Randbedingung folgt w = 0. Es kann also
hochstens eine klassische Losung der 1. RWA geben. Weiter unten werden wir noch ein
anderes Argument fiir die Eindeutigkeit der Losung kennenlernen.
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5.2.2 Existenz

Die Frage nach der Existenz von Losungen der 1. RWA ist wesentlich schwieriger zu
behandeln.

a) Potentialtheoretische Methode: o
Wir postulieren die Existenz einer Funktion G(x,y) auf Q x Q,

GeC’({ax U\ {r=yH) NCHQ x Q}\ {z =y}),
mit den Eigenschaften
—AG(,y) =0 in Q\{y}, G(,y)=0 auf 02\ {y},

fiir festes y € Q. Fiir z = y habe G(x,y) eine dimensionsabhingige Singularitiit, so dass
fir v € C(2) mit den Kugelumgebungen B, :={y € Q: |z] <&}, ¢ > 0 gilt:

reQ: lim —AG(x,y)v(y) dy = v(x),
e—0 Q\B.
r e 0Q: lim 0,G(z,y) v(y) dy = v(x).
e—0 OO\ Be

Die Limiten sind also als uneigentliche Riemann-Integrale zu verstehen. Eine solche Funk-
tion G(z,y) wird ,Greensche Funktion (1. Art)“ genannt. Mit dieser Notation macht man
nun den Losungsansatz

/G z,y)f(y) dy + anG(x,y)g(y) doy.

Die formulierten Eigenschaften der Greenschen Funktion erlauben es, zu zeigen, dass
dieser Ansatz tatsichlich eine klassische Losung der 1. RWA liefert. Diese Rechnung ist
aufwendig und kann z. B. im Buch von Hellwig nachgelesen werden. Die Konstruktion einer
Greenschen Funktion fiir allgemeine Gebiete im R™ ist schwer. Im Fall n = 2 folgt ihre
Existenz aber mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes aus der Theorie komplexer
Funktionen (siehe Hellwig). Fiir sehr spezielle Konfigurationen, wie z. B. Halbebenen oder
Kreise, ldsst sich die Greensche Funktion explizit angeben.

Beispiel: Auf dem Kreis Q := {z € R?: |z| < R} ist durch

2

R R
~ 5 { ol — ) + loa() ~lox(l T — )} £ 0.

g(z,y) = *g{ log(ly]) — log(R)} z=0.

eine Greensche Funktion mit den obigen Eigenschaften gegeben.

Die Existenz Greenscher Funktionen lédsst sich fiir sehr allgemeine Gebiete 2 nach-
weisen, auch fiir die anderen RWAn. Das Konzept der , klassischen“ Losung ist in vielen
Anwendungsfillen zu restriktiv, z. B. wenn die rechte Seite f nicht regulir genug ist, um
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eine C%-Losung zuzulassen. Die Greensche Funktion selbst ist ein Extremfall in dieser
Hinsicht. Als ndchstes werden wir eine Abschwichung dieser Anforderungen kennenler-
nen, welche mehr Flexibilitdt bietet und fiir die man vergleichweise leicht Existenz von
Losungen garantieren kann. Die Schwierigkeit wird dabei in den nachfolgenden Nachweis
hoherer Differenzierbarkeitseigenschaften solcher sog. ,,schwachen® Losungen verschoben.

b) Funktionalanalytische Methode:

Wir haben bereits im vorherigen Kapitel gesehen, dass eine enge Beziehung zwischen der
Laplace-Gleichung Au = 0 und der Minimierung des zugehorigen Dirichlet-Funktionals
besteht. Dieser wird auch zum Nachweis der Existenz von Losungen der Poisson-Gleichung
ausgenutzt. Wir betrachten das sog. Energie-Funktional

E(v) ::;/Q|VU|2dx—/vada:

auf dem Vektorraum V() der ,zuléssigen® Funktionen:
V() = {veC' () NCQ), Vve L* ()", voq =0}.

In kompakter Schreibweise ist E(v) = 3||Vv||3 — (f,v)2 mit dem L*-Skalarprodukt und
der zugehorigen Norm

1/2 1/2
(wo)e = [ utep@yde, Jula= ([ @l az)", 1vul= ([ 1vu@)as)”
Der Raum Vy(G) wird wieder mit der natiirlichen ,,Energie-Norm*
[oll == Vo2, v e Vo(),
versehen. Dass dies wirklich eine Norm ist, folgt aus der bereits bewiesenen ,,Poincaréschen
Ungleichung*:

/ |v(z)]* dx < dé/ [Vo(2)|?dz, v € Vo(Q). (5.2.4)
o 0

mit dg := diam(€2).

Wir verwenden jetzt wieder eine Argumentation aus der Variationsrechnung, die sog.
,direkte Methode*; siehe die Diskussion zum Dirichletschen Prinzip in Abschnitt 2.2.

i) Wir zeigen zunéchst, dal E(-) nach unten beschrénkt ist. Fir v € V() folgt mit
Hilfe der Holderschen und der Poincaréschen Ungleichung

E@) > §IVoll3 = 1 fllz lvll2 > $1Voll5 — dall fll2 V]2
Anwendung der Ungleichung ab < 1a® + 1b? liefert weiter
dol| fll2 [IVolls < 51IVoll3 + 35 113,

und folglich

E(v) > —3dd[IfIl2 > =00, v € Vo(Q).

1
2
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i) Sei nun (ug)ren C Vo(Q2), eine ,Minimalfolge* des Funktionals E(-), d.h.:

E(u) — inf E(v) =:1d> —oc.
veVh ()

Wir wollen zeigen, dass (ug)gen eine Cauchy-Folge bzgl. der Energie-Norm ist. Wichtiges
Hilfsmittel dazu ist wieder die ,,Parallelogrammidentitét*

lv = wlE + llv +wlf = 2lvlE + 2[wlE,
die man durch direktes Nachrechnen verifiziert. Fiir beliebige Indizes n,m € N gilt folglich

[t = w3 = 2l[wnllE + 2l|umlf — 4115 (un + ) [
=4 (u,) +4(f, un)2 + 4E (um) + 4(f, tm)2
- 8E(%(“n + um)) - 8(f7 %(un + um))Q
= 4E(uy,) + 4E(up) — 8E (X (u, + uyp)).

Wegen
lim {E(u,) + E(un)} =2d, E(3(u, + un)) > d,

n,Mm—00

folgt damit

lim sup ||u,, — UmH2E <0,
n,M—00

d.h.: (up)nen ist wie behauptet eine Cauchy-Folge.

Die Cauchy-Folge (u,)nen besitzt i. Allg. keinen Limes im normierten (unvollstiandi-
gen) Raum V4(Q). Durch Vervollstandigung von V4(Q2) erhilt man den ,,Sobolew-Raum*
H}(Q). Die Elemente von H{ () sind zunschst als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen
(analog wie bei der Konstruktion der reelen Zahlen aus den rationalen) definiert; sie las-
sen sich aber wieder als Funktionen interpretieren. Wir werden die Eigenschaften dieser
Sobolew-Réume noch genauer diskutieren. Der Limes u € H3 () der Folge (u,)nen wird
als die ,,schwache® oder auch ,variationelle Losung der 1. RWA des Laplace-Operators
bezeichnet. Den Zusammenhang mit dem klassischen Losungsbegriff stellt der folgende
Satz her.

Satz 5.1: Nimmt das Energiefunktional E(-) auf dem Funktionenraum H}(Y) in einem
u € H(Q) ein Minimum an, so geniigt dieses notwendig der Variationsgleichung

(Vu,Ve)o = (f,9)2 Vo€ H)(Q). (5.2.5)

Ist dariiberhinaus u € Vo(Q)NC?(Q) , so ist u klassische Lisung der 1. RWA des Laplace-
Operators auf ) :

—Au=f in Q, u=0 auf 0. (5.2.6)
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Beweis: Sei u € Hi () Minimalfunktion von E(-) auf H}(£2). Dann folgt fiir beliebiges
¢ € Hy(Q) wieder mit Hilfe des Satzes iiber die Differentiation von Parameterintegralen:

0= 4B w0l =5 [ % ||V(u+tg0)||2da:—/;(u—i-tgo)fda:

/Vu+t<,0) V(pdx /fcpdx

Z/Vu~chd:I:—/f<pdzL’.
Q Q

Dies ist die Gleichung (5.2.5). Im Fall u € V4(Q) N C*(Q) kénnen wir wieder partiell
integrieren und erhalten unter Ausnutzung der Dirichlet-Randbedingung wjgq = 0

/ —Aupdr = / fodr =0 Yo Hy(Q).

Q Q

Mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Variationsrechnung folgt hieraus die Gleichung
—Au=f in €,

d.h.: u ist ,klassische* Losung der RWA. Q.E.D.

Damit ist der ,schwache“ Losungsbegriff vertriglich mit dem urspriinglichen , klassi-
schen“. Der Nachweis hoherer Regularitét der schwachen Losung u € H} () ist allerdings
schwierig und kann im Rahmen dieses Textes nicht diskutiert werden.

Wir wollen noch kurz diskutieren, wie das obige Argument verwendet werden kann, um
die Existenz von schwachen Losungen der 1. RWA auch im Fall inhomogener Randdaten
Ujgq = ¢ zu sichern. Dazu nehmen wir an, dass die Randfunktion g als sog. ,,Spur® einer
auf ganz Q) definierten Funktion g € C?(Q) gegeben ist, d.h.: g = Jjoa - Dann wiire die
Funktion v :=u — g Losung der RWA

—Av=f—-Ag in Q, wjyq=0.

Hierfiir garantiert nun die variationelle Methode die Existenz einer (eindeutigen) schwa-
chen Losung v € H(Q) mit der Eigenschaft

(Vo,Ve)a = (f,9)2+ (VG, V), Ve € Hy(Q).

Die schwache Losung der urspriinglichen RWA ergibt sich dann als v :=v+7.

5.2.3 Stetige Abhingigkeit

Die Frage nach der stetigen Abhéngigkeit der Losungen der 1. RWA wollen wir wieder
sowohl mit Hilfe des klassischen Ansatzes als auch mit der variationellen Methode angehen.
Seien zuniichst u®, u® zwei Losungen (klassisch oder variationell) der 1. RWA des
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Laplace-Operators zu unterschiedlichen rechten Seiten f®), f®). Fiir die Differenz w =
u®™ —u® folgt dann mit dem bereits beim Eindeutigkeitsbeweis verwendeten Argument

IVl = (fY = F& w)e < [[fD = FPa]w]]2.
Unter Ausnutzung der Poincaréschen Ungleichung folgt daraus
IVwlly < dl| fY = 2.,

d.h. die Stetigkeit der Losung (in der Energie-Norm) gegeniiber Storungen der rechten
Seite. Als néchstes betrachten wir Stérungen der Randdaten. Dazu verwenden wir ein von
der variationellen Methode véllig unterschiedliches Argument.

Lemma 5.1 (Maximumprinzip): Fir den elliptischen Operator
Lu:= —Au+ au

mit a > 0 auf einem Gebiet 2 C R" gilt das sog. ,,Mazimumprinzip®, d. h.: Eine Funktion
u e C?*Q)NC(Q) mit der Eigenschaft Lu < 0 hat in Q kein positives Mazimum. Dies
bedeutet, dass entweder uw <0 auf ganz € ist, oder

max u(z) < max u(x).
z€Q €I

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall, dass a > 0 auf €. Der allgemeine Fall
a > 0 erfordert eine aufwendigere Argumentation (siche z.B. das Buch von Hellwig).
Ferner sei d = 2. Angenommen, die Funktion u habe im Fall v £ 0 in einem Punkt
xo € G ein positives Maximum, u(xy) > 0. Dann ist notwendig

Vu(zg) =0, 02u(zg) <0, éﬁu(a:o) <0.

Damit folgt 0 > Lu(xg) = —Au(xg) + au(xy) > au(zy), was wegen a > 0 auf den
Widerspruch u(zg) < 0 fiihrt. Q.E.D.

Das Maximumprinzip fiir elliptische Operatoren 2. Ordnung ist die natiirliche Ver-
allgemeinerung der simplen Tatsache, dass in einer Raumdimension aus «”(z) > 0 die
Konvexitidt von u folgt.

Aussagen vom Typ des obigen Maximumprinzips lassen sich fiir sehr allgemeine (auch
nichtlineare) elliptische Operatoren 2. Ordnung herleiten. Wir betonen, dass das Ma-~
ximumprinzip i. Allg. fiir elliptische Operatoren hoherer Ordnung (z.B. den ,biharmo-
nischen Operator® A?) und fiir elliptische Systeme (z.B. die Gleichungen der linearen
Elastizitéatstheorie) nicht mehr gilt.

Als erste, einfache Anwendung des Maximumprinzips erhalten wir einen alternativen
Beweis fiir die Eindeutigkeit (klassischer) Losungen der 1. RWA des Laplace-Operators.
Sind u™, u® zwei Losungen, so gilt fiir die Differenz w := u™® — u? wieder

—Aw=0 in, w=0 auf 9.
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u"(x)>0

. u(x)

Q | X

Abbildung 5.3: Schema zum Mazimumprinzip.

Anwendung des Maximumprinzips auf w sowie —w impliziert dann, dass w <0, —w <
0,d.h.: w=0.

Als wichtigeres Resultat erhalten wir nun auch die stetige Abhéngigkeit der Losung
von den Randdaten. Seien dazu u™®, u® zwei Losungen zu den Randdaten ¢V, ¢®. Fiir
die Differenz w := u™ — u® gilt dann

—Aw=0 in Q w=g:=g¢"—g¢? aufdQ.

Mit dem Maximumprinzip erschlieBen wir hieraus, dass w = 0 (was natiirlich i. Allg.
nicht eintritt) oder

< — < — .
ngw(x)fgé%gg(x), max w(z) < max —g(z)

Dies impliziert max, g |w(z)| < maxeon [g9(z)|.

SchlieBlich ergibt sich mit Hilfe des Maximumprinzips noch, dass eine Losung der
1. RWA des Laplace-Operators zu nicht-negativer rechter Seite und ebensolchen Randda-
ten

)

—Au>0 inQ, wu>0 auf 09,

notwendig iiberall nicht-negativ ist: « > 0. Dies gilt dann z. B. auch fiir die zugehorige
Greensche Funktion: G(-,-) > 0. Durch schérfere Argumente kann man dariiber hin-
aus zeigen, dass die Greensche Funktion im Innern des Definitionsgebiets 2 positiv ist.
Dies bedeutet u.a., dal bei einem elliptischen Problem lokale Stérungen in den Daten
die Losung im gesamten Losungsgebiet verdndern. Es liegt also gewissermaflen eine ,,un-
endliche” Ausbreitungsgeschwindigkeit von Information vor. Dies ist charakteristisch fiir
elliptische Randwertaufgaben.

5.2.4 Der Laplace-Operator

Wir betrachten nun den Laplace-Operator als eine Abbildung auf dem Funktionenraum
D(A) :=Vp(Q)NC?* (), den wir mit dem L2-Skalarprodunkt (-,-)2 und der zugehorigen
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L*Norm || - ||o versehen. Der Bildbereich liegt im Raum C(f2). Wichtige Eigenschaften
des so definierten linearen Operators sind die ,,Symmetrie” und die ,, positive Definitheit*.
Fir u,v € D(A) gilt:

/Q(Au)v dr = /QVU -Voudr — /aﬂ(ﬁnu)v do
/Qu(Av) da:/f)g(anu)vdoJr/Qu(@nv) do.

Wegen ujpq = 0 und vjpq = 0 verschwinden die Randintegrale, und wir erhalten zunéchst
die Symmetriebeziehung

(—Au,v)e = (u, —Av)a, (5.2.7)
und ferner mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung die Definitheit
(—Au,u)y = [|Vul3 > do?||ull3. (5.2.8)

Die Eigenschaft der Symmetrie und Definitheit wird wichtig vor allem im Zusammen-
hang mit Eigenwertaufgaben (,,Spektraltheorie®). Zum 1. Randwertproblem des Laplace-
Operators gehort die Eigenwertaufgabe

—Aw=Xw in€Q, w=0 auf 0.

fiir Funktionen w # 0 und Parameter A\ € C. Wie bei Eigenwertaufgaben von Matrizen
impliziert auch hier die Symmetrie des Operators, dass alle moglichen Eigenwerte reell
und wegen der Definitheitseigenschaft auch notwendig positiv sind:

ANER, A>dy?>0.

Fiir weitere Eigenschaften von Eigenwerten und zugehorigen Eigenfunktionen bendtigen
wir tiefer gehende Resultate aus der Theorie des Laplace-Operators als (,,unbeschrankter*)
Operator im Funktionen-Raum L?(€). Dies ist iiblicherweise Gegenstand von Texten zur
,Funktionalanalysis®.

Im Spezialfall n = 1 konnen wir dazu bereits verfiighare Resultate aus der Fourier-
Analysis verwenden (s. Kapitel 7 des Bandes Analysis 1). Wir betrachten die Eigenwert-
aufgabe zum eindimensionalen Laplace-Operator auf dem Intervall Q = (0,7):

—w"(z) = Mw(z), =€ (0,1), w(0)=w(r)=0. (5.2.9)

Losungen sind hier gerade die trigonometrischen Funktionen wg(z) = sin(kz), k € N,
mit den zugehérigen Eigenwerten )\, = k?. Man kann zeigen, dass dies tatsichlich (bis
auf Skalierung) die einzigen Losungen sind, was fiir das Folgende aber nicht wichtig ist.
Wichtig ist vielmehr, dass man durch ungerade Fortsetzung (bzgl. des Punktes © = )
dieser Eigenfunktionen auf das Intervall [0, 2] ein vollstindiges Orthonormalsystem fiir
den Raum R(0,27) D C]0,2n] erhilt. Dies ist gerade die Aussage des Hauptsatzes der
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Fourier-Analyse (Vollstdndigkeitsrelation): Jede Funktion u € R(0,2m) ldsst sich durch
Fourier-Summen

U (T) := Fag + Z{ak cos(kx) + by sin(kx)}
k=1
approximieren, wobei die Koeffizienten gegeben sind durch

27 1 27
ay = 7/ wcos(kx)dx, b, = f/ usin(kx) dx.
0 0

T T
Die Konvergenz dieser Approximation ist im L2-Sinne, d. h.:
lu — Upll2 = 0 (m — o0). (5.2.10)

Ist die Funktion u ungerade, so sind alle Fourier-Koeffizienten a; = 0, und die Entwick-
lung erhélt mit wy(z) := \/2/7sin(kzx), ||wg|ls = 1, die Form

u(x) == Zakwk(mL z € 0,7, Qg :/ wwy, dx. (5.2.11)
k=1 0

5.3 Parabolische Anfangs-Randwertaufgaben

Die eindimensionale Wiarmeleitungsgleichung

Opu — O2u = 0, (5.3.12)
oder allgemeiner in hoheren Ortsdimensionen

Ou— Au = f, (5.3.13)

wird iiblicherweise auf Zylindern Qp := Q x I des Orts/Zeit-Raumes betrachtet. Dabei
sind Q C R"™ ein Ortsgebiet und I := (0,7] ein Zeitintervall. Im &rtlich eindimensio-
nalen Fall (n = 1) ist die natiirliche Anfangskurve I' = {(z,t) € R? : t = 0} gerade
Charakteristik, so dass das zugehorige Cauchysche Anfangswertproblem (mit Vorgabe
von u und Opu) i.Allg. nicht losbar ist. Entlang I' diirfen, wie wir noch sehen wer-
den, nur Anfangsbedingungen an w selbst gestellt werden: u—o = u”. Entlang eines
nicht-charakteristischen ,értlichen* Randes {(z,t) € R™!: x € 99, t > 0} gilt dagegen
dasselbe wie im elliptischen Fall, d. h.: Die zugehorige Anfangswertaufgabe ist 16sbar, doch
diirfen nur u oder 0,u vorgeschrieben werden, wenn man stetige Abhéngigkeit von den
Randdaten gewéhrleisten will.

Analog zum elliptischen Fall bieten sich drei verschiedene Typen von Randbedingun-
gen entlang des ortlichen Randes 02 x I fiir die zugehorige Anfangs-Randwert-Aufgabe
(kurz “ARWA”) an. Zusitzlich zu der Anfangsbedingung uy—o = u? wird gefordert:

a) Dirichletsche Randbedingungen (“1. ARWA”):  w =g auf 0Q x I;
b) Neumannsche Randbedingungen (“2. ARWA”):  Oyu=g auf 9Q x I;
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¢) Robinsche Randbedingungen (“3. ARWA”):  Oyu+au=g auf 02 x I.

Die Randfunktionen ¢ werden hier der Einfachheit halber als glatt und « > 0 ange-
nommen. Alle diese ARWAn sind, wie wir zum Teil zeigen werden, unter geeigneten Zu-
satzbedingungen an die Daten ebenfalls wohl gestellt. Unter einer , klassischen Losung*
verstehen wir nun eine Funktion u € C(Q7) N C%*(Qr) , welche der Differentialgleichung
sowie den Anfangs- und Randbedingungen geniigt, und deren erste Ableitungen d;u und
Vu iiber Q (uneigentlich) R-quadrat-integrabel sind. Ahnlich wie bei elliptischen Pro-
blemen gibt es auch im parabolischen Fall den Begriff der ,,schwachen Losung*, den wir
hier aber nicht weiter verfolgen wollen. Stattdessen bedienen wir uns fiir den Nachweis
der Existenz von Losungen eines anderen Ansatzes.

Wir diskutieren zunichst wieder die Eindeutigkeitsfrage. Seien u(V, v® wieder zwei
klassische Losungen der 1. ARWA des Warmeleitungsoperators. Fiir die Differenz w :=
u® — 4@ gilt dann

87511) —Aw=0 inQx I, Wit=0 = O7 Wi = 0.

Multiplikation mit w, Integration iiber 2 und anschlieBende partielle Integration im Ort
ergeben analog zum elliptischen Fall

0 = (Qw, w)y — (Aw,w)y = (Qw, w)y + || V3.
Mit Hilfe des Satzes von der Differenzierbarkeit von Parameterintegralen folgt weiter
1d
T 24t
Dies impliziert, dass |Jw(t)|l2 < [|w(0)]|s = 0 fiir ¢ > 0, und somit die Eindeutigkeit der
Losung und dariiber hinaus deren stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten.

0 [w]l3 + [[V7wl]3-

Die Existenzfrage lisst sich im Prinzip mit &hnlichen Methoden behandeln wie im ellip-
tischen Fall. Wir wollen das hier aber nicht weiter verfolgen. Im ortlich eindimensionalen
Spezialfall Q = (—o00,00) und f = 0 lédsst sich eine Losung der Anfangswertaufgabe
explizit angeben:

u(z,t) = /_: \/%exp (_(xT;S)z>uo(s) ds. (5.3.14)

Dies wird durch Nachrechnen verifiziert, wobei speziell auf die Existenz der auftretenden
Integralterme zu achten ist. Man beachte, dass durch den Ansatz

2

1
ex —_—
VArt P ( 4t

eine spezielle Losung der Wiarmeleitungsgleichung gegeben ist (Ubungsaufgabe).

s(x,t) = ), —o0 < x < oo, t>0,

Im Fall allgemeinerer, beschrinkter Ortsgebiete @ C R” gewinnt man eine zu (5.3.14)
korrespondierende Losungsdarstellung mit Hilfe der ,Methode der Separation der Varia-
blen®. Einsetzen des Ansatzes u(z,t) = w(x)(t) in die Warmeleitungsgleichung ergibt

Wt _ Ava)
50 - o)

(w(x) = P(t) Aw(x)

= konst. ,
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fiir alle Argumente (z,t) € Qr. Die Faktoren w(-) € C(Q) N C*Q), wjpo = 0, und
¥(-) € C(I) sind also notwendig Losungen der Eigenwertaufgaben

—Aw(z) = w(x), x€Q, —'(t)=M(t), t>0,

unter den Nebenbedingungen wjpq = 0 bzw. (0) = 1, mit Parametern A € R. Die
Eigenwertaufgabe fiir w(z) besitzt eine Folge von Losungen A; > 0 und w; # 0:

—Awk = )\kwk (k = 1,2,3, )

Die Eigenfunktionen (wi)ren bilden ein vollstandiges Orthonormal-System im Raum

C(Q) bzgl. der L2-Norm. Im Spezialfall n = 1 folgt dies aus dem Hauptsatz der Fourier-
Analysis (Volstandigkeitsrelation).

Die zugehorigen Losungen fiir 1(¢) sind () = e . Die Anfangsfunktion besitzt
die (verallgemeinerte) bzgl. der L2-Norm konvergente Fourier-Entwicklung:

u’(z) = Zugwk(x) ;U = / u®(2)wy () de .
P Q
Durch Superposition (d.h. Uberlagerung) der Einzellosungen fiir k € N,

u(z,t) == Zugwk(ac)ef’w7 (5.3.15)
k=1

erhalten wir folglich eine Losung der Wirmeleitungsgleichung, welche den Randbedingun-
gen und insbesondere den Anfangsbedingungen geniigt. (Zum Nachweis iiberpriife man
die Konvergenz der Reihen der jeweils nach = sowie ¢ abgeleiteten Einzellosungen.) Im
eindimensionalen Spezialfall Q = (0,7) C R' ist gerade

wp(z) = /2/msin(kz), M=k keN,
und die Losungsdarstellung erhélt die explizite Form

oo 2 T
u(z,t) = E be sin(kz)e by = f/ u’(y) sin(ky) dy. (5.3.16)
k=1 0

™

Anhand dieser Losungsdarstellungen lassen sich einige wichtige Eigenschaften der ARWA
der Warmeitungsgleichung ablesen. Wie bei AWAn gewdhnlicher Differentialgleichungen
entwickelt sich die Losung ausgehend vom Anfangswert in der Zeit. Im Ort pflanzen sich
Storungen wie im elliptischen Fall ,unendlich schnell” fort. Irregularitéten in den Anfangs-
oder Randdaten werden ausgegléttet, d. h.: im Innern des Zylindergebiets Qr := Qx (0, 7]
ist die Losung (im Falle glatter rechter Seite f) stets glatt.

Im folgenden wollen wir einige qualitative Eigenschaften von Losungen der Wérmelei-
tungsgleichung diskutieren. Die Warmeleitungsgleichung wird u. a. verwendet, um (ihrem
Namen entsprechend) Wirmeausbreitungsvorginge zu beschreiben. Es ist daher wichtig,
garantieren zu konnen, dass ihre Losungen bei entsprechenden Daten auch stets positiv
sind. Dies wird durch ein (dem elliptischen Fall dhnliches) Maximumprinzip geleistet.
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Qx(0,T]
0Q x (0, T]

Qx {0} X

Abbildung 5.4: Schema zum parabolischen Maximumprinzip.

Satz 5.2 (Parabolisches Maximumprinzip): Fir jede klassische Losung u = u(x,t)
der Warmeleitungs- Ungleichung

Ou—Au<0 in Q,

gilt das sog. ,Mazimumprinzip®, d.h.: Sie nimmt im (halboffenen) Zylinder Qr = X
(0,T] kein striktes Mazimum an.

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir eine Raumdimension. Die Verallgemeinerung fiir
hohere Dimensionen ist dann evident. Fiir eine Losung u der Warmeleitungs-Ungleichung
setzen wir v. := u — et, mit beliebigem ¢ > 0. Da v, stetig auf @, ist, nimmt es in
einem Punkt (zg,t) € Qp sein Maximum an. Angenommen, (xg,%)) € Q7. Dann gilt
02v.(w0,t9) <0, und folglich

Oyve (o, to) < Oyv-(w0,t0) — 831}8(%, to) = Qyu(wo, to) — & — (‘ﬁu(mo, ty) < —e.

Aus Stetigkeitsgriinden ist dann auch ;v (zo,t) < —%5 fur tg — h <t <1y, mit einem
geeigneten h > 0. Hiermit folgern wir, dass

to
v: (g, to) — ve(x0,tg — h) = Oyve (o, t) dt < —%5h < 0.
to—h

Dies fithrt auf den Widerspruch v (zo, to) < ve(xg,to — h). Also nimmt v, notwendig sein

Maximum fiir £ =0 an. Da € > 0 beliebig klein gewihlt werden darf, gilt diese Aussage
auch fiir den (stetigen) Grenzfall € = 0, d. h. fiir die Losung u. Q.E.D.

Als Konsequenz des ,,parabolischen® Maximumprinzips sehen wir insbesondere, dass
eine Losung der (homogenen) Wirmeleitungsgleichung

Ou—Au=0 in, u=0 auf 09,
zu nicht-negativen Anfangsdaten u® > 0 nicht-negativ bleibt fiir alle ¢ > 0:
w>0 = 0<u(zt)<max,gu'(z), (z,t)€Qr.

Dazu wird das parabolische Maximumprinzip fiir die Funktion —u angewendet. Ferner
sind , klassische* Lésungen u € C(Qr) N C?(Qr) wieder eindeutig bestimmt.
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Satz 5.3 (Globale Beschrinktheit): Fiirjede Losung der inhomogenen Wirmeleitungs-
gleichung (5.3.13) gilt die a priori Abschitzung

lu(®)ll2 < e F[lu’l2 + Ls[éllff [1£1l2;
b
mit L := diam(€Q) .

Beweis: Wir betrachten die beiden Hilfsprobleme

Ow—Av=0 inQr, voo =0, vy— = ul, (5.3.17)
und

Ow —Aw = f in Qp, wpa =0, wy—o = 0. (5.3.18)

Offenbar ist dann v = v + w wegen der Linearitit des Wiarmeleitungsoperators (Super-
positionsprinzip). Wir schéitzen nun die beiden Losungsanteile v und w separat ab.
i) Multiplikation von (5.3.17) mit v und Integration im Ort ergibt

1d

Sl + V)3 =o.

2/L

Wir multiplizieren dies mit e und finden

1d 1
LGt ol3) + T — e = o,
bzw. wegen |[v||2 < L?||Vv||3 (Poincarésche Ungleichung):

d
(el < o.

Integration bzgl. ¢ ergibt dann
@) < [lu’ll3

bzw. wieder
[o(®)]l2 < e F[|ul]],.

ii) Multiplikation von (5.3.18) mit w und Integration im Ort ergibt

1d 1 L?
S ol + 19wl = (e < s lwll + 1715
Mit Hilfe von [|w||3 < L?||Vw||3 folgern wir

d
el +[Vwls < L2715
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Wir multiplizieren diese Ungleichung nun mit e/’ und finden

d 1
(@ lwll3) + eIVl — zeHllwlly < et £,

bzw.

d
(M) < L' 11

Integration bzgl. ¢ ergibt

t
¢Hw(t)|2 < L / IV FI2 ds
0
bzw. ,
lw(®)]3 < Le /" / /|| f12 ds.
0
Die Abschitzung

t
e’t/L/ etds < L.
0

impliziert dann
t)||2 £ L max .
Hw( )”2 = (0.4 Hf”Q

Kombination der Resultate fiir die Losungenanteile v und w liefert schlielich die be-
hauptete Abschitzung. Q.E.D.

Als Folgerung aus diesem Satz ersehen wir insbesondere, dass bei einem parabolischen
Problem der Einfluss der Anfangsdaten exponentiell mit der Zeit abklingt. Weiter inter-
essiert das Losungsverhalten fiir Anfangsdaten u” mit minimaler Regularitit.

Satz 5.4 (Glattungseigenschaft): Fiir jede Lisung der homogenen Wirmeleitungs-
gleichung (5.3.13) mit f =0 und u® € L*(Q) gilt die a priori Abschitzung

10u(t)]l2 + |Au(t)]]2 < t7H[u"2, ¢ > 0. (5.3.19)
Beweis: Wir bedienen uns zum Beweis der sog. ,, Spektral-Technik®. Aus der Losungsdar-

stellung (5.3.15) mit dem Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {w;};en des Laplace-
Operators,

o0
u(z,t) = Z u?wj(x)e_’\ft,
j=1

folgern wir

Ouu(w,t) = Aulw,t) = = 3 uwdjuj(z)e™"
j=1
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Aufgrund der (verallgemeinerten) Parsevalschen Identitét gilt demnach

[e e]
10pull3 = | Aulls =Y (u))*Age ",
j=1
Hieraus folgt wegen ze™ <1, x > 0:
[e.e] o0
19wull3 = | Aull = 72D (u))*(At)?e M0 <72 (uf)” =725,
j=1 j=1
was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

5.4 Hyperbolische Anfangswertaufgaben

In der Wellengleichung
QPu(z,t) — Au(z,t) =0

wirkt der Laplace-Operator allein auf die Ortsvariable. Eine Losung muss daher hin-
sichtlich ihrer Zeitabhiingigkeit durch den Differentialoperator 9?7 reproduziert werden.
Diese Eigenschaft haben gerade die trigonometrischen Funktionen cos(t) und sin(¢) . Die
Losungen der Wellengleichung sind also typischerweise zeitliche Schwingungsprozesse.

Die Wellengleichung wird in der Regel wieder auf einem Zylindergebiet Qr := Q x I
mit einem (meist beschriankten) Gebiet 2 C R™ und einem Intervall I = (0,7] betrach-
tet. Die Frage nach der Wohlgestelltheit zugehoriger Anfangs-Randwertaufgaben wollen
wir nur fiir den ortlich eindimensionalen Fall diskutieren. Die charakteristischen Steigun-
gen der (ortlich) eindimensionalen Wellengleichung

O*u— 0Pu =0

sind gerade gegeben durch dt/dx = +1, d. h.: die Charakteristiken sind alle Geraden in der
(z,t)-Ebene mit der Steigung +1. Die natiirliche Anfangskurve I' := {(z,¢t): 2 € Q, t =
0} ist also keine Charakteristik, so dass geméf der Theorie die zugehorige Cauchysche
Anfangswertaufgabe bei Vorgabe von Werten u(z,0) = u°(z) und du(z,0) = ul(x)
losbar ist. Diese Losung lidsst sich im Fall einer Raumdimension leicht angeben. Wir
betrachten den Sonderfall Q = R!.

Die Koordinatentransformation & = x +t, n = x —t iiberfiihrt die Wellengleichung in
die Form
Ggﬁnu =0.

Diese hat die allgemeine Losung

u(&,n) = F(§) + G(n)

mit beliebigen, hinreichend glatten Funktionen F(-) und G(-). Die allgemeine Losung
der Wellengleichung lautet demnach

u(z,t) = Fx+1t)+ Gz —1).



5.4 Hyperbolische Anfangswertaufgaben 151

Zur Erfillung der Anfangsvorgaben auf I" muss nun gelten:
F(x) +G(z) =u’(x), F'(z)—G'(x) =u'(2).
Hieraus entnehmen wir, dass

Fla+t)+Ga+t)+Flo—t)+Ga—t) =u’(x +t) +u’(x — 1),

r+t
F(m+t)—G(:v—i—t)—F(x—t)—i—G(x—t):/ u'(s)ds,
x—t
und folglich,
o+t

u'(s) ds}.

Dies ist die (eindeutige) klassische Losung der Wellengleichung zu den vorgegebenen An-
fangsdaten u”(z), u'(z). Eine analoge Konstruktion ist auch in hoheren Raumdimensio-
nen moglich.

u(z,t) = %{uo(:v +1) +u’(x — 1) +/

x—t

Axpt) X X

Abbildung 5.5: Schema zur Informationsausbreitung in der Wellengleichung.

Die Form der Losung u(zx,t) zeigt, dass bei einem hyperbolischen Problem die Aus-
breitungsgeschwindigkeit von Information endlich ist. Lokale Stérungen pflanzen sich ent-
lang der Charakteristiken (Geraden mit Steigung =+1) fort. Insbesondere erzeugen un-
stetige Anfangsdaten notwendig auch unstetige Losungen. Dies erfordert im Falle irre-
guldirer Anfangs- oder Randdaten einen neuartigen Losungsbegriff, der auch Unstetigkei-
ten zuldsst. Fiir jeden Punkt (zg,%y) € Qr gibt es demnach einen ,, Abhéngigkeitsbe-
reich® A(zg,tg) sowie einen ,Bestimmtheitsbereich® B(xg,to), innerhalb deren sich das
Anfangswertproblem unabhéngig vom restlichen Bereich 16sen lisst:

Axo, to) ={x e R: |v —xo| <to}, Bl(wo,to) :={(x,t) e Rx Ry : |z —zo| <t}

Die Eindeutigkeit von Losungen der Wellengleichung erschlieft man wieder am leich-
testen mit Variationsargumenten. Sei u(x,t) eine klassische Losung der ARWA

8fu =Au inQ, up—= u®, Opuj— = u?, ujpn = 0, (5.4.20)
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mit endlicher  Energie® (kinetische + potentielle Energie)
E(t) = [ 0u(®)]3 + [IVu(t)]f; < co.

Multiplikation der Differentialgleichung mit Oyu, Integration iiber © und anschlieBende
partielle Integartion ergibt

| =

0= (0fu — Au, Opu)y = 5 —([|0ull3 + [ Vul3).

DO =
QU

t

Dies impliziert, dass
1813 + IVu(@®)]l3 = l[u* |5 + Va3,

d.h.: Die Losung ist eindeutig und hangt bzgl. der natiirlichen Energie-Norm stetig von
den Anfangsdaten ab. Ferner bleibt die Gesamtenergie E(t) im System in der Zeit erhal-
ten. Dies entspricht der Vorstellung, dass bei einem Schwingungsprozess, etwa der Schwin-
gung eines elastischen Kérpers oder einer Schallwelle, bei Vernachléssigung von Dampfung
im Verlaufe der Zeit keine Energie verloren geht. Ein ,gutes* Approximationsverfahren
fiir die Wellengleichung sollte diese kritische Eigenschaft moglichst gut wiedergeben.

5.5 Ubungen

Ubung 5.1: Im Text wurde die Typeneinteilung von linearen Differentialoperatoren 2.
Ordnung mit der Aufgabe motiviert, aus gegebenen Werten u(xg, yo) und d,u(xg, yo) ent-
lang einer Kurve I' die Losung wu(z,y) iiber einen Taylor-Reihenansatz zu bestimmen.
Diese Konstruktion wurde allerdings nur bis zu den drei zweiten Ableitungen 92u(xo, yo),
0, 0yu(x9,yo) und 6§u(x07 yo) durchgefithrt und hing von der Regularitit einer gewissen
Matrix A ab.

Man zeige, dass nach Bestimmung der zweiten Ableitungen die Konstruktion der vier
dritten Ableitungen d3u(zo,yo), 920,u(zo.y0) , OzOau(o,yo) und u(zo,yo) auf diesel-
be Matrix A fiihrt. Diese Aussage gilt auch fiir die weiteren, hoheren Ableitungen. Die
Vorgenommene Klassifizierung des Differentialoperators als elliptisch, parabolisch oder
hyperbolisch basierend auf der Konstruierbarkeit der Losung aus den Randdaten ist also
sinnvoll.

Ubung 5.2: Man bestimme den Typ der Differentialgleichungen
a) 0,0yu — Oyu =0,
b) O%u + 0,0,u + y@iu +4u =0,
c) 2(0, + 9,)*u + dyu = 0.

(Hinweis: Das im Text angegebene Kriterium fiir den Typ einer Gleichung kann auch bei
variablen Koeffizienten separat in jedem einzelnen Ortspunkt verwendet werden.)
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Ubung 5.3: Auf einem beschriinkten Gebiet © C R” mit glattem Rand dG werden die
folgende a) zweite und b) dritte Randwertaufgabe betrachtet:

a) —Au+tau=f in Q, Opu =g auf 09,
b) —Au+au=f in Q, Opu + au =g auf 0,

mit Konstanten @ > 0 und « > 0. Man zeige, dass diese RWAn jeweils hochstens eine
,klassische* Lésung u € C%(2) N C1(Q) haben kiénnen. Welches Problem ergibt sich im
Fall @« =0, d.h. fiir den reinen Laplace-Operator?

Ubung 5.4: Auf einem beschrinkten Gebiet Q C R? mit glattem Rand 9Q sei der
lineare Differentialoperator

L= —51(61181) - 51(a1232) - 52(02131) - 32(@232) + ago,

gegeben mit moglicherweise variablen Koeffizienten a; € C'(Q). Die Matrix A(z) =
(aij(x)); =) sei fir alle z € Q symmetrisch und positiv definit. Man zeige, dass der
Operator L in ganz G elliptisch ist, und dass die zugehorige 1. RWA

Lu=0 in Q, u=0 auf 09,

im Falle ago(z) > 0 nur die Nullfunktion als klassische Lésung hat.

Ubung 5.5: Im Text wurde die Poincarésche Ungleichung
/ Ju(x)]* dv < d?)/ |Vu(z)||? dz, dq := diam(G),
Q Q

nur fiir Funktionen u € V5(§2) formuliert, d. h. welche auf dem ganzen Rand 9 null sind.
Der Beweis funktioniert aber auch fiir Funktionen, die nur entlang eines Teils T' C 02
des Randes mit Lange |T'| # 0 null sind, d.h. auf dem Raum

Vo(I;9Q) :={v e CHQ)NC(Q) : Vv e L*(Q), v = 0}.

i) Man fithre den Beweis dieser Verallgemeinerung der Poicaréschen Ungleichung fiir das
Einheitsquadrat @ = (0,1)? C R? und den Randteil T':= {z = (21,0): 0 < z; < 1}.

ii) Kann die Poincaresche Ungleichung giiltig bleiben, wenn der Randteil ' C G trivial
ist, etwa nur aus einem Punkt besteht? Man untersuche diese Frage anhand der in (i)
gegebenen Situation mit I' := {(0,0)}. Welche Konsequenzen hat die Antwort auf diese
Frage fiir die 1. RWA des Laplace-Operators? (Hinweis: Man betrachte die Folge der
Funktionen wuy(r,6) = rt/*.)

Ubung 5.6: Der Laplace-Operator A = divgrad hat fiir Funktionen u = u(r,6) in
Polarkoordinaten (r,0) € [0,00) x [0,27] die folgende Form:

Au = (0? +r710, + 7207 Ju.
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i) Fiir ein w € (0,27] sei S, := {(r,0) : r > 0,0 € (0,w)} der zugehérige Sektor der
(z,y)-Ebene. Man zeige, dass die auf dem Gebiet Q :=.5, N K;(0) definierte Funktion

5.(r, 0) := ™ sin(07 w)

harmonisch ist, d.h. As, =0, und den Randbedingungen s, (r,0) = s,(r,w) = 0 sowie
$,(1,0) = sin(fmr/w) geniigt.

ii) Man zeige, dass im Fall 7 < w < 27, d.h. im Fall eines stumpfen Innenwinkels, die
ersten Ableitungen dieser Funktion zwar unbeschrinkt aber noch (uneigentlich) quadrat-
integrabel sind, dass ihre zweiten Ableitungen aber nicht mehr quadrat-integrabel sind.
Wie sieht das bei spitzen Innenwinkeln, d.h. 0 < w < 7, aus?

Dieses Beispiel zeigt, dass klassische Losungen von elliptischen RWAn auch zu glatten

Daten am Gebietsrand nicht regulér zu sein brauchen.

Ubung 5.7: Fiir die klassische Losung der 1. Randwertaufgabe des Laplace-Operators
—Au=1 in ©Q, wu=0 auf 00,

auf einem beliebigen glatt berandeten Gebiet Q C @ = {(z,y) € R?* : 0 < z,y < 1}
zeige man die EinschlieBung

0<u(z,y) <z (z,9) €
(Hinweis: Man vergleiche u mit der quadratischen Funktion v(z,y) = j2(1—z)+5y(1—y)
und wende das Maximumprinzip an.)
Ubung 5.8: Man verifiziere, dass durch

1 x?

exp | — —
VAart p( 4t

s(x,t) = ), —o<x<oo, t>0,

eine spezielle Losung der Warmeleitungsgleichung
O —*u=0 in (—o0,00) x [0,00)

gegeben ist. Man verwende dies, um zu zeigen, dass fiir u° € C(—00,00) mit der Eigen-
schaft u’(z) =0 fiir [#| > 1 durch

U(w,t)Z/:Ji—mexp (7(:647;y)2>u0(y) dy

eine Losung der Wirmeleitungsgleichung zu den Anfangswerten u(z,0) = u°(x) ist. (Hin-
weis: Es ist f_oooo eVl dy = \Jax )
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Ubung 5.9: Fiir die klassische Losung der Wirmeleitungsgleichung
Ou—2u=0 in [0,7] x [0, 00)

zu den Anfangs- und Randbedingungen u(z,0) = «° und u(0,t) = u(m,t) = 0, zeige
man mit Hilfe der Spektraltechnik fiir ©° € C1[0, 7] die a priori Abschiitzung

c
1B, )12 + 105ul, )2 < 7 10,u°l2, ¢ >0,
mit einer von u und ¢ unabhingigen Konstante ¢ > 0.

Ubung 5.10: Man konstruiere mit Hilfe der Methode der Variablenseparation eine Losung
u(x,t) der 1. ARWA der Wellengleichung

Otu—0*u =0 in [0,7] x [0,00)
zu den Anfangs- und Randbedingungen
u(z,0) =sin(z), Owu(z,0) = sin(2x), u(0,t) = u(m,t) = 0.

(Hinweis: Man orientiere sich am entsprechenden Lésungsansatz fiir die Warmeleitungs-
gleichung unter Verwendung des ONS von Eigenfunktionen des Laplace-Operators.)






A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Losungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufga-
ben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um ,Musterlosungen“ mit vollstéindig
ausformuliertem Losungsweg, sondern nur um ,, Losungsansitze” in knapper Form.

A.1 Integralsitze

Losung A.1.1: Die durch die drei Parametrisierungen des Einheitsbogens gegebenen
Langen sind:

27
ITy| = / V(sint)? + (cost)2 + 1dt = 2v/2m,
0

2T
Ty = V(sint)? + (cost)2 + 1 dt = 2v/2m,
0

1
ITe| = / V/(sin(27t3)67t2)2 + (cos(2mt3)67t2)2 + (67t2)2 dt
0

1
= / V26mt? dt = 2V/2r.
0

Lésung A.1.2: Wir setzen g(t) := t%cos(t°n).
i) Fall a <b: Der zur Zerlegung

T ={tm=0<---<tp =k <...<ty=1}

gehorende Polygonzug hat die Lénge

-1

| Zn| = Z lo(ts) — e(te-1)l = > lg(ts) — g(tr—1)|

3

k=1 k=2
m—1 m—1

= |k_“/b cos(kr) — (k —1)"%" cos( Z Ko/t
k=2

Fiir 0 < a <b divergiert die Reihe )", k=/®  d.h. die Kurve ist nicht rektifizierbar.
ii) Fall a > b: Es ist

g (t) = at**cos(mt ™) + wht* P sin(wt ), > 0.

Also ist |¢/(t)| < ct*~' mit einer gewissen Konstante ¢ > 0. Das Integral

L:= /O V1+|g(t)>dt

157
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existiert also fir ¢ > b; im Fall b < a < b+ 1 als uneigentliches R-Integral. Fiir eine
beliebige Zerlegung Z € Z(a,b) gilt fiir die Linge des zugehorigen Polygonzugs:

p2(D)] < lo(t)] + / T g @Fdt <1+ L.

Also ist supyez(op [pz(I)| < oo, d.h.: T' ist rektifizierbar.

Losung A.1.3: i) Sei f : I — R stetig differenzierbar. Dann ist |f’| R-Integrierbar,
und fiir jede Zerlegung Z = {a =ty < {1 < -+ < ¢, = b} € Z(a,b) gilt nach dem
Mittelwertsatz mit gewissen Zwischenstellen 75, € [tx_1, tx] :

i 2) = Y00 = )| PO = S i

by — tp— P

Ubergang zum Supremum bzgl. Z € Z(a,b) ergibt f € BV(I) und

/|f ) dt.

i) Ist f nur stetig und in (a,b) stetig differenzierbar, so gilt nach wie vor mit hy, :=
Uy — g1, hi=maxg—y o, hy:

,,,,,

m

2)= U ~ ()
—1f(t) - |+Z\f e RATC R )

=[f(t) - |+Z|f ()| dt + | £ () = f(tm-)]

k=2

Fiir eine Folge von Zerlegungen Z = {a =ty < t; < t3 < -+ < ty_1 < ty, = b} mit
t1,tym—1 fest und maxy—o  ,mo1(tx — tx—1) — 0 konvergiert

Z|f Tk|dt—>/ ()] dt.

Da [’ iiber I uneigentlich R-integrierbar sein soll, konvergiert

/ e / Sl (2] 0).

t1

.....

Wegen der Stetigkeit von f konvergiert
[f(t) = fla)[ +1f(b) = f(tm-1)] = O (|Z] = 0).

Dies zusammen genommen impliziert die Beschriinktheit von V?(f; Z), und damit f €
BV(I), sowie

b S B bl f. _ ’ /
V) =t Vi 2) = [ 1P @)
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Losung A.1.4: a) Vektorraum: Sei f,g € BV(I) und «,8 € R. Dann gilt fiir jede
Zerlegung Z € Z(a,b):

Vo(af + B8g:2) = Z laof(te) + By(tr) — ouf (te-1) — Bg(tr-1)|

k=1

<aZ|ftk tk1|+5Z|9tk 9(tr-1)|
k=1

< an(f, Z)+ BV, (g Z) < oV, (f) + BV, (g).

Also ist aof + g € BV(I), d.h.: BV(I) ist ein Vektorraum.
b) Normeigenschaft: Fiir f € BV(I) ist offensichtlich || f]py > 0 sowie

I fllsv = |f(a)] + Vab(f) =0 = f=konst.=0.
Ferner, fiir o € R:
lafllzv = lal1f(a)] + |alVy(f) = lal [ fllsv,

und

1f +gllv = |(f + g)(@)] + V(f +9)
< [f(@)] + lgla)l + Vi (f) + Vi (9) = If lev + llgllv-

c) Vollstéandigkeit: Sei (fx)rey Cauchy-Folge im normierten Raum BV(I). Dann ist
(fe(a))ren Cauchy-Folge in R mit Limes f(a) := limg_oo fr(a). Fiir jeden Punkt ¢ €
[a,b] gilt:

|fi(t) = A < |fe(@) = filt) = firla) + fila)] + [fr(a) — fila)]
<VI(fu — f) +1fe(@) = fila)| = || fx — fill v

d.h.: Auch (f(t))ken ist Cauchy-Folge in R mit Limes f(t) := limy_,o fx(¢). Fiir jede
Zerlegung Z € Z(a,b) gilt weiter

= Z |f(t5) — ftia)| = Z,}H& | fi(ts) = fu(ti—1)

= lim Zm — filti)l = lim Vy(fi: 2) < lim Vi(fi) < lim | fill s

Da die rechte Seite beschrinkt ist, folgt bei Supremumsbildung bzgl. 7 , dass f € BV (I)
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ist. Dann gilt auch

m

Vife— 13 2) = }:Uk — fultio1) = f(t-0)]

:Z 1m | £ (2, Jity) = fu(tji—1) = fi(ti—)|

hm Z | fie(t; — fu(tj—1) = filtj-1)|

lhm va (fe — f1;2) < lhm VP(fe — f)

bzw. V(fr — f) < limy_oo VO(fx — f1) . Also konvergiert V2(fy — f) — 0 (k — oc) . Dies
impliziert schlieflich

1 = Fllav = [(fs = @l + Vi (fi = /) = 0 (k = o).
Losung A.1.5: i) Wir berechnen zunichst die Bogenldangenfunktion

¢ t
s(t) :/ \/1+47'2+47'de/ 1+ 27dr =t+t2
0 0

Diese bildet das Intervall [0,1] bijektiv auf [0, |T'|] = [0,2] ab. Die Umkehrfunktion ist
gegeben durch

sTHE) = -3+ /t+1.

Damit ist die Parametrisierung bzgl. der Bogenldnge gegeben durch

W(t) = (s () = (=L + 4 Jt+ Lt 1 — i%(—er\/i)d/Q € [0,2].

ii) Die Kriimmung ist dann gegeben als

k(1) = [l (@O)]]-

Wir bestimmen daher zundchst die Ableitungen

’t)—( 1 . 1 —2+2\/4t+1)
B ’ VAt +1

—2(VAt+1-2) )
—2 4 2V/4t + 1(4t + 1)3/2

1
" 1 1\—3/2 1 1\—3/2
W) = (—+ D7 S+ D

und es folgt
2

(4t +1)2(—1+ V4t + 1)

K(t)* =
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Losung A.1.6: Der Ellipsenbogen besitzt die Parametrisierung
o(t) = (acost,bsint), te 0,57

Damit ist

w/2 /2
I(a,b) = / z(t)y(t)||&'(t)] dt = / absint cost\/a? sin®t + b2 cos? ¢ dt,
0 0

und nach Variablentansformation u := sin®t mit du = 2sint cos tdt :

ab (! aba® —b>  aba®+ ab+ b?
[(a,b)zZ/O a2u+b2(1—u)du:§a2_b2=§ N

Losung A.1.7: i) Test der Vertrdglichkeitsbedingung ergibt fiir 4,5 = 1,2,3 im Falle

r e K°
47

)

sowie im Falle x ¢ K

47 47
70i(pox;) = _?’YPO(SM = ——795(powi) = O; I

0; F;
/ 3

O,F; = O;F,.

Auf jedem Sterngebiet G das entweder in K oder in K¢ enthalten ist besitzt F' also ein
Potential U mit F' = —VU . Fiir dieses erhélt man mit etwas Phantasie die Darstellung

2m 2 _ 6m 2
V() — 34vaollill o YpoR?, ze K
—773 PO r¢ K.

Da U stetig auf R? ist, folgt die behauptete Wegunabhiingigkeit.

ii) Die Vertriglichkeitsbedingung ist eine lineare Beziehung fiir die Ableitungen von F'.
Es gentigt daher, sie fiir die additiven Bestandteile von F' einzeln nachzupriifen. Fiir
das Newtonsche Gravitationsfeld ist sie bereits im Text bestétigt worden. Analog gilt fiir
i,7=1,2,3 und z € R3\ {0}:

8- Ij - H$||2(5” —Q.I]'J?Z' 78 €Z;
i - = .
]2 [J]|* |2

Auf dem Sterngebiet G := R*\ {z € R® : 2 < 0,25 = 3 = 0} besitzt F also ein
Potential U mit F' = —VU, fiir welches man leicht die folgende Form findet:

Ule) = —u (”1| _ mog<|x||>) |

Dieses Potential kann nun wieder stetig differenzierbar auf die ganze Menge G = R*\ {0}
fortgesetzt werden, d.h.: F' ist auf G konservativ.
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Losung A.1.8: Das Kurvenintegral einer Funktion f:I" — R ist gegeben durch
fx ds—/ Flx@®)|e ()] dt = / Fz(t)V1+ 4t dt.
I'(a)

Fir f =1 ergibt sich wegen der Symmetrie des Integranden bei Substitution u = 2t
(Stammfunktion nach Bronstein Band I):

a a 2a
a)|=/ v1+4t2dt:2/ V14+4t2dt = V1+urdu
—a 0 0
1 2a
:7{ux/1+u2+log(u+\/1+u2)}
1
5(2@\/1+4a2+10g (20 -+ VI+4) - 0).

Insbesondere ist

1
IT(1)] = 5(2\/3+ log(2 + V/5))
Weiterhin gilt:

1 1
Sla) = rds =
=TT e ™™ = @] o

Wegen der Antisymmetrie des Polynoms p(¢) = ¢ ist die z-Koodinate des Schwerpunkts

L i 3 g
Sz(a)zw/_at 1+ 4¢2dt = 0.

/ o L ¢ 2 2
O W ds = /_a(t’t W1+ 422 dt

Fiir die y-Koordinate gilt wieder wegen der Symmetrie des Integranden bei Substitution
w =2t (Stammfunktion nach Bronstein Band I):

1 2a
Sy(a) = / V1 +4t2dt = @] s u*V1 +u?du

= [Z(l—i—u )3/2—§<um+log(u+m))]za

g(1 + 4a%)*? - 1<2a\/1—|—74a2 + log(2a + \/1—&—74&2)) — O]

9(1 4 4a?)¥/2 — (2@\/1+74az +log(2a + m>)
2(2a\/1+w + log (2a + m))

da(1 + 4a?)¥? — (2am +log(2a + m)>
16(20v/T+ 402 + log (20 + VI +4a?) ) ‘

Insbesondere ist

4532 (2\/5 +log(2 + \/5))
16(2v5 +log(2 +v5))

Sy(l) =
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Losung A.1.9: i) Sei M weg-zusammenhédngend. Wére nun M = U UV eine nicht-
triviale, disjunkte, relativ-offene Zerlegung, so lieflen sich je zwei Punkte x € U und
y € V durch eine Jordan-Kurve I' C M verbinden. Fiir jede Jordan-Parametrisierung
¢ :a,b] = R" von I existiert die Inverse ¢! : T' — [a,b] und ist stetig. Dann wére also
[a,b] = o H(TNU)Up~Y(T'NV) eine nicht-triviale, disjunkte, relativ-offene Zerlegung von
[a,0] . Eine solche kann es aber nicht geben, da das Intervall [a,b] zusammenhingend ist.

ii) Sei nun M nur zusammenhingend. Fiir einen beliebigen Punkt a € M definieren wir
die Menge

U:={x € M : Es gibt einen Streckenzug in M von a nach z.}.

Mit M ist auch die Menge U offen, denn fiir jeden Punkt o € U gibt es eine offene Ku-
gelumgebung K. (z) C U. Alle Punkte y € K (x) lassen sich dann durch den Polygonzug
az UTy mit dem Punkt a verbinden, d.h.: Es ist K.(z) C U. Analog erschliefft man,
dass auch die Menge V := M\ U offen ist. Denn ist 2z € M\ U , d.h. gibt es keinen z mit
a verbindenden Polygonzug, so kann es auch fiir alle Punkte y aus einer Kugelumgebung
K.(x) C M keine mit a verbindenden Polygonziige geben. Also ist M = U UV eine
disjunkte, offene Zerlegung. Da M nach Voraussetzung zusammenhéngend ist, kénnen
nicht beide Komponenten U,V nicht leer sein. Wegen a € U ist folglich V = (), d.h.:
U = M. Also kann jeder Punkt 2 € M durch einen Polygonzug mit dem (beliebigen)
Punkt a verbunden werden, d.h.: M ist weg-zusammenhéngend.

Losung A.1.10: Mit Hilfe des Determinantenentwicklungssatzes folgt

(a X b) cC= (a2b3 — agby, azby — aybs, a1by — Cl2b1) : (017 C2, CS)

= Cl(agbg - agbg) + 02(a3b1 — (Ilbg) -+ 03(a162 — agbl)

a b
a9 bg ac b a7 bl
3 U3
=C — C2 +C3 = | Qa2 bz Co
az b3 ap b as by .
az 03 C3

Losung A.1.11: i) Sei (z,2): I — Ry x R eine Parametrisierung der Kurve C. Dann
ist ¢: [ x[0,2m) — R® mit

o(t,0) = (cos(8)x(t),sin(0)x(t), z(t))
eine Parametrisierung der Rotationsfliche. Es ist
Oyp = (2'cos0,2"sin 0, 2"), Opp = (—xsin b,z cos d,0)
und somit
0ell = VA DF T 7R, ol = (1), Buplt) - Bop(t) = 0.
Also wird nach den Rechenregeln des Vektorprodukts

1060 % Dppl|* = 1|0 lI*l|0belI* — (O - Dp)* = (1) (2 (£)* + 2'(2)?).
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Der Inhalt der Rotationsfliche ergibt sich folglich zu
b 27
|Fel :/ 100 x Bucoll dit, 0) :/ ()T + 702 d dt
M a Jo
b
= 271'/ x(t)\/ ' ()% + 2/ (t)? dt.

Dasselbe Integral tritt auch auf bei der Berechnung des Schwerpunkts der Kurve C' bei
konstanter Massebelegung p = pg:

o u(lC)/ pr(t)V/a' () + 2 ()2 dt,  p(C) = po|C.

Kombination der letzten beiden Beziehungen ergibt die behauptete Gleichung.

ii) Zur Berechnen des Volumens des Rotationskorpers verfahren wir analog wie bei der Ro-
tationsflache. Sei F' ein quadrierbares Gebiet in der ,positiven® (x, z)-Ebene (z > 0). Fir
den zugehorigen Rotationskérper Kr C R? gilt bei Verwendung von Zylinderkoordinaten
nach dem Satz von Fubini

|KF|:/ dx:/ Td(T,Z79)=27T/ rd(r, z),
Kp FIx[0,2) P

wobei F’ die zu F kongruente Flidche in der (r,z)-Ebene ist. Die r-Koordinate des
Schwerpunkts von F” ist gegeben durch

F= |F’|_1/ rd(r, z).
F
Also folgt |Kp| = 2nrp|F’| und somit wegen |F’| = |F| die 1. Guldinsche Regel.
Losung A.1.12: a) Wir betrachten die als Graph der Funktion

=Yz, y) =V1-22—y2 (1,y) € B.={(u,0) eR*: VU2 +12<1—¢}, >0,

gegebene offene Fliche T, . Thr Inhalt ist nach einem Resultat des Textes (Kor. 1.1)

2

2
|F|—/«/1+8f2+8f2d1g / 1+ +—
1—a?2—y? 1-

2
d(x ———drdf
B. \/1 f:czf ) /0 /0 \/177“2
:—27r\/1—7‘2’ = (V1= (1= —1).

Dies konvergiert fiir ¢ — 0 gegen 27 . Der Inhalt der Einheitssphére ist also 4.

b) Nach der 2. Guldinschen Regel hat der von der Kurve C' mit der Parametrisierung

0(0) = (2(0),2(0)) := (cosb,sinb), 6¢€[—7m/2,m/2]
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bei Rotation um die z-Achse erzeugte Rotationsfliche Fo den Inhalt
|Fc| = 27TTO|C|,

mit dem Abstand rc des Schwerpunkts von C' von der z-Achse. Letzterer ist

/2 /2 /2
|IClre = / cosf || (0)]| df = / cos 0\/sin? @ + cos? 0 df) = sin 0 =2.
—/2 —r/2 —/2
Die Lange der Kurve ist
/2 w/2 w/2
IC| :/ ||cp'(9)||d0:/ \/sin20+cos29d9:/ df = .
—7/2 —7/2 —7/2

Der Inhalt der Einheitssphére ergibt sich also zu 47 .

Losung A.1.13: Der GauBsche Integralsatz in R? lautet

V-de:/ v-nds.
F]" aFF

Anwendung fiir das Vektorfeld v = (z,y) ergibt

2| Fr| = / (xng +yn,) ds
OFr

und mit der Parametrisierung ¢(t) = (z(t), y(t)), t € [a,b], der Randkurve:

2| Fr| :/ (a(t)na(t) + ¢y (t)ny () 1€/ (1) dt.

Ein Normaleneinheitsvektor zu OFp ist bzgl. der Parametrisierung mit ¢ gegeben durch

(¢ (1), =L (1))

n(t) = ;
'@
Dies ergibt

2| Fr| = / (a0, () — E(t)oy ()} d].

Losung A.1.14: Die Divergenz des gegebenen Vektorfelds ist fiir 22 4 y* # 0:

x y )Z(x2+y2)—2x2 (@ +y°) —29° _

Pl =9 (0
Ve =V aiemeg) T @ T @y

Also existiert das Gebietsintegral links und hat den Wert

V- F(z,y)d(z,y) = 0.

M
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Das Randintegral zerféllt in drei Komponenten, den Kreisviertelbogen I', mit der Para-
metrisierung (z(0),y(0)) := (cosf,sind), 6 € [0,7/2], den z-Achsenabschnitt T', sowie
den y-Achsenabschnitt I'y. Wir haben

/2
/ Fa(s),y(s)) - n(s) ds = / F(x(6),4(6)) - n(x(0), y(6) /7 (OF + 7 (OF do

O _ =20 y(0) o
| G w6 s ) OO

/2 2
:/ cos? § + sin® Hde_z
o cos2f +sin%6 2

Auf den anderen beiden Randkomponenten gilt jeweils F,n, = Fyn, = 0; sie liefern also
keinen Beitrag zu dem Randintegral. Der Gauflsche Integralsatz gilt in diesem Fall also
offensichtlich nicht. Dies liegt daran, dass das Vektorfeld F' auf dem Bereich M zwar fiir
22 +y? # 0 stetig differenzierbar, aber nicht (gleichmiiflig) L-stetig ist. Wir sehen, dass
man bei der naheliegenden Ubertragung des GauBschen Integralsatzes auf unbeschrinkte
und nur uneigentlich integrierbare Funktionen vorsichtig sein muss.

Losung A.1.15: Die Divergenz des Vektorfeldes v(z,y,2) = (v + y,y + 2,2 + x) ist
V.-v = 3. Z ist ein Kreiszylinder mit Grundkreisradius 3 und Hohe 5. Z ist ein
Normalgebiet. Daher ist der Gauflsche Integralsatz anwendbar:

/V-vdXZ/ v - ndo.
z YA

/V-vdX:S/dx:3|Z|:3-5-7r~32=1357r.
Z Z

Es ist

Auf der oberen Deckfliiche D, := {(x,y,2) € R®: 22 +y*> < 9,2 = 5} des Zylinders ist
=(0,0,1) und somit (bei Beachtung von Symmetrien)

/ v~ndo=/ (5+x)d(ac,y):5/ d(z,y) =57 3% = 457.
o r2+y2§9 r2+y2S9

Auf der unteren Deckfliche D, := {(x,y,2) € R®: 22 +4? <9,z = 0} des Zylinders ist
n = (0,0,—1) und somit (bei Beachtung von Symmetrien)

/ U'IIdO:*/ xd(z,y) =0.
Dy z2+y2<9

Fiir den Zylindermantel M := {(z,y,z) € R* : 22+ y? = 8,0 < z < 5} wilen wir
die Parametrisierung (z,y, z) = ¢(0, 2) := (3 cos 0, 3Sl ) (0,2) € [0,27] x [0,5]. Der
zugehorige duBere Normalenvektor ist

n = dpp X O,p = (—3sinf,3cosh,0) x (0,0,1) = (3cosh,3sinb,0).
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Damit folgt

5 27
/ v-ndo = / / v(p(0,2)) - (Ogp x 0.) db dz
M 0o Jo

5 pon 5
= / / (94 9cosfsinf + 3zsind) df dz = / 187 dz = 90m.
o Jo 0

Also ist der Gauflsche Integralsatz fiir diesen Fall bestétigt.

Losung A.1.16: i) Linearitidt: Wegen der Linearitdt der Differentiation ist
L(au+ pv) = =V - (pV(au + pv)) = —aV - (pVu) — fV - (pVv) = aLu + L

fiir u,v € C*(G) und «,B € R, d.h.: der Operator L:V — C(G) ist linear.

ii) Fir w,v € V gilt (in Anlehnung an den Beweis der Greenschen Formeln) durch
zweimalige Anwendung des Gaufschen Satzes zundchst mit dem Vektorfeld pVuov und
dann mit dem Vektorfeld puVv und Beachtung von ujpe = vjpe = 0:

(Lu,v) g2 :—/V~(qu)UdX
G
z—/V-(quv)dx+/qu-Vvdx
e @
:/ n-quvd0+/qu-VUdX:/qu~Vvdx
oG ¢ e
Z/V~(uva) dx—/uV-(pVU) dx
G G
:/ n-(uva)do—/uV-(va)dX
oG G

= —/ uV - (pVv) dx = (u, Lv) 2.
G
iii) Fir u € V' gilt nach Teil (ii):
(Lu,u)2 = / p|Vul*dx > 0.
¢

Ist nun (Lu,u)2 = 0, so folgt wegen der Stetigkeit von p|Vul*> und p|Vul? > 0 not-
wendig p|Vul? = 0. Wegen p > 0 impliziert dies Vu = 0, d.h.: u = konst. Da aber
ujpg = 0 ist, muss u =0 sein.

Losung A.1.17: Wir betrachten a(u,u). Durch Anwendung des Gaufischen Integralsat-
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zes und Verwendung von u|go= 0 folgt

a(u, u) —/Q|Vu2+iil/ﬁi8iuudw
1 3
—/Q|Vu2+2;/ﬁi0i(u2)dx
2 1 : 2
:/QW“ —2;/6iﬁiu dx

- VUQ—} V- pudx
| 2
Q

Nach Voraussetzung ist V- < 0 und somit folgt fiir beliebiges u € V', dass a(u,u) > 0.
Angenommen es ist a(u,u) = 0 fiir ein u € V. Dann ist wegen —V - Bu?> > 0 auch
|[Vu| = 0 und somit (da © zusammenhédngend) ist u konstant. Wegen u|go= 0 folgt
dann u = 0.

Losung A.1.18: Aus der Darstellung des Laplace-Operators in Polarkoordinaten
A=9+19,+%0;
angewendet auf die rotationssymmetrische Funktion g(r, ) = In(r) folgt
1 11
Ag:—*Z—F**"‘rO:O.
2o

Analog zum 3d-Fall betrachten wir die Kreisringe B, , := {z € R*|0 < € < ||z| < p}.
Auf diesen ist g harmonisch, und auf den Zusammenhéngs-Komponenten S, und S, von
0B, sind g und 9,9 Konstant (S, := {z € R?|||z|| = x}). Da f harmonisch ist folgt

0Bk B

fir alle kK > 0 und die 2. Greensche Formel liefert

0= [ Afg— fAgde= / Oufg— fongdo=— | fo.gdo

Bep 0Bc p 0Bk,

L

Durch den Grenziibergang ¢ — 0 folgt wegen der gleichméssigen Stetigkeit von f unter
Beachtung von |S.| = 2me

ave [, 7050 =g [ £ 50 0] <m0 01 0

Somit erhalten wir die Mittelwerteigenschaft

£(0) = — /aB f() d.

:%
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Losung A.1.19: Die auf den Korper wirkende Kraft ist (komponentenweise geschrieben)

Foryr. = / P(X)nzyy)» do = / P02y do.
oM OM

Wir wollen diese Flichenintegrale mit Hilfe des Satzes von Gaufl in Volumenintegrale
umwandeln. Dazu definieren wir die Vektorfelder v* := (pyz,0,0), v¥ := (0, p,z,0), v* :=
(0,0,p,2) mit V-0 =V -0¥ =0, V-0v* = py. Mit diesen ergibt sich

Fapy)e = /aM POZN )y = dO = /zw v™YE i do = y V- 0™V dx.

Also ist F = (0,0, po|M|), d.h.: Auf K wirkt eine Kraft senkrecht nach oben, deren
Betrag gleich dem Gewicht po|M| der verdriangten Fliissigkeit ist.

Losung A.1.20: Der Stokes’sche Integralsatz lautet
ol

/G(V X )@, 0) - (0u® x 0,2)(u,v) d(u,v) = [ f((s)) - ¢'(s) ds,

0
wobei @ eine reguldre Parametrisierung der Flache I' und ¢ die Parametrisierung des
,Randes“ ~ von I" mit der Bogenlinge ist. Fiir das gegebene Vektorfeld v(zx,y,z) =
(y,2,7) ist

V x v = (0,0, — 0,0y, 0,0, — Oy, Opvy — Oyvy) = (—1,—1, —1).

Die Fliche I' hat die Parametrisierung ®(z,y) = (x,y, 2% — y*), 22 + y* < 1. Der Nor-
malenvektor
0,® x 0,® = (1,0,22) x (0,1, —2y) = (—2z,2y, 1).

zeigt nach ,oben“, d.h. in Richtung wachsender z-Koordinate. Fiir das Flachenintegral
erhalten wir so

lﬂ+RJVXUWW%@wa@@x@@xawaaw

=/) <w—w—wﬂaw=—/ d(z,y) = —.
z2+y2<1 x24+y2<1

Fiir die Randkurve v konnen wir wegen cos? 6 — sin®# = cos(26) die folgende Parame-
trisierung verwenden:

0(0) = (z(0),y(0), 2(0)) := (cosb,sinb,cos(20)), 6 € [0, 27].

Damit erhalten wir
[l 2
| ew) v = [t ) ao
0 0
27
= / (sinf, cos(20),cos @) - (—sin b, cos, —2sin b)) df
0

2
= / (= sin® 6 + cos(20) cos 6 — 2 cos O sin(20)) df = —.
0

Man beachte, dass die Integrale iiber cos(26)cosf und cos@sin(26) Null sind. Also ist
in diesem Fall der Stokes’sche Integralsatz erfiillt.
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Losung A.1.21: a) Die Wahl der euklidischen Norm ist ,,natiirlich®, da sie im Gegensatz
zu anderen Normen, wie z. B. der Maximumnorm oder der /,-Normen fiir p # 2, invariant
gegeniiber Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen (d.h. unitdren Transformatio-
nen) des verwendeten Koordinatensystems ist:

QER™: Q"Q=1 = |[Qz]3=(Qz,Qx):=(Q"Qz,x), = |z|3, zeR"

Dies ist eine unabdingbare Bedingung an einen sinnvollen , Langenbegriff¢ fiir Kurven.

Losung A.1.22: Ein Vektorfeld v : D C R™ — R"™ heifit ,,Gradientenfeld®, wenn es
Gradient einer skalaren Funktion ist. Das durch
(v 7 )
v=|(—"— ——
$2+y2 $2+y2

definierte Vektorfeld v : R*\ {0} — R? erfiillt zwar die Vertriiglichkeitsbedingung

—(x2+y2)+2y2 B y2—x2 B (z2+y2)—2x2 o
N e N R

Oyvy =
ist aber in der gelochten Ebene D = R?\ {0} kein Gradientenfeld. Das Wegintegral ent-

lang des geschlossenen Einheitskreises I' mit der Parametrisierung o(t) = (z(t), y(t)) =
(cost,sint),t € [0,27], ist ndmlich nicht Null sondern

[otareas = [Toteton - o= [T{ I OO

2
= / (sin? ¢ + cos®t) dt = 2.
0

Ist v ein stetig differenzierbares Vektorfeld welches der Vertréglichkeitsbedingung 0;v; =
O;vi, 1,7 =1,...,n geniigt, ist dann D ein Sterngebiet, so ist v ein Gradientenfeld.
Entsprechend ist v z. B. auf der Menge D = {(x,y) € R?*|y > 0} ein Gradientenfeld mit
Stammfunktion f := arctan(y/z), denn

Vf:( —y/x? 1/x ):< -y x )

L4 (y/x)*" 1+ (y/x)? a? +y? 2 oy

Losung A.1.23: Auf einer kompakten Menge M C R? mit glattem Rand wird das
Vektorfeld v(x) = x betrachtet. Fiir dieses ist V- v = 0,2 + dyy = 2 und somit nach
dem Satz von Gaufl

1 1
M| == VoU(X)dX:*/ v(x) - nds.
2 Ju 2 Jom

Speziell fir den Einheitskreis K;(0) ist n = x = v(x) entlang JK;(0) und somit, wie

erwartet: ]

1
|K1(0)|:7/ x~nd5:f/ |x||*ds = .
2 Jor, (0) 2 Jor, (o)

Fall R?: Ergibt eine analoge Rechnung |K1(0)| = $[0K:(0)| = 4.
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Losung A.1.24: In der Parameter-(u, v)-Ebene sei G ein Gebiet, das von einer stiick-
weise glatten geschlossenen Jordan-Kurve v = 0G berandet wird; G hat also keine
Locher. Weiter sei ¥(s) = (u(s),v(s)), 0 < s < |y], eine Parametrisierung von ~ mit der
Bogenldnge, welche eine positive Orientierung (im Gegenuhrzeigersinn) von v erzeugt.
Auf einer offenen Umgebung U des Abschlusses G sei ® = (®,,®,,®.) : U — R? eine
stetige Abbildung derart, dass ®(U) eine offene Fliche in R? ist. Wir betrachten die

abgeschlossene Fliche I' = ®(G) . Der Rand von T' ist dann eine geschlossene, stiickweise
glatte Jordan-Kurve C' = 0I' mit der Parametrisierung

x=W(s) = P(Y(s)), 0<s<]yl.

Satz von Stokes: Fiir eine abgeschlossene Fliche I' C R3 mit zweimal stetig differenzier-
barer Parametrisierung ® : G — R? sollen die obigen Voraussetzungen gelten. Fiir ein
auf einer offenen Umgebung V' von I' stetig differenzierbares Vektorfeld f : V — R3
gilt dann:

[V s6) nydo = [ g s

bzw.

/G(V X )P (u,v)) - (0P X 0,®@)(u,v) d(u,v) = F(¥(s)) - W'(s)ds.

0

Spezialfall: Tm speziellen Fall einer ebenen Fliache in der (x7,25)-Ebene parametrisieren
wir die Flache durch die Abbildung ®(u,v) = (u,v,0). Entsprechend ist 9,2 = (1,0,0)
sowie 0,® = (0, 1,0) und somit 9,% x 9, = (0,0, 1). Entsprechend ist

/G(V X ) (@(u,v)) - (0,P x 0,P)(u,v) d(u,v) = /Galfg(uw, 0) — Do f1(u, v,0) d(u,v)
= /GV'(fza—f1)d(U>U)~

Eine dusseres Normalenfeld an G ergibt sich durch ng = (021, —01). Fiir das Randinte-
gral ergibt sich folglich

] [

i f(2(s)) ¥'(s)ds = i f(W(s),0) - (D13, 921, 0) ds
7]

= J1(1(s),0)01 + fa(¢(s),0)0x1) ds

0

vl
- / (s — 1) - || ds

Wir erhalten also als Spezialfall die Aussage des Satzes von Gauf fiir das Vektorfeld
(f27 _fl)



172 Losungen der Ubungsaufgaben

A.2 Variationsaufgaben

Losung A.2.1: Das Problem liegt darin, dass die Funktion g(z,y) offenbar in (z,y) =
(0,0) nicht stetig ist. Fiir y # 0 sind aber dennoch die Integrale

1 Ly
= x,y)dr = ——— dr
f(y) /0 9(z,y) /0 (22 + y2)?
als normale R-Integrale definiert. Fiir y = 0 ist sein Wert trivialerweise f(0) = 0.

Dasselbe gilt fiir die Integrale iiber die Ableitung

9 C Bwy(2® +y?) —day' 32ty —ayt
yg(x,y) - (1‘2+y2)3 - (I2+y2)3 .

Also ist
1
£7(0) = / Oyg(x,0)dzx = 0.
0

Dagegen ergibt sich

R (L i R
o (224922 2224+ y2lo 2 21492
und folglich

: 1 1(1+y?)3y* —2¢* 1

roy 4 1) — =

Losung A.2.2: Aus der Differenzierbarkeit folgt

1 e(y+h) e(y) o) fay+h) — f(x,
L s nrta— [ sagpaa] - [ D I,
ot v () e

1 [elyth) 1 [Yl+h)
+E/ f(:v.,y—kh)d:r—ﬁ/ F(o,y + h) da.
»(y) P(y)

Fir h — 0 geht die rechte Seite unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Intgeralrech-
nung in die folgende Form {iber:

e(y) .
--=/ 8yf(w,y)dx+1imf(gl,y+h)w
¥(y) h—=0

h) —
—}lglg)f(fz,wh)—ww; v)

Daraus folgt die Behauptung wegen lim, & = ¢(y) und limy,_,0& = ¥(y) und der
Differenzierbarkeit von ¢ und .
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Losung A.2.3: Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung eines Variationsfunktionals
mit Funktion f(¢,x,q) lautet:

——q(t,u(t),u’(t)) — =(t,u(t),u'(t)) =0, tE€la,b.

Im vorliegenden Fall ist f(t,2,q) = $(p(t)q* + r(t)z?) — f(t)z. Damit ergeben sich die
Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen

d /

(0 ()] = r(t)u(t) + £(1) =0,

mit den Randbedingung u(a) = 0, u(b) = 0, bzw. als Sturm-Liouville-Aufgabe:
—[puT (@) +r@)u(t) = f(t), t€[a,b], u(a)=0, u(b) =0.

Wegen p(t) > p > 0 und r(t) > 0 besitzt diese RWA nach einem Satz des Textes eine
eindeutig bestimmte Losung.

Losung A.2.4: O.B.d.A. betrachten wir nur den Fall 2y = 0 und § = 1. In den Gebieten
B := B;(0) sowie R"\ B ist die Funktion ¢ := ¢; zum einen als Exponentialfunktion und
zum anderen als Nullfunktion offensichtlich beliebig oft (stetig) differenzierbar. Es bleibt,
den differenzierbaren Ubergang fiir ||| — 1 zu zeigen. Die Ableitungen der Funktion
o(z) = exp(||z]|*/(1 — ||z]|?)) sind von der Gestalt (Multiindexschreibweise)

mww—mmﬂfﬁﬂwn|m—m

mit gewissen Polynomen p,(z). Fiir jede rationale Funktion p(t) und Zahl v > 0 gilt:
p(t)e " =0 (t— o0),

was man sich leicht mit Hilfe der 'Hospitalschen Regel klar macht. Mit ¢ := (1 —||z]|*)~*
ergibt dies:
D%(x) =0 ([lz] 1 1),

d. h. die Stetigkeit der Ableitung D% .

Losung A.2.5: Fiir die betrachtete Riemann-integrierbare Funktion ¢ : [a,b] — R gelte

b
[ awetya=o, pecab
Angenommen, es gibe einen Stetigkeitspunkt to € [a,b] von g mit g(to) # 0. Wegen der
Stetigkeit von ¢ in tg gibt es ein § > 0, so dass
lg(to) — g(t)| > 3lg(to)| Vit €I :=(to—0,to+6)Nla,b.

O.B.d.A. ist also ¢(¢) > 0 auf I. Man wihle nun eine Funktion ¢ € C§°(a,b) mit Triger
in I und ¢ > 0 auf [° (Zur Existenz von ¢ siehe eine der fritheren Aufgaben). Dann ist

/ g(t)p(t) dt = /g(t)w(t) dt >0

1
im Widerspruch zur Annahme.
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Losung A.2.6: Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung eines Variationsfunktionals
mit Funktion f(¢,x,q) lautet:

——q(t,u(t),u'(t)) - g—x(t,u(t),u’(t)) =0, te€la,b].

Im vorliegenden Fall ist f(t,z, q) = (14+4¢?)?/*. Damit ergeben sich die Euler-Lagrangeschen
Differentialgleichungen

Ll ueppiim) = o,
mit den Randbedingung u(a) = «, u(b) = 8, bzw.
0= (L4+a/(6)*)P27 1" () + (p — 2) (L + /()22 (1) (1)
— (L WD (L4 ()2 + (p— 2 () (1)
- (1 + ' (t)? )p/2 2(1 +(p— 1)u'(t)2)u"(t).

Wegen p > 1 erfiillt jede C2?-Losung dieser Gleichung «”(¢) = 0 und ist folglich linear.
Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen ergibt sich als (eindeutigen) Losung u(t) =

é’_;fla—&- ﬁﬁ . Diese Losung ist erstaunlicherweise unabhéngig von p. Im Fall p = 2 ergibt

sich die lineare Sturm-Liouville-Aufgabe
u'(t) =0, t€la,b], wula)=a, ulb)=272,
und im Fall p =1 die Aufgabe
u”(t)

AT~ 1€t u@=aulb)=5

Losung A.2.7: Das ,Dirichletsche Prinzip® besagt: Sei G C R? ein stiickweise glatt
berandetes Gebiet und ¢ : 9G — R irgendeine stetige Randfunktion. Dann gibt es unter
den Funktionen der Menge

Vy(G) = {p e CY(G)NC(G), Vu € L*(G)", vpc =g}
eine, u € V,(G), welche dem Dirichletschen Integral den kleinsten Wert verleiht, d.h.
Dlu] = inf{ D], ¢ € Vy(G)},
und u ist eine sog. ,,Potentialfunktion®, d.h. Losung der Randwertaufgabe
Au=0 in G, u=g auf 0G.

Eine harmonische Funktion v € V;, (d.h.: vAu = 0) die die gegebenen Randwerte erfiillt
ist u(z,y) = xy. Das diese auch ein Minimierer in Vj ist folgt sofort, denn sei @ ein
Minimierer in u+ Hj () DV, (die Existenz eines solchen ist klar nach Text), so erfiillen
sowohl u wie auch @ die Euler-Lagransche Gleichung, d.h. fiir jedes » € H} () ist

/Vquodx = / VuVedr = 0.
Q Q
Da u—a € H}(), folgt
IV (u—0)|* = / VuV(u—a)de — / VaV(u—u)de =0
Q Q

und somit ist u = 4.
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A.3 Das Lebesgue-Integral

Losung A.3.1: Wegen der Bewegungsinvarianz und Additivitdt des dufleren L-Mafles
geniigt es, die Behauptung fiir die Viertelebene H = {x € R", x;...,2,.1 > 0,2, = 0}
zu zeigen. Wir betrachten die abzéhlbar vielen Intervalle

[i = [Zl — 1,7:1] X ... X [in,1 — 17in71] X {0}, 7:17 A, ,Z‘nfl € N,

Tein—1

deren Vereinigung H {iberdeckt. Wegen der o-Additivitédt des L-MafBes folgt

[ee] oo

0<p(H) < > pwliyiu)= », 0=0.

i1ein_1=1 i1 ein_1=1

Losung A.3.2: i) Sei A € A. Dannist A endlich oder X\ A endlich. Also ist X\ A end-
lich oder X\ (X \ A) = A endlich, d. h.: Esist auch X\ A € A. Sei weiter A, B € A. Ist
A oder B unendlich, so ist auch AUB unendlich und damit X\ (AUB) € X\ANX\B
endlich, also AUB € A. Sind A und B endlich, so miissen X \ A und X \ B beide
unendlich sein. Dann ist auch X\ (ANB) = (X \ A)U(X \ B) unendlich, also AUB € A.
Nach Lemma 3.3. des Textes ist daher A eine Algebra.

ii) Wegen der Unendlichkeit von X gibt es eine Folge (z)reny von paarweise verschiede-
nen Elementen in X . Dann ist A := {4, k¥ € N} unendlich und auch X \ A unendlich.
Also ist A & A. Aber A = Ugen{xar} ist abzéhlbare Vereinigung von einelementigen
Mengen d.h. von Mengen aus A. Folglich ist .4 nicht abgeschlossen gegeniiber abzéhl-
bare Vereinigung und daher keine o-Algebra.

Losung A.3.3: i) Wir weisen die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation nach:
-x~xz,daxz—x=0€Q".

-Aus z ~y folgt y—o=—(xr—y) € Q" und somit y ~ x.

~Aus e~y und y~z folgt x —z=2—y+y— 2z € Q" und somit = ~ z.

i) Sei [z] = + Q" die Aquivalenzklasse eines beliebigen = € R”™. Dann enthélt
[0,1]" —z =[—a1, 1 —21] X ... X [—2,, 1 — 2]

abzéhlbar viele Elemente y; € Q. Fiir diese gilt y; + € [0,1]" N[z]. Der Einheitswiirfel
[0,1] € R™ enthélt also aus jeder der Aquivalenzklassen von ~ abzihlbar unendlich
viele Elemente.

iif) Angenommen z € (r+A)N(s+A). Danngibt es a,b € A mit x =r+a und z = s+b.
Dann folgt a—b=s—r € Q" also a ~b. A enthiilt aus jeder Aquivalenzklasse nur ein
Element; also folgt @ = b und damit r = s.

iv) Sei x € [0,1]" beliebig und a € AN[z]. Dannist a ~ z, also x—a =: r € Q™. Wegen
x,a € [0,1]" folgt fiir die Koordinaten —1 < r; =ax; —a; < 1,also x =r+a € 5. Ist
nmn z€S5,dh esgibtaec AC0,1]"und r € Q"N [-1,1]" C [-1,1]" mit z = a +,
so ist notwendig x € [0, 1]" + [-1,1]" = [—1, 2™
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v) Wire die Menge A Lebesgue-messbar, hétten wegen der Translationsinvarianz des
L-MaBes auch die Mengen r + A das gleiche Ma. Ware u(A) = 0, so wire wegen der
o-Additivitat auch p(S) = 0, im Widerspruch zu [0,1]* € S. Wére p(A) > 0, so kann
wegen der o-Additivitiat S kein endliches Maf haben, im Widerspruch zu S C [—1,2]".

Losung A.3.4: i) Die Menge A := [0,1]" N Q" C R™ ist abzdhlbar und daher nach
Lemma 3.2 des Textes L-Nullmenge, d.h. L-messbar. Wire A J-quadrierbar, so miisste
nach Lemma 3.1. des Textes |A]; = |A|, = p*(A) =0 sein. Da nun A dicht im Intervall
[0,1] liegt, muss jede endliche Intervalliiberdeckung von A notwendig das ganze Intervall
[0,1] iiberdecken (Man iiberlege sich hierfiir einen Beweis.), was |A|, > 1 impliziert. Also
kann A nicht J-quadrierbar sein.

ii) Die gegebene Funktion f ist, wie bereits im Band Analysis 1 gezeigt worden war, in
allen irrationalen Punkten unstetig. Ware f R-integrierbar, so miisste die Menge B ihrer
Unstetigkeitsstellen L-Nullmenge sein. Wegen [0, 1] = ([0, 1] N (R\Q)) U ([0,1]NQ) und
p*([0,1]NQ) =0 kann [0,1] N (R \ Q) aber keine Nullmenge sein. Folglich ist f nicht
R-integrierbar.

iii) Die Ordinaten Menge M; der Funktion f(z):=2~'/2 ist darstellbar als die abzihl-

bare, disjunkte Vereinigung der beschrankten Mengen

Ay ={(zy) eR: z ¢ 0<y<az '}, keN

(e1: &)

Die Mengen A, sind J-quadrierbar und folglich auch L-messbar mit dem J-Inhalt bzw.
dem L-Maf

L/k % 1 1
() =14 = [ — 2y, =2( = =),
1/(k+1) f o=t VE  VE+1
Da die Menge der L-messbaren Mengen eine o-Algebra bildet, ist auch die Menge M; =
U A, L-messbar mit dem L-Maf

Z/L (Ag) = lg{l)OZﬂAk = hm <2— m2+1):2'

k=1

Losung A.3.5: i) Esist A = U, A, mit den messbaren Mengen A, := AN[0,n]x[—1,1].
Damit ist A messbar, und es ist, da A, C A,.1,

n(A) = lim p(A,).
n—oo
Die Mengen A, sind J-quadrierbar, und da e™* auf [0,n] R-Integrierbar sind ist
w(Ay) = 1A, = 2/ e fdr=—-2e"" =—-2"+2—-2 (n— ).
0

ii) Die Menge A = Uzeq{q} X R. Die Hyperebenen {¢} x R sind messbar mit Mafl Null.
Folglich ist auch A messbar, und wegen der o-Additivitét ist

= u{g} xR) =0.

q€Q
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iii) Die Menge A = U,en|0, 1] X [—n,n] ist als Vereinigung von messbaren Mengen mess-
bar, und es ist
1(A) = lim 2n = oco.

n—oo
Losung A.3.6: a) Da f L-integrierbar ist, sind die Mengen By := {x € D : f(z) >
1/k} L-messbar. Da f f.i. in D positiv ist, gibt es eine Nullmenge N mit D = N U
(UgBg) . Es muss nun ein k& € N geben mit pu(B;) > 0, sonst wire ndmlich wegen

der o-Subadditivitiat des duBeren L-MaBes auch (D) = 0. Wegen der Monotonie des
L-Integrals folgt mit der charakteristischen Funktion xp, von Bj:

/Df(l’)dilfz;AXBkd$=iﬂ(Bk)>0.

b) Nach (a) muss im Fall [, |f(2)|dz = 0 notwendig f(x) =0 f.ii. in D sein. Umge-
kehrt folgt aus f(x) = 0 f.ii. in D trivialerweise [, |f(x)|dz = 0, denn die Integrale
zweier Funktionen (hier f und die Nullfunktion), welche sich nur in einer Nullmenge
unterscheiden, stimmen iiberein.

Losung A.3.7: Die Aussage ist falsch, denn es gibt dichte Teilmengen des R"™ mit L-
Maf3 Null. Z.B. stimmt die charakteristische Funktion xgnp auf der dichten Teilmenge
QN D von D mit der Funktion f =1 iiberein. Es ist aber

/DX@mD(w) dz =0 # p(D) = /Df(:c) dz.

Losung A.3.8: D =R ist L-messbar und D = [0, 1] ist L-messbar und J-quadrierbar.
In allen drei Beispielen haben die Funktionen f; nur endlich viele Unstetigkeitsstellen.
Sie sind also zumindest auf dem kompakten Intervall [0,1] L- und R-integrierbar. Die
Funktionen in (ii) sind auf R L-integrierbar und uneigentlich R-integrierbar.

i) Die Funktionenfolge erfiillt sdmtliche Voraussetzungen aller drei Sétze. Sie konvergiert
monoton, und die Integralfolge ist beschrénkt:

/ fr(z)dx =0, keN.
D

Die Funktion g = 1 ist eine auf [0,1] integrierbare Majorante. Die Folge der f; kon-
vergiert iiberall gegen die charakteristische Funktion xo,1jng und daher f.ii. gegen die
Nullfunktion. Damit ist das L-Integral iiber den Limes gleich dem Limes der Integrale:

/Df(x)dx:():]}ggo/[)fk(x)da:.

ii) Die Funktionenfolge erfiillt alle Voraussetzungen des Satzes von Beppo Levi, aufler der
monotonen Konvergenz. Die Folge der Integrale ist konstant

/ fe(x)de =2, keN.
D
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Die Funktionenfolge konvergiert iiberall in D gegen die Nullfunktion (sogar gleichmafig).
Das Integral iiber den Limes ist also nicht gleich dem Limes der Integrale. Natiirlich kann
die Folge der f, dann auch keine integrierbare Majorante besitzen, denn alle anderen
Voraussetzungen des Satzes von Lebesge sind erfiillt. Beim Lemma von Fatou sind alle
Voraussetzungen erfiillt. In diesem Beispiel gilt das echte “<”-Zeichen:

/ liminf fy(z)der =0< 2= hm 1nf/ fr(z
D

k—o00

iii) Fiir Beispiel (iii) gilt dasselbe wie fiir Beispiel (ii), auBer dass die Konvergenz gegen
Null hier nur noch f. 1., namlich bis auf & = 0, und auch nicht gleichméfig erfolgt.

Aus (i) ersehen wir, da f(x) = limy fy(x) = liminf; fi(z) weder R-integrierbar, noch
uneigentlich R-Integrierbar ist, dass die drei Sétze in dieser Form nicht fiir das R-Integral
gelten kénnen. Sie bleiben jedoch richtig, wenn die Existenz eines geeigneten Grenzwertes
als Voraussetzung gefordert wird (vgl. Band Analysis 1, Satz 6.19 und 6.20).

Losung A.3.9: Die Funktion f hat nach der Regel von L’Hospital in = 0 den Limes
lim, o f(xz) = 1, ist also beschrénkt.

i) Wenn f L-integrierbare wire, miisste auch |f| L-integrierbar sein. Dies ist aber nicht
der Fall, denn zu jeder Zerlegung Z* = {B;} € Z(D) gibt es eine Verfeinerung Z = {B;},
so dass auf gewissen der B; gilt sup,cp, [f(2)] = 1/j. Fiir die zugehérigen Obersummen

gilt also:
=1
LERACLED Dt

Die Funktion f erfiill also nicht die Bedingung (Z).

S

ii) Die Funktion f ist auf D wuneigentlich R-integrierbar. Um dies zu sehen, berechnen
wir mit partieller Integration fiir £ > 1:

k. 1 . k-
/ sin(x) d:z::/ sin(x) dx—|—/ sin(x) i
0 x o T 1 €z

B sm(:z:) _ cos(x) |k /’C cos(x)
_/0 T ‘1 + . x? da.

Da die Funktion g(z) = cos(z)/x? iiber [1,00) uneigentlich R-integrierbar ist, folgt die

Konvergenz
ko 0o
/ 7SIII(ZE) de — I = / sin(z) dx  (k — o0).
0 € 0 €

[y

iii) In mehr als einer Dimension wird zur Sicherung der Eindeutigkeit des uneigentlichen
R-Integrals, d. h. seiner Unabhéngigkeit von der Wahl der ausschopfenden Folge, noch die
Zusatzbedingung

sup / |f(z)|dx < oo, Qs :={M C D: M quadrierbar und f R-integrierbar}
McCQy J M

gestellt. Diese Bedingung ist aber im vorliegenden Fall nicht erfiillt, d.h.: Das zu unter-
suchende Integral ist in diesem engeren Sinne nicht uneigentlich R-integrierbar.
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Losung A.3.10: Die Funktionen |f|,sin(f) sind L-integrierbar (Lemma des Textes), die
Funktionen f2, fg aber i. Allg. nicht. Gegenbeispiele sind

Q=(0,1), f=a""?

sowie
Q=(l,00), f=a"%g=2a"

Losung A.3.11: Esist [, 0, = 1. Ferner ist 0 < 6 < Ck und 6, () = 0 falls || > 1/k.
Somit folgt

k

<ﬁ%»4f@@@ﬂx F(@)5u(x) de

“1/k

Sei nun € > 0 beliebig gewdhlt. Wegen der Stetigkeit von f in Null gibt es ein k. € N, so
dass:
f0)—e< f(z) < f(0)+e, Vo] <1/ke

Somit folgt fiir & > k.
f(0) —e < (f,0n) < f(0) + €

und somit die Behauptung.

A.4 Anwendungen des Lebesgue-Integrals

Losung A.4.1: Die Stetigkeit von f ist klar, da f Komposition stetiger Funktionen
ist. Wegen h(R) C [0,1] ist auch 0 < f < 1 klar. Sei nun = € Kg; 5, bzw. d(z) =
dist(z, K) > 20/3, dann ist nach Definition f(z) = h(d(xz)) = 0. Fir « € K3, bzw.
d(r) < 6/3, folgt f(x) = h(d(x)) = 1.

b) Da ¢ einen kompakten Triager besitzt, ist

[t (S5) = /{ . 1)0( ) v

Insbesondere ist das Integral ein R-Integral, und nach dem Satz iiber die Differentiation
von parameterabhingigen Integralen ist @5 € C°°(£2) (Dies sollte bei Bedarf ausgefiihrt
werden, da das Integrationsgebiet noch von x abhingt!).

Durch Substitution y +— = — 0/6y erhalten wir
ps(x) = | flz—gywly) dy.
RTL
Somit folgt, da f,v > 0:

0 ¢sa) < 1l [ vy =1.
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Sei nun x € K§; dann ist fir y € K;(0) notwendig = — 0/6y € K55 und somit ist
f(x —9/6y) = 0. Es folgt

os(z) = /K e e dy s / f(z — Sy)oly)dy = 040

Kl(O)C

und somit @5 € C3°(Q2) da K565 C 2.

Sei nun x € K. Dann ist fir y € K;(0) notwendig = — §/6y € Kj/35 und somit ist
f(z —4/6y) = 1. Es folgt

o= [ S =1

Losung A.4.2: i) Zunichst sei O C Q) eine beliebige beschrinkte, offene Menge. Nach
der vorherigen Aufgabe gibt es dann zu jedem € > 0 eine Funktion ¢, € C§°(0) C C5°(Q)
mit ¢ (z) = 1 falls x € A, := {z € O|dist(x,00) > €} und 0 < . < 1 auf Q. Da
leegl < xolg] und v.g — xog punktweise f. ., gilt nach dem Satz von Lebesgue zur
majorisierten Konvergenz und Voraussetzung an g:

0=lim / 9(@)plz) do = / g(axo(o)do = [ gla)ds.

e—0 o

ii) Sei nun im Widerspruch zur Behauptung ¢g # 0 auf einer Teilmenge A C 2 mit
u*(A) > 0; 0.B.d.A. sei g >0 auf A und A beschriinkt angenommen. Da g € L'(Q2) und
somit messbar ist, ist 0.B.d.A. auch A messbar. Es gilt dann mit einer Konstante v > 0:

/g(.r)da;27>0
A

Fiir beliebige ¢ > 0 seien O, C Q offene Teilmengen mit (O, \ A) < e. Nach dem in (i)
Gezeigten gilt dann

0—/Eg(:t:)dx—/Ag(q:)dx+/OE\Ag(x)dx27+/()E\Ag(x)dx.

Wegen
/ gx)der -0 (¢ —=0)
Oc\A

ergibt sich ein Widerspruch.

Losung A.4.3: a) Die Vektorraumeigenschaft ist klar, da endliche Vereinigungen von
Nullmengen wieder Nullmengen sind. Ebenso klar sind Homogenitét, positive Semi-Defi-
nitheit die Dreiecksungleichung fiir || - ||oo. Ferner ist nach Definition ||f]j. = 0 genau
dann, wenn f(z) =0 f.i. in Q.

Wir haben also nur noch die Vollstiandigkeit des Quotientenraumes L>(2) zu zeigen.
Sei also fi eine Cauchy-Folge in L>°(€2) (Wir verwenden der Einfachheithalber die selbe



A.4 Anwendungen des Lebesgue-Integrals 181

Bezeichnung fiir die Aquivalenzklasse wie fiir den gewéhlten Representanten). Es gibt, da
abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind, eine Nullmenge N
und eine Konstante C, so dass fiir x € Q\ N gilt:

i) = fila)] < | fe = fillo =0 (k)1 — o0)
|fe(@)] < | flle £C <00 Vk

Wir definieren also '
Fa) = {hmk_,m fulx) z€Q\N,
0 sonst
Diese ist messbar, wesentlich beschrinkt und nach Definition ist ||fi — f|lec — 0.

b) Der Raum C§°(Q) liegt nicht dicht in L>(Q2), da die Konvergenz beziiglich || - ||z
dieselbe wie die bzgl. ||+||co ist (daher auch dasselbe Symbol). Es ist aber C§°(2) € C°(Q)
und somit C§(Q) € C°(Q) = C°(Q) da C°(Q) vollstindig bzgl. || - || ist. Es gibt
jedoch unstetige Funktionen in L>(Q). Sei z.B. @ = (—1,1) so ist f(z) = sign(z) €
L=(Q)\ C°(Q).

Losung A.4.4: a) Aufgrund des Satzes von Fischer-Riesz (Parsevallsche Identitét) ist
fir f € L?(0,27) die Folge der Fourier-Koeffizienten quadratisch summierbar. Es bleibt
also nur noch die Umkehrung zu zeigen. Seien also die Fourier-Koeffizienten ¢;, = (f, ex)
quadratisch summierbar. Dann definiert

o0
g = Z Crek

k=—o00

ein Element in L?(0,27), denn

M
2
H Z CkekH = Z |ck|2 =0 (N,M — o)

k=N k>N

und somit konvergiert Y2 cpep normal in L2 Es ist dann (g — f,e,) = 0 fiir alle &
und somit, da span(ey) dicht in L? auch g — f = 0 f.ii. was zu zeigen war.

b) Da fiir beliebige beschrinkte Gebiete Q gilt, dass C5°(Q) € C°(Q) C L*(Q) folgt
CO(O,QW)M2 = L?(0,27). Die Funktionen ¢ lassen sich auf (0,27) gleichméssig durch
Polynome approximieren (Taylor-Reihe), d.h.

[I-llo

span{e’**|k € Z} C span{l,x, 22, ...}

Da die Norm || - ||« stérker als die Norm || - ||2 ist (d.h.: Fiir f € L®(0,27) ist || f]l2 <
27| fll ), folgt

L*(0,27) = span{et|k € Z}H'H2 C span{l, z, 22, .. .}“'”2 C CY0, 27r)“'”2 = L*(0,27).

Durch Transformation folgt

span{l,z, 22, .. .}‘Hl2 =L*(—1,1)
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da diese Eigenschaft unter Basiswechseln invariant ist folgt dass die orthonomalisierten
Polynome ein vollstindiges Orthonormalsystem des L?(—1, 1) bilden.

Die Aussage von Teil a) bleibt auch fiir dieses Orthonormalsystem richtig.

Bemerkung: Dass span{l,z,a?,.. .}"“‘2 = L*(—1,1) folgt sofort, ohne den Umweg iiber
die Taylor-Reihe von e**, aus dem ,, Approximationssatz von Weierstrass®, da

span{l,z,2%, ...} C C°([-1,1])
beziiglich der Norm || - ||« dicht liegt.
Losung A.4.5: a) Die Aussage ist falsch; siehe Gegenbeispiel in einer Bemerkung des

Textes.

X[—k,k]

NS

b) Die Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachte man die Folge fi(x) =
c& d) Die Aussagen sind richtig, denn sei f € LP(§2). Dann gilt f. .

[f@)l <|f@)F +1
Da die rechte Seite in L'(Q) liegt, ist dann |f(z)|”" € L*(Q) und somit f € L¥(Q).
e) Die Aussage ist falsch, da z.B. min(1,1/|z|) € L*(R) aber min(1,1/|z|) & L*(Q).

Losung A.4.6: a) Da [f(2)|? < |/ f|[5, f. 1., folgt L>°(Q2) C LP(Q2). Ferner gilt:

/Q Pz < u(Q)) I

Umgekehrt ist fiir £ >0
/ P de > u({lf] = w})aP.
Q

Somit folgt
plf1 = w)re < fllp < ()7 [ flloe-
Ist nun £ < || f|lco, so ist p({|f] > k}) > 0 und es folgt durch Grenziibergang p — oo

r < liminf [| f[|, < Timsup || f[l, < [[f]le
p—00 p—o0

und damit durch s — || f|l die Behauptung.

b) Nach Teil (a) wissen wir Nyep1,00)LP(2) D L>*(Q). Um also Ungleichheit zu zeigen.
suchen wir eine Funktion f, die in jedem LP(}) mit p < oo liegt, die aber nicht be-
schrinkt ist. Hierzu betrachten wir Q = (—1,1) und f(z) = In(|z|). Zunéchst ist klar,
dass f & L*>(Q). Da gilt |1n(|x\)\|x\ﬁ — 0 fir x — 0 (Regel von L’'Hospital), ist somit
[In(]z])|P < \cf € LY(€). Damit haben wir gezeigt, dass f € LP(Q2) fiir alle p < oo.

||

Die Aussage von a) kann auf unbeschriankten Gebieten i. Allg. nicht gelten, da in diesem
Fall L>°(Q2) ¢ LP(Q2) (sofern p(Q) = c0). Um dies einzusehen, betrachte man auf einem
Gebiet © mit p(2) = co die Funktion 1 € L*(Q2). Es ist aber 1 ¢ LP(Q) fiir p < 0.
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Losung A.4.7: Sei f € L*(R) gegeben. Da C5°(R) dicht in L*(R) liegt, gibt es eine
Folge fi € CP(R) € S(R) mit ||f — frll2 < 1/k. Damit gilt dann fiir die Fourier-
Transformierten f; € L3(R), dass fiir k <[ gilt:

I fi = filla = 1 fe = fill2 < 1fx = fll2 + 1 = fll2 < 2/k.

Die Folge fi hat also einen Limes f in L2(R) mit ||f]j2 = ||f|l2. Die Fourier-Transforma-
tion ist also als lineare Abbildung von L?*(R) nach L?(R) wohldefiniert mit Norm eins.
Die Injektivitdt der Abbildung ist klar. Durch Wiederhohlung der obigen Argumentation
auf die Inverse-Abbildung folgt die Surjektivitét.

Losung A.4.8: a) Dies ist wegen > ', |ax|* < >°p_ klag|* nach dem Majorantenkrite-
rium klar.

b) Sei also a’ eine beschriinkte Folge in ['/22(N). Es gibt also ein C' > 0, so dass fiir
jedes i € N gilt Y7 klai|* < C. Damit ist dann fiir jedes i, m € N notwendig

Zlak|2<z | |2<*

k=m km

Um nun eine konvergente Teilfolge in [? zu konstruieren, zeigen wir, dass es zu jeder
unendlichen Indexmenge I C N und zu jedem € > 0 eine unendliche Teilmenge I, C [
gibt, so dass ||a’ — @’ |3 < € fiir jedes 4,j € I. Dafiir wihlen wir m derartig, dass

oo

> lapl> <e/4 VieN

k=m

Damit geniigt es nun zu zeigen, dass es eine unendliche Indexmenge I gibt, derartig, dass

fiir alle 4,5 € I gilt
-1

lal, — al|* < /2.
1
Dies ist klar, da alle Koeffizienten ai, € [~C, C] und [-C, C]™! kompakt ist. Durch Wahl
der Folge €, = 1/n und zugehoriger Indexmengen Iy ¢,41) C I/, erhalten wir durch Wahl
von i, € Iy, eine Cauchy-Teilfolge in 2.

3

b
Il

Losung A.4.9: a) Sei zuniichst u € Hj(0,2r). Wegen [|ullf 5 = [lul|3 + [[v/||3 geniigt es,
die Fourier-Koeffizienten ¢, von u' € L*(0,27) zu bestimmen. Die Fourier-Koeffizienten
von v’ sind gegeben durch ¢, = (v, e;). Durch partielle Integration unter Beachtung der

Randwerte von u folgt ¢, = —(u,e},) = (u,ikey) = —ikcy. Entsprechend ist
/15 =Y el + 1y = D {lewl® + K[exl*}.
keZ keZ

Umgekehrt (vgl. frithere Aufgabe) definiert jede Folge ¢, mit Y, {|ck|* + k?|cx]*} < o0
eine Funktion in u € Hg(0,2r) mit |lul], = >, cp{lcl* + k*[exl?}
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b) Sei nun u" eine in H} beschriinkte Folge. Wegen der isometrischen Einbettung sind
dann die Fourier-Koeffizienten ¢ eine in ['*(Z) beschriinkte Folge. Wegen der kompak-
ten Einbettung (?(Z) nach [*(Z) gibt es eine in [*(Z) konvergente Teilfolge ¢;' diese
korrespondiert zu einer Teilfolge u™ € L?(0,27). Wegen der Isometrie der Einbettung
von [%(Z) nach L?(0,2r) ist diese ebenfalls konvergent.

A.5 Partielle Differentialgleichungen

Losung A.5.1: Wir setzen p := 0yu, q := Oyu, v := dqu, 5 := 9,0yu, t := dou und
a:=u, fi= 8§8yu, v = &ﬂ@;u, 0= aju.
Differenzieren der Differentialgleichung ergibt

ané‘i’u + 2&12838?411, + aggaxaju = azf — a018§u - amaxayu — aoo(?xu

allaiayu + 2&1289685% + aggazu = ayf - amazayu - CLOQaZU - aooayu
Differenzieren von r,s,t entlang I" ergibt

0-1 = Opr0;x + Oyro-y = adyx + B0ry
0:5 = 0;50-x + 0,50,y = B0:x + 0y
O-t = O0pt0-x + 0yt0ry = v0;x + 00y

Zusammengenommen ergeben sich zwei 3 x 3-Gleichungssysteme fiir die gesuchten Ablei-
tungen a, 3, v, 6:

apa+ 2a1283 + azpy = 0, f — apir — ag2s — agop
Orra + 0;yp =0.r
Orxf + Oyyy = 0-s

a118 + 2a127y + a0 = 0y f — ap15 — agat — agoq
0rxf + Oryy =0ys
Orxy + 0,y0 = Ot

Beide haben dieselbe Koeffizientenmatrix B wie das entsprechende System zur Bestim-
mung der zweiten Ableitungen:

an” + 2a125 + agt = f — agp — ageq — agou
67'1'71 + aTyS = 0rp
Orxs + Oyt = 0.q.

Man iiberliegt sich leicht, dass im Falle det B # 0 die durch die beiden Gleichunsgsysteme
bestimmten vier dritten Ableitungen eindeutig (und widerspruchsfrei) bestimmt sind.
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Losung A.5.2: Der Differentialoperator L = a118m+2a128m8y—|—a228§—|—. .. ist ,elliptisch“
fiir a2y, — ajjax < 0, ,parabolisch® fiir a2, — ajjas; = 0 und ,hyperbolisch* fiir a2, —
ai1a99 > 0.

a) Der Operator L = 0,0, — 0, ist wegen aly — ayagy = i > (0 hyperbolisch.

b) Der Operator L = 07 4 0,0, + yd2 + 4 ist wegen ai, — a11azy = § — y hyperbolisch
fir y < i , parabolisch fiir y = i und elliptisch fiir y > % .
¢) Der Operator L = 2(0, + 0,)* + 0, = 202 + 40,0, + 28; + 0, ist wegen a, — ajjass =
4 — 4 =0 parabolisch.

Losung A.5.3: a) Seien u,v € C*(G)NCY(G) Lésungen derselben 2. RWA. Dann erfiillt
w :=u — v die Gleichungen —Aw +aw =0 in G und Jd,wpe = 0. Mit Hilfe partieller
Inegration folgt unter Aussnutzung der Randbedingung 0,wjoc = 0:

/{|\Vw||2+a|w|2}dx:/(—Aw—i—aw)wdm—l— Opww do = 0.
G G oG

Dies impliziert w = 0.

b) Mit denselben Bezeichnungen wie in (a) gilt nun (9,w + aw)jpe = 0. Damit ergibt
sich dann wegen a > 0:

/ {IVw|? + alw]*} do = /(—Aw + aw)w dz + Opww do = —/ aw? do < 0.
G G oG oG

Dies impliziert wieder w = 0.

Fiir @ =0 kann in beiden Féllen nur auf Vw =0 bzw. w = konst geschlossen werden.
Es fehlt aber eine zusétzliche Bedingung, um hieraus w = 0 folgern zu kénnen. Eine
solche Zusatzbedingung konnte z. B. die Forderung sein, dass nach Losungen der RWAn
mit verschwindendem Mittelwert gefragt ist: [ pudr=0.

Losung A.5.4: i) Durch Ausdifferenzieren erhalten wir fiir den Operator L die Darstel-
lung

Lu = —(an@% + alzalag + Cl218281 + CLQQ@S)U
— (81a1181 + 81a1202 + 820,2181 + 82@2282)11,. + ApoU

Der Typ eines Differentialoperators ist durch seinen Hauptteil bestimmt. Die positive
Definitheit der Koeffizientenmatrix (a;(r))7;—; impliziert, dass in jedem Punkt z € G
ihre beiden Eigenwerte A, positiv sind. Wegen

11099 — 0,%2 =det A= )\1)\2 >0

ist der Operator L nach unserer Definition elliptisch.

ii) Sei u € C*(G)NVy(G) eine Losung der homogenen 1. RWA. Dann folgt mit Hilfe von
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partieller Integration (Satz von Gaufl) unter Ausnutzung der Randbedingung wujpc = 0:
/ Luudr = — / {81 (an(‘?lu)u + 81 (algagu)u + 82(a2131u)u + 82 (a2282u)u + CL00U2} dx
G G
= / {allalualu + algaguf)lu + aglaluagu + a2282u82u + a00u2} dx
> / win(A) | V] da
G
Dies bedeutet, dass Vu = 0 und somit u = konst. Wegen ujpq = 0 ist also v =0.

Losung A.5.5: i) Wir verwenden den Beweisgang aus dem Text in leicht modifizierter
Form. Fiir einen beliebigen Punkt = = (x1,x2) € @ ist

v(x) = v(x, x2) — v(x1,0 / Oyv(xy, €
Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt

|2 / (921) I’l, dE / |82’U 1’1, ‘ df

Wir integrieren diese Ungleichung unter Verwendung des Satzes von Fubini nacheinander
bzgl. der Variablen zq,xs:

[e@rars [F[([oateopac) and
= /01 (/01 /01 |0ov (21, &) day d{) dry = /Q |0ov(2)|? da

ii) Fir I' := {(0,0)} kann die Poincarésche Ungleichung nicht gelten. Zum Beweis kon-
struieren wir eine Folge von Funktionen wuy € V4(T'; Q) mit den Eigenschaften

liminf/ lug|?* dz > 0, / [Vug||?de = 0 (k — 00).

Dazu setzen wir unter Verwendung von Polarkoordinaten (r,6):

ug(r, 0) == r'/*,

Fiir diese Funktionen ist ||Vuy|| = |0,ux| = k~'r~ 1+ und folglich:
/2
/|uk|2da:>/ / 2/krdralw—f/ P2k gy

2+2/k‘ _T 1

™
0" 2252k T ko)

22/k+2
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sowie analog

1 2
/ V|| do = —2/ PR gy < Lz/ P12k gy
0 i/, 2k J,

m k 2 gk
=5y =T 0 oo

Als Konsequenz dieses Resultats ist in diesem Fall die im Text verwendte ,,direkte Methode
der Variationsrechnung® (d. h. das ,,Minimalfolgenargument®) zum Nachweis der Existenz
sschwacher Losungen der zugehotigen 1. RWA des Laplace-Operators nicht anwendbar,
da das Energiefunktional J(u) auf V5(I'; @) nicht nach unten beschrénkt ist. Tatséchlich
bedeutet dies, dass in zwei (und hoheren) Dimensionen die 1. RWA mit solchen ein-
punktigen Dirichlet-Randbedingungen nicht ,,wohl gestellt® ist.

Losung A.5.6: Zur Wiederholung: Wir setzen z; = rcosf, xo = rsinf und u(z) =
wu(xy, 9) = u(rcosd,rsinfd). Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

O*u(r,0) = O?u(x) cos® @ + 00 u(z) sin 0 cos 0 + 0, 0u(x) cos O sin § + d3u(x) sin? 6,

Dyu(r,0) = Fu(x)r? cos® @ — Oyd u(z)r? sin @ cos O — 0y 0yu(x)r? cos Osin 6

— dyu(z)r cos § — ou(z)r sin O + 3u(x)r? cos? .
Also ist (02 +r710, +r20})u(r,0) = (07 + 03)u(x) = Au(z).

i) Die Randbedingungen liet man direkt ab. Wir setzen « := 7/w und finden

As,(r,0) = (02 +r 10, +r207)(r* sin fa)

= (a — D)ar* ?sinfa + ar* ?sin fa — r* 2a? sin fa = 0.

ii) Die Funktion s, ist im Innern des Sektorabschnitts G beliebig oft differenzierbar.
Ihre ersten und zweiten Ableitungen verhalten sich dort wie

|ai3w(ra '9)| < Crﬂ/wila \@ajsw(r, 9)| < cr™v—2,

Zu iiberpriifen ist also die Existenz der (uneigentlichen) Riemann-Integrale

w 1 1
Jl(W) — / ,’,,271'/0.1—2 dr = / / 7,,27T/w—1 dr df = UJ/ T27r/w—1 dT,
G 0o Jo 0
w 1 1
Jo(w) := / P2/t gy = / / P2m/w0=3 e 4 = w/ p2m/w=3 .
G 0o Jo 0

Fir 7 < w <27 sind 27/w — 1 > 0 und folglich J;(w) existent, aber 2m/w —3 < —1
und folglich Jy(w) nicht existent. Im Fall w < 7 ist Vs, beschrénkt und somit (eigent-
lich) quadrat-integrierbar. Ferner ist 27/w —3 > —1 und somit auch Vs, wenigstens
(uneigentlich) quadrat-integrierbar.
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Losung A.5.7: Wir betrachten die Funktion w(z,y) = u(z,y) —v(z,y) mit v(z,y) :=
1z(1—2)+ ty(1 —y). Dabei deken wir uns u durch Null auf ganz @Q; fortgestzt. Dafiir
gilt:

—Aw(z,y) = —Au(z,y) — Av(z,y) =1—-43 -3 =0

1
2
und maxgg |w| < maxg, |w| = % . Nach dem Maximumprinzip fiir den Laplace-Operator,
angewendet fiir w und —w, folgt

a) w<0 oder maxw < I%%X w, b) —w <0 oder max—w < né%x —w.
Q Q

Also ist entweder w = 0 oder maxg |[w| < maxpq [w| < §.
Losung A.5.8: i) Wir berechnen die Ableitungen von

2

s(x,t) = ! exp(—m )

Vit 4t
7u
1 z?
s(x,t) = —%s(a:, t) + s(x, IS)E7
2
9 - T 1
02s(x,t) = 0, (s(x,t)§> = s(x,t)E - s(x,t)i.

Dies zeigt, dass die Funktion s Losung der Warmeleitungsgleichung ist:
Ou—*u=0 in (—o0,00) x [0,00)

ii) Fir ¢ > 0 und —oo < z < oo ist der Integrand in

U(fv,t)Z/:\/i—mexp (%IT;W)UO(Z/) dy

beliebig oft differenzierbar mit Riemann-integrierbaren Ableitungen (wegen der Annahme
an u”). Folglich darf bei Anwendung des Wirmeleitungsoperators unter dem Intergal
differenziert werden, und wir finden, dass u Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.

iii) Zum Nachweis, dass u fir ¢t — 0 auch die Anfangswerte annimmt schreiben wir das
Integral wie folgt:

[t [Cew (FU) w0) — o)y

+ \/4% /_C: exp (%) dyu’(z).

Bei Beachtung von

/Ooexp(_(xl;y)z)dy\/ﬁ

oo
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ergibt sich

atest) =)+ = [ e (FE) w0 - ) a

\/ 4t 4t

Es bleibt zu zeigen, dass das rechte Integral I(x,t) fir ¢ — 0 gegen null geht. Die
Variablensubstitution

— d
z:zy * y=ux+ Vdtz, d—y:\/4t,
z

ergibt:
I(2.1) f/ WOz + VAEz) —(2))dz — 0 (t— 0).

Losung A.5.9: Wir bedienen uns wieder der ,,Spektral-Technik“. Aus der Darstellung
der Losung der Wérmeleitungsgleichung mit dem ONS von Eigenfunktionen {w;};jen des
eindimensionalen Laplace-Operators und den Fourier-Koeffizienten u? der Anfangsdaten

o0
= Z u?wj(a:)e_’\ft,
=1

folgt
Ou(z,t) = Au(z,t) Zu Ajw;(z)e N,

Aufgrund der Parsevalschen Identitéat gilt demnach

[e o]
Owul3 = [[Aulls = (u))*Xje>N",
j=1
Hieraus folgt wegen ze ™™ <1, x > 0:
1 - 1
0wl = e = ZA e < 33 = IV

was den Beweis vervollstandigt.

Losung A.5.10: Wir machen den Losungsansatz u(x,t) = w(x)1(¢) und erhalten hierfur
durch Einsetzen in die Wellengleichung

O*u—0?u=0 in [0,7] x [0,00)

die Beziehungen
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Die Funktionen w(x) und w(t) sind also durch die folgenden Eigenwertaufgaben be-
stimmt:

—0%w(z) = Mw(x) € (0,7), w(0)=w(r)=0,
—¢"(t) = X(t), t>0, »(0) =1 ¥(0)=v".

Die Eigenwertaufgabe fiir w(z) besitzt zu den Eigenwerten )\, = k? eine Folge von
Losungen wy(z) = sin(kx) . Die zugehdrigen Losungen fiir +(t) sind

Ui (t) = ¥y cos(kt) + %1/),1 sin(kt).

Durch Superposition dieser Losungen fiir Anfangswerte 19, ¢ erhalten wir fiir die Losung
den formalen Reihenansatz

oo

1
— _ - 0 Lo
u(z,t) = ; wi () (t) = kz:; sin(kx) (Lbk cos(kt) + kwk Sln(k‘t))
mit den Fourierkoeffizienten der Anfangsdaten u® = u(-,0) und u' = du(-,0):
o_ 2 (7 0\ L2 [T
Y, =— [ u(x)sin(kx)dz, vy, =— [ w(x)sin(kzx)de.
T Jo T Jo

Wegen der speziellen Form der Anfangswerte ist (0 Kronecker-Symbol)

V) =61, Y = Spa.

Damit ldsst sich die Reihe auf zwei Terme reduzieren (und damit die sonst notwendige
Konvergenzbetrachtung vermeiden):

u(z,t) = sin(z) cos(t) + sin(2x) sin(t).

Die Funktion w erfiillt konstruktionsgemé$ fiir (z,t) € (0,7) x (0,00) die Wellenglei-
chung. Fir ¢ — 0 konvergiert gleichméfig

u(z,t) — sin(z) = u’(z), Opu(x,t) — sin(2z) = u' (),

d. h.: Die vorgegebenen Anfangswerte werde von u angenommen.
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