A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Losungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufga-
ben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um ,Musterlosungen“ mit vollstéindig
ausformuliertem Losungsweg, sondern nur um ,, Losungsansitze” in knapper Form.

A.1 Integralsitze

Losung A.1.1: Die durch die drei Parametrisierungen des Einheitsbogens gegebenen
Langen sind:

27
ITy| = / V(sint)? + (cost)2 + 1dt = 2v/2m,
0

2T
Ty = V(sint)? + (cost)2 + 1 dt = 2v/2m,
0

1
ITe| = / V/(sin(27t3)67t2)2 + (cos(2mt3)67t2)2 + (67t2)2 dt
0

1
= / V26mt? dt = 2V/2r.
0

Lésung A.1.2: Wir setzen g(t) := t%cos(t°n).
i) Fall a <b: Der zur Zerlegung

T ={tm=0<---<tp =k <...<ty=1}

gehorende Polygonzug hat die Lénge

-1

| Zn| = Z lo(ts) — e(te-1)l = > lg(ts) — g(tr—1)|

3

k=1 k=2
m—1 m—1

= |k_“/b cos(kr) — (k —1)"%" cos( Z Ko/t
k=2

Fiir 0 < a <b divergiert die Reihe )", k=/®  d.h. die Kurve ist nicht rektifizierbar.
ii) Fall a > b: Es ist

g (t) = at**cos(mt ™) + wht* P sin(wt ), > 0.

Also ist |¢/(t)| < ct*~' mit einer gewissen Konstante ¢ > 0. Das Integral

L:= /O V1+|g(t)>dt

157
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existiert also fir ¢ > b; im Fall b < a < b+ 1 als uneigentliches R-Integral. Fiir eine
beliebige Zerlegung Z € Z(a,b) gilt fiir die Linge des zugehorigen Polygonzugs:

p2(D)] < lo(t)] + / T g @Fdt <1+ L.

Also ist supyez(op [pz(I)| < oo, d.h.: T' ist rektifizierbar.

Losung A.1.3: i) Sei f : I — R stetig differenzierbar. Dann ist |f’| R-Integrierbar,
und fiir jede Zerlegung Z = {a =ty < {1 < -+ < ¢, = b} € Z(a,b) gilt nach dem
Mittelwertsatz mit gewissen Zwischenstellen 75, € [tx_1, tx] :

i 2) = Y00 = )| PO = S i

by — tp— P

Ubergang zum Supremum bzgl. Z € Z(a,b) ergibt f € BV(I) und

/|f ) dt.

i) Ist f nur stetig und in (a,b) stetig differenzierbar, so gilt nach wie vor mit hy, :=
Uy — g1, hi=maxg—y o, hy:

,,,,,

m

2)= U ~ ()
—1f(t) - |+Z\f e RATC R )

=[f(t) - |+Z|f ()| dt + | £ () = f(tm-)]

k=2

Fiir eine Folge von Zerlegungen Z = {a =ty < t; < t3 < -+ < ty_1 < ty, = b} mit
t1,tym—1 fest und maxy—o  ,mo1(tx — tx—1) — 0 konvergiert

Z|f Tk|dt—>/ ()] dt.

Da [’ iiber I uneigentlich R-integrierbar sein soll, konvergiert

/ e / Sl (2] 0).

t1

.....

Wegen der Stetigkeit von f konvergiert
[f(t) = fla)[ +1f(b) = f(tm-1)] = O (|Z] = 0).

Dies zusammen genommen impliziert die Beschriinktheit von V?(f; Z), und damit f €
BV(I), sowie

b S B bl f. _ ’ /
V) =t Vi 2) = [ 1P @)
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Losung A.1.4: a) Vektorraum: Sei f,g € BV(I) und «,8 € R. Dann gilt fiir jede
Zerlegung Z € Z(a,b):

Vo(af + B8g:2) = Z laof(te) + By(tr) — ouf (te-1) — Bg(tr-1)|

k=1

<aZ|ftk tk1|+5Z|9tk 9(tr-1)|
k=1

< an(f, Z)+ BV, (g Z) < oV, (f) + BV, (g).

Also ist aof + g € BV(I), d.h.: BV(I) ist ein Vektorraum.
b) Normeigenschaft: Fiir f € BV(I) ist offensichtlich || f]py > 0 sowie

I fllsv = |f(a)] + Vab(f) =0 = f=konst.=0.
Ferner, fiir o € R:
lafllzv = lal1f(a)] + |alVy(f) = lal [ fllsv,

und

1f +gllv = |(f + g)(@)] + V(f +9)
< [f(@)] + lgla)l + Vi (f) + Vi (9) = If lev + llgllv-

c) Vollstéandigkeit: Sei (fx)rey Cauchy-Folge im normierten Raum BV(I). Dann ist
(fe(a))ren Cauchy-Folge in R mit Limes f(a) := limg_oo fr(a). Fiir jeden Punkt ¢ €
[a,b] gilt:

|fi(t) = A < |fe(@) = filt) = firla) + fila)] + [fr(a) — fila)]
<VI(fu — f) +1fe(@) = fila)| = || fx — fill v

d.h.: Auch (f(t))ken ist Cauchy-Folge in R mit Limes f(t) := limy_,o fx(¢). Fiir jede
Zerlegung Z € Z(a,b) gilt weiter

= Z |f(t5) — ftia)| = Z,}H& | fi(ts) = fu(ti—1)

= lim Zm — filti)l = lim Vy(fi: 2) < lim Vi(fi) < lim | fill s

Da die rechte Seite beschrinkt ist, folgt bei Supremumsbildung bzgl. 7 , dass f € BV (I)
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ist. Dann gilt auch

m

Vife— 13 2) = }:Uk — fultio1) = f(t-0)]

:Z 1m | £ (2, Jity) = fu(tji—1) = fi(ti—)|

hm Z | fie(t; — fu(tj—1) = filtj-1)|

lhm va (fe — f1;2) < lhm VP(fe — f)

bzw. V(fr — f) < limy_oo VO(fx — f1) . Also konvergiert V2(fy — f) — 0 (k — oc) . Dies
impliziert schlieflich

1 = Fllav = [(fs = @l + Vi (fi = /) = 0 (k = o).
Losung A.1.5: i) Wir berechnen zunichst die Bogenldangenfunktion

¢ t
s(t) :/ \/1+47'2+47'de/ 1+ 27dr =t+t2
0 0

Diese bildet das Intervall [0,1] bijektiv auf [0, |T'|] = [0,2] ab. Die Umkehrfunktion ist
gegeben durch

sTHE) = -3+ /t+1.

Damit ist die Parametrisierung bzgl. der Bogenldnge gegeben durch

W(t) = (s () = (=L + 4 Jt+ Lt 1 — i%(—er\/i)d/Q € [0,2].

ii) Die Kriimmung ist dann gegeben als

k(1) = [l (@O)]]-

Wir bestimmen daher zundchst die Ableitungen

’t)—( 1 . 1 —2+2\/4t+1)
B ’ VAt +1

—2(VAt+1-2) )
—2 4 2V/4t + 1(4t + 1)3/2

1
" 1 1\—3/2 1 1\—3/2
W) = (—+ D7 S+ D

und es folgt
2

(4t +1)2(—1+ V4t + 1)

K(t)* =
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Losung A.1.6: Der Ellipsenbogen besitzt die Parametrisierung
o(t) = (acost,bsint), te 0,57

Damit ist

w/2 /2
I(a,b) = / z(t)y(t)||&'(t)] dt = / absint cost\/a? sin®t + b2 cos? ¢ dt,
0 0

und nach Variablentansformation u := sin®t mit du = 2sint cos tdt :

ab (! aba® —b>  aba®+ ab+ b?
[(a,b)zZ/O a2u+b2(1—u)du:§a2_b2=§ N

Losung A.1.7: i) Test der Vertrdglichkeitsbedingung ergibt fiir 4,5 = 1,2,3 im Falle

r e K°
47

)

sowie im Falle x ¢ K

47 47
70i(pox;) = _?’YPO(SM = ——795(powi) = O; I

0; F;
/ 3

O,F; = O;F,.

Auf jedem Sterngebiet G das entweder in K oder in K¢ enthalten ist besitzt F' also ein
Potential U mit F' = —VU . Fiir dieses erhélt man mit etwas Phantasie die Darstellung

2m 2 _ 6m 2
V() — 34vaollill o YpoR?, ze K
—773 PO r¢ K.

Da U stetig auf R? ist, folgt die behauptete Wegunabhiingigkeit.

ii) Die Vertriglichkeitsbedingung ist eine lineare Beziehung fiir die Ableitungen von F'.
Es gentigt daher, sie fiir die additiven Bestandteile von F' einzeln nachzupriifen. Fiir
das Newtonsche Gravitationsfeld ist sie bereits im Text bestétigt worden. Analog gilt fiir
i,7=1,2,3 und z € R3\ {0}:

8- Ij - H$||2(5” —Q.I]'J?Z' 78 €Z;
i - = .
]2 [J]|* |2

Auf dem Sterngebiet G := R*\ {z € R® : 2 < 0,25 = 3 = 0} besitzt F also ein
Potential U mit F' = —VU, fiir welches man leicht die folgende Form findet:

Ule) = —u (”1| _ mog<|x||>) |

Dieses Potential kann nun wieder stetig differenzierbar auf die ganze Menge G = R*\ {0}
fortgesetzt werden, d.h.: F' ist auf G konservativ.
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Losung A.1.8: Das Kurvenintegral einer Funktion f:I" — R ist gegeben durch
fx ds—/ Flx@®)|e ()] dt = / Fz(t)V1+ 4t dt.
I'(a)

Fir f =1 ergibt sich wegen der Symmetrie des Integranden bei Substitution u = 2t
(Stammfunktion nach Bronstein Band I):

a a 2a
a)|=/ v1+4t2dt:2/ V14+4t2dt = V1+urdu
—a 0 0
1 2a
:7{ux/1+u2+log(u+\/1+u2)}
1
5(2@\/1+4a2+10g (20 -+ VI+4) - 0).

Insbesondere ist

1
IT(1)] = 5(2\/3+ log(2 + V/5))
Weiterhin gilt:

1 1
Sla) = rds =
=TT e ™™ = @] o

Wegen der Antisymmetrie des Polynoms p(¢) = ¢ ist die z-Koodinate des Schwerpunkts

L i 3 g
Sz(a)zw/_at 1+ 4¢2dt = 0.

/ o L ¢ 2 2
O W ds = /_a(t’t W1+ 422 dt

Fiir die y-Koordinate gilt wieder wegen der Symmetrie des Integranden bei Substitution
w =2t (Stammfunktion nach Bronstein Band I):

1 2a
Sy(a) = / V1 +4t2dt = @] s u*V1 +u?du

= [Z(l—i—u )3/2—§<um+log(u+m))]za

g(1 + 4a%)*? - 1<2a\/1—|—74a2 + log(2a + \/1—&—74&2)) — O]

9(1 4 4a?)¥/2 — (2@\/1+74az +log(2a + m>)
2(2a\/1+w + log (2a + m))

da(1 + 4a?)¥? — (2am +log(2a + m)>
16(20v/T+ 402 + log (20 + VI +4a?) ) ‘

Insbesondere ist

4532 (2\/5 +log(2 + \/5))
16(2v5 +log(2 +v5))

Sy(l) =
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Losung A.1.9: i) Sei M weg-zusammenhédngend. Wére nun M = U UV eine nicht-
triviale, disjunkte, relativ-offene Zerlegung, so lieflen sich je zwei Punkte x € U und
y € V durch eine Jordan-Kurve I' C M verbinden. Fiir jede Jordan-Parametrisierung
¢ :a,b] = R" von I existiert die Inverse ¢! : T' — [a,b] und ist stetig. Dann wére also
[a,b] = o H(TNU)Up~Y(T'NV) eine nicht-triviale, disjunkte, relativ-offene Zerlegung von
[a,0] . Eine solche kann es aber nicht geben, da das Intervall [a,b] zusammenhingend ist.

ii) Sei nun M nur zusammenhingend. Fiir einen beliebigen Punkt a € M definieren wir
die Menge

U:={x € M : Es gibt einen Streckenzug in M von a nach z.}.

Mit M ist auch die Menge U offen, denn fiir jeden Punkt o € U gibt es eine offene Ku-
gelumgebung K. (z) C U. Alle Punkte y € K (x) lassen sich dann durch den Polygonzug
az UTy mit dem Punkt a verbinden, d.h.: Es ist K.(z) C U. Analog erschliefft man,
dass auch die Menge V := M\ U offen ist. Denn ist 2z € M\ U , d.h. gibt es keinen z mit
a verbindenden Polygonzug, so kann es auch fiir alle Punkte y aus einer Kugelumgebung
K.(x) C M keine mit a verbindenden Polygonziige geben. Also ist M = U UV eine
disjunkte, offene Zerlegung. Da M nach Voraussetzung zusammenhéngend ist, kénnen
nicht beide Komponenten U,V nicht leer sein. Wegen a € U ist folglich V = (), d.h.:
U = M. Also kann jeder Punkt 2 € M durch einen Polygonzug mit dem (beliebigen)
Punkt a verbunden werden, d.h.: M ist weg-zusammenhéngend.

Losung A.1.10: Mit Hilfe des Determinantenentwicklungssatzes folgt

(a X b) cC= (a2b3 — agby, azby — aybs, a1by — Cl2b1) : (017 C2, CS)

= Cl(agbg - agbg) + 02(a3b1 — (Ilbg) -+ 03(a162 — agbl)

a b
a9 bg ac b a7 bl
3 U3
=C — C2 +C3 = | Qa2 bz Co
az b3 ap b as by .
az 03 C3

Losung A.1.11: i) Sei (z,2): I — Ry x R eine Parametrisierung der Kurve C. Dann
ist ¢: [ x[0,2m) — R® mit

o(t,0) = (cos(8)x(t),sin(0)x(t), z(t))
eine Parametrisierung der Rotationsfliche. Es ist
Oyp = (2'cos0,2"sin 0, 2"), Opp = (—xsin b,z cos d,0)
und somit
0ell = VA DF T 7R, ol = (1), Buplt) - Bop(t) = 0.
Also wird nach den Rechenregeln des Vektorprodukts

1060 % Dppl|* = 1|0 lI*l|0belI* — (O - Dp)* = (1) (2 (£)* + 2'(2)?).
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Der Inhalt der Rotationsfliche ergibt sich folglich zu
b 27
|Fel :/ 100 x Bucoll dit, 0) :/ ()T + 702 d dt
M a Jo
b
= 271'/ x(t)\/ ' ()% + 2/ (t)? dt.

Dasselbe Integral tritt auch auf bei der Berechnung des Schwerpunkts der Kurve C' bei
konstanter Massebelegung p = pg:

o u(lC)/ pr(t)V/a' () + 2 ()2 dt,  p(C) = po|C.

Kombination der letzten beiden Beziehungen ergibt die behauptete Gleichung.

ii) Zur Berechnen des Volumens des Rotationskorpers verfahren wir analog wie bei der Ro-
tationsflache. Sei F' ein quadrierbares Gebiet in der ,positiven® (x, z)-Ebene (z > 0). Fir
den zugehorigen Rotationskérper Kr C R? gilt bei Verwendung von Zylinderkoordinaten
nach dem Satz von Fubini

|KF|:/ dx:/ Td(T,Z79)=27T/ rd(r, z),
Kp FIx[0,2) P

wobei F’ die zu F kongruente Flidche in der (r,z)-Ebene ist. Die r-Koordinate des
Schwerpunkts von F” ist gegeben durch

F= |F’|_1/ rd(r, z).
F
Also folgt |Kp| = 2nrp|F’| und somit wegen |F’| = |F| die 1. Guldinsche Regel.
Losung A.1.12: a) Wir betrachten die als Graph der Funktion

=Yz, y) =V1-22—y2 (1,y) € B.={(u,0) eR*: VU2 +12<1—¢}, >0,

gegebene offene Fliche T, . Thr Inhalt ist nach einem Resultat des Textes (Kor. 1.1)

2

2
|F|—/«/1+8f2+8f2d1g / 1+ +—
1—a?2—y? 1-

2
d(x ———drdf
B. \/1 f:czf ) /0 /0 \/177“2
:—27r\/1—7‘2’ = (V1= (1= —1).

Dies konvergiert fiir ¢ — 0 gegen 27 . Der Inhalt der Einheitssphére ist also 4.

b) Nach der 2. Guldinschen Regel hat der von der Kurve C' mit der Parametrisierung

0(0) = (2(0),2(0)) := (cosb,sinb), 6¢€[—7m/2,m/2]



A.1 Integralsétze

165

bei Rotation um die z-Achse erzeugte Rotationsfliche Fo den Inhalt
|Fc| = 27TTO|C|,

mit dem Abstand rc des Schwerpunkts von C' von der z-Achse. Letzterer ist

/2 /2 /2
|IClre = / cosf || (0)]| df = / cos 0\/sin? @ + cos? 0 df) = sin 0 =2.
—/2 —r/2 —/2
Die Lange der Kurve ist
/2 w/2 w/2
IC| :/ ||cp'(9)||d0:/ \/sin20+cos29d9:/ df = .
—7/2 —7/2 —7/2

Der Inhalt der Einheitssphére ergibt sich also zu 47 .

Losung A.1.13: Der GauBsche Integralsatz in R? lautet

V-de:/ v-nds.
F]" aFF

Anwendung fiir das Vektorfeld v = (z,y) ergibt

2| Fr| = / (xng +yn,) ds
OFr

und mit der Parametrisierung ¢(t) = (z(t), y(t)), t € [a,b], der Randkurve:

2| Fr| :/ (a(t)na(t) + ¢y (t)ny () 1€/ (1) dt.

Ein Normaleneinheitsvektor zu OFp ist bzgl. der Parametrisierung mit ¢ gegeben durch

(¢ (1), =L (1))

n(t) = ;
'@
Dies ergibt

2| Fr| = / (a0, () — E(t)oy ()} d].

Losung A.1.14: Die Divergenz des gegebenen Vektorfelds ist fiir 22 4 y* # 0:

x y )Z(x2+y2)—2x2 (@ +y°) —29° _

Pl =9 (0
Ve =V aiemeg) T @ T @y

Also existiert das Gebietsintegral links und hat den Wert

V- F(z,y)d(z,y) = 0.

M
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Das Randintegral zerféllt in drei Komponenten, den Kreisviertelbogen I', mit der Para-
metrisierung (z(0),y(0)) := (cosf,sind), 6 € [0,7/2], den z-Achsenabschnitt T', sowie
den y-Achsenabschnitt I'y. Wir haben

/2
/ Fa(s),y(s)) - n(s) ds = / F(x(6),4(6)) - n(x(0), y(6) /7 (OF + 7 (OF do

O _ =20 y(0) o
| G w6 s ) OO

/2 2
:/ cos? § + sin® Hde_z
o cos2f +sin%6 2

Auf den anderen beiden Randkomponenten gilt jeweils F,n, = Fyn, = 0; sie liefern also
keinen Beitrag zu dem Randintegral. Der Gauflsche Integralsatz gilt in diesem Fall also
offensichtlich nicht. Dies liegt daran, dass das Vektorfeld F' auf dem Bereich M zwar fiir
22 +y? # 0 stetig differenzierbar, aber nicht (gleichmiiflig) L-stetig ist. Wir sehen, dass
man bei der naheliegenden Ubertragung des GauBschen Integralsatzes auf unbeschrinkte
und nur uneigentlich integrierbare Funktionen vorsichtig sein muss.

Losung A.1.15: Die Divergenz des Vektorfeldes v(z,y,2) = (v + y,y + 2,2 + x) ist
V.-v = 3. Z ist ein Kreiszylinder mit Grundkreisradius 3 und Hohe 5. Z ist ein
Normalgebiet. Daher ist der Gauflsche Integralsatz anwendbar:

/V-vdXZ/ v - ndo.
z YA

/V-vdX:S/dx:3|Z|:3-5-7r~32=1357r.
Z Z

Es ist

Auf der oberen Deckfliiche D, := {(x,y,2) € R®: 22 +y*> < 9,2 = 5} des Zylinders ist
=(0,0,1) und somit (bei Beachtung von Symmetrien)

/ v~ndo=/ (5+x)d(ac,y):5/ d(z,y) =57 3% = 457.
o r2+y2§9 r2+y2S9

Auf der unteren Deckfliche D, := {(x,y,2) € R®: 22 +4? <9,z = 0} des Zylinders ist
n = (0,0,—1) und somit (bei Beachtung von Symmetrien)

/ U'IIdO:*/ xd(z,y) =0.
Dy z2+y2<9

Fiir den Zylindermantel M := {(z,y,z) € R* : 22+ y? = 8,0 < z < 5} wilen wir
die Parametrisierung (z,y, z) = ¢(0, 2) := (3 cos 0, 3Sl ) (0,2) € [0,27] x [0,5]. Der
zugehorige duBere Normalenvektor ist

n = dpp X O,p = (—3sinf,3cosh,0) x (0,0,1) = (3cosh,3sinb,0).



A.1 Integralsétze 167

Damit folgt

5 27
/ v-ndo = / / v(p(0,2)) - (Ogp x 0.) db dz
M 0o Jo

5 pon 5
= / / (94 9cosfsinf + 3zsind) df dz = / 187 dz = 90m.
o Jo 0

Also ist der Gauflsche Integralsatz fiir diesen Fall bestétigt.

Losung A.1.16: i) Linearitidt: Wegen der Linearitdt der Differentiation ist
L(au+ pv) = =V - (pV(au + pv)) = —aV - (pVu) — fV - (pVv) = aLu + L

fiir u,v € C*(G) und «,B € R, d.h.: der Operator L:V — C(G) ist linear.

ii) Fir w,v € V gilt (in Anlehnung an den Beweis der Greenschen Formeln) durch
zweimalige Anwendung des Gaufschen Satzes zundchst mit dem Vektorfeld pVuov und
dann mit dem Vektorfeld puVv und Beachtung von ujpe = vjpe = 0:

(Lu,v) g2 :—/V~(qu)UdX
G
z—/V-(quv)dx+/qu-Vvdx
e @
:/ n-quvd0+/qu-VUdX:/qu~Vvdx
oG ¢ e
Z/V~(uva) dx—/uV-(pVU) dx
G G
:/ n-(uva)do—/uV-(va)dX
oG G

= —/ uV - (pVv) dx = (u, Lv) 2.
G
iii) Fir u € V' gilt nach Teil (ii):
(Lu,u)2 = / p|Vul*dx > 0.
¢

Ist nun (Lu,u)2 = 0, so folgt wegen der Stetigkeit von p|Vul*> und p|Vul? > 0 not-
wendig p|Vul? = 0. Wegen p > 0 impliziert dies Vu = 0, d.h.: u = konst. Da aber
ujpg = 0 ist, muss u =0 sein.

Losung A.1.17: Wir betrachten a(u,u). Durch Anwendung des Gaufischen Integralsat-
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zes und Verwendung von u|go= 0 folgt

a(u, u) —/Q|Vu2+iil/ﬁi8iuudw
1 3
—/Q|Vu2+2;/ﬁi0i(u2)dx
2 1 : 2
:/QW“ —2;/6iﬁiu dx

- VUQ—} V- pudx
| 2
Q

Nach Voraussetzung ist V- < 0 und somit folgt fiir beliebiges u € V', dass a(u,u) > 0.
Angenommen es ist a(u,u) = 0 fiir ein u € V. Dann ist wegen —V - Bu?> > 0 auch
|[Vu| = 0 und somit (da © zusammenhédngend) ist u konstant. Wegen u|go= 0 folgt
dann u = 0.

Losung A.1.18: Aus der Darstellung des Laplace-Operators in Polarkoordinaten
A=9+19,+%0;
angewendet auf die rotationssymmetrische Funktion g(r, ) = In(r) folgt
1 11
Ag:—*Z—F**"‘rO:O.
2o

Analog zum 3d-Fall betrachten wir die Kreisringe B, , := {z € R*|0 < € < ||z| < p}.
Auf diesen ist g harmonisch, und auf den Zusammenhéngs-Komponenten S, und S, von
0B, sind g und 9,9 Konstant (S, := {z € R?|||z|| = x}). Da f harmonisch ist folgt

0Bk B

fir alle kK > 0 und die 2. Greensche Formel liefert

0= [ Afg— fAgde= / Oufg— fongdo=— | fo.gdo

Bep 0Bc p 0Bk,

L

Durch den Grenziibergang ¢ — 0 folgt wegen der gleichméssigen Stetigkeit von f unter
Beachtung von |S.| = 2me

ave [, 7050 =g [ £ 50 0] <m0 01 0

Somit erhalten wir die Mittelwerteigenschaft

£(0) = — /aB f() d.

:%



A.1 Integralsétze 169

Losung A.1.19: Die auf den Korper wirkende Kraft ist (komponentenweise geschrieben)

Foryr. = / P(X)nzyy)» do = / P02y do.
oM OM

Wir wollen diese Flichenintegrale mit Hilfe des Satzes von Gaufl in Volumenintegrale
umwandeln. Dazu definieren wir die Vektorfelder v* := (pyz,0,0), v¥ := (0, p,z,0), v* :=
(0,0,p,2) mit V-0 =V -0¥ =0, V-0v* = py. Mit diesen ergibt sich

Fapy)e = /aM POZN )y = dO = /zw v™YE i do = y V- 0™V dx.

Also ist F = (0,0, po|M|), d.h.: Auf K wirkt eine Kraft senkrecht nach oben, deren
Betrag gleich dem Gewicht po|M| der verdriangten Fliissigkeit ist.

Losung A.1.20: Der Stokes’sche Integralsatz lautet
ol

/G(V X )@, 0) - (0u® x 0,2)(u,v) d(u,v) = [ f((s)) - ¢'(s) ds,

0
wobei @ eine reguldre Parametrisierung der Flache I' und ¢ die Parametrisierung des
,Randes“ ~ von I" mit der Bogenlinge ist. Fiir das gegebene Vektorfeld v(zx,y,z) =
(y,2,7) ist

V x v = (0,0, — 0,0y, 0,0, — Oy, Opvy — Oyvy) = (—1,—1, —1).

Die Fliche I' hat die Parametrisierung ®(z,y) = (x,y, 2% — y*), 22 + y* < 1. Der Nor-
malenvektor
0,® x 0,® = (1,0,22) x (0,1, —2y) = (—2z,2y, 1).

zeigt nach ,oben“, d.h. in Richtung wachsender z-Koordinate. Fiir das Flachenintegral
erhalten wir so

lﬂ+RJVXUWW%@wa@@x@@xawaaw

=/) <w—w—wﬂaw=—/ d(z,y) = —.
z2+y2<1 x24+y2<1

Fiir die Randkurve v konnen wir wegen cos? 6 — sin®# = cos(26) die folgende Parame-
trisierung verwenden:

0(0) = (z(0),y(0), 2(0)) := (cosb,sinb,cos(20)), 6 € [0, 27].

Damit erhalten wir
[l 2
| ew) v = [t ) ao
0 0
27
= / (sinf, cos(20),cos @) - (—sin b, cos, —2sin b)) df
0

2
= / (= sin® 6 + cos(20) cos 6 — 2 cos O sin(20)) df = —.
0

Man beachte, dass die Integrale iiber cos(26)cosf und cos@sin(26) Null sind. Also ist
in diesem Fall der Stokes’sche Integralsatz erfiillt.
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Losung A.1.21: a) Die Wahl der euklidischen Norm ist ,,natiirlich®, da sie im Gegensatz
zu anderen Normen, wie z. B. der Maximumnorm oder der /,-Normen fiir p # 2, invariant
gegeniiber Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen (d.h. unitdren Transformatio-
nen) des verwendeten Koordinatensystems ist:

QER™: Q"Q=1 = |[Qz]3=(Qz,Qx):=(Q"Qz,x), = |z|3, zeR"

Dies ist eine unabdingbare Bedingung an einen sinnvollen , Langenbegriff¢ fiir Kurven.

Losung A.1.22: Ein Vektorfeld v : D C R™ — R"™ heifit ,,Gradientenfeld®, wenn es
Gradient einer skalaren Funktion ist. Das durch
(v 7 )
v=|(—"— ——
$2+y2 $2+y2

definierte Vektorfeld v : R*\ {0} — R? erfiillt zwar die Vertriiglichkeitsbedingung

—(x2+y2)+2y2 B y2—x2 B (z2+y2)—2x2 o
N e N R

Oyvy =
ist aber in der gelochten Ebene D = R?\ {0} kein Gradientenfeld. Das Wegintegral ent-

lang des geschlossenen Einheitskreises I' mit der Parametrisierung o(t) = (z(t), y(t)) =
(cost,sint),t € [0,27], ist ndmlich nicht Null sondern

[otareas = [Toteton - o= [T{ I OO

2
= / (sin? ¢ + cos®t) dt = 2.
0

Ist v ein stetig differenzierbares Vektorfeld welches der Vertréglichkeitsbedingung 0;v; =
O;vi, 1,7 =1,...,n geniigt, ist dann D ein Sterngebiet, so ist v ein Gradientenfeld.
Entsprechend ist v z. B. auf der Menge D = {(x,y) € R?*|y > 0} ein Gradientenfeld mit
Stammfunktion f := arctan(y/z), denn

Vf:( —y/x? 1/x ):< -y x )

L4 (y/x)*" 1+ (y/x)? a? +y? 2 oy

Losung A.1.23: Auf einer kompakten Menge M C R? mit glattem Rand wird das
Vektorfeld v(x) = x betrachtet. Fiir dieses ist V- v = 0,2 + dyy = 2 und somit nach
dem Satz von Gaufl

1 1
M| == VoU(X)dX:*/ v(x) - nds.
2 Ju 2 Jom

Speziell fir den Einheitskreis K;(0) ist n = x = v(x) entlang JK;(0) und somit, wie

erwartet: ]

1
|K1(0)|:7/ x~nd5:f/ |x||*ds = .
2 Jor, (0) 2 Jor, (o)

Fall R?: Ergibt eine analoge Rechnung |K1(0)| = $[0K:(0)| = 4.
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Losung A.1.24: In der Parameter-(u, v)-Ebene sei G ein Gebiet, das von einer stiick-
weise glatten geschlossenen Jordan-Kurve v = 0G berandet wird; G hat also keine
Locher. Weiter sei ¥(s) = (u(s),v(s)), 0 < s < |y], eine Parametrisierung von ~ mit der
Bogenldnge, welche eine positive Orientierung (im Gegenuhrzeigersinn) von v erzeugt.
Auf einer offenen Umgebung U des Abschlusses G sei ® = (®,,®,,®.) : U — R? eine
stetige Abbildung derart, dass ®(U) eine offene Fliche in R? ist. Wir betrachten die

abgeschlossene Fliche I' = ®(G) . Der Rand von T' ist dann eine geschlossene, stiickweise
glatte Jordan-Kurve C' = 0I' mit der Parametrisierung

x=W(s) = P(Y(s)), 0<s<]yl.

Satz von Stokes: Fiir eine abgeschlossene Fliche I' C R3 mit zweimal stetig differenzier-
barer Parametrisierung ® : G — R? sollen die obigen Voraussetzungen gelten. Fiir ein
auf einer offenen Umgebung V' von I' stetig differenzierbares Vektorfeld f : V — R3
gilt dann:

[V s6) nydo = [ g s

bzw.

/G(V X )P (u,v)) - (0P X 0,®@)(u,v) d(u,v) = F(¥(s)) - W'(s)ds.

0

Spezialfall: Tm speziellen Fall einer ebenen Fliache in der (x7,25)-Ebene parametrisieren
wir die Flache durch die Abbildung ®(u,v) = (u,v,0). Entsprechend ist 9,2 = (1,0,0)
sowie 0,® = (0, 1,0) und somit 9,% x 9, = (0,0, 1). Entsprechend ist

/G(V X ) (@(u,v)) - (0,P x 0,P)(u,v) d(u,v) = /Galfg(uw, 0) — Do f1(u, v,0) d(u,v)
= /GV'(fza—f1)d(U>U)~

Eine dusseres Normalenfeld an G ergibt sich durch ng = (021, —01). Fiir das Randinte-
gral ergibt sich folglich

] [

i f(2(s)) ¥'(s)ds = i f(W(s),0) - (D13, 921, 0) ds
7]

= J1(1(s),0)01 + fa(¢(s),0)0x1) ds

0

vl
- / (s — 1) - || ds

Wir erhalten also als Spezialfall die Aussage des Satzes von Gauf fiir das Vektorfeld
(f27 _fl)
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A.2 Variationsaufgaben

Losung A.2.1: Das Problem liegt darin, dass die Funktion g(z,y) offenbar in (z,y) =
(0,0) nicht stetig ist. Fiir y # 0 sind aber dennoch die Integrale

1 Ly
= x,y)dr = ——— dr
f(y) /0 9(z,y) /0 (22 + y2)?
als normale R-Integrale definiert. Fiir y = 0 ist sein Wert trivialerweise f(0) = 0.

Dasselbe gilt fiir die Integrale iiber die Ableitung

9 C Bwy(2® +y?) —day' 32ty —ayt
yg(x,y) - (1‘2+y2)3 - (I2+y2)3 .

Also ist
1
£7(0) = / Oyg(x,0)dzx = 0.
0

Dagegen ergibt sich

R (L i R
o (224922 2224+ y2lo 2 21492
und folglich

: 1 1(1+y?)3y* —2¢* 1

roy 4 1) — =

Losung A.2.2: Aus der Differenzierbarkeit folgt

1 e(y+h) e(y) o) fay+h) — f(x,
L s nrta— [ sagpaa] - [ D I,
ot v () e

1 [elyth) 1 [Yl+h)
+E/ f(:v.,y—kh)d:r—ﬁ/ F(o,y + h) da.
»(y) P(y)

Fir h — 0 geht die rechte Seite unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Intgeralrech-
nung in die folgende Form {iber:

e(y) .
--=/ 8yf(w,y)dx+1imf(gl,y+h)w
¥(y) h—=0

h) —
—}lglg)f(fz,wh)—ww; v)

Daraus folgt die Behauptung wegen lim, & = ¢(y) und limy,_,0& = ¥(y) und der
Differenzierbarkeit von ¢ und .



A.2 Variationsaufgaben 173

Losung A.2.3: Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung eines Variationsfunktionals
mit Funktion f(¢,x,q) lautet:

——q(t,u(t),u’(t)) — =(t,u(t),u'(t)) =0, tE€la,b.

Im vorliegenden Fall ist f(t,2,q) = $(p(t)q* + r(t)z?) — f(t)z. Damit ergeben sich die
Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen

d /

(0 ()] = r(t)u(t) + £(1) =0,

mit den Randbedingung u(a) = 0, u(b) = 0, bzw. als Sturm-Liouville-Aufgabe:
—[puT (@) +r@)u(t) = f(t), t€[a,b], u(a)=0, u(b) =0.

Wegen p(t) > p > 0 und r(t) > 0 besitzt diese RWA nach einem Satz des Textes eine
eindeutig bestimmte Losung.

Losung A.2.4: O.B.d.A. betrachten wir nur den Fall 2y = 0 und § = 1. In den Gebieten
B := B;(0) sowie R"\ B ist die Funktion ¢ := ¢; zum einen als Exponentialfunktion und
zum anderen als Nullfunktion offensichtlich beliebig oft (stetig) differenzierbar. Es bleibt,
den differenzierbaren Ubergang fiir ||| — 1 zu zeigen. Die Ableitungen der Funktion
o(z) = exp(||z]|*/(1 — ||z]|?)) sind von der Gestalt (Multiindexschreibweise)

mww—mmﬂfﬁﬂwn|m—m

mit gewissen Polynomen p,(z). Fiir jede rationale Funktion p(t) und Zahl v > 0 gilt:
p(t)e " =0 (t— o0),

was man sich leicht mit Hilfe der 'Hospitalschen Regel klar macht. Mit ¢ := (1 —||z]|*)~*
ergibt dies:
D%(x) =0 ([lz] 1 1),

d. h. die Stetigkeit der Ableitung D% .

Losung A.2.5: Fiir die betrachtete Riemann-integrierbare Funktion ¢ : [a,b] — R gelte

b
[ awetya=o, pecab
Angenommen, es gibe einen Stetigkeitspunkt to € [a,b] von g mit g(to) # 0. Wegen der
Stetigkeit von ¢ in tg gibt es ein § > 0, so dass
lg(to) — g(t)| > 3lg(to)| Vit €I :=(to—0,to+6)Nla,b.

O.B.d.A. ist also ¢(¢) > 0 auf I. Man wihle nun eine Funktion ¢ € C§°(a,b) mit Triger
in I und ¢ > 0 auf [° (Zur Existenz von ¢ siehe eine der fritheren Aufgaben). Dann ist

/ g(t)p(t) dt = /g(t)w(t) dt >0

1
im Widerspruch zur Annahme.
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Losung A.2.6: Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung eines Variationsfunktionals
mit Funktion f(¢,x,q) lautet:

——q(t,u(t),u'(t)) - g—x(t,u(t),u’(t)) =0, te€la,b].

Im vorliegenden Fall ist f(t,z, q) = (14+4¢?)?/*. Damit ergeben sich die Euler-Lagrangeschen
Differentialgleichungen

Ll ueppiim) = o,
mit den Randbedingung u(a) = «, u(b) = 8, bzw.
0= (L4+a/(6)*)P27 1" () + (p — 2) (L + /()22 (1) (1)
— (L WD (L4 ()2 + (p— 2 () (1)
- (1 + ' (t)? )p/2 2(1 +(p— 1)u'(t)2)u"(t).

Wegen p > 1 erfiillt jede C2?-Losung dieser Gleichung «”(¢) = 0 und ist folglich linear.
Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen ergibt sich als (eindeutigen) Losung u(t) =

é’_;fla—&- ﬁﬁ . Diese Losung ist erstaunlicherweise unabhéngig von p. Im Fall p = 2 ergibt

sich die lineare Sturm-Liouville-Aufgabe
u'(t) =0, t€la,b], wula)=a, ulb)=272,
und im Fall p =1 die Aufgabe
u”(t)

AT~ 1€t u@=aulb)=5

Losung A.2.7: Das ,Dirichletsche Prinzip® besagt: Sei G C R? ein stiickweise glatt
berandetes Gebiet und ¢ : 9G — R irgendeine stetige Randfunktion. Dann gibt es unter
den Funktionen der Menge

Vy(G) = {p e CY(G)NC(G), Vu € L*(G)", vpc =g}
eine, u € V,(G), welche dem Dirichletschen Integral den kleinsten Wert verleiht, d.h.
Dlu] = inf{ D], ¢ € Vy(G)},
und u ist eine sog. ,,Potentialfunktion®, d.h. Losung der Randwertaufgabe
Au=0 in G, u=g auf 0G.

Eine harmonische Funktion v € V;, (d.h.: vAu = 0) die die gegebenen Randwerte erfiillt
ist u(z,y) = xy. Das diese auch ein Minimierer in Vj ist folgt sofort, denn sei @ ein
Minimierer in u+ Hj () DV, (die Existenz eines solchen ist klar nach Text), so erfiillen
sowohl u wie auch @ die Euler-Lagransche Gleichung, d.h. fiir jedes » € H} () ist

/Vquodx = / VuVedr = 0.
Q Q
Da u—a € H}(), folgt
IV (u—0)|* = / VuV(u—a)de — / VaV(u—u)de =0
Q Q

und somit ist u = 4.
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A.3 Das Lebesgue-Integral

Losung A.3.1: Wegen der Bewegungsinvarianz und Additivitdt des dufleren L-Mafles
geniigt es, die Behauptung fiir die Viertelebene H = {x € R", x;...,2,.1 > 0,2, = 0}
zu zeigen. Wir betrachten die abzéhlbar vielen Intervalle

[i = [Zl — 1,7:1] X ... X [in,1 — 17in71] X {0}, 7:17 A, ,Z‘nfl € N,

Tein—1

deren Vereinigung H {iberdeckt. Wegen der o-Additivitédt des L-MafBes folgt

[ee] oo

0<p(H) < > pwliyiu)= », 0=0.

i1ein_1=1 i1 ein_1=1

Losung A.3.2: i) Sei A € A. Dannist A endlich oder X\ A endlich. Also ist X\ A end-
lich oder X\ (X \ A) = A endlich, d. h.: Esist auch X\ A € A. Sei weiter A, B € A. Ist
A oder B unendlich, so ist auch AUB unendlich und damit X\ (AUB) € X\ANX\B
endlich, also AUB € A. Sind A und B endlich, so miissen X \ A und X \ B beide
unendlich sein. Dann ist auch X\ (ANB) = (X \ A)U(X \ B) unendlich, also AUB € A.
Nach Lemma 3.3. des Textes ist daher A eine Algebra.

ii) Wegen der Unendlichkeit von X gibt es eine Folge (z)reny von paarweise verschiede-
nen Elementen in X . Dann ist A := {4, k¥ € N} unendlich und auch X \ A unendlich.
Also ist A & A. Aber A = Ugen{xar} ist abzéhlbare Vereinigung von einelementigen
Mengen d.h. von Mengen aus A. Folglich ist .4 nicht abgeschlossen gegeniiber abzéhl-
bare Vereinigung und daher keine o-Algebra.

Losung A.3.3: i) Wir weisen die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation nach:
-x~xz,daxz—x=0€Q".

-Aus z ~y folgt y—o=—(xr—y) € Q" und somit y ~ x.

~Aus e~y und y~z folgt x —z=2—y+y— 2z € Q" und somit = ~ z.

i) Sei [z] = + Q" die Aquivalenzklasse eines beliebigen = € R”™. Dann enthélt
[0,1]" —z =[—a1, 1 —21] X ... X [—2,, 1 — 2]

abzéhlbar viele Elemente y; € Q. Fiir diese gilt y; + € [0,1]" N[z]. Der Einheitswiirfel
[0,1] € R™ enthélt also aus jeder der Aquivalenzklassen von ~ abzihlbar unendlich
viele Elemente.

iif) Angenommen z € (r+A)N(s+A). Danngibt es a,b € A mit x =r+a und z = s+b.
Dann folgt a—b=s—r € Q" also a ~b. A enthiilt aus jeder Aquivalenzklasse nur ein
Element; also folgt @ = b und damit r = s.

iv) Sei x € [0,1]" beliebig und a € AN[z]. Dannist a ~ z, also x—a =: r € Q™. Wegen
x,a € [0,1]" folgt fiir die Koordinaten —1 < r; =ax; —a; < 1,also x =r+a € 5. Ist
nmn z€S5,dh esgibtaec AC0,1]"und r € Q"N [-1,1]" C [-1,1]" mit z = a +,
so ist notwendig x € [0, 1]" + [-1,1]" = [—1, 2™



176 Losungen der Ubungsaufgaben

v) Wire die Menge A Lebesgue-messbar, hétten wegen der Translationsinvarianz des
L-MaBes auch die Mengen r + A das gleiche Ma. Ware u(A) = 0, so wire wegen der
o-Additivitat auch p(S) = 0, im Widerspruch zu [0,1]* € S. Wére p(A) > 0, so kann
wegen der o-Additivitiat S kein endliches Maf haben, im Widerspruch zu S C [—1,2]".

Losung A.3.4: i) Die Menge A := [0,1]" N Q" C R™ ist abzdhlbar und daher nach
Lemma 3.2 des Textes L-Nullmenge, d.h. L-messbar. Wire A J-quadrierbar, so miisste
nach Lemma 3.1. des Textes |A]; = |A|, = p*(A) =0 sein. Da nun A dicht im Intervall
[0,1] liegt, muss jede endliche Intervalliiberdeckung von A notwendig das ganze Intervall
[0,1] iiberdecken (Man iiberlege sich hierfiir einen Beweis.), was |A|, > 1 impliziert. Also
kann A nicht J-quadrierbar sein.

ii) Die gegebene Funktion f ist, wie bereits im Band Analysis 1 gezeigt worden war, in
allen irrationalen Punkten unstetig. Ware f R-integrierbar, so miisste die Menge B ihrer
Unstetigkeitsstellen L-Nullmenge sein. Wegen [0, 1] = ([0, 1] N (R\Q)) U ([0,1]NQ) und
p*([0,1]NQ) =0 kann [0,1] N (R \ Q) aber keine Nullmenge sein. Folglich ist f nicht
R-integrierbar.

iii) Die Ordinaten Menge M; der Funktion f(z):=2~'/2 ist darstellbar als die abzihl-

bare, disjunkte Vereinigung der beschrankten Mengen

Ay ={(zy) eR: z ¢ 0<y<az '}, keN

(e1: &)

Die Mengen A, sind J-quadrierbar und folglich auch L-messbar mit dem J-Inhalt bzw.
dem L-Maf

L/k % 1 1
() =14 = [ — 2y, =2( = =),
1/(k+1) f o=t VE  VE+1
Da die Menge der L-messbaren Mengen eine o-Algebra bildet, ist auch die Menge M; =
U A, L-messbar mit dem L-Maf

Z/L (Ag) = lg{l)OZﬂAk = hm <2— m2+1):2'

k=1

Losung A.3.5: i) Esist A = U, A, mit den messbaren Mengen A, := AN[0,n]x[—1,1].
Damit ist A messbar, und es ist, da A, C A,.1,

n(A) = lim p(A,).
n—oo
Die Mengen A, sind J-quadrierbar, und da e™* auf [0,n] R-Integrierbar sind ist
w(Ay) = 1A, = 2/ e fdr=—-2e"" =—-2"+2—-2 (n— ).
0

ii) Die Menge A = Uzeq{q} X R. Die Hyperebenen {¢} x R sind messbar mit Mafl Null.
Folglich ist auch A messbar, und wegen der o-Additivitét ist

= u{g} xR) =0.

q€Q
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iii) Die Menge A = U,en|0, 1] X [—n,n] ist als Vereinigung von messbaren Mengen mess-
bar, und es ist
1(A) = lim 2n = oco.

n—oo
Losung A.3.6: a) Da f L-integrierbar ist, sind die Mengen By := {x € D : f(z) >
1/k} L-messbar. Da f f.i. in D positiv ist, gibt es eine Nullmenge N mit D = N U
(UgBg) . Es muss nun ein k& € N geben mit pu(B;) > 0, sonst wire ndmlich wegen

der o-Subadditivitiat des duBeren L-MaBes auch (D) = 0. Wegen der Monotonie des
L-Integrals folgt mit der charakteristischen Funktion xp, von Bj:

/Df(l’)dilfz;AXBkd$=iﬂ(Bk)>0.

b) Nach (a) muss im Fall [, |f(2)|dz = 0 notwendig f(x) =0 f.ii. in D sein. Umge-
kehrt folgt aus f(x) = 0 f.ii. in D trivialerweise [, |f(x)|dz = 0, denn die Integrale
zweier Funktionen (hier f und die Nullfunktion), welche sich nur in einer Nullmenge
unterscheiden, stimmen iiberein.

Losung A.3.7: Die Aussage ist falsch, denn es gibt dichte Teilmengen des R"™ mit L-
Maf3 Null. Z.B. stimmt die charakteristische Funktion xgnp auf der dichten Teilmenge
QN D von D mit der Funktion f =1 iiberein. Es ist aber

/DX@mD(w) dz =0 # p(D) = /Df(:c) dz.

Losung A.3.8: D =R ist L-messbar und D = [0, 1] ist L-messbar und J-quadrierbar.
In allen drei Beispielen haben die Funktionen f; nur endlich viele Unstetigkeitsstellen.
Sie sind also zumindest auf dem kompakten Intervall [0,1] L- und R-integrierbar. Die
Funktionen in (ii) sind auf R L-integrierbar und uneigentlich R-integrierbar.

i) Die Funktionenfolge erfiillt sdmtliche Voraussetzungen aller drei Sétze. Sie konvergiert
monoton, und die Integralfolge ist beschrénkt:

/ fr(z)dx =0, keN.
D

Die Funktion g = 1 ist eine auf [0,1] integrierbare Majorante. Die Folge der f; kon-
vergiert iiberall gegen die charakteristische Funktion xo,1jng und daher f.ii. gegen die
Nullfunktion. Damit ist das L-Integral iiber den Limes gleich dem Limes der Integrale:

/Df(x)dx:():]}ggo/[)fk(x)da:.

ii) Die Funktionenfolge erfiillt alle Voraussetzungen des Satzes von Beppo Levi, aufler der
monotonen Konvergenz. Die Folge der Integrale ist konstant

/ fe(x)de =2, keN.
D
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Die Funktionenfolge konvergiert iiberall in D gegen die Nullfunktion (sogar gleichmafig).
Das Integral iiber den Limes ist also nicht gleich dem Limes der Integrale. Natiirlich kann
die Folge der f, dann auch keine integrierbare Majorante besitzen, denn alle anderen
Voraussetzungen des Satzes von Lebesge sind erfiillt. Beim Lemma von Fatou sind alle
Voraussetzungen erfiillt. In diesem Beispiel gilt das echte “<”-Zeichen:

/ liminf fy(z)der =0< 2= hm 1nf/ fr(z
D

k—o00

iii) Fiir Beispiel (iii) gilt dasselbe wie fiir Beispiel (ii), auBer dass die Konvergenz gegen
Null hier nur noch f. 1., namlich bis auf & = 0, und auch nicht gleichméfig erfolgt.

Aus (i) ersehen wir, da f(x) = limy fy(x) = liminf; fi(z) weder R-integrierbar, noch
uneigentlich R-Integrierbar ist, dass die drei Sétze in dieser Form nicht fiir das R-Integral
gelten kénnen. Sie bleiben jedoch richtig, wenn die Existenz eines geeigneten Grenzwertes
als Voraussetzung gefordert wird (vgl. Band Analysis 1, Satz 6.19 und 6.20).

Losung A.3.9: Die Funktion f hat nach der Regel von L’Hospital in = 0 den Limes
lim, o f(xz) = 1, ist also beschrénkt.

i) Wenn f L-integrierbare wire, miisste auch |f| L-integrierbar sein. Dies ist aber nicht
der Fall, denn zu jeder Zerlegung Z* = {B;} € Z(D) gibt es eine Verfeinerung Z = {B;},
so dass auf gewissen der B; gilt sup,cp, [f(2)] = 1/j. Fiir die zugehérigen Obersummen

gilt also:
=1
LERACLED Dt

Die Funktion f erfiill also nicht die Bedingung (Z).

S

ii) Die Funktion f ist auf D wuneigentlich R-integrierbar. Um dies zu sehen, berechnen
wir mit partieller Integration fiir £ > 1:

k. 1 . k-
/ sin(x) d:z::/ sin(x) dx—|—/ sin(x) i
0 x o T 1 €z

B sm(:z:) _ cos(x) |k /’C cos(x)
_/0 T ‘1 + . x? da.

Da die Funktion g(z) = cos(z)/x? iiber [1,00) uneigentlich R-integrierbar ist, folgt die

Konvergenz
ko 0o
/ 7SIII(ZE) de — I = / sin(z) dx  (k — o0).
0 € 0 €

[y

iii) In mehr als einer Dimension wird zur Sicherung der Eindeutigkeit des uneigentlichen
R-Integrals, d. h. seiner Unabhéngigkeit von der Wahl der ausschopfenden Folge, noch die
Zusatzbedingung

sup / |f(z)|dx < oo, Qs :={M C D: M quadrierbar und f R-integrierbar}
McCQy J M

gestellt. Diese Bedingung ist aber im vorliegenden Fall nicht erfiillt, d.h.: Das zu unter-
suchende Integral ist in diesem engeren Sinne nicht uneigentlich R-integrierbar.
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Losung A.3.10: Die Funktionen |f|,sin(f) sind L-integrierbar (Lemma des Textes), die
Funktionen f2, fg aber i. Allg. nicht. Gegenbeispiele sind

Q=(0,1), f=a""?

sowie
Q=(l,00), f=a"%g=2a"

Losung A.3.11: Esist [, 0, = 1. Ferner ist 0 < 6 < Ck und 6, () = 0 falls || > 1/k.
Somit folgt

k

<ﬁ%»4f@@@ﬂx F(@)5u(x) de

“1/k

Sei nun € > 0 beliebig gewdhlt. Wegen der Stetigkeit von f in Null gibt es ein k. € N, so
dass:
f0)—e< f(z) < f(0)+e, Vo] <1/ke

Somit folgt fiir & > k.
f(0) —e < (f,0n) < f(0) + €

und somit die Behauptung.

A.4 Anwendungen des Lebesgue-Integrals

Losung A.4.1: Die Stetigkeit von f ist klar, da f Komposition stetiger Funktionen
ist. Wegen h(R) C [0,1] ist auch 0 < f < 1 klar. Sei nun = € Kg; 5, bzw. d(z) =
dist(z, K) > 20/3, dann ist nach Definition f(z) = h(d(xz)) = 0. Fir « € K3, bzw.
d(r) < 6/3, folgt f(x) = h(d(x)) = 1.

b) Da ¢ einen kompakten Triager besitzt, ist

[t (S5) = /{ . 1)0( ) v

Insbesondere ist das Integral ein R-Integral, und nach dem Satz iiber die Differentiation
von parameterabhingigen Integralen ist @5 € C°°(£2) (Dies sollte bei Bedarf ausgefiihrt
werden, da das Integrationsgebiet noch von x abhingt!).

Durch Substitution y +— = — 0/6y erhalten wir
ps(x) = | flz—gywly) dy.
RTL
Somit folgt, da f,v > 0:

0 ¢sa) < 1l [ vy =1.
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Sei nun x € K§; dann ist fir y € K;(0) notwendig = — 0/6y € K55 und somit ist
f(x —9/6y) = 0. Es folgt

os(z) = /K e e dy s / f(z — Sy)oly)dy = 040

Kl(O)C

und somit @5 € C3°(Q2) da K565 C 2.

Sei nun x € K. Dann ist fir y € K;(0) notwendig = — §/6y € Kj/35 und somit ist
f(z —4/6y) = 1. Es folgt

o= [ S =1

Losung A.4.2: i) Zunichst sei O C Q) eine beliebige beschrinkte, offene Menge. Nach
der vorherigen Aufgabe gibt es dann zu jedem € > 0 eine Funktion ¢, € C§°(0) C C5°(Q)
mit ¢ (z) = 1 falls x € A, := {z € O|dist(x,00) > €} und 0 < . < 1 auf Q. Da
leegl < xolg] und v.g — xog punktweise f. ., gilt nach dem Satz von Lebesgue zur
majorisierten Konvergenz und Voraussetzung an g:

0=lim / 9(@)plz) do = / g(axo(o)do = [ gla)ds.

e—0 o

ii) Sei nun im Widerspruch zur Behauptung ¢g # 0 auf einer Teilmenge A C 2 mit
u*(A) > 0; 0.B.d.A. sei g >0 auf A und A beschriinkt angenommen. Da g € L'(Q2) und
somit messbar ist, ist 0.B.d.A. auch A messbar. Es gilt dann mit einer Konstante v > 0:

/g(.r)da;27>0
A

Fiir beliebige ¢ > 0 seien O, C Q offene Teilmengen mit (O, \ A) < e. Nach dem in (i)
Gezeigten gilt dann

0—/Eg(:t:)dx—/Ag(q:)dx+/OE\Ag(x)dx27+/()E\Ag(x)dx.

Wegen
/ gx)der -0 (¢ —=0)
Oc\A

ergibt sich ein Widerspruch.

Losung A.4.3: a) Die Vektorraumeigenschaft ist klar, da endliche Vereinigungen von
Nullmengen wieder Nullmengen sind. Ebenso klar sind Homogenitét, positive Semi-Defi-
nitheit die Dreiecksungleichung fiir || - ||oo. Ferner ist nach Definition ||f]j. = 0 genau
dann, wenn f(z) =0 f.i. in Q.

Wir haben also nur noch die Vollstiandigkeit des Quotientenraumes L>(2) zu zeigen.
Sei also fi eine Cauchy-Folge in L>°(€2) (Wir verwenden der Einfachheithalber die selbe
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Bezeichnung fiir die Aquivalenzklasse wie fiir den gewéhlten Representanten). Es gibt, da
abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind, eine Nullmenge N
und eine Konstante C, so dass fiir x € Q\ N gilt:

i) = fila)] < | fe = fillo =0 (k)1 — o0)
|fe(@)] < | flle £C <00 Vk

Wir definieren also '
Fa) = {hmk_,m fulx) z€Q\N,
0 sonst
Diese ist messbar, wesentlich beschrinkt und nach Definition ist ||fi — f|lec — 0.

b) Der Raum C§°(Q) liegt nicht dicht in L>(Q2), da die Konvergenz beziiglich || - ||z
dieselbe wie die bzgl. ||+||co ist (daher auch dasselbe Symbol). Es ist aber C§°(2) € C°(Q)
und somit C§(Q) € C°(Q) = C°(Q) da C°(Q) vollstindig bzgl. || - || ist. Es gibt
jedoch unstetige Funktionen in L>(Q). Sei z.B. @ = (—1,1) so ist f(z) = sign(z) €
L=(Q)\ C°(Q).

Losung A.4.4: a) Aufgrund des Satzes von Fischer-Riesz (Parsevallsche Identitét) ist
fir f € L?(0,27) die Folge der Fourier-Koeffizienten quadratisch summierbar. Es bleibt
also nur noch die Umkehrung zu zeigen. Seien also die Fourier-Koeffizienten ¢;, = (f, ex)
quadratisch summierbar. Dann definiert

o0
g = Z Crek

k=—o00

ein Element in L?(0,27), denn

M
2
H Z CkekH = Z |ck|2 =0 (N,M — o)

k=N k>N

und somit konvergiert Y2 cpep normal in L2 Es ist dann (g — f,e,) = 0 fiir alle &
und somit, da span(ey) dicht in L? auch g — f = 0 f.ii. was zu zeigen war.

b) Da fiir beliebige beschrinkte Gebiete Q gilt, dass C5°(Q) € C°(Q) C L*(Q) folgt
CO(O,QW)M2 = L?(0,27). Die Funktionen ¢ lassen sich auf (0,27) gleichméssig durch
Polynome approximieren (Taylor-Reihe), d.h.

[I-llo

span{e’**|k € Z} C span{l,x, 22, ...}

Da die Norm || - ||« stérker als die Norm || - ||2 ist (d.h.: Fiir f € L®(0,27) ist || f]l2 <
27| fll ), folgt

L*(0,27) = span{et|k € Z}H'H2 C span{l, z, 22, .. .}“'”2 C CY0, 27r)“'”2 = L*(0,27).

Durch Transformation folgt

span{l,z, 22, .. .}‘Hl2 =L*(—1,1)
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da diese Eigenschaft unter Basiswechseln invariant ist folgt dass die orthonomalisierten
Polynome ein vollstindiges Orthonormalsystem des L?(—1, 1) bilden.

Die Aussage von Teil a) bleibt auch fiir dieses Orthonormalsystem richtig.

Bemerkung: Dass span{l,z,a?,.. .}"“‘2 = L*(—1,1) folgt sofort, ohne den Umweg iiber
die Taylor-Reihe von e**, aus dem ,, Approximationssatz von Weierstrass®, da

span{l,z,2%, ...} C C°([-1,1])
beziiglich der Norm || - ||« dicht liegt.
Losung A.4.5: a) Die Aussage ist falsch; siehe Gegenbeispiel in einer Bemerkung des

Textes.

X[—k,k]

NS

b) Die Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachte man die Folge fi(x) =
c& d) Die Aussagen sind richtig, denn sei f € LP(§2). Dann gilt f. .

[f@)l <|f@)F +1
Da die rechte Seite in L'(Q) liegt, ist dann |f(z)|”" € L*(Q) und somit f € L¥(Q).
e) Die Aussage ist falsch, da z.B. min(1,1/|z|) € L*(R) aber min(1,1/|z|) & L*(Q).

Losung A.4.6: a) Da [f(2)|? < |/ f|[5, f. 1., folgt L>°(Q2) C LP(Q2). Ferner gilt:

/Q Pz < u(Q)) I

Umgekehrt ist fiir £ >0
/ P de > u({lf] = w})aP.
Q

Somit folgt
plf1 = w)re < fllp < ()7 [ flloe-
Ist nun £ < || f|lco, so ist p({|f] > k}) > 0 und es folgt durch Grenziibergang p — oo

r < liminf [| f[|, < Timsup || f[l, < [[f]le
p—00 p—o0

und damit durch s — || f|l die Behauptung.

b) Nach Teil (a) wissen wir Nyep1,00)LP(2) D L>*(Q). Um also Ungleichheit zu zeigen.
suchen wir eine Funktion f, die in jedem LP(}) mit p < oo liegt, die aber nicht be-
schrinkt ist. Hierzu betrachten wir Q = (—1,1) und f(z) = In(|z|). Zunéchst ist klar,
dass f & L*>(Q). Da gilt |1n(|x\)\|x\ﬁ — 0 fir x — 0 (Regel von L’'Hospital), ist somit
[In(]z])|P < \cf € LY(€). Damit haben wir gezeigt, dass f € LP(Q2) fiir alle p < oo.

||

Die Aussage von a) kann auf unbeschriankten Gebieten i. Allg. nicht gelten, da in diesem
Fall L>°(Q2) ¢ LP(Q2) (sofern p(Q) = c0). Um dies einzusehen, betrachte man auf einem
Gebiet © mit p(2) = co die Funktion 1 € L*(Q2). Es ist aber 1 ¢ LP(Q) fiir p < 0.
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Losung A.4.7: Sei f € L*(R) gegeben. Da C5°(R) dicht in L*(R) liegt, gibt es eine
Folge fi € CP(R) € S(R) mit ||f — frll2 < 1/k. Damit gilt dann fiir die Fourier-
Transformierten f; € L3(R), dass fiir k <[ gilt:

I fi = filla = 1 fe = fill2 < 1fx = fll2 + 1 = fll2 < 2/k.

Die Folge fi hat also einen Limes f in L2(R) mit ||f]j2 = ||f|l2. Die Fourier-Transforma-
tion ist also als lineare Abbildung von L?*(R) nach L?(R) wohldefiniert mit Norm eins.
Die Injektivitdt der Abbildung ist klar. Durch Wiederhohlung der obigen Argumentation
auf die Inverse-Abbildung folgt die Surjektivitét.

Losung A.4.8: a) Dies ist wegen > ', |ax|* < >°p_ klag|* nach dem Majorantenkrite-
rium klar.

b) Sei also a’ eine beschriinkte Folge in ['/22(N). Es gibt also ein C' > 0, so dass fiir
jedes i € N gilt Y7 klai|* < C. Damit ist dann fiir jedes i, m € N notwendig

Zlak|2<z | |2<*

k=m km

Um nun eine konvergente Teilfolge in [? zu konstruieren, zeigen wir, dass es zu jeder
unendlichen Indexmenge I C N und zu jedem € > 0 eine unendliche Teilmenge I, C [
gibt, so dass ||a’ — @’ |3 < € fiir jedes 4,j € I. Dafiir wihlen wir m derartig, dass

oo

> lapl> <e/4 VieN

k=m

Damit geniigt es nun zu zeigen, dass es eine unendliche Indexmenge I gibt, derartig, dass

fiir alle 4,5 € I gilt
-1

lal, — al|* < /2.
1
Dies ist klar, da alle Koeffizienten ai, € [~C, C] und [-C, C]™! kompakt ist. Durch Wahl
der Folge €, = 1/n und zugehoriger Indexmengen Iy ¢,41) C I/, erhalten wir durch Wahl
von i, € Iy, eine Cauchy-Teilfolge in 2.

3

b
Il

Losung A.4.9: a) Sei zuniichst u € Hj(0,2r). Wegen [|ullf 5 = [lul|3 + [[v/||3 geniigt es,
die Fourier-Koeffizienten ¢, von u' € L*(0,27) zu bestimmen. Die Fourier-Koeffizienten
von v’ sind gegeben durch ¢, = (v, e;). Durch partielle Integration unter Beachtung der

Randwerte von u folgt ¢, = —(u,e},) = (u,ikey) = —ikcy. Entsprechend ist
/15 =Y el + 1y = D {lewl® + K[exl*}.
keZ keZ

Umgekehrt (vgl. frithere Aufgabe) definiert jede Folge ¢, mit Y, {|ck|* + k?|cx]*} < o0
eine Funktion in u € Hg(0,2r) mit |lul], = >, cp{lcl* + k*[exl?}
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b) Sei nun u" eine in H} beschriinkte Folge. Wegen der isometrischen Einbettung sind
dann die Fourier-Koeffizienten ¢ eine in ['*(Z) beschriinkte Folge. Wegen der kompak-
ten Einbettung (?(Z) nach [*(Z) gibt es eine in [*(Z) konvergente Teilfolge ¢;' diese
korrespondiert zu einer Teilfolge u™ € L?(0,27). Wegen der Isometrie der Einbettung
von [%(Z) nach L?(0,2r) ist diese ebenfalls konvergent.

A.5 Partielle Differentialgleichungen

Losung A.5.1: Wir setzen p := 0yu, q := Oyu, v := dqu, 5 := 9,0yu, t := dou und
a:=u, fi= 8§8yu, v = &ﬂ@;u, 0= aju.
Differenzieren der Differentialgleichung ergibt

ané‘i’u + 2&12838?411, + aggaxaju = azf — a018§u - amaxayu — aoo(?xu

allaiayu + 2&1289685% + aggazu = ayf - amazayu - CLOQaZU - aooayu
Differenzieren von r,s,t entlang I" ergibt

0-1 = Opr0;x + Oyro-y = adyx + B0ry
0:5 = 0;50-x + 0,50,y = B0:x + 0y
O-t = O0pt0-x + 0yt0ry = v0;x + 00y

Zusammengenommen ergeben sich zwei 3 x 3-Gleichungssysteme fiir die gesuchten Ablei-
tungen a, 3, v, 6:

apa+ 2a1283 + azpy = 0, f — apir — ag2s — agop
Orra + 0;yp =0.r
Orxf + Oyyy = 0-s

a118 + 2a127y + a0 = 0y f — ap15 — agat — agoq
0rxf + Oryy =0ys
Orxy + 0,y0 = Ot

Beide haben dieselbe Koeffizientenmatrix B wie das entsprechende System zur Bestim-
mung der zweiten Ableitungen:

an” + 2a125 + agt = f — agp — ageq — agou
67'1'71 + aTyS = 0rp
Orxs + Oyt = 0.q.

Man iiberliegt sich leicht, dass im Falle det B # 0 die durch die beiden Gleichunsgsysteme
bestimmten vier dritten Ableitungen eindeutig (und widerspruchsfrei) bestimmt sind.
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Losung A.5.2: Der Differentialoperator L = a118m+2a128m8y—|—a228§—|—. .. ist ,elliptisch“
fiir a2y, — ajjax < 0, ,parabolisch® fiir a2, — ajjas; = 0 und ,hyperbolisch* fiir a2, —
ai1a99 > 0.

a) Der Operator L = 0,0, — 0, ist wegen aly — ayagy = i > (0 hyperbolisch.

b) Der Operator L = 07 4 0,0, + yd2 + 4 ist wegen ai, — a11azy = § — y hyperbolisch
fir y < i , parabolisch fiir y = i und elliptisch fiir y > % .
¢) Der Operator L = 2(0, + 0,)* + 0, = 202 + 40,0, + 28; + 0, ist wegen a, — ajjass =
4 — 4 =0 parabolisch.

Losung A.5.3: a) Seien u,v € C*(G)NCY(G) Lésungen derselben 2. RWA. Dann erfiillt
w :=u — v die Gleichungen —Aw +aw =0 in G und Jd,wpe = 0. Mit Hilfe partieller
Inegration folgt unter Aussnutzung der Randbedingung 0,wjoc = 0:

/{|\Vw||2+a|w|2}dx:/(—Aw—i—aw)wdm—l— Opww do = 0.
G G oG

Dies impliziert w = 0.

b) Mit denselben Bezeichnungen wie in (a) gilt nun (9,w + aw)jpe = 0. Damit ergibt
sich dann wegen a > 0:

/ {IVw|? + alw]*} do = /(—Aw + aw)w dz + Opww do = —/ aw? do < 0.
G G oG oG

Dies impliziert wieder w = 0.

Fiir @ =0 kann in beiden Féllen nur auf Vw =0 bzw. w = konst geschlossen werden.
Es fehlt aber eine zusétzliche Bedingung, um hieraus w = 0 folgern zu kénnen. Eine
solche Zusatzbedingung konnte z. B. die Forderung sein, dass nach Losungen der RWAn
mit verschwindendem Mittelwert gefragt ist: [ pudr=0.

Losung A.5.4: i) Durch Ausdifferenzieren erhalten wir fiir den Operator L die Darstel-
lung

Lu = —(an@% + alzalag + Cl218281 + CLQQ@S)U
— (81a1181 + 81a1202 + 820,2181 + 82@2282)11,. + ApoU

Der Typ eines Differentialoperators ist durch seinen Hauptteil bestimmt. Die positive
Definitheit der Koeffizientenmatrix (a;(r))7;—; impliziert, dass in jedem Punkt z € G
ihre beiden Eigenwerte A, positiv sind. Wegen

11099 — 0,%2 =det A= )\1)\2 >0

ist der Operator L nach unserer Definition elliptisch.

ii) Sei u € C*(G)NVy(G) eine Losung der homogenen 1. RWA. Dann folgt mit Hilfe von
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partieller Integration (Satz von Gaufl) unter Ausnutzung der Randbedingung wujpc = 0:
/ Luudr = — / {81 (an(‘?lu)u + 81 (algagu)u + 82(a2131u)u + 82 (a2282u)u + CL00U2} dx
G G
= / {allalualu + algaguf)lu + aglaluagu + a2282u82u + a00u2} dx
> / win(A) | V] da
G
Dies bedeutet, dass Vu = 0 und somit u = konst. Wegen ujpq = 0 ist also v =0.

Losung A.5.5: i) Wir verwenden den Beweisgang aus dem Text in leicht modifizierter
Form. Fiir einen beliebigen Punkt = = (x1,x2) € @ ist

v(x) = v(x, x2) — v(x1,0 / Oyv(xy, €
Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt

|2 / (921) I’l, dE / |82’U 1’1, ‘ df

Wir integrieren diese Ungleichung unter Verwendung des Satzes von Fubini nacheinander
bzgl. der Variablen zq,xs:

[e@rars [F[([oateopac) and
= /01 (/01 /01 |0ov (21, &) day d{) dry = /Q |0ov(2)|? da

ii) Fir I' := {(0,0)} kann die Poincarésche Ungleichung nicht gelten. Zum Beweis kon-
struieren wir eine Folge von Funktionen wuy € V4(T'; Q) mit den Eigenschaften

liminf/ lug|?* dz > 0, / [Vug||?de = 0 (k — 00).

Dazu setzen wir unter Verwendung von Polarkoordinaten (r,6):

ug(r, 0) == r'/*,

Fiir diese Funktionen ist ||Vuy|| = |0,ux| = k~'r~ 1+ und folglich:
/2
/|uk|2da:>/ / 2/krdralw—f/ P2k gy

2+2/k‘ _T 1

™
0" 2252k T ko)

22/k+2
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sowie analog

1 2
/ V|| do = —2/ PR gy < Lz/ P12k gy
0 i/, 2k J,

m k 2 gk
=5y =T 0 oo

Als Konsequenz dieses Resultats ist in diesem Fall die im Text verwendte ,,direkte Methode
der Variationsrechnung® (d. h. das ,,Minimalfolgenargument®) zum Nachweis der Existenz
sschwacher Losungen der zugehotigen 1. RWA des Laplace-Operators nicht anwendbar,
da das Energiefunktional J(u) auf V5(I'; @) nicht nach unten beschrénkt ist. Tatséchlich
bedeutet dies, dass in zwei (und hoheren) Dimensionen die 1. RWA mit solchen ein-
punktigen Dirichlet-Randbedingungen nicht ,,wohl gestellt® ist.

Losung A.5.6: Zur Wiederholung: Wir setzen z; = rcosf, xo = rsinf und u(z) =
wu(xy, 9) = u(rcosd,rsinfd). Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

O*u(r,0) = O?u(x) cos® @ + 00 u(z) sin 0 cos 0 + 0, 0u(x) cos O sin § + d3u(x) sin? 6,

Dyu(r,0) = Fu(x)r? cos® @ — Oyd u(z)r? sin @ cos O — 0y 0yu(x)r? cos Osin 6

— dyu(z)r cos § — ou(z)r sin O + 3u(x)r? cos? .
Also ist (02 +r710, +r20})u(r,0) = (07 + 03)u(x) = Au(z).

i) Die Randbedingungen liet man direkt ab. Wir setzen « := 7/w und finden

As,(r,0) = (02 +r 10, +r207)(r* sin fa)

= (a — D)ar* ?sinfa + ar* ?sin fa — r* 2a? sin fa = 0.

ii) Die Funktion s, ist im Innern des Sektorabschnitts G beliebig oft differenzierbar.
Ihre ersten und zweiten Ableitungen verhalten sich dort wie

|ai3w(ra '9)| < Crﬂ/wila \@ajsw(r, 9)| < cr™v—2,

Zu iiberpriifen ist also die Existenz der (uneigentlichen) Riemann-Integrale

w 1 1
Jl(W) — / ,’,,271'/0.1—2 dr = / / 7,,27T/w—1 dr df = UJ/ T27r/w—1 dT,
G 0o Jo 0
w 1 1
Jo(w) := / P2/t gy = / / P2m/w0=3 e 4 = w/ p2m/w=3 .
G 0o Jo 0

Fir 7 < w <27 sind 27/w — 1 > 0 und folglich J;(w) existent, aber 2m/w —3 < —1
und folglich Jy(w) nicht existent. Im Fall w < 7 ist Vs, beschrénkt und somit (eigent-
lich) quadrat-integrierbar. Ferner ist 27/w —3 > —1 und somit auch Vs, wenigstens
(uneigentlich) quadrat-integrierbar.
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Losung A.5.7: Wir betrachten die Funktion w(z,y) = u(z,y) —v(z,y) mit v(z,y) :=
1z(1—2)+ ty(1 —y). Dabei deken wir uns u durch Null auf ganz @Q; fortgestzt. Dafiir
gilt:

—Aw(z,y) = —Au(z,y) — Av(z,y) =1—-43 -3 =0

1
2
und maxgg |w| < maxg, |w| = % . Nach dem Maximumprinzip fiir den Laplace-Operator,
angewendet fiir w und —w, folgt

a) w<0 oder maxw < I%%X w, b) —w <0 oder max—w < né%x —w.
Q Q

Also ist entweder w = 0 oder maxg |[w| < maxpq [w| < §.
Losung A.5.8: i) Wir berechnen die Ableitungen von

2

s(x,t) = ! exp(—m )

Vit 4t
7u
1 z?
s(x,t) = —%s(a:, t) + s(x, IS)E7
2
9 - T 1
02s(x,t) = 0, (s(x,t)§> = s(x,t)E - s(x,t)i.

Dies zeigt, dass die Funktion s Losung der Warmeleitungsgleichung ist:
Ou—*u=0 in (—o0,00) x [0,00)

ii) Fir ¢ > 0 und —oo < z < oo ist der Integrand in

U(fv,t)Z/:\/i—mexp (%IT;W)UO(Z/) dy

beliebig oft differenzierbar mit Riemann-integrierbaren Ableitungen (wegen der Annahme
an u”). Folglich darf bei Anwendung des Wirmeleitungsoperators unter dem Intergal
differenziert werden, und wir finden, dass u Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.

iii) Zum Nachweis, dass u fir ¢t — 0 auch die Anfangswerte annimmt schreiben wir das
Integral wie folgt:

[t [Cew (FU) w0) — o)y

+ \/4% /_C: exp (%) dyu’(z).

Bei Beachtung von

/Ooexp(_(xl;y)z)dy\/ﬁ

oo
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ergibt sich

atest) =)+ = [ e (FE) w0 - ) a

\/ 4t 4t

Es bleibt zu zeigen, dass das rechte Integral I(x,t) fir ¢ — 0 gegen null geht. Die
Variablensubstitution

— d
z:zy * y=ux+ Vdtz, d—y:\/4t,
z

ergibt:
I(2.1) f/ WOz + VAEz) —(2))dz — 0 (t— 0).

Losung A.5.9: Wir bedienen uns wieder der ,,Spektral-Technik“. Aus der Darstellung
der Losung der Wérmeleitungsgleichung mit dem ONS von Eigenfunktionen {w;};jen des
eindimensionalen Laplace-Operators und den Fourier-Koeffizienten u? der Anfangsdaten

o0
= Z u?wj(a:)e_’\ft,
=1

folgt
Ou(z,t) = Au(z,t) Zu Ajw;(z)e N,

Aufgrund der Parsevalschen Identitéat gilt demnach

[e o]
Owul3 = [[Aulls = (u))*Xje>N",
j=1
Hieraus folgt wegen ze ™™ <1, x > 0:
1 - 1
0wl = e = ZA e < 33 = IV

was den Beweis vervollstandigt.

Losung A.5.10: Wir machen den Losungsansatz u(x,t) = w(x)1(¢) und erhalten hierfur
durch Einsetzen in die Wellengleichung

O*u—0?u=0 in [0,7] x [0,00)

die Beziehungen
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Die Funktionen w(x) und w(t) sind also durch die folgenden Eigenwertaufgaben be-
stimmt:

—0%w(z) = Mw(x) € (0,7), w(0)=w(r)=0,
—¢"(t) = X(t), t>0, »(0) =1 ¥(0)=v".

Die Eigenwertaufgabe fiir w(z) besitzt zu den Eigenwerten )\, = k? eine Folge von
Losungen wy(z) = sin(kx) . Die zugehdrigen Losungen fiir +(t) sind

Ui (t) = ¥y cos(kt) + %1/),1 sin(kt).

Durch Superposition dieser Losungen fiir Anfangswerte 19, ¢ erhalten wir fiir die Losung
den formalen Reihenansatz

oo

1
— _ - 0 Lo
u(z,t) = ; wi () (t) = kz:; sin(kx) (Lbk cos(kt) + kwk Sln(k‘t))
mit den Fourierkoeffizienten der Anfangsdaten u® = u(-,0) und u' = du(-,0):
o_ 2 (7 0\ L2 [T
Y, =— [ u(x)sin(kx)dz, vy, =— [ w(x)sin(kzx)de.
T Jo T Jo

Wegen der speziellen Form der Anfangswerte ist (0 Kronecker-Symbol)

V) =61, Y = Spa.

Damit ldsst sich die Reihe auf zwei Terme reduzieren (und damit die sonst notwendige
Konvergenzbetrachtung vermeiden):

u(z,t) = sin(z) cos(t) + sin(2x) sin(t).

Die Funktion w erfiillt konstruktionsgemé$ fiir (z,t) € (0,7) x (0,00) die Wellenglei-
chung. Fir ¢ — 0 konvergiert gleichméfig

u(z,t) — sin(z) = u’(z), Opu(x,t) — sin(2z) = u' (),

d. h.: Die vorgegebenen Anfangswerte werde von u angenommen.





