5 Partielle Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wird eine kurze Einfithrung in die Theorie der partiellen Differentialglei-
chungen gegeben. Diese haben im Gegensatz zu den gewohnlichen Differentialgleichungen
eine viel reichere Struktur. Wir betrachten hier nur Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung der Form

Lu = — Z a;;0;0;u + Z a;0;u + au = f,
ij=1 j=1
mit gegebenen (stetigen) Koeffizientenfunktionen a;;, a;, a und rechter Seite f. Wenn
diese Funktionen nicht zusétzlich von der unbekannten Losung w abhéngen, nennt man
die Gleichung ,linear*. Wegen der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ableitungen kann
0.B.d.A. a;; = aj; angenommen werden, andernfalls setzt man einfach a;; := %(aij +aji) .
Fiir allgemeinere nichtlineare Gleichungen der Form

F(x,u, Vu, V2u) = 0

gibt es keine einheitliche, leicht darstellbare Losungstheorie. Wir beschrinken uns im Fol-
genden daher im wesentlichen auf lineare Probleme. Durch v — Lu ist dann offenbar
eine lineare Abbildung (hier “Operator” genannt) gegeben, welche zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktionen in stetige Funktionen abbildet.

Partielle Differentialgleichungen berachtet man in der Regel auf Gebieten (d.h. of-
fenen Teilmengen) Q@ C R™ (n = 2 oder n = 3). Wir beschrinken uns hier auf Pro-
bleme, die auf beschréinkten Gebieten gestellt sind. In vielej Anwendungsbereichen tre-
ten aber auch Gleichungen auf unbeschrankten Gebieten auf, sog. ,, Aulenraumprobleme*
oder auch “Ganzraumprobleme” (z.B. die Schrédinger-Gleichung der Quantenmechanik).
Zur Differentialgleichung kommen noch Bedingungen entlang des Randes 0f2 hinzu. Die
geeignete Wahl dieser “Randbedingungen” ist eine sehr delikate Angelegenheit und erfor-
dert eingehende Beriicksichtigung der speziellen Eigenschaften der Differentialgleichung.
Diesen wird der ndchste Abschnitt gewidmet sein.

Damit eine Differentialgleichung mit den zugehorigen Randbedingungen ein sinnvol-
les Modell eines realen physikalischen Vorgangs ist, sind eine Reihe von Forderungen zu
stellen:

1. Ezistenz von Losungen in einem moglicherweise verallgemeinerten Sinne; unter einer
,Kklassischen“ Losung versteht man eine solche, fiir die alle auftretenden Ableitungen
im Gebietsinnern im strengen Sinne definiert sind, und die bis an den Rand stetig
ist, d.h.: uw e C*Q)NC(Q). Zusitzlich fordert man meist noch, dass Vu quadrat-
integrabel ist.

2. Eindeutigkeit der Losungen moglicherweise unter Hinzunahme von weiteren physi-
kalisch motivierten Bedingungen.

3. Stetige Abhdngigkeit von den Daten wegen der meist nur inexakten Verfiigharkeit
von Koeffizienten und Randdaten in den physikalischen Modellen; Lésungen sollten
sich unter kleinen Datenstérungen auch nur wenig dndern.
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130 Partielle Differentialgleichungen

Eine Aufgabe, welche diesen Minimalforderungen geniigt, nennt man ,,wohl gestellt“ (im
Sinne von Hadamard!). Bei Anfangs- oder Randwertaufgaben gewohnlicher Differenti-
algleichungen war die Regularitit der Losung kein besonderes Thema, da sich hier die
Regularitét der Daten direkt auf die entsprechende der Losung iibertrégt. Bei partiellen
Differentialgleichungen ist dies nicht immer der Fall und bedarf fiir verschiedene Typen
von Differentialgleichungen und Situationen gesonderter Untersuchung.

5.1 Typeneinteilung

Partielle Differentialgleichungen lassen sich in drei Haupttypen einteilen: die ,ellipti-
schen®, die ,,parabolischen“ und die , hyperbolischen* Gleichungen. Wir werden das die-
ser Unterteilung zugrunde liegende Prinzip anhand einer leicht iiberschaubaren Situation
erlautern. Dies sind die linearen, skalaren Gleichungen 2. Ordnung in zwei Variablen:

Lu= anazu + 2a120,0,u + aQQGZu + ag10,u + ap20,u + agou = f

mit konstanten Koeffizienten a;;. Dabei sollen nicht alle drei Koeffizienten a1, a2, as
der Ableitungen zweiter Ordnung gleichzeitig Null sein. Diese Gleichung wird auf einem
Gebiet 2 C R? betrachtet.

Ausgangspunkt ist ein direkter Losungsansatz, wie er auch bei gewohnlichen Differen-
tialgleichungen angewendet werden kann. Fiir die Anfangswertaufgabe

u'(t) = f(t,ut), t>0, u(0)=u

erhilt man aus der Vorgabe u(0) = u® durch sukzessives Differenzieren von f(t,z)
Formeln fiir alle Ableitungen von wu:
di—l

u?(0) = dti*lf(o,uo) = f000,4%), i=1,2,3,...

Wenn die Ableitungen f(~Y nicht zu schnell wachsen (Fiir f(t,z) = sin(z) sind sie z. B.
gleichméBig beschrinkt.), konvergiert fiir kleine Zeiten 0 <t < T die Taylor-Reihe

oo tz .
u(t) = u’ + Z; i 90, u0)

absolut und stellt die (eindeutige) Losung der Anfangswertaufgabe dar.

Wir versuchen, diese Konstruktion auf partielle Differentialgleichungen zu iibertragen.
Dazu sei I' ein Jordan-Kurvenstiick in 2 mit beliebig oft differenzierbarer Parametrisie-
rung I' = {(x(7),y(7)), 7 € [0,1]} . Entlang I" seien fiir die Losung w(x,y) der Differen-
tialgleichung die Funktionswerte u sowie ihre Ableitungen 0,u in Normalenrichtung n
zu I' vorgegeben. Dies entspricht der Tatsache, dass wir es mit einer Differentialgleichung

1 Jacque Salomon Hadamard Hadamard (1865-1963): Franzssischer Mathematiker; Prof. in Bordeaux
und Paris; viele wichtige Beitrdge zur komplexen Analysis und speziellen Funktionen, zur analytische
Zahlentheorie, zur Variationsrechnung und zu den Differentialgleichungen der mathematischen Physik.
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X

Abbildung 5.1: Schema zur Typeneinteilung.

2. Ordnung zu tun haben. Mit u und 9,u ist der ganze Gradient Vu = (9,u, dyu)” ent-
lang T' bekannt. Wir wollen versuchen, aus diesen Vorgaben alle weiteren Ableitungen von
u entlang I' zu bestimmen, um damit wieder einen Taylor-Reihenansatz fiir « in einer
Umgebung von I' zu machen. Zu diesem Zweck fithren wir die folgenden Abkiirzungen
ein:

pi=0yu, q:=0yu, 1= Qtu, s:= 0.0yu, t:= 8§u.

Differentiation von p und ¢ entlang I' ergibt

0rp = 0xp0-x + Oyp0ry = rdrx + 50y,
0-q = 0,90;x + 0yq0,y = s0-x + t0ry.

mit den bekannten tangentialen Ableitungen 0,z und d,y entlang I'. Zusammen mit der
Differentialgleichung Lu = f ergibt dies ein 3 x 3-Gleichungssystem fiir die drei gesuchten
Ableitungen r, s, t:

anr + 2a125 + agt = f — ap1p — ap2q — agots
aT:I:T + 3Ty3 = O0rp
Orxs + Oyt = 0.q

mit entlang I' bekannter rechter Seite. Die Determinante der Koeffizientenmatrix B
erhélt man durch Entwicklung nach der ersten Zeile zu

det B = a110,y* — 20120, 20,y + a220-1°.

Wir unterscheiden jetzt zwei Félle.

i) Fall det B # 0 entlang ganz I':

In diesem Fall sind alle zweiten Ableitungen r,s,t von u durch Vorgabe von w, d,u
entlang T' (eindeutig) bestimmbar. Durch weitere Differentiation des Gleichungssystems
nach x und y erhélt man wieder ein System fiir die dritten Ableitungen 0,7, 0,s, 0.t
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sowie O,r,0ys,0,t jeweils mit derselben Koeffizientenmatrix. Durch weiteres Differenzie-
ren lassen sich so alle hoheren Ableitungen von wu entlang I' bestimmen. Durch den
Reihenansatz

. ($ - l’o)i(y - ?JO)j i 0j
u(z,y) = ig;ﬂ (i) 9,0,u(zo, Yo)

bzgl. eines Punktes (zg,49) € I' erhdlt man dann in einer Umgebung der Kurve T' ei-
ne Losung der Differentialgleichung, die auf I' die vorgegebenen Werte annimmt. Diese
nennt man Losung des sog. ,,Cauchy-Problems® der Differentialgleichung bzgl. der ,, An-
fangskurve® I'.

ii) Fall det B =0 in einem Punkt (zg,y0) € I':
Die quadratische Gleichung

a110-y° — 24120, 20,y + a220,3% =0

bestimmt gewisse Richtungen 9,y/0,x = dy/dx bzw. 0,x/0;y = dz/dy von Kurven (mit
Graph y = y(z) oder = = x(y)) durch den Punkt (z¢,yo). Zu deren Bestimmung sei
etwa angenommen, dass a;; # 0 und 0.z # 0. Dann besitzt die Gleichung

()22 2z o

dx a1 dx a1

dy) a19 1
= =—+ /a3, — ajjas .
(dﬂ? +/— aiy ai 12 1122

Diese entsprechen Steigungen von Kurven durch den Punkt (zg,y) € I', entlang welcher
die hoheren Ableitungen von w sich nicht aus den Vorgaben entlang I' bestimmen lassen.
Entlang dieser kritischen, auch ,,charakteristisch“ genannten Kurven (sog. ,, Charakteristi-
ken“ des Differentialoperators L) lisst sich also die Losung der Differentialgleichung nicht
aus den obigen Vorgaben konstruieren. Entlang solcher Kurven kénnen Unstetigkeiten in
der Losung oder ihres Gradienten auftreten. Es ist also sehr wichtig, die Existenz von
Charakteristiken und deren Gestalt fiir den zu betrachtenden Differentialoperator etwa
vor Ansatz eines numerischen Verfahrens genau zu bestimmen. Offensichtlich héngt die
Existenz von Charakteristiken allein von den Koeffizienten der héchsten Ableitungen des
Operators L, d.h. seinem sog. ,, Hauptteil a118§u+2a120m8yu+a228§u, ab. Diesem wird
die quadratische Form

die Losungen

q(z,y) = ana® + 2a12y + axny’
zugeordnet. Die Gleichung ¢(z,y) = 0 beschreibt Kegelschnitte in der (z,y)-Ebene:

<0: FEllipse,
a%z —ajaxn { =0: Parabel,
>0: Hyperbel.
Von dieser rein formalen Charakterisierung stammen die obigen Bezeichnungen fiir die

drei Typen von partiellen Differentialgleichungen. Die Klassifikation eines Differentialope-
rators als ,elliptisch®, ,parabolisch“ oder , hyperbolisch* wird fiir jeden einzelnen Punkt
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(20,y0) separat vorgenommen. Im Falle variabler Koeffizienten a;; = a;;(z,y) oder im
nichtlinearen Fall a;;(u(z,y)) kann der Typ einer Gleichung also im Losungsgebiet wech-
seln. Wir werden im folgenden nur Gleichungen eines einheitlichen Typs betrachten; in
vielen Anwendungen spielt aber gerade der Typwechsel eine wichtige Rolle.

Als néchstes wollen wir die prototypischen Vertreter von (linearen) elliptischen, para-
bolischen und hyperbolischen Differentialgleichungen ableiten. Dies wird uns erneut auf
die obige Typenunterteilung fithren. Dazu schreiben wir den Hauptteil L, des Differen-
tialoperators in Matrix-Vektor-Form:

T
0y 0y
Ly = allaz + 2@12away -+ a2285 — a1 @12 _ VTAV
’ ﬁy 21 A29 &,

Die symmetrische Matrix A besitzt zwei reelle Eigenwerte A, p und ein zugehoriges
Orthonormalsystem von Eigenvektoren {&,n}. Mit der Spaltenmatrix @ := [, n] gilt

QQT =1, QTAQ = D = diag(\, p).
Damit konnen wir schreiben:

Ly=V"QDQ"V = (Q"V)"'D(Q"V)
B (510z+§25y>T <A o) (slaﬁsgay)
MmOy + 120, 0 p) \m0Oy + 120,

Lo = M&10; + £0,)° + p(m0y + n20,)%,
oder mit den Richtungsableitungen 0 =& -V und 0, =1n-V:

bzw.

92 2
LQ = )\85 + u@].
Die Eigenwerte erhélt man als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A — 21) = (a1 — 2)(agy — 2) — a3y = 2% — (a11 + an2)z + ay1a9y — aly
=(z=NE—p)=2" = A+ pz+ A

Durch Koeffizientenvergleich findet man (,, Vietascher? Wurzelsatz*).

A+ p= anr + ag, AL = ayiag — G%Qv

a) ,,Elliptischer® Fall a%, — aja9 < 0 :

Beide Eigenwerte A, sind ungleich Null und haben dasselbe Vorzeichen. Die Losungen
der charakteristischen Gleichung sind nicht reell, d.h.: Es existieren keine charakteristi-
schen Kurven durch den Punkt (g, y). In diesem Fall ist der Konstruktionsprozess fiir die

2Francois Viete, lat. Franciscus Vieta (1540-1603): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten iiber alge-
braische Gleichungen und sphérische Trigonometrie; gab trigonometrische Tafeln heraus und fiihrte die
systematische Buchstabenrechnung ein.
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hoheren Ableitungen von w durchfithrbar. Die Normalform eines elliptischen Operators
L ist im Fall A=p=1:

Lu = agu + azu + w(Ev n, a{“a 67]“7 U)

Der ,Hauptteil* dieses Operators ist also gerade der ,Laplace-Operator® A, der sich
somit als prototypischer Vertreter elliptischer Differentialoperatoren 2. Ordnung erweist.
Wir werden uns daher im Folgenden hauptséchlich mit der zugehorigen Poisson-Gleichung
beschiftigen:

Pou+ou= . (5.1.1)

b) ,,Parabolischer® Fall: a?, — ajjas =0

Einer der Eigenwerte ist Null; der zweite ist dann notwendig ungleich Null. Es existiert ge-
nau eine charakteristische Richtung im Punkt (z¢,y) mit der Steigung dy/dx = aya/as; .
Die Normalform eines parabolischen Operators L ist im Fall A=1, py =0:

Lu= agu + (&, n, Ogu, u).

Der Hauptteil dieses Operators ist im linearen Fall gerade der sog. ,, Warmeleitungsope-
rator”, der prototypische Vertreter parabolischer Differentialoperatoren 2. Ordnung. Wir
werden uns daher im folgenden mit der zugehérigen ,, Warmeleitungsgleichung® beschéfti-
gen:

o — O*u = f. (5.1.2)

c) ,Hyperbolischer* Fall: a?, — ajjaz > 0

Beide Eigenwerte sind ungleich Null, haben aber verschiedene Vorzeichen. Es existieren
zwei charakteristische Richtungen im Punkt (zg,yp) mit den Steigungen (dy/dz)s =
ap/a; + aﬁl\/afg — aq1a99 . Die Normalform eines hyperbolischen Differentialoperators
L istim Fall A=1, p=—1:

Lu = 8§u — 8211 + (&, 1, Ogu, Oyu, ).

Der Hauptteil dieses Operators ist der sog. ,, Wellenoperator®, der prototypischer Vertreter
hyperbolischer Differentialoperatoren 2. Ordnung. Wir werden uns daher im folgenden mit
der zugehorigen ,, Wellengleichung® beschéftigen:

Ofu — O2u = f. (5.1.3)

Wir haben gesehen, dass die ,,Cauchysche Anfangswertaufgabe® durch Reihenansatz
losbar ist, wenn die ,, Anfangskurve®* I' nirgends mit einer Charakteristik des Differentia-
loperators zusammenféllt. Andernfalls kann die Situation eintreten, dass zu beiden Seiten
der Kurve T' eine Losung existiert, diese aber nicht auf I' stetig-differenzierbar fortsetzbar
ist. Im Folgenden werden wir die fiir die drei Gleichungstypen geeigneten Randbedingun-
gen diskutieren und dabei ganz unterschiedliche Ergebnisse erhalten.
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5.2 Elliptische Randwertaufgaben

Wir haben gesehen, dass fiir (im ganzen Losungsgebiet G') elliptische Differentialoperato-
ren die ,,Cauchysche Anfangswertaufgabe® fiir jede (analytische) , Anfangskurve* T' C G
losbar ist. Die Verallgemeinerung dieser Aussage fiir nichtlineare Differentialoperatoren
der Art

L(u) = 0%u — F(z,y,u, Opu, Oyu, 8511)

ist der beriihmte Satz von Cauchy-Kowalewskaja®. Dieser sehr allgemeine Existenzsatz fiir
elliptische Differentialgleichungen ist aber fiir die Praxis nur von geringer Bedeutung. Die
iiber einen lokalen Reihenansatz konstruierte Losung w héngt ndmlich i. Allg. nicht stetig
von den vorgegebenen Anfangswerten entlang I' ab. Dies ist aber eine unverzichtbare
Bedingung an ein physikalisch sinnvolles Modell.

Beispiel: In der Halbebene Q = {(z,y) € R? : & > 0} scien entlang der Randkurve
I = {(0,y) € R*} die Randwerte u(0,y) = u§(y) = 0, 9,u(0,y) = uj(y) = 0 gegeben.
Die zugehorige Losung der Poisson-Gleichung Au = 0 ist u = 0. Mit ¢ > 0 seien die
Randdaten nun gestort zu

us(y) =0, u;(y) = €Sin(y/5)v

wobei lim. ,oul(y) = 0. Die zugehérige gestorte Losung der Poisson-Gleichung (nach-

rechnen!)
u-(z,y) = e*sin(y/e) sinh(z/e), sinh(z) = (e* — e ),

konvergiert aber fiir ¢ — 0 nicht gegen Null. Es zeigt sich, dass in diesem Fall entlang
der Anfangskurve I' nicht gleichzeitig Werte fiir u und 0d,u vorgegeben werden diirfen,
wenn man an physikalisch sinnvollen Losungen interessiert ist.

Wir haben gesehen, dass man bei der Wahl von Randbedingungen fiir elliptische Ope-
ratoren vorsichtig sein muss, wenn das resultierende Randwertproblem ,wohl gestellt®
sein soll. Sei also Q0 C R? ein beschrinktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand 02
Wir wollen dabei Rander mit einer glatten Parametrisierung (mindestens zweimal stetig
differenzierbar) oder ein Polygongebiet (mit endlich vielen Ecken) zulassen. Als proto-
typischen Modellfall betrachten wir mit einer gegebenen rechten Seite f € C(Q) die
,, Poisson-Gleichung*

—Au(z) = f(x) auf Q.

Es gibt drei Typen von Randbedingungen und zugehorige Randwertaufgaben (, RWAn*):

3Sofia Vasilyevna Kovalevskaya (1850-1891): Russische Mathematikerin, eine der ersten Frauen mit
Universitétskarriere; 1869 Studium in Heidelberg als ,,Gasthorerin“, da hier fiir Frauen ein offizielles
Universitétsstudium noch nicht moglich war; ab 1871 Studium in Berlin bei Weierstra3 und danach in
Gottingen; eine ihrer ersten Veroffentlichungen enthilt den nach ihr benannten , Existenzsatz®; konnte
damals als Frau aber keine Universitatsanstellung in Deutschland bekommen, trotz Fiirsprache von Wei-
erstraf}; auf Betreiben Mittag-Lefflers ab 1884 Stelle als ,, Privatdozent* in Stockholm; leistete Beitriage zur
Analysis und zur Theorie von Differentialgleichungen der Physik; Anekdotisches: In ihrer Autobiografie
steht, dass sie bereits als 11-Jéhrige durch die Lektiire von Seiten aus Ostrogradskis Vorlesungskriptum
iiber Differential- und Integralrechnung, mit denen ihr Kinderzimmer tapeziert war, mit der Analysis in
Beriithrung gekommen war.
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a) Dirichletsche Randbedingungen (,1. RWA*): w =g auf 0Q.
b) Neumannsche Randbedingungen (,2. RWA“):  O,u = g auf 0.
¢) Robinsche Randbedingungen (,3. RWA#):  Oyu+ au =g auf 9.

Die Randfunktionen g werden i. Allg. als glatt und « > 0 angenommen. Alle diese RWAn
sind, wie wir zum Teil zeigen werden, unter geeigneten Zusatzbedingungen an die Daten
wohl gestellt.

oQ

Abbildung 5.2: Konfiguration elliptischer RWAn.

5.2.1 Eindeutigkeit

Die Eindeutigkeitsforderung an Losungen dieser RWAn ist leicht zu gewéhrleisten. Wir
diskutieren hier nur die 1. RWA. Die entsprechenden Argumente fiir die 2. und die 3. RWA
seien als Ubungsaufgaben gestellt. Zuniichst ist der Begriff einer , klassischen Losung fiir
die Dirichletschen Randbedingung zu prézisieren. Wir verstehen darunter eine Funkti-
on u € C*Q) N C(Q), welche im Innern von Q der Differentialgleichung und entlang
des Randes 0f) der Randbedingung geniigt. Ferner soll ihr Gradient (moglicherweise im
uneigentlichen Riemannschen Sinne) quadratintegrabel sein: Vu € L*(Q)". Seien also
u, u® zwei solche klassischen Losungen der 1. RWA. Fiir die Differenz w = u(") — u(?
gilt dann:

—Aw(z)=0 firzeQ, w=0 auf 0Q.

Multiplikation mit w , Integration iiber {2 und anschlieflender partiellen Integration (An-
wendung der Greenschen Formel) ergibt

O:—/Awwdm:/Vw-dex— anwwdo:/|Vw|2da:.
Q Q o0 Q

Dabei wurde verwendet, dass wjpq = 0. Hieraus ergibt sich notwendig Vw = 0 bzw.
w = konst., und bei Beriicksichtigung der Randbedingung folgt w = 0. Es kann also
hochstens eine klassische Losung der 1. RWA geben. Weiter unten werden wir noch ein
anderes Argument fiir die Eindeutigkeit der Losung kennenlernen.
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5.2.2 Existenz

Die Frage nach der Existenz von Losungen der 1. RWA ist wesentlich schwieriger zu
behandeln.

a) Potentialtheoretische Methode: o
Wir postulieren die Existenz einer Funktion G(x,y) auf Q x Q,

GeC’({ax U\ {r=yH) NCHQ x Q}\ {z =y}),
mit den Eigenschaften
—AG(,y) =0 in Q\{y}, G(,y)=0 auf 02\ {y},

fiir festes y € Q. Fiir z = y habe G(x,y) eine dimensionsabhingige Singularitiit, so dass
fir v € C(2) mit den Kugelumgebungen B, :={y € Q: |z] <&}, ¢ > 0 gilt:

reQ: lim —AG(x,y)v(y) dy = v(x),
e—0 Q\B.
r e 0Q: lim 0,G(z,y) v(y) dy = v(x).
e—0 OO\ Be

Die Limiten sind also als uneigentliche Riemann-Integrale zu verstehen. Eine solche Funk-
tion G(z,y) wird ,Greensche Funktion (1. Art)“ genannt. Mit dieser Notation macht man
nun den Losungsansatz

/G z,y)f(y) dy + anG(x,y)g(y) doy.

Die formulierten Eigenschaften der Greenschen Funktion erlauben es, zu zeigen, dass
dieser Ansatz tatsichlich eine klassische Losung der 1. RWA liefert. Diese Rechnung ist
aufwendig und kann z. B. im Buch von Hellwig nachgelesen werden. Die Konstruktion einer
Greenschen Funktion fiir allgemeine Gebiete im R™ ist schwer. Im Fall n = 2 folgt ihre
Existenz aber mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes aus der Theorie komplexer
Funktionen (siehe Hellwig). Fiir sehr spezielle Konfigurationen, wie z. B. Halbebenen oder
Kreise, ldsst sich die Greensche Funktion explizit angeben.

Beispiel: Auf dem Kreis Q := {z € R?: |z| < R} ist durch

2

R R
~ 5 { ol — ) + loa() ~lox(l T — )} £ 0.

g(z,y) = *g{ log(ly]) — log(R)} z=0.

eine Greensche Funktion mit den obigen Eigenschaften gegeben.

Die Existenz Greenscher Funktionen lédsst sich fiir sehr allgemeine Gebiete 2 nach-
weisen, auch fiir die anderen RWAn. Das Konzept der , klassischen“ Losung ist in vielen
Anwendungsfillen zu restriktiv, z. B. wenn die rechte Seite f nicht regulir genug ist, um
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eine C%-Losung zuzulassen. Die Greensche Funktion selbst ist ein Extremfall in dieser
Hinsicht. Als ndchstes werden wir eine Abschwichung dieser Anforderungen kennenler-
nen, welche mehr Flexibilitdt bietet und fiir die man vergleichweise leicht Existenz von
Losungen garantieren kann. Die Schwierigkeit wird dabei in den nachfolgenden Nachweis
hoherer Differenzierbarkeitseigenschaften solcher sog. ,,schwachen® Losungen verschoben.

b) Funktionalanalytische Methode:

Wir haben bereits im vorherigen Kapitel gesehen, dass eine enge Beziehung zwischen der
Laplace-Gleichung Au = 0 und der Minimierung des zugehorigen Dirichlet-Funktionals
besteht. Dieser wird auch zum Nachweis der Existenz von Losungen der Poisson-Gleichung
ausgenutzt. Wir betrachten das sog. Energie-Funktional

E(v) ::;/Q|VU|2dx—/vada:

auf dem Vektorraum V() der ,zuléssigen® Funktionen:
V() = {veC' () NCQ), Vve L* ()", voq =0}.

In kompakter Schreibweise ist E(v) = 3||Vv||3 — (f,v)2 mit dem L*-Skalarprodukt und
der zugehorigen Norm

1/2 1/2
(wo)e = [ utep@yde, Jula= ([ @l az)", 1vul= ([ 1vu@)as)”
Der Raum Vy(G) wird wieder mit der natiirlichen ,,Energie-Norm*
[oll == Vo2, v e Vo(),
versehen. Dass dies wirklich eine Norm ist, folgt aus der bereits bewiesenen ,,Poincaréschen
Ungleichung*:

/ |v(z)]* dx < dé/ [Vo(2)|?dz, v € Vo(Q). (5.2.4)
o 0

mit dg := diam(€2).

Wir verwenden jetzt wieder eine Argumentation aus der Variationsrechnung, die sog.
,direkte Methode*; siehe die Diskussion zum Dirichletschen Prinzip in Abschnitt 2.2.

i) Wir zeigen zunéchst, dal E(-) nach unten beschrénkt ist. Fir v € V() folgt mit
Hilfe der Holderschen und der Poincaréschen Ungleichung

E@) > §IVoll3 = 1 fllz lvll2 > $1Voll5 — dall fll2 V]2
Anwendung der Ungleichung ab < 1a® + 1b? liefert weiter
dol| fll2 [IVolls < 51IVoll3 + 35 113,

und folglich

E(v) > —3dd[IfIl2 > =00, v € Vo(Q).

1
2



5.2 Elliptische Randwertaufgaben 139

i) Sei nun (ug)ren C Vo(Q2), eine ,Minimalfolge* des Funktionals E(-), d.h.:

E(u) — inf E(v) =:1d> —oc.
veVh ()

Wir wollen zeigen, dass (ug)gen eine Cauchy-Folge bzgl. der Energie-Norm ist. Wichtiges
Hilfsmittel dazu ist wieder die ,,Parallelogrammidentitét*

lv = wlE + llv +wlf = 2lvlE + 2[wlE,
die man durch direktes Nachrechnen verifiziert. Fiir beliebige Indizes n,m € N gilt folglich

[t = w3 = 2l[wnllE + 2l|umlf — 4115 (un + ) [
=4 (u,) +4(f, un)2 + 4E (um) + 4(f, tm)2
- 8E(%(“n + um)) - 8(f7 %(un + um))Q
= 4E(uy,) + 4E(up) — 8E (X (u, + uyp)).

Wegen
lim {E(u,) + E(un)} =2d, E(3(u, + un)) > d,

n,Mm—00

folgt damit

lim sup ||u,, — UmH2E <0,
n,M—00

d.h.: (up)nen ist wie behauptet eine Cauchy-Folge.

Die Cauchy-Folge (u,)nen besitzt i. Allg. keinen Limes im normierten (unvollstiandi-
gen) Raum V4(Q). Durch Vervollstandigung von V4(Q2) erhilt man den ,,Sobolew-Raum*
H}(Q). Die Elemente von H{ () sind zunschst als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen
(analog wie bei der Konstruktion der reelen Zahlen aus den rationalen) definiert; sie las-
sen sich aber wieder als Funktionen interpretieren. Wir werden die Eigenschaften dieser
Sobolew-Réume noch genauer diskutieren. Der Limes u € H3 () der Folge (u,)nen wird
als die ,,schwache® oder auch ,variationelle Losung der 1. RWA des Laplace-Operators
bezeichnet. Den Zusammenhang mit dem klassischen Losungsbegriff stellt der folgende
Satz her.

Satz 5.1: Nimmt das Energiefunktional E(-) auf dem Funktionenraum H}(Y) in einem
u € H(Q) ein Minimum an, so geniigt dieses notwendig der Variationsgleichung

(Vu,Ve)o = (f,9)2 Vo€ H)(Q). (5.2.5)

Ist dariiberhinaus u € Vo(Q)NC?(Q) , so ist u klassische Lisung der 1. RWA des Laplace-
Operators auf ) :

—Au=f in Q, u=0 auf 0. (5.2.6)
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Beweis: Sei u € Hi () Minimalfunktion von E(-) auf H}(£2). Dann folgt fiir beliebiges
¢ € Hy(Q) wieder mit Hilfe des Satzes iiber die Differentiation von Parameterintegralen:

0= 4B w0l =5 [ % ||V(u+tg0)||2da:—/;(u—i-tgo)fda:

/Vu+t<,0) V(pdx /fcpdx

Z/Vu~chd:I:—/f<pdzL’.
Q Q

Dies ist die Gleichung (5.2.5). Im Fall u € V4(Q) N C*(Q) kénnen wir wieder partiell
integrieren und erhalten unter Ausnutzung der Dirichlet-Randbedingung wjgq = 0

/ —Aupdr = / fodr =0 Yo Hy(Q).

Q Q

Mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Variationsrechnung folgt hieraus die Gleichung
—Au=f in €,

d.h.: u ist ,klassische* Losung der RWA. Q.E.D.

Damit ist der ,schwache“ Losungsbegriff vertriglich mit dem urspriinglichen , klassi-
schen“. Der Nachweis hoherer Regularitét der schwachen Losung u € H} () ist allerdings
schwierig und kann im Rahmen dieses Textes nicht diskutiert werden.

Wir wollen noch kurz diskutieren, wie das obige Argument verwendet werden kann, um
die Existenz von schwachen Losungen der 1. RWA auch im Fall inhomogener Randdaten
Ujgq = ¢ zu sichern. Dazu nehmen wir an, dass die Randfunktion g als sog. ,,Spur® einer
auf ganz Q) definierten Funktion g € C?(Q) gegeben ist, d.h.: g = Jjoa - Dann wiire die
Funktion v :=u — g Losung der RWA

—Av=f—-Ag in Q, wjyq=0.

Hierfiir garantiert nun die variationelle Methode die Existenz einer (eindeutigen) schwa-
chen Losung v € H(Q) mit der Eigenschaft

(Vo,Ve)a = (f,9)2+ (VG, V), Ve € Hy(Q).

Die schwache Losung der urspriinglichen RWA ergibt sich dann als v :=v+7.

5.2.3 Stetige Abhingigkeit

Die Frage nach der stetigen Abhéngigkeit der Losungen der 1. RWA wollen wir wieder
sowohl mit Hilfe des klassischen Ansatzes als auch mit der variationellen Methode angehen.
Seien zuniichst u®, u® zwei Losungen (klassisch oder variationell) der 1. RWA des
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Laplace-Operators zu unterschiedlichen rechten Seiten f®), f®). Fiir die Differenz w =
u®™ —u® folgt dann mit dem bereits beim Eindeutigkeitsbeweis verwendeten Argument

IVl = (fY = F& w)e < [[fD = FPa]w]]2.
Unter Ausnutzung der Poincaréschen Ungleichung folgt daraus
IVwlly < dl| fY = 2.,

d.h. die Stetigkeit der Losung (in der Energie-Norm) gegeniiber Storungen der rechten
Seite. Als néchstes betrachten wir Stérungen der Randdaten. Dazu verwenden wir ein von
der variationellen Methode véllig unterschiedliches Argument.

Lemma 5.1 (Maximumprinzip): Fir den elliptischen Operator
Lu:= —Au+ au

mit a > 0 auf einem Gebiet 2 C R" gilt das sog. ,,Mazimumprinzip®, d. h.: Eine Funktion
u e C?*Q)NC(Q) mit der Eigenschaft Lu < 0 hat in Q kein positives Mazimum. Dies
bedeutet, dass entweder uw <0 auf ganz € ist, oder

max u(z) < max u(x).
z€Q €I

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall, dass a > 0 auf €. Der allgemeine Fall
a > 0 erfordert eine aufwendigere Argumentation (siche z.B. das Buch von Hellwig).
Ferner sei d = 2. Angenommen, die Funktion u habe im Fall v £ 0 in einem Punkt
xo € G ein positives Maximum, u(xy) > 0. Dann ist notwendig

Vu(zg) =0, 02u(zg) <0, éﬁu(a:o) <0.

Damit folgt 0 > Lu(xg) = —Au(xg) + au(xy) > au(zy), was wegen a > 0 auf den
Widerspruch u(zg) < 0 fiihrt. Q.E.D.

Das Maximumprinzip fiir elliptische Operatoren 2. Ordnung ist die natiirliche Ver-
allgemeinerung der simplen Tatsache, dass in einer Raumdimension aus «”(z) > 0 die
Konvexitidt von u folgt.

Aussagen vom Typ des obigen Maximumprinzips lassen sich fiir sehr allgemeine (auch
nichtlineare) elliptische Operatoren 2. Ordnung herleiten. Wir betonen, dass das Ma-~
ximumprinzip i. Allg. fiir elliptische Operatoren hoherer Ordnung (z.B. den ,biharmo-
nischen Operator® A?) und fiir elliptische Systeme (z.B. die Gleichungen der linearen
Elastizitéatstheorie) nicht mehr gilt.

Als erste, einfache Anwendung des Maximumprinzips erhalten wir einen alternativen
Beweis fiir die Eindeutigkeit (klassischer) Losungen der 1. RWA des Laplace-Operators.
Sind u™, u® zwei Losungen, so gilt fiir die Differenz w := u™® — u? wieder

—Aw=0 in, w=0 auf 9.
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u"(x)>0

. u(x)

Q | X

Abbildung 5.3: Schema zum Mazimumprinzip.

Anwendung des Maximumprinzips auf w sowie —w impliziert dann, dass w <0, —w <
0,d.h.: w=0.

Als wichtigeres Resultat erhalten wir nun auch die stetige Abhéngigkeit der Losung
von den Randdaten. Seien dazu u™®, u® zwei Losungen zu den Randdaten ¢V, ¢®. Fiir
die Differenz w := u™ — u® gilt dann

—Aw=0 in Q w=g:=g¢"—g¢? aufdQ.

Mit dem Maximumprinzip erschlieBen wir hieraus, dass w = 0 (was natiirlich i. Allg.
nicht eintritt) oder

< — < — .
ngw(x)fgé%gg(x), max w(z) < max —g(z)

Dies impliziert max, g |w(z)| < maxeon [g9(z)|.

SchlieBlich ergibt sich mit Hilfe des Maximumprinzips noch, dass eine Losung der
1. RWA des Laplace-Operators zu nicht-negativer rechter Seite und ebensolchen Randda-
ten

)

—Au>0 inQ, wu>0 auf 09,

notwendig iiberall nicht-negativ ist: « > 0. Dies gilt dann z. B. auch fiir die zugehorige
Greensche Funktion: G(-,-) > 0. Durch schérfere Argumente kann man dariiber hin-
aus zeigen, dass die Greensche Funktion im Innern des Definitionsgebiets 2 positiv ist.
Dies bedeutet u.a., dal bei einem elliptischen Problem lokale Stérungen in den Daten
die Losung im gesamten Losungsgebiet verdndern. Es liegt also gewissermaflen eine ,,un-
endliche” Ausbreitungsgeschwindigkeit von Information vor. Dies ist charakteristisch fiir
elliptische Randwertaufgaben.

5.2.4 Der Laplace-Operator

Wir betrachten nun den Laplace-Operator als eine Abbildung auf dem Funktionenraum
D(A) :=Vp(Q)NC?* (), den wir mit dem L2-Skalarprodunkt (-,-)2 und der zugehorigen
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L*Norm || - ||o versehen. Der Bildbereich liegt im Raum C(f2). Wichtige Eigenschaften
des so definierten linearen Operators sind die ,,Symmetrie” und die ,, positive Definitheit*.
Fir u,v € D(A) gilt:

/Q(Au)v dr = /QVU -Voudr — /aﬂ(ﬁnu)v do
/Qu(Av) da:/f)g(anu)vdoJr/Qu(@nv) do.

Wegen ujpq = 0 und vjpq = 0 verschwinden die Randintegrale, und wir erhalten zunéchst
die Symmetriebeziehung

(—Au,v)e = (u, —Av)a, (5.2.7)
und ferner mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung die Definitheit
(—Au,u)y = [|Vul3 > do?||ull3. (5.2.8)

Die Eigenschaft der Symmetrie und Definitheit wird wichtig vor allem im Zusammen-
hang mit Eigenwertaufgaben (,,Spektraltheorie®). Zum 1. Randwertproblem des Laplace-
Operators gehort die Eigenwertaufgabe

—Aw=Xw in€Q, w=0 auf 0.

fiir Funktionen w # 0 und Parameter A\ € C. Wie bei Eigenwertaufgaben von Matrizen
impliziert auch hier die Symmetrie des Operators, dass alle moglichen Eigenwerte reell
und wegen der Definitheitseigenschaft auch notwendig positiv sind:

ANER, A>dy?>0.

Fiir weitere Eigenschaften von Eigenwerten und zugehorigen Eigenfunktionen bendtigen
wir tiefer gehende Resultate aus der Theorie des Laplace-Operators als (,,unbeschrankter*)
Operator im Funktionen-Raum L?(€). Dies ist iiblicherweise Gegenstand von Texten zur
,Funktionalanalysis®.

Im Spezialfall n = 1 konnen wir dazu bereits verfiighare Resultate aus der Fourier-
Analysis verwenden (s. Kapitel 7 des Bandes Analysis 1). Wir betrachten die Eigenwert-
aufgabe zum eindimensionalen Laplace-Operator auf dem Intervall Q = (0,7):

—w"(z) = Mw(z), =€ (0,1), w(0)=w(r)=0. (5.2.9)

Losungen sind hier gerade die trigonometrischen Funktionen wg(z) = sin(kz), k € N,
mit den zugehérigen Eigenwerten )\, = k?. Man kann zeigen, dass dies tatsichlich (bis
auf Skalierung) die einzigen Losungen sind, was fiir das Folgende aber nicht wichtig ist.
Wichtig ist vielmehr, dass man durch ungerade Fortsetzung (bzgl. des Punktes © = )
dieser Eigenfunktionen auf das Intervall [0, 2] ein vollstindiges Orthonormalsystem fiir
den Raum R(0,27) D C]0,2n] erhilt. Dies ist gerade die Aussage des Hauptsatzes der
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Fourier-Analyse (Vollstdndigkeitsrelation): Jede Funktion u € R(0,2m) ldsst sich durch
Fourier-Summen

U (T) := Fag + Z{ak cos(kx) + by sin(kx)}
k=1
approximieren, wobei die Koeffizienten gegeben sind durch

27 1 27
ay = 7/ wcos(kx)dx, b, = f/ usin(kx) dx.
0 0

T T
Die Konvergenz dieser Approximation ist im L2-Sinne, d. h.:
lu — Upll2 = 0 (m — o0). (5.2.10)

Ist die Funktion u ungerade, so sind alle Fourier-Koeffizienten a; = 0, und die Entwick-
lung erhélt mit wy(z) := \/2/7sin(kzx), ||wg|ls = 1, die Form

u(x) == Zakwk(mL z € 0,7, Qg :/ wwy, dx. (5.2.11)
k=1 0

5.3 Parabolische Anfangs-Randwertaufgaben

Die eindimensionale Wiarmeleitungsgleichung

Opu — O2u = 0, (5.3.12)
oder allgemeiner in hoheren Ortsdimensionen

Ou— Au = f, (5.3.13)

wird iiblicherweise auf Zylindern Qp := Q x I des Orts/Zeit-Raumes betrachtet. Dabei
sind Q C R"™ ein Ortsgebiet und I := (0,7] ein Zeitintervall. Im &rtlich eindimensio-
nalen Fall (n = 1) ist die natiirliche Anfangskurve I' = {(z,t) € R? : t = 0} gerade
Charakteristik, so dass das zugehorige Cauchysche Anfangswertproblem (mit Vorgabe
von u und Opu) i.Allg. nicht losbar ist. Entlang I' diirfen, wie wir noch sehen wer-
den, nur Anfangsbedingungen an w selbst gestellt werden: u—o = u”. Entlang eines
nicht-charakteristischen ,értlichen* Randes {(z,t) € R™!: x € 99, t > 0} gilt dagegen
dasselbe wie im elliptischen Fall, d. h.: Die zugehorige Anfangswertaufgabe ist 16sbar, doch
diirfen nur u oder 0,u vorgeschrieben werden, wenn man stetige Abhéngigkeit von den
Randdaten gewéhrleisten will.

Analog zum elliptischen Fall bieten sich drei verschiedene Typen von Randbedingun-
gen entlang des ortlichen Randes 02 x I fiir die zugehorige Anfangs-Randwert-Aufgabe
(kurz “ARWA”) an. Zusitzlich zu der Anfangsbedingung uy—o = u? wird gefordert:

a) Dirichletsche Randbedingungen (“1. ARWA”):  w =g auf 0Q x I;
b) Neumannsche Randbedingungen (“2. ARWA”):  Oyu=g auf 9Q x I;
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¢) Robinsche Randbedingungen (“3. ARWA”):  Oyu+au=g auf 02 x I.

Die Randfunktionen ¢ werden hier der Einfachheit halber als glatt und « > 0 ange-
nommen. Alle diese ARWAn sind, wie wir zum Teil zeigen werden, unter geeigneten Zu-
satzbedingungen an die Daten ebenfalls wohl gestellt. Unter einer , klassischen Losung*
verstehen wir nun eine Funktion u € C(Q7) N C%*(Qr) , welche der Differentialgleichung
sowie den Anfangs- und Randbedingungen geniigt, und deren erste Ableitungen d;u und
Vu iiber Q (uneigentlich) R-quadrat-integrabel sind. Ahnlich wie bei elliptischen Pro-
blemen gibt es auch im parabolischen Fall den Begriff der ,,schwachen Losung*, den wir
hier aber nicht weiter verfolgen wollen. Stattdessen bedienen wir uns fiir den Nachweis
der Existenz von Losungen eines anderen Ansatzes.

Wir diskutieren zunichst wieder die Eindeutigkeitsfrage. Seien u(V, v® wieder zwei
klassische Losungen der 1. ARWA des Warmeleitungsoperators. Fiir die Differenz w :=
u® — 4@ gilt dann

87511) —Aw=0 inQx I, Wit=0 = O7 Wi = 0.

Multiplikation mit w, Integration iiber 2 und anschlieBende partielle Integration im Ort
ergeben analog zum elliptischen Fall

0 = (Qw, w)y — (Aw,w)y = (Qw, w)y + || V3.
Mit Hilfe des Satzes von der Differenzierbarkeit von Parameterintegralen folgt weiter
1d
T 24t
Dies impliziert, dass |Jw(t)|l2 < [|w(0)]|s = 0 fiir ¢ > 0, und somit die Eindeutigkeit der
Losung und dariiber hinaus deren stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten.

0 [w]l3 + [[V7wl]3-

Die Existenzfrage lisst sich im Prinzip mit &hnlichen Methoden behandeln wie im ellip-
tischen Fall. Wir wollen das hier aber nicht weiter verfolgen. Im ortlich eindimensionalen
Spezialfall Q = (—o00,00) und f = 0 lédsst sich eine Losung der Anfangswertaufgabe
explizit angeben:

u(z,t) = /_: \/%exp (_(xT;S)z>uo(s) ds. (5.3.14)

Dies wird durch Nachrechnen verifiziert, wobei speziell auf die Existenz der auftretenden
Integralterme zu achten ist. Man beachte, dass durch den Ansatz

2

1
ex —_—
VArt P ( 4t

eine spezielle Losung der Wiarmeleitungsgleichung gegeben ist (Ubungsaufgabe).

s(x,t) = ), —o0 < x < oo, t>0,

Im Fall allgemeinerer, beschrinkter Ortsgebiete @ C R” gewinnt man eine zu (5.3.14)
korrespondierende Losungsdarstellung mit Hilfe der ,Methode der Separation der Varia-
blen®. Einsetzen des Ansatzes u(z,t) = w(x)(t) in die Warmeleitungsgleichung ergibt

Wt _ Ava)
50 - o)

(w(x) = P(t) Aw(x)

= konst. ,
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fiir alle Argumente (z,t) € Qr. Die Faktoren w(-) € C(Q) N C*Q), wjpo = 0, und
¥(-) € C(I) sind also notwendig Losungen der Eigenwertaufgaben

—Aw(z) = w(x), x€Q, —'(t)=M(t), t>0,

unter den Nebenbedingungen wjpq = 0 bzw. (0) = 1, mit Parametern A € R. Die
Eigenwertaufgabe fiir w(z) besitzt eine Folge von Losungen A; > 0 und w; # 0:

—Awk = )\kwk (k = 1,2,3, )

Die Eigenfunktionen (wi)ren bilden ein vollstandiges Orthonormal-System im Raum

C(Q) bzgl. der L2-Norm. Im Spezialfall n = 1 folgt dies aus dem Hauptsatz der Fourier-
Analysis (Volstandigkeitsrelation).

Die zugehorigen Losungen fiir 1(¢) sind () = e . Die Anfangsfunktion besitzt
die (verallgemeinerte) bzgl. der L2-Norm konvergente Fourier-Entwicklung:

u’(z) = Zugwk(x) ;U = / u®(2)wy () de .
P Q
Durch Superposition (d.h. Uberlagerung) der Einzellosungen fiir k € N,

u(z,t) == Zugwk(ac)ef’w7 (5.3.15)
k=1

erhalten wir folglich eine Losung der Wirmeleitungsgleichung, welche den Randbedingun-
gen und insbesondere den Anfangsbedingungen geniigt. (Zum Nachweis iiberpriife man
die Konvergenz der Reihen der jeweils nach = sowie ¢ abgeleiteten Einzellosungen.) Im
eindimensionalen Spezialfall Q = (0,7) C R' ist gerade

wp(z) = /2/msin(kz), M=k keN,
und die Losungsdarstellung erhélt die explizite Form

oo 2 T
u(z,t) = E be sin(kz)e by = f/ u’(y) sin(ky) dy. (5.3.16)
k=1 0

™

Anhand dieser Losungsdarstellungen lassen sich einige wichtige Eigenschaften der ARWA
der Warmeitungsgleichung ablesen. Wie bei AWAn gewdhnlicher Differentialgleichungen
entwickelt sich die Losung ausgehend vom Anfangswert in der Zeit. Im Ort pflanzen sich
Storungen wie im elliptischen Fall ,unendlich schnell” fort. Irregularitéten in den Anfangs-
oder Randdaten werden ausgegléttet, d. h.: im Innern des Zylindergebiets Qr := Qx (0, 7]
ist die Losung (im Falle glatter rechter Seite f) stets glatt.

Im folgenden wollen wir einige qualitative Eigenschaften von Losungen der Wérmelei-
tungsgleichung diskutieren. Die Warmeleitungsgleichung wird u. a. verwendet, um (ihrem
Namen entsprechend) Wirmeausbreitungsvorginge zu beschreiben. Es ist daher wichtig,
garantieren zu konnen, dass ihre Losungen bei entsprechenden Daten auch stets positiv
sind. Dies wird durch ein (dem elliptischen Fall dhnliches) Maximumprinzip geleistet.
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Qx(0,T]
0Q x (0, T]

Qx {0} X

Abbildung 5.4: Schema zum parabolischen Maximumprinzip.

Satz 5.2 (Parabolisches Maximumprinzip): Fir jede klassische Losung u = u(x,t)
der Warmeleitungs- Ungleichung

Ou—Au<0 in Q,

gilt das sog. ,Mazimumprinzip®, d.h.: Sie nimmt im (halboffenen) Zylinder Qr = X
(0,T] kein striktes Mazimum an.

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir eine Raumdimension. Die Verallgemeinerung fiir
hohere Dimensionen ist dann evident. Fiir eine Losung u der Warmeleitungs-Ungleichung
setzen wir v. := u — et, mit beliebigem ¢ > 0. Da v, stetig auf @, ist, nimmt es in
einem Punkt (zg,t) € Qp sein Maximum an. Angenommen, (xg,%)) € Q7. Dann gilt
02v.(w0,t9) <0, und folglich

Oyve (o, to) < Oyv-(w0,t0) — 831}8(%, to) = Qyu(wo, to) — & — (‘ﬁu(mo, ty) < —e.

Aus Stetigkeitsgriinden ist dann auch ;v (zo,t) < —%5 fur tg — h <t <1y, mit einem
geeigneten h > 0. Hiermit folgern wir, dass

to
v: (g, to) — ve(x0,tg — h) = Oyve (o, t) dt < —%5h < 0.
to—h

Dies fithrt auf den Widerspruch v (zo, to) < ve(xg,to — h). Also nimmt v, notwendig sein

Maximum fiir £ =0 an. Da € > 0 beliebig klein gewihlt werden darf, gilt diese Aussage
auch fiir den (stetigen) Grenzfall € = 0, d. h. fiir die Losung u. Q.E.D.

Als Konsequenz des ,,parabolischen® Maximumprinzips sehen wir insbesondere, dass
eine Losung der (homogenen) Wirmeleitungsgleichung

Ou—Au=0 in, u=0 auf 09,
zu nicht-negativen Anfangsdaten u® > 0 nicht-negativ bleibt fiir alle ¢ > 0:
w>0 = 0<u(zt)<max,gu'(z), (z,t)€Qr.

Dazu wird das parabolische Maximumprinzip fiir die Funktion —u angewendet. Ferner
sind , klassische* Lésungen u € C(Qr) N C?(Qr) wieder eindeutig bestimmt.
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Satz 5.3 (Globale Beschrinktheit): Fiirjede Losung der inhomogenen Wirmeleitungs-
gleichung (5.3.13) gilt die a priori Abschitzung

lu(®)ll2 < e F[lu’l2 + Ls[éllff [1£1l2;
b
mit L := diam(€Q) .

Beweis: Wir betrachten die beiden Hilfsprobleme

Ow—Av=0 inQr, voo =0, vy— = ul, (5.3.17)
und

Ow —Aw = f in Qp, wpa =0, wy—o = 0. (5.3.18)

Offenbar ist dann v = v + w wegen der Linearitit des Wiarmeleitungsoperators (Super-
positionsprinzip). Wir schéitzen nun die beiden Losungsanteile v und w separat ab.
i) Multiplikation von (5.3.17) mit v und Integration im Ort ergibt

1d

Sl + V)3 =o.

2/L

Wir multiplizieren dies mit e und finden

1d 1
LGt ol3) + T — e = o,
bzw. wegen |[v||2 < L?||Vv||3 (Poincarésche Ungleichung):

d
(el < o.

Integration bzgl. ¢ ergibt dann
@) < [lu’ll3

bzw. wieder
[o(®)]l2 < e F[|ul]],.

ii) Multiplikation von (5.3.18) mit w und Integration im Ort ergibt

1d 1 L?
S ol + 19wl = (e < s lwll + 1715
Mit Hilfe von [|w||3 < L?||Vw||3 folgern wir

d
el +[Vwls < L2715
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Wir multiplizieren diese Ungleichung nun mit e/’ und finden

d 1
(@ lwll3) + eIVl — zeHllwlly < et £,

bzw.

d
(M) < L' 11

Integration bzgl. ¢ ergibt

t
¢Hw(t)|2 < L / IV FI2 ds
0
bzw. ,
lw(®)]3 < Le /" / /|| f12 ds.
0
Die Abschitzung

t
e’t/L/ etds < L.
0

impliziert dann
t)||2 £ L max .
Hw( )”2 = (0.4 Hf”Q

Kombination der Resultate fiir die Losungenanteile v und w liefert schlielich die be-
hauptete Abschitzung. Q.E.D.

Als Folgerung aus diesem Satz ersehen wir insbesondere, dass bei einem parabolischen
Problem der Einfluss der Anfangsdaten exponentiell mit der Zeit abklingt. Weiter inter-
essiert das Losungsverhalten fiir Anfangsdaten u” mit minimaler Regularitit.

Satz 5.4 (Glattungseigenschaft): Fiir jede Lisung der homogenen Wirmeleitungs-
gleichung (5.3.13) mit f =0 und u® € L*(Q) gilt die a priori Abschitzung

10u(t)]l2 + |Au(t)]]2 < t7H[u"2, ¢ > 0. (5.3.19)
Beweis: Wir bedienen uns zum Beweis der sog. ,, Spektral-Technik®. Aus der Losungsdar-

stellung (5.3.15) mit dem Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {w;};en des Laplace-
Operators,

o0
u(z,t) = Z u?wj(x)e_’\ft,
j=1

folgern wir

Ouu(w,t) = Aulw,t) = = 3 uwdjuj(z)e™"
j=1
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Aufgrund der (verallgemeinerten) Parsevalschen Identitét gilt demnach

[e e]
10pull3 = | Aulls =Y (u))*Age ",
j=1
Hieraus folgt wegen ze™ <1, x > 0:
[e.e] o0
19wull3 = | Aull = 72D (u))*(At)?e M0 <72 (uf)” =725,
j=1 j=1
was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

5.4 Hyperbolische Anfangswertaufgaben

In der Wellengleichung
QPu(z,t) — Au(z,t) =0

wirkt der Laplace-Operator allein auf die Ortsvariable. Eine Losung muss daher hin-
sichtlich ihrer Zeitabhiingigkeit durch den Differentialoperator 9?7 reproduziert werden.
Diese Eigenschaft haben gerade die trigonometrischen Funktionen cos(t) und sin(¢) . Die
Losungen der Wellengleichung sind also typischerweise zeitliche Schwingungsprozesse.

Die Wellengleichung wird in der Regel wieder auf einem Zylindergebiet Qr := Q x I
mit einem (meist beschriankten) Gebiet 2 C R™ und einem Intervall I = (0,7] betrach-
tet. Die Frage nach der Wohlgestelltheit zugehoriger Anfangs-Randwertaufgaben wollen
wir nur fiir den ortlich eindimensionalen Fall diskutieren. Die charakteristischen Steigun-
gen der (ortlich) eindimensionalen Wellengleichung

O*u— 0Pu =0

sind gerade gegeben durch dt/dx = +1, d. h.: die Charakteristiken sind alle Geraden in der
(z,t)-Ebene mit der Steigung +1. Die natiirliche Anfangskurve I' := {(z,¢t): 2 € Q, t =
0} ist also keine Charakteristik, so dass geméf der Theorie die zugehorige Cauchysche
Anfangswertaufgabe bei Vorgabe von Werten u(z,0) = u°(z) und du(z,0) = ul(x)
losbar ist. Diese Losung lidsst sich im Fall einer Raumdimension leicht angeben. Wir
betrachten den Sonderfall Q = R!.

Die Koordinatentransformation & = x +t, n = x —t iiberfiihrt die Wellengleichung in
die Form
Ggﬁnu =0.

Diese hat die allgemeine Losung

u(&,n) = F(§) + G(n)

mit beliebigen, hinreichend glatten Funktionen F(-) und G(-). Die allgemeine Losung
der Wellengleichung lautet demnach

u(z,t) = Fx+1t)+ Gz —1).
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Zur Erfillung der Anfangsvorgaben auf I" muss nun gelten:
F(x) +G(z) =u’(x), F'(z)—G'(x) =u'(2).
Hieraus entnehmen wir, dass

Fla+t)+Ga+t)+Flo—t)+Ga—t) =u’(x +t) +u’(x — 1),

r+t
F(m+t)—G(:v—i—t)—F(x—t)—i—G(x—t):/ u'(s)ds,
x—t
und folglich,
o+t

u'(s) ds}.

Dies ist die (eindeutige) klassische Losung der Wellengleichung zu den vorgegebenen An-
fangsdaten u”(z), u'(z). Eine analoge Konstruktion ist auch in hoheren Raumdimensio-
nen moglich.

u(z,t) = %{uo(:v +1) +u’(x — 1) +/

x—t

Axpt) X X

Abbildung 5.5: Schema zur Informationsausbreitung in der Wellengleichung.

Die Form der Losung u(zx,t) zeigt, dass bei einem hyperbolischen Problem die Aus-
breitungsgeschwindigkeit von Information endlich ist. Lokale Stérungen pflanzen sich ent-
lang der Charakteristiken (Geraden mit Steigung =+1) fort. Insbesondere erzeugen un-
stetige Anfangsdaten notwendig auch unstetige Losungen. Dies erfordert im Falle irre-
guldirer Anfangs- oder Randdaten einen neuartigen Losungsbegriff, der auch Unstetigkei-
ten zuldsst. Fiir jeden Punkt (zg,%y) € Qr gibt es demnach einen ,, Abhéngigkeitsbe-
reich® A(zg,tg) sowie einen ,Bestimmtheitsbereich® B(xg,to), innerhalb deren sich das
Anfangswertproblem unabhéngig vom restlichen Bereich 16sen lisst:

Axo, to) ={x e R: |v —xo| <to}, Bl(wo,to) :={(x,t) e Rx Ry : |z —zo| <t}

Die Eindeutigkeit von Losungen der Wellengleichung erschlieft man wieder am leich-
testen mit Variationsargumenten. Sei u(x,t) eine klassische Losung der ARWA

8fu =Au inQ, up—= u®, Opuj— = u?, ujpn = 0, (5.4.20)
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mit endlicher  Energie® (kinetische + potentielle Energie)
E(t) = [ 0u(®)]3 + [IVu(t)]f; < co.

Multiplikation der Differentialgleichung mit Oyu, Integration iiber © und anschlieBende
partielle Integartion ergibt

| =

0= (0fu — Au, Opu)y = 5 —([|0ull3 + [ Vul3).

DO =
QU

t

Dies impliziert, dass
1813 + IVu(@®)]l3 = l[u* |5 + Va3,

d.h.: Die Losung ist eindeutig und hangt bzgl. der natiirlichen Energie-Norm stetig von
den Anfangsdaten ab. Ferner bleibt die Gesamtenergie E(t) im System in der Zeit erhal-
ten. Dies entspricht der Vorstellung, dass bei einem Schwingungsprozess, etwa der Schwin-
gung eines elastischen Kérpers oder einer Schallwelle, bei Vernachléssigung von Dampfung
im Verlaufe der Zeit keine Energie verloren geht. Ein ,gutes* Approximationsverfahren
fiir die Wellengleichung sollte diese kritische Eigenschaft moglichst gut wiedergeben.

5.5 Ubungen

Ubung 5.1: Im Text wurde die Typeneinteilung von linearen Differentialoperatoren 2.
Ordnung mit der Aufgabe motiviert, aus gegebenen Werten u(xg, yo) und d,u(xg, yo) ent-
lang einer Kurve I' die Losung wu(z,y) iiber einen Taylor-Reihenansatz zu bestimmen.
Diese Konstruktion wurde allerdings nur bis zu den drei zweiten Ableitungen 92u(xo, yo),
0, 0yu(x9,yo) und 6§u(x07 yo) durchgefithrt und hing von der Regularitit einer gewissen
Matrix A ab.

Man zeige, dass nach Bestimmung der zweiten Ableitungen die Konstruktion der vier
dritten Ableitungen d3u(zo,yo), 920,u(zo.y0) , OzOau(o,yo) und u(zo,yo) auf diesel-
be Matrix A fiihrt. Diese Aussage gilt auch fiir die weiteren, hoheren Ableitungen. Die
Vorgenommene Klassifizierung des Differentialoperators als elliptisch, parabolisch oder
hyperbolisch basierend auf der Konstruierbarkeit der Losung aus den Randdaten ist also
sinnvoll.

Ubung 5.2: Man bestimme den Typ der Differentialgleichungen
a) 0,0yu — Oyu =0,
b) O%u + 0,0,u + y@iu +4u =0,
c) 2(0, + 9,)*u + dyu = 0.

(Hinweis: Das im Text angegebene Kriterium fiir den Typ einer Gleichung kann auch bei
variablen Koeffizienten separat in jedem einzelnen Ortspunkt verwendet werden.)
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Ubung 5.3: Auf einem beschriinkten Gebiet © C R” mit glattem Rand dG werden die
folgende a) zweite und b) dritte Randwertaufgabe betrachtet:

a) —Au+tau=f in Q, Opu =g auf 09,
b) —Au+au=f in Q, Opu + au =g auf 0,

mit Konstanten @ > 0 und « > 0. Man zeige, dass diese RWAn jeweils hochstens eine
,klassische* Lésung u € C%(2) N C1(Q) haben kiénnen. Welches Problem ergibt sich im
Fall @« =0, d.h. fiir den reinen Laplace-Operator?

Ubung 5.4: Auf einem beschrinkten Gebiet Q C R? mit glattem Rand 9Q sei der
lineare Differentialoperator

L= —51(61181) - 51(a1232) - 52(02131) - 32(@232) + ago,

gegeben mit moglicherweise variablen Koeffizienten a; € C'(Q). Die Matrix A(z) =
(aij(x)); =) sei fir alle z € Q symmetrisch und positiv definit. Man zeige, dass der
Operator L in ganz G elliptisch ist, und dass die zugehorige 1. RWA

Lu=0 in Q, u=0 auf 09,

im Falle ago(z) > 0 nur die Nullfunktion als klassische Lésung hat.

Ubung 5.5: Im Text wurde die Poincarésche Ungleichung
/ Ju(x)]* dv < d?)/ |Vu(z)||? dz, dq := diam(G),
Q Q

nur fiir Funktionen u € V5(§2) formuliert, d. h. welche auf dem ganzen Rand 9 null sind.
Der Beweis funktioniert aber auch fiir Funktionen, die nur entlang eines Teils T' C 02
des Randes mit Lange |T'| # 0 null sind, d.h. auf dem Raum

Vo(I;9Q) :={v e CHQ)NC(Q) : Vv e L*(Q), v = 0}.

i) Man fithre den Beweis dieser Verallgemeinerung der Poicaréschen Ungleichung fiir das
Einheitsquadrat @ = (0,1)? C R? und den Randteil T':= {z = (21,0): 0 < z; < 1}.

ii) Kann die Poincaresche Ungleichung giiltig bleiben, wenn der Randteil ' C G trivial
ist, etwa nur aus einem Punkt besteht? Man untersuche diese Frage anhand der in (i)
gegebenen Situation mit I' := {(0,0)}. Welche Konsequenzen hat die Antwort auf diese
Frage fiir die 1. RWA des Laplace-Operators? (Hinweis: Man betrachte die Folge der
Funktionen wuy(r,6) = rt/*.)

Ubung 5.6: Der Laplace-Operator A = divgrad hat fiir Funktionen u = u(r,6) in
Polarkoordinaten (r,0) € [0,00) x [0,27] die folgende Form:

Au = (0? +r710, + 7207 Ju.
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i) Fiir ein w € (0,27] sei S, := {(r,0) : r > 0,0 € (0,w)} der zugehérige Sektor der
(z,y)-Ebene. Man zeige, dass die auf dem Gebiet Q :=.5, N K;(0) definierte Funktion

5.(r, 0) := ™ sin(07 w)

harmonisch ist, d.h. As, =0, und den Randbedingungen s, (r,0) = s,(r,w) = 0 sowie
$,(1,0) = sin(fmr/w) geniigt.

ii) Man zeige, dass im Fall 7 < w < 27, d.h. im Fall eines stumpfen Innenwinkels, die
ersten Ableitungen dieser Funktion zwar unbeschrinkt aber noch (uneigentlich) quadrat-
integrabel sind, dass ihre zweiten Ableitungen aber nicht mehr quadrat-integrabel sind.
Wie sieht das bei spitzen Innenwinkeln, d.h. 0 < w < 7, aus?

Dieses Beispiel zeigt, dass klassische Losungen von elliptischen RWAn auch zu glatten

Daten am Gebietsrand nicht regulér zu sein brauchen.

Ubung 5.7: Fiir die klassische Losung der 1. Randwertaufgabe des Laplace-Operators
—Au=1 in ©Q, wu=0 auf 00,

auf einem beliebigen glatt berandeten Gebiet Q C @ = {(z,y) € R?* : 0 < z,y < 1}
zeige man die EinschlieBung

0<u(z,y) <z (z,9) €
(Hinweis: Man vergleiche u mit der quadratischen Funktion v(z,y) = j2(1—z)+5y(1—y)
und wende das Maximumprinzip an.)
Ubung 5.8: Man verifiziere, dass durch

1 x?

exp | — —
VAart p( 4t

s(x,t) = ), —o<x<oo, t>0,

eine spezielle Losung der Warmeleitungsgleichung
O —*u=0 in (—o0,00) x [0,00)

gegeben ist. Man verwende dies, um zu zeigen, dass fiir u° € C(—00,00) mit der Eigen-
schaft u’(z) =0 fiir [#| > 1 durch

U(w,t)Z/:Ji—mexp (7(:647;y)2>u0(y) dy

eine Losung der Wirmeleitungsgleichung zu den Anfangswerten u(z,0) = u°(x) ist. (Hin-
weis: Es ist f_oooo eVl dy = \Jax )
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Ubung 5.9: Fiir die klassische Losung der Wirmeleitungsgleichung
Ou—2u=0 in [0,7] x [0, 00)

zu den Anfangs- und Randbedingungen u(z,0) = «° und u(0,t) = u(m,t) = 0, zeige
man mit Hilfe der Spektraltechnik fiir ©° € C1[0, 7] die a priori Abschiitzung

c
1B, )12 + 105ul, )2 < 7 10,u°l2, ¢ >0,
mit einer von u und ¢ unabhingigen Konstante ¢ > 0.

Ubung 5.10: Man konstruiere mit Hilfe der Methode der Variablenseparation eine Losung
u(x,t) der 1. ARWA der Wellengleichung

Otu—0*u =0 in [0,7] x [0,00)
zu den Anfangs- und Randbedingungen
u(z,0) =sin(z), Owu(z,0) = sin(2x), u(0,t) = u(m,t) = 0.

(Hinweis: Man orientiere sich am entsprechenden Lésungsansatz fiir die Warmeleitungs-
gleichung unter Verwendung des ONS von Eigenfunktionen des Laplace-Operators.)





