3 Das Lebesgue-Integral

In diesem Kapitel wollen wir den Riemannschen Integralbegriff erweitern, um einige der
bisher beobachteten Unzulénglichkeiten bei der Integration zu {iberwinden. Dies ist u. a.
die Unvollstéandigkeit des Raumes der Riemann-integrierbaren Funktionen bzgl. der Kon-
vergenz im quadratischen Mittel. Eine Beschréankung, die durch das sog. Lebesgue-Integral
iiberwunden wird. Dieses wird im Folgenden in weitgehender Analogie zum Riemann-
Integral eingefiihrt, wobei der wesentliche Unterschied darin besteht, dass an einigen Stel-
len anstatt von endlichen Zerlegungen abzdhlbar unendliche zugelassen sind. Ferner wer-
den von vornherein auch unbeschrinkte Integrationsgebiete und Integranden zugelassen,
was die Unterscheidung in eigentliche und uneigentliche Integrale iiberfliissig macht. Dies
erfordert aber die Ausdehnung der Arithmetik auf den Bereich R := R U {oo, —occ}. Es
gibt mehrere alternative Zugénge zum Lebesgue-Integral, welche in den Lehrbiichern der
Analysis verwendet werden; alle fithren aber zu denselben Ergebnissen. Der hier gewéhl-
te zeichnet sich durch eine besondere Anschaulichkeit aus und verlduft in Analogie zur
Einfithrung des Riemann-Integrals.

3.1 Lebesgue-messbare Mengen

Wir wollen einer moglichst groflen Klasse von Mengen des R™ einen Inhalt bzw. Mafl
zuordnen. Dies wird uns auf das sog. ,,Lebesgue-Maf3* als Verallgemeinerung des Jordan-
Inhalts fithren.

3.1.1 Das auflere Lebesgue-Maf}

Zunéchst wird in Analogie zum Jordan-Inhalt (kurz auch J-Inhalt) fiir beliebige Teilmen-
gen A C R™ das sog. ,duBere Lebesgue-Mafl* definiert. Dabei verwenden wir endliche
oder abzihlbar unendliche Uberdeckungen U;I; D A durch (beschrinkte offene, abge-
schlossene oder auch halb-offene) kartesische Intervalle I; = I! x ... x I C R". Dabei
sind auch degenerierte Intervalle zugelassen. Der Schnitt zweier Intervalle ist wieder ein
Intervall. Die Vereinigung von Intervallen fithrt wieder zu sog. ,Intervallsummen®. Der
natiirliche Inhalt eines solchen Intervalls wird wieder mit |I|:= |I'|-...-|I"| bezeichnet.

Definition 3.1 (AufBleres Lebesgue-MaB): Das ,duflere Lebesgue-Maff“ (kurz ,iufle-
res L-Maf*) einer Menge A C R™ ist definert durch

1 (A) = inf { Sl Ac Uili}.

Dabei darf hier die Menge im Gegensatz zur Definition des dufSeren Jordan-Inhalts auch
unbeschrinkt sein. In diesem Fall kann das dufere L-Mafi auch den Wert p*(A) = oo
annehmen. Es wird p*(0) :=0 gesetzt.
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70 Das Lebesgue-Integral

Da wir beim #duBeren Lebesgue-Mafl sowie auch bei Funktionen im Folgenden die
Werte do0o zulassen werden, miissen wir zunachst die Arithmetik der reellen Zahlen auf
den erweiterten Zahlbereich R := RU {00, —oc} ausdehnen. Dafiir werden die folgenden
Rechenregeln vereinbart:

a+ oo :=o00 fir a € RU{oo}, a-00:=00 fiir a € Ry U{oo}, 0-00:=0,

mit den offensichtlichen Modifikationen bei Vertauschung der Operanden und Anwendung
der Vorzeichenregeln. Damit ist die Multiplikation in R immer definiert. Dagegen bleiben
Ausdriicke der Form ,,00 — 0co* undefiniert.

Das Lebesgue-Integral wird wieder mit Hilfe von Ober- und Untersummen bzgl. end-
licher oder auch abzdhlbar unendlicher Zerlegungen definiert werden. Im Fall von unbe-
schrinkten Funktionen benétigen wir hierfiir Regeln fiir Reihen mit Gliedern aus R . Fiir
0 < ap < oo ist So = Y poy ap wohl definiert mit dem Wert s := oo im Falle der
Divergenz der Reihe, oder wenn ein a; = oo ist. Fiir A € R gilt dann die Formel

ZOO:)\CLk :)\iak. (311)
k=1 k=1

Im Folgenden werden auch unendliche Summen tiber doppelt indizierte Grofien (sog.
,Doppelreihen) mit Werten in R vorkommen. Die Gleichung

[e o]

f: ij = i (Zaij) = ZOO: (i%) (3.1.2)

ij=1 j=1 j=1 i=1
ist giiltig, moglicherweise mit den Werten +oo, sofern eine der drei auftretenden Reihen
absolut konvergent ist, oder auch im Fall 0 < a;; < o0.

Das #uflere Lebesgue-Maf erfiillt definitionsgemé 0 < p*(A) < oo. Insbesondere
gilt fiir einpunktige Mengen p*({a}) = 0. Weitere Eigenschaften sind in dem folgenden
Lemma zusammengefafit.

Lemma 3.1: Fir das duflere Lebesque-MafS gelten die folgenden Aussagen:
i) Aus A C B folgt u*(A) < p*(B) (Monotonie).
ii) Fiir endliche oder abzihlbare Mengenfolgen (A;); gilt (o-Subadditivitit)

(U 4;) < ZM*(Ai). (3.1.3)

iii) Fir beschrinkte Mengen ist |A|l; < p*(A) < |Al., d. h.: Fir Jordan-quadrierbare
Mengen ist p*(A) = |A].

i) Das duflere Lebesgque-Maf ist bewegungs-invariant, d. h. invariant gegeniiber Transla-
tionen und Drehungen.
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Beweis: i) Da im Fall A C B jede Intervalliiberdeckung von B auch eine solche von A
ist, folgt aus der Definition unmittelbar p*(A) < p*(B).

ii) Wir nehmen an, dass die rechte Seite in (3.1.3) endlich ist, da sonst nichts weiter zu
beweisen ist. Es sei € > 0 vorgegeben und (g;); eine Folge positiver Zahlen mit ¢ = )", ¢;.
Dann gibt es zu jedem ¢ eine Intervall-Folge (I;;); mit

Ai C Uinj7 Z |[Z]| S /L*(Al) +&;.
J
Die Doppelfolge aller Intervalle I;; iiberdeckt die Menge A = U;A;, und daraus ergibt
sich dann nach dem Doppelreihensatz (3.1.2)

A S DMl =303 Ml <D0 (' (A) +e0) < DA+

Dies beweist (ii).

iii) Der duBlere Jordan-Inhalt von A ist definiert als das Infimum des Inhalts aller end-
lichen Intervall-Uberdeckungen von A. Da beim #uBeren L-Maf allgemeine, abzihlba-
re Intervall-Uberdeckungen zugelassen sind, ergibt sich p*(A) < |A|,. Zum Beweis der
zweiten Ungleichung zeigen wir, dass fiir jede endliche, abgeschlossene Intervallsumme
S = UM, I; die Ungleichung |S| < p*(S) gilt. Dazu geben wir ein ¢ > 0 sowie ¢; > 0
mit € = ). ¢; vor und wéhlen eine (abzdhlbare) Uberdeckung U;I; D S mit

SO < () e

Zu jedem der Intervalle I; bilden wir nun ein etwas grofleres, offenes Intervall J; D I
mit |J;| < || +&;. Dann ist (J;); eine offene Uberdeckung der kompakten Menge S,
und nach dem Satz von Heine-Borel wird S bereits von endlich vielen der J; iiberdeckt;
sel etwa S C U™, .J;. Wegen der Subadditivitidt des Jordan-Inhalts folgt damit

m

IS|<Y A <Y (5l +e) <Dl +e < p'(S) +2e.
i=1 i=1

i=1

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt werden kann, ist |S| < p*(S) bewiesen. Sei nun A eine
beschrinkte Menge und S C A eine endliche Intervallsumme. Mit (i) folgt dann

S| < p*(S) < p(A).
Ubergang zum Supremum bzgl. aller Intervallsummen S C A ergibt |A]; < p*(A). Damit
ist (iii) bewiesen.

iv) Die Invarianz von p*(-) gegeniiber Translationen folgt unmittelbar, da diese Intervalle
in solche mit demselben Inhalt tiberfithren. Sei nun S eine Drehung, welche durch eine
gleichfalls mit S bezeichnete orthogonale n x n-Matrix beschrieben ist. Aus A C U;l;
folgt S(A) € U;S(;) . Mit (ii), (iii) und der Bewegungsinvarianz des J-Inhalts ergibt sich

dann
WS £ 3 (8() = YIS = L
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Da die A iiberdeckende Inervallsumme beliebig ist, folgt p*(A) > p*(S(A)). Dasselbe
gilt auch fiir die transponierte Abbildung S7. Wegen ST'S = id. ergibt sich somit

1 (S(A)) > 1(STS(A)) = i (A).

Beide bewiesenen Ungleichungen zusammen ergeben p*(S(A)) = p*(A). Q.E.D.

Definition 3.2 (Lebesgue-Nullmenge): Eine Menge A C R™ mit dufferem Lebesgue-
Majs *(A) = 0 wird ,Lebesgue-Nullmenge“ (kurz ,,L-Nullmenge“ oder einfach ,Nullmen-
ge“) genannt. Gilt eine Aussage fir alle Punkte von A bis auf die aus einer Nullmenge,
so sagen wir, dass sie ,fast iberall® (kurz f.i.“) in A gilt.

Lemma 3.2: Die Vereinigung von abzdhlbar vielen Lebesque-Nullmengen ist wieder eine
Lebesgue-Nullmenge. Insbesondere sind abzdhlbare Mengen Lebesgue-Nullmengen.

Beweis: Die Aussagen ergeben sich unmittelbar aus der o-Subadditivitit des dufleren
L-Mafes. Q.E.D.

Bemerkung 3.1: Bei der Definition der Jordan-Nullmenge waren nur endliche Intervall-
Uberdeckungen zugelassen, so dass unbeschriinkte und allgemeine abzihlbare Mengen
nicht erfaft werden konnten. Das Konzept der Lebesgue-Nullmenge ist also allgemeiner.
Aus Lemma 3.2 folgt, dass z. B. die Menge Q™ C R™ der rationalen Punkte eine Lebesgue-
Nullmenge ist. Dasselbe gilt auch fiir jede Hyperebene in R™ (Ubungsaufgabe).

Mit Hilfe des &ufleren Lebesgue-Mafles wollen wir ein Mengen-Mafl u(-), das sog.
,Lebesgue-Maf“, definieren, welches zusétzlich zu den Eigenschaften des Jordan-Inhalts,
ndmlich der Positivitdt, der Bewegungsinvarianz, der Normierung und der (endlichen)
Additivitat, noch die der o-Additivitéit besitzt:

i=1

Durch Gegenbeispiele kann gezeigt werden, dass schon das duflere Lebesgue-Maf3 nicht auf
allen Mengen des R" o-additiv ist (Ubungsaufgabe). Wir werden uns also auf eine geeig-
nete Teilklasse von Mengen des R" einschranken miissen, welche aber alle quadrierbaren
Mengen (und zusétzlich noch viele weitere) enthilt. Als Vorbereitung dient der folgende
Abschnitt.

3.1.2 Mengenalgebren

Sei X eine beliebige Menge und P(X) ihre Potenzmenge, d.h. die Menge ihrer Teil-
mengen. Wir betrachten gewisse Klassen A C P(X) von Teilmengen von X ;| welche wir
»Algebra® (oder genauer ,, Mengenalgebra®) auf X nennen.
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Definition 3.3 (Mengenalgebra): Die (nicht-leere) Teilmenge A C P(X) heifst ,Al-
gebra® auf X, wenn sie X und O enthilt, und wenn mit A,B C A auch A\ B, AU
B, AN B € A sind. Sie heifst ,o-Algebra®, wenn zusdtzlich mit A; € A, i € N, auch
UienA;i, NienA4; € A sind.

Eine Mengenalgebra ist nach Definition ;abgeschlossen® bzgl. Differenzbildung sowie end-
licher Vereinigung und Schnitt. Eine o-Algebra ist zusitzlich noch abgeschlossen bzgl.
abzdihlbar unendlicher Vereinigung und Schnitt.

Lemma 3.3: Eine (nicht-leere) Teilmenge A C P(X) ist bereits eine Algebra, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) Mit A€ A ist auch A=X\Ae€A.

ii) Mit A,B e A ist auch AUB € A.

Es ist eine o-Algebra, wenn zusdtzlich gilt:

iii) Fiir beliebige, paarweise disjunkte Mengen A; € A, i € N, ist U;enA; € A.

Beweis: Zum Nachweis der Algebra- bzw. o-Algebra-Eigenschaft von A C P(X) haben

wir noch zu zeigen, dass X, € A und mit A, B C A auch A\ B, ANB € A ist. Ferner
muf fiir beliebige, abzéhlbar viele Mengen A; € A auch M;A; € A sein.

i) Da A nicht-leer ist, gibt es ein A € A. Dann ist nach Voraussetzung auch A° € A
und folglich X = (X \A)UA=A°UA € A, sowie ) =X A.

i) Mit A, B € A ist A°, B° € A und somit AN B = (A°U B°)¢ € A und folglich auch
A\B=ANDB e A.

iii) Fiir Ay € A, k € N, gilt die disjunkte Darstellung
UZAZ = UZB“ B1 = A17 BQ S A2 \ Al, ceey B] . A] \ U{:_llAj

Offenbar sind alle B; € A und somit auch U;A; = U;B; € A. Die Aussage fiir den
Durchschnitt ergibt sich hieraus durch M;A; = (U; A9)° € A. Q.E.D.

Beispiel 3.1: Wir geben einige Beispiele von Mengenalgebren:

i) Fiir eine Menge X ist A = {0, X} die kleinste und die Potenzmenge A = P(X) die
grofite o-Algebra auf X .

ii) Fiir eine Menge X und Teilmenge A C X ist A = {0, A, A°, X} die kleinste o-
Algebra, die A enthélt.

iii) Fiir X = R™ heifit die kleinste o-Algebra, welche alle offenen und alle abgeschlossenen
Teilmengen von X enthélt, die ,,Borelsche o-Algebra“ (,,Borel-Mengen*).

iv) Ist X C R" eine Jordan-quadrierbare Menge, so ist die Menge der Jordan-quadrierba-
ren Teilmengen von X eine Algebra (aber keine o-Algebra).

v) Die Lebesgue-Nullmengen in R™ und ihre Komplemente bilden eine o-Algebra. Dage-
gen bilden die Jordan-Nullmengen und ihre Komplemente nur eine Algebra.
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3.1.3 Das Lebesgue-Maf

Eine Menge A C R™ ist als Jordan-quadrierbar definiert worden, wenn ihr &uflerer und ihr
innerer Inhalt {ibereinstimmen. Die direkte Ubertragung dieses Konzepts auf das dufere
Lebesgue-Maf3 wiirde keine viel groflere Klasse von messbaren Mengen liefern, da viele
interessante Mengen zwar ein nicht-triviales duffleres Mafl haben, sich aber nicht durch
Intervallsummen von innen approximieren lassen (z.B.: A := [0,1] \ Q). Dazu behilft
man sich des Tricks, die Messbarkeit einer Menge mit Hilfe ihres dufleren Mafies und das
ihrer Komplementmenge zu definieren.

Definition 3.4 (Lebesgue-Maf): Fine Menge A C R™ heifst ,,Lebesgue-messbar® (oder
kurz ,messbar®), wenn mit jeder Menge E C R™ gilt:

W(E) =p (ENA)+ p*(EnNA°). (3.1.4)
In diesem Fall wird p(A) := p*(A) das ,Lebesgesche Mafi“ (oder kurz ,Maf“) von A

genannt. Die Menge der Lebesque-messbaren Teilmengen des R™ sei mit L, bezeichnet.

Lemma 3.4: Fir die Menge L,, C P(R") der Lebesgue-messbaren Mengen des R"™ gel-
ten die folgenden Aussagen:

i) Jede Lebesgue-Nullmenge ist in L, .
ii) Die Menge L, ist eine Algebra.
i) L, enthdlt alle Jordan-quadrierbaren Mengen.

Beweis: i) Mit p*(A) = 0 ist fiir jedes £ C R™ auch p*(AN E) = 0. Wegen der
Monotonie von p*(+) ergibt sich somit:

p(E) > p (ENA%) = p (ENAY) +p"(ENA).
Wegen der Subadditivitdt von p*(-) gilt ferner
W (B) = i (BN A) U (ENAY) < (B0 A) + (B0 A,
Die L-Nullmenge A ist also messbar.

ii) Nach Lemma 3.3 geniigt es, zu zeigen, dass mit A, B € £, auch A° € £, und
AUB € L, ist. Die Messbarkeit von A¢ ergibt sich unmittelbar aus der Definition. Sei
weiter FF C R™ beliebig. Wir wollen zeigen, dass

W(E) = (EN(AUB)) +p* (EN(AUB)).

Da A messbar ist, gilt mit £’ := EN (AU B):

p(EN(AUB)) = p(E') = p (BN A) + p(E" N A%)
w(EN(AUB)NA) + " (EN(AUB)NAY)
o

(ENA)+p" (ENBNA°.
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Ferner ist (AU B)¢ = A°N B® und somit
p(EN(AUB)Y) = p*(ENA°NB°).

Kombination dieser Gleichungen und Verwendung der Gleichung (3.1.4) erst fiir B und
dann fiir A ergibt

p(EN(AUB)) +pu (EN(AUB)) = W (ENA)+p (ENA°NB) + p*(EN AN BY)
= (ENA)+p (ENA%) = p'(E).

iii) Sei A C R™ J-quadrierbar sowie F C R™ und & > 0 beliebig gegeben. Wir wéhlen
eine Intervallsumme U;J; D E mit ) . || < p*(E) +¢. Die Mengen J; := ;N A
sowie K; := I; N A° sind disjunkt und J-quadrierbar, und es gilt EN A C U;J; und
ENA°C UK;. Wegen der o-Subadditivitiat von p*(-) folgt also mit |I;| = |.J;| + | K| :

pENA) +p (ENAY) <Y T+ Y 1Kl = 1Ll < p'(B) +e

Da & > 0 beliebig wéhlbar ist, folgt
p(ENA)+p (BN AS) < p(E),

und weiter wie in (i) die Messbarkeit von A. Q.E.D.

Satz 3.1: i) Die Menge L, C P(R™) der Lebesgue-messbaren Mengen des R™ bildet
eine o-Algebra, d. h. mit A, B, A; € L, sind auch

A°, AUB, ANB, A\ B, M;A;, UiA; € L,,.

Diese enthdlt alle Jordan-quadrierbaren Mengen.

ii) Das Lebesque-Maf ist auf L, bewegungs-invariant und stimmt auf den Jordan-qua-
drierbaren Mengen mit dem Jordan-Inhalt iberein. Fir A, B, A; € L, gilt ferner:

p(A\ B) = w(A) = w(B),  fir B C A, p(B) < oo,
A) =D (A, fiir A0 Ay =0(i # j),
1(U;A;) = };I& p(Ay),  fir Ay C Ai,
p(NiAs) = Tim p(A), - fiir Ay D Agprs p(Ar) < 00

Beweis: i) Wir haben in Lemma 3.4 bereits gezeigt, dass £, eine Algebra ist. Es bleibt,
die Abgeschlossenheit von £, bzgl. abzéhlbar unendlicher, disjunkter Vereinigung zu
zeigen. O.b.d.A. seien A; € £,,, € N, paarweise disjunkt und S := U2, A, . Fiir beliebiges
E C R” gilt dann wegen der o-Subadditvitdt des duleren L-MafBes:

“(ENS) Z (EN A;) (3.1.5)
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Wir stellen nun ein Hilfsresultat bereit. Fiir disjunkte A, B € £,,AN B = (), gilt mit
E':=EN(AUB) wegen Ac L, und BNA°=DB

w(EN(AUB))

()

W(E' N A)+pt (BN A%
(
(

W(EN(AUB)NA) 4+ (EN(AUB)NAS)
W (ENA) +p (ENBNAY) = (ENA)+u (ENB).

Durch vollstédndige Induktion erschliefen wir damit fiir S, := U2, A; die Gleichung
p(ENSy) =p (ENA)+...+ " (ENA,).
Weiter gilt wegen S, € £, und der Monotonie von p*(-):

W (E)=p"(ENSy,) +u (ENSS) > p (ENSy,)+p (ENS°
= (ENA)+...+p (ENAy) +p (ENS9).

Fiir m — oo ergibt sich

p(E) = ) pwi(ENA)+up (EnNS9).

M

Il
MR

(2

Aus der o-Subadditivitiat von p*(-) folgt weiter

p(E) =p (ENS)U(ENSY)) < Y p(ENA)+p (ENS)

s

S
Il
—

und damit

w(E) = Zu*(E NA;)+ ' (ENSe). (3.1.6)
i=1
Kombination von (3.1.5) mit (3.1.6) ergibt nun
p(E) Z p (ENS)+ p (ENS).
Mit der Umkehrung
p(E) = p(ENS)U(ENS)) <p(ENS)+p (ENS

folgt schliefllich
W(E) = 1 (BN S) + ' (E N 5°),
d.h: Sel,.
ii) Setzt man in (3.1.6) E := 5 = UX A, ergibt sich die o-Additivitdt des L-Mafes:

w* Zu (SNA) + p* (SN S Z,LL

i=1



3.1 Lebesgue-messbare Mengen 7

Die Bewegungsinvarianz des L-Mafles folgt unmittelbar aus der des &ufleren L-Mafles. Da
J-quadrierbare Mengen A nach Lemma 3.4 in £, sind, gilt fir diese |A| = p*(A) = u(A).
Aus der Additivitat von p(-) folgt fir B C A € £, direkt

#(A) = u((A\ BYU B) = u(A\ B) + u(B)

und somit u(A\ B) = u(A) — pu(B). Ist die Mengenfolge (4;);ey monoton wachsend,
so sind die Mengen By := Ay, By := Ay \ Ay,..., By := A \ A1, ..., messbar und
paarweise disjunkt. Aus A,, = By U...U B, folgt also

1(Ap) = w(Br) + ... + pw(Bp),

und aus S := U2, B; ergibt sich

m—0o0

w(S) = Z/L(Bi> = lim p(A4n,).

Sei nun die Mengenfolge (A;);eny monoton fallend. Fiir Teilmengen A C A; definieren
wir A":= A\ A. Fir D=nN2,A; CA ist D'=A4,\D=U2 A, also

u(D') = lim (A,
1—00
da die Folge (A});en monoton wachsen ist. Mit Hilfe der Identitat p(A’) = p(A;) — p(A)
angewendet fir D und A; folgt hieraus

p(A1) = p(D) = p(D") = lim p(A}) = lim {pu(Ar) — p(Ai)}

bzw. p(D) = lim; . pu(A;) .

Bemerkung: Auf die Voraussetzung u(A;) < oo in der letzten Aussage von (ii) kann nicht
verzichtet werden, wie das Beispiel 4; :=R x (0,1/i) C R? zeigt. Q.E.D.

Lemma 3.5: i) Fir die Differenz beliebiger Intervalle I,J C R™ gibt es eine endliche,
disjunkte Darstellung I\ J = U™ I; als Intervallsumme.

ii) Jede endliche oder abzihlbar unendliche Vereinigung von Intervallen S = U;I; be-
sitzt eine Darstellung als Vereinigung S = U;J; endlich bzw. abzdhlbar unendlich vieler
paarweise disjunkter Intervalle J;

Beweis: i) Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension n. Fiir n = 1 ist
die Richtigkeit der Behauptung klar. Sei nun n = 2 und entsprechend I = ' x 2, J =
JEx J?. Dannist INJ='NJY x (I?NJ?) und I\ J=1\1Iy mit Iy =1} x I? :=
INJ C I.Nach dem Ergebnis fiir n = 1 gibt es disjunkten Darstellungen I'\ 1} = U™, I}
und 7%\ 12 = U3 I? durch eindimensionale Intervalle. O.B.d.A. kann hier m; = ma
angenommen werden. Also ist T\ die disjunkte Vereinigung aller Intervalle I} ><I]2 (i,7 =
0,1,...,m), (i,7) # (0,0), und fiir ¢ = j = 0 ergibt sich I . Dies beweist die Richtigkeit
der Behauptung fiir n = 2. Dieses Argument lisst sich fortfiihren fiir n > 3, wobei dann



78 Das Lebesgue-Integral

die I',J' als (n — 1)-dimensionale und die I?,J? als eindimensionale Intervalle gewihlt
werden.

ii) Sei S = U;I; eine Intervallsumme. Dann besteht auch die Darstellung
S:UlK“ K1 = Ith = [2\]1,,Km:]m\ufl711[,

Es geniigt zu zeigen, dass jede der Mengen K; Vereinigung von endlich vielen, paarweise
disjunkten Intervallen ist. Das ist fiir K klar und folgt fiir K5 aus (i). Durch mehrmalige
Anwendung von (i) ergibt sich dies auch fiir K3 = I3\ ([;Uly) = (I3\ ;)\ 2 und genauso
fiir alle weiteren K. Q.E.D.

Lemma 3.6: Jede offene Menge A C R™ ldsst sich als Vereinigung von hochstens abzihl-
bar vielen, paarweise disjunkten Intervallen I; darstellen, so dass gilt:

A=Ul, LNL=0 (i#j), I,CA. (3.1.7)

Beweis: Wir betrachten Intervalle I = [a,b] = [a1,b1] X ... X[ay,b,] C R™ mit rationalen
Eckpunkten a,b € Q™. Es gibt abzahlbar viele solcher ,rationaler* Intervalle. Zu jedem
Punkt x € A gibt es eine e-Kugel K.(z) C A. Also gibt es auch ein rationales Intervall
I C A mit x € I. Folglich ist A die Vereinigung aller in A enthaltenen rationalen
Intervalle, A = U;[;. Nach Lemma 3.5 ist dann A auch Vereinigung von abzihlbar
vielen, paarweise disjunkten Intervallen. Q.E.D.

Korollar 3.1: Die Menge L, C P(R") enthdalt alle offenen und abgeschlossenen Mengen
des R™ sowie deren abzihlbaren Schnitte (sog. ,Gs-Mengen®) und Vereinigungen (sog.
LF,-Mengen*).

Beweis: Die Richtigkeit der Behauptung ergibt sich mit Hilfe von Lemma 3.6 aus der
Tatsache, dass £, o-Algebra ist. Q.E.D.
Satz 3.2: Fir eine beliebige Menge A C R™ st

w(A) = inf{u*(0), O D A offen}. (3.1.8)

Die Menge A ist genau dann Lebesque-messbar, wenn zu jedem € > 0 eine offene Menge
O, D A existiert mit

w(O:N\A) <e. (3.1.9)
Beweis: i) Zu € > 0 gibt es eine Intervallsumme Uil D A mit >, |I| < p*(A) + €.

Zu jedem I} gibt es ein etwas grofleres offenes Intervall Jy, D I, mit |Ji| < |Ix|+ &, und
> €k = €. Die offene Menge G := UyJ; enthélt dann A, und es gilt

p(G) < Zu*(Jk) < Z (|1x] + ex) < p*(A) +&.
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Fiir jede offene Obermenge G von A ist wegen der Monotonie des duleren Lebesgue-
MafBles p*(A) < p*(G). Dies impliziert mit dem eben Gezeigten p*(A) = inf{u*(G) :
G>A}.

ii) Wenn zu jedem ¢ > 0 eine offene (messbare) Menge G D A mit p*(G\ A) < ¢
existiert, so gibt es eine Folge solcher offener Mengen Gy mit p*(Gy\ A) < 1/k. Fiir die
Menge G := NGy ist dann p*(G\ A) < p*(Gp \ A) < 1/k und somit p*(G\ A) =0.
Als Nullmenge ist G\ A messbar und damit auch A =(A\ G)UG.

iii) Sei umgekehrt A messbar und e > 0 vorgegeben. Fiir unbeschrinktes A gibt es eine

Zerlegung A = U, Ay, wobei die Ay messbar und beschrinkt sind. Sei weiter e, > 0 mit
> €k =¢.Zujedem k gibt es nach (i) eine offene Menge Gj O Aj, mit

1 (Gr) < p'(Ap) +ew, W(Gr\ Ap) <ep

Hier wird eine Aussage aus Satz 3.1 (ii) verwendet, fir die p*(Ax) < oo benotigt wird.
Die Menge G := UG, ist offen und enthdlt A. Aus G\ A C U,(Gy \ A) folgt

pG\NA) <Y i (Ge\Ap) <Y en=c.

Dies vervollstédndigt den Beweis. Q.E.D.

Bemerkung 3.2: Es ist £, # P(R"), d.h.: Es gibt nicht-messbare Mengen. Der Be-
weis dieser Aussage, d. h. die Konstruktion von nicht-messbaren Mengen in R" erfordert
aber die Verwendung eines Arguments iiber unendliche Mengen, das sog. ,, Auswahlaxiom*
(Ubungsaufgabe).

3.2 Das Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral wird nun ganz analog wie das Riemann-Integral mit Hilfe von
Unter- und Obersummen eingefiihrt, wobei die Arithmentik in R stattfindet, und Zerle-
gungen in abzéhlbar viele messbare Mengen anstelle von nur endlich vielen quadrierbaren
verwendet werden.

3.2.1 Lebesgue-integrierbare Funktionen in R"

Sei D C R™ eine messbare Menge. Wir betrachten abzihlbare Zerlegungen Z = {B;}
von D in messbare Teilmengen B; C M, welche paarweise disjunkt sind, d. h.:

Die Menge aller solcher Zerlegungen von D sei mit Z(D) bezeichnet. Dabei sind natiirlich
auch endliche Zerlegungen zugelassen; dieser ,endliche“ Fall wird aber notationsméfig
nicht vom ,unendlichen* unterschieden. Fiir eine Zerlegung Z = {B;} € Z(D) ist die
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,Feinheit® |Z| definiert durch |Z| := supp,c, p(B;). Eine Zerlegung Z' = {B’} ist
eine , Verfeinerung® von Z = {B;}, wenn alle B} Teilmengen gewisser der B; sind; in
Symbolen wird dies durch Z' = Z (bzw. Z < Z') ausgedriickt. Fiir zwei Zerlegungen
Z ={Bi}, Z' = {B}} € Z(D) bezeichnet Z x Z' := {B; N B} die durch Schnittbildung
entstehende gemeinsame Verfeinerung.

Sei nun f : D — R eine gegebene Funktion und Z € Z(D). Wir definieren die
zugehorige ,, Untersumme® und ,,Obersumme*

oo o0

Sy(f)=>_inf f(x)u(B),  Sz(f)=_ sup f(z)u(B:),

z€B;
i=1 i=1 *€Bi

sowie mit gewissen Folgen & = (&;) von Punkten &; € B;, die ,Lebesguesche Summe*

LSz(f.€) Zf &)

Dabei sind fiir die einzelnen Summanden und die Summen die Werte £oo méglich, wobei
allerdings das Auftreten von Ausdriicken der Art ;oo — oo ausgeschlossen ist.

Die Werte der Unter- und Obersummen sollen unabhéngig von der Reihenfolge, d. h.
der Indizierung, der Summanden sein. Daher werden wir die absolute Konvergenz der
Reihen fordern. Die Lebesgue-Integrierbarkeit einer Funktion f : D — R wird dann
wieder iiber den Vergleich von Ober- und Untersummen definiert werden. Dabei er-
gibt sich das Problem, dass es fiir eine durchaus ,harmlose“ (unbeschrénkte) Funktion
f Zerlegungsfolgen (Zg)reny mit |Zx] — 0, geben kann, bzgl. derer die Obersummen
Sz.(f) = oo sind, wihrend fiir andere Zerlegungsfolgen (Z)ren mit |Z;| — 0, durchaus
SUpgen Sz, (f) < oo sein kann. Ein Beispiel ist im Folgenden beschrieben.

Beispiel 3.2: Auf dem Intervall D = (0, 1] wird die Funktion f(z) := 1/y/x betrach-
tet. 1. Allg. wird Sz(f) = oo sein; dies gilt insbesondere fiir jede Zerlegung, welche ein
Intervall der Form (0,b] enthélt, insbesondere also fiir jede endliche Zerlegung. Fiir die
Zerlegung
VARES {Bi:< ! 1] ZEN} sup f(z) =Vi+1,
i+1 zEB;
ist jedoch

= 1
ZM<OO
=1

Die Einbeziehung unbeschrankter Funktionen erfordert also besondere Vorkehrungen, um
zu einem sinnvollen Integralbegriff zu kommen. Dies wird durch die folgende Bedingung
geleistet.

§z*(f)=§:(1 H—l) irl=

i=1

Definition 3.5 (Bedingung (Z)): Sei D C R" Lebesgue-messbar. Wir sagen, dass ei-
ne Funktion f: D — R die Eigenschaft (Z) besitzt, wenn es eine Zerlequng Z* = {B}} €
Z(D) gibt, so dass die zugehorige Obersumme von |f| endlich ist:

Sz

f]) < .
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Damit sind dann auch die Ober- und Untersummen von f zu jeder Verfeinerung von Z*
endlich und konvergieren absolut. Die Klasse aller Zerlequngen Z* € Z(D) mit dieser
Eigenschaft wird mit Z7(D) bezeichnet.

Lemma 3.7: a) Die Eigenschaft (Z) einer Funktion f : D — R impliziert, dass die
Menge der Singularititen ¥y == {x € D : f(x) = +oo} eine Lebesque-Nullmenge ist,
dh.: p(Er)=0.

b) Ferner gilt mit einer Zerlegung Z* aus Z3(D):
i) Fiir Verfeinerungen Z,7' € Z(D) von Z* mit Z' = Z gilt:
—00 < Sy(f) < Sz(f) < Sz(f) < Sz(f) < o0.
ii) Fiir beliebige Verfeinerungen Z,Z' € Z(D) wvon Z* gilt:
Sy(f) < Sz (f).
iii) Fiir jede Verfeinerung Z € Z(D) von Z* gilt:

Sy(f) < LSz(f,€) < Sz(f),

und zu jedem € > 0 gibt es Sdtze von Punkten & € Bf und n; € B}

¥ so dass fir die
zugehorigen Lebesque-Summen gilt:

Sz(f) = LSz(f;€) <e, LSz(fin) —S,(f) <e.

Beweis: a) Ist Z* € Z7(D) und sup,¢p- f(z) = oo fiirein B} € Z*, somuss p*(B;) =0
sein. Die Singularitdtenmenge ¥, ist also in der Vereinigung von hoéchstens abzidhlbar
vielen Nullmengen enthalten und damit wegen der o-Subadditvitdt des dufleren L-Mafles
selbst eine Nullmenge.

b) Der Beweis fiir (i) und (ii) ist evident. Zum Beweis von (iii) wéhlen wir &; > 0 mit
Yoo, ei =¢ und fiir jedes i € N mit 0 < pu(B;) < oo die Punkte &,7; € B; derart dass

sup f(x) — f(&) <

sup o éi)’ fni) — nf f (x) <

,U(Bi).

Aus u(B;) = oo wiirde f = 0 auf B; folgen, denn andernfalls wire Sz(|f|) = oo.
Summanden mit p(B;) = 0 oder pu(B;) = oo sind also Null. Damit erhalten wir die
zweite Ungleichung

LSy (f;n) — i 1nff <Z€Z_€

i=1

und analog auch die erste. Q.E.D.
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Mit den obigen Bezeichnungen werden nun fiir Funktionen f mit der Eigenschaft (Z)
wieder das ,, Unterintegral und das ,,Oberintegral“ definiert durch

l(f):/ fyde:= s Sz J(f)=/Df(I)dx:= 5.

inf
ZeZ(D),Z~Z* ZeZ(D),Z~7*

Aus diesen Definitionen ergeben sich unmittelbar die folgenden Beziehungen:

J() < I, I ==L=]). (3.2.10)

Die Definition des Unter- und Oberintegerals ist unabhingig von der speziellen Wahl der
Zerlegung Z* € Z3;(D), denn zu jeder anderen Zerlegung Z** € Z7(D) ist Z** * Z*
gemeinsame Verfeinerung von Z** und Z*, d.h.:

sup S, = sup Sy, inf Sy = inf Sy.
A A A4 A A A A

Definition 3.6 (Lebesgue-Integral): Sei D C R™ L-messbar. Sind fiir eine Funktion
f D — R mit der Eigenschaft (Z) ihr Ober- und Unterintegral gleich, so heifit der
gemeinsame (endliche) Wert das ,Lebesgque-Integral® (kurz ,L-Integral) von f iiber D,

/D f(@)dr = J(f) = I(f) = T(f). (32.11)

und die Funktion f wird ,Lebesque-integrierbar® (kurz ,L-integrierbar®) genannt. Die
Menge der iber D Lebesque-integrierbaren Funktionen wird mit L(D) bezeichnet. Im
Folgenden beinhaltet die Annahme der ,Lebesque-Integrierbarkeit einer Funktion implizit
auch das Vorliegen der Eigenschaft (7).

Die folgenden Aussagen werden ganz anlog wie die entsprechenden fiir das Riemann-
Integral bewiesen.

Lemma 3.8: Das Lebesgue-Integral hat die folgenden FEigenschaften:

i) FEs ist f € L(D) genau dann, wenn die Bedingung (Z) gilt und zu beliebigem ¢ > 0
eine Zerlegung Z. € Z(D) existiert mit (Lebesquesche Integrabilititskriterium,):

Sz.(f) — 85.(f) <e. (3.2.12)

i) Ist f € L(D) fii. in D gleich einer Funktion g: D — R, so ist auch g € L(D), und
es gilt:

J(f) = J(g). (3.2.13)
iii) Fir f,g € L(D) mit f <g fi. i D gilt (Monotonie)

J(f) < J(9). (3.2.14)
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iv) Die Menge L(D) ist ein Vektorraum, und das Lebesque-Integral ist ein lineares Funk-
tional auf L(D), d.h.: Fir f,g € L(D) und o, € R ist af + Bg € L(D), und es
qilt:

J(af + Bg) = aJ(f) + BJ(g). (3.2.15)

v) Ist f € L(D) und ¢ : R — R Lipschitz-stetig mit ©(0) =0, so ist po f € L(D).
Speziell sind auch |f|, f+ =max{f,0}, f~ =min{f,0} € L(D). Hieraus folgt insbeson-
dere, dass eine Funktion f : D — R genau dann in L(D) ist, wenn f¥,f~ € L(D)
sind, und es gilt dann

/Df(az)dx:/Df+(az)dac—|—/Df_(m)da:. (3.2.16)

vi) Sei Z = {By} € Z(D) eine (disjunkte) Zerlegung und f : D — R, U {0} eine
beliebige Funktion. Ist f € L(D), so ist auch f € L(By), k € N, und umgekehrt, und in
diesem Falle gilt

/Df(x)dxzz ; f(z)dx. (3.2.17)

Beweis: i) Der Beweis verlauft analog wie beim entsprechenden Integrabilitédtskriterium
fiir das R-Integral, wobei anstelle der Linearitéit endlicher Sumen die von absolut konver-
genten Reihen verwendet wird.

ii) Die Menge N := {xz € D : f(x) # g(x)} ist eine L-Nullmenge. Fiir eine Zerlegung
Z = {A;} = {N,D\ N} ist entweder A; C N oder A; C D\ N. Im ersten Fall ist
1*(A;) = 0, und der entsprechende Summand tritt in den zugehoérigen Lebesgueschen
Summen LSz(f,§) und LSz(g,&) nicht auf. Im zweiten Fall ist f(&;) = g(&) . Also ist
LSy(f,&) = LSz(g,€) . Dies impliziert

J() = lm LS,(1.€) = lm LS7(f.€) = J(9).

|Z]—0
iii) Die Monotonie des L-Integrals ergibt sich wieder analog wie die des R-Integrals.
iv) Bs sei N :={z € D: |f(z)| = oo oder |g(x)| = oo} . Ahnlich wie in (ii) folgt fiir jede
Zerlegung Z = {A;} = {N, D\ N} fir die zugehorigen L-Summen:

Die Behauptung folgt nun wieder aus der Konvergenz dieser L-Summen fiir |Z] — 0
gegen die entsprechenden L-Integrale.

v) Nach (ii) kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass |f(z)| < co auf D ist. Aus p(0) =0
und

|o(s) = ()] < ls =1
folgt zunéchst |¢(s)| < 7|s|, und damit fiir die Zerlegung Z* aus Bedingung (Z):

Sz-(lp o fI) < ¥Sz(

fl) < .
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Nach (i) gibt es zu ¢ > 0 eine Zerlegung Z. € Z(D) mit Sy (f) — S, (f) <e. Wegen

(/@) = (DI < f () = F)l < 7(sup fo) = inf f(2)), 2.y € A
gilt
sup(p o f)(x) — inf (po f)(w) < 7(sup f(w) = inf f(x))

z€EA; z€A; zEA;

und folglich Sz (po f) — Sy (¢o f) <ve. Alsoist o f € L(D), wieder nach (i). Die
Aussagen fiir die speziellen Félle erhalten wir mit ¢(s) = |s|, s™,s7 .

vi) Aus Zerlegungen 7, = {B¥} € Z(By), k € N, lisst sich eine Zerlegung Z = {BF}; €
Z(D) zusammensetzen, und umgekehrt induziert jede Zerlegung Z = {A;} € Z(D),
welche Verfeinerung von {By} ist, Zerlegungen Z* = {A; N By} € Z(By,) . Aufgrund des
Doppelreihensatzes (3.1.2) gilt dann in beiden Féllen:

Sy =85, Sz =>_5ah)

Hieraus folgt unmittelbar

Dies impliziert zusammen mit dem eben Bewiesenen

/Df(m)dm>§/B f(‘r)dx>/Df(I)dx.

Auf analoge Weise gewinnt man die entsprechende Aussage auch fiir die Oberintegrale,
woraus dann die Behauptung folgt. Q.E.D.

Satz 3.3: Ist D C R™ quadrierbar und die Funktion f: D — R Riemann-integrierbar,
soist f auf D auch Lebesque-integrierbar, und die entsprechenden Integrale haben den-
selben Wert.
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Beweis: Bei der hier verwendeten Definition von R-Integral und L-Integral ist die Aussage
des Satzes eine Trivialitdt. Fiir jede endliche Zerlegung Z von D in quadrierbare Mengen
ist das untere R-Integral kleiner oder gleich dem unteren L-Integral und das obere R-
Integral grofer oder gleich dem oberen L-Integral. Die Gleichheit von unterem und oberem
R-Integral impliziert also auch die Gleichheit von unterem und oberem L-Integral. Q.E.D.

Bemerkung 3.3: Das Lebesgue-Integral ist eine echte Erweiterung des (eigentlichen)
Riemann-Integrals und fiir nicht-negative Funktionen in einer Dimension auch des unei-
gentlichen Riemann-Integrals. Die durch

T z€QnNIo,1],
f(x)'_{m z€0,1\Q,

definierte Funktion f:[0,1] — R ist nicht Riemann-integrierbar (Ubungsaufgabe), aber
wegen f =0 f.i. Lebesgue-integrierbar mit dem Integralwert

/Olf(x)dx =0.

Bemerkung 3.4: Beim Lebesgue-Integral wird nicht zwischen eigentlich und uneigent-
lich integerierbar unterschieden. Dies wird dadurch erreicht, dass von vornherein unbe-
schréinkte Integrationsbereiche sowie unbeschriankte Integranden zugelassen sind. Die not-
wendige Beschrankung auf sinnvolle Situationen wird durch die Bedingung (Z) erreicht.
Diese fiihrt zu einigen Besonderheiten des Lebesgue-Integrals:

i) Mit f € L(D) ist notwendig auch |f| € L(D). Das ist beim uneigentlichen Riemann-
Integral in einer Dimension anders. Die Funktion f(x) = sin(z)/z ist auf dem Intervall
[0,00), wie wir schon gesehen haben, uneigentlich Riemann-integrierbar, ihr Absolutbe-
trag |f| ist es aber nicht (Ubungsaufgabe).

ii) Beim Lebesgue-Integral folgt aus f € L(D) i.Allg. nicht, dass auch f* € L(D).
Ein Beispiel bietet die {iber dem Intervall (0,1] uneigentlich Riemann-integrierbare (und
Lebesgue-integrierbare) Funktion f(z) = 1/y/x, deren Quadrat f?(z) = 1/z, wie wir
wissen, nicht integrierbar ist.

Das Lebesgue-Integral ldsst sich analog zum Riemann-Integral auch fiir vektorwer-

tige Funktionen [ = (fi,...,fs) : D — R’ definieren. Eine solche Funktion ist L-
integrierbar, wenn es ihre Komponenten sind, und als Integral wird der Vektor J(f) :=
(J(f1)s---,J(fa)) bezeichnet.

Satz 3.4 (Dreiecksungleichung): Ist D C R" messbar und die Funktion f : D —

R’ Lebesgue-integrierbar, so ist fiir jede Norm || - || auf RY auch die Funktion ||f(-)|
Lebesque-integrierbar, und es gilt

H/Df(‘T) dxH S/Dllf(:c)lldx. (3.2.18)
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Beweis: Es sei f = (f1,..., fs). Sind die Komponenten f;(-) integrierbar, so sind es
auch die Betragsfunktionen | f;(-)] und somit auch [|f(-)||s . Wegen der Aquivalenz aller
Normen auf R ist dann auch die Funktion ||f(-)|| L-integrierbar. Fiir jede Zerlegung
Z = 7Z* € Z7(D) ist wegen der Dreicksungleichung:

ILS2L6)1 = | 32 56 u(B) | < 315 w(B:) = LSA1.6).

Durch Grenziibergang |Z] — 0 folgt damit die behauptete Ungleichung. Q.E.D.

3.2.2 Integrabilititskriterien

Die folgende Untersuchung des Lebesgue-Integrals und seiner Eigenschaften erfordert
moglichst einfache Kriterien fiir die Lebesgue-Integrierbarkeit. Dazu dient das Konzept
der ,,Messbarkeit* von Funktionen.

Definition 3.7 (messbare Funktion): Sei D C R" Lebesgue-messbar. Eine Funktion
f D — R heifit ,Lebesque-messbar (oder kurz ,messbar®), wenn fir jedes o € R die
folgenden Mengen Lebesque-messbar sind:

NZ(f):={zeD: f(x) > a}.

Aufgrund der Eigenschaften messbarer Mengen kann dies dquivalent auch mit >, < und
< definiert werden.

Lemma 3.9: Sind die Funktionen f, : D — R messbar, so sind auch die folgenden
Funktionen messbar:

finf(x) = H]}f fk(x)v fsup(m) = 51}1p fk(x)>
fliminf(x) = hHlklIlf fk(x)a flimsup(x) = linlksup fk (J?)

Beweis: Aufgrund der Beziehungen

{reD: fiue(x)>at=mp{z e D: fi(zr) >a}
{reD: faulx)>al=U{reD: fi(r)>a}

und der o-Algebra-Eigenschaft von £, folgt die Messbarkeit von fi,; und fo,,. Mit

fliminf(x) = sup lnf fl(I), flirnsup(x) = inf sup fz(x)
k i>k k i>k

ergibt sich weiter auch die Messbarkeit von fiimint Und fiimsup - Q.E.D.
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Lemma 3.10: Ist D C R™ Lebesque-messbar und die Funktion f : D — R Lebesque-
integrierbar, so ist f messbar.

Beweis: Da f L-integrierbar ist, gibt es aufgrund der Bedingung (Z) eine Zerlegung
Z* ={B;} von D mit Sy-(|f]) < co.Seien Z, = {Bf}; Zerlegungen mit Z* < Z; <
Zy = ... und Sz (f) =S8z (f) <1/k. Esist dann

lim S, (f) = J(f) = lim Tz, (/).

k—o00

Den Zerlegungen Z; ordnen wir die folgenden beiden Treppenfunktionen zu (xp die
charakteristische Funktion der Menge B ):

ge(r) ==Y infpef xps(x),  Gil(w) = suppf xpe(2).
=1 i=1
Fiir diese sind N7 (gx) und N2 (Gy) fir jedes aw € R L-messbar, d.h.: g, und G}, sind
messbar. Ferner gilt:

Sz (f) =Sz (9r), Sz.(f) = Sz, (Gy).

Die Treppenfunktionen g, und G bilden monoton wachsende bzw. fallende Folgen. Thre
punktweisen Grenzwerte ¢ := limy_,o gr und G := lim;_,,, G} sind nach Lemma 3.9
ebenfalls messbar. Es ist ¢ < f < G und

Sz.(f) = 87,(9r) < 87,(9) < Sz.(9) = S2,(G) < 52,(G) < 5z,(Gx) = Sz,.(f).

Dies impliziert, dass g, G € L(D) mit J(f) = J(g9) = J(G). Aus 0 < G —g € L(D) und
J(G—g) =0 folgt G—g=0 fii.in D (Ubungsaufgabe). Alsoist f =g f.ii.in D und
folglich ebenfalls messbar. Q.E.D.

Lemma 3.11: Ist f: D — R messbar und ¢ : R — R, stetig, so ist die Komposition
wo f ebenfalls messbar. Damit sind fiir messbare Funktionen f,g : D — R auch die
folgenden Funktionen messbar (Sofern sie als Funktionen von D nach R wohl definiert
sind. ).

o 1P (e >0, af (@eR), 1/f (fir f#0), f+g. fg.

Beweis: i) Sei f: D — R. Fiir ¢ > 0 definieren wir die Mengen
Bi:={zeD:ck< flzx)<elk+1)}, keZ,
und bilden die messbaren Treppenfunktion

te(x) = Zmi xs:(x), my = infeep: f(7).
keZ

Fiir diese gilt t. < f <t.+ ¢ und folglich t.(z) — f(x) (¢ — 0). Nun ist

{zeD:(pot)(r) > a} =U{B;: p(mj) > a},
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woraus die Messbarkeit von ¢ ot folgt. Wegen der Stetigkeit von ¢ konvergiert auch
(pot)(z) = (po f)(z) (¢ = 0). Nach Lemma 3.9 ist also auch ¢ o f messbar.

ii) Die Mengen D' :={z € D : |f(z)] < oo} und Xin :={z € D: f(x) = xoo} sind
messbar. Die Messbarkeit der anderen Funktionen ergibt sich dann aus Teil (i) (angewen-
det fiir f: D’ — R) mit den entsprechenden stetigen Funktionen ¢(-). Dieses Argument
ist aber nicht auf den Fall 1/f anwendbar, wenn f nicht von Null wegbeschréinkt ist. In

diesem Fall ist eine subtilere Argumentation unter Verwendung von Lemma 3.9 erforder-
lich. Diese wird als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Satz 3.5: Ist D C R" Lebesque-messbar. Bine messbare Funktion f : D — R mit der
Figenschaft (Z), fir die J(f) < oo gilt, ist Lebesque-integrierbar. Insbesondere ist eine
messbare Funktion f: D — R Lebesque-integrierbar, wenn sie eine Lebesque-integrierbare
Magorante g € L(D), besitzt, d. h.: |f| <g.

Beweis: i) Zunéchst wird p(D) < oo angenommen. Es sei € > 0 beliebig und
Bi:={zeD:eck< f(x)<elk+1)}, keZ, Bo:={z € D: |f(x)] = co}.

Die Mengen Bf sind messbar, und die Menge B, ist wegen Bedingung (Z) L-Nullmenge.
Die Mengen Bj und B, bilden eine (disjunkte) Zerlegung Z. der Menge D, und es gilt

ek <infiep; f(2) < supyep: f(2) < e(k+1).

Wegen der o-Additivitidt des L-Mafles folgt

S7.(f) =D subsep [ (@) p(By) < Y (infen f(x) + &) u(B) < S7.(f) + e u(D).

kEZ kEZ

Wegen der Voraussetzung sup, S, (f) = J(f) < oo ist f nach dem Integrabilitétskrite-
rium aus Lemma 3.8(i) also L-integrierbar.

ii) Im Fall p(D) = oo sei {B;} € Z(D) eine Zerlegung in L-messbare Mengen B; C D
mit p(B;) < co. Die auf D messbare Funktion f: D — R ist auch auf jeder Teilmenge
B; messbar, und das zugehorige Unterintegral ist kleiner oo . Anwendung von Teil (i) auf
die einzelnen B; ergibt f|p, € L(B;). Die Behauptung folgt dann mit Hilfe der Aussage
von Lemma 3.8(vi). Q.E.D.

3.2.3 Konvergenzsitze

Im Folgenden untersuchen wir die Vertauschbarkeit des Lebesgue-Integrals mit Konver-
genzprozessen. Wir beginnen mit einem fundamentalen Satz von Beppo Levi!

Beppo Levi (1875-1961): Ttalienischer Mathematiker; Professor in Cagliari und spéter in Rosario (Ar-
gentinien); Beitrige zur Geometrie, Logik und Analysis, u.a. zur Begriindung des Dirichletschen Prinzips.
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Satz 3.6 (Satz von Beppo Levi: montone Konvergenz): Sei D C R" messbar und
(fx)ken eine monoton wachsende Folge nicht negativer Funktionen fi, € L(D) mit

Sup/ fr(x)dr < co. (3.2.19)
keN Jp

Dann konvergieren die fy fii. in D gegen eine Lebesque-integrierbare Grenzfunktion
feL(D), und es gilt:

klggo/jjfk(r)dx/D]}Ln;fk(x)dr/[)f(r)dx (3.2.20)

Beweis: a) Aus der Monotonie der Folge (fi(x))gen fiir jedes x € D folgt die Existenz
der Limiten f(z) := limy oo fr(z) = supgpey fe(x), wodurch eine messbare Funktion
f:D — R mit f >0 definiert ist. Nach Voraussetzung ist, wegen der Monotonie des
L-Integrals,

—sup/fkda:— hm/fkdx<oo

keN
b) Wir stellen folgendes Hilfsresultat bereit: Sei A C D messbar und f(z) > m > 0 fiir
x € A. Dann gilt:

mp(A) < klim frdz = B(A). (3.2.21)
—00 Jy

Fiir m = 0 ist dies trivial. Sei also m > 0. Fiir 0 < a < m setzen wir
Qn ={reD: fi(x)>a}NA
Die Mengen Q% sind wegen fj, € L(D) messbar, und es gilt:
ap(@Qg) < frdr < / fredr < sup/ frdx = B(A).
Qe A keN J A
Die Mengenfolge (Qf)ken ist monoton zunehmend mit Ugen@¢ = A. Fiir £ — oo folgt
daher mit Hilfe von Satz 3.1 au(A) < B(A), und somit (3.2.21) fiir a« — m.

¢) Sei nun Z = {B;} € Z(D) eine (disjunkte) Zerlegung und S,(f) = >, miu(B;) die
zugehorige Untersumme mit m; := inf,ep, f(x). Durch Anwendung von (3.2.21) auf B;
ergibt sich mit D; := U_, B;:

J

Zml,u <Zkhm/ frdr = hm Z/ frdr = hm/ frdr < 5.
=0 Jp,

Fiir j — oo folgt hieraus S,(f) < 8 und damit, da die Zerlegung Z beliebig gewihlt
ist, J(f) = supzezpySz(f) < B. Nach Satz 3.5 ist dann f L-integrierbar, und es gilt

wegen fr < f:
b= lim/fkd:pg/fdx:/ fdx < p.
k—oo Jp D J p
Dies vervollstédndigt den Beweis. Q.E.D.

Der Satz von Beppo Levi hat einige wichtige Folgerungen. Als erstes ergibt sich die
folgende Aussage iiber die Vertauschbarkeit von Integration und Summation.



90 Das Lebesgue-Integral

Korollar 3.2: Sei D C R" quadrierbar und (fx)ken eine Folge nicht-negativer, Lebesgue-
integrierbarer Funktionen f. : D — R mit der Eigenschaft

sup/D;fk(x)dm < 00.

neN

Dann stellt die Reihe s(x) = Y72, fu(x) eine Funktion aus L(D) dar, und es gilt:
/ s(x)dr = Z/ fr(x) de. (3.2.22)
D = /D

Beweis: Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von Beppo Levi. Q.E.D.

Weiter haben wir die folgende Variante des Satz von Beppo Levi fiir allgemeine Funktionen
ohne Vorzeichenbedingung.

Korollar 3.3: Sei D C R™ messbar und (fi)ren eine monotone Folge von Funktionen
fx € L(D) mit

sup
keN

/ka(x) dx’ < oo. (3.2.23)

Dann ist f = limy_,o fr Lebesgue-integrierbar, und es gilt:

lirn/ka(:v)dx:/Dkli_)IEofk(x)dm:/Df(ac)dx. (3.2.24)

k—o0

Beweis: Sei 0.B.d.A. die Folge (f;)r monoton wachsend; andernfalls wird die Folge
(—fx)r betrachtet. Die Singularititenmenge U; := {z € D : fi(z) = +oo} ist L-
Nullmenge. Durch die Setzung

gk(2) = fe(z) = fi(z), © € D\U1, g(x):=0, z €U,

erhalten wir eine monoton wachsende Folge (gx)s nicht-negativer, L-integrierbarer Funk-
tionen. Die zugehorige Folge von L-Integralen J(g;) = J(fr) —J(f1) ist beschrankt. Nach
dem Satz von Beppo Levi ist also ¢ := lim;_,, gr L-integrierbar, und es gilt

lim/gk(x)dx:/g(x)dx.
k—oo Jp D

Hieraus folgt die L-Integrabilitdt von f = ¢+ fi und die Beziehung
lim / fr(z)de = / f(z)dx,
k—oo D D
was zu zeigen war. Q.E.D.

Das folgende sog. Lemma von Fatou? ist eine etwas tiefer gehende Folgerung des Satz von
Beppo Levi.

2Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929): Franzosischer Mathematiker und Astronom; wirkte an der
Pariser Sternwarte; wichtige Beitridge zur Analysis, insbesondere zur Integrations- und komplexen Funk-
tionentheorie sowie zur Theorie des Mehrkorperproblems der Planetenbahnen.
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Korollar 3.4 (Lemma von Fatou): Sei D C R" messbar und (fy)ren eine Folge
nicht negativer Funktionen f, € L(D) mit der Eigenschaft

sup/ fr(z)de < co.

keN Jp
Dann gult:
/ liminf fi,(z) dx < hmlnf/ fr(x (3.2.25)
p k—oo
Ist zusditzlich supgey fr < g mit einem g € L(D), so gilt
/ lim sup fi(z) dz > lim sup/ fu(x (3.2.26)
D k—oo k—o00

Beweis: Da dieses Lemma im Folgenden nicht verwendet wird, verzichten wir auf die
Angabe seines Beweises und verweisen hierfiir auf die einschliagige Literatur. Q.E.D.

Der wichtigste Konvergenzsatz fiir das Lebesgue-Integral ist der folgende Satz tiber
die majorisierte Konvergenz nach Lebesgue.

Satz 3.7 (Satz von Lebesgue zur majorisierten Konvergenz): Sei D C R™ mess-
bar und (fx)ken eine Folge von Funktionen f, € L(D), die [ i. gegen eine Funktion
f auf D konvergieren. Die Folge (fi)ren besitze eine Lebesque-integrierbare Majoran-
te, d.h. eine Funktion g auf D mit |fy| < g, f i. auf D. Dann ist auch der Limes
f=limg_ fr Lebesque-integrierbar auf D , und es gilt:

kh_)nolo/ka(:L‘)z/Dlenolofk(x)dxz/Df(a:) dx. (3.2.27)

Beweis: Wir kénnen wieder 0.B.d.A. annehmen, dass die Funktionen f; und g iiberall
in D endlich sind, und dass die Folge (fi)ren iliberall gegen f konvergiert. Andernfalls
werden die betreffenden Funktionswerte in Null umgeéndert, was die Werte der auftre-
tenden L-Integrale nicht dndert. Der Limes f ist messbar, durch g € L(D) beschrinkt
und daher nach Satz 3.5 L-integrierbar. Die nicht-negativen Funktionen

hin(2) := sup{| fi(z) = f(z)[ : k= m}

sind dann wegen |h,,(z)| < 2¢(x) ebenfalls L-integrierbar, und streben monoton fallend
gegen Null. Nach dem Korollar 3.3 zum Satz von Beppo Levi folgt

|J(fr) = TN =1T(fe = I < T fe = f1) = 0 (k= 00),

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.
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3.2.4 Satz von Fubini und Transformationsregeln

Die wichtigsten Sétze zur praktischen Berechnung von Integralen sind der Satz von Fubini
und der Transformationssatz (Substitutionsregel). Im Folgenden formulieren wir diese
Séatze in ihrer Version fiir das Lebesgue-Integral. Auf die Ausarbeitung der Beweise wird
aber verzichtet, da in Anwendungen meist nur ihre Versionen fiir das Riemann-Integral
benétigt werden.

Satz 3.8 (Satz von Fubini): Seien I, C R™ wund I, C R™ (mdglicherweise unbe-
schrinkte) Intervalle mit dem kartesischen Produkt I = I, x I, € R™™™ wund f € L(I).
Dann gilt:

i) Fir fast alle © € I, ist die Funktion f(x,-):1, = R auf I, Lebesque-integrierbar.
ii) Die Funktion fIy fG y)dy : I, = R ist Lebsque-integrierbar auf I .
iii) Es gilt:

[ tepaen - [ ( [ taw dy> i = / ( [ ) dx) dy. (32.28)

Yy

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.

Bemerkung 3.5: Die Lebesguesche Version des Satzes von Fubini unterscheidet sich von
der Riemannschen im wesentlichen in den folgenden Punkten:

1. Integrationsintervall sowie Integrand diirfen beim L-Integral unbeschriankt sein.

2. Die Funktion f(z,-): I, — R ist i. Allg. nicht R-integrierbar; es existieren aber ihre
Unter- und Oberintegrale.

3. Fiir das R-Integral gilt

/If(ﬂzy)d(af,y) /I (/ny(%y)dy) dx/jy (/I f(x,y)dx> dy.

Der folgende Satz von Tonelli® beinhaltet in gewissem Sinne die Umkehrung der Aus-
sage des Satzes von Fubini.

Satz 3.9 (Satz von Tonelli): Seien I, C R" und I, C R™ Intervalle mit dem karte-
sischen Produkt I = I, x I,, € R"™™ und f messbar auf I. Eristiert mindestens eines
der beiden iterierten Integrale

/Iy< Im|f(x,y)|da:> dy, /1 ( . f(a:,y)|dy> du,

so ist f Lebesgque-integrierbar, und es gilt die Aussage des Satzes von Fubini.

3Leonida Tonelli (1885-1946): Ttalienische Mathematiker; Prof. in Cagliari, Parma, Bologna und Pisa;
Beitrige zur Analysis, zur Integrationstheorie und Varationsrechnung.
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Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.

Als néchstes diskutieren wir die Substitutionsregel fiir das Lebesgue-Integral. Beim
Riemann-Integral erfordert die Formulierung der Voraussetzungen der Substitutionsregel
einige Subtilitdt. Sei D C R"™ der messbare (bzw. quadrierbare) Integrationsbereich.

— Die starke, aber beweistechnisch bequemste Bedingung verlangt, dass die Transfor-
mation ® auf einer offenen Umgebung O D D von D injektiv und regulir , d.h.
stetig differenzierbar mit det ® # 0, ist. Damit werden aber die Transformation
auf Polar- und Kugelkoordinaten nicht erfasst.

— Die praktisch leichter anwendbare Bedingung verlangt, dass die Transformation &
auf der offenen Menge D injektiv, reguldr und Lipschitz-stetig ist.

Im Falle des Lebesgue-Integrals ergeben sich die Voraussetzungen der Substitutionsregel
dagegen auf ganz natiirliche Weise.

Satz 3.10 (Substitutionsregel): Sei die Menge D C R™ offen und ® : D — R" eine
injektive und stetig differenzierbare Abbildung mit det ® £ 0 in D . Dann ist auch die
Bildmenge ®(D) offen und damit L-messbar. Ist f : ®(D) — R L-integrierbar, so ist
auch die Funktion (f o ®)|det®'|: D — R L-integrierbar, und es gilt

fly)dy = / [(®(x))| det @' ()| dx. (3.2.29)
o(D)

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.

Zum Schluss betrachten wir noch parameterabhéngige Lebesgue-Integrale.

Satz 3.11 (Parameterintegral): Sei B C R™ messbar und A CR"™ offen. Ferner sei
die Funktion f: Ax B — R fiir jedes feste x € A L-integrierbar auf B und fiir fast alle
y € B auf A nach x stetig differenzierbar. Weiter gebe es eine auf B L-integrierbare
Funktion g : B — R mit ||V.f(z,y)|| < g(y) fir alle v € A und fiir fast alle y € B.
Dann gilt:

i) Vof(z,y) ist fir jedes feste x € A L-integrierbar auf B.
ii) Das Parameterintegral F(z fB x,y) dy ist stetig differenzierbar mit der Ableitung

z) = /Bvxf(ra y) dy. (3.2.30)

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir hohere Ableitungen.

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.
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3.2.5 Lebesgue-integrierbare Funktionen in R!

Wir wollen noch zwei fundamentale Aspekte der Lebesgueschen Integrationstheorie be-
handeln: den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung und die Charakte-
risierung der Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

Definition 3.8 (absolut-stetig): Auf einem Intervall I C R heifit eine Funktion f :
I — R absolut-stetig”, wenn zu beliebigem ¢ € Ry ein § € Ry existiert, so dass fiir
jede endliche Menge {I, = (ar,br), k = 1,...,m} wvon offenen, disjunkten Intervallen
I, C I gilt:

SIl<d = Do) — flan)| <e. (3.2.31)

k=1 k=1

Lemma 3.12: FEs gelten die folgenden Aussagen:
i) Absolut-stetige Funktionen sind gleichmdfig stetig.
ii) Lipschitz-stetige Funktionen sind absolut-stetig.

iii) Die Komposition o f einer absolut-stetigen Funktion f: 1 — R und einer auf f(I)
Lipschitz-stetigen Funktion ¢ ist wieder absolut-stetig.

iv) Eine absolut-stetige Funktion f ist von beschrinkter Variation und folglich darstellbar
als Differenz f = g — h zweier monotoner Funktionen g,h .

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.

Satz 3.12 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung): Flir beliebige
Funktionen f: I =[a,b] = R gilt:

i) Ist [ absolut-stetig, so ist es fast f. . in I differenzierbar, f’ ist Lebesgue-integrierbar,
und es ist:

F(b) — fla) = / f'(@) de. (3.2.32)

ii) Ist [ Lebesgue-integrierbar, so ist die Funktion F(t) := fat f(s)ds absolut-stetig mit
f=F fii.in I, d h.: Esist:

F@z/f@@ = F(t) = (). (3.2.33)

Beweis: Der Beweis wird ausgelassen. Q.E.D.
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3.3 Ubungen

Ubung 3.1: Man zeige, dass jede Hyperebene H(a,b) = {x € R*: a+b-x =0} mit
b € R"\ {0} ecine Lebesgue-Nullmenge (bzgl. R") ist. (Hinweis: Man beachte die Argu-
mentation im Beweis der entsprechenden Aussage fiir abzidhlbare Mengen.)

Ubung 3.2: Sei X eine beliebige unendliche Menge und
A:={ACX: A oder X\ A sind endlich.}.

Man zeige, dass A eine Mengen-Algebra, aber keine o-Algebra ist.

Ubung 3.3: a) Man zeige die Richtigkeit der folgenden Aussagen:
i) Durch # ~y & 2 —y € Q" wird eine Aquivalenzrelation im R™ erklirt.

i) Der Einheitswiirfel [0,1]" C R™ enthilt aus jeder der Aquivalenzklassen von ~ abzihl-
bar unendlich viele Elemente.

b) Sei A C [0,1]" eine Menge, die aus jeder der Aquivalenzklassen von ~ genau ein Ele-
ment enthélt (Die Annahme der Existenz einer solchen Menge folgt aus einem eigensténdi-
gen mengentheoretischen Axiom, dem sog. ,,Auswahlaxiom®, dessen Verwendung unter
Mathematikern umstritten ist.). Man zeige die Richtigkeit der folgenden Aussagen:

iii) Fiir 7,5 € Q" mit 7 # s gilt: (r+A)N(s+A4)=0.
iv) Fiir die Menge S :=U{r + A: r e Q"N [-1,1]"} gilt: [0,1]* C S C [-1,2]".

v) Die Menge A ist nicht Lebesgue-messbar. (Hinweis: Das Lebesgue-Maf ist translati-
onsinvariant.)

Ubung 3.4: Man begriinde die folgenden Aussagen aus dem Text:
i) Die Menge [0,1]" N Q™ C R™ ist Lebesgue-messbar aber nicht Jordan-quadrierbar.

ii) Die durch f(z) :=1 fir z € [0,1]NQ und f(z):=0 fiir z € [0,1] \ Q} definierte
beschrénkte Funktion f :[0,1] — R ist nicht Riemann-integrierbar.

iii) Die Ordinatenmenge der auf dem Intervall (0, 1] definierten unbeschrinkten Funktion
f(z) := 271/% ist Lebesgue-messbar. Wie grof8 ist ihr Maf?

Ubung 3.5: Man bestimme das dufiere MaB der folgenden Mengen und entscheide ob
diese Lebesgue-messbar sind:

) Ai={(z,y) eR* |2 >0, —e " <y<e™}
i) A:={(z,y) e R?|z € Q,y € R}
i) A:=[0,1] xR C R?
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Ubung 3.6: Sei D C R" eine beschrinkte, Lebesgue-messbare Menge mit w(D) >0
und f : D — R eine Lebesgue-integrierbare Funktion. Man zeige, dass die folgende
Implikation gilt:

f)>0 fi.auf D = /f(;L')da:>O7
D

und dass dies die folgende Aquivalenz impliziert:

f(x)=0 f.i. auf D < /D|f(.r)|d.r0.

(Hinweis: Man betrachte die Mengen By := {x € D : f(x) > 1/k} und zeige, dass
1(By,) > 0 fiir mindestens ein k € N ist. Die erste Behauptung folgt dann mit Hilfe der
Monotonie des L-Integrals.)

Ubung 3.7: Sei D C R* L-messbar mit u(D) > 0, und seien f,g : D — R L-
integrierbare Funktionen. Man beweise oder widerlege die folgende Aussage: Stimmen
f und g auf einer dichten Teilmenge von D iiberein, so sind ihre Integrale gleich.

Ubung 3.8: Man betrachte die folgenden Beispicle von Funktionenfolgen (f)ren auf
den Definitionsbereichen D C R™:

i) Sei D =[0,1] und (7;);en eine Abzdhlung der rationalen Zahlen in D und f: D — R
definiert durch

fulr) =1 fir i=1,...,k, und fi(z) =0 sonst.
ii) Sei D =R und f;: D — R definiert durch
fe(x)=1/k fir —k <z <k, und fr(z)=0 sonst.
iii) Sei D =[0,1] und fi: D — R definiert durch
fulx) =k fir 0<z<1/k, und fr(z) =0 sonst.

Welche Voraussetzungen der Sitze von Beppo Levi und Lebesgue und des Lemmas von
Fatou werden in diesen Beispielen erfiillt und welche nicht. Man iiberpriife anhand dieser
Beispiele, ob die Konvergenzsatze auch fiir das Riemann-Integral gelten.

Ubung 3.9: Man zeige, dass die durch

f@ =" s ) =1,
definierte Funktion auf dem Intervall D = [0,00) zwar im Sinne der eindimensiona-

len Integrationstheorie (s. Band Analysis 1) uneigentlich Riemann-integrierbar aber nicht
Lebesgue-integrierbar ist. Man diskutiere dieselbe Frage im Rahmen der mehrdimensio-
nalen Integrationstheorie (s. Band Analysis 2)
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I;'Jbung 3.10: Sind fiir eine auf einem Gebiet 2 C R" L-integrierbare Funktion f : € —
R auch |f|, f?, sin(f) und fg mit einem g € C(Q) L-integrierbar?

Ubung 3.11: Sei (6)ren die im Text konstruierte ,Dirac-Folge®, 0x(z) := kd;(kz),
61 (z) = (2m)" 2"/ Man zeige, dass damit fiir jede Funktion f € LY(R), die im
Punkt = = 0 stetig ist, gilt (f,dx)2 — f(0) (k — oo). Im Limes k — oo hat diese
Folge also die Wirkung der , Dirac-Distribution®, die einer stetigen Funktion den Wert in
x = 0 zuordnet, was die Bezeichnung ,, Dirac-Folge* erklrt.





