1 Integralsitze

In diesem Kapitel fithren wir das Riemann-Integral fiir Funktionen auf Kurven und
Flachen ein. Dies liefert die Grundlage zur Formulierung der fundamentalen Integralséitze
von GauBl und Stokes. Fiir stetig differenzierbare Funktionen f : [a,b] — R einer Varia-
blen gilt der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung:

t/f@Mw:ﬂw—ﬂw

Wir wollen uns mit Verallgemeinerungen dieser Aussage auf Integrale in mehreren Di-
mensionen beschéftigen. Als Ergebnis erhalten wir Beziechungen der Form

AVﬂ@-®=fu%—ﬂﬂ>

mit einem Integral iiber die Kurve I' C R® mit Anfangspunkt z®, Endpunkt x® und
gerichtetem Linienelement ds, sowie

/Vf(x)-edx: f(z)n-edo
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mit einem Integral iiber den Rand OG des Integrationsbereichs G und einem Richtungs-
vektor e € R™. Dabei ist n = (ny,...,n,) der Einheitsvektor in Richtung der nach auflen
weisenden Normalen entlang des Randes.

Als Integrationsbereiche werden im Folgenden in der Regel sog. ,,Gebiete®, d. h. offene
und zusammenhéngende Mengen, auftreten (s. Abschnitt 2.1 des Bandes Analysis 2).

Als Vorbereitung fiir diese Untersuchung miissen wir zunéchst einmal das Riemann-
Integral iiber Kurven und Fléchen einfithren. Da solche Integrale, insbesondere die ,, Kur-
venintegrale“ auch von eigenem Interesse sind, werden wir letztere in etwas allgemeinerer
Form als Intergrale iiber Kurven im R" behandeln.

1.1 Integrale iiber Kurven und Fliachen

In Kapitel 6 des Bandes Analysis 1 hatten wir bereits den Begriff der ,Léinge“ einer
ebenen Kurve eingefiithrt. Wir wollen dies im Folgenden auf Kurven und Fliachen im R"
erweitern.

1.1.1 Kurven im R"

Wir haben eine anschauliche Vorstellung davon, was eine ,Kurve* im R"™ ist, etwa in
der Ebene der Graph einer Funktion f : [a,b] — R. Auch der Rand eines Gebiets des
R?, z.B. die Einheitskreislinie, ist eine Kurve. Diese ist aber nicht als Graph darstellbar,
sondern als Zusammensetzung von Graphen. Bei der Definition, was eine allgemeine Kurve
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4 Integralséitze

sein soll, hilft die kinematische Vorstellung eines physikalischen Partikels, das in einem
Zeitintervall [a,b] einen Weg {xz(t),t € [a,b]} in R™ durchlduft. Dabei kann es passieren,
dass die Bahnkurve gewisse Punkte mehrfach durchléuft, z.B. die ebenen Bahnkurven

z(t)= (- 1,5 —t), teR, x(t) = (cos(2t),sin(2t)), t € [0, 27];

die erste hat einen sog. ,,Doppelpunkt® z(1) = z(—1) (siehe Abbildung 1.1), und bei der
zweiten durchlauft der Punkt den Einheitskreis zweimal. Wir miissen also unterscheiden
zwischen dem ,,Weg*“, den ein Partikel in dem Zeitintervall durchléduft und der entstehen-
den ,Kurve* als Punktmenge in R™. Ein solcher Weg hat eine natiirliche ,,Orientierung*,
gegeben durch die zeitliche Bewegung des Partikels.

Definition 1.1: i) Unter einem ,Weg* verstehen wir eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] —
R"™ auf einem abgeschlossenen (nicht degenerierten) Intervall I = [a,b] C R. (Die Fille
I=(—00,b],I =[a,00) und I = (—00,00) sind gelegentlich zugelassen.)

ii) Die Bildmenge
Ly ={p(t) eR", t € [a,b]} CR",

eines Weges ¢ : |a,b] — R™ wird als ,Kurve“ in R™ bezeichnet, mit ,Parameterdar-
stellung . Im Falle T = [a,b] nennen wir ¢(a) und @(b) den ,Anfangspunkt® so-
wie den ,Endpunkt® der Kurve. Im Falle p(a) = ¢(b) heifst diese ,geschlossen® . Ist
o(t1) = @(ts) fiir zwei Parameterwerte t; # to, so hat die Kurve dort einen ,Doppel-
punkt”.

Wir werden im Folgenden von einer Kurve als einem geometrischen Objekt bzw.
Punktmenge in R™ sprechen, die durch einen Weg ¢ : [a,b] — R™ parametrisiert ist. Da-
bei konnen unterschiedliche Parametrisierungen durchaus dieselbe Kurve erzeugen; z. B.
gehort zu den Wegen

o(t) = (cos(t),sin(t)), te€]0,2n],
o(t) = (cos(t), —sin(t)), t e (0,27,
o(t) = (cos(2t),sin(2t)), t € [0,7]

als Kurve jeweils die Einheitskreislinie, nur auf unterschiedliche Weise durchlaufen. Haufig
hat man fiir eine geometrische Kurve keine vollstédndige Parameterdarstellung gegeben,
sondern nur fiir Teilstiicke, aus denen die Kurve zusammengesetzt ist. Durch Aneinan-
derfiigung von endlich vielen Kurvenstiicken I'y,...,T", erhélt man eine ,Kurve®; diese
heifit ,,geschlossen®, wenn der Endpunkt von I'. gleich dem Anfangspunkt von I'y ist

(siche Abb. 1.3).

Beispiel 1.1: Wir geben weitere einfache Beispiele von Wegen und Kurven:

1. Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R kann die Abbildung ¢(t) := (¢, f(t)),t € [a, ],
als Weg in R? aufgefasst werden; die zugehorige Kurve ist der Graph der Funktion f.

2. Der Abbildung ¢ : R — R? mit ¢(t) = (a; + v1t, a9 + vot) = a + vt beschreibt eine
Gerade in der Ebene durch den Punkt a = (a1, az) in Richtung des Vektors v = (vy,vq) .
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3. Die Abbildung ¢ : R — R® mit o(t) = (rcost,rsint,ct) beschreibt eine sog. ,,Schrau-
benlinie* in R?® (s. Abb. 1.1).

4. Neben den bisher aufgefithrten ,normalen“ Kurven gibt es auch sehr pathologische,
sog. ,,degenerierte* Kurven sowie ,,flichenfiillende Kurven®. Die stetige Parametrisierung
o(t) = @o = konst., t € [a,b], ergibt eine einpunktige Menge {p} € R?, die wir nicht als
,Kurve®“ im eigentlichen Sinne ansehen wollen. Ein Beispiel fiir den letzteren Kurventyp,
eine sog. ,, Peano-Kurve“, wird im Folgenden gegeben.

a

0] ‘
Abbildung 1.1: Kurve mit Doppelpunkt (links) und Schraubenlinie in R® (rechts).

Beispiel 1.2 (Peano-Kurve): Wir geben ein Beispiel fiir eine ebene Kurve, welche das
ganze Einheitsquadrat ausfiillt. Solche Kurven wurden erstmals von Peano' (1890) kon-
struiert und werden daher ,,Peano-Kurven®“ genannt. Die Entdeckung solcher pathologi-
schen Kurven (mit stetiger Parametrisierung) im 19. Jahrhundert erschiitterte das Ver-
trauen in die bis dahin viel auf geometrischer Anschauung basierte Argumentation in der
Analysis. Auflerdem zeigte dies, dass das Konzept der ,,Stetigkeit” allein zu schwach zur
sinnvollen Charakterisierung geometrischer Objekte wie Kurven, Flachen und Kérpern
ist. Die 2-periodische Funktion g : R — R sei definiert durch (Man mache sich eine
Skizze dieser Funktion.)

0, 0<t<3i
3t—1, s<t<?
g(t):==<¢ 1, % <t< %
5-3t, 3<t<3
0, Plt<2
Die Funktion g ist stetig und beschriinkt, 0 < g(t) <1,t € R.

Damit definieren wir die Abbildung ¢ : [0,1] — R? durch

o(t) = (sz’@g(ﬂx%*lt), Zz*kg(zﬁ’%)).

LGuiseppe Peano (1858-1932): Italienischer Mathematiker; Prof. in Turin; Beitrige zur Analysis,
gewohnlichen Differentialgleichungen, einer der Véter der Mathematischen Logik
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Abbildung 1.2: Basiselement der Peano-Kurve.

Die Reihen konvergieren absolut und gleichméfig, so dass die Limesfunktion ¢ stetig ist.
Die zugehorige Kurve wird ,,Peano-Kurve* genannt. Diese hat die {iberraschende Eigen-
schaft, das Einheitsquadrat auszufiillen, d.h. ¢ bildet das Intervall [0, 1] stetig auf das
Einheitsquadrat [0,1] x [0,1] ab. Dies sieht man wie folgt: Wegen 0 < g <1 ist

0< iQ’kg(él%t) < irk =1,
k=1

k=1

d.h. ¢ :[0,1] — [0,1] x [0,1]. Wir wollen zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Dazu beachten
wir, dass jede reelle Zahl a € [0, 1] eine sog. ,dyadische Entwicklung® besitzt:

a=> 627" 6 €{0,1}.
k=1

Also gibt es zu jedem Punkt (x,y) € [0,1] x [0,1] eine (0, 1)-Folge (d)ren, derart, dass

(z,y) = ( Z Sop—227", Z 52k—12_k) :
k=1 k=1
Dieser (0, 1)-Folge ordnen wir die folgende Zahl zu:
N0 1
= o €.
=0

Fiir jedes feste k € Ny ist dann

k-1

, 5,
T S L yras
j=0 j=k+1

Die erste Summe ist ein Vielfaches von 2, und fiir die letzte gilt

SN =1 1 1
4k SZEzl_l_lzg’
j=k+1 j=1 4
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Also ist g(4¥+) =, gemiiss der Konstruktion von g. Dies ergibt wie gewiinscht
o(t) = (Z 27 Rg(4% 1),y 2*’“g<4%t)) = (Z 2 * Gy, Y 2*'@5%,1) = (z,y).
k=1 k=1 k=1 k=1

Wir sehen, dass die bloe Annahme der Stetigkeit der Parametrisierung einer Kurve
auch sehr pathologische Objekte zulédsst. Wir werden den Begriff der ,Kurve® also etwas
schirfer fassen miissen, um solche ,, Monster* auszuschlieflen.

Definition 1.2: Sei I' C R" eine Kurve mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™. Ist ¢
injektiv, so nennen wir die Kurve eine ,Jordan-Kurve® und die Parametrisierung einen
sJordan-Weg“. Ist ¢ : [a,b) — R™ injektiv mit @(a) = p(b) als einzigem Doppelpunkt,
so sprechen wir von einer ,geschlossenen Jordan-Kurve .

Es scheint anschaulich klar, dass zu einer geschlossenen ebenen Jordan-Kurve immer
ein wohldefiniertes von dieser umschlossenes Gebiet existiert. Dies ist die Aussage des
sog. ,Jordanschen Kurvensatzes®“. Im Hinblick auf das Beispiel der pathologischen Peano-
Kurve ist es nicht verwunderlich, dass der Beweis dieser Aussage sehr schwierig ist und
hier nicht gegeben werden kann.

Satz 1.1 (Jordanscher Kurvensatz): Jede geschlossene ebene Jordan-Kurve I' C R?
zerlegt R? in zwei Gebiete, die von ihr berandet werden:

R°\T=G1UGy, GiNGy=0, 090G, =0G,=T.

Genau eines dieser beiden Gebiete ist beschrankt; dieses wird als das ,,Innengebiet” von
I’ bezeichnet.

Definition 1.3: Eine Kurve heifit ,stetig differenzierbar®, wenn fir sie eine stetig dif-
ferenzierbar Parametrisierung ¢ : I — R™ (kurz eine ,C'-Parametrisierung®) existiert.
Eine C'-Parametrisierung mit der Eigenschaft ©'(t) # 0 fir alle t € [a,b] wird als
srequlir® (oder ,glatt) bezeichnet. ,Singulire® Parameterwerte t € [a,b] bzw. die zu-
gehorigen Punkte o(t) € R™ sind solche mit ©'(t) = 0. Eine Kurve heifit ,stiickweise
differenzierbar®, wenn sie aus endlich vielen differenzierbaren Kurvenstiicken besteht.

Beispiel 1.3: Die sog. ,Neilesche? Parabel“ hat die Parametrisierung ¢(t) = (t%,t3), t €
(—00,0) . Die zugehorige Kurve ist (siche Abb. 1.3)

L= {(z,y) €eR?: 2 >0,y = £2%?}.

Wegen ¢'(t) = (2t,3t?) liegt fiir t =0 in der Spitze der Kurve ein singuliirer Punkt.

2William Neile (1637-1670): Englischer Mathematiker; Mitglied der Royal Society und des Ratgeber-
gremiums Konig Charles II; Beitrige zur Rektifizierung algebraischer Kurven und Theorie der Bewegung.
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Abbildung 1.3: Neilesche Parabel (links) und stiickweise differenzierbar Kurve (rechts).

Eine injektive Parametrisierung ¢ : [a,b] — R" der Kurve I' prégt dieser eine ,,Ori-
entierung” auf, d.h. eine Reihenfolge, in der ihre Punkte fiir wachsenden Parameter ¢
erreicht werden. Das folgende Lemma zeigt, dass alle reguléren, injektiven Parametrisie-
rungen einer Kurve isomorph sind.

Lemma 1.1: Seien ¢ : I = [a,b] — R™ und ¢* : I* = [a*,b*] = R" zwei reguldre,
ingjektive Parametrisierungen derselben Kurve I' C R™. Dann gibl es genau eine bijektive
Abbildung h : I* — I derart, dass gilt:

e =poh. (1.1.1)

Sind die Parametrisierungen ¢ und ©* (stickweise) stetig differenzierbar, so auch h,
und es ist h' # 0, wo die Ableitung existiert. Also ist h monoton steigend oder monoton
fallend; im letzteren Fall durchlaufen die Punkte ¢*(t), t € I*, und die Punkte o(t), t €
1, die Kurve zueinander im entgegengesetzten Sinn, d.h. die zugehorigen Wege haben
entgegengesetzte Orientierungen.

Beweis: i) Die Umkehrabbildung ¢! existiert und ist stetig. Folglich ist auch die Ab-
bildung h := ¢~ Lo p*: I* — I stetig und bijektiv. Ferner ist ¢ oh = @ o top* = p*.
Gilt nun ¢* = @ o h* mit eine zweiten bijektiven Abbildung h* : I* — I, so ist
h=¢plop =¢plopoh* = h* dh h ist eindeutig bestimmt. Die stetige und
bijektive Abbildung h : [* — I ist notwendig streng monoton.

ii) Es bleibt die Differenzierbarkeit von h zu zeigen. Sei tf € I* und ty := h(ty) € I.
Wegen ¢'(ty) # 0 muss fiir eine Komponente ¢;(ty) # 0 sein. Sei etwa ¢;(ty) > 0.
Dann ist auch ¢;(t) > 0 in einer ganzen Intervallumgebung I, C I von t,. Dazu
gehort ein Intervall Ij := h='(Iy) C I*. In I ist ¢; streng monoton wachsend, und die
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Umkehrfunktion <pj_1 ist im Intervall ¢;(Iy) ebenfalls (stiickweise) stetig differenzierbar.
Wegen ¢ = @joh ist h = <pj’1 o @i in Ij. Also ist h in I5 (stiickweise) stetig
differenzierbar. Aus ¢* = poh folgt dann ¢* = ¢'(h)h’ und, wegen p*' # 0, schlieflich
W40 QED.

Kurvenlinge

Zur Definition der ,,Lénge“ einer Kurve als Punktmenge des R™ beschrianken wir uns auf
die Teilklasse der ,, Jordan-Kurven“ mit Parametrisierungen ¢ : I — R™ auf kompakten
Intervallen I = [a,b]. Der Zusatz ,,Jordan® wird daher meist weglassen. Wir wollen die
,Lange* einer solchen Kurve I' in R™ bestimmen. Dabei verfahren wir analog wie in Ab-
schnitt 6.2.3 des Bandes Analysis 1, wo der Spezialfall ebener Kurven behandelt wurde. Sei
Z eine Zerlegung des Parameterintervalls [a,b] in Teilpunkte a =tq <t; <-+- <t, =b,
mit Feinheit |Z| = maxg—1__,,(tx —tx—1) . Die Menge solcher Zerlegungen wird wieder mit
Z(a,b) bezeichnet. Wir approximieren das Kurvenstiick durch einen Polygonzug pz(T)
(aneinander gefiigte lineare Kurvenstiicke) zu den Stiitzpunkten ¢(t), k = 0,...,m.
Die Linge |pz(T")| des Polygonzugs ist die Summe der Léngen seiner einzelnen linearen
Teilstiicke, welche wiederum als die euklidischen Abstédnde ihrer Endpunkte definiert sind,
d.h.:

p2(D)] =Y lte) = @tx-)ll-

Die Léange des Polygonzugs nimmt bei Hinzunahme eines weiteren Punktes t € (t;_1, 1)
wegen |ty — ty_1| < |ty —t| + |t — tx_1| nicht ab. Hieraus folgt wie beim Riemannschen
Integral, dass im Falle
L:= sup [pz(T)| < o0
ZeZ(ab)
fir jede Zerlegungsfolge (Zg)ren C Z(a,b), mit |Zx] — 0 (K — oo) die zugehorigen
Polygonzuglingen gegen L konvergieren.

Definition 1.4: Fin Kurvenstick T heifit ,rektifizierbar® mit der ,Linge® |T'|, wenn
die Lingen aller Polygonziige pz(I') gleichmdiflig beschrinkt sind mit

I'l ;== su | = lim M.
= s D=l (D)

Satz 1.2 (Kurvenlinge): Ist die Parameterdarstellung ¢ : [a,b] — R™ des Kurven-
stiicks T' stetig differenzierbar, so ist es rektifizierbar, und seine Linge ist gegeben durch

T = / I/ (0)]) dt. (11.2)

Diese Definition der Kurvenlinge ist unabhdngig von der (stetig differenzierbaren) Para-
metrisierung des Kurvenstiicks 1.



10 Integralséitze

Beweis: i) Mit ¢’ ist auch |¢'| stetig und folglich Riemann-integrierbar iiber [a,b].
Das Integral in (1.1.2) existiert daher als Limes Riemannscher Summen. Sei Z € Z(a,b)
eine Zerlegung und pz(T') der zugehorige Polygonzug. Fiir die Linge |pz(T')| erhalten
wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes:

lpz(D)| = Z lp(te) — p(te)ll

(ty — tkl)\/(sﬁl(tk) - Sﬁl(tk—l))? - (spn(tk) — (pn(tk_l)>2

by — g1 by — 1

I
(= i

k=1

3

(tk — k1) \/901 (Te1)2 4+ + @ (Then)?,

=~
\ |

mit gewissen Zwischenstellen 7;,; € [tx_1,t;|. Dies sicht fast aus wie eine Riemannsche
Summe fir das Integral in (1.1.2), ist es aber nicht, da i. Allg. die 73; verschieden sind.
Wegen der gleichméiBigen Stetigkeit von ¢ auf [a,b] existiert nun zu beliebig gewéhltem
e >0 ein h. € R, , so dass fiir jede Zerlegung Z € Z(a,b) mit Feinheit h < h. gilt:

nax | (Th1) — pi(Tha)| <&, i=1,...,n.

.....

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass fiir h < h, auch gilt:
b m
| [ 1@l =3t - | <=
@ k=1

Dies zusammengenommen impliziert dann auch

‘/Hsﬁ )| dt — (tk—tkl\/%ﬂcl +"'+%(Tk,n)2‘

/Ilw Mt = 30—t )|

k=1

+| Z(tk — ti ) (1€ )l = /A ()2 -+ P )?) |

<€+Ztk—tklz|<p Te1) — ¢ (Tri)| < e+ |b—alne.
Wegen der Beliebigkeit von e folgt die Konvergenz

1p2(T)] — / SOl (- 0),

was zu zeigen war.

i) Sei ¢ : [¢,d] = R™ eine zweite injektive, stetig differenzierbare Parametrisierung des
Kurvenstiicks I'. Dann ist nach Lemma 1.1 die Abbildung

hi=1vltop:lab] —=[c,d, h(a)=-c, hb)=d,
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bijektiv und stetig differenzierbar. Nach dem Transformationssatz fiir eindimensionale
Riemann-Integrale gilt dann:

/nw )l dt = /nwoh )l dt = /nw (1) dt
/W W’W‘/WIW

Die Lénge des Kurvenstiicks I' ist also unabhéngig von der Parametrisierung. Q.E.D.

Ist die Kurve I' aus endlich vielen Kurvenstiicken I';, j = 1,..., N zusammengesetzt,
welche eine gemeinsame stiickweise stetig differenzierbare Parametrisierung ¢ : [a,b] —
R™ haben, d.h.:

a=th<t1 < - <tlp1 <ily= b, I'y = {(p(t),f S [tk—latk]};

so bleibt die Integraldarstellung (1.1.2) in folgendem Sinne giiltig:

N N t
AR Sy AN EITE (113)
j=1 j=17ti-1

Beispiel 1.4 (Nicht rektifizierbare Jordan-Kurve): Die durch

o(t) = (t,t*cos(n/t?)), t € (0,1], ¢(0):=0,

definierte Abbildung ¢ : [0, 1] — R? beschreibt eine ebene Jordan-Kurve I'. Diese ist der
Graph der Funktion y = z? cos(w/x?) (s. Abb. 1.4).

Die Abbildung ¢ ist offenbar stetig und wegen
©'(t) = (1,2t cos(m/t*) + 27 sin(n /1?) /1)

auch in (0,1] differenzierbar aber mit nicht beschrinkter Ableitung. Wir betrachten die
Zerlegung

Zm={to=0,t; =1/V/m, ta=1/v/m—1, ..., tyyy = 1/V2,t, = 1}

von [0, 1] mit den Funktionswerten
o(te) = (1/Vk, 1/kcos(mk)) = (1/Vk, (=1)*/k), k=1,....m.

Fiir den zugehorigen Polygonzug gilt:

||99(tk) — p(ti-1)]

9 _1\k V=1 9\ 1/2
( =) (G-
1
< )’

Pz, (D) =

Vv

I
Ms HMS M=

bl

und somit lim,, o [pz(I')| = 0o. Die Kurve I' ist also nicht rektifizierbar.
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Abbildung 1.4: Eine nicht rektifizierbare Jordan-Kurve.

Bemerkung 1.1: Bei der Definition der ,,Linge* eines Polygonzugs wurde als Maf fiir
die Linge von deren Teilstrecken der euklidische Abstand |Tx| := ||p(tx) — @(tr_1|| der
jeweiligen Endpunkte verwendet. Die Wahl dieser Norm ist , natiirlich“, da sie im Gegen-
satz zu anderen Normen, wie z. B. der Maximumnorm oder der [,-Normen fiir p # 2,
invariant gegeniiber Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen (d. h. unitéren Trans-
formationen) des verwendeten Koordinatensystems ist:

QER™: Q"Q=1 = |[Qz]3=(Qz,Qx):=(Q"Qxz,2), = |z|3, zeR"

Dies ist eine unabdingbare Bedingung an einen sinnvollen , Langenbegriff fiir Kurven.

Es stellt sich die Frage nach einer Charakterisierung der Rektifizierbarkeit von Jordan-
Kurven. Dazu wird der folgende Begriff der ,, Variation“ einer Funktion eingefiihrt.

Definition 1.5 (Beschrinkte Variation): Fir eine Funktion f : I = [a,b] = R und
Zerleqgung Z € Z(a,b) von [a,b] definieren wir die ,Variation®

m

VIS Z) = 1 f(te) = f(te)]

k=1

und die ,totale Variation®

Vi(f)= sup V7(f;Z).

ZeZ(a,b)

Im Falle VY(f) < oo wird f won ,beschrinkter Variation“ genannt. Die Menge der
Funktionen von beschrinkter Variation auf I wird mit BV (I) bezeichnet.
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Lemma 1.2: Wir listen einige Eigenschaften von Funktionen f : I = [a,b] — R mit
beschrdnkter Variation:

i) Eine monotone Funktion ist in BV (I), und es gilt
Vo () = 1£(b) = f(a)l. (1.1.4)
ii) Eine Lipschitz-stetige Funktion ist in BV (I), und mit ihrer L-Konstante L gilt:
VE(f) < L(b—a). (1.1.5)

iii) Eine stetig differenzierbare Funktion ist in BV (I), und es gilt:

VIS = / ) dt. (1.1.6)

iv) Stiickweise monotone oder stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sowie endliche
Summen und Produkte solcher Funktionen sind in BV (I).

v) Fir f e BV(I) gilt auf jeder nicht iberlappende Zerlequng I = [a,b] = [a,c| U [c,b] :

Vi) = Vi) +V2(f).

Beweis: i) Fiir eine monoton wachsende Funktion f: [a,b] — R ist

m

VIS5 2) =) 1) = Fte)l = D (f(te) = f(te-1)) = f(b) = f(a),

k=1
woraus durch Supremumsbildung V’(f) = f(b) — f(a) folgt. Fiir eine monoton fallende
Funktion wird analog argumentiert.
ii) Fiir eine Lipschitz-stetige Funktion f : [a,b] — R ist

m

VI 2) = 1f(te) = Flte) S LY te — tees| = L(b — a),

k=1 k=1

woraus wieder durch Supremumsbildung V?(f) < L(b — a) folgt.
Die Beweise der Aussagen (iii) — (v) werden als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Bemerkung 1.2: Aus der obigen Definition ergibt sich, dass die Menge der auf einem
Intervall I = [a,b] definierten Funktionen mit beschrinkter Variation einen Vektorraum
(iiber dem Koérper R) bildet. Auf diesem wird durch

Ifllsv = 1f(a)l + Vi (f)

eine Norm definiert. Der so entstehende normierte Raum BV(I) ist dann wvollstindig,
d.h. ein Banach-Raum. Der Beweis dieser Aussagen wird als Ubungsaufgabe gestellt.
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Lemma 1.3: Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann von beschrinkter Variation
in [a,b], wenn sie als Differenz f = g — h zweier monoton wachsender Funktionen
g,h i [a,b] = R darstellbar ist.

Beweis: Dass die Differenz zweier monoton wachsender Funktionen in BV(I) ist, folgt
aus Lemma 1.2 (iv). Sei nun f € BV(I). Fiir t € [a,b] ist dann

g(t) = Vi (f)

die totale Variation auf dem Intervall [a,?¢]. Diese Funktion ist offensichtlich auf [a,d]
definiert und monoton wachsend. Weiter ist fiir a <c < d <b:

F(d) = fle) < VIf) = VI(f) = Va(f) = g(d) = g(o),

bzw. (g — f)(¢) < (g9 — f)(d). Die Funktion h := g — f ist also monoton wachsend, und
f =g — h ist die behauptete Darstellung. Q.E.D.

Satz 1.3: Fine Kurve T' mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™ ist genau dann rekti-
fizierbar, wenn alle Koordinatenfunktionen o;, i = 1,....,n, von beschrinkter Variation
sind.

Beweis: Sei Z = {a =1ty <t <--- <t, = b} eine beliebige Zerlegung von [a,b]. Fiir
den zugehorigen Polygonzug gilt aufgrund der Bezichung |z;| < ||z| < >0, |2 :

m m

max. V(o Z) = max Z loi(tr) — i(tr_1) Z o(te—1)|l
i=1,..., 1=1,..., n —1 =1
) £ 303 leit) — bl = 3 Vi 2)
k=1 i=1 i=1

Hieraus folgt durch Betrachtung des Grenziibergangs |Z| — 0, die behauptete Charak-
terisierung. Q.E.D.

Tangente an eine Kurve

Im Folgenden wollen wir einige geometrische Eigenschaften von Kurven studieren. Da wir
uns dabei der Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™ der Kurve bedienen, miissen wir darauf
achten, inwieweit die gefundenen Eigenschaften eventuell von der gewéhlten Parametri-
sierung abhéngen.

Definition 1.6 (Tangente): Sei T' eine stetig differenzierbare Jordan-Kurve mit Para-
metrisierung ¢ : [a,b] — R™. Fiir ty € [a,b] wird der Vektor ¢'(ty) , Tangentenvektor*
an die Kurve T im Punkt ¢(to) und die Gerade durch (ty) in Richtung ¢'(to) ,Tan-
gente“ genannt. Falls ©'(to) # 0 ist, ist der ,Tangenten-Einheitsvektor® gegeben durch

7(to) := [l¢'(to) | 7' (to)-
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Der Tangentenvektor an eine stetig differenzierbare Jordan-Kurve ldsst sich als als Limes
von Sekantenvektoren auffassen (s. Abb. 1.5):

o(to+h) — @(to).

’ _ .
¢(to) =, lim . (1.1.7)

Eine Parameterdarstellung der Tangente lautet:
z(t) = p(to) +t¢'(to), tER. (1.1.8)

Ist nun ¢* : [a*,b*] — R™ eine zweite Parametrisierung der Kurve I', so gibt es nach Lem-
ma 1.1 einen Diffeomorphismus & : [a*,b*] — [a,b] derart, dass ¢*(t*) = @(h(t*)), t* €
[a*,b*]. Nach der Kettenregel gilt dann o*'(t§) = @' (h(ty))h'(t§) , d.h. die durch die bei-
den Parametrisierungen ¢ und ¢* der Kurve I' im Punkt ¢(ty) = ¢*(t;) erzeugten
Tangenten stimmen {iiberein.

Definition 1.7 (Normalenebene): Sei I' eine stetig differenzierbare Jordan-Kurve mit
Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™. Die zum Tangentenvektor ¢'(ty) orthogonale Hyperebe-
ne durch den Punkt ¢(to) heifit ,Normalenebene®, und jeder im Punkt o(ty) angeheftete
Vektor in dieser Ebene heifst ,Normalenvektor® zur Kurve T .

Abbildung 1.5: Tangenten- und Normalenvektor an eine Kurve.

Parametrisierung mit der Bogenlinge
Sei T' eine rektifizierbare Kurve mit regulidrer Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™. Fiir

t € [a,b] bezeichnen wir mit ['q, die Teilkurve mit der Parametrisierung o[, . Die sog.
,Bogenlangenfunktion®

t
s(t) = [Ty = / I (ldr, ¢ € ab,
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ist stetig und wegen ||¢'(t)|] > 0 streng monoton wachsend. Die Integraldarstellung gilt
auch, wenn die Parametrisierung ¢ nur stiickweise stetig differenzierbare ist. In diesem
Sinne ist dann auch s(¢) stiickweise stetig differenzierbar mit der (stiickweisen) Ableitung

$(t) =10 >0, tela,b].
Also existiert die Umkehrung #(s) mit denselben Eigenschaften. Die Parametrisierung
P(s) == @(t(s)), s€0,[L]],

beschreibt ebenfalls die Kurve I'; sie wird als die Parametrisierung von I' mit der Bo-
genldnge bezeichnet.

Lemma 1.4 (Bogenlinge): Fir die Parametrisierung  : [0,|T|]] — R™ einer Kurve
miut der Bodenlinge gult

19" ()|l = 1. (1.1.9)
Beweis: Es gilt

(1) t(5) = 0 (550)) " =IO

und folglich ||¢'(s)|| =1. Q.E.D.

Die zur Parametrisierung mit der Bogenldnge gehorende Bogenlédngenfunktion ist

wmn=4|wwmm=a

was nach Konstruktion zu erwarten war. Die Parametrisierung einer Kurve mit der Bo-
genldnge ist die natiirlichste unter vielen anderen Parametrisierungsmoglichkeiten; sie
bietet manchmal theoretische Vorteile, ist aber praktisch kaum nutzbar. Der Parameter
s hat eine nur von der Kurve und der ihr aufgepriagten Orientierung abhéngige Bedeu-
tung, und die Darstellung v (s) ist wegen des Ausschlusses von Doppelpunkten eindeutig
bestimmt (bei geschlossenen Kurven bis auf den Anfangspunkt).

Beispiel 1.5: In der von zwei zueinander orthogonalen Einheitsvektoren 7,& € R™ auf-
gespannten Ebene wird der Kreis K,.(0) C R™ mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius
r > 0 betrachtet. Dieser besitzt die Parametrisierung

o(t) =r(ncost + Esint), t e 0,2n].

Durch Ubergang zur Bogenlinge ergibt sich die Darstellung

P(s) = r(ncos; +§sin§)7 s € [0,2nr].
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Kriimmung einer Kurve

Verliuft eine Kurve in der Umgebung eines ihrer Punkte nicht geradlinig, so spricht man
von eine ,gekriimmten” Kurve. Um ein Maf fiir die Kriimmung einer Kurve in jedem
ihrer Punkte zu gewinnen, gehen wir von ihrer natiirlichen Parametrisierung mit der
Bogenliange aus. Die Definition soll mit der Vorstellung vertriiglich sein, dass eine Gerade
die Kriimmung Null und ein Kreis eine konstante Kriimmung hat, und dass bei Kreisen
mit zunehmendem Radius die Kriimmung abnimmt.

Definition 1.8 (Kriimmung): Fir eine Kurve I' C R" mit zweimal stetig differen-
zierbarer Parametrisierung v : [0, |T|]] — R™ mit der Bogenlinge ist die ,Krimmung“
definiert durch

k(s) = [¢"(s)ll, s€l0,[T]] (1.1.10)

Beispiel 1.6: Die Kreiskurve in der (z,y)-Ebene um den Nullpunkt mit Radius = hat
die Lange 27r . Ihre Parametrisierung mit der Bodenlédnge lautet also

z(s) =rcos(s/r), y(s)=rsin(s/r), se€l0,2mr].

Die zugehorige Formel fiir die Kriimmung ist

K(s) = VPGP + 0 =

Die Kriimmung der Kreiskurve ist also konstant x« = 1/r und wéchst mit abnehmendem
Radius.

Differentiation der Beziehung 1 = ¢/(s) - ¢/'(s) ergibt ¢"(s) - ¢'(s) = 0, d.h.: Der
Vektor ¢"(s) steht senkrecht zum Tangentenvektor ¢/(s). Im Fall ¢"(s) # 0 heifit der
Einheitsvektor

n(s) = [[4"(s)]| 74" (s)
,Hauptnormalvektor® zur Kurve T' im Punkt «(¢) . Die Groflen

1 v"(s)
r(s) i= ———, m(s) == Y(s) + ———=
19" ()l 19" (s)]1?
werden , Kriimmungsradius“ sowie , Kriimmungsmittelpunkt® genannt. Diese Bezeich-
nung ist dadurch motiviert, dass der sog. , Kriimmungskreis“ K(s), d.h. der Kreis in
der von Tangenten- und Hauptnormalenvektor 7(s) bzw. n(s) aufgespannten Ebene mit
Mittelpunkt m(s) und Radius r(s), die Kurve T' im Punkt ¢(s) beriihrt und dort die-
selbe Tangente und Kriitmmung besitzt. Um dies zu sehen, sei ein Wert s, fixiert und
ro == 1(S0), Mo := m(so), 70 := T(80), Mo := 1n(sg) gesetzt. Die Parameterdarstellung des
zugehorigen Kriimmungskreises mit der Bogenlédnge lautet nach Beispiel 1.5:
S — 5o S — 5o

~+ 7 sin
To To

w(s) =mo + rg( — ng cos ), s €10, 2mry).
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Fiir s = sy ist w(sg) = mo—rong = ¥(sp), d. h.: Der Kriimmungskreis beriihrt die Kurve
im Punkt (sq). Weiter gilt

s — 8o s — Sp

W'(80) = ng sin + 7y cos =710 = V'(50),
To To
W (s0) = 2 cos T — Do 2250 B0 1)
To To To To To

d. h.: Kriimmungskreis und Kurve haben in 9(sq) die gleiche Tangente und Kriimmung.

1.1.2 Kurvenintegrale

Sei I' eine rektifizierbare Jordan-Kurve in R” mit einer C'-Parametrisierung ¢ : [a, b] —
R" und Bogenlédngenfunktion s(t). Fir eine Funktion f:I' — R wird das Integral

/f ) ds —/ Flo@)le ()]l dt, (L.1.11)

sofern es existiert, das ,,Kurvenintegral® von f iiber I' genannt. Man nennt ds =
|’ (t)]|dt das ,,Streckenelement® entlang der Kurve T'.

Satz 1.4 (Kurvenintegral): Ist f entlang T' stiickweise stetig, so existiert das Kur-
venintegral (1.1.11) und hat fiir alle C*-Parametrisierungen von T denselben Wert.

Beweis: i) Ist ¢ : [a,b] — R" eine C'-Parametrisierung der Kurve I' und f stiickweise
stetig, so ist die Funktion F(t) := f(o(t))||¢'(¢)|| auf dem Intervall [a, b] stiickweise stetig
und damit R-integrierbar. Das Kurvenintegral (1.1.11) existiert also.

ii) Sei ¢ : [0,|I']] — R™ die Parametrisierung der Kurve I" mit der Bodenldange. Nach
Lemma 1.1 gibt es eine Bijektion & : [0, |T'|]] — [a,b], derart, dass ¢(t) = ¢¥(h(t)) . Ferner

gilt ¢'(t) = ¢'(h(t))h' (t) und folglich wegen |['(s)| =1:
I’ @) = [ (RN ()] = B (D)

Der Transformationssatz fiir eindimensionale R-Integrale ergibt dann

IFI
d— h d d
0 s/f )| It/f Dile! (1) dt.

was zu zeigen war. Q.E.D.

Das Kurvenintegral ldsst sich auch im Sinne eines Riemann-Integrals als Limes zu-
gehoriger Riemannscher Summen erkléiren. Seien

Z={a=ty<ty < - <t,=">}
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Zerlegungen des Intervalls [a,b] mit Feinheit |Z| := maxj—1__m |[tm — tm—1|. Dann gilt

mit beliebige Punkte 7 € [tx_1,%]:

.....

m

Aﬂ®%=hmZHmem—ﬂMML

|Z|—0
k=1

Fiir das Kurvenintegral gelten dieselben Regeln wie fiir das Riemann-Integral iiber Inter-
valle, wobei die Beweise analog sind. Die drei wichtigsten Eigenschaften sind:

1. Linearitdt: Integrierbare Funktionen f,g:T' — R und «,f € R:
/ (af(z) + Bg(z)) ds = a/f(x) ds + ﬁ/g(:r) ds. (1.1.12)
r r r
2. Additivitdt: T' =11 Uy Zerlegung in rektifizierbare Teilkurven:

/Ff(a:)dSZ : f(z)ds + 5 f(z)ds, (1.1.13)

d.h.: f ist iiber I' integrierbar genau dann, wenn es {iber I'y und I's integrierbar
ist.

3. Beschranktheit: f : T — R integrierbar:

‘/Ff(x) ds‘ < L] sup|f(z)]. (1.1.14)

Beispiel 1.7: Wir geben einige einfache Beispiel von Kurvenintegralen:

1. Das Kurvenintegral iiber die konstante Funktion f =1 ergibt nach Satz 1.2:

[ as= [iewna=r.

2. Ist die Kurve mit einer Masse der Dichte p(x) belegt, so ergibt sich als Gesamtmasse

mmzﬁmmm=/mwmwmwt

Der Schwerpunkt dieser massebelegten Kurve ist im Punkt

1 1 b /
5= 5 [anta)ds = —= [Capenlow)a

3. Das Parabelstiick
P={(r,y) eR*: y=2* 0<x <1}
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hat die Parametrisierung ¢(t) := (¢,#%), 0 < t < 1. Das Kurvenintegral einer Funktion
f:T — R ist gegeben durch

/f dsf/f V1 + 482 dt.
Fir f =1 ergibt sich
|F|—/Olmdt—;/02mdu
:i[um—l—log(u—l—mnz:%(2\f5+log(2+\/5)):1,46894...

Wir wollen den Schwerpunkt des mit der Massedichte p = 1 belegten Kurvenstiicks
bestimmen:

1
= [ads= = [l ds = - [ AVIT A
Oy T Jo

Die z- und die y-Komponenten von S ergibt sich zu

1 1
SI:|F/ tV1+4t2dt = /uvl—i—u du =
0

5321 0,84836...
S

Lo, [, —
0 0

e

41 12T

1 2
= 64|F| [u(2u2 + 1)V1+u? —log (u+V1+ UQ)}
0
0,65145 .
=T L (18V5 + log(2 + VB)) = T

und somit S = (0,57363...,0,44048...).

Als néchstes betrachten wir sog. ,, Wegintegrale* von Vektorfeldern, wie sie etwa in der
Physik auftreten, z. B. Kraftfelder, elektrische Felder, Geschwindigkeitsfelder, u.s.w.

Definition 1.9 (Wegintegral): Sei ¢ : [a,b] = R™ ein differenzierbarer Jordan-Weg
und I' C R™ das durch diesen parametrisierte (und orientierte) Jordan-Kurvenstick. Fir
ein stetiges Vektorfeld v = (vy,...,v,) : R" = R™ heifit

Jvw-asi= [ ofalt) - (1) di = Z / )0 di

das ,Wegintegral® (,Zirkulationsintegral® oder ,Arbeitsintegral®) von v dber T'. Das
Vorzeichen des Wegintegrals hingt dabei von der Orientierung des Weges ab, d. h. von
der Reihenfolge, in der die Punkte der zugehiorigen Kurve durchlaufen werden.
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Abbildung 1.6: Parabelkurvenstiick mit Massebelegung p =1 und Schwerpunkt S .

Bemerkung 1.3: Das Wegintegral eines Vektorfeldes v iiber eine Kurve I' ist das In-
tegral der sog. ,,Pfaffschen Form* (Differentialform 1. Ordnung)

n

v-dx = Zvi(x)da;i

i=1
iiber die durch I' definierte 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Zwischen dem Zirkulationsintegral eines Vektorfeldes und dem Kurvenintegral einer

skalaren Funktion besteht eine enge Beziehung. Der Tangentialeinheitsvektor zur Kurve
im Punkt = € I' ist gegeben durch

r=p(t), t €la,b).
Mit der Tangentialkomponente v, := v -7 eines Vektorfelds v : R" — R" gilt daher
b b
/v(a:) s = / o(z(t)) - S(8) dt — / o @)l O] dt = /UT(x) ds.  (1.1.15)
T a a T
Das Wegintegral hat wie das Kurvenintegral die folgenden Eigenschaften:

1. Linearitdt: Fiir integrierbare Vektorfelder v,w : G — R™ und o, € R:
/(av(x) + fw(z)) -ds = a/v(m) ~ds+ ,B/w(x) - ds. (1.1.16)
r r r

2. Additivitdt: Fir eine disjunkte Zerlegung I' =T1"; U Ty gilt:

/Fv(:z:) ~ds = /F1 v(z)-ds+ /FQ v(zx) - ds. (1.1.17)
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3. Beschrdnktheit: Fiir beschriankte Vektorfelder gilt:

‘/F”(l’) 5] < [l sup o)l (1.1.18)

Bemerkung 1.4: Ist v ein Kraftfeld, so bedeutet das Wegintegral [, v(z)-ds iiber eine
Kurve die Arbeit, welche von dem Kraftfeld an einem Massepunkt entlang der Kurve T’
geleistet wird. Nach Satz 1.4 ist der Wert des Wegintegrals unabhéngig von der Parame-
trisierung der Kurve gleicher Orientierung, d. h. unabhéngig von der Geschwindigkeit, mit
der die Kurve durchlaufen wird. Dies gilt i. Allg. aber nur bei ,stationdren®, d.h. zeit-
unabhéingigen Kraftfeldern. Fiir ein konstantes Feld v = v gilt

[o@-as =30 [ vty =i (ot0) ~ o(a),

d.h.: Das Arbeitsintegral héngt nur von Endpunkten der Kurve I' und nicht von der
diese verbindenden Kurve ab. Z.B. gilt fir das Schwerefeld v(x) := (0,0,—g) in einem
Punkt z an der Erdoberfliche:

/F v(z) - ds = - / ag(t) dt = g(pa(a) — @ald)),

d. h.: Die vom Schwerefeld geleistete Arbeit héngt nur von der Hohendifferenz von Anfangs-
und Endpunkt ab. Im Folgenden werden wir untersuchen, welche Vektorfelder diese Ei-
genschaft haben, dass ihr Wegintegral nur von den Endpunkten der Kurve abhéngt.

Definition 1.10 (Gradientenfelder): Fin Vektorfeld v: D C R* — R" heifit ,Gradi-
entenfeld”, wenn es Gradient einer Funktion f:D — R ist:

v=V/;

diese wird als ,Stammfunktion“ von v bezeichnet. In physikalischem Kontext wird v auch
SPotentialfeld” und U = —f das ,,Potential“ von v genannt.

Nicht jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v hat eine Stammfunktion. Fiir die
Stammfunktion des Vektorfelds v(x,y) := (y,0) miisste zum Beispiel 9,f = y und
Oyf =0 bzw. 0,0,f =1 und 0,0,f = 0 gelten, was der Vertauschbarkeit der zweiten
Ableitungen von f widerspricht. Der folgende Satz ist die n-dimensionale Verallgemeine-
rung des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung.

Satz 1.5 (Wegunabhingigkeit): i) Sei G C R" ein Gebiet (nicht leere, offene und
zusammenhdngende Teilmenge) und v : G — R™ ein stetiges Vektorfeld. Fiir eine beliebige
orientierte Jordan-Kurve I' C G ist das Wegintegral

Ir(v) = /Fv(as) -ds
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genau dann wegunabhdngig, wenn v ein Gradientenfeld ist.

ii) Ist f eine Stammfunktion von v, so hat das Wegintegral iiber ein belicbiges Kur-
venstiick T' mit Anfangspunkt x® und Endpunkt x° den Wert

Ir(v) = f(a") — f(a). (1.1.19)
Insbesondere ist fiir jeden geschlossene Kurve Ir(v) =0.

iii) Umgekehrt erhdlt man ausgehend von einem festen Punkt a € G durch die Formel
flx) = / v(z)-ds, ze€G, (1.1.20)
T'(a,z)

eine Stammfunktion des Vektorfelds v. Dabei ist T'(a,x) C G irgendeine Jordan-Kurve,
welche a mit dem Punkt © € G verbindet.

iv) Die Stammfunktion eines Vektorfelds ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Kurve I' ¢ G habe die Endpunkte 2 und z°.

a) Sei v ein Gradientenfeld und f eine Stammfunktion. Dann gilt mit einer beliebigen
C'-Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™ von I' nach der Kettenregel

n

%f(so(t)) = Z O0:f (p()£i(t) = D vl (1) = (1)) - (1),

i=1

und somit

[ vtw)-as= [oleo) - Ode= [ Lot it = 1) - 1)

Dies beweist auch die Aussage (ii).

b) Sei nun umgekehrt das Wegintegral unabhiingig von der seine Endpunkte z* und z°
verbindenden Kurve. Dann ist die Funktion

f(x) :_/r(a )v(a:)-ds, zed,

wohl definiert. Fiir ¢ € G und hinreichend kleines h € R" gilt:
E+h ¢ e+h
/ v(z)-ds = / v(x)-ds+ / v(x) - ds
@ @ 13

E+h
/6 v(€) - ds = v(€) - I

Also ist bei Verwendung eines geradlinigen Weges von £ nach &+ h:

und

1 1 E+h
0 = 1€~ bl =l [ 00 —1©) -]

|h|
< max {|v(y) —v(©)], ly —&| < h}.
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Da die rechte Seite fiir h — 0 gegen Null geht, ist f in & total differenzierbar mit der
Ableitung Vf(§) = v(€) . Dies beweist auch die Aussage (iii).

¢) Zum Nachweis von (iv) beachten wir, dass fiir die Differenz §f = f — g zweier Stamm-
funktionen von v gilt V4 f = 0. Fiir zwei Punkte 2%, 2® € G, deren Verbindungsstrecke
[(2% 2%) im Gebiet G liegt, gilt nach dem Mittelwertsatz

fa®) = f(a") = Vf(©) - (2" —a®) = 0.

Also ist f auch entlang eines jeden Polygonzugs und folglich in ganz G konstant. Q.E.D.

Es bleibt, die Frage zu kldren wie man einem Vektorfeld ansieht, ob es ein Gradi-
entenfeld ist. Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld v mit Stammfunktion f muss
notwendigerweise die Bedingung

ai’Uj =S 8,3]f =S 8]61]7 = 8j’Ui, ’L,j = 1, Loy, (1121)

erfiillt sein. Damit kann man im konkreten Fall leicht iiberpriifen, ob ein gegebenes Vek-
torfeld Gradientenfeld sein kann. Die Bedingung (1.1.21) kann in zwei Dimensionen als
Verschwinden der skalaren Rotation

rotv 1= Oyv, — Opvy = 0, (1.1.22)
und in drei Dimensionen als Verschwinden der vektoriellen Rotation
rotv =V X v = (Oyv, — 0,0y, 0,0, — 0y, 0,0y — Oyv,) =0 (1.1.23)

interpretiert werden. Die Beziechung (1.1.21) ist auch hinreichend fiir die lokale Existenz
einer Stammfunktion, d.h. in der hinreichend kleinen Umgebung eines jeden Punktes
x € G, in dem (1.1.21) gilt. Sie ist aber i. Allg. nicht hinreichend fiir die globale Existenz
einer Stammfunktion auf dem ganzen Definitionsgebiet des Vektorfelds.

Beispiel 1.8: Wir geben einige einfache Beispiele:
1. Fiir das Vektorfeld v = (ye™, xze™ + 2y) gilt:
Opvy = €™ + zye™ = Oyu,.

Tatsiéichlich ist, wie man leicht nachrechnet, f = e® + y? eine Stammfunktion von v.
Dagegen kann das Vektorfeld v = (ye®™, ze®™ + 2z) wegen

Opvy = €™ + zye™ + 2 # 0yv,.

keine Stammfunktion haben.

2. Das durch

(F3p 75
v=—"—,——
$2+y2’$2+y2
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definierte Vektorfeld v : R*\{0} — R? erfiillt zwar die Vertriglichkeitsbedingung (1.1.21),

(@) 2 - (@P4y) -2
(@ +y?)? @4y @4y

Oyvy =
ist aber in der gelochten Ebene G = R?\ {0} kein Gradientenfeld. Das Wegintegral ent-

lang des geschlossenen Einheitskreises I' mit der Parametrisierung ¢(t) = (z(t),y(t)) =
(cost,sint),t € [0,2x], ist ndmlich nicht Null sondern

2 o .
.ds = N ysint rcost }
/I‘U(x) @ /0 vie) ot di = /0 {x2 + 2 + 22 + 2 dt

27
= / (sin®t + cos® t) dt = 2.
0

In einer hinreichend kleinen Umgebung eines jeden Punktes von G, welche keinen Punkt
der y-Achse enthélt, existiert dagegen die Stammfunktion f := arctan(y/z) mit

—y/x? 1/x - z
V= (1 +?zy/fr)2’ 1+ (y/ﬂc)2> - (ﬁm)

Auf speziellen Gebieten kann aber die Existenz auch einer globalen Stammfunktion
gesichert werden.

Definition 1.11 (Sterngebiet): Fin Gebiet G C R™ wird ,sternférmig® (bzw. ,Stern-
gebiet®) genannt, wenn es einen Punkt & € G gibt, so dass fir jeden Punkt © € G die
Verbindungsstrecke {y € R" : y = A& + (1 — Nz, A € [0,1]} mit & ganz in G liegt.

Jedes konvezre Gebiet ist automatisch Sterngebiet. Die gelochte Kreisscheibe
G = Ki(0)\ {0} C R?
ist kein Sterngebiet. Dagegen ist die aufgeschnittene Scheibe
G=K(0)\{z €eR? 2, <0,2o =0} CR?
Sterngebiet.
Satz 1.6 (Stammfunktion): Ist G C R™ ein Sterngebiet und v : G — R"™ ein stetig

differenzierbares Vektorfeld, welches der Vertriglichkeitsbedingung (1.1.21) gendigt. Dann
ist v ein Gradientenfeld.

Beweis: O.B.d.A. kann angenommen werden, dass G Sterngebiet bzgl. des Nullpunkts

ist. Fiir einen Punkt = € G liegt die zu dem geradlinigen Weg o(t) := tz, t € [0,1],
gehorende Kurve I' ganz in G, und wir kénnen definieren

flz) = /Fv(y) ~ds = /01 v(tz) - xdt.
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Es gilt, wegen Ojv; = O;u;, fir i =1,...,n
0
By (v(tz) - Z@vj (tx)tx; + v;(tx)
i j=1

- Z dyvi(ta)tx; 4 vi(tx) = Vo(tz) - (tz) + vi(tz),

und ebenso
%(Ui(tx)t) = Zn: Ojvi(tz)tz; + vi(tx) = Vui(tz) - (tr) + vi(tx).

=1

Nach dem Satz iiber Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation bei parameter-
abhéngigen Integralen (s. Kapitel 3 in diesem Band) folgt

axz / axz o(t) - x) dt = /(vm(m).(m”w(m)) dt
—/ 5 (vilto)t )dt—tvl(tx)’;

Also ist Vf(x) =v(z). Q.E.D.

Bemerkung 1.5: Satz 1.6 ldsst sich verallgemeinern auf sog. ,,einfach zusammenhéngen-
de“ Gebiete. Dies sind solche, bei denen sich jede geschlossene Kurve durch eine stetige
Deformation auf einen Punkt des Gebiets zusammenziehen lisst (kurz: In R? hat das Ge-
biet keine ,Locher” und in R? hat es keine durchgehenden , Wurmlécher®); die formale
Definition dieser anschaulich klaren Eigenschaft wird hier nicht gegeben. Jedes Stern-
gebiete ist in diesem Sinne einfach zusammenhéngend. In Abschnitt 2.1 von Analysis 2
hatten wir fiir ,zusammenhéngend® eine topologische Definition gegeben:

Eine Menge M C R"™ heifit ,zusammenhdngend®, wenn sie nicht als Vereinigung zweier
(nicht leerer) relativ-offener und disjunkter Mengen darstellbar ist.
Fiir die jetzigen Zwecke erweist sich eine alternative Definition als praktischer:
Eine Menge M C K" heifit ,weg-zusammenhdngend®, wenn es zu je zwei Punkten
x,y € M eine verbindende Jordan-Kurve gibt, die ganz in M wverlduft.
Statt einer Jordan-Kurve kann hier auch ein verbindender Polygonzug verwendet wer-
den. Man iiberlegt sich leicht, dass eine weg-zusammenhdngende Menge auch topologisch
zusammenhdngend ist. Die Umkehrung dieser Aussage gilt aber nicht, wie das folgende
Beispiel zeigt:

M = {(z,y) € R*: z € R,y =sin(1/2)} U {0}.
Ist die Menge M aber offen, dann sind die beiden Zusammenhangsbegriffe dquivalent.
Dies sieht man wie folgt: Fiir einen beliebigen Punkt a € M definieren wir die Menge

U :={x € M : Es gibt einen Streckenzug in M von a nach z.}.
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Mit M ist offensichtlich auch die Menge U offen. Ferner ist auch die Menge V' := M\ U
offen. Also ist M = U UV eine disjunkte, offene Zerlegung. Da M nach Voraussetzung
zusammenhéangend ist, konnen nicht beide Komponenten U, V' nicht leer sein. Wegen a €
U ist folglich V =0, d.h.: M = U, was zu zeigen war. Die Details dieser Argumentation
seien als Ubungsaufgabe gestellt.

Beispiel 1.9: Wir kommen wieder auf den physikalischen Kontext zuriick. Ein Kraftfeld
F: D CR"— R" wird ,,konservativ® genannt, wenn die von ihm entlang einer Kurve
geleistete Arbeit nur von den Endpunkten abhéngt, d. h. wenn die entlang einer geschlos-
senen Kurve geleistete Arbeit Null ist. Nach Satz 1.5 ist ein Kraftfeld konservativ genau
dann, wenn es ein Gradientenfeld ist. Betrachten wir als Beispiel die Schwerkraft, welche
von einer im Ursprung befindlichen Masse 1 erzeugt wird. Nach dem Newtonschen Gesetz
hat dieses die Gestalt
Flx) = =775

T
[l

mit der ,,Gravitationskonstante“ v > 0. Zur Berechnung von V x F' betrachten wir

z € R*\ {0},

. @lPoy = Sl |l Tt 2P0y — Bwa L
el ~ EE T e MITREY
X X x

Unter Beachtung von rot F' = (02 F3 — 0o Fy, O3y — 01 Fy, 01 Fy — O, Fy)T ergibt dies

( X ) . ||.T||2523 — 3.%'31'2 HTIH2552 — 33?2.1'3
rot =

_ =0
ll]1* /1 [l® [l® ’

und analog fiir die anderen beiden Komponenten. Der aufgeschnittene Raum G = R?\
{x € R 29 = 23 = 0,21 <0} ist sternférmig, so das nach Satz 1.6 auf G ein Potential
von F' existiert. Dieses hat, wie man leicht verifiziert, die Form

1
Ulr) = —y—, z€G.
]
Da sich U stetig differenzierbar auf die Menge R?\ {0} fortsetzen lisst, ist es Potential
von F auf ganz R*\{0} . Also ist das Schwerefeld konservativ. Da sich mehrere Kraftfelder
linear iiberlagern, erzeugen mehrere Massen p;,¢ = 1,..., N ,in Punkten z;,i =1,..., N,
folgendes Kraftfeld mit zugehorigem Potential:

N
_ pi(z — ;)
0 =92 o=l ”Z ool

1.1.3 Flichen in R?

Im Folgenden betrachten wir Flichen in R™, wobei wir uns im Interesse der Ubersicht-
lichkeit und im Hinblick auf die relevanten physikalischen Anwendungen auf den R3
beschrinken. Zur Beschreibung von solchen Flidchen verwenden wir wie bei Kurven Pa-
rameterdarstellungen, wobei die Parameterbereiche nun zweidimensional sind. Diese Pa-
rameterbereiche sind quadrierbare Teilmengen des R?, deren Variablen mit u = (u,v)
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bezeichnet werden. Fiir die Punkte im R3 wird in der Regel die koordinatenorientierte
Bezeichnung x = (z,y,z) verwendet. Wir hatten schon bei der Betrachtung von Kur-
ven in R™ gesehen, dass die blole Voraussetzung der Stetigkeit der Parametrisierung
sehr pathologische Kurvengebilde zulésst, z. B. die beiden Extremfille der einpunktigen
Kurve und der gebietsfiillenden Peano-Kurve. Um solche Pathologien bei Flidchen auszu-
schlieBen, werden wir hier nur stetig differenzierbare (oder wenigstens stiickweise stetig
differenzieerbare) und in einem gewissen Sinne ,regulire” Parametrisierungen zulassen.

Definition 1.12 (Fliche in R3): i) Sei M C R? ein quadrierbarer, offene Parameter-
bereich und ¢ : M — R3 eine injektive, stetig differenzierbare und L-stetige Abbildung
mit der Eigenschaft

aﬂ x au a'U. 4
Rang ¢'(u,v) = Rang < 7 Py ¥

) =2, (u,v) € M. (1.1.24)
Ovpr Opipy  Opip,

Dann wird die Bildmenge T = (M) eine ,offene requlire Fliche® mit Parametrisierung
© genannt. (Dabei sind die Mengen M und T' nicht notwendig zusammenhdngend.)

ii) Die L-stetige Parameterabbildung ¢ : M — R3 lisst sich zu einer gleichfalls L-stetigen
Abbildung @ : M — R3 fortsetzen. Im Falle

p(M)NB(OM) =0 (1.1.25)

heift dann T := p(M) eine ,abgeschlossene Fliche“. Eine abgeschlossenen Fliche ohne
(relativen) Rand heifit ,geschlossen®.

////7M

T

Abbildung 1.7: Darstellung einer Fliche in R als Funktionsgraph (links) und mit Hilfe
einer Parameterabbildung (rechts).

Die Bedingung (1.1.25) besagt, dass die abgeschlossene Fliche T' sich nicht selbst
beriihrt in dem Sinne, dass kein (relativer) Randpunkt gleichzeitig (relativer) innerer
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Punkt sein kann. Die Rangbedingung (1.1.24) an die Funktionalmatrix der Parametrisie-
rung ¢ besagt, dass stets eine der drei moglichen (2 x 2)-Unterdeterminanten von ¢'(u,v)

ungleich Null ist. Sei etwa
au xT au
det ( 7 %) £0
Optpz Ouipy

in einem Punkt (ug,vg) € M . Wegen der Stetigkeit der Ableitungen von ¢ gilt dies auch
in einer ganzen Umgebung U(ug,vy) C M . Dann existiert nach dem Satz iiber regulére
Abbildungen in einer Umgebung V'(zg,y0) von (zo,%0) := (¢z(uo,v0), py) (o, vo)) die

Umbkehrabbildung
-(22)
v Uo(,y)

In einer Umgebung von o(ug,vy) ldsst sich das Flachenstiick T' also als Graph einer
Funktion F(z,y) darstellen:

z = F(JZZJ) = @z(wu(xvy)7¢v(x7y))'

Eine analoge Aussage gilt offenbar fiir alle Punkte der Fliche T'. Die obige Bezichung
besagt in anderen Worten, dass sich das Flédchenstiick I' lokal auch als sog. ,,Null-
Niveaulinie“ der Funktion ®(x,y,z2) := z — F(x,y) interpretieren lésst.

Flidchen bzw. Flichenstiicke I' C R3 kénnen also auf die folgende Weise gegeben sein:
— Durch eine Parameterdarstellung o : M — R3:
I'={p(u,v) eR*: (u,v) € M}.
— Als Graph einer Funktion F: M — R?:
I'={(u,v, F(u,v)) CR®: (u,v) € M}.
— Als Null-Niveaulinie einer Funktion ® : R®* — R:
I'={(z,y,2) eR’: ®(z,y,2) =0}.
— Als Rand eines Gebiets G C R3: T := 0G.

Beispiel 1.10: Die Oberfliche T'(a,b,¢) des Ellipsoiden mit Halbachsen a,b,¢ > 0 in
R3 hat die folgenden Darstellungen:

1. Parameterdarstellung (Kugelkoordinaten):  (u,v) € [0, 27] x [0, 7]

@ cos U sin v
o(u,v) ;== | bsinusinv

CCOSUvV
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2. Darstellung als Funktionsgraph:  (z,y) € {(u,v) € R?: (u/a)? + (v/b)* < 1}

2= F(x,y) Z—:|:C\/1— (2)2— (%)2

3. Darstellung als Null-Niveaulinie:  (z,y,z) € R?

2 g 22
O(x,y,2) :zﬁ—i———i—g—l.

Bemerkung 1.6: Nicht jeder Rand eines Gebiets G C R? ist eine ,offene Fliche* im
Sinn von Definition 1.12. Zum Beispiel lésst sich der (geschlossenen) Rand 0W des Ein-
heitswiirfels

W= {(2,y,2) €R*: 0 < m,y,2 < 1},

nicht stetig differenzierbar parametrisieren. Dieses Beispiel verdeutlicht den Zweck der
hier verwendeten, etwas umstindlichen Definition von ,,Flache“. In diesem Sinne ist der
Rand des Einheitswiirfels eine abgeschlossene Fliche mit stiickweise stetig differenzier-
barer und L-stetiger Parametrisierung; sie ist aus den Abschliissen der sechs ebenen,
reguldren Seitenflichen (offene Fliachenstiicke) zusammengesetzt.

Bemerkung 1.7: Der hier eingefiihrte geometrische Begriff einer ,Fliche® im R? ist
verwandt zu dem einer , differenzierbaren Mannigfaltigkeit“. Dies ist der allgemeine to-
pologische Oberbegriff fiir Kurven, Flichen und anderer geometrischer Objekte, die lo-
kal aussehen wie ein euklidischer Raum. Im Unterschied zu allgemeinen , topologischen*
Mannigfaltigkeiten ist es auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten moglich, iiber Ablei-
tungen und verwandte Konzepte zu sprechen. Solche spezielle Mannigfaltigkeiten sind
Hauptgegenstand der sog ,,Differentialgeometrie. Mannigfaltigkeiten sind als ,;topologi-
sche Raume* naturgeméf (relativ) offen, wahrend der geometrische Flachenbegriff auch
abgeschlossene Strukturen zulésst. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten spielen eine zen-
trale Rolle in der theoretischen Physik, insbsondere in der klassischen Mechanik bei Sy-
stemen, die Zwangsbedingungen unterliegen, und bei der Beschreibung der Raumzeit in
der allgemeinen Relativitétstheorie.

Fiir Fléchen sind die anschaulichen Begriffe wie Tangentialebene, Flacheninhalt u.s.w.
wieder unter Zuhilfenahme von Parametrisierungen definiert, dabei aber unabhéingig ge-
geniiber Parametertransformationen.

Definition 1.13 (Koordinatenlinie, Tangentialebene, Normale): Sei I' C R? ei-
ne offene requlire Fliche mit Parametrisierung o : M — R? .

i) Fiir festes v ist o(-,v) die Parametrisierung einer Kurve, welche in der Fliche verliuft
und ,Koordinatenlinie“ bzw. ,u-Linie“ genannt wird. Entsprechend ist die v-Linie fir
festes u definiert.
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it) Der Tangentialvektor der u-Linie im Flichenpunkt X = p(1) € T' ist gegeben durch
Oup (1) . Entsprechend ist O,p(1) Tangentenvektor der v-Linie. Aufgrund der Rangbedin-
gung (1.1.24) sind die beiden Tangentenvektoren linear unabhingig und spannen die sog.
, Tangentialebene* im Flichenpunkt X auf:

T(%) = {x € R’: x =%+ A0up(d) + pd,p(1), A\, p € R}

iii) Jeder im Flichenpunkt X auf der Tangentialebene senkrecht stehende Vektor n # 0
heifit ,Normalenvektor® oder ,Normale“. Ein Normalenvektor mit Norm |n|| =1 heifit
LSEinheitsnormale“. Fine Einheitsnormale erhdlt man als normiertes dufleres Produkt der
beiden Tangentenvektoren durch

Oup X Oup

n(0) = 1o (1.1.26)

Zur Erklirung der Formel (1.1.26) fiir die Flichennormalen rekapitulieren einige Ei-
genschaften des ,,#uBeren Produkts® zweier Vektoren a,b € R3:

axb:= (CLng — (lng, a:»,bl — albg, a1b2 — agbl).

Dieses Bildungsgesetz lésst sich leicht durch die folgende formale Darstellung als Deter-
minante merken:

Vo b b b b
a a . a
axb=|e® q by |=e® |2 P _e@ T T L@ T (1.1.27)
6(3) a b as b3 as b3 as bg
3 3

mit den kartesischen Einheitsbvektoren e . Aus dieser Darstellung und den iiblichen
Eigenschaften von Determinanten leiten wir die folgende Regeln ab:

axb=-—bxa, axa=0, (1.1.28)
sowie fiir a,b,c € R® und o, € R:
(va+ fb) x c =aa x c+ b x c. (1.1.29)
Durch direktes Nachrechnen bestétigt man

la x bIJ* = [lal*||b]]* = (a - 0)*. (1.1.30)

Lemma 1.5: i) Das Vektorprodukt a x b steht senkrecht auf beiden Vektoren a und b :

a x b L span{a,b}. (1.1.31)

i) Mit dem Winkel 6 € [0, 7] zwischen zwei Vektoren a,b € R® gilt:

lJa x b|| = [|a||[b]| sin 6. (1.1.32)
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Dies ist gerade der Inhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Parallelogramms.

ii) Seien a,b € R*® zwei Vektoren und A = [a,b] € R*? die mit diesen gebildete
Spaltenmatriz. Dann gilt mit einer beliebigen Matriz C' € R**? fiir die Spalten der Matrix
AC = [a,b] :

|& % B|| = [|la x b | det C|. (1.1.33)

Beweis: i) Fiir Vektoren a,b,c € R? gilt (Ubungsaufgabe):

aq bl C1
C- (a X b) =1 as bg Co - det(avbac)a

as b3 C3
wobei die Vektoren als Spaltenvektoren zu verstehen sind. Hieraus folgt, dass
a-(axb)=0=b-(axDh).

ii) Der Winkel 6 zwischen zwei Vektoren a,b € R?® ist bestimmt durch

a-b
cosf = .
l[alllIbl]
Also folgt mit (1.1.30)
lla x bl = [lal*[|B][* — (a - b)* = [lal*||b[|* — [|al*[|b]|* cos® & = [[a]|*|[b]|* sin* 6.

iii) Nach Definition gelten die vektoriellen Beziehungen (nachrechnen!)
a=cja-+ 021b7 B = C19a + ngb.
Durch Ausmultiplizieren folgt unter Ausnutzung von (1.1.28):

||§ X BH = ||(011a + Cglb) X (612& + ngb)”
= ||C11€123 X a + c11C92a X b+ C21()12b X a—+ CQlCZZb X b”
= ||(e11622 — carci2)a x b|| = |J]a x b]| | det C,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Das folgende Lemma ist das Analogon von Lemma 1.1 fiir Flachen.

Lemma 1.6: Sind ¢ : M — R® und ¢* : M* — R® zwei Parametrisierungen derselben
offenen, reguliren Fliche I' C R?, so gibt es einen Diffeomorphismus h : M* — M , so
dass

" =poh. (1.1.34)
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Beweis: Der Beweis bedient sich analoger Argumente wie fiir die entsprechende Aussage
fiir die Parametrisierungen von Kurven (Lemma 1.1). Q.E.D.

Definition 1.14: FEine offene requldre Flache T heifst ,orientierbar®, wenn es mdglich
ist, auf ihr eine (bzgl. der Flichenpunkte) stetige Einheitsnormalenfunktion

n: =R |nx)|=1,xeT,

zu definieren. Damit wird dann eine Seite der Fliche als die ,positive ausgezeichnet.

Lemma 1.7: Es sei I' eine abgeschlossene Fliche mit Parametrisierung ¢ : M — R3
auf einem zusammenhdingenden Parameterbereich M . Die Parameterabbildung ¢ sei auf
einer offenen Umgebung U wvon M definiert, stetig differenzierbar und injektiv. Dann
ist die abgeschlossenen Fliche T orientierbar, d. h. besitzt eine stetige Einheitsnormalen-
funktion n: T — R3. Jede andere Einheitsnormalenfunktion zu T ist entweder gleich n

oder gleich —n.

Beweis: Wir betrachten die Normalenfunktion zur Fliche T = {x = ¢(u), u € M} :

Dup(1) x Oyp(u) we Tl

) = 1B (0) B

Diese ist in M stetig. Da auch die Umkehrabbildung ¢! : T' — M stetig ist, wird durch

n(x) =1y~ (x))

eine auf I' stetige Normalenfunktion definiert. Ist n* eine weitere solche Funktion, so ist
n(x) = £n*(x), also 4(x) := ||n(x) — n*(x)|| = 0 oder 2. Wir wihlen einen festen Punkt
% € T'. Da M zusammenhingend ist, kann man einen beliebigen Punkt x € I' mit %
durch einen in T' verlaufende Jordan-Kurve v mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — R3
verbinden. Die Funktion 0(¢(t)) ist stetig und, da sie nur die Werte 2 und 0 annehmen
kann, ist sie konstant. Hieraus folgt §(x) = §(x) auf T'. Im Falle §(%) = 0 ist n = n*;
im Fall 0(x) =2 ist n = —n*. Q.E.D.

Das klassische Beispiel einer nicht orientierbaren Fliche ist das sog. , Mdbius®*-Band*,
welches eine abgeschlossene Fliache im Sinne von Definition 1.12 darstellt. Auf dieses
Beispiel ist Lemma 1.7 nicht anwendbar, da die zugehorige Parametrisierung ¢ : [—a, a] x
[0,27] — R? nicht injektiv ist. Dies gilt aber z. B. auch fiir ein nicht gedrehtes Band oder
eine ganze Kugeloberfliche, welche sehr wohl orientierbar sind.

3 August Ferdinand Mobius (1790-1868): Deutscher Mathematiker und Astronom; Professor in Leipzig;
Beitrige zur Analytischen Geometrie und zur Himmelsmechanik.
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Abbildung 1.8: Mdbius-Band als Beispiel einer nicht orientierbaren Fliche.

Fliacheninhalt

Zur Definition des Inhalts |['| einer reguliren Fliche I' C R?® mit Parametrisierung
@ : M — R? stellen wir folgende Vorbetrachtung an. Sei

R=[u,u+h] x[v,v+k] C M(hk>0)
ein kleines Rechteck. Nach der Taylor-Formel gilt dann fiir «, 8 € [0,1]:
p(u+ ah,v+ Bk) = ¢(u,v) + ahdup(u, v) + BEdup(u, v).

Stiinde hier das Gleichheitszeichen, d.h.: Ware die Funktion ¢ auf K linear, so wire
die Bildmenge ¢(K) gerade das von den (linear unabhéngigen) Vektoren hd,p(u,v) und
kOyp(u,v) aufgespannte und um den Vektor ¢(u,v) verschobene Parallelogramm

P = {x = ahdyp(u,v) + Bkdyp(u,v), o, B € |0, 1]}
Dieses hat nach Lemma 1.5 (ii) den Flécheninhalt
|P| = [|hdup x kOupl| = Ak [|0up x Dup.

Zerlegt man nun die Menge M in kleine Rechtecke R; zu Punkten (u;,v;), so kann die
entsprechende Riemannsche Summe gedeutet werden als Summe der Fldcheninhalte der
den einzelnen Rechtecken entsprechenden Bild-Parallelogramme, welche annéhernd gleich
den Flidchen ¢(K;) sind:

Z lp(KG)| ~ Z [|0up(ui, vi) X Oyp(ui, vi) || hiks
i=1 i=1

Dies legt die folgende Definition nahe.

Definition 1.15: Fiir eine abgeschlossene requlire Fliche I' C R® mit Parametrisierung
©: M — R ist der ,Flicheninhalt® |U'| definiert durch

= [ et ) % Dupta, )] du. o)

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ¢ existiert das Riemannsche Integral.
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Satz 1.7 (Flicheninhalt): Der Inhalt |U'| einer requliren Fliche T C R? ist unabhingig
von ihrer (stetig differenzierbaren) Parametrisierung.

Beweis: i) Wir beweisen die Behauptung zunédchst unter der stirkeren Annahme, dass
die Parametrisierung ¢ in einer (offenen) Umgebung des Abschlusses M erklirt und
¢ eine offene Fléche beschreibt. Seien ¢ : M — R* und ¢* : M* — R? zwei stetig
differenzierbare Parametrisierungen derselben Fliche I'. Dann gibt es nach Lemma 1.6
einen Diffeomorphismus h : M* — M mit ¢* = ¢ o h. Aus der Bezichung ¢*'(-) =
@' (h(-))W () folgt nach Lemma 1.5 (iii):

|0ux 0" X Oy 0*|| = ||Oup 0 h X Dyip 0 h| | det A|.

Die Transformationsformel fiir mehrdimensionale Integrale liefert dann
/ 10w x Opp|| d(u,v) = / [|0up © h X Dy o hl|| det A'| d(u*, v*)
M M+
= [ o 0 da ).
M*

Dies ist der Beweis unter den obigen starken Voraussetzungen.

ii) Ist die Fldche T' von dem in der Definition 1.12 beschriebenen Typ, so ist die Parameter-
abbildung ¢ auf M i. Allg. nur L-stetig und kein Diffeomorphismus. Die Schliefung dieser
Liicke erfordert eine dhnlich aufwendige Argumentation wie im Beweis des Transformati-
onssatzes unter dhnlichen Bedingungen. Da diese Argumentation wenig zum Verstédndnis
der folgenden Zusammenhénge beitréagt verzichten wir hier auf ihre Darstellung. Der in-
teressierte Leser sei auf die Literatur verwiesen, z. B. W. Walter: Analysis 1T (Abschnitt
8.4), Springer, 1990. Q.E.D.

Rotationsflachen
Es sei C eine Jordan-Kurve in der (z, z)-Ebene mit Parametrisierung
(z,2) = (x(t), 2(t) : [a,b] — R
Die Kurve sei stiickweise glatt und x(¢) > 0 bis auf endlich viele ¢ € [a, b] . Durch Rotation

von C' um die z-Achse entsteht eine abgeschlossene ,, Rotationsfliche* I'c . Diese hat die
Parametrisierung

o(t,0) := (2(t) cos b, z(t) sin b, z(t)), (t,0) € M :=[a,b] x [0, 27].

Fiir den Flicheninhalt von Rotationsflichen gilt die folgende ,,2. Guldinsche? Regel*.

4Paul Guldin (1577-1643): Schweizer Mathematiker; gelernter Goldschmied, als Jesuit Ausbildung in
Mathematik; Lehrer und Prof. in Graz und Wien; Arbeiten zur Berechnung von Kurvenlédngen; fand die
nach ihm benannten Regeln.
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Abbildung 1.9: Fine Rotationsfliche mit erzeugender Kurve C'.

Korollar 1.1 (2. Guldinsche Regel): Der Flicheninhalt einer Rotationsfliche T'c st
gleich dem Produkt der Linge der erzeugenden Kurve C mit der Lange 2nre des Weges,
den ihr Schwerpunkt zuricklegt:

ICe| = 2rre|C. (1.1.35)

Beweis: Es ist dyp = (2/ cos 6, 2'sinb, 2’), 9y = (—xsinf, z cosh,0) und somit

10wl = V' ()? + 2/ ()2, [10spll = x(t),  Dup(t) - Dpp(t) = 0.
Also wird nach (1.1.30)

10up x Bppl| = w(t)/a'(£)? + 2 (1)*.

Der Inhalt der Rotationsfliche ergibt sich folglich nach Satz 1.7 zu
b 27
Te| = / 10, x Dpo|| d(t,6) = / / x(t)\/ ' ()% + 2/ (t)> do dt
M a JO
b
= 27r/ x(t)\/ 2! ()% + 2/ (t)? dt.

Dasselbe Integral tritt auch auf bei der Berechnung des Schwerpunkts der Kurve C' bei
konstanter Massebelegung p = py:

S, = ,u(lC)/ pr(t)\/ @' ()2 + 2/ ()2 dt,  pu(C) = po|C|.

Kombination der letzten beiden Beziehungen ergibt die Gleichung (1.1.35). Q.E.D.

(1.1.36)

Der Vollstéindigkeit halber geben wir noch die sog. ,,1. Guldinsche Regel“ zum Volumen
von ,,Rotationskorpern an.

Korollar 1.2 (1. Guldinsche Regel): Das Volumen eines Rotationskirpers Vi ist
gleich dem Produkt des Inhalts der erzeugenden Flache F mit der Linge 2nrr des Weges,
den sein Schwerpunkt zuricklegt:

V| = 277 5| F). (1.1.37)

Beweis: Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.
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1.1.4 Flachenintegrale
Sei T' ein (offenes, reguliires) Flichenstiick im R3 mit der Parametrisierung ¢ : M — R3

und f: T — R eine beschrinkte (stiickweise stetige) Funktion. Ein ,,Flachenintegral® von
f tber T ist erklirt durch

/F fap2)do= [ (el 0) o x Oyl du.v), (1.1.38)

falls das rechte Integral existiert. Da dM eine Nullmenge ist, spielt es dabei keine Rolle,
ob iiber M oder M integriert wird.

Satz 1.8 (Flichenintegral): Der Wert des Flichenintegrals (1.1.38) ist unabhingig
von der speziellen Parametrisierung.

Beweis: Der Beweis verlduft analog wie beim Flécheninhalt mit derselben Einschrankung
hinsichtlich der Voraussetzungen an die Parametrisierung der betrachteten Fliche. Q.E.D.

Das Fléchenintegral ldsst sich wieder im Sinne eines Riemann-Integrals als Limes zu-
gehoriger Riemannscher Summen erkldren. Seien

Z = {Bk,k: 1.,...7m}
zuléssige Zerlegungen des Parameterbereichs M mit Feinheit |Z] := MaXg=1,..m diam(By,)

und 'y := ¢(By,) die zugehorigen Fléchenstiicke. Mit beliebigen Punkten (ug,vy) € By
gilt dann:

/fdo—‘glmozf (e, 04)) [T

= lim Zf (uk, vi)) || (Oup X Opp) (g, vie)|| | Bl -

\Z|~>0

Hieraus ergeben sich analog zum Kurvenintegral auch fiir das Fliachenintegral die folgen-
den fiir das Riemann-Integral iiblichen Eigenschaften:

1. Linearitdt: Integrierbare Funktionen f,g:I' —= R und o, € R:
/(af+ﬁg)do:a/fdo+[5/gdo. (1.1.39)
r r r

2. Additivitit: T' =11 Uy Zerlegung in rektifizierbare Teilfldchen:

/Ffdo/rlfdo+/rzfd0. (1.1.40)
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3. Beschrdnktheit: f : T — R integrierbar:
‘/fdo‘ < |T| sup |f]- (1.1.41)
r r

Korollar 1.3: Ist das Flichenstiick T als Graph einer Funktion z = (x,y), (x,y) € M,
gegeben, so lautet die Formel fiir das Flichenintegral

/f(a:,y,z) do= [ f(z,y,2(z,y))\/1+ 0,0? + 0,0% d(x,y). (1.1.42)
r M

Beweis: Fiir das Flachenintegral mit allgemeiner Parametrisierung ¢ = o(u, v) ist

[ f@p2ydo= [ flptuo)loue x gl dlus o)
r M
Fiir die spezielle Parametrisierung o(x,y) := (z,y,¥(x,y)) gilt

1029 < Dyepll = [[(1,0,000) x (0,1, 0,9)|

= [1(=02¢, =0y, V| = V/Oup® + 9,9 + 1.

Dies beweist die Darstellung (1.1.42). Q.E.D.

Beispiel 1.11: Wir wollen die Funktion f(z,y,z) = 2% iiber die Oberfliche der Kugel
KR(0) des R? integrieren. Wegen der Symmetrie von f bzgl. der (z,y)-Achse geniigt es
hierfiir, die obere Halbkugel I' zu betrachten. Diese ist Limes fiir ¢ — 0 der Graphen
I'. der Funktion

z=1(,y) =R —22—y? (z,y) € M. := {(z,y) €R? /a2 +y2 < R—c¢}.

Nach Formel (1.1.42) ergibt sich also fiir das Fldchenintegral

2 2
2d :/ R2_ 2 _ .2 1 T Y J
/FEZ ’ ME( * y) +R2—x2_y2+R2_I2_y2 (1379)

= [ VR—2?—y*Rd(z,y)

M-

und nach Einfithrung von Polarkoordinaten

R—e¢ 2
= ZaR* 4+ O(¥?).
0 3

27 R—e 2
(/fwz/ / Rﬂ??%mwzf?mmfﬂw2
Ie 0 0

Also ist

4
/ 22do = lim/ 22do = -7 R*.
0K g(0) =0 Jr, 3
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1.2 Integralsatz von Gauf3

Nach den bisherigen Vorbereitungen kénnen wir nun die Verallgemeinerungen des eindi-
mensionalen Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung

/ f(z)dx = f(b) — f(a) (1.2.43)

formulieren. Wir beginnen mit dem Integralsatz von Gauf® in R?.

1.2.1 Gauflscher Satz in R?

Definition 1.16 (Normalbereich): Eine Menge M C R?* heifit ,y-Normalbereich*,
wenn es ein Intervall [a,b] und zwei stetige Funktionen @.,¢* : [a,b] = R mit ¢, < ¢*
gibt, so dass

M={xeR*: z €ab], p.(z) <y < ¢*(z)}.
Entsprechend ist ein x-Normalbereich definiert. Eine Menge G C R? heifit einfach ,Nor-
malbereich®, wenn sie sowohl x-Normalbereich als auch y-Normalbereich ist.

Ein Normalbereich M ist definitionsgeméfl abgschlossen (sowie natiirlich beschrankt)
und quadrierbar. Konvexe Mengen mit stiickweise glatten Réandern sind stets in endlich
viele Normalbereiche zerlegbar, wobei die einzelnen Zerlegungsmengen eventuell Normal-
bereiche bzgl. geeignet gedrehter Koordinatensysteme sind. Dazu gehoren z. B. Dreiecke,
Rechtecke, Kreise, Ellipsen u.s.w..

Satz 1.9 (GauBischer Integralsatz in R?): Sei M C R? ein Normalbereich, dessen
Rand OM eine stiickweise glatte (rektifizierbare) Jordan-Kurve ist, und v: M — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

/M V-u(x)dx = /aM v(x(s)) - n(x(s)) ds, (1.2.44)

wobei n der duflere Normaleneinheitsvektor zu OM ist, und das Kurvenintegral gegebe-
nenfalls stiickweise zu verstehen ist. Diese Ausage gilt auch, wenn sich M durch endlich
wele glatte Jordan-Kurvenstiicke in Normalbereiche zerlegen lisst.

Beweis: i) Als Ordinatenmengen (s. Abschnitt 4.2 des Bandes Analysis 2) ist ein y-
Normalbereich M quadrierbar, und fiir das Integral einer Funktion f € C'(M) gilt nach

dem Satz von Fubini:
b re*(x)
/ f(x) dX:/ / f(z,y)dydx. (1.2.45)
M a «(z)

5Carl Friedrich GauB (1777-1855): Bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
wirkte in Gottingen; fundamentale Beitrdge zur Arithmetik, Algebra und Geometrie, Begriinder der
modernen Zahlentheorie, Bestimmung von Planetenbahnen durch ,,Gau-Ausgleich“, Arbeiten zum Erd-
magnetismus und Konstruktion eines elektromagnetischen Telegraphen.
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8
8

Abbildung 1.10: Ein y— Normalbereich (links) und ein x,y-Normalbereich (rechts) in R?.

Die geschlossene Randkurve M besteht aus den folgenden vier Jordan-Kurvenstiicken:
= {xeR®: z€lab], y=p.z)}
Iyi={xeR*: z=0b,y¢€ [p.(b), 0" (b)]},
Iy ={xeR*: zelal],y=y(r)}
Iy = {xeR: z=aq,y € [p.(a), ¢ (a)]},
wobei das hoch gestellte Minuszeichen bedeutet, dass der Weg in negativer Richtung
durchlaufen wird. Dadurch wird sichergestellt, dass die vier Kurvenstiicke zusammen-
gesetzt eine geschlossene Jordan-Kurve ergeben, oM = I'y U, U Ty UT', , welche im

,positiven Sinne“ (d.h. im Gegenuhrzeigersinn) durchlaufen wird, so dass das Innere von
M stets zur Linken liegt.

Seien nun f € C(M) und 0,f € C(M). Durch Anwendung des Satzes von Fubini
sowie des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung erhalten wir

b re*(x) b b

/ Iy f(x)dx = / / " Oy f(z,y)dyde = / flx, 0" (z))dx — / [z, o.(z)) da.
M a Jp«(z a a

Der Ausdruck rechts kann als ein Kurvenintegral entlang der Randkomponente I'y UT'y

(im Uhrzeigersinn durchlaufen) interpretiert werden. Die Randkomponente T'; sei mit

der Abbildung ¢(z) := (z, v.(z)), x € [a,b], parametrisiert. Beziiglich dieser Parametri-

sierung ist der duflere Normaleneinheitsvektor zu T'y (gegebenenfalls stiickweise) gegeben

durch , ,
(g —5)  (¥l,—1)

Il T+l

Also ist nach Definition des Kurvenintegrals

[ sy s) ds = / £, 0u(@)ny (@) (@) do = — / f (@ () da.

n—=
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Abbildung 1.11: Ein in Normalbereiche zerschnittenes Gebiet in R?.

Analog finden wir wegen der Orientierung der &ufleren Normalen entlang I'; nach ,oben:

[ xshms)ds = [ e @@l @l de = [ (@) do

Entlang der vertikalen Randkomponente I'y UT", ist n, = 0, so dass wir das bisherige
Ergebnis auch in der folgenden Form schreiben kénnen:

y Oy f(x)dx = f(x(s))ny(s) ds. (1.2.46)

oM

Da M auch z-Normalbereich ist, erschlieflen wir analog fiir die z-Ableitung einer Funktion
g€ C(M) mit 0,9 € C(M):

/M@mg(x) dx = AMg(x(t))nx(s) ds. (1.2.47)

Ist nun v : M — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so erhalten wir durch Addition
der Zwischenresultate (1.2.46) und (1.2.47) fir f := v, bzw. g = v, die Gaufsche
Integralformel fiir Normalbereiche:

/M(amvx + 0yvy)(x) dx = {vm )+ vy (x(s)) y(s)} ds.

ii) Sei M durch endlich viele glatte Jordan-Kurvenstiicke in Normalbereiche zerlegbar.
Dann gilt die Gaufische Integralformel fiir jedes einzelne dieser Normalgebiete. In diesem
Fall heben sich die Beitrdge der Schnittwege zum Gesamtintgeral weg, da sie doppelt
jeweils mit entgegengesetzter Orientierung durchlaufen werden. Damit gilt der GauBsche
Integralsatz auch in diesem Fall. Q.E.D.
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Bemerkung 1.8: Das hier als ,,Satz von Gaufl* angegebene Resultat wird in der russi-
schen Literatur in der Regel als ,,Satz von Ostrogradski®* bezeichnet.

Bemerkung 1.9: Der Gaufische Integralsatz gilt in der oben angegebenen Form fiir
praktisch alle in Anwendungssituationen auftretenden Gebiete des R?. Dazu gehoren
u. a. stiickweise glatt berandete Gebiete, also insbesondere regulére Polygongebiete. Diese
brauchen nicht ,einfach zusammenhingend“ zu sein, d. h. diirfen auch Locher haben. Es
sind sogar Gebiete mit Pathologien des Randes wie z. B. ,,Schlitzgebiete“ und ,,Hornge-
biete“ zugelassen.

Der Vollsténdigkeit halber geben wir den folgenden ,,Zerschneidungssatz“ an, dessen
sehr technischer Beweis hier aber nicht angegeben werden kann.

Lemma 1.8 (Zerschneidungssatz): Jede Menge M C R?, deren Rand aus endlich
vielen glatten Kurvenstiicken besteht, ldsst sich durch endlich viele glatte Jordan-Kurven-
stiicke in Normalbereiche (eventuell bzgl. gedrehter Koordinatensysteme) zerschneiden.

Beweis: Den Beweis findet man z. B. in A. Ostrowski: Vorlesungen iiber Differential- und
Integralrechnung Band 111, Birkéduser, Basel-Stuttgart, 1967. Q.E.D.

/M

Abbildung 1.12: , Regulires“ Polygongebiet mit Loch (links) und Gebiet mit Schlitz und
Horn (rechts).

Beispiel 1.12: Auf einer kompakten Menge M C R? mit glattem Rand wird das Vek-
torfeld v(x) = x betrachtet. Fiir dieses ist V- v = 0,2 + 0,y = 2 und somit nach dem
Satz von Gaufl )
M| == V'U(X)dle/ x-nds.
2/ oM
Speziell fiir den Einheitskreis K;(0) ist n = x entlang 0K;(0) und somit, wie erwartet:

1 1
|K1(0)|:—/ x-nds:—/ |x||*ds = 7.
2 K1 (0) 2 0K1(0)

6Michail Wassiljewitsch Ostrogradski (1802-1862): Ukrainisch-russischer Mathematiker; Prof. in St.
Petersburg; Mitbegriinder der beriihmten Petersburger Mathematikerschule; Arbeiten zu verschiedenen
Gebieten der Mathematischen Physik und Mechanik sowie zur Integral- und Variationsrechnung.
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1.2.2 Gauflscher Satz in R?

Definition 1.17 (Normalgebiet): FEine offene Menge G C R® heifst ,,z-Normalgebiet“,
wenn es eine offene, quadrierbare Menge G, der (x,y)-Ebene mit stiickweise glatter Rand-
kurve OG, wund zwei stetig (stickweise) differenzierbare, L-stetige Funktionen ., p* :
G. — R mit px < ¢* gibt, so dass

G={xeR’: (z,y) € G., p.(z) <z < ¢*(2)}.

Entsprechend sind x- und y-Normalbereiche definiert. Eine offene Menge G C R3 heifst
einfach ,Normalbereich®, wenn sie Normalbereich bzgl. aller drei Raumrichtungen ist.

Ein dreidimensionales Normalgebiet G ist definitionsgemafl offen (sowie natiirlich be-
schriankt) und quadrierbar. Offene Mengen mit stiickweise glatten Randern sind in end-
lich viele Normalgebiete zerlegbar. Dazu gehoren z. B. wieder (offene) Tetraeder, Quader,
Kugeln, Ellipsoide u.s.w..

Satz 1.10 (Gauflscher Integralsatz in R*): Sei G C R® offen und Normalgebiet
bzgl. aller drei Achsen und v : G — R ein stetiges und in G stetig differenzierbares
Vektorfeld mit beschrdankten Ableitungen. Dann gilt:

/GV co(x)dx = /801)()() -n(x) do. (1.2.48)

wobei n der duflere Normaleneinheitsvektor zu OG und das Fldchenintegral gegebenenfalls
stiickweise zu verstehen ist. Diese Ausage gilt auch, wenn sich G durch endlich viele
requldre Fldachenstiicke in Normalgebiete zerlegen ldsst.

Beweis: Der Beweis folgt denselben Ideen wie derjenige im zweidimensionalen Fall.
i) Wir betrachten das Gebiet G zunéchst als z-Normalgebiet:

G={xeR’: (z,y) €G., p. <2< "}
Zur Berechnung von Integralen iiber die Deck- und Bodenflichen dieser Menge,

F, := Graph(p,) = {x € R*: (2,9) € G., z = p.(2,9)},
F*:= Graph(¢") = {x € R*: (2,y) € G., 2 = ¢ (a,9)},

nach der Formel (1.1.38) notieren wir fiir deren Parametrisierungen @, := (z,y, ©.(z,y))
und ®* := (z,y, p.(z,y)), dass

ach*zay(I)*w - awq)*xayq)*z = 76}/99*;
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und analog fiir ¢*. Damit gilt:

10:2, x 0,8, = /100, + 10,02 + 1, 10,27 x 0,8°| = /10" + (0,072 + 1.

Die Mengen F, und F* sind offene Flidchen im Sinne von Definition 1.12. Fiir eine auf
G stetig differenzierbare Funktion f gilt nach dem Satz von Fubini:

@ (z,y)
/ 5Zf dx = / / azfdz d(l'7y)
G z «(,y)

:/c {f @y, 0" (2, y) = f@, 5, 0u(, )} dz, ).

Wir wollen das letzte Integral in ein Flachenintegral umformen. Auf der Deck- und Bo-
denfliche F. und F* ist die duflere Einheitsnormale zu G gegeben durch (nachrechnen)

(806()0*: ay@*: _1) (—az#?*, _ay<P*7 1)

n= = auf F*.
V1H 00,2 + [0,0.2 V1+ 100 + (0,02

auf F,, n

Also gilt nach Definition des Flichenintegrals fiir eine beliebige Funktion f € C(G):

f
fn,do=— do = — flz,y, 0.z, y)) d(x,y),
/F* o /L E e 1 0y 2 .. (@,y, o, y)) d(z,y)
f / i}
fn.do= do = flz,y, z,y))d(z,y).
F* F* \/1+|87;§0*\2+|3yg0*|2 G, ( SO( )) ( )

Nun betrachten wir die Mantelfliche Fj; von G. Auf F); ist die z-Komponente des
Normaleneinheitsvektors n, = 0. (Diese der Anschauung entnommene Tatsache kann
auch analytisch nachgerechnet werden.) Also folgt

/ 0.fdx = fn. do.
G oG

Da G Normalgebiet bzgl. aller drei Raumrichtunge sein soll, kann die obige Argumenta-
tion fiir alle drei Ableitungen 0, f, 9, f, 0.f angewendet werden. Damit erhalten wir fiir
Vv = 00, + Oy, + 0,v, die gewiinschte Gleichung

/V-UdX:/{8xvx+8yvy+3zvz}dx
G G

= {veng +vyny +v.n.}do = / v -ndo.
oG oG

ii) Sei G’ durch endlich viele regulédre Fliachenstiicke in Normalgebiet zerlegbar. Dann gilt

die Gauflsche Integralformel fiir jedes einzelne dieser Normalgebiete. In diesem Fall heben

sich die Beitrige der Schnittflichen zum Gesamtintegral weg, da sie doppelt jeweils mit

entgegengesetzter Orientierung durchlaufen werden. Damit gilt der Gauische Integralsatz
auch in diesem Fall. Q.E.D.
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Bemerkung 1.10: Der Inhalt des Gaufischen Integralsatz kann auf verschiedene Weise
ausgedriickt werden. Die in der Literatur iibliche Form wird in den Satzen 1.9 und 1.10
benutzt. Alternativ zur Verwendung der Divergenz eines Vektorfeldes v : G — R? kann
auch mit einer skalen Funktion f:G — R die folgende Schreibweise verwendet werden:

/ 0;f(x)dx = F(x)n;i(x) do (t=1,...,n), (1.2.49)
el oG

mit dem duBeren Normaleneinheitsvektor n = (nq,...,n,). Hieraus ergibt sich fiir einen
beliebigen Richtungsvektor e € R" noch die gradientenorientierte Formulierung

/ Vi) -edr= f(x)n-edo. (1.2.50)
G oG
Alle diese Formulierungen des Gauflschen Satzes sind natiirlich véllig dquivalent.

Bemerkung 1.11 (Physikalische Anwendung): Als Beispiel fiir die Anwendung des
GauBschen Integralsatzes auf physikalische Prozesse betrachten wir die ,, Warmeleitung*.
Die Temperaturverteilung f = f(x,t) in einem festen Kérper K mit der Massedichte p
wird durch zwei von der Erfahrung gestiitzte physikalische Annahmen bestimmt:

i) Um die im Volumen ¢V enthaltene Masse du = pdV von der Temperatur f auf die
Temperatur f + h zu erwdrmen, wird die Warmemenge (Energie) E = chdu = chpoV
benotigt, wobei ¢ die sog. ,spezifische Wérme® ist (eine Materialkonstante).

ii) Die Temperaturdifferenzen gleichen sich aus, d. h.: Es findet eine Warmestromung von
Orten hoherer nach Orten tieferer Temperatur statt. Dieser Wéarmefluss ist am stérksten
in der Richtung —V f der stidrksten Temperaturabnahme.

Diese Annahme besagt, dass durch ein Flichenelement 0F' in Richtung einer Normale n
pro Sekunde die Warmemenge

E =—k(n-Vf)|§F|

fliefit, wobei k die sog. ,, Wiarmeleitfihigkeit* des Stoffes bezeichnet. Durch die Oberfléche
des Korpers K flieit also pro Sekunde die Warmemenge

/Z?Kk(n-Vf)do.

Die resultierende Temperaturzunahme pro Sekunde ist gleich 0,f, die Anderung der
Wiérmemenge in einem Volumen V C K also gleich

/ pc O, f dx.
1%

Aus der Energiebilanz ergibt sich mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes also

/cp@tde:/ kn~Vfd0:/kV~Vfdx:/kAfdx.
14 A% |4 1%
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Diese Beziehung soll fiir beliebige Volumina V' C K gelten. Dies ergibt fiir einmal ste-
tig nach ¢ und zweimal stetig nach x differenzierbare Temperaturverteilung f(x,t) die
punktweise Gleichung

cpOif(x,t) = kAf(x,1), xe K, t>0. (1.2.51)

Dies ist eine Folgerung des sog. , Fundamentalsatzes der Variationsrechnung“, den wir
spéter diskutieren werden. Die differenzielle Beziehung (1.2.51) wird ,, Warmeleitungsglei-
chung® genannt.

Korollar 1.4 (Greensche Formeln): Unter den Voraussetzungen von Satz 1.10 seien
f,9: G — R stetig differenzierbare Funktionen mit beschrdnkten stetigen zweiten Ablei-
tungen auf G . Dann gelten die ,1. Greensche Formel“

/ Af(x)g(x)dx = Onf(x)g(x) do — / Vf(x) - Vg(x)dx (1.2.52)
G G

und die ,2. Greensche Formal“

| (876000 = @) A0 dx = [ (@ufla(x) = (0,900 do. (1259

oG

oG

Beweis: Zum Beweis der 1. Greenschen Formel wenden wir den Gaufischen Satz auf die
stetige Vektorfunktion v :=V fg an:

/GV'(Vfg)dxz/g(gAerVf-Vg)dx:/@

Die 2. Greensche Formal erhalten wir durch zweimalige Anwendung der ersten:

[ ar=sagas= [ gougao- [ 95-9gas

gn-VdeZ/ 9O, f do.

G oG

- f@ngdo—i-/ V- ngX:/ (90nf — fOng) do.
oG G e

Q.E.D.

Beispiel 1.13: Sei G C R" (n = 2,3) ein Normalgebiet mit glattem Rand und duflerem
Normeleneinheitsvektor n(z). Anwendung des Gaufischen Integralsatzes auf die Vektor-
felder v:=e® (i =1,2,3) (kartesische Einheitsvektoren) ergibt die Vektorgleichung

/ n(x)do = 0. (1.2.54)
oG

Beispiel 1.14: Sei G C R" (n = 2,3) ein Normalgebiet mit glattem Rand und dulerem
Normeleneinheitsvektor n(z). Anwendung der 1. Greenschen Formel auf eine zweimal ste-
tig differenzierbare Funktion mit beschrankten Ableitungen f: G — R und die Funktion
g =1 ergibt die Gleichung

/Af(x) dx= [ 0.f(x)do. (1.2.55)
G oG
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Anwendung 1.2.1 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen): Sei f ei-
ne ,harmonische* Funktion in B = {z € R® : ||z|]| < R}, d.h.: f ist zweimal stetig
differenzierbar und erfiillt

Af(z) =0, z € Bp. (1.2.56)
Dann gilt fiir 0 < p < R mit der Kugelsphire S, :={z € R*: ||z| =p}:

/ (@) do, (1.2.57)
Sp

wap?

wobei |S,| = wqp® der Inhalt von S, ist. Diese Bezichung wird als ,, Mittelwerteigenschaft*
harmonischer Funktionen bezeichnet. Zum Beweis von (1.2.57) betrachten wir fiir 0 <
e < p < R die Kugelschale B., = {z € R*: ¢ < ||z|| < p}. Auf B., ist die Funktion
g(x) = ||lz||7' harmonisch, d.h.: Ag =0, und auf den Kugelsphéren S, und S. gilt

Ong = +0,rt = Fr 2.
Da f in Bp harmonisch ist, ergibt sich mit Hilfe von (1.2.55):

0—/ 6,1fd0—/ O f do.
. s,

Die 2. Greensche Formel (1.2.53) liefert daher mit g(x) = ||z|~*

0= {Afg— fAgydx = / {0ufg — fOug} do

BE P dBE/’

/ 8fgd0+/ 8fgd0+/ f@ngdoJr/ fong do

:p‘l/ anfdo—i—s_l/ Onfdo+—p2 | fdo+e2 [ fdo
5, A

Sp SE

1 1
/ fdo= / f do.
wae? g, wap? S,

Fiir ¢ — 0 konvergiert das linke Integral gegen f(0). Dies ersieht man wegen der
gleichméBigen Stetigkeit von f aus der Beziehung

[ [ a0 s =[ [ (£ 10) o] < I a0 = O >0 (e =0

bzw.

1.3 Integralsatz von Stokes

Der oben abgeleitete Integralsatz von Gaufl gestattet es, Gebiets- oder Volumenintegrale
in Randlinien- bzw. Oberflichenintegrale umzuformen. Der im Folgenden betrachtete In-
tegralsatz von Stokes” verwandelt Flichenintegrale in R? in ein Linienintegral iiber den
Rand der Fliache um.

Sir Georg Gabriel Stokes (1819-1903): Englischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Cambridge;
Beitrige zur Differential- und Integralrechnung, zur Hydrodynamik und zur Theorie des Lichts, Spek-
tralanalyse und Fluoreszenz.
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Die im Folgenden benétigten Voraussetzungen sind etwas schérfer als die bisherigen.
In der Parameter-(u,v)-Ebene sei G ein Gebiet, das von einer stiickweise glatten ge-
schlossenen Jordan-Kurve v = 0G berandet wird; G hat also keine Locher. Weiter sei
P(s) = (u(s),v(s)), 0 < s < |v|, eine Parametrisierung von ~ mit der Bogenlinge, wel-
che eine positive Orientierung (im Gegenuhrzeigersinn) von + erzeugt. Auf einer offenen
Umgebung U des Abschlusses G sei ® = (®,,®,,®.): U — R? eine stetige Abbildung
derart, dass ®(U) eine offene Fliche in R? ist. Wir betrachten die abgeschlossene Fliche

I' = ®(G). Der Rand von T' ist dann eine geschlossene, stiickweise glatte Jordan-Kurve
C' = 90T' mit der Parametrisierung (s. Abb. 1.13)

x = U(s) = B((s)), 0<s <l

R? R3

Abbildung 1.13: Skizze zum Integralsatz von Stokes.

Satz 1.11 (Stokes’scher Integralsatz): Fir eine abgeschlossene Fliche I' C R® mit
zweimal stetig differenzierbarer Parametrisierung ® : G — R? sollen die obigen Voraus-
setzungen gelten. Fir ein auf einer offenen Umgebung V wvon T' stetig differenzierbares
Vektorfeld f:V — R3 gilt dann:

/F(V X f(x)) - n(x)do = . f(x) - ds, (1.3.58)

bzw.

]
/G(V X ) (P(u,v)) - (0,P x 0,®P)(u,v) d(u,v) = F(¥(s)) - W'(s)ds. (1.3.59)

0

Beweis: Der Beweis wird durch Zuriickfithrung auf den Gauflschen Integralsatz fiir das
Parametergebiet G der (u,v)-Ebene gefiihrt. Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir im
Folgenden Argumente von Funktionen weg.
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Wir betrachten zunéchst die drei Komponenten des Wegintegrals rechts in (1.3.59):

[ [
[ 1 £ s = [0 + £0,0) + L0007} ds
[
= / {fI (0Pt + 0,0,0") + f, (0Pt + 0,20") + [.(0,P.u' + 0,P.0) } ds.
0

Der (positive) Tangenten- und der duere Normaleneinheitsvektor an die Kurve v = 0G
ist bzgl. der Parametrisierung mit der Bogenldnge gegeben durch 7 = (u/,v") bzw. n =
(v', —u’) . Folglich ist

0, P + 0,9,0" = (0,P,, —0,P,) - 1,
0, P, u" + 0,2, = (0,9, —0,P,) - n,
0, P + 0,00 = (0,P.,—0,P.) - n,

und wir erhalten mit dem Gauflschen Integralsatz:

7]

A= f . \IJ’ ds = / ((fwavq)w: _fwaucbz) + (fy&,(by, _fyauq)y)
0 oG
+ (fzav(pm _fzauq)z)) ‘nds
B /GV . ((fxav(pm —[20u®2) + (fy 00 Py, — [, 0.Py)
+ (fzav(bz> *fzau(l)z)) d(u, 'l}).

Weiter ist

% (fwavq)wy *fxauq)w) au(fzavq)w) - av(fxauq)w)a
V- (fyavq)ya _fya7L(I)y) = 8u(fyavq)y) - av(fyauq)y)a
V- (fzav(bza _fzauq)z> 8u(fzauq)z) - au(fzauq)z)7

und folglich wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von & :

G
+ 0u(f.0,9.) — 8v(fZ8u<I>z)} d(u,v)

= / {8ufxavq)x + fxauavq)z - 8vfzauq)m - fxavauq)m
G

+ 0uf, 000, + £,0,0,8y — 0y f, 0D, — £,0,0,P,
+ aufzav(bz + fzauavq)z - avfzauq)z - fzavauq)z} d(uv U)

= / {8ufocavq)z - avfmauq)m + aufyavq)y - avfyauq)y
G
+ 8ufzav¢)z - avfzau(bz} d(uv U).
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Mit Hilfe der Kettenregel, angewendet auf f = f(®(u,v)), ergibt sich weiter

/ ((Oufu0u®y + 0, 0., + 0. [20,D.)0,
QLA + L0+ 0LODE.
(00 f, 00D + O, f,0u®, + O f,04.)0,
(0L, 0uDs + Dy fyDu®y + 0. f,0,.)D,
(00 f0u®, + 0, 0,0, + 0. £.0,9.)0,
(0,0, + D, 10,0, +8f28<1>)8¢> }duv

+

Dies reduziert sich durch Weghebeffekte (unterstrichene Terme) zu

= / {(ayfﬂ"guq)y + azfzauq)z)avq)z - (ayfravq)y + azfzavcbz)auq)z
G
+ (axfyau(bz + azfyauq)z)avq)y - (aa:fyav(bz + 0zfyavq>z)6uq>y
+ (8xfzauq)x + ayfzauq)y)avq)z - (axfzavq)m + 8yfz8vq)y)auq)z} d(uv U)'

Umordnen nach Ableitungen von f ergibt schlieflich

= / {ayfa‘<auq)yav¢)z - av(I)yau(I)r) + azfz(aucbzavq)z - av(I)zau(bz)
G

+ awfy(auq)zavcby - avq)acau(I)y) + azfy(auq)zavcby - av(bzauq)y)
+ 8mfz(auq)xavq)z - avq)xauq)z) + ayfz(auq)yavq)z - avq)yauq)z)} d(uv U)'
Wir betrachten nun die drei Komponenten des Flichenintegrals links in (1.3.59) und

ordnen nach den Beitridgen der einzelnen Komponenten von f:

/(V X f) (0,9 x 0,P) d(u,v)
G

= /G {(ayfz - azfy)(auq)yavq)z - av(by@u@Z)

+ (0. fp — 0:1.)(0,9.0,2, — 0,9.0,P,)
+ (0ufy — 0y f2) (0, P20, Py — 0,P,0,D,) } d(u,v)

= /G {azf.r(ﬁu(bzav@r - av(pzauq)z) - ayfz(au(pzavq)y - 011(1)2:81L¢y)

- 0. f,(0,9,0,%®, — 9,9,0,9.) + 0, f,(0,9,0,®, — 0,9,0,9,)
+ ayfz(auq)yavéz - 8U(I)yauq)z) - axfz(auq)zavq)x - 8U(I)z8uq)m)} d(ua 1})

Durch Vergleich der Terme in den bisher abgeleiteten Identitédten erhalten wir die behaup-
tete Beziehung (1.3.59). Q.E.D.
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Bemerkung 1.12 (Physikalische Anwendung): Auf einem Gebiet G C R?® sei ein
Vektorfeld v : G — R™ gegeben; z. B. ein Magnetfeld. In der Physik bezeichnet man fiir
eine abgeschlossene Fliche I' C G das Integral

als den ,Fluss® des Feldes durch die Fliche und fiir eine geschlossenen Jordan-Kurve
v C G das Wegintegral

als die ,,Zirkulation“ des Feldes lings der Kurve. Der Integralsatz von Stokes besagt dann
in dieser Sprechweise:

Die Zirkulation des Feldes v entlang einer geschlossenen Kurve ist gleich dem Fluss des
Rotationsfeldes rotv durch eine in der Kurve eingespannte Fliche.

Ist v ein Kraftfeld, so bedeutet die Zirkulation die bei der Verschiebung eines Massepunk-
tes entlang der Kurve aufgewendete Arbeit. Ist das Feld rotationsfrei (also ein Potentialfeld
bzw. konservativ), so ist demnach diese Arbeit Null, was in Ubereinstimmung mit dem
bereits vorher abgeleiteten Resultat iber Potentialfelder steht.

Als Beispiel betrachten wir eine Situation aus der Elektrodynamik. Das elektrische Feld
E = E(x,t)) und die magnetische Feldstarke H = H(x, ) sind in einer (festen) reguliren
Fliche I' ¢ R?® mit geschlossener Randkurve ~ durch die sog. ,Induktionsgleichung*
verkniipft:

wd
AE(X, t)- ds = el H(x,t) - n(x) do. (1.3.60)

Dabei bezeichnet p eine Materialkonstante (magnetische Permeabilitéit) und ¢ die Licht-
geschwindigkeit. Mit dem Stokes’schen Integralsatz folgt hieraus

/F(v % B(x,)) - n(x) do = —%% [ (5,0 () do (1.3.61)

Da diese Gleichung fiir jede reguldre Flache I' C G gelten soll, folgt die punktweise
Beziehung mit der Rotation des elektrischen Feldes:

V x E(x,t) = —% Cil—[z(x, t), xedG,t>0. (1.3.62)
Diese wird manchmal als die ,,2. Hauptgleichung der Elektrodynamik® bezeichnet. Hier
wird natiirlich implizit vorausgesetzt, dass im betrachteten Gebiet G C R? das elektrische
Feld stetig differenzierbar und das Magnetfeld stetig ist. Die Ableitung der punktweisen
Beziehung (1.3.62) aus der Integralbeziehung (1.3.61) ist plausibel, bedarf aber eines Be-
weises. Dies ergibt sich z. B. aus dem sog. ,,Fundamentalsatz der Variationsrechnung®, den
wir in einem spéteren Kapitel kennen lernen werden.
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1.4 Ubungen

Ubung 1.1: Die folgenden Parametrisierungen

(cost,sint,t), te[0,2n],
¥(t) = (cost, —sint,2r — t), ¢ € [0,27],
£(t) = (cos(2mt?), sin(27t?), 2nt?), ¢ € [0,1],

S
—~~
~
~—
I

beschreiben dieselbe Schraubenlinie I' C R®. Man iiberpriife, ob die auf der Basis dieser
unterschiedlichen Parametrisierungen bestimmten Léngen von I' wirklich gleich sind.

Ubung 1.2: Fiir welche Parameterwerte a,b > 0 ist die durch die Parametrisierung
p(t) = (t, " cos(mt ™)), t€(0,1], (0):=(0,0),

definierte Jordan-Kurve I' C R? rektifizierbar, und fiir welche nicht? (Hinweis: Im Text
wurde der Spezialfall a = b = 2 behandelt.)

Ubung 1.3: Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und BV(I) die Menge der auf I
definierten Funktionen mit beschrénkter Variation. Man zeige, dass jede stetig differen-
zierbare Funktion f:7 — R in BV/(I) ist, und dass gilt:

VIS = / ) dt.

Man zeige weiter, dass dies auch gilt, wenn f auf I stetig und in (a,b) stetig differen-
zierbar ist, und das Integral als uneigentliches R-Integral existiert.

Ubung 1.4: Es sei [ = [a,b] ein kompaktes Intervall. Man zeige:
a) BV(I) ist ein Vektorraum iiber dem Korper R.

b) Durch
Ifllsv = 1f(a)l + Vo' (f)

ist auf BV(I) eine Norm definiert.

c¢) Mit dieser Norm ist BV (I) ein vollstindiger normierter Raum, d. h. ein Banach-Raum.

Ubung 1.5: Gegeben sei die Kurve I' € R? mit Parametrisierung
p(t) = (8,17, 3t77), t € 0,1].

i) Man gebe die zugehorige Parametrisierung bzgl. der Bogenlénge an.

ii) Man bestimme die , Kriimmung® dieser Kurve.
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Ubung 1.6: Man berechne das Kurvenintegral

I(a,b) := /F( b)xyds

iiber den Ellipsenbogen (a,b > 0)

m2 y2
P(a,b):={(e,y) €RL: S+ = 1),

(Hinweis: Man gebe eine geeignete Parametrisierung von I'(a,b) an.)

Ubung 1.7: Im Text wurde gezeigt, dass das Schwerefeld eines Massepunktes im Null-
punkt des R?® (Newtonsches Gravitationsgesetz),

T

,konservativ® ist, d.h.: Alle Wegintegrale {iber glatte geschlossene Jordan-Kurven in G
sind Null.

i) Man zeige, dass auch das Schwerefeld einer Kugelkorpers K mit Radius R > 0 mit
homogener Massedichte p = py iiberall konservativ ist:

poy [ ek
) =

ii) Gilt dies auch in einer Physik mit einem modifizierten Gravitationsgesetz der Form
x x
F(x)=—vyu <f+’~y> reG?
el lllf? /)

Ubung 1.8: Ein (idealisierter) Draht mit Massedichte p = 1 verlaufe in der (z, y)-Ebene
entlang des Parabelstiicks I'(a) = {(z,y) € R?; —a < 2 < a,y = 2°} . Man berechne die
Koordinaten des Schwerpunkts S(a) des Drahts als Funktion von a > 0. Was ist S(1)?

Ubung 1.9: Fiir Teilmengen M C R” wurden die Begriffe ,,zusammenhéingend“ und
,weg-zusammenhéngend* definiert:

i) Die Menge M heift ,,zusammenhingend“, wenn sie nicht als Vereinigung zweier (nicht
leerer) relativ-offener und disjunkter Mengen darstellbar ist.

ii) Die Menge heifit ,,weg-zusammenhéngend®, wenn es zu je zwei Punkten x,y € M eine
verbindende Jordan-Kurve gibt, die ganz in M verlduft.

Diese beiden Eigenschaften sind fiir allgemeine Mengen nicht dquivalent, wie das Beispiel
der Menge M = {(z,y) € R?* : = € Ry,y = sin(1/x)} U {0} zeigt, welche zwar zusam-
menhéngend, aber nicht weg-zusammenhéngend ist. Man zeige, dass aber diese beiden
Eigenschaften doch &dquivalent sind, wenn die Menge M als offen angenommen wird.
(Hinweis: Man vervollstéindige die Argumentation im Text.)
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Ubung 1.10: Man verfiziere fiir Vektoren a,b,c € R? die Identitt
(a x b)-c=det(a,b,c),
wobei die Vektoren in der Determinante als Spaltenvektoren zu verstehen sind.
Ubung 1.11: i) Man rekapituliere aus dem Text den Beweis fiir die sog. 2. Guldin-
sche Regel“: Der Inhalt einer Rotationsfliche Fo zur ebenen Kurve C st gleich dem

Produkt der Linge der erzeugenden Kurve C mit der Linge 2wre (ro = Abstand des
Schwerpunkts von der Rotationsachse) des Wegs, den ihr Schwerpunkt zuriicklegt:

|Fcl = 27T7"0|O|.

ii) Man beweise zusitzlich die sog. , 1. Guldinsche Regel“: Das Volumen eines Rotati-
onskorpers Kp zur ebenen Fliche F' ist gleich dem Produkt des Inhalts der erzeugenden
Fliche F mit der Linge 2rry (rp = Abstand des Schwerpunkts von der Rotationsachse)
des Wegs, den ihr Schwerpunkt zuricklegt:

|KF| = 27T’/’F|F|.

Ubung 1.12: Man berechne die Fliche der Einheitssphire in R?

a) durch Interpretation der oberen Halbkugelflache als Graph der Funktion
z=Y(x,y) =1 —-22—y% (2,y) € B={(u,v) € R*: Vu2+v2<1}.

b) durch Interpretation der Kugeloberfliche als Rotationsflache um die z-Achse der Kurve
in der (z, z)-Ebene mit der Parametrisierung (Hinweis: 2. Guldinsche Regel)

0(0) = (2(0),2(0)) := (cosb,sind), 6¢e|[—7m/2,m/2]

Ubung 1.13: Sei I' € R? eine geschlossene Jordan-Kurve mit einer stetig differenzier-
baren Parameterabbildung ¢ = (¢.,¢,) : [a,b] — R%*. Man leite mit dem GauBschen
Integralsatz in R? die folgende Formel fiir den Inhalt der von I' umschlossenen ebenen
Flachen Fr ab:

1
|Fr| = 3

b
[ testsy o - dien o) dt].
Ubung 1.14: Man versuche, den Gaufischen Integralsatz fiir den durch

1 T
M = ERz>0,y>0,2"+y* <1 F =
{(x7y) ,ZE_ 7y_ 7‘7: +y = }7 (mvy) $2+y2 y

definierten Normalbereich M C R? und Funktion F : M — R? anzuwenden. Was geht
hier schief?



1.4 Ubungen 55

Ubung 1.15: Man verifiziere den GauBschen Integralsatz in R? fiir das Zylindergebiet
Z={(z,y,2) ER*: 0 <z <522 +9* <9}

und das Vektorfeld v(z,y,2) = (x +y,y + 2z, 2 + ) . (Hinweis: Der Wert ist 1357 .)

Ubung 1.16: Auf einem glattberandeten Gebiet G' C R? (z.B. die Einheitskugel) sei
der Differentialoperator L (verallgemeinerter Laplace-Operator) durch seine Wirkung auf

Funktionen u € C?*(G) wie folgt gegeben:
Lu(x) := =V - (pVu)(x), x e€Gq,

wobei p € C*G) mit p > 0 eine _gegebene Funktion ist. Wir betrachten L als Operator
auf dem Teilraum V := {v € C*(G), vjpe = 0} nach C(G). Man zeige:

i) Der Operator L ist linear (definiert wie bei Endomorphismen in R™).

ii) Der Operator L ist bzgl. des L?-Skalarprodukts

)i [ ubotds,  fulle = ()2
symmetrisch, d.h.: Es gilt:
(Lu,v)p2 = (u, Lv) 2, u,v € V.
(Hinweis: Man beachte den Beweis der Greenschen Formeln.)
iii) Der Operator L ist definit, d.h.: Fiir « € V mit u £ 0 gilt:
(Lu,u)p2 > 0.

Bemerkung: Durch einen zusétzlichen Trick kann man sogar die Positiv-Definitheit in
folgendem Sinne zeigen (7 eine geeignete positive Konstante):

(Lu,u)pe > 7||u||2LQ, uwevV.

Dies wird aber erst mit den Mitteln aus dem zweiten Teil dieses Bandes moglich sein (sog.
,Poincarésche Ungleichung®).

Ubung 1.17: Sei Q C R? ein quadrierbares Gebiet, auf dem der GauBsche Integralsatz
gilt. Auf dem Funktionenraum V := {v € C'(Q), v|sq = 0} sei die Bilinearform

a(u,v) :z/Vu-Vvdx—F/@Buvdx
Q Q

gegeben mit einem Vektorfeld 8 € C'(Q) und der Richtungsableitung dsu := 8 - Vu.
Man zeige, dass im Fall V- 8 <0 die Bilinearform a(-,-) auf V definit ist:

alu,u) >0, uweV, u#.
(Hinweis: Man beachte, dass d;u* = 2ud;u, i = 1,2,3.)
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Ubung 1.18: Im Text wurde mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes fiir harmonische
Funktionen f, Af =0, in drei Dimensionen die sog. , Mittelwerteigenschaft“ bewiesen:

1
0= wap? /{nzn:p} fl@)do.

Man untersuche, ob eine entsprechende Aussage auch in 2 Dimensionen gilt. (Hinweis: In
zwei Dimensionen ist die Funktion g¢(x) = In(||z||) harmonisch (nachrechnen!).)

Ubung 1.19: Man leite das sog. ,,Prinzip des Archimedes® ab: Sei K ein Kérper, der
einen dreidimensionalen Bereich M einnimmt, auf den der Gauflsche Integralsatz an-
wendbar ist. Er befindet sich in einer Fliissigkeit mit konstanter Dichte p = py. Die
Fliissigkeitsoberfliiche sei die Ebene {z = 0}. Im Punkt (z,y,2) € OM bt die Fliissig-
keit den Druck p = pgz aus. Man berechne die Auftriebskraft

F:/ p(x)nd():/ pozndo,
oM oM

die auf den Korper wirkt, wobei n das duflere Normaleneinheitsvektorfeld von OM ist.
(Hinweis: Das Ergebnis sollte lauten: Auf den Kéorper K wirkt eine Kraft senkrecht nach
oben, deren Betrag gleich dem Gewicht po|M| der verdringten Flissigkeitsmenge ist.)

Ubung 1.20: Man verifiziere die Giiltigkeit des Stokes’schen Integralsatz fiir die Fliche
D ={(v,y,2) eER*: 2 =2" —y? 2° +¢y* < 1}

und die Vektorfunktion v(z,y,z) = (y,z,z). (Hinweis: Zur Parametrisierung der Rand-
kurve verwende man (z(6),y(6), 2(0)) := (cos8,sin 6, cos(26)), 6 € [0, 2] .)

Ubung 1.21: Die , Linge“ einer Jordan-Kurve im R™ ist als Limes der Léngen approxi-
mierender Polygonziige definiert, wobei deren Léngen wiederum die Summen der Lingen
der einzelnen Streckenabschnitte sind, aus denen sie zusammengesetzt sind. Die Lénge
eines Streckenabschnitts schlieflich ist der euklidische Abstand seiner beiden Endpunkte.
Warum wird hier zur Streckenmessung die euklidische Norm und nicht irgend eine der
anderen, zu dieser dquivalenten Normen des R™ verwendet?

Ubung 1.22: Wann heit ein Vektorfeld v : D ¢ R* — R" | Gradientenfeld“? Ist das
Vektorfeld v(z) = (—aa||z||3 %, z1]|z]5?) im R?\ {0} ein Gradientenfeld? Man gebe eine
hinreichende Bedingung dafiir an, dass ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R"™ ein
Gradientenfeld ist und diskutiere diese anhand des Beispiels.

Ubung 1.23: Man formuliere den Integralsatz von GauB fiir das Vektorfeld v(z) =z
auf dem Einheitskreis K;(0) C R? und zeige damit fiir dessen Inhalt und Randlinge die
Bezichung |K;(0)] = 1[0K;(0)|. Welches Ergebnis liefert die analoge Rechnung fiir die
Einheitskugel im R??

Ubung 1.24: Man formuliere zunéichst den Integralsatz von Stokes fiir allgemeine (hin-
reichend glatt parametrisierte) Flichen im R? und spezialisiere ihn dann fiir ebene
Fldchen in der (x1,x2)-Ebene. In welcher Beziehung steht die resultierende Aussage zum
Satz von Gauf3?





