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0 Vorwort

Der vorliegende zweite Teil des Analysiskurses beschéftigt sich hauptsidchlich mit der
Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Verdnderlicher. Wir
entwickeln die Theorie dabei zugunsten grofierer Anschaulichkeit im n-dimensionalen Zah-
lenraum und verzichten auf ihre Darstellung im allgemeinen Kontext metrischer Rdume.

Kapitel 1 behandelt den n-dimensionalen Zahlenraum K" (K = R oder K = C)
als ,normierten“ Raum. Es werden die grundlegenden topologischen Begriffe wie , offen*,
sabgeschlossen und ,kompakt® fiir Punktmengen eingefiihrt und die mehrdimensionale
Variante des Satzes von Bolzano-Weierstrafl bereitgestellt.

Kapitel 2 ist dann den skalarwertigen und vektorwertigen Funktionen f: D C K" —
K bzw. f: D C K* — K™ in mehreren Veranderlichen gewidmet. Fiir stetige skalar-
wertige Funktionen werden die mehrdimensionalen Analoga der uns bereits bekannten
fundamentalen Séatze von der Beschrénktheit und vom Extremum iibertragen. Vektorwer-
tige Funktionen treten im Zusammenhang mit Gleichungssystemen auf. Hierfiir werden
grundlegende Existenzsiitze basierend auf dem Kontraktionsprinzip und dem Monotonie-
prinzip bewiesen.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit der Erweiterung der Differentialrechnung auf Funk-
tionen mehrerer Variabler. Dazu werden die Begriffe , partielle“ und ,totale” Ableitung
eingefiihrt. Dies erlaubt dann die Ableitung von Extremalkriterien und fiithrt auch zu
einem mehrdimensionalen Analogon der Taylor-Entwicklung. Zur Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme werden der Satz iiber implizite Funktionen, die Umkehrbarkeit von
reguldren Abbildungen sowie das mehrdimensionale Newton-Verfahren diskutiert.

In Kapitel 4 wird die Theorie der ,,Anfangsaufgaben® von Systemen gewohnlicher
Differentialgleichungen

u'(t) = f(t,u(t), t=to, wulto) = uo,

entwickelt. Dazu gehort u. a. der Nachweis der Existenz von Losungen, deren Eindeutigkeit
und Stabilitdt sowie ihre Fortsetzbarkeit fiir alle Zeiten ¢ > t3. Am Schluss wird noch ein
Einblick in die Theorie der entsprechenden linearen ,, Randwertaufgaben®

u'(t) = A()u(t) = f(t), t€lab], Bau(a)+ Byu(b) =g,

gegeben und insbesondere deren enge Beziehung zu linearen algebraischen Gleichungssys-
temen gezeigt.

In Kapitel 5 wird der Jordan-Inhalt von Teilmengen des R™ behandelt und dann dar-
auf aufbauend das mehrdimensionale Analogon des Riemann-Integrals entwickelt. Wich-
tigste Resultate sind der Satz von Fubini iiber die Reduktion eines n-dimensionalen Inte-
grals auf sukzessive eindimensionale Intgeration

[ seawn= [ ([ e

1



2 Vorwort

und die n-dimensionale Variante des Substitutionssatzes
f0)dy = [ @) det®'(o)] de
(D) D

Damit und mit Hilfe des Konzepts des ,uneigentlichen“ mehrdimensionalen Riemann-
Integrals lassen sich die meisten praktisch relevanten Integrationsaufgaben losen.



1 Der n-dimensionale Zahlenraum K"

In diesem Kapitel werden als Vorbereitung der Differential- und Integralrechnung von
Funktionen mehrerer Variabler zunéchst die wichtigsten Eigenschaften des euklidischen
Vektorraumes K" zusammengestellt. Dabei steht K wieder fiir den Koérper R der re-
ellen Zahlen oder den Kérper C der komplexen Zahlen. Die kanonischen Félle bei geo-
metrischen Anwendungen sind natiirlich die Ortsdimensionen n = 2 und n = 3, oder
bei Einbeziehung der Zeitvariablen auch n = 4. Bei der Diskretisierung von Differen-
tialgleichungen treten aber auch beliebig hoch dimensionale Probleme auf, so dass die
Betrachtung der allgemeinen Dimension n € N keine blofe mathematische Spielerei ist.

1.1 Der euklidische Raum K"

Fiir n € N bezeichnet K" den Vektorrraum der n-Tupel = = (x4, ..., 2,) mit Kompo-
nenten z; € K, ¢ =1,...,n. Fiir diese sind Addition und skalare Multiplikation definiert:

x4y :=(x1+Y1,. T+ Yn)s ar = (axy,...,ar,), ack

Die Elemente z € K” werden je nach Interpretation als ,,Punkte“ oder , Vektoren“ an-
gesprochen. Dabei kann man sich = als den Endpunkt eines Vektors vorstellen, der im
Ursprung des gewéhlten kartesischen! Koordinatensystem angeheftet ist, und die Kom-
ponenten z; als Koordinaten beziiglich dieses Koordinatensystems. In diesem Fall fassen
wir Vektoren stets als ,, Spaltenvektoren“ auf und schreiben dafiir im Rahmen des Ma-
trizenkalkiils auch (z,...,z,)". Der ,Nullvektor* (0,...,0)7 wird ebenfalls kurz mit
0 bezeichnet. Wir bevorzugen diese koordinatenorientierte Darstellung wegen ihrer Ver-
trautheit; eine koordinatenfreie Beschreibung ist moglich aber weniger anschaulich.

Wir rekapitulieren einige Eigenschaften des K™ | die im Folgenden verwendet werden.
Ein System von m Vektoren {a(l), .. .,a(m>} C K™ heif}t ,linear abhingig®*, wenn es
Skalare «o; € K, i =1,...,m, gibt, die nicht alle Null sind, so dass

i a,—a(i) =,
i=1

andernfalls , linear unabhéngig®. Ein System linear unabhéingiger Vektoren des K" kann
maximal n Elemente enthalten; ein solches ,maximales® System heifit ,Basis“ des K"
und bestimmt mit seiner Méchtigkeit n die ,Dimension® des K™. Die natiirliche Basis
des K™ ist die ,euklidische Basis* (,kartesische®) bestehend aus den Vektoren e =
(0i1, -+, 0m), i =1,...,n. Offenbar ist jedes x € K™ darstellbar in der Form

n
r = E ze®,
i=1

d.h. als , Linearkombination® der Basisvektoren e .

'René Descartes (1596-1650): Franzosischer Mathematiker und Philosoph (,,cogito ergo sum*); wirkte
in Holland und zuletzt in Stockholm; erkannte als erster die enge Beziehung zwischen Geometrie und
Arithmetik und begriindete die analytische Geometrie.



4 Der n-dimensionale Zahlenraum K"

Definition 1.1: Sei V' irgend ein Vektorraum dber dem Korper K. Eine Abbildung ||-|| :
V = R heifst ,Norm* (auf V'), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(N1) Definitheit: lz]| >0, |lz]|=0 < z=0;
(N2) Homogenitit: llaz| = |a| 2], a€K;

(N3) Dreiecksungleichung: lz +yll < llz|| + [yl

Das Paar (V| - ||) wird ,normierter Raum*® genannt.

Bemerkung 1.1: Die Nichtnegativitdt |z| > 0 ist eigentlich bereits eine notwendige
Konsequenz der anderen Annahmen. Mit (N2) folgt zunéchst 0 = ||0]] und dann mit
(N3) und (N2) 0 = ||z — x| < ||z||+ || — | = 2||z|| . Mit Hilfe von (N3) erhélt man analog
zum Absolutbetrag fiir eine beliebige Norm die wichtige Ungleichung

[l = llyll] < llz =yll, 2yeV. (1.1.1)

Beispiel 1.1: Das bekannteste Beispiel einer Norm auf K™ ist die ,,euklidische Norm*
n 1/2
ol = (3 Jil?)
i=1

Weitere Beispiele von gebriauchlichen Normen sind die ,Maximumnorm* (oder ,,/,.-Norm)
und die sog. ,,l;-Norm*

n
|#lloe := max |aif,  faflii= D |l
i=1,...,n )

Die Normeigenschaft von ||+ || und ||-||; ergibt sich unmittelbar aus den entsprechenden
Eigenschaften des Absolutbetrags. Die Normeigenschaft von || - ||z folgt aus seiner Bezie-
hung zum euklidischen Skalarprodukt, was wir spater noch genauer diskutieren werden.
Quasi zwischen /;-Norm und Maximumnorm liegen die sog. ,,[,-Normen* fiir 1 < p < co:

- 1/p
lally = (D lail?) ™
=1

Dass dies wirklich Normen sind, d.h. dass insbesondere die Dreiecksungleichung gilt,
werden wir spéter noch sehen.

Mit Hilfe einer Norm ||-|| wird fiir Vektoren z,y € K" eine ,, Abstandsfunktion® (oder
»Metrik®) erklart durch d(x,y) := ||z — y]| .

Definition 1.2: Sei X irgend eine Menge. Eine Abbildung d(-,-) : X x X — R heifst
SMetrik“ (auf X ), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(M1) Definitheit: d(z,y) >0, dz,y)=0 < r=y;

(M2) Symmetrie: d(z,y) = d(y,x);

(M3) Dreiecksungleichung: d(z,y) < d(x,z)+d(z,vy).

Das Paar (X,d) wird ,metrischer Raum* genannt.



1.1 Der euklidische Raum K™ 5

Bemerkung 1.2: Viele Aussagen dieses und des folgenden Kapitels, die nicht die Vektor-
raumstruktur benotigen, lassen sich auch ganz allgemein fiir metrische Raume formulieren.
Die so gewonnene Theorie hat dann viele iiber den Rahmen des endlich dimensionalen
K™ hinausgehende Anwendungen, z. B. auf unendlich dimensionale Funktionenrdume wie
den Cla,b] und den Rla,b] (siche Kapitel 4 und Kapitel 7 des Bandes Analysis 1). Da
aber die Behandlung wirklich interessanter Anwendungen in der Physik und in ande-
ren Wissenschaften betriachtlichen Aufwand erfordert, wollen wir hier auf diese formale
Allgemeinheit zugunsten groferer Anschaulichkeit verzichten.

Bemerkung 1.3: Die natiirliche Verallgemeinerung des endlich dimensionalen Raumes
K" ist der unendlich dimensionale Folgenraum [y der quadratisch summierbaren Zahlen-
folgen = = (xy)ken, 7x € K, d.h. der Folgen, fiir die >, |zx|* konvergiert, versehen

mit der Norm
> 2\ 1/2
ol = (3 Jml?)
k=1

Der Nachweis der Vektorraum- und Normeigenschaften sei als Ubungsaufgabe gestellt. Es
ist zweckméfBig, sich die im Folgenden fiir den K" formulierten Aussagen durch Uber-
priifung ihrer Giiltigkeit im (Ia,]| - [|2) klarzumachen.

Mit Hilfe einer Norm wird der ,,Abstand® d(z, ') := ||z — 2'|| zweier Vektoren im K"
definiert. Damit lassen sich dann auch fiir Punktmengen des K" die schon vom K! be-
kannten topologischen Begriffe , offen®, ;abgeschlossen®, , kompakt“, ,,Durchmesser und
,Umgebung* definieren. Im Folgenden verwenden wir hierzu zunéichst die Maximumnorm
Il lloo , werden aber spéter sehen, dass dies unabhingig von der gew#hlten Norm ist. Fiir
ein a € K" und r > 0 wird die Menge

K.(a):={z eK": ||lz —al]|ec <7}
eine , Kugelumgebung* mit Radius r genannt.
Definition 1.3: Eine Folge von Vektoren (z®)ycy des K* heifit:

i) ,beschrinkt®, wenn alle ihre Elemente in einer Kugelumgebung Kr(0) liegen;

ii) ,,Cauchy-Folge*, wenn es zu jedem ¢ € R, ein N. € N gibt, so dass fiir alle k,l > N
Hﬂf(k) _ x(l)Hoo <e;
iii) ,konvergent® gegen ein x € K™, wenn

||:v(k) —Zlloe 2> 0 (k= 00).

Fiir eine konvergente Folge (:E(k))keN schreiben wir wieder limy,_,.. 2®*) = 2 oder auch kurz
#® — 2 (k — o0) . Geometrisch bedeutet dies, dass jede Kugelumgebung K.(z) von z
fast alle (d. h. alle bis auf endlich viele) der Folgenelemente x(*) enthiilt. Die so definierte
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Konvergenz 2*) — x (k — oo) ist offenbar gleichbedeutend mit der komponentenweisen
Konvergenz:

2% — z]|oe = 0 (k= 00) & x£k>—>xi (k—=o00),i=1,...,n.

Damit kann die Theorie der Konvergenz von Vektorfolgen in K™ auf die von Zahlenfolgen
in K zuriickgefiithrt werden. Wir gewinnen so zunéchst das n-dimensionale Analogon des
Cauchyschen Konvergenzkriteriums und des Satzes von Bolzano-Weierstraf.

Satz 1.1 (Satz von Cauchy und Satz von Bolzano-Weierstraf}):
i) Jede Cauchy-Folge im K™ konvergiert, d.h.: Der normierte Raum (K", || - |l) st
vollstindig. Ein vollstindiger normierter Raum wird ,Banach-Raum® genannt.

it) Jede beschrinkte Folge in K™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: i) Fiir eine Cauchy-Folge (2).cy sind wegen |z;| < ||#]oe, @ = 1,...,n, fiir
x € K", auch die Komponentenfolgen (Q:Ek))keN, i =1,...,n, Cauchy-Folgen in K und
konvergieren jede fiir sich gegen Grenzwerte z; € K. Der Vektor z := (z1,...,2,) € K"
ist dann Limes der Folge (2(®),cy bzgl. der Maximumnormkonvergenz.

i) Fiir eine beschriinkte Folge (2(®)ey sind auch die Komponentenfolgen (a;l(.k))keN, 1=
1,...,n, beschrankt. Durch sukzessive Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl

in K erhalten wir zunéchst eine konvergente Teilfolge (xik”))jeN von (2\")ren mit

xgk”) — 21 (j — o0), dann eine konvergente Teilfolge (xékQJ))jeN von (:C;klj))jeN mit

a:;ij) — 23 (j = 00), ws.w. Nach n Auswahlschritten haben wir schlieflich eine Teil-

folge (x*))eny von (z®)4en, fiir die alle Komponentenfolgen (xgk""'))jeN, i1=1,...,n,
konvergieren. Mit den Limiten z; € K setzen wir x := (21,...,x,) € K" und erhalten
die Konvergenz a7 — z (j — 00). Q.E.D.

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass auf dem K" alle durch irgendwelche Normen
definierten Konvergenzbegriffe dquivalent sind zur Konvergenz beziiglich der Maximum-
norm, d. h. zur komponentenweisen Konvergenz.

Satz 1.2 (Aquivalenz von Normen): Auf dem endlich dimensionalen Vektorraum K"
sind alle Normen dquivalent zur Mazimumnorm, d. h.: Zu jeder Norm ||-|| gibt es positive
Konstanten m, M, mit denen gilt:

mlzfe < llzl < Mzl =€ K" (1.1.2)
Beweis: Sei ||| irgendeine Norm. Fiir jeden Vektor z = Y";_, xxe® € K" gilt zunéichst
lzll <Dl ) < Mlalloo, M= (]
k=1 k=1

Wir setzen:

Sp={rcK": ||zl =1},  m:=inf{||z], z €S} >0.
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Wir wollen zeigen, dass m > 0 ist, denn dann ergibt sich fiir z # 0 wegen ||z||tz € S,
auch m < ||z]|}||z]| und folglich

0<mlzlleo < |lzl], z €K™

Sei also angenommen, dass m = 0. Dann gibt es in S; eine Folge (z();cy mit ||2®] —
0 (k — o0) . Da die Folge bzgl. der Maximumnorm beschrinkt ist, gibt es nach dem Satz
von Bolzano-Weierstra eine Teilfolge, ebenfalls mit 2*) bezeichnet, welche bzgl. der
Maximumnorm gegen ein xz € K" konvergiert. Wegen

1= llzlloe] = [ll2® oo = llzlloc] < 2® = 2]l = 0 (k = 00)
ist auch x € S;. Andererseits gilt fiir alle k£ € N:
o]l < o = 2@+ ]2®@) < Mz — 2@ o + [l2®].
Fiir k — oo folgt hieraus ||z|| = 0 und somit = = 0, im Widerspruch zu x € S;. Q.E.D.

Bemerkung 1.4: Fiir die beiden vorausgegangenen Sétze, den ,, Bolzano-Weierstrafi“ so-
wie die ,Norméquivalenz*, ist die endliche Dimension des K" entscheidend. Beide Sétze
gelten nicht in unendlich dimensionalen Réumen, wie z. B. dem Cfa,b], dem R[a,b] und
dem Folgenraum I .

Bemerkung 1.5: In vielen Anwendungen kommen Mengen von Paaren {z,y} von Punk-
ten z,y € K" vor. Diese liegen im sog. ,Produktraum“ V' = K" x K", den man mit der
natiirlichen Norm
I, u} = (lel” + l1w1?) .

versehen kann. Da dieser Raum mit dem 2n-dimensionalen euklidischen Raum K2" iden-
tifiziert werden kann, iibertragen sich sinngeméfl die bisherigen Aussagen fiir Mengen im
K™ auch auf Mengen im K" x K™ . Dies lisst sich auf allgemeinere Konstruktionen von
(endlich dimensionalen) Produktraumen iibertragen, z. B.: V =K™ x -+ x K" .

1.2 Teilmengen des K"

Da im K" alle Normen #quivalent sind, kénnen wir fiir die folgenden Betrachtungen
irgend eine Norm verwenden, die wir mit || - || bezeichnen.

Definition 1.4: i) Fine Teilmenge M C K" heifit ,beschrinkt®, wenn sie in einer Ku-
gelumgebung Kg(0) enthalten ist.

ii) Fine Teilmenge U C K" heifit ,Umgebung® des Punktes a € K", wenn sie eine
Kugelumgebung K.(a) von a enthilt; letztere wird auch e-Umgebung® von a genannt.

iii) Fine Menge O € K™ heifit ,offen”, wenn es zu jedem a € O eine Kugelumgebung
K. (a) gibt, die in O enthalten ist.

iv) Eine Menge A C K™ heifit ,abgeschlossen® , wenn ihr Komplement A°
offen ist.

K"\ A
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Beispiel 1.2: i) Die Kugel K,(a) = {z € K" |||z — a|| < r} ist Umgebung jedes ihrer
Punkte z € K,(a). Die Kugel K,(z) mit dem Radius p =17 — ||z —al| > 0 ist wegen

ly—all < lly =zl +llz —all <r =z —al| + [z —all =7, ye Ky/(x),
in K,(a) enthalten. Insbesondere ist also die Kugel K, (a) offen, d.h.: Kugelumgebungen
sind stets offene Umgebungen.

i) Die sog. abgeschlossene Kugel K, (a) := {z € K" : ||z —al| <r} ist im obigen Sinne
abgeschlossen, denn fiir jeden Punkt x ¢ K,.(a) liegt auch die Kugel K.(z) mit Radius
e = llo—all - r wegen, y € K.(z),

ly —all = [z —a) = (@ = )| = [le —all = [lz =yl > |z —al| +7 = |z —al| =7
auBerhalb von K,(a).
iii) Der K" und die leere Menge ) sind zugleich offen und abgeschlossen.
iv) Die diskrete Menge {1/n, n € N} C R ist weder offen noch abgeschlossen.

v) Auf dem Unterraum V,,_; :={z € K": z = (21,...,2,-1,0)} des K" wird durch die
Norm || - || von K" eine eigene Norm induziert. Damit sind dann auch fiir Mengen in
V,_1 die Begriffe ,offen* und ,,abgeschlossen® (relativ zu V,,_; ) definiert. Eine in V,,_;
offene, nichtleere Menge ist dann aber bezogen auf den Oberraum K™ nicht offen.

Lemma 1.1: FEs gelten die folgenden Aussagen:
i) Jede Obermenge einer Umgebung von a ist eine Umgebung von a .

it) Der Durchschnitt zweier Umgebungen eines Punktes a € K" st ebenfalls eine Umge-
bung von a .

iii) Zu je zwei verschiedenen Punkten a,b € K" existieren disjunkte Umgebungen (sog.
Hausdorffsche* Trennungseigenschaft).

Beweis: i) Sei U Umgebung von a und K,(a) C U eine zugehorige Kugelumgebung,.
Dann ist diese auch in jeder Obermenge von U enthalten, so dass letztere auch Umgebung
von a ist.

ii) Seien U; und Us Umgebungen von a € R™. Es gibt also Kugelumgebungen K, (a) C
Uy und K,,(a) C Uy. Die Kugelumgebung K,.(a) mit r := min(ry,72) ist dann im
Schnitt Uy N Us enthalten, d.h. dieser ist ebenfalls eine Umgebung von «.

iii) Fiir die Kugelumgebungen K, (a) und K, (b) mit Radius r = z|la — b|| gilt

1
3
e K (a): [z—=bl=z—at+a—0b]>a—0b|—|z—al>Z]a—0|]=2r
re K. (b): |lz—all=|z—b+b—al>a—0b|—|z—0|]>2|a—0b||=2r

d.h. K. (a)NEK.(b)=0. Q.ED.

2Felix Hausdorff (1868-1942): Deutscher Mathematiker; Prof. in Bonn 19101932, Zwangspensionie-
rung durch das nazionalsozialistische Regime; grundlegende Beitrége zur Topologie und Mengenlehre.
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Lemma 1.2: FEs gelten die folgenden Aussagen:

i) Der Durchschnitt endlich vieler und die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist
offen.

it) Die Vereinigung endlich wvieler und der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener
Mengen ist abgeschlossen.

Diese Aussagen lassen sich wicht verschirfen, d. h.: Der Durchschnitt unendlich vieler
offener Mengen ist nicht notwendig offen, und die Vereinigung unendlich vieler abge-
schlossener Mengen ist nicht notwendig abgeschlossen.

Beweis: Ubungsaufgabe. Q.E.D.

Lemma 1.3: Eine Menge A C K™ ist genau dann abgeschlossen, wenn der Limes jeder
konvergenten Folge von Punkten in A ebenfalls in A liegt.

Beweis: i) Sei A abgeschlossen. Lige der Grenzwert a einer konvergenten Folge (a®))ey
mit a® € A nicht in A, d.h.: a liegt in der offenen Menge O := K" \ A, so enthielte
diese offene Menge als Umgebung von a fast alle a®), im Widerspruch zur Voraussetzung
a® e A.

ii) Sei nun der Limes jeder konvergenten Folge aus A ebenfalls in A. Angenommen A
ist nicht abgeschlossen, d.h. O := K™\ A ist nicht offen. Dann gibt es einen Punkt
a € O derart, dass keine Kugelumgebung K.(a) ganz in O liegt. Insbesondere enthilt
jede Kugel K (a), k € N, einen Punkt a® mit a®) ¢ O. Die Folge (a®))en liegt also
in A und konvergiert wegen [a® — a|| < 1/k gegen den Limes a, der aber nicht zu A
gehort, im Widerspruch zur Voraussetzung. Q.E.D.

Definition 1.5: i) Ein Punkt a € K™ heifit ,Randpunkt® einer Menge M C K", wenn
jede Umgebung von a Punkte sowohl aus M als auch aus dem Komplement M€ :=
K™\ M enthdlt. Die Menge aller Randpunkte von M , der sog. ,Rand®, wird mit OM
bezeichnet. Aus Symmetriegrinden gilt O(M°) = OM . Jeder Randpunkt von M ist also
sowohl Limes von Punktfolgen aus M als auch Limes von Punktfolgen aus MF€.

ii) Fiir eine Menge M C K™ ist M°:= M\ OM der sog. ,offene Kern® (oder auch das
wInnere ) von M .

iii) Fiir eine Menge M C K" ist M := M UOM die sog. ,abgeschlossene Hiille“ (oder
auch der ,Abschluss®) von M .

iv) Fir eine nichtleere, beschrinkte Menge M C K™ st der ,Durchmesser® diam(M)
(bzgl. der Norm || - || ) definiert durch

diam(M) = sup{||lz — y||, =,y € M}.
Beispiel 1.3: Der Rand der Kugel K,(a) C R"™ ist die ,Sphdire*
S={zeR": |[x—a| =1}

Der Rand von Q" in R™ ist der ganze R™. Der Rand von R™ ist leer.
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Lemma 1.4: Fir jede Menge M C K™ gilt:
i) Der Rand OM ist abgeschlossen.

ii) Die Menge M° = M\ OM st offen. Jede offene Teilmenge O C M st in M\ OM
enthalten.

iii) Die Menge M = M U OM ist abgeschlossen. Jede abgeschlossene Menge A mit
M C A enthalt M UOM .

Beweis: i) Wir zeigen, dass das Komplement dM¢ offen ist. Sei a ¢ 9M . Dann gibt es
nach Definition von dM eine Umgebung K,.(a), welche entweder keine Punkte von M
oder keine Punkte von M¢ enthilt. Dann ist aber auch K,(a) NOM = () und (OM)¢ ist

somit offen.
ii) Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt.

iii) Wir zeigen, dass (M UOM)® offen ist. Zu jedem Punkt a ¢ (M UOIM)° existiert eine
Umgebung K, (a), welche keine Punkte von M enthéilt. Kein Punkt von K,(a) kann
dann zu OM gehoren, d.h. K,.(a) C (M UIM). Also ist (M UIM)¢ offen. Sei A
abgeschlossen mit M C A. Jeder Punkt a € dM ist Limes einer Folge von Punkten
an € M. Wegen a,, € M C A ist dann der Limes auch in A, d.h.: OM C A. Q.E.D.

Korollar 1.1: Eine Menge O C K™ ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer Rand-
punkte enthdlt. Fine Menge A C K" ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Randpunkte enthdlt.

Beweis: Die Richtigkeit der Behauptungen ergibt sich unmittelbar mit Hilfe der Aussagen
von Lemma 1.4. Die Beweisdetails werden als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Definition 1.6: Ein Punkt x € K" heifst ,Hdaufungspunkt® einer Menge M C K" wenn
jede Umgebung von x mindestens einen Punkt aus M \ {x} enthdlt. Die Menge der
Héiufungspunkte von M wird mit H(M) bezeichnet. Ein Punkt © € M \ H(M) wird
Lisoliert” genannt.

Satz 1.3: i) Fiir jede Menge M C K" gilt
MUH(M) =M. (1.2.3)

it) Eine Menge M C K" ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Hiufungspunkte
enthdlt.

Beweis: i) Sei # € 9M . Dann liegt in jeder 1/k-Umgebung von x ein Punkt z®) € M,
d.h.: 2 ist Limes der Folge (2(")zcn. Also ist z Haufungspunkt von M, und es gilt
MUOM = M C M UH(M). Weiter ist jedes 2 € H(M) Limes einer Folge von Punkten
aus M, d.h.: & M°. Also ist MUH(M) C M. Dies impliziert die Richtigkeit der ersten
Behauptung.
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i) Im Falle (M) C M ist nach dem eben Gezeigten M = M, d.h.: M ist abgschlossen.
Ist andererseits M abgeschlossen, soist M = MUOM = M, d.h.: H(M) C M. Q.E.D.

Definition 1.7 (Kompaktheit): Eine Menge M C K" heifst ,kompakt“ (bzw. ,folgen-
kompakt®), wenn jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge mit Limes in M besitzt.

Beispiel 1.4: Mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weiserstrasf folgt, dass eine abgeschlos-
sene Kugel K,(a) kompakt ist. Ferner sind der Rand OM einer beschrinkten Menge
M C K" und jede endliche Menge kompakt.

Satz 1.4 (Satz von der Kompaktheit): Fir eine Teilmenge M C K" sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) M ist folgen-kompakt.
it) M ist beschrinkt und abgeschlossen.

iti) Jede offene Uberdeckung {Ox, X\ € A} wvon M, d.h.: Oy C K" offen und M C
UxeaOyx (A eine beliebige Indexmenge), enthdilt eine endliche Uberdeckung, d.h.: M C
Uiz1,...mO; . (Uberdeckungseigenschaft von Heine®* und Borel*).

Beweis: (i)=(ii): Die Menge M C K" sei folgen-kompakt. Dann ist M auch abgeschlos-
sen, denn jede konvergente Folge in M hat wegen der Kompaktheit eine konvergente
Teilfolge mit Limes in M , d.h.: Auch der Limes der gesamten Folge liegt in M . Weiter
muss M auch beschriankt sein, denn andernfalls gébe es eine Folge (z,)neny in M mit
||zn|| = oo, welche dann keine konvergente Teilfolge haben kann.

(il)=-(i): Ist M C K" beschrinkt und abgeschlossen, so besitzt sie nach dem Satz von
Bolzano-Weiserstraf eine konvergente Teilfolge, deren Limes dann wegen der angenom-
menen Abgeschlossenheit von M ebenfalls in M liegt. Also ist M folgen-kompakt.

(iii)=(i): Die Menge M C K" besitze die Uberdeckungseigenschaft. Wir wollen zeigen,
dass sie dann auch folgen-kompakt ist. Sei (x,)nen eine Folge in M und A := {z,,n €
N} (Gleiche Folgenelemente werden in der Menge A identifiziert.). Ist A endlich, so
hat die Folge notwendig eine konstante (und damit konvergente) Teilfolge. Sei A also
unendlich. Angenommen A hat keine konvergente Teilfolge mit Limes in M . Dann hat
jeder Punkt a € M eine offene Umgebung U(a), die nur endlich viele Punkte von
A enthilt. Diese Umgebungen U(a) bilden nun eine offene Uberdeckung von M, zu
der es nach Annahme eine endliche Teiliiberdeckung {U(ax),k = 1,...,m} gibt. Diese

3Eduard Heine (1821-1881): Deutscher Mathematiker; Professor in Halle; einer der wichtigsten Ver-
treter der , Weierstrafischen Schule“ im 19. Jahrhundert; Beitrige zur Theorie der reellen Funktionen,
Potentialtheorie und Theorie der Differentialgleichungen.

4F¢lix Eduard Justin Emile Borel (1871-1956): Franzosischer Mathematiker, u. a. Professor an der
Universitéit Sorbonne in Paris; wichtige Beitrége zur Mafitheorie und zur Spieltheorie; war auch politisch
aktiv (1925-1940 Marineminister) und wéhrend des Krieges Mitglied der Résistance.
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,, Teiliiberdeckung® kann dann auch nur endlich viele Punkte von A enthalten, d.h.: A
ist endlich, im Widerspruch zur Annahme.

(ii)=-(iii): Die Menge M sei beschrankt und abgeschlossen. Sei {Oy, A € A} eine (offene)
Uberdeckung von M , die keine endliche Uberdeckung von M enthélt. Als beschrinkte
Menge ist M in einem abgeschlossenen Wiirfel )y mit Kantenldnge L enthalten. Wir
zerlegen @) in 2" Wiirfel der halben Kantenlénge. Dann gilt auch fiir mindestens einen
dieser Teilwiirfel )1, dass M N nicht von endlich vielen der O, iiberdeckt wird. Durch
rekursive Wiederholung dieses Verfahrens finden wir eine Folge abgeschlossener Wiirfel
Q. mit Kantenlinge Ly = 27%L,sodass ... C Qr C Qr_1 C ... C Qo, und keine der
Mengen M N @y wird durch endlich viele der O, iiberdeckt. Wir wéhlen nun in jeder
der Mengen M N @y einen Punkt z;. Nach Konstruktion der Wiirfelfolge ist (z1)pen
eine Cauchy-Folge und somit konvergent gegen einen Punkt x € M . Dieser Limes liegt
dann aber auch in einer der offenen Uberdeckungsmengen O, . Diese muss dann auch
fast alle der Wiirfel @, und damit insbesondere fast alle der Durchschnitte M N Qy
enthalten. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass keiner dieser Durchschnitte von
endlich vielen der O, iiberdeckt wird. Q.E.D.

Bemerkung 1.6: Die Charakterisierung kompakter Mengen durch die Uberdeckungsei-
genschaft ist die Aussage des ,,Satzes von Heine-Borel“. Die entscheidende Voraussetzung
fiir die Giiltigkeit der Sétze von Bolzano-Weierstra3 und Heine-Borel ist die endliche
Dimension von K". In unendlich dimensionalen Banach-Riumen, wie z. B. dem Raum
Cla,b] der stetigen Funktionen, ist dies nicht moglich. Hier werden zum Nachweis der
Kompaktheit von beschriankten, abgeschlossenen Mengen noch zusétzliche Eigenschaften
benotigt, wie z. B. die gleichgradige Stetigkeit beim ,, Auswahlsatz von Arzela-Ascoli®.

Korollar 1.2: Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge in K™ ist ebenfalls
kompakt.

Beweis: Sei M C K" kompakt und A C M abgeschlossen. Nach Satz 1.4 ist M, und
damit auch A beschrinkt. Also ist wieder nach Satz 1.4 A auch kompakt. Q.E.D.

1.3 Geometrie des K"

Das Betreiben von ,, Geometrie“ auf dem K", oder allgemeiner auf einem beliebigen Vek-
torraum, bedeutet zunéchst das Formulieren der uns aus der Elementargeometrie der Ebe-
ne wohl bekannten Begriffsbildungen und Zusammenhénge in einer abstrakteren Sprache,
z. B. die Eigenschaft ,jorthogonal“ fiir Vektoren und der Begriff des ,, Winkels*“ zwischen
Vektoren. Dazu dient das auf dem K" definierte sog. ,,euklidische Skalarprodukt*:

(.CE, y)z = Z Y-
i=1
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Definition 1.8: Sei V' irgendein Vektorraum iber dem Kiorper K. Eine Abbildung (-,-) :
V xV = K heifit ,,Skalarprodukt, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(Sl) Linearitit: (O[Il + ﬁx% y) = O[(l'l,y) + B(x% y)7 Q, 6 € K;

(S2) Symmetrie: (z,y) = (y,2);
(S3) Definitheit: (x,z) eR, (x,2) >0, (r,z) =0 = = =0.

Bemerkung 1.7: i) Verzichtet man in der obigen Definition des Skalarprodukts auf die
strenge ,Definitheit”, d. h. wird nur (x,z) € R, (x,2) > 0 wverlangt, so spricht man von
einem ,Semi-Skalarprodukt*.

it) Aus den Figenschaften (S1) (Linearitit im ersten Argument) und (S2) (Symmetrie)
folgt auch die Linearitit im zweiten Argument und damit die volle ,Bilinearitit* des

Skalarprodukts als eine ,Sesquilinearfom® (im Komplexen) bzw. eine ,Bilinearform* (im
Reellen).

iii) Die Eigenschaft (S1) (Linearitit) kann bei ihrem Nachweis auch in die beiden Be-
standteile ,Additwitit®, (1 + x2,y) = (v1,y) + (x2,v), und ,Homogenitit®, (ax,y) =
alz,y), a € K, aufgespalten werden.

Lemma 1.5: Fir ein Skalarprodukt (-,-) auf einem Vektorrraum V dber K gilt die
wochwarzsche Ungleichung“

[z, 9)]* < (z,2) (y,y), = yeV. (1.3.4)

Beweis: Da die Behauptung fiir y = 0 offensichtlich richtig ist, kénnen wir 0.B.d.A.
y # 0 annehmen. Fiir beliebiges o € K ist
0<(z+ayz+ay) = (z,2)+aly,z) +a(z,y) + aa(y, y).

Mit a := —(z,y)(y,y)"" impliziert dies

0< (z,2) — (z,9)(w.y) " (W, 2) = (@,9)(W,y) " (=,9) + (=.9)(@.y)(y,9) "
= (z,2) = |(z, )Py, y) "

bzw. 0 < (z,7)(y,y) — |(z,y)|*. Dies zeigt die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.

Korollar 1.3: a) Von einem Skalarprodukt (-,-) auf einem Vektorraum V iber K wird
durch
2] = (z,2)'2, weV,

eine Norm erzeugt. Ist der so entstehende normierte Raum (V)| -||) vollstindig, so heifst
das Paar (V,(-,-)) ,Hilbert-Raum*.

b) Das euklidische Skalarprodukt (-,-)2 auf dem K" erzeugt durch

|z]lz = (2, 2),

eine Norm, die sog. ,euklidische Norm*. Damit ist dann (K", (-,-)2) ein Hilbert-Raum.



14 Der n-dimensionale Zahlenraum K"

Beweis: Die Normeigenschaften (N1) (Definitheit) und (N2) (Homogenitét) sind offen-
sichtlich gegeben. Es bleibt die Dreiecksungleichung (N3) zu zeigen. Mit Hilfe der Schwarz-
schen Ungleichung erhalten wir

le+yllP = (@ +y.x+y) = (z,2) + (z.y) + (y,2) + (¥, 9)
<zl + 2[(z, )| + [lyl* < Nl + 2l lyll + Nyl = (=] + [|y]])?,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Die Schwarzsche Ungleichung fiir das euklidische Skaarprodukt wird durch die im Fol-
genden bewiesene ,, Holdersche® Ungleichung® verallgemeinert. Als Vorbereitung stellen
wir einen einfachen Spezialfall einer ganzen Klasse von Ungleichungen, den sog. ,, Young-
schen® Ungleichungen® bereit.

Lemma 1.6 (Youngsche Ungleichung): Fir p,g € R mit 1 <p,q < oo und 1/p+
1/q =1 gilt die sog. ,Youngsche Ungleichung®

P q
lzy| < i + M, z,y € K. (1.3.5)
p q
Beweis: Da die Logarithmus-Funktion In(z) auf R, wegen In"(z) = —1/2% < 0 konkav

ist, gilt fiir x,y € K:
In (32" + Llyl?) = S In(j2]") + L In(Jy|?) = In(|z]) + In([y)).
Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion e* folgt weiter fiir x,y € K:
slal? + 21yl > exp (In(|z]) +In(|y])) = exp (In(|z])) exp (In(ly])) = |2[ly| = |2yl

was zu beweisen war. Q.E.D.
Lemma 1.7 (Holdersche Ungleichung): Fiir das euklidische Skalarprodukt gilt fiir be-
liebige p,g €R mit 1 <p,q<oo und 1/p+1/q=1 die sog. ,Héldersche Ungleichung®

(@92l < Nlzllp lyllg, 2,y € K™ (1.3.6)

Diese Ungleichung gilt auch im Grenzfall p=1, g = oc0.

Ludwig Otto Holder (1859-1937): Deutscher Mathematiker; Prof. in Tiibingen; Beitriige zunichst zur
Theorie der Fourier-Reihen und spéiter vor allem zur Gruppentheorie; fand 1884 die nach ihm benannte
Ungleichung.

SWilliam Henry Young (1863-1942): Englischer Mathematiker; lehrte an verschiedenen Universititen
weltweit, u.a. in Calcutta, Liverpool und Wales; Beitrige zur Differential- und Intergralrechnung, Topo-
logischen Mengentheorie und Geometrie.
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Beweis: Fiir x =0 oder y = 0 ist die behauptete Ungleichung trivialerweise richtig. Sei
also 0.B.d.A. ||z]|, # 0 und |ly|/; # 0. Zunéchst gilt

|(xvy)2| |$z||yz
_ ;s
lllpllylly IIprlqu Zl s Zl\xllplyllq

Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung folgt weiter

(@)oo lwal” | Jwl
<> 5+ q}

lzllpllylle — <= tollzll QH?JHq

| ‘yZ‘q - =1
pllfﬂllp Z QH?JHq Z

i=1

Dies impliziert die Behauptung. Q.E.D.

Als Folgerung aus der Hélderschen Ungleichung gewinnen wir die sog. ,, Minkowskische”
Ungleichung®, welche gerade die Dreiecksungleichung fiir die /,-Norm ist.

Lemma 1.8 (Minkowskische Ungleichung): Fiir belichiges p € R mit 1 < p < o0
sowie fir p= o0 gilt die sog. ,Minkowskische Ungleichung“

[z +ylly < llelly + lyllp, 2,y € K" (1.3.7)

Beweis: Fiir p =1 und p = oo ergibt sich die behauptete Abschétzung unmittelbar aus
der Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen:

n n n
lz+ylle =D st wal <Y lmal + D lwil = llzlly + Nyl
i=1 i=1 i=1
Iz + ylloo = max |z; + gl < max |zi| + max [y = fJelloc + [Ylloo-

Sei nun 1 < p < oo und ¢ definiert durch 1/p+1/¢=1,d.h. ¢ =p/(p—1). Wir setzen

o=l ylPt i=1,00n, = (&)1,

Damit gilt zunéchst

2+l = lwi+willws +wlP ™ <D Jwil& + D il
i=1 i=1 i=1
und weiter mit Hilfe der Hélderschen Ungleichung

12+l < llellpliélle + lylipliélle = (el + lyllp) 1],

"Hermann Minkowski (1864-1909): Russisch-deutscher Mathematiker; Prof. in Gottingen; verschiedene
Beitriage zur reinen Mathematik; ,erfand* das nicht-euklidische, 4-dimensionale Raum-Zeit-Kontinuum
(Minkowski-Raum) zur Beschreibung der Einsteinschen Relativitétstheorie.
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Bei Beachtung von ¢ = p/(p — 1) folgt

n n
IENe =" 1611 =" i + wil” = |z + w2
i=1 i=1
und damit

lz + 5 < (lzlly + lyllo)llz + w12/ = Qzlly + lyllp) |z + vl
Dies impliziert offenbar die Behauptung. Q.E.D.

Mit Hilfe des euklidischen Skalarprodukts ldsst sich der geometrische Begriff , ortho-
gonal“ definieren. Zwei Vektoren x,y € K™ heiflen ,,orthogonal® (,x L y*), wenn

(.17, y)2 = U.
Fiir orthogonale Vektoren gilt der ,,Satz des Pythagoras“ (Ubungsaufgabe):
lz +yllz = llzl3 +lyl3, 2y €K oLy (1.3.8)
Ein Satz von Vektoren {a™,... a3} a® £ 0, des K", welche paarweise orthogonal

sind, d.h. (a®,a) = 0 fiir k # [, ist linear unabhingig. Denn fiir > ;" cza® =0
folgt durch Skalarproduktbildung mit a®, I =1,... m:

0= ch(a(’“)7 a) = ¢ (W, a?),

k=1

und folglich ¢; = 0.

Definition 1.9: Ein Satz von Vektoren {aV),.. .,a(m)}, a #£ 0, des K" welche paar-
weise orthogonal sind, (a® aV) = 0, k # 1, heift ,Orthogonalsystem® bzw. im Fall
m = n ,Orthogonalbasis“. Gilt (a® a*)) = 1, so spricht man von einem ,Orthonor-
malsystem ™ bzw. einer ,,Orthonormalbasis®.

Beispiel 1.5: Die euklidische Basis {e®,... e} ist offenbar eine Orthonormalbasis
des R™. Es gibt aber noch andere, die man etwa durch Drehung und Spiegelung erhilt.

Lemma 1.9: Sei {a(i), i=1,...,n} eine Orthonormalbasis des K" . Dann besitzt jeder
Vektor x € K™ eine Darstellung der Form (in Analogie zur ,Fourier-Entwicklung®)

n

x = Z(r, aya?, e K", (1.3.9)

i=1

und es gilt die ,Vollstindigkeitsrelation® (auch ,Parsevalsche® Gleichung® genannt)

213 = > [(x,a)al” (1.3.10)
i=1

8Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten iiber partielle
Differentialgleichungen der Physik (nur fiinf mathematische Publikationen); bekannt durch die nach ihm
benannte Gleichung, die er aber ohne Beweis und Bezug zu Fourier-Reihen angegeben hat.
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Beweis: Aus der Darstellung = = Y7 a;a¥) folgt durch Produktbildung mit o :
(z,a)y = Zaj(a(j),a(i))g =q; i=1,...,n,
j=1

und somit die Darstellung (1.3.9). Ferner gilt:

||£||§ =(z,2)2 = Z (z, a(i))Z(‘r’ a<j>)2 (a(i)> a'(j))Q = Z |(z, a(i))2|27
ij=1 i=1
was zu beweisen war. Q.E.D.

Bemerkung 1.8: Die Aussage von Lemma 1.9 gilt sinngemdfS auch in unendlich dimen-
sionalen Skalarproduktriumen mit wvollstindigen® Orthonormalsystemen (Verallgemei-
nerung des Basisbegriffs); ein Beispiel ist der in der Fourier-Analyse verwendete Raum
RI0, 27| mit den normierten trigonometrischen Funktionen als vollstindigem Orthogonor-
malsystem.

Der folgende Gram-Schmidt-Algorithmus erlaubt es, aus einer beliebigen Basis des
K" eine Orthonormalbasis zu konstruieren. Die gilt auch in beliebigen Vektorrdumen mit
Skalarprodukt.

Satz 1.5 (Gram-Schmidt-Verfahren): Sei {aV,... a™} eine Basis des K. Dann
erhélt man durch das sog. ,Gram®-Schmidtsche'® Orthogonalisierungsverfahren®,

p) . — Ha(l)H;la(l),

. il . . (1.3.11)

k) — k) _ Z(a(k)’ b(j))gb(‘j), pF) . — ||b(k)||51b(k), k=2,....n, e
j=1

eine Orthonormalbasis {bV, ... b™} .

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass der Konstruktionsproze$ fiir die 6*) nicht mit k& < n
abbrechen kann. Die Vektoren b*) sind gemif Konstruktion Linearkombinationen der
a®, ..., a®™  Wére nun fiir ein k <n

Ead

-1
aF) — (a(k),b(j))Qb(j) =0,
1

<.
Il

9Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916): Dinischer Mathematiker, Mitarbeiter und spéter Eigentiimer
einer Versicherungsgesellschaft, Beitrige zur Algebra (Invariantentheorie), Wahrscheinlichkeitstheorie,
Numerik und Forstwissenschaft; das u.a. nach ihm benannte Orthogonalisierungsverfahren geht aber
wohl auf Laplace zuriick und wurde bereits von Cauchy 1836 verwendet.

10Erhard Schmidt (1876-1959): Deutscher Mathematiker, Prof. in Berlin, Griinder des dortigen Instituts
fiir Angewandte Mathematik 1920, nach dem Krieg Direktor des Mathematischen Instituts der Akademie
der Wissenschaften der DDR; Beitrége zur Theorie der Integralgleichungen und der Hilbert-Réume sowie
spéter zur Topologie.
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so miissten die Vektoren {a¥),... a®} linear abhiingig sein, im Widerspruch zur Annah-
me, dass {aV,...,a™} eine Basis ist. Wir zeigen nun durch Induktion, dass der Gram-
Schmidt-Prozess tatsichlich eine Orthonormalbasis erzeugt. Offenbar ist [|b®) |, = 1. Sei
nun {6, ... 6™} fiir k < n bereits als Orthonormalsystem nachgewiesen. Dann gilt
fir I=1,...,k:

k

(OFHD pD), = (a®+D 1), Z ED p@y, 69, 50)y = 0
j=1 W_: o

und [[b*HD |y =1, d. b {6 ... *+1} ist ebenfalls ein Orthonormalsystem. Q.E.D.

Fiir einen Punkt € K" ist die sog. ,,orthogonale Projektion“ Pz € W (geometrisch
der , LotfuBpunkt®) auf einen Unterraum W C K" anschaulich charakterisiert durch die
Eigenschaft

lx — Pzl :gl’ég/l”l‘—yng (1.3.12)

Diese ,,Bestapproximationseigenschaft® ist dquivalent zu den Beziehungen
(Pwz,y)s = (v,y)2 Yy eW, (1.3.13)

aus denen sich Pyx berechnen liefSe.

1.4 Lineare Abbildungen auf dem K"

Wir betrachten nun Abbildungen des n-dimensionalen Raumes K" in den m-dimensionalen
Raum K™, wobei nicht notwendig m = n sein muss. Der Spezialfall m = n spielt aber
eine wichtige Rolle. Eine Abbildung ¢ : K® — K™ heifit ,linear”, wenn fiir z,y € K"

und «a,f € K gilt:

plax + By) = ap(r) + Bp(y). (1.4.14)

Die Wirkung einer linearen Abbildung auf Vektoren z € K™ ldsst sich auf unterschiedliche
Weise beschreiben. Es geniigt offenbar, die Wirkung auf die Elemente einer Basis, z. B.
einer kartesischen Basis {e( i =1,...,n}, anzugeben:

T = Zn:ac,-e(i) - oz (Z T e(’)> = zn:xigo(e(i)).
i=1 =1

Dabei wird dem Punkt z € K" (eineindeutig) der ,Koordinatenvektor = (x;)",
zugeordnet. Stellt man auch die Bilder ¢(z) bzgl. einer kartesischen Basis des K™ dar,

g n)e?) =3 (; 0i(e) x,-)e(f),

j=1
J =1 Qg4
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mit dem Koordinatenvektor ¢(z) = (g, (x));”zl, so erhilt man das in Matrixform ange-
ordnete Zahlenschema

(pl (e(l)) ... 991 (e(n)) a/ll .« e al’(L

Som(e(l)) e Spm(e(n)) Am1 - Amn
Damit gilt dann nach den iiblichen Regeln der Matrix-Vektor-Multiplikation:

n

@j(m) = (Ai')j = Zajifl‘i, j=1...,m.

i=1

Die lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ lasst sich also bzgl. der fest gewéhlten kartesischen
Basen von K" und K™ (eindeutig) durch die Matrix A € K™*™ beschreiben:

P(x) = Az, zeK" (1.4.15)
Im Folgenden werden wir zur Vereinfachung der Schreibweise meist den Punkt z mit
seiner speziellen kartesischen Koordinatendarstellung 2 identifizieren.

Wir folgen hier der Konvention, dass bei der Bezeichnung K™*" der erste Parame-
ter m zum Bildraum K™ d.h. zur Anzahl der Zeilen der Matrix, und der zweite n
zum Urbildraum K", d.h. zur Anzahl der Spalten, korrespondiert. Entsprechend be-
deutet bei Matrixelementen a;; der erste Index die Zeilennummer und der zweite die
Spaltennummer. Wir betonen nochmals, dass dies nur eine von vielen moéglichen konkre-
ten Darstellungen einer linearen Abbildung in K™ ist. In diesem Sinne definiert z. B. jede
quadratische Matrix A € K™ eine lineare Abbildung in K" . Eine quadratische Matrix
A € K™ ist ,regulér”, wenn die zugehorige lineare Abbildung injektiv und surjektiv,
d. h. bijektiv, ist.

Lemma 1.10: Fir A= (ay)};—, € K" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i) A st requldr.

ii) Ax = b st fiir jedes b € K" eindeutig losbar (Bijektivitit).

i1) Ax =0 st nur durch x =0 ldsbar (Injektivitat).

iv) Az =b ist fur jedes b € K" ldsbar (Surjektivitit).

v) Rang(A) =n.

vi) det(A) #0.

vii) Alle Figenwerte X € C von A sind ungleich Null.

viii) Die (komplex) Transponierte AT ist reguldr.

Die Begriffe ,Rang“ Rang(A), ,Determinante” det(A), , Transponierte* A” sowie , Ei-
genwert® X\ einer Matrix A werden als bekannt vorausgesetzt (= Lineare Algebra) und
werden im Folgenden nur bei Bedarf nidher diskutiert.
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Zwei Matrizen A, A" € K™" sind identisch, d.h. a;; = aj; (i,j = 1,...,n), genau

dann wenn
Ax = Az Vo e K.
Zwei Matrizen A, A" € K™ heiflen ,ihnlich® | wenn es eine regulidre Matrix T € K™*™
gibt, so dass gilt:
A =T AT.

Der Ubergang A — A’ wird , Ahnlichkeitstransformation® genannt. Aus dem Determi-
nantensatz det(AB) = det(A)det(B) folgt det(T~1) = det(T)~! und weiter

det(A" — zI) = det(T AT — 2T7'T) = det(T" (A — 2I)T)
=det(T ") det(A — 2I) det(T) = det(A — 2I),

fiir z € C, wobei I = (0)7;-, diesog. ,Einheitsmatrix“ ist. Hieraus entnehmen wir, dass
dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte (Nullstellen ihrer charakteristischen Polynome)
haben; sie haben aber i. Allg. unterschiedliche Eigenvektoren.

Wir betrachten nun den Vektorraum der m x n-Matrizen A € K™*". Offenbar kann
dieser mit dem Vektorraum der mn-Vektoren identifiziert werden. Somit iibertragen sich
alle Aussagen fiir Vektornormen auch auf Normen fiir Matrizen. Insbesondere sind alle
Normen fiir m x n-Matrizen dquivalent und die Konvergenz von Folgen von Matrizen ist
die komponentenweise Konvergenz:

A®) = Ak—o0) — agf) —a;; (k—o00), i=1,....m,j=1,...,n.
Fiir eine beliebige Vektornorm || - || auf K" wird fiir Matrizen A € K"*" durch
[ Az|
Al := sup = sup | Ax|
R YO o S
eine Norm erklirt (Ubungsaufgabe). Diese heiBt die von ||-|| erzeugte ,natiirliche Matrix-
norm“ und wird meist, wenn Missverstindnisse ausgeschlossen sind, genauso wie die er-
zeugende Vektornorm bezeichnet. Fiir natiirliche Matrixnormen gilt notwendig ||| = 1.

Eine solche natiirliche Matrixnorm ist mit der erzeugenden Vektornorm , vertréglich®,
d.h.:

lAz|| < || Al |||, = eK", AeXK™". (1.4.16)
Ferner ist sie ,submultiplikativ*:
[AB| < [|Al[|B]l, A, BeK"™. (1.4.17)

Eine submultiplikative Matrixnorm wird oft auch als ,Matrizennorm* bezeichnet. Wir
werden im Folgenden diese subtile Unterscheidung der Normbegriffe aber nicht verwenden.

Nicht jede Matrixnorm ist auch ,natiirlich“; z. B. sieht man leicht mit Hilfe der Schwarz-
schen Ungleichung, dass die Quadratsummennorm (sog. ,, Frobenius!'-Norm*)
n

4l = (3 fan?) "

jk=1

HFerdinand Georg Frobenius (1849-1917): Deutscher Mathematiker; Prof. in Ziirich und Berlin; bed.
Beitriige zur Theorie der Differentialgleichungen, zu Determinanten und Matrizen sowie zur Gruppen-
theorie.
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zwar mit der euklidischen Norm vertriglich und submultiplikativ ist, aber wegen ||| =
Vv/n (fiir n > 2) keine natiirliche Matrixnorm sein kann.

Lemma 1.11 (Natiirliche Matrixnormen): Die natirlichen Matriznormen zur Ma-

zimumnorm |||l und zur ly-Norm ||+ ||y sind die sog. ,,Mazimale-Zeilensummen-Norm“
n

[Allee = max Z; |aij] (1.4.18)
=

bzw. die ,Mazimale-Spaltensummen-Norm “

n
Al = max Zl laij] . (1.4.19)
-
Beweis: i) Offenbar ist die maximale Zeilensumme || - ||, eine Matrizennorm. Wegen
n n
= | < g 1o
[ Az|| fg?g; ‘Zl aiz;| < fg?g; - |ai;] 1%1]‘?23; |41 [[Allso |l
= =
ist sie vertréglich mit | - || . Im Falle ||A||cc =0 ist A =0, d.h. trivialerweise
[Allee = sup [|Az]/ -
jalloo=1
Sei also ||Allee > 0 und m € {1,...,n} ein Index mit der Eigenschaft
n n
14lleo = max Z |ai;| = Z | -
j=1 j=1
Wir setzen fiir j = 1,...,n : z; = |am;|/am; fir a,; # 0 und z; = 0 sonst, d.h.:

z=(2)j_ €K", [|z]|c = 1. Fiir v:= Az gilt dann

n n
Un = Y @iz = > || = || Ao
j=1 j=1

Folglich ist
[Alloe = vm < [Jvflee = [[A2]lec < Sup [ Ayl -
Ylloo=

ii) Der Beweis fiir die /;-Norm verlduft analog und sei als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Definition 1.10: i) Die ,Eigenwerte“ X\ € K einer Matriz A € K™ sind definiert als
die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms p(\) = det(A — AI) . Folglich existieren
genau n (ihrer Vielfachheit als Nullstelle, ,algebraische Vielfachheit, entsprechend oft
gezdhlte) Eigenwerte A .
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ii) Die Eigenwerte einer Matriz bilden deren ,Spektrum® o(A) .

iii) Zu jedem X\ € o(A) existiert ein Eigenvektor w € K"\ {0}, so dass
Aw = Aw.

Die Figenvektoren zu einem Eigenwert A € o(A) bilden einen Vektorraum, den ,Eigen-
raum® zu X, dessen Dimension ist die sog. ,geometrische Vielfachheit von \.

Die Matrix A € K™*™ heif3t ,,hermitesch®, wenn gilt:
A=A" bzw. aj=a5, i,j=1,...,n.

Reelle hermitesche Matrizen werden ,,symmetrisch® genannt. Der Begriff der Symmetrie
ist eng verkniipft mit dem des Skalarprodukts. Mit dem euklidischen Skalarprodukt gilt:

A=AT & (Az,y)s = (x, Ay)2, x,y € K"

Lemma 1.12: i) Die geometrische Vielfachheit eines Figenwerts ist stets kleiner oder
gleich seiner algebraischen Vielfachheit. Fir hermite§che/symmetrische Matrizen, oder
allgemeiner fiir ,normale* Matrizen (d.h.: ATA = AAT), sind sie gleich.

ii) Fine hermitesche/symmetrische Matriz oder allgemeiner eine normale Matrix ist ,dia-
gonalisierbar®, d. h. dhnlich zu einer Diagonalmatriz. Dies ist dquivalent zur Ezistenz ei-
ner zugehorigen Basis von Eigenvektoren.

iii) Fir hermitische/symmetrische Matrizen sind alle Figenwerte reell. Eigenvektoren zu
unterschiedlichen Figenwerten sind orthogonal zueinander, und es existiert eine Ortho-
normalbasis aus Figenvektoren.

Beweis: Ubungsaufgabe (s. Lineare Algebra). Q.E.D.
Seinun ||| eine beliebige Vektornorm und ||-|| eine damit vertrégliche Matrizennorm.

Mit einem normierten Eigenvektor, ||w| =1, zum Eigenwert A gilt dann:
Al = (Al Jw]| = [[Aw]l = [Aw] < [[A]l [Jw]| = [IAl, (1.4.20)

d.h. alle Eigenwerte von A liegen in einer Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt Null und
Radius [|All. Speziell mit [|Al|o erhélt man die Abschitzung

n
<Al = o 3 ol
jnax Al < [|4flec = max 2 |ais]

Eine Matrix A € K"*™ heifit ,,positiv definit*, wenn gilt:

(Az,z) € R, (Az,z)2 >0 VzeK"\{0}.
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Eine hermitesche Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre (reellen) Eigen-
werte positiv sind. Im folgenden werden wir in Verbindung mit der Eigenschaft positiv
definit stets auch die Eigenschaft hermitesch (bzw. symmetrisch im Reellen) einer Matrix
annehmen. Dies ist im Komplexen automatisch gegeben, im Rellen aber eine zusétzliche
Bedingung (Ubungsaufgabe).

Die von der euklidischen Vektornorm erzeugte natiirliche Matrizennorm heifit die
»Spektralnorm* und wird mit || - ||z bezeichnet. Diese Bezeichnung ist durch das folgende
Resultat gerechtfertigt:

Lemma 1.13 (Spektralnorm): Fiir eine beliebige Matriz A € K™ st die Matriz
A" A e K™ stets hermitesch und positiv semi-definit. Fiir die Spektralnorm von A gilt:

[A]l> = max{|A|"/, A € o(ATA)}. (1.4.21)
Ist A hermitesch (bzw. symmetrisch), so gilt:
[All2 = max{[A[, A € o(A)}. (1.4.22)

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir den Fall, dass A hermitesch ist. Der Beweis
fiir den allgemeinen Fall wird als Ubungsaufgabe gestellt. Seien \; € o(A) die n, ihrer
Vielfachheiten entsprechend oft gezihlten (reellen) Eigenwerte von A und {w®, i =
1,...,n} eine zugehorige Orthonormalbasis von Eigenvektoren, so dass Aw® = \w® .
Aufgrund der Eigenwertschranke (1.4.20) gilt zunéchs |Apax| < |[|Al|2. Ferner ist

| Az||5 = Z(x,w(i))g(x,w(j))Q(Aw(i)7Aw<j>)2 = Z(x,w(i))Q(x,w(J))z)\i)Ti(w(i),w<j))2

ij=1 ,j=1
n

= > il w D)ol < a2,
i=1

und folglich

Ax T
|All2 = sup Az, < |Amax|  sup Io]lz < | Amax] -
vekro0 7] vekm,z20 |2

Q.E.D.

Definition 1.11: Fine Matriz @ € K™*™ heifit ,orthonormal® , wenn ihre Spaltenvek-
toren ein Orthonormalsystem im K™ bilden. Im Fall n = m heifit eine solche Matrix
Lunitdar®.

Lemma 1.14: Eine unitire Matriz Q € K™" ist requlir und ihre Inverse ist Q™' = @T :

Ferner gelten die Beziehungen

(Qz,Qy)2 = (7,y)2, =,y €K, (1.4.23)
1Qz[l2 = ||z[l2, z €K, (1.4.24)

d. h. euklidisches Skalarprodukt und euklidische Norm von Vektoren sind invariant unter
einer unitiren Transformation. Dies impliziert insbesondere, dass ||Qll2 = [|Q |2 =1.
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Beweis: i) Wir zeigen zunichst, dass @T die Inverse von @ ist. Seien mit ¢; € K" die
Spaltenvektoren von @ . Fiir diese gilt (¢;,q;)2 = qiqu = 0;; . Damit folgt:

Ao - T 1 ...0
AT . . . . .
@Z(h qZ;QWL 0 ... 1

ii) Mit Hilfe von (i) ergibt sich

(Qz,Qy)s = (2,Q" Qy)s = (x,1)s,

und somit auch [|Qz|2 = (Qx, Qu)y* = [l]|2 - Damit folgt dann

reK™ x#0 ||ZE||2

K™, x#0
sowie )
- Q" (2 1yl 1yll2
070 = 2 TRL T 2 a2 Tl
zeK” z#0 2 yeKn y#0 Y2 yeKn y#0 Yll2
Q.E.D.
Beispiel 1.6: Die Matrix
{ J
1 0 0 0 0
0 cos(d) 0 —sin(f) 0 i
Q=10 o 1 0 0
0 sin(d) 0 cos(f) 0 | j
0 0 0 0 1

beschreibt eine Drehung in der (z;,z;)-Ebene um den Ursprung x = 0 mit dem Dreh-
winkel 0 € [0, 27) . Sie ist offenbar unitér.

Lemma 1.15: Zu jeder requliren Matriz A € R™" existiert eine multiplikative Zerle-
gung
A=Q1DQs (1.4.25)

mit einer Diagonalmatriz D = diag(py, ..., u,) mit Zahlen p; > 0 und zwei orthonor-
malen Matrizen Q1, Qo € R™™.
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Beweis: Die Matrix AA” ist symmetrisch und positiv-definit (Ubungsaufgabe). Daher
gibt es eine orthonormale Matrix Q € R™ " so dass QTATAQ = Dy = diag(p1, . . . , iin)
mit den Eigenwerten p; > 0 von ATA. Wir setzen D := diag(\y, ..., \,) mit \; := i -
Dann ist

I=D'D,D ' =D 'QTATAQD™".

Fiir Qy := AQD ' ist QF = D7'QT AT ;also QYQ, = D'QTATAQD™' = D'D,D~ =
I, d.h. Qy ist orthonormal. Ferner gilt A = (AQD1)DQT, was den Beweis ver-
vollstandigt. Q.E.D.

Bemerkung 1.9: Die Schwarzsche Ungleichung (1.3.4) erlaubt die Definition eines ,, Win-
kels“ zwischen zwei Vektoren. Zu jeder Zahl « € [—1,1] gibt es genau ein 0 € [0, 7] mit
a =cos(f). Fir z,y € K"\ {0} wird also durch

COS(H) — (.’L’, y)2

l2llyll2
ein € [0,7] eindeutig festgelegt. Dies ist dann der ,, Winkel“ zwischen den Vektoren
x und y. Diese Definition ist vertréglich mit der iiblichen Definition des Winkels in
der Ebene, was man wie folgt sieht: Die Beziehung (1.4.23) besagt, dass das euklidische
Skalarprodukt zweier Vektoren im K" invariant gegeniiber Drehungen ist. Durch eine
Drehung @ im R™ lisst sich erreichen, dass Qx,Qy € span{e e®} liegt und Qr =
|2,

o)

0\
Z1

(Qy)1 Qx

Abbildung 1.1: Winkel zwischen zwei Vektoren x = ||z|e) und y im R?.

Dann ist
(z,9)2 = (Qz,Qy)2 = ||z]2(e™, Qy)2 = [|z]2(Qu)1 = ||z]|2/|Qyl|2 cos(0)
= [|z|[2][y[|2 cos(8),

d.h.: Bei 6 handelt es sich tatsédchlich um den elementargeometrischen Winkel zwischen
den beiden Vektoren.
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Bemerkung 1.10: Skalarprodukte sind wichtig zum Studium der geometrischen Eigen-
schaften des K™ sowie der Spektraleigenschaften von linearen Abbildungen bzw. Matrizen.
Dabher stellt sich die Frage nach der allgemeinen Gestalt von solchen Skalarprodukten. Man
zeigt leicht (Ubungsaufgabe), dass sich jedes Skalarprodukt (-,-) auf dem K" mit dem
euklidischen Skalarprodukt (-,-)2 und einer geeigneten hermiteschen, positiv definiten
Matrix A € K™ in der Form

(I7y): (Axvy)% x7y€Kn7

darstellen lasst.

Der folgende Hilfssatz liefert ein niitzliches Kriterium fiir die Regularitét von , kleinen*
Storungen der Einheitsmatrix.

Lemma 1.16 (Storungssatz): Sei ||-|| eine beliebige natirliche Matriznorm auf K"*™.
Die Stormatriz B € K™*™ habe die Norm ||B|| < 1. Dann ist die Matriz I + B reguldr,
und es gilt

_ 1
I(I+B)7Y| < TR (1.4.26)

Beweis: Fiir alle x € K" gilt
17+ B)a|| = [lz] = Bzl = (1 = | B[] -
Wegen 1 — ||B]| > 0 ist also I + B injektiv und folglich reguldr. Mit der Abschitzung

L= |1 = [T+ B){I+B) =1+ B)" +BUI+B)"|
>+ B)" = IBIIT+B) | = I+ B) (L= [|B])) > 0.

erhilt man die behauptete Ungleichung. Q.E.D.

Korollar 1.4: Sei A € K™ regulir und A € K™" mit

~ 1
JA - Al < ——-
A=

Dann ist auch A regulir.

Beweis: Esist A=A+ A— A=A+ A'(A—- A)). Wegen
[ATH A=A < AT 1A - Al < 1

ist nach Lemma 1.16 die Matrix [ + A"Y(A — A) regulir. Dann ist auch das Produkt
A(I + A7 (A — A)) reguliir, woraus wiederum die Regularitit von A folgt. Q.E.D.
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1.5 Ubungen

Ubung 1.1: Die Einheitssphiire bzgl. einer Norm || - || auf dem Vektorraum R™ ist
definiert durch
S:={z eR"||z] = 1}.

Man skizziere die durch die [;-Norm, euklidische Norm und die [,-Norm erzeugten Ein-
heitssphiren im R?. Wie lauten die Losungen fiir die folgenden ,,gewichteten“Normen:

a) gewichtete [;-Norm: l]l10 == 21| + 2|22,
b) gewichtete lp-Norm: 2)low == (J21]*+ 2|x2\2)1/2,
¢) gewichtete l,,-Norm: 12|00 = max { |z1], 2|z2| }.

Ubung 1.2: Man zeige:
a) Durchschnitt endlich vieler und Vereinigung beliebig vieler offener Mengen sind offen.

b) Vereinigung endlich vieler und Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen
sind abgeschlossen.

¢) Man zeige durch Gegenbeispiele, dass weitergehende Verallgemeinerungen dieser Aus-
sagen nicht richtig sind, d. h. dass

- der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen nicht offen sein muss, und

- die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossenen Mengen nicht abgeschlossen sein muss.

Ubung 1.3: Welche der folgenen Gleichungen fiir Mengen A € K” sind richtig, welche
sind falsch?

a) (A)” =A% b) Ae= A4,
¢) A°NB°=(ANB), d) A°UB°=(AUB)°,
e) ANB=ANDB, f) AUB=AUB.

(Hinweis: Man mache sich die Aussagen anhand einfacher Beispiele mit Mengen im R!
oder R? Kklar.)

Ubung 1.4: Man betrachte den n — 1-dimensionalen Unterraum
Voor i ={zeK" |z = (21,...,2,-1,0)}

des K". Dieser kann wieder als ein eigenstéindiger normierter Raum aufgefasst und auf
offensichtliche Weise mit dem Vektorraum K" ! identifiziert werden. Sei O C K" eine
offene Menge.

a) Ist ONV,_; aufgefasst als Teilmenge im K™ offen?
b) Ist ONV,_; aufgefasst als Teilmenge im K"~ ! offen?
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Ubung 1.5: Sei I, die Menge der Folgen z = (23 )gen reeller Zahlen, welche , quadratisch
summierbar® sind, d.h. Y77 22 < co. Man zeige:

i) Die Menge [l ist mit der natiirlichen Addition = + y = (2; + ¥i)ien und skalaren
Multiplikation «x = (a;);en von Folgen ein Vektorraum.

ii) Auf /o sind durch

° s 1/2
(ey)e =Y wis lallei= (Yoa2)
i=1 i=1
ein Skalarprodukt mit zugehoriger Norm definiert.
iii) Der normierte Raum (ls, || - ||2) ist vollsténdig, d.h. ein Banach-Raum.

Ubung 1.6: Sei I; die Menge der ,absolut summierbaren® Folgen z = (2g)ken reeller
oder komplexer Zahlen, d.h. die Menge aller Folgen mit der Eigenschaft

o] n

g |z;] = lim E || < 0.
- n—oo "

i=1 i=1

Man zeige:

a) Die Menge [y ist mit der natiirlichen Addition x4+ y := (z; + ¥;)ien und skalaren
Multiplikation ax := (ax;);eny von Folgen ein Vektorraum. Was ist dessen Dimension?

b) Auf [; ist eine Norm definiert durch

[ee]
Izl = fail.
i=1
¢) Der normierte Raum (I, || - |]1) ist vollstdndig, d.h. ein Banach-Raum.

Ubung 1.7: Der ,Rand“ M einer Menge M C K" ist definiert durch
OM = {x € K"| Jede Umgebung K,(x) enthilt Punkte aus M und M°€.}.

Man zeige:
a) Eine Menge O C K" ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte enthélt.

b) Eine Menge A C K" ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte
enthélt.

Ubung 1.8: Man beweise oder widerlege:

a) Sei d(,-): K" x K" — R eine Metrik, zu der es eine stetige Funktion p: K™ — R gibt
mit d(z,y) = p(x —y) fiir alle x,y € K". Dann ist p(-) eine Norm.

b) Eine Teilmenge O C K" ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte
enthalt.



1.5 Ubungen 29

¢) Der Rand OM einer Teilmenge M C K" ist abgeschlossen.
d) Fiir Teilmengen M C K" gilt (M)° = (M°).

e) Fiir Mengen A, B C K" ist A°U B° # (AU B)°.

f) Fiir Mengen A, B C K™ ist A°U B° = (AU B)°.

Ubung 1.9: Man rekapituliere fiir Teilmengen des K" die Begriffe ,,offener Kern®, ,, Ab-
schluss® und ,Rand“. Man bestimme den offenen Kern, den Abschluss und den Rand fiir
die folgenden Mengen im R™:

a) M={zeR": ||z|lo<1l,2,€Q,i=1,...,n};

b) M:={zeR": ||z], <1,z =0}

c) M:={zxeR": f(z) <1} mit f(z {1 zoist D
d) M:={zeR": f(z) <1} mit g(z):= 32— f(x).

Ubung 1.10: Der Satz iiber die Norméiquivalenz und die Sitze von Bolzano-Weierstraf
und Heine-Borel wurden im Text nur fiir den K" (bzw. allgemein fiir endlich dimensionale
Vektorrdume) bewiesen.

a) In unendlich-dimensionalen normierten Raumen gilt der Satz von der Norméquivalenz
nicht immer. Man mache sich dies durch Konstruktion eines Gegenbeispiels im Raum
C10,1] der stetigen Funktionen (mit der Maximumnorm) klar.

b) In unendlich dimensionalen normierten Raumen gelten die Sitze von Bolzano-Weierstraf
und Heine-Borel nicht immer. Man mache sich dies durch Konstruktion eines Gegenbei-
spiels im Folgenraum [l klar.

Ubung 1.11: Sei (-,-) irgendein Skalarprodukt mit zugehoriger Norm || - || auf einem
reellen Vektorraum V' (z. B. dem R™). Man beweise fiir Punkte z,2’ € V' die folgenden
Aussagen:

a) rz=2 & (v,y)=(,y) VYyeRmYy

b) (z,2)=0 < |z+2*=z|*+ |2|? (,Satz von Pythagoras®).

¢) |+ a2+ ||z — 2> =2[|x]]* + 2||2/||>.  (,Parallelogrammidentitit®).

Gelten diese Aussagen auch fiir komplezre Vektorrdume (z. B. dem C")?

(Bemerkung: Man mache sich diese Aussagen auch durch geometrische Uberlegungen fiir
das euklidischen Skalarprodukt auf dem R? klar.)
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Ubung 1.12: Sei a(+,+) : V x V — C eine Sesquilinearform auf einem komplexen Vek-
torraum V', d.h. fiir beliebige z,y € V und «,f € C gilt:

a(ole + Bx% y) = Oé(l(xh y) + BG(CEQ, y)?
a(z, ayy + Byz) = @a(z, 1) + Ba(z, o).
a) Man zeige, dass a(-,-) im Falle a(z,z) € R notwendig hermitesch ist:
a(z,y) = aly,z), zyeV.

b) Gilt die entsprechende Aussage auch fiir Bilinearformen auf reellen Vektorrdumen,
wenn man zusitzlich noch die Definitheit a(x,x) > 0 fordert, d.h.: Folgt in diesem Fall
aus ihrer Definitheit notwendig auch ihre Symmetrie?

Ubung 1.13: a) Sei (V]| -||) ein reeller normierter Raum, dessen Norm || - || die ,, Par-
allelogrammidentitat® erfiillt:

lz +yl* + llz = ylI* = 2[l2]* + 2]lyll*, 2.y eV
Man zeige, dass dann durch
(@,y) = glle+yll* — flle —yll’, wyeV,

auf V ein Skalarprodukt definiert ist, durch welches die gegebene Norm erzeugt wird.
(Hinweis: Der Nachweis der verschiedenen Skalarprodukteigenschaften ist von sehr un-
terschiedlicher Schwierigkeit. Die Aussage gilt auch fiir kompleze Vektorrdume, allerdings
mit einer entsprechend angepassten Definition des Skalarprodukts (-,-).)

b) Man zeige, dass fiir p € [1,00) U{oo} \ {2} die [,-Normen auf dem R” mit n > 1,

- 1/p
lally := (D lzit) ", @R,
=1

nicht von Skalarprodukten erzeugt werden.

Ubung 1.14: a) Man zeige, dass fiir jede Norm || - | auf K" durch
A
Al :== sup Az} = sup ||Az|| = max ||Az|, AeK™",
e\ o} ]| z€Kn e

llzf|=1 lzll=1

eine Matrixnorm auf K" definiert ist. Diese wird als die von der Vektornorm || - ||
erzeugte , natiirliche Matrixnorm* bezeichnet.

b) Man zeige, dass die sog. ,,Frobenius-Norm*
n 1
2
JAlr = (Y lal)
k=1

zwar mit der euklidischen Vektornorm vertriglich und submultiplikativ (und damit sogar
eine ,Matrizennorm*) ist, jedoch nicht von einer Vektornorm erzeugt wird.
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Ubung 1.15: Sei A € K™ eine hermitesche Matrix. Man zeige:
i) Alle Eigenwerte von A sind reell.
ii) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

iii) Es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

Ubung 1.16: Sei A € K™ beliebig. Man zeige:

i) Die Matrix A”A ist hermitesch und positiv semi-definit. Fiir regulires A ist ATA
sogar positiv definit.

ii) Fiir die Spektralnorm von A gilt:
| All2 = max{|A|'%, X € o(ATA)}.

Ubung 1.17: a) Man verifiziere, dass die beiden (diagonalisierbaren) 2 x 2-Matrizen
01
1o}

b) Man zeige, dass je zwei diagonalisierbare Matrizen A, B € K™" kommutieren, d.h.:

10
00

A: B:

)

nicht kommutieren, d.h.: AB # BA.

AB = BA,

wenn sie eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren besitzen.

Zusatz fiir Ehrgeizige: Man zeige, dass letztere Bedingung auch notwendig fiir das Kom-
mutieren ist, d.h.: Sind A, B diagonalisierbar mit AB = BA, dann besitzen sie eine
gemeinsame Basis von Eigenvektoren.

(Hinweis: Die Existenz einer gemeinsamen Basis von Eigenvektoren bedeutet, dass die
beiden Matrizen A, B durch dieselbe Ahnlichkeitstransformation simultan auf Diagonal-
gestalt gebracht werden kénnen:

TTAT = Ay, T~ 'BT = Ag.
Dabei sind die gemeinsamen Eigenvektoren die Spaltenvektoren der Transformationsma-
trix 7' € K™ und die Diagonalmatrizen Ay = diag(\;(A))!, und Ap = diag(\;(B))i,
enthalten gerade die Eigenwerte von A bzw. B.)
Ubung 1.18: a) Man zeige, dass die Menge M der reguldren Matrizen in K"*" |
M = {A € K""| Aregular } ¢ K™,
bzgl. jeder Matrixnorm offen ist.

b) Fiir eine Matrix A € K™ ist auf ihrer ,Resolventenmenge*

Res(A) :={z € C|A — 2T € K™" regular} C C
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die ,Resolvente* R(z) := (A — 2I)~! definiert. Als Komplement des Spektrums o(A)
ist die Resolventenmenge offen. Man zeige, dass die Resolvente R(z) := (A — zI)~! auf
Res(A) stetig und auf jeder kompakten Teilmenge von Res(A) gleichméfig Lipschitz-
stetig ist.

Ubung 1.19: Fiir eine Matrix A € K**" ist die Exponentialmatrix e4 € K™*" formal
durch die folgende Potenzreihe definiert:

A _ 1
e’ = 2 i Y}E’IJOZF

a) Man zeige, dass diese Reihe bzgl. jeder beliebigen Matrixnorm konvergiert, d.h. dass
die Folge der Partialsummen bzgl. jeder solchen Norm einen Limes hat, der dann eindeutig
bestimmt ist und mit e? bezeichnet wird. (Hinweis: Cauchysches Konvergenzkriterium)

b) Man zeige fiir diagonalisierbare Matrizen A, B € K™*™ | welche eine gemeinsame Basis
von Eigenvektoren besitzen, die Bezichung

(Hinweis: Man beachte den Hinweis zu Aufgabe 1.17, die Beziehung fiir die Eigenwerte
Ni(A+ B) = \i(A) +\i(B) und die bekannte Beziehung e = e®e® fiir Zahlen a,b € K.
Im Allgemeinen ist fiir nicht kommutierende Matrizen eA*5 £ e4eB )



2 Funktionen mehrerer Variabler

Im Folgenden betrachten wir Funktionen in mehreren Variablen. Im Hinblick auf den Be-
darf in einigen Anwendungen lassen wir hier auch komplexwertige Funktionen zu. Wir
betrachteten also Funktionen auf Teilmengen D C K™ mit Bildbereich in K oder vektor-
und matrixwertige Funktionen mit Bildbereich in K" bzw. in K"*™. Dabei interessie-
ren uns zunéchst grundlegende Eigenschaften wie Stetigkeit, gleichméBige Stetigkeit und
Liptschitz-Stetigkeit, welche analog zum eindimensionalen Fall definiert sind. Viele dieser
Begriffe lassen sich auch wieder ganz allgemein fiir Funktionen auf Teilmengen von nor-
mierten oder metrischen Rdumen definieren. Auf diese formale Verallgemeinerung wird
aber hier bewusst zugunsten der Anschaulichkeit verzichtet.

2.1 Stetigkeit

Wir betrachten Funktionen f: D C K" — K mit nichtleerem Definitionsbereich D C K"
und Bildbereich By C K. Fiir Teilmengen M C D und N C f(D) sind das ,,Bild“ von
M bzw. das ,,Urbild* von N definiert durch

JM):={yeK: 3z e My= f(z)}, ' (N):={zeD:3IyeN,f(z)=y}

In diesem Sinne ist dann By = f(D) und D = f~!(B;). Die Notation f~!(-) ist men-
gentheoretisch zu verstehen und darf nicht mit der fiir bijektive Abbildungen definierten
punktweisen Umkehrabbildung f~' : By — D verwechselt werden. Wegen der Aquivalenz
aller Normen auf K" sind alle im Folgenden abgeleiteten Aussagen unabhéngig von der
gewihlten Norm. Diese wird daher einheitlich mit | - || bezeichnet und bedeutet in der
Regel die euklidische Norm.

Definition 2.1 (Stetigkeit): Eine Funktion f: D — K heifit ,stetig® in einem Punkt
a € D, wenn fiir jede Folge (x™))en in D gilt:

™ = q (k—o0) = f(:c(k)) — f(a) (k — o0).

Sie heifit ,stetig in D “, wenn sie in jedem Punkt in D stetig ist.

Die Definitionsbereiche stetiger Funktionen brauchen nicht offen zu sein. Fiir eine stetige
Funktion f: D — K ist offenbar auch jede Restriktion f|y : M — K auf eine Teilmenge
M C D stetig. Ferner sind mit f auch der Realteil Re f der Imaginérteil Im f sowie
der Absolutbetrag |f| stetig.

Lemma 2.1: Fine Funktion f: D C K" — K st genau dann in einem Punkt a € D
stetig, wenn es zu jedem £ >0 ein § > 0 gibt, so dass fir x € D gilt:

|z —all <o = [f(x) = fla)| <e.

33
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Beweis: Die Argumentation verlauft analog wie im eindimensionalen Fall. Q.E.D.

Lemma 2.2: Fir zwei stetige Funktionen f,g: D — K sind auch die Summe f + g,
das Produkt fg sowie im Falle g(x) # 0, x € D, auch der Quotient f/g stetig.

Beweis: Die Argumentation verlauft analog wie im eindimensionalen Fall. Q.E.D.

Beispiel 2.1: Wir geben ein paar Beispiele elementarer stetiger Funktionen:

i) Die Koordinatenfunktionen f(x):=xzy, k=1,...,n, sind wegen |z — ax| < ||z —al|2
stetig auf ganz K" .

i) Jede Norm |- || auf K" definiert wegen |||z — ||al| ’ < ||z —al| eine stetige Funktion.

iii) Ein ,Monom* auf dem K" vom Grad r ist eine Funktion der Gestalt

Tn
n o

m(z) =2 .. .x
mit =71+ -+ 1, r; € Ng. Eine ,Polynomfunktion“ (oder kurz ,,Polynom*) ist eine
Linearkombination von Monomen vom Grad < 7r:

r

P k1 k

p(z) == E T A
k1. skn €N
k14 +kn=0

mit Koeflizienten ax, x, € K. Das Polynom heifit ,,vom Grad r“ , wenn mindestens einer
der Koeffizienten ay, j, # 0 fur ky + -+ + k, = r. Ein Beispiel eines Polynoms zweiten
Grades auf dem K? ist

2
P _ ki ks . 2 - 2
(a:) = Uk kT Ty~ = Qoo + Q1071 + A1 T2 + A20T] + A1121T2 + Qp2T5.
ky,ka €Ny
k1 +ky=0

Nach dem eben Bewiesenen sind Polynome stetige Funktionen auf ganz K™ .

iv) Sind f: D C K" - K und ¢: f(D) C K — K stetige Funktionen, so ist auch die
zusammengesetzte Funktion go f: D — K stetig. Z.B. ist die Funktion f(x):= \/||z]|
auf ganz K" stetig.

v) Die quadratische Funktion auf dem R?
q(z1,29) := ax? + 2bx 29 + cxl + 2dxy + 2emy + f

hat als Nullstellenmenge {(z1,22) € R?|q(z1,22) = 0} gerade die Kegelschnitte:

a b d
b ¢ e |#0 regularer Kegelschnitt,

d e f

> 0 Ellipse
=ac—b* { =0 Parabel

b < 0 Hyperbel




2.1 Stetigkeit 35

Wir beweisen im Folgenden zunéchst einige grundlegende Eigenschaften stetiger Funk-
tionen auf kompakten Mengen, welche bereits vom eindimensionalen Fall her bekannt sind.

Satz 2.1 (Beschrinktheit): Fine stetige Funktion f : D C K* — K st auf jeder
kompakten Menge K C D beschrdinkt, d. h.: Es gibt eine Konstante Mg mit

[f(2)] < Mg, z€K. (2.1.1)

Beweis: Die Argumentation ist analog zum eindimensionalen Fall. Angenommen, die
stetige Funktion f(x) ist nicht beschrankt auf K . Dann gibt es zu jedem k € N ein
2 € K mit |f(z®)] > k. Die Folge (®)en aus der kompakten Menge K besitzt
eine konvergente Teilfolge (2*));cy mit Limes z € K. Da f stetig ist, folgt

[f@")] = |f(2)] <00 (j — o),
im Widerspruch zur Annahme |f(z®)| — co (k — 00). Q.E.D.

Satz 2.2 (Extremum): Eine stetige Funktion f: D C K" — R nimmt auf jeder (nicht-
leeren) kompakten Menge K C D ihr Mazimum und Minimum an, d.h.: Es gibt Punkte
M und ™, so dass

f(@™™) = sup f(x), f(z™®) = inf f(z). (2.1.2)

zeK zeK

min

Beweis: Die Argumentation ist analog zum eindimensionalen Fall. Die auf K stetige
Funktion f ist nach Satz 2.1 beschréankt, d.h.: Sie besitzt eine obere Grenze

k= sup f(z) < oc.
zeK

Dazu gibt es eine Folge (2*)).en von Punkten aus K mit f(2®) — & (k — 00). Diese
Folge besitzt wieder eine konvergente Teilfolge (x(kf))jeN mit Limes 2™ € K. Da f
stetig ist, folgt f(zk)) — f(2™) (j — o0), d.h.: Es gilt f(2™*) = . Das Argument
fiir die untere Grenze ist analog. Q.E.D.

Anwendung 2.1.1: Seien K7, Ko C K" (nichtleere) kompakte Mengen. Dann ist die
Menge K; x Ky kompakt im Produktraum K" x K" . Die Funktion
flz,y) = [lz =yl
ist stetig auf der kompakten Menge K x Ky C K" x K" . Dies folgt aus der Abschétzung
Nz =yl = ll2' = yll| < lle —y =2’ +¢/|| < fle = 2| + |y = ¥/l
Dann gibt es Punkte a € K; und b € Ky mit

“bll= inf _
la=bf = _nf lle—yl.
d.h.: Damit ist der , Abstand® d(K7, K3) := |la — b|| der Mengen K; und K> definiert.
Im Fall Ky N Ky =0 folgt inf,er, yer, |z — y|| > 0 (Ubungsaufgabe). Insbesondere fiir
eine einpunktige Menge K; = {a} ist dann b € K» eine sog. ,Projektion® des Punktes
a auf die Menge K. Diese Projektion ist i. Allg. nicht eindeutig bestimmt.



36 Funktionen mehrerer Variabler

Satz 2.3 (GleichmiBige Stetigkeit): Fine stetige Funktion f: D C K" — K ist auf
einer kompakten Menge K C D ,gleichmafig stetig, d. h.: Zu jedem € > 0 gibt es ein
0 >0, so dass fir x,y € K gilt:

le—yll<d = [flx) - fly)l <e (2.1.3)

Beweis: Die Argumentation ist analog zum eindimensionalen Fall. Angenommen, f sei
nicht gleichméBig stetig. Dann gibt es ein ¢ > 0 derart, dass zu jedem k& € N Punkte
+® y®) € D existieren mit

1

la® =y ¥l < 2 1) - fu®) 2. (2.14)

Wegen der Kompaktheit von K besitzt die Folge (2®))gey eine konvergente Teilfolge
(%)) ey mit Limes 2 € K. Wegen |2 —y®| < 1/k ist auch z = lim; ., y*) . Da f
stetig ist, folgt daraus

[f@™) = Fy* )] = |f(2) = f@)| =0 (j — o0),
im Widerspruch zu (2.1.4). Q.E.D.

Definition 2.2: FEine Folge von Funktionen f, : D C K* — K, k € N konvergiert
Lpunktweise“ gegen eine Funktion f: D — K, wenn fir alle x € D gilt:

fr(x) = f(x) (k— o0).
Sie konvergiert ,gleichmdflig®, wenn gilt:

sup |fi(x) = f(@)| =0 (k— o0).

Satz 2.4 (GleichmiBige Konvergenz): Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen fy :
D Cc K" - K, k € N, gleichmdflig gegen eine Funktion f : D — K, so ist auch diese
stetig.

Beweis: Die Argumentation ist analog zum eindimensionalen Fall. Seien ein Punkt x € D
sowie ein € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der gleichméfligen Konvergenz gibt es ein
n=mn(e) € N, so dass

sup | fu(y) — f(y)| < 3e.

yeD

Da f, stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle y € D mit ||z —y| < J gilt:
@) = faly)] < e
Fiir alle solche y € D folgt damit

[f(@) = F)l < [f(2) = ful@)| + [ falz) = S + [fuly) = F(W)] <e,
d.h.: Die Funktion f ist in x stetig. Q.E.D.
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Bemerkung 2.1: Wir haben gesehen, dass die Beweise der Sétze von der Beschrinkt-
keit, vom Extremum, der gleichméfligen Stetigkeit sowie der gleichméaffigen Konvergenz
fiir Funktionen in mehreren Variablen praktisch identisch sind mit den entsprechenden
Beweisen fiir Funktionen in einer Variable. Dies legt nahe, dass es sich hierbei um Aus-
sagen handelt, die in noch viel allgemeinerem Kontext giiltig sind. Tatséchlich gelten
analoge Sitze allgemein fiir Funktionen auf kompakten Mengen in einem normierten oder
metrischen Raum (V) || ||) bzw. (X, d(:,-)). Dabei sind die Begriffe ,offen*,  abgeschlos-
sen“ und , kompakt® ganz analog wie im normierten Raum K" definiert. Eine dhnliche
Allgemeingiiltigkeit hat auch der weiter unten formulierte Zwischenwertsatz.

Definition 2.3: i) Fine Teilmenge M C G C K™ heifst ,relativ-offen (bzgl. G )“, wenn
zu jedem Punkt a € M eine Kugelumgebung K,.(a) mit K,(a) NG C M existiert.

ii) Eine Teilmenge M C G C K" heifit ,relativ-abgeschlossen (bzgl. G )¥, wenn die Men-
ge M°NG C G relativ offen bzgl. G ist.

iii) Fine Menge G C K™ heifit ,zusammenhingend” , wenn es keine relativ-offene Zer-
lequng G =UUV gibt mit U,V #0 und UNV =0.

iv) Fine offene und zusammenhingende Menge G C K™ heifst ,Gebiet”.

v) FEine (beliebige) Teilmenge M C K" heifit ,konvexr”, wenn mit je zwei Punkten
z, @' € M auch jede Linearkombination der Art Az + (1—N)z' fir A € [0,1] (d.h.
geometrisch die gesamte ,Verbindungslinie“ zwischen x und ') in M enthalten ist.
Eine abgeschlossene Teilmenge M C K" heifit ,strikt konvex®, wenn jede der Linear-
kombinationen Az + (1—=N)x' fir X\ € (0,1) im offenen Kern M° liegt.

Lemma 2.3 (Konvexe Mengen): i) Die Finheitskugel K1(0) im K™ bzgl. einer belie-
bigen Vektornorm || - || is konver.

ii) Die abgeschlossene Einheitskugel K1(0) im K" bzgl. jeder der l,-Normen | - ||, fir
1 < p < oo is strikt konvex. Fir die Extremfille p = 1 und p = oo ist K1(0) nicht
strikt konvez.

Beweis: i) Seien x, 2’ € K;(0). Fiir A € [0,1] gilt dann mit Hilfe der Dreiecksungleichung
Az + (1= N2 < Alefl + (X = N[« = A+ (1= A) =1,

d.h.: Die Punkte Az + (1 — M)z’ liegen in K(0). Also ist K;(0) konvex.

ii) Fiir den Beweis wird auf die einschlidgige Literatur verwiesen. Q.E.D.

Bemerkung 2.2: Der Begriff der , relativen Offenheit” einer Menge M bzgl. einer Ober-
menge G C K" wird benétigt, da wir ,,offen® nur fiir Mengen im ganzen normierten Raum
K™ definiert haben. Wird die Teilmenge M C K" als eigensténdiger metrischer Raum
mit der Metrik d(z,y) := ||z — y||2 aufgefasst, so sind die ,relativ-offenen® Teilmengen
M C G C K" gerade die ,offenen* Teilmengen dieses metrischen Raumes. Als Beispiel
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betrachten wir die Einheitssphire S1(0) := {z € K" : ||z[]2 = 1} im K", welche als Teil-
menge von K" abgeschlossen ist. Fiir eine offene Menge M C K" ist dann der nichtleere
Schnitt M N S7(0) als Teilmenge von K™ weder offen noch abgeschlossen, aber als Teil-
menge von S(0) ist er relativ-offen. Das Extrembeispiel ist hier die Menge M = 5;(0),
welche, obwohl im K" abgeschlossen, dennoch bzgl. ihrer selbst sowohl relativ offen als
auch relativ-abgeschlossen ist. Der Schnitt M N G einer offene Menge M C K" mit
G C K" ist stets relativ-offen bzgl. G . Umgekehrt ist auch der Schnitt M N G einer
abgeschlossenen Menge M C K" mit G C K" stets relativ-abgeschlossen bzgl. G .

Bemerkung 2.3: Die obige Definition der Eigenschaft ,, zusammenhéngend“ von Mengen
wird iiblicherweise auch mit , topologisch zusammenhéngend“ bezeichnet. Damit unter-
scheidet man diesen Zusammenhangsbegriff von der intuitiv zunéchst naheliegenderen
Eigenschaft |, wegzusammenhéngend“. Dabei nennt man eine Teilmenge M C K" | weg-
zusammenhéngend“, wenn es zu je zwei Punkten xz,2’ € M einen verbindenden ,, Weg*
(bzw. ,parametrisierte Kurve*) gibt, der ganz in M verlduft. Man kann im R? Beispie-
le von Mengen angeben, die zwar topologisch zusammenhéngend aber nicht wezusam-
menhingend sind (Ubungsaufgabe).

Bemerkung 2.4: Bei der Verwendung der Begriffe ,abgeschlossen® und , relativ-abge-
schlossen® fiir allgemeine normierte Raume (V|| - ||) oder metrische Réume (X, d(-,-))
ist etwas Vorsicht geboten. Die Definitionen dieser Begriffe konnen zwar direkt vom K™
itbernommen werden, aber bei der Charakterisierung dieser Eigenschaften iiber Folgen-
konvergenz muss beachtet werden, dass der zugrunde liegende normierte Raum (V|| - ||)
eventuell nicht vollstindig ist, d. h. dass nicht jede Cauchy-Folge in ihm einen Limes hat.
Fiir eine abgeschlossene oder ,relativ-abgeschlossene” Teilmenge A C V' muss daher
nur der Limes einer solchen Cauchy-Folge aus A auch in A enthalten sein, fiir welche
iiberhaupt ein Limes in V' existiert. Im endlich dimensionalen (und damit automatisch
vollstindigen) Raum K" besteht diese Unterscheidung natiirlich nicht; ebenso nicht im
unendlich dimensionalen (vollstdndigen) Banach-Raum (Cf[a,b], | - ||oo) mit der Maxi-
mumnorm ||+ ||.. Dagegen ist der normierte Raum (Cla, b], || - ||2) mit der L2-Norm ||-||2
bekanntlich nicht vollstdndig, so dass in seinen abgeschlossenen Teilmengen nicht jede
Cauchy-Folge einen Limes zu haben braucht.

Bemerkung 2.5: Mengen M C K" mit disjunkten Komponenten, welche einen positi-
ven Abstand haben, konnen offenbar nicht zusammenhéngend sein:

M = M, UM, My, M, #0, d(M,,M,) = _nf |z =yl > 0.
x 1,1 2

Bei sich ,,beriihrenden* Mengen kénnen beide Situationen auftreten. Die Menge bestehend
aus den beiden (offenen) Einheitskugeln

M = K;(0) U K,(2) c K?

ist, obwohl d(K7(0),K1(2)) = 0, nicht zusammenhéngend, da ihr der ,verbindende*
Punkt (1,0) fehlt. Dagegen ist die Vereinigung der zugehorigen Abschliisse

M =K, (0) UK, (2) C K?

zusammenhéngend.
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Lemma 2.4: Fiir stetige Funktionen f:D C K* — K gilt:

i) Das Urbild f~'(O) einer relativ-offenen Menge O C f(D) ist relativ-offen in D .
ii) Das Urbild f=1(A) einer abgeschlossenen Menge A C f(D) ist abgeschlossenen.
iii) Das Bild f(K) einer kompakten Menge K C D ist kompakt.

iv) Das Bild f(G) einer zusammenhingenden Menge G C D ist zusammenhingend.

Beweis: i) Eine relativ-offene Menge O C f(D) ist (relative) Umgebung eines jeden
ihrer Punkte f(a), d.h.: Es gibt eine (relative) Kugelumgebung K.(f(a)) N f(D) C O.
Zu diesem € > 0 gibt es aufgrund der Stetigkeit von f ein 6 > 0, so dass fiir die (relative)
Kugelumgebung Ks(a) N D gilt

f(Ks(a) N D) C K(f(a)) N f(D) C O.
Also ist Ks(a)N' D C f7(O) und f~'(O) demnach relativ-offen.

i) Wir verwenden die Charakterisierung von ,,abgeschlossen® iiber die Folgenkonvergenz.
Sei (#)en irgendeine konvergente Folge in f~'(A) mit Limes x € D. Dann ist die
Bildfolge (f(z®))ren konvergent mit f(2*) — f(z) (k — 00). Wegen der Abgeschlos-
senheit von A in f(D) ist f(x) € A, d.h.: x € f71(A). Alsoist f~1(A) abgeschlossen.

iti) Wir zeigen, dass f(K) C K beschriankt und abgeschlossen und damit nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafi auch kompakt ist. Satz 2.1 ergibt die Beschrénktheit von
f(K) . Zum Beweis der Abgeschlossenheit betrachten wir eine beliebige konvergente Folge
(y*)ren aus f(K) mit Limes y € K. Die Urbildfolge (2®)cy hat dann wegen der
Kompaktheit von K eine konvergente Teilfolge (2(%7));cy mit Limes z € K. Wegen der
Stetigkeit von f ist f(z) = lim; o f(z*)) = y und somit y € f(K). Also ist f(K)
abgeschlossen.

Bemerkung: Eine etwas elegantere Beweisfithrung verwendet den Heine-Borelschen Uber-
deckungssatz wie folgt: Sei {Ox}aea irgendeine offene Uberdeckung von f(K). Dann
bilden die relativ-offenen Mengen

O\:={rxeD: f(x) €0} C D

eine Uberdeckung von K . Nach dem Satz von Heine-Borel (fiir relativ-offene Uberdeckun-
gen) wird die kompakte Menge K bereits durch endlich viele der O} iiberdeckt. Dasselbe
gilt dann auch fiir f(K), d.h.: f(K) ist kompakt.

iv) Wére f(G) nicht zusammenhéngend, so gébe es nicht leere, relativ-offene Mengen
U,V Cc K mit f(G)=UUV und UNV = . Die Urbildmengen U’ := {z € G :
f(x) € U} und V' := {z € G : f(x) € V} sind dann ebenfalls disjunkt, nicht leer,
nach (i) relativ-offen, und es gilt G = U’ UV’ im Widerspruch zur Annahme, dass G
zusammenhéingend ist. Folglich ist f(G) zusammenhingend. Q.E.D.

Satz 2.5 (Zwischenwertsatz): Sei f: D C K" — R stetig und D zusammenhdingend.
Dann nimmt [ fir je zwei Punkte a,b € D jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.
Insbesondere hat [ im Falle f(a)f(b) <0 also eine Nullstelle in D .
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Beweis: Das Resultat von Lemma 2.4 Teil (iv) impliziert, dass mit D auch der Bild-
bereich f(D) C R zusammenhingend ist. Wir wollen zeigen, dass f(D) dann not-
wendig ein (zusammenhingendes) Intervall ist. Hieraus ergibt sich dann unmittelbar
die Richtigkeit der Behauptungen. Angenommen, f(D) ist kein Intervall. Dann gibt es
Punkte f(z), f(y) € f(D) und zwischen diesen einen Punkt z ¢ f(D). Die Mengen
U:= f(D)N(=00,2z) und V := f(D)N(z,00) sind disjunkt, nicht leer und relativ zu
f(D) offen, und es gilt UUV = f(D). Somit ist f(D) nicht zusammenhéngend, im
Widerspruch zur Annahme . Q.E.D.

2.2 Vektor- und matrixwertige Funktionen

Im Folgenden betrachten wir Funktionen (bzw. Abbildungen)

f:DCK"= K™ f:DCK'=K™, f:DcCK™ K™,

Beispiel 2.2: Einfachste Beispiele vektor- und matrixwertiger Funktionen sind:

i) Translation um Vektor b € R? und anschlieBende Drehung um Winkel ¢ € (0,27] (im
Uhrzeigersinn) in der Ebene R?:

_ by cos(p)  sin(yp) x1
flo): < by > - ( —sin(p) cos(p) ) (1’2 >

ii) Dyadisches Produkt f : K" — K"*" eines Vektors v € K" mit sich selbst:
f(v) = (Ui@j);fj:r

iii) Quadrierung f : K™ — K™ von Matrizen A = (a;;)};_;:
F(A) = A2 = (; aikakj)i’jzl.

Mit Hilfe von Normen auf K" und K™ lassen sich die Begriffe , beschréinkt“ und
»stetig® fiir solche Abbildungen ganz analog wie oben fiir Funktionen f: D C K®" — K
definieren. Insbesondere gelten sinngeméf die Sétze von der Beschrénktheit und gleichméfi-
gen Stetigkeit, d. h.: Solche stetige Abbildungen sind auf kompakten Mengen gleichméBig
stetig und beschrankt. Wir stellen fest, dass eine Abbildung f : D C K" — K™ oder
f:D cCc K" — K™ genau dann stetig ist, wenn alle ihre Komponentenfunktionen
fr : D — K bzw. fjr: D — K stetig sind. Im Folgenden sei || - || irgendeine Norm auf
K™.

Lemma 2.5: Flir stetige Funktionen g: D C K" — B C K™ und f: B — K" ist auch
die Komposition fog: D C K" — K" stetig.
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Beweis: Die Argumentation ist wieder analog zum eindimensionalen Fall. Sei z € D
und z® € D mit 2® — 2 (k — o). Wegen der Stetigkeit von g konvergiert y®*) =
g(z®) — g(z) =y (k — oo) und dann wegen der Stetigkeit von f:

(fog)(@®) = f(g(x®)) = f(uy™) = fly) (P — ).

Mit f(y) = f(g(x)) = (f o g)(x) ergibt sich die Behauptung. Q.E.D.

Lemma 2.6: Die auf einer beschrinkten, abgeschlossenen (d.h. kompakten) Teilmenge
D C K" definierte Funktion f: D — B C K" sei injektiv und stetig. Dann ist auch thre
Umkehrfunktion f~': B — D stetig.

Beweis: Die Argumentation ist wieder analog zum eindimensionalen Fall. Sei (y*))en
eine Folge in B mit y* — y € B (k — 00). Wir haben zu zeigen, dass dann 2*) :=
fHy®) — fHy) = = (k — o). Die Urbildfolge (#(®),cy ist beschrinkt, da in der
beschrankten Menge D enthalten. Sei (x(kf)jeN eine konvergente Teilfolge mit z®*7) —
€ € D. Wegen der Stetigkeit von f konvergiert dann f(z*1)) — f(¢). Es gilt aber auch
flzk)y =y — y d.he: f(z) = f(€). Wegen der Injektivitit von f folgt & = 2. Also
sind alle Haufungswerte der (beschrinkten) Folge (2®)iey gleich z, so dass notwendig
z® — 2 (k= 00). Q.E.D.

Bemerkung 2.6: In physikalischer Sprache werden skalarwertige Abbildungen f : R" —
R, Skalarfelder (oder , Tensorfelder O-ter Stufe“), vektorwertige Abbildungen f :R" —
R™  Vektorfelder” (oder ,, Tensorfelder 1-ter Stufe) und matrixwertige Abbildungen f :
R* — R™" Tensorfelder® (oder , Tensorfelder 2-ter Stufe“)“ genannt. Beispiele fiir
Skalarfelder sind ,, Temperatur, , Dichte* und ,, Druck®; , Geschwindigkeit, ,, Schwerkraft*
und ,elektrische Feldstirke* sind Vektorfelder, wihrend ,, Verzerrungen* und ,,Spannun-
gen* durch Tensorfelder 2-ter Stufe beschrieben werden. Abbildungen f : R™*"™ — R™"*"
treten z. B. als sog. ,,Materialtensoren“ in der Elastizitatstheorie auf. Die Bezeichnung
,» Tensor® kommt dabei eigentlich den durch diese Skalar-, Vektor- und Matrizenfeldern
bzgl. des willkiirlich gewé&hlten, kartesischen Koordinatensystems dargestellten Abbildun-
gen zu. Da letztere aber nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhéngen diirfen,
gehoren zur Tensoreigenschaft von Skalar-, Vektor- und Matrizenfeldern noch gewisse
Invarianzeigenschaften gegeniiber Koordinatentransformationen (— Lineare Algebra).

2.2.1 Lineare und nichtlineare Gleichungssysteme

Wir betrachten allgemeine (quadratische) Gleichungssystme der Form
fl('rb s 7‘rn) = b17

: (2.2.5)

(1, ..o 2,) = by,
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bzw. in kompakter Schreibweise

f(z) =0, (2.2.6)

mit der Abbildung f = (fi,...,f,) : D € K* — K" und der vorgegebenen rechten
Seite b = (by,...,b,) € K*. Fiir Gleichungssysteme dieser Art lassen sich in der Regel
keine Losungen in expliziter Form z = f~!(b) angeben. Man kann vielmehr nur hoffen,
eine Folge von Vektoren x(*) zu konstruieren, welche gegen eine Losung konvergiert. Als
Ausgangspunkt fiir eine solche Iteration macht man den Ansatz

g(x) = —o(f(z) = b) ==,

mit einem geeigneten o € K\ {0} d.h.: man sucht einen sog. ,Fixpunkt“ der neuen
Abbildung ¢ : D — K™. Dies motiviert eine sog. , Fixpunktiteration“ (oder ,;sukzessive
Approximation*)

z®) = g(z* V), keN, (2.2.7)

welche mit einem geeigneten Startvektor z(*) € D beginnt. Mit f ist auch g stetig. Im
Falle der Konvergenz 2*) — 2 (k — oo) konvergiert also g(z*~Y) — g(z) (k — o0),
d.h. der Limes z ist Fixpunkt,

v =g(x) =z —o(f(x) =b),

und 16st damit die Gleichung f(x) = b. Die Frage ist also, unter welchen Bedingungen
die Konvergenz der Fixpunktiteration garantiert werden kann.

Definition 2.4: Fine Abbildung g : D C K* — K" heifst , Lipschitz-stetig” , wenn mit
einer Konstante L > 0, der sog. ,Lipschitz-Konstante®, gilt:

lg(z) — gl < Lllz —yll, z,y€D. (2.2.8)

Im Falle L <1 heifst g ,Kontraktion® (bzgl. der gewdhlten Norm | -||).

Fiir Kontraktionen gilt der folgende fundamentale ,, Banachsche Fixpunktsatz“, der fiir
eine groflen Klasse nichtlinearer Gleichungen neben einer Existenzaussage fiir Losungen
vor allem auch ein Verfahren zu deren ndherungsweisen Berechnung liefert. Dieser Satz
kann ganz allgemein in Banachschen Réumen (oder sogar in vollstdndigen metrischen
Réumen) formuliert werden. Wir beschrénken uns hier aber auf seine einfache Variante
im K" und verlagern Verallgemeinerungen in Ubungsaufgaben.

Satz 2.6 (Banachscher Fixpunktsatz): Sei g : D C K* — K" cine Abbildung, fir
welche die folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) g bildet eine abgeschlossene Teilmenge M C D in sich ab.
ii) Auf M ist g eine Kontraktion mit Lipschitz-Konstante ¢ € (0,1) .
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Dann besitzt g in M genau einen Fizpunkt x*, und fir jeden Startpunkt z© € M
konvergiert die Folge der durch (2.2.7) definierten Iterierten x*) € M gegen diesen
Fizpunkt x* € M mit der Fehlerabschdtzung

k
2® — 2| < —L—||z® — 2. (2.2.9)
l—gq

Beweis: i) Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit des Fixpunktes (falls er existiert). Seien
x,2" € M zwei Fixpunkte. Dann gilt wegen der Kontraktionseigenschaft

o — 'l = llg(z) — g(2")|| < qllz — 2|,
was wegen ¢ < 1 notwendig x = 2’/ impliziert.

ii) Da g die Menge M in sich abbildet, sind fiir jeden Startpunkt z(® die Iterierten
™|k € N, wohl definiert. Wir wollen zeigen, dass die Folge (2®)icy eine Cauchy-Folge
ist. Dann hat sie einen Limes z* € K", der wegen der Abgeschlossenheit von M auch in
M liegt. Wegen der Stetigkeit von ¢ folgt

z* = lim 2z = hm g( *=1) = g(lim z*Y) = g(z),

k—o0 k—o0

d.h.: z* € M ist Fixpunkt von g. Fiir beliebige k,m € N gilt:
||m(k+m) ) | = \|x(k+m) — glktm=1) oy (kD) I(k)H

< ||x<k+m) _ m(k+m—1)|| NS ||I<k+1) _ m<’“)||
= lg™ @) — g @) 4+ 2D — 2
< (qul + qm—Z 4t 1)”m(k+1) _ Z(k)”

= (" "+ + D (W) = g

(@™ +q" 4+ D2 = 2O

1-—

k
— T 10 =) < T e - 2.

IN

Wegen ¢ < 1 wird die rechte Seite kleiner als jedes vorgegebene € > 0, wenn nur k grofl
genug ist. Also ist (2"))ren eine Cauchy-Folge.

iii) Zum Nachweis der Fehlerabschitzung (2.2.9) betrachten wir in der obigen Abschétzung
den Grenzprozess m — oo und erhalten wegen x**™ — 2* (m — oo) das gewiinschte
Ergebnis. Q.E.D.

Bemerkung 2.7: Im Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes werden die endliche Di-
mension sowie im Prinzip auch die Vektorraumstruktur des zugrunde liegenden normierten
Raumes nicht verwendet. Er ldsst sich also ohne Probleme auf die Situation eines allgemei-
nen normierten Raumes (V) || - ||) oder sogar metrischen Raumes (X, d(-,-) iibertragen.
Allerdings muss der Grundraum wvollstindig sein, damit fiir die Folge der sukzessiven Ap-
proximationen iiberhaupt die Existenz eines Limes gesichert ist. (Ubungsaufgabe)
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Bemerkung 2.8: Die Anwendung des obigen Fixpunktprinzips fiir die Losung konkreter
nichtlinearer Gleichungssysteme ist Gegenstand von Texten zur ,,Numerischen Mathema-
tik“. Eine Schwierigkeit ist dabei {iberhaupt die Bestimmung einer abgeschlossenen Teil-
menge M C D, welche von ¢ in sich abgebildet wird. Dies eriibrigt sich aber in dem
Fall, dass ¢ sogar auf ganz K" definiert ist. Liegt dann auch noch die Kontraktions-
eigenschaft vor, so ist wegen der Vollstindigkeit von K" der Banachsche Fixpunktsatz
direkt anwendbar. Im Folgenden werden wir zwei Klassen von Problemen kennenlernen,
bei denen diese Idealsituation vorliegt.

Anwendung 2.2.1 (Lineare Gleichungssysteme): Wir betrachten zunéchst als ein-
fachsten Spezialfall ein lineares Gleichungssystem
anzi+ -+ at, = b
(2.2.10)
1Ty + - F Ay = by,

mit gegebener rechter Seite b = (b;)i.; € K" und Koeffizientenmatrix A = (a;;)7;—; €
K™ In kompakter Form lautet dies

Az =b. (2.2.11)

Die Matrix A sei als regular angenommen, so dass eine eindeutig Losung existiert. Der
obigen Philosophie folgend machen wir den Ansatz einer Fixpunktgleichung

glx)=x—oc(Ax —b) ==
mit einem o € K\ {0}. Die zugehérige Fixpunktiteration
g®) = g*=D _ g (Az*D — b)), keN,

konvergiert dann nach dem Banachschen Fixpunktsatz fiir jeden Startvektor z(® e K»
gegen einen Fixpunkt von g bzw. gegen die Losung des Gleichungssystems, wenn ¢ eine
Kontraktion ist. Wir verwenden jetzt die euklidische Norm || - ||z . Wegen

lg(x) —gW)ll2 = |lz — o(Az —b) —y + o (Ay — )]}
=[(I —cA) (@ —y)lla < [[{ — oAz [lz -yl

ist dies der Fall, wenn ¢ := ||[I — 0 Al|s < 1 ist.

Korollar 2.1: Seien A € K™ hermitesch und positiv definit (und damit regulir) und
b e K" gegeben. Dann konvergiert die Fizpunktiteration (sog. ,Richardson'-Iteration®)

a® = 2®0 — A (A —b), keN, (2.2.12)
fiir jeden Startwert x© gegen die Losung des Gleichungssystems

Az =b. (2.2.13)

Lewis Fry Richardson (1881-1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer ,,angewandter Mathematiker®; leistete Pionierbeitréige
zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.
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Beweis: Die Eigenwerte der Matrix A sind positiv und beschrinkt: 0 < A < ||A||-
Folglich gilt fiir die Eigenwerte der Matrix I — ||A||}A:

0<1—|Ald <1
Dies impliziert dann fiir die Spektralnorm
17— AILAll, < 1.
Satz 2.6 liefert daher die behauptete Konvergenzaussage. Q.E.D.

Korollar 2.1 zeigt einen einfachen Weg zur sukzessiven Approximation von Losungen
von Gleichungssystemen mit hermitescher, positiv definiter Koeffizientenmatrix. Dieses
ist der proto-typische, aber auch langsamste Vertreter einer grofien Klasse von sog. ,ite-
rativen“ Losungsverfahren (im Gegensatz zu sog. ,,direkten Verfahren wie z. B. der Gauf$-
Elimination). Fiir nicht-hermitesche oder indefinite Matrizen ist die einfache Richardson-
Iteration i. Allg. nicht geeignet; in diesen Fillen sind raffiniertere Iterationen erforderlich.
Die Konstruktion und Analyse solcher Verfahren ist Gegenstand von Texten zur , Nume-
rischen Mathematik®.

Anwendung 2.2.2 (Nichtlineare Gleichungssysteme): Die Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme ist i. Allg. viel schwieriger als die linearer Systeme. Um ein entspre-
chendes Analogon zu Korollar 2.1 zu erhalten, fiihren wir den Begriff der , monotonen*
Abbildung ein. Dies ist eine direkte Verallgemeinerung der Eigenschaft ,positiv definit®
fiir Matrizen auf nichtlineare Abbildungen.

Definition 2.5: FEine Abbildung f: D C R" — R™ heifit ,stark monoton®, wenn es eine
Konstante m > 0 gibt, so dass fir x,y € D gilt:

(f(z) = f(y), 2 —y)2 = mllz —yl5- (2.2.14)

Fiir Funktionen f:R — R impliziert die eben definierte , starke Monotonie“ die Giiltig-
keit der Beziehung

(f(@) = fy)(z—y) >0,

woraus im Fall z > y notwendig f(x) > f(y) folgt, d.h. die ,strenge® Monotonie von f
im urspriinglichen Sinne.

Korollar 2.2: Seien f:R"™ — R"™ eine Lipschitz-stetige, stark monotone Abbildung mit
Lipschitz-Konstante L und Monotoniekonstante m > 0 sowie ein b € R™ gegeben. Dann
hat die Gleichung

flx)=10 (2.2.15)
eine eindeutige Losung x* . Fir jeden Startpunkt x'% konvergiert die sukzessive Iteration
2k = gkl 9(f(az<k_1)) —b) (2.2.16)

fiir jedes 0 € (0,2m/L?) gegen z*.
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Beweis: i) Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit der Losung (sofern sie existiert). Seien
x, 2’ zwei Losungen. Fiir diese gilt dann:

0=(f(2) =b+b—fa), 2 —a)2 = (f(x) = f(&'),2 —a")2 = m|z — /|3,

woraus x = 2’ folgt.

ii) Die Existenz einer Losung wird mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes gezeigt. Wir
betrachten die zur gestellten Gleichung dquivalente Fixpunktgleichung

g(a) = —0(f(x) = b) ==

Wir wollen zeigen, dass die Abbildung g : R" — R"™ eine Kontraktion ist. Dann folgt
iiber den Banachschen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutig bestimmten Fixpunktes
x*, der nach Konstruktion auch Losung der Aufgabe (2.2.15) ist. Fiir beliebige x,y € R"
betrachten wir

lg(x) = g5 = [l — 0f(x) —y +0f (y)l3
= [l —yl3 = 20(x —y, f(x) = f(v)2 + |l f(2) = FW)I3
< (1—2mb+ L292)||a: — y||§

Fiir 6 € (0,2m/L?) ist also g eine Kontraktion. Diese Losung ist Limes der durch die

sukzessive Iteration
2R — g(x““‘l))

erzeugten Folge (2®))iey fiir beliebigen Startpunkt 2(® € R™. Q.E.D.

2.2.2 Matrixfunktionen

Mit Hilfe der Normkonvergenz von Matrixfolgen lassen sich sog. ,Matrixfunktionen* de-
finieren, welche z. B. eine wichtige Rolle bei der Analyse von approximativen Losungsver-
fahren von Differentialgleichungen spielen.

Matrixpolynome und rationale Funktionen

Fiir eine Matrix A € K™ und ein Polynom p(z) = >, _, ax2* vom Grad r > 0 ist das

Matrixpolynom
T

p(A) = Z apAF.

k=0
definiert. Sei A € C ein Eigenwert von A mit Eigenvektor z € C", z # 0. Dann gilt

p(A)z = ZakAkz = Zak)\kz =p(A)z. (2.2.17)
k=0 k=0

Also ist p(\) Eigenwert von p(A) mit demselben Eigenvektor z .
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Lemma 2.7: Sei A € K™ eine hermitesche Matriz mit (ihrer Vielheiten entsprechend
oft gezihlten) Eigenwerten Ai,..., A\, € R und p ein Polynom. Die Matriz p(A) ist
genau dann requldr, wenn keiner der Eigenwerte von A Nullstelle von p ist.

Beweis: Ist ein Eigenwert A von A mit Eigenvektor z € K"\ {0} Nullstelle von p,
so folgt wegen (2.2.17) p(A)z = 0, d.h.: Die Matrix p(A) ist singulédr. Ist umgekehrt
p(A) singulir, so gibt es ein z # 0 mit p(A)z = 0. Sei {2, i =1,...,n} eine zu den
Eigenwerten \;,;7 = 1,...,n, gehorende Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A.
Damit gilt

n 9 n 5
0=|[lp(A 2:“ A 20, 20 :H 0, p(A) 20
Ip(A)z]l5 = ||p( )gl(z 2229 E (2, 27)2p(A4)2)|

*HZZZ()M” 20 Zw“ of? Ip() 2

Da wegen z # 0 nicht alle Produkte (2, 2(), Null sein kénnen, muss mindestens fiir ein
i€{l,...,n} der Eigenwert ); Nullstelle von p sein. Q.E.D.

Als Folgerung aus Lemma 2.7 sehen wir, dass fiir eine rationale Funktion r(z) =
p(x)/q(x) mit Polynomen p(z) und ¢(z) und eine hermitesche Matrix A € K™ die
zugehorige Matrixfunktion

wohl definiert ist, wenn kein Eigenwert von A Nullstelle des Nennerpolynoms ¢ ist. Unter
modifizierten Bedingungen lédsst sich dies auch fiir nichthermitesche Matrizen definieren.

Wurzelfunktion

Auf analogem Wege lassen sich auch allgemeinere, nicht rationale Matrixfunktionen de-

finieren. Z.B. erhélt man fiir eine hermitesche, positiv-definite Matrix A € K™ mit

Eigenwerten )\; € R, und zugehériger Orthonormalbasis von Eigenvektoren {z(®), i =
.,n} durch

Bz = Z /\3/2(1‘, 20),20 2 e K, (2.2.18)

i=1
eine lineare Abbildung B : K" — K" mit der Eigenschaft
B’z = Z Ni(z, 20)920) = Az, z € K,
i=1

Bei dieser Schreibweise wird die Matrix A ebenfalls als lineare Abbildung in K" auf-
gefasst, wobei hier ,Punkt im K"“ und zugehoriger ,kartesischer Koordinatenvektor*
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identifiziert werden. Die Abbildung B hat die Eigenschaften einer (positiven) Quadrat-
wurzel von A. Aus der Darstellung (2.2.18) gewinnt man auch eine Matrixdarstellung
B = (bjk)}fk:l der Abbildung B, indem man mit den kartesischen Basisvektoren eV), j =
1,...,n, bildet:

bk := (BeW M), = Z/\}/Q(e(j),z(i))Q(z(i), e®)y, Gk=1,...,n
i=1

Dass diese Matrix B tatséchlich dieselbe Wirkung auf einen kartesischen Vektor x =
(x1,...,x,) hat wie die Abbildung B :R" — R" sieht man wie folgt:

(Bx); = bpar = > N2 (eD, 20)y (2 e®)ya,
k=1

k=1 i=1
_ Z Z )\1.1/22]@)21?)% _ Z /\21/2(1’ Z(i))ZZJ(i).
k=1 i=1 i=1

Es gibt noch weitere Matrizen B € R™*" mit der Eigenschaft B2 = A, z.B. die Matrix
B := —AY2. Die ,positive Wurzel* B = AY2 ist aber die einzige symmetrische und
positiv definite. Fiir eine zweite ,,positive Wurzel* B gilt BA = B® = AB, d. h. sie
kommutiert mit A. Nach Lemma 2.8 (s. weiter unten) besitzen folglich B und A eine
gemeinsame Orthonormalbasis {2, i = 1,...,n} von Eigenvektoren. Die Eigenwerte
von B sind dann gerade )\i /2> 0. Damit gilt fiir alle x € R™:

Bz = Z )\}/2(:1:, 2),20 = AV2y,
i=1

d.h. B und A2 stimmen iiberein.

Bemerkung 2.9: Fiir grofie Matrizen ist die Darstellung (2.2.18) kaum zur praktischen
Berechnung der Quadratwurzel B =: AY/? geeignet, da man dazu alle Eigenwerte von A
kennen miisste. Stattdessen kann man sich der Fixpunktiteration

Xk %(X(k—l) + (X(kfl))*lA% keN,

mit einem geeigneten Startwert, z. B.: X(©) = A bedienen, welche beliebig gute Approxi-
mationen zu A'/? liefert (Ubungsaufgabe). Deren Durchfiihrung erfordert ,nur® Matrix-
invertierungen.

Analytische Funktionen

Ein allgemeinerer, mehr analytischer Weg zur Definition von Matrixfunktionen bedient
sich der Taylor-Entwicklung. Die Potenzreihe

o0
Soo() = Zakxk., z € R,
k=0
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habe den Konvergenzradius p > 0. Im Falle x := ||A]|2 < p folgt aus der Abschétzung

m m m
| 2o anat]|, < 3 laxl 1415 < Y- laula
k=r k=r k=r

dass die Folge der Partialsummen s,,(A) := Y " aiA* eine Cauchy-Folge in K™*" ist
Ihr Limes wird geschrieben als

s0a(A) = lim s,,(A) = > A
k=0

In diesem Sinne definieren wir nun die Matrixfunktionen e#, cos(A4) und sin(A) durch
formales Einsetzen der Matrix A in die Taylor-Reihe der entsprechenden Funktion:

- 7A2k : A = -1 kiAQk-kl.
kz:: a4 cos(A Z; sin(A) ;( ) 2T D)

Die Konvergenz der Partialsummenfolgen in K™*" ergibt sich dabei nach obiger Argumen-
tation aus der absoluten Konvergenz der jeweiligen Taylor-Reihen mit Konvergenzradius

p =0
Bemerkung 2.10: Fiir die skalare Exponentialfunktion e* gilt
ety = e%eY,
Beim Beweis dieser Beziehung iiber die Multiplikationsregel fiir Potenzreihen wird die
Kommutativitdt der Multiplikation in K verwendet, d.h.: xy = yx. Fir die Multi-

plikation von Matrizen gilt i. Allg. AB # BA, so dass in diesem Fall auch die obige
Funktionalgleichung i. Allg. nicht gilt:

eMB £ AP,

Wir illustrieren dies durch ein Beispiel:

A:l10]’ :l()l]’ g0t 7é[00 s

0 0 00 00| 00

~EaEe)- [0 1[0 B e
k=0 k=0 0 1 0 1 i k=0

Es gilt aber stets 4 = ee? und allgemeiner e4*? = e4e? . wenn AB = BA (Ubungs-

aufgabe).

Lemma 2.8: Zwei hermitesche Matrizen A, B € K™ kommutieren, d. h. erfiillen AB =
BA, genau dann, wenn sie eine gemeinsame Orthonormalbasis von Eigenvektoren besit-
zen.
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Beweis: i) Sei {2(V, i =1,...,n} ein gemeinsames Orthonormalsystem von Eigenvekto-
ren von A und B mit zugehorigen Eigenwerten A\; bzw. pu;. Dann gilt fiir jedes x € K" :

ABzx = Z(:c, z(i))zABz(i) = Z i, 20,2 = Z(m, 20),BA2" = BAz,

i=1 =1 i=1

d.h.: Esist AB = BA.

ii) Sei nun umgekehrt AB = BA. Dann gilt mit den Eigenwerten A; und einem zugehori-
gen Orthonormalsystem {27 i =1,...,n} von Eigenvektoren von A:

ABz® = BAz®W = \,Bz,

d.h. Bz ist Eigenvektor von A zum Eigenwert ); . Folglich ldsst B den zu \; gehoren-
den Eigenraum FE,();) invariant: BE4(\;) C Ea(\;). Selen p; 5, 7 = 1,...,m;, die
Eigenwerte von Bl|p,(,) und {2, j = 1,...,m;}, ein zugehoriges Orthonormalsy-
stem in E4()\;) von Eigenvektoren. Dann sind konstruktionsgeméf alle diese Eigenvek-
toren z(7) € E4(\;) von B auch Eigenvektoren von A. Die Vereinigung U;{z(), j =
1,...,m;} ist dann ein gemeinsames Orthonormalsystem von Eigenvektoren von B und

A. Q.E.D.

Anwendung 2.2.3: Wir stellen uns die Aufgabe, fiir eine Matrix A € K™*™ mit Norm
p = ||Al]2 < 1 die Inverse (I — A)~' niherungsweise zu berechnen. Nach Lemma 1.16
ist die Matrix I — A regulér. Wir betrachten die Potenzreihenentwicklung

1 o0
-z Zxk’
k=0

welche fiir alle x € R mit |z| < 1 absolut konvergiert. Dann gilt auch

oo

(1= A)™" = s50(A) = A,

k=0

wobei die Reihe rechts im oben definierten Sinne in K"*" konvergiert. Diese wird ,,Neu-
mannsche? Reihe® genannt. Zur Approximation von (I —A)~' haben wir also Partialsum-
men s,(A) dieser Reihe auszuwerten, was lediglich Matrixmultiplikationen und Additio-
nen erfordert. Die Frage ist nun, wie grofl mufl n gewéhlt werden, um eine vorgegebene

2John von Neumann (1903-1957): US-amerikanischer Mathematiker ungarischer Abstammung; wirkte
hauptséchlich am Institute for Advanced Studies in Princeton (zus. mit A. Einstein u.a.) und gilt als
mathematisches Genie; lieferte fundamentale Beitrdge zu den mathematischen Grundlagen der Quan-
tenmechanik, zur Operatortheorie, zur Spieltheorie, zur Gruppentheorie und zur Theorie der partiellen
Differentialgleichungen; Pionier der Automatentheorie und ,, Theoretischen Informatik®.
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Genauigkeit e zu erreichen. Dazu betrachten wir den Fehler:
oSS 55w ] 55
k=0 2 k=m+1 2 e k=m+1 2

. k_ k
*,.1320 Z ||A||2— Z HA”Q

k=n+1 k=n+1

A

n+1

1 p
= Al S Al = 25
k=0

o
Also ist der Fehler in der gewéhlten Norm im Falle

In(e(1 — p))

TG

hochstens gleich .

2.3 Ubungen

Ubung 2.1: Fiir welche = € R” sind die folgenden Funktionen definiert und stetig:

[zll2; [Jz]l2 <1
1, ||$||2 > 1

@) F(x) = nn(]le].), b)f@%={

Ubung 2.2: Der Produktraum K" x K" sei mit der natiirlichen Norm ||{z,y}|ls :=

(Il=)13+ ||y||§)l/2 versehen. Man zeige, dass jedes Skalarprodukt (-,-) auf K" eine stetige
Funktion

f(zy) = (z,y)
auf K" x K" ist. Ist diese Funktion auch Lipschitz-stetig?

Ubung 2.3: Man untersuche, ob die folgenden Mengen im normierten Raum (R, || - )
zusammenhéngend sind:

a) M := 0{K1(0)\ {0}}, b) M :=Ki(0) N Ki(2),

c) M = Usere ez Kiy2(a), d) M:={zeR*|z; € Ry, zo =sin(1/z1)} U{0}.

Ubung 2.4: Fiir eine nichtleere Teilmenge M C R” sei die ,, Abstandsfunktion® d; :
R" — R definiert durch

dy(z) = dist(z, M) == ylélj\f/[ |z — vl

a) Man zeige, dass dy/(-) Lipschitz-stetig ist. Wie grof ist die Lipschitz-Konstante?
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b) Sei M C R" ein Untervektorraum und dy/(-) der euklidische Abstand. Man zeige,
dass zu jedem z € R™ eine eindeutig bestimmte sog. , Bestapproximation® z); € M
existiert mit den Eigenschaften

du(z) = llz —amll2,  (#—2a,9)2=0 Vye M.

["Jbung 2.5: Seien K, Ky C K" (nichtleere) kompakte Mengen. Man beweise:

a) Die Menge K;xI, ist kompakt im Produktraum K"xK™ und die Funktion f(z,y) :=
|z — vyl ist stetig auf K x Ko.

b) Es gibt Punkte a € K7 und b € K, mit

—bll= inf _
la=b = _nf lle—yl.

d.h.: |la —b|| ist der ,Abstand“ der Mengen K; und K.

¢) Im Fall Ky N K, =0 ist inf,ek, yek, ||z — y|| > 0. Insbesondere fiir eine einpunktige
Menge K; = {a} ¢ K, ist dann b € K, eine sog. ,,Projektion* des Punktes a auf die
Menge K,. Man mache sich durch eine geometrische Uberlegung klar, dass diese Projek-
tion i. Allg. nicht eindeutig bestimmt ist.

d) Zusatzaufgabe fiir Anspruchsvolle: Welche Zusatzbedingung an die Menge K, C K"
wiirde die Eindeutigkeit der in ¢) definierten , Projektion“ von a ¢ K, auf K, garantie-
ren?

Ubung 2.6: a) Sei (V,||-||) ein allgemeiner Banach-Raum, d.h. ein wvollstindiger nor-
mierter Raum. Man formuliere in diesem Kontext den Banachschen Fixpunktsatz fiir eine
Lipschitz-stetige Abbildung ¢ : D C V — V und die Fehlerabschétzung fiir die zugehori-
ge Fixpunktiteration. Gilt der Banachsche Fixpunktsatz auch im normierten Funktionen-
raum (Cla,b], || - [|2) mit der L?-Norm || - [|2?

b) Ist die durch

o (23 173 (1
g(x) := Az + b, A.—<1/3 _2/3>, b—(l),

definierte lineare Abbildung eine Kontraktion auf R?? (Hinweis: Man bestimme die zu-
gehorigen Lipschitz-Konstanten bzgl. geeignet erscheinender Matrixnormen; z. B.: Maxi-
mumnorm, /;-Norm, Spektralnorm, ...)

¢) Zusatzaufgabe fiir Anspruchsvolle: Man gebe eine Version des Banachschen Fixpunkt-
satzes in einem allgemeinen metrischen Raum (X, d(-,-)) an und iibertrage den Beweis
fiir den K" aus dem Text auf diese Situation.

Ubung 2.7: Man beweise die folgende Verallgemeinerung des Banachschen Fixpunktsat-
zes: Fiir eine Lipschitz-stetige Selbstabbildung ¢ einer abgeschlossenen Menge M C K"
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seien mit L; die Lipschitz-Konstanten der iterierten Abbildungen g¢* bezeichnet. Unter
der Bedingung

(%) Y Li<x

besitzt dann ¢ in M genau einen Fixpunkt. Dieser wird als Limes der folgenden sukzes-
siven Iteration erhalten:

2™ = g@® ) keN, 2©0¢cMm.

(Die Bedingung (x) ist automatisch erfiillt, wenn ¢ eine Kontraktion ist.)

Ubung 2.8: Man zeige, dass jedes Polynom ungeraden Grades auf dem R” mindestens
eine reelle Nullstelle besitzt.

Ubung 2.9: Die Oberfliche der Erdkugel sei als Kugelsphire 0Kp(0) := {z € R? :
lz]l2 = R} angenommen und die (momentane) Oberflichentemperatur T'(x) als stetige
Funktion

T: 0Kz(0) — R.

a) Man zeige mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass es dann zwei ,gegeniiberliegende®
Punkte z, —z € 0Kg(0) gibt mit der Eigenschaft

T(x)=T(-x).
(Hinweis: Man betrachte auf 0Kz(0) die Funktion f(z):=T(z) —T(—x).)

b) Zusatzaufgabe fiir Anspruchsvolle: Wie muss die Aussage von Teil a) modifiziert wer-
den, wenn zur Definition der Kugelsphére eine andere Norm verwendet wird, z. B. eine
gewichtete lo-Norm, etwa um der tatséichlichen, leicht abgeplatteten Gestalt der Erde
gerecht zu werden? Man skizziere die zugehorige Argumentation.

Ubung 2.10: Sei A € K™ eine hermitesche Matrix mit Eigenwerten )\, € R, ihrer
Vielheit entsprechend oft gezéhlt. Man zeige fiir rationale Funktionen r(z) = p(z)/q(x)
die Abschéatzung:

[F(All € max [r(h0)]

vorausgesetzt q(A\;) # 0,4 = 1,...,n. (Hinweis: Die hermitesche Matrix A besitzt eine
Orthonormalbasis von Eigenvektoren.)

Ubung 2.11: Sei A € K™ hermitesch und positiv-definit. Man zeige, dass fiir die
Startmatrix X(© = A die Folge der Marizen

X® = L(XED 4 (XED)T14), keN,

gegen die Quadratwurzel A'/? konvergiert.
(Hinweis: Ein analoge Tteration ist zur Berechnung der Quadratwurzel einer Zahl a € R
verwendet worden. Man versuche diesen Beweis fiir Matrizen zu iibertragen. Dazu zeige
man, dass alle Iterierten X*) ein gemeinsames Orthonormalsystem von Eigenvektoren
mit A besitzen und folglich kommutieren.)
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Ubung 2.12: Sei A € R™*" eine reelle symmetrische Matrix.

a) Wie sind dann die Matrizen e sin(A),cos(A) definiert? Man gebe Darstellungen mit
Hilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren von A an.

b) Man zeige fiir diese Situation die Eulersche Identitét
et = cos(A) + isin(A).
¢) Beziiglicher welcher Matrixnorm | - || auf R? gilt dann wie zu erwarten
[sin(A)[f <1, [[eos(A)[ <17

(Hinweis: Man beachte, dass symmetrische Matrizen eine Orthonormalbasis von Eigen-
vektoren besitzen.)
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In diesem Kapitel entwickeln wir die Differentialrechnung fiir Funktionen und Abbildun-
gen in mehreren Variablen. Da sich alle im Folgenden betrachteten Beispiele und Anwen-
dungen auf reellwertige Funktionen beziehen, beschréanken wir uns auf diesen Fall, d. h.
auf K=R.

3.1 Partielle und totale Ableitung

Definition 3.1 (Partielle Ableitung): i) Sei D C R™ eine offene Menge. Fine Funk-
tion f: D — R heifst in einem Punkt x € D partiell differenzierbar® bzgl. der i-ten
Koordinatenrichtung (e der entsprechende kartesische Richtungsvektor), falls der Limes

- flathe®) — f(z) _ Of

() =: 0 f ()

existiert; dieser heifst die ,partielle Ableitung bzgl. x; “ von [ in x.

ii) Existieren in allen Punkten x € D alle partiellen Ableitungen so heifit [ ,partiell
differenzierbar®. Sind alle partiellen Ableitungen stetige Funktionen auf D, so heifit f
Lstetig partiell differenzierbar®.

iii) Fine vektorwertige Funktion f = (f1,...,fm) : D — R™ heifit ,(stetig) partiell
differenzierbar®, wenn alle ihre Komponenten f; (stetig) partiell differenzierbar sind.

Die partielle Ableitung kann als gew6hnliche Ableitung interpretiert werden. Bei der Funk-
tion f(x) = f(x1,...,2,) seien alle bis auf das i-te Argument festgehalten und die Funk-
tion f(f) = flxy,...,2i-1,& Tig1, ..., T,) als Funktion von £ allein betrachtet. Die
partielle Ableitung von f bzgl. x; ist dann gerade die gewohnliche Ableitung von f :

of
ar,-

_df
=i
Deshalb gelten fiir die partielle Ableitung analoge Regeln wie fiir die gewthnliche Ablei-
tung, insbesondere die Produkt- und Quotientenregel:

Oif — fo;
ofe) = a0if + 1o, oi(1) = L0

() (&)-

(3.1.1)

Fiir eine partiell differenzierbare Funktion f : D € R®™ — R und eine differenzierbare
Funktion F: 7 — R mit f(D) C I gilt die einfache Kettenregel

O:F(f(x))=F'(f(2)0;f(x), =€ D. (3.1.2)
Eine weitere Verallgemeinerung der Kettenregel werden wir spéter kennenlernen.

95
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Beispiel 3.1: Wir betrachten einige elementare Beispiele:
i) Das quadratische Polynom
p(r) = azoxf + 2a117179 + a02x§ + aypr1 + apg1T2 + ago
ist auf ganz R" stetig partiell differenzierbar und hat die partiellen Ableitungen
Oip(x) = 2a20z1 + 2a1122 + aqo, Oop(x) = 2a1121 + 200222 + aor.

ii) Die Abstandsfunktion
r(2) = llalle = (2] + - + )"
istin D = R"\ {0} stetig partiell differenzierbar mit den partiellen Ableitungen (Anwen-
dung der gewohnlichen Kettenregel):
21’2‘ N xX;
(222 ()

@r(,:c“):%

iti) Sei F': Ry — R eine beliebige, differenzierbare Funktion. Dann ist die zusammen-
gesetzte Funktion f(x) := F(r(z)) auf ganz D = R™\ {0} definiert und dort partiell
differenzierbar. Thre partielle Ableitungen erhélt man mit der Kettenregel als

&ﬂ@zFW@D%ﬁ,i:L”wn

Z.B. hat die Funktion f(z) =1In(r(z)) die partiellen Ableitungen

iv) Wir betrachten die folgende auf R? definierte Funktion:

T17T2
= O 0 = O.
fla) = 22w 0. S0)
Diese ist partiell differenzierbar. Fiir = # 0 erhalten wir ihre partiellen Ableitungen
wieder mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel als
O f(z) = 01 (z122)r(2) ™ + 2y220; (r(2) ™)

= 2o7r(2) "t + mwo(—4)r(2) Pryr ! = zor(2) T — dadaor(z) 0

und analog fiir 4 = 2. Im Punkt o = 0 ist wegen f(he®) = f(0) =0:
he®) —
L (e®) — (0)

lim . =0, =12
Die Funktion f ist aber in # = 0 nicht stetig, denn fiir die Punkte z. := (g,¢) gilt
|lz|| = 0 (¢ — 0) aber wegen r(z.) = v/2¢:

2

ﬂ@ziem(&w)

Wir sehen, dass fiir Funktionen in mehreren Variablen, im Gegensatz zum Fall n =1, die
partielle Differenzierbarkeit (im obigen Sinne) nicht notwendig die Stetigkeit erfordert. In
diesem Beispiel sind aber die partiellen Ableitungen nicht gleichméfig beschrankt.
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Satz 3.1: Sei D C R™ offen. Die Funktion f : D — R habe in einer Kugelumgebung
K,(x) C D eines Punktes © € D beschrinkte partielle Ableitungen (oder f sei iberhaupt
in K.(x) stetig partiell differenzierbar):

sup [0, f(z)| <M, i=1,....,n
€K, ()

Dann ist f stetig im Punkt x .

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir den Fall n = 2. Seine Ubertragbarkeit auf den
allgemeinen Fall n € N ist offensichtlich. Zunéchst gilt fiir y = (y1,92) € K,.(x) :

f(yr,y2) — [z, 22) = f(y,v2) — [, 92) + f(@1,92) — f(o1, 22).

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existieren Zwischenstellen & = £(y2),
n =mn(x1) zwischen z; und y; bzw. zo und y,, so dass

fyry2) — f(z1,22) = 01 f(&,92) (Y1 — 21) + Do f (21, 1) (Y2 — 22).
Wegen der Beschrianktheit der partiellen Ableitungen in K,.(z) folgt

|f(y1,y2) — fla,22)| < M(|lyr — 1] + |y2 — 22]).
Fiir beliebiges ¢ € (0,7] gilt also |f(y) — f(x)| <e fir |ly—z|, <0:=¢/M, d.h.: f ist
stetig in 2 (genauer sogar Lipschitz-stetig). Q.E.D.

Sind fiir eine partiell differenzierbare Funktion f : D C R"™ — R die partiellen
Ableitungen 0;f : D — R wieder partiell differenzierbar, so heifit f ,zweimal partiell
differenzierbar® mit den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

e 0 of
00,f(2) = g la) i= 5 (a—rj(x)).

Allgemein kann man partielle Ableitungen k-ter Ordnung bilden, welche mit

O 2w

bezeichnet werden. Eine Funktion heifit dann ,, k-mal stetig partiell differenzierbar®, wenn
alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f existieren und stetig sind.

Beispiel 3.2: Die durch

.I'ngl’g — l‘ll'g
2 2
T+ x5

fzy,xq) = . (z1,29) #(0,0), £(0,0) :=0,

definierte Funktion f : R? — R zeigt, dass i. Allg. die Reihenfolge der partiellen Ablei-
tungen nicht vertauschbar ist. In der Tat ist f iiberall zweimal partiell differenzierbar, es
ist aber (Ubungsaufgabe)

a16'2f(07 0) 7& a2alf(07 O)

In (z1,22) = (0,0) sind die zweiten partiellen Ableitungen aber nicht stetig.
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Satz 3.2 (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge): Sei D C R" offen.
Die Funktion f : D — R sei in einer Umgebung K.(x) C D eines Punktes x € D
zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt:

Allgemein ist fiir eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion die Reihenfolge der
partiellen Ableitungen vertauschbar.

Beweis: i) Wir fithren den Beweis wieder nur fiir den Fall n = 2. Sei
A= f(x1+ hy, 20+ ho) — f(x1 + by, o) — f(w1, 20 + ho) + f(21, 22)
und p(x;) := f(x1, 29 + ha) — f(21,22) . Dann ist
A=@(x1 4+ h1) — ().
Mit dem Mittelwertsatz bzgl. x; erhalten wir
A =hyp'(z1 +61hy), 6 € (0,h).

Wegen ¢ (x1) = 01 f (21, x9+he)— 01 f (21, 22) folgt wieder mit dem Mittelwertsatz diesmal
bzgl. xs:
(p,(l'l) = h2 agalf(xl, Lo + ellhz), 9/1 S (0, hg)

Dies impliziert dann
(p,(lj + 91h1) = hz 8231f(:161 -+ 91h1, To + 9'1h2)

und somit
A= h1h2 agalf(l'l + 91h1, X9 + 9’1h2)

Wir verfahren analog mit x5 und erhalten fir 1(xs) := f(z1 + hy,xa) — f(21,22)
A =P(xy + hy) — (x2) = hot)' (w2 + O2hg) = hihg 010sf (21 + Oahy, w3 + O5hy).

Damit wird

0201 f(z1 + O1hy, xy + 01 D) = = 0102 f (w1 + Ozhy, o + O5hs).

hihs
Wegen der Stetigkeit von 9102f und 9,01 f in K,(z) gilt fiir hy,hy — 0:

0201 f (21, 22) = 0102 f (w1, T2).

ii) Sei nun f k-mal stetig partiell differenzierbar. Die Identitét

fir jede Permutation (i1,...,7;) von (1,...,k) folgt mit Hilfe von (i) durch Induktion
nach k. Q.E.D.
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3.1.1 Begriffe der Vektoranalysis

Definition 3.2 (Gradient): Sei D C R™ eine offene Menge und f : D — R eine
partiell differenzierbare Funktion. Der Vektor der ersten partiellen Ableitungen
T n
gradf(z) == (91 f (), ..., 0,f(x))" €R

heift der ,Gradient* von f im Punkt x € D. Man schreibt auch gradf(z) = Vf(x)
mit dem sog. ,,Nabla-Operator® (vektorieller Differentialoperator erster Ordnung)

V=(0,....0,)"

Definition 3.3 (Hesse-Matrix): Sei D C R™ eine offene Menge und f: D — R eine
zweimal partiell differenzierbare Funktion. Die Matriz der zweiten partiellen Ableitungen

i,j=1

heifst die ,Hesse'-Matriz® von f im Punkt x € D . Man schreibt auch Hy(z) = V> f(z).

Definition 3.4 (Jacobi-Matrix): Sei D C R™ ecine offene Menge und f : D — R™
eine partiell differenzierbare Vektorfunktion. Die Matrixz der ersten partiellen Ableitungen

Jf(l‘) = (E)jfi(x));i;ij:l € R™"
heifit die ,,Funktionalmatriz® (oder auch die ,Jacobi*-Matriz“) von f im Punkt x € D .
Man schreibt auch Jp(z) = Vf(z) = f'(x). Im Fall m = n wird die Determinan-
te det Jy(x) von Js(x) auch ,Funktionaldeterminante® oder ,Jacobi-Determinante® ge-

nannt. Die Zeilen von J;(x) werden also gerade durch die (transponierten) Gradienten
der Funktionen f;(x) gebildet.

Beispiel 3.3: Die Abstandsfunktion r(x) = [|z||2 hat den Gradienten

vt = (02 ) ), - )

und die Hesse-Matrix

V@) = (9 %)Fl N (ﬁzb - ﬁﬁﬁ); - <W>a=l

Ludwig Otto Hesse (1811-1874): Deutscher Mathematiker; wirkte in Konigsberg, Heidelberg und
Miinchen; Beitrédge zur Theorie der algebraischen Funktionen und Invarianten

2Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind hochbegabt; wirkte
in Konigsberg und Berlin; Beitréige zu vielen Bereichen der Mathematik: zur Zahlentheorie, zu elliptischer
Funktionen, zu partiellen Differentialgleichungen, zu Funktionaldeterminanten und zur theoretischen Me-
chanik.
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Diese Hesse-Matrix ist gerade die Jacobi-Matrix der Vektorfunktion v(z) = z/r(z):

R G

i,j=1

Allgemein hat die partiell differenzierbare Funktion f(z) = F(r(x)) den Gradienten

Vi(z) = F’(T(x))@

Als Folgerung aus der Produktregel fiir die partielle Differentiation folgt fiir den Gradi-
enten die Produktregel

V(fg) =gV[+[Vg. (3.1.4)

Im Folgenden verwenden wir fiir die sog. ,innere”“ Multiplikation zweier Vektoren
v,w € R™ je nach Situation die Bezeichnungen:

n
vowi=vTw = Zviwi = (v, w)s.
i=1

Definition 3.5 (Divergenz): Sei D C R™ eine offene Menge und v : D — R™ eine
partiell differenzierbare Abbildung. Die skalare Funktion

divo(z) = dv(x) + -+ + Oy, ().

heifit die ,Divergenz® von v im Punkt x € D. Mit dem Nabla-Operator schreiben wir
auch (im Sinne der sog. inneren® Vektormultiplikation)

divo(z) = V- v(x).

Als Folgerung aus der Produktregel fiir die partielle Differentiation folgt fiir die Divergenz
des Produkts einer skalaren Funktion f: D — R mit einer Vektorfunktion ¢g: D — R":

V-(fg)=Vf-g9g+fV-g (3.1.5)

Beispiel 3.4: Wir betrachten die Vektorfunktion v(z) = z/r(xz) auf R™\ {0} . Wegen
divxzzaﬂ’i =n, x-x=r(r)?
i=1

hat sie die Divergenz
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Definition 3.6 (Rotation): Sei D C R? eine offene Menge und v : D — R3 eine
partiell differenzierbare Abbildung. Die Vektorfunktion

rot v(z) := (Bavs(x) — D3va(x), O3v1 () — Oyvs(x), Drva(x) — ovy (2))

heifit die ,Rotation“ von v im Punkt x € D. Mit dem Nabla-Operator schreiben wir
auch (im Sinne der sog. ,dufleren® Vektormultiplikation)

rotv(z) =V x v(x).

Beispiel 3.5: Wir berechnen die Rotation einiger einfacher Funktionen:
i) Die Rotation der Identitatsfunktion v(x) = x ist rotz =0.

ii) Die Rotation der Funktion v(z) = x/r(z) auf R\ {0} erhalten wir iiber

z;  r(x)dy —zjzr()™t r(@)%6; —xm
) — = =1,2
alr(x) 7"‘("1:)2 T’(l’)'g ) Z7j ) 73’

zu
T(.’L’)2523 — I3X9 T'(CC)2632 — T3

(rOtr(a;))l - r(z)? a r(x)3

und analog fiir die anderen beiden Komponenten.

iii) Fiir eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion f: D C R® — R? ist nach
Satz 3.2 die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschbar, d. h.: Es gilt z. B.:

8382f(x) — (9283f(x) = 0
Dies impliziert
rot grad f(z) = (52a3f(1‘) — 0302 f (), 030, f (v) — 0105 f (2), 0102 f () — 3231f(515)) =0.

Also ist die Rotation eines Gradienten Null. Dies bedeutet, dass eine Vektorfunktion v nur
dann der Gradient einer skalaren Funktion sein kann, wenn ihre Rotation verschwindet.

Fiir eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion «: D C R" — R ist
divgrad u(x) = Z@fu(az) =: Au(x),
i=1

mit dem sog. ,,Laplace-Operator® A := divgrad . Der Laplace-Operator spielt eine wich-
tige Rolle in den Differentialgleichungen der mathematischen Physik. Die partielle Diffe-
rentialgleichung

Au=0 (3.1.6)

heifit ,, Laplace-Gleichung® oder ,, Potentialgleichung® ; ihre Losungen heiflen ,,harmonische
Funktionen®“. Ihr ,inhomogenes” Gegenstiick

Au=f



62 Differenzierbare Funktionen

mit einer gegebenen rechten Seite f wird ,,(inhomogene) Laplace-Gleichung® oder , Pois-
son®-Gleichung“ genannt. Differentialgleichungen dieser Art werden im dritten Teil dieser
Buchserie genauer besprochen.

Wir wollen eine ,,typische® Klasse von Losungen der Laplace-Gleichung in der Form
F(r(z)) auf R™\ {0} angeben. Es gilt

x

grad F(r(z)) = F’(r(m));, AF(r(z)) = div(gradF (r(z)))
und folglich
AF(r(@)) = div(F(r(2)T) = 3 {F”(r(az))rx;) rf;) + F(r()0, () }
= P + 3P0 (o )
n—1

= F'(r(2)) +

g Fre))

Dies impliziert in zwei Dimensionen auf R?\ {0} :

RS
r(z)?  r(x)?

Aln(r(z)) = — =0,

und allgemein in n > 3 Dimensionen auf R™\ {0} :

2-=n)(1=-n) (n—-1)(2-n)
r(z)=" * r(z)™

Ar(z)> ™ = =0.

Diese speziellen harmonischen Funktionen In(r(x)) in zwei und ()2~ in n > 3 Dimen-

sionen heiflen ,Fundamentallosungen“ des Laplace-Operators. Sie spielen eine wichtige
Rolle bei der expliziten Konstruktion von Losungen der Laplace-Gleichung.

3.1.2 Totale Differenzierbarkeit

Die folgende Definition der , Ableitung” einer Funktion in mehreren Variablen ist das
Analogon der uns schon vertrauten Ableitung einer Funktion einer Variablen.

Definition 3.7: Sei D C R"™ eine offene Menge. Eine Abbildung f : D C R* — R™
heift in einem Punkt x € D total differenzierbar® (oder einfach differenzierbar),
wenn sie im Punkt x linear approximierbar ist, d.h. wenn es eine lineare Abbildung
Df(z) : R — R™ (das sog. ,Differential“ von f ) gibt, so dass in einer Umgebung von
x gilt:

fx+h)= f(z)+ Df(x)h+w(h), heR", z+heD, (3.1.7)

3Siméon Denis Poisson (1781-1840): Franzosischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Paris; Beitriige
zur mathematischen Formulierung der Physik, zum Magnetismus, zur Himmelsmechanik und zur Wah-
scheinlichkeitsrechnung; einer der Begriinder der Potentialtheorie.
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mit einer Funktion w: D — R™ mit der Eigenschaft

[[w(h)l2

lim
a+heD,||hll2=0  ||h]]2

—0. (3.1.8)
Die Beziehung (3.1.8) schreiben wir auch abgekirzt in der Form w(h) = o(||h]]2) .

Bemerkung 3.1: Fir n = m = 1 stimmt die Definition der ,totalen Ableitung® mit
der schon bekannten Definition der Ableitung von Funktionen einer Variablen iiberein.

Satz 3.3 (Differenzierbarkeit): Sei D C R™ offen. Fiir Abbildungen f : D — R™
gilt:

a) Ist f in x € D differenzierbar, so ist es in x auch partiell differenzierbar, und das
Differential von [ ist gerade die Funktional-Matriz Df(z) = Jg(x).

b) Ist f partiell differenzierbar in einer Umgebung von x € D wund sind die partiellen
Ableitungen in x stetig, so ist f auch in x differenzierbar.

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir n =2 und m =1.
a) Fir differenzierbares f gilt fir i € {1,2}:

_ flz+ he®) — f(z) s (@) - _ (i)
i = Jim (Df @) + b (b)) = Df()e?,

d.h.: f ist partiell differenzierbar.
b) Fiir stetig partiell differenzierbares f gilt mit h = (hq, ho):

flx+h) = f(z) = f(z1+ b, 20 + ha) — f(o1 + hyy22) + f(21 + hy, 22) — f(21,22).
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung ergibt sich

f(x+h) — f(x) = haOa f(v1 + hy, 22 + O2hy) + hiO1 f (21 + O1hy, 29)
= hy (a2f($17 x2) + ws(hy, h2)) + hy (81f($1, x2) + wi(h1, hQ))

mit den Abkiirzungen

wl(hb h2) = 81f(x1 +01hy,29) — a1]0(-7517 352)
wo(hi, ha) = Oaf (21 + ha, 22 + Oahs) — 0o f (21, 22).

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gilt

lim wl(hl,hg) = lim WQ(hl, hg) =0.

h17h2—>0 h1 ,hQ —0

Also ist f differenzierbar mit der totalen Ableitung Df(z) := V f(x). Q.E.D.
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Bemerkung 3.2: Aufgrund der obigen Resultate gelten die folgenden Implikationen:
stetig partiell differenzierbar = (total) differenzierbar = partiell differenzierbar.

Die umgekehrten Implikationen gelten i. Allg. nicht. Die erste Implikation erlaubt es, bei
der k-maligen stetigen partiellen Differenzierbarkeit von Funktionen den Zusatz , partiell
wegzulassen, da die Stetigkeit der k-ten partiellen Ableitungen die totale Differenzierbar-
keit der (k—1)-ten Ableitungen impliziert. Wir sprechen daher im Folgenden kurz von ,, k-
maliger stetiger Differenzierbarkeit”, wenn eine Funktion k-mal stetig partiell differenzier-
bar ist. Differentiale hoherer Ordnung werden wir bei der Ableitung der n-dimensionalen
Taylor-Formel kennenlernen.

Lemma 3.1 (Richtungsableitung): Sei D C R" offen und f : D — R im Punkt
x € D differenzierbar. Dann existiert fir jeden Vektor v € R™ mit vl = 1 die Ableitung
in Richtung v (sog. ,Richtungsableitung®)

of . . flx+tv) - f(x)
7, (@) = lim . '
und ldsst sich schreiben als
0, ) =V
of(2) = 5 (1) = Vf(z) v

Beweis: Fiir # € D definieren wir die Funktion £(t) := x + tv. Fiir geniigend kleines
e >0 ist £(t) € D fir t € [0,e). Also ist die Komposition h := fo¢ : [0,e) - R
definiert. Nach Definition der Richtungsableitung ist

of v _ v fletitv)—flz) d _dhgy gy

gp®) =l t =g/ @t =@ =70
Mit Hilfe der Kettenregel folgt

HOEDY e ONSI0)
i=1
Beachtung von &/(t) = v; ergibt dann
HO) = 3 o= v

was zU zeigen war. Q.E.D.

Anwendung 3.1.1: Im Fall Vf(z) # 0 ist der Winkel 6 zwischen den Vektoren v € R”
mit |[v]|s =1 und Vf(z) € R™ definiert durch

~ Vf@)-v
s) = 7 @I allelL
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Damit finden wir

of
ov
Folglich ist die Richtungsableitung maximal, wenn v und Vf(x) die gleiche Richtung

haben, d.h.: Der Vektor V f(x) g¢ibt die Richtung des stirksten Anstiegs von f im Punkt
x an.

(x) = Vf(z) - v = [V (@)ll2llv]]2 cos(0) = [[V ()] cos(6).

Beispiel 3.6: Zur Hlustration von Satz 3.3 geben wir die folgenden Beispiele:

i) Eine Funktion, fir die alle Richtungsableitungen existieren, die aber dennoch nicht total
differenzierbar ist: Sei f :R?* — R definiert durch

2
T1T2
=0 0,0 0):=0.
fla) = i @£ 0.0, f0)
Die Funktion f ist in R?\ {0} beliebig of stetig differenzierbar. Sei v = (vy,v), ein
beliebiger Richtungseinheitsvektor. Auf der Geraden {x =tv: ¢t € R} hat f die Werte

t3viv, - tvv,

tv) = = .
f(tv) thot + 203 2ot + 03

Die Ableitung von f im Punkt z = 0 in Richtung v existiert also im Fall v, # 0 und
ist:
t _ 2 2
9uf(0) i= tim LSOy, _vive vy
t\0 t t\o t2vf + v vy
Im Fall vy =0 ist 9, = J». Auf den Koordinatenachsen ist aber f(x1,0) = f(0
so dass f in 0 partiell differenzierbar ist und zwar mit Gradient Vf(0) =

diesem Fall gilt also die Formel

S~—
|||

, T2)
(0,0).

9,f(0) = Vf(0) - v

fiir die Berechnung der Richtungsableitungen differenzierbarer Funktionen nicht, so dass
f in 0 nicht total differenzierbar sein kann. Dies liegt an der Unstetigkeit der Funktion
f und ihrer partiellen Ableitungen in x =0:

54

li\rgf(s,g ) =lim— = % #0= £(0,0).

e\ 0284

it) Fine stetige und partiell differenzierbare, aber nicht total differenzierbare Funktion:
Sei f:R? — R definiert durch

fx) =

T2
2 2’7
\ TT + x5

Die Funktion f ist in R?\ {0} beliebig of stetig differenzierbar. Fiir  — 0 gilt:

x#0, f£(0) :=0.

waza| 1 af+ad

f@)] = <
o= g <2 s a

— 0
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also ist f stetig in 0. Auf den Koordinatenachsen ist f(z1,0) =0 und f(0,29) =0, so
dass f in 0 partiell differenzierbar ist mit den Ableitungen 0, f(0) = 9,f(0) = 0. Als
Differential von f in 0 kommt daher nur der Gradient Vf(0) = (0,0) in Frage. Es gilt
aber z. B. fiir 1 =19 — 0:

[f(x) = f(0) = Vf(0) - (w1, 22)[ _ |z15]

[]l2 Caitag

0,
2:5% »
d.h.: f ist in 0 nicht total differenzierbar.

Satz 3.4 (Kettenregel): Seien Dy C R" und Dy, C R™ offene Mengen und g: Dy —
R™ und f : Dy — R" Abbildungen. Ist die Abbildung g im Punkt x € D, und die
Abbildung f im Punkt y = g(x) € Dy differenzierbar, so ist die Komposition h = fog
im Punkt x differenzierbar, und fir die Differentiale gilt:

D.h(2) = D, f(g(x)) - Dugla). (3.1.9)

Dabei ist D h(z) € R™™, D, f(y) € R™", D,g(z) € R"™™, und der Punkt ,-“ steht
fir die entsprechende Matrix-Matriz-Multiplikation.

Beweis: Nach Voraussetzung ist mit « € D, und y = g(z) € Dy:

glx +h) =g(x) + Dog(x)h +wy(h),  fly+n) = fly)+Dyfly)n+wrn),

mit
gl _ e el
a+heD, k20 ||h||2 atneD,|nlla—0 |02

Setzen wir 7 := D,g(x)h 4+ wy(h), so ergibt sich mit y = g(x):

(fog)x+h)=flgx+h)=fly+n)
= f(y) + Dy f(y)n + ws(n)

= f(y) + Dy f(y) - Deg(x)h + Dy f (y)wy(h) + ws(Dag(x)h + w,y(h))
=(fo

9)(x) + Dy f(y ) - Dag(2)h + wrog(h)

mit
Wrog(h) := Dy f (y)wy(h) + wi(Dag(x)h + wy(h)).

Wir haben zu zeigen, dass wyoy(h) = o(||h||) . Mit wy(h) = o(||h]|) ist auch D, f(y)wy(h) =
o(||h||) . Ferner gilt mit einer Konstante ¢ > 0

lawg (A2 < cllAll2,
und wegen wy(n) = o(||n]|) ist

wi() = lInll2 &y (n),  lim @(n) = 0.
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Damit folgt

[wr(Dag(@)h + wy(h)) |2 < [ Deg(@)h + wy(h)l2 lop(Deg(x)h + wo(h))l2
< (1D2g(@)ll2 + c)[[hl2 (|05 (Dag ()b + wg(R)) |2-

Zuammen mit dem vorher Gezeigten folgt also

og(h
wa g( )HQ 50 (h N 0)’
[[72[]2
was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.
Bemerkung 3.3: Die Matrixidentitdt (3.1.9) lautet komponentenweise fiir ¢ = 1,...,m
und j=1,...,7:
ahj a af] agk
T ) =S 2 (g(2), ... gnlx e ) 3.1.10
o) = G0, an0) ) (3.1.10)

Im Spezialfall m =r=1,d.h. g: D, CR—=R" und f:D; CR" = R, ist also

) = S F0(0) = D 5 @) nle) Jo0u(o) = Vo 9le) - g (0). (3101

3.1.3 Mittelwertsatz

Fir differenzierbare Funktionen f : [a,b] — R auf einem Intervall [a,b] C R gilt nach
dem Fundamentalsatz die Beziehung

1 1 1
Fla+h) — f(a) :/ 4 b+ sh)ds :/ Fla+ shyhds — (/ -+ sh) ds) b
o ds 0 0
und weiter nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

fz+h) = f(z) = f(@+Th)h

mit einer Zwischenstelle 7 € (0, 1) . Die Verallgemeinerung dieser Beziehungen fiir Funk-
tionen f: D C R® — R und Abbildungen f: D C R" — R™ erfordert die Verwendung
von vektor- bzw. matrix-wertigen Integralen. Fiir eine matrix-wertige, stetige Funktion
A= (ay)iZ) =y ¢ la, 0] — R™™ ist z. B.:

/ab A(s)ds := (/ab a;;(s) ds):;.

Satz 3.5 (Mittelwertsatz): Sei D C R"™ offen und f : D — R stetig differenzierbar.
Ferner sei x € D und h € R", so dass v +sh € D fir 0 <s<1. Dann gilt:

Fla+h)— fz) = (/OIVf(:ersh) ds) h. (3.1.12)
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Ist f: D CR"— R™ stetig differenzierbar mit Jacobi-Matriz J(z), so gilt
1
Fle+h)— f(z) = (/ Ji(@ + sh) ds)h. (3.1.13)
0

Beweis: Wir betrachten gleich den allgemeinen Fall einer Abbildung f : D — R™.
Fiir die durch g;(s) := fj(x + sh) definierten Funktionen g; : [0,1] — R gilt nach der
Kettenregel:

1 1 n
fi(x 4+ sh) — f;(z) = g;(1) — g;(0) = / g;(s)ds = / Z@Z—fj(aj + sh)h; ds.
0 0 =1
Dies ist fiir m = 1 die Beziehung (3.1.12) und fiir m > 2 die Beziehung (3.1.13). Q.E.D.
Bemerkung 3.4: Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: D C R" — R folgt aus
(3.1.12) mit Hilfe des 1. Mittelwertsatzes der Integralrechnung die Beziehung
1
flx+h)— flx)= / Vfi(x+sh) hds=Vf(x+71h)-h. (3.1.14)
0

mit einem Zwischenwert 7 € (0,1) . Die mehrdimensionale Mittelwertaussage (3.1.13) hat
keine analoge differentielle Form. Fiir m > 1 ist die naheliegend erscheinende Bezichung
flx +h) — f(z) = Je(x + 7h)h i Allg. nicht giiltig, denn der skalare Parameterwert
7 € [0,1] kann nicht fiir alle Komponenten f; als derselbe angenommen werden.

Lemma 3.2: Flir stetige vektorwertige und matrizwertige Funktionen v : [a,b] — R"

bzw. A :[a,b] = R™ " gilt:
b b
‘/v(s)d8H2g/ l[o(s)]|2 ds, (3.1.15)

H /abA(S) as], < /abnA(s)nzds. (3.1.16)

Beweis: Mit der Setzung w := f;v(s) ds erhalten wir

| [vasl= [wwns < [ letstadstol

Dies impliziert (3.1.15). Zum Beweis von (3.1.16) setzen wir w := fabA(s) ds und verfah-
ren analog wie zuvor. Q.E.D.
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Korollar 3.1: Sei D C R™ offen und f : D — R™ stetig differenzierbar. Ferner sei
r €D mit K.(x) CD firein r>0. Dann gilt:

1f (W) = f(@)ll2 < Mlly = zll2, vy € K.(2), (3.1.17)

mit M = sup,cg, ) [|Jr(2)|l2, d-h.: Die Abbildung f ist in D lokal Lipschitz-stetig.
Insbesondere gilt fiir konvexes D :

/(@) = fW)ll2 < M|z = yll, =,y €D, (3.1.18)
mit M :=sup.cp || Jr(2)|l2, d.h.: Die Abbildung f ist auf ganz D Lipschitz-stetig.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz 3.5 gilt mit h:=y — x:

1£() = F@)lle = I f@+ 1) — F(@)]lo = | / Jo(x + sh)

und mit Lemma 3.2 folgt

1 1 1
||/ Jf(a;Jrsh)hdsHQS/ ||Jf(x+slz)h||2ds§/ | J¢(x + sh)|[2]|hl|2 ds
0 0 0
< sup |[Jp(z + sh)llz [[A]2.
0<s<1

Dies beweist die erste Abschétzung. der Beweis der zweiten sei als Ubungsaufgabe gestellt.
Q.E.D.

3.2 Taylor-Entwicklung und Extremwerte

Fiir eine r+ 1-mal stetig differenzierbare Funktion f : (a,b) — R besteht um jeden Punkt
x € (a,b) die Taylor-Approximation

flx+h)= Zf h’“rR,H( “h), (3.2.19)

mit dem Restglied R/ +1(z;h) in differentieller Form

(2 4 0h)

! ) —
Rr+1('7’7 h) - (n + 1)|

R0 €(0,1),
oder in integraler Form
prt 1
R£+1(x; h) = T ~/0 FU(z + th)(1 —t)" dt.

Diese Restglieddarstellungen ergeben sich aus den in Abschnitt 5.3 des Bandes Analy-
sis 1 hergeleiteten durch geeignete Variablensubstitution (Ubungsaufgabe). Im Folgenden
wollen wir dies fiir Funktionen in mehreren Variablen verallgemeinern. Als Anwendung ge-
winnen wir dann auch wieder notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
lokaler Extrema.
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3.2.1 Taylor-Entwicklung im R”

Definition 3.8 (Multiindex-Notation): Ein n-dimensionaler ,Multiindex® ist ein n-
Tupel o = (e, ..., ap) mit Komponenten «; € Ny. Fiir Multiindizes sind eine ,,Ord-
nung® |a| und die ,Fakultit® o! definiert durch

al:=a1+ -+ ay, al:=al..al
|al

Fiir x = (xq,...,2,) € R™ wird gesetzt:

=t

Qn
n

Fiir eine |«|-mal stetig differenzierbare Funktion wird gesetzt:

|ov]
OOf =M . O f = )

" dxt - .- Qxon”

Wegen der Stetigkeit der Ableitungen ist dieser Ausdruck unabhdngig von der Reihen-
folge der partiellen Ableitungen. Summen tiber multiindizierte Grofien werden abgekiirzt

geschrieben in der Form
Ya=> Y

= k=0 a€Ng, [a|=k

Beispiel 3.7: Zur Illustration der Multiindex-Schreibweise betrachten wir den reprisen-
tativen Fall n = 3. Dann sind die Multiindizes a = (aq, a2, a3) der Ordnung |a| = 2
gegeben durch

(2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1).

Die Fakultdten dieser Multiindizes sind der Reihe nach (0! :=1) o! =2, 2,2, 1, 1, 1. Die
zugehorigen partiellen Ableitungen sind

O°f =0Lf, O5f, Oif, D10of, 010sf, Da0sf.
Schliellich ist

N 0f=00f +03f + O3f + 010of + 005 f + D205 f.

laf=2

Satz 3.6 (Taylor-Formel): Sei D C R" ecine offene Menge und f : D — R eine
(r 4+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fir jeden Vektor h € R™ mit
x+sheD,sel0,1], die ,Taylor-Formel“
aaf<x) « f
fla+h)=>" oh + Rl (x5 h), (3.2.20)

laf<r
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mit dem Taylor-Restglied Rfﬂ(x; h) in differentieller Form

0% f(xz + 6h)

Rl(m:h)= Y ———F——h" 0€(0.1),
la|=r+1
oder in integraler Form
! o th
RI(x;h) = (r + 1)/0 %h“ (I—t)"dt.
|a]=r+1 ’

Beweis: i) Wir betrachten die durch ¢(t) := f(z+th) definierte Funktion ¢ : [0,1] — R.
Diese ist (r + 1)-mal stetig differenzierbar mit den k-ten Ableitungen

g® W)= D Oy...0nf(z+th)hi, .. by, (3.2.21)

Wir zeigen dies durch Induktion nach k& mit Hilfe der Kettenregel. Fiir £ = 1 gilt
zundchst:

d n
/ o _ E . )
g (t) - dtf(xl + thla sy Iy + thn) - g azf(m + th)hz~
Sei die Behauptung als richtig angenommen fiir £ — 1 > 1. Dann gilt:

d d -
F () = Zgk-D(p) = = , . , )
090 =20 VO =2 (D0 Oy O+t b )

U1yl —1=1

=1

Q1 yeenyip_1=1

i1,eyip=1

Kommt unter den Indizes iy, ...,i; der Index 7 € {1,...,n} genau «;-mal vor, so gilt
wegen der Vertauschbarkeit der Ableitungen:

Oiy o O o+ th)hy, . hy, = O ... 0% f(x + th)hSh .. hen.

Die Anzahl der k-Tupel (i1,...,%) von Zahlen i; € {1,...,n}, bei denen die Zahl
i€ {l,...,n} genau a;-mal vorkommt mit ay + --- + «, = k ist nach Lemma 3.3 (s.
unten)

k!

ool
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Dies ergibt

gW &)= > O 0nf(x 4 thh, . Dy,

i1yt =1

k!
=3 0O f(w + th)hS B
a1

Looay!
o=k
k!
= Y =0 fz+th)h".
o=k [eX

ii) Als néchstes wenden wir die eindimensionale Taylor-Formel auf die Funktion ¢(¢) an.
Es gibt ein 6 € [0,1], so dass

(7"+1) g(k>

g !
g (0 . .
H =3 k'( )+ o /0 g @) (1 by dt.
r=0

Nach (i) ist

490) _ 5~ 21)

k! a!

|a|=k
und
g(r+1)(9) _ Z aaf(x +9h) he

| |
(r+1)! W a!

1 let
l'/ g =) dt = (r+1) / > 0 f‘rﬂh R (1 — 1) dL.
rl Jo 0

Ja|=r+1

Dies impliziert die Taylor-Formel (3.2.20) mit den Restgliedern in differentieller und in-
tegraler Form. Q.E.D.

Lemma 3.3: Sei o = (ay,...,q,) mit |a] =k > 1 gegeben. Dann ist die Anzahl N, (k)
der k-Tupel (iy,...,iy) von Zahlen i; € {1,...,n}, bei denen die Zahl © € {1,...,n}
genau c;-mal vorkommt, bestimmt durch

Na(k) = — (3.2.22)

ap!- - ap!

Beweis: Wir ordnen die Indizes in dem k-Tupel gem#ifl

(.o yig)=(1,...,1,2,...,2,....n,...,n), o+ +a, =k
—— —— S——
«1—mal ao—mal ap—mal

Die Anzahl der moglichen Permutationen der k Elemente des k-Tupels ist k!. Das k-
Tupel bleibt aber unverdndert, wenn bei einer Permutation die «; Elemente ¢ nur unter
sich vertauscht werden. Die Anzahl dieser Permutationen ist a;!- ... a,! = a!. Dabel wird
im Fall o; =0 die Konvention 0! :=1 verwendet. Insgesamt gibt es also N, (k) = k!/a!
verschiedene Permutationen des k-Tupels. Q.E.D.
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Korollar 3.2: Sei D C R™ eine offene Menge und f : D — R eine r + 1-mal stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt fir © € D und h € R® mit x +sh € D, s € [0,1] :

farh = Y 8Q£F D5 4w (: ), (3.2.23)

Ja|<r+1
mit Funktionen w,.1(x;-) mit den Eigenschaften w,y1(z;0) =0 und
wra(zsh) = o([R]I37).
Speziell im Fall v =0 gilt mit dem Gradienten Vf von f:

Fl@+h) = F(2) + (V£ (@), h)a +wr (o h), (3.224)
und im Fall r =1 gilt weiter mit der Hesse-Matriz Hy von f:
fl@+h) = f(z)+ (Vf(@),h)+ 5(Hp(@)h, h)s + wa(z; h). (3.2.25)

Beweis: i) Unter Verwendung der Taylor-Formel (3.2.20) mit ihrem Restglied in differen-
tieller Form ergibt sich

fla+h =3 Lf,("”) Y Lﬂ‘z* O)

!

(0%
o] <r lor|=r+1
0" f
= E h“—i— g ro(z; h)h
|a|<r+1 la|=r+1

mit

0% f(z + 6h) — D*f(x)
al '
Wegen der Stetigkeit von D*f fiir || =r + 1 gilt limy o7 (z;h) = 0. Setzen wir

wrpr(x; h) = Z rol(x; h)RY,

|a]=r

ro(z;h) =

so folgt wegen
|7 3" - - bl
= S 17 |Oé| =r+ ]-7
[1Rlls QIRlZ" - IRl

die postulierte Konvergenz

w(h)
1m T+ =
h=0 [|A]f5
Dies vervollstindigt den Beweis der Taylor-Formel (3.2.23).
ii) Fur r =0 gilt:
0” 0”
flx+h)= Z f'(:ﬂ)h‘1 +wi(z;h) = f(z) + Z /(@) h® + wi(x; h)

[o4]
ler|<1 lal=1

+Zaf Yhi+wi(w;h) = f(z) + (Vf(x), h)s + wi(z; ),
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und fiir 7 =1 mit elementarer Rechnung;:

f(:p+h):zaa£( I 4 oyl +Zaaf +> ai( Ve 4 wnlash)
<2 ' lof=1 |arl=2
i=1 ij=1

= f(x) + (Vf(2), h)2 + 5(Hy(2)h, 1)z + wa(w; ).

Dies vervollstéandigt den Beweis. Q.E.D.

Definition 3.9: Fiir eine beliebig oft partiell differenzierbare Funktion f: D C R* - R
und einem Punkt x € D heifit die Reihe

Tfachh Z

die ,, Taylor-Reihe“ von f in x.

Korollar 3.3: Sei D C R"™ eine offene Menge und f: D — R eine beliebig oft differen-
zierbare Funktion. Dann konvergiert die Taylor-Reihe von f und stellt f dar, wenn

Rl (x,h) 50 (r—o0), zeD, (3.2.26)
Hinreichend dafiir ist, dass die partiellen Ableitungen von f gleichmdj$ig beschrankt sind:

sup sup 0% f(z)| < oc.
|a|>0 zeD

Beweis: Mit der differentiellen Darstellung des Taylor-Restglieds folgt

0 Oh
1B @l < 3 PIEED e e 0),

lal=r+1
1
P ATIET
<M(p) Y IRl 50 (o)
|a|=r+1
Man beachte, dass hier || - ||« je nach Zusammenhang die Supremumnorm auf Cy(D)

(Vektorraum der auf D stetigen und beschriankten Funktionen) oder die Maximumnorm
auf R"™ bedeutet. Der detaillierte Beweis der letzten Konvergenzaussage wird als Ubungs-
aufgabe gestellt. Q.E.D.

Das folgende Lemma bietet ein handliches Kriterium zur expliziten Bestimmung von
Taylor-Reihen.
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Lemma 3.4: Wird eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion f : D C R* — R
in einer Umgebung K,(x) C D durch eine Reihe homogener Polynome Py(z;h) =
> laf=k Ga(2)h® auf R™ mit Grad k >0 dargestellt,

flx+h)= iPk(a:; h), x4+ he K, (x), (3.2.27)
k=0

so ist dies die Taylor-Reihe von f in x.

Beweis: Wir betrachten die durch ¢(t) := f(x + th) definierte Funktion ¢ : [0,1] — R.
Aufgrund der Homogenitét der P gilt:

g(t) = Zpk($;fh) = kapk(fﬂ h).
k=0 k=0

Die Ableitungen von g¢(t) erhidlt man durch gliedweise Differentiation dieser Potenzreihe
innerhalb ihres Konvergenzbereichs. Auswertung der k-ten Ableitung bei ¢t = 0 ergibt
g*(0) = k!Py.(x; h) und somit unter Verwendung des Arguments im Beweis von Satz 3.6:

o0 () >0 ! Lgp
N9 Koa o N~ (@)
> Pi(x;h) = o _ZZ%D flahe=>" Sh
k=0 k=0 k=0 |a|=k la|=0
Q.ED.
Beispiel 3.8: Fiir die auf D = {z € R*: z # 0} durch
1
flovm) =1 =,
definierte Funktion f: D — R in x =0 erhilt man mit der geometrischen Reihe
1 . i
[ — + .
L — (21 + 29) ;(xl 72)

Diese Reihe konvergiert genau in dem Streifen S = {x € R? : |21 + 22| < 1}. Nach
Lemma 3.4 ist dies die Taylor-Reihe von f, wie man vom Eindimensionalen her vielleicht
vermuten koénnte.

3.2.2 Extremwertaufgaben

Definition 3.10: FEine Funktion f : D — R hat in einem Punkt x € D C R" ein
Jlokales Extremum®, wenn auf einer Kugelumgebung Ks(x) C R™ gilt:

fla)="suwp  fly)  oder  f(x)= _inf [(y).

yeKs(z)ND yeKs(z)ND

Das Extremum heif$t ,strikt®, wenn es in Ks(x)ND nurim Punkt x angenommen wird.
Das Extremum heif$t ,global®, wenn gilt

f(l")=sggf(y) oder  f(z) = inf f(y).

yeD
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Satz 3.7 (Notwenige Extremalbedingung): Sei D C R" offen und f : D — R
stetig differenzierbar. Hat f in einem Punkt T € D ein lokales Extremum, so gilt

Vf(#) = 0. (3.2.28)

Beweis: Die Funktion f : D — R habe in x € D ein lokales Extremum. Mit den
kartesischen Einheitsvektoren e® im R betrachten wir die Funktionen

gi(t) == f(@+te?), i=1,...,n

Dann ist g; auf einem nichtleeren Intervall (—¢;,9;) C R definiert und differenzierbar.
Ferner hat ¢; in t = 0 ein lokales Extremum. Folglich muss ¢/(0) = 0 sein. Dies ist
wegen der (totalen) Differenzierbarkeit von f nach der Kettenregel gleichbedeutend mit

0=g;(0)= Zajf(j:)(sij =0,f(z), i=1,...,n.
QED.

Satz 3.8 (Hinreichende Extremalbedingung): Sei D C R™ offen und f: D — R
zweimal stetig differenzierbar, und es sei in einem Punkt T € D

Vf(#) = 0. (3.2.29)

Ist die (symmetrische) Hesse-Matriz Hy(z) in & positiv definit, so liegt in & ein striktes
lokales Minimum, ist sie negativ definit, so liegt in T ein striktes lokales Mazimum, und
ist sie indefinit, d. h. hat sie sowohl positive als auch negative Eigenwerte, so kann in &
tberhaupt kein lokales Extremum vorliegen.

Beweis: Nach Korollar 3.2 gilt mit der Hesse-Matrix Hy(x):
fle+h) = f(z) + (Vf(x), h)2 + 5(Hp()h, h)s + w(z; h),
wobel limy, o pz0 w2(h)/||R||3 = 0. Wegen V() =0 gilt also:
F@+h) = f(&) = 5(Hp(2)h, h)2 + wa(i; h).
i) Ist Hp(Z) positiv definit, so gilt mit seinem kleinsten Eigenwert A > 0:
(Hy(@)h, h)s > MBI, h e R

Folglich ist
F(@+h) = [(#) 2 SAIRS +wa(E; h).
Fiir geniigend kleines [|h]|> < 8, h # 0, ist nach Voraussetzung |ws(h)| < 3A|[R[|3 und

somit
f@+h) = f(@) > 3AlIR[IE — 3MIR]3 =0,
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d.h. in z liegt also ein striktes lokales Minimum vor.

ii) Ist Hy(Z) negativ definit, so sehen wir mit einer analogen Argumentation, dass in &
ein striktes lokales Maximum vorliegt.

iii) Ist dagegen H(%) indefinit, so gilt mit den Eigenvektoren z; und z_ zu einem
positiven Eigenwert A, und einem negativen Eigenwert A_ von H(Z):

(Hy(2)74, 21)2 = M|z ][5 > 0, (Hp(@)z-,2-)2 = A_||=-||3 < 0.
Fiir geniigend kleines ¢ > 0 gilt dann
Fl@+tzy) = f(2) > A2 5 — 3248|2415 = 0.

sowie
J@+t20) = F@) < AL [f = AL F =0

Also liegt in & weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum vor. Q.E.D.

Beispiel 3.9: Wir geben drei einfache Beispiele im Spezialfall n = 2. Die Funktionen
h@)=at+ai+ay, folo)=a—oi-a3 filz) =2 -3,
haben die Gradienten
Vfi(x) = (221, 2x9), Vfolx) = (=221, —229), Vf3(x)= (221, —219),

und folglich moglicherweise in & = 0 Extrema. Die zugehorigen Hesse-Matrizen sind

f%@=<§g>,Hmm:<j_$>,ﬂmw=<§l>.

Da Hy, (0) positivund Hy,(0) negativ definit sind, liegt in & = 0 fiir f; ein striktes loka-
les Minimum und fiir f, ein striktes lokales Maximum vor. Dagegen ist H,(0) indefinit,
so dass f3 in =0 einen sog. ,,Sattelpunkt® hat.

Beispiel 3.10: Ist die Hesse-Matrix in einer Nullstelle des Gradienten nur semidefinit,
so lassen sich keine allgemeine Aussagen iiber lokale Extrema machen. Dies zeigen die
folgenden Beispiele auf dem R?:

fi(x) = 21 + a3, fo(z) = 27, f3(x) = 27 + 2.

Fiir alle drei Funktionen ist V f;(0) = 0 und die Hesse-Matrizen

Hum=<§8>

sind offenbar positiv semidefinit. Die drei Funktionen zeigen aber in & = 0 unterschied-
liches Verhalten. Die Funktion f; hat dort ein striktes lokales Minimum; die Funktion
fo ein (nicht striktes) lokales Minimum, und die Funktion f; hat iberhaupt kein lokales
Extremum (Sattelpunkt).
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Bemerkung 3.5: Zur praktischen Berechnung einer Extremalstelle, etwa eines Mini-
mums, & einer differenzierbaren Funktion f: D — R kann man das sog. ,,Gradienten-
verfahren* verwenden. Dabei wird ausgenutzt, dass in einem Punkt x € D die Funktion
f den steilsten Abstieg in Richtung des negativen Gradienden —V f(x) hat. Ausgehend
von einem Startpunkt z(®) € D werden danach Iterierte ) erzeugt aus der Vorschrift

2 = g+ T f (2B, (3.2.30)

wobei der Schrittweite Ap > 0 aus der folgenden eindimensionalen Optimierungsbedin-
gung (sog. ,line search®) bestimmt wird:

F@® D — X\ V(D)) = min f(2*D = AV f(2*7D)).

A>0

Im Falle A\, > A, > 0 und einer konvergenten Folge (x(k))keN gilt fiir deren Limes z
dann Vf(#) =0, d.h.: & ist ein moglicher Extremalpunkt. Kriterien fiir die tatséchliche
Konvergenz des Gradientenverfahrens werden in Texten zur Numerik abgeleitet.

3.2.3 Das Newton-Verfahren im R"

Als Anwendung der bisher bereitgestellten Begriffe und Resultate betrachten wir das sog.
»Newton-Verfahren“ zur Losung nicht linearer Gleichungssysteme im K",

flz)=0 (3.2.31)

mit stetig differenzierbaren Abbildungen f : D C R" — R"™. In Anlehnung an die
Newton-Iteration im R!,
f(zr)

@)’

welche geometrisch motiviert ist, wird die Newton-Iteration im R" wie folgt angesetzt:

T = Tp—1 —

20 — p(B=1) _ Jf(z(kfl))flf(x(kfl))’ keN, (3.2.32)

mit der Jacobi-Matrix Jy(-) von f. In jedem Iterationsschritt ergibt sich ein lineares
(n x n)-Gleichungssystem mit J;(z®) als Koeffizientenmatrix. Dies macht das Newton-
Verfahren wesentlich aufwendiger als die einfache Fixpunktiteration; dafiir konvergiert es
aber in der Regel auch sehr viel schneller.

Zum Nachweis der Konvergenz des Newton-Verfahrens nehmen wir an, dass die Ab-
bildung f auf einer offenen (konvexen) Teilmenge D C R"™ definiert ist, und dort stetige
und beschrankte partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. Ferner wird der
Einfachheit halber angenommen, dass eine Nullstelle z von f in D existiert mit der
Eigenschaft

f(z)=0, |J¢(2)] # 0, (3.2.33)

d.h.: Jy(z) ist reguldr. Wir verwenden wieder die Taylor-Formel

f) = flx) + Jp(@)(y —2) + R(x;y), x,y,€ G, (3.2.34)
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mit dem Restglied R(z;y) = (Rj(2;y));=1,..n, wobei

n

Ry(oin) = Y G~ o)l =) [ 5 (o sty - a))(1 - 5) ds.

k=1

Aufgrund der Voraussetzungen an f gilt

M "B
: <y — x| = j ‘
1B 9)llee < - lly =2l M joax, sup

3.2.35
) arka:vl ( )

Fiir jedes x aus einer Umgebung K, (z) = {x € R" : ||z — z|[ < r} € D der Nullstelle
z gilt aufgrund der Taylor-Formel

Jy(@) = Jy(2) + S(z12) = T = () S0}
mit dem Restglied S(z;y) = (Sjr(z;y))jk=1,..n, wobei
n 1 82f
Sik(z; ) = Z (21— 2) 8$k3]xl

=1 0

(z+s(x—2))ds.

Mit der oben definierten Konstante M gilt

n 82 f]
I5(z:2) e < pax sup 3 [0

1sisn ce6 T

(©|lle = 2lloe < A

Also ist fiir = € K,.(2):
177 (2) 7 Sz 2)lloe < N1 7(2) " oo M

Fiir hinreichend kleine Wahl von 7,

1
<o (3.2.36)
15(2)~ Hloo M
existiert dann nach Lemma 1.16 die Inverse (I — J;(z)7'S(z;2))™! und geniigt der

Abschéitzung
1

,1OO< )
I < 77, T 3t

I = Jp(2) 718 (25 2)]

Also existiert Jp(x)™t = [I — Jp(2)7'S(z;2)] 7 Jp(2) 7! fiir alle z € K,.(2), r wie oben
gewdhlt, und es gilt

1) e
1742) Tl M7

= s @) e < -
€K, (2) -

3=
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Satz 3.9 (Newton-Verfahren): Es seien die obigen Voraussetzungen erfillt und r
gemafs (3.2.36) bestimmt. Ferner sei p € (0,7] so gewdhlt, dass

M
= — 1. 2.37
¢:=5-p< (3.2.37)

Dann sind fiir jeden Startwert z(9 € K,(z) die Newton-Iterierten z*) € K,(z) wohl
definiert und konvergieren gegen die Nullstelle z von f. Dabei gilt die Fehlerabschdtzung

2m
l2®) — 2]l < = ¢®,

keN, (3.2.38)
d. h.; Das Newton-Verfahren konvergiert ,quadratisch® (im Gegensatz zur nur linear’
kovergierenden einfachen Fixpunktiteration).

Beweis: i) Fiir jede Iterierte ™ € K,(2) existiert J;(z®)™' so dass auch z*+)
definiert ist. Mit Hilfe der Taylor-Formel (3.2.34) fiir 2 = 2® und y = z sieht man

) 2 = @) f@®) + Ty @)z - 2®)} = T @) R 2)

und somit

M
2+ — 2|00 < o= [l2® — 2|2, .
2m

Im Falle 2% € K,(z) folgt
M
25 = 2o < - 0" <,
m

d.h: oY € K, (2).
ii) Mit der Abkiirzung p; := 2% [|z® — z[|» gilt wieder

k
Pty <<l

Die Abschitzung
M

M
= — (0) — < _— =
o= 5 | 2|l < 5 P = 4

ergibt dann die gewiinschte Abschitzung sowie die Konvergenz z®) — 2 (k — o0).
Q.ED.

Bemerkung 3.6: Bei der Durchfiihrung des Newton-Verfahrens zur Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme ist die Hauptschwierigkeit die Konstruktion eines ,,guten® Startpunk-
tes 20 . Zur VergroBerung des Konvergenzbereiches des Newton-Verfahrens fithrt man
eine ,Dampfung® ein,

20 = 2 ®) N\ T (a®) 7 (2 ®) (3.2.39)

wobei der Parameter A, € (0,1] zu Beginn klein gewéhlt wird und dann nach endlich
vielen Schritten gemifl einer geeigneten Dampfungsstrategie A, = 1 gesetzt wird (=
Numerische Mathematik).
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Beispiel 3.11: Zur Bestimmung der Inversen Z = A~! einer reguliren Matrix A €
R™™ wird gesetzt
FOX) == X' - 4,

fir X € R**" regulir. Eine Nullstelle dieser Abbildung f(:) : R™*" — R"*" ist gerade
die Inverse Z = A~!. Diese soll mit dem Newton-Verfahren berechnet werden. Dazu ist
zuniichst eine Umgebung von A bzw. von A~ zu bestimmen, auf der f(-) definiert und
differenzierbar ist. Fiir X € K,(A) mit p < [[A7!||;" folgt aus

X=A-A+X=A(1-AA-X))
die Beziehung
[ATHA = X)ll2 < A7 214 = Xl2 < p| A7l < 1,

d.h.: T—A'(A—X) und damit auch X sind regulir. Als néichstes ist die Jacobi-Matrix
() von f(-) als Abbildung von R™*" in sich zu bestimmen. Fiir die Durchfiihrung des
Newton-Verfahrens geniigt es offensichtlich, die Wirkung von f’(-) auf Matrizen Y €
R™™ zu bestimmen. Wir wollen zeigen , dass

Ji(X)Y = - X'YX ' Y eR™",

Dies sieht man wie folgt: Aus f(X) = X! — A folgt Xf(X) = I — XA. Fiir die
Jacobi-Matrizen der rechten und linken Seite gilt

(X f(x Z Zﬂingzk ) Ypq
_ ZZ{ ﬁx]z flk T Ofu (X)}ypq

Pq

57p d1q

—quk ymZZwﬂ 0T (X = (Y F(X) + XFX)Y)

und analog /
[I-XA'Y = -YA.

Also ist
YA =Yf(X)+XJ(X)Y = yXx—! —YA-XJ(X)Y

bzw.
Ji(X)Y = - X'y x '

Das Newton-Verfahren
Jf(X(t))X(H-l) _ Jf(X(t))X(t) _ f(X(t))
erhalt in diesem Fall also die Gestalt

_XOT xt) x0T = _x O xO x0T _x®7 4 4

=I
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bzw.
XD = 9x® _ xOAXx® = xOfor - AX®}.

Diese Iteration ist das mehrdimensionale Analogen der Tteration x;,; = z;(2 — ax;) im
skalaren Fall zur divisionsfreien Berechnung des Kehrwertes 1/a einer Zahl a # 0. Uber
die Identitét

XD — 7 =9x® _ XOAX® — 7 = (XU - 7)A(XY - 7)
gewinnt man die Fehlerabschétzung
IXEH = Z|ly < (Al | XY~ Z]13.

Der Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz fiir das Newton-Verfahren ist in diesem
Fall also die Menge
{X e R X — Z|l2 < | AlIZ"}-

3.3 Implizite Funktionen und Umkehrabbildung

Héufig sind Funktionen nicht in der exzpliziten Form y = f(x) gegeben sondern implizit
durch eine Gleichung der Form F(x,y) = 0. Als illustrierendes Beispiel betrachten wir
die Gleichung

F(r,y) =2>+y*—1=0,

welche die Punkte des Einheitskreises 9K;(0) in der Ebene R? charakterisiert. Diese
Gleichung lésst sich formal nach y auflosen:

y = fr(z) :=£V1—2a2

Offenbar gibt es in keiner ganzen Umgebung von x = +1 € R! eine (reelle) Losung
y = f(z). Anhand dieses Beispiels sehen wir, dass die Funktion y = f(z) nicht iiberall
zu existieren und, wenn sie existiert, nicht global eindeutig bestimmt zu sein braucht.

Die allgemeine Fragestellung lautet also wie folgt: Sei D = D* x DY eine offene Menge
im Produktraum R”xR™ und F': D — R eine stetige Funktion. Wir wollen untersuchen,
inwieweit durch die Gleichung

F(z,y)=0, ze€ D" ye DY,
implizit eine Funktion f: D* — DY definiert ist, so dass
F(z, f(z)) =0, xeD"
Ein wichtiger Spezialfall dieser Situation ist die Gleichung
F(z,y) =g(y) —z =0.

In diesem Fall bedeutet die Auflésung nach der Variable y gerade die Bestimmung der
»Umkehrabbildung® y = g~!(x).
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3.3.1 Implizite Funktionen

Satz 3.10 (Implizite Funktionen): Seien D* € R" und DY € R™ offene Mengen und
F :D* x DY — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Ferner sei (Z,y) € D* x DY
ein Punkt, in dem

F(3,§) =0 (3.3.40)

gilt und die Jacobi-Matriz D,F(Z,y) € R™™ reguldr ist.
i) Dann gibt es eine offene Umgebung U(Z) x U(y) C D* x DY und eine stetige Funktion
f:U@) = U(y), so dass

F(z, f(x)) =0, zeU(z). (3.3.41)

ii) Die Funktion f ist eindeutig bestimmt, d. h.: Ist (z,y) € U(Z) x U(y) ein Punkt mit
F(z,y) =0, soist y= f(x).

iii) Die Funktion f ist im Punkt & stetig differenzierbar, und ihre Jacobi-Matriz J(z) =
D, f(z) € R™™ st gegeben durch

Ji(&) = =D, F(&,9) "D, F(2,9). (3.3.42)

Beweis: Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten.

ia) O.B.d.A. sei (z,9) = (0,0). Die Matrix .J, := D,F(0,0) ist gemi Voraussetzung
regulér, so dass durch
G(x>y) =Y - Jy_lF(xv y)

eine stetig differenzierbare Abbildung G : D* x DY — R™ definiert ist. Offenbar ist
G(0,0) =0, und es gilt:

Flr,y) =0 & Glz,y) =y
Die Jacobi-Matrix von G bzgl. der Variable y (I die Einheitsmatrix von R™*™) erfiillt
D,G(0,0) =1 —J,'D,F(0,0) = 0.
Wegen der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarkeit von f ist die Matrix-Funktion
D,G(x,y) stetig. Folglich gibt es eine Kugelumgebung KZ(0) x KY(0) C D* x DY mit
Radius r > 0, so dafl

IDyG (@, )2 < 5

= 9

(z,y) € K*(0) x K¥(0). (3.3.43)

Wegen G(0,0) = 0 gibt es ferner eine weitere offene Kugelumgebung KZ(0) C KZ*(0)
mit Radius 0 < s <7, so dass

|G(z,0)]]2 < 3r, = € KZX(0). (3.3.44)
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ib) Wir wollen nun eine stetige Funktion f : K7(0) — KY(0) mit G(z, f(z)) = f(x)
bzw. F(z, f(z)) = 0 konstruieren. Dazu betrachten wir fiir beliebiges = € K7?(0) die
Fixpunktgleichung

G(z,y) =v. (3.3.45)
Fiir Punkte (z,11), (z,92) € K7(0) x KY(0) folgt mit dem Mittelwertsatz

1G (@, y1) = Gz, 42) |2 < sup IDyG (@, )2 g — w2ll2 < 5llyr — wello.

(z.y) €K (0)x K7 (0)
Weiter gilt dann fiir y € K7(0)
G (@, y)ll2 < G (2, y) = G(x,0)ll2 + |G (=, 0)l2 < 5llylla + 57 <

d.h.: G(z,-) ist eine Selbstabbildung der abgeschlossenen Kugel K¥(0) und aufierdem
eine Kontraktion mit Lipschitz-Konstante ¢ = % Nach dem Banachschen Fixpunktsatz
gibt es somit zu jedem x € K?¥(0) genau einen Fixpunkt y(z) € KY(0) von G(x,-).
Dieser wird ausgehend von dem Startpunkt 3®(z) := 0 als Limes der Iteration

yP(x) = Gla,y" V(). keN,
gewonnen. Dabei gilt die Fehlerabschétzung
ly(x) — ™ @)ll2 < 278ly™ =yl = 271G, 0)[l2 < 27, @ € K(0). (3.3.46)
Mit der Beziehung
y®(2) = Gla,y*V(2)) = y* V() — I F (2, "D (@)

und der Stetigkeit von F(z,vy) erschlieBen wir induktiv, dass die y*) stetige Funktionen
von z € K¥(0) sind. Durch f(z) := y(x) erhalten wir eine Funktion f : K7(0) — KY(0),
fiir die nach Konstruktion gilt:

Gz, f(x)) = f(x), =€ KI(0).

Die Abschiitzung (3.3.46) kann so interpretiert werden, dass die stetigen Funktionen y*)
auf K7(0) gleichmifig gegen die Funktion f konvergieren, so dass letztere ebenfalls
stetig ist. Die Richtigkeit der ersten Behauptung fiir den Fall (Z, ) = (0,0) folgt also
mit den offenen Umgebungen U(Z) := K¥(0) und U(g) := K¥(0).

ii) Die Eindeutige Bestimmtheit der Funktion y = f(x) folgt aus der Tatsache, dass fiir
x € K4(z) der Fixpunkt y = f(z) der Gleichung G(x,y) =y eindeutig bestimmt ist.

iiia) Aus der Definition der Differenzierbarkeit von F'(-,-) in (0,0) folgt ( J, := D, F(0,0))
F(z,y) = Do F(0,0)z + Jyy + w(z, y)

mit einer Funktion w : K7(0)x K¥(0) — R™ mit der Eigenschaft ||w(z,y)|2 = o(||(z, v)||2) -
Nach dem eben Gezeigten gilt F'(z, f(x)) =0 auf KZ¥(0) und folglich

fl@) = —J ' D,F(0,0)z — J; w(z, f(x)).
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Setzen wir ¢(z) := —J, 'w(z, f(x)), so ergibt sich
f(z) = —J; "D, F(0,0)z + (). (3.3.47)

Geméf der Definition der totalen Differenzierbarkeit bedeutet dies, dass f in z = 0
differenzierbar ist, wenn wir zeigen koénnen, dass ¢ (z) = o(||z||2) , d. h.:

i 900) _

w0zl
Um dies zu zeigen, verwenden wir
[o(@)ll2 < 17, 12 lw(z, f(2))ll2 = o(ll(z, f(2))l2)-
Die Behauptung ist also bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dass
[f@)ll2 <Allzlle, = € Ks(0),
fiir hinreichend kleines 6 > 0. Dazu setzen wir
c1 = [|J, D F(0,0) ]2, ¢y = || g, la-

Es gibt Konstanten §; € (0,7), so dass aus ||z| < d; und ||y|| < d2 folgt

1 1
< — < — .
o9}l < 5=l )l < 5=l + ol

Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein ¢ € (0,01], so dass fir ||z|s < 4§ gilt:

1f(@)l]2 < 0.

Deshalb ist fiir [|z|s <4

1
lotz, fF@)ll2 < 5-(lzllz + 1 £ (2)]]2).
2
Die Gleichung (3.3.47) liefert nun

1f@)ll2 < erllzllz + callw(e, f(@)]l2 < (1 + 5)[l2ll2 + 311 (@)]l2-

Daraus folgt [|f(x)]|2 < (2¢14+1)]|z||2, d. h. die gewiinschte Abschdtzung mit v := 2¢;+1.

iiib) Es bleibt, die Existenz der Ableitung D, f(z) in einer Umgebung K7¥(0) C KZ(0)
und ihre Stetigkeit in # = 0 zu zeigen. Dies ergibt sich aus den vorausgesetzten Eigen-
schaften der Abbildung F(z,y) und dem bereits bekannten Storungssatz fiir reguldre
Matrizen. Fiir hinreichend kleines 6 > 0 gilt fiir Punkte (z,y) € Kj(0) x K{(0) C
K2(0) x K2(0)

1

DyF(z.y) — D,F(0,0)[l < ———— .
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Nach Lemma 1.16 und dem nachfolgenden Korollar ist dann auch die Jacobi-Matrix
D, F(z,y) regulér bzw. ihre Determinante det D,F(z,y) # 0. Die Elemente der inver-
sen Matrix D,F(z,y)~! sind daher nach der Cramerschen Regel stetige Funktionen der
Elemente von D, F(z,y). Also konvergiert fir ||(z,y)||s — 0:

IDyF(2,y) " Do F (2, y) — DyF(0,0)™ Do F(0,0)[|2 — 0.

Mit dem obigen Argument, diesmal angewendet fiir Punkte (z,y) € K§(0) x K7(0)
anstelle von (0,0), ergibt sich die Beziehung

fl@+h) = f(z) = =DyF(z,y)"'D: F(z,y)h + w(z; h)
mit einem Restglied w(z;h) = o(||h||2) . Die Ableitung
Dy f(x) = =Dy F(z, f())" Do F(, f(x))

von f ist also stetigin z =0. Q.E.D.

Bemerkung 3.7: Die Funktion f(z) entsteht quasi durch ,,Auflssung” der Gleichung
F(z,y) =0 nach y. Fiir die Giiltigkeit von Satz 3.10 ist wesentlich, dass die Umgebung
D* x DY verkleinert wird; in ganz D® x DY konnte es zu einem gegebenen x mehrere y-
Werte (oder auch gar keine) geben, die der Gleichung F'(x,y) = 0 geniigen (s. Abbildung).

Y

Dy x Dy

U(&)xU(9)

<

=>

Beispiel 3.12: 1) Wir betrachten wieder die Gleichung
F(z,y) =2 +3*—1=0
vom Anfang dieses Kapitels. Es ist D, F(z,y) = 2y, so dass sich nach Satz 3.10 die

Gleichung in der Umgebung eines jeden Punktes (#,4) mit 22+ ¢*> —1 =0 und § # 0
(d.h.: & # £1) eindeutig durch y = /1 — 22 oder y = —v/1 — 22 nach y auflésen lésst.

2) Wir betrachten die Gleichung

F(z,y) = (z —y) (32 —y) = 0.
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Die Ableitung ist D,F(z,y) = (y — 32) + (y — ). Wegen D,F(0,0) = 0 ist Satz 3.10
nicht anwendbar. In der Tat ergibt formales Auflosen nach y:

_ 3 1
yi—zl’izﬂ%

und wir sehen, dass die Funktion y = y(z) bei (z,y) = (0,0) gerade ihren Zweig wechselt,
d.h.: Sie ist dort nicht eindeutig bestimmt.

3.3.2 Regulidre Abbildungen

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Invertierbarkeit von Abbildungen f: D C R” — R"™,
d.h. mit der Existenz der Umkehrabbildung f~!: By — R™. In einer Dimension folgt
fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: I C R — R auf einem Intervall I aus der
strikten Monotonie,

fi(x)#0, wzeD,

die Existenz der Umkehrfunktion f~!: By — R, welche auch wieder stetig differenzierbar
ist. Ein dhnliches Resultat gilt auch fiir Abbildungen in hoheren Dimensionen.

Beispiel 3.13: Die (offene) Teilmenge D := {(r,0), r € Ry,0 € R} der (r,6)-Ebene
wird durch die stetige Abbildung

x1 = fi(r,0) :=rcosf, xo= fo(r,0):=rsinb,

in die (z1,x9)-Ebene abgebildet. Diese Abbildung kann nur lokal injektiv sein (im Streifen
G :={(rd),r € Ry,0 € [0,27)}), aber nicht im GroBen, da die (x1,xs)-Ebene wegen
der Periodizitit von Sinus und Kosinus mehrfach iiberdeckt wird. Fiir » = 0 tritt ein
Problem auf, da offenbar alle Punkte der Form (0,6), 0 € R, in den Nullpunkt 2 = (0,0)
abgebildet werden, was der Injektivitét widerspéche.

Definition 3.11: Sei D C R™ offen. Eine Abbildung f : D — R™ heifit ,requlir® in
einem Punkt & € D, wenn sie in einer Umgebung Ks(&) C D von & stetig differenzierbar
ist, und die Funktionalmatriz Jp(&) reguldr ist. Sie heifft ,requlir in D, wenn sie in
jedem Punkt & € D reguldr ist.

Satz 3.11 (Umkehrabbildung): Sei D C R™ offen und f: D — R"™ regulir in einem
Punkt © € D. Dann gibt es eine offene Umgebung V(&) C D wvon &, die von f bijektiv
auf eine offene Umgebung U(j) C R™ von ¢ := f(&) abgebildet wird. Die Unkehrabbil-
dung f~t:U()) — V(&) ist ebenfalls requlir in ¢, und fiir ihre Funktionalmatriz und
Funktionaldeterminante gilt:

1

@) = @7 det e (9) = g

(3.3.48)
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Beweis: Als Illustration des Beweises dient folgendes Bild:

Sei € D und g := f(z) € f(D). Wir betrachten die durch

F(y,x) =y — f(x)

definierte Abbildung F : R™ x D — R™. Offenbar ist F(y,2) = 0. Ferner ist die Jacobi-
Matrix D,F(y,xz) = —J¢(x) geméf Voraussetung reguldr in &. Nach Satz 3.10 (ange-
wendet mit vertauschten Rollen von z und y) gibt es also (offene) Umgebungen U(y)

von ¢y und U(Z) von & sowie eine (eindeutig bestimmte) stetig differenzierbare Funktion
g:U(g) = U(), so dass

0=F(y,9w) =y — flely), yeU@®).

Folglich gibt es zu jedem y € U(f) genau ein x = g(y) € U(z) mit y = f(z). Wir setzen
nun

V(@) :=U@)n [ (U@) ={z € U&): flz) UG}

Da U(z) und f~*(U(9)) offen sind, ist V() eine offene Umgebung von z . Ferner wird
V(&) von f bijektiv auf U(y) abgebildet. Die zugehorige Umkehrabbildung ist gerade
[t =g. Wegen Jsop-1(-) = Jia(+) = I folgt mit der Kettenregel

Jp@) T (fl@) =1, Jpa(f(x) = Jp(a)™"

und weiter mit dem Determinantensatz det Jy—1(f(z)) = (det Jy(z))~". Q.E.D.

Korollar 3.4 (Offene Abbildung): Ist die Abbildung f : D C R" — R™ regulir, so
ist fiir jede offene Menge O C D auch die Bildmenge f(O) offen. Solche Abbildungen
werden auch als ,offen” bezeichnet.

Beweis: Sei O C D offen und y € f(O) beliebig mit y = f(x), z € O. Nach Satz 3.11
gibt es zu y Kugelumgebungen K,(y) C f(O) sowie K (z) C O, so dass K,(y) C
f(K,(x)). Folglich ist f(O) offen. Q.E.D.
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Bemerkung 3.8: Satz 3.11 garantiert nur die lokale Umkehrbarkeit der Abbildung f .
Fiir die globale Umkehrbarkeit gibt es nur wenig brauchbare Kriterien. Dazu bréuchte
man, dass die implizite Funktion f im Satz 3.10 global eindeutig bestimmt ist, was nur
unter sehr einschrankenden Bedingungen zu garantieren ist.

Bemerkung 3.9: Eine eineindeutige stetige Abbildung f einer offenen Menge D C R”
auf eine offene Menge f(D) C R"™ mit stetiger Umkehrabbildung f~! wird ,, Homdomor-
phismus® genannt. Sind sowohl f als auch f~! stetig differenzierbar, so spricht man von
einem ,, Diffeomorphismus* .

Beispiel 3.14: Wir betrachten die durch
(x1,29) = f(r,0) := (rcosf,rsinf)

definierte Abbildung f : R, x R — R2. Dies ist die Transformation der sog. ,,Polarkoor-
dinaten (r,0) auf kartesischen Koordinaten (z1,z5). Die Jacobi-Matrix von f ist

O-f1 Opfr cosf) —rsinf
Jy(r,0) = = . )
Orfa Ogfa sinf  rcosf
und die zugehorige Jacobi-Determinate ist det Jy(r,6) = r > 0. Die Abbildung f ist also

auf ganz D = R, x R regulér. Nach Satz 3.11 ist f also iiberall in D lokal umkehrbar.
Die Jacobi-Matrix der lokalen Umkehrabbildung f~1(z,x5) lautet

Jp1(xy,30) = Jf(r,G)*l _ ( cos sin ) |

—r~lsin® r~'cosd

Zur Umrechnung in die Variablen (z1,22) = (rcos,rsinf) formen wir um:

r=1/2?+a3, r'z=cosh, r'y=sind.

1 T1\/23 + 23 x9n/2% + 23
Jf—l(l'l,l'g)_< W2} a3 xay/a] + 3 .

/2 2

T+ x5
Wir kennen also die Jacobi-Matrix Jy-1(21,22) der Umkehrabbildung, ohne sie selbst

explizit berechnet zu haben. Letzteres ist im vorliegenden Fall aber moglich. Bzgl. der
Mengen

Damit ergibt sich

—T2 Z1

U:=R, x (—%7‘(‘, %77)7 V=R, xR,

ist die Abbildung f: U — V bijektiv mit der Umkehrabbildung

[ (@,y) = (\/2} + 23, arctan(z, /22)).

Durch Berechnung der partiellen Ableitungen dieser Abbildung kann die obige Form ihrer
Jakobi-Matrix bestétigt werden. Die Abbildung f bildet R, x R auf R?\ {0} ab, sie ist
aber wegen f(r,0) = f(r,0 + 2kx), k € Z, nicht global injektiv.
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3.3.3 Extremalaufgaben mit Nebenbedingungen

Im Folgenden betrachten wir sog. ,restringierte“ Optimierungsaufgaben , speziell solche
mit Gleichungsnebenbedingungen. Seien f : D — R und g : D — R differenzierbare
Funktionen auf einer offenen Menge D C R™. Wir suchen einen Punkt & € D mit der
Eigenschaft

f(&) =inf {f(z), z € U(2), g(¢) =0}, (3.3.49)
oder analog f(2) = sup{f(z), z € U(%), g(2) = 0}, fiir eine Umgebung U(Z). Analog

kann auch die Maximierung von f betrachtet werden. Der folgende Satz gibt uns ein
notwendiges Kriterium fiir eine Losung dieser Aufgabe.

Satz 3.12 (Lagrange-Multiplikatoren): Sei D C R"™ offen und f,g : D — R zwei
stetig differenzierbare Abbildungen. Ferner sei & € D ein Punkt, in dem F ein lokales
Eztremum unter der Nebenbedingung g(&) =0 besitzt, d. h.: Mit der Menge

Ny:={zxeD: g(z) =0}
gilt auf einer Umgebung U(Z) C D :

f(@)= inf f(z) oder  f(z)= sup f(z). (3.3.50)

z€UNN, 2€UNN,
Ist dann Vg(z) # 0, so gibt es ein A€ R, so dass
V(&) = AVg(#). (3.3.51)

Der Parameter X\ wird wLagrange-Multiplikator® genannt.

Beweis: Wegen der Voraussetzung Vg(z) # 0 kénnen wir nach eventueller Umnumme-
rierung der Koordinaten annehmen, dass 0,¢(Z) # 0. Wir setzen

= (2, 2,) €R", 1 = (&1,...,8n_1) ER"L
Satz 3.10, angewendet auf die Gleichung
F(2',x,) == g(x) =0,

liefert die Existenz von Umgebungen U(z') € R*! von 2’ und U(%,) C R von &, mit
U(z') x U(&,) C D, sowie einer (eindeutig bestimmten) stetig differenzierbaren Funktion
¢ :U(@) = U(z,), so dass

F(@',o(2) =0, 2 €Uz, (3.3.52)

und
N, N (U(zn) x U(2") ={z € U(z,) x U&) : x,, = p(a)}.
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Mit Hilfe der Kettenregel folgt aus (3.3.52):
0:9(%) + 0,9(2)0ip(2') =0, i=1,...,n—1. (3.3.53)

Da f auf N, im Punkt 2 ein lokales Extremum besitzt, hat die Funktion

f@') = F(a, o(2'))
auf U(#') im Punkt ' ein lokales Extremum. Nach Satz 3.7 gilt also notwendigerweise
0=208,f(&) = 0:f(2) + Ouf(2)sp(3), i=1,...,n—1. (3.3.54)

Definieren wir nun

=0, (#)0,9(2)"  bzw.  O0.f(&) = Ang(d),
so ergibt sich zusammen mit (3.3.53) und (3.3.54)
0:f (#) = Ag(#), i=1,...,n,
bzw. X
Vf(&) = AVg(&).
QE.D.

Bemerkung 3.10: Die Aussage von Satz 3.12 kann auch so interpretiert werden, dass
jeder lokale Minimalpunkt & der Funktion F unter der Nebenbedingung ¢(Z) = 0
notwendig zu einem sog. ,stationdren Punkt“ der Lagrange-Funktion

Lz, A) = f(z) — Ag(z), (x,)\) €D xR,

korrespondiert, d.h. zu einem Punkt (Z, ;\) mit

(3.3.55)

el i) = ( V.o /(&) = AV,g(2) ) e

g(%)

Dieser Losungsansatz fiir Optimierungsprobleme mit Gleichungsnebenbedingungen wird
,Buler-Lagrange-Formalismus®“ (oder auch ,indirekte* Losungsmethode) genannt. Im Ge-
gensatz dazu wird bei der , direkten* Losungsmethode die Nebenbedingung g(z) = 0 ex-
plizit z. B. nach z,, = p(x1,...,2,_1) aufgelost und dann die reduzierte, unrestringierte
Optimierungsaufgabe

flzy, . ap1,0(x1, ..., xy—1)) — min.

gelost. In der Praxis ist diese explizite Auflosung aber haufig schwierig, so dass die indi-
rekte Methode trotz der damit verbundenen Dimensionserhhung meist vorgezogen wird.
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Beispiel 3.15: Sei A = (a;;)
gehorige quadratische Form

1 € R™" eine symmetrische Matrix und a(-) die zu-

n
)=

fz) = (x,Ax)y = i ;%5

ij=1

Wir wollen die Extrema von a(z) unter der Nebenbedingung ||z]|s = 1 bestimmen. Wir
definieren:
g(x) = ||z|j5 — 1, N, :={z € R": g(z) = 0}.

Wegen Vg(z) =2z ist Vg(z) # 0 fir z € N,. Weiter gilt wegen a;; = aj;:

Of(z) = Z ai0nt; + Z ;05

i,j=1 i,j=1
n n n
= E g + E aipT; = 2 E Qi T -
= -1 i=1

In kompakter Schreibweise heifit dies Vf(z) = 2Az. Auf der kompakten Menge N,
nimmt die stetige Funktion f ihr Maximum an. Nach Satz 3.12 gibt es ein A€ R, so
dass

Az

= \i
Dies bedeutet, dass A Eigenwert der Matrix A mit dem Eigenvektor Z ist. Wegen

f(&) = (&, A&)y = (&, Ad)s = A

wird das Minimum bei einem Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert A.;, angenommen.
Fiir diesen gilt dann offenbar

: (xv Am)?
Amin = ;Ielﬁg% Wy

d.h. er ist charakerisiert als das Minimum des sog. ,, Rayley-Quotienten*

R(z) = L’ Az)s

13

der Matrix A auf R™. Analog sieht man, dass der maximale Eigenwert .. entsprechend
als das Maximum des Rayley-Quotienten charakterisiert ist.

Beispiel 3.16: Wir wollen das Maximum der auf R™ definierten Funktion

flx) = (z1- ... -2p)?
auf der Sphire S; = {z € R? : |||l = 1} bestimmen. Die Funktion f und die Funktion
¢ in der Nebenbedingung

n

glx) =) al—=1=0 (3.3.56)

i=1
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sind offenbar Polynome und damit stetig differenzierbar. Da die Sphére S; C R™, kompakt
ist, nimmt f auf S; sein Maximum und Minimum an, wobei offenbar min,eg, f(x) =0
und maxgeg, f(2) > 0. Ferner ist Vg(z) = 2z # 0 fir € S;. Nach Satz 3.12 sind die
Extremalpunkte also unter den Losungen (z,\) € R x R des Gleichungssystems

0if(x) = Aog(x), i=1,...,n,
zu suchen. Dieses ist dquivalent zu

20wy - . xp)?

= 2)\1; bzw. (1 ...z’ = M2, i=1
€T

RN

Wegen max,cgs, f(z) > 0, konnen wir 2; # 0 annehmen und erhalten ebenfalls A # 0.
Summation iiber ¢ = 1,...,n und Beriicksichtigung der Nebenbedingung (3.3.56) liefert
daher

und damit weiter

bzw.

Dies beschreibt alle méglichen (nicht trivialen) Losungen (#,A) des Euler-Lagrange-
Systems, d.h. moglicher lokaler Extrema, wobei die zugehérigen Funktionswerte f(&) =
n~" offenbar alle gleich sind. Damit ergibt sich folgendes Resultat: Das (globale) Maxi-
mum von f auf der Sphire S; wird u.a. in dem Punkt

:i‘ - (n71/27 A 7n71/2)7 f(fl\j> = n7n7

angenommen. Fiir alle Punkte = = (z1,...,z,) € R" mit der Eigenschaft z?+---+12 =1
gilt also die Ungleichung

(w1 ... -x,)* <™ (3.3.57)

Wendet man diese Ungleichung auf die zu einem beliebigen x = (z1,...,2,) € R} gebil-
deten Werte & = /z;/(3_1_, 2:)"/? an, so erhélt man die bekannte Beziehung zwischen
geometrischem und arithmetischem Mittel positiver Zahlen x; > 0:

LT ~xng¥.

n

(3.3.58)

3.4 Ubungen

Ubung 3.1: Man berechne die partiellen Ableitungen 9;f der folgenden Funktionen
f:R"\ {0}, wobei r(z) := ||z||2 bezeichnet:

a) f@)=r@)" b flz)=e /"
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Ubung 3.2: Die Funktion f:R?* — R sei definiert durch

23y — zy?

e (x,y) #0, £(0,0) :=0.

f(l'7y) =

Man zeige:

a) f ist auf ganz R? zweimal partiell differenzierbar, d.h.: Die zugehorige Hesse-Matrix
V2f existiert iiberall.

b) f und V[ sind stetig auf R?.

¢) Die Hesse-Matrix V2f ist stetig auf R?\ {0} ; es ist aber 9,9,f(0,0) # 9,0,f(0,0),
d.h.: Die Hesse-Matrix ist in (z,y) = (0,0) nicht symmetrisch.

Ubung 3.3: a) Man berechne den Gradienten Vf = (9,f)7, und die Hesse-Matrix
V2 f = (0:0;f)}j=, der folgenden Funktionen f; : R* — R fiir £ € Ry :
@) fil@)=(lelz+e)7 (@) fole) =€

b) Man diskutiere die Eigenschaften der Hesse-Matrizen dieser Funktionen im R

Ubung 3.4: a) Man berechne den Gradienten und die Hesse-Matrix der durch

f@)=llzl; =1, =€ Ki(0) = {z €R": ||z|l> < 1},

gegebenen Funktion f: K;(0) — R.
b) Wo liegen die Maximal- und Minimalstellen der Funktion f?

Ubung 3.5: Man berechne die Jacobi-Matrix und die Jacobi-Determinante der durch

rcos 6 sin
v(r,0,p) = | rsinfsinep

7 COS P

definierten Abbildung v : R* — R?. In welchen Punkten (r,0,p) ist J,(r,0, ) regulir?

Ubung 3.6: Punkte (71, 22) € R? haben die ,, Polarkoordinatendarstellung*
r1 =7rcosf, w9 =rsind.

mit dem Radius r = ||z]s € Ry U {0} und dem Winkel § € (0,27 zwischen dem
Ortsvektor = und der z;-Achse. Jede Funktion f:R? — R lisst sich als Funktion bzgl.
dieser Polarkoordinaten schreiben:

f(x1,22) = f(rcos@,rsinf) =: F(r,0).
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i) Man zeige, dass der Laplace-Operator A = div grad fiir solche Funktionen F(r,0) die
folgende Form hat:

Af(z1,22) = (0 + 05)f (w1, 22) = (O] + 170, + 17?05 F(r,0).
i) Man zeige, dass fiir w € (0,27] die auf dem Sektor S, := {(r,0) : r > 0,0 € [0,w]}
der (x,y)-Ebene definierte Funktion
5.(r,0) == r™/* sin(f7 Jw)
in S° harmonisch ist, d.h. As, = 0 erfiillt, und den ,Randbedingungen® s,(r,0) =
Sw(r,w) =0 geniigt.

Ubung 3.7: Bei der Untersuchung spezieller Funktionen ist es héufig niitzlich, ihrer
Struktur besonderes gut angepasste Kordinatensysteme zu verwenden. Dazu gehoren z. B.
die sog. ,, Kugelkoordinaten“ (auch , Polarkoordinaten” in zwei Dimensionen):

- rcos(6) T r C.OS(Q) s.in(go)
n=2: . = rsin(d) | n=3: xy | = | rsin(f)sin(e)
T3 r cos(ip)

mit dem Radius r = ||z]|; € Ry U {0} und den Winkeln 6 € [0,27) zwischen dem
Ortsvektor = und der z7-Achse sowie, in drei Dimensionen, ¢ € [0,7] zwischen dem
Ortsvektor = und der xs-Achse. Jede Funktion f : R"™ — R (n = 2,3) ldsst sich als
Funktion bzgl. dieser Kugelkoordinaten schreiben:

n=2: f(x1,x2) = f(rcos(f),rsin(d)) =: F(r,0),

n=3: f(r1,x2,x3) = f(rcos(f)sin(yp), rsin(f)sin p,rcos(p)) =: F(r,0,v).

w07 fiir solche Funktionen

a) Man zeige, dass der Laplace-Operator A = divgrad =)
F(r,0) bzw. F(r,0,¢) die folgende Form hat:

n=2: Af(xy,zy) = (0> +r10, + T_Qag)F(r, ),

2 242 cos ()
O+ + oS 0, ) F(r,0,9)
b) Man bestimme fiir den Laplace-Operator A := divgrad im R™\ {0}:

n=2: Alog(|lz]2) =7, n=3: A(z|;") =7

2
n=3: Af(r),1y,13) = (872 + ;87" + 2 sin2 ()

¢) Man berechne die Jacobi-Matrix und die Jacobi-Determinante fiir die durch

rcos(6) sin(p) rcos(6)
i) wv(r,0,¢) = rsin(f)sin(e) |, it) w(r.0,z) = | rsin(@) |,
r cos(yp) z

definierten Abbildungen v : R? — R?. Zwischen welchen Teilmengen Urbild- und Bild-
bereich sind diese Abbildungen jeweils bijektiv? In welchen Punkten ist J, jeweils irre-
guldr? (Bemerkung: Die Abbildung (i) entspricht gerade den o.a. Kugelkoordinaten im
R3, withrend die Abbildung (ii) zu den sog. , Zylinderkoordinaten* im R3 gehort.)



96 Differenzierbare Funktionen

Ubung 3.8: Wo ist die durch
f(@,y) = |y
definierte Funktion f:R? — R partiell bzw. total differenzierbar?

Ubung 3.9: Fiir welche Argumente z = (21,29, 73) € R? sind die durch
i) fi(@) = o] +lasl, i) fole) = eV
definierten Funktionen f; : R® — R particll bzw. total differenzierbar?

Ubung 3.10: Sei M C R" eine offene Menge und f : M — R" eine Lipschitz-stetige
Abbildung mit Lipschitz-Konstante L. Man zeige:

i) Die Abbildung f besitzt eine Lipschitz-stetige Fortsetzung f auf M , d.h. eine Abbil-
dung f: M — R" mit f(z) = f(z) fir z € M und

If(@) = fWll < Lllz —yll, @,y €M.

ii) Ist M beschrinkt, so ist der Bildbereich f(M) C R™ abgeschlossen.

Ubung 3.11: a) Sei D C R" eine offene und konvexe Menge und f : D — R™ eine
differenzierbare Abbildung mit gleichméBig beschrankter Jacobi-Matrix

sup || Jp(x)||2 < Ky < o0,
reD

Man zeige, dass f dann in D Lipschitz-stetig ist, d. h.:

1f(y) = f@)ll2 < Kslly — 22, 2,y € D.
b) Gilt eine analoge Aussage auch, wenn man die Spektralnorm || - ||z durch eine beliebige
andere (natiirliche) Matrixnorm || - || ersetzt?

¢) Zusatzaufgabe fiir Anspruchsvolle: Mit den von der l,- und der [;-Norm erzeugten
natiirlichen Matrixnormen || - || (“maximale Zeilensumme®) bzw. || - ||; (,,maximale
Spaltensumme*) gelte

up |5 (2)ow < Kor sup [ 5(@)]l < K.
zeD zeD
Man zeige, dass dann

1f () v)lls VKK |y —zll2, @,y €D.

Ubung 3.12: Im Band Analysis 1 (Abschnitt 5.3) wird gezeigt, dass fiir eine r 4+ 1-mal
stetig differenzierbare Funktion f : (a,b) — R um jeden Punkt xy € (a,b) die Taylor-
Approximation

"B (g
F@) =3 L0 )k B (@i - w0,

— k!
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besteht, mit dem Restglied R/ 41(zo; @ — o) in integraler und differentieller Form

z (r+1)
Rl (ogia—an) = 7 [ @ =y o0 = eyt g€ (on.o)

Man leite durch eine Variablentransformation hieraus die folgenden Darstellungen ab:
TR (g
Plot ) =3 T R (),
k=0 ’

mit dem Restglied Rf 41(z0; wp + h) in intregraler und differentieller Form

hT+1 f(r+1) (1‘0 + Hh)

1
— g flr+1) —
/0(1 S S o+ sh) ds =

Rl (x0;h) = P 0 e (0,1),

7!

(Hinweis: Man versuche es mit der Transformation s := (t — zg)/h.)

Ubung 3.13: Man gebe die Taylor-Entwicklung der durch

Tr1 — T2

.13’1+£L’2

fx) =

definierten Funktion f:R? — R um den Punkt z = (1,1) bis zum Restglied Ri(x;h)
3-ter Ordnung an (Das Restglied selbst braucht nicht berechnet zu werden.).

Ubung 3.14: Man zeige, dass die durch
fx)=In(14+zy—21), v€D={yeR®: yy—y; >—1},

definierte Funktion f:D — R die folgende Taylor-Reihe um den Punkt x = 0 hat:

TL(r) =3 (_1,2 — (a2 — )"

Wie sieht der Konvergenzbereich dieser Reihe aus, und stellt sie die Funktion dort dar?

I"Jbung 3.15: Man betrachte die durch
[z, 20) = 222 — 3wy20% + )
definierte Funktion f:R? — R.

a) Man zeige, dass f entlang jeder Geraden durch den Nullpunkt in (0,0) ein (relatives)
Minimum besitzt.

b) Man zeige, dass f im Nullpunkt (0,0) aber kein lokales Minimum in R? besitzt.

(Bem.: Dieses warnende Beispiel sollte man sich ganz klar machen.)
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Ubung 3.16: Scien o) € R”, j =1,...,m, gegebene Punkte. Man bestimme die loka-
len und globalen Minima der durch

fa)=>llz—a?|3
=1
definierten Funktion f:R? — R.

Ubung 3.17: Man bestimme die Extrema der folgenden Funktionen auf R?:

a) flo) =%+ 25 — 9z 29 + 27; b) f(x) =22+ 2k — 2229 + 1.

Ubung 3.18: Man zeige, dass durch die Gleichung
F(r,y,2) =2+ (2> +¢y*)z+1=0

eindeutig eine Funktion z = f(z,y) auf ganz R? bestimmt ist, welche stetig differenzier-
bar ist.

Ubung 3.19: Man untersuche mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, ob die
Gleichung
¥ =y

in der Néhe der Punkte (2,4) und (e, e) nach einer der beiden Variablen auflosbar ist.

Ubung 3.20: Man untersuche die Abbildung
u=-e"cos(y), v=-e"sin(y),

der Menge M := {(z,y) € R? : z € [0,1],y € [—4m, 37|} nach R?, bestimme ihren

Bildbereich und gegebenenfalls die inverse Abbildung. Ist die Abbildung im Groflen, d. h.
als Abbildung von R? nach R? umkehrbar?

Ubung 3.21: Die reelle Zahl a > 0 ist so in drei positive Summanden zu zerlegen, dass
deren Produkt maximal ist. (Hinweis: Man formuliere dies als eine Optimierungsaufgabe
mit Gleichungsrestriktion und benutze zu deren Losung den Lagrange-Ansatz.)

Ubung 3.22: Man bestimme die Maxima und Minimima des Polynoms

flz,y) =42” — 3zy

auf der Kreisscheibe K := {(z,y) € R? : 2% + y* < 1}.
(Hinweis: Man berechne zunéchst die lokalen Extrema von f im Innern von K und dann
auf dem Rand von K, d.h. unter der Gleichungsnebenbedingung 2% +y* =1.)
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Ubung 3.23: Sei D C R” eine offene Menge und f : D — R eine unendlich oft
differenzierbare Funktion mit gleichméfBig beschriankten partiellen Ableitungen, d.h.: In
der tiblichen Multi-Indexschreibweise gilt:

sup (sup |8°‘f(x)\) < 0.

|a|>0 NzeD

a) Man zeige, dass dann die Taylor-Reihe von f,

TL (x4 h) = Z 0 i'(az) he, wx €D,
|or|=0 ’

fiir Inkremente h € R™ mit x +th € D, ¢t € [0, 1], absolut konvergiert und die Funktion
f dort darstellt:
fx+h)=TL(x+h), xeD.

b) Man bestimme die formale Taylor-Reihe um den Punkt x = (1,0,0) der durch

f(ﬂf) .— plt@itzatas

definierten Funktion f : R3 — R. Was ist der Konvergenzbereich dieser Reihe und wo
stellt sie die Funktion f dar?

Ubung 3.24: Man bestimme die Extrema der folgenden Funktionen auf R2:
a) fz) =23+ a3 — 162125 + 1;
b) f(z) = (31— 22)* + (z2 — 1)L

Man diskutiere, ob die gefundenen Extrema auch ,,global® sind.

Ubung 3.25: Man betrachte die durch

arctan(y/z), x #0,
o) = e+, ol = {0

9 €r = Oa
definierte Abbildung der Menge M := {(z,y) € R? : 1 < 2? +y* <e? z <0} nach R?.

a) Man bestimme die Jacobi-Matrix und -Determinante dieser Abbildung; ist die Abbil-
dung regulr?

b) Man bestimme den Bildbereich und gegebenenfalls die zugehdrige inverse Abbildung.

Ubung 3.26: Man beschreibe das Prinzip des Lagrange-Formalismus und wende diesen
an zur Bestimmung der Maxima und Minimima des Polynoms

flr,y)=2—y
auf der Kreislinie K := {(z,y) € R? : 22 +4? =1}.
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Ubung 3.27: Man bestimme mit Hilfe des Lagrange-Formalismus den euklidischen Ab-
stand des Punktes z* := (1,—1,0) € R*® zum Rotationshyperboloid

M = {z = (21,25, 73) € R® | ] + a3 — 2§ = 1}

(Hinweis: Der euklidische Abstand zweier Punkte x,y € R? ist definiert durch d(z,vy) :=
[z —yl2.)



4 Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Theorie der sog. ,,gewohnlichen Differenti-
algleichungen“ entwickelt, soweit das mit den bisher bereitgestellten analytischen Mitteln
moglich ist. Im Zusammenhang mit gewohnlichen Differentialgleichungen treten meist
sog. ,Anfangswertaufgaben“ auf, bei denen Werte der gesuchten Funktion zu einem An-
fangszeitpunkt ¢y vorgeschrieben sind. Mir diesen wollen wir uns im Folgenden auch aus-
schlielich beschéiftigen. Daneben gibt auch sog. , Randwertaufgaben®, bei denen Werte
der gesuchten Funktion in Rand- oder Zwischenpunkten des zugrunde liegenden Definiti-
onsintervalls vorgeschrieben sind.

4.1 Anfangswertaufgaben

Die allgemeinste (skalare) gewohnliche Differentialgleichung d-ter Ordnung fiir eine d-mal
differenzierbare Funktion u(t) auf einem Intervall I = [to, to+7T] hat die implizite Gestalt

F(t,u(t),d' ), .., u?t) =0, tel, (4.1.1)

mit einer Funktion F(t,zg, 21, ...,24). Im Fall 0F/0xy # 0 kann nach dem Satz iiber
implizite Funktionen in (4.1.1) lokal nach u¥ aufgelést werden, und man erhilt eine
explizite Differentialgleichung

u () = f(t,u, o, .., u V), tel. (4.1.2)

Durch Einfithrung der Hilfsfunktionen uy :=wu, us: =1, ..., ug:=u'*"" kann die Gleichung
(4.1.2) d-ter Ordnung in ein dazu dquivalentes System von Gleichungen erster Ordnung
iiberfithrt werden:

ull (t) - UQ(t) )

: (4.1.3)
Ug_1 (t) = ua(t),
ug(t) = f(t,ur(t), ..., ua(t)) .
In kompakter Notation lautet dies
u(t) = ft,u(t)), (4.1.4)

mit den Vektorfunktionen u(t) = (uy(t),...,uqg(t))T und f(t,z) = (fi(t,x),..., fa(t,2))".
Ausgehend von einem Anfangspunkt (¢p,u°) € R x R? werden Lésungen u(t) auf dem
»Zeit“-intervall I = [tg, 1o+ T gesucht mit der Eigenschaft u(ty) = ug. Diese Aufgaben-
stellung wird in diesem Zusammenhang als ,, Anfangswertaufgabe“ bezeichnet. Hat die
Vektorfunktion f(t,z) die Form

f(t,z) = A(t)z + b(t)

mit einer Matrixfunktion A(t) € R4 und einer Vektorfunktion b(t) € R?, so nennt
man die Differentialgleichung bzw. die Anfangswertaufgabe ,linear“. Diese Bezeichnung
ist analog zu der bei linearen Gleichungssystemen Az =b.
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4.1.1 Beispiele gewdhnlicher Differentialgleichungen

Die folgenden Beispiele aus verschiedenen Wissenschaftsdisziplinen vermitteln einen Ein-
druck von der Vielfaltigkeit der auftretenden Probleme.

Beispiel 4.1 (Zweikdrperproblem): Gefragt ist nach der Bewegung zweier astronomi-
scher Korper im wechselseitigen Schwerefeld. Sie werden dabei als Punkteinheitsmassen
beschrieben. Das Koordinatensystem der Ebene R? sei so gelegt, dass der Ursprung (0, 0)
in dem einen Korper liegt. Die Position des zweiten Korpers ist dann eine Funktion der
Zeit mit Koordinatenfunktionen, (x(t),y(t)), welche nach dem Newtonschen Gesetz dem
folgenden System von Gleichungen geniigen:

Pt = ). V)=~ g0, )= Va@PTr).  (415)

Die ,,Anfangsbedingungen® sind z. B. (0 <e < 1):
r(0)=1—¢, 2/(0)=0, y(0)=0, ¥(0)=+~v(1+¢e)/(1—¢).

Fiir diese als ,, Anfangswertproblem* bezeichnete Aufgabe existieren periodische Losungen
mit der Periode w = 2m/7v. Ihr Orbit ist eine Ellipse mit Exzentrizitit ¢ und einem
Brennpunkt in (0,0).

Beispiel 4.2 (Populationsmodell): Die zeitliche Entwicklung einer gemischten Popu-
lation von Fiichsen, f(t), und Kaninchen, r(¢), wird unter den Annahmen

- unbeschrankter Futtervorrat fiir Kaninchen,
- Kaninchen einzige Nahrung fiir Fiichse,

durch das Modell beschrieben:

r'(t) =2r(t) —ar()f(t), f'(t) =—f(t) +ar(t)f(1), (4.1.6)

wobei zum Anfangszeitpunkt ¢t = 0 gewisse Werte fiir die Populationen angenommen
werden, etwa r(0) = ro und f(0) = fp. Im Falle @ > 0 dezimieren die Fiichse die
Kaninchen mit einer Rate proportional zum Produkt der Individuenzahlen und vermeh-
ren sich selbst mit derselben Rate. Fiir @ = 0 besteht keine Wechselwirkung zwischen
Kaninchenpopulation und Fuchspopulation, und die Losung ist

f(t) = foe" (Aussterben), r(t) = roe**  (Bevolkerungsexplosion).

Beispiel 4.3 (Chemische Reaktionskinetik): In einem Gefafl befinden sich drei Che-
mikalien A;, i = 1,2,3, mit Konzentrationen ¢;(t), welche wechselseitig miteinander re-
agieren mit Reaktionsraten k;:

A Ay, A+t A3 B A+ Ay, 24,5 A,
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Bei Vorgabe der Anfangskonzentrationen ¢;(0) ist die zeitliche Entwicklung von ¢; be-
stimmt durch die Differentialgleichungen:

Cll (t) = —k101 (t) + kQCQ(t)Cg(t)
C/Q(t) = klcl(t) — k’gCQ(f)Cg(lf) - 2k3C2(t> (417)
5 (t) = 2kseo(t) .

Beispiel 4.4 (Lorenz-System): Der Meteorologe und Mathematiker E. N. Lorenz' hat
1963 das folgende System von gewohnlichen Differentialgleichungen angegeben, um die
Unmdéglichkeit einer Langzeitwettervorhersage zu illustrieren:

2 (t) = ox(t) + oy(t),
y'(t) =rz(t) —y(t) — x(t)2(¢), (4.1.8)
2'(t) = x(t)y(t) — bz(t),

mit den Anfangswerten zo = 1, yg = 0, 2o = 0. Tatséchlich hat er dieses System durch
mehrere stark vereinfachende Annahmen aus den Grundgleichungen der Stromungsme-
chanik, den sog. Navier-Stokes-Gleichungen, welche u. a. auch die Luftstréomungen in der
Erdatmosphére beschreiben, abgeleitet.

5
X 10 15

Abbildung 4.1: Numerisch berechnete Losungstrajektorie fiir das Lorenz-System auf dem
Intervall T = [0,25] : qualitativ korrekte Approximation (links) und qualitativ falsches
Resultat (rechts).

Fiir die Parameterwerte
o=10, b=38/3, r =28,

besitzt das Lorenz-System eine eindeutige Losung, die aber extrem sensitiv gegeniiber
Storungen der Anfangsdaten ist. Kleine Storungen in diesen werden z. B. iiber das verhélt-
nismiBig kurze Zeitintervall I = [0,25] bereits mit einem Faktor ~ 10® verstiirkt.

"Edward N. Lorenz (1916-...): US-amerikanischer Mathematiker und Meteorologe; Prof.em. am MIT
in Boston; fundamentale Beitrige zur Theorie dynamischer Systeme (,,deterministisches Chaos®).
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In Abb. 4.1 sind zwei Approximationen der Losungstrajektorie iiber das Zeitintervall
I =10,25] dargestellt, wie sie mit verschiedenen numerischen Verfahren berechnet worden
sind; das linke Ergebnis ist das qualitativ korrekte. Man erkennt zwei Zentren im R?, um
welche der Losungspunkt (z(t), y(t), z(t)) mit fortlaufender Zeit kreist, wobei gelegentlich
ein Wechsel von dem einen Orbit in den anderen erfolgt.

4.1.2 Konstruktion von Lésungen

Eine skalare Differentialgleichung o' = f(¢,u) bestimmt ein ,Richtungsfeld*, d.h.: In
jedem Punkt (t,2) € R wird durch u' = f(t,z) eine Steigung gegeben; s. Abb. 4.2
und 4.3. Gesucht sind differenzierbare Funktionen w(t) deren Graph G(u) := {(t,z) :
x =wu(t)} in jedem seiner Punkte gerade die vorgegebene Steigung hat.

t

Abbildung 4.2: Richtungsfeld einer gewdhnlichen Differentialgleichung u' = f(t,u) .

u =u/t

Abbildung 4.3: Richtungsfelder der Differentialgleichgungen u' = u/t (links) und u' =
—t/u (rechts).
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In einfachen Féllen kann man aus ihrem Richtungsfeld die moglichen Losungen einer

Differentialgleichungen ersehen. So besitzt die Differentialgleichung

ergeben sich die Funktionen (Halbkreise) u(t) = vc —t2, [t| < \/c.

A) Methode der ,,Trennung der Variablen“

Wir betrachten die ,;separable” Differentialgleichung

u'(t) = f(t,u(t)) = a(t)g(u(t)),

bei der in der rechten Seite die Variablen ¢ und w separiert auftreten. Sei u eine Losung.

Im Fall g(u(t)) # 0 gilt dann

/t: 9?;((2))) ds = /t:a(S) ds.

Mit Hilfe der Substitution z:= u(s) im linken Integral ergibt sich mit dz = «'(s) ds:

/u(t) 1 t ( )
—dz :/ a(s) ds.
uo g(Z) to

Hieraus ldsst sich in konkreten Féllen héufig eine Losung u(t) berechnen. Z. B. ergibt sich

fiir die Differentialgleichung

durch den Ansatz

u(t) q 1 qu(t) 1 1
t—ty = —dz=—-| =———
w22 2 luo ug  u(t)

eine Losung der Form
Uo

u(t) = T m(t—t0)

Diese existiert nicht fiir alle ¢ > ¢, (Singulariéit bei t = to + 1" ), obwohl die Funktion

f(x) = 2% ein Polynom ist. Speziell fiir ¢, =0 und ug =1 ist

1

=— 0<t<l.
1—t’ -

u(t)
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B) Methode der ,,Variation der Konstanten*

Wir betrachten die lineare Differentialgleichung
u(t) = at)u(t) +b(t), tel:=][tyto+T] CR, (4.1.9)
mit stetigen Funktionen a,b: I — R. Die zugehorige ,,homogene* Differentialgleichung

V'(t) = a(t)u(t), telCR,

v(t) := ¢ exp (/tta(s) ds),

0
mit einer freien Konstante ¢ € R, was man direkt nachrechnet. Sei v(t) eine Losung mit
¢ = 1. Zur Bestimmung einer Losung der ,inhomogenen“ Differentialgleichung (4.1.9)
wird ¢ als Funktion von ¢ angesetzt und so bestimmt, dass u(t) := c(t)v(t) die Diffe-
rentialgleichung erfiillt, d. h.:

u'(t) = c(t)V'(t) + ()v(t) = alt)u(t) + b(t).

Daher wird diese Methode auch , Variation der Konstante“ genannt. Wegen c¢(t)v'(t) =
c(t)a(t)v(t) = a(t)u(t) ergibt sich die Bedingung

d(t)v(t) = b(t)

c(t) = /tt exp ( - /;a(s) dS)b(T) dr+~

0 0

hat eine Losung der Form

mit einer freien Konstante v € R. Damit wird

t

u(t) = exp (/tt a(s) ds) /tt exp < - /tTa(s) ds) b(7) dr + 7y exp </t a(s) ds).

0 0 0 0
Durch Wahl der Konstante v = o kann erreicht werden, dass die Funktion wu(t) einen
gegebenen Anfangswert u(ty) = up annimmt. Entsprechend schreiben wir

u(t) = exp (/t: a(s) ds) [uo + /t:

Diese Funktion erfiillt dann die lineare Differentialgleichung (4.1.9). Wir werden im Fol-
genden sehen, dass diese Losung durch die Vorgabe eines Anfangswertes u(ty) = wg
eindeutig festgelegt ist. Im einfachsten Fall konstanter Koeffizienten hat die homogene
Differentialgleichung

exp ( - /tTa(s) ds)b(r) dT] (4.1.10)

u'(t) = au(t)
eine Losung der Form u(t) = ce® . Diese hat das asymptotische Verhalten
a<0: lu(t)] =0 (t — o0),
a=0: |u(®)] =,
a>0: lu(t)] = o0 (t — o0).
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Die inhomogene Differentialgleichung
u/'(t) = au(t) + b(t)
hat nach dem oben Gezeigten eine Losung der Form
t
u(t) = e™ugy + / e®p(7) dr. (4.1.11)
to

Jede dieser Losungen ist, wie wir spéter sehen werden, durch ihren ,, Anfangswert“ u(ty) =
ug eindeutig bestimmt.

4.1.3 Existenz von Lésungen

Wir betrachten im folgenden allgemeine Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung der oben beschriebenen Form

u'(t) = f(t,u(t)). (4.1.12)

Die Vektorfunktion f(¢,z) sei auf einem abgeschlossenen Bereich D = I x ) C R!xR?
des (t, z)-Raumes, welcher den Punkt (o, ug) enthélt, definiert und dort stetig. Weiterhin
werden die Standardnotationen fiir das euklidische Skalarprodukt (-,-) und Norm || - ||
auf dem Vektorraum R? | sowie fiir die zugehérige natiirliche Matrizennorm || A (,,Spek-
tralnorm®) verwendet. Ferner werden partielle Ableitungen einer Funktion f(¢,2) nach
t und z; wieder mit O,f := df /0t bzw. 0;f == 0f /0x;, i =1,...,d, abgekiirzt.

Definition 4.1 (AWA): Bei einer ,Anfangswertaufgabe® (kurz AWA) zum Differential-
gleichungssystem (4.1.12) ist zu einem gegebenen Punkt (to,ug) € D eine differenzierbare
Funktion w: I — R? gesucht mit den Eigenschaften:

i) Graph(u) := {(t,u(t)),t €I} C D,
i) u'(t) = ftud), tel,
iii) u(ty) = uy (,Anfangsbedingung®).

Im Folgenden bezeichnen wir mit AWA stets eine Situation mit diesen Gegebenheiten.

Aufgrund des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung ist eine stetige
Funktion u : I — R? offenbar genau dann Losung der AWA, wenn Graph(u) C D ist,
und u die ,,Integralgleichung®

u(t) = ug + /ttf(s,u(s)) ds, tel, (4.1.13)

erfilllt. Im Spezialfall f(¢t,z) = f(¢) ist damit die Losung der AWA &quivalent zur Be-
stimmung eines Integrals:

u(t) = ug + /t f(s)ds.
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Im allgemeinen Fall ist die Losung nicht so einfach aus (4.1.13) bestimmbar. Trotzdem
ist diese Integraldarstellung der Ausgangspunkt zum Nachweis der Existenz von Losung

der AWA.

Bemerkung 4.1: Die Integralgleichung (4.1.13) ist ein Spezialfall einer sog. , Volterra-
schen? Integralgleichung*

u(t) = g(t) + /tt k(t,s,u(s))ds, te€ [ty t], (4.1.14)

0

mit gegebener , Inhomogenitét* ¢(t) und ,Integralkern k(t,s,z). Ist die obere Integra-
tionsgrenze fest gegeben,

u(t) :g(t)—k/ttl k(t, s, u(s)) ds, t € [to, ],

spricht man von einer ,, Fredholmschen® Integralgleichung®.

Eine allgemeine Aussage iiber die lokale Existenz von Losungen der AWA macht der
folgende fundamentale Satz von Peano*:

Satz 4.1 (Existenzsatz von Peano): Die Funktion f(t,x) sei stetig auf dem (d+1)-
dimensionalen Zylinder

D:{(t,x)ERlde: [t —to| < a, ||z —ugl| < B}.

Dann existiert eine Losung u(t) der AWA auf dem Intervall I := [to — T, to + T, wobei

T:= min( ,%), M = (tn;l)aexDHf(t,x)H

Beweis: Zum Beweis konstruieren wir mit Hilfe einer ,,Differenzenmethode“ eine Folge
von stiickweise linearen Funktionen, welche eine Teilfolge besitzt, die (gleichméBig) gegen
eine Losung der AWA konvergiert. O.B.d.A. geniigt es, das Halbintervall I = [tg, o + 7]
zu betrachten. Zu einem Schrittweitenparameter h > 0(h — 0) wird eine dquidistante
Unterteilung des Intervalls I gewahlt:
ly<...<tp<...<ty=to+T, h=|tn—1ty].

Ausgehend von ul := uy erzeugt dann das sog. ,,Eulersche Polygonzugverfahren® Werte
ul durch die sukzessive Vorschrift

uh =l hf(t, Ul ), n>1. (4.1.15)

n =

2Vito Volterra (1860-1940): Italienischer Mathematiker; Prof. in Pisa, Turin und Rom; Beitriige zur
Analysis, Differential- und Integralgleichungen, zu Problemen der mathematischen Physik und Biologie.

3Erik Ivar Fredholm (1866-1927): Schwedischer Mathematiker; Prof. in Stockholm; Beitriige zur Ana-
lysis, Integralgleichungen, Potentialtheorie und Spektraltheorie.

4Guiseppe Peano (1858-1932): Italienischer Mathematiker; Prof. in Turin; Beitrige zur Analysis,
gewohnlichen Differentialgleichungen, einer der Viter der Mathematischen Logik
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Diese diskreten Funktionswerte werden linear interpoliert zu einer stetigen Funktion:
R(p .— h
u (t) = Uy + (t - tnfl)f(tnfl, unfl) 5 tn,1 S t S tn .

i) Wir zeigen zuniichst, dass diese Konstruktion durchfiihrbar ist, d.h.: Graph(u”) C D.
Sei (t,ul(t)) € D fiir to <t < t_y. Offenbar ist u"(t) = f(tp_1,uf ), t € [tp_1,ts] .
Nach Konstruktion gilt dann fiir ¢ € [ty_1, tx]

k-1
u(t) —uo = u"(t) —uj_y + Y {uf —ul,}
i=1

k—1
= (t - tk’*l)f(tkfla UZ—1) +h Z f(tz'—h U?—1)

=1
und folglich
u(t) — uol| < (t — tee))M + (tp_y —to)M = (t — to)M < 3.

Also ist (t,u”(t)) € D fiir 0 <t < ;. Durch Induktion folgt Graph(u") C D.
ii) Wir zeigen als niichstes, dass die Funktionenfamilie {u"},~o gleichgradig stetig ist.
Seien dazu t,t' € I, ¢ <t beliebig mit ¢t € [tj_1,tk], t' € [tj_1,t;,] fiir gewisse t; < t;.
Im Fall ¢,¢' € [tp_q1,t;] ist
uP(t) = u"(¢) = iy + (= ) f(thon, 0 (1)) = wgy = (U = b)) f (b1, 0" (t-1))
= (t = 1) f(trr,u" (t1))

und somit [Ju"(t) — u"(¥')|] < M|t —#'|. Im Fall ¢; <t ist

k—1
() = () = u () =+ Y fuf ) — ()
i=
k—1
= (t =t ) (b, up )+ 0 flla,uly) + (b1 — ) f (o, uly)
i=

k-1
= (t — tr—) f (b, up_y) + o Z flticiuly) + (h 4t — t/)f(tj—h“?—l)

i=j+1
und folglich
u(8) = ()] < M{(E = tis) + (s — £5) + (& — )} < Mt —¢].

Also ist die Familie {u"};~o gleichgradig stetig (sogar gleichgradig Lipschitz-stetig). Fer-
ner sind die Funktionen u" wegen der gemeinsamen Anfangswerte u’(ty) = uy auch
gleichméBig beschréankt:

[ (@)1 < flu(t) — uoll + luoll < MT + [|uoll,  t €]to,to +T].
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Nach dem Satz von Arzela-Ascoli (s. Kapitel 4 im Band Analysis 1) existiert dann eine
Nullfolge (h;);eny und eine stetige Funktion « auf I, so dass

max |l () — u(t)|| =0 (i — 00). (4.1.16)

Offenbar ist dann auch Graph(u) C D.

iii) Es bleibt zu zeigen, dass die Limesfunktion u die Integralgleichung (4.1.13) erfiillt.
Fiir ¢ € [tp_1,t3) C I setzen wir u'(t) := uhi(¢). Fiir jedes i gilt zuniichst

ul(t) = u2—1 + (= te—1) f(tr-n, Ui—l)
=Up_o + (tior — tr—o) f(troa, tf_y) + (t — tre1) f (o1, uf_y)

k
=up + Z(tj — i) f(tjn, vl ) 4 (= tema) f(tror, up_y)

k tj t

=Uup + .f(tjflvuz'fl)ds+ f(t 717Ui—1)d8
koot A .

—uwt+ Y / (St )= F (s, (s)) } ds
j=1 7tj-1

4 / {F (oot )~ f(s,0(s)) b ds + / f(s,ui(s)) ds

Auf der kompakten Menge D ist die stetige Funktion f(¢,2) auch gleichméBig stetig.
Ferner sind die Funktionen der Folge (u');en gleichgradig stetig. Zu beliebig gegebenen
e > 0 gibt es also ein J., so dass fiir |t — /| < J. gilt:

lu'(t) —u' ()] <& <e,
und weiter fiir [t — | <d., |z —2'|| <¢&’:
If(tz) = f(t,a")] <e.
Fiir hinreichend grofies 7 > i., d. h. hinreichend kleines h; , folgt damit

max || f(tg—1,u'(tr—1)) — f(s,u'(s))]| < e
sE[tg—1,tx]

Dies ergibt
t
u'(t) — up — / f(s,u'(s))ds| <elt —to], i>i..
to

Die gleichmiBige Konvergenz u! — u auf I impliziert auch die gleichmifige Konvergenz

Feu' () = f(u() (= o0).
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Fiir hinreichend grofles ¢ > i. ergibt sich damit

‘u(t) —uo—/t:f(w(s))ds <elt — 1.

Wegen der beliebigen Wahl von ¢ folgt, dass die Limesfunktion w die Integralgleichung
(4.1.13) erfiillt, was zu zeigen war. Q.E.D.

Wenn die AWA héochstens eine Losung w auf I hat, erschliefit man durch ein Wider-
spruchsargument, dass fiir jede Nullfolge des Schrittweitenparameters h die ganze vom

Eulerschen Polygonzugverfahren gelieferte Folge (uM)), fiir h — 0 gegen u konvergiert
(Ubungsaufgabe).

Der Beweis von Satz 4.1 zeigt, dass das Existenzintervall I = [tg — Tty + T| der
durch den Existenzsatz von Peano gelieferten lokalen Losung im wesentlichen nur von den
Stetigkeitseigenschaften der Funktion f(¢,2) abhingt. Durch wiederholte Anwendung
dieses Argumentes ergibt sich die folgende Aussage.

Satz 4.2 (Fortsetzungssatz): Sei die Funktion f(t,x) stetig auf einem abgeschlosse-
nen Bereich D des R x R, welcher den Punkt (to,uo) enthdlt, und sei u eine Lisung
der AWA auf einem Intervall 1T = [to — T,to + T]. Dann ist die lokale Lisung u
nach rechts und links tiber jeden Zeitpunkt hinaus auf ein ,mazimales” Fxistenzintervall
Tax = (to— T, to+T7) (stetig differenzierbar) fortsetzbar, solange der Graph von w nicht
an den Rand von D stéfit. Dabei kann Graph(u) := {(t,u(t)),t € Inax} unbeschrinkt
sein sowohl durch t — to+T* = oo als auch durch ||u(t)|| — oo (t = to+T™).

Beweis: O.B.d.A. wird nur die Fortsetzbarkeit der lokalen Losung auf das rechtsseitige
Intervall [to, to+T™) betrachtet. Anwendung des Existenzsatzes von Peano liefert zunéchst
die Existenz einer Losung u® der AWA auf einem Anfangsintervall [to, ], t1 := to + Tp
der Lange

T() = Hlin(O[(), ﬁo/Mo)

Dabei hiangt Tj iiber die Konstanten «q, 8y nur von der Schranke M, fiir die Funktion
f(t,z) auf dem Zylinderbereich

Zy = {(t,x) €D, |t —to] < ap, ||z — uo| < ﬁo}
ab. Da (f1,u(t;)) nicht auf dem Rand 0D liegt, kann ausgehend von ¢; und dem An-
fangswert w; = w(t;) der Satz von Peano erneut angewendet werden und liefert die

Existenz einer Losung u' dieser AWA auf einem Intervall [ty,ts], to :=t; + T} der Linge
Ty := min(ay, 81/My) . Dabei ist M, eine Schranke fiir f(¢,2) auf dem Zylinderbereich

Zl = {(t,l’) € D7 |t_t0| < a, ||$—U1H < Bl}

Die so gewonnenen Losungsstiicke u®,u! ergeben zusammengesetzt eine stetige und we-
gen der Stetigkeit von f(¢,z) sogar eine stetig differenzierbare Funktion u(f) auf dem
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Intervall [to,to + To + T1]; im Ubergangspunkt ¢, gilt fiir die rechts- bzw. linksseitigen
Ableitungen:

u”(t) = f(t,ul(t) = f(tul(t)) = u''(t).

Nach Konstruktion ist « daher (lokale) Losung der AWA. Dieser Prozef ldsst sich of-
fensichtlich fortsetzen, solange der Graph der Losung nicht an den Rand von D stofit.
Dabei kann es nicht passieren, dass die gewonnene Folge (tj,u(t;)) € D eine Teilfolge
hat, welche gegen einen inneren Punkt (¢.,2.) von D konvergiert, denn dann kénnte
man fiir diesen Punkt als Startpunkt wieder den Satz von Peano anwenden und so das
Existenzintervall der Losung {iber den Zeitpunkt ¢, hinaus erweitern, was der Annahme

widerspréche. Q.E.D.

Korollar 4.1 (Globale Existenz): Sei die Funktion f(t,z) in der AWA auf ganz R x
R? definiert und stetig. Besteht dann fiir jede durch den Satz von Peano gelieferte ,lokale®
Lésung u(t) eine Abschitzung der Form

[ < p(t), ¢ €to—T,to+T], (4.1.17)

mit einer festen stetigen Funktion p: R — R, so ldsst sich u zu einer ,globalen® Losung
auf ganz R fortsetzen.

Beweis: Wegen der Schranke (4.1.17) fiir alle méglichen lokalen Lésungen kann keine von
diesen auf einem beschrankten Zeitintervall einen unbeschrankten Graphen haben. Also
impliziert der Fortsetzungssatz die Existenz einer globalen Losung. Q.E.D.

Beispiel 4.5: Die skalare AWA
u'(t) =u()?,t >0, u(0)=0, (4.1.18)
besitzt fiir beliebiges ¢ > 0 eine Losung der Form

0 , 0<t<ec

uC(t):{ [%(t_c)]sm R

Das Eulersche Polygonzugverfahren liefert fiir alle ¢ > 0 die Losung wu.(t) = 0. Die
anderen (iiberabzéhlbar vielen!) Losungen konnen also so nicht approximiert werden.

Beispiel 4.6: Die AWA
u'(t) =u(t)?, 0<t<1, wu(0)=1, (4.1.19)

besitzt eine (lokale) Losung der Form u(t) = (1 —¢)~!. Obwohl f(t,z) = 2% eine glatte
Funktion ist, wird die Losung w(t) fir ¢ — 1 singulér.
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Beispiel 4.7: Die Leistungsfahigkeit des Satzes von Peano sieht man z. B. anhand der
stark nichtlinearen d-dimensionalen AWA

/() = e MO  sin(ui(t), >0, u(0)=1. (4.1.20)

Der Definitionsbereich der zugehorigen Funktion f(t,z) = el Hle sin(x;) ist der ganze
R! x R?, und die Funktion f ist auf diesem gleichmiBig beschrinkt. Folglich existiert
(mindestens) eine Losung u auf ganz R, was anhand der Form der Differentialgleichung
nicht so einfach direkt zu schen ist.

Aus der Integralgleichungsdarstellung (4.1.13) ergibt sich unmittelbar die folgende
Aussage iiber die Regularitat von Losungen der AWA.

Satz 4.3 (Regularititssatz): Sei u eine Losung der AWA in Definition 4.1 auf dem
Intervall 1. Im Falle f € C™(D), fir ein m > 1, ist dann v € C™ ().

Beweis: Aus der Beziehung

u(t) = ug —I—/t f(s,u(s))ds, tel,

fiir die lokale Losung u der AWA entnehmen wir, dass u im Falle f € C'(D) zweimal
stetig differenzierbar ist mit der Ableitung

u'(t) = dif(t,u(t) = Ouf (£, u(t)) + Vo f (£ ult) - /(1)

Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments folgt dann die Richtigkeit der Behaup-
tung fiir m > 1. Q.E.D.

4.1.4 Eindeutigkeit und lokale Stabilitit

Wir wenden uns nun den Fragen nach der eindeutigen Bestimmtheit von Losungen sowie
ihrer Stabilitdt zu. Die Wichtigkeit der Kenntnis von Stabilitdt oder Instabilitit von
Losungen wird durch das Beispiel des Lorenz-Systems illustriert.

Definition 4.2 (Lipschitz-Bedingung): i) Die Funktion f(t,x) geniigt in D C R x
R? einer ,Lipschitz-Bedingung“, wenn mit einer stetigen Funktion L(t) > 0 (L-Konstante)
qgilt:

If(t.2) = f(t, )| < LO)z = 2|, (=), (t2") € D. (4.1.21)
ii) Die Funktion f(t,xz) geniigt in D einer ,lokalen® Lipschitzbedingung, wenn f(t,x)

auf jeder beschrinkten Teilmenge von D einer Lipschitz-Bedingung geniigt (mit einer
mdoglicherweise von dieser Teilmenge abhdngigen Lipschitz-Konstante).
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Bemerkung 4.2: Hat die Funktion f(¢,z) auf der konvexen Menge D stetige und be-
schriankte partielle Ableitungen nach x, so folgt aus dem Mittelwertsatz, dass mit der
Konstante L(t) :=sup,cp [|V.f(t, x)| gilt:

1t x) = fE )l < L@Olle—yll, (& 2),(ty) € D. (4.1.22)

Satz 4.4 (Stabilitits und Eindeutigkeitssatz): i) Die Funktion f(t,z) sei stetig auf
D C R' x R? und geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann gilt fiir zwei beliebige
Lésungen u, v der Differentialgleichung

u(t) = f(t,u(t)), tel, (4.1.23)
auf einem gemeinsamen Ezistenzintervall 1 :
lu(t) = o)l < " ute) —v(to)ll, t €L, (4.1.24)

mit der L-Konstante L = Lx von f(t,x) auf einer beschrinkten Teilmenge K C D,
welche die Graphen von u und v enthdlt.

i) Aus der Stabilititsungleichung (4.1.24) folgt, dass die durch den Ezistenzsatz von Peano
und den Fortsetzungssatz gelieferte lokale Losung u der AWA eindeutig bestimmt ist.

Beweis: i) Sei K C D eine beschrinkte Teilmenge, welche die Graphen von u und v
enthilt. Fiir die Differenz e(t) = u(t) — v(t) gilt

e(t) = /t {f(s,u(s)) — f(s, v(s))} ds + u(ty) — v(to) .

Hieraus folgt
t
le(®)] < LK/ le(s)ll ds + [[u(to) — v(to)ll,
to

d.h.: Die (stetige) Funktion w(t) = |le(t)|| geniigt einer linearen Integralungleichung.
Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall® (Hilfssatz 4.1) ergibt sich daraus die gewiinschte
Abschitzung (4.1.24).

ii) Seien u(t) und wv(t) zwei Losungen der AWA auf einem Intervall I = [tg,to + 1] mit
demselben Anfangswert wu(to) = v(to). Aufgrund der Abschitzung (4.1.24) gilt dann mit
der L-Konstante L von f(t,-) auf K :

u(t) —v(t)]| < eXE0u(ty) — v(te)|| =0, tel.

Also ist u(t) = v(t) auf dem gemeinsamen Existenzintervall I . Q.E.D.

5T. H. Gronwall (Hakon Grénwall) (1877-1932): Schwedisch-amerikanischer Mathematiker und Inge-
nieur, zeitweise in Princeton (1913-1914); Beitréige zur komplexen Funktionentheorie, Zahlentheorie und
Differentialgleichungen, aber auch zur physikalischen Chemie.
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Lemma 4.1 (Gronwallsches Lemma): Die stiickweise stetige Funktion w(t) > 0 ge-
niige mit zwei Konstanten a,b > 0 der Integralungleichung

t
w(t) < a/ w(s)ds+b, t>t. (4.1.25)
to
Dann gilt die Abschditzung
w(t) < eyt >t (4.1.26)

Beweis: Fiir die Funktion

P(t) = a/ w(t)ds +b

to
gilt ¢'(t) = aw(t) und somit gemaf Voraussetzung ¢'(t) < a(t). Dies impliziert
() = e (¢/(1) — ars(1)) <0,
d.h.: Die Funktion ist e~%4)(¢) ist monoton fallend. Dies bedeutet, dass
e~ Mw(t) < e Mh(t) < P(tg)e ™ =be M0t > ty,

woraus die behauptete Ungleichung folgt. Q.E.D.

Bemerkung 4.3: Die Abschétzung (4.1.26) im Gronwallschen Lemma lésst verschiedene
Verallgemeinerungen zu. Besteht z. B. eine Beziehung der Form

w(t) < /ta(s)w(s) ds+b(t), t>to,

to

mit einer stetigen Funktion a(t) > 0 und einer nichtfallenden Funktion b(t) > 0, so folgt
(Ubungsaufgabe)

w(t) < exp (/t a(s) ds)b(t) , >t (4.1.27)

to

Beispiel 4.8: Die Funktion f(t,x) = 2'/?(d = 1) aus Beispiel 4.5 ist auf dem Intervall
I =10,1] in =0 nicht Lipschitz-stetig, woraus sich die Mehrdeutigkeit der Losung der
zugehorigen AWA erklart. Fiir die Anfangsbedingung u(0) = 1 ergibt sich dagegen die
Losung u(t) = [2t + 1]*/2, welche eindeutig ist, da die Funktion f(t,2) = 2'/? bei 2 =1
Lipschitz-stetig ist.

Beispiel 4.9: Die Funktion f(t,z2) = 2? (d = 1) aus Beispiel 4.6 ist nur ,, lokal* Lipschitz-
stetig, d. h. nur fiir beschrankte Argumente:
2% = y?| = |z + yllz — y| < Ll — y]

mit L = max{|x +y|, z,y € D}. Solange die Losung der zugehdrigen AWA existiert, ist
sie also eindeutig.
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Korollar 4.2: Wir betrachten eine skalare Differentialgleichung d-ter Ordnung der Form
uD(t) = f(t,u(t),...,u' D)), (4.1.28)

mit einer stetigen Funktion f : I x RY — R, welche beziiglich der letzten d Argumente
einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann existiert fir jeden Satz von d Werten
Ug, ..., uqg_1 € R, genau eine lokale Losung u € Cty — e, to+¢] der Gleichung (4.1.28),
welche den Anfangsbedingungen geniigt:

U(to) = U, U,/(to) = ULy -y U(dil)(to) = Ud—1-

Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den vorangegangenen Resultaten
angewendet auf das zu der Gleichung (4.1.28) d-ter Ordnung dquivalente System 1-ter
Ordnung;:

ur(t) = ua(t)

g1 (t) = ua(t)
uly(t) = ft,ur(t), ... uq(t)),

wobei u; :=u,uy:=uM, ... ug:=ul?"Y . Die zugehorige Vektorfunktion F(t,uy,...,u,)
ist offensichtlich stetig und geniigt der Lipschitz-Bedingung. Q.E.D.

Beispiel 4.10: Die lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung (harmonischer Oszillator)
u"(t) + ku(t) =0

mit einem festen k € R, besitzt die beiden auf ganz R definierten Losungen u(t) =
cos(vVkt) und wy(t) = sin(vkt) . Fiir beliebig gegebene ¢g,¢; € R ist auch die Linear-
kombination u(t) = couy(t) + ciuy(t) Losung. Wegen u(0) = ¢ und u/(0) = ¢;vk ist
u(t) nach Korollar 4.2 die eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung zu diesen
Anfangswerten. Die Losung zu den Anfangsdaten cg =0 und «/(0) = ¢; ist

u(t) = % sin(Vkt) = Asin (2%15),

d.h. eine Sinusschwingung mit der Schwingungsdauer 7' = 2w/ VE und der Amplitude

AZCl/\/E

Der Existenzsatz von Peano zusammen mit dem Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.4
enthilt einen Teil der Aussagen des klassischen Existenzsatzes von Picard®-Lindelsf”, den
wir im Folgenden formulieren.

6Charles Emile Picard (1856-1941): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Toulouse und Paris; Beitrige
zu Analysis, Funktionentheorie, Differentialgleichungen und Analytische Geometrie.

"Ernst Leonhard Lindelsf (1870-1946): Finnischer Mathematiker; Prof. in Helsinki; Beitriige zu Ana-
lysis, Differentialgleichungen und Funktionentheorie.
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Satz 4.5 (Existenzsatz von Picard-Lindelsf): Die stetige Funktion f : D — R?
geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es zu jedem Paar (to,up) € D ein
e >0 und eine Losung u: I = [ty —€,tyg + €] — R? der AWA

u(t) = f(t,u(t), tel, wulty) = uo. (4.1.29)

Beweis: Wir fithren einen Beweis, der unabhéngig vom Satz von Peano ist und auf dem
Banachschen Fixpunktsatz basiert. Ausgangspunkt ist wieder die zur AWA &quivalente
Integralgleichung (4.1.13):

u(t) = up Jr/t f(s,u(s))ds.

i) Es gibt ein 6 > 0, so dass

K:={(t,z) eRxR": |t —to| <6, ||l —uo| <0} C D.
Auf K erfiillt f(t,z) eine Lipschitz-Bedingung mit Konstante Ly :

1ft,2) = Fep)l < Lz =yl (4,2), (y) € K.
Da K kompakt und f stetig ist, gibt es eine Konstante M > 0, so dass
IfE o)l <M, (t7) € K.
Wir setzen 5
€ := min (5,M,E), I .=ty — &,ty + €],

und definieren den Vektorrraum V := Clty — ¢,y + €] ; dieser ist versehen mit der Norm

= t
ful = _ s O

ein Banach-Raum.

ii) Auf dem Banach-Raum V' definieren wir die Abbildung ¢ : V — V durch

g(u)(t) == ug —|—/t f(s,u(s))ds, tel..

Fiir Funktionen w aus der abgeschlossenen Teilmenge

Voi={veV: rtIéE}XHU(t) —ul <0t CV
gilt fiir ¢ € I.:

lg(u)(t) — uol] < / 15, u(s) || ds < Mt — to] < Me <6,
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d.h.: Die Abbildung ¢ bildet die Teilmenge Vy C V' in sich ab. Weiter gilt fiir je zwei
Funktionen w,v € V; aufgrund der L-Stetigkeit von f(¢,-):

lg(w)(t) = g(v)(D)]] </ 1f(s,u(s)) = f(s,v(s)) ds
< Ljt = tolllu = v]loo < Leflu = v]|oo-

Dies impliziert

lg(u) = g(W)llso < 3llu— vl
d.h. ¢ ist auf V4 eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat g in Vj
genau einen Fixpunkt u*, d.h.:

w*(t) = g(u)(t) = ug —|—/t f(s,u*(s))ds, tel.

Wegen der Aquivalenz dieser Integralbeziehung zur AWA ergibt sich die Behauptung des
Satzes. Q.E.D.

Die im Beweis des Satzes von Picard-Lindelof konstruierte Losung w* der Integral-
gleichung (4.1.13) erhélt man durch die im Banach-Raum V = C[I.] konvergente Fix-
punktiteration (sog. ,sukzessive Approximation®)

F(t) = uo + /tf(s,uk_l(s)) ds, tel., (4.1.30)

fiir irgendeine Startfunktion u® € M . Dieses Iterationsverfahren kann in einfachen Situa-
tionen zur tatséchlichen Berechnung der Losung der AWA verwendet werden.

Beispiel 4.11: Zur Losung der AWA
u'(t)=1+u(t)?, t>0, u0)=0,
wird die Fixpunktiteration mit der Startfunktion u® =0 verwendet:
t
uf(t) = / (1+u"""(s)*)ds, t=>0.
0
Wir finden

¢ ¢
ul(t):/ ds = t, u2(t):/(1—1—52)d5:t—|—%t3
0

0

t
ud(t) = /(1+s + 2t 4 1O ds =t + 2P + 200+ A7
0

t
u'(t) = /(1+s + 250+ (5+55)s° +@s +...)ds
0
=t+3t°+ 5+ (g + w)t + st

t
u®(t) :/(1—&-32—1—%54—1—(%—1—14—5)56—1—%38—1—...)%
0

=t+ 3%+ Zt° + (g + )t + -
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Dies scheint die Taylor-Reihe der Funktion u(t) = tan(¢) zu ergeben:

tan(t) =t + 37+ 260+ JLtT+ L.

Dies ist tatsdchlich die (eindeutig bestimmte) Losung der AWA, da

tan’(t) = COSi(t) = & ((fg)sj(ii)n ®) =1+ tan’(¢), tan(0) = 0.

4.1.5 Globale Stabilitit

Wir wenden uns nun der Frage nach der ,,globalen* Stabilitat von Losungen von AWAn
zu. Neben der Lipschitz-Bedingung (L) wird dazu noch eine weitere Struktureigenschaft
der Funktion f(t,x) benotigt.

Definition 4.3 (Monotone AWA): Die Funktion f(t,z) geniigt einer ,Monotoniebe-
dingung“, wenn mit einer Konstanten A > 0 (bzgl. euklidischem Skalarprodukt und Norm,)
gilt:

Eine AWA der Form (4.1), die einer Lipschitzbedingung bzw. der Monotoniebedingung

geniigt nennen wir kurz ,, L-stetig” und ,, (stark) monoton*. Thre Losungen haben besonders
starke Stabilitétseigenschaften.

Definition 4.4 (Exponentielle Stabilitét): Eine globale Losung u(t) einer AWA wird
exponentiell stabil“ genannt, wenn es positive Konstanten 0, o, A g¢ibt, so dass folgendes
gilt: Zu jedem Zeitpunkt t, > to und zu jedem w, € R mit ||w.|| < § hat die gestérte
AWA

V()= fto(t), t>te, v(t) =ut,) +w., (4.1.32)
eine ebenfalls globale Lisung v(t), und es gilt

o) —u(®)]] < Ae ) |lw,||, t>t,. (4.1.33)

Neben dem Begriff der ,,exponentiellen® Stabilitdt findet man in der Literatur noch eine
Reihe anderer (schwicherer) Stabilitdtsdefinitionen, z. B.: ,asymptotische Stabilitét.

Satz 4.6 (Globaler Stabilitéitssatz): Alle Lisungen einer L-stetigen und monotonen
AWA sind global und exponentiell stabil mit § beliebig und o = N\, A = 1. Im Fulle
supysg || f(t,0)|| < oo sind alle Losungen gleichmdfSig beschrdnkt.
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Beweis: i) Nach Voraussetzung gilt
1F (o) < 1LF @) = £ 0+ 10 < Ll + (£ 0)]],
d.h.: Die Funktion f(t,z) ist linear beschrénkt. Folglich existieren sowohl fiir die AWA
u'(t) = f(tu(t), t=to, ulte) = uo,
als auch fiir jede gestorte AWA
V(t) = fto(t), t =t v(t) =u(t) + w.,

eindeutige, globale Losungen (Ubungsaufgabe). Subtraktion der beiden Gleichungen und
skalare Multiplikation mit w(t) := v(t) — u(t) ergibt

(w'(2), w(t)) = 2dtll w(t)|* = (f(t,v(t) = f(t,u(t)), w(t)) =0

und, unter Ausnutzung der Monotonieeigenschaft,
d 2 2
vl + 24 [w@)]" < 0.

Wir multiplizieren dies mit e**~*) und erhalten

4T,
dt L

i d
w(b][2] = 0712 w2+ 22 (e <0,

bzw. nach Integration iiber [t,, 1],

lw(®)] < e

t>t,.

ii) SchlieBlich zeigen wir die gleichméBige Beschranktheit der Losung. Dazu multiplizieren
wir die Gleichung

u'(t) = (8 u(t)) + f(¢,0) = f(2,0)
mit u(t) und erhalten

2dtll u(t)|* = (f(t,u(t)) — f(t,0),u(t) — 0) = (f(t,0), u(t)).

Ausnutzung der Monotonieeigenschaft ergibt (verwende die Ungleichung ab < %az + %bQ )

S ha I + A < 1 Ol < g5 IFE O + 5 )

und somit p )
S+ M) < 1O
Wir multiplizieren nun diese Ungleichung mit e**~%) und erhalten

d

A(t—to) t O 2.
dt e I1f (£, 0)]

oy d -
[PCONuO]P] < X @) + 2N fu(t)| <

> =



4.1 Anfangswertaufgaben 121

Integration iiber [to, ] ergibt

1 t
A u(t)|* < JJuol|* + X/ {679 £(5,0)[1} ds,
to
und folglich

1 t
)P < el 5 e (s, 0PN [ Xm0 s
s€[to,t]

to
Wegen
t
e_w_t“)/ ere—t) gg = %{1 — e—A(t—to)}7

to

erhalten wir schliellich die Abschiatzung
1
Ju(®) 2 < e |2+ — max [|£(s, 0)[%, ¢ > to, (4.1.34)
A2 seltot]

welche die Beschranktheit der Losung bedeutet. Q.E.D.

4.1.6 Lineare Systeme

Wir betrachten nun lineare Differentialgleichungssysteme mit rechten Seiten der Form
ft,x) = A(t)z +b(t)

mit Matrixfunktionen A(-) : I — R™" und Vektorfunktionen b(:) : I — R™.

Satz 4.7 (Lineare AWA): Die Matrizfunktion A : [to,00) — R4 und die Vektor-
funktion b : [tg,00) — R? seien stetig.

i) Dann besitzt die lineare AWA
u'(t) = At)u(t) +0(t), t>to, u(to) = uo, (4.1.35)

eine eindeutige ,globale® Lisung u : [tg, 00) — RY.

i) Ist auf [to,00) die Matrizfunktion A(-) gleichmdfig negativ definit und die Funktion
b(+) beschrinkt, so ist die Losung u(t) beschrinkt und exponentiell stabil.

Beweis: i) Fiir die durch den Peanoschen Satz gelieferte lokale Losung w auf einem
Intervall I = [to,to + T gilt:

[u(@)]] < ||uO||+/t {IAONu()] + llb(s) } ds, tel.

Mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas folgt die Abschitzung

ool < eso( [ 1aas) (ol + [ Iolas}, eer,
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d.h.: |lu(t)]| bleibt auf jedem Existenzintervall unterhalb einer nur von 7' und den Funk-
tionen A(t), b(t) abhingigen Schranke. Nach Satz 4.2 ldsst sich der Graph von w aber
bis zum Rand von D fortsetzen. Folglich existiert u fiir alle ¢ > ¢y . Die Eindeutigkeits-
aussage ergibt sich wegen der L-Stetigkeit der Funktion f(¢,z) := A(¢t)x + b(t),

£t 2) = fty)ll = [[A®)z + b(t) — ARy — b@)[| < [[AD]] |z — yll,
direkt aus Satz 4.4.

ii) Fiir eine negativ definite Koeffizientenmatrix A(t) geniigt die zugehorige Funktion
f(t,z) der Monotoniebedingung:

—(f(t,x) = f(t,y),x —y) = —(A{t)(x — ),z —y) > M|z -y,
mit einer Konstante A\ > 0. Ferner ist

sup [[f(£,0) = sup [[b(t)]| < oo.

tE[to,00) tEto,00)

Satz 4.6 liefert also die Beschranktheit sowie die exponentielle Stabilitdt der globalen
Losung u der linearen AWA. Q.E.D.

Satz 4.8 (Homogene lineare Systeme): i) Die Menge der Lisungen des ,homoge-
nen“ d-dimensionalen lineare Differentialgleichungssystems

u'(t) = A(t)u(t) (4.1.36)
bildet einen Vektorraum.
i) Zu jeder Basis {uj,i =1,...,d} des R erhdlt man mit den zugehirigen Lésungen
der d AWAn
u?(t) = A(t)ut,  t >y, u'(ty) =uh, i=1,....d, (4.1.37)
eine Basis {u',i =1,...,d} dieses Lisungsraums, d.h.: Es ist dim H = d.

i) Ist {u';i = 1,...,d} eine Basis des Lisungsraums, so bilden fiir jedes t > to die
Vektoren {u'(t),i=1,...,d} eine Basis des R?.

Beweis: i) Sei H die Menge der Losungen der homogenen Gleichung (4.1.36). Offenbar
ist die Nullfunktion in H , und jede Linearkombination au+ Sv von Funktionen u,v € H
ist wegen

(au+ o) = au' + pv' = aA(t)u + AV = A(t)(au + Bv)
ebenfalls in H . Also ist H ein Vektorraum.

i) Sei {uj,i = 1,...,d} eine Basis des R? und {u’'} die nach Satz 4.7 eindeutigen
globalen Losungen der AWAn (4.1.37). Gibt es dann Koeffizienten «; € R mit

d
D ani(t) =0, t>t,
i=1
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so folgt, da dies auch fiir ¢t = ¢y gilt, notwendig a3y = --- = a4 = 0. Die Funktionen
{u';i=1,...,d} sind also linear unabhéngig. Umgekehrt kann es nicht mehr als d linear
unabhéngige Funktionen in H geben, denn dann miissten auch deren Anfangswerte linear
unabhéngig sein, was nicht moglich ist. Also ist dim H =d.

iii) Die Argumentation verlduft analog wie unter (ii). Q.E.D.

Definition 4.5: FEine Basis {¢',..., 0%} des Lisungsraumes des linearen Differential-
gleichungssystems (4.1.36) etwa zu den Anfangswerten ©'(to) = €' wird ,Fundamental-
system“ der Gleichung genannt. Die Matriz ® = [p',... % der Spaltenvektoren ¢
heif§t ,Fundamentalmatriz® des Systems. Diese ist requlir und gentgt der Matriz-AWA
(komponentenweise zu verstehen)

O'(t) = At)D(t), t>ty, D(tg)=1. (4.1.38)

Satz 4.9 (Inhomogene lineare Systeme): Die Matrizfunktion A : [tg,00) — Ré*4
und die Vektorfunktion b : [ty,00) — R seien stetig. Der Vektorraum der Lisungen der
zugehorigen homogenen Systems sei mit H bezeichnet. Dann erhdlt man eine partikuldre
Losung der inhomogenen Gleichung

u'(t) = A(t)u(t) + b(t) (4.1.39)
in der Form
up(t) = @(t)(/t ®(s)"b(s) ds + c), (4.1.40)

mit einer beliebigen Konstante ¢ € R. Jede andere Losung der inhomogenen Gleichung
hat die Gestalt u(t) = up(t) + v(t) mit einer Funktion v € H . Bei Wahl von ¢ = ug
erfillt w die Anfangsbedingung uy(ty) = g -

Beweis: i) Wir setzen

t
¢::/ dlbds+e, o =d .
to

Dann gilt fiir u, := Py die Beziehung uj, = ®'¢p + P, woraus wegen &' = AP folgt:
up = AP + &Y' = Auy, + Oy = Auy + PP b = Auy, + b.

Also ist u, Losung der inhomogenen Differentialgleichung und fiir ¢ = uy auch Losung

der entsprechenden AWA.

ii) Sei u eine zweite Losung der inhomogenen Gleichung. Dann erfillt w := u — u;, die
Beziehung
w=u —uy=Au+b— Ay, — b = Aw,

d.h: Esist we H. Q.E.D.



124 Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Bemerkung 4.4: Die Aussagen dieses Abschnitts zeigt, dass zwischen der Theorie der
Systeme linearer gewohnlicher Differentialgleichungen und der linearer Gleichungssysteme
in R? eine weitgehende Analogie besteht.

Bemerkung 4.5: Die Darstellung

ult) = cp(t)( / t ®(s)"1b(s) ds + uo),

to

der (eindeutigen) Losung der linearen AWA
u'(t) = A(t)u(t) + b(t), > to,
entspricht der am Anfang dieses Kapitels fiir skalare lineare AWAn
u'(t) = a(t)u(t) +b(t), t>to,

mit Hilfe der Methode der Variation der Konstante gefundenen Darstellung

u(t) = exp (/tt a(s) ds) [uo + /tt exp (— /tTa(s) ds) b(7) dT]

0 0 0

Bemerkung 4.6: Fiir lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
o' (u) = Au(t) (4.1.41)

bzw. skalare Gleichungen hoherer Ordnung

ul(t) =" au(t) (4.1.42)

gibt es eine vollstindige Losungstheorie, die sich weitgehend algebraischer Argumente
bedient. Diese hat enge Beziehungen zu den sog. ,orthogonalen* Polynomem, welche in
der Numerik eine grofie Rolle spielen (z. B. GauB-Integration).

4.2 Randwertaufgaben

Die bisher betrachteten Anfangswertaufgaben konnen als Spezialfall der allgemeinen ,, Rand-
wertaufgabe“ (abgekiirzt: RWA)

u'(t) = f(t,ut)), tel=]la,b|, r(u(a),u(d)) =0, (4.2.43)

aufgefasst werden. Dabei sind f: I x R? — R? und r: R? x R? — R? gegebene, i. Allg.
vektorwertige Funktionen, welche im folgenden stets als stetig differenzierbar bzgl. aller
ihrer Argumente vorausgesetzt sind, und gesucht ist eine stetig differenzierbare Funktion
u : I — R?. In der Literatur findet sich fiir (4.2.43) auch die Bezeichnung ,, Zweipunkt-
Randwertaufgabe“ zur Abgrenzung von allgemeineren Problemen mit mehrpunktigen Ne-
benbedingungen der Form r(u(ty),...,u(tx)) = 0.
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Beispiel 4.12: Wir geben zwei Beispiele von RWAn gewohnlicher Differentialgleichungen
mit unterschiedlichen Typen von Randbedingungen.

i) Ein wérmeleitfdhiger Draht nehme das Intervall I = [a,b] ein. Er werde durch eine
Wirmequelle mit Temperaturdichte f(¢) (z.B. eine Streichholzflamme) erhitzt. Am lin-
ken und rechten Rand des Intervalls sei der Draht isoliert (d. h. kein Wérmefluss tiber den
Rand). Ist dann p(t) die ,Warmeleitfahigkeit® des Drahtmaterials, so wird die Tempera-
turverteilung u(t) ndherungsweise beschrieben durch die lineare , Neumannsche* RWA

—[pu](t) = f(t), tel, u'(a) =4/ (b) = 0. (4.2.44)

ii) Eine Saite sei iiber der z-Achse zwischen zwei Punkten (a,g,) und (b, g,) eingespannt.
Bei Ausiibung einer vertikalen Kraft mit Dichte f(¢) (z.B. durch Zupfen mit dem Finger)
erfahrt diese eine als streng vertikal angenommene Auslenkung, die mit w(t) bezeichnet
sei. Diese wird ndherungsweise durch die lineare ,, Dirichletsche* Randwertaufgabe

—pa () = (1), tel,  u(a)=ge uld) =g (1.2.45)

beschrieben, wobei p(t) > 0 eine durch das Material der Saite bestimmte Funktion ist.

4.2.1 Existenz von Lésungen

Im Gegensatz zu den AWAn existiert fir RWAn keine allgemeine Existenztheorie; nur
unter sehr einschriankenden Voraussetzungen lésst sich fiir nichtlineare Probleme die Exi-
stenz von Lésungen a priori garantieren. Da diese Voraussetzungen bei den in der Praxis
auftretenden Problemen meist nicht erfiillt sind, wird hier auf die Darstellung solcher
Resultate verzichtet. Fiir das Folgende begniigen wir uns mit der Annahme, dass die Auf-
gabe (4.2.43) eine Losung w (t) besitzt, welche wenigstens lokal eindeutig (bzw. isoliert)
ist, d. h.: Es gibt eine Umgebung

Ur(u) :={v € Cla,b], |lu —v]w < R}
von u, in der es keine zweite Losung @ # u gibt. Bezeichnen

f;(t,l’) = (ajfi(tvx) )Zj:l )

T;(x,y) = (8j7",‘(l’,y) )Zj:1 ) T;(l‘,y) = (ajTi(xvy))ijl

wieder die Jacobi-Matrizen der Vektorfunktionen f(¢,-) und r(-,-), so haben wir fiir die
lokale Eindeutigkeit einer Losung w von (4.2.43) die folgende Charakterisierung:

Satz 4.10 (Lokale Eindeutigkeit): Eine Lisung w wvon Problem (4.2.43) ist genau
dann lokal eindeutig, wenn die lineare, homogene RWA

V(t) = faltu®)v(t) =0, tel
re(u(a), u(b)) v(a) + 1, (u(a), u(b)) v(b) = 0

Y

(4.2.46)

nur die triviale Losung v =0 besitzt.
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Zum Beweis von Satz 4.10 miissen wir uns zunéchst mit der Losbarkeit der linearen
Aufgabe (4.2.46) beschéftigen; dafiir existiert gliicklicherweise eine vollstdndige Theorie.
Wir betrachten die allgemeine inhomogene lineare RWA

u/(t) — A(t)u(t) =_f(t) , el (4.2.47)

Byu(a) + Byu(b) =g
mit Matrizen B,, B, € R¥? einer stetigen Matrixfunktion A : I — R%? sowie einer

stetigen Funktion f: [a,b] — R? und einem Vektor g € R?. Der RWA (4.2.47) werden
die folgenden d +1 AWAn zugeordnet:

PU(t) — A (t) = f(t), t=a, ¢°(a)=0,

. . , , (4.2.48)
() — AP (t) =0, t>a, ¢(a)=¢, i=1,...,d,

mit den kartesischen Einheitsvektoren ¢! € R%. Mit den eindeutigen Losungen ¢° und

o' ... p? von (4.2.48) wird dann die , Fundamentalmatrix*
eit) ... @i(t)
D(t) = : :
eat) . @i(t)

des Systems (4.2.48) gebildet und der Losungsansatz

u(t;s) = ¢°(t) + Z sip'(t) = @ (t) + D(t)s

gemacht. Offensichtlich gentigt dieser Ansatz der Differentialgleichung
u(t;s) — Ab)ult;s) = f(t), t>a.
Es bleibt also, den Vektor s € R? so zu bestimmen, dass gilt:
Byu(a; s) + Byu(b;s) = g. (4.2.49)

Dass dies nicht immer moglich ist, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 4.13: Die Differentialgleichung

() +ut) =0 <= uj(t) —us(t) =0
t e 0,7] ub(t) +ui(t) =0

hat die allgemeine Losung: u(t) = ¢q sint + ¢y cost . Fiir verschiedene Randbedingungen
ergibt sich ein qualitativ unterschiedliches Losbarkeitsverhalten.

i) u(0) = u(m), v (0) =u/(w) : u(t)=0 (eindeutig bestimmt),



4.2 Randwertaufgaben 127

i) u(0) =wu(r)=0: u(t) = ¢;sint  (unendlich viele Losungen),

i) w(0) =0, u(mr) =1: keine Losung.

Die Randbedingung (4.2.49) kann durch Einsetzen des Ansatzes fiir u (t) umgeschrieben
werden in ein lineares Gleichungssystem fiir s:

B, ¢°(a) +B, ®(a) s + Byp"(b) + By®(b)s = g,
=0 I

d.h.
[B, + By®(b)]s = g — By’ (b) . (4.2.50)

Damit erhalten wir das folgende Resultat

Satz 4.11 (Existenzsatz fiir lineare RWAn): Die lineare RWA (4.2.46) besitzt ge-
nau dann fir beliebige Daten f(t) und g eine eindeutige Losung u(t), wenn die Matriz
By + By®(b) € R™ requlir ist, bzw. wenn die zugehdrige homogene RWA nur die triviale
Losung uw=0 hat.

Beweis: Ist die Matrix B, + By®(b) regulér, so ist das System (4.2.50) eindeutig 16sbar,
und die zugehorige Funktion u(t; s) 16st dann nach unserer Konstruktion die RWA (4.2.47).
Umgekehrt ldsst sich aber jede Losung u(t) von (4.2.46) in der Form

u(t) = @°(t) + ®(t)s

mit einem s € R? darstellen, da der Losungsraum der homogenen Differentialgleichung
von den Funktionen {p!, ..., ¢?} aufgespannt wird. Die Regularitiit von B, + B,®(b) ist
also notwendig und hinreichend fiir die Eindeutigkeit moglicher Losungen von (4.2.47).

Q.E.D.

Bemerkung 4.7: Die eigentliche Bedeutung von Satz 4.11 liegt darin, dass er eine star-
ke Analogie zwischen linearen RWAn und linearen (quadratischen) Gleichungssystemen
aufzeigt. Bei beiden Problemtypen geniigt es zum Nachweis der Existenz von Losungen
zu zeigen, dass eventuell existierende Losungen notwendig eindeutig sind.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Beweis von Satz 4.11 fiithren.

Beweis: [Beweis von Satz 4.10] Die Funktion f(¢,z) ist gleichméBig Lipschitz-stetig auf
einer Umgebung Ug des Graphen von w(t). Daher gibt es ein p > 0, so dass fiir jede
Losung v(t) der AWA

U/(t) = f(tvv(t))7 tel, U(tO) = o,
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mit ty € I, [J[vg — u(to)|| < p, notwendig gilt (Folgerung aus dem Stabilitdtssatz 4.4):

- <
max [[u(t) —v(t)]| < B.

D.h.: Jede zweite Losung v(t) der RWA, deren Graph dem von wu(t) um weniger als

p nahekommt, verlduft ganz in Ug. Sei nun v(t) eine zweite Losung der RWA mit
Graph(v) C Ug. Dann gilt fir w:=u—v:

Wil = fu®) = 1(600) = [ 00 + stumo)0)ut) ds
= it u®)u) + ( / {4t 0() + sw(t) = fi(t,u(t) } ds) w(t),

=: B

Die Funktion w 16st also die homogene lineare RWA

w'(t) = [fo(t,u(®) + a®)]w(t) =0, tel,

(4.2.51)

[, (ula), u(b)) + Ba] wla) + [r)(ula), u(b)) + By] w(b) = 0.
Wegen der angenommenen Lipschitz-Stetigkeit von f;(¢,),7,(-,y) und 7} (z,-) kann man
die Matrizen «(t), 8, und 3, normméiBig beliebig klein machen durch hinreichend kleine
Wahl von R. Im Hinblick auf den Stabilitdtssatz 4.4 fiir AWAn kann damit auch die
Abweichung der Matrix B, + B, ®(b) von der zum System (4.2.51) gehdrenden Matrix
B, + By ®(b) klein gemacht werden. Da dieses System nur die triviale Losung haben soll,
ist nach Satz 4.11 notwendig B, + B, ®(b) regulér. Fiir hinreichend kleines R ist dann
auch B, + By <I~>(b) regulédr und folglich wieder nach Satz 4.4 w = 0 die einzige Losung
von (4.2.51).

Der Beweis der Umkehrung dieser Aussage kann hier nicht ausgefithrt werden. Q.E.D.
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4.2.2 Sturm-Liouville-Probleme

Wir wollen nun Satz 4.11 anwenden auf die fiir die Praxis wichtige Klasse der sog. ,,(re-
guldren) Sturm-Liouville-Probleme*:

—lpul(®) +q@®)u' (@) +r)ult) = f(t), tel=lab],

st (4.2.52)
ard(a) + agu(a) = go, A/ (b) + Bou(b) =

Dabei seien p € CY(I), q,r,f € C(I) und ap, oy, Bo, f1, 9, 9 € R. Die Bezeichnung
yregular” bezieht sich auf die Tatsache, dass die Koeffizienten p,q,r nicht singuldr und
das Intervall I als beschrinkt vorausgesetzt sind.

Die RWA (4.2.52) ist von zweiter Ordnung und muss zunichst in ein System erster
Ordnung umgeschrieben werden: wu; =wu, wuy =
up =ug, —[pua) +quatru;=4f,, tel,
arus(a) + agui(a) = ga,  Brua(b) + Bour(b) = g -

Unter der Voraussetzung p(t) > p > 0 ist dies dquivalent zu dem System

£ ) ()1 70)
_ = , t€lab],
<u’2> r/p (a=p)/p) \u —f/p
(ao a1> (ul(a)> N (0 0) (U1(b)> _ <9a>
0 0 us(a) Bo B (D) 9v

in der Standardform (4.2.47). Fir diese RWA lassen sich sehr allgemeine Existenzsétze
beweisen. Wir beschrinken uns hier auf den Spezialfall sog. ,,Dirichletscher“ Randbedin-
gungen

(4.2.53)

w(a) =ga, u(b)=gs. (4.2.54)

Satz 4.12 (Sturm-Liouville-Probleme): FEs sei p(t) > p. Dann besitzt das Sturm-
Liowville-Problem (4.2.52) mit Dirichletschen Randbedingungen (4.2.54) im Falle

+ (b~ a)?min {r(1) - %q’(t)} S0, tel, (4.2.55)

tel

eine eindeutige Lisung u(t) € C*(I). Im Falle

+ (b= a)?min {r(0) - %q’(t)} >y 50, tel (4.2.56)

tel
mit einer Konstante ~y gilt fiir diese die folgende a priori Abschitzung bzgl. der L>-Norm:
lulla + llwllz + e[|z < e{Ilfll2 + |9al + 19|} (4.2.57)

mit einer von u und f unabhingigen Konstante ¢ > 0.
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Die Ungleichungsbedingungen (4.2.55) und (4.2.56) in Satz 4.12 sind z. B. erfillt fur
q(t) =qo, r(t)>0, tel. (4.2.58)

Beweis: i) Wegen der Aquivalenz des Sturm-Liouville-Problems (4.2.52) mit der RWA

(4.2.53) geniigt es, im Hinblick auf Satz (4.11) zu zeigen, dass das homogene Problem

(4.2.52) mit f(t) =0, g, = g» = 0 nur die triviale Losung u(t) = 0 besitzt. Sei also u(t)
die Losung von

_[pu/]/+Qu/+Tu:0, tel, u(a):u(b)zo

Multiplikation mit « und Integration iiber I ergibt

1
—/[pu’]’udt+f/qu2'dt—|—/7“u2dt:0.
I 2 Jr I

Durch partielle Integration folgt also bei Beriicksichtigung der Randbedingungen

b 1 1 b
/p|u'|2 dt — pu'u ‘ + / {r - §q’}\u|2 dt + §qu2 ‘ =0.
I '\_/-0 a I a

=0

Also ist

/
p/1|u’|2dt—|—r?eiln{r—g}/l|u|2dt<0.

Aus der Identitit

erschliet man die (eindimensionale) ,,Poincarésche Ungleichung*

L 2
/m%&g/(/ u’ds) dt < (b—a)2/|u’|2dt.
1 I a I

Damit erhalten wir

1
-2 2 : Ly 20t <0
(b—a) p/[|u| dt+a1£t1£b{r 2q} /]|u| dt <0

Unter der Voraussetzung (4.2.55) folgt
/ lu|?dt <0
I

ila) Zum Nachweis der a priori Abschitzung (4.2.57) schreiben wir die RWA zunéchst
in eine solche mit homogenen Dirichlet-Daten um. Die lineare Funktion (Lagrangesches
Interpolationspolynom)

bzw. u=0.

t—> t—a
l(t) '_a—bga—’_b—a

9b
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erfiillt die Randbedingungen [(a) = g, und [(b) = g, . Diese Funktion besitzt Schranken
der Form

/ 2+ / V2 dt < collgal® + s}
I I

mit einer von ¢,, g, unabhéingigen Konstante ¢y > 0. Wir fithren nun die neue Funktion
v :=wu — [ ein. Diese hat homogene Dirichlet-Randwerte v(a) = v(b) = 0 und geniigt auf
dem Intervall I der Differentialgleichung

—[pvT (@) + )" (t) + r(t)o(t) = f(2) = f(t) = [pLT @) + ¢V (1) + r()I(1). (4.2.59)

Wir werden fiir v die folgende a priori Abschétzung zeigen

/|v|2dt+/|v’|2dt+/|v”|2dt <c /|f|2dt, (4.2.60)
1 1 1 1

mit einer von v und f unabhéngigen Konstante ¢; > 0. Wegen

J1eae<end [172d+ la.f + lo}
I I

ergibt dies dann in Verbindung mit den Schranken fiir [ (bachte auch " =0)

Jrupacs [lpans [lwpea<e] 172l + o2}
I I I I

mit einer neuen Kanstante ¢ > 0.

iib) Zum Nachweis der Hilfsabschédtzung (4.2.60) multiplizieren wir in der Gleichung
(4.2.59) mit v, integrieren iiber I und erhalten analog wie in (i):

1 _
72 o 2 <
p/lvl dt+/f{r QQ}\UI dt_/}fvdt,

und weiter mit Hilfe der Poinceréschen Ungleichung;:

o\ 2 ; _ 1 2 < 3 )
(p(b a) +ar£1tlgb{r 54 }) /I|v| dt_/lfvdt

Wegen der Holderschen Abschétzung

/vadtﬁ (/I|f|2dt)1/2(/l|vzdt)l/2

folgt aus den letzten beiden Abschétzungen:

/\v|2dt+/|v’|2dt§ 03/]f|2dt.
I I I

Ausnutzung der Differentialgleichung in der Form —puv” + (¢ — p/)v' +rv = f ergibt

p/\v”|2dt§04{/|U’|2dt—|—/|U|2dt—|—/|ﬂ2dt},
I I I I

woraus in Verbindung mit den bereits gezeigten Abschitzungen die behauptete a priori
Abschétzung folgt. Q.E.D.
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Bemerkung 4.8: Unter den Voraussetzungen von Satz 4.12 gilt fiir die Losung w der
RWA auch eine a priori Abschatzung bzgl. der Maximumnorm:

lulloe + 1 lloo + 14" lloo < e{l1flloc + [gal + lgn}- (4.2.61)

Diese erschliefft man leicht mit Hilfe der (eindimensionalen) ,,Sobolewschen® Ungleichun-

“

gen

lulloo < (b= @)™ llull2 + (b — @)1 (4.2.62)
1 loe < (0= @)~ 2 |2+ (b= a) 2|2, (4.2.63)

und der L*-Abschitzung (4.2.57). Den Beweis der Sobolewschen Ungleichungen (éhnlich
wie der der Poinaréschen Ungleichung) und der L>°-Abschétzung wird als Ubungsaufgabe
gestellt.

4.3 Ubungen

Ubung 4.1: Man forme das System von Differentialgleichungen 4. Ordnung

() — au () = (), (t) + bo(t) = g(t),

in ein dquivalentes System erster Ordnung um.

Ubung 4.2: a) Man forme die auf einem Intervall [a,b] C R gestellte skalare, lineare
Randwertaufgabe zweiter Ordnung (sog. ,,Sturm-Liouville-Problem*)

—[pd1'(t) + g (&) + r(t)u(t) = f(1), t€ (a,b), ula)=a, u(b) =5,

in ein fiquivalentes System erster Ordnung in expliziter Form um. Dabei sind p € C[a, b]
mit p >0 und q,r, f € Cla,b] gegebene Koeffizientenfunktionen.

b) Die skalare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
u"(t) +u(t) =1
hat die allgemeine Losung u(t) = Asint + Bcost + 1. Man verifiziere, dass
1. zu den Randbedingungen «(0) = 0, u(w/2) = 0 genau eine,
2. zu den Randbedingungen «(0) =0, u(r) = 1 keine,

3. zu den Randbedingungen u(0) = 1, u(n) = 1 unendlich viele

8Sergei Lvovich Sobolew (1908-1989): Russischer Mathematiker; wirkte zunéichst in Leningrad (St.
Petersburg) und dann am berithmten Steklov-Institut fiir Mathematik der Akademie der Wissenschaf-
ten in Moskau; fundamentale Beitrage zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Konzept der
verallgemeinerten (distributionellen) Losung, Sobolew-Raume; beschiftigte sich auch mit numerischen
Methoden, numerische Quadratur.
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Losungen dieser Gestalt existieren. Dies demonstriert die Schwierigkeiten einer einheitli-
chen Existenztheorie fiir RWAn selbst im linearen Fall.

Ubung 4.3: Man konstruiere mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen eine
Losung fiir die folgende AWA:

a) W(t)=u®)V* t>0, w0)=1,
by W/(t) = —sin(t)u(t)’, t>0, wu(0)=1.
Man begriinde, dass dies jeweils die einzigen Losungen sind. Was passiert, wenn die An-

fangsbedingung in a) bzw. in b) in u(0) = 0 gedndert wird?

Ubung 4.4: Der Beweis des Existenzsatzes von Peano aus der Vorlesung sichert die
gleichméBige Konvergenz der mit dem Eulerschen Verfahren konstruierten Polygonziige
u” gegen eine lokale Losung u der AWA

ul(t) = f(t7 ’U,(t)), te [t(ht() + TL u(t()) = Uo,
mit stetigem f(¢,x) fiir eine gewisse Schrittweitennullfolge (h;)en -

a) Seien u!'(t) und u?(t) zwei durch den Satz von Peano gelieferte lokale Losungen auf
den Intervallen I = [ty,t;] bzw. Iy = [t1,ts] zu den Anfangswerten u'(ty) = uy bzw.
u?(t;) = u'(t;) . Man begriinde, warum dann die zusammengesetzte Funktion

ul(t), t € [to,t],
u(t) =1
u (t), t e [thtﬂ,
eine (stetig differenzierbare) Losung der AWA auf dem Intervall I U Iy = [to, to] ist.

b) Man zeige durch ein Widerspruchsargument, dass im Falle der eindeutigen Losbarkeit
der AWA die gesamte Folge der u" fiir h — 0 gegen u konvergiert, d.h. dass fiir jede
Nullfolge (h;)ien die zugehorigen Polygonziige konvergieren: u" — u (i — N).

Ubung 4.5: Die Funktion f(t,z) in der RWA
ul(t) - f(t? u(t))> t Z t07 U(fo) = Up,
sei auf R! x R? stetig und ,linear beschrinkt®, d. h.: Es gelte:
1t 2)| < A=l + B(?),

mit stetigen, nicht-negativen Funktionen A(t), B(t). Man zeige, dass dann die AWA eine
globale, d.h. auf ganz R definierte Losung besitzt. (Hinweis: Gronwallsches Lemma)
Ubung 4.6: Man untersuche die folgenden AWA hinsichtlich Existenz von Lisungen,
deren Eindeutigkeit und Existenzintervall, Beschrinktheit und exponentielle Stabilitét:

a) () =—ult) —u(t), t=0, uw0)=1

b)  W(t) =sin(u(t)) —2u(t), t >0, u(0)=1.

(Hinweis: Man wende die Sitze aus dem Text an.)
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Ubung 4.7: Man beweise die folgende Verallgemeinerung der Gronwallschen Unglei-
chung der Vorlesung: Besteht fiir eine stiickweise stetige Funktion w(t) > 0 eine Be-
ziehung der Form

w(t) < /ta(s)w(s) ds+b(t), t>to,

to
mit einer integrierbaren Funktion a(t) > 0 und einer nichtfallenden Funktion b(¢) > 0,
so folgt

w(t) < exp (/ta(s) ds)b(t) , t >t

to

Ubung 4.8: Die Funktion f(t,z) in der AWA
u'(t) = f(t,u(t), t>to, ulto) = uo,
sei auf R! x R? stetig und ,linear beschrinkt®, d. h. es gelte:
If(t ) < a@llzl + A1), teR,

mit auf ganz R stetigen, nicht-negativen Funktionen «(t), 5(¢).

a) Man zeige, dass dann die AWA eine, nicht notwendig eindeutige, aber globale, d. h. auf
ganz R definierte Losung besitzt. (Hinweis: Gronwallsches Lemma)

b) Sind die folgenden Funktionen auf R x R? linear-beschrinkt,
filt,x) = tlay[V? 4 sin(t)zy,  folt,z) = e F0 4o (14227

und wann sind die Losungen der zugehorigen AWA eindeutig?

Ubung 4.9: Gegeben sei die d-dimensionale lineare autonome AWA
u'(t) = Au(t) +b, t >to, ulte) = uo,

mit einer Matrix A € R? und einem Vektor b € R? (unabhingig von ).
a) Man zeige, dass die eindeutige globale Losung der AWA die Darstellung

¢
u(t) = et~ 4y, 4 / =94 ds

to

besitzt, mit der durch ihre Taylor-Entwicklung definierten Matrix-Exponentialfunktion

(Hinweis: Das Integral {iber eine Vektor- oder Matrix-Funktion ist im komponentenweisen
Sinne definiert.)

b) Wie lautet die natiirliche Verallgemeinerung dieser Losungsformel fiir den nichtautono-
men Fall mit ¢-abhéngigen Matrix- und Vektorfunktionen A(t), b(t)?
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Ubung 4.10: Gegeben sei die lineare AWA (d-dimensionales System)
u'(t) = A(t)u(t) +b(t), t>to, wulty) =u’,

mit einer stetigen Matrix-Funktion A(-), A(t) € R¥™¢ und Vektorfunktion b(-), b(t) €
R?. Nach einem Resultat aus dem Text hat diese AWA eine eindeutig bestimmte, globale
Losung.

a) Man rekapituliere den Begriff (stark) monoton. Anschliefend zeige man, dass diese
AWA | (stark) monoton® ist, wenn die Matrix —A(t) symmetrisch und gleichméBig fiir ¢
positiv definit ist, d. h.: A(t) = A(t)T und

(_A(t)xax)Q > '7HxH§7 S Rdv

mit einer Konstante v > 0. Hier bezeichnen (-,-)2 das euklidische Skalarprodukt und
|| - |l die euklidische Norm. Dies ist gleichbedeutend damit, dass alle Eigenwerte der
Matrizen A(t) negativ und gleichméfliig von Null wegbeschrinkt sind.

b) Man begriinde, dass die Bedingung in a) fiir die Matrix mit den Elementen
Qi = —507 Qjit1 = 20, (’L +1e {1, .. 7d}) Qi = 0 sonst (Z,] = 1, - ,d),
erfiillt ist.

¢) Man begriinde mit den Resultaten aus dem Text, dass die eindeutige Losung der AWA
dann fiir ¢t — oo gleichméfig beschrankt ist, wenn

sup ||b(t)]|2 < oo.

to<t<oo

Ubung 4.11: Die lineare Differentialgleichung
u'(t) +u(t) =1
hat die allgemeine Losung u(t) = Asint + Bcost + 1. Man verifiziere, dass

1. zu den Randbedingungen u(0) = 0, u(w/2) =0 genau eine,
2. zu den Randbedingungen «(0) = 0, u(7) = 1 keine,
3. zu den Randbedingungen u(0) = 1, u(n) = 1 unendlich viele

Losungen dieser Gestalt existieren. Dies demonstriert die Schwierigkeiten einer einheitli-
chen Existenztheorie fiir RWAn selbst im linearen Fall.

Ubung 4.12: Man betrachte das spezielle (reguliire) Sturm-Liouville-Problem
—[puT'(8) + q(t)u' () + r(t)u(t) = f(1), tel=][a,b],
mit sog. ,Neumannschen Randbedingungen*
u'(a) = ga, ' (0) = go-

Man formuliere eine Bedingung an die Koeffizienten ¢ und r, unter der diese RWA fiir
beliebige (reguliren) Daten eine eindeutige Losung besitzt.
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Ubung 4.13: Im Falle p,q,7, f € C'[a,b] mit p(t) > p >0 und

1
N2 7
p+(b—a) IPEIIH{T(t) 2q(t)} >0, tel,

ist nach der Vorlesung jede Losung u der RWA
=lpu]'(t) + q()u'(t) + r(t)ut) = f(t), tel=]a,b],

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen wu(a) = u(b) = 0 in C?(I) und geniigt der
L?-Abschétzung
lu”llz + 1 ll2 + llullz < c |1 fl2,

mit einer von wu, f unabhéngigen Konstante ¢ > 0. Man beweise unter denselben Vor-
aussetzungen die verwandte a priori Abschétzung

10" lloo + 1t oo + llttlloe < € flloc,

bzgl. der Maximumnorm ||ul|o := max; |u|. (Hinweis: Man zeige zum Beweis die Sobo-
lewschen Ungleichungen |[ulle < cf||ull2 + [[t/[]2} und |[v/]|ee < ef||t/]|2 + [Ju”]|2 )
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In diesem Kapitel wollen wir die Integrationstheorie fiir Funktionen f: D C R* — R
entwickeln. Die Integration hat viel mit der Messung des Inhaltes von Punktmengen zu
tun. In der Tat kann der ,Inhalt“ einer Menge D C R™ als das Integral iiber deren
,charakteristische Funktion“ yp auf einem n-dimensionalen Intervall I O D definiert
werden:

1, zeD,

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil der Kiirze, erscheint aber weniger systematisch.
Daher werden wir im Folgenden den klassischen Weg beschreiten und zunéchst den , In-
halt“ (bzw. das ,Maf}“) einer Punktmenge des R™ definieren und darauf aufbauend das
Riemann-Integral iiber derart ,,quadrierbare” (bzw. ,,meBbare*) Mengen entwickeln.

D] - / \o (@) da.

5.1 Inhaltsmessung von Mengen des R"

Ziel der folgen Uberlegungen ist es, fiir eine moglichst grofie Klasse von Teilmengen
M C R"™ so etwas wie einen ,Inhalt“ (oder ,Maf“) |M| zu definieren. Dabei sollten
die folgenden, aus der Anschauung abgeleiteten Eigenschaften vorliegen:

(I1) Positivitdt:  |M| > 0.

(I2) Bewegungsinvarianz:  |[M| = |M'|, wenn M und M’ isometrisch (kongruent) sind,
(d. h. durch eine Abstandserhaltende Transformation wie Verschiebungen, Drehungen und
Spiegelungen des R™ ineinander iiberfiithrt werden kénnen).

(I3) Normierung:  Der Einheitswiirfel W = [0,1]" hat den Inhalt |W;| =1.
(I4) Additivitat: MNN=0 = |[MUN|=|M|+|N]|.

Bemerkung 5.1: Die optimale Losung dieses ,,Inhaltsproblems® wire es, wenn jeder
Menge des M C R"™ ein Inhalt |M| mit den Eigenschaften (1)—(4) zugeordnet werden
konnte. Es ist eines der gundlegenden Einsichten der sog. ,,Mafitheorie“, dass dies zwar im
R! und R? (Banach 1923) méglich ist, nicht aber im R* (Hausdorf 1914). Wir miissen
akzeptieren, dass es im R® Mengen gibt, denen kein Inhalt zugeordnet werden kann.
Derartige ,,Monster® spielen aber in praktischen Anwendungen der Analysis keine Rolle.

Zur Konstruktion der allgemeinen Inhaltsfunktion beginnen wir zunéchst mit Mengen,
fiir welche die Definition des Inhalts anschaulich klar ist, ndmlich den (abgeschlossenen)
n-dimensionalen , Intervallen® (Rechtecke in R?, Quader in R*, u.s.w.). Fiir Vektoren
a,b € R™ mit Komponenten a; < b;, 7 = 1,...,n, ist ein Intervall I C R"™ gegeben als
Produktmenge der eindimensionalen Intervalle I; := [a;,b;), i =1,...,n:

=1L x---x1,.
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Dabei ist auch der Fall a; = b; fiir gewisse @ zugelassen (,,degeneriertes” Intervall) bis
hin zum Extremfall eines nur einpunktigen Intervalls. Der Inhalt eines n-dimensionalen
Intervalls ist dann auf natiirliche Weise definiert als

n

17 = T [ (b — @)

i=1

Il [1

Abbildung 5.1: Intervalle in R? und R3.

Fiir Intervalle hat die so definierte Inhaltsfunktion offenbar die geforderten Eigenschaf-
ten. , Zerlegungen® solcher Intervalle erhélt man durch Zerlegung der eindimensionalen
Intervalle I; = I;1U---UI; ,,, in Teilintervalle [; ; und Vereinigung der Produktintervalle
I; j, X I, . Die endliche Vereinigung von Intervallen wird , Intervallsumme* genannt. Die
Menge aller Intervallsummen sei mit S bezeichnet. Eine Intervallsumme kann auf ver-
schiedene Weise als Vereinigung von Intervallen dargestellt werden. Ausgezeichnet sind
dabei die , nichtiiberlappenden” Darstellungen S = Ug—; . 1), d. h solche, bei denen die
beteiligten Intervalle paarweise disjunkte Innere haben, I} N I7 = 0, k # 7. Zu jeder
Intervallsumme gibt es offenbar eine solche Darstellung als Vereinigung von nichtiiberlap-
penden Intervallen.

Definition 5.1 (Intervallsummen): Fir Intervallsummen S € S mit einer nichtiber-
lappenden Darstellung S = Ug—1... Iy ist der Inhalt erkldart durch

1S 3:Z|Ik\~
k=1

.....

Man iiberlegt sich leicht, dass die Definition des Inhalts einer Intervallsumme unabhéngig
ist von der betrachteten Darstellung als nichtiiberlappende Vereinigung von Intervallen.
Fiir Intervallsummen folgt aus S C 5", dass |S| < |S’|. Ferner ist stets [SUS’| < |S|+]5|
und speziell [SUS'| =S|+ |5, wenn S und S’ sich nichtiiberlappen.

5.1.1 Jordan-Inhalt

Definition 5.2 (Jordan-Inhalt und Nullmengen): i) Fir beschrinkte (nicht leere)
Mengen M C R™ sind der innere Inhalt* |M|; und der ,dufere Inhalt® |M|, definiert
durch

P = < 1 = .
Ml Se;uSpCM 5= SGSl,nfvfsz &l | Mo
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Fiir die leere Menge wird gesetzt |(); = ||, :== 0. Im Fall
|M|; = [M]q =: |M]
heifit die Menge ,quadrierbar® (oder ,messbar®) im Jordanschen' Sinne mit dem sog.

sJordan-Inhalt“ |M| .

ii) Mengen M C R™ mit (duflerem) Inhalt |M|, = 0 werden ,Nullmengen® (genauer
,Jordan-Nullmengen®) genannt. Man sagt, dass eine Aussage ,fast iberall* gilt, wenn sie
in allen Punkten bis auf die aus einer Nullmenge gilt.

Abbildung 5.2: Einbeschriebene und Umbeschriebene Intervallsummen.

Diese Definition des Inhalts einer Menge ist vertrdglich mit der obigen, intuitiven Defi-
nition des Inhalts fiir Intervallsummen. Da auch degenerierte Intervalle zugelassen sind,
enthélt jede nichtleere Menge Intervalle, so dass der innere Inhalt stets definiert ist. Eine
beschrankte Menge M C R"™ ist geméf dieser Definition genau dann quadrierbar, wenn
es zu jedem ¢ > 0 Intervallsummen S.,S¢ € S gibt mit

S. C M C S, [Se] — |S:] < e. (5.1.1)

Im Folgenden schliefit die Eigenschaft einer Menge ,,quadrierbar® zu sein ihre Beschrénkt-
heit mit ein.

Zum Beweis einiger wichtiger Aussagen iiber den Jordan-Inhalt ist es niitzlich spezielle
Intervallsummen, sog. ,, Wiirfelsummen*, zu betrachten. Die Wiirfel im R"™ mit Eckpunk-
ten 27Fp, fiir p € Z", und Kantenlinge 27% und Inhalt 27"* bilden die Menge W, der
,» Wiirfel k-ter Stufe. In diesem Sinne sind die Wiirfel O-ter Stufe gerade die Einheitswiirfel
mit Eckpunkten p € Z". Die Vereinigung solcher Wiirfel heifit , Wiirfelsumme*. Fiir eine
beschrankte Menge M C R" setzen wir

My =U{WeW,: Wc M}y, M :=u{WeW,: WnM #0}.

Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922): Franzésischer Mathematiker; Prof. in Paris; Beitriige
zur Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.
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Die Wiirfelsummen M, und MF* sind als spezielle Intervallsummen quadrierbar. Aus
dieser Definition ergeben sich sich direkt die folgenden Beziehungen:

My C My, € M C MF™ c M*, Kk eN, (5.1.2)

fiir eine quadrierbare Menge M , sowie |Mj| < |M| < |M*|.

Abbildung 5.3: Einbeschriebene und Umbeschriebene Wiirfelsummen.

Lemma 5.1: Fir beschrinkte Mengen M C R™ gilt

|M|; = lim | My, |M|, = lim |M¥). (5.1.3)
k—o00 k—o00

Beweis: Die Folge der Inhalte |M| ist monoton wachsend, und aus (5.1.2) folgt |M;| <
|M|; . Ist umgekehrt S C M eine Intervallsumme mit [M|; —|S| < €, so kann man durch
geringfiigige Verkleinerung der Intervalle von S erreichen, dass nur Eckpunkte der Form
27kp p € Z", auftreten, und die Ungleichung erhalten bleibt. Ist ko die groSte bei den
neuen Eckpunkten im Exponenten auftretende Zahl, so ist die abgeédnderte Intervallsumme
in My, enthalten. Daraus folgt die Richtigkeit der Behauptung fiir den inneren Inhalt.
Die Argumentation fiir den dufleren Inhalt verlduft analog. Q.E.D.

Das folgende Lemma fasst einige offensichtliche Eigenschaften des inneren und &ufleren
Inhalts zusammen. Dabei werden wieder die Bezeichnungen M? fiir das ,, Innere, M fiir
den ,Abschluss“, und OM fiir den ,Rand® einer Menge M C R"™ verwendet. Ferner
bezeichnet M, := {x € R" : dist(z, M) < ¢ eine (offene) e-Umgebung von M .

Lemma 5.2: Fir beschrinkte Mengen M, N C R"™ gilt:
i) MCN = |M],<[N |M<|N|.

i) Mo = Mo, |M]; = |M°);.

iii) |[MUN|, <|Ml,+|N|,.

iv) M°NN°=() = |MUNJ;>|M|;+|N|.

v) im0 | M|, = | M|q -
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Beweis: i) Fiir Intervallsummen mit S O N ist auch S O M und folglich

M|, = inf [5]<
s

inf |S|=|N|,.
SeS, SoOM SON

€S,S

Fiir Intervallsummen mit S C M ist auch S C N und folglich

|M]; = sup |S|< sup |S|=|NJ.
Ses, ScM SeS,SCN

ii) Wegen der Abgeschlosenheit der Intervallsummen gilt M Cc S < M C S und
folglich |M|, = |M|,. Sei weiter |M|; > 0 (andernfalls ist nichts zu zeigen). Sei £ >
0 beliebig. Fiir jede Intervallsumme S D M mit |S| — [M]; < € erhélt man durch
leichte Verkleinerung eine neue Intervallsumme S” > M° mit [S| —|S’| < . Damit folgt
[S"| = |M|; < 15| —|S|+ S| —|M]; < 2¢. Dae > 0 beliebig ist, ergibt sich |M°]; = |M];.

i) Es ist (M U N)* = M* U N* und weiter |(M U N)¥| < |M*| + |[N¥|. Fiir k& — oo
folgt die Richtigkeit der Behauptung.

iv) Esist (M°)gN(N°) =0 und (M), U(N°), C (MUN);. Alsoist |[(MO)g|+[(N)x] <
[(M UN)g|. Fir k — oo folgt die Richtigkeit der Behauptung,.

v) Wegen [a,b]. C [a;—¢,bi+¢] XX [a,—¢, by+e] gilt die Begauptung fiir Intervalle und
damit auch fiir Intervallsummen. Ist [M], < a, so gibt es eine Intervallsumme 7' > M
mit |T] < o. Alsoist |T¢|, < o und damit fiir hinreichend kleines € > 0 auch |M,|, < «.
Dies impliziert die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.

Beispiel 5.1: Dass es auch nicht quadrierbare Mengen gibt, zeigt das Beispiel
M={zeQ:=[0,1CR*: 7,€Q,i=1,2}.

Wegen |M|, = [M|, = [[0,1]*| = 1 und |[M|; = |[M°|; = |0]; = 0 ist diese Menge nicht
quadrierbar.

Lemma 5.3 (Nullmengen): Fir (Jordan)-Nullmengen gilt:
i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist ebenfalls Nullmenge.

ii) Jede endliche Vereinigung von Nullmengen ist wieder Nullmenge; insbesondere sind
endliche Mengen M = {x;, i € N} C R" Nullmengen.

iii) Jede in einem echten Untervektorraum von R™ enthaltene beschrinkte Menge M C
R™ st Nullmenge.

i) Ist M C R™ kompakt und f: M — R eine stetige Funktion, so ist ihr Graph
G(f) = {(z. f(@) € R*: w € M)

eine (n + 1)-dimensionale Nullmenge.
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Beweis: i) Fir N € M folgt nach Lemma 5.2(1) |N|, < |M|,, d.h.: Mit M ist auch
N Nullmenge.

ii) Seien My, k =1,...,m, Nullmengen. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 Intervallsummen
Sk € 8§ mit M, C Sy und |Sg| < ¢/m. Die Vereinigun S := Up—y__,,S) ist dann
e > 0 beliebig ist, folgt |M], = 0. Da jede einpunktige Menge M :{x} den dufleren
Inhalt Null hat, sind endliche Mengen also Nullmengen.

iii) O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die Menge M in dem (n— 1)-dimensionalen Un-
terraum V" li:={r € R": z = (z1,...,2,.1,0)} enthalten ist. Ferner sei M in einem
(n — 1)-dimensionalen Intervall I"~1 C V"=! enthalten. Dann enthélt die Intervallsumme
S = I""!' x [~k, k] die Menge M und hat den Inhalt |S|= 2k|I,,_4|. Fiir k — 0 folgt
also |[M|, =0.

iv) Der Graph G(f) € R™"! ist beschréinkt und folglich in einem Intervall I"*! = [a, b]"*!
enthalten. Sei S™, eine M {iberdeckende Intervallsumme in R™. Wir denken uns S™
zerlegt in endlich viele Wiirfel I;, ¢ = 1,...,m, mit maximaler Kantenlinge ¢ . Auf der
kompakten Menge M ist f gleichméBig stetig. Fiir beliebig gegebenes € > 0 gilt daher,
wenn ¢ klein genug gewahlt ist:
i — oy < ;= : ;= inf .

Bi—ai<e, B x:}t}ng(r), = inf flz)
Dann enthélt die Intervallsumme A := U;—1__,,I; X [a;, 5;] den Graphen G(f), und es
gilt:

G(Hla <D x [, B = D ILI(8i — i) <> L = €] S".
i=1 i=1 i=1

Da e beliebig klein gewihlt werden kann, folgt |G(f)|, =0. Q.E.D.

Bemerkung 5.2: Wir haben gesehen, dass endliche Mengen im R"™ Jordan-Nullmengen
sind. Es stellt sich nun die Frage, ob auch allgemeiner abzahlbare Mengen Nullmengen
sind. Dies kann der Fall sein; z.B. zeigt man leicht, dass fiir jede konvergente Folge
(2)pen in R™ die zugehorige Menge M = {x, k € N} Jordan-Nullmenge ist. I. Allg.
ist dies aber nicht der Fall. Das liegt daran, dass bei der Definition des dufleren Jordan-
Inhalts nur endliche Intervallsummen zugelassen sind. Dies bedingt, dass z. B. die abzihl-
bare Menge M = Q"N [0, R]" C R™ den &duleren Inhalt |M]|, = R" hat. Wiirde man bei
der Inhaltsdefinition auch (abzéhlbar) unendliche Vereinigungen von Intervallen zulassen,
so ergébe sich, dass jede abzihlbare Menge M = {z;, ¢« € N} dufleren Inhalt Null hat:
Fiir beliebiges ¢ > 0 ist jeder Punkt z; in einem Wiirfel I, mit Inhalt |I,| = 27"
enthalten, woraus folgt:

Mo < 3010 = Y™ = 15
k=1 k=1

d.h.: |M|, = 0. Wir haben damit eine Schwiche des Jordan-Inhalts identifiziert. Diese
wird durch den allgemeineren ,,Lebesgue-Inhalt®, den wir in Band 3 dieser Buchserie im
Zusammenhang mit dem ,,Lebesgue-Intergal“ diskutieren werden, iberwunden.
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Satz 5.1: FEine beschrinkte Menge M C R"™ ist genau dann quadrierbar, wenn ihr Rand
OM Nullmenge ist.

Beweis: Wir zeigen, dass |M|; + |0M|, = |M|, , woraus sich unmittelbar die Richtigkeit
der Behauptung ergibt. Ein Wiirfel W C M° kann keinen Punkt von 0M enthalten. Jede
Wiirfelsumme M* kann zerlegt werden in (M°); und (OM)F, so dass M* = (M°), U
(OM)* und (M°), N (OM)* = (. Also ist |(M),| + [(OM)*| = |M*¥|. Fiir k — oo ergibt
sich die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.

Lemma 5.4: Fir den Jordan-Inhalt gilt:

i) Ist M quadrierbar, so gilt |M|= |M°| = |M| . Insbesondere ist auch jedes beschrinkte
offene oder halboffene Intervall quadrierbar.

it) Fir quadrierbare Mengen M, N C R™ sind auch Vereinigung M UN , Schnitt M NN
und Differenz M\ N quadrierbar.

Beweis: i) Satz 5.1 impliziert, dass wegen OM = OM° = OM mit M auch M° bzw.
M quadrierbar ist und umgekehrt. Dies impliziert dann auch |M°| = [M \ OM| = |M]|
sowie |M|=|MUIM|=|M°UOM|=|M°|=|M|.

ii) Seien M, N quadrierbar und folglich [0M| = [ON| = 0. Ist A eine der Mengen
MUN, MNN oder M\ N, soist 0A C OM UIN und folglich [9A] =0. Also ist A
quadrierbar. Q.E.D.

Weitere Eigenschaften des Jordan-Inhalts sind in folgendem Korollar zusammenge-
fasst.

Korollar 5.1: Fir quadrierbare Mengen M, N C R"™ gilt:

i) MCN = |M|<I|N| (Monotonie).

ii) |[MUN|<|M|+|N| (Subadditivitit).

iii) M°NN°=0Q = |[MUN|=|M|+|N| (Additivitit).
iv) MCN = |[N\M|=|N|-|M|.

Beweis: i) Die Monotonie des Inhalts ergibt sich unmittelbar aus der entsprechenden
Eigenschaft des dufieren und des inneren Inhalts (Lemma 5.2a).

ii) Die Subadditivitiat des Inhalts ergibt sich aus der Subadditivitét des duBleren Inhalts
(Lemma 5.2¢).

iii) Die Additivitdt des Inhalts ergibt sich aus den Ungleichungen in Lemma 5.2¢/d fiir
den dufleren und inneren Inhalt.

iv) Anwendung der Additivitdat auf die disjunkte Darstellung N = M U (N \ M) ergibt
die Richtigkeit der Behauptung.
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Q.E.D.

Als Ergebnis der bisherigen Analyse haben wir gesehen, dass der Jordan-Inhalt drei der
gewiinschten Eigenschaften besitzt: Positivitdt, Normierung und Additivitdt. Die vierte,
die Bewegungsinvarianz, werden wir im néchsten Abschnitt ableiten.

5.1.2 Abbildungen von Mengen

Als néchstes beschéftigen wir uns mit der Frage, in wie weit Abbildungen ¢ : R" — R”
Eigenschaften von Mengen wie ,,offen” und ,,quadrierbar“ erhalten. Die Stetigkeit allein
reicht hier als Kriterium nicht aus, da durch stetige Abbildungen offene Mengen in nicht
offene und quadrierbare Mengen in nicht quadrierbare abbgebildet werden kénnen. Man
kann sogar zeigen, dass jede (nicht leere) beschrinkte Menge M C R? stetiges Bild
einer Nullmenge ist. Die entscheidende Zusatzbedingung ist die Lipschitz-Stetigkeit der
Abbildung.

RQ
RZ

Abbildung 5.4: Abbildung eines Quadrats in R? .

Lemma 5.5: Sei D C R" (nicht leer) beschrinkt und © : D — R™ eine Lipschitz-stetige
Abbildung mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt fir die Bildmenge ®(D) :

1®(D)|, < a|Dla, @ := (LvV)" (5.1.4)

Beweis: i) Fir einen Wiirfel W (z) mit Kantenldnge 2 > 0 und Mittelpunkt = € D
gilt
[@(x) = @(y)lla < Lllz = ylla < Lpv/n, y € W(x)ND.

Also ist ®(D N W(x)) in einem achsenparallelen Wiirfel W’ mit Mittelpunkt ®(z),
Kantenldnge 2uL+/n und Inhalt |W’| = o|W(z)| enthalten.

ii) Ist nun S = UW; D D irgendeine Wiirfelsumme mit Inhalt |S|. Dann ist ®(D) in
der Vereinigung von Wiirfeln W/ mit einem Inhalt

(W < a|Wj]
enthalten. Also ist

D)l < (U] < ST IWH < a3 W] =als|
J J
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Dies impliziert
|®(D)], <a inf |S|=al|D|,,
5e8,5cD

wie behauptet. Q.E.D.

Satz 5.2: Sei D C R™ (nicht leer) offen und quadrierbar. Die Abbildung ® : D — R"
sei in D Lipschitz-stetig und in D reguldr, d. h. stetig differenzierbar mit det ®'(x) # 0.

i) Die Bildmenge ®(D) ist offen und quadrierbar, und es ist

o(D) = (D), 9B(D)C dAD). (5.1.5)

i) Ist ® in D injektiv, so gilt OP(D) = ®(ID) . Ferner ist fir jede quadrierbare Teil-
menge A C D auch die Bildmenge ®(A) quadrierbar.

Beweis: ia) Nach Korollar 3.4 ist das Bild ®(D) der offenen Menge D unter der reguléren
Abbildung ® wieder offen und wegen der Stetigkeit von @ ist auch das Bild ®(D) der
beschriinkten, abgeschlossenen Menge D abgeschlossen. Dies impliziert ®(D) C ®(D),
da ®(D) nach Lemma 1.4 die kleinste abgeschlossenen Obermenge von ®(D) ist. Hieraus

folgt zunéchst

0®(D) = ®(D)\ ®(D) C ®(D)\ ®(D) C ®(dD).
Da D quadrierbar ist, muss |0D|, = 0 sein. Nach Lemma 5.5 ist dann auch |®(0D)|, = 0
und damit |0®(D)|, = 0. Die Bildmenge ®(D) ist also quadrierbar.

ib) Zu z € D gibt es eine Folge (#)icy in D mit z = limy_,o ™ . Fiir die Bilder
ist dann ®(z) = lim,_,, ®(2*)) . Dies und ®(D) C ®(D) impliziert schlieflich ®(D) =
o(D).

iia) Sei ® zusitzlich injektiv auf D. Wir wihlen x € 9D und eine Folge (2*))iey in
D mit x = limy_,0o 2® und ®(x) = limy_,0 ®(x*)) . Zu zeigen ist

&(z) € 9(D),

denn zusammen mit 0®(D) C ®(9D) ergéibe dies 0P(D) = ®(9D). Wire ®(x) € (D),
d.h. gdbe esein ' € D mit ®(z) = P(2’), so gibe es wegen der Offenheit von ®(D) eine
Umgebung V(®(x)) C ®(D) und eine Umgebung U(z') C D mit &(U(z')) = V(P(z)).
Wegen limy_,o 2 = 2 € D ist dann aber x;, &€ U (2') fiir hinreichend groBes k& und
folglich q)(x(k)) Z V(®(x)) im Widerspruch zu ®(2’) = ¢(z) = limy,0 @(x(k)) .

iib) Sei A C D quadrierbar. Dann ist auch das Innere A° quadrierbar und mit dem
Argument von (ia) folgt, dass ®(A°) quadrierbar ist. Wegen A\ A° C 0A ist A\ A°
eine Nullmenge. Dann ist nach Lemma 5.5 auch ®(A\ A°) Nullmenge. Folglich ist nach
Lemma 5.4(ii) ®(A) = ®(A°) UDP(A\ A°) quadrierbar. Q.E.D.

Das folgende Lemma zeigt, dass Satz 5.2 auch anwendbar ist, wenn die Abbildung ®
nur auf D definiert und dort Lipschitz-stetig ist.
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Lemma 5.6: Sei D C R" nicht leer und ® : D — R" eine Lipschilz-stetige Abbildunyg.
Dann besitzt ® eine Lipschitz-stetige Fortsetzung ® : D — R™ mit ®|p =P .

Beweis: Sei z € D und (x(k))keN eine Folge in D mit o = limj_,o z® . Wegen der
Lipschitz-Stetigkeit von & auf D gilt

le(@™) — @) < Llj2"™ — 0],

d.h.: Die Bildfolge (®(z®)en ist eine Cauchy-Folge. Thr Limes sei y. Im Falle x # D
setzen wir ®(z) := y. Dadurch wird eine Funktion ® : D — R" definiert. Diese Definition
ist eindeutig, da fiir jede zweite Folge (£)peny mit 2 = limy_o &) die zugehorige
Bildfolge wegen | ®(z®) — &(EM)|| < L|ja® — £®)|| ebenfalls gegen y konvergiert.

Ferner ist fiir z € D automatisch ®(z) = ®(x). Seien z,& € D und (2™)yen, (€5 ey
approximierende Folgen in D . Dann gilt

1B(x) — (&) = lim [|B(=™) — (W) < L lim |2 — W]} = L]z —¢].

Die Fortsetzung & ist also Lipschitz-stetig auf D mit derselben L-Konstante wie @ .
Q.E.D.

Satz 5.3: Es sei D CR" eine quadrierbare Menge und A € R™™ eine (n x n)-Matriz
und b € R™ ein Vektor. Dann ist auch die Bildmenge ®(D) C R"™ der durch ®(x) :=
Ax + b definierten ,affin-linearen® Abbildung quadrierbar, und es gilt

|®(D)| = | det A| D). (5.1.6)

Beweis: i) Wir betrachten zundchst die Translation ®(x) = z + b. Diese Abbildung
iiberfiihrt offenbar Intervalle bzw. Intervallsummen wieder in Intervalle bzw. Intervall-
summen mit |®(S)| = |S]. Ferner ist A C B C C &quivalent zu ®(A) C ®(B) C ®(C).
Also ist fiir jede quadrierbare Menge D C R™:

|®(D)|; = lim |®(D)g| = lim |Dy| = |D|;
k—o0 k—o0
= |D|, = lim |D¥| = lim [®(D)"| = |®(D)|,.
k—o0 k—o0
i) Sei det(A) # 0, d.h.: Die durch A gegebene affin-lineare Abbildung ist bijektiv.
Nach Satz 5.2 ist dann das Bild ®(W) eines jeden Wiirfels W quadrierbar. Es sei W)
der Einheitswiirfel (mit den Eckpunkten e® i = 1,...,n) und Inhalt |W;| = 1 und

a = |®(W7)|. Fiir jeden skalierten und verschobenen Wiirfel W = rW; 4+ b ist dann
ebenfalls

[ QW) = [2(rW1 + )| = [2(rW1)| = r"|®(W1)] = ar”|Wh| = o|W].

Dieselbe Aussage gilt dann auch fiir beliebige Wiirfelsummen. Insbesondere gilt fiir eine
beliebige quadrierbare Menge M C R":

| B(M"Y)| = ol M*|,  |®(My)| = | Myl.



5.1 Inhaltsmessung von Mengen des R" 147

Aus ®(My,) C (M) C ®(M*) folgt dann

a|My| = |2(My)| < [@(M)]; < |®(M)]q < [D(M")] = o M*.

Durch Grenziibergang k — oo ergibt sich
a| M| < |D(M)]; < |D(M)]a < o M].

Folglich ist ®(M) quadrierbar mit Inhalt |®(M)| = a|M]|. Die Konstante « ist dieselbe
fiir alle quadrierbare Mengen M C R™.

iii) Es bleibt o = | det A| zu zeigen. Dazu verwenden wir, dass sich jede reguldre Matrix
als Produkt in der Form A = QAQ> mit zwei orthonormalen Matrizen @1, @) und einer
Diagonalmatrix A = diag(A1,...,A,) mit A; > 0 darstellen lésst (s. Lemma 1.15). Dann
ist det A =det@q-detA-det@Qy =detA =X\ - ...\, Die Einheitskugel K := K;(0)
in R™ ist quadrierbar (Ubungsaufgabe). Durch Anwendung der durch die orthonormalen
Matrizen @1, Qs definierten Abbildungen wird jede Kugel auf sich selbst abgebildet; in
diesem Fall ist also @ = 1. Anwendung der Matrix A auf den Wiirfel W; bedeutet eine
Skalierung in die Koordinatenrichtungen; in diesem Fall ist also v = Ay - ... - A,. Wir
erhalten somit

[2(K1(0))] = |Q1DQ:2(K)| = |[DQ2(K)| = [Ar... Au| [Q2(K)[ = [Ar ... A [K].
Da |det A| = |det(@Q1DQ2)| = |det D| = |A1...\,|, folgt auch im allgemeinen Fall
a=|det A|.

iv) Im Falle det(4) = 0 wird der R™ durch A in eine Hyperebene abgebildet. Die
beschrinkte Menge ®(D) ist dann als Teilmenge einer Hyperebene eine Nullmenge, so
dass die behauptete Beziehung auch in diesem Fall gilt. Q.E.D.

Korollar 5.2: Der Jordan-Inhalt ist bewegungsinvariant, d. h.: Jede affin-lineare Abbil-
dung der Form ®(z) = Qx 4+ b mit einer orthonormalen Matriz Q € R™ ™ und einem
Vektor b € R™ fiihrt quadrierbare Mengen in quadrierbare Mengen tber und ldsst den
Inhalt unverdndert.

Beweis: Eine orthonormale Matrix @ € R™" erfiillt Q7 = Q~'. Dann ist wegen
|det Q| = |det Q7| = |det Q7! = |det Q| >0

auch |det @] = 1. Fiir jede quadrierbare Menge M C R"™ ergibt demnach Satz 5.3
|®(M)[ = [M]. Q.E.D.
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5.2 Das Riemann-Integral im R"

Im Folgenden sei D C R™ eine beliebige (beschrinkte, nichtleere) quadrierbare Menge
und f: D — R eine beschrankte Funktion. Wir betrachten endliche Zerlegungen 7 =
{Bs,i = 1,...,m} der Menge D in quadrierbare Teilmengen B; C M , welche sich
nichtiiberlappen, d. h.:

D =V, B;, B)NBj =0, i#j.

i

Die Durchschnitte B; N B; sind dann Nullmengen. Die Menge aller solcher Zerlegungen
von D sei mit Z(D) bezeichnet. Fiir eine Zerlegung Z = {B;} € Z(D) ist analog zum
eindimensionalen Fall die ,Feinheit“ |Z| definiert durch

|Z| := max diam(B;),

mit dem ,, Durchmesser” diam(B;) := sup, ,cp, [|[* — 2|2 Eine zweite Zerlegung 2’ =
{Bj} ist eine , Verfeinerung” von Z = {B;}, wenn alle B} Teilmengen gewisser der B;
sind; in Symbolen wird dies durch Z C Z’ ausgedriickt. Fiir zwei Zerlegungen 27 =
{Bi}, Z' ={B}} € Z(D) bezeichnet

ZUZ ={B;N B}

die durch Uberlagerung entstehende gemeinsame Verfeinerung.

Sei nun f : D — R eine beschriankte Funktion und Z = {B;,i = 1,...,m} eine
Zerlegung von D . Wir definieren eine zugehorige ,, Untersumme* und ,,Obersumme*

S7(f):=2_ inf f@IBI. S(f):= 2_1:535 f(@)|Bil,
sowie mit gewissen Punkten & € B;,i =1,...,m, die ,Riemannschen Summe*

RS (f) = Z f(&)|Bil.

i=1
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f(@) f(z)
g Sz(f) S(f)

B1 BQ B3 B4 B5 BG Bl B2 B3 B4 B5 B6

Abbildung 5.5: Ober- (links) und Untersumme (rechts) einer Funktion f:I —R.

Fiir Zerlegungen 7,7’ € Z(D) mit Z C Z' gilt dann:

Sz(f) < Sz(f), Sz (f) < Sz(f). (5.2.7)
Dies impliziert dann fiir beliebige Zerlegungen Z, 7" € Z(D) die Beziehung
S7(f) < Szuz(f) < Sz0z(f) < Sz (f). (5.2.8)
Ferner gilt wegen sup(f) = —inf(—f) fiir jedes Z € Z(D):
Sz(f) = =Sz(=f). (5.2.9)

Mit den obigen Bezeichnungen werden nun wieder das ,,Unterintegral® und das ,,Ober-
integral“ definiert durch

10 = [ f@dei= sw s, T0)= [ fa)de= inf Sz
J p ZeZ(D) D ZeZ(D)
Aus diesen Definitionen ergeben sich unmittelbar die folgenden Beziehungen:

J() < I(),  I()==L=)). (5.2.10)

und

T < sup @)D (5:211)

Definition 5.3: Sei D C R™ quadrierbar. Sind fiir eine beschrinkte Funktion f: D —
R ihr Ober- und Unterintegral gleich, so heifit der gemeinsame Wert das ,Riemann-
Integral® (kurz ,R-Integral“) von f idber D,

/D f(a)de = J(f) = J(F) = T(f). (5.2.12)

und die Funktion [ wird ,Riemann-integrierbar® (kurz ,R-integrierbar®) genannt. Die
Menge der iber D R-integrierbaren Funktionen wird mit R(D) bezeichnet.



150 Das n-dimensionale Riemann-Integral

f(x) f(z) %
%/
Sz(f) = S4(f) RS2(f)
i T X
By, By B3 By Bs Bs B, By By B, Bs Bs

Abbildung 5.6: Differenz von Ober- und Untersumme (links) und die Riemannsche Summe
(rechts) einer Funktion f: I — R.

Der Ausbau der Theorie des mehrdimensionalen R-Integrals erfolgt weitgehend analog
zum eindimensionalen Fall.

Satz 5.4 (Riemannsches Integrabilititskriterium): Sei D C R" quadrierbar und
f: D — R eine beschrinkte Funktion. Es ist f € R(D) genau dann, wenn es zu jedem
e >0 eine Zerlequng Z. € Z(D) gibt mit

Sz.(f) = 82.(f) <e. (5.2.13)

Beweis: Zu jedem ¢ > 0 gibt es definitionsgeméf eine Zerlegung 7. € Z(D) mit

J(f) =87 (f) <58, Sz(f) = J(f) < 3=
Im Fall f € R(D) gilt dann
S2.() = 52,7 = 5a.(7) = JU) + () - 8..(1)
=Sz.(f) = J()+I(f) - 85.(f) <e.
Gilt umgekehrt (5.2.13) fiir eine Zerlegung Z. € Z(D), so folgt
T() = 2(5) = T(F) = S F) + 52 ) = S2,(6)
+8,.(f) = L(f) £ 52.(f) = S4.(f) <e.

Da € > 0 beliebig ist, muss B
J(f)=J(f)=0
sein, d.h.: f € R(D). Q.E.D.
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Satz 5.5 (Riemannsche Summen): Sei D C R" quadrierbar und f : D — R eine
beschrinkte Funktion. Dann konvergiert fiir jede Folge von Zerlequngen Z, € Z(D) mit
|Zx| = 0 (k= o0) :

Sz (f) = I(f), Sy (f) = I(f) (k= o0). (5.2.14)

Es ist f € R(D) genau dann, wenn fir jede Folge von Zerlegungen Zy, € Z(D) mit
|Z| = 0 (kK — o) alle zugehorigen Riemannschen Summen gegen denselben Limes
konvergieren. Dieser ist dann gerade das R-Integral von f tiber D :

RSz, (f) = J(f) = /Df(a:) dr (k= o). (5.2.15)

Beweis: i) Wir zeigen zunéchst die Konvergenz aller Folgen von Unter- und Obersummen
zu Zerlegungen mit |Z] — 0 gegen die entsprechenden Unter- und Oberintegrale:

Sz(f) = J(f), S,(f)—=I(f) (2] =0).

Zu beliebigem e > 0 wihlen wir eine Zerlegung Z. = {C;} € Z(D) mit

Sz —JI(f) <e.

Die Randmenge R := U;0C; ist Nullmenge. Fiir § > 0 sei Rs die oben definierte -
Umgebung von R. Nach Lemma 5.2(v) kann § > 0 so gewéhlt werden, dass |Rsl, < €.

ia) Wir benotigen das folgende Hilfsresultat: Hat die Menge A C D den Durchmesser
diamA < §,soist A C Rs oder A C C; fiir einen Index j. Ist A ¢ Rs, so gibt es
einen Punkt = € A\ Ry; dieser liege in einer der Mengen C;. Wegen diam(A) < § ist

A C Ks(z), und wegen dist(z,0C;) > § ist Ks(x) C C;, denn andernfalls wiirde Ks(z)
Randpunkte von C; enthalten (Man mache sich dies klar.)

ib) Sei nun Z; = {B;} C Z(D) eine Zerlegung aus der Folge (Zy)keny der Feinheit
|Zs] < §. Wir betrachten die aus den Schnitten der Zerlegungsmengen von Z. und Z;
bestehende Zerlegung Z = {C; N B;} . Fiir die Obersummen zu diesen Zerlegungen gilt:

Szy(f) = J(f) = Sz,(f) = Sz(f) + Sz(f) = Sz.(f) +Sz.(f) = J(f).

=:Dq =:Ds =:D3

Die drei Differenzen D, werden gesondert abgeschétzt. Da Z Verfeinerung von Z. ist,
gilt Dy < 0. Weiter ist D3 < ¢ nach Voraussetzung. Wegen |B;[ = . [C; N B;| gilt mit
den Bezeichnungen M; := suppg, f und M;; := SUpp,nc, f:

Dy =Y M|Bi| =Y My|BinCy| = (M; — My)|B; N Cyl.
i 1,7

]

Fiir ein B; € Zs konnen die folgenen drei Fille auftreten:
1. Esist B;NC; =0 und somit |B;NC;| =0.
2. Fir ein j ist B; C C; und somit M; = M,;.
3. Esist B; C Rs.
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Damit sind nach (ia) alle Moglichkeiten erschopft. Also ist mit M := sup, f:

Di= Z (M; — My;)|B; 0 Cj| < 2M|Rs| < 2Me.

1,J; BiCRs
Damit erhaten wir fiir |Zs| < 0:
S, (f) = T(f) < 2Me +& = (2M + 1)e.

Es konvergiert also Sz(f) — J(f) fiir |Z] — 0. Analog erschlieflen wir auch S,(f) —
J(f) fir |[Z] — 0.

ii) Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich nun leicht die Richtigkeit der zweiten Behaup-
tung. Ist f € R(D), so gilt definitionsgeméf

210) = [ ste)dz =705
D
Also konvergieren wegen S,(f) < RSz(f) < Sz(f) alle Folgen von Unter- und Ober-
summen sowie von Riemannschen Summen fiir |Z] — 0 gegen denselben Limes, ndmlich
das R-Integral von f. Umgekehrt miissen im Falle der Konvergenz all dieser Folgen ge-

gen denselben Limes Unter- und Oberintegral von [ {ibereinstimmen, d.h.: f € R(D).
Q.E.D.

Lemma 5.7: Sei D C R™ quadrierbar. Das R-Integral iiber D besitzt die Figenschaften:
i) Beziehung zwischen R-Integral und Jordan-Inhalt:

/ dz = |D. (5.2.16)
D
it) Bin f € R(D) ist auch auf jeder quadrierbaren Teilmenge Dy C D R-integrierbar.
iii) Linearitit: Fir f,g € R(D) und o, € R ist af + Bg € R(D), und es gilt:

J(af +Bg) = aJ(f) + BI(g). (5.2.17)
iv) Monotonie: Fir f,g € R(D) folgt aus f(zx) > g(z), x € D:

J(f) = J(g). (5.2.18)

v) Ist D = Dy U Dy mit zwei quadrierbarer Mengen Dy, Dy, DN DS =0, so gilt

Ip(f) = JIp,(f) + Ip,([)- (5.2.19)

Die Aussagen (iv) und (v) gelten auch fir das Unter- und das Oberintegral.
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Beweis: Wir verwenden eine Folge von Zerlegungen Z, = {B;} € Z(D) mit Feinheiten
|Z| = 0 (k — o). Die zugehorigen Unter- und Obersummen sowie alle Riemannschen
Summen konvergieren dann nach Satz 5.5 gegen das R-Integral.

i) Fiir die Ober- und Untersummen der Funktion f =1 auf D gilt
D] = Bil = 84(f) = S4(f)

und somit J(f) = |D|.

ii) Sei f € R(D) und Dy C D quadrierbar. Je zwei Zerlegungen Z, Z;, € Z(D;) lassen
sich durch Hinzunahme der Teilmengen B; € D\ Dy zu Zerlegungen Z, 72", € Z(D)
mit |Zy| < |Z| und |Z}| < |Z}| erginzen. Fiir die mit denselben Auswertungspunkten
in B; C D\ D; gebildeten zugehdrigen Riemannschen Summen gilt:

|RS7,(f) = RSz (F)| =[RSy, (f) = RSz ()]

Nach Satz 5.5 konvergiert dann
|RSz,(f) = RSz (/)] = 0 (12l = 0, |Z| = 0).

Daraus folgern wir, dass jede Folge Riemannscher Summen (RSz, )reny mit |Zx| — 0 eine
Cauchy-Folge ist, und dass alle diese Cauchy-Folgen gegen denselben Limes konvergieren,
der dann gerade das R-Integral von f iiber D; ist. Also ist f € R(Dy).

iii) Aufgrund der Linearitdt der Riemannschen Summe gilt

RSz, (af(z) 4+ By(z)) = aRSz,(f) + BRSz(9),
und durch Grenziibergang k — oo ergibt sich (5.2.17).

iv) Wegen f > g ist RSz, (f) > RSz, (g), und durch Grenziibergang k — oo ergibt sich
(5.2.18) fir das R-Integral. Fiir Unter- und Oberintegrale argumentiert man analog.

v) Sei D = D;U D, mit quadrierbaren Mengen Dy, Dy und D¢ND§ = (). Wir betrachten
Folgen von Zerlegungen 7, = {B;} € Z(D;) und Z, = {C;} € Z(D,), welche zu Zerle-
gungen Z = {B;,C;} € Z(D) vereinigt gedacht sind. Fiir die zugehdrigen Riemannschen
Summen gilt dann

Unter dem Grenzproze8 |Z|,|Za] — 0 bzw. |Z] — 0 ergibt sich nach Satz 5.5:

Jp(f) = Jp,(f) + Jp,(f).
QED.

Korollar 5.3: Seien A C D C R"™ quadrierbare Mengen. Dann ist die charakteristische
Funktion xa R-integrierbar, und es gilt

/D xa(@) dz = |A].
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Beweis: Die charakteristische Funktion x4 ist iiber die disjunkten quadrierbaren Mengen
A und D\ A R-integrierbar. Es gilt also nach Lemma 5.7 (i):

[ a@de = [ atwyae s [ el = [ da=a
Q.E.D.

XAE].

XAEO DCR2

Abbildung 5.7: Charakteristische Funktion x4 .

Lemma 5.8: Sei D C R" quadrierbar. Ist f € R(D) mit m < f(x) < M,z € D,
und ¢ : [m, M] — R eine Lipschitz-stetige Funktion, so ist auch die Komposition o f
R-integrierbar. Dies impliziert, dass mit f,g € R(D) auch die Funktionen

|f|a f+7 f,, fga max{f,g}, Hlin{fvg}

R-integrierbar sind. Im Falle inf,cp f(z) >0 ist auch f~'e€ R(D).

Beweis: i) Wir verwenden das Riemannsche Integrabilitdtskriterium aus Satz 5.4. Wegen
f € R(D) gibt es zu jedem e > 0 eine Zerlegung Z = {B;} € Z(D), so dass

SZ(f) _ﬁz(f> = Z(Mz —ml)|BZ| < E.

7

Mit der Lipschitz-Konstante L von ¢ gilt dann fiir beliebige Punkte z,y € B;:
(o f)x) = (po )l < LIf(x) = f(y)| < LM; —my),

und somit
sup(p 0 ) ~inf(p o f) < L(M; — m).

B;
Damit folgt

Sz(pof) = Sy(0f) =) (suplpo f) —inf(eo f))IBil < Le.

3
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Also ist po f € R(D).

ii) Da die Funktionen o(z) = |z|, ¢(z) = max{z,0}, ¢(z) = min{z,0}, p(z) =
1z (fir * > k > 0), p(x) = 2? auf [m, M] Lipschitz-stetig sind ergibt sich aus
Teil (i) auch der zweite Satz an Behauptungen. Zum Nachweis von fg € R(D) und
max{f, g}, min{f, g} € R(D) verwenden wir dabei die Beziehungen

Afg=(f+9*—(f—9)

sowie max{f,g} = f+(¢g—f)+, min{f,¢} = f+(9— f)- zusammen mit die Linearitit
des R-Integrals. Q.E.D.

maz{f,g}
fr

f-
mind f, g}

Abbildung 5.8: Positiver und negativer Teil einer Funktion sowie Mazimum und Minimum
zweier Funktionen.

Lemma 5.9: i) Auf einer Jordan-Nullmenge N C R™ st jede beschrinkte Funktion
f: N — R R-integrierbar mit

/N f(z)dr = 0. (5.2.20)

ii) Sei D C R" quadrierbar und f : D — R beschrinkt. Dann ist f entweder iber alle
drei Mengen D° C D C D R-integrierbar oder iber keine von diesen. In ersterem Fall
gilt:

/Df(a:)dx: Dof(ac)dx:/Df(x)da:, (5.2.21)

Beweis: i) Ist |N| =0, so haben alle Ober- und Untersummen von f iiber N den Wert
Null. Es ist also [y, f(z)dz =0.

ii) Ist f iiber eine drei Mengen D°, D, D R-integrierbar, so wegen |0D| =0 und D° =
D\ 9D und D = DUJD auch iiber die beiden anderen. Q.E.D.
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Satz 5.6 (R-Integrierbarkeit stetiger Funktionen): Sei D C R™ quadrierbar und
f D — R beschrinkt und in D fast diberall, d.h. bis auf eine Nullmenge N C D,
stetig. Dann ist f € R(D). Insbesondere folgt aus f € C(D) und sup,cp |f(z)] < oo
die R-Integrierbarkeit von f .

Beweis: i) Wir nehmen zunichst an, dass f gleichméBig stetig ist. Zu jedem ¢ > 0 gibt
es also ein § > 0, so dass fiir Punkte z,y € D gilt:

le—yl <o = |f(2) = fly)l<e

Sei Z ={B;} € Z(D) eine Zerlegung mit Feinheit |Z| = max; diam(B;) < §. Dann gilt
auf jedem B;:
M; —m; :=sup f(z) — inf f(z) <e.

2EB; reB,;

und somit

52(f) = S7(f) = (M —my)|Bi| <e|D|.

(2

Nach dem Riemannschen Integrabilitatskriterium Satz 5.4 ist also f € R(D).

ii) Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, dass f beschrénkt aber nur in C' := D\ N
stetig ist mit einer Nullmenge N C D. Da C quadrierbar ist, gibt es Intervallsummen
Sk mit den Eigenschaften

Sk C C?  |C?\ Sk| < 1/E.

Jedes Sy ist kompakt und folglich f auf S gleichméBig stetig. Also ist nach dem eben
Gezeigten [ € R(Sy). Fiir die Unter- und Oberintegrale von f iiber C° gilt dann

[Tco(f) = deo () = [Teons, (f) + Ts,(f) = Joos, (f) = s, (f)]
= [Joors, (f) = Loos, ()]
< 2sup|f(x)]|C°\ Sk] =0 (k— o0).
zeD

Alsoist f € R(C?).Da dCUN eine Nullmenge ist, folgt schlieBlich wegen C°UOCUN =
D auch f e R(D). Q.E.D.

Bemerkung 5.3: Die Aussage von Satz 5.6 lidsst sich nicht umkehren, d.h.: Aus der
Eigenschaft f € R(D) folgt nicht notwendig, dass die Unstetigkeitsmenge N von f
eine Jordan-Nullmenge ist. Analog zum eindimensionalen Fall folgt aber, dass N eine
Nullmenge im schwécheren Lebesgueschen Sinne ist.

Als Konsequenz der Monotonieeigenschaft des R-Integrals erhalten wir die folgenden
wichtigen Aussagen:

Korollar 5.4 (Dreiecksungleichung): Sei D C R™ quadrierbar und f € R(D). Es
qgilt:

(/Df(:v)d:c\ S/le(:z:)|d:z:. (5.222)
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Beweis: Wegen +f(x) < |f| ergibt die Monotoniebeziehung (5.2.18)

Lﬂmmsémmw, /f m</ﬁ|w

was zU zeigen war. Q.E.D.

Korollar 5.5 (Schrankensatz): Sei D C R" quadrierbar. Ist f € R(D) und ist m <
f(x) <M,z €D, so gilt
m|D| < / f(x)dx < M|D]. (5.2.23)
D

Allgemeiner gilt fir f,g € R(D) mit g >0:

/ ) de < / f(x)g(z)de < M/ (5.2.24)

Beweis: Aus der Monotonie des R-Integrals, Lemma 5.7(iii), folgt

/ dx—/mg dx</f d:v</Mg d:p<M/

was (5.2.24) ergibt. Fiir g =1 folgt auch (5.2.23). Q.E.D.

Die Ubertragung des Mittelwertsatzes von einer auf mehrere Dimensionen erfordert
restriktivere Voraussetzungen.

Satz 5.7 (Mittelwertsatz): Sei D C R™ quadrierbar und f € R(D). Dann gibt es
eine Zahl p € R mit inf,ep f(x) < p <sup,cp f(z), so dass

/Df(x) dr = p|D|. (5.2.25)

Ist dariiber hinaus D kompakt und zusammenhdngend und ist f stetig, so gibt es ein
£eD mit p= f(§).

Beweis: Der Beweis folgt der Argumentation des eindimensionalen Falls. Ausgangspunkt
ist die Ungleichung (5.2.23):

miD| < [ fx)ds < M)
D
mit m :=inf,cp f(x) und M :=sup,.p f(x). Wir definieren die lineare Funktion

o(t) ;== (m(l —t)+ Mt)|D|, te][0,1].
Wegen ¢(0) = m|D| < M|D| = ¢(1) gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein 7 € [0,1],

so dass
:/f(:l?) dx.
D

Dann folgt (5.2.25) mit der Zahl p := @(7)/|D|. Ist D kompakt und f stetig, so gibt
es Punkte 2™ z™" € D mit f(2™) = sup,cp f(x) sowie f(z™") = inf,ep f(z).
Ist dariiberhinaus D zusammenhéngend, so gibt es nach dem Zwischenwertsatz 2.5 zu
flamin)y < p < fa™>) ein € € D mit f(£) =p. Q.E.D.
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5.2.1 Ordinatenmengen und Normalbereiche

Wir wollen den engen Zusammenhang zwischen Jordan-Inhalt und Riemann-Integral il-
lustrieren. Dies fithrt auch auf leistungsfihige Methoden zur praktischen Berechnung des
Jordan-Inhalts von Mengen. Wir betrachten fiir eine nicht-negative Funktion f: D — R
auf einer quadrierbaren Menge D C R™ die zugehorige ,,Ordinatenmenge*

M(f):={(z,t) eR"™ : 2 € D,0<t< f(x)}

Fiir eine nicht-positive Funktion f: D — R ist die zugehorige Ordinatenmenge entspre-
chend definiert. Allgemeiner definieren wir fiir zwei Funktionen f,¢g: D — R mit f > g
die Menge (sog. ,,Normalbereich*)

M(f,g) = {(z,t) eR" . x € D, g(x) <t < f(x)}.

t
d 4
\/ f(z)
M(t,g)
\/ 9(x)
« D z

Abbildung 5.9: Beispiel eines Normalbereichs.

Satz 5.8: Sei D C R™ quadrierbar und f,qg: D — R beschrdnkt und R-integrierbar mit
f>g. Dann ist der Normalbereich M(f,g) C R™™ in R™™ quadrierbar mit

M(f,g)] = /D (f(z) - g(x) de. (5.2.26)
Speziell gilt fir f>0:
M(f)| = /D f(z) de. (5.2.27)

Dies impliziert auch, dass der Graph G(f) einer R-integrierbaren Funktion f:D — R
eine Jordan-Nullmenge in R ist.
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Beweis: i) Wir beweisen zunichst die Quadrierbarkeit von M(f) sowie die Gleichung
(5.2.27). Seien M := M(f) und J := [, f(z)dz, und die Jordan-Inhalte in R™ und
R™"! seien mit || bzw. || bezeichnet. Es sei Z = {B;} eine Zerlegung von D . Mit
m; = inf,ep, f(x) und M; = sup,cp, f(z) bilden wir die Zylinder U; := B; x [0,m;] und
V; := B; x [0, M;]. Diese haben in R"*! die Inhalte |U;|" = m;|B;| bzw. |V;|' = M;|B;|.
Die Innere B? sind nichtiiberlappend, was sich auf die Mengen {U;} bzw. {V;} iibertrigt.
Also ist wegen U;U; C M C U;V;:

S,(f) <YW =W Ul < |MJ; < M, < [ U Vil = Y Vil < Sa(f).

7

Da dies fiir beliebige Zerlegungen Z von D gilt, folgt J < |M|, < |M|, < J, was die
Quadrierbarkeit von M und (5.2.27) impliziert.

it) Wir zeigen weiter, dass der Graph jeder R-integrierbaren Funktion f: D — R Jordan-
Nullmenge ist. Mit f sind auch f; = max{f,0} und f_ = min{f,0} R-integrierbar. Der
Graph von f ist Teilmenge der Graphen von f, und f_, welche wiederum Teilmengen
des Randes der Ordinatenmengen von M (f.) und M(f-) sind. Da letztere nach Teil
(i) quadrierbar sind, sind ihre Rénder Jordan-Nullmengen. Folglich ist G(f) Jordan-
Nullmenge.

iii) Durch Ubergang von f, g zu f +c, g+ c mit hinreichend grofier Konstante ¢ geniigt
es, 0.B.d.A. den Fall f > g > 0 zu betrachten. In diesem Fall ist

M(f,9) = (M(f)\ M(g))U G(g)-
Die Gleichung (5.2.26) folgt dann aus (5.2.27) mit |G(g)| = 0 sowie der Gleichung (s.

Korollar 5.1 (iv)) |[M \ N| = |M]| —|N]|. Q.E.D.
Beispiel 5.2: Wir wollen den Jordan-Inhalt der folgenden Menge bestimmen:
M:={(r,y) eR*: 0<a<1l,y>1—ax2°+y* <1}
Offenbar ist M = M(f,g) mit den durch
fla)y=vi-a2 = gla)=1-z
definierten Funktionen f,g:[0,1] = R (s. Skizze).

Y
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Also ist

|M|=/01(f() dx_/mdx—/(l—m)d

P -
ol

5.2.2 Vertauschung von Grenzprozessen

Satz 5.9: Sei D C R™ quadrierbar und (fy)ren eine Folge von Funktionen f, € R(D),
welche gleichmdflig gegen eine Funktion f : D — R konvergiert. Dann ist auch f €
R(D), und es gilt:

/Df(:c)dx/D lgl;ofk z)dr = hm/fk (5.2.28)

Beweis: Wir folgen wieder der Argumentation des eindimensionalen Falles. Mit Hilfe der
Linearitat von Unter- und Oberintegral ergibt sich

0<J(f) = L(f) = J(f) = J(fu) + T (fi) = L(f)
(f) = J(fr) + L(fx) = I(f)
(f = f)+I(f = 1)

|
O K\ k‘\ K‘\

up|(f = ) @)D} = 0 (k = o0).

Dies impliziert nach Satz 5.4 die Integrierbarkeit von f sowie
|J(f) = Tl = [I(f = fu)l < sup [(f = fo)(@)[|D] =0 (k= o0),
ze
was zu zeigen war. Q.E.D.

Als unmittelbare Konsequenz von Satz 5.9 erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 5.6: Sei D C R" quadrierbar und (fx)ren eine Folge von Funktionen fy €
R(D), fir welche die Rethe
)= fulx)
k=1

auf D gleichmiflig konvergiert. Dann ist auch f € R(D), und es gilt
/ flz)de = / ka(x) dx = Z/ fr(x) de. (5.2.29)
D D =1 k=170

Bemerkung 5.4: Die Voraussetzung der gleichméfiigen Konvergenz der Integranden fj
in Satz 5.9 ist sehr einschrinkend. Das Resultat des Satzes bleibt richtig, wenn man nur
die punktweise Konvergenz und die gleichméfige Beschrinktheit der f;, fordert (Satz von
Arzeld). Wir verzichten aber auf die Darstellung dieses Resultats, da wir in Band 3 dieser
Textreihe im Zusammenhang mit dem Lebesgue-Intgeral noch leistungsfahigere Kriterien
fiir die Vertauschbarkeit von Konvergenz und Integration kennen lernen werden.
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5.2.3 Der Satz von Fubini

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, wie man Integrale iiber mehrdimensionale Berei-
che mit Hilfe von mehreren eindimensionalen Integrationen berechnen kann. Der folgen-
de Satz geht in seiner allgemeinen Form (fiir das Lebesgue-Integral) auf Fubini? (1908)
zuriick.

Satz 5.10 (Satz von Fubini): Seien I, C R" und I, C R™ kompakte Intervalle mit
dem kartesischen Produkt I = I, x I, € R"™™ wund f € R(I). Ferner seien fir jedes
feste y € I, und x € I, die Funktionen f(-,y) bzw. f(z,-) R-integrierbar iber I, bzw.
1, . Dann sind auch die Funktionen

Fe(y) = i f(@y)de,  Fy(x) = i flz,y)dy

R-integrierbar tiber I, bzw. I, und es gilt:

Jreniey = [ ([ seva)ay= [ ([ epa)a G2

Beweis: Wir betrachten Zerlegungen Z, = {I;} von I, und Z, = {K,} von I, welche
Zerlegungen Z = {I;, x K;} von I = I, x I, erzeugen. Wir setzen

mi; = inf f, M;; := sup f.
IZXKj ]iXK]‘

Damit folgt
ng‘lz‘ g/f(m,y)dx, yeKja
I;
und weiter

Zmij”i'S/I flz,y)de = Fy(y), vye€Kj.

Integration in y-Richtung iiber K; ergibt

Smlnlii< [ mwdy= [ ([ sz

I

und Summation iiber j:
§Z(f)zzmij|fi><[(j\ S/ (/ f(x,y)dx) dy.
i,j s, I

Anwendung der vorangegangenen Uberlegungen mit der Obersumme liefert

/1< f(:v,y)da:) dySZMUHiXKj‘:gz(f).

Iy

2Guido Fubini (1879-1943): Italienischer Mathematiker; Prof. in Turin und Princeton; Beitréige u.a.
zur Analysis, Variationsrechnung und Differentialgleichungen.
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Gehen wir links zum Supremum und rechts zum Infimum bzgl. der Zerlegungen Z {iber,
so ergibt sich

Jrenien < [ ([ sena)as [ ([ sepi)as [

Ist nun f R-integrierbar tiber I = I, x I, so stimmen die linke und die rechte Seite
mit dem Integral von f {iber I iiberein und es folgt die Richtigkeit der Behauptung.
Die Richtigkeit der Behauptung fiir die vertauschte Integrationsreihenfolge folgt analog.

Q.E.D.

Bemerkung 5.5: Die Aussage von Satz 5.10 lésst sich verallgemeinern fiir Funktionen
f(z1, ..., xy) auf kompakten kartesischen Produkten [ =1 x ... x [,

/f(xl,...,xm)d(xl...xm) :/ flze, .. o) dey .. day, (5.2.31)
I Iy Im

wobei die Reihenfolge der Integrationen beliebig vertauscht werden darf.

Bemerkung 5.6: Ist die Funktion f: I — R stetig, so existieren die Integrale

F.(y) = [ flz,y)de,  Fy(x):= [ f(z,y)dy,

Iy Iy

und der Satz von Fubini liefert die Gleichung

/If(l’,y)d(x,y) = /11,< 8 f(:z:,y)dx) dy = /IL( . f(a:,y)dy) dx.

Zur Anwendung des Satzes von Fubini auf ein Integral {iber ein allgemeines Integra-
tionsgebiet D wird dieses in ein Intervall I = I, x I, eingebettet und der Integrand
f € R(D) durch Null auf ganz I fortgesetzt:

/D F(,y) da,y) = / Seyday). fay) IZ{S(x’y)’ Exzi EJD{D.

Die Standardsituation ist die eines Normalbereiches M(p,1¢) C R™. Nach Satz 5.8
sind Normalbereiche quadrierbar, und eine stetige Funktion f : M(p,9) — R ist R-
integrierbar. Nach dem Satz von Fubini gilt dann

d @(zn)
/ f(x)de = / (/ fa@ zy,) dm') dx,,. (5.2.32)
]W(%w) c 7/)(4‘71)

Beispiel 5.3: Wir berechnen mit Hilfe von Satz 5.10 einige einfache Doppelintegrale:
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1) Zu berechnen ist das Integral

J:%ijﬂ@w,f:@mxuq
Es gilt:
J:/l (/3 mlyydy)d@“:/l L;lyﬁdx:/l (5%
= [ln(x +3) — In(z + 4)}? =1In (;—i)

Die Integration in umgekehrter Reihenfolge ergibt dasselbe Ergebnis.

2) Zu berechnen ist das Integral (s. Skizze)
1
= ———d(z,y), D={(z,y) eR?:1<2<2 3<y<2+2}.
| gt D=l )

Y

8

Wir definieren die Funktion

- L (IE + y)iZ: (I, y) € D’
f@w%—{Q (z,y) € ([1,2] x [3,4]) \ D,

und berechnen das Integral

J:/If(x,y)d(x,y), I:=[1,2] x [3,4].

Fiir dieses gilt nach dem Satz von Fubini

J/lz(ff(x,y)dy)dx/: (/ff(ar,y)dx)d%
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bzw. bei Ausnutzung der Definition der Menge D (Man mache sich eine Skizze.):

J/j(:ﬂf(a;y)dydm/ / fﬁ:ydm

Auswertung dieser Integrale ergibt:

2 2+x 1 2 ~1 y=2+x 2 1 1
J = ( 7dy)dx: [ } do = ( — )d:z:
1 3 (ery)z 1 L+ yly=3 1 \z+3 2242

= [ln(m +3) —1In(2z + 2)]? = In(5/Vv24),

sowie

4 2 40 = 4
J:/3 (/ 1y)2 da:)dy:/g [:p—i—lyLszy:/g <2y1—2_ﬁ>dy

[% In(2y — 2) — In(2 + y)E =1In(5/v/24).

3) Zu berechnen ist der Inhalt des Einheitskreises K := {(z,y) € R? : 22 +y* < 1} . Mit
der charakteristischen Funktion

1, 2?2+9% <1,

T,y) =
xx(®:9) {o, 2y > 1,

gilt nach dem Satz von Fubini:

11 1 /1292 1
|K|=/ / XK(w,y)dxdy=/ / dxdy:/ 2¢/1 —y2dy.
—1J-1 —1 —\/@ —1
Mit Hilfe der Variablensubstitution y = sin(f) ergibt sich also

/2 w/2
\K|*2/ V1 — sin? 96059d9—2/ cos29d9:/ df = .
—n/2 _

—7/2 /2

5.2.4 Transformation von Integralen

Wir rekapitulieren zunéchst das Ergebnis fiir das gewthnliche eindimensionale R-Integral.
Ein Intervall I = [a,b] € R werde durch eine Funktion ¢ auf ein Intervall p(I) = [o, f] €
R abgebildet, wobei p(a) = a, ¢(b) = § gelte. Ist die Abbildung ¢ stetig differenzierbar
und monoton wachsend (d.h. ¢’ > 0) , so gilt fiir jede iiber (1) R-integrierbare Funktion
f () — R die Transformationsformel

B (b) b
dy = dy = 2)) ¢ (2) dx.
/a f(y)dy /w(a) f(y)dy /Gf(so( )¢ (x)
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Ist ¢ dagegen monoton fallend (d.h.: ¢’ < 0) mit ¢(a) = 5, ¢(b) = a, so gilt

B o(a) »(b) b
/a fly) dy = / L W= / f(y) dy = / F (@) (~¢(z) da.

(a)
In beiden Féllen gilt also fir ¢'(z) #0:

B
dy = dy = da:— d:z: 5.2.33
[ s /af(y)y / F () ¢(@)] /f D) dr,  (5.2.33)

d.h.: Zwischen den Integrationsinkrementen besteht die Beziehung dy = |¢(x)|dz . Im
Spezialfall einer affin-linearen Abbildung ¢(x) = ax + b ist entsprechend dy = |a|dz .

Zur Ubertragung dieses Resultats fiir mehrdimensionale Integrale haben wir in Ab-
schnitt 5.1.2 untersucht, wie sich unter affin-linearen Transformationen ®(x) = Az + b
von quadrierbaren Mengen D C R™ deren Inhalt veréndert:

|®(D)| = | det A| D). (5.2.34)

Dies legt fiir diesen Spezialfall die folgende Transformationsformel fiir die zugehorigen
R-Integrale nahe:

fly)dy = / f(®(x)) | det A] dz. (5.2.35)
®(D)

Im Hinblick auf ®'(z) = A wird damit auch die in folgendem Satz formulierte allgemeine
Substitutionsregel plausibel.

Satz 5.11 (Transformationssatz): Die Menge D C R"™ sei offen und quadrierbar und
die Funktion ® : D — R™ stetig differenzierbar, injektiv und Lipschitz-stetig. Dann ist
die Menge ®(D) quadrierbar, fir jede Funktion f € R(®(D)) ist die Funktion

F = f(®(-))|det d'()| : D - R

R-integrierbar, und fir jede quadrierbare Teilmenge M C D gilt die Substitutionsregel

fy dyf/f ) | det @'(z)| dx. (5.2.36)
o(M)

Bemerkung 5.7: Bei Setzung f =1 folgt aus (5.2.37) fiir die Inhalte:
M)| :/ | det ®'(z)| dx. (5.2.37)
M

Dies ist die natiirliche Verallgemeinerung der Transformationsformal (5.1.6) fiir affin-
linecare Abbildungen ®(z) := Az + b auf allgemeine reguldre Abbildungen ®(-). Fiir die
affin-lineare Abbildung ist ®'(-) = A.
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Bemerkung 5.8: Die Substitutionsregel (5.2.36) wird normalerweise unter den stirke-
ren Voraussetzungen bewiesen, dass die Abbildung & auf einer offenen Umgebung U
von D ein Diffeomorphismus ist, d.h.: ® ist auf U injektiv, regulir (det(®') # 0), und
die Umkehrabbildung ¥ := &' : ®(U) — U ist ebenfalls stetig differenzierbar. Diese
Bedingung ist aber fiir einige wichtige Anwendungen (z. B. fiir die Transformationen auf
Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten) zu einschrankend. In die-
sen Féllen ist die Jacobi-Matrix Jg zwar in der offenen Menge D regulér, hat aber auf
deren Rand 0D singulare Punkte. Es konnen aber auch singuldre Punkte in D selbst
auftreten. Ein einfaches Beispiel in einer Dimension hierfiir ist die Transformation

y=ox):=2° z¢e[-1,1],

welche das Intervall D = [—1,1] eindeutig auf das Intervall [—1,1] abbildet, aber im
Punkt = = 0 eine irreguliire Ableitung ¢'(0) = 3z%,-0 = 0 hat. Fiir diese Situation
sind aber die schwécheren Bedingungen von Satz 5.11 erfiillt, insbesondere ist ¢ auf D
injektiv und L-stetig. Fiir jede Funktion f € R([—1,1]), gilt also die Substitutionsformel

/ fldy =3 [ F(a)a? da.

Als Vorbereitung fiir den Beweis des Substitutionssatzes stellen wir das folgende Lem-
ma bereit. Dieses ist quasi der ,harte” Kern des Beweises.

Lemma 5.10: Sei D C R" offen und quadrierbar und ® : D — R™ eine stetig differen-
zierbare, Lipschitz-stetige Abbildung. Fir jede quadrierbare Menge M C D gilt dann:

®(M)], < /M | det & ()] da. (5.2.38)

Beweis: i) Wir zeigen die Richtigkeit der Behauptung zunéchst fiir den Spezialfall, dass
die Teilmenge M C D ein abgeschlossener n-dimensionaler Wiirfel W ist.

ia) Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Ist die Behauptung fiir irgendeinen Wiirfel W
falsch, so gibt es ein € > 0 mit

D), > / | det ®(y)] dy + €| VV.
w

Der Wiirfel W habe 0.B.d.A. die Kantenliange 1. Durch Halbierung der Kanten kann
W in 2" abgeschlossene Teilwiirfel mit Kantenlinge % zerlegt werden. Unter diesen ist

2
mindestens ein Wiirfel, mit W, bezeichnet, mit

|D(W1)|a 2/ | det ®'(z)| dw + | W |.
W1
Denn wiére fiir alle Teilwiirfel Wy, C W, i=1,...,m,

|CI)(W1J‘)|(L < / |d€t¢),(l’)|d$+€|WLi|,

Wi
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so ergibe sich wegen der Subadditivitit des dufleren Inhalts und der Additivitdt von
Riemann-Integral und Jordan-Inhalt

LUATES St UAES S MEET TOIEEES SEI
i=1 i=1 /Wi i=1
= / | det ®'(x)| dz + e|W],
w
und damit ein Widerspruch zur Annahme. Durch Fortsetzung dieses Arguments konstru-
ieren wir eine Folge von Wiirfeln W), mit Wy, C W, [W,| =27% und

LU

> det ®'(z)|dx +¢e, k€N, 5.2.39
T Wil Wk| ()] ( )

Wegen Wiy € Wy, und diam(Wy) — 0 (K — o)), gibt es genau einen Punkt a €
NkenWy € D (Ubungsaufgabe).

ib) Wir setzen A := ®'(a). Wegen der Stetigkeit von @’(-) und damit auch der von
|det @'(+)| folgt mit dem Mittelwertsatz 5.7 die Existenz von Punkten a; € Wy mit

1
W/W|det<I)’(x)|dx:|det@/(ak)|, ke N.
k

Wegen ar — a (k — oo) folgt damit

1

—_— |det ®'(z)|dz — |det ®'(a)| = |det A| (k — o0).
|Wk| Wi

Der Grenziibergang k — oo in (5.2.39) ergibt dann

lim inf 7|(I)(Wk)|a

k—o00 | kl

> |det A + ¢, (5.2.40)

Wir wollen dies zum Widerspruch fithren. Wegen der Differenzierbarkeit von @ gilt fiir
heR" mit a+heW:

®(a+h) = ®(a) + Ah +w(a; h),  [wla;h)[| < [[hll2&(([R]2), (5.2.41)

mit &(r) — 0 fiir 7 — 0. Der Durchmesse der Wiirfel W, ist diam(W}) = 27%\/n und
folglich ||h|ly < 27%\/n. Fiir jeden Punkt x = a + h € W}, ist also

llw(a; h)|la < ep == 2750, 8k = vna(||h]l2) = 0 (k— o).

Wir setzen
Vi=AW), Vi .= A(W,), keN.

Aus (5.2.41) erhalten wir wegen ||®(z) — ®(a) + Ah|2 < ¢ die Bezichung

(W) C @(a) + (Vi).,,  (Vi)e, = {z € R" : dist(z, Vi) < e}
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Fiir solche e-Umgebungen von Mengen gilt, wie man leicht verifiziert,
(c+ M) =c+ M, AM. = (AM)., NeR,.
Mit geeigneten ¢, € R™ ist daher
Vi =cp +27FV, (Vi)er = e + 277V,
Nach Satz 5.3 ist |[V| = |det A| [W], und es gilt allgemeien |AM|, = A\"*|M]|, . Dies ergibt

SOVl _ 2V o
Wil = 2w

Veila
Vi

= | det A| — |det A] (k — o0),

was einen Widerspruch zu (5.2.40) bedeutet.

iia) Wir beweisen nun die Abschétzung (5.2.38) fiir den Fall einer beliebigen quadrierbaren
Teilmenge M C D. Dazu muss zunichst die Existenz des Integrals begriindet werden.
Da ® in M als stetig differenzierbar angenommen ist, folgt die Stetigkeit von F(-) :=
|det @(-)| in M . Wegen der L-Stetigkeit von @ sind die partiellen Ableitungen 9;®; auf
M gleichméfBig beschrankt, denn mit der L-Konstante L von & gilt:

< L.

_ i [5x4 h) = @(2)]

Also ist auch die Funktion F' auf M beschrinkt. Da M quadrierbar ist, folgt nach Satz
5.6 die R-Integrabilitdt von F' iiber M , d.h. das Integral in (5.2.38) existiert.

iib) Sei pasr = sup,eyy | det @' (2)|. Mit Hilfe von Teil (i) erschliefen wir die Ungleichung
auch fiir die ausschopfenden Wiirfelsummen M, C M :

(M)l < Y 1@W)la< Y / \detcb'(x)\dx:/ | det @' (2)| da.
WiC My, wicMy, Wi M,

Damit erhalten wir

[(M)]o < [D(My) UR(M\ My)|o < [®(Mj)]a + [P(M\ M)l

g/ |det @' ()| dz + [®(M \ My)la

= [ |det @'(m)|dxf/ | det @' (x)| dz + | (M \ My)la-
M M\Mp

Nach Lemma 5.5 gilt
[ (M \ My)la < (LvV/n)" [M\ Mila =0 (k — o0),
/ |det @' (x)| do < pup| M\ Mg| =0 (k — 00).
M\Mj,

Dies impliziert die behauptete Ungleichung. Q.E.D.
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Beweis: [Beweis des Transformationssatzes]

i) Wir beweisen den Satz zunichst unter der strengeren Voraussetzung, dass die Abbil-
dung ® auf einer offenen Umgebung U von D ein Diffeomorphismus ist, d.h.: & ist
auf U injektiv, regulir (det(®') # 0), und die Umkehrabbildung ¥ := &' : (U) — U
ist ebenfalls stetig differenzierbar. Diese Bedingung ist aber fiir einige wichtige Anwen-
dungen (z.B. fiir die Transformationen auf Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und
Kugelkoordinaten) zu einschrinkend. Aufgrund der Resultate iiber reguldre Abbildungen
(Satz 5.2) ist dann ®(U) C R™ ebenfalls offen und ®(D) = ®(D) C ®(U). Ferner sind
® auf D und ¥ := &' auf ®(D) Lipschitz-stetig mit L-Konstanten (Ubungsaufgabe)

Ly == max [|®'(z)[ls, Ly := max [[¥'(y)]>.
zeD yed(D)

Aufgrund von Satz 5.2 werden durch ® und V¥ jeweils quadrierbare Mengen auf quadrier-
bare Mengen abgebildet. Nach Lemma 5.10 gilt dann fiir quadrierbare Mengen M C D

@(M)] < [ | det @(x)] da. (5.2.42)

ia) Sei nun f: ®(D) — R eine beschrinkte, nichtnegative Funktion:

sup [f(y)| <oo,  fly) >0, yec®(D).
yeP(D)

Fiir eine Zerlegung Z = {B;, i = 1,...,m} von ®(D) in quadrierbare Mengen B; sei

o= g f0) 20, 1))=Y mos)

yEB;

mit den chrakteristischen Funktionen yp, der B;. Dann sind auch die Bildmengen M, :=
U(B;) quadrierbar, und konstruktionsgemafl gilt:

0<t(y) < fly), yecdD).

Ferner ist fir y = ®(x) € ®(D) mit B; = &(M;):

ZszB ZszM f(@(z)).

Mit (5.2.42) folgt dann wegen m; > 0 fiir die Untersumme von f bzgl. der Zerlegung 7 :

= ZmZ|B1\ < Zmz/ | det @' (x)| dx: :/ t(®(z))| det ()| dx.
i=1 i=1 M; M

Wegen t(y) > 0 wird die recht Seite vergréfiert, wenn man ¢(®(x)) durch f(®(z)) ersetzt
und zum Unterintegral iibergeht:

/ f(®(2))| det @' ()| dx.
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Da dies fiir jede solche Zerlegung von ®(D) gilt, ergibt sich durch Supremumsbildung
/ y)dy < / F(®(z))] det ' (z)] da. (5.2.43)
4 _a(D)

Anwendung dieser Ungleichung mit vertauschten Rollen von ® und ¥ = &~ auf das
rechte Integral ergibt weiter

/ f(®(x))| det @' (x )|dx:/ f(®(x))| det @'(z)| dx

=¥ (®(D))

S/ F(2(T(y)))] det (U (y))][ det ¥'(y)| dy.
J_a(D)

Dieser Schluss ist erlaubt, da ¥ = ®~! aufgrund unserer verschiirften Annahmen diesel-
ben Eigenschaften hat wie ®. Wegen |det | = | det ¥/|~! ergibt sich so

/ f(®(x))| det @'(z)| dx </ fly) dy. (5.2.44)
J_a(D)

Durch Kombination von (5.2.43) und (5.2.44) finden wir

/ f(y)dy:/ [(®(2))| det @' ()| dx. (5.2.45)
J_a(D) L p

ib) Ist die Funktion f > 0 in ®(D) stetig, so sind alle in (5.2.45) auftretenden Funktionen
R-integrierbar, und es folgt

fly dyf/f )| det @' (x)| da. (5.2.46)
o(D)

Diese Formel gilt insbesondere fiir konstante Funktionen f = ¢,

D)|:/ cdy:(‘/|det¢> (x)] dx,
(D)

und dann natiirlich auch fiir ¢ < 0.

ic) Nun sei f lediglich als beschrankt in ®(D) angenommen. Sei ¢ eine Konstante mit
f4c>0.Dann gilt (5.2.45) fiir f; := f+c und fo = —c. Mit Hilfe des Additionsgesetzes
fiir das Unterintegral folgt somit (5.2.45) fiir beliebige beschrinkte Funktionen. Zwischen
dem Unter- und dem Oberintegral besteht die Beziehung

dy = — — ) dy.
[p L@ / o 10

Damit folgt die entsprechende Formal auch fiir das Oberintegral:

dy = det @’ dx.
A(D)f(y) y /D<<>>| 6/ (z)|
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Unter der Annahme f € R(®(D)) ergibt sich so, dass auch f(®(-))|det ®'(-)| € R(D)
ist und die Substitutionsformel gilt:

fly)dy = / [(®(z))| det @' (z)| da. (5.2.47)
®(D) D

id) Ist nun M C D eine beliebige quadrierbare Teilmenge, so folgt aus den bekannten
Eigenschaften regulérer Abbildungen, dass auch ®(M) quadrierbar ist (Satz 5.2). Weiter
sind dann die Funktion f € R(®(D)) tber ®(M) sowie die Funktion f(®(-))|det &'(-)| €
R(D) iiber M R-integrierbar, und es gilt die Substitutionsformel (5.2.47) mit M anstelle
von D.

ii) Wir betrachten nun den Fall einer Abbildung ® : D — R™ mit den im Satz geforderten
schwécheren Eigenschaften, d. h.: ® wird nur in D als stetig differenzierbar und injektiv,
aber dafiir zusétzlich als L-stetig angenommen. Fiir jede abgeschlossenen Teilmenge M C
D sind dann die in Beweisteil (i) gemachten Voraussetzungen erfiillt, und es gilt die
Aussage des Satzes, insbesondere die Substitutionsformel

/ Fly) dy = / F(@ ()| det & (2)] d. (5.2.48)
(M) M

Wir haben zu zeigen dass dies auch fiir ganz D bzw. D gilt, auch wenn dort singulire
Punkte von ® existieren mogen.

ifa) Sei L die L-Konstante von ® und a = (Ly/n)" die Konstante in der Abschétzung
von Lemma 5.5:
|®(D)la < @Dl

Ferner sei (s. Beweis Teil (iia) von Lemma 5.10)

B:= sup |f(y)l, 7 := sup | det ®'(z)],
ye®(D) zeD
und K :={z € D: det ®'(x) = 0} die Menge der irreguléren Punkte von ®. Wegen der
Stetigkeit von det ®'(+) ist die Menge D \ K offen. Die Bildmenge ®(D \ K) ist dann
nach Satz 5.2 ebenfalls offen. Zu beliebig fixiertem € > 0 sei D, eine Wiirfelsumme mit
|[D\ D,| < e. Furein k > ¢ teilen wir die in D, enthaltenen Wiirfel W € W, k-ter
Stufe in zwei disjunkte Wiirfelsummen auf:

Dy =U{WCD,: WNK=0}, D:=U{WCD,: WNK #0}.

Offenbar ist Dy, = D) U D] . Nach Satz 5.2 ist auch ®(Dj},) quadrierbar. Da det ®' auf
der abgeschlossenen Wiirfelsumme D, gleichméfBig stetig ist, kann & so grol gewéhlt
werden, dass

sup | det ®'(x)| < €.

zeD}!

Nach Lemma 5.10 und Lemma 5.5 ist dann

[®(D)la <elD[,  [2(D\ Dy)la < az.
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Esist ®(D) C ®(D},)U®(D;)U®(D\ D,). Die Abschétzung

[B(Dy)] < |[@(D); < [@(D)]a
< [(Dy)] + [2(Dy)la + [P(D\ Dy)la
<|2(Dy)| + (D] + @)

zeigt wegen der Beliebigkeit von e, dass ®(D) ebenfalls quadrierbar ist.

iib) Fiir die abgeschlossene Wiirfelsumme D), € D\ K gilt nach Beweisteil (i) die Sub-
stitutionsformel (5.2.48):

/ L W= [ ] o) d

wobei die Integtrale als R-Integrale existieren. Fiir die quadrierbare Restmenge D \ Dj,
gilt nach obiger Abschétzung

(DN D)l < e(|1D] + a).

Ferner gilt fiir das Integral von f {iber diese Menge:

‘/ x)dz| < Be(|D] + ).
®(D\D})

Weiter gilt fir die durch F'(z) := f(®(x))| det &’(x)| definierte Funktion F': D — R:

sup |F(z)| < Be, sup [F(z)| < B,
zeDy! xzeD\Dy

‘/ F(z) d:v‘ < ‘/”F(a:) dac‘ < Be| D),
< _py

‘/ d:r;‘<‘/ dm <ny5
<_D\Dq D\Dy
Damit erhalten wir

( » Fly)dy — / dac - ( /q) o y)dy — / D\DIZF(Jﬁ) dm‘

< Be(|D| + a) + ’/D\DqF(x) de| + ‘/DQF(iv) dr|
< Be(|D| + @) + Brye + Be| D] =

)L(D) fly)dy — /DF(.r) d;ﬂ, < ce.

und folglich

und analog
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Wegen der Beliebigkeit von e folgt die R-Integrierbarkeit von F' iiber D sowie die
Gleichung

f(y)dy = /D F(a) dr,

(D)

d. h. die behauptete Substitutionsformel. Dies vervollstindigt den Beweis. Q.E.D.

Beispiel 5.4 (Ebene Polarkoordinaten): Fiir einen Punkt (z,y) € R? ist r sein
Abstand vom Ursprung und 6 der Winkel (im Gegenuhrzeigersinn) zwischen der x-Achse
und dem Richtungsvektor mit Spitze in (x,y) (sog. ,,Polarkoordinaten®).

Y

y (z,y)

T

Abbildung 5.10: Schema der Polarkoordinaten in R?.

Durch die auf der ganzen (r, §)-Ebene definierten Abbildung
(x,y) = ®(r,0) := (rcosd,rsind)

wird der offene Streifen S der (r,60)-Ebene bijektiv auf die offene Menge B := ®(S) der
(x,y)-Ebene abgebildet, wobei

S:={(r,0): reRy,0 € (0,2m)}, ®(S) =R*\ {(z,0) : x > 0}.
Der Abschluss S von S ist die ganze Ebene R?, doch ist die Abbildung wegen der Peri-

odizitdt des Sinus nicht mehr bijektiv. Die Abbildung & ist auf S ein Diffeomorphismus
mit stetiger Jacobi-Matrix

Jo(r,0) = ( cos) —rsind ) .

sinf rcosf

Die zugehérige Jacobi-Determinante ist

det ®'(r,0) =r >0, (r,6)e€S.
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Auf beschrinkten Teilmengen von S ist ® Lipschitz-stetig:
1@(r,0) — (', ) [[2 < [|D(r,0) — D(r', 0) |2 + [|[D(r', 0) — (", &) |2
= (|(r = ") cos O + (r — r') sin 9\2)1/2 + (|r'(cos 6 — cos ') + |r'(sin @ — sin 0)|*)
< V2 =o'+ V21|16 = 0] < 2max{L, [/ [}|(r — 1", — &)z

1/2

mit L-Konstante L := 2max{l, max |r/|}. Dieses Beispiel begriindet den zusétzlichen
Aufwand beim Beweis von Satz 5.11. Die Abbildung & ist zwar auf dem offenen Streifen
S:={(r,0): reR,,0 € (0,2m)} reguldr, aber nicht auf dessen Abschlufi S'.

Die beschrénkte, offene Menge Kgr(0) \ {(z,0), z > 0} C S ist das Bild des offenen
Rechtecks Q :={(r,0) CR?*: 0<r<1,0<6 <27} =(0,1) x (0,27), und es gilt

/ f(x,y)d(x,y):/f(rcos@,rsin@)rd(r,@).
KRr(0) Q

Mit Hilfe des Satzes von Fubini 5.10 erhalten wir hieraus die Beziehung

2r  rR
/KR(O)f(:ay) d(a:,y)Z/O /0 f(rcos @, rsin6)r drdf.

Fiir f =1 erhalten wir fiir den Jordan-Inhalt der Kreisscheibe Kg(0):

27 R 27
|Kr(0)] := / d(z,y) = / / rdrdfd = / 1R%d0 = TR*.
Kr(0) 0 Jo 0

Beispiel 5.5 (Zylinderkoordinaten): Fiir einen Punkt (z,y,2) € R? ist r sein Ab-
stand von der z-Achse, 6 der Winkel (im Gegenuhrzeigersinn) zwischen der x-Achse
und dem Richtungsvektor in der (z,y)-Ebene mit Spitze im Punkt (z,y) und z seine
z-Komponente (sog. ,,Zylinderkoordinaten®).

>(x,y,2)

D c R?

Abbildung 5.11: Schema der Zylinderkoordinaten in R?.
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Durch die Abbildung
(x,y,2) = ®(r,0,z) := (rcosb,rsinb, z)
wird die offene Menge
Z:=SxR={(r0,z): reR;,0€(0,2r),z € R}

bijektiv auf die Menge ®(Z) = SxR abgebildet, mit der oben definierten Menge S C R?.

Das Bild von Z ist der ganze R3. Die Abbildung ® ist auf Z ein Diffeomorphismus,
der auf beschrénkten Teilmengen von Z ebenfalls Lipschitz-stetig ist. Die zugehorige
Jacobi-Determinante ist

det ®'(r,0,2) =r >0 (r,0,2) € Z

Fiir den Kreiszylinder Zg y(0) = {(r,0,z) : r € Ry,0 € (0,27),z € (0,H))} C Z gilt
dann aufgrund der Substitutionsregel und des Satzes von Fubini:

27
/ flz,y)d(z,y, 2 / / / f(rcosf,rsinf)rdrddd:z.
ZR,m(0)

Damit erhalten wir fiir den Jordan-Inhalt des Kreiszylinders Zg g(0):

27 27
| Zr,z(0)] 12/ d(z,y,z / / / rdrd@dz—/ / 1R20 = nR2H
ZRﬁH(O)

Der Kreiszylinder ist ein einfacher Spezialfall eines ,, Rotationskérpers®. Sei [a,b] C R
ein kompaktes Intervall, ¢ : [a,b] — R, eine stetige Funktion und

D, = {(z,y.2) € R* x [a, 8] : 2® +y* < p(2)*}.
Es handelt sich bei D um den Korper, der durch Rotation der zweidimensionalen Fliche
F:={(z,2) €R*: z€[a,b], 0 < x < p(2)}

um die z-Achse entsteht. Fiir den Inhalt von D ergibt sich
2r re(z) 2m
|D¢|7/ (z,y, 2 / / / rdrdﬁdzf/ / )2 df dz
und damit das folgende Resultat.

Korollar 5.7 (Rotationskérper): Das Volumen |D,| des Rotationskdrpers in R® mit
der Randkurve x = p(z), z € [a,b] ist bestimmt durch

|D,| = 7r/ o(2)*dz. (5.2.49)
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Beispiel 5.6 (Riumliche Polarkoordinaten): Fiir einen Punkt (x,y,2) € R? ist r
sein Abstand vom Ursprung, 6 der Winkel (im Gegenuhrzeigersinn) zwischen der z-
Achse und dem Richtungsvektor in der (z,y)-Ebene mit Spitze im Punkt (x,y) und ¢
der Winkel (im Uhrzeigersinn) zwischen der z-Achse und dem Richtungsvektor in R? mit
Spitze im Punkt (x,y,z) (sog. ,,Kugelkoordinaten®).

('Z.7 y? Z)

Abbildung 5.12: Schema der Kugelkoordinaten in R3.

Durch die Abbildung
(x,y,2) = ®(r,0,¢) := (rcoshsinp, rsinfsin @, r cos )
wird die offene Menge K bijektiv auf die Menge ®(K) abgebildet, wobei
K:={(r,0,p): 7eR,,0€(0,21),p € (0,m)} O(K)=R*\ {z >0,y = 0}.
Das Bild von K ist der ganze R®. Die zugehérige Jacobi-Determinate ist
det ®'(r,0,¢) = —r*sin(p) #0, (r,0,¢) € K.
Jede quadrierbare Menge M C K hat ein quadrierbares Bild ®(M), und es gilt

[ fapadeyn = [ 1@ o) sinedr,o,0).
®(M) M
Insbesondere gilt auf der Kugel Kr(0) = {(z,y,2) : 2* +y* +y* < R*}:
m 2T R
/ fla,y,2)d(z,y, 2) = / / / F(2(r,0,0))r* sinp drdfdyp.
KRr(0) 0o Jo 0

Damit erhalten wir fiir den Jordan-Inhalt der Kugel Kx(0) die Formel

71' 2T R T 2m
/ d(x,y,2) = / / / r?sin o drdfdp = / / %Rg sin p dfdyp = %ﬂ'RS.
Kg(0) o Jo Jo o Jo

Wir wollen nun den Inhalt der n-dimensionalen Einheitskugel bestimmen.
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Korollar 5.8 (Kugelvolumen): Das Volumen der Einheitskugel des R"
E{(0) = {z € R": |z, < 1}

ist gegeben durch die folgenden Formeln fiir gerades n = 2m bzw. ungerades n =2m-+1:
2m+lﬂ.m

1-3:5- ... -2m+1)

,ﬂ-m
m!’

[K1(0)] = IK(0)] = (5.2.50)

Beweis: Das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist gleich dem Integral der
zugehorigen charakteristischen Funktion iiber den Wiirfel Wl(")(O) ={reR": -1<
rp<l,i=1,...,n}:

|K£n)(())|:/() XK<”>(0)d$-
W1n (O) 1

Mit dem Satz von Fubini folgt mit der Bezeichnung x = (z1,..., 2, 1,2,) =: (', z,):

(n) — /
001 [ ([ i)

Fiir jeden Punkt = = (2, z,,) € K£">)O) ist =1 < @, < 1 und demnach |[2/|]z < /1 — 2.

Also gilt mit r, := /1 —22:
1
\Kl(")(o)|:/ (/ L Xgo- 1)(0)dat dxn / |K=1(0)] d,.
-1 N Jwir )

Aufgrund der Skalierungseigenschaft |K{" " (0)] = r"~!|K{"(0)| folgt weiter mit Hilfe
der Substitutionsregel:

1
|K£n)(0)‘ _ |K£n—1)(0)|/ Tn—l dxn _ |K£n 1) |/ (n—1)/2 dl}
—1
1 1
2 2
= |K1("71)(O)| /1 (1—sin?0)" 2 coshdf = |[K" 1 (0)] /1 cos" 0df.
—5m -5

Dies ergibt die folgende Rekursionsformel fiir n > 2:

|K£n)( K(l) |HA’€ HAlm Ak = /2 COSkedQ.
gy —

Durch etwas Rechnerei finden wir fiir n > 2:

=7 1 1
2 5T P}
A, = /1 cos™ 0 df = sin @ cos" ! 0‘2 . +(n-1) /1 sin® @ cos" %6 df)
-5 a7 -5

=(n-1) /21 (1 —cos®0) cos" 20df = (n — 1), — (n— 1)1,

§ﬂ'
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und folglich

n—1 P 2™
A, = - Ao, Al:/1 cosfdf =2, Ao:/1 df = .

27 27
Damit gilt fiir n = 2m:
2m —12m — 2 2m — 2
A2mA2m—1 = 7A2m—2A2m—3 = A2m—2A2m—3
2m 2m—1 2m
2m —22m —32m — 4 2m — 4
= Am,Am,: AmfAmf
2m  2m —22m — 3" TTHIImT T gy, AmeAmes
2 2 ™
= ...=—MAA =—A; = —
om T T om0 T

sowie analog fiir n =2m+ 1:

2m 2m —1 1 1 2T
me1Aomo= ... = —— A1 Ay = = .
o2m—1A2m—2 149 omi1l  oma+i

Agii Agyy = — T 7
AlEEm T om 11 2m om + 1

Hieraus folgern wir fiir gerades n = 2m:

2m m
(2m) — — ) ) _
|KP™(0)] = gAk =24 Ay + o AgAr =
und fiir ungerades n =2m + 1:
(2 +1) 2m+1 27n+1ﬂ.7n
K0)| = Ay = Agpi1Aogpy - oo s AgAg - Ay = .
| 1 ()' ]:!;[1 k 2m—+41412 3412 1 135(2m+1)

Q.E.D.

Bemerkung 5.9: Wir haben den Inhalt der Einheitskugel K f")(O) im R” fir n=1,2,3
berechnet und gefunden, dass dieser mit wachsendem n anscheinend zunimmt:

IKV(0)] =2 < [KP(0)] = 7 < [KP(0)] = 4x.

Dies darf aber nicht als Beleg fiir die Konvergenz |Kfn)(0)| — oo herhalten, denn die
Formeln von Korollar 5.8 ergeben

IKM(0) =0 (n— o0).

Man beachte, dass aber der Inhalt des n-dimensionalen Wiirfels (Einheitskugel bzgl. der
Maximumnorm)

W ={zreR": ~1<az;<1i=1,...,n}

die Eigenschaft |W1")| =2" — 00 (n — 00) hat.
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5.2.5 Uneigentliches Riemann-Integral

Analog zum eindimensionalen Fall wollen wir nun ,, uneigentliche* R-Integrale fiir gewisse
unbeschrinkte Funktionen und unbeschrénkte Integrationsgebiete definieren.

Definition 5.4: Fir eine Menge M C R"™ heifit eine monoton wachsende Folge (My,)pen
von quadrierbaren Teilmengen My C --- C My C My C M ,ausschopfend®, wenn fir
jede r-Kugel K,.(0):={z e R": ||z|s <r} gilt:

lim |[(M N K,.(0))\ M|, = 0.

k—o00
Die Existenz einer ausschopfenden Folge (My)gen fiir die Menge M impliziert die Qua-
drierbarkeit der Mengen M N K,(0). Im Fall A = R™ bilden z.B. die Kugeln K,(0)

ausschopfende Folgen. Ist M quadrierbar und a € M, so ist die Folge der Mengen
My, .= M\ Kyi(a) ausschopfend.

Definition 5.5: Sei D C R™ eine beliebige Menge (nicht notwendig beschrinkt). Eine
Funktion f: D — R heifit iber D ,uneigentlich R-integrierbar®, wenn mit der Notation

Qf:={M C D: M quadrierbar und f € R(M)}

gilt

sup / |f(z)|dx < oo, (5.2.51)

MeQys J M

und wenn es eine bzgl. D ausschopfende Folge von Mengen Dy, C Q¢ gibt mit

/f(x)dx = lim f(z)dx
D k—o00 Dy,

Der Limes heifst dann das ,uneigentliche R-Integral® von f diber D .

Satz 5.12: Sei D C R™ eine beliebige Menge und f : D — R uneigentlich R-integrierbar.
Dann ist fiir jede ausschopfende Folge (Dy)ren

/ f(z)dx = hm f(z)dx,
Dy,
d. h.: Das uneigentliche R-Integral ist unabhdngig von der gewdhlten ausschépfenden Folge.

Beweis: i) Sei (Dy)ren eine ausschopfende Folge von Teilmengen von D . Wir nehmen
zunéchst f > 0 an. Die Folge der Integrale [, f Dy x) dz ist dann monoton wachsend und
nach Voraussetzung beschriankt. Also existiert

hm/ f(z)dx < sup f(x:) dx =: S. (5.2.52)

k—o0 J\JEQf M
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Wir wollen S < J zeigen. Sei M € @)y beliebig. Da M beschrénkt ist, gibt es ein r > 0
mit M C DN K,(0). Also ist limy_,oo |M \ D] =0. Aus M C (M \ D) U Dy, folgt

/f(z)dacg f(a:)d.r+suj;v)[f($)|M\Dk|%J (k — o0).

Da M beliebig ist, folgt S < J. Esist also J = S5, was die Unabhéngigkeit des Integrals
J von der gewéhlten ausschépfenden Folge bedeutet.

ii) Im Fall eines allgemeinen f ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung aus der Dar-
stellung f = f,+f_.Mit f sind auch f, >0 und —f_ > 0 R-integrierbar, und erfiillen
daher (5.2.51). Das Argument von (i) ergibt die Existenz der zugehorigen Limiten (5.2.52)
und deren Unabhéngigkeit von der gewéhlten ausschopfenden Folge. Also gilt:

[ o= [ pwie= [ <1 @i
klg{.lo/Dk f(z)de — lim/ —f(x)dx

= lim (fo(x)+ fo(x))de = hm/ f(z

k—o0 Dy, k—o00

Q.E.D.

Beispiel 5.7: Wir diskutieren einige typische Beispiele uneigentlicher R-Integrale:
1) Wir betrachten iiber der Menge M = [0,1]* das Integral

e

Die Mengen M, := {(z,y) € M : © > 1/k} bilden eine ausschépfende Folge von M . Fiir
diese gilt nach dem Satz von Fubini:

/N[k\}gd(x,y)—/;( I:k\}fdw)dy—/ol [2\/5]1/1@@_2_5%'

Fir &k — 0 erhalten wir:

[, e 2= [ ey,

2) Es sei M C R? quadrierbar, f € R(M) (beschrinkt) und a € M . Dann existiert fiir
«a < 2 das uneigentliche R-Integral

@
= /M Tz —alg ™
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Sei K := supyep |f(z)] und M C Kg(0); 0.B.d.A. kann a = 0 angenommen werden.
Die Mengen M), := M \ K;(0) bildet eine ausschépfende Folge, und es folgt:

2w
/ |f(x)|ad:z:§K K/ / —rdrd(p
|z —allg Kr(0)\K4 /(0) ||-T aH? 1/k

R 2 2
- K R?*& o ka72 N
1/k 2—« ( ) 2—qa

J :/ e 1918 gy = 7
R2

existiert als uneigentliches R-Integral. Dies folgt mit Hilfe der Substitutionsregel aus

27 2 )
/ ~l=ll3 g = / / " drdh = / %e_"
Kk(o)

=r(l—e¢®) 5> 7 (k— oo).

—x

2
T 2
2—«

=K

3) Das folgende Integral

k

do
0

Andererseits gilt mit dem Wiirfel Wi (0) :={z e R*: -k <xz; <k, i=1,...,n} nach
dem Satz von Fubini:

/Wk(m o= /_i " /_Z e dz) dy = </_i e das)2.

lim / e 112 gz = lim / e el gy = 7
k—oo Wi (0) k—o0 By,(0)

ergibt sich die folgende Formel:

Wegen

o k
/ e dz = lim / e dr = /7. (5.2.53)

. k—oo J_ 4.

Durch die Variablentransformation ¢ := > sehen wir, dass dieses Integral gleich dem
Wert der I'-Funktion fiir x = % ist:

r'(3) = /0 e~V dt = %/ etV dt = / e dr = /7.

5.3 Parameterabhingige Integrale

Im Folgenden betrachten wir auf quadrierbaren Mengen D, C R™ und D, C R" para-
meterabhéngige Integrale der Form

F(z) = : flz,y)dy, =z € D,. (5.3.54)
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Satz 5.13: Seien D, C R™, D, CR" quadrierbar und D, kompakt. Dann gilt:
i) Ist f in D, x D, stetig, so ist F' in D, stetig.

ii) Ist Dy offen und sind f und V,f stetigin D, x D, , soist F' in D, stetig partiell
differenzierbar, und es gilt:

VF(x)= V.f(z,y)dy, z€ D,. (5.3.55)

Dy

iii) Ist D, offen und ist f in D, x D, k-mal stetig partiell differenzierbar bzgl. x, so
ist F' k-mal stetig partiell differenzierbar in D, .

Beweis: i) Es sei z € D, und (2%)pey eine gegen x konvergierende Punktfolge in D, .
Auf der kompakten Menge {z,z',2?, ...} x D, ist f gleichméfBig stetig. Zu jedem & > 0
gibt es also ein . > 0, so dass gilt:

2% —z|| <5. = [|f(a"y)— flz,y)| <e, y€ED,.

Folglich konvergiert

Dann konvergiert auch F(x*¥) — F(x) (k — o). Also ist F stetig in .

ii) Sei * € D, und K := K,(z) C D, eine kompakte Umgebung von z. Auf der
kompakten Menge K x D, sind die Ableitungen V,f gleichméBig stetig. Aus dem ein-
dimensionalen Mittelwertsatz folgt fiir kleines h :

fl@+he,y) — f
h

(z,y) _ ' (4)
= | Oif(z+she™ y)ds — 0if(x,y) (h—0),
0
gleichmaBig fir y € D, . Damit konvergiert fiir h — 0:

h h

Y D?‘l

F(z+he®) - F(z) 1 /

Also ist F' in x partiell differenzierbar. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen ergibt
sich dann aus Teil (i).

iii) Die Behauptung ergibt sich durch wiederholte Anwendung der Argumentation von
Teil (i) und Teil (ii). Q.E.D.

Beispiel 5.8: Wir betrachten ein Beispiel mit n =m = 1. Fiir x € R, ist

1 z+1 =1
Yy 1
F(z) = T dy = = .
(z) /Oy Y e il z+1
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Die Funktion f(z,y) = y* ist stetig auf Ry x [0,1] und erfiillt die Vorausetzungen des
vorausgehenden Satzes. Also kann nach z abgeleitet werden, und bei Beachtung von
Yt =e" In(y) folgt:

1 1 d , 1
/Oy ny dy /O Ty dr = F(z) CESIEA

und allgemein fiir k£ > 2:

1 1\
/0 y"(lny)*dy = FO(x) = m

Man beachte, dass die Funktion y*(Iny)* fiir € R, auf (0,1] stetig ist und sich stetig
durch null auf [0, 1] fortsetzen lasst. Folglich existieren die linken Integrale als normale
Riemann-Integrale.

Korollar 5.9: Fine auf einer offenen Kugel B C R® stetig differenzierbare Vektor-
funktion v : B — R?® ist genau dann Gradient einer stetig differenzierbaren Funktion
f:B—=R,dh v=Vf, wenn V x v := (0qv3 — 0309, D301 — O103, D103 — Do) = 0 gilt.

Beweis: i) Wenn auf der Kugel B eine Funktion f € C''(B) existiert mit v = V f, so
muss notwendig gelten:
O = 0,0, f = 0,0,f =0jv;, 1,7=1,...,3,
d.h.: V X v = (0v3 — 0302, 0301 — D03, 0109 — Dav1) = 0.
ii) Sei nun V x v =0 auf B = B,(0), d.h.: d;u; = djv; . Wir definieren fir x € B die

Funktion .
f(z) = Z (/0 v;(tx) dt):ci.

i=1
Nach Satz 5.13 ist f : B — R stetig differenzierbar, und es gilt:

3
0;f(x) = Z (8]-/ v;(tx) dt)rl +Z (/ v;(tx) dt)@ T
i=1 0
1 3
_ / (132 @ty + vy )
0 i=1
Bei Beachtung, fiir festes = € B, von
d d ’
%(tvj (tz)) = v(tz) + t%vj(t:c) =v;(te) +1 Z(@ivj)(tx)xi

=1

3
i=1
folgt
t=1

o) = [ Gt dt = ty(e)] = (o)
d.h: Vf(z) =v(z). Q.E.D.
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5.4 Anwendungen in der Mechanik

Im Folgenden wollen wir die in diesem Kapitel entwickelten Techniken auf die Berechnung
von mechanischen Gréfien wie Schwerpunkt, Tragheitsmoment und Anziehungskraft an-
wenden.

5.4.1 Schwerpunkt und Trigheitsmoment

Nach den Grundgesetzen der Mechanik ist der Schwerpunkt S eines Systems von N
Massepunkten ) € R”, j =1,..., N, mit Massen p; bestimmt durch

1 N N
S:*Z,ij(']), M:Zuj.
gt j=1

Die kinetische Energie des Gesamtsystems bei konstanter Bewegung der Punkte mit Ge-
schwindigkeit v ist dann

1
Ekin = 5,1“)2 .

Ein physikalischer Kérper K nehme im R? ein gleichfalls mit K bezeichnetes ,, Volu-

men“ (abgeschlossene quadrierbare Punktmenge) ein. Seine Masse habe die R-integrierbare
Dichteverteilung p : K — R. Seine Gesamtmasse erhélt man dann durch

u:/Kp(x) dx. (5.4.56)

Der Schwerpunkt S = (57, S2,.53) des Korpers mit Gesamtmasse p und Massedichte p
ist bestimmt durch

S = 1/}(9:;)(3:) dx, (5.4.57)

fﬂ

wobei das vektorwertige Integral komponentenweise zu berechnen ist. Bei konstanter (d. h.
»homogener*) Masseverteilung p = po reduziert sich dies zu

£o 1
S:—/ :pdx:—/ zdx . 5.4.58
nJK |K| Jx ( )

Beispiel 5.9: Wir berechnen den Schwerpunkt eines ,, Rotationsparaboloids®:

K={(z,y,2) eR*: 0< 2 < ¢, a* +9* < 2}.
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' )
D /
— o =

Abbildung 5.13: Abschnitt eines Rotationsparaboloids.

In Zylinderkoordinaten ist
K={(r0,2) e Rx[0,21] xR: 0<2<¢,0<r <2, 0<60<2r}.

Bei konstanter Massedichte p =1 ergibt sich die Gesamtmasse des Korpers K zu

c r2n pz ., T
,uz/ da?:// / rdrd@dz:%r/ Zdr==¢
K o Jo Jo 0 2 2

Wegen x =rcosf, y =rsiné folgt damit fiir die Koordinaten des Schwerpunkts

1 c r2m pz 1 c prz 2m

Sm:f/ / / 7‘2c059d7’d9dz:7/ / </ COSGdQ)TQdT’dZ:O,
HJo Jo 0 HJo Jo 0
1 c r2n pz 1 c Nz 2m

Syz—/ / / rzsinGdeHdz:—/ / (/ sin.df)r* dr dz = 0,
KJo Jo 0 ~Jo Jo 0

1 c 2T vz 2 c 2 2
Szzf/ / / redrdfdz = — | Zdr= 0 = Zc.
HJo Jo Jo o 2 3 3

Offensichtlich hiangt die Lage des Schwerpunkts eng mit den Symmetrieeigenschaften des
Koérpers zusammen. Der Schwerpunkt des betrachteten Abschnitts des Rotationsparabo-
loids liegt auf der Symmetrieachse bzw. im Symmetriemittelpunkt.

Sei x ein Massepunkt mit Masse p im Abstand d(z) von einer Drehachse A. Dann
ist J4 = pd(z)? sein (axiales) , Trigheitsmoment® bzgl. der Achse A. Seine kinetische
Energie bei Drehung um A mit der Winkelgeschwindigkeit w ist gegeben durch

Loy

Ekin = §JAW .
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Da sich Triagheitsmomente additiv verhalten, hat ein Kérper im Volumen K mit Masse-
dichte p bzgl. einer Drehachse A das Tragheitsmoment

JA(K)z/Kp(x)d(a:fdac. (5.4.59)

Die Definitionen dieser physikalischen Begriffe sind im wesentlichen phamenologisch, d. h.
durch experimentelle Erfahrung, begriindet und lassen sich nicht so ohne weiteres wie die
Grundbegriffe der Mathematik streng axiomatisch einfithren. Die strenge mathematische
Schlussweise kommt wieder ins Spiel, wenn bei Akzeptanz ihrer Giiltigkeit aus den obigen
Bezichungen weitergehende Aussagen abgeleitet werden. Als Beispiel formulieren wir ein
klassisches Resultat zur Beziehung der Tragheitsmomente von Kérpern bzgl. verschiedener
Drehachsen (Satz von Steiner?).

Satz 5.14 (Satz von Steiner): Ein Kiorper mit Massedichte p > 0 und Gesamtmasse
i nehme ein Volumen K C R? ein. Sei A eine Drehachse durch den Schwerpunkt
S wvon K und A" eine zu A parallele Drehachse mit Abstand d. Dann gilt fiir die
Trigheitsmomente des Kirpers bzgl. A und A’ :

JA’ = JA + d2/1, (5460)

Beweis: Der Ursprung des Koordinatensystems wird in den Schwerpunkt S des Korpers
gelegt, die x3-Achse in Richtung der Drehachse A und die x;-Achse von S in Richtung
auf die zweite Drehachse A’. Dann gilt fiir die Absténde d4(z) und da () eines Punktes
z € R? zu den Achsen A und A’ (s. Abbildung 5.14) d = da(z) + da(x) = 21 + da(z)
und folglich

dAI(I)2 = dA(J))2 - 2dl’1 + d2.

Also ist

T = [ dataPota)do = [ dawrplordo @ |

. p(x)dx — 2d/ x1p(x) dx.

K

Da der Ursprung des Koordinatensystems im Schwerpunkt von K liegt, ist

/ x1p(x)de = S; =0.
K

Also folgt die behauptete Identitit Ja = J4 + d2u. Q.E.D.

3Jakob Steiner (1796-1863): Mathematiker schweizer Herkunft; spiter Prof. in Berlin; fundamenta-
le Beitriige zur projektiven Geometrie; zog die Geometrie der Algebra und Analysis vor, da in jenen
»,Rechnen das Denken ersetzt, wihrend die Geometrie das Denken stimuliert*.
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Abbildung 5.14: Trigheitsmomente (links) und Gravitationskraft (rechts).

5.4.2 Gravitationskraft

Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz iibt eine Masse p im Punkt a € R? auf eine
Einheitsmasse im Punkt = € R* die Kraft
T—a
Fla) = —
[l —all®
aus, wobei 7 = 6,67 -107%[cm?3/g sec?] die Gravitationskostante ist. Dieses Gravitations-
kraftfeld ist der Gradient eines Potentials:

TH

Y=

F(z) = -VU(2),

welches ,, Gravitationspotential“ genannt wird. Entsprechend iibt ein Koérper im (kom-
pakten) Volumen K mit Massedichte p = p(z) auf eine Einheitsmasse im Punkt = die
Kraft

r—=y
Fi(x) = —7/ py) 5 dy. (5.4.61)
ko e =yl
aus. Das zugehorige Potential ist
r(y)
Uk(z) = —’y/ dy. (5.4.62)
x lz =yl

Damit diese Gleichungen Sinn machen, muss die Existenz der jeweiligen Integrale gesichert
sein. Wir wollen dies als Ubung mit Hilfe der bisher gewonnenen Methoden begriinden.
Mit Hilfe von Satz 5.13 ergibt sich unmittelbar die Existenz der R-Integrale (5.4.61) und
(5.4.62) im Falle z ¢ K . Ferner gilt dann:

Fr(r) = —-VUgk(z), =¢ K. (5.4.63)

Der Fall x € K ist etwas subtiler, da es sich dann um uneigentliche R-Integrale handelt.
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Lemma 5.11: Sei K C R® quadrierbar und kompakt. Dann exzistiert fiir eine stetige
Funktion f: K — R das (gegebenenfalls uneigentliche) R-Integral

z € R3.

& |z =yl

Dartiberhinaus ist F stetig und sogar stetig partiell differenzierbar, und es gilt:

VF(z)= —/Kf(y)f“" dy, zeR% (5.4.64)

|z —yl®

wobei das Integral wieder als (gegebenenfalls uneigentliches) R-Integral existiert.

Beweis: Fiir © ¢ K ergibt sich die behaupteten Aussage aus Satz 5.13. Wir konzentrieren
uns also auf den Fall z € K.

i) Von den beiden zu betrachtenden Integralen ist das iiber f(y)(x —y)|lz — y[|= das
schwierigere, so dass wir nur dieses diskutieren. Aufgrund der Abschétzung

H maxy |f]
||9ff—y|\3 |2 — yl[?

s

geniigt, es das Integral von ||z —y||™? zu betrachten. Fiir £ > 0 ist der Integrand auf der
Menge K \ K.(z) stetig, so dass die zugehorigen R-Integrale existieren. Fiir € > & > 0

2T
/ / /T Sm@d dpdf = 4m(e — &).

Fiir alle Nullfolgen (e)reny sind also die Folgen der Integrale iiber die Mengen K \
K., (z) Cauchy-Folgen mit demselben Limes. Also existiert das betrachtete Integral als
uneigentliches R-Integral.

ii) Sei (2*)ren eine konvergente Folge mit Limes . Wir haben die Konvergenz F(z%) —
F(z) (k — o0) zu zeigen. Sei € > 0 beliebig. Es gibt ein k. € N, so dass

2% —z|| <&, k> k.

Mit der Kugelumgebung Ko (x) gilt dann

1 1
P - Pl = | [ ) dy
K\Kzs(z) |$k _yH Hx_yH
1 1
+/ f(y)( - )dy’
Kae()NK 28 =yl flz =yl

Auf der kompakten Menge K \ K. () konvergiert gleichméBig

f(y) f(y)
7=y~ e -yl

(k — o0).
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Fir k> kL > k. hinreichend gro8 gilt also fiir das erste Integral:

1 1
| : )] <=
K\ Koo Hr —yll eyl
Das zweite Integral wird wie folgt abgeschétzt:
1 1
y k )
Kgg(m)ﬂK II@“ —yll llz—yll

1 1
<maxf|</ kidy—i-/ d>
Kooty 177 =yl Kooy 7 =9l
2T 3e 2T 2e
<max\f| </ / / rsmcpdrdgod@—k/ / / T&lng@drdg@d@)

= max|f\27r (9e? +4£%) < 26max|f|7r5

Fir k > k. ergibt sich also

|F(2*) — F(z)] < (1+ 26 max | flme)e.

Wegen der Beliebigkeit von e folgt die Stetigkeit von F' in x. Auf der kompakten Menge
K is F gleichméBig stetig.

iii) Analog wie in (ii) zeigt man die gleichméBige Stetigkeit der Vektorfunktion

G(z) :—/Kf(y)m_ydy, x e K.

[z = ylf?

Fiir jeden der Einheitsvektoren e gilt dann fiir kleines h > 0:

. 1 1 1
F(x+ he®) — F(x :f/fy 5 — )dy
(Pl het) = £1(2) ==~ =]
(z + she — 1),
ds | dy.
S RCION ===

Analog wie in Teil (ii) zeigt man nun die Konvergenz dieses Integrals fiir » — 0, d. h. die
Existenz der partiellen Ableitung

==

1
. p— 1 (7/) 7(
O;F(x) := }llm%) h( (x4 he / Hx yHB dy.

Die nicht ganz einfachen Details dieser Argumentation werden ausgespart. Die Stetigkeit
dieser Ableitungen 0;F wurde bereits oben gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung 5.10: Die Aussagen von Lemma 5.11 gelten auch im Fall, dass die Funktion
f nur einfach R-integrierbar ist.
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Satz 5.15: Sei K ein kugelformiger Koper mit Mittelpunkt a und homogener Masse-
verteilung po . Dann wird auf einen Massepunkt x auferhalb der Kugel dieselbe Gravita-
tionskraft ausgeiibt, wie wenn die Masse p im Mittelpunkt der Kugel konzentriert wdre:

8ll

[l —all?”

Fy(r) = — x ¢ K. (5.4.65)

Beweis: Der Radius der Kugel sei R > 0. Der Abstand des Punktes = zum Mittelpunkt
der Kugel sei n > R. Wir bestimmen zunéchst die Masse der Kugel:

47
u=/ podr = pol K| = —R%po.
K

Zur Berechnung der auf x wirkenden Anziehungskraft wird zweckméBigerweise der Ur-
sprung des Koordinatensystems in den Mittelpunkt der Kugel und die x3-Achse durch
den Punkt x gelegt. Beziiglich dieses Koordinatensystems ist dann = = (0,0, 7). Die auf
x wirkende Gravitationskraft hat die Komponenten

Da der Abstand von x zum Kugelmittelpunkt grofer als der Radius ist, ist dieses Integral
ein normales Riemann-Integral. Die Anziehungskraft der Kugel ist zum Mittelpunkt hin
orientiert. Folglich gilt

Fl(.L') = FQ(.I') = 0,

und es bleibt Fj3(z) zu berechnen. Dafiir gilt:

n—Ys d 1
F3(0,0,n) = —’Ypo/ dy = vpo/ — dy.
K (42 + g3 + (0 —5)2) " K 0/ + B+ () — ys)?

Nach Satz 5.13 kann hier Differentiation und Integration vertauscht werden:

d/ 1
YPo
dn Ji \/yF+ y3 + (1 — y3)?

Transformation auf Zylinderkoordinaten (alternativ Kugelkoordinaten) und Verwendung
des Satzes von Fubini liefert nun

F3(070777) =

dy.

d R2—2z 2w 1
F5(0,0,m) = vpo —/ / ——rdfdrdz
0 "2+ (- 2)?
R2—22
= 2777,00—/ Vri4(n—2) ’
=2t [ VRGP - P
-R

d R
= 2777,00—/ {VR?=2nz+n*—|n— 2|} dz.

dn J g
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Wir betrachten die folgenden Einzelintegrale (Man beachte n > R.):

R
1 .
/ VR2 =2z 4+ n2dz = ——(R? — 2nz + n?)*/?
-R

R
3n LR

1
= ——((R* = 2nR + 1n*)** — (R* + 2nR + n*)*?)

31
1 A
= —%((n —R)’ — (R+n)°)
1, . . .
— _%(ﬁ —30°R+3nR* — R* — R* — 3R’y — 3Rn* — n)*)
1 t
= —(6n°R + 2R%).
377( n"R+2R%)

sowie
R

[ m=sdde=gta- 27 = 30 B2 -+ RP) = 2

DN | —

Zusammenfassend ergibt sich

1 a2

Dies ist gerade die Anziehungskraft, welche durch eine Masse p = po|Kg(a)| im Mittel-
punkt der Kugel auf den Massepunkt = ¢ Kr(a) ausgeiibt wird:

(r3 — az) 47 R3
F3(0,0,1) = — — vpol Kp(a) -2 = —ypg———
5(0,0,7m) Vpo| Kr(a)l o—ap = e

d
F3(07 07 77) = 27T’Yp0 7(

7 (6n°R + 2R?) — 277R> = 27ypo
n

Q.E.D.

5.5 Ubungen

Ubung 5.1: Seien A;, C R”, k € N, beschriinkte Mengen mit der Eigenschaft A, C
Ap und A := NpenAy . Man beweise oder widerlege durch ein Gegenbeispiel die folgenden
Aussage fiir den dufieren Jordan-Inhalt |- |,:

|Al, = lm |Agla.
k—o0
(Hinweis: Es kann die Eigenschaft |M|, = |M]|, des #ufleren Inhalts verwendet werden.)

Ubung 5.2: Welche von den folgenden Aussagen fiir den ,dueren Jordan-Inhalt |- |,
von Mengen M € R" ist richtig (mit Begriindung)?
i) |Mlo=|M%, i) [M]o=[Ml|o, i) [0M],=0.

Wie lauten die Antworten fiir den ,,inneren® Jordan-Inhalt |-|; und im Fall quadrierbarer
Mengen fiir den Jordan-Inhalt?
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Ubung 5.3: Es seien M C R und N C R™ (beschrinkte) quadrierbare Mengen. Man
zeige, dass dann auch die ,,Produktmenge*

Mx N :={(x,y) e R"" xR™: 2z € M,y € N}
als Menge in R™™ quadrierbar ist, und dass die folgende ,, Produktformel® gilt:
|[M x N| = |M||N]|.

(Hinweis: Die Produktformel ist offensichtlich richtig fur Intervalle.)

Ubung 5.4: Man untersuche, ob der Graph der durch

f(z) :==sin(1/z), =€ (0,1}, f(0):=0,

gegebenen Funktion f:[0,1] — R eine Jordan-Nullmenge im R? ist.
(Bemerkung: Die Funktion f ist nicht iiberall stetig.)

Ubung 5.5: Man zeige, dass die Einheitskugel K{")(O) ={z eR": ||z]|s < 1} des R"
quadrierbar ist. (Hinweis: Man interpretiere den Rand der Einheitskugel als Vereinigung
von Funktionsgraphen.)

Ubung 5.6: a) Man berechne das R-Integral der Funktion

fz,y) = zy

iiber dem Wiirfel D = [—1,1]*> C R? mit Hilfe seiner Definition als Limes Riemannscher
Summen. (Bemerkung: Der zur Losung dieser Aufgabe erforderliche Aufwand motiviert
die Suche nach leistungsfédhigeren Methoden zur Integraberechnung (— Satz von Fubini).)

b) Man berechne dasselbe Integral mit Hilfe des Satzes von Fubini.

Ubung 5.7: Sei D C R" eine quadrierbare Menge und f : D — R eine R-integrierbare
Funktion. Man begriinde, warum dann auch die folgenden R-Integrale existieren:

Ji ::/D|f(a:)|md:p, meN, :Z/Dexp(f(:r))dx, Js ::/D\/mdx.

(Hinweis: Man verwende so weit wie moglich Sétze aus dem Text.)

Ubung 5.8: Man skizziere die folgende Mengen und berechne ihren Jordan-Inhalt:

a) M:={z €R*|0< 2 <, sin(z;) < 2o <sin(ay) + 1},
b M:={zeR’||z]| <1},
) M:={zcR?|0<z;<00,0<ay<e ™}
(Hinweis: Man fasse die Mengen als ,,Ordinatenmengen® auf. Die Menge in c¢) ist unbe-

schriankt, so dass ihr ,Jordan-Inhalt“ gegebenenfalls als Limes der Jordan-Inhalte zu einer
ausschopfenden Folge von Teilmengen zu verstehen ist.)
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Ubung 5.9: Seien D C R eine quadrierbare Menge und f,g: D — R R-integrierbare
Funktionen, d. h.: f,¢g € R(D). Man beweise mit den Mittel aus dem Text die Schwarzsche

Ungleichung
| [ s < ([ ura) ([ wwre)™

(Hinweis: Durch die linke Seite wird auf dem Vektorraum R(D) nur ein Semi-Skalarpro-
dukt definiert.)

["Jbung 5.10: Sei D C R™ quadrierbar. Man zeige, dass fiir eine beschréinkte, R-integrier-
bare Funktion f: D — R auch die durch

a) Fi(z)=f(x)?, peN, b) Fy(z) =@,

gegebenen Funtionen Fi, Fh: D — R iiber D R-integrierbar sind.

Ubung 5.11: Man skizziere die folgenden Mengen und berechne ihren Jordan-Inhalt:
a) M;:={(r,y) ERxR:0<x<1,2°<y<a’},
b) My :={(z,y) eRxR:0<z <siny, 0 <y <7}

(Hinweis: Man fasse die Mengen als Ordinatenmengen auf und verwende ein Resultat aus
dem Text.)

Ubung 5.12: Sei ¢ : R? - R die durch

@+ (z,y) #(0,0),  ¢(0,0) := 0,

g(w,y) =

definierte Funktion. Man zeige, dass fiir jedes y € R die Integrale

1 1
1) = [ swnds. 1w = [ g
0 0
wohldefiniert sind und dass die Funktion f:R — R differenzierbar ist, jedoch

£10) # £7(0).

Dieses Beispiel zeigt, dass bei der Differentiation von parameterabhéngigen Integralen
nicht ohne weiteres auf die Annahme der Stetigkeit der Funktionen verzichtet werden
kann.

Ubung 5.13: Seien f und 9,f im Rechteck D = [a,b] x [¢, d] stetig und ¢, : [¢,d] —
R differenzierbar mit a < o(y) < ¥(y) < b. Man zeige, dass dann gilt:

d w(y) w(y)
— [z, y)de = /m ) Oy f(x,y) dx + @' (y) f(e(y), y) — " () f((y), y).

(Hinweis: Man untersuche die Konvergenz der zugehdrigen Differenzenquotienten.)
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Ubung 5.14: Man berechne mit Hilfe der Regeln des Satzes von Fubini das folgende
R-Integral:

- — x =
J/1(1+$2+y2)3/2 d(x,y), 1:=1[0,1] x[0,1].

(Hinweis: Man iiberlege sich eine giinstige Reihenfolge fiir die eindimensionalen Integra-
tionen.)

Ubung 5.15: Mehrdimensionale R-Integrale der Form

J::/ F(||z])2) dx
D
auf einem rotationssymmetrischen Gebiet D C R™ berechnet man am einfachsten mit

Hilfe der Substitutionsregel und des Satzes von Fubini.

a) Man beschreibe die entsprechende Argumentation zur Berechnung eines solchen In-
tegrals im Fall n = 2 fir D = Kx(0) \ K,(0) (mit Angabe der verwendeten Koordi-
natentransformation und der zugehoérigen Urbild- und Bildbereiche). Dabei bezeichnet
Kr(0) = {z € R?|||z]|2 < R} die R-Kugel in R%.

b) Man berechne die Integrale

1
0= cdes D) h= [ cos(lalp)d.
K2(0)\K1(0) =13 K1(0)

Ubung 5.16: Man untersuche, welches der folgenden Integrale als uneigentliches R-
Integral existiert:

1 1
a) J1=/ — dz, b) ng/ — dz,
K2 (0) |3 K3 (0)e |3

1 1
c) J3:/ ——dx d) J4:/ g dr
kP 1 — 2|2 K3 (0)e ll[3

Dabei bezeichnet Kfn)(O) = {r € R"|||zl]]a < r} die Einheitskugel in R™ um den
Nullpunkt und Kl(n)(O)C ihr Komplement.

Ubung 5.17: Man berechne mit Hilfe des Substitutionsregel die folgenden R-Integrale
in R2: .
a) Jp ::/ —dx, b) Ja =/ ell=l3 gz,
K2(0)\K1(0) |2 K1(0)
Dabei ist K,(0) = {z € R?: ||z]] < r} die r-Kugel in R?

Ubung 5.18: Sei Kz(0) = {z € R* : |z|| < R} und f,g : Kr(0) — R stetig und
rotationssymmetrisch, d.h. fiir =,y € R" mit ||z|| = ||y|| gilt:

f@)=fy), g(x)=g(y).
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Man zeige, dass dann die durch
F(x) r:/ f)g(z —y)dy
Kr(0)

definierte ,, Faltungsfunktion® F : R™ — R ebenfalls rotationssymmetrisch ist. (Hinweis:
Zu je zwei Punkten z,y € R™ mit |lz]| = |ly|| gibt es eine orthogonale Matrix @ € R™*"
mit y = Qu. Es geniigt also zu zeigen, dass F(x) = F(Qz) fiir jede solche orthogonale
Matrix. Dazu verwende man den Transformationssatz.)

Ubung 5.19: Sei K C R? cine quadrierbare, kompakte Menge und f : K — R eine
Riemann-integrierbare Funktion. Man zeige, dass die durch

o fy) T 2
F(z) := /K o dy, € R?,

[ —

definierte Funktion F : R? — R stetig ist. (Hinweis: Im Fall 2 € K zerlege man das
Integral iiber K in zwei Integrale tiber K \ K (z) und K.(z)N K .)

Ubung 5.20: Sei F(x) die Graviationskraft, welche eine Kugel K C R® mit Radius
R > 0 und konstanter Massedichte py auf einen Massepunkt x im Abstand n > 0 vom
Mittelpunkt der Kugel ausiibt. Fiir den Fall n < R, d.h. fiir Punkte im Innern der Kugel,

zeige man die Formel

47
F(z) = ——7pon, € K.

Bemerkung: Erstaunlicherweise hingt F'(z) in diesem Fall nicht vom Radius R der Kugel
ab, d.h.: Die dufleren Kugelschichten iiben keine Anziehungskrifte auf den Massepunkt
z aus. Fiir Punkte auflerhalb der Kugel gilt dagegen die im Text bewiesene Formel

41 R3

F(z) = —3%00?7 v ¢ K.






A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Loésungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufga-
ben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um ,, Musterlésungen* mit vollstandig
ausformuliertem Losungsweg, sondern nur um ,, Losungsansatze® in knapper Form.

A.1 Kapitel 1

Losung A.1.1: a) Einheitssphiren im R? bzgl. der [;-Norm (links), der euklidischen
Norm (Mitte) und der I,-Norm (rechts):

NN T
NNV N

b) Einheitssphiiren im R? bzgl. der gewichteten /;-Norm (links), der euklidischen Norm
(Mitte) und der l,.-Norm (rechts):

1 1 1

) T 71\/1 -1 1

—1 —1 —1

Losung A.1.2: Seien I C N eine endliche und A C R eine beliebige (moglicherweise
auch tiberabzihlbare) Indexmenge.

Ia) Seien die Mengen O;, i € I, und Oy, A € A, offen.

i) Zu einem Punkt = € N;c;0; gibt es Kugelumgebungen K. (z) C O;. Dann ist K.(x)
mit € := min;eye; in allen O; enthalten, d.h.: = hat eine Kugelumgebung in N;c;0; .

ii) Zu einem Punkt x € UycaO), gibt es Kugelumgebungen K., (x) C O, . Dann ist fur
irgend ein A € A die Menge K., (x) Kugelumgebung von z in UyepO, .

Ib) Seien die Mengen A;, i € I und Ay, A € A, abgeschlossen.

i) Die Mengen A¢ sind offen. Also ist nach (a) der endliche Durchschnitt N;e;AS offen.
Wegen UerA; = (MierAS)¢ ist dann UzerA; abgeschlossen.
ii) Die Mengen A$ sind abgeschlossen. Also ist nach (a) die Vereinigung Uyepa A§ offen.

197
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Wegen NMaeadr = (UpeaA5)¢ (einfach nachzurechnen) ist also Nyepa Ay abgeschlossen.

ITa) Um zu zeigen, dass der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen nicht offen sein
muss, betrachten wir abziahlbar unendlich viele (offene) Kugelumgebungen des Nullpunk-
tes im K":

U, = {’EGRn||$‘ <1/k}, keN, U:= ﬁngUk:{O}.

Die Schnittmenge ist als einpunktige Menge aber nicht offen.

IIb) Um zu zeigen, dass die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossenen Mengen nicht ab-
geschlossen sein muss, betrachten wir abzahlbar unendlich viele (abgeschlossene) Sphéren
im K":

Spi={rx eK"||z|=1/k}, k€N, A:=UpenAs.
Dann liegt die Folge (1/k)ken in A, ihr Limes 0 = limy_,, 1/k aber nicht. Die Verei-
nigungsmenge A enthélt also nicht alle ihre Haufungspunkte und ist daher nicht abge-
schlossen.

Losung A.1.3: a) Die Gleichung (A)° = A° ist i. Allg. falsch. Ein Gegenbeispiel erhilt
man mit der puntierten (offenen) Kreisscheibe A = {z € R?|0 < |z| < 1}:

(A ={z e R?||z| <1} # A" = A
b) Die Gleichung A° = A ist falsch. Ein Gegenbeispiel erhilt man mit der Strecke A =
{z e R?|zy €[0,1],2 = 0}:
A=, Ao=0+£A=A.
c¢) Die Gleichung A° N B° = (AN B)° ist war. Da A° N B° offen ist, gibt es zu jedem
x € A°NB° eine Kugelumgebung K. (z) C A°NB° C ANB. Folglich ist = ¢ (ANB) bzw.
x € (ANB)°. Daauch (AN B)° offen ist, gibt es umgekehrt zu jedem = € (AN B)° eine

Kugelumgebung K. (z) C (ANB)° C ANB. Dann ist auch K.(z) C A sowie K.(z) C B,
d.h: z € 0A und = ¢ 9B und somit x € A°NB°. d) Die Gleichung A°UB° = (AUB)°

ist falsch. Ein Gegenbeispiel erhilt man mit den Mengen A = {z € R' : z > 0} und
B={reR': x <0}:

A°UB° =R'\ {0} #R! = (AU B)".

e) Die Gleichung AN B = ANB ist falsch. Ein Gegenbeispiel erhélt man mit den Mengen
A={reR 0<z <3} und B:={zeR, i<z <1}, fir welche ANB =0 aber
ANB = {1} ist. f) Die Gleichung AU B = AUB ist war. Es ist offenbar AUB C AUB,

und da AU B abgeschlossen ist, auch AUB C AU B. Ferner ist A ¢ AUB und
B CAUB und somit AUB C AUB.

Losung A.1.4: Sei O C K" offen.

a) Die Menge O NV,_; aufgefasst als Teilmenge im K" kann nicht offen sein, da jede
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Kugelumgebung K.(z) eines Punktes x € O auch Punkte K"\ V,,_; enthalten muss,
z.B.: 4. i=ax+((0,...,0,e}.

b) Die Menge ONV,,_; aufgefasst als Teilmenge im K"~! ist offen. Zu jedem z € O gibt
es eine Kugelumgebung K.(z) C O. Dann ist K.(x)NV,_; € ONV,_; Kugelumgebung
von x in V,_.

Losung A.1.5: i) Fiir z,y € Iy gilt

St <23 {2 ) <23 12 <23 a2 423 4 < v,
k=1 =1 =1 i=1 i=1 i=1

so dass auch = 4+ y quadratisch summierbar. Ebenso folgt, dass auch «ax quadratisch
summierbar ist. Also ist Iy ein Vektorraum.

ii) Fiir z,y € Iy gilt

)Zl'kyk’< CU +yz —QZ‘I +3 Zyw

d.h.: Die Ausdriicke (x,y)2 und |z||2 sind wohl definiert. Die Linearitit, Symmetrie und
Definitheit von (-,-)s sind evident; insbesondere gilt:

(:an)Q = (yax)% (ZE,[E)Q 2 07 HxHQ =0 = T = 07 k eN.

iii) Sei (2")ren eine Cauchy-Folge in I,. Dann sind fiir jedes i € N auch die Folgen

(mgk))keN Cauchy-Folgen und besitzen Limiten z; € R. Wir setzen x := (x;);en. Fiir

€ >0 gibt es n. € N, so dass
12 = 2O|3 <2, k1> n.,

und folglich fiir | — oo

Da n hier beliebig ist, folgt

oo

Z |xl(.k) —zilP <&t k>n..

i=1

Alsoist 2% —z €1y und 2 —2 — 0 (k — o0). Wegen x = 2 42— 2®) ist schlieBlich
auch = € [y

Losung A.1.6: a) Fiir x,y € [; gilt

Z|x1+%|<2{|~UZI+‘yZ|} Z|x2|+2|%|<oo

k=1
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also ist auch =+ y absolut summierbar. Ebenso folgt, dass auch ax absolut summierbar
ist. Folglich ist [; ein Vektorraum. Seine Dimension ist offenbar unendlich, da die spezi-
ellen Folgen e := (§,;, j € N) linear unabhiingig sind.

b) Fiir z,y € I; gilt wegen der Eigenschaften des Absolutbetrags und der Stetigkeit von
Addition und Multiplikation:

o0
||:1:||1:Z|wi|:0 < 1;=0,ieN & =0
=1
' o0 o0
lazlly = law| = |al Y || = |allz]i, a €K,
i—1 i—1

2+ ylh =Y 4wl <D (al + 1) <Y lwil + > lwil = el + [yl
i=1 i=1 i=1 i=1

Also ist mit || - |]; eine Norm auf [; definiert.

c¢) Sei (#().cy eine Cauchy-Folge in [;. Dann sind fiir jedes i € N auch die Folgen

(k)

(7;)ken Cauchy-Folgen und besitzen Limiten z; € R. Wir setzen z := (2;);ey. Fiir

e >0 gibt es n. € N, so dass [Jz®) — 20|, < ¢, k,1 > n., und folglich fiir [ — oo:
Z |ZL‘£k) -zl <e, k>n..
i=1

Da n hier beliebig ist, folgt

s3]
Yol —wl <o kzne
i=1

Alsoist 2% —z €1} und #® —2 — 0 (k — o0). Wegen x = 2 42— 2*) ist schlieflich
auch = € 1.

Losung A.1.7: a) O C K" ist offen genau dann, wenn es zu jedem x € O eine Ku-
gelumgebung K. (z) C O bzw. K.(z) N O° = ) gibt. Dies wiederum ist dquivalent zu
x & 00.

b) A C K" ist abgeschlossen, genau dann, wenn A° offen ist. Dies ist nach Teil (a)
wiederum genau dann der Fall, wenn A° keinen seiner Randpunkte enthélt. Letzteres
bedeutet aber wegen J(A°) = JA gerade, dass A alle seine Randpunkte enthélt.

Losung A.1.8: a) Die Behauptung ist falsch, denn die stetige Abbildung p(z) = 1-|f||:c\
induziert eine Metrik aber keine Norm auf K". Zunichst is d(z,y) := p(x — y) eine
Metrik, wobei Definitheit und Symmetrie unmittelbar klar sind. Um zu sehen das die
Dreiecksungleichung gilt betrachten wir zunéchst die Abbildung ¢: Rso — R mit ¢(x) =

T fir vz € Ryp. Dann ist

p(x) = ¢(lz]) VoeK"
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Wegen ¢’ > 0 ist ¢ monoton wachsend, und es ist somit fiir beliebige z,y, z € K"

d(z,y) = p(z —y) = p(|lz — y|)

<z =z + ]z —yl)

_ |z — 2| ER

= +

L+]z—z2|+|z—y|l 1+]z—2|+]z—y|

|z — 2| |z =yl

T l4lz—z 14|z—y|

=plr —2z)+p(z —y) =d(z,2) +d(z,y).

Folglich ist d(-,-) eine Metrik. Sei nun x € K"\ {0} und o € R\ {0, 1}, so ist p wegen

1+|H\7é||()

plaz) = |af

keine Norm.

b) Die Aussage ist wahr. Die Menge O sei offen. Enthilt O einen Randpunkt a € 00,
so gibt es in jeder Umgebung von a Punkte aus dem Komplement O¢. Dies widerspricht
aber der Offenheit von O. Also kann O keinen ihrer Randpunkte enthalten. Die Menge
O enthalte nun keinen ihrer Randpunkte. Also gibt es zu jedem Punkt a € O eine
Umgebung, welche keine Punkte aus dem Komplement O¢ enthilt, d. h. ganz in O liegt.
Folglich ist O offen.

c) Die Aussage ist wahr, denn OM = (M° U (M¢)°)¢ und somit als Komplement der
offenen Menge (M°U (M€)°)¢ abgeschlossen.

d) Die Aussage ist falsch, denn fiir die Menge M = {z € K" ||z| < 1} ist
(M) = {z € K |ja] < 1} # {z € K" | |z] < 1} = (3]7).
(Achtung: Die Argumentation, dass Gleichheit nicht bestiinde da die eine Menge offen

und die andere abgeschlossen ist, ist falsch. Man mache sich dies an der sowohl offenen
wie auch abgeschlossenen Menge K" klar!)

e) Die Aussage ist falsch, denn mit A = B folgt
A°UB° = A°= (AU B)°.
f) Die Aussage ist falsch, denn sei A ={z € K"|0 < |z| <1} und B = {0}, so folgt
A UB*=A#{zeK"||z| <1} =(AUB)".

Losung A.1.9: Es ist:
a) M°=0, M={zeR": |z|o<1}, OM=M.
b) M":Q), M={zeR": ||z <1, 2,=0}, OM=DM.
M =R"\ (-1,1)", M°=R"\[-1,1]", OM ={x e R": ||z|. =1}
M=M= (-1,1)", M=[-1,1" oM={zecR": |z).=1}

o

o

)
)
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Losung A.1.10: a) Auf dem Raum C[0,1] sind durch

1
Il = max 7@ 1= [ 1@l da

Normen (sog. L>®- und L!'-Norm) erklirt. Diese beiden Normen kénnen nicht fquivalent
sein, da fiir die durch f,(z) := na™ definierten Funktionen f, € C[0,1] gilt:

Ifolleo =n — 00 (n — 00), | fulli = n(n+ 1)_11’"“’(1) =n(n+ 1)_1 <1, neN.

b) Die (abgeschlossene) Einheitskugel K(0) = {z € ly: |lz||2 < 1} des Iy ist beschrinkt
und abgeschlossen. Die Folge (2®)iey der 2 := (§3;)ien € K1(0) enthilt aber wegen

12® — 2D =3 160 = ul® = 0wl +1055° =2, k#3.
i=1

keine Cauchy-Folge. Der lo-Abstand aller dieser Folgen ist also ¢ := /2. Die (offene)
Kugeliiberdeckung {K3(z™®), k € N} der Menge {z®) k € N} ist disjunkt. Sie kann
somit keine endliche Teiliiberdeckung enthalten, welche {z*), k € N} iiberdeckt.

Losung A.1.11: a) Im Fall z =2’ ist (z —2',y) = (0,y) = 0 Vy € V. Ferner gilt mit
y:=x—2a:
(x—2x—a")=(@@—-2y)=0 = z—2a"=0.
Dies gilt auch im ,, Komplexen*.
b) Esist ||z +2'||> = ||2]|* + (x,2') + (2, x) + ||2'||* und folglich

(@,2)=0 = [o+a'* =zl + '],
le+ | = 2> + I'|* = (2,2) + (2, 2) = 2(x,2") = 0.

Im ,Komplexen“ kann in der letzten Zeile nur (z,2) + (2/,x) = 2Re(z,2") = 0 gefolgert
werden.

¢) Mit Hilfe der Linearitit des Skalarprodukts ergibt sich (im ,,Reellen* und ,, Komplexen®)

lz+yll* +llz —yl* = (@ +y, 2 +y) + (2 —y, 2~ y)
= ll2lI* + (z,9) + (. 2) + lyl* + 2]* = (z.9) = (v, 2) + [ly|l*
= 2||[|* + 2{ly[I*.

Der ,Satz von Pythagoras® und die ,Parallelogrammidentitiat” im allgemeinen ,,pré-
hilbertschen Raum* (d. h. ,, Vektorraum mit Skalarprodukt®) entsprechen bekannten Aus-
sagen der euklidischen Geometrie in der Ebene (Bild malen!).

Losung A.1.12: a) Nach Voraussetzung ist a(x,z) € R. Fir z,y € V und a € C gilt
dann

a(z + ay,x + ay) = a(z,z) + aaly, ) + @a(z, y) + caa(y,y) € R

alr —ay,z — ay) = a(z,z) — aaly, ) — aa(z,y) + aca(y,y) € R.
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Fiir a =@ =1 konen wir hieraus wegen a(zx,z), a(y,y) € R folgern:
a(z,y) eR <  a(y,z) €R.
i) Im Fall a(z,y), a(y,z) € R fithrt die Wahl o :=4, @ = —i zu

ia(y,xz) —ia(z,y) € R

und somit a(y,x) —a(z,y) = 0 bzw. die behauptete Beziehung a(y,x) = a(z,y) .
(ii) Im Fall a(z,y), a(y,z) ¢ R fihrt die Wahl o =@ :=1 zu a(y,z) +a(z,y) € R bzw.

Ima(y,z) = —Ima(x,y) = Ima(zx, y).
Weiter ergibt die Wahl « := a(y,x), @ = a(y,x):
la(y, 2)* + a(y, x)a(z,y) € R.

Letzeres impliziert

a(y,z)a(z,y) = Rea(y, z)Rea(z,y) + i(Rea(y, z)Ima(z, y) + Ima(y, z)Rea(z, y))
—Ima(y,z)Ima(z,y) € R

und somit Rea(y, z)Ima(z,y)+Ima(y, z)Rea(z,y) = 0. Wegen Ima(y, z) = —Ima(z,y)
folgt
(Rea(y,z) — Rea(z,y))Ima(z,y) = 0.

Da Ima(z,y) # 0 angenommen war, impliziert dies

Rea(y,z) = Rea(x,y) = Rea(x,y).

und damit schlieflich die behauptete Symmetriebeziehung a(y, x) = a(x,y) .
b) Die durch a(z,y) := (z1 + x2)y1 + 22y definierte Bilinearform auf R? ist wegen

a(z,x) = (21 + 22)11 + 05 > 27 — |wow | + 25 > (21| — [w2])? + |21
fiir  # 0 (strikt) definit. Da aber i. Allg.
a(x,y) —a(y,z) = (1 + 22)y1 + Tayo — (Y1 + Y2)T1 — Yoo = Toy1 — yox1 # 0,

ist die Bilinearform nicht symmetrisch.

Losung A.1.13: a) Sei (V.|| -|) ein reeller normierter Raum, dessen Norm || - || die
, Parallelogrammidentitat“ erfiillt:

lz+yl* + llz = ylI* = 2[l2]* + 2[lyll*, 2.y €V

Dann ist durch
(z,y) = illz +yl* = flle —yl>, z,yeV,
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auf V ein Skalarprodukt definiert. Hierzu wird fiir Elemente z,y,z € V' gezeigt:

i) Symmetrie:
(@) = 1(lz + 91 = lle = yl1*) = 2(ly + 2I* = lly — 2]I*) = (3. 2).
ii) Definitheit:

(Hx +af* = [l — 2|*) = ||=[I* > 0,
= |z]|=0 = a=0.

(x,a:) =

(z,

iii) Linearitdt (im zweiten Argument):
a) Additivitat: Mit Hilfe der Parallelogrammidentitit ergibt sich

) =

() + (2,2) = Hllo + 1 = o =yl + o+ 2 = o — 2}
— Hllo+ 30 +2) + 3= 2P + o+ 3G +y) - 36— 2)?)
~ o - Y+ ) - dy - 2P+l - 3+ ) + - 2P}

=H{llz+3w+2) 1P+ 13w —2)* - ||$—*(y+2)|\2—|| y—2)|I°}
=Hllz+ 3w+ 2)I° - llz — 3y +2)°}
=2(z, 5(y + 2)).

Dies ist noch nicht ganz, was wir haben wollen. Bei Setzung z = 0 ergibt sich hieraus
zunéchst die Rechenregel

() (zy) =2z, 39),

womit wir schliellich doch noch das gewiinschte Resultat erhalten:
(2,y) + (2,2) = 2(z, 5(y + 2)) = (z,y + 2).
b) Homogenitat: Mit Hilfe von (%) und der gezeigten Additivitét folgt durch Induktion:
() m27"(z,y) = (x,m27"y), m,n € Ny.

Ein beliebiges o € R, besitzt eine sog. ,,Bindrdarstellung® (analog zur Dezimaldarstel-
lung aber mit Basis b= 2):

oo
a= mOkaQ_k, mo € Nymy, € {0,1},k > 1.
Diese Reihe ist (absolut) konvergent, d.h.: ihre Partialsummen approximieren «:
n o0
o, = my kaQ_k — My kaQ_k =a (n— ).

Wegen der allgemein fiir Normen giiltigen Beziehung

[l = llyll] < flz = yll
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folgt
|l £ anyll = Iz £ ayll] < |aw —allly] =0 (n — o0).

Also gilt auch geméf der Definition des Skalarprodukts
(x,y) = (x,0y) (n — ).
Damit erhalten wir dann wegen (xx):
a(z,y) = lim a,(z,y) = (2, im ay) = (2, ay),
d. h.: Die Homogenité#tseigenschaft zunéchst fiir o € R, . Fiir o« = 0 und fiir negative «
ergibt sie sich dann direkt mit Hilfe der Definition des Skalarprodukts:
(,0) = gll=[* — gll=[I* =0,
(@, —y) = o —yl* = gllz +ylI* = —={ = LIz —ylI* + gll= + ylI*} = — (2, y).

Die Additivitdt und Homogenitét zusammen implizieren die Linearitét, d. h. fiir beliebige
a,feR:
(z,ay + B2) = a(z,2) + By, 2), w.y,2,€V,

und unter Verwendung der schon gezeigten Symmetrie auch die Linearitédt im ersten Ar-
gument:

(ax + By, 2) = (z,ax + By) = a(z,2) + B(z,y) = oz, 2) + By, 2), x,y,2€V.

Wegen
(z,2) = 1 (2 +2[* = [lz = ]]*) = ||=||?

wird die gegeben Norm offenbar von diesem Skalarprodukt erzeugt.

b) Wir zeigen, dass fiir p # 2 die [,-Norm auf dem R™ nicht die Parallelogrammidentitét
erfiillt, so dass sie nicht von einem Skalarprodukt erzeugt sein kann. Fiir die Punkte
=(1,0,...,0), y=(0,0,...,1) € R gilt im Fall p € [1,00) \ {2}:

Iz + y||§ +llz —ylly =227 #2-2=2||z|)} + 2||yll;,
und im Fall p = oo:
lz + yll3 + llz = yllse =2 # 4 = 2[|2]1% + 2[lyl1%,

d. h.: Die Parallelogrammidentitédt ist in keinem der betrachteten Félle erfiillt.
Losung A.1.14: a) Wir bemerken zunéchst

[Ax]
it 1] H H sup  [|Az].
S O P L R

Dabei ist die Endlichkeit des Supremums klar, da alle Normen dquivalent sind.
i) Definitheit: Es gilt sup,egn z=1 42| > 0. Im Falle sup,egn o= [[Az]] = 0 ist
Az =0Vz € K" und folglich A=0.
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ii) Homogenitét: Fiir « € K gilt:

sup  flade] =la| sup [Aa].
€K™, |lz]|=1 zeKn, ||z =1

iii) Dreiecksungleichung:

sup  [(A+ Bzl < sup  (||Azl|+[|Bz]) < sup [lAz[|+ sup | Bzll.

z€K™, [|lz]|=1 z€K™, [lzl|=1 z€K™, [|z[|=1 z€K™, [|lzf|=1
Wegen der Ungleichung
1 Az[l = |Ayll] < |AGz = »)ll < 1Allllz = yll, @,y € K",

ist die Funktion f(x):= ||Az|| stetig (sogar Lipschitz-stetig) auf K" . Auf der kompakten
Menge 0K;(0) € K™ nimmt sie also ihr Maximum an, d. h.:

sup  [|Az|| = max |[Az].
zeKn, ||z||=1 z€K™, [|z||=1

b) Beziiglich jeder ,natiirlichen* Matrixnorm gilt fiir die Einheitsmatrix

]|

seknvgoy 2l

1.

Wegen
n 1 n 1
e = (D lanl?)” = (D21)7 = v
Gk=1 j=1

kann die Frobenius-Norm also keine ,natiirliche® Matrixnorm sein. Sie ist allerdings i)
vertriglich mit der euklidischen Vektornorm und (ii) submultiplikativ.

i) Fiir € K folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung:

Jallg = 32| D | < 30 (D lawl) (X lasf?) = Al o3
1 j=1 j=1 j=1

k= = k=1

2

ii) Analog folgt

|AB|[% = Z ‘Zajibik ’ < Z <Z |aji|2> (Z |bik|2)
kj=1 i=1 kj=1 i=1 i=1

= (X 1al?) (32 al?) = 1Al B3
i,j=1 ik=1

Losung A.1.15: Sei A € K™ hermitesch.
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i) Sei A € C ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v € K", ||v||o = 1. Dann gilt

A= (Av,v)y = (Av,v)g = (v, Av)y = (v, V) = A

und somit A=\ bzw. A€ R.

ii) Seien A, Ay € R zwei Eigenwerte von A mit zugehoérigen Eigenvektoren vy, v € K.
O.b.d.A. sei A; # 0. Dann impliziert

(v1,v2)2 = >\171(AU1, U)oy = )\fl(U1>AU2)2 = )\IIA2(U17U2)2,

wegen A ')Ay # 1 notwendig (vi,v5)s = 0.

iii) Die hermitesche Matrix A besitzt genau n ihrer Vielfachheiten entsprechend oft
gezihlte Eigenwerte (Nullstellen des zugehoérigen charakteristischen Polynoms). Seien
Ay Am (m < n) die paarweise verschiedenen Eigenwerte. Dann spannen die zugehori-
gen (nach (ii) paarweise zu einander orthogonalen) Eigenrdume E, ..., E,, den K" auf,

E=E& --&FE,=K"

Um dies einzusehen betrachte man das orthogonale Komplement E+ C R™. Fiir jedes
v € E+ und y € F gilt (Az,y), = (z, Ay), = 0, da auch Ay € E ist. Also ist £+ in-
variant unter der Anwendung von A. Als lineare Abbildung in £ miisste A nun weitere
Eigenwerte haben, was aber nicht moglich ist, da wir bereits alle zur Definition von F
herangezogen hatten. Also ist £+ = {0} bzw. £ =R".

Sei m; = dim(E;) . In jedem Eigenraum E; existiert eine Orthonormalbasis {07 j =
1,...,m;}, welche etwa mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren aus
einer beliebigen Basis von E; erzeugt werden kann. Dann sind die )", m; = n normier-
ten Vektoren v, j = 1,...,m;,i = 1,...,m, paarweise orthogonal und bilden somit
eine Orthonormalbasis des K" .

Losung A.1.16: Sei A € K™ beliebig.
i) Wegen
(A" Az, y)2 = (Av, Ay) = (2, 4" Ay),,

ist A" A hermitesch und ferner wegen
(A" Az, ), = | Az||2 > 0,
positiv semi.definit. Im Fall, dass A regulér ist, folgt
JAzl =0 = z=0,

d.h.: A ist sogar positiv definit.

ii) Seien (gemaf Aufgabe 4.3) 0 < A; < -+ < A, =: A\ax die n (ihrer Vielfachheiten ent-
sprechend oft gezihlten) Eigenwerte von A"A und {w(i), i=1,...,n} eine zugehoriges
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Orthonormalsystem von Eigenvektoren, so dass A" Aw® = Nw® | Es gilt:

n

|3 = Z(%wz‘b(ﬂi,wg‘)z( w?), Z| z,wl

i,7=1
n

(2, A" Ax)y = > (2, wi)alw, w))a(w, A" Auw), ZAMw al? < Al 3

i,j=1

Fiir die Spektralnorm von A folgt damit:

A.’I} 2 .'L',ZTA.’IZ
= swp Ml oy 05Ty
€K™, 240 ||Z‘||2 €K™ 2#£0 HIH2
Umgekehrt gilt
B A (™, 1™, B (w(n)’ZTAwW)Z B [| Aw (™ ||2 [Az|3 _ 4]
SN T Rk [OMB = aenaro Tlall} 7

woraus sich die Richtigkeit der Behauptung (ii) ergibt.

Losung A.1.17: a) Fiir die gegebenen symmetrischen (und damit diagonalisierbaren)

Matrizen gilt
10 01 01
A= B = , AB = #
00 10 00
b) Die Matrizen A, B € K™*" seien diagonalisierbar mit einer gemeinsamen Basis von
Eigenvektoren. Wir zeigen, dass dann AB = BA ist. Nach Voraussetzung existieren

Ahnlichkeitstransformtionen mit gemeinsamer Matrix T € K™ (Die Spaltenvektoren
sind gerade die gemeinsamen Eigenvektoren von A und B.), so dass

T7'AT = diag(\}) =: Ay, T 'BT = diag(\?) =: Ap,

00
10

= BA.

mit den Eigenwerten A\ von A und A? von B. Damit folgt, da Diagonalmatrizen stets
kommutieren,

AB =TA T ' TART ' = TAAART ' = TAAAT ' = TAT 'TALT' = BA.

Zusatz: Fiir die diagonalisierbaren Matrizen A, B € K™ gelte AB = BA. Wir zeigen,
dass dann eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren existiert. Seien \;(A) € o(A) die
paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenrdumen E;(A) C K*
der Dimension p;(A). Fiir jeden Eigenvektor v € F;(A) ist dann

ABv = BAv = \i(A)Bv,

d.h.: Bv € E;(A). Der Eigenraum FE;(A) ist folglich ein ,invarianter Unterraum® von
B . Eingeschrankt auf E;(A) besitzt B dann dort eine Teilbasis von p;(A) = dim(E;(A))
Eigenvektoren, die dann automatisch auch Eigenvektoren von A zum Eigenwert \;(A)
sind. Dieses Argument kann nun fiir alle Eigenwerte von A, d.h. fiir alle Eigenrdume
E;(A), durchgefiihrt werden. Dies ergibt dann die Existenz einer vollstindigen Basis von
Eigenvektoren von B, welche jeweils auch Eigenvektoren von A sind, d.h.: A und B
besitzen eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren.
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Losung A.1.18: Sei || - || irgend eine submultiplikative Matrixnorm (d.h. eine , Matri-
zennorm®).

a) Sei A € M gegeben, dann gilt fiir die Kugelumgebung von A:
Kjay-1(A) = {B e K" ||A- B|| < |A7'|™"} c M,

und somit ist M offen. Um dies zu sehen, sei B € K™ mit ||B| < |[|[A7!|~" gegeben.
Dann ist ||A7'B|| < [J[A7Y|||B|| < 1. Nach dem Stérungssatz der Vorlesung ist damit
I + A7'B invertierbar. Daraus folgt wegen A+ B = A(I + A™'B) die Invertierbarkeit
von A+ B.

b) Fiir z,2" € Res(A) mit |z — 2/| hinreichend klein existiert nach dem Stérungssatz aus
dem Text die Inverse (I + (z — z’)R(z))_l und es konvergiert (I + (z — z’)R(z))_1 — 1
fiir 2/ — z. Fiir die Resolvente gilt die Gleichung

R(z') =

-1

ZN)7TH = (A= 2+ (2= 2)I)

—z2D(I+(z2—= )R(z)))_1 =+ (z— z’)R(z))_1

R(Z),

(A
(
woraus R(z') — R(z) fiir 2/ — z folgt. Die Resolvente R(z) ist also eine stetige Funk-
tion auf Res(A). Als solche ist sie auf jeder kompakten Teilmenge K C Res(A) auch
beschréinkt,
sup [|R(2)]| < C.
zeK

Um fortzufahren, betrachten wir die beiden Identititen

(AR(z) — 2zR(2))R(?') = ((A — 2I)R(2))R(¢') = R(%"),
R(z)(AR(z") = ZR(Z")) = R(2)((A — 2'T)R(<))

Il
=
N

Durch Subtraktion erhalten wir die sog. ,, Resolventengleichung*
R(z) — R(z") = (z = 2")R(2)R(2).
Hieraus folgt fiir beliebige z,z" € K C Res(A)
IR(z) = R()|| < |2 = IR NRE < C*" = =],

d.h. die gleichméBige Lipschitz-Stetigkeit von R(z) auf K .
Losung A.1.19: a) Sei || - || eine beliebige Matrizennorm. Der Exponentialausdruck

= 3% 1AL 41"
Z = TLOOZ

ist wohl definiert. Daher gibt es zu beliebigem e € R, ein n(e, A) € N, so dass fiir
n>m >n(e, A) gilt:

HZ H—ZHAkn ZI\AH’“
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Nach dem Cauchyschen Kriterium existiert also im Banachraum (K"*" || -||) der Limes
= Jlimy Z i

Wegen der Aquivalenz aller Normen auf K™*" ist dieser Limes auch eindeutig bestimmt.

b) Die Matrizen A, B € K™ seien diagonalisierbar mit einer gemeinsamen Basis von
Eigenvektoren. Nach Aufgabe 5.3 gilt dann AB = BA. Wir geben zwei alternative Be-
weise fiir die behauptete Gleichung.

Beweisvariante I (Anwendung des Cauchyschen Produktsatzes fiir Reihen): Zunéchst re-
kapitulieren wir, dass

", Bk A+B)
Bi .
7}5&2 woo© _gﬁok_o k! ¢* JE&Z

Ferner gilt nach der allgemeinen binomischen Formel, wofiir AB = BA benétigt wird,

2

2 . .

(A+ B)? = A2+ AB+ BA+ B* = A’ + 2AB + B? Z(,)AJBH,
=0

bzw. allgemein

k

k k!
(A+ B)* §<)AJB’” k€N, (>_
i) gk =)

7=0

Hieraus folgt, dass (analog zum Satz iiber das Cauchyschen Produkt von Zahlenreihen)

— lim Z LB) lim Z LB)
n—o00

n—00 k
= lim ZZ )i 'AJBk J = lim ZZAJ Bk '
n~>ook i 0 k! n%ook 0 =0 7

Jiﬁ(i‘g)(éif) - () Jfg(i%) Sl

Beweisvariante IT (Anwendung der Spektralzerlegung): Die gemeinsame Basis von Eigen-
vektoren von A und B ist ebenfalls eine Basis von Eigenvektoren der Summe A + B':

Av; = Ni(A)v;, By = N(B)v;, (A+ B)u; = (N(A) + Ni(B))v; = Ni(A+ By,

Hieraus entnehmen wir, dass A\;(A+ B) = A\;(A) + X\;(B) . Fiir alle drei Matrizen existiert
also eine gemeinsame dhnlichkeitstransformation auf Diagonalgestalt:

THAT = Ay = diag(M(A),,  Ni(A) € o(A)
T7'BT = A := diag(\(B)),,  M(B) € o(B)
YA+ B)T = Apyp = diag(\(A+ B));, MN(A+B)€c(A+ B).



A.2 Kapitel 2 211

Damit gilt dann

m 1 m 1 B m 1 B B B
ZHA’“ =D 5 (TALT hk — (TAAT YTALAT™ . TALT™Y)
k=0 k=0 k=0
_ - 1 km—1 __ - 1 k 1
=Y STANT = T<ZEAA)T
k=0 k=0
"1 . - . "1 no
= 7Y diag(M(A) )i, )T = leag(z gAZ(A)’C)MT :
k=0 k=0

Hiermit folgt

Analoge Gleichungen gelten fiir e? und eA+? . Hiermit erhalten wir

6A+B _ leag (eAi(A+B))771T71 _ Tdiag(6Ai(A)+>\i(B))’{L71T71
_ Tdiag(eAi(me)"'(B))?:lT_l _ Tdiag(eAi(A))jzldiag(eM(B))?le_l
= Tdiag(e’\i(A))?lefleiag(e’\"(m)?:lT*l = edeb.

A.2 Kapitel 2

Losung A.2.1: a) Die Funktion f(z) := Inln(||z||2) ist fiir alle x € R” mit |Jzf] > 1
und folglich In(||z|]2) > 0 definiert und als Komposition der stetigen Funktionen In(x)
und |[|z]]; dort auch stetig.

b) Die Funktion f(x) auf ganz R™ definiert und stetig.

Losung A.2.2: Fiir beliebige z,y,2’,y € K" gilt mit Hilfe der Schwarzschen Unglei-
chung:

[(z,9)2 — (@', y )2 = [(x — 2", y)o + (&' — 2,y — )2 + (z,y — ¥/)2]
<z = 2|lallylle + |z = 2"|l2lly = ¥/ll2 + [lzll2lly — ¥/[|2

1/2 1/2
< (3 + lle = 2[5 + llyll=) (e = 215+ ly = ¥/l + ly = ¥'113) "

Aus 2/ — z, ¢y — y folgt also (2/,y')2 — (x,y)2, was zu zeigen war. Die Funktion ist
auf jeder beschrinkten Menge M C K" Lipschitz-stetig, aber nicht gleichméafig auf K" .

Lésung A.2.3: a) Diese Randmenge ist nicht zusammenhéngend, da ihre dufiere Kom-
ponente {z € R?||z|| = 1} offenbar von der inneren {z € R*z = 0} durch eine
relativ-offene Zerlegung separiert werden kann.
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b) Wegen M = (), ist M nach Definition nicht zusammenhingend.

c¢) Die Menge ist zusammenhéngend, da je zwei ihrer “benachbarten” (abgeschlossenen)
Komponenten einen gemeinsamen Punkt haben. Es kann also keine separierende relativ-
offene Zerlegung geben.

d) Die Menge ist zusammenhingend, da sie als Vereinigung des Graphen G(f) einer
stetigen Funktion und eines Haufungspunktes von G(f) nicht durch eine relativ-offene
Zerlegung separiert werden kann. (Bemerkung: Dies ist ein Beispiel einer ,,topologisch®
zusammenhingenden Menge, welche nicht ,,wegzusammenhéngend® ist.)
Losung A.2.4: a) Fiir beliebige z,2’ € R" gilt:

le =yl < lle =2l + ll2" = yll, ' =yl <l =2+ [z —yl, yeM.
Ubergang zum Infimum bzgl. y € M ergibt:

@) < lo -2 +d@),  d@) < o’ — ] + d(z).

Also ist ||d(x) — d(2')|| <[]z — 2|, d.h. d ist Lipschitz-stetig mit L-Konstante L =1.
b) Sei M ein Teilraum von R™ und d(-) der euklidische Abstand. Fiir ein z € M ist
xyr =z selbst Bestapproximation. Seien nun = # M und y*®) € M Punkte mit

d(z) = inf o —yll2 = lim [z — 3™,

Die Folge (y™)en ist beschrinkt und hat somit eine konvergente Teilfolge (y*7)) ey .
Da M als Teilraum abgeschlossen ist, gilt fiir den Limes dieser Teilfolge 3, € M und
somit d(z) = ||z — xpl|2. Sel nun )y € M eine beste Approximation zu z. Fiir jeden
zweiten Punkt y € M und beliebiges 7 # 0 ist xp + 7y € M und somit

o —2umll3 < llo — o = 7all; = o — wunllz — 272 — 2ar, )2 + 72 [lyll2

bzw. 27(x — xar,y)2 < 72||yl|3. Da dies fiir alle 7 # 0 gilt, muss (z — zp7,y)2 = 0 sein.
Gébe es noch eine zweite beste Approximation 'y, € M , folgte nach dem eben Gezeigten:

lear — 2y ll3 = (ear — 2,200 — 2y )o + (@ — Ty 2ar — @yp)2 = 0,
d.h.: Ty = $IM .
Losung A.2.5: a) Wir versehen K" x K™ mit der Norm ||(z, )| := max(||z]|co, [|¥|loo)
fiir 2,y € K" Sei nun (x,,, y, )neny € K1 X Ky eine beliebige Folge. Wegen der Kompaktheit
von K existiert eine Teilfolge n, und eine Element = € K, so dass x,, — = fiir ¢ = oo.

Wegen der Kompaktheit von K existiert eine Teilfolge n;, der Teifolge und ein y € Ko,
so dass Yni, =Y fiir j — oco. Damit folgt fiir die Teilfolge

(xmj,ymj) = (r,y) € K1 x Ky (j — o0)
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und somit die Kompaktheit von K; x K,. Um die Stetigkeit von f einzusehen, sei
(Tn,yn) € K7 X Ky eine Folge mit Limes (z,y). Dann gilt:

Hlz =yl = llzn = wall | <Ml =y =20 +wall < llz =20l + ly = gnll = 0 (n = o00).

Folglich ist f stetig.
b) Anwendung des Satzes vom Extremum liefert die Behauptung.

ci) Zunéchst betrachten wir K; = (2,0) € R? und K, = {z € R?|||z]» < 1}. Dann
ist jedes Element der Menge {x € R?*|x = (1,a) —1 < a < 1} ein Minimierer des
Abstandes bzgl. ||| = || - |- (Es gibt aber nur einen bzgl. || - ||2.)

cii) Wir betrachten nun die Menge K; = 0 sowie Ky = {z € R?*|1 < ||z]]z < 2}. Dann
ist jedes Element der Menge {2 € R?|||z|; = 1} ein Minimierer des Abstandes bzgl.

- ll2-

di) Eine mégliche Zusatzbedingung an K, ist die strikte Konvexitéit von Ky, d.h. sind x,
y € Ky mit x # y, so ist fiir jedes A € (0, 1) die Konvexkombination x) := Ax+(1—\)y €
K$. Seien nun z,y € Ky zwei Minimierer des Abstandes, dann gilt

lex —all < Az —al| + (1 = M)y —all = inf |la —z]].
z€Ko

insbesondere ist x, ein Minimierer fiir jedes \ € [0,1]. Angenommen, es wire nun x # y,
so wire wegen der strikten Konvexitdt i, € K3 im Widerspruch dazu, dass jeder
Minimierer von inf.ck, [ja — z|| wegen a # K, notwendig in 0K, liegt.

dii) Eine weitere Moglichkeit um die Eindeutigkeit der Bestapproximation zu erhalten,
ist die Konvexitit von Ky sowie die strikte Konvexitidt der Norm || - || beziiglich derer
wir den Abstand bestimmen. Dabei heifit Ky konvex, wenn fiir z,y € Ky und A € (0,1)
auch ), € Ks. Analog zu (ciii) folgert man fiir zwei Minimierer z,y € Ko, dass fir = £y
gilt

|3 —al < Allz —al + (L = MNly —al| = inf [ja—z]]
ze Ko

im Widerspruch dazu dass x und y Minimierer sind.

Losung A.2.6: a) Der Banachsche Fixpunktsatz lautet im allgemeinen Banach-Raum
(V.|| -1]) wie folgt: Sei D C V' eine abgeschlossene Menge und g : D — D eine Lipschitz-
stetige Selbstabbildungvon D .Ist g bzgl. der Norm |[|-|| eine Kontraktion mit L-Konstante
q < 1, so existiert in D genau ein Fixpunkt z von g, der als Limes der Fizpunktiteration
2% = g(x*=V) mit beliebigem Startpunkt x(®) € D erhalten werden kann. Dabei gilt die
Fehlerabschétzung

k
2~z < $ 2~ 2], keN.

Fiir den normierten Raum (Cfa, b], ||]]2) gilt der Banachsche Fixpunktsatz nicht, da dieser
Raum nicht vollstandig ist. Die Vollstdndigkeit des zugrunde liegenden Raumes benotigt
man, um zu garantieren, dass der Limes der Fixpunktiterierten stets in der Menge D
existiert; hierzu reicht die angenommene Abgeschlossenheit von D nicht aus, denn diese
ist nur ,relativ zu V' zu verstehen.
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b) Eine L-Konstante L der Abbildung ¢(z) = Az (bzgl. einer Norm ||-|| auf R") erhélt
man aus der Abschitzung

l9(x) =9Il = |Az + b — Ay = bl| = [|A(z — )| < [[All |z -yl
mit der von der Vektornorm erzeugten natiirlichen Matrixnorm || - || als L = [|A]|.

Die gegebene Matrix A hat die Maximumnorm ||A|l« =1 und |[|A||; = 1; bzgl. dieser
Normen ist sie also keine Kontraktion. Da sie symmetrisch ist, erhélt man ihre Spektral-
norm als Betragsmaximum ihrer Eigenwerte

[|A]|2 = max{|A| : A\ Eigenwert von A}.

Diese sind die Nullstellen des Polynoms g¢4(z) = det(A — 2I), d.h.: Ay = £/5/3. Also
ist die Abbildung ¢ bzgl. der Spektralnorm eine Kontraktion.

c¢) In einem allgemeinen metrischen Raum (X, d(-,-)) lautet der Banachsche Fixpunkt-
satz: Sei D C X ein (bzgl. d(-,-)) vollstindiger metrischer Raum. Sei dann g : D — D
Lipschitz-stetig mit L-Konstante ¢ < 1, d.h. d(g(x),9(y)) < qd(x,y) fir alle x,y € D.
Dann existiert in D genau ein Fizpunkt z von g, der als Limes der Fixpunktiteration
2% = g(x®=V) mit beliebigem Startpunkt x© € D erhalten werden kann. Dabei gilt die
Fehlerabschdtzung

k
d(z® 2) < 1q7 d(zW, 2@, EkeN.
—q

Zum Beweis:
i) Es gibt hochstens einen Fixpunkt, denn sind x, 2’ € D zwei Fixpunkte, so folgt aus

d(z,2') = d(g(x), 9(z")) < qd(z, )

wegen ¢ < 1 notwendig d(z,2’) = 0.
ii) Wegen g : D — D sind die Iterierten z(®) wohldefiniert. Wir zeigen nun, dass z(*)
eine Cauchy-Folge ist. Denn fiir beliebige k,m € N ist

d(xk+m7 xk) < d(xk+m, xk+m71) 4. d(aj<k+1)7 x(k))
= d(gm M), g @)Y L d (2D 2B
< (¢t Dd(z* 2 %)

(" 4.+ Dg"d(W, 2@)

IN

¢
761(33(1), I(O))_
L—q
Wegen ¢ < 1 konvergiert die rechte Seite gegen Null. Es gibt also wegen der Vollstandig-
keit von D einen Limes z € D der Folge 2*). Wegen der Stetigkeit von g¢ ist dies der
gesuchte Fixpunkt, denn

IN

2z = lim 2% = lim g(x(k_l)) = g(lim x(k_l)) =g(2).

k—o0 k—o0 k—o0

iii) Die Fehlerabschétzung folgt aus obiger Abschétzung durch betrachten des Grenziiber-
gangs m — 0o.
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Loésung A.2.7: Wir zeigen wieder, dass die Folge der durch
2® = g(z® V), keN, 0 e M,

erzeugten Iterierten eine Cauchy-Folge ist und folglich einen Limes x € M hat. Fir
k,l e N, k>1 gilt:

k—1 k—1
l2® =20 <3 llg'(2D) = g’ @) < Y Lilla® = 2.
i=l

i=l

Aufgrund der Konvergenz der Reihe Y ° L, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein n. € N, so dass
Zf:_ll L; < ¢ fiir k,1 > n.. Folglich ist 2"),cy eine Cauchy-Folge. Thr Limes x ist als
Fixpunkt von ¢ und Fixpunkt von jeder Potenz von g¢:

gk(.f) _ gkil(.’lf) e g(,L’) = .

Die Konvergenz der Summe »_.° Lj impliziert Ly — 0 (k — oo), d.h.: L, < 1 fiir
k > ko . Fiir ein solches k ist dann x der einzige Fixpunkt von ¢*, denn fiir eine zweiten
Fixpunkt 2’ gilt:

lz = 2|l = llg"(z) = g" W)l < Lullz — /]|,

und folglich z = z’. Also ist z einziger Fixpunkt von g¢.

Losung A.2.8: Ein Polynom p(z,...,z,) auf dem R™ mit ungeradem Grad muss bzgl.
einer der Variablen (bei festgehaltenen anderen Variablen) ungeraden Grad haben. Sei
0.B.d.A. z; diese Variable. Dann hat fiir beliebige (feste) Z := {xs,...,x,} das Polynom
q(z1) = p(z1,Z) das Verhalten lim,, 400 q(z1) = Zoo, oder limy,, 1. q(x1) = Foo,
d. h. besitzt einen Vorzeichenwechsel. Nach dem Zwischenwertsatz fiir Funktionen in einer
Variable hat es also fiir jedes (feste) Argument & eine Nullstelle £(z3) € R, und (£(22), %)
ist dann Nullstelle von p.

Losung A.2.9: a) Die Menge 0K g(0) ist zusammenhdngend. Mit o € 9Kx(0) ist wegen
| = z||2 = ||z|| = R auch —z € OKg(0). Die Funktion f(z):=T(x)—T(—x) ist stetig
auf 0Kg(0) und nimmt, da 0Kg(0) kompakt ist, dort ihr Maximum und Minimum an.
Esist f(z) = —f(—x) und folglich entweder

ma r) = min z)=0
IEBK;((O) /() 2€0K (0) /()
oder
min ) <0< ma x).
€DK (0) /(@) xeaK;((o) /(@)
In erstem Fall ist die Behauptung trivialerweise richtig; im zweiten Fall folgt sie mit Hilfe
des Zwischenwertsatzes aus der Existenz eines Punktes = € 0Kg(0) mit f(z) =0.

b) Im Falle einer allgemeinen Norm ||z, ist das Problem, einen , gegeniiberliegenden*
Punkt zu bestimmen. Daher begiigen wir uns damit zu zeigen, dass es zwei Punkte
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z,y € 0K%(0), x # y, gibt, so dass an diesen die gleiche Temperatur herscht. Um dies zu
ereichen, stellen wir fest, dass es wegen der Norméquivalenz ein r > 0 gibt, so dass

K, (0) :={z e R*|||z|] < r} C K%(0) :={z € R*|||z]l, < R}
gilt. Wir definieren die Abbildung ¢ : K%(0) — K,(0) durch

p(x) = L:v, x € K%(0).
[E41P

Wegen ||z]|2 # 0 auf K%(0) ist die Abbildung ¢ stetig. Ferner ist sie bijektiv:
i) surjektiv: Fiir y € K,(0) existiert z := R||y||;'y € K%(0) mit p(x) =y.
ii) injektiv: Fiir x,2’ € K$(0) mit p(z) = o(a) gilt

r T o 7]l n 12 [2"]]2
T = = = R=|2l = 2l =
2l fl2"[l2 (B4 B R
und folglich ||2'||2 = ||z||2 . Dies impliziert 2’ = z.

Damit existiert die Umkehrabbildung ¢~ ' : K, (0) — K%(0) und ist nach einem Satz der
Vorlesung ebenfalls stetig. Anschlielend folgt nun die Behauptung durch Betrachten der
stetige Abbildung T(¢7'(+)) : K,.(0) = R und Anwendung von Teil a).

Losung A.2.10: Seien \q,..., A\, € R die ihrer Vielfachheiten entsprechend oft gezihl-
ten Eigenwerte von A und {z(V),... 2™} eine zugehorige Orthonormnalbasis von Ei-
genvektoren. Das Nennerpolynom ¢(z) der rationalen Funktion

habe in keinem der )\; eine Nullstelle, so dass r()\;) existiert. Dann ist nach einem Satz
des Textes die Matrix g(A) regulir und auch r(A) = q(A)~'p(A) ist wohl definiert. Fiir
x e K" gilt:

n n

r(A)z = g(A) " p(A)z =Y (2,2 )2q(A) p(A)r =Y (@, 2D)aq(N) PN

i=1 =1

und folglich
)1 = 32 2Pl Ol < e IO 3 0l = e M o

Also ist
A
[r(A)lle = sup Ir(A)efly < max [r(A].
sexn\fo} |zl i=1,n
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Losung A.2.11: i) Die Eigenwerte der symmetrischen, positiv-definiten Matrix A €
R™™ seien \; mit zugehoriger Orthonormalbasis {2, i = 1,...,n} . Die Quadratwurzel
A2 st als lineare Abbildung (Endomorphismus) A2 : R® — R" wohl definiert durch
(s. Text):

A2y = Z )\3/2(3:7 20),0 e R™
i=1

Durch Anwendung dieser Abbildung auf die kartesischen Einheitsvektoren e®) des R”
erhilt man die Elemente ihrer Matrixdarstellung AY/? = (bjk)} =y als

bjk = (Al/Qe(k),e(j))g - Z/\Zm(e(k)’ Z(i))z(z(i),e(j))Z'
i=1

ii) Ausgehend von Xy = A hat die erste Iterierte
Xi=1(A+A7"'A) =1(A+1)

offenbar dieselben Eigenvektoren wie A bzw. AY2?. Dasselbe gilt dann auch fiir alle
weiteren Iterierten X . Folglich gilt X, A2 = AY2X, . Damit erhalten wir analog zum
skalaren Fall
Xy — AV = L(X + X1 A) - A2

= 30 (X + A= X AV - AV )

G (X - A"
und folglich

X — A2 < X | X — AV,

Hieraus konnte man mit einiger Arbeit die Konvergenz X, — AY? erschliefen, wiirde
aber sehr einschriinkende Voraussetzungen an die Qualitiit der Startapproximation || X (©—
A'2||5 benstigen. Die folgende Argumentation beschreitet daher einen anderen, durch die
Vorbemerkung bereits vorgezeichneten Weg.

ili) Fiir die Eigenwerte /\gk) der Iterationsmatrizen Xj, gilt ebenfalls die Rekursion

w _ ey A © _
A _Q(Ai +A<‘H>)’ KeN, 9=,

Hieraus erschliefien wir durch Induktion (analog zum eindimensionalen Fall), dass
A=A V> >aW > > /N kel

Die Folgen der Eigenwerte ()\Ek))keN sind also monoton fallend und nach unten beschrankt
und folglich konvergent gegen Limiten )\EOO) . Diese sind dann Losungen der Fixpunktglei-
chungen

(oo>_}<<oo) A) -
A —2)‘1‘ —&-/\(OO), i=1,...,n,
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/\1/ ? Da alle Matrizen X, eine gemeinsame Orthonormal-

was Aquivalent ist zu )\Z(-OO) =
basis von Eigenvektoren zu diesen Eigenwerten )\E ) haben, konvergiert dann auch fiir

beliebiges x € R™:

Xy = Z(I, Z(i))z)\gk)z(i) — Z(w, z(i))g)\gﬂz(i) =A%z (k= o).

i=1 i=1

Dies impliziert Xj — A'Y? (k — oo) im Sinne der komponentenweisen Konvergenz oder
(was dquivalent ist) bzgl. jeder Matrixnorm.

Losung A.2.12: Die symmetrische Matrix A € R™*" besitzt genau n reelle Eigenwer-
te A, i = 1,...,n, (ihrer jeweiligen Vielfachheiten entsprechend oft gezihlt) und eine
zugehorige Orthonormalbasis von Eigenvektoren {w®, i = 1,... n}, so dass Aw® =
Nw® i=1,...,n

a) Die Matrizen e sin(A), cos(A) kénnen durch ihre Wirkung auf Vektoren z € R"
definiert werden. Fiir beliebiges x € R™ mit der ,,Fourier-Entwicklung*

n

T = Z(%w(j))w(j)

j=1

gilt dann mit den Taylor-Entwicklungen der betrachteten Funktionen (Konvergenz der
reihen und Vertauschbarkeit der Summationen begriinden!):

k=0 j=1 k=0
3 () ooikk G_N )Y, oA g (0)
— Z(x w )2<Z—')\J> Z(m w)ge N w
j=1 k=0 Jj=1
und analog
sin(A)x := s~ (1) (A)2R+t i(az w9y sin(;)w)
(2k + 1)! ;
k=0 j=1
cos(A)x := f: (-1)* (A)%g = zn:(x w9, cos(A;)w')
k=0 (2k)! j=1
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b) Mit dem in (a) Gezeigten folgt mit Hilfe der Eulerschen Identitét fiir beliebiges « € R™:

oy — Z(% w@)geiild) = Z(x,w(j)h(cos()\j) +isin();))w"
j=1 j=1
= Z(l’, w9y cos(A;)w? + i Z(:v, w?)y sin(\;)w?
j=1 j=1
= cos(A)x +isin(A)z.

Dies bedeutet die Matrixidentitit e = cos(A) + isin(4).
c) Beziiglich der euklischen Norm || - |2 gilt fiir beliebiges » =37 (z ,wi)wl) € R

| sin(A)z||5 = (sin(A)xz,sin(A)x)y = Zsm sin(A) (@, w9 )s (2, W™y (w wk)),

= Zsm (z, w(J 5 < Z($>w(j))§ = |lz|3,
=1

Folglich gilt mit der Spektralnorm || - ||2:

Isin(A)f = sup Azl
xeR™\ {0} |l

Das Argument fiir cos(A4) ist analog.

A.3 Kapitel 3

Losung A.3.1: Die partiellen Ableitungen der Abstandsfunktion r(z) sind

Damit erhalten wir durch Anwendung der Kettenregel:

a) Bif(x) = dr(x) " = —nr(x) " 'Or(a) = —nr "
b) 0;f(x) = O V@ = eV @ 902 = 9@ 1 (1) B0 (2) = 26T p(2) e,

Losung A.3.2: a) Die Funktion

3, 3
fay)i= " @0, f0,0=0,

ist als Komposition von differenzierbaren Funktionen fir (z,y) # 0 beliebig oft stetig
partiell differenzierbar, so dass nur noch ihr Verhalten bei (z,y) = 0 zu untersuchen ist.
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i) Wegen |f(z,y)| < |zy| nimmt f stetig den Wert f(0,0) =0 an. Die ersten partiellen
Ableitungen von f sind:

(22 +y*)(Bay — ¢°) — 2u(a®y — wy®) 42y + a2ty — 9P

0o f(z,y) = (22 +12)? (22 + 2)? )
0, f () = oY = Buy) — 2ylaty — ) a” — daty” - ay*
Y Y (LL’Q +y2)2 (.I'Q _|_y2)2

Wegen [0,.f(z,y)| + |0y f(x,y)] < 2(|x] + |y|) nimmt V[ stetig den Wert V£(0,0) =0

an.

ii) Fiir die gemischten zweiten partiellen Ableitungen von f gilt im Nullpunkt:

1 ayf(h7 O) — aﬂf(ov O) 1 h _
0:0,11(0,0) = Jiny h “imn =t
0,0:1(0,0) = lim ) R T b

Also existieren Gradient und Hesse-Matrix von f iiberall.
b) Die globale Stetigkeit von f und Vf wurde in (a) mit gezeigt.

¢) Fiir die zweiten Ableitungen gilt 0,0,f(0,0) =1 # —1 = 0,0, f(0,0), d. h.: Die Hesse-
Matrix V*f = (9;0;f)7 -, ist im Nullpunkt nicht symmetrisch.

Losung A.3.3: a) Die partiellen Ableitungen der Abstandsfunktion r(x) = ||z||2 sind

Damit erhalten wir durch Anwendung der Kettenregel:

0 fi(x) = 0;(r(z)* + )7 = —(r(x)* + &) 0y ()’
—QZEj
(zll2 + €)?

enn =0 <<<>+>>
205
T (2Bt T

(I3 +¢)*

sowie

2 .
0, fa() = 0,7 — 7@ p(2)? = eTWM — 2l
r\ax

0;0; f2(x) = 0; (ijeHxH§> = (5”-2 + 4:0]-331-)6”””“%

b) Die Hesse-Matrizen der beiden betrachteten Funktionen sind offenbar symmetrisch.
Wir untersuchen nun Thre Definitheit {iber ihre Eigenwerte.
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bi) Wir betrachten die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(V?2f; —AI). Diese
sind gerade

—2

N=-——" <,
(<3 +€)?
1 8||z||?
U 2(_2+ Il )
(]l + ) )l + e
Wegen  lim,—o Hi"l‘wz“% = 0 ist die Hessematrix in einer Umgebung der Null negativ
definit. Da weiter limg)—oo Hx‘}‘g‘fs = 8 ist sie indefinit fiir ||z|| hinreichend gro8.

bii) Analog betrachten wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(V?2f,—AT).
Diese sind gerade

Ao=2eE >0, = (2 + 422 ) lellg < .

Die Matrix ist also positiv definit.

Lésung A.3.4: a) Der Gradient und die Hesse-Matriz der Funktion f(z) = ||z||3 —
sind:
3||z|36:; + 3ximj>”

i,j=1

[2l2

Vi) =3alall, i) = (
b) Die stetige Funktion f nimmt auf der kompakten Menge Kl( ) ihre Extremalwerte
an. Sie besitzt in & = 0 eine mogliche Extremalstelle. Wegen f(Z) = —1 und f(z) > —1

fir = # & handelt es sich dabei (trotz J;(0) = 0) um eine globale Minimalstelle. Jeder
Randpunkt x € 0K;(0) ist Maximalstelle von f

Loésung A.3.5: Die Jacobi-Matrix ist

cosfsingy —rsinfsing rcosfcosp
Jy(r,0,0) = | sinfsing rcosfsing 7rsinfcosp

cos ¢ 0 —rsing
und die zugehorige Jacobi-Determinante
det J,(r,0,¢) = —r?sin .

Diese ist reguldr fiir r # 0 und 0 # (k+ 3)m, k€ Z.

Losung A.3.6: i) Wir setzen

x1 =rcosl, xo =rsinb, f(z)= f(xy,x2) = f(rcosf,rsing =: F(r,0).
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Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

O, F(r,0) = 01f(x)cos + s f () sin 0,

OPF(r,0) = 02 f(x) cos® O + 0,0, f () sin 6 cos @ + 0,0y f () cos O sin O + O f () sin’ 0,
OpF(r,0) = —81f(x rsind + Oy f (x)r cos b,

OFF (r,0) = 02 f(2)r? cos® 6 — 9,0; f (x)r? sin § cos ) — 8182]”( )r? cos Osin 6

- Olf( Yrcos @ — Oy f (x)rsin @ + 95 f (x)r? cos® 6.
Also ist (92 + 7710, + r203)F(r,0) = (07 + 93) f(x) .
ii) Wir setzen o := m/w und finden
As,(r,0) = (02 +r 0, + 7720 (r* sin fa)
= (a — Dar* ?sinfa + ar® ?sin fa — r* 2o’ sin fa = 0.
Losung A.3.7: a) Wir setzen
x1 =rcosl, xo =rsinb, f(z)= f(z,,x2) = f(rcosh, rsind) =: F(r,0).

Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

Oy F(r,0) = 01 f(x) cos + 0o f (x) sin 0,

8T2F(r7 0) = (r) cos? 6 + 020 f () sin @ cos @ + 0,05 f () cos Osin § + 8%]‘(2:) sin’ 6,
O (r,0) = —a1f x)rsind + 0y f(x)r cos b,

OFF (r,0) = 02 f(2)r? cos® O — 0,0, f (2)r? sin O cos O — D10 f ()12 cos O sin 6

- 81f(x)r cos ) — Do f (x)rsin @ + 05 f (z)r* cos? 6.

Alsoist (02 +7r7'0, +r203)F(r,0) = (03 4+ 03) f(z) . Analog rechnet man den Fall n = 3
nach.

b) Es gilt in R™ fir « #0:
Alog(|z]l2) = Alog(r)
= log(r) + 0, log(r) =0,
und in R? fiir z #0:
A(llz)lz") = ArT!
=0+ %&r*l =0.

¢) Die Jacobi-Matrizen und zugehérigen Jacobi-Determinante der betrachteten Abbildun-
gen sind:

cos(f) sin(p) —rsin(f)sin(p) rcos(f) cos(p)
Jo(r,0,0) = | sin(f)sin(e) rcos(d)sin(e) rsin(f) cos(y)
cos(p) 0 —rsin(p)
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mit

det J,(r,0,¢) = —r*sin(p).
Diese Matrix ist regular fir r # 0 und ¢ # km, k € Z. Die zugehorige Abbildung
v:[0,00) x [0,27) X (0,7) — R? ist bijektiv.

cos(d) —rsin(d) 0
Jo(r,0,0) = | sin(f) rcos(d) 0
0 0 1
mit
det J,(r,0,p) =

Diese Matrix ist regulér fiir r # 0. Die zugehorige Abbildung v : [0, 00) % [0, 27r) xR — R3
ist bijektiv.

Losung A.3.8: i) Liegt der Punkt (#,¢) auf keiner der beiden Koordinatenbachsen, so
ist f(z,y) = xy oder f(x,y) = —xy in einer offenen Umgebung von (Z,7). Also ist f
in solchen Punkten differenzierbar. In Punkten (#,0) mit & # 0 ist f nicht partiell bzgl.
y differenierbar, da f(&,y) = |Z||y| hier nicht (gewdhnlich) differenzierbar ist. Analog
sieht man, daf§ f auch in Punkten (0,y) mit ¢ # 0 auf der y-Achse nicht partiell bzgl.
2 und damit auch nicht total differenzierbar ist.

= 0.

ii) Auf den Koordinatenachsen ist f(z,0) = )
0, )

0,y Iso ist f in (0,0) partiell
differenzierbar mit den partiellen Ableitungen 9, f(
f(0.0
(

A
0y(0,0) = 0. Hier ist f auch
= (0,

total differenzierbar, denn mit dem Gradienten V f 0) gilt

f(x7y):f(070)+vf(0>0) x,y)—kw(my)
mit

wlz )l _ |f(@y) = £0,0) = Vf(0,0)- (x,9)] _  |ayl
(@, y)ll2 (2, 9] (22 1 )12

Also ist f in (0,0) differenzierbar mit Ableitung f/(0,0) = V f(0,0) = (0.0).

=0 (z,y) — (0,0).

Losung A.3.9: i) Liegt der Punkt (2,29, 23) auf keiner der Koordinatenachsen (d. h.
Z; £ 0), so ist f(z) = xazy + 23, f(x) = 1129 — 23, f(T) = —2929 + 23, Oder
f(x) = —x129 — 3 in einer offenen Umgebung von (&1, &9, 43). Also ist f in solchen
Punkten differenzierbar.

In Punkten (#,0,23) mit &; # 0 ist f nicht partiell bzgl. z, differenzierbar, da
f(Z1,22) = |#1]||z2| hier nicht (gewdhnlich) differenzierbar ist. Analog sicht man, dass
f auch in allen anderen Punkten (0,9, Z3) mit &5 # 0 nicht partiell bzgl. zo und damit
auch nicht total differenzierbar ist. In Punkten (&, %9,0) ist f nicht partiell bzgl. x5
differenzierbar.

Es verbleibt die Untersuchung der Punkte (0,0, #3) mit 23 # 0. Da hier gilt f(0,h,&3) =
f(h,0,23) = £(0,0,23) ist f bzgl. 1 und x5 partiell differenzierbar. Da ferner f(0,0, z3) =
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xg oder f(0,0,23) = —x3 in einer (relativ) Umgebung von &3 ist f auch beziiglich 3
partiell differenzierbar. Der Gradient von f in (0,0, &3) ist gegeben durch

V£(0,0,23) = (0,0, sign(z3)).
Sei 0.B.d.A 23 > 0. Dann gilt fiir h = (hy, hy, h3)T klein genug
f(ha, ha, @3+ h3) = [hihs| + 23+ hy = £(0,0,23) + Vf(0,0,23)h + |hihy|.

Wegen Lm0 % = 0ist f sogar total differenzierbar.

ii) Wie oben erhalten wir totale Differenzierbarkeit in allen Punkten (i, 29, Z3) fiir die
x; # 0. Sein nun genau eine der Komponenten gleich Null. O.B.d.A #; = 0 und %2, 23 # 0.
Dann ist f (&1, &9, Z3) beziiglich xq nicht partiell differenzierbar. Im Fall zweier verschwin-
dender Komponenten, 0.B.d.A &; = &5 = 0 sowie I3 # 0 erhalten wir f(h,0,%3) =
f(0,h,23) = £(0,0,23+ h) = f(0,0,&3) = 0. Somit ist Vf(0,0,&3) = 0. Wir untersuchen
nun die totale Differenzierbarkeit. Es ist

W(h) = f(h’17 h27i'3 + h3) - f(07 Ovi?)) + Vf((), 07£3) = |h1h2(j§3 + h’3)|1/3
Fiir die Folge h,, = (1/n,1/n,0) ist

w(h) _ |as]?
i = f@ nt3 = oo (n — o0).

somit ist f in (0,0, Z3) nicht total differenzierbar. Das selbe Argument angewendet auf
die Folge (1/n,1/n,1/n) liefert ebenso, dass f auch in (0,0,0) zwar partiell aber nicht
total differenzierbar ist.

Losung A.3.10: i) Sei © € M und (2),cy eine Folge in M mit 2 = limy_o 2.
Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f auf M gilt

1F (@) = fa)] < Ljla® — 2],

d.h. die Bildfolge (f(2®)ren ist eine Cauchy-Folge. Thr Limes sei y. Im Falle 2 # M
setzen wir f(z) := y. Dadurch wird eine Funktion f: M — R" definiert. Diese Definition
ist eindeutig, da fiir jede zweite Folge (£)peny mit 2 = limy_o &) die zugehorige
Bildfolge wegen || f(z®) — f(£")|| < L||z™ —£®)|| ebenfalls gegen y konvergiert. Ferner
ist fir © € M automatisch f(z) = f(z). Seien z,& € M und (2™)en, (€5 ey
approximierende Folgen in M . Dann gilt

[F(e) = F©l = Jim [7(®) = FE®)] < L lim [o® ¥ = L]z ~ €.

Die Fortsetzung f ist also Lipschitz-stetig auf M .

ii) Sei 0.B.d.A. M C R™ abgeschlossen und f : M — R™ Lipschitz-stetig (und damit
stetig). Sei (y®)iey eine Cauchy-Folge in f(M) mit Limes y € R™. Die Urbildfol-
ge (™).en hat in der abgeschlossenen und beschrinkten Menge M eine konvergente
Teilfolge (:E(kj))]-eN mit Limes x € M . Fiir diese gilt wegen der Stetigkeit von f:

fa®)) = fl@)=y (5= o).
Also ist y € f(M).
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Losung A.3.11: a) Wir verwenden eine leicht modifizierte Variante der Argumentation
im Beweis des Mittelwertsatzes. Fiir zwei Punkte z,y € D liegen wegen der Konvexitit
von D auch alle Zwischenpunkte z =tx+ (1 —t)y, 0 <t < 1,in D. Wir betrachten die
Funktion ¢(t) := f(z+t(y — x)) fir ¢t € [0,1]. Dafiir gilt:

1
fi) — fi@) = gi(1) - gi<o>:/ /(s) dr/zaflws( )y — ;) ds.
bzw. in vektoriellen Schreibweise

f(y)f(l')/o Je(x+s(y — x))(y — x) ds.

Aufgrund der Schwarzschen Ungleichung gilt fiir (integrierbare) Vektorfunktionen ¢ =

(9i)iey < [0,1] = R:
1 9 1
[a| < [ apas
0 0
und folglich

| [ o= 3] [t <3 [Cacopas= [

Also erhalten wir
1
1£(y) — F@)I3 < / 15+ s(y — )y — 2)|3 ds
1
< / 195 + sty = ) sy = ol < sup 15 ly — =1

woraus sich die behauptete Lipschitz-Stetigkeit mit L-Konstante L = K ergibt.

b) Im Falle einer zu einer beliebigen Vektornorm || - || gehorenden (natiirlichen) Matrix-
norm || - || verwenden wir die Norméquivalenz auf R" |
alzll < lzllz < coflzll, = R,

Damit folgt

1 1 2
1£) = S < S15) = F@) < SK e =yl < 2Ky,
1 C1 C1

d. h. Lipschitz-Stetigkeit mit der L-Konstante L = %K . Alternativ kann man auch die

Abschétzung
1 1
| [ oas] < [ laas
0 0

verwenden, welche analog wie beim Absolutbetrag iiber die Definition des Riemann-
Integrals als Limes Riemannscher Summen und der Dreiecksungleichung bewiesen wird
(Argumentation wiederholen!). Damit folgt dann
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1) = f@)l = | / T+ s(y = @) (y — ) ds| < / 15w+ sy = )y — o) ds

S/O 15z + sy = 2Dl ds |I(y = 2)l| < sup || T @)[ [y = )]l

¢) Zusatzaufgabe: Nach einem Satz des Textes gilt fiir die Spektralnorm einer allgemeinen
Matrix A € K"
| All2 = max {|\['?, X € (AAT)}.

Ferner gilt mit einer beliebigen (natiirlichen) Matrixnorm || - || fiir den Spektralradius
spr(A) := max{|A\|,A € a(A)}
spr(A) < [|A] :

Angewendet auf A := J;(x) ergibt dies bei Beachtung von [|A|. = ||AT||;:
2
175 ()5 = max {|A["2, X € o(J5(2) Jp(2)") }
< 15 (@) T3 (@) Moo < N7 (@) ool 7 (2) oo = N Tp(2) ool Ty () 1
Dies impliziert dann mit Teil (a) die Behauptung,.

Losung A.3.12: Wir setzen = = x9+h und s := (t —z0)/h. Dann ist ¢t = sh+zo und
folglich dt = hds. Mit dieser Substitution erhalten wir

)] " fR)
1@ = T gk RE e o) = 3 T e R (),
k=0 ' k=0 '

mit den Restglieddarstellungen

T r+1 1
Rl (xo; h) = l, / (o =ty oyt = , / (1= 8)"f VD (wo + sh) ds,
! S o
(r+1)
f . _ f (g) r+1
Ry (w03 h) = W(T —x0) ", €€ (w0, ),
_ fUHD (o + 6h) r+1
= S R 0€(0,1).

Losung A.3.13: Mit dem Gradienten V f(z) und der Hesse-Matrix Hy(z) der Funktion
f hat deren Taylor-Entwicklung um den Punkt x bis zum Restglied 3-ter Ordnung die
Gestalt

flw+h) = (@) + (VI (@), b2+ 5(Hy(2)h, h)s + B (2: h).

Der Elemente des Gradienten sind

_ (@it m)—(r1—x)  2m
61f(x) = (xl I 1‘2)2 - (331 + m2)27
Ouf(z) = —(x1 4 29) — (11 —23) =21y

(21 + 22)? (w1 + @)%
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und die der Hesse-Matrix:

a12f(3’7):ﬁ, 8§f(x):ﬁ,
R T e

Ausgeschrieben lautet also die Taylor-Entwicklung um x = (1,1) wegen f(1,1) =0:
hl - h2 1

J(L+hy, 14 hy) = 2t Ity =5h1 — %h2 - éhf - %h% + o(||n]).

Losung A.3.14: Die Funktion F(z) =1In(1+ z) hat um z =0 die Taylor-Reihe

welche fiir |z| < 1 absolut konvergiert und die Funktion darstellt. Mit z := x5 — 2y folgt

also
o0

%m:Z&@:Z“ﬁWMﬂm

k=1 k=1

Diese Reihe konvergiert absolut fiir |xe — 21| < 1, d.h. im Streifen
S={zeR?: |z, — x| < 1}

der (z1,22)-Ebene und stellt die Funktion hier dar. Die Polynome Pj sind “homogen”,
d.h. erfilllen Py(tz) = t*P.(x). Nach einem Satz im Text handelt es sich hierbei also
wirklich um die Taylor-Reihe der Funktion.

Losung A.3.15: a) Die Punkte auf einer Geraden durch den Nullpunkt sind gegeben
durch {t(a,b), t € R} fiir beliebiges (a,b) € R? mit (a,b) # (0,0). Zur Bestimmung
des Minimums von f entlang der Geraden definieren wir g¢(t) := f(ta,tb) = 2(ta)? —
3(ta)(th)* + (tb)* und berechnen

g (t) = 4a’t — 9ab®t* + 4b*t3, g"(t) = 4a® — 18ab’t + 12b*t*.

Es ist g(0) = 0, ¢'(0) = 0, ¢"(0) = 4a®> > 0 fiir a # 0, so dass in ¢t = 0, d.h. im

Nullpunkt, ein (relatives) lokales Minimum von f auf der Geraden vorliegt. Der Fall a =

0 entspricht einer Geraden in xy-Achsenrichtung. Auf dieser Geraden ist f(0,15) = 23,

d.h.: Auch hier hat f ein (relatives) Minimum in (0,0).

b) Die partiellen Ableitungen von f sind
o f(x) = 4y — 323, Oof (x) = —6x179 + 4.

Der Gradient Vf verschwindet nur in (0,0). Die Hesse-Matrix

4 —6 40
Hy(z) = . . H0,0) =
—6xy —06x1 + 12x§ 00
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ist in (0,0) aber nur semidefinit. Es ist f(0) = 0. In (0,0) hat f aber kein lokales
Minimum, da wegen

f(x) =227 — 3w1a3 + 5 = (25 — 1) (25 — 221)

in jeder Umgebung von (0,0) Punkte mit positiven wie auch solche mit negativen Funk-
tionswerten liegen.

Losung A.3.16: Die notwendige Extremalbedingung ergibt einen einzigen moglichen Ex-
tremalpunkt:

Vi) =2) (z-aP)=0 = &=-7% a0
Jj=1 j=1

Die zugehorige Hesse-Matrix H (&) = 2ml ist positiv definit, so dass in & ein Minimum
vorliegt. Dieses ist wegen f(x) — oo fiir ||z[|; — oo auch globales Minimum.

Losung A.3.17: a) Die notwendige Extremalbedingung ergibt genau zwei mogliche Ex-
tremalpunkte:

323 — 91y

Vi(z) = ( ) =0 = 2 =(0,0), 2?=(3,3).

325% — 91‘1

61’1 -9
Hy(z) = ( )
-9 61’2
ist in 2! indefinit (Eigenwerte Ay = +9) und in #® positiv definit (Eigenwerte \; =

9, Ay = 27). Es liegt also in @ ein lokales Minimum und in 2! ein Sattelpunkt vor.
Wegen f(—3,—3) =—108 < 0= f(3,3) ist das lokale Minimum nicht global.

Die Hesse-Matrix

b) Die notwendige Extremalbedingung ergibt unendlich viele mogliche Extremalpunkte:

Vf(x)=<2‘”1_2”“"2>=0 = 1=(6€), EER.

21‘2 - 21‘1

In allen diesen kritischen Punkten ist det H(¢,&) = 0 und daher das Optimalitétskrite-
rium nicht anwendbar. Der Darstellung f(z) = (z; — 2)* + 1 entnehmen wir f(z) > 1
sowie f(z) = 1. Also ist jeder Punkte (£,&) ein lokales Minimum; ein globales Minimum
gibt es nicht.

Loésung A.3.18: Die partiellen Ableitungen der Funktion F(x,y,2) = 23+ (2*+3?)z+1
sind
0. F(1,y,2) =2x2, 0,F(x,y,2) =2yz, 0.F(v,y,2)=32>+2° +y°.

Diese sind offenbar stetig auf R3. Fiir einen festen Punkt (#,9) € R? besitzt die kubische
Gleichung
F(2,9,2) =2+ (#+§)z+1=0
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eine Losung 2. Fiir den Punkt (Z,9,2) gilt notwendig 2 < 0, denn aus Z > 0 folgte
23 > 0 und folglich wegen %2 + 22 > 0 der Widerspruch 0 = F(&,9,2) > 0. Also ist
auch 0,F(%,9,2) = 32 + 2% + §? > 0. Damit ist fiir solche Punkte (#,,%) der Satz
iiber implizite Funktionen anwendbar: Es gibt eine Umgebung U(Z,9) C R? und eine
eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f : U(#, ) — R mit der Eigenschaft
zZ= f(z,9) und
Fle,y, f(z,y) =0, (,y) € U(&,9)-

Diese Argumentation kann fiir jeden Punkt (#,9) € R? verwendet werden. Da sich die

zugehorigen Umgebungen U(Z,y) iiberlappen, ist die Funktion z = f(z,y) eindeutig
bestimmt und iiberall stetig differenzierbar.

Losung A.3.19: Die Funktion f: (0,00) x (0,00) — R sei definiert durch

flz,y) =a¥ —y"

Die Funktion f hat die Werte f(2,4) = f(e,e) = 0. In ihrem Definitionsbereich ist sie
beliebig of differenzierbar mit den ersten partiellen Ableitungen

O f(z,y) = ya?d~t — " In(y), 0O,f(x,y) =aYIn(x)— xy” L.

Offenbar ist Vf(2,4) # 0, so dass nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Gleichung
in einer Umgebung von (2,4) sowohl nach z als auch nach y auflosbar ist. Weiter ist
Vf(e,e) =0, so dafl der Satz iiber implizite Funktionen hierfiir keine Aussage liefert. In
der Tat ist die Gleichung bei (e, e) weder nach = noch nach y auflésbar; der Beweis ist
aber recht technisch (etwas fiir Bastler) und wird hier nicht ausgefiihrt.

Losung A.3.20: Die Abbildung ist stetig differenzierbar auf ganz R? . Ihre Jacobi-Matrix
und Jacobi-Determinante sind

e cos(y) —e”sin(y)
Je(x) =
(@) < e’sin(y)  e” cos(y)

> , det J;(x) = * > 0.

Die Abbildung ist also regulir auf ganz R? | insbesondere auf der gegebenen Menge M :=
{(z,y) eR*: 1 <2 <2, —im <y < im}.Fiir (z,y) € M haben die Bildpunkte (u,v)

die Eigenschaft

2 2z
)

u? +0? = e sin®y 4+ e cos’y = e

d.h.: Sie liegen in dem Kreisring K,,,, C R? mit innerem Radius 7; = e und duflerem
Radius r, = €. Jeder Punkt (u,v) € K,,,, ist Bild eines Punktes (z,y) € M . Diesen
erhélt man durch

u = e® cosy N u? + 0% = e z = $In(u? +0?) € [1,2]

v =e"siny v/u = tany y = arctanv/u € (-3, 3) .

Die Abbildung f: M — K, ,, ist bijektiv. Wegen der Mehrdeutigkeit des Arcus-Tangens
ist die Abbildung im Groflen nicht umkehrbar.
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Losung A.3.21: Gesucht sind z,y,z € Ry mit f(z,y,2) := xyz — max! unter der
Nebenbedingung ¢(z,y,z) = 2+ y + z — a = 0. Die zugehérige Lagrange-Funktion ist

L(z,y,2,\) =2yz + Mz +y+2—a).

Thre stationédren Punkte erhilt man durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

O L(x,y,2,\) =yz+A=0,
Oy L(x,y,2,\) =22+ X =0,
0.L(x,y,z,\) =zy+ A =0,
IWL(z,y,z,\)=x+y+2z—a=0.

Unter der Annahme x,y, z # 0 folgt aus den ersten drei Gleichungen x = y = z und mit
der vierten & =y = z = a/3. Jede weitere Losung mit xyz = 0 ist damit kein Kandidat
fiir ein Maximum.

Losung A.3.22: Die Funktion f ist stetig auf der kompakten Menge K und nimmt
daher dort ihre Extremwerte an.

i) Wir bestimmen zunéchst eventuelle lokale Extrema im Innern der Kreisscheibe:

8 —3
Vi(z) = Y1=0 = 2=(00).
-3z
Die Hesse-Matrix
§ =3
Hi(z) =
£(x) ( a0 )
ist indefinit mit Eigenwerten A\; =9, A = —1; im Innern der Kreisscheibe liegt also kein

lokales Extremum vor, d. h.: Die Extrema von f liegen auf dem Rand.

ii) Zur Bestimmung der Extrema von f auf dem Rand, d.h.: Unter der Nebenbedingung
2% +y? = 1, wird der Lagrange-Ansatz verwendet. Die Lagrange-Funktion ist

L(z,y,\) =42 — 3oy + A\(z® + 3> — 1).
Ihre stationdren Punkte erhélt man durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

0. L(z,y,\) =8z — 3y + 2 z =0,
OyL(z,y,\) = =3z +2\y =0,
WL(z,y,\) =2 +y* —1=0.

Zur Losung dieses nichtlinearen Gleichungssystems formen wir zunéchst die ersten beiden
Gleichungen um zu (fiir = # 0,y #0)

8—3y/r+2\A=0, —3x/y+2\=0,
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woraus durch Subtraktion fiir die neue Variable a := y/x folgt:
8—3a+3/a=0 baw. a*—3a+1=0.

Losung ist ay = %, —3, d.h.: Potentielle Extremalstellen liegen auf den Geraden {y =
%az} sowie {y = —3z}. Beriicksichtigung der Nebenbedingung ergibt daher als Kandida-
ten fiir Extremalpunkte:

o)

g

(@1,9) = (if i\/%*o)v (22,92) = (i% +

Zu diesen gehoren die Funktionswerte
P 12 9 3 I 4 9 13
FlL9) =56~ 15 = 1o f(E,92) = 15+ 15 = 10-

Folglich liegen in (21, 9;) Minima und in (#2,92) Maxima. Dass dies wirklich Extremal-
punkte sein miissen, folgt aus der Tatsache, dafl einerseits solche auf dem Rand existieren
miissen, und andererseits die gefundenen die einzig moglichen Kandidaten dafiir sind.

Losung A.3.23: Zuniichst halten wir fest, dass es zu jedem r € N weniger als n”
Multiindizes o mit |«| =7 gibt. Ferner ist a! fiir solche o minimal, falls alle «; gerade
|7/n| oder [r/n] sind. Somit erhalten wir fiir r = an + b mit a,b € Ny, b < n die
folgende Abschétzung

1he] ||h||oo (nflhlloe)” _ (nllAlloc) ™™
§|: §|: RCE I
a) Damit ist die Exponentialreihe exp((n||h||«)") eine konvergente Majorante fiir die
formale Taylorreihe T (x + h) und es folgt somit die absolute Konvergenz dieser Rei-
he.Ebenso folgt die Darstellbarkeit der Funktion durch die Reihe, da obige Formel insbe-
sondere die Konvergenz des Restgliedes impliziert.

b) Es ist D*f(z) = f(z). Damit ist die formale Taylorreihe von f gerade

=L 0°f(1,0,0) = h
la|=0 ' lajJ=0

Da die partiellen Ableitungen 0% f(x) = f(z) auf jeder kompakten Menge (bzgl.  und
x) gleichméfBig beschriankt sind, folgt die absolute Konvergenz der Reihe. Sie stellt zudem
die Funktion dar.

Losung A.3.24: a) Die notwendige Extremalbedingung ergibt genau zwei mogliche Ex-
tremalpunkte:

3CC% — 161‘2
3z2 — 161,

Vi(z)= < ) =0 = 22U =1(0,0), 2? = (16/3,16/3).
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6.’E1 —16
Hy(z) =
—16 6z,
ist in 2 indefinit (Eigenwerte Ay = £16) und in #® positiv definit (Eigenwerte

A1 = 16, Ay = 48). Es liegt also in 2 ein lokales Minimum und in z® ein Sattelpunkt
vor. Wegen f(—16/3,—16/3) < f(16/3,16/3) ist das lokale Minimum nicht global.

Die Hesse-Matrix

b) Die notwendige Extremalbedingung ergibt genau ein mogliches Extremum

4(.’E1 — $2)3

Vf(l‘) = ( _4(331 - 33'2)3 + 4(332 —1

)3):0 = 2 =(-1,-1).

Da H;(—1,—1) = 0 sind die Optimalitatskriterien nicht anwendbar. Da fir (x1,z,) #
(=1, —1) gilt f(21,29) > 0= f(—1,—1) ist 2! trotzdem ein striktes globales Minimum.

Losung A.3.25: a) Die Abbildung ist stetig differenzierbar auf M. Thre Jacobi-Matrix

und Jacobi-Determinante sind

1
I2+y2

> 0.

x y
_ 2242 224y? —
Jila) = ( o ) L det () =
2+y?  22+y2

Die Abbildung ist also regulér.

b) Das Bild ist gerade B = {(u,v) € R*: 0 <u < 1,—i7 < v < i7}. Zunéchst ist klar,
dass jedes Element aus M durch die Abbildung auf ein Element in B abgebildet wird.
Sei nun umgekehrt u,v in B gegeben, so ist durch

x=—e"cos(v), y=—e"sin(v)

die Umkehrabbildung gegeben. Denn seien (u,v) € B, so ist zunéichst 22+y? = e**(cos?(v)+
sin?(v)) € [0,€?] und x <0, d.h.: (z,y) € M. Ferner ist

arctan(y/x) = arctan(sin(v)/ cos(v)) = v,
fn(2® + %) = w.

Also handelt es sich tatséchlich um die Umkehrabbildung.

Losung A.3.26: a) Der Lagrange-Formalismus besteht in der Aufstellung der Lagrange-
Funktion L(z,\) = f(x) + Ag(z) und der Bestimmung stationérer Punkte von L als
moglicher Extremalpunkte, d. h.: V,L(2,\) + Vo L(2,A) =0.

b) Zur Bestimmung der Extrema von f(z,y) = z —y auf K, d.h. unter der Neben-
bedingung 22 4+ 4> = 1, wird der Lagrange-Ansatz verwendet. Die Lagrange-Funktion
ist

E(T>y7A) :$*y+)\($2+y2 - 1)



A.3 Kapitel 3 233

Thre stationédren Punkte (&, 7, A) erhédlt man durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

O L(z,y,\) =142\ =0,
OyL(z,y,\) = —1+2\y =0,
WL(z,y,\) =2° +y* —1=0.

Offenbar muss A # 0 sein. Addition der ersten beiden Gleichungen ergibt also & = —y
und somit mit Hilfe der dritten Gleichung (,9) = (+1/v2,F1/v/2). Fiir die beiden
stationdren Punkte ist

Lésung A.3.27: Wir setzen g(z1, 72, 23) := 23 +23—22—1 und z* = (1,—1,0). Damit
ist dann @ = (z1,22,23) € M genau dann wenn g(z) = 0 ist. Wir stellen ferner fest,
dass

o o
A2 ) = (g )

Da & =(1,0,0) € M liegt, ist inf,ep d(z, 2*) < d(Z,2*) = 1. Es geniigt also

inf  d(z,z")
€MUK (x*)

zu betrachten. Da die Menge M U K;(z*) kompakt ist, gibt es also einen Punkt T € M,

so dass
d(z,z*)= inf  d(z,2") = inf d(z,2")

€MUK (x*) zeM

ist. Wir betrachten daher das restingierte Extremalproblem
min d(z, 2*)? =: f(z), g(z)=0.
z€R3

Da Vyg(x) = 2(x1, 22, —x3) # 0 auf M ist, gibt es fiir ein Extremum z € M von f
notwendig ein A € R, so dass

Vf(x) - AVy(r) =0, g(z) =0
gilt. Durch Einsetzen der Bedingung fiir A erhalten wir
T1(1=AN) =1, Z(l-=X)=-1, Z3(1+X) =0.
Damit gilt notwendig entweder a) A = —1, #; = T, = 3, T3 € R, oder aber b) A # +1,
T3 =0, T1 = 15 = s

Im Fall (a) Folgt aus g(z) = 0 notwendig 22 = —1

—1
Im Fall (b) erhalten wir aus ¢ (z) = 0 die Bedingung

1 -1

0 [ 2 T~ =(2) — _ =(1)

T , ,0), oder z%=-2".
<\/§ V2 >

so dass dieser Fall uninteressant ist.

Da
f@EW) = (V2-1° < (V2+1)° = f(z?)

wird das Minimum in z(") angenommen und es ist

d(M,z*) = V2 — 1.
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A.4 Kapitel 4

Losung A.4.1: Wir setzen

up (t) == u(t), ua(t) :=u'(t),
us(t) == v(t), ug :=v'(t), us(t) :=2"(t), ug(t) = v ().

Das gegebene System 4. Ordnung ist dann dquivalent zu folgendem System 1. Ordnung:

uy (t) = ua(t),

uy(t) = g(t) — bus(t),

us(t) = ua(t),

uy(t) = us(t),

us(t) = ug(t),

ug(t) = f(t) + aus(t) = f(t) + ag(t) — abus(?).

Man beachte, dass fir u”(t) keine eigene Unbekannte eingefithrt werden darf, da es fiir
deren Ableitung keine Gleichung gibt. Wiirde man eine solche durch Differenzieren der
zweiten Gleichung erzeugen, miisste man fiir v zusétzlich dreimalige Differenzierbarkeit
fordern.

Losung A.4.2: a) Wir setzen u; := u und us(t) = «/(t) und erhalten damit das lineare
System

(1) = us(t),
o PO ) )
vl = =iy 2O+ O O =

In Vektorschreibweise lautet dies:

u/'(t) = Au(t) + F(t)

. u () _ 0 p(t) _ RS 0
- (“2@))’ A0 =50 (T(t) q(t) —p’(t)>’ FO=1m (f(t)) '

bl) Einsetzen der Randbedingungen liefert u(0) = B+ 1 = 0, u(n/2) = A+1 =0
und folglich B = —1, A = —1. Die RWA hat also die eindeutig bestimmte Losung
u(t) = —sint —cost + 1.

b2) Einsetzen der Randbedingungen liefert w(0) = B+ 1 =0, u(r) = —B+1 = 1. Die
RWA hat also wegen der sich ergebenden widerspriichlichen Bedingungen B = —1, B =0
keine Losung.

mit

b3) Einsetzen der Randbedingungen liefert u(0) = B+ 1 =1, u(nr) = —=B+1=1 und
folglich B = 0. Die RWA hat also die unendlich vielen Losungen u(t) = Asint+1, A € R.
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Losung A.4.3: Die Methode der Trennung der Variablen fiir Gleichungen der Form v’ =
f(u) = a(t)g(u) fihrt auf die folgende Beziehung zur Bestimmung einer Losung:

u(t) t
/ A= / a(s) ds.
uo g(z) to

a) Fiir die AWA o/(t) = u(t)"/*, ¢ > 0, u(0) = 1, ergibt sich

und damit eine globale Lésung der Form
ut) = (3t+1)""

Diese Losung ist eindeutig, da f(t,2) = 2'/* auf D = {(t,x) € R*|x > 1} einer L-
Bedingung geniigt:

‘11/4_y1/4| < |§|75/4|$—y|7 EG [l’,y], 1 Sl‘<y

Bei =0 gilt aber keine L-Bedingung. Zur Anfangsbedingung u(0) = 0 liefert der o. a.

Ansa( Z ®
! dz 4 3/4
t /0 21/4 3 (t) )

ut) = (30)"°.

d.h. eine Losung der Form

Dazu gibt es noch unendlich viele weitere Losungen:

0 , 0<t<¢c
'U/C(t) = ( - 3C)4/3 )

b) Fiir die AWA /(t) = —sin(t)u(t)?, t >0, u(0) =1, ergibt sich

t u(t) d -1
cos(t)—lz/o—sim(s)ds:/1 §:w+1

und damit eine globale Losung der Form

1
=
u(t) 2 — cos(t)
Diese Losung ist eindeutig, da f(¢,z) := —sin(t)2z? einer lokalen L-Bedingung geniigt.

Zur Anfangsbedingung «(0) = 0 ergibt der o.a. Ansatz wegen der Nichtexistenz des

Integrals
u(t) dz
[ =

keine Losung.
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Lésung A.4.4: a) Zunichst ist die so definierte Losung u € CL[t;, t;41], i = 0, 1. Sowie
nach Definition der Anfangswerte u € Clto, to], und somit wegen der Stetigkeit von f auch
f ( ( ) € C [to,tg} Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung ist also

ft )) ds eine Stammfunktion auf [to, £2], d.h. F'(t) = f(¢,u(t)). Insbeson-
dere 1st F’( ) qtetlg Damlt ist a(t) = F(t) + uo ebenfalls stetig differenzierbar, und es ist
w(t) = F'(t) = f(t,u(t)), d.h. @ ist eine Stammfunktion von f(-,u(-)). Da sich nach dem
Hauptsatz zwei Stammfunktionen nur um eine Konstante unterscheiden ist @(t) —u(t) = ¢
fir alle t € [to, t2]. Da @(to) — u(ty) = 0 sind diese also identisch.

b) Sei u eindeutige Losung der AWA. Angenommen, die Folge (u”);~¢ konvergiert nicht
gegen u . Dann gibt es eine Teilfolge (u");cy , welche entweder divergiert oder gegen einen
von u verschiedenen Limes konvergiert. Nun ist natiirlich auch diese Teilfolge gleichgra-
dig stetig, so dass Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli die Existenz einer weiteren
Teilfolge (u")jen von (u);ey liefert, welche gleichméBig gegen eine stetige Funktion v
konvergiert, welche wieder Losung der AWA ist. Wegen deren Eindeutigkeit muss dann
v = u sein. Dies widerspricht aber der Annahme iiber die Folge (u"i);cy .

Losung A.4.5: Nach dem Existenzsatz von Peano und dem Fortsetzungssatz existiert
eine lokale Losung u(t) der RWA mit einem ,maximalen“ Existenz(halb)intervall I, =
[to, ) . Dabei ist entweder ¢, = oo, d.h.: u ist globale Losung, oder im Falle ¢, < oo
wird maxy, g [Ju|| unbeschrénkt fir ¢t — ¢, .

Sei u eine (zunéchst) lokale Losung der gegebenen AWA mit maximalem Existenzintervall
[to, t.) . Wire nun ¢, < oo, so miisste gelten max [[u(t)|| — oo (t — t.). Auf dem Intervall
[to, t.] sind die stetigen Funktlonen A(t), B(t) gleichméBig beschrinkt durch Konstanten
A,, B, . Fir jeden Zeitpunkt ¢ < ¢, ist dann

t) = ug +/0 f(s,u(s))ds

und folglich wegen der Annahmen an f(¢,z):

t t
@)l < ol + / 1 (s, u(s)]| ds < [luoll + / LA(S) ()] + B(s)} ds
t
< Jluol + A. / lu(s))ll ds + Bu(t. — to),
0
Mit dem Gronwallschen Lemma folgt hieraus

lu®)] < e {Jluo|| + B.(t. — to) }.

Dies bedeutet aber, dass ||u(t)|| bei Anndherung an ¢, beschrénkt bleibt, im Widerspruch
zur Annahme.

Losung A.4.6: Die Funktion f(¢,2) in der Differentialgleichung ist in beiden Fillen
stetig auf D = R! x R!, so dass der Existenzsatz von Peano anwendbar ist.
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a) Die Funktion f(t,x) = —2° 4+ z ist lokal L-stetig. Die lokale Losung der AWA ist also
eindeutig bestimmt. Wegen

1d

iauQ =vu=—1v’u—u><0
ergibt sich u(t)? < u(0)? = 1,t > 0, d.h. die gleichméBige Beschrinktheit der Lésung
und damit ihre globale Existenz. Weiter besteht die Monotonieeigenschaft

—(—2"—z+y’+y)(z—y) = (2—y) (@ + 2y + 27 + 2y’ +y" ) (a—y)+ (z—y)* > (z—y)?,

d.h.: Die AWA ist monoton und die globale Losung folglich exponentiell stabil.

Es bleibt noch zu sehen, dass g(x,y) = (z* + 23y +2%y* + 2y® +y?) > Ov ist. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass g(z,0) = 2* > 0. Wir betrachten nun die Geraden y = az mit
beliebigem aber festen a € R. Entlang einer solchen geraden ist g(z,ax) = 2*(1 + a +
a’*+a®+a*), d.h.: Um zu zeigen, dass g(x,y) > 0 ist geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes
a € R die Funktion f(a) = (14 a+ a®+a®+a*) > 0 ist.

Wir zeigen die stérkere Aussage f(a) > 0. Da offenbar f(a) > 1> 0 fiir a > 0 geniigt
es @ < 0 zu betrachten. Angenommen es gébe ein solches a < 0 mit f(a) = 0, so gilt
(Multiplizieren mit a=*) f(a™!) = 0. Es geniigt also, a € I = [—1,0) zu betrachten. Da
nun fir a € I gilt |a| <1, |a]®* < a|? ist also f(a) > 0 fiir a € [ im Widerspruch zur
Annahme dass f(a) = 0. Daher ist f(a) > 0 fiir alle a € R.

b) Die Funktion f(¢,z) =sinx — 2z ist global L-stetig:

|sine — 2z —siny + 2y| < (I?a]qu|cos§| +2)|z —yl,
€

so dass eine eindeutig bestimmte globale Losung existiert. Wegen (Youngsche Unglei-
chung)

1d 1 1 d
§£u2+2u2:u’u+2uu:usinu§§u2—|—§, %u2—|—3u2§1
erschliefft man wie im Text die Beschrinktheit der Losung. Weiter gilt

—(sinz — 2z — siny + 2y)(z — y) > 2|z — y|* — Igliﬂg(cosﬁ) lz —y|? > |z —y|%
€
d.h.: Die AWA ist monoton und die globale Losung folglich exponentiell stabil.

Losung A.4.7: Wir definieren fiir ¢t > t, die Hilfsfunktionen
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und folglich

Also ist () Losung der linearen AWA

¢'(t) = alt)e(t) +a)v(t), t=to, ¢@(t)=0.
Durch Nachrechnen verifiziert man, dass

ga(t):exp( [ ta(s) ds) [ texp(— /t sa(r)dr)a(s)w(s) ds .

0 0 0

Wegen a(s) > 0 und ¥(s) < b(t) folgt

(t) < b(t) Cxp(/tta(s)ds) /tt { . %Cxp( _/t

0 0 0

< b(t) exp( / t a(s)ds) —b(1).

to

S

a(r)dr) } ds

Das ergibt schliellich mit der Voraussetzung

w(t) < p(t) 4+ b(t) < b(t) exp(/ta(s)ds> .

to

Losung A.4.8: a) Nach dem Existenzsatz von Peano und dem Fortsetzungssatz existiert
eine lokale Losung u(t) der AWA mit einem “maximalen” Existenz(halb)intervall I, =
[to,t*). Dabei ist entweder t, = oo, d.h.: u ist globale Lésung, oder im Falle ¢, < oo
wird maxy,  [|u|| unbeschrinkt fiir ¢ — ¢, .

Sei u eine (zunéchst) lokale Losung der gegebenen AWA mit maximalem Existenzintervall
[to, ts) . Wire nun t, < oo, so miisste gelten max ||u(t)|| — oo (¢t — t.) . Auf dem Intervall
[to, t+] sind die stetigen Funktionen «(t), 5(t) gleichméBig beschrankt durch Konstanten
A,, B, . Fiir jeden Zeitpunkt ¢ < ¢, ist dann

)= o+ [ 5,005 .
und folglich wegen der Annahmen an f(t, x)o :
O < ol + [ 1ol as < ol + [ (o)l + 5} as
<l + 4. [ (o)l + Bt = 1),

Mit dem Gronwallschen Lemma folgt hieraus

(@)l < @ { uol] + B.(t. — t0)}.
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Dies bedeutet aber, dass ||u(t)|| bei Ann&herung an ¢, beschriankt bleibt, im Widerspruch
zur Annahme.

bi) Es ist

£t @) < [l V2 + [ sin(t)][] < [¢](J2a] + 1) + sint)]as] < (|¢] + [sin(@)]) [l + [
Und somit ist f; ist linear beschrankt mit

a(t) = ([t +|sin(t)]),  B(E) = [].
Da f; lokal Lipschitz-stetig ist, solange x; # 0, ist die Losung eindeutig solange u;(t) # 0
ist.
bii) Hier ist
1ot )] < e g [(1 4+ 23) ™ < e+ || < [l +e.

Also ist mit «(t) =1 und 5(t) = e auch fy linear beschrénkt. Da f, global Lischitz-
stetig ist, ist die Losung der AWA stets eindeutig.

Losung A.4.9: a) Die Matrix-Reihe

etA = EAIC
k=0

konvergiert fiir alle ¢ € R und zwar gleichmiflig fiir ¢ € [to, to + T . Die Ableitung erhélt
man durch gliedweise Differentiation zu

thiooktk_lAkiAmtkAkiAtA
i T T A AL A A
=1 =0

wobei die Ableitungsreihe wieder fiir ¢ € [tg, {0+ T gleichméBig konvergiert. Folglich sind
die beiden Grenzprozesse ,,Differentiation und ,,Summation® vertauschbar. Ferner ist

d t t
— / =) ds = A / et )4 ds +b.
dt J,, o

Also ist fiir die angegebene Form von u(t):

d t
4y — (t—to)A (t—s)A
u'(t) o (e uy + /to e bds)

t
= Aelt=t) Ay 4 A/ e Db ds 4+ b= Au(t) + b,
to

d.h.: w erfiillt die Differentialgleichung und wegen u(ty) = uy auch die AWA.

b) Im nichtautonomen Fall A(t), b(t) machen wir den Ansatz

u(t)zexp( /t A dr) [uo+ /t exp<— / " A dr)b(s) ds]

0 0 to

t

Nachrechnen ergibt, dass hierdurch eine Losung der AWA gegeben ist.
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Losung A.4.10: a) Eine Differentialgleichung

u'(t) = f(t u(t))

heifit (stark) ,monoton, wenn gilt:

7<f(tv'r)7f(t7y)7x7y> Z’)/foy‘lg, :L',yGRn.

Monotone AWA mit supycp, o) [lf(2 0)[l2 < oo haben nach dem Globalen Stabilitétssatz
aus dem Text globale, gleichméflig beschréankte Losungen.

Fir f(t,x) :== A(t)z + b(t) gilt, wenn A(t) gleichmiBig fiir ¢ > ¢, negativ definit ist:

—(f(t.2) = f(ty),x —y) = —(At) (@ —y),2 —y) = vz —yll3, ¥R,
d.h.: die AWA ist ,monoton“. Dabei ist v = infi>¢ { A|A € o(—A(2)) }.

b) Die Matrix —A ist symmetrisch. Angenommen es gibe nun einen Eigenwert A < 0
von —A mit zugehorigem Eigenvektor w. Dann gilt:

Aw = \w.

Sei nun ¢ ein Index, so dass fiir die Komponente w; von w gilt |w;| > |w;| fiir alle
j=1,...,d. O.B.d.Asei i #1, i #n und w; >0 dann ist

im Widerspruch zur Annahme. Die Matrix A ist also negativ definit.

c¢) Weiter gilt im Falle sup,~, [|b(t)]|2 < oo
sup || f(£,0)]|2 = sup [[b(#)[|2 < oo,
t>1o t2to

d.h.: Die Losung der linearen AWA ist gleichmifig beschrankt.

Losung A.4.11: a) Einsetzen der Randbedingungen liefert «(0) = B+1 =10, u(7/2) =
A+ 1 =0 und folglich B = -1, A = —1. Die RWA hat also die eindeutig bestimmte
Losung u(t) = —sint — cost + 1.

b) Einsetzen der Randbedingungen liefert u(0) = B4+ 1 =0, u(r) = =B+ 1 = 1. Die
RWA hat also wegen der sich ergebenden widerspriichlichen Bedingungen B = —1, B =0
keine Losung.

c) Einsetzen der Randbedingungen liefert u(0) = B+1 =1, u(r) = =B+ 1 =1 und
folglich B = 0. Die RWA hat also die unendlich vielen Losungen u(t) = Asint+1, A € R.

Losung A.4.12: Die RWA ist nach einem Satz aus dem Text genau dann eindeutig
losbar, wenn das zugehorige homogene Problem mit f = 0, g, = 0 und g, = 0 nur die
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triviale Losung v = 0 besitzt. Sei also v eine Losung des homogenen Problems. Wir
multiplizieren die Differentialgleichung mit v und integrieren iiber I und erhalten

/—(pv')'vdt+/qv'vdt—l—/r\v|2dt:0,
I I I

sowie nach partieller Integration
b
/p|v'|2 dt — pv'v| — /qv’v dt + /7’|v|2 dt = 0.
g JI I

I ——
=0

Da die Poincarésche Ungleichung nur fiir Funktionen mit Nullrandwerten bewiesen wurde,
kann hier nicht weiter vereinfacht werden Trotzdem kénnen wir bereits hieraus den ersten
Satz von hinreichenden Bedingungen fiir die Losbarkeit der Neumannschen RWA ableiten:

In diesem Fall ist wegen

/r|v|2dt <0
I

und 7|v|*> > 0 notwendig v = 0, was zu zeigen war. Im Fall ¢ # 0 miissen wir an-
ders argumentieren. Der betreffende Term kann diesmal nicht wie im Fall von Dirichlet-
Randbedingungen durch partielle Integration vereinfachen; stattdessen wenden wir auf
ihn die Youngsche Ungleichung an:

1
,dt‘</{g ne 4 2}dt
| [atodd] < [ {Glal?+ 5lal}

mit einer beliebigen Funktion « : I — (0,1). Mit dieser Abschitzung folgt

J o= Sl [{r-ghlfupa <o

Hieraus entnehmen wir als Losbarkeitsbedingung die Existenz einer Funktion « : I —
(0,1), so dal auf I gilt:

Losung A.4.13: Im Text wurde fiir die Losung « der RWA die folgende L2-Abschiitzung
bewiesen:

lullz + 1 ll2 + a2 < e{llfll2 + 1gal + g6l }-

Aus der Differentialgleichung entnehmen wir die Abschétzung

[ lloe < 1P I{I flloo + Nl = 2 lloollt | + 17 1o 2o }-
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Es bleibt also nur noch [Ju|le und |[v|« abzuschitzen. Dazu verwenden wir Sobolewsche
Ungleichungen. Fiir ¢,s € I gelten die Beziechungen

u(t) = u(s) — /st u'(r) dr, u'(t) = u'(s) — /St u"(r) dr,

woraus durch Integration iiber s € I folgt:
u(t)] < /|u(s)|ds+(b—a)/|u’(r)\d7“,
I I
W (8)] < /|u’(s)|ds+(bfa)/|u”(r)]dr.
I I

Bei Maximumsbildung iiber ¢t € I links und Anwendung der Holderschen Ungleichung
rechts ergeben sich die (eindimensionalen) Sobolewschen Ungleichungen

lulloo < (0= a)"2|lullz + (b — ) /2|12,

['lloe < (0 =)™ 2]l |2+ (0 = a) 2 [z

Also gilt auch

lullse + 1t lloe < er{I1fll2+ 1gal + 9o} < ca{llflloc + |al + lgs]}

mit gewissen Konstanten ¢; > 0.

A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: Die Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir eine Abzéhlung
{rj};jen der rationalen Zahlen im Intervall I = [0,1]. Sei Ay := {r; : j > k}. Dann
enthdlt A, alle rationalen Zahlen in I bis auf endlich viele. Also ist A, = I und daher
|Axl, = 1 fiir alle k. Es ist aber A := NgenyAr = 0 und somit |Al, =0.

Losung A.5.2: i) Die Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir eine Abzéhlung
{rj}jen der rationalen Zahlen im Intervall I = [0,1]. Sei Ay := {r; : j > k}. Dann
enthilt A, alle rationalen Zahlen in I bis auf endlich viele. Also ist A, = I und daher
|Axls = 1 fiir alle k. Es ist aber A := NgenAr = 0 und somit |[Al, =0.

ii) Die Aussage ist richtig, nach Lemma 4.2.ii)

iii) Die Aussage ist falsch, denn sei M die Menge aus (i), dann ist

1= [M°UOM|, < [M°|, +0M], = |9M],.

iv) Fiir den ,inneren® Jordan-Inhalt ist |M|]; = |[M°|; nach Lemma 4.2. Durch Betrach-
tung der Menge M aus Beispiel (i) erhilt man sofort

O - |M0|i - |M|Z < |M|Z - |8M|Z =1.

v) Im Falle quadrierbarer Mengen M ist nach Satz 4.4 [0M]|, = 0, und somit (Lemma
4.4) |M|=|M°| = |M|.
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Loésung A.5.3: Wir verwenden die Charakterisierung des Jordan-Inhalts als Limes der
Inhalte von Wiirfelsummen. Wegen der Quadrierbarkeit der Mengen M und N gilt nach
einem Resultat der Vorlesung:

IM| = lim |Mg|, [N|= lm |Ng|.
k—o0 k—r00

Seien Wi und W;* die Mengen der Wiirfelsummen k-ter Stufe in R™ bzw. in R™.
Weiter ist

(MXN)]C:U{WEWI?XWZ”WCMXN}:UJ/VZ
:U{UXVEW,?XW,TUCM7VCN}:UZ,](UZXVJ):M;CXN;C

Der Inhalt von Wiirfeln W =U x V e Wi x Wi ist |W| = |U||V]. Also folgt:
[(M X N )yl Z\W| Z|U||V| DU Vil = My [N,
i J

Grenziibergang k — oo ergibt dann die behauptete Produktformel.

Losung A.5.4: Die Funktion f ist auf jedem (kompakten) Teilintervall I, := [e,1] (0 <
e < 1) stetig. Nach einem Satz des Textes ist daher ihr Teilgraph G.(f) := {(z, f(x)) €
R?: z € 1.} eine 2-dimensionale Nullmenge. Wegen sup,;|f(z)] < 1 ist der gesamte
Graph G(f) in der folgenden Vereinigungsmenge enthalten:

G(f) c SE = GE(f) U {(xuy) € R27 T e [036]7y € [_17 1]}
Fiir den dufleren Inhalt dieser Menge gilt:
IG()la < [5cla S1G(f)la+2e =0 (e —=0),

d.h.: G(f) ist eine Jordan-Nullmenge.

Losung A.5.5: Wir verwenden, dass eine Menge genau dann quadrierbar ist, wenn ihr
Rand eine Jordan-Nullmenge ist. Der Rand der Einheitskugel K ln)(O) des R" wird durch
den oberen und den unteren Teil

Iy ={zeR": ||zl =1,z, > 0}, . ={zeR": ||lz|2=1,2, <0}

itberdeckt. Diese lassen sich als Graphen der stetigen Funktionen
n—1 1/2
fo@) = £ (1=30a2) 7, o = () R
i=1

iiber der kompakten Menge K §n—1)(0) darstellen. Folglich sind sie beide Nullmengen. Als

endliche Vereinigung von Nullmengen ist also der Rand von K 1(n) (0) Nullmenge und somit
quadrierbar.
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Losung A.5.6: a) Seien Z; Zerlegungen von D = [0,1]> C R? der Feinheit v/227% | die
man durch sukzessive Kantenhalbierung erhélt, d. h. Z, besteht aus den Intervallen

I =i — D275 27 < [(j— 127, 5274, dj=1,...2% [If] =272,

Die Funktion f(x,y) = xy ist jeweils monoton wachsend in den beiden Variablen z und
y . Fiir die Ober- und Untersummen zu den Zerlegungen Zj gilt damit:

2k
= ko _ 2k ak
Sz (f st;pf ]’j722k2k2 =27 Zzy
3,j=1 7,j=1 3,j=1
a2 @ 1?11 1
=2 2T Ty T T o
j=1
und entsprechend
2k 2’f—1i 1 2k—1
_ k| _ - ak
Sz (f) = Z g}{ f(z )‘[z’,j = Z ok ok =27 Z ij
ij=1 i,j=0 i,j=0
R e L s S 1
=2 9 J= T o T okl T gz
7=0

Fiir k¥ — oo konvergieren die Ober- und Untersummen gegen den gemeinsamenLimes

:.
Also ist f(x,y) = xy iiber D = [0,1]? R-integrierbar mit dem Integralwert

[ v =

Auf dem Wiirfel D = [—1,0] x [0,1] erhalten wir durch analoge Argumentation

/ ryd(z,y) = —1.
D

Wegen der Symmetrie folgt damit

/ zyd(z,y) = 0.
(1,12

1 1 1 1172
/ xyd(x,y):/ / mydwdy:/ Y—
1,12 —1Ja 12

Losung A.5.7: Da f R-Integrierbar ist, ist notwendig f beschriankt, d.h. es gibt ein
K € R, so dass |f(z)] < K. Die Funktionen ¢;(z) = |z|™ und pa(z) = exp(x) sind
stetig differenzierbar und daher auf der kompakten Menge {z € R||z| < K} L-stetig.
Nach Lemma 5.8 ist daher die Komposition ¢; o f mit i = 1,2 R-Integrierbar.

b) Es ist
1

dy = 0.
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Fiir die Betrachtung der Wurzelfunktion bemerken wir zunéchst, dass nach Lemma 5.8
mit f auch max(|f],e) fiir beliebiges ¢ > 0 R-Integrierbar ist. Damit ist dann ¢ <
| max(|f|,e)] < K und somit ist g.(z) = \/max(|f(x)],e) ebenfalls R-Integrierbar. Ferner

ist g — ve < /|f] < g.. Damit folgt
[ a@ar-pk< [ Vi@l [ g
D D D
[ a2 [ Vif@lde< [ g
J p J p 4 p
Wir erhalten somit

o< [ Vi@la- | Gl < [ gwar- [ 0(a) o+ Dl = Dl

also die R-Integrierbarkeit von +/|f(z)].

Losung A.5.8: a) Die Menge M = {(z,y) € RxR: 0 <z < 7,sin(z) <y <
sin(z) 4+ 1} liegt zwischen den Graphen der Funktionen

f(z) =sin(z), g(x)=sin(z)+1, x€]l0,n].
Fiir ihren Jordan-Inhalt gilt daher:

M= [ ) =gt da = [(1do =
b) Die Menge M ist gerade gegeben durch
M ={(z,y) eR¥}|z|| <1} = ||(z,y) eER} -1 <2 <1, —~1+2*<y<1-2*}
Ihr Jordaninhalt ist daher:
M| _/11(1—x2)—(gﬂ—1)dx_2/11(1—x2)dx_2(x—@f) 11 —92-2) =5,

c) Die Menge M ist unbeschrinkt. Somit ist sie nicht quadrierbar. Wir betrachten daher
die ausschopfende Folge

M, :={(z,y) eR’|0<z<n, 0<y<e "}

Fiir diese ist
=1—e"—=1(n— o0).
0

| M, | :/ e dr = —e"
0

Losung A.5.9: Da f und g R-Integrierbar sind, gilt dies nach Lemma 5.8 auch fiir fg und
|f]? sowie |g|%. Sei nun Z irgendeine Zerlegung von D. Dann ist nach der Schwarzschen-
Ungleichung

1/2 1/2
IRS2(f9) < (RS2(111)  (RS2(9P)
und die Behauptung folgt durch Grenziibergang |Z| — 0.
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Losung A.5.10: Fiir die beschrinkte Funktion f seien a := inf,cp f(z) und g :=
sup,ep f(x). Auf dem kompakten Intervall I = [, 5] sind die Funktionen ¢;(z) := 2?

und ¢p(x) := e* Lipschitz-stetig. Nach einem Satz aus dem Text sind die Funktionen
F:= fP und F := ¢/ folglich R-integrierbar.

Losung A.5.11: Die Menge M = {(z,y) e RxR: 0 <z <1, 2% <y < 22} liegt
zwischen den Graphen der Funktionen

flx) =2 gx)=2 x<€]0,1].

Fiir ihren Jordan-Inhalt gilt daher:
1 1 [
M= [ (@ - gy = [ (@ —ahde =it =

Losung A.5.12: Das Problem liegt darin, dass die Funktion g(x,y) offenbar in (z,y) =
(0,0) nicht stetig ist. Fiir y # 0 sind aber dennoch die Integrale

1 L gy
= x,y)dr = 5 dr
f(y) /0 g9(z,y) /0 (22 + 12)?
als normale R-Integrale definiert. Fiir y = 0 ist sein Wert trivialerweise f(0) = 0.
Dasselbe gilt fiir die Integrale {iber die Ableitung
(2% +9%)*3xy® — wy®2(2® + )2y 32y’ —ay!
(a2 +y?)4 (@)

Oy, y) =

Also ist L
£7(0) = / 0yg(z,0) dz = 0.
0

Dagegen ergibt sich

und folglich

Losung A.5.13: Aus der Differenzierbarkeit folgt

1 w(y+h) »(y) () z,y+h) — f(z,
E{/ f(x,y—i—h)dx—/ f(:v,y)dx} :/ @y f)L f(@,y) dx
Y(y+h) ¥(y) Y(y)

1 [ely+h) 1 [Ylth)
*E/ f(x,y—kh)da:—ﬁ/ @,y + h) da.
() Y(y)
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Fiir h — 0 geht die rechte Seite unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Intgeralrech-
nung in die folgende Form {iber:

(v) _

= /(,, 0, f () d + lim f(&1,y + by LY =0W)
¥(y) h=0 h

Y(y +h) — w(y).

= lim f(&,y + h) Y

Daraus folgt die Behauptung wegen lim; o0& = ¢(y) und limy_,0& = ¥(y) und der
Differenzierbarkeit von ¢ und 1.

Losung A.5.14: Die Funktion

Y

f(w»y):m

ist auf D = [0,1] x [0,1] beschriankt und R-integrierbar. Folglich ist der Satz von Fu-
bini anwendbar. Wegen der einfacheren Form der Stammfunktion ist es am giinstigsten,
zunéchst bzgl. y zu integrieren. Dies ergibt:

1 1 1

y 1 1
J = 5 dy ) dx = — d
/0 (/0 e ) /0 (e )™

- [111(3;4- \/:1:27—0—1) —In(z + m)}; =In <ii£)

Losung A.5.15: a) Sei nun angenommen, dass F(]|z|2) R-integrierbar ist. Zunéchst
einmal ist die Abbildung (r,0) — (z,y) := (rcos(d),rsin(0)) =: ®(r,0) auf dem Intervall
S = (r,R) x (0,0) stetig differenzierbar, bijektiv und L-stetig. Da ®(S) = D und
| det ®'(r,0)| = r ist nach dem Transformationssatz

J:/DF(|x||2)dx:/SF(T)|det¢)'(r79)|d(r79):/F(r)rd(rﬁ)

S

Anwendung des Satzes von Fubini auf S = [r, R] x [0, 0] liefert

J—/02W</TRF(r)dr) dh.

Man beachte dabei, dass die Funktion 6 — fTR F(r)dr R-integrierbar auf [0,2n] ist.

b) Transformation der Integrale auf Polarkoordinaten (r,6) € Ry x (0,27) und Anwen-
dung des Satzes von Fubini ergibt

2 2 1 2
= —rdr)df =2rl
Ji /0 (/1 a7 r) 7 In(r)
27

= 27 In(2),

1

Jy = /0 (/01 cos(r?) rdr)d@ = wsin(r2)‘: = msin(1).
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Losung A.5.16: Wir berechnen die Integrale auf ausschopfenden Teilmengen D. C
D, welche positiven Abstand zu den ,singuldren* Punkten der Integranden haben und
untersuchen den Limes fiir ¢ — 0. Alternativ betrachten wir fiir unbeschréanktes D
ausschopfende beschrankte Teilmengen Dy C D und untersuchen den Limes fiir N — oo.
Existiert dieser, so existiert das Integral als uneigentliches R-Integral. Durch Transforma-
tion auf Polar- bzw. Kugelkoordinaten und Anwendung des Satzes von Fubini ergibt sich:

2T 1
a) / / / —drdﬁ—?ﬁlnr
K® 0)\Kx2 (0) Hx||2
27
/ / / / r Sm(pdrd(pd@—llﬂ( %) = 47 (N — o0);
K o)\K(”(o) H93||2

2 1—¢ 1—¢ r
/ / / dr df = 27r/ dr;
K2 (0) 1- H1H2 0 I—r

1 27
/ —dx:/ / %drd@zQﬂln(N)%oo(N%oo).
K o Ji1 T

@ 0)\Kx?(0) (E4lE;

= —27rlne — oo (e — 0);

Das letze Integral in (¢) wird abgeschiitzt durch

1—¢ 1/2 1-e
/ ! dr:/ ! dr+/ ! dr
o 1l—r 0o 1—7r 12 L=

1-e 1 1—e¢
> ;/1/2 l_rdrz—%ln(l—r)’l/2 =1In(1/2) — {Ine.

Also existiert Jy als uneigentliches R-Integral, wihrend die Integrale J;, J; und J; nicht
existieren.

Losung A.5.17: Transformation der Integrale auf Polarkoordinaten (r, ) € Ry x (0, 2m)
und Anwendung des Satzes von Fubini ergibt

le/:w(/iirdT)dé’:?ﬂ,
ng/o%(/oleﬂrdr)cwzﬂerz:

Losung A.5.18: Es ist zu zeigen, dass F(x) = F(2/) fiir z, 2" € R* mit ||z| = ||2'] .
Ist [|z|| = ||2/||, so gibt es eine orthogonale Matrix S € R™*"™ mit 2’ = Sx. Also geniigt
es zu zeigen, dass F(Sz) = F(z) fiir jede orthogonale Matrix S . Orthogonale Matrizen
haben die Determinate det S = +1. Wegen der Rotationssymmetrie von f und g folgt
nach der Substitutionsregel mit y' := Sy:

x%iéfwww—@dyiéf@wmﬂy—@wy

—Aﬂ%M%—%Wmﬂw—Aﬂwmﬂﬁ@@—ﬂﬁ)

=n(e—1).
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Losung A.5.19: Sei # € R? und (2%),ey eine gegen z konvergierende Folge. Die
Riemann-integrierbare Funktion f ist beschrankt.

i) Im Fall z ¢ K ist 2F ¢ K fiir k > m € N. ist die Funktion g¢(z,y) := ||z — y[| ™!

gleichmiBig stetig auf der kompakten Menge K x {z,z™, 2™ ...} . Damit konvergiert

sup

=0 (k— o0)
yeK ‘ IIw’“ —ull Hx il ’

und folglich

|F(xk)_ ()|<sup|f |/}||xk—y| ”x_y”‘dt—)() (k — o0).

ii) Sei nun z € K . Fiir beliebiges € > 0 gibt es ein k. € N, so daB |z — 2| < e fiir
k > k.. Mit der Kreisumgebung K. (z) spalten wir auf geméis

1
|F(a*) = F(2)| < sup £ (y) i
ven T e ke —yn ||z—y||
+sup|f |’/ ‘ - ‘dt
Koe(z)NK [|z* — |a:—y||

Das erste Integral geht gegen Null mit derselben Argumentation wie in (i), da x, 2% ¢
K\ Ks.(x) fir k> k.. Das zweite Integral geht gegen Null wegen

/ ke </ /%/35 drdf = 6
ok —y| Y= rdf = 6re
Koe(z)NK ”mk _y” Kae (2F) ||a:k —y”

und analog fiir das Integral iiber ||z —y|~'.

Losung A.5.20: Der Ursprung des Koordinatensystems liege im Mittelpunkt der Kugel
und die positive x3-Achse gehe durch den Massepunkt z, d.h.: = (0,0,7n). In diesem
Koordinatensystem gilt fiir die von der Kugel auf den Massepunkt ausgeiibte Schwerkraft
F1(00,m) = F5(0,0,n7) = 0. Die z3-Komponente der Kraft ist

n—ys
F3(0,0,n) = —v / -
(0,0.m) P W+ B+ (= y)?)P2

/ d 1 ;
=0 | — y.
O Jic dn (3 + 3 + (1 — y3)?) 12

Die uneigentlichen R-Integrale existieren nach einem Resultat im Text. Ferner kann man
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Differentiation und Integration vertauschen. Ubergang zu Zylinderkoordinaten ergibt

d R VRZ2—z r
F5(0,0 =2 — drdzdf
3(0,0,7) ’Ypoﬂdn /R/o (7.2_|_(77_Z)2)1/2 raz

2 d /R / T d (r* + (n —2))Y2drdz
= ’]Ti —_— J—
YPo an ) r ) dr n

9 d /R /\/3222 d (2 + (5 — 22 dr dz
= m— —_— J—
YPo an ) r ) dr n

d R
2y [ (B =2+ =) = (0= )7 d
nJ-r
d [f 2 2\1/2
:27p07rd—/ (R* = 2nz+n*)'"? = |n — z]) d=.
nJ-r

Die beiden Terme rechts werden separat berechnet (beachte 0 <7 < R):

f 1 R
/ (R2 —2nz + 772)1/2 dy — 737(]%2 ozt 712)3/2‘

R Ui —R
1
— _?((RQ _ 277R + ,'72)3/2 _ (R2 + 27]R+ 7]2)3/2)
Ui
1
= —%((R —n)* = (R+n)°)
1 ) ) ) )
= —%(RS —3R*n+3Rn° — 1’ — R® = 3R*) — 3R” —1°)
= i(6R2n +2n%) = 2R* + 27}2
3n 3"’

sowie
" K f 1 2] 1 o|
/ IW*ZIdZZ/ (n*Z)dZ+/ (z=mdz=—5n =27 +5(z-mn) ‘
_R _R n R n
1 1
= 5((17+R)2 +(R-n)*) = 5(772 +2nR+ R* + R* = 2Rn +n*)
= R+ 1.
Zusammenfassung dieser Beziehungen ergibt:

d 2 4
F3(0,0,n) =2 —OR2+ P —RP—p?) = —— .
5(0,0,7) 7T’Vpodn( + 31 n’) - 1Poll
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