A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Loésungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufga-
ben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um ,, Musterlésungen* mit vollstandig
ausformuliertem Losungsweg, sondern nur um ,, Losungsansatze® in knapper Form.

A.1 Kapitel 1

Losung A.1.1: a) Einheitssphiren im R? bzgl. der [;-Norm (links), der euklidischen
Norm (Mitte) und der I,-Norm (rechts):

NN T
NNV N

b) Einheitssphiiren im R? bzgl. der gewichteten /;-Norm (links), der euklidischen Norm
(Mitte) und der l,.-Norm (rechts):
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Losung A.1.2: Seien I C N eine endliche und A C R eine beliebige (moglicherweise
auch tiberabzihlbare) Indexmenge.

Ia) Seien die Mengen O;, i € I, und Oy, A € A, offen.

i) Zu einem Punkt = € N;c;0; gibt es Kugelumgebungen K. (z) C O;. Dann ist K.(x)
mit € := min;eye; in allen O; enthalten, d.h.: = hat eine Kugelumgebung in N;c;0; .

ii) Zu einem Punkt x € UycaO), gibt es Kugelumgebungen K., (x) C O, . Dann ist fur
irgend ein A € A die Menge K., (x) Kugelumgebung von z in UyepO, .

Ib) Seien die Mengen A;, i € I und Ay, A € A, abgeschlossen.

i) Die Mengen A¢ sind offen. Also ist nach (a) der endliche Durchschnitt N;e;AS offen.
Wegen UerA; = (MierAS)¢ ist dann UzerA; abgeschlossen.
ii) Die Mengen A$ sind abgeschlossen. Also ist nach (a) die Vereinigung Uyepa A§ offen.
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198 Losungen der Ubungsaufgaben

Wegen NMaeadr = (UpeaA5)¢ (einfach nachzurechnen) ist also Nyepa Ay abgeschlossen.

ITa) Um zu zeigen, dass der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen nicht offen sein
muss, betrachten wir abziahlbar unendlich viele (offene) Kugelumgebungen des Nullpunk-
tes im K":

U, = {’EGRn||$‘ <1/k}, keN, U:= ﬁngUk:{O}.

Die Schnittmenge ist als einpunktige Menge aber nicht offen.

IIb) Um zu zeigen, dass die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossenen Mengen nicht ab-
geschlossen sein muss, betrachten wir abzahlbar unendlich viele (abgeschlossene) Sphéren
im K":

Spi={rx eK"||z|=1/k}, k€N, A:=UpenAs.
Dann liegt die Folge (1/k)ken in A, ihr Limes 0 = limy_,, 1/k aber nicht. Die Verei-
nigungsmenge A enthélt also nicht alle ihre Haufungspunkte und ist daher nicht abge-
schlossen.

Losung A.1.3: a) Die Gleichung (A)° = A° ist i. Allg. falsch. Ein Gegenbeispiel erhilt
man mit der puntierten (offenen) Kreisscheibe A = {z € R?|0 < |z| < 1}:

(A ={z e R?||z| <1} # A" = A
b) Die Gleichung A° = A ist falsch. Ein Gegenbeispiel erhilt man mit der Strecke A =
{z e R?|zy €[0,1],2 = 0}:
A=, Ao=0+£A=A.
c¢) Die Gleichung A° N B° = (AN B)° ist war. Da A° N B° offen ist, gibt es zu jedem
x € A°NB° eine Kugelumgebung K. (z) C A°NB° C ANB. Folglich ist = ¢ (ANB) bzw.
x € (ANB)°. Daauch (AN B)° offen ist, gibt es umgekehrt zu jedem = € (AN B)° eine

Kugelumgebung K. (z) C (ANB)° C ANB. Dann ist auch K.(z) C A sowie K.(z) C B,
d.h: z € 0A und = ¢ 9B und somit x € A°NB°. d) Die Gleichung A°UB° = (AUB)°

ist falsch. Ein Gegenbeispiel erhilt man mit den Mengen A = {z € R' : z > 0} und
B={reR': x <0}:

A°UB° =R'\ {0} #R! = (AU B)".

e) Die Gleichung AN B = ANB ist falsch. Ein Gegenbeispiel erhélt man mit den Mengen
A={reR 0<z <3} und B:={zeR, i<z <1}, fir welche ANB =0 aber
ANB = {1} ist. f) Die Gleichung AU B = AUB ist war. Es ist offenbar AUB C AUB,

und da AU B abgeschlossen ist, auch AUB C AU B. Ferner ist A ¢ AUB und
B CAUB und somit AUB C AUB.

Losung A.1.4: Sei O C K" offen.

a) Die Menge O NV,_; aufgefasst als Teilmenge im K" kann nicht offen sein, da jede
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Kugelumgebung K.(z) eines Punktes x € O auch Punkte K"\ V,,_; enthalten muss,
z.B.: 4. i=ax+((0,...,0,e}.

b) Die Menge ONV,,_; aufgefasst als Teilmenge im K"~! ist offen. Zu jedem z € O gibt
es eine Kugelumgebung K.(z) C O. Dann ist K.(x)NV,_; € ONV,_; Kugelumgebung
von x in V,_.

Losung A.1.5: i) Fiir z,y € Iy gilt

St <23 {2 ) <23 12 <23 a2 423 4 < v,
k=1 =1 =1 i=1 i=1 i=1

so dass auch = 4+ y quadratisch summierbar. Ebenso folgt, dass auch «ax quadratisch
summierbar ist. Also ist Iy ein Vektorraum.

ii) Fiir z,y € Iy gilt

)Zl'kyk’< CU +yz —QZ‘I +3 Zyw

d.h.: Die Ausdriicke (x,y)2 und |z||2 sind wohl definiert. Die Linearitit, Symmetrie und
Definitheit von (-,-)s sind evident; insbesondere gilt:

(:an)Q = (yax)% (ZE,[E)Q 2 07 HxHQ =0 = T = 07 k eN.

iii) Sei (2")ren eine Cauchy-Folge in I,. Dann sind fiir jedes i € N auch die Folgen

(mgk))keN Cauchy-Folgen und besitzen Limiten z; € R. Wir setzen x := (x;);en. Fiir

€ >0 gibt es n. € N, so dass
12 = 2O|3 <2, k1> n.,

und folglich fiir | — oo

Da n hier beliebig ist, folgt

oo

Z |xl(.k) —zilP <&t k>n..

i=1

Alsoist 2% —z €1y und 2 —2 — 0 (k — o0). Wegen x = 2 42— 2®) ist schlieBlich
auch = € [y

Losung A.1.6: a) Fiir x,y € [; gilt

Z|x1+%|<2{|~UZI+‘yZ|} Z|x2|+2|%|<oo

k=1
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also ist auch =+ y absolut summierbar. Ebenso folgt, dass auch ax absolut summierbar
ist. Folglich ist [; ein Vektorraum. Seine Dimension ist offenbar unendlich, da die spezi-
ellen Folgen e := (§,;, j € N) linear unabhiingig sind.

b) Fiir z,y € I; gilt wegen der Eigenschaften des Absolutbetrags und der Stetigkeit von
Addition und Multiplikation:

o0
||:1:||1:Z|wi|:0 < 1;=0,ieN & =0
=1
' o0 o0
lazlly = law| = |al Y || = |allz]i, a €K,
i—1 i—1

2+ ylh =Y 4wl <D (al + 1) <Y lwil + > lwil = el + [yl
i=1 i=1 i=1 i=1

Also ist mit || - |]; eine Norm auf [; definiert.

c¢) Sei (#().cy eine Cauchy-Folge in [;. Dann sind fiir jedes i € N auch die Folgen

(k)

(7;)ken Cauchy-Folgen und besitzen Limiten z; € R. Wir setzen z := (2;);ey. Fiir

e >0 gibt es n. € N, so dass [Jz®) — 20|, < ¢, k,1 > n., und folglich fiir [ — oo:
Z |ZL‘£k) -zl <e, k>n..
i=1

Da n hier beliebig ist, folgt

s3]
Yol —wl <o kzne
i=1

Alsoist 2% —z €1} und #® —2 — 0 (k — o0). Wegen x = 2 42— 2*) ist schlieflich
auch = € 1.

Losung A.1.7: a) O C K" ist offen genau dann, wenn es zu jedem x € O eine Ku-
gelumgebung K. (z) C O bzw. K.(z) N O° = ) gibt. Dies wiederum ist dquivalent zu
x & 00.

b) A C K" ist abgeschlossen, genau dann, wenn A° offen ist. Dies ist nach Teil (a)
wiederum genau dann der Fall, wenn A° keinen seiner Randpunkte enthélt. Letzteres
bedeutet aber wegen J(A°) = JA gerade, dass A alle seine Randpunkte enthélt.

Losung A.1.8: a) Die Behauptung ist falsch, denn die stetige Abbildung p(z) = 1-|f||:c\
induziert eine Metrik aber keine Norm auf K". Zunichst is d(z,y) := p(x — y) eine
Metrik, wobei Definitheit und Symmetrie unmittelbar klar sind. Um zu sehen das die
Dreiecksungleichung gilt betrachten wir zunéchst die Abbildung ¢: Rso — R mit ¢(x) =

T fir vz € Ryp. Dann ist

p(x) = ¢(lz]) VoeK"
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Wegen ¢’ > 0 ist ¢ monoton wachsend, und es ist somit fiir beliebige z,y, z € K"

d(z,y) = p(z —y) = p(|lz — y|)

<z =z + ]z —yl)

_ |z — 2| ER

= +

L+]z—z2|+|z—y|l 1+]z—2|+]z—y|

|z — 2| |z =yl

T l4lz—z 14|z—y|

=plr —2z)+p(z —y) =d(z,2) +d(z,y).

Folglich ist d(-,-) eine Metrik. Sei nun x € K"\ {0} und o € R\ {0, 1}, so ist p wegen

1+|H\7é||()

plaz) = |af

keine Norm.

b) Die Aussage ist wahr. Die Menge O sei offen. Enthilt O einen Randpunkt a € 00,
so gibt es in jeder Umgebung von a Punkte aus dem Komplement O¢. Dies widerspricht
aber der Offenheit von O. Also kann O keinen ihrer Randpunkte enthalten. Die Menge
O enthalte nun keinen ihrer Randpunkte. Also gibt es zu jedem Punkt a € O eine
Umgebung, welche keine Punkte aus dem Komplement O¢ enthilt, d. h. ganz in O liegt.
Folglich ist O offen.

c) Die Aussage ist wahr, denn OM = (M° U (M¢)°)¢ und somit als Komplement der
offenen Menge (M°U (M€)°)¢ abgeschlossen.

d) Die Aussage ist falsch, denn fiir die Menge M = {z € K" ||z| < 1} ist
(M) = {z € K |ja] < 1} # {z € K" | |z] < 1} = (3]7).
(Achtung: Die Argumentation, dass Gleichheit nicht bestiinde da die eine Menge offen

und die andere abgeschlossen ist, ist falsch. Man mache sich dies an der sowohl offenen
wie auch abgeschlossenen Menge K" klar!)

e) Die Aussage ist falsch, denn mit A = B folgt
A°UB° = A°= (AU B)°.
f) Die Aussage ist falsch, denn sei A ={z € K"|0 < |z| <1} und B = {0}, so folgt
A UB*=A#{zeK"||z| <1} =(AUB)".

Losung A.1.9: Es ist:
a) M°=0, M={zeR": |z|o<1}, OM=M.
b) M":Q), M={zeR": ||z <1, 2,=0}, OM=DM.
M =R"\ (-1,1)", M°=R"\[-1,1]", OM ={x e R": ||z|. =1}
M=M= (-1,1)", M=[-1,1" oM={zecR": |z).=1}

o

o

)
)
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Losung A.1.10: a) Auf dem Raum C[0,1] sind durch

1
Il = max 7@ 1= [ 1@l da

Normen (sog. L>®- und L!'-Norm) erklirt. Diese beiden Normen kénnen nicht fquivalent
sein, da fiir die durch f,(z) := na™ definierten Funktionen f, € C[0,1] gilt:

Ifolleo =n — 00 (n — 00), | fulli = n(n+ 1)_11’"“’(1) =n(n+ 1)_1 <1, neN.

b) Die (abgeschlossene) Einheitskugel K(0) = {z € ly: |lz||2 < 1} des Iy ist beschrinkt
und abgeschlossen. Die Folge (2®)iey der 2 := (§3;)ien € K1(0) enthilt aber wegen

12® — 2D =3 160 = ul® = 0wl +1055° =2, k#3.
i=1

keine Cauchy-Folge. Der lo-Abstand aller dieser Folgen ist also ¢ := /2. Die (offene)
Kugeliiberdeckung {K3(z™®), k € N} der Menge {z®) k € N} ist disjunkt. Sie kann
somit keine endliche Teiliiberdeckung enthalten, welche {z*), k € N} iiberdeckt.

Losung A.1.11: a) Im Fall z =2’ ist (z —2',y) = (0,y) = 0 Vy € V. Ferner gilt mit
y:=x—2a:
(x—2x—a")=(@@—-2y)=0 = z—2a"=0.
Dies gilt auch im ,, Komplexen*.
b) Esist ||z +2'||> = ||2]|* + (x,2') + (2, x) + ||2'||* und folglich

(@,2)=0 = [o+a'* =zl + '],
le+ | = 2> + I'|* = (2,2) + (2, 2) = 2(x,2") = 0.

Im ,Komplexen“ kann in der letzten Zeile nur (z,2) + (2/,x) = 2Re(z,2") = 0 gefolgert
werden.

¢) Mit Hilfe der Linearitit des Skalarprodukts ergibt sich (im ,,Reellen* und ,, Komplexen®)

lz+yll* +llz —yl* = (@ +y, 2 +y) + (2 —y, 2~ y)
= ll2lI* + (z,9) + (. 2) + lyl* + 2]* = (z.9) = (v, 2) + [ly|l*
= 2||[|* + 2{ly[I*.

Der ,Satz von Pythagoras® und die ,Parallelogrammidentitiat” im allgemeinen ,,pré-
hilbertschen Raum* (d. h. ,, Vektorraum mit Skalarprodukt®) entsprechen bekannten Aus-
sagen der euklidischen Geometrie in der Ebene (Bild malen!).

Losung A.1.12: a) Nach Voraussetzung ist a(x,z) € R. Fir z,y € V und a € C gilt
dann

a(z + ay,x + ay) = a(z,z) + aaly, ) + @a(z, y) + caa(y,y) € R

alr —ay,z — ay) = a(z,z) — aaly, ) — aa(z,y) + aca(y,y) € R.
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Fiir a =@ =1 konen wir hieraus wegen a(zx,z), a(y,y) € R folgern:
a(z,y) eR <  a(y,z) €R.
i) Im Fall a(z,y), a(y,z) € R fithrt die Wahl o :=4, @ = —i zu

ia(y,xz) —ia(z,y) € R

und somit a(y,x) —a(z,y) = 0 bzw. die behauptete Beziehung a(y,x) = a(z,y) .
(ii) Im Fall a(z,y), a(y,z) ¢ R fihrt die Wahl o =@ :=1 zu a(y,z) +a(z,y) € R bzw.

Ima(y,z) = —Ima(x,y) = Ima(zx, y).
Weiter ergibt die Wahl « := a(y,x), @ = a(y,x):
la(y, 2)* + a(y, x)a(z,y) € R.

Letzeres impliziert

a(y,z)a(z,y) = Rea(y, z)Rea(z,y) + i(Rea(y, z)Ima(z, y) + Ima(y, z)Rea(z, y))
—Ima(y,z)Ima(z,y) € R

und somit Rea(y, z)Ima(z,y)+Ima(y, z)Rea(z,y) = 0. Wegen Ima(y, z) = —Ima(z,y)
folgt
(Rea(y,z) — Rea(z,y))Ima(z,y) = 0.

Da Ima(z,y) # 0 angenommen war, impliziert dies

Rea(y,z) = Rea(x,y) = Rea(x,y).

und damit schlieflich die behauptete Symmetriebeziehung a(y, x) = a(x,y) .
b) Die durch a(z,y) := (z1 + x2)y1 + 22y definierte Bilinearform auf R? ist wegen

a(z,x) = (21 + 22)11 + 05 > 27 — |wow | + 25 > (21| — [w2])? + |21
fiir  # 0 (strikt) definit. Da aber i. Allg.
a(x,y) —a(y,z) = (1 + 22)y1 + Tayo — (Y1 + Y2)T1 — Yoo = Toy1 — yox1 # 0,

ist die Bilinearform nicht symmetrisch.

Losung A.1.13: a) Sei (V.|| -|) ein reeller normierter Raum, dessen Norm || - || die
, Parallelogrammidentitat“ erfiillt:

lz+yl* + llz = ylI* = 2[l2]* + 2[lyll*, 2.y €V

Dann ist durch
(z,y) = illz +yl* = flle —yl>, z,yeV,
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auf V ein Skalarprodukt definiert. Hierzu wird fiir Elemente z,y,z € V' gezeigt:

i) Symmetrie:
(@) = 1(lz + 91 = lle = yl1*) = 2(ly + 2I* = lly — 2]I*) = (3. 2).
ii) Definitheit:

(Hx +af* = [l — 2|*) = ||=[I* > 0,
= |z]|=0 = a=0.

(x,a:) =

(z,

iii) Linearitdt (im zweiten Argument):
a) Additivitat: Mit Hilfe der Parallelogrammidentitit ergibt sich

) =

() + (2,2) = Hllo + 1 = o =yl + o+ 2 = o — 2}
— Hllo+ 30 +2) + 3= 2P + o+ 3G +y) - 36— 2)?)
~ o - Y+ ) - dy - 2P+l - 3+ ) + - 2P}

=H{llz+3w+2) 1P+ 13w —2)* - ||$—*(y+2)|\2—|| y—2)|I°}
=Hllz+ 3w+ 2)I° - llz — 3y +2)°}
=2(z, 5(y + 2)).

Dies ist noch nicht ganz, was wir haben wollen. Bei Setzung z = 0 ergibt sich hieraus
zunéchst die Rechenregel

() (zy) =2z, 39),

womit wir schliellich doch noch das gewiinschte Resultat erhalten:
(2,y) + (2,2) = 2(z, 5(y + 2)) = (z,y + 2).
b) Homogenitat: Mit Hilfe von (%) und der gezeigten Additivitét folgt durch Induktion:
() m27"(z,y) = (x,m27"y), m,n € Ny.

Ein beliebiges o € R, besitzt eine sog. ,,Bindrdarstellung® (analog zur Dezimaldarstel-
lung aber mit Basis b= 2):

oo
a= mOkaQ_k, mo € Nymy, € {0,1},k > 1.
Diese Reihe ist (absolut) konvergent, d.h.: ihre Partialsummen approximieren «:
n o0
o, = my kaQ_k — My kaQ_k =a (n— ).

Wegen der allgemein fiir Normen giiltigen Beziehung

[l = llyll] < flz = yll
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folgt
|l £ anyll = Iz £ ayll] < |aw —allly] =0 (n — o0).

Also gilt auch geméf der Definition des Skalarprodukts
(x,y) = (x,0y) (n — ).
Damit erhalten wir dann wegen (xx):
a(z,y) = lim a,(z,y) = (2, im ay) = (2, ay),
d. h.: Die Homogenité#tseigenschaft zunéchst fiir o € R, . Fiir o« = 0 und fiir negative «
ergibt sie sich dann direkt mit Hilfe der Definition des Skalarprodukts:
(,0) = gll=[* — gll=[I* =0,
(@, —y) = o —yl* = gllz +ylI* = —={ = LIz —ylI* + gll= + ylI*} = — (2, y).

Die Additivitdt und Homogenitét zusammen implizieren die Linearitét, d. h. fiir beliebige
a,feR:
(z,ay + B2) = a(z,2) + By, 2), w.y,2,€V,

und unter Verwendung der schon gezeigten Symmetrie auch die Linearitédt im ersten Ar-
gument:

(ax + By, 2) = (z,ax + By) = a(z,2) + B(z,y) = oz, 2) + By, 2), x,y,2€V.

Wegen
(z,2) = 1 (2 +2[* = [lz = ]]*) = ||=||?

wird die gegeben Norm offenbar von diesem Skalarprodukt erzeugt.

b) Wir zeigen, dass fiir p # 2 die [,-Norm auf dem R™ nicht die Parallelogrammidentitét
erfiillt, so dass sie nicht von einem Skalarprodukt erzeugt sein kann. Fiir die Punkte
=(1,0,...,0), y=(0,0,...,1) € R gilt im Fall p € [1,00) \ {2}:

Iz + y||§ +llz —ylly =227 #2-2=2||z|)} + 2||yll;,
und im Fall p = oo:
lz + yll3 + llz = yllse =2 # 4 = 2[|2]1% + 2[lyl1%,

d. h.: Die Parallelogrammidentitédt ist in keinem der betrachteten Félle erfiillt.
Losung A.1.14: a) Wir bemerken zunéchst

[Ax]
it 1] H H sup  [|Az].
S O P L R

Dabei ist die Endlichkeit des Supremums klar, da alle Normen dquivalent sind.
i) Definitheit: Es gilt sup,egn z=1 42| > 0. Im Falle sup,egn o= [[Az]] = 0 ist
Az =0Vz € K" und folglich A=0.



206 Losungen der Ubungsaufgaben

ii) Homogenitét: Fiir « € K gilt:

sup  flade] =la| sup [Aa].
€K™, |lz]|=1 zeKn, ||z =1

iii) Dreiecksungleichung:

sup  [(A+ Bzl < sup  (||Azl|+[|Bz]) < sup [lAz[|+ sup | Bzll.

z€K™, [|lz]|=1 z€K™, [lzl|=1 z€K™, [|z[|=1 z€K™, [|lzf|=1
Wegen der Ungleichung
1 Az[l = |Ayll] < |AGz = »)ll < 1Allllz = yll, @,y € K",

ist die Funktion f(x):= ||Az|| stetig (sogar Lipschitz-stetig) auf K" . Auf der kompakten
Menge 0K;(0) € K™ nimmt sie also ihr Maximum an, d. h.:

sup  [|Az|| = max |[Az].
zeKn, ||z||=1 z€K™, [|z||=1

b) Beziiglich jeder ,natiirlichen* Matrixnorm gilt fiir die Einheitsmatrix

]|

seknvgoy 2l

1.

Wegen
n 1 n 1
e = (D lanl?)” = (D21)7 = v
Gk=1 j=1

kann die Frobenius-Norm also keine ,natiirliche® Matrixnorm sein. Sie ist allerdings i)
vertriglich mit der euklidischen Vektornorm und (ii) submultiplikativ.

i) Fiir € K folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung:

Jallg = 32| D | < 30 (D lawl) (X lasf?) = Al o3
1 j=1 j=1 j=1

k= = k=1

2

ii) Analog folgt

|AB|[% = Z ‘Zajibik ’ < Z <Z |aji|2> (Z |bik|2)
kj=1 i=1 kj=1 i=1 i=1

= (X 1al?) (32 al?) = 1Al B3
i,j=1 ik=1

Losung A.1.15: Sei A € K™ hermitesch.
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i) Sei A € C ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v € K", ||v||o = 1. Dann gilt

A= (Av,v)y = (Av,v)g = (v, Av)y = (v, V) = A

und somit A=\ bzw. A€ R.

ii) Seien A, Ay € R zwei Eigenwerte von A mit zugehoérigen Eigenvektoren vy, v € K.
O.b.d.A. sei A; # 0. Dann impliziert

(v1,v2)2 = >\171(AU1, U)oy = )\fl(U1>AU2)2 = )\IIA2(U17U2)2,

wegen A ')Ay # 1 notwendig (vi,v5)s = 0.

iii) Die hermitesche Matrix A besitzt genau n ihrer Vielfachheiten entsprechend oft
gezihlte Eigenwerte (Nullstellen des zugehoérigen charakteristischen Polynoms). Seien
Ay Am (m < n) die paarweise verschiedenen Eigenwerte. Dann spannen die zugehori-
gen (nach (ii) paarweise zu einander orthogonalen) Eigenrdume E, ..., E,, den K" auf,

E=E& --&FE,=K"

Um dies einzusehen betrachte man das orthogonale Komplement E+ C R™. Fiir jedes
v € E+ und y € F gilt (Az,y), = (z, Ay), = 0, da auch Ay € E ist. Also ist £+ in-
variant unter der Anwendung von A. Als lineare Abbildung in £ miisste A nun weitere
Eigenwerte haben, was aber nicht moglich ist, da wir bereits alle zur Definition von F
herangezogen hatten. Also ist £+ = {0} bzw. £ =R".

Sei m; = dim(E;) . In jedem Eigenraum E; existiert eine Orthonormalbasis {07 j =
1,...,m;}, welche etwa mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren aus
einer beliebigen Basis von E; erzeugt werden kann. Dann sind die )", m; = n normier-
ten Vektoren v, j = 1,...,m;,i = 1,...,m, paarweise orthogonal und bilden somit
eine Orthonormalbasis des K" .

Losung A.1.16: Sei A € K™ beliebig.
i) Wegen
(A" Az, y)2 = (Av, Ay) = (2, 4" Ay),,

ist A" A hermitesch und ferner wegen
(A" Az, ), = | Az||2 > 0,
positiv semi.definit. Im Fall, dass A regulér ist, folgt
JAzl =0 = z=0,

d.h.: A ist sogar positiv definit.

ii) Seien (gemaf Aufgabe 4.3) 0 < A; < -+ < A, =: A\ax die n (ihrer Vielfachheiten ent-
sprechend oft gezihlten) Eigenwerte von A"A und {w(i), i=1,...,n} eine zugehoriges
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Orthonormalsystem von Eigenvektoren, so dass A" Aw® = Nw® | Es gilt:

n

|3 = Z(%wz‘b(ﬂi,wg‘)z( w?), Z| z,wl

i,7=1
n

(2, A" Ax)y = > (2, wi)alw, w))a(w, A" Auw), ZAMw al? < Al 3

i,j=1

Fiir die Spektralnorm von A folgt damit:

A.’I} 2 .'L',ZTA.’IZ
= swp Ml oy 05Ty
€K™, 240 ||Z‘||2 €K™ 2#£0 HIH2
Umgekehrt gilt
B A (™, 1™, B (w(n)’ZTAwW)Z B [| Aw (™ ||2 [Az|3 _ 4]
SN T Rk [OMB = aenaro Tlall} 7

woraus sich die Richtigkeit der Behauptung (ii) ergibt.

Losung A.1.17: a) Fiir die gegebenen symmetrischen (und damit diagonalisierbaren)

Matrizen gilt
10 01 01
A= B = , AB = #
00 10 00
b) Die Matrizen A, B € K™*" seien diagonalisierbar mit einer gemeinsamen Basis von
Eigenvektoren. Wir zeigen, dass dann AB = BA ist. Nach Voraussetzung existieren

Ahnlichkeitstransformtionen mit gemeinsamer Matrix T € K™ (Die Spaltenvektoren
sind gerade die gemeinsamen Eigenvektoren von A und B.), so dass

T7'AT = diag(\}) =: Ay, T 'BT = diag(\?) =: Ap,

00
10

= BA.

mit den Eigenwerten A\ von A und A? von B. Damit folgt, da Diagonalmatrizen stets
kommutieren,

AB =TA T ' TART ' = TAAART ' = TAAAT ' = TAT 'TALT' = BA.

Zusatz: Fiir die diagonalisierbaren Matrizen A, B € K™ gelte AB = BA. Wir zeigen,
dass dann eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren existiert. Seien \;(A) € o(A) die
paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenrdumen E;(A) C K*
der Dimension p;(A). Fiir jeden Eigenvektor v € F;(A) ist dann

ABv = BAv = \i(A)Bv,

d.h.: Bv € E;(A). Der Eigenraum FE;(A) ist folglich ein ,invarianter Unterraum® von
B . Eingeschrankt auf E;(A) besitzt B dann dort eine Teilbasis von p;(A) = dim(E;(A))
Eigenvektoren, die dann automatisch auch Eigenvektoren von A zum Eigenwert \;(A)
sind. Dieses Argument kann nun fiir alle Eigenwerte von A, d.h. fiir alle Eigenrdume
E;(A), durchgefiihrt werden. Dies ergibt dann die Existenz einer vollstindigen Basis von
Eigenvektoren von B, welche jeweils auch Eigenvektoren von A sind, d.h.: A und B
besitzen eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren.
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Losung A.1.18: Sei || - || irgend eine submultiplikative Matrixnorm (d.h. eine , Matri-
zennorm®).

a) Sei A € M gegeben, dann gilt fiir die Kugelumgebung von A:
Kjay-1(A) = {B e K" ||A- B|| < |A7'|™"} c M,

und somit ist M offen. Um dies zu sehen, sei B € K™ mit ||B| < |[|[A7!|~" gegeben.
Dann ist ||A7'B|| < [J[A7Y|||B|| < 1. Nach dem Stérungssatz der Vorlesung ist damit
I + A7'B invertierbar. Daraus folgt wegen A+ B = A(I + A™'B) die Invertierbarkeit
von A+ B.

b) Fiir z,2" € Res(A) mit |z — 2/| hinreichend klein existiert nach dem Stérungssatz aus
dem Text die Inverse (I + (z — z’)R(z))_l und es konvergiert (I + (z — z’)R(z))_1 — 1
fiir 2/ — z. Fiir die Resolvente gilt die Gleichung

R(z') =

-1

ZN)7TH = (A= 2+ (2= 2)I)

—z2D(I+(z2—= )R(z)))_1 =+ (z— z’)R(z))_1

R(Z),

(A
(
woraus R(z') — R(z) fiir 2/ — z folgt. Die Resolvente R(z) ist also eine stetige Funk-
tion auf Res(A). Als solche ist sie auf jeder kompakten Teilmenge K C Res(A) auch
beschréinkt,
sup [|R(2)]| < C.
zeK

Um fortzufahren, betrachten wir die beiden Identititen

(AR(z) — 2zR(2))R(?') = ((A — 2I)R(2))R(¢') = R(%"),
R(z)(AR(z") = ZR(Z")) = R(2)((A — 2'T)R(<))

Il
=
N

Durch Subtraktion erhalten wir die sog. ,, Resolventengleichung*
R(z) — R(z") = (z = 2")R(2)R(2).
Hieraus folgt fiir beliebige z,z" € K C Res(A)
IR(z) = R()|| < |2 = IR NRE < C*" = =],

d.h. die gleichméBige Lipschitz-Stetigkeit von R(z) auf K .
Losung A.1.19: a) Sei || - || eine beliebige Matrizennorm. Der Exponentialausdruck

= 3% 1AL 41"
Z = TLOOZ

ist wohl definiert. Daher gibt es zu beliebigem e € R, ein n(e, A) € N, so dass fiir
n>m >n(e, A) gilt:

HZ H—ZHAkn ZI\AH’“
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Nach dem Cauchyschen Kriterium existiert also im Banachraum (K"*" || -||) der Limes
= Jlimy Z i

Wegen der Aquivalenz aller Normen auf K™*" ist dieser Limes auch eindeutig bestimmt.

b) Die Matrizen A, B € K™ seien diagonalisierbar mit einer gemeinsamen Basis von
Eigenvektoren. Nach Aufgabe 5.3 gilt dann AB = BA. Wir geben zwei alternative Be-
weise fiir die behauptete Gleichung.

Beweisvariante I (Anwendung des Cauchyschen Produktsatzes fiir Reihen): Zunéchst re-
kapitulieren wir, dass

", Bk A+B)
Bi .
7}5&2 woo© _gﬁok_o k! ¢* JE&Z

Ferner gilt nach der allgemeinen binomischen Formel, wofiir AB = BA benétigt wird,

2

2 . .

(A+ B)? = A2+ AB+ BA+ B* = A’ + 2AB + B? Z(,)AJBH,
=0

bzw. allgemein

k

k k!
(A+ B)* §<)AJB’” k€N, (>_
i) gk =)

7=0

Hieraus folgt, dass (analog zum Satz iiber das Cauchyschen Produkt von Zahlenreihen)

— lim Z LB) lim Z LB)
n—o00

n—00 k
= lim ZZ )i 'AJBk J = lim ZZAJ Bk '
n~>ook i 0 k! n%ook 0 =0 7

Jiﬁ(i‘g)(éif) - () Jfg(i%) Sl

Beweisvariante IT (Anwendung der Spektralzerlegung): Die gemeinsame Basis von Eigen-
vektoren von A und B ist ebenfalls eine Basis von Eigenvektoren der Summe A + B':

Av; = Ni(A)v;, By = N(B)v;, (A+ B)u; = (N(A) + Ni(B))v; = Ni(A+ By,

Hieraus entnehmen wir, dass A\;(A+ B) = A\;(A) + X\;(B) . Fiir alle drei Matrizen existiert
also eine gemeinsame dhnlichkeitstransformation auf Diagonalgestalt:

THAT = Ay = diag(M(A),,  Ni(A) € o(A)
T7'BT = A := diag(\(B)),,  M(B) € o(B)
YA+ B)T = Apyp = diag(\(A+ B));, MN(A+B)€c(A+ B).
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Damit gilt dann

m 1 m 1 B m 1 B B B
ZHA’“ =D 5 (TALT hk — (TAAT YTALAT™ . TALT™Y)
k=0 k=0 k=0
_ - 1 km—1 __ - 1 k 1
=Y STANT = T<ZEAA)T
k=0 k=0
"1 . - . "1 no
= 7Y diag(M(A) )i, )T = leag(z gAZ(A)’C)MT :
k=0 k=0

Hiermit folgt

Analoge Gleichungen gelten fiir e? und eA+? . Hiermit erhalten wir

6A+B _ leag (eAi(A+B))771T71 _ Tdiag(6Ai(A)+>\i(B))’{L71T71
_ Tdiag(eAi(me)"'(B))?:lT_l _ Tdiag(eAi(A))jzldiag(eM(B))?le_l
= Tdiag(e’\i(A))?lefleiag(e’\"(m)?:lT*l = edeb.

A.2 Kapitel 2

Losung A.2.1: a) Die Funktion f(z) := Inln(||z||2) ist fiir alle x € R” mit |Jzf] > 1
und folglich In(||z|]2) > 0 definiert und als Komposition der stetigen Funktionen In(x)
und |[|z]]; dort auch stetig.

b) Die Funktion f(x) auf ganz R™ definiert und stetig.

Losung A.2.2: Fiir beliebige z,y,2’,y € K" gilt mit Hilfe der Schwarzschen Unglei-
chung:

[(z,9)2 — (@', y )2 = [(x — 2", y)o + (&' — 2,y — )2 + (z,y — ¥/)2]
<z = 2|lallylle + |z = 2"|l2lly = ¥/ll2 + [lzll2lly — ¥/[|2

1/2 1/2
< (3 + lle = 2[5 + llyll=) (e = 215+ ly = ¥/l + ly = ¥'113) "

Aus 2/ — z, ¢y — y folgt also (2/,y')2 — (x,y)2, was zu zeigen war. Die Funktion ist
auf jeder beschrinkten Menge M C K" Lipschitz-stetig, aber nicht gleichméafig auf K" .

Lésung A.2.3: a) Diese Randmenge ist nicht zusammenhéngend, da ihre dufiere Kom-
ponente {z € R?||z|| = 1} offenbar von der inneren {z € R*z = 0} durch eine
relativ-offene Zerlegung separiert werden kann.
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b) Wegen M = (), ist M nach Definition nicht zusammenhingend.

c¢) Die Menge ist zusammenhéngend, da je zwei ihrer “benachbarten” (abgeschlossenen)
Komponenten einen gemeinsamen Punkt haben. Es kann also keine separierende relativ-
offene Zerlegung geben.

d) Die Menge ist zusammenhingend, da sie als Vereinigung des Graphen G(f) einer
stetigen Funktion und eines Haufungspunktes von G(f) nicht durch eine relativ-offene
Zerlegung separiert werden kann. (Bemerkung: Dies ist ein Beispiel einer ,,topologisch®
zusammenhingenden Menge, welche nicht ,,wegzusammenhéngend® ist.)
Losung A.2.4: a) Fiir beliebige z,2’ € R" gilt:

le =yl < lle =2l + ll2" = yll, ' =yl <l =2+ [z —yl, yeM.
Ubergang zum Infimum bzgl. y € M ergibt:

@) < lo -2 +d@),  d@) < o’ — ] + d(z).

Also ist ||d(x) — d(2')|| <[]z — 2|, d.h. d ist Lipschitz-stetig mit L-Konstante L =1.
b) Sei M ein Teilraum von R™ und d(-) der euklidische Abstand. Fiir ein z € M ist
xyr =z selbst Bestapproximation. Seien nun = # M und y*®) € M Punkte mit

d(z) = inf o —yll2 = lim [z — 3™,

Die Folge (y™)en ist beschrinkt und hat somit eine konvergente Teilfolge (y*7)) ey .
Da M als Teilraum abgeschlossen ist, gilt fiir den Limes dieser Teilfolge 3, € M und
somit d(z) = ||z — xpl|2. Sel nun )y € M eine beste Approximation zu z. Fiir jeden
zweiten Punkt y € M und beliebiges 7 # 0 ist xp + 7y € M und somit

o —2umll3 < llo — o = 7all; = o — wunllz — 272 — 2ar, )2 + 72 [lyll2

bzw. 27(x — xar,y)2 < 72||yl|3. Da dies fiir alle 7 # 0 gilt, muss (z — zp7,y)2 = 0 sein.
Gébe es noch eine zweite beste Approximation 'y, € M , folgte nach dem eben Gezeigten:

lear — 2y ll3 = (ear — 2,200 — 2y )o + (@ — Ty 2ar — @yp)2 = 0,
d.h.: Ty = $IM .
Losung A.2.5: a) Wir versehen K" x K™ mit der Norm ||(z, )| := max(||z]|co, [|¥|loo)
fiir 2,y € K" Sei nun (x,,, y, )neny € K1 X Ky eine beliebige Folge. Wegen der Kompaktheit
von K existiert eine Teilfolge n, und eine Element = € K, so dass x,, — = fiir ¢ = oo.

Wegen der Kompaktheit von K existiert eine Teilfolge n;, der Teifolge und ein y € Ko,
so dass Yni, =Y fiir j — oco. Damit folgt fiir die Teilfolge

(xmj,ymj) = (r,y) € K1 x Ky (j — o0)
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und somit die Kompaktheit von K; x K,. Um die Stetigkeit von f einzusehen, sei
(Tn,yn) € K7 X Ky eine Folge mit Limes (z,y). Dann gilt:

Hlz =yl = llzn = wall | <Ml =y =20 +wall < llz =20l + ly = gnll = 0 (n = o00).

Folglich ist f stetig.
b) Anwendung des Satzes vom Extremum liefert die Behauptung.

ci) Zunéchst betrachten wir K; = (2,0) € R? und K, = {z € R?|||z]» < 1}. Dann
ist jedes Element der Menge {x € R?*|x = (1,a) —1 < a < 1} ein Minimierer des
Abstandes bzgl. ||| = || - |- (Es gibt aber nur einen bzgl. || - ||2.)

cii) Wir betrachten nun die Menge K; = 0 sowie Ky = {z € R?*|1 < ||z]]z < 2}. Dann
ist jedes Element der Menge {2 € R?|||z|; = 1} ein Minimierer des Abstandes bzgl.

- ll2-

di) Eine mégliche Zusatzbedingung an K, ist die strikte Konvexitéit von Ky, d.h. sind x,
y € Ky mit x # y, so ist fiir jedes A € (0, 1) die Konvexkombination x) := Ax+(1—\)y €
K$. Seien nun z,y € Ky zwei Minimierer des Abstandes, dann gilt

lex —all < Az —al| + (1 = M)y —all = inf |la —z]].
z€Ko

insbesondere ist x, ein Minimierer fiir jedes \ € [0,1]. Angenommen, es wire nun x # y,
so wire wegen der strikten Konvexitdt i, € K3 im Widerspruch dazu, dass jeder
Minimierer von inf.ck, [ja — z|| wegen a # K, notwendig in 0K, liegt.

dii) Eine weitere Moglichkeit um die Eindeutigkeit der Bestapproximation zu erhalten,
ist die Konvexitit von Ky sowie die strikte Konvexitidt der Norm || - || beziiglich derer
wir den Abstand bestimmen. Dabei heifit Ky konvex, wenn fiir z,y € Ky und A € (0,1)
auch ), € Ks. Analog zu (ciii) folgert man fiir zwei Minimierer z,y € Ko, dass fir = £y
gilt

|3 —al < Allz —al + (L = MNly —al| = inf [ja—z]]
ze Ko

im Widerspruch dazu dass x und y Minimierer sind.

Losung A.2.6: a) Der Banachsche Fixpunktsatz lautet im allgemeinen Banach-Raum
(V.|| -1]) wie folgt: Sei D C V' eine abgeschlossene Menge und g : D — D eine Lipschitz-
stetige Selbstabbildungvon D .Ist g bzgl. der Norm |[|-|| eine Kontraktion mit L-Konstante
q < 1, so existiert in D genau ein Fixpunkt z von g, der als Limes der Fizpunktiteration
2% = g(x*=V) mit beliebigem Startpunkt x(®) € D erhalten werden kann. Dabei gilt die
Fehlerabschétzung

k
2~z < $ 2~ 2], keN.

Fiir den normierten Raum (Cfa, b], ||]]2) gilt der Banachsche Fixpunktsatz nicht, da dieser
Raum nicht vollstandig ist. Die Vollstdndigkeit des zugrunde liegenden Raumes benotigt
man, um zu garantieren, dass der Limes der Fixpunktiterierten stets in der Menge D
existiert; hierzu reicht die angenommene Abgeschlossenheit von D nicht aus, denn diese
ist nur ,relativ zu V' zu verstehen.
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b) Eine L-Konstante L der Abbildung ¢(z) = Az (bzgl. einer Norm ||-|| auf R") erhélt
man aus der Abschitzung

l9(x) =9Il = |Az + b — Ay = bl| = [|A(z — )| < [[All |z -yl
mit der von der Vektornorm erzeugten natiirlichen Matrixnorm || - || als L = [|A]|.

Die gegebene Matrix A hat die Maximumnorm ||A|l« =1 und |[|A||; = 1; bzgl. dieser
Normen ist sie also keine Kontraktion. Da sie symmetrisch ist, erhélt man ihre Spektral-
norm als Betragsmaximum ihrer Eigenwerte

[|A]|2 = max{|A| : A\ Eigenwert von A}.

Diese sind die Nullstellen des Polynoms g¢4(z) = det(A — 2I), d.h.: Ay = £/5/3. Also
ist die Abbildung ¢ bzgl. der Spektralnorm eine Kontraktion.

c¢) In einem allgemeinen metrischen Raum (X, d(-,-)) lautet der Banachsche Fixpunkt-
satz: Sei D C X ein (bzgl. d(-,-)) vollstindiger metrischer Raum. Sei dann g : D — D
Lipschitz-stetig mit L-Konstante ¢ < 1, d.h. d(g(x),9(y)) < qd(x,y) fir alle x,y € D.
Dann existiert in D genau ein Fizpunkt z von g, der als Limes der Fixpunktiteration
2% = g(x®=V) mit beliebigem Startpunkt x© € D erhalten werden kann. Dabei gilt die
Fehlerabschdtzung

k
d(z® 2) < 1q7 d(zW, 2@, EkeN.
—q

Zum Beweis:
i) Es gibt hochstens einen Fixpunkt, denn sind x, 2’ € D zwei Fixpunkte, so folgt aus

d(z,2') = d(g(x), 9(z")) < qd(z, )

wegen ¢ < 1 notwendig d(z,2’) = 0.
ii) Wegen g : D — D sind die Iterierten z(®) wohldefiniert. Wir zeigen nun, dass z(*)
eine Cauchy-Folge ist. Denn fiir beliebige k,m € N ist

d(xk+m7 xk) < d(xk+m, xk+m71) 4. d(aj<k+1)7 x(k))
= d(gm M), g @)Y L d (2D 2B
< (¢t Dd(z* 2 %)

(" 4.+ Dg"d(W, 2@)

IN

¢
761(33(1), I(O))_
L—q
Wegen ¢ < 1 konvergiert die rechte Seite gegen Null. Es gibt also wegen der Vollstandig-
keit von D einen Limes z € D der Folge 2*). Wegen der Stetigkeit von g¢ ist dies der
gesuchte Fixpunkt, denn

IN

2z = lim 2% = lim g(x(k_l)) = g(lim x(k_l)) =g(2).

k—o0 k—o0 k—o0

iii) Die Fehlerabschétzung folgt aus obiger Abschétzung durch betrachten des Grenziiber-
gangs m — 0o.
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Loésung A.2.7: Wir zeigen wieder, dass die Folge der durch
2® = g(z® V), keN, 0 e M,

erzeugten Iterierten eine Cauchy-Folge ist und folglich einen Limes x € M hat. Fir
k,l e N, k>1 gilt:

k—1 k—1
l2® =20 <3 llg'(2D) = g’ @) < Y Lilla® = 2.
i=l

i=l

Aufgrund der Konvergenz der Reihe Y ° L, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein n. € N, so dass
Zf:_ll L; < ¢ fiir k,1 > n.. Folglich ist 2"),cy eine Cauchy-Folge. Thr Limes x ist als
Fixpunkt von ¢ und Fixpunkt von jeder Potenz von g¢:

gk(.f) _ gkil(.’lf) e g(,L’) = .

Die Konvergenz der Summe »_.° Lj impliziert Ly — 0 (k — oo), d.h.: L, < 1 fiir
k > ko . Fiir ein solches k ist dann x der einzige Fixpunkt von ¢*, denn fiir eine zweiten
Fixpunkt 2’ gilt:

lz = 2|l = llg"(z) = g" W)l < Lullz — /]|,

und folglich z = z’. Also ist z einziger Fixpunkt von g¢.

Losung A.2.8: Ein Polynom p(z,...,z,) auf dem R™ mit ungeradem Grad muss bzgl.
einer der Variablen (bei festgehaltenen anderen Variablen) ungeraden Grad haben. Sei
0.B.d.A. z; diese Variable. Dann hat fiir beliebige (feste) Z := {xs,...,x,} das Polynom
q(z1) = p(z1,Z) das Verhalten lim,, 400 q(z1) = Zoo, oder limy,, 1. q(x1) = Foo,
d. h. besitzt einen Vorzeichenwechsel. Nach dem Zwischenwertsatz fiir Funktionen in einer
Variable hat es also fiir jedes (feste) Argument & eine Nullstelle £(z3) € R, und (£(22), %)
ist dann Nullstelle von p.

Losung A.2.9: a) Die Menge 0K g(0) ist zusammenhdngend. Mit o € 9Kx(0) ist wegen
| = z||2 = ||z|| = R auch —z € OKg(0). Die Funktion f(z):=T(x)—T(—x) ist stetig
auf 0Kg(0) und nimmt, da 0Kg(0) kompakt ist, dort ihr Maximum und Minimum an.
Esist f(z) = —f(—x) und folglich entweder

ma r) = min z)=0
IEBK;((O) /() 2€0K (0) /()
oder
min ) <0< ma x).
€DK (0) /(@) xeaK;((o) /(@)
In erstem Fall ist die Behauptung trivialerweise richtig; im zweiten Fall folgt sie mit Hilfe
des Zwischenwertsatzes aus der Existenz eines Punktes = € 0Kg(0) mit f(z) =0.

b) Im Falle einer allgemeinen Norm ||z, ist das Problem, einen , gegeniiberliegenden*
Punkt zu bestimmen. Daher begiigen wir uns damit zu zeigen, dass es zwei Punkte
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z,y € 0K%(0), x # y, gibt, so dass an diesen die gleiche Temperatur herscht. Um dies zu
ereichen, stellen wir fest, dass es wegen der Norméquivalenz ein r > 0 gibt, so dass

K, (0) :={z e R*|||z|] < r} C K%(0) :={z € R*|||z]l, < R}
gilt. Wir definieren die Abbildung ¢ : K%(0) — K,(0) durch

p(x) = L:v, x € K%(0).
[E41P

Wegen ||z]|2 # 0 auf K%(0) ist die Abbildung ¢ stetig. Ferner ist sie bijektiv:
i) surjektiv: Fiir y € K,(0) existiert z := R||y||;'y € K%(0) mit p(x) =y.
ii) injektiv: Fiir x,2’ € K$(0) mit p(z) = o(a) gilt

r T o 7]l n 12 [2"]]2
T = = = R=|2l = 2l =
2l fl2"[l2 (B4 B R
und folglich ||2'||2 = ||z||2 . Dies impliziert 2’ = z.

Damit existiert die Umkehrabbildung ¢~ ' : K, (0) — K%(0) und ist nach einem Satz der
Vorlesung ebenfalls stetig. Anschlielend folgt nun die Behauptung durch Betrachten der
stetige Abbildung T(¢7'(+)) : K,.(0) = R und Anwendung von Teil a).

Losung A.2.10: Seien \q,..., A\, € R die ihrer Vielfachheiten entsprechend oft gezihl-
ten Eigenwerte von A und {z(V),... 2™} eine zugehorige Orthonormnalbasis von Ei-
genvektoren. Das Nennerpolynom ¢(z) der rationalen Funktion

habe in keinem der )\; eine Nullstelle, so dass r()\;) existiert. Dann ist nach einem Satz
des Textes die Matrix g(A) regulir und auch r(A) = q(A)~'p(A) ist wohl definiert. Fiir
x e K" gilt:

n n

r(A)z = g(A) " p(A)z =Y (2,2 )2q(A) p(A)r =Y (@, 2D)aq(N) PN

i=1 =1

und folglich
)1 = 32 2Pl Ol < e IO 3 0l = e M o

Also ist
A
[r(A)lle = sup Ir(A)efly < max [r(A].
sexn\fo} |zl i=1,n
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Losung A.2.11: i) Die Eigenwerte der symmetrischen, positiv-definiten Matrix A €
R™™ seien \; mit zugehoriger Orthonormalbasis {2, i = 1,...,n} . Die Quadratwurzel
A2 st als lineare Abbildung (Endomorphismus) A2 : R® — R" wohl definiert durch
(s. Text):

A2y = Z )\3/2(3:7 20),0 e R™
i=1

Durch Anwendung dieser Abbildung auf die kartesischen Einheitsvektoren e®) des R”
erhilt man die Elemente ihrer Matrixdarstellung AY/? = (bjk)} =y als

bjk = (Al/Qe(k),e(j))g - Z/\Zm(e(k)’ Z(i))z(z(i),e(j))Z'
i=1

ii) Ausgehend von Xy = A hat die erste Iterierte
Xi=1(A+A7"'A) =1(A+1)

offenbar dieselben Eigenvektoren wie A bzw. AY2?. Dasselbe gilt dann auch fiir alle
weiteren Iterierten X . Folglich gilt X, A2 = AY2X, . Damit erhalten wir analog zum
skalaren Fall
Xy — AV = L(X + X1 A) - A2

= 30 (X + A= X AV - AV )

G (X - A"
und folglich

X — A2 < X | X — AV,

Hieraus konnte man mit einiger Arbeit die Konvergenz X, — AY? erschliefen, wiirde
aber sehr einschriinkende Voraussetzungen an die Qualitiit der Startapproximation || X (©—
A'2||5 benstigen. Die folgende Argumentation beschreitet daher einen anderen, durch die
Vorbemerkung bereits vorgezeichneten Weg.

ili) Fiir die Eigenwerte /\gk) der Iterationsmatrizen Xj, gilt ebenfalls die Rekursion

w _ ey A © _
A _Q(Ai +A<‘H>)’ KeN, 9=,

Hieraus erschliefien wir durch Induktion (analog zum eindimensionalen Fall), dass
A=A V> >aW > > /N kel

Die Folgen der Eigenwerte ()\Ek))keN sind also monoton fallend und nach unten beschrankt
und folglich konvergent gegen Limiten )\EOO) . Diese sind dann Losungen der Fixpunktglei-
chungen

(oo>_}<<oo) A) -
A —2)‘1‘ —&-/\(OO), i=1,...,n,
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/\1/ ? Da alle Matrizen X, eine gemeinsame Orthonormal-

was Aquivalent ist zu )\Z(-OO) =
basis von Eigenvektoren zu diesen Eigenwerten )\E ) haben, konvergiert dann auch fiir

beliebiges x € R™:

Xy = Z(I, Z(i))z)\gk)z(i) — Z(w, z(i))g)\gﬂz(i) =A%z (k= o).

i=1 i=1

Dies impliziert Xj — A'Y? (k — oo) im Sinne der komponentenweisen Konvergenz oder
(was dquivalent ist) bzgl. jeder Matrixnorm.

Losung A.2.12: Die symmetrische Matrix A € R™*" besitzt genau n reelle Eigenwer-
te A, i = 1,...,n, (ihrer jeweiligen Vielfachheiten entsprechend oft gezihlt) und eine
zugehorige Orthonormalbasis von Eigenvektoren {w®, i = 1,... n}, so dass Aw® =
Nw® i=1,...,n

a) Die Matrizen e sin(A), cos(A) kénnen durch ihre Wirkung auf Vektoren z € R"
definiert werden. Fiir beliebiges x € R™ mit der ,,Fourier-Entwicklung*

n

T = Z(%w(j))w(j)

j=1

gilt dann mit den Taylor-Entwicklungen der betrachteten Funktionen (Konvergenz der
reihen und Vertauschbarkeit der Summationen begriinden!):

k=0 j=1 k=0
3 () ooikk G_N )Y, oA g (0)
— Z(x w )2<Z—')\J> Z(m w)ge N w
j=1 k=0 Jj=1
und analog
sin(A)x := s~ (1) (A)2R+t i(az w9y sin(;)w)
(2k + 1)! ;
k=0 j=1
cos(A)x := f: (-1)* (A)%g = zn:(x w9, cos(A;)w')
k=0 (2k)! j=1
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b) Mit dem in (a) Gezeigten folgt mit Hilfe der Eulerschen Identitét fiir beliebiges « € R™:

oy — Z(% w@)geiild) = Z(x,w(j)h(cos()\j) +isin();))w"
j=1 j=1
= Z(l’, w9y cos(A;)w? + i Z(:v, w?)y sin(\;)w?
j=1 j=1
= cos(A)x +isin(A)z.

Dies bedeutet die Matrixidentitit e = cos(A) + isin(4).
c) Beziiglich der euklischen Norm || - |2 gilt fiir beliebiges » =37 (z ,wi)wl) € R

| sin(A)z||5 = (sin(A)xz,sin(A)x)y = Zsm sin(A) (@, w9 )s (2, W™y (w wk)),

= Zsm (z, w(J 5 < Z($>w(j))§ = |lz|3,
=1

Folglich gilt mit der Spektralnorm || - ||2:

Isin(A)f = sup Azl
xeR™\ {0} |l

Das Argument fiir cos(A4) ist analog.

A.3 Kapitel 3

Losung A.3.1: Die partiellen Ableitungen der Abstandsfunktion r(z) sind

Damit erhalten wir durch Anwendung der Kettenregel:

a) Bif(x) = dr(x) " = —nr(x) " 'Or(a) = —nr "
b) 0;f(x) = O V@ = eV @ 902 = 9@ 1 (1) B0 (2) = 26T p(2) e,

Losung A.3.2: a) Die Funktion

3, 3
fay)i= " @0, f0,0=0,

ist als Komposition von differenzierbaren Funktionen fir (z,y) # 0 beliebig oft stetig
partiell differenzierbar, so dass nur noch ihr Verhalten bei (z,y) = 0 zu untersuchen ist.
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i) Wegen |f(z,y)| < |zy| nimmt f stetig den Wert f(0,0) =0 an. Die ersten partiellen
Ableitungen von f sind:

(22 +y*)(Bay — ¢°) — 2u(a®y — wy®) 42y + a2ty — 9P

0o f(z,y) = (22 +12)? (22 + 2)? )
0, f () = oY = Buy) — 2ylaty — ) a” — daty” - ay*
Y Y (LL’Q +y2)2 (.I'Q _|_y2)2

Wegen [0,.f(z,y)| + |0y f(x,y)] < 2(|x] + |y|) nimmt V[ stetig den Wert V£(0,0) =0

an.

ii) Fiir die gemischten zweiten partiellen Ableitungen von f gilt im Nullpunkt:

1 ayf(h7 O) — aﬂf(ov O) 1 h _
0:0,11(0,0) = Jiny h “imn =t
0,0:1(0,0) = lim ) R T b

Also existieren Gradient und Hesse-Matrix von f iiberall.
b) Die globale Stetigkeit von f und Vf wurde in (a) mit gezeigt.

¢) Fiir die zweiten Ableitungen gilt 0,0,f(0,0) =1 # —1 = 0,0, f(0,0), d. h.: Die Hesse-
Matrix V*f = (9;0;f)7 -, ist im Nullpunkt nicht symmetrisch.

Losung A.3.3: a) Die partiellen Ableitungen der Abstandsfunktion r(x) = ||z||2 sind

Damit erhalten wir durch Anwendung der Kettenregel:

0 fi(x) = 0;(r(z)* + )7 = —(r(x)* + &) 0y ()’
—QZEj
(zll2 + €)?

enn =0 <<<>+>>
205
T (2Bt T

(I3 +¢)*

sowie

2 .
0, fa() = 0,7 — 7@ p(2)? = eTWM — 2l
r\ax

0;0; f2(x) = 0; (ijeHxH§> = (5”-2 + 4:0]-331-)6”””“%

b) Die Hesse-Matrizen der beiden betrachteten Funktionen sind offenbar symmetrisch.
Wir untersuchen nun Thre Definitheit {iber ihre Eigenwerte.
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bi) Wir betrachten die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(V?2f; —AI). Diese
sind gerade

—2

N=-——" <,
(<3 +€)?
1 8||z||?
U 2(_2+ Il )
(]l + ) )l + e
Wegen  lim,—o Hi"l‘wz“% = 0 ist die Hessematrix in einer Umgebung der Null negativ
definit. Da weiter limg)—oo Hx‘}‘g‘fs = 8 ist sie indefinit fiir ||z|| hinreichend gro8.

bii) Analog betrachten wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(V?2f,—AT).
Diese sind gerade

Ao=2eE >0, = (2 + 422 ) lellg < .

Die Matrix ist also positiv definit.

Lésung A.3.4: a) Der Gradient und die Hesse-Matriz der Funktion f(z) = ||z||3 —
sind:
3||z|36:; + 3ximj>”

i,j=1

[2l2

Vi) =3alall, i) = (
b) Die stetige Funktion f nimmt auf der kompakten Menge Kl( ) ihre Extremalwerte
an. Sie besitzt in & = 0 eine mogliche Extremalstelle. Wegen f(Z) = —1 und f(z) > —1

fir = # & handelt es sich dabei (trotz J;(0) = 0) um eine globale Minimalstelle. Jeder
Randpunkt x € 0K;(0) ist Maximalstelle von f

Loésung A.3.5: Die Jacobi-Matrix ist

cosfsingy —rsinfsing rcosfcosp
Jy(r,0,0) = | sinfsing rcosfsing 7rsinfcosp

cos ¢ 0 —rsing
und die zugehorige Jacobi-Determinante
det J,(r,0,¢) = —r?sin .

Diese ist reguldr fiir r # 0 und 0 # (k+ 3)m, k€ Z.

Losung A.3.6: i) Wir setzen

x1 =rcosl, xo =rsinb, f(z)= f(xy,x2) = f(rcosf,rsing =: F(r,0).
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Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

O, F(r,0) = 01f(x)cos + s f () sin 0,

OPF(r,0) = 02 f(x) cos® O + 0,0, f () sin 6 cos @ + 0,0y f () cos O sin O + O f () sin’ 0,
OpF(r,0) = —81f(x rsind + Oy f (x)r cos b,

OFF (r,0) = 02 f(2)r? cos® 6 — 9,0; f (x)r? sin § cos ) — 8182]”( )r? cos Osin 6

- Olf( Yrcos @ — Oy f (x)rsin @ + 95 f (x)r? cos® 6.
Also ist (92 + 7710, + r203)F(r,0) = (07 + 93) f(x) .
ii) Wir setzen o := m/w und finden
As,(r,0) = (02 +r 0, + 7720 (r* sin fa)
= (a — Dar* ?sinfa + ar® ?sin fa — r* 2o’ sin fa = 0.
Losung A.3.7: a) Wir setzen
x1 =rcosl, xo =rsinb, f(z)= f(z,,x2) = f(rcosh, rsind) =: F(r,0).

Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

Oy F(r,0) = 01 f(x) cos + 0o f (x) sin 0,

8T2F(r7 0) = (r) cos? 6 + 020 f () sin @ cos @ + 0,05 f () cos Osin § + 8%]‘(2:) sin’ 6,
O (r,0) = —a1f x)rsind + 0y f(x)r cos b,

OFF (r,0) = 02 f(2)r? cos® O — 0,0, f (2)r? sin O cos O — D10 f ()12 cos O sin 6

- 81f(x)r cos ) — Do f (x)rsin @ + 05 f (z)r* cos? 6.

Alsoist (02 +7r7'0, +r203)F(r,0) = (03 4+ 03) f(z) . Analog rechnet man den Fall n = 3
nach.

b) Es gilt in R™ fir « #0:
Alog(|z]l2) = Alog(r)
= log(r) + 0, log(r) =0,
und in R? fiir z #0:
A(llz)lz") = ArT!
=0+ %&r*l =0.

¢) Die Jacobi-Matrizen und zugehérigen Jacobi-Determinante der betrachteten Abbildun-
gen sind:

cos(f) sin(p) —rsin(f)sin(p) rcos(f) cos(p)
Jo(r,0,0) = | sin(f)sin(e) rcos(d)sin(e) rsin(f) cos(y)
cos(p) 0 —rsin(p)
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mit

det J,(r,0,¢) = —r*sin(p).
Diese Matrix ist regular fir r # 0 und ¢ # km, k € Z. Die zugehorige Abbildung
v:[0,00) x [0,27) X (0,7) — R? ist bijektiv.

cos(d) —rsin(d) 0
Jo(r,0,0) = | sin(f) rcos(d) 0
0 0 1
mit
det J,(r,0,p) =

Diese Matrix ist regulér fiir r # 0. Die zugehorige Abbildung v : [0, 00) % [0, 27r) xR — R3
ist bijektiv.

Losung A.3.8: i) Liegt der Punkt (#,¢) auf keiner der beiden Koordinatenbachsen, so
ist f(z,y) = xy oder f(x,y) = —xy in einer offenen Umgebung von (Z,7). Also ist f
in solchen Punkten differenzierbar. In Punkten (#,0) mit & # 0 ist f nicht partiell bzgl.
y differenierbar, da f(&,y) = |Z||y| hier nicht (gewdhnlich) differenzierbar ist. Analog
sieht man, daf§ f auch in Punkten (0,y) mit ¢ # 0 auf der y-Achse nicht partiell bzgl.
2 und damit auch nicht total differenzierbar ist.

= 0.

ii) Auf den Koordinatenachsen ist f(z,0) = )
0, )

0,y Iso ist f in (0,0) partiell
differenzierbar mit den partiellen Ableitungen 9, f(
f(0.0
(

A
0y(0,0) = 0. Hier ist f auch
= (0,

total differenzierbar, denn mit dem Gradienten V f 0) gilt

f(x7y):f(070)+vf(0>0) x,y)—kw(my)
mit

wlz )l _ |f(@y) = £0,0) = Vf(0,0)- (x,9)] _  |ayl
(@, y)ll2 (2, 9] (22 1 )12

Also ist f in (0,0) differenzierbar mit Ableitung f/(0,0) = V f(0,0) = (0.0).

=0 (z,y) — (0,0).

Losung A.3.9: i) Liegt der Punkt (2,29, 23) auf keiner der Koordinatenachsen (d. h.
Z; £ 0), so ist f(z) = xazy + 23, f(x) = 1129 — 23, f(T) = —2929 + 23, Oder
f(x) = —x129 — 3 in einer offenen Umgebung von (&1, &9, 43). Also ist f in solchen
Punkten differenzierbar.

In Punkten (#,0,23) mit &; # 0 ist f nicht partiell bzgl. z, differenzierbar, da
f(Z1,22) = |#1]||z2| hier nicht (gewdhnlich) differenzierbar ist. Analog sicht man, dass
f auch in allen anderen Punkten (0,9, Z3) mit &5 # 0 nicht partiell bzgl. zo und damit
auch nicht total differenzierbar ist. In Punkten (&, %9,0) ist f nicht partiell bzgl. x5
differenzierbar.

Es verbleibt die Untersuchung der Punkte (0,0, #3) mit 23 # 0. Da hier gilt f(0,h,&3) =
f(h,0,23) = £(0,0,23) ist f bzgl. 1 und x5 partiell differenzierbar. Da ferner f(0,0, z3) =



224 Losungen der Ubungsaufgaben

xg oder f(0,0,23) = —x3 in einer (relativ) Umgebung von &3 ist f auch beziiglich 3
partiell differenzierbar. Der Gradient von f in (0,0, &3) ist gegeben durch

V£(0,0,23) = (0,0, sign(z3)).
Sei 0.B.d.A 23 > 0. Dann gilt fiir h = (hy, hy, h3)T klein genug
f(ha, ha, @3+ h3) = [hihs| + 23+ hy = £(0,0,23) + Vf(0,0,23)h + |hihy|.

Wegen Lm0 % = 0ist f sogar total differenzierbar.

ii) Wie oben erhalten wir totale Differenzierbarkeit in allen Punkten (i, 29, Z3) fiir die
x; # 0. Sein nun genau eine der Komponenten gleich Null. O.B.d.A #; = 0 und %2, 23 # 0.
Dann ist f (&1, &9, Z3) beziiglich xq nicht partiell differenzierbar. Im Fall zweier verschwin-
dender Komponenten, 0.B.d.A &; = &5 = 0 sowie I3 # 0 erhalten wir f(h,0,%3) =
f(0,h,23) = £(0,0,23+ h) = f(0,0,&3) = 0. Somit ist Vf(0,0,&3) = 0. Wir untersuchen
nun die totale Differenzierbarkeit. Es ist

W(h) = f(h’17 h27i'3 + h3) - f(07 Ovi?)) + Vf((), 07£3) = |h1h2(j§3 + h’3)|1/3
Fiir die Folge h,, = (1/n,1/n,0) ist

w(h) _ |as]?
i = f@ nt3 = oo (n — o0).

somit ist f in (0,0, Z3) nicht total differenzierbar. Das selbe Argument angewendet auf
die Folge (1/n,1/n,1/n) liefert ebenso, dass f auch in (0,0,0) zwar partiell aber nicht
total differenzierbar ist.

Losung A.3.10: i) Sei © € M und (2),cy eine Folge in M mit 2 = limy_o 2.
Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f auf M gilt

1F (@) = fa)] < Ljla® — 2],

d.h. die Bildfolge (f(2®)ren ist eine Cauchy-Folge. Thr Limes sei y. Im Falle 2 # M
setzen wir f(z) := y. Dadurch wird eine Funktion f: M — R" definiert. Diese Definition
ist eindeutig, da fiir jede zweite Folge (£)peny mit 2 = limy_o &) die zugehorige
Bildfolge wegen || f(z®) — f(£")|| < L||z™ —£®)|| ebenfalls gegen y konvergiert. Ferner
ist fir © € M automatisch f(z) = f(z). Seien z,& € M und (2™)en, (€5 ey
approximierende Folgen in M . Dann gilt

[F(e) = F©l = Jim [7(®) = FE®)] < L lim [o® ¥ = L]z ~ €.

Die Fortsetzung f ist also Lipschitz-stetig auf M .

ii) Sei 0.B.d.A. M C R™ abgeschlossen und f : M — R™ Lipschitz-stetig (und damit
stetig). Sei (y®)iey eine Cauchy-Folge in f(M) mit Limes y € R™. Die Urbildfol-
ge (™).en hat in der abgeschlossenen und beschrinkten Menge M eine konvergente
Teilfolge (:E(kj))]-eN mit Limes x € M . Fiir diese gilt wegen der Stetigkeit von f:

fa®)) = fl@)=y (5= o).
Also ist y € f(M).
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Losung A.3.11: a) Wir verwenden eine leicht modifizierte Variante der Argumentation
im Beweis des Mittelwertsatzes. Fiir zwei Punkte z,y € D liegen wegen der Konvexitit
von D auch alle Zwischenpunkte z =tx+ (1 —t)y, 0 <t < 1,in D. Wir betrachten die
Funktion ¢(t) := f(z+t(y — x)) fir ¢t € [0,1]. Dafiir gilt:

1
fi) — fi@) = gi(1) - gi<o>:/ /(s) dr/zaflws( )y — ;) ds.
bzw. in vektoriellen Schreibweise

f(y)f(l')/o Je(x+s(y — x))(y — x) ds.

Aufgrund der Schwarzschen Ungleichung gilt fiir (integrierbare) Vektorfunktionen ¢ =

(9i)iey < [0,1] = R:
1 9 1
[a| < [ apas
0 0
und folglich

| [ o= 3] [t <3 [Cacopas= [

Also erhalten wir
1
1£(y) — F@)I3 < / 15+ s(y — )y — 2)|3 ds
1
< / 195 + sty = ) sy = ol < sup 15 ly — =1

woraus sich die behauptete Lipschitz-Stetigkeit mit L-Konstante L = K ergibt.

b) Im Falle einer zu einer beliebigen Vektornorm || - || gehorenden (natiirlichen) Matrix-
norm || - || verwenden wir die Norméquivalenz auf R" |
alzll < lzllz < coflzll, = R,

Damit folgt

1 1 2
1£) = S < S15) = F@) < SK e =yl < 2Ky,
1 C1 C1

d. h. Lipschitz-Stetigkeit mit der L-Konstante L = %K . Alternativ kann man auch die

Abschétzung
1 1
| [ oas] < [ laas
0 0

verwenden, welche analog wie beim Absolutbetrag iiber die Definition des Riemann-
Integrals als Limes Riemannscher Summen und der Dreiecksungleichung bewiesen wird
(Argumentation wiederholen!). Damit folgt dann
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1) = f@)l = | / T+ s(y = @) (y — ) ds| < / 15w+ sy = )y — o) ds

S/O 15z + sy = 2Dl ds |I(y = 2)l| < sup || T @)[ [y = )]l

¢) Zusatzaufgabe: Nach einem Satz des Textes gilt fiir die Spektralnorm einer allgemeinen
Matrix A € K"
| All2 = max {|\['?, X € (AAT)}.

Ferner gilt mit einer beliebigen (natiirlichen) Matrixnorm || - || fiir den Spektralradius
spr(A) := max{|A\|,A € a(A)}
spr(A) < [|A] :

Angewendet auf A := J;(x) ergibt dies bei Beachtung von [|A|. = ||AT||;:
2
175 ()5 = max {|A["2, X € o(J5(2) Jp(2)") }
< 15 (@) T3 (@) Moo < N7 (@) ool 7 (2) oo = N Tp(2) ool Ty () 1
Dies impliziert dann mit Teil (a) die Behauptung,.

Losung A.3.12: Wir setzen = = x9+h und s := (t —z0)/h. Dann ist ¢t = sh+zo und
folglich dt = hds. Mit dieser Substitution erhalten wir

)] " fR)
1@ = T gk RE e o) = 3 T e R (),
k=0 ' k=0 '

mit den Restglieddarstellungen

T r+1 1
Rl (xo; h) = l, / (o =ty oyt = , / (1= 8)"f VD (wo + sh) ds,
! S o
(r+1)
f . _ f (g) r+1
Ry (w03 h) = W(T —x0) ", €€ (w0, ),
_ fUHD (o + 6h) r+1
= S R 0€(0,1).

Losung A.3.13: Mit dem Gradienten V f(z) und der Hesse-Matrix Hy(z) der Funktion
f hat deren Taylor-Entwicklung um den Punkt x bis zum Restglied 3-ter Ordnung die
Gestalt

flw+h) = (@) + (VI (@), b2+ 5(Hy(2)h, h)s + B (2: h).

Der Elemente des Gradienten sind

_ (@it m)—(r1—x)  2m
61f(x) = (xl I 1‘2)2 - (331 + m2)27
Ouf(z) = —(x1 4 29) — (11 —23) =21y

(21 + 22)? (w1 + @)%
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und die der Hesse-Matrix:

a12f(3’7):ﬁ, 8§f(x):ﬁ,
R T e

Ausgeschrieben lautet also die Taylor-Entwicklung um x = (1,1) wegen f(1,1) =0:
hl - h2 1

J(L+hy, 14 hy) = 2t Ity =5h1 — %h2 - éhf - %h% + o(||n]).

Losung A.3.14: Die Funktion F(z) =1In(1+ z) hat um z =0 die Taylor-Reihe

welche fiir |z| < 1 absolut konvergiert und die Funktion darstellt. Mit z := x5 — 2y folgt

also
o0

%m:Z&@:Z“ﬁWMﬂm

k=1 k=1

Diese Reihe konvergiert absolut fiir |xe — 21| < 1, d.h. im Streifen
S={zeR?: |z, — x| < 1}

der (z1,22)-Ebene und stellt die Funktion hier dar. Die Polynome Pj sind “homogen”,
d.h. erfilllen Py(tz) = t*P.(x). Nach einem Satz im Text handelt es sich hierbei also
wirklich um die Taylor-Reihe der Funktion.

Losung A.3.15: a) Die Punkte auf einer Geraden durch den Nullpunkt sind gegeben
durch {t(a,b), t € R} fiir beliebiges (a,b) € R? mit (a,b) # (0,0). Zur Bestimmung
des Minimums von f entlang der Geraden definieren wir g¢(t) := f(ta,tb) = 2(ta)? —
3(ta)(th)* + (tb)* und berechnen

g (t) = 4a’t — 9ab®t* + 4b*t3, g"(t) = 4a® — 18ab’t + 12b*t*.

Es ist g(0) = 0, ¢'(0) = 0, ¢"(0) = 4a®> > 0 fiir a # 0, so dass in ¢t = 0, d.h. im

Nullpunkt, ein (relatives) lokales Minimum von f auf der Geraden vorliegt. Der Fall a =

0 entspricht einer Geraden in xy-Achsenrichtung. Auf dieser Geraden ist f(0,15) = 23,

d.h.: Auch hier hat f ein (relatives) Minimum in (0,0).

b) Die partiellen Ableitungen von f sind
o f(x) = 4y — 323, Oof (x) = —6x179 + 4.

Der Gradient Vf verschwindet nur in (0,0). Die Hesse-Matrix

4 —6 40
Hy(z) = . . H0,0) =
—6xy —06x1 + 12x§ 00
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ist in (0,0) aber nur semidefinit. Es ist f(0) = 0. In (0,0) hat f aber kein lokales
Minimum, da wegen

f(x) =227 — 3w1a3 + 5 = (25 — 1) (25 — 221)

in jeder Umgebung von (0,0) Punkte mit positiven wie auch solche mit negativen Funk-
tionswerten liegen.

Losung A.3.16: Die notwendige Extremalbedingung ergibt einen einzigen moglichen Ex-
tremalpunkt:

Vi) =2) (z-aP)=0 = &=-7% a0
Jj=1 j=1

Die zugehorige Hesse-Matrix H (&) = 2ml ist positiv definit, so dass in & ein Minimum
vorliegt. Dieses ist wegen f(x) — oo fiir ||z[|; — oo auch globales Minimum.

Losung A.3.17: a) Die notwendige Extremalbedingung ergibt genau zwei mogliche Ex-
tremalpunkte:

323 — 91y

Vi(z) = ( ) =0 = 2 =(0,0), 2?=(3,3).

325% — 91‘1

61’1 -9
Hy(z) = ( )
-9 61’2
ist in 2! indefinit (Eigenwerte Ay = +9) und in #® positiv definit (Eigenwerte \; =

9, Ay = 27). Es liegt also in @ ein lokales Minimum und in 2! ein Sattelpunkt vor.
Wegen f(—3,—3) =—108 < 0= f(3,3) ist das lokale Minimum nicht global.

Die Hesse-Matrix

b) Die notwendige Extremalbedingung ergibt unendlich viele mogliche Extremalpunkte:

Vf(x)=<2‘”1_2”“"2>=0 = 1=(6€), EER.

21‘2 - 21‘1

In allen diesen kritischen Punkten ist det H(¢,&) = 0 und daher das Optimalitétskrite-
rium nicht anwendbar. Der Darstellung f(z) = (z; — 2)* + 1 entnehmen wir f(z) > 1
sowie f(z) = 1. Also ist jeder Punkte (£,&) ein lokales Minimum; ein globales Minimum
gibt es nicht.

Loésung A.3.18: Die partiellen Ableitungen der Funktion F(x,y,2) = 23+ (2*+3?)z+1
sind
0. F(1,y,2) =2x2, 0,F(x,y,2) =2yz, 0.F(v,y,2)=32>+2° +y°.

Diese sind offenbar stetig auf R3. Fiir einen festen Punkt (#,9) € R? besitzt die kubische
Gleichung
F(2,9,2) =2+ (#+§)z+1=0
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eine Losung 2. Fiir den Punkt (Z,9,2) gilt notwendig 2 < 0, denn aus Z > 0 folgte
23 > 0 und folglich wegen %2 + 22 > 0 der Widerspruch 0 = F(&,9,2) > 0. Also ist
auch 0,F(%,9,2) = 32 + 2% + §? > 0. Damit ist fiir solche Punkte (#,,%) der Satz
iiber implizite Funktionen anwendbar: Es gibt eine Umgebung U(Z,9) C R? und eine
eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f : U(#, ) — R mit der Eigenschaft
zZ= f(z,9) und
Fle,y, f(z,y) =0, (,y) € U(&,9)-

Diese Argumentation kann fiir jeden Punkt (#,9) € R? verwendet werden. Da sich die

zugehorigen Umgebungen U(Z,y) iiberlappen, ist die Funktion z = f(z,y) eindeutig
bestimmt und iiberall stetig differenzierbar.

Losung A.3.19: Die Funktion f: (0,00) x (0,00) — R sei definiert durch

flz,y) =a¥ —y"

Die Funktion f hat die Werte f(2,4) = f(e,e) = 0. In ihrem Definitionsbereich ist sie
beliebig of differenzierbar mit den ersten partiellen Ableitungen

O f(z,y) = ya?d~t — " In(y), 0O,f(x,y) =aYIn(x)— xy” L.

Offenbar ist Vf(2,4) # 0, so dass nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Gleichung
in einer Umgebung von (2,4) sowohl nach z als auch nach y auflosbar ist. Weiter ist
Vf(e,e) =0, so dafl der Satz iiber implizite Funktionen hierfiir keine Aussage liefert. In
der Tat ist die Gleichung bei (e, e) weder nach = noch nach y auflésbar; der Beweis ist
aber recht technisch (etwas fiir Bastler) und wird hier nicht ausgefiihrt.

Losung A.3.20: Die Abbildung ist stetig differenzierbar auf ganz R? . Ihre Jacobi-Matrix
und Jacobi-Determinante sind

e cos(y) —e”sin(y)
Je(x) =
(@) < e’sin(y)  e” cos(y)

> , det J;(x) = * > 0.

Die Abbildung ist also regulir auf ganz R? | insbesondere auf der gegebenen Menge M :=
{(z,y) eR*: 1 <2 <2, —im <y < im}.Fiir (z,y) € M haben die Bildpunkte (u,v)

die Eigenschaft

2 2z
)

u? +0? = e sin®y 4+ e cos’y = e

d.h.: Sie liegen in dem Kreisring K,,,, C R? mit innerem Radius 7; = e und duflerem
Radius r, = €. Jeder Punkt (u,v) € K,,,, ist Bild eines Punktes (z,y) € M . Diesen
erhélt man durch

u = e® cosy N u? + 0% = e z = $In(u? +0?) € [1,2]

v =e"siny v/u = tany y = arctanv/u € (-3, 3) .

Die Abbildung f: M — K, ,, ist bijektiv. Wegen der Mehrdeutigkeit des Arcus-Tangens
ist die Abbildung im Groflen nicht umkehrbar.
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Losung A.3.21: Gesucht sind z,y,z € Ry mit f(z,y,2) := xyz — max! unter der
Nebenbedingung ¢(z,y,z) = 2+ y + z — a = 0. Die zugehérige Lagrange-Funktion ist

L(z,y,2,\) =2yz + Mz +y+2—a).

Thre stationédren Punkte erhilt man durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

O L(x,y,2,\) =yz+A=0,
Oy L(x,y,2,\) =22+ X =0,
0.L(x,y,z,\) =zy+ A =0,
IWL(z,y,z,\)=x+y+2z—a=0.

Unter der Annahme x,y, z # 0 folgt aus den ersten drei Gleichungen x = y = z und mit
der vierten & =y = z = a/3. Jede weitere Losung mit xyz = 0 ist damit kein Kandidat
fiir ein Maximum.

Losung A.3.22: Die Funktion f ist stetig auf der kompakten Menge K und nimmt
daher dort ihre Extremwerte an.

i) Wir bestimmen zunéchst eventuelle lokale Extrema im Innern der Kreisscheibe:

8 —3
Vi(z) = Y1=0 = 2=(00).
-3z
Die Hesse-Matrix
§ =3
Hi(z) =
£(x) ( a0 )
ist indefinit mit Eigenwerten A\; =9, A = —1; im Innern der Kreisscheibe liegt also kein

lokales Extremum vor, d. h.: Die Extrema von f liegen auf dem Rand.

ii) Zur Bestimmung der Extrema von f auf dem Rand, d.h.: Unter der Nebenbedingung
2% +y? = 1, wird der Lagrange-Ansatz verwendet. Die Lagrange-Funktion ist

L(z,y,\) =42 — 3oy + A\(z® + 3> — 1).
Ihre stationdren Punkte erhélt man durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

0. L(z,y,\) =8z — 3y + 2 z =0,
OyL(z,y,\) = =3z +2\y =0,
WL(z,y,\) =2 +y* —1=0.

Zur Losung dieses nichtlinearen Gleichungssystems formen wir zunéchst die ersten beiden
Gleichungen um zu (fiir = # 0,y #0)

8—3y/r+2\A=0, —3x/y+2\=0,
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woraus durch Subtraktion fiir die neue Variable a := y/x folgt:
8—3a+3/a=0 baw. a*—3a+1=0.

Losung ist ay = %, —3, d.h.: Potentielle Extremalstellen liegen auf den Geraden {y =
%az} sowie {y = —3z}. Beriicksichtigung der Nebenbedingung ergibt daher als Kandida-
ten fiir Extremalpunkte:

o)

g

(@1,9) = (if i\/%*o)v (22,92) = (i% +

Zu diesen gehoren die Funktionswerte
P 12 9 3 I 4 9 13
FlL9) =56~ 15 = 1o f(E,92) = 15+ 15 = 10-

Folglich liegen in (21, 9;) Minima und in (#2,92) Maxima. Dass dies wirklich Extremal-
punkte sein miissen, folgt aus der Tatsache, dafl einerseits solche auf dem Rand existieren
miissen, und andererseits die gefundenen die einzig moglichen Kandidaten dafiir sind.

Losung A.3.23: Zuniichst halten wir fest, dass es zu jedem r € N weniger als n”
Multiindizes o mit |«| =7 gibt. Ferner ist a! fiir solche o minimal, falls alle «; gerade
|7/n| oder [r/n] sind. Somit erhalten wir fiir r = an + b mit a,b € Ny, b < n die
folgende Abschétzung

1he] ||h||oo (nflhlloe)” _ (nllAlloc) ™™
§|: §|: RCE I
a) Damit ist die Exponentialreihe exp((n||h||«)") eine konvergente Majorante fiir die
formale Taylorreihe T (x + h) und es folgt somit die absolute Konvergenz dieser Rei-
he.Ebenso folgt die Darstellbarkeit der Funktion durch die Reihe, da obige Formel insbe-
sondere die Konvergenz des Restgliedes impliziert.

b) Es ist D*f(z) = f(z). Damit ist die formale Taylorreihe von f gerade

=L 0°f(1,0,0) = h
la|=0 ' lajJ=0

Da die partiellen Ableitungen 0% f(x) = f(z) auf jeder kompakten Menge (bzgl.  und
x) gleichméfBig beschriankt sind, folgt die absolute Konvergenz der Reihe. Sie stellt zudem
die Funktion dar.

Losung A.3.24: a) Die notwendige Extremalbedingung ergibt genau zwei mogliche Ex-
tremalpunkte:

3CC% — 161‘2
3z2 — 161,

Vi(z)= < ) =0 = 22U =1(0,0), 2? = (16/3,16/3).
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6.’E1 —16
Hy(z) =
—16 6z,
ist in 2 indefinit (Eigenwerte Ay = £16) und in #® positiv definit (Eigenwerte

A1 = 16, Ay = 48). Es liegt also in 2 ein lokales Minimum und in z® ein Sattelpunkt
vor. Wegen f(—16/3,—16/3) < f(16/3,16/3) ist das lokale Minimum nicht global.

Die Hesse-Matrix

b) Die notwendige Extremalbedingung ergibt genau ein mogliches Extremum

4(.’E1 — $2)3

Vf(l‘) = ( _4(331 - 33'2)3 + 4(332 —1

)3):0 = 2 =(-1,-1).

Da H;(—1,—1) = 0 sind die Optimalitatskriterien nicht anwendbar. Da fir (x1,z,) #
(=1, —1) gilt f(21,29) > 0= f(—1,—1) ist 2! trotzdem ein striktes globales Minimum.

Losung A.3.25: a) Die Abbildung ist stetig differenzierbar auf M. Thre Jacobi-Matrix

und Jacobi-Determinante sind

1
I2+y2

> 0.

x y
_ 2242 224y? —
Jila) = ( o ) L det () =
2+y?  22+y2

Die Abbildung ist also regulér.

b) Das Bild ist gerade B = {(u,v) € R*: 0 <u < 1,—i7 < v < i7}. Zunéchst ist klar,
dass jedes Element aus M durch die Abbildung auf ein Element in B abgebildet wird.
Sei nun umgekehrt u,v in B gegeben, so ist durch

x=—e"cos(v), y=—e"sin(v)

die Umkehrabbildung gegeben. Denn seien (u,v) € B, so ist zunéichst 22+y? = e**(cos?(v)+
sin?(v)) € [0,€?] und x <0, d.h.: (z,y) € M. Ferner ist

arctan(y/x) = arctan(sin(v)/ cos(v)) = v,
fn(2® + %) = w.

Also handelt es sich tatséchlich um die Umkehrabbildung.

Losung A.3.26: a) Der Lagrange-Formalismus besteht in der Aufstellung der Lagrange-
Funktion L(z,\) = f(x) + Ag(z) und der Bestimmung stationérer Punkte von L als
moglicher Extremalpunkte, d. h.: V,L(2,\) + Vo L(2,A) =0.

b) Zur Bestimmung der Extrema von f(z,y) = z —y auf K, d.h. unter der Neben-
bedingung 22 4+ 4> = 1, wird der Lagrange-Ansatz verwendet. Die Lagrange-Funktion
ist

E(T>y7A) :$*y+)\($2+y2 - 1)
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Thre stationédren Punkte (&, 7, A) erhédlt man durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

O L(z,y,\) =142\ =0,
OyL(z,y,\) = —1+2\y =0,
WL(z,y,\) =2° +y* —1=0.

Offenbar muss A # 0 sein. Addition der ersten beiden Gleichungen ergibt also & = —y
und somit mit Hilfe der dritten Gleichung (,9) = (+1/v2,F1/v/2). Fiir die beiden
stationdren Punkte ist

Lésung A.3.27: Wir setzen g(z1, 72, 23) := 23 +23—22—1 und z* = (1,—1,0). Damit
ist dann @ = (z1,22,23) € M genau dann wenn g(z) = 0 ist. Wir stellen ferner fest,
dass

o o
A2 ) = (g )

Da & =(1,0,0) € M liegt, ist inf,ep d(z, 2*) < d(Z,2*) = 1. Es geniigt also

inf  d(z,z")
€MUK (x*)

zu betrachten. Da die Menge M U K;(z*) kompakt ist, gibt es also einen Punkt T € M,

so dass
d(z,z*)= inf  d(z,2") = inf d(z,2")

€MUK (x*) zeM

ist. Wir betrachten daher das restingierte Extremalproblem
min d(z, 2*)? =: f(z), g(z)=0.
z€R3

Da Vyg(x) = 2(x1, 22, —x3) # 0 auf M ist, gibt es fiir ein Extremum z € M von f
notwendig ein A € R, so dass

Vf(x) - AVy(r) =0, g(z) =0
gilt. Durch Einsetzen der Bedingung fiir A erhalten wir
T1(1=AN) =1, Z(l-=X)=-1, Z3(1+X) =0.
Damit gilt notwendig entweder a) A = —1, #; = T, = 3, T3 € R, oder aber b) A # +1,
T3 =0, T1 = 15 = s

Im Fall (a) Folgt aus g(z) = 0 notwendig 22 = —1

—1
Im Fall (b) erhalten wir aus ¢ (z) = 0 die Bedingung

1 -1

0 [ 2 T~ =(2) — _ =(1)

T , ,0), oder z%=-2".
<\/§ V2 >

so dass dieser Fall uninteressant ist.

Da
f@EW) = (V2-1° < (V2+1)° = f(z?)

wird das Minimum in z(") angenommen und es ist

d(M,z*) = V2 — 1.
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A.4 Kapitel 4

Losung A.4.1: Wir setzen

up (t) == u(t), ua(t) :=u'(t),
us(t) == v(t), ug :=v'(t), us(t) :=2"(t), ug(t) = v ().

Das gegebene System 4. Ordnung ist dann dquivalent zu folgendem System 1. Ordnung:

uy (t) = ua(t),

uy(t) = g(t) — bus(t),

us(t) = ua(t),

uy(t) = us(t),

us(t) = ug(t),

ug(t) = f(t) + aus(t) = f(t) + ag(t) — abus(?).

Man beachte, dass fir u”(t) keine eigene Unbekannte eingefithrt werden darf, da es fiir
deren Ableitung keine Gleichung gibt. Wiirde man eine solche durch Differenzieren der
zweiten Gleichung erzeugen, miisste man fiir v zusétzlich dreimalige Differenzierbarkeit
fordern.

Losung A.4.2: a) Wir setzen u; := u und us(t) = «/(t) und erhalten damit das lineare
System

(1) = us(t),
o PO ) )
vl = =iy 2O+ O O =

In Vektorschreibweise lautet dies:

u/'(t) = Au(t) + F(t)

. u () _ 0 p(t) _ RS 0
- (“2@))’ A0 =50 (T(t) q(t) —p’(t)>’ FO=1m (f(t)) '

bl) Einsetzen der Randbedingungen liefert u(0) = B+ 1 = 0, u(n/2) = A+1 =0
und folglich B = —1, A = —1. Die RWA hat also die eindeutig bestimmte Losung
u(t) = —sint —cost + 1.

b2) Einsetzen der Randbedingungen liefert w(0) = B+ 1 =0, u(r) = —B+1 = 1. Die
RWA hat also wegen der sich ergebenden widerspriichlichen Bedingungen B = —1, B =0
keine Losung.

mit

b3) Einsetzen der Randbedingungen liefert u(0) = B+ 1 =1, u(nr) = —=B+1=1 und
folglich B = 0. Die RWA hat also die unendlich vielen Losungen u(t) = Asint+1, A € R.
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Losung A.4.3: Die Methode der Trennung der Variablen fiir Gleichungen der Form v’ =
f(u) = a(t)g(u) fihrt auf die folgende Beziehung zur Bestimmung einer Losung:

u(t) t
/ A= / a(s) ds.
uo g(z) to

a) Fiir die AWA o/(t) = u(t)"/*, ¢ > 0, u(0) = 1, ergibt sich

und damit eine globale Lésung der Form
ut) = (3t+1)""

Diese Losung ist eindeutig, da f(t,2) = 2'/* auf D = {(t,x) € R*|x > 1} einer L-
Bedingung geniigt:

‘11/4_y1/4| < |§|75/4|$—y|7 EG [l’,y], 1 Sl‘<y

Bei =0 gilt aber keine L-Bedingung. Zur Anfangsbedingung u(0) = 0 liefert der o. a.

Ansa( Z ®
! dz 4 3/4
t /0 21/4 3 (t) )

ut) = (30)"°.

d.h. eine Losung der Form

Dazu gibt es noch unendlich viele weitere Losungen:

0 , 0<t<¢c
'U/C(t) = ( - 3C)4/3 )

b) Fiir die AWA /(t) = —sin(t)u(t)?, t >0, u(0) =1, ergibt sich

t u(t) d -1
cos(t)—lz/o—sim(s)ds:/1 §:w+1

und damit eine globale Losung der Form

1
=
u(t) 2 — cos(t)
Diese Losung ist eindeutig, da f(¢,z) := —sin(t)2z? einer lokalen L-Bedingung geniigt.

Zur Anfangsbedingung «(0) = 0 ergibt der o.a. Ansatz wegen der Nichtexistenz des

Integrals
u(t) dz
[ =

keine Losung.
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Lésung A.4.4: a) Zunichst ist die so definierte Losung u € CL[t;, t;41], i = 0, 1. Sowie
nach Definition der Anfangswerte u € Clto, to], und somit wegen der Stetigkeit von f auch
f ( ( ) € C [to,tg} Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung ist also

ft )) ds eine Stammfunktion auf [to, £2], d.h. F'(t) = f(¢,u(t)). Insbeson-
dere 1st F’( ) qtetlg Damlt ist a(t) = F(t) + uo ebenfalls stetig differenzierbar, und es ist
w(t) = F'(t) = f(t,u(t)), d.h. @ ist eine Stammfunktion von f(-,u(-)). Da sich nach dem
Hauptsatz zwei Stammfunktionen nur um eine Konstante unterscheiden ist @(t) —u(t) = ¢
fir alle t € [to, t2]. Da @(to) — u(ty) = 0 sind diese also identisch.

b) Sei u eindeutige Losung der AWA. Angenommen, die Folge (u”);~¢ konvergiert nicht
gegen u . Dann gibt es eine Teilfolge (u");cy , welche entweder divergiert oder gegen einen
von u verschiedenen Limes konvergiert. Nun ist natiirlich auch diese Teilfolge gleichgra-
dig stetig, so dass Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli die Existenz einer weiteren
Teilfolge (u")jen von (u);ey liefert, welche gleichméBig gegen eine stetige Funktion v
konvergiert, welche wieder Losung der AWA ist. Wegen deren Eindeutigkeit muss dann
v = u sein. Dies widerspricht aber der Annahme iiber die Folge (u"i);cy .

Losung A.4.5: Nach dem Existenzsatz von Peano und dem Fortsetzungssatz existiert
eine lokale Losung u(t) der RWA mit einem ,maximalen“ Existenz(halb)intervall I, =
[to, ) . Dabei ist entweder ¢, = oo, d.h.: u ist globale Losung, oder im Falle ¢, < oo
wird maxy, g [Ju|| unbeschrénkt fir ¢t — ¢, .

Sei u eine (zunéchst) lokale Losung der gegebenen AWA mit maximalem Existenzintervall
[to, t.) . Wire nun ¢, < oo, so miisste gelten max [[u(t)|| — oo (t — t.). Auf dem Intervall
[to, t.] sind die stetigen Funktlonen A(t), B(t) gleichméBig beschrinkt durch Konstanten
A,, B, . Fir jeden Zeitpunkt ¢ < ¢, ist dann

t) = ug +/0 f(s,u(s))ds

und folglich wegen der Annahmen an f(¢,z):

t t
@)l < ol + / 1 (s, u(s)]| ds < [luoll + / LA(S) ()] + B(s)} ds
t
< Jluol + A. / lu(s))ll ds + Bu(t. — to),
0
Mit dem Gronwallschen Lemma folgt hieraus

lu®)] < e {Jluo|| + B.(t. — to) }.

Dies bedeutet aber, dass ||u(t)|| bei Anndherung an ¢, beschrénkt bleibt, im Widerspruch
zur Annahme.

Losung A.4.6: Die Funktion f(¢,2) in der Differentialgleichung ist in beiden Fillen
stetig auf D = R! x R!, so dass der Existenzsatz von Peano anwendbar ist.
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a) Die Funktion f(t,x) = —2° 4+ z ist lokal L-stetig. Die lokale Losung der AWA ist also
eindeutig bestimmt. Wegen

1d

iauQ =vu=—1v’u—u><0
ergibt sich u(t)? < u(0)? = 1,t > 0, d.h. die gleichméBige Beschrinktheit der Lésung
und damit ihre globale Existenz. Weiter besteht die Monotonieeigenschaft

—(—2"—z+y’+y)(z—y) = (2—y) (@ + 2y + 27 + 2y’ +y" ) (a—y)+ (z—y)* > (z—y)?,

d.h.: Die AWA ist monoton und die globale Losung folglich exponentiell stabil.

Es bleibt noch zu sehen, dass g(x,y) = (z* + 23y +2%y* + 2y® +y?) > Ov ist. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dass g(z,0) = 2* > 0. Wir betrachten nun die Geraden y = az mit
beliebigem aber festen a € R. Entlang einer solchen geraden ist g(z,ax) = 2*(1 + a +
a’*+a®+a*), d.h.: Um zu zeigen, dass g(x,y) > 0 ist geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes
a € R die Funktion f(a) = (14 a+ a®+a®+a*) > 0 ist.

Wir zeigen die stérkere Aussage f(a) > 0. Da offenbar f(a) > 1> 0 fiir a > 0 geniigt
es @ < 0 zu betrachten. Angenommen es gébe ein solches a < 0 mit f(a) = 0, so gilt
(Multiplizieren mit a=*) f(a™!) = 0. Es geniigt also, a € I = [—1,0) zu betrachten. Da
nun fir a € I gilt |a| <1, |a]®* < a|? ist also f(a) > 0 fiir a € [ im Widerspruch zur
Annahme dass f(a) = 0. Daher ist f(a) > 0 fiir alle a € R.

b) Die Funktion f(¢,z) =sinx — 2z ist global L-stetig:

|sine — 2z —siny + 2y| < (I?a]qu|cos§| +2)|z —yl,
€

so dass eine eindeutig bestimmte globale Losung existiert. Wegen (Youngsche Unglei-
chung)

1d 1 1 d
§£u2+2u2:u’u+2uu:usinu§§u2—|—§, %u2—|—3u2§1
erschliefft man wie im Text die Beschrinktheit der Losung. Weiter gilt

—(sinz — 2z — siny + 2y)(z — y) > 2|z — y|* — Igliﬂg(cosﬁ) lz —y|? > |z —y|%
€
d.h.: Die AWA ist monoton und die globale Losung folglich exponentiell stabil.

Losung A.4.7: Wir definieren fiir ¢t > t, die Hilfsfunktionen
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und folglich

Also ist () Losung der linearen AWA

¢'(t) = alt)e(t) +a)v(t), t=to, ¢@(t)=0.
Durch Nachrechnen verifiziert man, dass

ga(t):exp( [ ta(s) ds) [ texp(— /t sa(r)dr)a(s)w(s) ds .

0 0 0

Wegen a(s) > 0 und ¥(s) < b(t) folgt

(t) < b(t) Cxp(/tta(s)ds) /tt { . %Cxp( _/t

0 0 0

< b(t) exp( / t a(s)ds) —b(1).

to

S

a(r)dr) } ds

Das ergibt schliellich mit der Voraussetzung

w(t) < p(t) 4+ b(t) < b(t) exp(/ta(s)ds> .

to

Losung A.4.8: a) Nach dem Existenzsatz von Peano und dem Fortsetzungssatz existiert
eine lokale Losung u(t) der AWA mit einem “maximalen” Existenz(halb)intervall I, =
[to,t*). Dabei ist entweder t, = oo, d.h.: u ist globale Lésung, oder im Falle ¢, < oo
wird maxy,  [|u|| unbeschrinkt fiir ¢ — ¢, .

Sei u eine (zunéchst) lokale Losung der gegebenen AWA mit maximalem Existenzintervall
[to, ts) . Wire nun t, < oo, so miisste gelten max ||u(t)|| — oo (¢t — t.) . Auf dem Intervall
[to, t+] sind die stetigen Funktionen «(t), 5(t) gleichméBig beschrankt durch Konstanten
A,, B, . Fiir jeden Zeitpunkt ¢ < ¢, ist dann

)= o+ [ 5,005 .
und folglich wegen der Annahmen an f(t, x)o :
O < ol + [ 1ol as < ol + [ (o)l + 5} as
<l + 4. [ (o)l + Bt = 1),

Mit dem Gronwallschen Lemma folgt hieraus

(@)l < @ { uol] + B.(t. — t0)}.
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Dies bedeutet aber, dass ||u(t)|| bei Ann&herung an ¢, beschriankt bleibt, im Widerspruch
zur Annahme.

bi) Es ist

£t @) < [l V2 + [ sin(t)][] < [¢](J2a] + 1) + sint)]as] < (|¢] + [sin(@)]) [l + [
Und somit ist f; ist linear beschrankt mit

a(t) = ([t +|sin(t)]),  B(E) = [].
Da f; lokal Lipschitz-stetig ist, solange x; # 0, ist die Losung eindeutig solange u;(t) # 0
ist.
bii) Hier ist
1ot )] < e g [(1 4+ 23) ™ < e+ || < [l +e.

Also ist mit «(t) =1 und 5(t) = e auch fy linear beschrénkt. Da f, global Lischitz-
stetig ist, ist die Losung der AWA stets eindeutig.

Losung A.4.9: a) Die Matrix-Reihe

etA = EAIC
k=0

konvergiert fiir alle ¢ € R und zwar gleichmiflig fiir ¢ € [to, to + T . Die Ableitung erhélt
man durch gliedweise Differentiation zu

thiooktk_lAkiAmtkAkiAtA
i T T A AL A A
=1 =0

wobei die Ableitungsreihe wieder fiir ¢ € [tg, {0+ T gleichméBig konvergiert. Folglich sind
die beiden Grenzprozesse ,,Differentiation und ,,Summation® vertauschbar. Ferner ist

d t t
— / =) ds = A / et )4 ds +b.
dt J,, o

Also ist fiir die angegebene Form von u(t):

d t
4y — (t—to)A (t—s)A
u'(t) o (e uy + /to e bds)

t
= Aelt=t) Ay 4 A/ e Db ds 4+ b= Au(t) + b,
to

d.h.: w erfiillt die Differentialgleichung und wegen u(ty) = uy auch die AWA.

b) Im nichtautonomen Fall A(t), b(t) machen wir den Ansatz

u(t)zexp( /t A dr) [uo+ /t exp<— / " A dr)b(s) ds]

0 0 to

t

Nachrechnen ergibt, dass hierdurch eine Losung der AWA gegeben ist.
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Losung A.4.10: a) Eine Differentialgleichung

u'(t) = f(t u(t))

heifit (stark) ,monoton, wenn gilt:

7<f(tv'r)7f(t7y)7x7y> Z’)/foy‘lg, :L',yGRn.

Monotone AWA mit supycp, o) [lf(2 0)[l2 < oo haben nach dem Globalen Stabilitétssatz
aus dem Text globale, gleichméflig beschréankte Losungen.

Fir f(t,x) :== A(t)z + b(t) gilt, wenn A(t) gleichmiBig fiir ¢ > ¢, negativ definit ist:

—(f(t.2) = f(ty),x —y) = —(At) (@ —y),2 —y) = vz —yll3, ¥R,
d.h.: die AWA ist ,monoton“. Dabei ist v = infi>¢ { A|A € o(—A(2)) }.

b) Die Matrix —A ist symmetrisch. Angenommen es gibe nun einen Eigenwert A < 0
von —A mit zugehorigem Eigenvektor w. Dann gilt:

Aw = \w.

Sei nun ¢ ein Index, so dass fiir die Komponente w; von w gilt |w;| > |w;| fiir alle
j=1,...,d. O.B.d.Asei i #1, i #n und w; >0 dann ist

im Widerspruch zur Annahme. Die Matrix A ist also negativ definit.

c¢) Weiter gilt im Falle sup,~, [|b(t)]|2 < oo
sup || f(£,0)]|2 = sup [[b(#)[|2 < oo,
t>1o t2to

d.h.: Die Losung der linearen AWA ist gleichmifig beschrankt.

Losung A.4.11: a) Einsetzen der Randbedingungen liefert «(0) = B+1 =10, u(7/2) =
A+ 1 =0 und folglich B = -1, A = —1. Die RWA hat also die eindeutig bestimmte
Losung u(t) = —sint — cost + 1.

b) Einsetzen der Randbedingungen liefert u(0) = B4+ 1 =0, u(r) = =B+ 1 = 1. Die
RWA hat also wegen der sich ergebenden widerspriichlichen Bedingungen B = —1, B =0
keine Losung.

c) Einsetzen der Randbedingungen liefert u(0) = B+1 =1, u(r) = =B+ 1 =1 und
folglich B = 0. Die RWA hat also die unendlich vielen Losungen u(t) = Asint+1, A € R.

Losung A.4.12: Die RWA ist nach einem Satz aus dem Text genau dann eindeutig
losbar, wenn das zugehorige homogene Problem mit f = 0, g, = 0 und g, = 0 nur die
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triviale Losung v = 0 besitzt. Sei also v eine Losung des homogenen Problems. Wir
multiplizieren die Differentialgleichung mit v und integrieren iiber I und erhalten

/—(pv')'vdt+/qv'vdt—l—/r\v|2dt:0,
I I I

sowie nach partieller Integration
b
/p|v'|2 dt — pv'v| — /qv’v dt + /7’|v|2 dt = 0.
g JI I

I ——
=0

Da die Poincarésche Ungleichung nur fiir Funktionen mit Nullrandwerten bewiesen wurde,
kann hier nicht weiter vereinfacht werden Trotzdem kénnen wir bereits hieraus den ersten
Satz von hinreichenden Bedingungen fiir die Losbarkeit der Neumannschen RWA ableiten:

In diesem Fall ist wegen

/r|v|2dt <0
I

und 7|v|*> > 0 notwendig v = 0, was zu zeigen war. Im Fall ¢ # 0 miissen wir an-
ders argumentieren. Der betreffende Term kann diesmal nicht wie im Fall von Dirichlet-
Randbedingungen durch partielle Integration vereinfachen; stattdessen wenden wir auf
ihn die Youngsche Ungleichung an:

1
,dt‘</{g ne 4 2}dt
| [atodd] < [ {Glal?+ 5lal}

mit einer beliebigen Funktion « : I — (0,1). Mit dieser Abschitzung folgt

J o= Sl [{r-ghlfupa <o

Hieraus entnehmen wir als Losbarkeitsbedingung die Existenz einer Funktion « : I —
(0,1), so dal auf I gilt:

Losung A.4.13: Im Text wurde fiir die Losung « der RWA die folgende L2-Abschiitzung
bewiesen:

lullz + 1 ll2 + a2 < e{llfll2 + 1gal + g6l }-

Aus der Differentialgleichung entnehmen wir die Abschétzung

[ lloe < 1P I{I flloo + Nl = 2 lloollt | + 17 1o 2o }-
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Es bleibt also nur noch [Ju|le und |[v|« abzuschitzen. Dazu verwenden wir Sobolewsche
Ungleichungen. Fiir ¢,s € I gelten die Beziechungen

u(t) = u(s) — /st u'(r) dr, u'(t) = u'(s) — /St u"(r) dr,

woraus durch Integration iiber s € I folgt:
u(t)] < /|u(s)|ds+(b—a)/|u’(r)\d7“,
I I
W (8)] < /|u’(s)|ds+(bfa)/|u”(r)]dr.
I I

Bei Maximumsbildung iiber ¢t € I links und Anwendung der Holderschen Ungleichung
rechts ergeben sich die (eindimensionalen) Sobolewschen Ungleichungen

lulloo < (0= a)"2|lullz + (b — ) /2|12,

['lloe < (0 =)™ 2]l |2+ (0 = a) 2 [z

Also gilt auch

lullse + 1t lloe < er{I1fll2+ 1gal + 9o} < ca{llflloc + |al + lgs]}

mit gewissen Konstanten ¢; > 0.

A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: Die Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir eine Abzéhlung
{rj};jen der rationalen Zahlen im Intervall I = [0,1]. Sei Ay := {r; : j > k}. Dann
enthdlt A, alle rationalen Zahlen in I bis auf endlich viele. Also ist A, = I und daher
|Axl, = 1 fiir alle k. Es ist aber A := NgenyAr = 0 und somit |Al, =0.

Losung A.5.2: i) Die Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachten wir eine Abzéhlung
{rj}jen der rationalen Zahlen im Intervall I = [0,1]. Sei Ay := {r; : j > k}. Dann
enthilt A, alle rationalen Zahlen in I bis auf endlich viele. Also ist A, = I und daher
|Axls = 1 fiir alle k. Es ist aber A := NgenAr = 0 und somit |[Al, =0.

ii) Die Aussage ist richtig, nach Lemma 4.2.ii)

iii) Die Aussage ist falsch, denn sei M die Menge aus (i), dann ist

1= [M°UOM|, < [M°|, +0M], = |9M],.

iv) Fiir den ,inneren® Jordan-Inhalt ist |M|]; = |[M°|; nach Lemma 4.2. Durch Betrach-
tung der Menge M aus Beispiel (i) erhilt man sofort

O - |M0|i - |M|Z < |M|Z - |8M|Z =1.

v) Im Falle quadrierbarer Mengen M ist nach Satz 4.4 [0M]|, = 0, und somit (Lemma
4.4) |M|=|M°| = |M|.
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Loésung A.5.3: Wir verwenden die Charakterisierung des Jordan-Inhalts als Limes der
Inhalte von Wiirfelsummen. Wegen der Quadrierbarkeit der Mengen M und N gilt nach
einem Resultat der Vorlesung:

IM| = lim |Mg|, [N|= lm |Ng|.
k—o0 k—r00

Seien Wi und W;* die Mengen der Wiirfelsummen k-ter Stufe in R™ bzw. in R™.
Weiter ist

(MXN)]C:U{WEWI?XWZ”WCMXN}:UJ/VZ
:U{UXVEW,?XW,TUCM7VCN}:UZ,](UZXVJ):M;CXN;C

Der Inhalt von Wiirfeln W =U x V e Wi x Wi ist |W| = |U||V]. Also folgt:
[(M X N )yl Z\W| Z|U||V| DU Vil = My [N,
i J

Grenziibergang k — oo ergibt dann die behauptete Produktformel.

Losung A.5.4: Die Funktion f ist auf jedem (kompakten) Teilintervall I, := [e,1] (0 <
e < 1) stetig. Nach einem Satz des Textes ist daher ihr Teilgraph G.(f) := {(z, f(x)) €
R?: z € 1.} eine 2-dimensionale Nullmenge. Wegen sup,;|f(z)] < 1 ist der gesamte
Graph G(f) in der folgenden Vereinigungsmenge enthalten:

G(f) c SE = GE(f) U {(xuy) € R27 T e [036]7y € [_17 1]}
Fiir den dufleren Inhalt dieser Menge gilt:
IG()la < [5cla S1G(f)la+2e =0 (e —=0),

d.h.: G(f) ist eine Jordan-Nullmenge.

Losung A.5.5: Wir verwenden, dass eine Menge genau dann quadrierbar ist, wenn ihr
Rand eine Jordan-Nullmenge ist. Der Rand der Einheitskugel K ln)(O) des R" wird durch
den oberen und den unteren Teil

Iy ={zeR": ||zl =1,z, > 0}, . ={zeR": ||lz|2=1,2, <0}

itberdeckt. Diese lassen sich als Graphen der stetigen Funktionen
n—1 1/2
fo@) = £ (1=30a2) 7, o = () R
i=1

iiber der kompakten Menge K §n—1)(0) darstellen. Folglich sind sie beide Nullmengen. Als

endliche Vereinigung von Nullmengen ist also der Rand von K 1(n) (0) Nullmenge und somit
quadrierbar.
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Losung A.5.6: a) Seien Z; Zerlegungen von D = [0,1]> C R? der Feinheit v/227% | die
man durch sukzessive Kantenhalbierung erhélt, d. h. Z, besteht aus den Intervallen

I =i — D275 27 < [(j— 127, 5274, dj=1,...2% [If] =272,

Die Funktion f(x,y) = xy ist jeweils monoton wachsend in den beiden Variablen z und
y . Fiir die Ober- und Untersummen zu den Zerlegungen Zj gilt damit:

2k
= ko _ 2k ak
Sz (f st;pf ]’j722k2k2 =27 Zzy
3,j=1 7,j=1 3,j=1
a2 @ 1?11 1
=2 2T Ty T T o
j=1
und entsprechend
2k 2’f—1i 1 2k—1
_ k| _ - ak
Sz (f) = Z g}{ f(z )‘[z’,j = Z ok ok =27 Z ij
ij=1 i,j=0 i,j=0
R e L s S 1
=2 9 J= T o T okl T gz
7=0

Fiir k¥ — oo konvergieren die Ober- und Untersummen gegen den gemeinsamenLimes

:.
Also ist f(x,y) = xy iiber D = [0,1]? R-integrierbar mit dem Integralwert

[ v =

Auf dem Wiirfel D = [—1,0] x [0,1] erhalten wir durch analoge Argumentation

/ ryd(z,y) = —1.
D

Wegen der Symmetrie folgt damit

/ zyd(z,y) = 0.
(1,12

1 1 1 1172
/ xyd(x,y):/ / mydwdy:/ Y—
1,12 —1Ja 12

Losung A.5.7: Da f R-Integrierbar ist, ist notwendig f beschriankt, d.h. es gibt ein
K € R, so dass |f(z)] < K. Die Funktionen ¢;(z) = |z|™ und pa(z) = exp(x) sind
stetig differenzierbar und daher auf der kompakten Menge {z € R||z| < K} L-stetig.
Nach Lemma 5.8 ist daher die Komposition ¢; o f mit i = 1,2 R-Integrierbar.

b) Es ist
1

dy = 0.
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Fiir die Betrachtung der Wurzelfunktion bemerken wir zunéchst, dass nach Lemma 5.8
mit f auch max(|f],e) fiir beliebiges ¢ > 0 R-Integrierbar ist. Damit ist dann ¢ <
| max(|f|,e)] < K und somit ist g.(z) = \/max(|f(x)],e) ebenfalls R-Integrierbar. Ferner

ist g — ve < /|f] < g.. Damit folgt
[ a@ar-pk< [ Vi@l [ g
D D D
[ a2 [ Vif@lde< [ g
J p J p 4 p
Wir erhalten somit

o< [ Vi@la- | Gl < [ gwar- [ 0(a) o+ Dl = Dl

also die R-Integrierbarkeit von +/|f(z)].

Losung A.5.8: a) Die Menge M = {(z,y) € RxR: 0 <z < 7,sin(z) <y <
sin(z) 4+ 1} liegt zwischen den Graphen der Funktionen

f(z) =sin(z), g(x)=sin(z)+1, x€]l0,n].
Fiir ihren Jordan-Inhalt gilt daher:

M= [ ) =gt da = [(1do =
b) Die Menge M ist gerade gegeben durch
M ={(z,y) eR¥}|z|| <1} = ||(z,y) eER} -1 <2 <1, —~1+2*<y<1-2*}
Ihr Jordaninhalt ist daher:
M| _/11(1—x2)—(gﬂ—1)dx_2/11(1—x2)dx_2(x—@f) 11 —92-2) =5,

c) Die Menge M ist unbeschrinkt. Somit ist sie nicht quadrierbar. Wir betrachten daher
die ausschopfende Folge

M, :={(z,y) eR’|0<z<n, 0<y<e "}

Fiir diese ist
=1—e"—=1(n— o0).
0

| M, | :/ e dr = —e"
0

Losung A.5.9: Da f und g R-Integrierbar sind, gilt dies nach Lemma 5.8 auch fiir fg und
|f]? sowie |g|%. Sei nun Z irgendeine Zerlegung von D. Dann ist nach der Schwarzschen-
Ungleichung

1/2 1/2
IRS2(f9) < (RS2(111)  (RS2(9P)
und die Behauptung folgt durch Grenziibergang |Z| — 0.
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Losung A.5.10: Fiir die beschrinkte Funktion f seien a := inf,cp f(z) und g :=
sup,ep f(x). Auf dem kompakten Intervall I = [, 5] sind die Funktionen ¢;(z) := 2?

und ¢p(x) := e* Lipschitz-stetig. Nach einem Satz aus dem Text sind die Funktionen
F:= fP und F := ¢/ folglich R-integrierbar.

Losung A.5.11: Die Menge M = {(z,y) e RxR: 0 <z <1, 2% <y < 22} liegt
zwischen den Graphen der Funktionen

flx) =2 gx)=2 x<€]0,1].

Fiir ihren Jordan-Inhalt gilt daher:
1 1 [
M= [ (@ - gy = [ (@ —ahde =it =

Losung A.5.12: Das Problem liegt darin, dass die Funktion g(x,y) offenbar in (z,y) =
(0,0) nicht stetig ist. Fiir y # 0 sind aber dennoch die Integrale

1 L gy
= x,y)dr = 5 dr
f(y) /0 g9(z,y) /0 (22 + 12)?
als normale R-Integrale definiert. Fiir y = 0 ist sein Wert trivialerweise f(0) = 0.
Dasselbe gilt fiir die Integrale {iber die Ableitung
(2% +9%)*3xy® — wy®2(2® + )2y 32y’ —ay!
(a2 +y?)4 (@)

Oy, y) =

Also ist L
£7(0) = / 0yg(z,0) dz = 0.
0

Dagegen ergibt sich

und folglich

Losung A.5.13: Aus der Differenzierbarkeit folgt

1 w(y+h) »(y) () z,y+h) — f(z,
E{/ f(x,y—i—h)dx—/ f(:v,y)dx} :/ @y f)L f(@,y) dx
Y(y+h) ¥(y) Y(y)

1 [ely+h) 1 [Ylth)
*E/ f(x,y—kh)da:—ﬁ/ @,y + h) da.
() Y(y)
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Fiir h — 0 geht die rechte Seite unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Intgeralrech-
nung in die folgende Form {iber:

(v) _

= /(,, 0, f () d + lim f(&1,y + by LY =0W)
¥(y) h=0 h

Y(y +h) — w(y).

= lim f(&,y + h) Y

Daraus folgt die Behauptung wegen lim; o0& = ¢(y) und limy_,0& = ¥(y) und der
Differenzierbarkeit von ¢ und 1.

Losung A.5.14: Die Funktion

Y

f(w»y):m

ist auf D = [0,1] x [0,1] beschriankt und R-integrierbar. Folglich ist der Satz von Fu-
bini anwendbar. Wegen der einfacheren Form der Stammfunktion ist es am giinstigsten,
zunéchst bzgl. y zu integrieren. Dies ergibt:

1 1 1

y 1 1
J = 5 dy ) dx = — d
/0 (/0 e ) /0 (e )™

- [111(3;4- \/:1:27—0—1) —In(z + m)}; =In <ii£)

Losung A.5.15: a) Sei nun angenommen, dass F(]|z|2) R-integrierbar ist. Zunéchst
einmal ist die Abbildung (r,0) — (z,y) := (rcos(d),rsin(0)) =: ®(r,0) auf dem Intervall
S = (r,R) x (0,0) stetig differenzierbar, bijektiv und L-stetig. Da ®(S) = D und
| det ®'(r,0)| = r ist nach dem Transformationssatz

J:/DF(|x||2)dx:/SF(T)|det¢)'(r79)|d(r79):/F(r)rd(rﬁ)

S

Anwendung des Satzes von Fubini auf S = [r, R] x [0, 0] liefert

J—/02W</TRF(r)dr) dh.

Man beachte dabei, dass die Funktion 6 — fTR F(r)dr R-integrierbar auf [0,2n] ist.

b) Transformation der Integrale auf Polarkoordinaten (r,6) € Ry x (0,27) und Anwen-
dung des Satzes von Fubini ergibt

2 2 1 2
= —rdr)df =2rl
Ji /0 (/1 a7 r) 7 In(r)
27

= 27 In(2),

1

Jy = /0 (/01 cos(r?) rdr)d@ = wsin(r2)‘: = msin(1).
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Losung A.5.16: Wir berechnen die Integrale auf ausschopfenden Teilmengen D. C
D, welche positiven Abstand zu den ,singuldren* Punkten der Integranden haben und
untersuchen den Limes fiir ¢ — 0. Alternativ betrachten wir fiir unbeschréanktes D
ausschopfende beschrankte Teilmengen Dy C D und untersuchen den Limes fiir N — oo.
Existiert dieser, so existiert das Integral als uneigentliches R-Integral. Durch Transforma-
tion auf Polar- bzw. Kugelkoordinaten und Anwendung des Satzes von Fubini ergibt sich:

2T 1
a) / / / —drdﬁ—?ﬁlnr
K® 0)\Kx2 (0) Hx||2
27
/ / / / r Sm(pdrd(pd@—llﬂ( %) = 47 (N — o0);
K o)\K(”(o) H93||2

2 1—¢ 1—¢ r
/ / / dr df = 27r/ dr;
K2 (0) 1- H1H2 0 I—r

1 27
/ —dx:/ / %drd@zQﬂln(N)%oo(N%oo).
K o Ji1 T

@ 0)\Kx?(0) (E4lE;

= —27rlne — oo (e — 0);

Das letze Integral in (¢) wird abgeschiitzt durch

1—¢ 1/2 1-e
/ ! dr:/ ! dr+/ ! dr
o 1l—r 0o 1—7r 12 L=

1-e 1 1—e¢
> ;/1/2 l_rdrz—%ln(l—r)’l/2 =1In(1/2) — {Ine.

Also existiert Jy als uneigentliches R-Integral, wihrend die Integrale J;, J; und J; nicht
existieren.

Losung A.5.17: Transformation der Integrale auf Polarkoordinaten (r, ) € Ry x (0, 2m)
und Anwendung des Satzes von Fubini ergibt

le/:w(/iirdT)dé’:?ﬂ,
ng/o%(/oleﬂrdr)cwzﬂerz:

Losung A.5.18: Es ist zu zeigen, dass F(x) = F(2/) fiir z, 2" € R* mit ||z| = ||2'] .
Ist [|z|| = ||2/||, so gibt es eine orthogonale Matrix S € R™*"™ mit 2’ = Sx. Also geniigt
es zu zeigen, dass F(Sz) = F(z) fiir jede orthogonale Matrix S . Orthogonale Matrizen
haben die Determinate det S = +1. Wegen der Rotationssymmetrie von f und g folgt
nach der Substitutionsregel mit y' := Sy:

x%iéfwww—@dyiéf@wmﬂy—@wy

—Aﬂ%M%—%Wmﬂw—Aﬂwmﬂﬁ@@—ﬂﬁ)

=n(e—1).
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Losung A.5.19: Sei # € R? und (2%),ey eine gegen z konvergierende Folge. Die
Riemann-integrierbare Funktion f ist beschrankt.

i) Im Fall z ¢ K ist 2F ¢ K fiir k > m € N. ist die Funktion g¢(z,y) := ||z — y[| ™!

gleichmiBig stetig auf der kompakten Menge K x {z,z™, 2™ ...} . Damit konvergiert

sup

=0 (k— o0)
yeK ‘ IIw’“ —ull Hx il ’

und folglich

|F(xk)_ ()|<sup|f |/}||xk—y| ”x_y”‘dt—)() (k — o0).

ii) Sei nun z € K . Fiir beliebiges € > 0 gibt es ein k. € N, so daB |z — 2| < e fiir
k > k.. Mit der Kreisumgebung K. (z) spalten wir auf geméis

1
|F(a*) = F(2)| < sup £ (y) i
ven T e ke —yn ||z—y||
+sup|f |’/ ‘ - ‘dt
Koe(z)NK [|z* — |a:—y||

Das erste Integral geht gegen Null mit derselben Argumentation wie in (i), da x, 2% ¢
K\ Ks.(x) fir k> k.. Das zweite Integral geht gegen Null wegen

/ ke </ /%/35 drdf = 6
ok —y| Y= rdf = 6re
Koe(z)NK ”mk _y” Kae (2F) ||a:k —y”

und analog fiir das Integral iiber ||z —y|~'.

Losung A.5.20: Der Ursprung des Koordinatensystems liege im Mittelpunkt der Kugel
und die positive x3-Achse gehe durch den Massepunkt z, d.h.: = (0,0,7n). In diesem
Koordinatensystem gilt fiir die von der Kugel auf den Massepunkt ausgeiibte Schwerkraft
F1(00,m) = F5(0,0,n7) = 0. Die z3-Komponente der Kraft ist

n—ys
F3(0,0,n) = —v / -
(0,0.m) P W+ B+ (= y)?)P2

/ d 1 ;
=0 | — y.
O Jic dn (3 + 3 + (1 — y3)?) 12

Die uneigentlichen R-Integrale existieren nach einem Resultat im Text. Ferner kann man
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Differentiation und Integration vertauschen. Ubergang zu Zylinderkoordinaten ergibt

d R VRZ2—z r
F5(0,0 =2 — drdzdf
3(0,0,7) ’Ypoﬂdn /R/o (7.2_|_(77_Z)2)1/2 raz

2 d /R / T d (r* + (n —2))Y2drdz
= ’]Ti —_— J—
YPo an ) r ) dr n

9 d /R /\/3222 d (2 + (5 — 22 dr dz
= m— —_— J—
YPo an ) r ) dr n

d R
2y [ (B =2+ =) = (0= )7 d
nJ-r
d [f 2 2\1/2
:27p07rd—/ (R* = 2nz+n*)'"? = |n — z]) d=.
nJ-r

Die beiden Terme rechts werden separat berechnet (beachte 0 <7 < R):

f 1 R
/ (R2 —2nz + 772)1/2 dy — 737(]%2 ozt 712)3/2‘

R Ui —R
1
— _?((RQ _ 277R + ,'72)3/2 _ (R2 + 27]R+ 7]2)3/2)
Ui
1
= —%((R —n)* = (R+n)°)
1 ) ) ) )
= —%(RS —3R*n+3Rn° — 1’ — R® = 3R*) — 3R” —1°)
= i(6R2n +2n%) = 2R* + 27}2
3n 3"’

sowie
" K f 1 2] 1 o|
/ IW*ZIdZZ/ (n*Z)dZ+/ (z=mdz=—5n =27 +5(z-mn) ‘
_R _R n R n
1 1
= 5((17+R)2 +(R-n)*) = 5(772 +2nR+ R* + R* = 2Rn +n*)
= R+ 1.
Zusammenfassung dieser Beziehungen ergibt:

d 2 4
F3(0,0,n) =2 —OR2+ P —RP—p?) = —— .
5(0,0,7) 7T’Vpodn( + 31 n’) - 1Poll





