5 Das n-dimensionale Riemann-Integral

In diesem Kapitel wollen wir die Integrationstheorie fiir Funktionen f: D C R* — R
entwickeln. Die Integration hat viel mit der Messung des Inhaltes von Punktmengen zu
tun. In der Tat kann der ,Inhalt“ einer Menge D C R™ als das Integral iiber deren
,charakteristische Funktion“ yp auf einem n-dimensionalen Intervall I O D definiert
werden:

1, zeD,

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil der Kiirze, erscheint aber weniger systematisch.
Daher werden wir im Folgenden den klassischen Weg beschreiten und zunéchst den , In-
halt“ (bzw. das ,Maf}“) einer Punktmenge des R™ definieren und darauf aufbauend das
Riemann-Integral iiber derart ,,quadrierbare” (bzw. ,,meBbare*) Mengen entwickeln.

D] - / \o (@) da.

5.1 Inhaltsmessung von Mengen des R"

Ziel der folgen Uberlegungen ist es, fiir eine moglichst grofie Klasse von Teilmengen
M C R"™ so etwas wie einen ,Inhalt“ (oder ,Maf“) |M| zu definieren. Dabei sollten
die folgenden, aus der Anschauung abgeleiteten Eigenschaften vorliegen:

(I1) Positivitdt:  |M| > 0.

(I2) Bewegungsinvarianz:  |[M| = |M'|, wenn M und M’ isometrisch (kongruent) sind,
(d. h. durch eine Abstandserhaltende Transformation wie Verschiebungen, Drehungen und
Spiegelungen des R™ ineinander iiberfiithrt werden kénnen).

(I3) Normierung:  Der Einheitswiirfel W = [0,1]" hat den Inhalt |W;| =1.
(I4) Additivitat: MNN=0 = |[MUN|=|M|+|N]|.

Bemerkung 5.1: Die optimale Losung dieses ,,Inhaltsproblems® wire es, wenn jeder
Menge des M C R"™ ein Inhalt |M| mit den Eigenschaften (1)—(4) zugeordnet werden
konnte. Es ist eines der gundlegenden Einsichten der sog. ,,Mafitheorie“, dass dies zwar im
R! und R? (Banach 1923) méglich ist, nicht aber im R* (Hausdorf 1914). Wir miissen
akzeptieren, dass es im R® Mengen gibt, denen kein Inhalt zugeordnet werden kann.
Derartige ,,Monster® spielen aber in praktischen Anwendungen der Analysis keine Rolle.

Zur Konstruktion der allgemeinen Inhaltsfunktion beginnen wir zunéchst mit Mengen,
fiir welche die Definition des Inhalts anschaulich klar ist, ndmlich den (abgeschlossenen)
n-dimensionalen , Intervallen® (Rechtecke in R?, Quader in R*, u.s.w.). Fiir Vektoren
a,b € R™ mit Komponenten a; < b;, 7 = 1,...,n, ist ein Intervall I C R"™ gegeben als
Produktmenge der eindimensionalen Intervalle I; := [a;,b;), i =1,...,n:

=1L x---x1,.
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Dabei ist auch der Fall a; = b; fiir gewisse @ zugelassen (,,degeneriertes” Intervall) bis
hin zum Extremfall eines nur einpunktigen Intervalls. Der Inhalt eines n-dimensionalen
Intervalls ist dann auf natiirliche Weise definiert als

n

17 = T [ (b — @)

i=1

Il [1

Abbildung 5.1: Intervalle in R? und R3.

Fiir Intervalle hat die so definierte Inhaltsfunktion offenbar die geforderten Eigenschaf-
ten. , Zerlegungen® solcher Intervalle erhélt man durch Zerlegung der eindimensionalen
Intervalle I; = I;1U---UI; ,,, in Teilintervalle [; ; und Vereinigung der Produktintervalle
I; j, X I, . Die endliche Vereinigung von Intervallen wird , Intervallsumme* genannt. Die
Menge aller Intervallsummen sei mit S bezeichnet. Eine Intervallsumme kann auf ver-
schiedene Weise als Vereinigung von Intervallen dargestellt werden. Ausgezeichnet sind
dabei die , nichtiiberlappenden” Darstellungen S = Ug—; . 1), d. h solche, bei denen die
beteiligten Intervalle paarweise disjunkte Innere haben, I} N I7 = 0, k # 7. Zu jeder
Intervallsumme gibt es offenbar eine solche Darstellung als Vereinigung von nichtiiberlap-
penden Intervallen.

Definition 5.1 (Intervallsummen): Fir Intervallsummen S € S mit einer nichtiber-
lappenden Darstellung S = Ug—1... Iy ist der Inhalt erkldart durch

1S 3:Z|Ik\~
k=1

.....

Man iiberlegt sich leicht, dass die Definition des Inhalts einer Intervallsumme unabhéngig
ist von der betrachteten Darstellung als nichtiiberlappende Vereinigung von Intervallen.
Fiir Intervallsummen folgt aus S C 5", dass |S| < |S’|. Ferner ist stets [SUS’| < |S|+]5|
und speziell [SUS'| =S|+ |5, wenn S und S’ sich nichtiiberlappen.

5.1.1 Jordan-Inhalt

Definition 5.2 (Jordan-Inhalt und Nullmengen): i) Fir beschrinkte (nicht leere)
Mengen M C R™ sind der innere Inhalt* |M|; und der ,dufere Inhalt® |M|, definiert
durch

P = < 1 = .
Ml Se;uSpCM 5= SGSl,nfvfsz &l | Mo
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Fiir die leere Menge wird gesetzt |(); = ||, :== 0. Im Fall
|M|; = [M]q =: |M]
heifit die Menge ,quadrierbar® (oder ,messbar®) im Jordanschen' Sinne mit dem sog.

sJordan-Inhalt“ |M| .

ii) Mengen M C R™ mit (duflerem) Inhalt |M|, = 0 werden ,Nullmengen® (genauer
,Jordan-Nullmengen®) genannt. Man sagt, dass eine Aussage ,fast iberall* gilt, wenn sie
in allen Punkten bis auf die aus einer Nullmenge gilt.

Abbildung 5.2: Einbeschriebene und Umbeschriebene Intervallsummen.

Diese Definition des Inhalts einer Menge ist vertrdglich mit der obigen, intuitiven Defi-
nition des Inhalts fiir Intervallsummen. Da auch degenerierte Intervalle zugelassen sind,
enthélt jede nichtleere Menge Intervalle, so dass der innere Inhalt stets definiert ist. Eine
beschrankte Menge M C R"™ ist geméf dieser Definition genau dann quadrierbar, wenn
es zu jedem ¢ > 0 Intervallsummen S.,S¢ € S gibt mit

S. C M C S, [Se] — |S:] < e. (5.1.1)

Im Folgenden schliefit die Eigenschaft einer Menge ,,quadrierbar® zu sein ihre Beschrénkt-
heit mit ein.

Zum Beweis einiger wichtiger Aussagen iiber den Jordan-Inhalt ist es niitzlich spezielle
Intervallsummen, sog. ,, Wiirfelsummen*, zu betrachten. Die Wiirfel im R"™ mit Eckpunk-
ten 27Fp, fiir p € Z", und Kantenlinge 27% und Inhalt 27"* bilden die Menge W, der
,» Wiirfel k-ter Stufe. In diesem Sinne sind die Wiirfel O-ter Stufe gerade die Einheitswiirfel
mit Eckpunkten p € Z". Die Vereinigung solcher Wiirfel heifit , Wiirfelsumme*. Fiir eine
beschrankte Menge M C R" setzen wir

My =U{WeW,: Wc M}y, M :=u{WeW,: WnM #0}.

Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922): Franzésischer Mathematiker; Prof. in Paris; Beitriige
zur Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.
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Die Wiirfelsummen M, und MF* sind als spezielle Intervallsummen quadrierbar. Aus
dieser Definition ergeben sich sich direkt die folgenden Beziehungen:

My C My, € M C MF™ c M*, Kk eN, (5.1.2)

fiir eine quadrierbare Menge M , sowie |Mj| < |M| < |M*|.

Abbildung 5.3: Einbeschriebene und Umbeschriebene Wiirfelsummen.

Lemma 5.1: Fir beschrinkte Mengen M C R™ gilt

|M|; = lim | My, |M|, = lim |M¥). (5.1.3)
k—o00 k—o00

Beweis: Die Folge der Inhalte |M| ist monoton wachsend, und aus (5.1.2) folgt |M;| <
|M|; . Ist umgekehrt S C M eine Intervallsumme mit [M|; —|S| < €, so kann man durch
geringfiigige Verkleinerung der Intervalle von S erreichen, dass nur Eckpunkte der Form
27kp p € Z", auftreten, und die Ungleichung erhalten bleibt. Ist ko die groSte bei den
neuen Eckpunkten im Exponenten auftretende Zahl, so ist die abgeédnderte Intervallsumme
in My, enthalten. Daraus folgt die Richtigkeit der Behauptung fiir den inneren Inhalt.
Die Argumentation fiir den dufleren Inhalt verlduft analog. Q.E.D.

Das folgende Lemma fasst einige offensichtliche Eigenschaften des inneren und &ufleren
Inhalts zusammen. Dabei werden wieder die Bezeichnungen M? fiir das ,, Innere, M fiir
den ,Abschluss“, und OM fiir den ,Rand® einer Menge M C R"™ verwendet. Ferner
bezeichnet M, := {x € R" : dist(z, M) < ¢ eine (offene) e-Umgebung von M .

Lemma 5.2: Fir beschrinkte Mengen M, N C R"™ gilt:
i) MCN = |M],<[N |M<|N|.

i) Mo = Mo, |M]; = |M°);.

iii) |[MUN|, <|Ml,+|N|,.

iv) M°NN°=() = |MUNJ;>|M|;+|N|.

v) im0 | M|, = | M|q -
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Beweis: i) Fiir Intervallsummen mit S O N ist auch S O M und folglich

M|, = inf [5]<
s

inf |S|=|N|,.
SeS, SoOM SON

€S,S

Fiir Intervallsummen mit S C M ist auch S C N und folglich

|M]; = sup |S|< sup |S|=|NJ.
Ses, ScM SeS,SCN

ii) Wegen der Abgeschlosenheit der Intervallsummen gilt M Cc S < M C S und
folglich |M|, = |M|,. Sei weiter |M|; > 0 (andernfalls ist nichts zu zeigen). Sei £ >
0 beliebig. Fiir jede Intervallsumme S D M mit |S| — [M]; < € erhélt man durch
leichte Verkleinerung eine neue Intervallsumme S” > M° mit [S| —|S’| < . Damit folgt
[S"| = |M|; < 15| —|S|+ S| —|M]; < 2¢. Dae > 0 beliebig ist, ergibt sich |M°]; = |M];.

i) Es ist (M U N)* = M* U N* und weiter |(M U N)¥| < |M*| + |[N¥|. Fiir k& — oo
folgt die Richtigkeit der Behauptung.

iv) Esist (M°)gN(N°) =0 und (M), U(N°), C (MUN);. Alsoist |[(MO)g|+[(N)x] <
[(M UN)g|. Fir k — oo folgt die Richtigkeit der Behauptung,.

v) Wegen [a,b]. C [a;—¢,bi+¢] XX [a,—¢, by+e] gilt die Begauptung fiir Intervalle und
damit auch fiir Intervallsummen. Ist [M], < a, so gibt es eine Intervallsumme 7' > M
mit |T] < o. Alsoist |T¢|, < o und damit fiir hinreichend kleines € > 0 auch |M,|, < «.
Dies impliziert die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.

Beispiel 5.1: Dass es auch nicht quadrierbare Mengen gibt, zeigt das Beispiel
M={zeQ:=[0,1CR*: 7,€Q,i=1,2}.

Wegen |M|, = [M|, = [[0,1]*| = 1 und |[M|; = |[M°|; = |0]; = 0 ist diese Menge nicht
quadrierbar.

Lemma 5.3 (Nullmengen): Fir (Jordan)-Nullmengen gilt:
i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist ebenfalls Nullmenge.

ii) Jede endliche Vereinigung von Nullmengen ist wieder Nullmenge; insbesondere sind
endliche Mengen M = {x;, i € N} C R" Nullmengen.

iii) Jede in einem echten Untervektorraum von R™ enthaltene beschrinkte Menge M C
R™ st Nullmenge.

i) Ist M C R™ kompakt und f: M — R eine stetige Funktion, so ist ihr Graph
G(f) = {(z. f(@) € R*: w € M)

eine (n + 1)-dimensionale Nullmenge.
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Beweis: i) Fir N € M folgt nach Lemma 5.2(1) |N|, < |M|,, d.h.: Mit M ist auch
N Nullmenge.

ii) Seien My, k =1,...,m, Nullmengen. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 Intervallsummen
Sk € 8§ mit M, C Sy und |Sg| < ¢/m. Die Vereinigun S := Up—y__,,S) ist dann
e > 0 beliebig ist, folgt |M], = 0. Da jede einpunktige Menge M :{x} den dufleren
Inhalt Null hat, sind endliche Mengen also Nullmengen.

iii) O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die Menge M in dem (n— 1)-dimensionalen Un-
terraum V" li:={r € R": z = (z1,...,2,.1,0)} enthalten ist. Ferner sei M in einem
(n — 1)-dimensionalen Intervall I"~1 C V"=! enthalten. Dann enthélt die Intervallsumme
S = I""!' x [~k, k] die Menge M und hat den Inhalt |S|= 2k|I,,_4|. Fiir k — 0 folgt
also |[M|, =0.

iv) Der Graph G(f) € R™"! ist beschréinkt und folglich in einem Intervall I"*! = [a, b]"*!
enthalten. Sei S™, eine M {iberdeckende Intervallsumme in R™. Wir denken uns S™
zerlegt in endlich viele Wiirfel I;, ¢ = 1,...,m, mit maximaler Kantenlinge ¢ . Auf der
kompakten Menge M ist f gleichméBig stetig. Fiir beliebig gegebenes € > 0 gilt daher,
wenn ¢ klein genug gewahlt ist:
i — oy < ;= : ;= inf .

Bi—ai<e, B x:}t}ng(r), = inf flz)
Dann enthélt die Intervallsumme A := U;—1__,,I; X [a;, 5;] den Graphen G(f), und es
gilt:

G(Hla <D x [, B = D ILI(8i — i) <> L = €] S".
i=1 i=1 i=1

Da e beliebig klein gewihlt werden kann, folgt |G(f)|, =0. Q.E.D.

Bemerkung 5.2: Wir haben gesehen, dass endliche Mengen im R"™ Jordan-Nullmengen
sind. Es stellt sich nun die Frage, ob auch allgemeiner abzahlbare Mengen Nullmengen
sind. Dies kann der Fall sein; z.B. zeigt man leicht, dass fiir jede konvergente Folge
(2)pen in R™ die zugehorige Menge M = {x, k € N} Jordan-Nullmenge ist. I. Allg.
ist dies aber nicht der Fall. Das liegt daran, dass bei der Definition des dufleren Jordan-
Inhalts nur endliche Intervallsummen zugelassen sind. Dies bedingt, dass z. B. die abzihl-
bare Menge M = Q"N [0, R]" C R™ den &duleren Inhalt |M]|, = R" hat. Wiirde man bei
der Inhaltsdefinition auch (abzéhlbar) unendliche Vereinigungen von Intervallen zulassen,
so ergébe sich, dass jede abzihlbare Menge M = {z;, ¢« € N} dufleren Inhalt Null hat:
Fiir beliebiges ¢ > 0 ist jeder Punkt z; in einem Wiirfel I, mit Inhalt |I,| = 27"
enthalten, woraus folgt:

Mo < 3010 = Y™ = 15
k=1 k=1

d.h.: |M|, = 0. Wir haben damit eine Schwiche des Jordan-Inhalts identifiziert. Diese
wird durch den allgemeineren ,,Lebesgue-Inhalt®, den wir in Band 3 dieser Buchserie im
Zusammenhang mit dem ,,Lebesgue-Intergal“ diskutieren werden, iberwunden.
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Satz 5.1: FEine beschrinkte Menge M C R"™ ist genau dann quadrierbar, wenn ihr Rand
OM Nullmenge ist.

Beweis: Wir zeigen, dass |M|; + |0M|, = |M|, , woraus sich unmittelbar die Richtigkeit
der Behauptung ergibt. Ein Wiirfel W C M° kann keinen Punkt von 0M enthalten. Jede
Wiirfelsumme M* kann zerlegt werden in (M°); und (OM)F, so dass M* = (M°), U
(OM)* und (M°), N (OM)* = (. Also ist |(M),| + [(OM)*| = |M*¥|. Fiir k — oo ergibt
sich die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.

Lemma 5.4: Fir den Jordan-Inhalt gilt:

i) Ist M quadrierbar, so gilt |M|= |M°| = |M| . Insbesondere ist auch jedes beschrinkte
offene oder halboffene Intervall quadrierbar.

it) Fir quadrierbare Mengen M, N C R™ sind auch Vereinigung M UN , Schnitt M NN
und Differenz M\ N quadrierbar.

Beweis: i) Satz 5.1 impliziert, dass wegen OM = OM° = OM mit M auch M° bzw.
M quadrierbar ist und umgekehrt. Dies impliziert dann auch |M°| = [M \ OM| = |M]|
sowie |M|=|MUIM|=|M°UOM|=|M°|=|M|.

ii) Seien M, N quadrierbar und folglich [0M| = [ON| = 0. Ist A eine der Mengen
MUN, MNN oder M\ N, soist 0A C OM UIN und folglich [9A] =0. Also ist A
quadrierbar. Q.E.D.

Weitere Eigenschaften des Jordan-Inhalts sind in folgendem Korollar zusammenge-
fasst.

Korollar 5.1: Fir quadrierbare Mengen M, N C R"™ gilt:

i) MCN = |M|<I|N| (Monotonie).

ii) |[MUN|<|M|+|N| (Subadditivitit).

iii) M°NN°=0Q = |[MUN|=|M|+|N| (Additivitit).
iv) MCN = |[N\M|=|N|-|M|.

Beweis: i) Die Monotonie des Inhalts ergibt sich unmittelbar aus der entsprechenden
Eigenschaft des dufieren und des inneren Inhalts (Lemma 5.2a).

ii) Die Subadditivitiat des Inhalts ergibt sich aus der Subadditivitét des duBleren Inhalts
(Lemma 5.2¢).

iii) Die Additivitdt des Inhalts ergibt sich aus den Ungleichungen in Lemma 5.2¢/d fiir
den dufleren und inneren Inhalt.

iv) Anwendung der Additivitdat auf die disjunkte Darstellung N = M U (N \ M) ergibt
die Richtigkeit der Behauptung.
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Q.E.D.

Als Ergebnis der bisherigen Analyse haben wir gesehen, dass der Jordan-Inhalt drei der
gewiinschten Eigenschaften besitzt: Positivitdt, Normierung und Additivitdt. Die vierte,
die Bewegungsinvarianz, werden wir im néchsten Abschnitt ableiten.

5.1.2 Abbildungen von Mengen

Als néchstes beschéftigen wir uns mit der Frage, in wie weit Abbildungen ¢ : R" — R”
Eigenschaften von Mengen wie ,,offen” und ,,quadrierbar“ erhalten. Die Stetigkeit allein
reicht hier als Kriterium nicht aus, da durch stetige Abbildungen offene Mengen in nicht
offene und quadrierbare Mengen in nicht quadrierbare abbgebildet werden kénnen. Man
kann sogar zeigen, dass jede (nicht leere) beschrinkte Menge M C R? stetiges Bild
einer Nullmenge ist. Die entscheidende Zusatzbedingung ist die Lipschitz-Stetigkeit der
Abbildung.

RQ
RZ

Abbildung 5.4: Abbildung eines Quadrats in R? .

Lemma 5.5: Sei D C R" (nicht leer) beschrinkt und © : D — R™ eine Lipschitz-stetige
Abbildung mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt fir die Bildmenge ®(D) :

1®(D)|, < a|Dla, @ := (LvV)" (5.1.4)

Beweis: i) Fir einen Wiirfel W (z) mit Kantenldnge 2 > 0 und Mittelpunkt = € D
gilt
[@(x) = @(y)lla < Lllz = ylla < Lpv/n, y € W(x)ND.

Also ist ®(D N W(x)) in einem achsenparallelen Wiirfel W’ mit Mittelpunkt ®(z),
Kantenldnge 2uL+/n und Inhalt |W’| = o|W(z)| enthalten.

ii) Ist nun S = UW; D D irgendeine Wiirfelsumme mit Inhalt |S|. Dann ist ®(D) in
der Vereinigung von Wiirfeln W/ mit einem Inhalt

(W < a|Wj]
enthalten. Also ist

D)l < (U] < ST IWH < a3 W] =als|
J J
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Dies impliziert
|®(D)], <a inf |S|=al|D|,,
5e8,5cD

wie behauptet. Q.E.D.

Satz 5.2: Sei D C R™ (nicht leer) offen und quadrierbar. Die Abbildung ® : D — R"
sei in D Lipschitz-stetig und in D reguldr, d. h. stetig differenzierbar mit det ®'(x) # 0.

i) Die Bildmenge ®(D) ist offen und quadrierbar, und es ist

o(D) = (D), 9B(D)C dAD). (5.1.5)

i) Ist ® in D injektiv, so gilt OP(D) = ®(ID) . Ferner ist fir jede quadrierbare Teil-
menge A C D auch die Bildmenge ®(A) quadrierbar.

Beweis: ia) Nach Korollar 3.4 ist das Bild ®(D) der offenen Menge D unter der reguléren
Abbildung ® wieder offen und wegen der Stetigkeit von @ ist auch das Bild ®(D) der
beschriinkten, abgeschlossenen Menge D abgeschlossen. Dies impliziert ®(D) C ®(D),
da ®(D) nach Lemma 1.4 die kleinste abgeschlossenen Obermenge von ®(D) ist. Hieraus

folgt zunéchst

0®(D) = ®(D)\ ®(D) C ®(D)\ ®(D) C ®(dD).
Da D quadrierbar ist, muss |0D|, = 0 sein. Nach Lemma 5.5 ist dann auch |®(0D)|, = 0
und damit |0®(D)|, = 0. Die Bildmenge ®(D) ist also quadrierbar.

ib) Zu z € D gibt es eine Folge (#)icy in D mit z = limy_,o ™ . Fiir die Bilder
ist dann ®(z) = lim,_,, ®(2*)) . Dies und ®(D) C ®(D) impliziert schlieflich ®(D) =
o(D).

iia) Sei ® zusitzlich injektiv auf D. Wir wihlen x € 9D und eine Folge (2*))iey in
D mit x = limy_,0o 2® und ®(x) = limy_,0 ®(x*)) . Zu zeigen ist

&(z) € 9(D),

denn zusammen mit 0®(D) C ®(9D) ergéibe dies 0P(D) = ®(9D). Wire ®(x) € (D),
d.h. gdbe esein ' € D mit ®(z) = P(2’), so gibe es wegen der Offenheit von ®(D) eine
Umgebung V(®(x)) C ®(D) und eine Umgebung U(z') C D mit &(U(z')) = V(P(z)).
Wegen limy_,o 2 = 2 € D ist dann aber x;, &€ U (2') fiir hinreichend groBes k& und
folglich q)(x(k)) Z V(®(x)) im Widerspruch zu ®(2’) = ¢(z) = limy,0 @(x(k)) .

iib) Sei A C D quadrierbar. Dann ist auch das Innere A° quadrierbar und mit dem
Argument von (ia) folgt, dass ®(A°) quadrierbar ist. Wegen A\ A° C 0A ist A\ A°
eine Nullmenge. Dann ist nach Lemma 5.5 auch ®(A\ A°) Nullmenge. Folglich ist nach
Lemma 5.4(ii) ®(A) = ®(A°) UDP(A\ A°) quadrierbar. Q.E.D.

Das folgende Lemma zeigt, dass Satz 5.2 auch anwendbar ist, wenn die Abbildung ®
nur auf D definiert und dort Lipschitz-stetig ist.
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Lemma 5.6: Sei D C R" nicht leer und ® : D — R" eine Lipschilz-stetige Abbildunyg.
Dann besitzt ® eine Lipschitz-stetige Fortsetzung ® : D — R™ mit ®|p =P .

Beweis: Sei z € D und (x(k))keN eine Folge in D mit o = limj_,o z® . Wegen der
Lipschitz-Stetigkeit von & auf D gilt

le(@™) — @) < Llj2"™ — 0],

d.h.: Die Bildfolge (®(z®)en ist eine Cauchy-Folge. Thr Limes sei y. Im Falle x # D
setzen wir ®(z) := y. Dadurch wird eine Funktion ® : D — R" definiert. Diese Definition
ist eindeutig, da fiir jede zweite Folge (£)peny mit 2 = limy_o &) die zugehorige
Bildfolge wegen | ®(z®) — &(EM)|| < L|ja® — £®)|| ebenfalls gegen y konvergiert.

Ferner ist fiir z € D automatisch ®(z) = ®(x). Seien z,& € D und (2™)yen, (€5 ey
approximierende Folgen in D . Dann gilt

1B(x) — (&) = lim [|B(=™) — (W) < L lim |2 — W]} = L]z —¢].

Die Fortsetzung & ist also Lipschitz-stetig auf D mit derselben L-Konstante wie @ .
Q.E.D.

Satz 5.3: Es sei D CR" eine quadrierbare Menge und A € R™™ eine (n x n)-Matriz
und b € R™ ein Vektor. Dann ist auch die Bildmenge ®(D) C R"™ der durch ®(x) :=
Ax + b definierten ,affin-linearen® Abbildung quadrierbar, und es gilt

|®(D)| = | det A| D). (5.1.6)

Beweis: i) Wir betrachten zundchst die Translation ®(x) = z + b. Diese Abbildung
iiberfiihrt offenbar Intervalle bzw. Intervallsummen wieder in Intervalle bzw. Intervall-
summen mit |®(S)| = |S]. Ferner ist A C B C C &quivalent zu ®(A) C ®(B) C ®(C).
Also ist fiir jede quadrierbare Menge D C R™:

|®(D)|; = lim |®(D)g| = lim |Dy| = |D|;
k—o0 k—o0
= |D|, = lim |D¥| = lim [®(D)"| = |®(D)|,.
k—o0 k—o0
i) Sei det(A) # 0, d.h.: Die durch A gegebene affin-lineare Abbildung ist bijektiv.
Nach Satz 5.2 ist dann das Bild ®(W) eines jeden Wiirfels W quadrierbar. Es sei W)
der Einheitswiirfel (mit den Eckpunkten e® i = 1,...,n) und Inhalt |W;| = 1 und

a = |®(W7)|. Fiir jeden skalierten und verschobenen Wiirfel W = rW; 4+ b ist dann
ebenfalls

[ QW) = [2(rW1 + )| = [2(rW1)| = r"|®(W1)] = ar”|Wh| = o|W].

Dieselbe Aussage gilt dann auch fiir beliebige Wiirfelsummen. Insbesondere gilt fiir eine
beliebige quadrierbare Menge M C R":

| B(M"Y)| = ol M*|,  |®(My)| = | Myl.
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Aus ®(My,) C (M) C ®(M*) folgt dann

a|My| = |2(My)| < [@(M)]; < |®(M)]q < [D(M")] = o M*.

Durch Grenziibergang k — oo ergibt sich
a| M| < |D(M)]; < |D(M)]a < o M].

Folglich ist ®(M) quadrierbar mit Inhalt |®(M)| = a|M]|. Die Konstante « ist dieselbe
fiir alle quadrierbare Mengen M C R™.

iii) Es bleibt o = | det A| zu zeigen. Dazu verwenden wir, dass sich jede reguldre Matrix
als Produkt in der Form A = QAQ> mit zwei orthonormalen Matrizen @1, @) und einer
Diagonalmatrix A = diag(A1,...,A,) mit A; > 0 darstellen lésst (s. Lemma 1.15). Dann
ist det A =det@q-detA-det@Qy =detA =X\ - ...\, Die Einheitskugel K := K;(0)
in R™ ist quadrierbar (Ubungsaufgabe). Durch Anwendung der durch die orthonormalen
Matrizen @1, Qs definierten Abbildungen wird jede Kugel auf sich selbst abgebildet; in
diesem Fall ist also @ = 1. Anwendung der Matrix A auf den Wiirfel W; bedeutet eine
Skalierung in die Koordinatenrichtungen; in diesem Fall ist also v = Ay - ... - A,. Wir
erhalten somit

[2(K1(0))] = |Q1DQ:2(K)| = |[DQ2(K)| = [Ar... Au| [Q2(K)[ = [Ar ... A [K].
Da |det A| = |det(@Q1DQ2)| = |det D| = |A1...\,|, folgt auch im allgemeinen Fall
a=|det A|.

iv) Im Falle det(4) = 0 wird der R™ durch A in eine Hyperebene abgebildet. Die
beschrinkte Menge ®(D) ist dann als Teilmenge einer Hyperebene eine Nullmenge, so
dass die behauptete Beziehung auch in diesem Fall gilt. Q.E.D.

Korollar 5.2: Der Jordan-Inhalt ist bewegungsinvariant, d. h.: Jede affin-lineare Abbil-
dung der Form ®(z) = Qx 4+ b mit einer orthonormalen Matriz Q € R™ ™ und einem
Vektor b € R™ fiihrt quadrierbare Mengen in quadrierbare Mengen tber und ldsst den
Inhalt unverdndert.

Beweis: Eine orthonormale Matrix @ € R™" erfiillt Q7 = Q~'. Dann ist wegen
|det Q| = |det Q7| = |det Q7! = |det Q| >0

auch |det @] = 1. Fiir jede quadrierbare Menge M C R"™ ergibt demnach Satz 5.3
|®(M)[ = [M]. Q.E.D.
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5.2 Das Riemann-Integral im R"

Im Folgenden sei D C R™ eine beliebige (beschrinkte, nichtleere) quadrierbare Menge
und f: D — R eine beschrankte Funktion. Wir betrachten endliche Zerlegungen 7 =
{Bs,i = 1,...,m} der Menge D in quadrierbare Teilmengen B; C M , welche sich
nichtiiberlappen, d. h.:

D =V, B;, B)NBj =0, i#j.

i

Die Durchschnitte B; N B; sind dann Nullmengen. Die Menge aller solcher Zerlegungen
von D sei mit Z(D) bezeichnet. Fiir eine Zerlegung Z = {B;} € Z(D) ist analog zum
eindimensionalen Fall die ,Feinheit“ |Z| definiert durch

|Z| := max diam(B;),

mit dem ,, Durchmesser” diam(B;) := sup, ,cp, [|[* — 2|2 Eine zweite Zerlegung 2’ =
{Bj} ist eine , Verfeinerung” von Z = {B;}, wenn alle B} Teilmengen gewisser der B;
sind; in Symbolen wird dies durch Z C Z’ ausgedriickt. Fiir zwei Zerlegungen 27 =
{Bi}, Z' ={B}} € Z(D) bezeichnet

ZUZ ={B;N B}

die durch Uberlagerung entstehende gemeinsame Verfeinerung.

Sei nun f : D — R eine beschriankte Funktion und Z = {B;,i = 1,...,m} eine
Zerlegung von D . Wir definieren eine zugehorige ,, Untersumme* und ,,Obersumme*

S7(f):=2_ inf f@IBI. S(f):= 2_1:535 f(@)|Bil,
sowie mit gewissen Punkten & € B;,i =1,...,m, die ,Riemannschen Summe*

RS (f) = Z f(&)|Bil.

i=1
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f(@) f(z)
g Sz(f) S(f)

B1 BQ B3 B4 B5 BG Bl B2 B3 B4 B5 B6

Abbildung 5.5: Ober- (links) und Untersumme (rechts) einer Funktion f:I —R.

Fiir Zerlegungen 7,7’ € Z(D) mit Z C Z' gilt dann:

Sz(f) < Sz(f), Sz (f) < Sz(f). (5.2.7)
Dies impliziert dann fiir beliebige Zerlegungen Z, 7" € Z(D) die Beziehung
S7(f) < Szuz(f) < Sz0z(f) < Sz (f). (5.2.8)
Ferner gilt wegen sup(f) = —inf(—f) fiir jedes Z € Z(D):
Sz(f) = =Sz(=f). (5.2.9)

Mit den obigen Bezeichnungen werden nun wieder das ,,Unterintegral® und das ,,Ober-
integral“ definiert durch

10 = [ f@dei= sw s, T0)= [ fa)de= inf Sz
J p ZeZ(D) D ZeZ(D)
Aus diesen Definitionen ergeben sich unmittelbar die folgenden Beziehungen:

J() < I(),  I()==L=)). (5.2.10)

und

T < sup @)D (5:211)

Definition 5.3: Sei D C R™ quadrierbar. Sind fiir eine beschrinkte Funktion f: D —
R ihr Ober- und Unterintegral gleich, so heifit der gemeinsame Wert das ,Riemann-
Integral® (kurz ,R-Integral“) von f idber D,

/D f(a)de = J(f) = J(F) = T(f). (5.2.12)

und die Funktion [ wird ,Riemann-integrierbar® (kurz ,R-integrierbar®) genannt. Die
Menge der iber D R-integrierbaren Funktionen wird mit R(D) bezeichnet.
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f(x) f(z) %
%/
Sz(f) = S4(f) RS2(f)
i T X
By, By B3 By Bs Bs B, By By B, Bs Bs

Abbildung 5.6: Differenz von Ober- und Untersumme (links) und die Riemannsche Summe
(rechts) einer Funktion f: I — R.

Der Ausbau der Theorie des mehrdimensionalen R-Integrals erfolgt weitgehend analog
zum eindimensionalen Fall.

Satz 5.4 (Riemannsches Integrabilititskriterium): Sei D C R" quadrierbar und
f: D — R eine beschrinkte Funktion. Es ist f € R(D) genau dann, wenn es zu jedem
e >0 eine Zerlequng Z. € Z(D) gibt mit

Sz.(f) = 82.(f) <e. (5.2.13)

Beweis: Zu jedem ¢ > 0 gibt es definitionsgeméf eine Zerlegung 7. € Z(D) mit

J(f) =87 (f) <58, Sz(f) = J(f) < 3=
Im Fall f € R(D) gilt dann
S2.() = 52,7 = 5a.(7) = JU) + () - 8..(1)
=Sz.(f) = J()+I(f) - 85.(f) <e.
Gilt umgekehrt (5.2.13) fiir eine Zerlegung Z. € Z(D), so folgt
T() = 2(5) = T(F) = S F) + 52 ) = S2,(6)
+8,.(f) = L(f) £ 52.(f) = S4.(f) <e.

Da € > 0 beliebig ist, muss B
J(f)=J(f)=0
sein, d.h.: f € R(D). Q.E.D.
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Satz 5.5 (Riemannsche Summen): Sei D C R" quadrierbar und f : D — R eine
beschrinkte Funktion. Dann konvergiert fiir jede Folge von Zerlequngen Z, € Z(D) mit
|Zx| = 0 (k= o0) :

Sz (f) = I(f), Sy (f) = I(f) (k= o0). (5.2.14)

Es ist f € R(D) genau dann, wenn fir jede Folge von Zerlegungen Zy, € Z(D) mit
|Z| = 0 (kK — o) alle zugehorigen Riemannschen Summen gegen denselben Limes
konvergieren. Dieser ist dann gerade das R-Integral von f tiber D :

RSz, (f) = J(f) = /Df(a:) dr (k= o). (5.2.15)

Beweis: i) Wir zeigen zunéchst die Konvergenz aller Folgen von Unter- und Obersummen
zu Zerlegungen mit |Z] — 0 gegen die entsprechenden Unter- und Oberintegrale:

Sz(f) = J(f), S,(f)—=I(f) (2] =0).

Zu beliebigem e > 0 wihlen wir eine Zerlegung Z. = {C;} € Z(D) mit

Sz —JI(f) <e.

Die Randmenge R := U;0C; ist Nullmenge. Fiir § > 0 sei Rs die oben definierte -
Umgebung von R. Nach Lemma 5.2(v) kann § > 0 so gewéhlt werden, dass |Rsl, < €.

ia) Wir benotigen das folgende Hilfsresultat: Hat die Menge A C D den Durchmesser
diamA < §,soist A C Rs oder A C C; fiir einen Index j. Ist A ¢ Rs, so gibt es
einen Punkt = € A\ Ry; dieser liege in einer der Mengen C;. Wegen diam(A) < § ist

A C Ks(z), und wegen dist(z,0C;) > § ist Ks(x) C C;, denn andernfalls wiirde Ks(z)
Randpunkte von C; enthalten (Man mache sich dies klar.)

ib) Sei nun Z; = {B;} C Z(D) eine Zerlegung aus der Folge (Zy)keny der Feinheit
|Zs] < §. Wir betrachten die aus den Schnitten der Zerlegungsmengen von Z. und Z;
bestehende Zerlegung Z = {C; N B;} . Fiir die Obersummen zu diesen Zerlegungen gilt:

Szy(f) = J(f) = Sz,(f) = Sz(f) + Sz(f) = Sz.(f) +Sz.(f) = J(f).

=:Dq =:Ds =:D3

Die drei Differenzen D, werden gesondert abgeschétzt. Da Z Verfeinerung von Z. ist,
gilt Dy < 0. Weiter ist D3 < ¢ nach Voraussetzung. Wegen |B;[ = . [C; N B;| gilt mit
den Bezeichnungen M; := suppg, f und M;; := SUpp,nc, f:

Dy =Y M|Bi| =Y My|BinCy| = (M; — My)|B; N Cyl.
i 1,7

]

Fiir ein B; € Zs konnen die folgenen drei Fille auftreten:
1. Esist B;NC; =0 und somit |B;NC;| =0.
2. Fir ein j ist B; C C; und somit M; = M,;.
3. Esist B; C Rs.
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Damit sind nach (ia) alle Moglichkeiten erschopft. Also ist mit M := sup, f:

Di= Z (M; — My;)|B; 0 Cj| < 2M|Rs| < 2Me.

1,J; BiCRs
Damit erhaten wir fiir |Zs| < 0:
S, (f) = T(f) < 2Me +& = (2M + 1)e.

Es konvergiert also Sz(f) — J(f) fiir |Z] — 0. Analog erschlieflen wir auch S,(f) —
J(f) fir |[Z] — 0.

ii) Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich nun leicht die Richtigkeit der zweiten Behaup-
tung. Ist f € R(D), so gilt definitionsgeméf

210) = [ ste)dz =705
D
Also konvergieren wegen S,(f) < RSz(f) < Sz(f) alle Folgen von Unter- und Ober-
summen sowie von Riemannschen Summen fiir |Z] — 0 gegen denselben Limes, ndmlich
das R-Integral von f. Umgekehrt miissen im Falle der Konvergenz all dieser Folgen ge-

gen denselben Limes Unter- und Oberintegral von [ {ibereinstimmen, d.h.: f € R(D).
Q.E.D.

Lemma 5.7: Sei D C R™ quadrierbar. Das R-Integral iiber D besitzt die Figenschaften:
i) Beziehung zwischen R-Integral und Jordan-Inhalt:

/ dz = |D. (5.2.16)
D
it) Bin f € R(D) ist auch auf jeder quadrierbaren Teilmenge Dy C D R-integrierbar.
iii) Linearitit: Fir f,g € R(D) und o, € R ist af + Bg € R(D), und es gilt:

J(af +Bg) = aJ(f) + BI(g). (5.2.17)
iv) Monotonie: Fir f,g € R(D) folgt aus f(zx) > g(z), x € D:

J(f) = J(g). (5.2.18)

v) Ist D = Dy U Dy mit zwei quadrierbarer Mengen Dy, Dy, DN DS =0, so gilt

Ip(f) = JIp,(f) + Ip,([)- (5.2.19)

Die Aussagen (iv) und (v) gelten auch fir das Unter- und das Oberintegral.
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Beweis: Wir verwenden eine Folge von Zerlegungen Z, = {B;} € Z(D) mit Feinheiten
|Z| = 0 (k — o). Die zugehorigen Unter- und Obersummen sowie alle Riemannschen
Summen konvergieren dann nach Satz 5.5 gegen das R-Integral.

i) Fiir die Ober- und Untersummen der Funktion f =1 auf D gilt
D] = Bil = 84(f) = S4(f)

und somit J(f) = |D|.

ii) Sei f € R(D) und Dy C D quadrierbar. Je zwei Zerlegungen Z, Z;, € Z(D;) lassen
sich durch Hinzunahme der Teilmengen B; € D\ Dy zu Zerlegungen Z, 72", € Z(D)
mit |Zy| < |Z| und |Z}| < |Z}| erginzen. Fiir die mit denselben Auswertungspunkten
in B; C D\ D; gebildeten zugehdrigen Riemannschen Summen gilt:

|RS7,(f) = RSz (F)| =[RSy, (f) = RSz ()]

Nach Satz 5.5 konvergiert dann
|RSz,(f) = RSz (/)] = 0 (12l = 0, |Z| = 0).

Daraus folgern wir, dass jede Folge Riemannscher Summen (RSz, )reny mit |Zx| — 0 eine
Cauchy-Folge ist, und dass alle diese Cauchy-Folgen gegen denselben Limes konvergieren,
der dann gerade das R-Integral von f iiber D; ist. Also ist f € R(Dy).

iii) Aufgrund der Linearitdt der Riemannschen Summe gilt

RSz, (af(z) 4+ By(z)) = aRSz,(f) + BRSz(9),
und durch Grenziibergang k — oo ergibt sich (5.2.17).

iv) Wegen f > g ist RSz, (f) > RSz, (g), und durch Grenziibergang k — oo ergibt sich
(5.2.18) fir das R-Integral. Fiir Unter- und Oberintegrale argumentiert man analog.

v) Sei D = D;U D, mit quadrierbaren Mengen Dy, Dy und D¢ND§ = (). Wir betrachten
Folgen von Zerlegungen 7, = {B;} € Z(D;) und Z, = {C;} € Z(D,), welche zu Zerle-
gungen Z = {B;,C;} € Z(D) vereinigt gedacht sind. Fiir die zugehdrigen Riemannschen
Summen gilt dann

Unter dem Grenzproze8 |Z|,|Za] — 0 bzw. |Z] — 0 ergibt sich nach Satz 5.5:

Jp(f) = Jp,(f) + Jp,(f).
QED.

Korollar 5.3: Seien A C D C R"™ quadrierbare Mengen. Dann ist die charakteristische
Funktion xa R-integrierbar, und es gilt

/D xa(@) dz = |A].
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Beweis: Die charakteristische Funktion x4 ist iiber die disjunkten quadrierbaren Mengen
A und D\ A R-integrierbar. Es gilt also nach Lemma 5.7 (i):

[ a@de = [ atwyae s [ el = [ da=a
Q.E.D.

XAE].

XAEO DCR2

Abbildung 5.7: Charakteristische Funktion x4 .

Lemma 5.8: Sei D C R" quadrierbar. Ist f € R(D) mit m < f(x) < M,z € D,
und ¢ : [m, M] — R eine Lipschitz-stetige Funktion, so ist auch die Komposition o f
R-integrierbar. Dies impliziert, dass mit f,g € R(D) auch die Funktionen

|f|a f+7 f,, fga max{f,g}, Hlin{fvg}

R-integrierbar sind. Im Falle inf,cp f(z) >0 ist auch f~'e€ R(D).

Beweis: i) Wir verwenden das Riemannsche Integrabilitdtskriterium aus Satz 5.4. Wegen
f € R(D) gibt es zu jedem e > 0 eine Zerlegung Z = {B;} € Z(D), so dass

SZ(f) _ﬁz(f> = Z(Mz —ml)|BZ| < E.

7

Mit der Lipschitz-Konstante L von ¢ gilt dann fiir beliebige Punkte z,y € B;:
(o f)x) = (po )l < LIf(x) = f(y)| < LM; —my),

und somit
sup(p 0 ) ~inf(p o f) < L(M; — m).

B;
Damit folgt

Sz(pof) = Sy(0f) =) (suplpo f) —inf(eo f))IBil < Le.

3
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Also ist po f € R(D).

ii) Da die Funktionen o(z) = |z|, ¢(z) = max{z,0}, ¢(z) = min{z,0}, p(z) =
1z (fir * > k > 0), p(x) = 2? auf [m, M] Lipschitz-stetig sind ergibt sich aus
Teil (i) auch der zweite Satz an Behauptungen. Zum Nachweis von fg € R(D) und
max{f, g}, min{f, g} € R(D) verwenden wir dabei die Beziehungen

Afg=(f+9*—(f—9)

sowie max{f,g} = f+(¢g—f)+, min{f,¢} = f+(9— f)- zusammen mit die Linearitit
des R-Integrals. Q.E.D.

maz{f,g}
fr

f-
mind f, g}

Abbildung 5.8: Positiver und negativer Teil einer Funktion sowie Mazimum und Minimum
zweier Funktionen.

Lemma 5.9: i) Auf einer Jordan-Nullmenge N C R™ st jede beschrinkte Funktion
f: N — R R-integrierbar mit

/N f(z)dr = 0. (5.2.20)

ii) Sei D C R" quadrierbar und f : D — R beschrinkt. Dann ist f entweder iber alle
drei Mengen D° C D C D R-integrierbar oder iber keine von diesen. In ersterem Fall
gilt:

/Df(a:)dx: Dof(ac)dx:/Df(x)da:, (5.2.21)

Beweis: i) Ist |N| =0, so haben alle Ober- und Untersummen von f iiber N den Wert
Null. Es ist also [y, f(z)dz =0.

ii) Ist f iiber eine drei Mengen D°, D, D R-integrierbar, so wegen |0D| =0 und D° =
D\ 9D und D = DUJD auch iiber die beiden anderen. Q.E.D.
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Satz 5.6 (R-Integrierbarkeit stetiger Funktionen): Sei D C R™ quadrierbar und
f D — R beschrinkt und in D fast diberall, d.h. bis auf eine Nullmenge N C D,
stetig. Dann ist f € R(D). Insbesondere folgt aus f € C(D) und sup,cp |f(z)] < oo
die R-Integrierbarkeit von f .

Beweis: i) Wir nehmen zunichst an, dass f gleichméBig stetig ist. Zu jedem ¢ > 0 gibt
es also ein § > 0, so dass fiir Punkte z,y € D gilt:

le—yl <o = |f(2) = fly)l<e

Sei Z ={B;} € Z(D) eine Zerlegung mit Feinheit |Z| = max; diam(B;) < §. Dann gilt
auf jedem B;:
M; —m; :=sup f(z) — inf f(z) <e.

2EB; reB,;

und somit

52(f) = S7(f) = (M —my)|Bi| <e|D|.

(2

Nach dem Riemannschen Integrabilitatskriterium Satz 5.4 ist also f € R(D).

ii) Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, dass f beschrénkt aber nur in C' := D\ N
stetig ist mit einer Nullmenge N C D. Da C quadrierbar ist, gibt es Intervallsummen
Sk mit den Eigenschaften

Sk C C?  |C?\ Sk| < 1/E.

Jedes Sy ist kompakt und folglich f auf S gleichméBig stetig. Also ist nach dem eben
Gezeigten [ € R(Sy). Fiir die Unter- und Oberintegrale von f iiber C° gilt dann

[Tco(f) = deo () = [Teons, (f) + Ts,(f) = Joos, (f) = s, (f)]
= [Joors, (f) = Loos, ()]
< 2sup|f(x)]|C°\ Sk] =0 (k— o0).
zeD

Alsoist f € R(C?).Da dCUN eine Nullmenge ist, folgt schlieBlich wegen C°UOCUN =
D auch f e R(D). Q.E.D.

Bemerkung 5.3: Die Aussage von Satz 5.6 lidsst sich nicht umkehren, d.h.: Aus der
Eigenschaft f € R(D) folgt nicht notwendig, dass die Unstetigkeitsmenge N von f
eine Jordan-Nullmenge ist. Analog zum eindimensionalen Fall folgt aber, dass N eine
Nullmenge im schwécheren Lebesgueschen Sinne ist.

Als Konsequenz der Monotonieeigenschaft des R-Integrals erhalten wir die folgenden
wichtigen Aussagen:

Korollar 5.4 (Dreiecksungleichung): Sei D C R™ quadrierbar und f € R(D). Es
qgilt:

(/Df(:v)d:c\ S/le(:z:)|d:z:. (5.222)
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Beweis: Wegen +f(x) < |f| ergibt die Monotoniebeziehung (5.2.18)

Lﬂmmsémmw, /f m</ﬁ|w

was zU zeigen war. Q.E.D.

Korollar 5.5 (Schrankensatz): Sei D C R" quadrierbar. Ist f € R(D) und ist m <
f(x) <M,z €D, so gilt
m|D| < / f(x)dx < M|D]. (5.2.23)
D

Allgemeiner gilt fir f,g € R(D) mit g >0:

/ ) de < / f(x)g(z)de < M/ (5.2.24)

Beweis: Aus der Monotonie des R-Integrals, Lemma 5.7(iii), folgt

/ dx—/mg dx</f d:v</Mg d:p<M/

was (5.2.24) ergibt. Fiir g =1 folgt auch (5.2.23). Q.E.D.

Die Ubertragung des Mittelwertsatzes von einer auf mehrere Dimensionen erfordert
restriktivere Voraussetzungen.

Satz 5.7 (Mittelwertsatz): Sei D C R™ quadrierbar und f € R(D). Dann gibt es
eine Zahl p € R mit inf,ep f(x) < p <sup,cp f(z), so dass

/Df(x) dr = p|D|. (5.2.25)

Ist dariiber hinaus D kompakt und zusammenhdngend und ist f stetig, so gibt es ein
£eD mit p= f(§).

Beweis: Der Beweis folgt der Argumentation des eindimensionalen Falls. Ausgangspunkt
ist die Ungleichung (5.2.23):

miD| < [ fx)ds < M)
D
mit m :=inf,cp f(x) und M :=sup,.p f(x). Wir definieren die lineare Funktion

o(t) ;== (m(l —t)+ Mt)|D|, te][0,1].
Wegen ¢(0) = m|D| < M|D| = ¢(1) gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein 7 € [0,1],

so dass
:/f(:l?) dx.
D

Dann folgt (5.2.25) mit der Zahl p := @(7)/|D|. Ist D kompakt und f stetig, so gibt
es Punkte 2™ z™" € D mit f(2™) = sup,cp f(x) sowie f(z™") = inf,ep f(z).
Ist dariiberhinaus D zusammenhéngend, so gibt es nach dem Zwischenwertsatz 2.5 zu
flamin)y < p < fa™>) ein € € D mit f(£) =p. Q.E.D.
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5.2.1 Ordinatenmengen und Normalbereiche

Wir wollen den engen Zusammenhang zwischen Jordan-Inhalt und Riemann-Integral il-
lustrieren. Dies fithrt auch auf leistungsfihige Methoden zur praktischen Berechnung des
Jordan-Inhalts von Mengen. Wir betrachten fiir eine nicht-negative Funktion f: D — R
auf einer quadrierbaren Menge D C R™ die zugehorige ,,Ordinatenmenge*

M(f):={(z,t) eR"™ : 2 € D,0<t< f(x)}

Fiir eine nicht-positive Funktion f: D — R ist die zugehorige Ordinatenmenge entspre-
chend definiert. Allgemeiner definieren wir fiir zwei Funktionen f,¢g: D — R mit f > g
die Menge (sog. ,,Normalbereich*)

M(f,g) = {(z,t) eR" . x € D, g(x) <t < f(x)}.

t
d 4
\/ f(z)
M(t,g)
\/ 9(x)
« D z

Abbildung 5.9: Beispiel eines Normalbereichs.

Satz 5.8: Sei D C R™ quadrierbar und f,qg: D — R beschrdnkt und R-integrierbar mit
f>g. Dann ist der Normalbereich M(f,g) C R™™ in R™™ quadrierbar mit

M(f,g)] = /D (f(z) - g(x) de. (5.2.26)
Speziell gilt fir f>0:
M(f)| = /D f(z) de. (5.2.27)

Dies impliziert auch, dass der Graph G(f) einer R-integrierbaren Funktion f:D — R
eine Jordan-Nullmenge in R ist.
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Beweis: i) Wir beweisen zunichst die Quadrierbarkeit von M(f) sowie die Gleichung
(5.2.27). Seien M := M(f) und J := [, f(z)dz, und die Jordan-Inhalte in R™ und
R™"! seien mit || bzw. || bezeichnet. Es sei Z = {B;} eine Zerlegung von D . Mit
m; = inf,ep, f(x) und M; = sup,cp, f(z) bilden wir die Zylinder U; := B; x [0,m;] und
V; := B; x [0, M;]. Diese haben in R"*! die Inhalte |U;|" = m;|B;| bzw. |V;|' = M;|B;|.
Die Innere B? sind nichtiiberlappend, was sich auf die Mengen {U;} bzw. {V;} iibertrigt.
Also ist wegen U;U; C M C U;V;:

S,(f) <YW =W Ul < |MJ; < M, < [ U Vil = Y Vil < Sa(f).

7

Da dies fiir beliebige Zerlegungen Z von D gilt, folgt J < |M|, < |M|, < J, was die
Quadrierbarkeit von M und (5.2.27) impliziert.

it) Wir zeigen weiter, dass der Graph jeder R-integrierbaren Funktion f: D — R Jordan-
Nullmenge ist. Mit f sind auch f; = max{f,0} und f_ = min{f,0} R-integrierbar. Der
Graph von f ist Teilmenge der Graphen von f, und f_, welche wiederum Teilmengen
des Randes der Ordinatenmengen von M (f.) und M(f-) sind. Da letztere nach Teil
(i) quadrierbar sind, sind ihre Rénder Jordan-Nullmengen. Folglich ist G(f) Jordan-
Nullmenge.

iii) Durch Ubergang von f, g zu f +c, g+ c mit hinreichend grofier Konstante ¢ geniigt
es, 0.B.d.A. den Fall f > g > 0 zu betrachten. In diesem Fall ist

M(f,9) = (M(f)\ M(g))U G(g)-
Die Gleichung (5.2.26) folgt dann aus (5.2.27) mit |G(g)| = 0 sowie der Gleichung (s.

Korollar 5.1 (iv)) |[M \ N| = |M]| —|N]|. Q.E.D.
Beispiel 5.2: Wir wollen den Jordan-Inhalt der folgenden Menge bestimmen:
M:={(r,y) eR*: 0<a<1l,y>1—ax2°+y* <1}
Offenbar ist M = M(f,g) mit den durch
fla)y=vi-a2 = gla)=1-z
definierten Funktionen f,g:[0,1] = R (s. Skizze).

Y
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Also ist

|M|=/01(f() dx_/mdx—/(l—m)d

P -
ol

5.2.2 Vertauschung von Grenzprozessen

Satz 5.9: Sei D C R™ quadrierbar und (fy)ren eine Folge von Funktionen f, € R(D),
welche gleichmdflig gegen eine Funktion f : D — R konvergiert. Dann ist auch f €
R(D), und es gilt:

/Df(:c)dx/D lgl;ofk z)dr = hm/fk (5.2.28)

Beweis: Wir folgen wieder der Argumentation des eindimensionalen Falles. Mit Hilfe der
Linearitat von Unter- und Oberintegral ergibt sich

0<J(f) = L(f) = J(f) = J(fu) + T (fi) = L(f)
(f) = J(fr) + L(fx) = I(f)
(f = f)+I(f = 1)

|
O K\ k‘\ K‘\

up|(f = ) @)D} = 0 (k = o0).

Dies impliziert nach Satz 5.4 die Integrierbarkeit von f sowie
|J(f) = Tl = [I(f = fu)l < sup [(f = fo)(@)[|D] =0 (k= o0),
ze
was zu zeigen war. Q.E.D.

Als unmittelbare Konsequenz von Satz 5.9 erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 5.6: Sei D C R" quadrierbar und (fx)ren eine Folge von Funktionen fy €
R(D), fir welche die Rethe
)= fulx)
k=1

auf D gleichmiflig konvergiert. Dann ist auch f € R(D), und es gilt
/ flz)de = / ka(x) dx = Z/ fr(x) de. (5.2.29)
D D =1 k=170

Bemerkung 5.4: Die Voraussetzung der gleichméfiigen Konvergenz der Integranden fj
in Satz 5.9 ist sehr einschrinkend. Das Resultat des Satzes bleibt richtig, wenn man nur
die punktweise Konvergenz und die gleichméfige Beschrinktheit der f;, fordert (Satz von
Arzeld). Wir verzichten aber auf die Darstellung dieses Resultats, da wir in Band 3 dieser
Textreihe im Zusammenhang mit dem Lebesgue-Intgeral noch leistungsfahigere Kriterien
fiir die Vertauschbarkeit von Konvergenz und Integration kennen lernen werden.
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5.2.3 Der Satz von Fubini

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, wie man Integrale iiber mehrdimensionale Berei-
che mit Hilfe von mehreren eindimensionalen Integrationen berechnen kann. Der folgen-
de Satz geht in seiner allgemeinen Form (fiir das Lebesgue-Integral) auf Fubini? (1908)
zuriick.

Satz 5.10 (Satz von Fubini): Seien I, C R" und I, C R™ kompakte Intervalle mit
dem kartesischen Produkt I = I, x I, € R"™™ wund f € R(I). Ferner seien fir jedes
feste y € I, und x € I, die Funktionen f(-,y) bzw. f(z,-) R-integrierbar iber I, bzw.
1, . Dann sind auch die Funktionen

Fe(y) = i f(@y)de,  Fy(x) = i flz,y)dy

R-integrierbar tiber I, bzw. I, und es gilt:

Jreniey = [ ([ seva)ay= [ ([ epa)a G2

Beweis: Wir betrachten Zerlegungen Z, = {I;} von I, und Z, = {K,} von I, welche
Zerlegungen Z = {I;, x K;} von I = I, x I, erzeugen. Wir setzen

mi; = inf f, M;; := sup f.
IZXKj ]iXK]‘

Damit folgt
ng‘lz‘ g/f(m,y)dx, yeKja
I;
und weiter

Zmij”i'S/I flz,y)de = Fy(y), vye€Kj.

Integration in y-Richtung iiber K; ergibt

Smlnlii< [ mwdy= [ ([ sz

I

und Summation iiber j:
§Z(f)zzmij|fi><[(j\ S/ (/ f(x,y)dx) dy.
i,j s, I

Anwendung der vorangegangenen Uberlegungen mit der Obersumme liefert

/1< f(:v,y)da:) dySZMUHiXKj‘:gz(f).

Iy

2Guido Fubini (1879-1943): Italienischer Mathematiker; Prof. in Turin und Princeton; Beitréige u.a.
zur Analysis, Variationsrechnung und Differentialgleichungen.
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Gehen wir links zum Supremum und rechts zum Infimum bzgl. der Zerlegungen Z {iber,
so ergibt sich

Jrenien < [ ([ sena)as [ ([ sepi)as [

Ist nun f R-integrierbar tiber I = I, x I, so stimmen die linke und die rechte Seite
mit dem Integral von f {iber I iiberein und es folgt die Richtigkeit der Behauptung.
Die Richtigkeit der Behauptung fiir die vertauschte Integrationsreihenfolge folgt analog.

Q.E.D.

Bemerkung 5.5: Die Aussage von Satz 5.10 lésst sich verallgemeinern fiir Funktionen
f(z1, ..., xy) auf kompakten kartesischen Produkten [ =1 x ... x [,

/f(xl,...,xm)d(xl...xm) :/ flze, .. o) dey .. day, (5.2.31)
I Iy Im

wobei die Reihenfolge der Integrationen beliebig vertauscht werden darf.

Bemerkung 5.6: Ist die Funktion f: I — R stetig, so existieren die Integrale

F.(y) = [ flz,y)de,  Fy(x):= [ f(z,y)dy,

Iy Iy

und der Satz von Fubini liefert die Gleichung

/If(l’,y)d(x,y) = /11,< 8 f(:z:,y)dx) dy = /IL( . f(a:,y)dy) dx.

Zur Anwendung des Satzes von Fubini auf ein Integral {iber ein allgemeines Integra-
tionsgebiet D wird dieses in ein Intervall I = I, x I, eingebettet und der Integrand
f € R(D) durch Null auf ganz I fortgesetzt:

/D F(,y) da,y) = / Seyday). fay) IZ{S(x’y)’ Exzi EJD{D.

Die Standardsituation ist die eines Normalbereiches M(p,1¢) C R™. Nach Satz 5.8
sind Normalbereiche quadrierbar, und eine stetige Funktion f : M(p,9) — R ist R-
integrierbar. Nach dem Satz von Fubini gilt dann

d @(zn)
/ f(x)de = / (/ fa@ zy,) dm') dx,,. (5.2.32)
]W(%w) c 7/)(4‘71)

Beispiel 5.3: Wir berechnen mit Hilfe von Satz 5.10 einige einfache Doppelintegrale:
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1) Zu berechnen ist das Integral

J:%ijﬂ@w,f:@mxuq
Es gilt:
J:/l (/3 mlyydy)d@“:/l L;lyﬁdx:/l (5%
= [ln(x +3) — In(z + 4)}? =1In (;—i)

Die Integration in umgekehrter Reihenfolge ergibt dasselbe Ergebnis.

2) Zu berechnen ist das Integral (s. Skizze)
1
= ———d(z,y), D={(z,y) eR?:1<2<2 3<y<2+2}.
| gt D=l )

Y

8

Wir definieren die Funktion

- L (IE + y)iZ: (I, y) € D’
f@w%—{Q (z,y) € ([1,2] x [3,4]) \ D,

und berechnen das Integral

J:/If(x,y)d(x,y), I:=[1,2] x [3,4].

Fiir dieses gilt nach dem Satz von Fubini

J/lz(ff(x,y)dy)dx/: (/ff(ar,y)dx)d%
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bzw. bei Ausnutzung der Definition der Menge D (Man mache sich eine Skizze.):

J/j(:ﬂf(a;y)dydm/ / fﬁ:ydm

Auswertung dieser Integrale ergibt:

2 2+x 1 2 ~1 y=2+x 2 1 1
J = ( 7dy)dx: [ } do = ( — )d:z:
1 3 (ery)z 1 L+ yly=3 1 \z+3 2242

= [ln(m +3) —1In(2z + 2)]? = In(5/Vv24),

sowie

4 2 40 = 4
J:/3 (/ 1y)2 da:)dy:/g [:p—i—lyLszy:/g <2y1—2_ﬁ>dy

[% In(2y — 2) — In(2 + y)E =1In(5/v/24).

3) Zu berechnen ist der Inhalt des Einheitskreises K := {(z,y) € R? : 22 +y* < 1} . Mit
der charakteristischen Funktion

1, 2?2+9% <1,

T,y) =
xx(®:9) {o, 2y > 1,

gilt nach dem Satz von Fubini:

11 1 /1292 1
|K|=/ / XK(w,y)dxdy=/ / dxdy:/ 2¢/1 —y2dy.
—1J-1 —1 —\/@ —1
Mit Hilfe der Variablensubstitution y = sin(f) ergibt sich also

/2 w/2
\K|*2/ V1 — sin? 96059d9—2/ cos29d9:/ df = .
—n/2 _

—7/2 /2

5.2.4 Transformation von Integralen

Wir rekapitulieren zunéchst das Ergebnis fiir das gewthnliche eindimensionale R-Integral.
Ein Intervall I = [a,b] € R werde durch eine Funktion ¢ auf ein Intervall p(I) = [o, f] €
R abgebildet, wobei p(a) = a, ¢(b) = § gelte. Ist die Abbildung ¢ stetig differenzierbar
und monoton wachsend (d.h. ¢’ > 0) , so gilt fiir jede iiber (1) R-integrierbare Funktion
f () — R die Transformationsformel

B (b) b
dy = dy = 2)) ¢ (2) dx.
/a f(y)dy /w(a) f(y)dy /Gf(so( )¢ (x)
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Ist ¢ dagegen monoton fallend (d.h.: ¢’ < 0) mit ¢(a) = 5, ¢(b) = a, so gilt

B o(a) »(b) b
/a fly) dy = / L W= / f(y) dy = / F (@) (~¢(z) da.

(a)
In beiden Féllen gilt also fir ¢'(z) #0:

B
dy = dy = da:— d:z: 5.2.33
[ s /af(y)y / F () ¢(@)] /f D) dr,  (5.2.33)

d.h.: Zwischen den Integrationsinkrementen besteht die Beziehung dy = |¢(x)|dz . Im
Spezialfall einer affin-linearen Abbildung ¢(x) = ax + b ist entsprechend dy = |a|dz .

Zur Ubertragung dieses Resultats fiir mehrdimensionale Integrale haben wir in Ab-
schnitt 5.1.2 untersucht, wie sich unter affin-linearen Transformationen ®(x) = Az + b
von quadrierbaren Mengen D C R™ deren Inhalt veréndert:

|®(D)| = | det A| D). (5.2.34)

Dies legt fiir diesen Spezialfall die folgende Transformationsformel fiir die zugehorigen
R-Integrale nahe:

fly)dy = / f(®(x)) | det A] dz. (5.2.35)
®(D)

Im Hinblick auf ®'(z) = A wird damit auch die in folgendem Satz formulierte allgemeine
Substitutionsregel plausibel.

Satz 5.11 (Transformationssatz): Die Menge D C R"™ sei offen und quadrierbar und
die Funktion ® : D — R™ stetig differenzierbar, injektiv und Lipschitz-stetig. Dann ist
die Menge ®(D) quadrierbar, fir jede Funktion f € R(®(D)) ist die Funktion

F = f(®(-))|det d'()| : D - R

R-integrierbar, und fir jede quadrierbare Teilmenge M C D gilt die Substitutionsregel

fy dyf/f ) | det @'(z)| dx. (5.2.36)
o(M)

Bemerkung 5.7: Bei Setzung f =1 folgt aus (5.2.37) fiir die Inhalte:
M)| :/ | det ®'(z)| dx. (5.2.37)
M

Dies ist die natiirliche Verallgemeinerung der Transformationsformal (5.1.6) fiir affin-
linecare Abbildungen ®(z) := Az + b auf allgemeine reguldre Abbildungen ®(-). Fiir die
affin-lineare Abbildung ist ®'(-) = A.
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Bemerkung 5.8: Die Substitutionsregel (5.2.36) wird normalerweise unter den stirke-
ren Voraussetzungen bewiesen, dass die Abbildung & auf einer offenen Umgebung U
von D ein Diffeomorphismus ist, d.h.: ® ist auf U injektiv, regulir (det(®') # 0), und
die Umkehrabbildung ¥ := &' : ®(U) — U ist ebenfalls stetig differenzierbar. Diese
Bedingung ist aber fiir einige wichtige Anwendungen (z. B. fiir die Transformationen auf
Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten) zu einschrankend. In die-
sen Féllen ist die Jacobi-Matrix Jg zwar in der offenen Menge D regulér, hat aber auf
deren Rand 0D singulare Punkte. Es konnen aber auch singuldre Punkte in D selbst
auftreten. Ein einfaches Beispiel in einer Dimension hierfiir ist die Transformation

y=ox):=2° z¢e[-1,1],

welche das Intervall D = [—1,1] eindeutig auf das Intervall [—1,1] abbildet, aber im
Punkt = = 0 eine irreguliire Ableitung ¢'(0) = 3z%,-0 = 0 hat. Fiir diese Situation
sind aber die schwécheren Bedingungen von Satz 5.11 erfiillt, insbesondere ist ¢ auf D
injektiv und L-stetig. Fiir jede Funktion f € R([—1,1]), gilt also die Substitutionsformel

/ fldy =3 [ F(a)a? da.

Als Vorbereitung fiir den Beweis des Substitutionssatzes stellen wir das folgende Lem-
ma bereit. Dieses ist quasi der ,harte” Kern des Beweises.

Lemma 5.10: Sei D C R" offen und quadrierbar und ® : D — R™ eine stetig differen-
zierbare, Lipschitz-stetige Abbildung. Fir jede quadrierbare Menge M C D gilt dann:

®(M)], < /M | det & ()] da. (5.2.38)

Beweis: i) Wir zeigen die Richtigkeit der Behauptung zunéchst fiir den Spezialfall, dass
die Teilmenge M C D ein abgeschlossener n-dimensionaler Wiirfel W ist.

ia) Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Ist die Behauptung fiir irgendeinen Wiirfel W
falsch, so gibt es ein € > 0 mit

D), > / | det ®(y)] dy + €| VV.
w

Der Wiirfel W habe 0.B.d.A. die Kantenliange 1. Durch Halbierung der Kanten kann
W in 2" abgeschlossene Teilwiirfel mit Kantenlinge % zerlegt werden. Unter diesen ist

2
mindestens ein Wiirfel, mit W, bezeichnet, mit

|D(W1)|a 2/ | det ®'(z)| dw + | W |.
W1
Denn wiére fiir alle Teilwiirfel Wy, C W, i=1,...,m,

|CI)(W1J‘)|(L < / |d€t¢),(l’)|d$+€|WLi|,

Wi
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so ergibe sich wegen der Subadditivitit des dufleren Inhalts und der Additivitdt von
Riemann-Integral und Jordan-Inhalt

LUATES St UAES S MEET TOIEEES SEI
i=1 i=1 /Wi i=1
= / | det ®'(x)| dz + e|W],
w
und damit ein Widerspruch zur Annahme. Durch Fortsetzung dieses Arguments konstru-
ieren wir eine Folge von Wiirfeln W), mit Wy, C W, [W,| =27% und

LU

> det ®'(z)|dx +¢e, k€N, 5.2.39
T Wil Wk| ()] ( )

Wegen Wiy € Wy, und diam(Wy) — 0 (K — o)), gibt es genau einen Punkt a €
NkenWy € D (Ubungsaufgabe).

ib) Wir setzen A := ®'(a). Wegen der Stetigkeit von @’(-) und damit auch der von
|det @'(+)| folgt mit dem Mittelwertsatz 5.7 die Existenz von Punkten a; € Wy mit

1
W/W|det<I)’(x)|dx:|det@/(ak)|, ke N.
k

Wegen ar — a (k — oo) folgt damit

1

—_— |det ®'(z)|dz — |det ®'(a)| = |det A| (k — o0).
|Wk| Wi

Der Grenziibergang k — oo in (5.2.39) ergibt dann

lim inf 7|(I)(Wk)|a

k—o00 | kl

> |det A + ¢, (5.2.40)

Wir wollen dies zum Widerspruch fithren. Wegen der Differenzierbarkeit von @ gilt fiir
heR" mit a+heW:

®(a+h) = ®(a) + Ah +w(a; h),  [wla;h)[| < [[hll2&(([R]2), (5.2.41)

mit &(r) — 0 fiir 7 — 0. Der Durchmesse der Wiirfel W, ist diam(W}) = 27%\/n und
folglich ||h|ly < 27%\/n. Fiir jeden Punkt x = a + h € W}, ist also

llw(a; h)|la < ep == 2750, 8k = vna(||h]l2) = 0 (k— o).

Wir setzen
Vi=AW), Vi .= A(W,), keN.

Aus (5.2.41) erhalten wir wegen ||®(z) — ®(a) + Ah|2 < ¢ die Bezichung

(W) C @(a) + (Vi).,,  (Vi)e, = {z € R" : dist(z, Vi) < e}
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Fiir solche e-Umgebungen von Mengen gilt, wie man leicht verifiziert,
(c+ M) =c+ M, AM. = (AM)., NeR,.
Mit geeigneten ¢, € R™ ist daher
Vi =cp +27FV, (Vi)er = e + 277V,
Nach Satz 5.3 ist |[V| = |det A| [W], und es gilt allgemeien |AM|, = A\"*|M]|, . Dies ergibt

SOVl _ 2V o
Wil = 2w

Veila
Vi

= | det A| — |det A] (k — o0),

was einen Widerspruch zu (5.2.40) bedeutet.

iia) Wir beweisen nun die Abschétzung (5.2.38) fiir den Fall einer beliebigen quadrierbaren
Teilmenge M C D. Dazu muss zunichst die Existenz des Integrals begriindet werden.
Da ® in M als stetig differenzierbar angenommen ist, folgt die Stetigkeit von F(-) :=
|det @(-)| in M . Wegen der L-Stetigkeit von @ sind die partiellen Ableitungen 9;®; auf
M gleichméfBig beschrankt, denn mit der L-Konstante L von & gilt:

< L.

_ i [5x4 h) = @(2)]

Also ist auch die Funktion F' auf M beschrinkt. Da M quadrierbar ist, folgt nach Satz
5.6 die R-Integrabilitdt von F' iiber M , d.h. das Integral in (5.2.38) existiert.

iib) Sei pasr = sup,eyy | det @' (2)|. Mit Hilfe von Teil (i) erschliefen wir die Ungleichung
auch fiir die ausschopfenden Wiirfelsummen M, C M :

(M)l < Y 1@W)la< Y / \detcb'(x)\dx:/ | det @' (2)| da.
WiC My, wicMy, Wi M,

Damit erhalten wir

[(M)]o < [D(My) UR(M\ My)|o < [®(Mj)]a + [P(M\ M)l

g/ |det @' ()| dz + [®(M \ My)la

= [ |det @'(m)|dxf/ | det @' (x)| dz + | (M \ My)la-
M M\Mp

Nach Lemma 5.5 gilt
[ (M \ My)la < (LvV/n)" [M\ Mila =0 (k — o0),
/ |det @' (x)| do < pup| M\ Mg| =0 (k — 00).
M\Mj,

Dies impliziert die behauptete Ungleichung. Q.E.D.
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Beweis: [Beweis des Transformationssatzes]

i) Wir beweisen den Satz zunichst unter der strengeren Voraussetzung, dass die Abbil-
dung ® auf einer offenen Umgebung U von D ein Diffeomorphismus ist, d.h.: & ist
auf U injektiv, regulir (det(®') # 0), und die Umkehrabbildung ¥ := &' : (U) — U
ist ebenfalls stetig differenzierbar. Diese Bedingung ist aber fiir einige wichtige Anwen-
dungen (z.B. fiir die Transformationen auf Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und
Kugelkoordinaten) zu einschrinkend. Aufgrund der Resultate iiber reguldre Abbildungen
(Satz 5.2) ist dann ®(U) C R™ ebenfalls offen und ®(D) = ®(D) C ®(U). Ferner sind
® auf D und ¥ := &' auf ®(D) Lipschitz-stetig mit L-Konstanten (Ubungsaufgabe)

Ly == max [|®'(z)[ls, Ly := max [[¥'(y)]>.
zeD yed(D)

Aufgrund von Satz 5.2 werden durch ® und V¥ jeweils quadrierbare Mengen auf quadrier-
bare Mengen abgebildet. Nach Lemma 5.10 gilt dann fiir quadrierbare Mengen M C D

@(M)] < [ | det @(x)] da. (5.2.42)

ia) Sei nun f: ®(D) — R eine beschrinkte, nichtnegative Funktion:

sup [f(y)| <oo,  fly) >0, yec®(D).
yeP(D)

Fiir eine Zerlegung Z = {B;, i = 1,...,m} von ®(D) in quadrierbare Mengen B; sei

o= g f0) 20, 1))=Y mos)

yEB;

mit den chrakteristischen Funktionen yp, der B;. Dann sind auch die Bildmengen M, :=
U(B;) quadrierbar, und konstruktionsgemafl gilt:

0<t(y) < fly), yecdD).

Ferner ist fir y = ®(x) € ®(D) mit B; = &(M;):

ZszB ZszM f(@(z)).

Mit (5.2.42) folgt dann wegen m; > 0 fiir die Untersumme von f bzgl. der Zerlegung 7 :

= ZmZ|B1\ < Zmz/ | det @' (x)| dx: :/ t(®(z))| det ()| dx.
i=1 i=1 M; M

Wegen t(y) > 0 wird die recht Seite vergréfiert, wenn man ¢(®(x)) durch f(®(z)) ersetzt
und zum Unterintegral iibergeht:

/ f(®(2))| det @' ()| dx.
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Da dies fiir jede solche Zerlegung von ®(D) gilt, ergibt sich durch Supremumsbildung
/ y)dy < / F(®(z))] det ' (z)] da. (5.2.43)
4 _a(D)

Anwendung dieser Ungleichung mit vertauschten Rollen von ® und ¥ = &~ auf das
rechte Integral ergibt weiter

/ f(®(x))| det @' (x )|dx:/ f(®(x))| det @'(z)| dx

=¥ (®(D))

S/ F(2(T(y)))] det (U (y))][ det ¥'(y)| dy.
J_a(D)

Dieser Schluss ist erlaubt, da ¥ = ®~! aufgrund unserer verschiirften Annahmen diesel-
ben Eigenschaften hat wie ®. Wegen |det | = | det ¥/|~! ergibt sich so

/ f(®(x))| det @'(z)| dx </ fly) dy. (5.2.44)
J_a(D)

Durch Kombination von (5.2.43) und (5.2.44) finden wir

/ f(y)dy:/ [(®(2))| det @' ()| dx. (5.2.45)
J_a(D) L p

ib) Ist die Funktion f > 0 in ®(D) stetig, so sind alle in (5.2.45) auftretenden Funktionen
R-integrierbar, und es folgt

fly dyf/f )| det @' (x)| da. (5.2.46)
o(D)

Diese Formel gilt insbesondere fiir konstante Funktionen f = ¢,

D)|:/ cdy:(‘/|det¢> (x)] dx,
(D)

und dann natiirlich auch fiir ¢ < 0.

ic) Nun sei f lediglich als beschrankt in ®(D) angenommen. Sei ¢ eine Konstante mit
f4c>0.Dann gilt (5.2.45) fiir f; := f+c und fo = —c. Mit Hilfe des Additionsgesetzes
fiir das Unterintegral folgt somit (5.2.45) fiir beliebige beschrinkte Funktionen. Zwischen
dem Unter- und dem Oberintegral besteht die Beziehung

dy = — — ) dy.
[p L@ / o 10

Damit folgt die entsprechende Formal auch fiir das Oberintegral:

dy = det @’ dx.
A(D)f(y) y /D<<>>| 6/ (z)|
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Unter der Annahme f € R(®(D)) ergibt sich so, dass auch f(®(-))|det ®'(-)| € R(D)
ist und die Substitutionsformel gilt:

fly)dy = / [(®(z))| det @' (z)| da. (5.2.47)
®(D) D

id) Ist nun M C D eine beliebige quadrierbare Teilmenge, so folgt aus den bekannten
Eigenschaften regulérer Abbildungen, dass auch ®(M) quadrierbar ist (Satz 5.2). Weiter
sind dann die Funktion f € R(®(D)) tber ®(M) sowie die Funktion f(®(-))|det &'(-)| €
R(D) iiber M R-integrierbar, und es gilt die Substitutionsformel (5.2.47) mit M anstelle
von D.

ii) Wir betrachten nun den Fall einer Abbildung ® : D — R™ mit den im Satz geforderten
schwécheren Eigenschaften, d. h.: ® wird nur in D als stetig differenzierbar und injektiv,
aber dafiir zusétzlich als L-stetig angenommen. Fiir jede abgeschlossenen Teilmenge M C
D sind dann die in Beweisteil (i) gemachten Voraussetzungen erfiillt, und es gilt die
Aussage des Satzes, insbesondere die Substitutionsformel

/ Fly) dy = / F(@ ()| det & (2)] d. (5.2.48)
(M) M

Wir haben zu zeigen dass dies auch fiir ganz D bzw. D gilt, auch wenn dort singulire
Punkte von ® existieren mogen.

ifa) Sei L die L-Konstante von ® und a = (Ly/n)" die Konstante in der Abschétzung
von Lemma 5.5:
|®(D)la < @Dl

Ferner sei (s. Beweis Teil (iia) von Lemma 5.10)

B:= sup |f(y)l, 7 := sup | det ®'(z)],
ye®(D) zeD
und K :={z € D: det ®'(x) = 0} die Menge der irreguléren Punkte von ®. Wegen der
Stetigkeit von det ®'(+) ist die Menge D \ K offen. Die Bildmenge ®(D \ K) ist dann
nach Satz 5.2 ebenfalls offen. Zu beliebig fixiertem € > 0 sei D, eine Wiirfelsumme mit
|[D\ D,| < e. Furein k > ¢ teilen wir die in D, enthaltenen Wiirfel W € W, k-ter
Stufe in zwei disjunkte Wiirfelsummen auf:

Dy =U{WCD,: WNK=0}, D:=U{WCD,: WNK #0}.

Offenbar ist Dy, = D) U D] . Nach Satz 5.2 ist auch ®(Dj},) quadrierbar. Da det ®' auf
der abgeschlossenen Wiirfelsumme D, gleichméfBig stetig ist, kann & so grol gewéhlt
werden, dass

sup | det ®'(x)| < €.

zeD}!

Nach Lemma 5.10 und Lemma 5.5 ist dann

[®(D)la <elD[,  [2(D\ Dy)la < az.
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Esist ®(D) C ®(D},)U®(D;)U®(D\ D,). Die Abschétzung

[B(Dy)] < |[@(D); < [@(D)]a
< [(Dy)] + [2(Dy)la + [P(D\ Dy)la
<|2(Dy)| + (D] + @)

zeigt wegen der Beliebigkeit von e, dass ®(D) ebenfalls quadrierbar ist.

iib) Fiir die abgeschlossene Wiirfelsumme D), € D\ K gilt nach Beweisteil (i) die Sub-
stitutionsformel (5.2.48):

/ L W= [ ] o) d

wobei die Integtrale als R-Integrale existieren. Fiir die quadrierbare Restmenge D \ Dj,
gilt nach obiger Abschétzung

(DN D)l < e(|1D] + a).

Ferner gilt fiir das Integral von f {iber diese Menge:

‘/ x)dz| < Be(|D] + ).
®(D\D})

Weiter gilt fir die durch F'(z) := f(®(x))| det &’(x)| definierte Funktion F': D — R:

sup |F(z)| < Be, sup [F(z)| < B,
zeDy! xzeD\Dy

‘/ F(z) d:v‘ < ‘/”F(a:) dac‘ < Be| D),
< _py

‘/ d:r;‘<‘/ dm <ny5
<_D\Dq D\Dy
Damit erhalten wir

( » Fly)dy — / dac - ( /q) o y)dy — / D\DIZF(Jﬁ) dm‘

< Be(|D| + a) + ’/D\DqF(x) de| + ‘/DQF(iv) dr|
< Be(|D| + @) + Brye + Be| D] =

)L(D) fly)dy — /DF(.r) d;ﬂ, < ce.

und folglich

und analog
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Wegen der Beliebigkeit von e folgt die R-Integrierbarkeit von F' iiber D sowie die
Gleichung

f(y)dy = /D F(a) dr,

(D)

d. h. die behauptete Substitutionsformel. Dies vervollstindigt den Beweis. Q.E.D.

Beispiel 5.4 (Ebene Polarkoordinaten): Fiir einen Punkt (z,y) € R? ist r sein
Abstand vom Ursprung und 6 der Winkel (im Gegenuhrzeigersinn) zwischen der x-Achse
und dem Richtungsvektor mit Spitze in (x,y) (sog. ,,Polarkoordinaten®).

Y

y (z,y)

T

Abbildung 5.10: Schema der Polarkoordinaten in R?.

Durch die auf der ganzen (r, §)-Ebene definierten Abbildung
(x,y) = ®(r,0) := (rcosd,rsind)

wird der offene Streifen S der (r,60)-Ebene bijektiv auf die offene Menge B := ®(S) der
(x,y)-Ebene abgebildet, wobei

S:={(r,0): reRy,0 € (0,2m)}, ®(S) =R*\ {(z,0) : x > 0}.
Der Abschluss S von S ist die ganze Ebene R?, doch ist die Abbildung wegen der Peri-

odizitdt des Sinus nicht mehr bijektiv. Die Abbildung & ist auf S ein Diffeomorphismus
mit stetiger Jacobi-Matrix

Jo(r,0) = ( cos) —rsind ) .

sinf rcosf

Die zugehérige Jacobi-Determinante ist

det ®'(r,0) =r >0, (r,6)e€S.
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Auf beschrinkten Teilmengen von S ist ® Lipschitz-stetig:
1@(r,0) — (', ) [[2 < [|D(r,0) — D(r', 0) |2 + [|[D(r', 0) — (", &) |2
= (|(r = ") cos O + (r — r') sin 9\2)1/2 + (|r'(cos 6 — cos ') + |r'(sin @ — sin 0)|*)
< V2 =o'+ V21|16 = 0] < 2max{L, [/ [}|(r — 1", — &)z

1/2

mit L-Konstante L := 2max{l, max |r/|}. Dieses Beispiel begriindet den zusétzlichen
Aufwand beim Beweis von Satz 5.11. Die Abbildung & ist zwar auf dem offenen Streifen
S:={(r,0): reR,,0 € (0,2m)} reguldr, aber nicht auf dessen Abschlufi S'.

Die beschrénkte, offene Menge Kgr(0) \ {(z,0), z > 0} C S ist das Bild des offenen
Rechtecks Q :={(r,0) CR?*: 0<r<1,0<6 <27} =(0,1) x (0,27), und es gilt

/ f(x,y)d(x,y):/f(rcos@,rsin@)rd(r,@).
KRr(0) Q

Mit Hilfe des Satzes von Fubini 5.10 erhalten wir hieraus die Beziehung

2r  rR
/KR(O)f(:ay) d(a:,y)Z/O /0 f(rcos @, rsin6)r drdf.

Fiir f =1 erhalten wir fiir den Jordan-Inhalt der Kreisscheibe Kg(0):

27 R 27
|Kr(0)] := / d(z,y) = / / rdrdfd = / 1R%d0 = TR*.
Kr(0) 0 Jo 0

Beispiel 5.5 (Zylinderkoordinaten): Fiir einen Punkt (z,y,2) € R? ist r sein Ab-
stand von der z-Achse, 6 der Winkel (im Gegenuhrzeigersinn) zwischen der x-Achse
und dem Richtungsvektor in der (z,y)-Ebene mit Spitze im Punkt (z,y) und z seine
z-Komponente (sog. ,,Zylinderkoordinaten®).

>(x,y,2)

D c R?

Abbildung 5.11: Schema der Zylinderkoordinaten in R?.
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Durch die Abbildung
(x,y,2) = ®(r,0,z) := (rcosb,rsinb, z)
wird die offene Menge
Z:=SxR={(r0,z): reR;,0€(0,2r),z € R}

bijektiv auf die Menge ®(Z) = SxR abgebildet, mit der oben definierten Menge S C R?.

Das Bild von Z ist der ganze R3. Die Abbildung ® ist auf Z ein Diffeomorphismus,
der auf beschrénkten Teilmengen von Z ebenfalls Lipschitz-stetig ist. Die zugehorige
Jacobi-Determinante ist

det ®'(r,0,2) =r >0 (r,0,2) € Z

Fiir den Kreiszylinder Zg y(0) = {(r,0,z) : r € Ry,0 € (0,27),z € (0,H))} C Z gilt
dann aufgrund der Substitutionsregel und des Satzes von Fubini:

27
/ flz,y)d(z,y, 2 / / / f(rcosf,rsinf)rdrddd:z.
ZR,m(0)

Damit erhalten wir fiir den Jordan-Inhalt des Kreiszylinders Zg g(0):

27 27
| Zr,z(0)] 12/ d(z,y,z / / / rdrd@dz—/ / 1R20 = nR2H
ZRﬁH(O)

Der Kreiszylinder ist ein einfacher Spezialfall eines ,, Rotationskérpers®. Sei [a,b] C R
ein kompaktes Intervall, ¢ : [a,b] — R, eine stetige Funktion und

D, = {(z,y.2) € R* x [a, 8] : 2® +y* < p(2)*}.
Es handelt sich bei D um den Korper, der durch Rotation der zweidimensionalen Fliche
F:={(z,2) €R*: z€[a,b], 0 < x < p(2)}

um die z-Achse entsteht. Fiir den Inhalt von D ergibt sich
2r re(z) 2m
|D¢|7/ (z,y, 2 / / / rdrdﬁdzf/ / )2 df dz
und damit das folgende Resultat.

Korollar 5.7 (Rotationskérper): Das Volumen |D,| des Rotationskdrpers in R® mit
der Randkurve x = p(z), z € [a,b] ist bestimmt durch

|D,| = 7r/ o(2)*dz. (5.2.49)
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Beispiel 5.6 (Riumliche Polarkoordinaten): Fiir einen Punkt (x,y,2) € R? ist r
sein Abstand vom Ursprung, 6 der Winkel (im Gegenuhrzeigersinn) zwischen der z-
Achse und dem Richtungsvektor in der (z,y)-Ebene mit Spitze im Punkt (x,y) und ¢
der Winkel (im Uhrzeigersinn) zwischen der z-Achse und dem Richtungsvektor in R? mit
Spitze im Punkt (x,y,z) (sog. ,,Kugelkoordinaten®).

('Z.7 y? Z)

Abbildung 5.12: Schema der Kugelkoordinaten in R3.

Durch die Abbildung
(x,y,2) = ®(r,0,¢) := (rcoshsinp, rsinfsin @, r cos )
wird die offene Menge K bijektiv auf die Menge ®(K) abgebildet, wobei
K:={(r,0,p): 7eR,,0€(0,21),p € (0,m)} O(K)=R*\ {z >0,y = 0}.
Das Bild von K ist der ganze R®. Die zugehérige Jacobi-Determinate ist
det ®'(r,0,¢) = —r*sin(p) #0, (r,0,¢) € K.
Jede quadrierbare Menge M C K hat ein quadrierbares Bild ®(M), und es gilt

[ fapadeyn = [ 1@ o) sinedr,o,0).
®(M) M
Insbesondere gilt auf der Kugel Kr(0) = {(z,y,2) : 2* +y* +y* < R*}:
m 2T R
/ fla,y,2)d(z,y, 2) = / / / F(2(r,0,0))r* sinp drdfdyp.
KRr(0) 0o Jo 0

Damit erhalten wir fiir den Jordan-Inhalt der Kugel Kx(0) die Formel

71' 2T R T 2m
/ d(x,y,2) = / / / r?sin o drdfdp = / / %Rg sin p dfdyp = %ﬂ'RS.
Kg(0) o Jo Jo o Jo

Wir wollen nun den Inhalt der n-dimensionalen Einheitskugel bestimmen.
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Korollar 5.8 (Kugelvolumen): Das Volumen der Einheitskugel des R"
E{(0) = {z € R": |z, < 1}

ist gegeben durch die folgenden Formeln fiir gerades n = 2m bzw. ungerades n =2m-+1:
2m+lﬂ.m

1-3:5- ... -2m+1)

,ﬂ-m
m!’

[K1(0)] = IK(0)] = (5.2.50)

Beweis: Das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist gleich dem Integral der
zugehorigen charakteristischen Funktion iiber den Wiirfel Wl(")(O) ={reR": -1<
rp<l,i=1,...,n}:

|K£n)(())|:/() XK<”>(0)d$-
W1n (O) 1

Mit dem Satz von Fubini folgt mit der Bezeichnung x = (z1,..., 2, 1,2,) =: (', z,):

(n) — /
001 [ ([ i)

Fiir jeden Punkt = = (2, z,,) € K£">)O) ist =1 < @, < 1 und demnach |[2/|]z < /1 — 2.

Also gilt mit r, := /1 —22:
1
\Kl(")(o)|:/ (/ L Xgo- 1)(0)dat dxn / |K=1(0)] d,.
-1 N Jwir )

Aufgrund der Skalierungseigenschaft |K{" " (0)] = r"~!|K{"(0)| folgt weiter mit Hilfe
der Substitutionsregel:

1
|K£n)(0)‘ _ |K£n—1)(0)|/ Tn—l dxn _ |K£n 1) |/ (n—1)/2 dl}
—1
1 1
2 2
= |K1("71)(O)| /1 (1—sin?0)" 2 coshdf = |[K" 1 (0)] /1 cos" 0df.
—5m -5

Dies ergibt die folgende Rekursionsformel fiir n > 2:

|K£n)( K(l) |HA’€ HAlm Ak = /2 COSkedQ.
gy —

Durch etwas Rechnerei finden wir fiir n > 2:

=7 1 1
2 5T P}
A, = /1 cos™ 0 df = sin @ cos" ! 0‘2 . +(n-1) /1 sin® @ cos" %6 df)
-5 a7 -5

=(n-1) /21 (1 —cos®0) cos" 20df = (n — 1), — (n— 1)1,

§ﬂ'
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und folglich

n—1 P 2™
A, = - Ao, Al:/1 cosfdf =2, Ao:/1 df = .

27 27
Damit gilt fiir n = 2m:
2m —12m — 2 2m — 2
A2mA2m—1 = 7A2m—2A2m—3 = A2m—2A2m—3
2m 2m—1 2m
2m —22m —32m — 4 2m — 4
= Am,Am,: AmfAmf
2m  2m —22m — 3" TTHIImT T gy, AmeAmes
2 2 ™
= ...=—MAA =—A; = —
om T T om0 T

sowie analog fiir n =2m+ 1:

2m 2m —1 1 1 2T
me1Aomo= ... = —— A1 Ay = = .
o2m—1A2m—2 149 omi1l  oma+i

Agii Agyy = — T 7
AlEEm T om 11 2m om + 1

Hieraus folgern wir fiir gerades n = 2m:

2m m
(2m) — — ) ) _
|KP™(0)] = gAk =24 Ay + o AgAr =
und fiir ungerades n =2m + 1:
(2 +1) 2m+1 27n+1ﬂ.7n
K0)| = Ay = Agpi1Aogpy - oo s AgAg - Ay = .
| 1 ()' ]:!;[1 k 2m—+41412 3412 1 135(2m+1)

Q.E.D.

Bemerkung 5.9: Wir haben den Inhalt der Einheitskugel K f")(O) im R” fir n=1,2,3
berechnet und gefunden, dass dieser mit wachsendem n anscheinend zunimmt:

IKV(0)] =2 < [KP(0)] = 7 < [KP(0)] = 4x.

Dies darf aber nicht als Beleg fiir die Konvergenz |Kfn)(0)| — oo herhalten, denn die
Formeln von Korollar 5.8 ergeben

IKM(0) =0 (n— o0).

Man beachte, dass aber der Inhalt des n-dimensionalen Wiirfels (Einheitskugel bzgl. der
Maximumnorm)

W ={zreR": ~1<az;<1i=1,...,n}

die Eigenschaft |W1")| =2" — 00 (n — 00) hat.
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5.2.5 Uneigentliches Riemann-Integral

Analog zum eindimensionalen Fall wollen wir nun ,, uneigentliche* R-Integrale fiir gewisse
unbeschrinkte Funktionen und unbeschrénkte Integrationsgebiete definieren.

Definition 5.4: Fir eine Menge M C R"™ heifit eine monoton wachsende Folge (My,)pen
von quadrierbaren Teilmengen My C --- C My C My C M ,ausschopfend®, wenn fir
jede r-Kugel K,.(0):={z e R": ||z|s <r} gilt:

lim |[(M N K,.(0))\ M|, = 0.

k—o00
Die Existenz einer ausschopfenden Folge (My)gen fiir die Menge M impliziert die Qua-
drierbarkeit der Mengen M N K,(0). Im Fall A = R™ bilden z.B. die Kugeln K,(0)

ausschopfende Folgen. Ist M quadrierbar und a € M, so ist die Folge der Mengen
My, .= M\ Kyi(a) ausschopfend.

Definition 5.5: Sei D C R™ eine beliebige Menge (nicht notwendig beschrinkt). Eine
Funktion f: D — R heifit iber D ,uneigentlich R-integrierbar®, wenn mit der Notation

Qf:={M C D: M quadrierbar und f € R(M)}

gilt

sup / |f(z)|dx < oo, (5.2.51)

MeQys J M

und wenn es eine bzgl. D ausschopfende Folge von Mengen Dy, C Q¢ gibt mit

/f(x)dx = lim f(z)dx
D k—o00 Dy,

Der Limes heifst dann das ,uneigentliche R-Integral® von f diber D .

Satz 5.12: Sei D C R™ eine beliebige Menge und f : D — R uneigentlich R-integrierbar.
Dann ist fiir jede ausschopfende Folge (Dy)ren

/ f(z)dx = hm f(z)dx,
Dy,
d. h.: Das uneigentliche R-Integral ist unabhdngig von der gewdhlten ausschépfenden Folge.

Beweis: i) Sei (Dy)ren eine ausschopfende Folge von Teilmengen von D . Wir nehmen
zunéchst f > 0 an. Die Folge der Integrale [, f Dy x) dz ist dann monoton wachsend und
nach Voraussetzung beschriankt. Also existiert

hm/ f(z)dx < sup f(x:) dx =: S. (5.2.52)

k—o0 J\JEQf M
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Wir wollen S < J zeigen. Sei M € @)y beliebig. Da M beschrénkt ist, gibt es ein r > 0
mit M C DN K,(0). Also ist limy_,oo |M \ D] =0. Aus M C (M \ D) U Dy, folgt

/f(z)dacg f(a:)d.r+suj;v)[f($)|M\Dk|%J (k — o0).

Da M beliebig ist, folgt S < J. Esist also J = S5, was die Unabhéngigkeit des Integrals
J von der gewéhlten ausschépfenden Folge bedeutet.

ii) Im Fall eines allgemeinen f ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung aus der Dar-
stellung f = f,+f_.Mit f sind auch f, >0 und —f_ > 0 R-integrierbar, und erfiillen
daher (5.2.51). Das Argument von (i) ergibt die Existenz der zugehorigen Limiten (5.2.52)
und deren Unabhéngigkeit von der gewéhlten ausschopfenden Folge. Also gilt:

[ o= [ pwie= [ <1 @i
klg{.lo/Dk f(z)de — lim/ —f(x)dx

= lim (fo(x)+ fo(x))de = hm/ f(z

k—o0 Dy, k—o00

Q.E.D.

Beispiel 5.7: Wir diskutieren einige typische Beispiele uneigentlicher R-Integrale:
1) Wir betrachten iiber der Menge M = [0,1]* das Integral

e

Die Mengen M, := {(z,y) € M : © > 1/k} bilden eine ausschépfende Folge von M . Fiir
diese gilt nach dem Satz von Fubini:

/N[k\}gd(x,y)—/;( I:k\}fdw)dy—/ol [2\/5]1/1@@_2_5%'

Fir &k — 0 erhalten wir:

[, e 2= [ ey,

2) Es sei M C R? quadrierbar, f € R(M) (beschrinkt) und a € M . Dann existiert fiir
«a < 2 das uneigentliche R-Integral

@
= /M Tz —alg ™
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Sei K := supyep |f(z)] und M C Kg(0); 0.B.d.A. kann a = 0 angenommen werden.
Die Mengen M), := M \ K;(0) bildet eine ausschépfende Folge, und es folgt:

2w
/ |f(x)|ad:z:§K K/ / —rdrd(p
|z —allg Kr(0)\K4 /(0) ||-T aH? 1/k

R 2 2
- K R?*& o ka72 N
1/k 2—« ( ) 2—qa

J :/ e 1918 gy = 7
R2

existiert als uneigentliches R-Integral. Dies folgt mit Hilfe der Substitutionsregel aus

27 2 )
/ ~l=ll3 g = / / " drdh = / %e_"
Kk(o)

=r(l—e¢®) 5> 7 (k— oo).

—x

2
T 2
2—«

=K

3) Das folgende Integral

k

do
0

Andererseits gilt mit dem Wiirfel Wi (0) :={z e R*: -k <xz; <k, i=1,...,n} nach
dem Satz von Fubini:

/Wk(m o= /_i " /_Z e dz) dy = </_i e das)2.

lim / e 112 gz = lim / e el gy = 7
k—oo Wi (0) k—o0 By,(0)

ergibt sich die folgende Formel:

Wegen

o k
/ e dz = lim / e dr = /7. (5.2.53)

. k—oo J_ 4.

Durch die Variablentransformation ¢ := > sehen wir, dass dieses Integral gleich dem
Wert der I'-Funktion fiir x = % ist:

r'(3) = /0 e~V dt = %/ etV dt = / e dr = /7.

5.3 Parameterabhingige Integrale

Im Folgenden betrachten wir auf quadrierbaren Mengen D, C R™ und D, C R" para-
meterabhéngige Integrale der Form

F(z) = : flz,y)dy, =z € D,. (5.3.54)
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Satz 5.13: Seien D, C R™, D, CR" quadrierbar und D, kompakt. Dann gilt:
i) Ist f in D, x D, stetig, so ist F' in D, stetig.

ii) Ist Dy offen und sind f und V,f stetigin D, x D, , soist F' in D, stetig partiell
differenzierbar, und es gilt:

VF(x)= V.f(z,y)dy, z€ D,. (5.3.55)

Dy

iii) Ist D, offen und ist f in D, x D, k-mal stetig partiell differenzierbar bzgl. x, so
ist F' k-mal stetig partiell differenzierbar in D, .

Beweis: i) Es sei z € D, und (2%)pey eine gegen x konvergierende Punktfolge in D, .
Auf der kompakten Menge {z,z',2?, ...} x D, ist f gleichméfBig stetig. Zu jedem & > 0
gibt es also ein . > 0, so dass gilt:

2% —z|| <5. = [|f(a"y)— flz,y)| <e, y€ED,.

Folglich konvergiert

Dann konvergiert auch F(x*¥) — F(x) (k — o). Also ist F stetig in .

ii) Sei * € D, und K := K,(z) C D, eine kompakte Umgebung von z. Auf der
kompakten Menge K x D, sind die Ableitungen V,f gleichméBig stetig. Aus dem ein-
dimensionalen Mittelwertsatz folgt fiir kleines h :

fl@+he,y) — f
h

(z,y) _ ' (4)
= | Oif(z+she™ y)ds — 0if(x,y) (h—0),
0
gleichmaBig fir y € D, . Damit konvergiert fiir h — 0:

h h

Y D?‘l

F(z+he®) - F(z) 1 /

Also ist F' in x partiell differenzierbar. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen ergibt
sich dann aus Teil (i).

iii) Die Behauptung ergibt sich durch wiederholte Anwendung der Argumentation von
Teil (i) und Teil (ii). Q.E.D.

Beispiel 5.8: Wir betrachten ein Beispiel mit n =m = 1. Fiir x € R, ist

1 z+1 =1
Yy 1
F(z) = T dy = = .
(z) /Oy Y e il z+1
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Die Funktion f(z,y) = y* ist stetig auf Ry x [0,1] und erfiillt die Vorausetzungen des
vorausgehenden Satzes. Also kann nach z abgeleitet werden, und bei Beachtung von
Yt =e" In(y) folgt:

1 1 d , 1
/Oy ny dy /O Ty dr = F(z) CESIEA

und allgemein fiir k£ > 2:

1 1\
/0 y"(lny)*dy = FO(x) = m

Man beachte, dass die Funktion y*(Iny)* fiir € R, auf (0,1] stetig ist und sich stetig
durch null auf [0, 1] fortsetzen lasst. Folglich existieren die linken Integrale als normale
Riemann-Integrale.

Korollar 5.9: Fine auf einer offenen Kugel B C R® stetig differenzierbare Vektor-
funktion v : B — R?® ist genau dann Gradient einer stetig differenzierbaren Funktion
f:B—=R,dh v=Vf, wenn V x v := (0qv3 — 0309, D301 — O103, D103 — Do) = 0 gilt.

Beweis: i) Wenn auf der Kugel B eine Funktion f € C''(B) existiert mit v = V f, so
muss notwendig gelten:
O = 0,0, f = 0,0,f =0jv;, 1,7=1,...,3,
d.h.: V X v = (0v3 — 0302, 0301 — D03, 0109 — Dav1) = 0.
ii) Sei nun V x v =0 auf B = B,(0), d.h.: d;u; = djv; . Wir definieren fir x € B die

Funktion .
f(z) = Z (/0 v;(tx) dt):ci.

i=1
Nach Satz 5.13 ist f : B — R stetig differenzierbar, und es gilt:

3
0;f(x) = Z (8]-/ v;(tx) dt)rl +Z (/ v;(tx) dt)@ T
i=1 0
1 3
_ / (132 @ty + vy )
0 i=1
Bei Beachtung, fiir festes = € B, von
d d ’
%(tvj (tz)) = v(tz) + t%vj(t:c) =v;(te) +1 Z(@ivj)(tx)xi

=1

3
i=1
folgt
t=1

o) = [ Gt dt = ty(e)] = (o)
d.h: Vf(z) =v(z). Q.E.D.
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5.4 Anwendungen in der Mechanik

Im Folgenden wollen wir die in diesem Kapitel entwickelten Techniken auf die Berechnung
von mechanischen Gréfien wie Schwerpunkt, Tragheitsmoment und Anziehungskraft an-
wenden.

5.4.1 Schwerpunkt und Trigheitsmoment

Nach den Grundgesetzen der Mechanik ist der Schwerpunkt S eines Systems von N
Massepunkten ) € R”, j =1,..., N, mit Massen p; bestimmt durch

1 N N
S:*Z,ij(']), M:Zuj.
gt j=1

Die kinetische Energie des Gesamtsystems bei konstanter Bewegung der Punkte mit Ge-
schwindigkeit v ist dann

1
Ekin = 5,1“)2 .

Ein physikalischer Kérper K nehme im R? ein gleichfalls mit K bezeichnetes ,, Volu-

men“ (abgeschlossene quadrierbare Punktmenge) ein. Seine Masse habe die R-integrierbare
Dichteverteilung p : K — R. Seine Gesamtmasse erhélt man dann durch

u:/Kp(x) dx. (5.4.56)

Der Schwerpunkt S = (57, S2,.53) des Korpers mit Gesamtmasse p und Massedichte p
ist bestimmt durch

S = 1/}(9:;)(3:) dx, (5.4.57)

fﬂ

wobei das vektorwertige Integral komponentenweise zu berechnen ist. Bei konstanter (d. h.
»homogener*) Masseverteilung p = po reduziert sich dies zu

£o 1
S:—/ :pdx:—/ zdx . 5.4.58
nJK |K| Jx ( )

Beispiel 5.9: Wir berechnen den Schwerpunkt eines ,, Rotationsparaboloids®:

K={(z,y,2) eR*: 0< 2 < ¢, a* +9* < 2}.
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' )
D /
— o =

Abbildung 5.13: Abschnitt eines Rotationsparaboloids.

In Zylinderkoordinaten ist
K={(r0,2) e Rx[0,21] xR: 0<2<¢,0<r <2, 0<60<2r}.

Bei konstanter Massedichte p =1 ergibt sich die Gesamtmasse des Korpers K zu

c r2n pz ., T
,uz/ da?:// / rdrd@dz:%r/ Zdr==¢
K o Jo Jo 0 2 2

Wegen x =rcosf, y =rsiné folgt damit fiir die Koordinaten des Schwerpunkts

1 c r2m pz 1 c prz 2m

Sm:f/ / / 7‘2c059d7’d9dz:7/ / </ COSGdQ)TQdT’dZ:O,
HJo Jo 0 HJo Jo 0
1 c r2n pz 1 c Nz 2m

Syz—/ / / rzsinGdeHdz:—/ / (/ sin.df)r* dr dz = 0,
KJo Jo 0 ~Jo Jo 0

1 c 2T vz 2 c 2 2
Szzf/ / / redrdfdz = — | Zdr= 0 = Zc.
HJo Jo Jo o 2 3 3

Offensichtlich hiangt die Lage des Schwerpunkts eng mit den Symmetrieeigenschaften des
Koérpers zusammen. Der Schwerpunkt des betrachteten Abschnitts des Rotationsparabo-
loids liegt auf der Symmetrieachse bzw. im Symmetriemittelpunkt.

Sei x ein Massepunkt mit Masse p im Abstand d(z) von einer Drehachse A. Dann
ist J4 = pd(z)? sein (axiales) , Trigheitsmoment® bzgl. der Achse A. Seine kinetische
Energie bei Drehung um A mit der Winkelgeschwindigkeit w ist gegeben durch

Loy

Ekin = §JAW .
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Da sich Triagheitsmomente additiv verhalten, hat ein Kérper im Volumen K mit Masse-
dichte p bzgl. einer Drehachse A das Tragheitsmoment

JA(K)z/Kp(x)d(a:fdac. (5.4.59)

Die Definitionen dieser physikalischen Begriffe sind im wesentlichen phamenologisch, d. h.
durch experimentelle Erfahrung, begriindet und lassen sich nicht so ohne weiteres wie die
Grundbegriffe der Mathematik streng axiomatisch einfithren. Die strenge mathematische
Schlussweise kommt wieder ins Spiel, wenn bei Akzeptanz ihrer Giiltigkeit aus den obigen
Bezichungen weitergehende Aussagen abgeleitet werden. Als Beispiel formulieren wir ein
klassisches Resultat zur Beziehung der Tragheitsmomente von Kérpern bzgl. verschiedener
Drehachsen (Satz von Steiner?).

Satz 5.14 (Satz von Steiner): Ein Kiorper mit Massedichte p > 0 und Gesamtmasse
i nehme ein Volumen K C R? ein. Sei A eine Drehachse durch den Schwerpunkt
S wvon K und A" eine zu A parallele Drehachse mit Abstand d. Dann gilt fiir die
Trigheitsmomente des Kirpers bzgl. A und A’ :

JA’ = JA + d2/1, (5460)

Beweis: Der Ursprung des Koordinatensystems wird in den Schwerpunkt S des Korpers
gelegt, die x3-Achse in Richtung der Drehachse A und die x;-Achse von S in Richtung
auf die zweite Drehachse A’. Dann gilt fiir die Absténde d4(z) und da () eines Punktes
z € R? zu den Achsen A und A’ (s. Abbildung 5.14) d = da(z) + da(x) = 21 + da(z)
und folglich

dAI(I)2 = dA(J))2 - 2dl’1 + d2.

Also ist

T = [ dataPota)do = [ dawrplordo @ |

. p(x)dx — 2d/ x1p(x) dx.

K

Da der Ursprung des Koordinatensystems im Schwerpunkt von K liegt, ist

/ x1p(x)de = S; =0.
K

Also folgt die behauptete Identitit Ja = J4 + d2u. Q.E.D.

3Jakob Steiner (1796-1863): Mathematiker schweizer Herkunft; spiter Prof. in Berlin; fundamenta-
le Beitriige zur projektiven Geometrie; zog die Geometrie der Algebra und Analysis vor, da in jenen
»,Rechnen das Denken ersetzt, wihrend die Geometrie das Denken stimuliert*.
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d FK(.I')

Abbildung 5.14: Trigheitsmomente (links) und Gravitationskraft (rechts).

5.4.2 Gravitationskraft

Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz iibt eine Masse p im Punkt a € R? auf eine
Einheitsmasse im Punkt = € R* die Kraft
T—a
Fla) = —
[l —all®
aus, wobei 7 = 6,67 -107%[cm?3/g sec?] die Gravitationskostante ist. Dieses Gravitations-
kraftfeld ist der Gradient eines Potentials:

TH

Y=

F(z) = -VU(2),

welches ,, Gravitationspotential“ genannt wird. Entsprechend iibt ein Koérper im (kom-
pakten) Volumen K mit Massedichte p = p(z) auf eine Einheitsmasse im Punkt = die
Kraft

r—=y
Fi(x) = —7/ py) 5 dy. (5.4.61)
ko e =yl
aus. Das zugehorige Potential ist
r(y)
Uk(z) = —’y/ dy. (5.4.62)
x lz =yl

Damit diese Gleichungen Sinn machen, muss die Existenz der jeweiligen Integrale gesichert
sein. Wir wollen dies als Ubung mit Hilfe der bisher gewonnenen Methoden begriinden.
Mit Hilfe von Satz 5.13 ergibt sich unmittelbar die Existenz der R-Integrale (5.4.61) und
(5.4.62) im Falle z ¢ K . Ferner gilt dann:

Fr(r) = —-VUgk(z), =¢ K. (5.4.63)

Der Fall x € K ist etwas subtiler, da es sich dann um uneigentliche R-Integrale handelt.
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Lemma 5.11: Sei K C R® quadrierbar und kompakt. Dann exzistiert fiir eine stetige
Funktion f: K — R das (gegebenenfalls uneigentliche) R-Integral

z € R3.

& |z =yl

Dartiberhinaus ist F stetig und sogar stetig partiell differenzierbar, und es gilt:

VF(z)= —/Kf(y)f“" dy, zeR% (5.4.64)

|z —yl®

wobei das Integral wieder als (gegebenenfalls uneigentliches) R-Integral existiert.

Beweis: Fiir © ¢ K ergibt sich die behaupteten Aussage aus Satz 5.13. Wir konzentrieren
uns also auf den Fall z € K.

i) Von den beiden zu betrachtenden Integralen ist das iiber f(y)(x —y)|lz — y[|= das
schwierigere, so dass wir nur dieses diskutieren. Aufgrund der Abschétzung

H maxy |f]
||9ff—y|\3 |2 — yl[?

s

geniigt, es das Integral von ||z —y||™? zu betrachten. Fiir £ > 0 ist der Integrand auf der
Menge K \ K.(z) stetig, so dass die zugehorigen R-Integrale existieren. Fiir € > & > 0

2T
/ / /T Sm@d dpdf = 4m(e — &).

Fiir alle Nullfolgen (e)reny sind also die Folgen der Integrale iiber die Mengen K \
K., (z) Cauchy-Folgen mit demselben Limes. Also existiert das betrachtete Integral als
uneigentliches R-Integral.

ii) Sei (2*)ren eine konvergente Folge mit Limes . Wir haben die Konvergenz F(z%) —
F(z) (k — o0) zu zeigen. Sei € > 0 beliebig. Es gibt ein k. € N, so dass

2% —z|| <&, k> k.

Mit der Kugelumgebung Ko (x) gilt dann

1 1
P - Pl = | [ ) dy
K\Kzs(z) |$k _yH Hx_yH
1 1
+/ f(y)( - )dy’
Kae()NK 28 =yl flz =yl

Auf der kompakten Menge K \ K. () konvergiert gleichméBig

f(y) f(y)
7=y~ e -yl

(k — o0).
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Fir k> kL > k. hinreichend gro8 gilt also fiir das erste Integral:

1 1
| : )] <=
K\ Koo Hr —yll eyl
Das zweite Integral wird wie folgt abgeschétzt:
1 1
y k )
Kgg(m)ﬂK II@“ —yll llz—yll

1 1
<maxf|</ kidy—i-/ d>
Kooty 177 =yl Kooy 7 =9l
2T 3e 2T 2e
<max\f| </ / / rsmcpdrdgod@—k/ / / T&lng@drdg@d@)

= max|f\27r (9e? +4£%) < 26max|f|7r5

Fir k > k. ergibt sich also

|F(2*) — F(z)] < (1+ 26 max | flme)e.

Wegen der Beliebigkeit von e folgt die Stetigkeit von F' in x. Auf der kompakten Menge
K is F gleichméBig stetig.

iii) Analog wie in (ii) zeigt man die gleichméBige Stetigkeit der Vektorfunktion

G(z) :—/Kf(y)m_ydy, x e K.

[z = ylf?

Fiir jeden der Einheitsvektoren e gilt dann fiir kleines h > 0:

. 1 1 1
F(x+ he®) — F(x :f/fy 5 — )dy
(Pl het) = £1(2) ==~ =]
(z + she — 1),
ds | dy.
S RCION ===

Analog wie in Teil (ii) zeigt man nun die Konvergenz dieses Integrals fiir » — 0, d. h. die
Existenz der partiellen Ableitung

==

1
. p— 1 (7/) 7(
O;F(x) := }llm%) h( (x4 he / Hx yHB dy.

Die nicht ganz einfachen Details dieser Argumentation werden ausgespart. Die Stetigkeit
dieser Ableitungen 0;F wurde bereits oben gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung 5.10: Die Aussagen von Lemma 5.11 gelten auch im Fall, dass die Funktion
f nur einfach R-integrierbar ist.
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Satz 5.15: Sei K ein kugelformiger Koper mit Mittelpunkt a und homogener Masse-
verteilung po . Dann wird auf einen Massepunkt x auferhalb der Kugel dieselbe Gravita-
tionskraft ausgeiibt, wie wenn die Masse p im Mittelpunkt der Kugel konzentriert wdre:

8ll

[l —all?”

Fy(r) = — x ¢ K. (5.4.65)

Beweis: Der Radius der Kugel sei R > 0. Der Abstand des Punktes = zum Mittelpunkt
der Kugel sei n > R. Wir bestimmen zunéchst die Masse der Kugel:

47
u=/ podr = pol K| = —R%po.
K

Zur Berechnung der auf x wirkenden Anziehungskraft wird zweckméBigerweise der Ur-
sprung des Koordinatensystems in den Mittelpunkt der Kugel und die x3-Achse durch
den Punkt x gelegt. Beziiglich dieses Koordinatensystems ist dann = = (0,0, 7). Die auf
x wirkende Gravitationskraft hat die Komponenten

Da der Abstand von x zum Kugelmittelpunkt grofer als der Radius ist, ist dieses Integral
ein normales Riemann-Integral. Die Anziehungskraft der Kugel ist zum Mittelpunkt hin
orientiert. Folglich gilt

Fl(.L') = FQ(.I') = 0,

und es bleibt Fj3(z) zu berechnen. Dafiir gilt:

n—Ys d 1
F3(0,0,n) = —’Ypo/ dy = vpo/ — dy.
K (42 + g3 + (0 —5)2) " K 0/ + B+ () — ys)?

Nach Satz 5.13 kann hier Differentiation und Integration vertauscht werden:

d/ 1
YPo
dn Ji \/yF+ y3 + (1 — y3)?

Transformation auf Zylinderkoordinaten (alternativ Kugelkoordinaten) und Verwendung
des Satzes von Fubini liefert nun

F3(070777) =

dy.

d R2—2z 2w 1
F5(0,0,m) = vpo —/ / ——rdfdrdz
0 "2+ (- 2)?
R2—22
= 2777,00—/ Vri4(n—2) ’
=2t [ VRGP - P
-R

d R
= 2777,00—/ {VR?=2nz+n*—|n— 2|} dz.

dn J g
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Wir betrachten die folgenden Einzelintegrale (Man beachte n > R.):

R
1 .
/ VR2 =2z 4+ n2dz = ——(R? — 2nz + n?)*/?
-R

R
3n LR

1
= ——((R* = 2nR + 1n*)** — (R* + 2nR + n*)*?)

31
1 A
= —%((n —R)’ — (R+n)°)
1, . . .
— _%(ﬁ —30°R+3nR* — R* — R* — 3R’y — 3Rn* — n)*)
1 t
= —(6n°R + 2R%).
377( n"R+2R%)

sowie
R

[ m=sdde=gta- 27 = 30 B2 -+ RP) = 2

DN | —

Zusammenfassend ergibt sich

1 a2

Dies ist gerade die Anziehungskraft, welche durch eine Masse p = po|Kg(a)| im Mittel-
punkt der Kugel auf den Massepunkt = ¢ Kr(a) ausgeiibt wird:

(r3 — az) 47 R3
F3(0,0,1) = — — vpol Kp(a) -2 = —ypg———
5(0,0,7m) Vpo| Kr(a)l o—ap = e

d
F3(07 07 77) = 27T’Yp0 7(

7 (6n°R + 2R?) — 277R> = 27ypo
n

Q.E.D.

5.5 Ubungen

Ubung 5.1: Seien A;, C R”, k € N, beschriinkte Mengen mit der Eigenschaft A, C
Ap und A := NpenAy . Man beweise oder widerlege durch ein Gegenbeispiel die folgenden
Aussage fiir den dufieren Jordan-Inhalt |- |,:

|Al, = lm |Agla.
k—o0
(Hinweis: Es kann die Eigenschaft |M|, = |M]|, des #ufleren Inhalts verwendet werden.)

Ubung 5.2: Welche von den folgenden Aussagen fiir den ,dueren Jordan-Inhalt |- |,
von Mengen M € R" ist richtig (mit Begriindung)?
i) |Mlo=|M%, i) [M]o=[Ml|o, i) [0M],=0.

Wie lauten die Antworten fiir den ,,inneren® Jordan-Inhalt |-|; und im Fall quadrierbarer
Mengen fiir den Jordan-Inhalt?
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Ubung 5.3: Es seien M C R und N C R™ (beschrinkte) quadrierbare Mengen. Man
zeige, dass dann auch die ,,Produktmenge*

Mx N :={(x,y) e R"" xR™: 2z € M,y € N}
als Menge in R™™ quadrierbar ist, und dass die folgende ,, Produktformel® gilt:
|[M x N| = |M||N]|.

(Hinweis: Die Produktformel ist offensichtlich richtig fur Intervalle.)

Ubung 5.4: Man untersuche, ob der Graph der durch

f(z) :==sin(1/z), =€ (0,1}, f(0):=0,

gegebenen Funktion f:[0,1] — R eine Jordan-Nullmenge im R? ist.
(Bemerkung: Die Funktion f ist nicht iiberall stetig.)

Ubung 5.5: Man zeige, dass die Einheitskugel K{")(O) ={z eR": ||z]|s < 1} des R"
quadrierbar ist. (Hinweis: Man interpretiere den Rand der Einheitskugel als Vereinigung
von Funktionsgraphen.)

Ubung 5.6: a) Man berechne das R-Integral der Funktion

fz,y) = zy

iiber dem Wiirfel D = [—1,1]*> C R? mit Hilfe seiner Definition als Limes Riemannscher
Summen. (Bemerkung: Der zur Losung dieser Aufgabe erforderliche Aufwand motiviert
die Suche nach leistungsfédhigeren Methoden zur Integraberechnung (— Satz von Fubini).)

b) Man berechne dasselbe Integral mit Hilfe des Satzes von Fubini.

Ubung 5.7: Sei D C R" eine quadrierbare Menge und f : D — R eine R-integrierbare
Funktion. Man begriinde, warum dann auch die folgenden R-Integrale existieren:

Ji ::/D|f(a:)|md:p, meN, :Z/Dexp(f(:r))dx, Js ::/D\/mdx.

(Hinweis: Man verwende so weit wie moglich Sétze aus dem Text.)

Ubung 5.8: Man skizziere die folgende Mengen und berechne ihren Jordan-Inhalt:

a) M:={z €R*|0< 2 <, sin(z;) < 2o <sin(ay) + 1},
b M:={zeR’||z]| <1},
) M:={zcR?|0<z;<00,0<ay<e ™}
(Hinweis: Man fasse die Mengen als ,,Ordinatenmengen® auf. Die Menge in c¢) ist unbe-

schriankt, so dass ihr ,Jordan-Inhalt“ gegebenenfalls als Limes der Jordan-Inhalte zu einer
ausschopfenden Folge von Teilmengen zu verstehen ist.)
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Ubung 5.9: Seien D C R eine quadrierbare Menge und f,g: D — R R-integrierbare
Funktionen, d. h.: f,¢g € R(D). Man beweise mit den Mittel aus dem Text die Schwarzsche

Ungleichung
| [ s < ([ ura) ([ wwre)™

(Hinweis: Durch die linke Seite wird auf dem Vektorraum R(D) nur ein Semi-Skalarpro-
dukt definiert.)

["Jbung 5.10: Sei D C R™ quadrierbar. Man zeige, dass fiir eine beschréinkte, R-integrier-
bare Funktion f: D — R auch die durch

a) Fi(z)=f(x)?, peN, b) Fy(z) =@,

gegebenen Funtionen Fi, Fh: D — R iiber D R-integrierbar sind.

Ubung 5.11: Man skizziere die folgenden Mengen und berechne ihren Jordan-Inhalt:
a) M;:={(r,y) ERxR:0<x<1,2°<y<a’},
b) My :={(z,y) eRxR:0<z <siny, 0 <y <7}

(Hinweis: Man fasse die Mengen als Ordinatenmengen auf und verwende ein Resultat aus
dem Text.)

Ubung 5.12: Sei ¢ : R? - R die durch

@+ (z,y) #(0,0),  ¢(0,0) := 0,

g(w,y) =

definierte Funktion. Man zeige, dass fiir jedes y € R die Integrale

1 1
1) = [ swnds. 1w = [ g
0 0
wohldefiniert sind und dass die Funktion f:R — R differenzierbar ist, jedoch

£10) # £7(0).

Dieses Beispiel zeigt, dass bei der Differentiation von parameterabhéngigen Integralen
nicht ohne weiteres auf die Annahme der Stetigkeit der Funktionen verzichtet werden
kann.

Ubung 5.13: Seien f und 9,f im Rechteck D = [a,b] x [¢, d] stetig und ¢, : [¢,d] —
R differenzierbar mit a < o(y) < ¥(y) < b. Man zeige, dass dann gilt:

d w(y) w(y)
— [z, y)de = /m ) Oy f(x,y) dx + @' (y) f(e(y), y) — " () f((y), y).

(Hinweis: Man untersuche die Konvergenz der zugehdrigen Differenzenquotienten.)
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Ubung 5.14: Man berechne mit Hilfe der Regeln des Satzes von Fubini das folgende
R-Integral:

- — x =
J/1(1+$2+y2)3/2 d(x,y), 1:=1[0,1] x[0,1].

(Hinweis: Man iiberlege sich eine giinstige Reihenfolge fiir die eindimensionalen Integra-
tionen.)

Ubung 5.15: Mehrdimensionale R-Integrale der Form

J::/ F(||z])2) dx
D
auf einem rotationssymmetrischen Gebiet D C R™ berechnet man am einfachsten mit

Hilfe der Substitutionsregel und des Satzes von Fubini.

a) Man beschreibe die entsprechende Argumentation zur Berechnung eines solchen In-
tegrals im Fall n = 2 fir D = Kx(0) \ K,(0) (mit Angabe der verwendeten Koordi-
natentransformation und der zugehoérigen Urbild- und Bildbereiche). Dabei bezeichnet
Kr(0) = {z € R?|||z]|2 < R} die R-Kugel in R%.

b) Man berechne die Integrale

1
0= cdes D) h= [ cos(lalp)d.
K2(0)\K1(0) =13 K1(0)

Ubung 5.16: Man untersuche, welches der folgenden Integrale als uneigentliches R-
Integral existiert:

1 1
a) J1=/ — dz, b) ng/ — dz,
K2 (0) |3 K3 (0)e |3

1 1
c) J3:/ ——dx d) J4:/ g dr
kP 1 — 2|2 K3 (0)e ll[3

Dabei bezeichnet Kfn)(O) = {r € R"|||zl]]a < r} die Einheitskugel in R™ um den
Nullpunkt und Kl(n)(O)C ihr Komplement.

Ubung 5.17: Man berechne mit Hilfe des Substitutionsregel die folgenden R-Integrale
in R2: .
a) Jp ::/ —dx, b) Ja =/ ell=l3 gz,
K2(0)\K1(0) |2 K1(0)
Dabei ist K,(0) = {z € R?: ||z]] < r} die r-Kugel in R?

Ubung 5.18: Sei Kz(0) = {z € R* : |z|| < R} und f,g : Kr(0) — R stetig und
rotationssymmetrisch, d.h. fiir =,y € R" mit ||z|| = ||y|| gilt:

f@)=fy), g(x)=g(y).
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Man zeige, dass dann die durch
F(x) r:/ f)g(z —y)dy
Kr(0)

definierte ,, Faltungsfunktion® F : R™ — R ebenfalls rotationssymmetrisch ist. (Hinweis:
Zu je zwei Punkten z,y € R™ mit |lz]| = |ly|| gibt es eine orthogonale Matrix @ € R™*"
mit y = Qu. Es geniigt also zu zeigen, dass F(x) = F(Qz) fiir jede solche orthogonale
Matrix. Dazu verwende man den Transformationssatz.)

Ubung 5.19: Sei K C R? cine quadrierbare, kompakte Menge und f : K — R eine
Riemann-integrierbare Funktion. Man zeige, dass die durch

o fy) T 2
F(z) := /K o dy, € R?,

[ —

definierte Funktion F : R? — R stetig ist. (Hinweis: Im Fall 2 € K zerlege man das
Integral iiber K in zwei Integrale tiber K \ K (z) und K.(z)N K .)

Ubung 5.20: Sei F(x) die Graviationskraft, welche eine Kugel K C R® mit Radius
R > 0 und konstanter Massedichte py auf einen Massepunkt x im Abstand n > 0 vom
Mittelpunkt der Kugel ausiibt. Fiir den Fall n < R, d.h. fiir Punkte im Innern der Kugel,

zeige man die Formel

47
F(z) = ——7pon, € K.

Bemerkung: Erstaunlicherweise hingt F'(z) in diesem Fall nicht vom Radius R der Kugel
ab, d.h.: Die dufleren Kugelschichten iiben keine Anziehungskrifte auf den Massepunkt
z aus. Fiir Punkte auflerhalb der Kugel gilt dagegen die im Text bewiesene Formel

41 R3

F(z) = —3%00?7 v ¢ K.





