3 Differenzierbare Funktionen

In diesem Kapitel entwickeln wir die Differentialrechnung fiir Funktionen und Abbildun-
gen in mehreren Variablen. Da sich alle im Folgenden betrachteten Beispiele und Anwen-
dungen auf reellwertige Funktionen beziehen, beschréanken wir uns auf diesen Fall, d. h.
auf K=R.

3.1 Partielle und totale Ableitung

Definition 3.1 (Partielle Ableitung): i) Sei D C R™ eine offene Menge. Fine Funk-
tion f: D — R heifst in einem Punkt x € D partiell differenzierbar® bzgl. der i-ten
Koordinatenrichtung (e der entsprechende kartesische Richtungsvektor), falls der Limes

- flathe®) — f(z) _ Of

() =: 0 f ()

existiert; dieser heifst die ,partielle Ableitung bzgl. x; “ von [ in x.

ii) Existieren in allen Punkten x € D alle partiellen Ableitungen so heifit [ ,partiell
differenzierbar®. Sind alle partiellen Ableitungen stetige Funktionen auf D, so heifit f
Lstetig partiell differenzierbar®.

iii) Fine vektorwertige Funktion f = (f1,...,fm) : D — R™ heifit ,(stetig) partiell
differenzierbar®, wenn alle ihre Komponenten f; (stetig) partiell differenzierbar sind.

Die partielle Ableitung kann als gew6hnliche Ableitung interpretiert werden. Bei der Funk-
tion f(x) = f(x1,...,2,) seien alle bis auf das i-te Argument festgehalten und die Funk-
tion f(f) = flxy,...,2i-1,& Tig1, ..., T,) als Funktion von £ allein betrachtet. Die
partielle Ableitung von f bzgl. x; ist dann gerade die gewohnliche Ableitung von f :

of
ar,-

_df
=i
Deshalb gelten fiir die partielle Ableitung analoge Regeln wie fiir die gewthnliche Ablei-
tung, insbesondere die Produkt- und Quotientenregel:

Oif — fo;
ofe) = a0if + 1o, oi(1) = L0

() (&)-

(3.1.1)

Fiir eine partiell differenzierbare Funktion f : D € R®™ — R und eine differenzierbare
Funktion F: 7 — R mit f(D) C I gilt die einfache Kettenregel

O:F(f(x))=F'(f(2)0;f(x), =€ D. (3.1.2)
Eine weitere Verallgemeinerung der Kettenregel werden wir spéter kennenlernen.
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Beispiel 3.1: Wir betrachten einige elementare Beispiele:
i) Das quadratische Polynom
p(r) = azoxf + 2a117179 + a02x§ + aypr1 + apg1T2 + ago
ist auf ganz R" stetig partiell differenzierbar und hat die partiellen Ableitungen
Oip(x) = 2a20z1 + 2a1122 + aqo, Oop(x) = 2a1121 + 200222 + aor.

ii) Die Abstandsfunktion
r(2) = llalle = (2] + - + )"
istin D = R"\ {0} stetig partiell differenzierbar mit den partiellen Ableitungen (Anwen-
dung der gewohnlichen Kettenregel):
21’2‘ N xX;
(222 ()

@r(,:c“):%

iti) Sei F': Ry — R eine beliebige, differenzierbare Funktion. Dann ist die zusammen-
gesetzte Funktion f(x) := F(r(z)) auf ganz D = R™\ {0} definiert und dort partiell
differenzierbar. Thre partielle Ableitungen erhélt man mit der Kettenregel als

&ﬂ@zFW@D%ﬁ,i:L”wn

Z.B. hat die Funktion f(z) =1In(r(z)) die partiellen Ableitungen

iv) Wir betrachten die folgende auf R? definierte Funktion:

T17T2
= O 0 = O.
fla) = 22w 0. S0)
Diese ist partiell differenzierbar. Fiir = # 0 erhalten wir ihre partiellen Ableitungen
wieder mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel als
O f(z) = 01 (z122)r(2) ™ + 2y220; (r(2) ™)

= 2o7r(2) "t + mwo(—4)r(2) Pryr ! = zor(2) T — dadaor(z) 0

und analog fiir 4 = 2. Im Punkt o = 0 ist wegen f(he®) = f(0) =0:
he®) —
L (e®) — (0)

lim . =0, =12
Die Funktion f ist aber in # = 0 nicht stetig, denn fiir die Punkte z. := (g,¢) gilt
|lz|| = 0 (¢ — 0) aber wegen r(z.) = v/2¢:

2

ﬂ@ziem(&w)

Wir sehen, dass fiir Funktionen in mehreren Variablen, im Gegensatz zum Fall n =1, die
partielle Differenzierbarkeit (im obigen Sinne) nicht notwendig die Stetigkeit erfordert. In
diesem Beispiel sind aber die partiellen Ableitungen nicht gleichméfig beschrankt.
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Satz 3.1: Sei D C R™ offen. Die Funktion f : D — R habe in einer Kugelumgebung
K,(x) C D eines Punktes © € D beschrinkte partielle Ableitungen (oder f sei iberhaupt
in K.(x) stetig partiell differenzierbar):

sup [0, f(z)| <M, i=1,....,n
€K, ()

Dann ist f stetig im Punkt x .

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir den Fall n = 2. Seine Ubertragbarkeit auf den
allgemeinen Fall n € N ist offensichtlich. Zunéchst gilt fiir y = (y1,92) € K,.(x) :

f(yr,y2) — [z, 22) = f(y,v2) — [, 92) + f(@1,92) — f(o1, 22).

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existieren Zwischenstellen & = £(y2),
n =mn(x1) zwischen z; und y; bzw. zo und y,, so dass

fyry2) — f(z1,22) = 01 f(&,92) (Y1 — 21) + Do f (21, 1) (Y2 — 22).
Wegen der Beschrianktheit der partiellen Ableitungen in K,.(z) folgt

|f(y1,y2) — fla,22)| < M(|lyr — 1] + |y2 — 22]).
Fiir beliebiges ¢ € (0,7] gilt also |f(y) — f(x)| <e fir |ly—z|, <0:=¢/M, d.h.: f ist
stetig in 2 (genauer sogar Lipschitz-stetig). Q.E.D.

Sind fiir eine partiell differenzierbare Funktion f : D C R"™ — R die partiellen
Ableitungen 0;f : D — R wieder partiell differenzierbar, so heifit f ,zweimal partiell
differenzierbar® mit den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

e 0 of
00,f(2) = g la) i= 5 (a—rj(x)).

Allgemein kann man partielle Ableitungen k-ter Ordnung bilden, welche mit

O 2w

bezeichnet werden. Eine Funktion heifit dann ,, k-mal stetig partiell differenzierbar®, wenn
alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f existieren und stetig sind.

Beispiel 3.2: Die durch

.I'ngl’g — l‘ll'g
2 2
T+ x5

fzy,xq) = . (z1,29) #(0,0), £(0,0) :=0,

definierte Funktion f : R? — R zeigt, dass i. Allg. die Reihenfolge der partiellen Ablei-
tungen nicht vertauschbar ist. In der Tat ist f iiberall zweimal partiell differenzierbar, es
ist aber (Ubungsaufgabe)

a16'2f(07 0) 7& a2alf(07 O)

In (z1,22) = (0,0) sind die zweiten partiellen Ableitungen aber nicht stetig.
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Satz 3.2 (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge): Sei D C R" offen.
Die Funktion f : D — R sei in einer Umgebung K.(x) C D eines Punktes x € D
zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt:

Allgemein ist fiir eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion die Reihenfolge der
partiellen Ableitungen vertauschbar.

Beweis: i) Wir fithren den Beweis wieder nur fiir den Fall n = 2. Sei
A= f(x1+ hy, 20+ ho) — f(x1 + by, o) — f(w1, 20 + ho) + f(21, 22)
und p(x;) := f(x1, 29 + ha) — f(21,22) . Dann ist
A=@(x1 4+ h1) — ().
Mit dem Mittelwertsatz bzgl. x; erhalten wir
A =hyp'(z1 +61hy), 6 € (0,h).

Wegen ¢ (x1) = 01 f (21, x9+he)— 01 f (21, 22) folgt wieder mit dem Mittelwertsatz diesmal
bzgl. xs:
(p,(l'l) = h2 agalf(xl, Lo + ellhz), 9/1 S (0, hg)

Dies impliziert dann
(p,(lj + 91h1) = hz 8231f(:161 -+ 91h1, To + 9'1h2)

und somit
A= h1h2 agalf(l'l + 91h1, X9 + 9’1h2)

Wir verfahren analog mit x5 und erhalten fir 1(xs) := f(z1 + hy,xa) — f(21,22)
A =P(xy + hy) — (x2) = hot)' (w2 + O2hg) = hihg 010sf (21 + Oahy, w3 + O5hy).

Damit wird

0201 f(z1 + O1hy, xy + 01 D) = = 0102 f (w1 + Ozhy, o + O5hs).

hihs
Wegen der Stetigkeit von 9102f und 9,01 f in K,(z) gilt fiir hy,hy — 0:

0201 f (21, 22) = 0102 f (w1, T2).

ii) Sei nun f k-mal stetig partiell differenzierbar. Die Identitét

fir jede Permutation (i1,...,7;) von (1,...,k) folgt mit Hilfe von (i) durch Induktion
nach k. Q.E.D.
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3.1.1 Begriffe der Vektoranalysis

Definition 3.2 (Gradient): Sei D C R™ eine offene Menge und f : D — R eine
partiell differenzierbare Funktion. Der Vektor der ersten partiellen Ableitungen
T n
gradf(z) == (91 f (), ..., 0,f(x))" €R

heift der ,Gradient* von f im Punkt x € D. Man schreibt auch gradf(z) = Vf(x)
mit dem sog. ,,Nabla-Operator® (vektorieller Differentialoperator erster Ordnung)

V=(0,....0,)"

Definition 3.3 (Hesse-Matrix): Sei D C R™ eine offene Menge und f: D — R eine
zweimal partiell differenzierbare Funktion. Die Matriz der zweiten partiellen Ableitungen

i,j=1

heifst die ,Hesse'-Matriz® von f im Punkt x € D . Man schreibt auch Hy(z) = V> f(z).

Definition 3.4 (Jacobi-Matrix): Sei D C R™ ecine offene Menge und f : D — R™
eine partiell differenzierbare Vektorfunktion. Die Matrixz der ersten partiellen Ableitungen

Jf(l‘) = (E)jfi(x));i;ij:l € R™"
heifit die ,,Funktionalmatriz® (oder auch die ,Jacobi*-Matriz“) von f im Punkt x € D .
Man schreibt auch Jp(z) = Vf(z) = f'(x). Im Fall m = n wird die Determinan-
te det Jy(x) von Js(x) auch ,Funktionaldeterminante® oder ,Jacobi-Determinante® ge-

nannt. Die Zeilen von J;(x) werden also gerade durch die (transponierten) Gradienten
der Funktionen f;(x) gebildet.

Beispiel 3.3: Die Abstandsfunktion r(x) = [|z||2 hat den Gradienten

vt = (02 ) ), - )

und die Hesse-Matrix

V@) = (9 %)Fl N (ﬁzb - ﬁﬁﬁ); - <W>a=l

Ludwig Otto Hesse (1811-1874): Deutscher Mathematiker; wirkte in Konigsberg, Heidelberg und
Miinchen; Beitrédge zur Theorie der algebraischen Funktionen und Invarianten

2Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind hochbegabt; wirkte
in Konigsberg und Berlin; Beitréige zu vielen Bereichen der Mathematik: zur Zahlentheorie, zu elliptischer
Funktionen, zu partiellen Differentialgleichungen, zu Funktionaldeterminanten und zur theoretischen Me-
chanik.
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Diese Hesse-Matrix ist gerade die Jacobi-Matrix der Vektorfunktion v(z) = z/r(z):

R G

i,j=1

Allgemein hat die partiell differenzierbare Funktion f(z) = F(r(x)) den Gradienten

Vi(z) = F’(T(x))@

Als Folgerung aus der Produktregel fiir die partielle Differentiation folgt fiir den Gradi-
enten die Produktregel

V(fg) =gV[+[Vg. (3.1.4)

Im Folgenden verwenden wir fiir die sog. ,innere”“ Multiplikation zweier Vektoren
v,w € R™ je nach Situation die Bezeichnungen:

n
vowi=vTw = Zviwi = (v, w)s.
i=1

Definition 3.5 (Divergenz): Sei D C R™ eine offene Menge und v : D — R™ eine
partiell differenzierbare Abbildung. Die skalare Funktion

divo(z) = dv(x) + -+ + Oy, ().

heifit die ,Divergenz® von v im Punkt x € D. Mit dem Nabla-Operator schreiben wir
auch (im Sinne der sog. inneren® Vektormultiplikation)

divo(z) = V- v(x).

Als Folgerung aus der Produktregel fiir die partielle Differentiation folgt fiir die Divergenz
des Produkts einer skalaren Funktion f: D — R mit einer Vektorfunktion ¢g: D — R":

V-(fg)=Vf-g9g+fV-g (3.1.5)

Beispiel 3.4: Wir betrachten die Vektorfunktion v(z) = z/r(xz) auf R™\ {0} . Wegen
divxzzaﬂ’i =n, x-x=r(r)?
i=1

hat sie die Divergenz
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Definition 3.6 (Rotation): Sei D C R? eine offene Menge und v : D — R3 eine
partiell differenzierbare Abbildung. Die Vektorfunktion

rot v(z) := (Bavs(x) — D3va(x), O3v1 () — Oyvs(x), Drva(x) — ovy (2))

heifit die ,Rotation“ von v im Punkt x € D. Mit dem Nabla-Operator schreiben wir
auch (im Sinne der sog. ,dufleren® Vektormultiplikation)

rotv(z) =V x v(x).

Beispiel 3.5: Wir berechnen die Rotation einiger einfacher Funktionen:
i) Die Rotation der Identitatsfunktion v(x) = x ist rotz =0.

ii) Die Rotation der Funktion v(z) = x/r(z) auf R\ {0} erhalten wir iiber

z;  r(x)dy —zjzr()™t r(@)%6; —xm
) — = =1,2
alr(x) 7"‘("1:)2 T’(l’)'g ) Z7j ) 73’

zu
T(.’L’)2523 — I3X9 T'(CC)2632 — T3

(rOtr(a;))l - r(z)? a r(x)3

und analog fiir die anderen beiden Komponenten.

iii) Fiir eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion f: D C R® — R? ist nach
Satz 3.2 die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschbar, d. h.: Es gilt z. B.:

8382f(x) — (9283f(x) = 0
Dies impliziert
rot grad f(z) = (52a3f(1‘) — 0302 f (), 030, f (v) — 0105 f (2), 0102 f () — 3231f(515)) =0.

Also ist die Rotation eines Gradienten Null. Dies bedeutet, dass eine Vektorfunktion v nur
dann der Gradient einer skalaren Funktion sein kann, wenn ihre Rotation verschwindet.

Fiir eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion «: D C R" — R ist
divgrad u(x) = Z@fu(az) =: Au(x),
i=1

mit dem sog. ,,Laplace-Operator® A := divgrad . Der Laplace-Operator spielt eine wich-
tige Rolle in den Differentialgleichungen der mathematischen Physik. Die partielle Diffe-
rentialgleichung

Au=0 (3.1.6)

heifit ,, Laplace-Gleichung® oder ,, Potentialgleichung® ; ihre Losungen heiflen ,,harmonische
Funktionen®“. Ihr ,inhomogenes” Gegenstiick

Au=f
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mit einer gegebenen rechten Seite f wird ,,(inhomogene) Laplace-Gleichung® oder , Pois-
son®-Gleichung“ genannt. Differentialgleichungen dieser Art werden im dritten Teil dieser
Buchserie genauer besprochen.

Wir wollen eine ,,typische® Klasse von Losungen der Laplace-Gleichung in der Form
F(r(z)) auf R™\ {0} angeben. Es gilt

x

grad F(r(z)) = F’(r(m));, AF(r(z)) = div(gradF (r(z)))
und folglich
AF(r(@)) = div(F(r(2)T) = 3 {F”(r(az))rx;) rf;) + F(r()0, () }
= P + 3P0 (o )
n—1

= F'(r(2)) +

g Fre))

Dies impliziert in zwei Dimensionen auf R?\ {0} :

RS
r(z)?  r(x)?

Aln(r(z)) = — =0,

und allgemein in n > 3 Dimensionen auf R™\ {0} :

2-=n)(1=-n) (n—-1)(2-n)
r(z)=" * r(z)™

Ar(z)> ™ = =0.

Diese speziellen harmonischen Funktionen In(r(x)) in zwei und ()2~ in n > 3 Dimen-

sionen heiflen ,Fundamentallosungen“ des Laplace-Operators. Sie spielen eine wichtige
Rolle bei der expliziten Konstruktion von Losungen der Laplace-Gleichung.

3.1.2 Totale Differenzierbarkeit

Die folgende Definition der , Ableitung” einer Funktion in mehreren Variablen ist das
Analogon der uns schon vertrauten Ableitung einer Funktion einer Variablen.

Definition 3.7: Sei D C R"™ eine offene Menge. Eine Abbildung f : D C R* — R™
heift in einem Punkt x € D total differenzierbar® (oder einfach differenzierbar),
wenn sie im Punkt x linear approximierbar ist, d.h. wenn es eine lineare Abbildung
Df(z) : R — R™ (das sog. ,Differential“ von f ) gibt, so dass in einer Umgebung von
x gilt:

fx+h)= f(z)+ Df(x)h+w(h), heR", z+heD, (3.1.7)

3Siméon Denis Poisson (1781-1840): Franzosischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Paris; Beitriige
zur mathematischen Formulierung der Physik, zum Magnetismus, zur Himmelsmechanik und zur Wah-
scheinlichkeitsrechnung; einer der Begriinder der Potentialtheorie.
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mit einer Funktion w: D — R™ mit der Eigenschaft

[[w(h)l2

lim
a+heD,||hll2=0  ||h]]2

—0. (3.1.8)
Die Beziehung (3.1.8) schreiben wir auch abgekirzt in der Form w(h) = o(||h]]2) .

Bemerkung 3.1: Fir n = m = 1 stimmt die Definition der ,totalen Ableitung® mit
der schon bekannten Definition der Ableitung von Funktionen einer Variablen iiberein.

Satz 3.3 (Differenzierbarkeit): Sei D C R™ offen. Fiir Abbildungen f : D — R™
gilt:

a) Ist f in x € D differenzierbar, so ist es in x auch partiell differenzierbar, und das
Differential von [ ist gerade die Funktional-Matriz Df(z) = Jg(x).

b) Ist f partiell differenzierbar in einer Umgebung von x € D wund sind die partiellen
Ableitungen in x stetig, so ist f auch in x differenzierbar.

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir n =2 und m =1.
a) Fir differenzierbares f gilt fir i € {1,2}:

_ flz+ he®) — f(z) s (@) - _ (i)
i = Jim (Df @) + b (b)) = Df()e?,

d.h.: f ist partiell differenzierbar.
b) Fiir stetig partiell differenzierbares f gilt mit h = (hq, ho):

flx+h) = f(z) = f(z1+ b, 20 + ha) — f(o1 + hyy22) + f(21 + hy, 22) — f(21,22).
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung ergibt sich

f(x+h) — f(x) = haOa f(v1 + hy, 22 + O2hy) + hiO1 f (21 + O1hy, 29)
= hy (a2f($17 x2) + ws(hy, h2)) + hy (81f($1, x2) + wi(h1, hQ))

mit den Abkiirzungen

wl(hb h2) = 81f(x1 +01hy,29) — a1]0(-7517 352)
wo(hi, ha) = Oaf (21 + ha, 22 + Oahs) — 0o f (21, 22).

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gilt

lim wl(hl,hg) = lim WQ(hl, hg) =0.

h17h2—>0 h1 ,hQ —0

Also ist f differenzierbar mit der totalen Ableitung Df(z) := V f(x). Q.E.D.
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Bemerkung 3.2: Aufgrund der obigen Resultate gelten die folgenden Implikationen:
stetig partiell differenzierbar = (total) differenzierbar = partiell differenzierbar.

Die umgekehrten Implikationen gelten i. Allg. nicht. Die erste Implikation erlaubt es, bei
der k-maligen stetigen partiellen Differenzierbarkeit von Funktionen den Zusatz , partiell
wegzulassen, da die Stetigkeit der k-ten partiellen Ableitungen die totale Differenzierbar-
keit der (k—1)-ten Ableitungen impliziert. Wir sprechen daher im Folgenden kurz von ,, k-
maliger stetiger Differenzierbarkeit”, wenn eine Funktion k-mal stetig partiell differenzier-
bar ist. Differentiale hoherer Ordnung werden wir bei der Ableitung der n-dimensionalen
Taylor-Formel kennenlernen.

Lemma 3.1 (Richtungsableitung): Sei D C R" offen und f : D — R im Punkt
x € D differenzierbar. Dann existiert fir jeden Vektor v € R™ mit vl = 1 die Ableitung
in Richtung v (sog. ,Richtungsableitung®)

of . . flx+tv) - f(x)
7, (@) = lim . '
und ldsst sich schreiben als
0, ) =V
of(2) = 5 (1) = Vf(z) v

Beweis: Fiir # € D definieren wir die Funktion £(t) := x + tv. Fiir geniigend kleines
e >0 ist £(t) € D fir t € [0,e). Also ist die Komposition h := fo¢ : [0,e) - R
definiert. Nach Definition der Richtungsableitung ist

of v _ v fletitv)—flz) d _dhgy gy

gp®) =l t =g/ @t =@ =70
Mit Hilfe der Kettenregel folgt

HOEDY e ONSI0)
i=1
Beachtung von &/(t) = v; ergibt dann
HO) = 3 o= v

was zU zeigen war. Q.E.D.

Anwendung 3.1.1: Im Fall Vf(z) # 0 ist der Winkel 6 zwischen den Vektoren v € R”
mit |[v]|s =1 und Vf(z) € R™ definiert durch

~ Vf@)-v
s) = 7 @I allelL
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Damit finden wir

of
ov
Folglich ist die Richtungsableitung maximal, wenn v und Vf(x) die gleiche Richtung

haben, d.h.: Der Vektor V f(x) g¢ibt die Richtung des stirksten Anstiegs von f im Punkt
x an.

(x) = Vf(z) - v = [V (@)ll2llv]]2 cos(0) = [[V ()] cos(6).

Beispiel 3.6: Zur Hlustration von Satz 3.3 geben wir die folgenden Beispiele:

i) Eine Funktion, fir die alle Richtungsableitungen existieren, die aber dennoch nicht total
differenzierbar ist: Sei f :R?* — R definiert durch

2
T1T2
=0 0,0 0):=0.
fla) = i @£ 0.0, f0)
Die Funktion f ist in R?\ {0} beliebig of stetig differenzierbar. Sei v = (vy,v), ein
beliebiger Richtungseinheitsvektor. Auf der Geraden {x =tv: ¢t € R} hat f die Werte

t3viv, - tvv,

tv) = = .
f(tv) thot + 203 2ot + 03

Die Ableitung von f im Punkt z = 0 in Richtung v existiert also im Fall v, # 0 und
ist:
t _ 2 2
9uf(0) i= tim LSOy, _vive vy
t\0 t t\o t2vf + v vy
Im Fall vy =0 ist 9, = J». Auf den Koordinatenachsen ist aber f(x1,0) = f(0
so dass f in 0 partiell differenzierbar ist und zwar mit Gradient Vf(0) =

diesem Fall gilt also die Formel

S~—
|||

, T2)
(0,0).

9,f(0) = Vf(0) - v

fiir die Berechnung der Richtungsableitungen differenzierbarer Funktionen nicht, so dass
f in 0 nicht total differenzierbar sein kann. Dies liegt an der Unstetigkeit der Funktion
f und ihrer partiellen Ableitungen in x =0:

54

li\rgf(s,g ) =lim— = % #0= £(0,0).

e\ 0284

it) Fine stetige und partiell differenzierbare, aber nicht total differenzierbare Funktion:
Sei f:R? — R definiert durch

fx) =

T2
2 2’7
\ TT + x5

Die Funktion f ist in R?\ {0} beliebig of stetig differenzierbar. Fiir  — 0 gilt:

x#0, f£(0) :=0.

waza| 1 af+ad

f@)] = <
o= g <2 s a

— 0
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also ist f stetig in 0. Auf den Koordinatenachsen ist f(z1,0) =0 und f(0,29) =0, so
dass f in 0 partiell differenzierbar ist mit den Ableitungen 0, f(0) = 9,f(0) = 0. Als
Differential von f in 0 kommt daher nur der Gradient Vf(0) = (0,0) in Frage. Es gilt
aber z. B. fiir 1 =19 — 0:

[f(x) = f(0) = Vf(0) - (w1, 22)[ _ |z15]

[]l2 Caitag

0,
2:5% »
d.h.: f ist in 0 nicht total differenzierbar.

Satz 3.4 (Kettenregel): Seien Dy C R" und Dy, C R™ offene Mengen und g: Dy —
R™ und f : Dy — R" Abbildungen. Ist die Abbildung g im Punkt x € D, und die
Abbildung f im Punkt y = g(x) € Dy differenzierbar, so ist die Komposition h = fog
im Punkt x differenzierbar, und fir die Differentiale gilt:

D.h(2) = D, f(g(x)) - Dugla). (3.1.9)

Dabei ist D h(z) € R™™, D, f(y) € R™", D,g(z) € R"™™, und der Punkt ,-“ steht
fir die entsprechende Matrix-Matriz-Multiplikation.

Beweis: Nach Voraussetzung ist mit « € D, und y = g(z) € Dy:

glx +h) =g(x) + Dog(x)h +wy(h),  fly+n) = fly)+Dyfly)n+wrn),

mit
gl _ e el
a+heD, k20 ||h||2 atneD,|nlla—0 |02

Setzen wir 7 := D,g(x)h 4+ wy(h), so ergibt sich mit y = g(x):

(fog)x+h)=flgx+h)=fly+n)
= f(y) + Dy f(y)n + ws(n)

= f(y) + Dy f(y) - Deg(x)h + Dy f (y)wy(h) + ws(Dag(x)h + w,y(h))
=(fo

9)(x) + Dy f(y ) - Dag(2)h + wrog(h)

mit
Wrog(h) := Dy f (y)wy(h) + wi(Dag(x)h + wy(h)).

Wir haben zu zeigen, dass wyoy(h) = o(||h||) . Mit wy(h) = o(||h]|) ist auch D, f(y)wy(h) =
o(||h||) . Ferner gilt mit einer Konstante ¢ > 0

lawg (A2 < cllAll2,
und wegen wy(n) = o(||n]|) ist

wi() = lInll2 &y (n),  lim @(n) = 0.
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Damit folgt

[wr(Dag(@)h + wy(h)) |2 < [ Deg(@)h + wy(h)l2 lop(Deg(x)h + wo(h))l2
< (1D2g(@)ll2 + c)[[hl2 (|05 (Dag ()b + wg(R)) |2-

Zuammen mit dem vorher Gezeigten folgt also

og(h
wa g( )HQ 50 (h N 0)’
[[72[]2
was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.
Bemerkung 3.3: Die Matrixidentitdt (3.1.9) lautet komponentenweise fiir ¢ = 1,...,m
und j=1,...,7:
ahj a af] agk
T ) =S 2 (g(2), ... gnlx e ) 3.1.10
o) = G0, an0) ) (3.1.10)

Im Spezialfall m =r=1,d.h. g: D, CR—=R" und f:D; CR" = R, ist also

) = S F0(0) = D 5 @) nle) Jo0u(o) = Vo 9le) - g (0). (3101

3.1.3 Mittelwertsatz

Fir differenzierbare Funktionen f : [a,b] — R auf einem Intervall [a,b] C R gilt nach
dem Fundamentalsatz die Beziehung

1 1 1
Fla+h) — f(a) :/ 4 b+ sh)ds :/ Fla+ shyhds — (/ -+ sh) ds) b
o ds 0 0
und weiter nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

fz+h) = f(z) = f(@+Th)h

mit einer Zwischenstelle 7 € (0, 1) . Die Verallgemeinerung dieser Beziehungen fiir Funk-
tionen f: D C R® — R und Abbildungen f: D C R" — R™ erfordert die Verwendung
von vektor- bzw. matrix-wertigen Integralen. Fiir eine matrix-wertige, stetige Funktion
A= (ay)iZ) =y ¢ la, 0] — R™™ ist z. B.:

/ab A(s)ds := (/ab a;;(s) ds):;.

Satz 3.5 (Mittelwertsatz): Sei D C R"™ offen und f : D — R stetig differenzierbar.
Ferner sei x € D und h € R", so dass v +sh € D fir 0 <s<1. Dann gilt:

Fla+h)— fz) = (/OIVf(:ersh) ds) h. (3.1.12)
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Ist f: D CR"— R™ stetig differenzierbar mit Jacobi-Matriz J(z), so gilt
1
Fle+h)— f(z) = (/ Ji(@ + sh) ds)h. (3.1.13)
0

Beweis: Wir betrachten gleich den allgemeinen Fall einer Abbildung f : D — R™.
Fiir die durch g;(s) := fj(x + sh) definierten Funktionen g; : [0,1] — R gilt nach der
Kettenregel:

1 1 n
fi(x 4+ sh) — f;(z) = g;(1) — g;(0) = / g;(s)ds = / Z@Z—fj(aj + sh)h; ds.
0 0 =1
Dies ist fiir m = 1 die Beziehung (3.1.12) und fiir m > 2 die Beziehung (3.1.13). Q.E.D.
Bemerkung 3.4: Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: D C R" — R folgt aus
(3.1.12) mit Hilfe des 1. Mittelwertsatzes der Integralrechnung die Beziehung
1
flx+h)— flx)= / Vfi(x+sh) hds=Vf(x+71h)-h. (3.1.14)
0

mit einem Zwischenwert 7 € (0,1) . Die mehrdimensionale Mittelwertaussage (3.1.13) hat
keine analoge differentielle Form. Fiir m > 1 ist die naheliegend erscheinende Bezichung
flx +h) — f(z) = Je(x + 7h)h i Allg. nicht giiltig, denn der skalare Parameterwert
7 € [0,1] kann nicht fiir alle Komponenten f; als derselbe angenommen werden.

Lemma 3.2: Flir stetige vektorwertige und matrizwertige Funktionen v : [a,b] — R"

bzw. A :[a,b] = R™ " gilt:
b b
‘/v(s)d8H2g/ l[o(s)]|2 ds, (3.1.15)

H /abA(S) as], < /abnA(s)nzds. (3.1.16)

Beweis: Mit der Setzung w := f;v(s) ds erhalten wir

| [vasl= [wwns < [ letstadstol

Dies impliziert (3.1.15). Zum Beweis von (3.1.16) setzen wir w := fabA(s) ds und verfah-
ren analog wie zuvor. Q.E.D.
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Korollar 3.1: Sei D C R™ offen und f : D — R™ stetig differenzierbar. Ferner sei
r €D mit K.(x) CD firein r>0. Dann gilt:

1f (W) = f(@)ll2 < Mlly = zll2, vy € K.(2), (3.1.17)

mit M = sup,cg, ) [|Jr(2)|l2, d-h.: Die Abbildung f ist in D lokal Lipschitz-stetig.
Insbesondere gilt fiir konvexes D :

/(@) = fW)ll2 < M|z = yll, =,y €D, (3.1.18)
mit M :=sup.cp || Jr(2)|l2, d.h.: Die Abbildung f ist auf ganz D Lipschitz-stetig.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz 3.5 gilt mit h:=y — x:

1£() = F@)lle = I f@+ 1) — F(@)]lo = | / Jo(x + sh)

und mit Lemma 3.2 folgt

1 1 1
||/ Jf(a;Jrsh)hdsHQS/ ||Jf(x+slz)h||2ds§/ | J¢(x + sh)|[2]|hl|2 ds
0 0 0
< sup |[Jp(z + sh)llz [[A]2.
0<s<1

Dies beweist die erste Abschétzung. der Beweis der zweiten sei als Ubungsaufgabe gestellt.
Q.E.D.

3.2 Taylor-Entwicklung und Extremwerte

Fiir eine r+ 1-mal stetig differenzierbare Funktion f : (a,b) — R besteht um jeden Punkt
x € (a,b) die Taylor-Approximation

flx+h)= Zf h’“rR,H( “h), (3.2.19)

mit dem Restglied R/ +1(z;h) in differentieller Form

(2 4 0h)

! ) —
Rr+1('7’7 h) - (n + 1)|

R0 €(0,1),
oder in integraler Form
prt 1
R£+1(x; h) = T ~/0 FU(z + th)(1 —t)" dt.

Diese Restglieddarstellungen ergeben sich aus den in Abschnitt 5.3 des Bandes Analy-
sis 1 hergeleiteten durch geeignete Variablensubstitution (Ubungsaufgabe). Im Folgenden
wollen wir dies fiir Funktionen in mehreren Variablen verallgemeinern. Als Anwendung ge-
winnen wir dann auch wieder notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
lokaler Extrema.
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3.2.1 Taylor-Entwicklung im R”

Definition 3.8 (Multiindex-Notation): Ein n-dimensionaler ,Multiindex® ist ein n-
Tupel o = (e, ..., ap) mit Komponenten «; € Ny. Fiir Multiindizes sind eine ,,Ord-
nung® |a| und die ,Fakultit® o! definiert durch

al:=a1+ -+ ay, al:=al..al
|al

Fiir x = (xq,...,2,) € R™ wird gesetzt:

=t

Qn
n

Fiir eine |«|-mal stetig differenzierbare Funktion wird gesetzt:

|ov]
OOf =M . O f = )

" dxt - .- Qxon”

Wegen der Stetigkeit der Ableitungen ist dieser Ausdruck unabhdngig von der Reihen-
folge der partiellen Ableitungen. Summen tiber multiindizierte Grofien werden abgekiirzt

geschrieben in der Form
Ya=> Y

= k=0 a€Ng, [a|=k

Beispiel 3.7: Zur Illustration der Multiindex-Schreibweise betrachten wir den reprisen-
tativen Fall n = 3. Dann sind die Multiindizes a = (aq, a2, a3) der Ordnung |a| = 2
gegeben durch

(2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1).

Die Fakultdten dieser Multiindizes sind der Reihe nach (0! :=1) o! =2, 2,2, 1, 1, 1. Die
zugehorigen partiellen Ableitungen sind

O°f =0Lf, O5f, Oif, D10of, 010sf, Da0sf.
Schliellich ist

N 0f=00f +03f + O3f + 010of + 005 f + D205 f.

laf=2

Satz 3.6 (Taylor-Formel): Sei D C R" ecine offene Menge und f : D — R eine
(r 4+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fir jeden Vektor h € R™ mit
x+sheD,sel0,1], die ,Taylor-Formel“
aaf<x) « f
fla+h)=>" oh + Rl (x5 h), (3.2.20)

laf<r
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mit dem Taylor-Restglied Rfﬂ(x; h) in differentieller Form

0% f(xz + 6h)

Rl(m:h)= Y ———F——h" 0€(0.1),
la|=r+1
oder in integraler Form
! o th
RI(x;h) = (r + 1)/0 %h“ (I—t)"dt.
|a]=r+1 ’

Beweis: i) Wir betrachten die durch ¢(t) := f(z+th) definierte Funktion ¢ : [0,1] — R.
Diese ist (r + 1)-mal stetig differenzierbar mit den k-ten Ableitungen

g® W)= D Oy...0nf(z+th)hi, .. by, (3.2.21)

Wir zeigen dies durch Induktion nach k& mit Hilfe der Kettenregel. Fiir £ = 1 gilt
zundchst:

d n
/ o _ E . )
g (t) - dtf(xl + thla sy Iy + thn) - g azf(m + th)hz~
Sei die Behauptung als richtig angenommen fiir £ — 1 > 1. Dann gilt:

d d -
F () = Zgk-D(p) = = , . , )
090 =20 VO =2 (D0 Oy O+t b )

U1yl —1=1

=1

Q1 yeenyip_1=1

i1,eyip=1

Kommt unter den Indizes iy, ...,i; der Index 7 € {1,...,n} genau «;-mal vor, so gilt
wegen der Vertauschbarkeit der Ableitungen:

Oiy o O o+ th)hy, . hy, = O ... 0% f(x + th)hSh .. hen.

Die Anzahl der k-Tupel (i1,...,%) von Zahlen i; € {1,...,n}, bei denen die Zahl
i€ {l,...,n} genau a;-mal vorkommt mit ay + --- + «, = k ist nach Lemma 3.3 (s.
unten)

k!

ool
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Dies ergibt

gW &)= > O 0nf(x 4 thh, . Dy,

i1yt =1

k!
=3 0O f(w + th)hS B
a1

Looay!
o=k
k!
= Y =0 fz+th)h".
o=k [eX

ii) Als néchstes wenden wir die eindimensionale Taylor-Formel auf die Funktion ¢(¢) an.
Es gibt ein 6 € [0,1], so dass

(7"+1) g(k>

g !
g (0 . .
H =3 k'( )+ o /0 g @) (1 by dt.
r=0

Nach (i) ist

490) _ 5~ 21)

k! a!

|a|=k
und
g(r+1)(9) _ Z aaf(x +9h) he

| |
(r+1)! W a!

1 let
l'/ g =) dt = (r+1) / > 0 f‘rﬂh R (1 — 1) dL.
rl Jo 0

Ja|=r+1

Dies impliziert die Taylor-Formel (3.2.20) mit den Restgliedern in differentieller und in-
tegraler Form. Q.E.D.

Lemma 3.3: Sei o = (ay,...,q,) mit |a] =k > 1 gegeben. Dann ist die Anzahl N, (k)
der k-Tupel (iy,...,iy) von Zahlen i; € {1,...,n}, bei denen die Zahl © € {1,...,n}
genau c;-mal vorkommt, bestimmt durch

Na(k) = — (3.2.22)

ap!- - ap!

Beweis: Wir ordnen die Indizes in dem k-Tupel gem#ifl

(.o yig)=(1,...,1,2,...,2,....n,...,n), o+ +a, =k
—— —— S——
«1—mal ao—mal ap—mal

Die Anzahl der moglichen Permutationen der k Elemente des k-Tupels ist k!. Das k-
Tupel bleibt aber unverdndert, wenn bei einer Permutation die «; Elemente ¢ nur unter
sich vertauscht werden. Die Anzahl dieser Permutationen ist a;!- ... a,! = a!. Dabel wird
im Fall o; =0 die Konvention 0! :=1 verwendet. Insgesamt gibt es also N, (k) = k!/a!
verschiedene Permutationen des k-Tupels. Q.E.D.
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Korollar 3.2: Sei D C R™ eine offene Menge und f : D — R eine r + 1-mal stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt fir © € D und h € R® mit x +sh € D, s € [0,1] :

farh = Y 8Q£F D5 4w (: ), (3.2.23)

Ja|<r+1
mit Funktionen w,.1(x;-) mit den Eigenschaften w,y1(z;0) =0 und
wra(zsh) = o([R]I37).
Speziell im Fall v =0 gilt mit dem Gradienten Vf von f:

Fl@+h) = F(2) + (V£ (@), h)a +wr (o h), (3.224)
und im Fall r =1 gilt weiter mit der Hesse-Matriz Hy von f:
fl@+h) = f(z)+ (Vf(@),h)+ 5(Hp(@)h, h)s + wa(z; h). (3.2.25)

Beweis: i) Unter Verwendung der Taylor-Formel (3.2.20) mit ihrem Restglied in differen-
tieller Form ergibt sich

fla+h =3 Lf,("”) Y Lﬂ‘z* O)

!

(0%
o] <r lor|=r+1
0" f
= E h“—i— g ro(z; h)h
|a|<r+1 la|=r+1

mit

0% f(z + 6h) — D*f(x)
al '
Wegen der Stetigkeit von D*f fiir || =r + 1 gilt limy o7 (z;h) = 0. Setzen wir

wrpr(x; h) = Z rol(x; h)RY,

|a]=r

ro(z;h) =

so folgt wegen
|7 3" - - bl
= S 17 |Oé| =r+ ]-7
[1Rlls QIRlZ" - IRl

die postulierte Konvergenz

w(h)
1m T+ =
h=0 [|A]f5
Dies vervollstindigt den Beweis der Taylor-Formel (3.2.23).
ii) Fur r =0 gilt:
0” 0”
flx+h)= Z f'(:ﬂ)h‘1 +wi(z;h) = f(z) + Z /(@) h® + wi(x; h)

[o4]
ler|<1 lal=1

+Zaf Yhi+wi(w;h) = f(z) + (Vf(x), h)s + wi(z; ),
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und fiir 7 =1 mit elementarer Rechnung;:

f(:p+h):zaa£( I 4 oyl +Zaaf +> ai( Ve 4 wnlash)
<2 ' lof=1 |arl=2
i=1 ij=1

= f(x) + (Vf(2), h)2 + 5(Hy(2)h, 1)z + wa(w; ).

Dies vervollstéandigt den Beweis. Q.E.D.

Definition 3.9: Fiir eine beliebig oft partiell differenzierbare Funktion f: D C R* - R
und einem Punkt x € D heifit die Reihe

Tfachh Z

die ,, Taylor-Reihe“ von f in x.

Korollar 3.3: Sei D C R"™ eine offene Menge und f: D — R eine beliebig oft differen-
zierbare Funktion. Dann konvergiert die Taylor-Reihe von f und stellt f dar, wenn

Rl (x,h) 50 (r—o0), zeD, (3.2.26)
Hinreichend dafiir ist, dass die partiellen Ableitungen von f gleichmdj$ig beschrankt sind:

sup sup 0% f(z)| < oc.
|a|>0 zeD

Beweis: Mit der differentiellen Darstellung des Taylor-Restglieds folgt

0 Oh
1B @l < 3 PIEED e e 0),

lal=r+1
1
P ATIET
<M(p) Y IRl 50 (o)
|a|=r+1
Man beachte, dass hier || - ||« je nach Zusammenhang die Supremumnorm auf Cy(D)

(Vektorraum der auf D stetigen und beschriankten Funktionen) oder die Maximumnorm
auf R"™ bedeutet. Der detaillierte Beweis der letzten Konvergenzaussage wird als Ubungs-
aufgabe gestellt. Q.E.D.

Das folgende Lemma bietet ein handliches Kriterium zur expliziten Bestimmung von
Taylor-Reihen.
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Lemma 3.4: Wird eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion f : D C R* — R
in einer Umgebung K,(x) C D durch eine Reihe homogener Polynome Py(z;h) =
> laf=k Ga(2)h® auf R™ mit Grad k >0 dargestellt,

flx+h)= iPk(a:; h), x4+ he K, (x), (3.2.27)
k=0

so ist dies die Taylor-Reihe von f in x.

Beweis: Wir betrachten die durch ¢(t) := f(x + th) definierte Funktion ¢ : [0,1] — R.
Aufgrund der Homogenitét der P gilt:

g(t) = Zpk($;fh) = kapk(fﬂ h).
k=0 k=0

Die Ableitungen von g¢(t) erhidlt man durch gliedweise Differentiation dieser Potenzreihe
innerhalb ihres Konvergenzbereichs. Auswertung der k-ten Ableitung bei ¢t = 0 ergibt
g*(0) = k!Py.(x; h) und somit unter Verwendung des Arguments im Beweis von Satz 3.6:

o0 () >0 ! Lgp
N9 Koa o N~ (@)
> Pi(x;h) = o _ZZ%D flahe=>" Sh
k=0 k=0 k=0 |a|=k la|=0
Q.ED.
Beispiel 3.8: Fiir die auf D = {z € R*: z # 0} durch
1
flovm) =1 =,
definierte Funktion f: D — R in x =0 erhilt man mit der geometrischen Reihe
1 . i
[ — + .
L — (21 + 29) ;(xl 72)

Diese Reihe konvergiert genau in dem Streifen S = {x € R? : |21 + 22| < 1}. Nach
Lemma 3.4 ist dies die Taylor-Reihe von f, wie man vom Eindimensionalen her vielleicht
vermuten koénnte.

3.2.2 Extremwertaufgaben

Definition 3.10: FEine Funktion f : D — R hat in einem Punkt x € D C R" ein
Jlokales Extremum®, wenn auf einer Kugelumgebung Ks(x) C R™ gilt:

fla)="suwp  fly)  oder  f(x)= _inf [(y).

yeKs(z)ND yeKs(z)ND

Das Extremum heif$t ,strikt®, wenn es in Ks(x)ND nurim Punkt x angenommen wird.
Das Extremum heif$t ,global®, wenn gilt

f(l")=sggf(y) oder  f(z) = inf f(y).

yeD
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Satz 3.7 (Notwenige Extremalbedingung): Sei D C R" offen und f : D — R
stetig differenzierbar. Hat f in einem Punkt T € D ein lokales Extremum, so gilt

Vf(#) = 0. (3.2.28)

Beweis: Die Funktion f : D — R habe in x € D ein lokales Extremum. Mit den
kartesischen Einheitsvektoren e® im R betrachten wir die Funktionen

gi(t) == f(@+te?), i=1,...,n

Dann ist g; auf einem nichtleeren Intervall (—¢;,9;) C R definiert und differenzierbar.
Ferner hat ¢; in t = 0 ein lokales Extremum. Folglich muss ¢/(0) = 0 sein. Dies ist
wegen der (totalen) Differenzierbarkeit von f nach der Kettenregel gleichbedeutend mit

0=g;(0)= Zajf(j:)(sij =0,f(z), i=1,...,n.
QED.

Satz 3.8 (Hinreichende Extremalbedingung): Sei D C R™ offen und f: D — R
zweimal stetig differenzierbar, und es sei in einem Punkt T € D

Vf(#) = 0. (3.2.29)

Ist die (symmetrische) Hesse-Matriz Hy(z) in & positiv definit, so liegt in & ein striktes
lokales Minimum, ist sie negativ definit, so liegt in T ein striktes lokales Mazimum, und
ist sie indefinit, d. h. hat sie sowohl positive als auch negative Eigenwerte, so kann in &
tberhaupt kein lokales Extremum vorliegen.

Beweis: Nach Korollar 3.2 gilt mit der Hesse-Matrix Hy(x):
fle+h) = f(z) + (Vf(x), h)2 + 5(Hp()h, h)s + w(z; h),
wobel limy, o pz0 w2(h)/||R||3 = 0. Wegen V() =0 gilt also:
F@+h) = f(&) = 5(Hp(2)h, h)2 + wa(i; h).
i) Ist Hp(Z) positiv definit, so gilt mit seinem kleinsten Eigenwert A > 0:
(Hy(@)h, h)s > MBI, h e R

Folglich ist
F(@+h) = [(#) 2 SAIRS +wa(E; h).
Fiir geniigend kleines [|h]|> < 8, h # 0, ist nach Voraussetzung |ws(h)| < 3A|[R[|3 und

somit
f@+h) = f(@) > 3AlIR[IE — 3MIR]3 =0,
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d.h. in z liegt also ein striktes lokales Minimum vor.

ii) Ist Hy(Z) negativ definit, so sehen wir mit einer analogen Argumentation, dass in &
ein striktes lokales Maximum vorliegt.

iii) Ist dagegen H(%) indefinit, so gilt mit den Eigenvektoren z; und z_ zu einem
positiven Eigenwert A, und einem negativen Eigenwert A_ von H(Z):

(Hy(2)74, 21)2 = M|z ][5 > 0, (Hp(@)z-,2-)2 = A_||=-||3 < 0.
Fiir geniigend kleines ¢ > 0 gilt dann
Fl@+tzy) = f(2) > A2 5 — 3248|2415 = 0.

sowie
J@+t20) = F@) < AL [f = AL F =0

Also liegt in & weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum vor. Q.E.D.

Beispiel 3.9: Wir geben drei einfache Beispiele im Spezialfall n = 2. Die Funktionen
h@)=at+ai+ay, folo)=a—oi-a3 filz) =2 -3,
haben die Gradienten
Vfi(x) = (221, 2x9), Vfolx) = (=221, —229), Vf3(x)= (221, —219),

und folglich moglicherweise in & = 0 Extrema. Die zugehorigen Hesse-Matrizen sind

f%@=<§g>,Hmm:<j_$>,ﬂmw=<§l>.

Da Hy, (0) positivund Hy,(0) negativ definit sind, liegt in & = 0 fiir f; ein striktes loka-
les Minimum und fiir f, ein striktes lokales Maximum vor. Dagegen ist H,(0) indefinit,
so dass f3 in =0 einen sog. ,,Sattelpunkt® hat.

Beispiel 3.10: Ist die Hesse-Matrix in einer Nullstelle des Gradienten nur semidefinit,
so lassen sich keine allgemeine Aussagen iiber lokale Extrema machen. Dies zeigen die
folgenden Beispiele auf dem R?:

fi(x) = 21 + a3, fo(z) = 27, f3(x) = 27 + 2.

Fiir alle drei Funktionen ist V f;(0) = 0 und die Hesse-Matrizen

Hum=<§8>

sind offenbar positiv semidefinit. Die drei Funktionen zeigen aber in & = 0 unterschied-
liches Verhalten. Die Funktion f; hat dort ein striktes lokales Minimum; die Funktion
fo ein (nicht striktes) lokales Minimum, und die Funktion f; hat iberhaupt kein lokales
Extremum (Sattelpunkt).
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Bemerkung 3.5: Zur praktischen Berechnung einer Extremalstelle, etwa eines Mini-
mums, & einer differenzierbaren Funktion f: D — R kann man das sog. ,,Gradienten-
verfahren* verwenden. Dabei wird ausgenutzt, dass in einem Punkt x € D die Funktion
f den steilsten Abstieg in Richtung des negativen Gradienden —V f(x) hat. Ausgehend
von einem Startpunkt z(®) € D werden danach Iterierte ) erzeugt aus der Vorschrift

2 = g+ T f (2B, (3.2.30)

wobei der Schrittweite Ap > 0 aus der folgenden eindimensionalen Optimierungsbedin-
gung (sog. ,line search®) bestimmt wird:

F@® D — X\ V(D)) = min f(2*D = AV f(2*7D)).

A>0

Im Falle A\, > A, > 0 und einer konvergenten Folge (x(k))keN gilt fiir deren Limes z
dann Vf(#) =0, d.h.: & ist ein moglicher Extremalpunkt. Kriterien fiir die tatséchliche
Konvergenz des Gradientenverfahrens werden in Texten zur Numerik abgeleitet.

3.2.3 Das Newton-Verfahren im R"

Als Anwendung der bisher bereitgestellten Begriffe und Resultate betrachten wir das sog.
»Newton-Verfahren“ zur Losung nicht linearer Gleichungssysteme im K",

flz)=0 (3.2.31)

mit stetig differenzierbaren Abbildungen f : D C R" — R"™. In Anlehnung an die
Newton-Iteration im R!,
f(zr)

@)’

welche geometrisch motiviert ist, wird die Newton-Iteration im R" wie folgt angesetzt:

T = Tp—1 —

20 — p(B=1) _ Jf(z(kfl))flf(x(kfl))’ keN, (3.2.32)

mit der Jacobi-Matrix Jy(-) von f. In jedem Iterationsschritt ergibt sich ein lineares
(n x n)-Gleichungssystem mit J;(z®) als Koeffizientenmatrix. Dies macht das Newton-
Verfahren wesentlich aufwendiger als die einfache Fixpunktiteration; dafiir konvergiert es
aber in der Regel auch sehr viel schneller.

Zum Nachweis der Konvergenz des Newton-Verfahrens nehmen wir an, dass die Ab-
bildung f auf einer offenen (konvexen) Teilmenge D C R"™ definiert ist, und dort stetige
und beschrankte partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. Ferner wird der
Einfachheit halber angenommen, dass eine Nullstelle z von f in D existiert mit der
Eigenschaft

f(z)=0, |J¢(2)] # 0, (3.2.33)

d.h.: Jy(z) ist reguldr. Wir verwenden wieder die Taylor-Formel

f) = flx) + Jp(@)(y —2) + R(x;y), x,y,€ G, (3.2.34)
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mit dem Restglied R(z;y) = (Rj(2;y));=1,..n, wobei

n

Ry(oin) = Y G~ o)l =) [ 5 (o sty - a))(1 - 5) ds.

k=1

Aufgrund der Voraussetzungen an f gilt

M "B
: <y — x| = j ‘
1B 9)llee < - lly =2l M joax, sup

3.2.35
) arka:vl ( )

Fiir jedes x aus einer Umgebung K, (z) = {x € R" : ||z — z|[ < r} € D der Nullstelle
z gilt aufgrund der Taylor-Formel

Jy(@) = Jy(2) + S(z12) = T = () S0}
mit dem Restglied S(z;y) = (Sjr(z;y))jk=1,..n, wobei
n 1 82f
Sik(z; ) = Z (21— 2) 8$k3]xl

=1 0

(z+s(x—2))ds.

Mit der oben definierten Konstante M gilt

n 82 f]
I5(z:2) e < pax sup 3 [0

1sisn ce6 T

(©|lle = 2lloe < A

Also ist fiir = € K,.(2):
177 (2) 7 Sz 2)lloe < N1 7(2) " oo M

Fiir hinreichend kleine Wahl von 7,

1
<o (3.2.36)
15(2)~ Hloo M
existiert dann nach Lemma 1.16 die Inverse (I — J;(z)7'S(z;2))™! und geniigt der

Abschéitzung
1

,1OO< )
I < 77, T 3t

I = Jp(2) 718 (25 2)]

Also existiert Jp(x)™t = [I — Jp(2)7'S(z;2)] 7 Jp(2) 7! fiir alle z € K,.(2), r wie oben
gewdhlt, und es gilt

1) e
1742) Tl M7

= s @) e < -
€K, (2) -

3=
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Satz 3.9 (Newton-Verfahren): Es seien die obigen Voraussetzungen erfillt und r
gemafs (3.2.36) bestimmt. Ferner sei p € (0,7] so gewdhlt, dass

M
= — 1. 2.37
¢:=5-p< (3.2.37)

Dann sind fiir jeden Startwert z(9 € K,(z) die Newton-Iterierten z*) € K,(z) wohl
definiert und konvergieren gegen die Nullstelle z von f. Dabei gilt die Fehlerabschdtzung

2m
l2®) — 2]l < = ¢®,

keN, (3.2.38)
d. h.; Das Newton-Verfahren konvergiert ,quadratisch® (im Gegensatz zur nur linear’
kovergierenden einfachen Fixpunktiteration).

Beweis: i) Fiir jede Iterierte ™ € K,(2) existiert J;(z®)™' so dass auch z*+)
definiert ist. Mit Hilfe der Taylor-Formel (3.2.34) fiir 2 = 2® und y = z sieht man

) 2 = @) f@®) + Ty @)z - 2®)} = T @) R 2)

und somit

M
2+ — 2|00 < o= [l2® — 2|2, .
2m

Im Falle 2% € K,(z) folgt
M
25 = 2o < - 0" <,
m

d.h: oY € K, (2).
ii) Mit der Abkiirzung p; := 2% [|z® — z[|» gilt wieder

k
Pty <<l

Die Abschitzung
M

M
= — (0) — < _— =
o= 5 | 2|l < 5 P = 4

ergibt dann die gewiinschte Abschitzung sowie die Konvergenz z®) — 2 (k — o0).
Q.ED.

Bemerkung 3.6: Bei der Durchfiihrung des Newton-Verfahrens zur Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme ist die Hauptschwierigkeit die Konstruktion eines ,,guten® Startpunk-
tes 20 . Zur VergroBerung des Konvergenzbereiches des Newton-Verfahrens fithrt man
eine ,Dampfung® ein,

20 = 2 ®) N\ T (a®) 7 (2 ®) (3.2.39)

wobei der Parameter A, € (0,1] zu Beginn klein gewéhlt wird und dann nach endlich
vielen Schritten gemifl einer geeigneten Dampfungsstrategie A, = 1 gesetzt wird (=
Numerische Mathematik).
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Beispiel 3.11: Zur Bestimmung der Inversen Z = A~! einer reguliren Matrix A €
R™™ wird gesetzt
FOX) == X' - 4,

fir X € R**" regulir. Eine Nullstelle dieser Abbildung f(:) : R™*" — R"*" ist gerade
die Inverse Z = A~!. Diese soll mit dem Newton-Verfahren berechnet werden. Dazu ist
zuniichst eine Umgebung von A bzw. von A~ zu bestimmen, auf der f(-) definiert und
differenzierbar ist. Fiir X € K,(A) mit p < [[A7!||;" folgt aus

X=A-A+X=A(1-AA-X))
die Beziehung
[ATHA = X)ll2 < A7 214 = Xl2 < p| A7l < 1,

d.h.: T—A'(A—X) und damit auch X sind regulir. Als néichstes ist die Jacobi-Matrix
() von f(-) als Abbildung von R™*" in sich zu bestimmen. Fiir die Durchfiihrung des
Newton-Verfahrens geniigt es offensichtlich, die Wirkung von f’(-) auf Matrizen Y €
R™™ zu bestimmen. Wir wollen zeigen , dass

Ji(X)Y = - X'YX ' Y eR™",

Dies sieht man wie folgt: Aus f(X) = X! — A folgt Xf(X) = I — XA. Fiir die
Jacobi-Matrizen der rechten und linken Seite gilt

(X f(x Z Zﬂingzk ) Ypq
_ ZZ{ ﬁx]z flk T Ofu (X)}ypq

Pq

57p d1q

—quk ymZZwﬂ 0T (X = (Y F(X) + XFX)Y)

und analog /
[I-XA'Y = -YA.

Also ist
YA =Yf(X)+XJ(X)Y = yXx—! —YA-XJ(X)Y

bzw.
Ji(X)Y = - X'y x '

Das Newton-Verfahren
Jf(X(t))X(H-l) _ Jf(X(t))X(t) _ f(X(t))
erhalt in diesem Fall also die Gestalt

_XOT xt) x0T = _x O xO x0T _x®7 4 4

=I
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bzw.
XD = 9x® _ xOAXx® = xOfor - AX®}.

Diese Iteration ist das mehrdimensionale Analogen der Tteration x;,; = z;(2 — ax;) im
skalaren Fall zur divisionsfreien Berechnung des Kehrwertes 1/a einer Zahl a # 0. Uber
die Identitét

XD — 7 =9x® _ XOAX® — 7 = (XU - 7)A(XY - 7)
gewinnt man die Fehlerabschétzung
IXEH = Z|ly < (Al | XY~ Z]13.

Der Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz fiir das Newton-Verfahren ist in diesem
Fall also die Menge
{X e R X — Z|l2 < | AlIZ"}-

3.3 Implizite Funktionen und Umkehrabbildung

Héufig sind Funktionen nicht in der exzpliziten Form y = f(x) gegeben sondern implizit
durch eine Gleichung der Form F(x,y) = 0. Als illustrierendes Beispiel betrachten wir
die Gleichung

F(r,y) =2>+y*—1=0,

welche die Punkte des Einheitskreises 9K;(0) in der Ebene R? charakterisiert. Diese
Gleichung lésst sich formal nach y auflosen:

y = fr(z) :=£V1—2a2

Offenbar gibt es in keiner ganzen Umgebung von x = +1 € R! eine (reelle) Losung
y = f(z). Anhand dieses Beispiels sehen wir, dass die Funktion y = f(z) nicht iiberall
zu existieren und, wenn sie existiert, nicht global eindeutig bestimmt zu sein braucht.

Die allgemeine Fragestellung lautet also wie folgt: Sei D = D* x DY eine offene Menge
im Produktraum R”xR™ und F': D — R eine stetige Funktion. Wir wollen untersuchen,
inwieweit durch die Gleichung

F(z,y)=0, ze€ D" ye DY,
implizit eine Funktion f: D* — DY definiert ist, so dass
F(z, f(z)) =0, xeD"
Ein wichtiger Spezialfall dieser Situation ist die Gleichung
F(z,y) =g(y) —z =0.

In diesem Fall bedeutet die Auflésung nach der Variable y gerade die Bestimmung der
»Umkehrabbildung® y = g~!(x).
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3.3.1 Implizite Funktionen

Satz 3.10 (Implizite Funktionen): Seien D* € R" und DY € R™ offene Mengen und
F :D* x DY — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Ferner sei (Z,y) € D* x DY
ein Punkt, in dem

F(3,§) =0 (3.3.40)

gilt und die Jacobi-Matriz D,F(Z,y) € R™™ reguldr ist.
i) Dann gibt es eine offene Umgebung U(Z) x U(y) C D* x DY und eine stetige Funktion
f:U@) = U(y), so dass

F(z, f(x)) =0, zeU(z). (3.3.41)

ii) Die Funktion f ist eindeutig bestimmt, d. h.: Ist (z,y) € U(Z) x U(y) ein Punkt mit
F(z,y) =0, soist y= f(x).

iii) Die Funktion f ist im Punkt & stetig differenzierbar, und ihre Jacobi-Matriz J(z) =
D, f(z) € R™™ st gegeben durch

Ji(&) = =D, F(&,9) "D, F(2,9). (3.3.42)

Beweis: Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten.

ia) O.B.d.A. sei (z,9) = (0,0). Die Matrix .J, := D,F(0,0) ist gemi Voraussetzung
regulér, so dass durch
G(x>y) =Y - Jy_lF(xv y)

eine stetig differenzierbare Abbildung G : D* x DY — R™ definiert ist. Offenbar ist
G(0,0) =0, und es gilt:

Flr,y) =0 & Glz,y) =y
Die Jacobi-Matrix von G bzgl. der Variable y (I die Einheitsmatrix von R™*™) erfiillt
D,G(0,0) =1 —J,'D,F(0,0) = 0.
Wegen der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarkeit von f ist die Matrix-Funktion
D,G(x,y) stetig. Folglich gibt es eine Kugelumgebung KZ(0) x KY(0) C D* x DY mit
Radius r > 0, so dafl

IDyG (@, )2 < 5

= 9

(z,y) € K*(0) x K¥(0). (3.3.43)

Wegen G(0,0) = 0 gibt es ferner eine weitere offene Kugelumgebung KZ(0) C KZ*(0)
mit Radius 0 < s <7, so dass

|G(z,0)]]2 < 3r, = € KZX(0). (3.3.44)
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ib) Wir wollen nun eine stetige Funktion f : K7(0) — KY(0) mit G(z, f(z)) = f(x)
bzw. F(z, f(z)) = 0 konstruieren. Dazu betrachten wir fiir beliebiges = € K7?(0) die
Fixpunktgleichung

G(z,y) =v. (3.3.45)
Fiir Punkte (z,11), (z,92) € K7(0) x KY(0) folgt mit dem Mittelwertsatz

1G (@, y1) = Gz, 42) |2 < sup IDyG (@, )2 g — w2ll2 < 5llyr — wello.

(z.y) €K (0)x K7 (0)
Weiter gilt dann fiir y € K7(0)
G (@, y)ll2 < G (2, y) = G(x,0)ll2 + |G (=, 0)l2 < 5llylla + 57 <

d.h.: G(z,-) ist eine Selbstabbildung der abgeschlossenen Kugel K¥(0) und aufierdem
eine Kontraktion mit Lipschitz-Konstante ¢ = % Nach dem Banachschen Fixpunktsatz
gibt es somit zu jedem x € K?¥(0) genau einen Fixpunkt y(z) € KY(0) von G(x,-).
Dieser wird ausgehend von dem Startpunkt 3®(z) := 0 als Limes der Iteration

yP(x) = Gla,y" V(). keN,
gewonnen. Dabei gilt die Fehlerabschétzung
ly(x) — ™ @)ll2 < 278ly™ =yl = 271G, 0)[l2 < 27, @ € K(0). (3.3.46)
Mit der Beziehung
y®(2) = Gla,y*V(2)) = y* V() — I F (2, "D (@)

und der Stetigkeit von F(z,vy) erschlieBen wir induktiv, dass die y*) stetige Funktionen
von z € K¥(0) sind. Durch f(z) := y(x) erhalten wir eine Funktion f : K7(0) — KY(0),
fiir die nach Konstruktion gilt:

Gz, f(x)) = f(x), =€ KI(0).

Die Abschiitzung (3.3.46) kann so interpretiert werden, dass die stetigen Funktionen y*)
auf K7(0) gleichmifig gegen die Funktion f konvergieren, so dass letztere ebenfalls
stetig ist. Die Richtigkeit der ersten Behauptung fiir den Fall (Z, ) = (0,0) folgt also
mit den offenen Umgebungen U(Z) := K¥(0) und U(g) := K¥(0).

ii) Die Eindeutige Bestimmtheit der Funktion y = f(x) folgt aus der Tatsache, dass fiir
x € K4(z) der Fixpunkt y = f(z) der Gleichung G(x,y) =y eindeutig bestimmt ist.

iiia) Aus der Definition der Differenzierbarkeit von F'(-,-) in (0,0) folgt ( J, := D, F(0,0))
F(z,y) = Do F(0,0)z + Jyy + w(z, y)

mit einer Funktion w : K7(0)x K¥(0) — R™ mit der Eigenschaft ||w(z,y)|2 = o(||(z, v)||2) -
Nach dem eben Gezeigten gilt F'(z, f(x)) =0 auf KZ¥(0) und folglich

fl@) = —J ' D,F(0,0)z — J; w(z, f(x)).
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Setzen wir ¢(z) := —J, 'w(z, f(x)), so ergibt sich
f(z) = —J; "D, F(0,0)z + (). (3.3.47)

Geméf der Definition der totalen Differenzierbarkeit bedeutet dies, dass f in z = 0
differenzierbar ist, wenn wir zeigen koénnen, dass ¢ (z) = o(||z||2) , d. h.:

i 900) _

w0zl
Um dies zu zeigen, verwenden wir
[o(@)ll2 < 17, 12 lw(z, f(2))ll2 = o(ll(z, f(2))l2)-
Die Behauptung ist also bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dass
[f@)ll2 <Allzlle, = € Ks(0),
fiir hinreichend kleines 6 > 0. Dazu setzen wir
c1 = [|J, D F(0,0) ]2, ¢y = || g, la-

Es gibt Konstanten §; € (0,7), so dass aus ||z| < d; und ||y|| < d2 folgt

1 1
< — < — .
o9}l < 5=l )l < 5=l + ol

Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein ¢ € (0,01], so dass fir ||z|s < 4§ gilt:

1f(@)l]2 < 0.

Deshalb ist fiir [|z|s <4

1
lotz, fF@)ll2 < 5-(lzllz + 1 £ (2)]]2).
2
Die Gleichung (3.3.47) liefert nun

1f@)ll2 < erllzllz + callw(e, f(@)]l2 < (1 + 5)[l2ll2 + 311 (@)]l2-

Daraus folgt [|f(x)]|2 < (2¢14+1)]|z||2, d. h. die gewiinschte Abschdtzung mit v := 2¢;+1.

iiib) Es bleibt, die Existenz der Ableitung D, f(z) in einer Umgebung K7¥(0) C KZ(0)
und ihre Stetigkeit in # = 0 zu zeigen. Dies ergibt sich aus den vorausgesetzten Eigen-
schaften der Abbildung F(z,y) und dem bereits bekannten Storungssatz fiir reguldre
Matrizen. Fiir hinreichend kleines 6 > 0 gilt fiir Punkte (z,y) € Kj(0) x K{(0) C
K2(0) x K2(0)

1

DyF(z.y) — D,F(0,0)[l < ———— .
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Nach Lemma 1.16 und dem nachfolgenden Korollar ist dann auch die Jacobi-Matrix
D, F(z,y) regulér bzw. ihre Determinante det D,F(z,y) # 0. Die Elemente der inver-
sen Matrix D,F(z,y)~! sind daher nach der Cramerschen Regel stetige Funktionen der
Elemente von D, F(z,y). Also konvergiert fir ||(z,y)||s — 0:

IDyF(2,y) " Do F (2, y) — DyF(0,0)™ Do F(0,0)[|2 — 0.

Mit dem obigen Argument, diesmal angewendet fiir Punkte (z,y) € K§(0) x K7(0)
anstelle von (0,0), ergibt sich die Beziehung

fl@+h) = f(z) = =DyF(z,y)"'D: F(z,y)h + w(z; h)
mit einem Restglied w(z;h) = o(||h||2) . Die Ableitung
Dy f(x) = =Dy F(z, f())" Do F(, f(x))

von f ist also stetigin z =0. Q.E.D.

Bemerkung 3.7: Die Funktion f(z) entsteht quasi durch ,,Auflssung” der Gleichung
F(z,y) =0 nach y. Fiir die Giiltigkeit von Satz 3.10 ist wesentlich, dass die Umgebung
D* x DY verkleinert wird; in ganz D® x DY konnte es zu einem gegebenen x mehrere y-
Werte (oder auch gar keine) geben, die der Gleichung F'(x,y) = 0 geniigen (s. Abbildung).

Y

Dy x Dy

U(&)xU(9)

<

=>

Beispiel 3.12: 1) Wir betrachten wieder die Gleichung
F(z,y) =2 +3*—1=0
vom Anfang dieses Kapitels. Es ist D, F(z,y) = 2y, so dass sich nach Satz 3.10 die

Gleichung in der Umgebung eines jeden Punktes (#,4) mit 22+ ¢*> —1 =0 und § # 0
(d.h.: & # £1) eindeutig durch y = /1 — 22 oder y = —v/1 — 22 nach y auflésen lésst.

2) Wir betrachten die Gleichung

F(z,y) = (z —y) (32 —y) = 0.
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Die Ableitung ist D,F(z,y) = (y — 32) + (y — ). Wegen D,F(0,0) = 0 ist Satz 3.10
nicht anwendbar. In der Tat ergibt formales Auflosen nach y:

_ 3 1
yi—zl’izﬂ%

und wir sehen, dass die Funktion y = y(z) bei (z,y) = (0,0) gerade ihren Zweig wechselt,
d.h.: Sie ist dort nicht eindeutig bestimmt.

3.3.2 Regulidre Abbildungen

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Invertierbarkeit von Abbildungen f: D C R” — R"™,
d.h. mit der Existenz der Umkehrabbildung f~!: By — R™. In einer Dimension folgt
fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: I C R — R auf einem Intervall I aus der
strikten Monotonie,

fi(x)#0, wzeD,

die Existenz der Umkehrfunktion f~!: By — R, welche auch wieder stetig differenzierbar
ist. Ein dhnliches Resultat gilt auch fiir Abbildungen in hoheren Dimensionen.

Beispiel 3.13: Die (offene) Teilmenge D := {(r,0), r € Ry,0 € R} der (r,6)-Ebene
wird durch die stetige Abbildung

x1 = fi(r,0) :=rcosf, xo= fo(r,0):=rsinb,

in die (z1,x9)-Ebene abgebildet. Diese Abbildung kann nur lokal injektiv sein (im Streifen
G :={(rd),r € Ry,0 € [0,27)}), aber nicht im GroBen, da die (x1,xs)-Ebene wegen
der Periodizitit von Sinus und Kosinus mehrfach iiberdeckt wird. Fiir » = 0 tritt ein
Problem auf, da offenbar alle Punkte der Form (0,6), 0 € R, in den Nullpunkt 2 = (0,0)
abgebildet werden, was der Injektivitét widerspéche.

Definition 3.11: Sei D C R™ offen. Eine Abbildung f : D — R™ heifit ,requlir® in
einem Punkt & € D, wenn sie in einer Umgebung Ks(&) C D von & stetig differenzierbar
ist, und die Funktionalmatriz Jp(&) reguldr ist. Sie heifft ,requlir in D, wenn sie in
jedem Punkt & € D reguldr ist.

Satz 3.11 (Umkehrabbildung): Sei D C R™ offen und f: D — R"™ regulir in einem
Punkt © € D. Dann gibt es eine offene Umgebung V(&) C D wvon &, die von f bijektiv
auf eine offene Umgebung U(j) C R™ von ¢ := f(&) abgebildet wird. Die Unkehrabbil-
dung f~t:U()) — V(&) ist ebenfalls requlir in ¢, und fiir ihre Funktionalmatriz und
Funktionaldeterminante gilt:

1

@) = @7 det e (9) = g

(3.3.48)
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Beweis: Als Illustration des Beweises dient folgendes Bild:

Sei € D und g := f(z) € f(D). Wir betrachten die durch

F(y,x) =y — f(x)

definierte Abbildung F : R™ x D — R™. Offenbar ist F(y,2) = 0. Ferner ist die Jacobi-
Matrix D,F(y,xz) = —J¢(x) geméf Voraussetung reguldr in &. Nach Satz 3.10 (ange-
wendet mit vertauschten Rollen von z und y) gibt es also (offene) Umgebungen U(y)

von ¢y und U(Z) von & sowie eine (eindeutig bestimmte) stetig differenzierbare Funktion
g:U(g) = U(), so dass

0=F(y,9w) =y — flely), yeU@®).

Folglich gibt es zu jedem y € U(f) genau ein x = g(y) € U(z) mit y = f(z). Wir setzen
nun

V(@) :=U@)n [ (U@) ={z € U&): flz) UG}

Da U(z) und f~*(U(9)) offen sind, ist V() eine offene Umgebung von z . Ferner wird
V(&) von f bijektiv auf U(y) abgebildet. Die zugehorige Umkehrabbildung ist gerade
[t =g. Wegen Jsop-1(-) = Jia(+) = I folgt mit der Kettenregel

Jp@) T (fl@) =1, Jpa(f(x) = Jp(a)™"

und weiter mit dem Determinantensatz det Jy—1(f(z)) = (det Jy(z))~". Q.E.D.

Korollar 3.4 (Offene Abbildung): Ist die Abbildung f : D C R" — R™ regulir, so
ist fiir jede offene Menge O C D auch die Bildmenge f(O) offen. Solche Abbildungen
werden auch als ,offen” bezeichnet.

Beweis: Sei O C D offen und y € f(O) beliebig mit y = f(x), z € O. Nach Satz 3.11
gibt es zu y Kugelumgebungen K,(y) C f(O) sowie K (z) C O, so dass K,(y) C
f(K,(x)). Folglich ist f(O) offen. Q.E.D.
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Bemerkung 3.8: Satz 3.11 garantiert nur die lokale Umkehrbarkeit der Abbildung f .
Fiir die globale Umkehrbarkeit gibt es nur wenig brauchbare Kriterien. Dazu bréuchte
man, dass die implizite Funktion f im Satz 3.10 global eindeutig bestimmt ist, was nur
unter sehr einschrankenden Bedingungen zu garantieren ist.

Bemerkung 3.9: Eine eineindeutige stetige Abbildung f einer offenen Menge D C R”
auf eine offene Menge f(D) C R"™ mit stetiger Umkehrabbildung f~! wird ,, Homdomor-
phismus® genannt. Sind sowohl f als auch f~! stetig differenzierbar, so spricht man von
einem ,, Diffeomorphismus* .

Beispiel 3.14: Wir betrachten die durch
(x1,29) = f(r,0) := (rcosf,rsinf)

definierte Abbildung f : R, x R — R2. Dies ist die Transformation der sog. ,,Polarkoor-
dinaten (r,0) auf kartesischen Koordinaten (z1,z5). Die Jacobi-Matrix von f ist

O-f1 Opfr cosf) —rsinf
Jy(r,0) = = . )
Orfa Ogfa sinf  rcosf
und die zugehorige Jacobi-Determinate ist det Jy(r,6) = r > 0. Die Abbildung f ist also

auf ganz D = R, x R regulér. Nach Satz 3.11 ist f also iiberall in D lokal umkehrbar.
Die Jacobi-Matrix der lokalen Umkehrabbildung f~1(z,x5) lautet

Jp1(xy,30) = Jf(r,G)*l _ ( cos sin ) |

—r~lsin® r~'cosd

Zur Umrechnung in die Variablen (z1,22) = (rcos,rsinf) formen wir um:

r=1/2?+a3, r'z=cosh, r'y=sind.

1 T1\/23 + 23 x9n/2% + 23
Jf—l(l'l,l'g)_< W2} a3 xay/a] + 3 .

/2 2

T+ x5
Wir kennen also die Jacobi-Matrix Jy-1(21,22) der Umkehrabbildung, ohne sie selbst

explizit berechnet zu haben. Letzteres ist im vorliegenden Fall aber moglich. Bzgl. der
Mengen

Damit ergibt sich

—T2 Z1

U:=R, x (—%7‘(‘, %77)7 V=R, xR,

ist die Abbildung f: U — V bijektiv mit der Umkehrabbildung

[ (@,y) = (\/2} + 23, arctan(z, /22)).

Durch Berechnung der partiellen Ableitungen dieser Abbildung kann die obige Form ihrer
Jakobi-Matrix bestétigt werden. Die Abbildung f bildet R, x R auf R?\ {0} ab, sie ist
aber wegen f(r,0) = f(r,0 + 2kx), k € Z, nicht global injektiv.
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3.3.3 Extremalaufgaben mit Nebenbedingungen

Im Folgenden betrachten wir sog. ,restringierte“ Optimierungsaufgaben , speziell solche
mit Gleichungsnebenbedingungen. Seien f : D — R und g : D — R differenzierbare
Funktionen auf einer offenen Menge D C R™. Wir suchen einen Punkt & € D mit der
Eigenschaft

f(&) =inf {f(z), z € U(2), g(¢) =0}, (3.3.49)
oder analog f(2) = sup{f(z), z € U(%), g(2) = 0}, fiir eine Umgebung U(Z). Analog

kann auch die Maximierung von f betrachtet werden. Der folgende Satz gibt uns ein
notwendiges Kriterium fiir eine Losung dieser Aufgabe.

Satz 3.12 (Lagrange-Multiplikatoren): Sei D C R"™ offen und f,g : D — R zwei
stetig differenzierbare Abbildungen. Ferner sei & € D ein Punkt, in dem F ein lokales
Eztremum unter der Nebenbedingung g(&) =0 besitzt, d. h.: Mit der Menge

Ny:={zxeD: g(z) =0}
gilt auf einer Umgebung U(Z) C D :

f(@)= inf f(z) oder  f(z)= sup f(z). (3.3.50)

z€UNN, 2€UNN,
Ist dann Vg(z) # 0, so gibt es ein A€ R, so dass
V(&) = AVg(#). (3.3.51)

Der Parameter X\ wird wLagrange-Multiplikator® genannt.

Beweis: Wegen der Voraussetzung Vg(z) # 0 kénnen wir nach eventueller Umnumme-
rierung der Koordinaten annehmen, dass 0,¢(Z) # 0. Wir setzen

= (2, 2,) €R", 1 = (&1,...,8n_1) ER"L
Satz 3.10, angewendet auf die Gleichung
F(2',x,) == g(x) =0,

liefert die Existenz von Umgebungen U(z') € R*! von 2’ und U(%,) C R von &, mit
U(z') x U(&,) C D, sowie einer (eindeutig bestimmten) stetig differenzierbaren Funktion
¢ :U(@) = U(z,), so dass

F(@',o(2) =0, 2 €Uz, (3.3.52)

und
N, N (U(zn) x U(2") ={z € U(z,) x U&) : x,, = p(a)}.
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Mit Hilfe der Kettenregel folgt aus (3.3.52):
0:9(%) + 0,9(2)0ip(2') =0, i=1,...,n—1. (3.3.53)

Da f auf N, im Punkt 2 ein lokales Extremum besitzt, hat die Funktion

f@') = F(a, o(2'))
auf U(#') im Punkt ' ein lokales Extremum. Nach Satz 3.7 gilt also notwendigerweise
0=208,f(&) = 0:f(2) + Ouf(2)sp(3), i=1,...,n—1. (3.3.54)

Definieren wir nun

=0, (#)0,9(2)"  bzw.  O0.f(&) = Ang(d),
so ergibt sich zusammen mit (3.3.53) und (3.3.54)
0:f (#) = Ag(#), i=1,...,n,
bzw. X
Vf(&) = AVg(&).
QE.D.

Bemerkung 3.10: Die Aussage von Satz 3.12 kann auch so interpretiert werden, dass
jeder lokale Minimalpunkt & der Funktion F unter der Nebenbedingung ¢(Z) = 0
notwendig zu einem sog. ,stationdren Punkt“ der Lagrange-Funktion

Lz, A) = f(z) — Ag(z), (x,)\) €D xR,

korrespondiert, d.h. zu einem Punkt (Z, ;\) mit

(3.3.55)

el i) = ( V.o /(&) = AV,g(2) ) e

g(%)

Dieser Losungsansatz fiir Optimierungsprobleme mit Gleichungsnebenbedingungen wird
,Buler-Lagrange-Formalismus®“ (oder auch ,indirekte* Losungsmethode) genannt. Im Ge-
gensatz dazu wird bei der , direkten* Losungsmethode die Nebenbedingung g(z) = 0 ex-
plizit z. B. nach z,, = p(x1,...,2,_1) aufgelost und dann die reduzierte, unrestringierte
Optimierungsaufgabe

flzy, . ap1,0(x1, ..., xy—1)) — min.

gelost. In der Praxis ist diese explizite Auflosung aber haufig schwierig, so dass die indi-
rekte Methode trotz der damit verbundenen Dimensionserhhung meist vorgezogen wird.
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Beispiel 3.15: Sei A = (a;;)
gehorige quadratische Form

1 € R™" eine symmetrische Matrix und a(-) die zu-

n
)=

fz) = (x,Ax)y = i ;%5

ij=1

Wir wollen die Extrema von a(z) unter der Nebenbedingung ||z]|s = 1 bestimmen. Wir
definieren:
g(x) = ||z|j5 — 1, N, :={z € R": g(z) = 0}.

Wegen Vg(z) =2z ist Vg(z) # 0 fir z € N,. Weiter gilt wegen a;; = aj;:

Of(z) = Z ai0nt; + Z ;05

i,j=1 i,j=1
n n n
= E g + E aipT; = 2 E Qi T -
= -1 i=1

In kompakter Schreibweise heifit dies Vf(z) = 2Az. Auf der kompakten Menge N,
nimmt die stetige Funktion f ihr Maximum an. Nach Satz 3.12 gibt es ein A€ R, so
dass

Az

= \i
Dies bedeutet, dass A Eigenwert der Matrix A mit dem Eigenvektor Z ist. Wegen

f(&) = (&, A&)y = (&, Ad)s = A

wird das Minimum bei einem Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert A.;, angenommen.
Fiir diesen gilt dann offenbar

: (xv Am)?
Amin = ;Ielﬁg% Wy

d.h. er ist charakerisiert als das Minimum des sog. ,, Rayley-Quotienten*

R(z) = L’ Az)s

13

der Matrix A auf R™. Analog sieht man, dass der maximale Eigenwert .. entsprechend
als das Maximum des Rayley-Quotienten charakterisiert ist.

Beispiel 3.16: Wir wollen das Maximum der auf R™ definierten Funktion

flx) = (z1- ... -2p)?
auf der Sphire S; = {z € R? : |||l = 1} bestimmen. Die Funktion f und die Funktion
¢ in der Nebenbedingung

n

glx) =) al—=1=0 (3.3.56)

i=1
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sind offenbar Polynome und damit stetig differenzierbar. Da die Sphére S; C R™, kompakt
ist, nimmt f auf S; sein Maximum und Minimum an, wobei offenbar min,eg, f(x) =0
und maxgeg, f(2) > 0. Ferner ist Vg(z) = 2z # 0 fir € S;. Nach Satz 3.12 sind die
Extremalpunkte also unter den Losungen (z,\) € R x R des Gleichungssystems

0if(x) = Aog(x), i=1,...,n,
zu suchen. Dieses ist dquivalent zu

20wy - . xp)?

= 2)\1; bzw. (1 ...z’ = M2, i=1
€T

RN

Wegen max,cgs, f(z) > 0, konnen wir 2; # 0 annehmen und erhalten ebenfalls A # 0.
Summation iiber ¢ = 1,...,n und Beriicksichtigung der Nebenbedingung (3.3.56) liefert
daher

und damit weiter

bzw.

Dies beschreibt alle méglichen (nicht trivialen) Losungen (#,A) des Euler-Lagrange-
Systems, d.h. moglicher lokaler Extrema, wobei die zugehérigen Funktionswerte f(&) =
n~" offenbar alle gleich sind. Damit ergibt sich folgendes Resultat: Das (globale) Maxi-
mum von f auf der Sphire S; wird u.a. in dem Punkt

:i‘ - (n71/27 A 7n71/2)7 f(fl\j> = n7n7

angenommen. Fiir alle Punkte = = (z1,...,z,) € R" mit der Eigenschaft z?+---+12 =1
gilt also die Ungleichung

(w1 ... -x,)* <™ (3.3.57)

Wendet man diese Ungleichung auf die zu einem beliebigen x = (z1,...,2,) € R} gebil-
deten Werte & = /z;/(3_1_, 2:)"/? an, so erhélt man die bekannte Beziehung zwischen
geometrischem und arithmetischem Mittel positiver Zahlen x; > 0:

LT ~xng¥.

n

(3.3.58)

3.4 Ubungen

Ubung 3.1: Man berechne die partiellen Ableitungen 9;f der folgenden Funktionen
f:R"\ {0}, wobei r(z) := ||z||2 bezeichnet:

a) f@)=r@)" b flz)=e /"
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Ubung 3.2: Die Funktion f:R?* — R sei definiert durch

23y — zy?

e (x,y) #0, £(0,0) :=0.

f(l'7y) =

Man zeige:

a) f ist auf ganz R? zweimal partiell differenzierbar, d.h.: Die zugehorige Hesse-Matrix
V2f existiert iiberall.

b) f und V[ sind stetig auf R?.

¢) Die Hesse-Matrix V2f ist stetig auf R?\ {0} ; es ist aber 9,9,f(0,0) # 9,0,f(0,0),
d.h.: Die Hesse-Matrix ist in (z,y) = (0,0) nicht symmetrisch.

Ubung 3.3: a) Man berechne den Gradienten Vf = (9,f)7, und die Hesse-Matrix
V2 f = (0:0;f)}j=, der folgenden Funktionen f; : R* — R fiir £ € Ry :
@) fil@)=(lelz+e)7 (@) fole) =€

b) Man diskutiere die Eigenschaften der Hesse-Matrizen dieser Funktionen im R

Ubung 3.4: a) Man berechne den Gradienten und die Hesse-Matrix der durch

f@)=llzl; =1, =€ Ki(0) = {z €R": ||z|l> < 1},

gegebenen Funktion f: K;(0) — R.
b) Wo liegen die Maximal- und Minimalstellen der Funktion f?

Ubung 3.5: Man berechne die Jacobi-Matrix und die Jacobi-Determinante der durch

rcos 6 sin
v(r,0,p) = | rsinfsinep

7 COS P

definierten Abbildung v : R* — R?. In welchen Punkten (r,0,p) ist J,(r,0, ) regulir?

Ubung 3.6: Punkte (71, 22) € R? haben die ,, Polarkoordinatendarstellung*
r1 =7rcosf, w9 =rsind.

mit dem Radius r = ||z]s € Ry U {0} und dem Winkel § € (0,27 zwischen dem
Ortsvektor = und der z;-Achse. Jede Funktion f:R? — R lisst sich als Funktion bzgl.
dieser Polarkoordinaten schreiben:

f(x1,22) = f(rcos@,rsinf) =: F(r,0).



3.4 Ubungen 95

i) Man zeige, dass der Laplace-Operator A = div grad fiir solche Funktionen F(r,0) die
folgende Form hat:

Af(z1,22) = (0 + 05)f (w1, 22) = (O] + 170, + 17?05 F(r,0).
i) Man zeige, dass fiir w € (0,27] die auf dem Sektor S, := {(r,0) : r > 0,0 € [0,w]}
der (x,y)-Ebene definierte Funktion
5.(r,0) == r™/* sin(f7 Jw)
in S° harmonisch ist, d.h. As, = 0 erfiillt, und den ,Randbedingungen® s,(r,0) =
Sw(r,w) =0 geniigt.

Ubung 3.7: Bei der Untersuchung spezieller Funktionen ist es héufig niitzlich, ihrer
Struktur besonderes gut angepasste Kordinatensysteme zu verwenden. Dazu gehoren z. B.
die sog. ,, Kugelkoordinaten“ (auch , Polarkoordinaten” in zwei Dimensionen):

- rcos(6) T r C.OS(Q) s.in(go)
n=2: . = rsin(d) | n=3: xy | = | rsin(f)sin(e)
T3 r cos(ip)

mit dem Radius r = ||z]|; € Ry U {0} und den Winkeln 6 € [0,27) zwischen dem
Ortsvektor = und der z7-Achse sowie, in drei Dimensionen, ¢ € [0,7] zwischen dem
Ortsvektor = und der xs-Achse. Jede Funktion f : R"™ — R (n = 2,3) ldsst sich als
Funktion bzgl. dieser Kugelkoordinaten schreiben:

n=2: f(x1,x2) = f(rcos(f),rsin(d)) =: F(r,0),

n=3: f(r1,x2,x3) = f(rcos(f)sin(yp), rsin(f)sin p,rcos(p)) =: F(r,0,v).

w07 fiir solche Funktionen

a) Man zeige, dass der Laplace-Operator A = divgrad =)
F(r,0) bzw. F(r,0,¢) die folgende Form hat:

n=2: Af(xy,zy) = (0> +r10, + T_Qag)F(r, ),

2 242 cos ()
O+ + oS 0, ) F(r,0,9)
b) Man bestimme fiir den Laplace-Operator A := divgrad im R™\ {0}:

n=2: Alog(|lz]2) =7, n=3: A(z|;") =7

2
n=3: Af(r),1y,13) = (872 + ;87" + 2 sin2 ()

¢) Man berechne die Jacobi-Matrix und die Jacobi-Determinante fiir die durch

rcos(6) sin(p) rcos(6)
i) wv(r,0,¢) = rsin(f)sin(e) |, it) w(r.0,z) = | rsin(@) |,
r cos(yp) z

definierten Abbildungen v : R? — R?. Zwischen welchen Teilmengen Urbild- und Bild-
bereich sind diese Abbildungen jeweils bijektiv? In welchen Punkten ist J, jeweils irre-
guldr? (Bemerkung: Die Abbildung (i) entspricht gerade den o.a. Kugelkoordinaten im
R3, withrend die Abbildung (ii) zu den sog. , Zylinderkoordinaten* im R3 gehort.)
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Ubung 3.8: Wo ist die durch
f(@,y) = |y
definierte Funktion f:R? — R partiell bzw. total differenzierbar?

Ubung 3.9: Fiir welche Argumente z = (21,29, 73) € R? sind die durch
i) fi(@) = o] +lasl, i) fole) = eV
definierten Funktionen f; : R® — R particll bzw. total differenzierbar?

Ubung 3.10: Sei M C R" eine offene Menge und f : M — R" eine Lipschitz-stetige
Abbildung mit Lipschitz-Konstante L. Man zeige:

i) Die Abbildung f besitzt eine Lipschitz-stetige Fortsetzung f auf M , d.h. eine Abbil-
dung f: M — R" mit f(z) = f(z) fir z € M und

If(@) = fWll < Lllz —yll, @,y €M.

ii) Ist M beschrinkt, so ist der Bildbereich f(M) C R™ abgeschlossen.

Ubung 3.11: a) Sei D C R" eine offene und konvexe Menge und f : D — R™ eine
differenzierbare Abbildung mit gleichméBig beschrankter Jacobi-Matrix

sup || Jp(x)||2 < Ky < o0,
reD

Man zeige, dass f dann in D Lipschitz-stetig ist, d. h.:

1f(y) = f@)ll2 < Kslly — 22, 2,y € D.
b) Gilt eine analoge Aussage auch, wenn man die Spektralnorm || - ||z durch eine beliebige
andere (natiirliche) Matrixnorm || - || ersetzt?

¢) Zusatzaufgabe fiir Anspruchsvolle: Mit den von der l,- und der [;-Norm erzeugten
natiirlichen Matrixnormen || - || (“maximale Zeilensumme®) bzw. || - ||; (,,maximale
Spaltensumme*) gelte

up |5 (2)ow < Kor sup [ 5(@)]l < K.
zeD zeD
Man zeige, dass dann

1f () v)lls VKK |y —zll2, @,y €D.

Ubung 3.12: Im Band Analysis 1 (Abschnitt 5.3) wird gezeigt, dass fiir eine r 4+ 1-mal
stetig differenzierbare Funktion f : (a,b) — R um jeden Punkt xy € (a,b) die Taylor-
Approximation

"B (g
F@) =3 L0 )k B (@i - w0,

— k!
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besteht, mit dem Restglied R/ 41(zo; @ — o) in integraler und differentieller Form

z (r+1)
Rl (ogia—an) = 7 [ @ =y o0 = eyt g€ (on.o)

Man leite durch eine Variablentransformation hieraus die folgenden Darstellungen ab:
TR (g
Plot ) =3 T R (),
k=0 ’

mit dem Restglied Rf 41(z0; wp + h) in intregraler und differentieller Form

hT+1 f(r+1) (1‘0 + Hh)

1
— g flr+1) —
/0(1 S S o+ sh) ds =

Rl (x0;h) = P 0 e (0,1),

7!

(Hinweis: Man versuche es mit der Transformation s := (t — zg)/h.)

Ubung 3.13: Man gebe die Taylor-Entwicklung der durch

Tr1 — T2

.13’1+£L’2

fx) =

definierten Funktion f:R? — R um den Punkt z = (1,1) bis zum Restglied Ri(x;h)
3-ter Ordnung an (Das Restglied selbst braucht nicht berechnet zu werden.).

Ubung 3.14: Man zeige, dass die durch
fx)=In(14+zy—21), v€D={yeR®: yy—y; >—1},

definierte Funktion f:D — R die folgende Taylor-Reihe um den Punkt x = 0 hat:

TL(r) =3 (_1,2 — (a2 — )"

Wie sieht der Konvergenzbereich dieser Reihe aus, und stellt sie die Funktion dort dar?

I"Jbung 3.15: Man betrachte die durch
[z, 20) = 222 — 3wy20% + )
definierte Funktion f:R? — R.

a) Man zeige, dass f entlang jeder Geraden durch den Nullpunkt in (0,0) ein (relatives)
Minimum besitzt.

b) Man zeige, dass f im Nullpunkt (0,0) aber kein lokales Minimum in R? besitzt.

(Bem.: Dieses warnende Beispiel sollte man sich ganz klar machen.)
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Ubung 3.16: Scien o) € R”, j =1,...,m, gegebene Punkte. Man bestimme die loka-
len und globalen Minima der durch

fa)=>llz—a?|3
=1
definierten Funktion f:R? — R.

Ubung 3.17: Man bestimme die Extrema der folgenden Funktionen auf R?:

a) flo) =%+ 25 — 9z 29 + 27; b) f(x) =22+ 2k — 2229 + 1.

Ubung 3.18: Man zeige, dass durch die Gleichung
F(r,y,2) =2+ (2> +¢y*)z+1=0

eindeutig eine Funktion z = f(z,y) auf ganz R? bestimmt ist, welche stetig differenzier-
bar ist.

Ubung 3.19: Man untersuche mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, ob die
Gleichung
¥ =y

in der Néhe der Punkte (2,4) und (e, e) nach einer der beiden Variablen auflosbar ist.

Ubung 3.20: Man untersuche die Abbildung
u=-e"cos(y), v=-e"sin(y),

der Menge M := {(z,y) € R? : z € [0,1],y € [—4m, 37|} nach R?, bestimme ihren

Bildbereich und gegebenenfalls die inverse Abbildung. Ist die Abbildung im Groflen, d. h.
als Abbildung von R? nach R? umkehrbar?

Ubung 3.21: Die reelle Zahl a > 0 ist so in drei positive Summanden zu zerlegen, dass
deren Produkt maximal ist. (Hinweis: Man formuliere dies als eine Optimierungsaufgabe
mit Gleichungsrestriktion und benutze zu deren Losung den Lagrange-Ansatz.)

Ubung 3.22: Man bestimme die Maxima und Minimima des Polynoms

flz,y) =42” — 3zy

auf der Kreisscheibe K := {(z,y) € R? : 2% + y* < 1}.
(Hinweis: Man berechne zunéchst die lokalen Extrema von f im Innern von K und dann
auf dem Rand von K, d.h. unter der Gleichungsnebenbedingung 2% +y* =1.)
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Ubung 3.23: Sei D C R” eine offene Menge und f : D — R eine unendlich oft
differenzierbare Funktion mit gleichméfBig beschriankten partiellen Ableitungen, d.h.: In
der tiblichen Multi-Indexschreibweise gilt:

sup (sup |8°‘f(x)\) < 0.

|a|>0 NzeD

a) Man zeige, dass dann die Taylor-Reihe von f,

TL (x4 h) = Z 0 i'(az) he, wx €D,
|or|=0 ’

fiir Inkremente h € R™ mit x +th € D, ¢t € [0, 1], absolut konvergiert und die Funktion
f dort darstellt:
fx+h)=TL(x+h), xeD.

b) Man bestimme die formale Taylor-Reihe um den Punkt x = (1,0,0) der durch

f(ﬂf) .— plt@itzatas

definierten Funktion f : R3 — R. Was ist der Konvergenzbereich dieser Reihe und wo
stellt sie die Funktion f dar?

Ubung 3.24: Man bestimme die Extrema der folgenden Funktionen auf R2:
a) fz) =23+ a3 — 162125 + 1;
b) f(z) = (31— 22)* + (z2 — 1)L

Man diskutiere, ob die gefundenen Extrema auch ,,global® sind.

Ubung 3.25: Man betrachte die durch

arctan(y/z), x #0,
o) = e+, ol = {0

9 €r = Oa
definierte Abbildung der Menge M := {(z,y) € R? : 1 < 2? +y* <e? z <0} nach R?.

a) Man bestimme die Jacobi-Matrix und -Determinante dieser Abbildung; ist die Abbil-
dung regulr?

b) Man bestimme den Bildbereich und gegebenenfalls die zugehdrige inverse Abbildung.

Ubung 3.26: Man beschreibe das Prinzip des Lagrange-Formalismus und wende diesen
an zur Bestimmung der Maxima und Minimima des Polynoms

flr,y)=2—y
auf der Kreislinie K := {(z,y) € R? : 22 +4? =1}.
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Ubung 3.27: Man bestimme mit Hilfe des Lagrange-Formalismus den euklidischen Ab-
stand des Punktes z* := (1,—1,0) € R*® zum Rotationshyperboloid

M = {z = (21,25, 73) € R® | ] + a3 — 2§ = 1}

(Hinweis: Der euklidische Abstand zweier Punkte x,y € R? ist definiert durch d(z,vy) :=
[z —yl2.)





