1 Der n-dimensionale Zahlenraum K"

In diesem Kapitel werden als Vorbereitung der Differential- und Integralrechnung von
Funktionen mehrerer Variabler zunéchst die wichtigsten Eigenschaften des euklidischen
Vektorraumes K" zusammengestellt. Dabei steht K wieder fiir den Koérper R der re-
ellen Zahlen oder den Kérper C der komplexen Zahlen. Die kanonischen Félle bei geo-
metrischen Anwendungen sind natiirlich die Ortsdimensionen n = 2 und n = 3, oder
bei Einbeziehung der Zeitvariablen auch n = 4. Bei der Diskretisierung von Differen-
tialgleichungen treten aber auch beliebig hoch dimensionale Probleme auf, so dass die
Betrachtung der allgemeinen Dimension n € N keine blofe mathematische Spielerei ist.

1.1 Der euklidische Raum K"

Fiir n € N bezeichnet K" den Vektorrraum der n-Tupel = = (x4, ..., 2,) mit Kompo-
nenten z; € K, ¢ =1,...,n. Fiir diese sind Addition und skalare Multiplikation definiert:

x4y :=(x1+Y1,. T+ Yn)s ar = (axy,...,ar,), ack

Die Elemente z € K” werden je nach Interpretation als ,,Punkte“ oder , Vektoren“ an-
gesprochen. Dabei kann man sich = als den Endpunkt eines Vektors vorstellen, der im
Ursprung des gewéhlten kartesischen! Koordinatensystem angeheftet ist, und die Kom-
ponenten z; als Koordinaten beziiglich dieses Koordinatensystems. In diesem Fall fassen
wir Vektoren stets als ,, Spaltenvektoren“ auf und schreiben dafiir im Rahmen des Ma-
trizenkalkiils auch (z,...,z,)". Der ,Nullvektor* (0,...,0)7 wird ebenfalls kurz mit
0 bezeichnet. Wir bevorzugen diese koordinatenorientierte Darstellung wegen ihrer Ver-
trautheit; eine koordinatenfreie Beschreibung ist moglich aber weniger anschaulich.

Wir rekapitulieren einige Eigenschaften des K™ | die im Folgenden verwendet werden.
Ein System von m Vektoren {a(l), .. .,a(m>} C K™ heif}t ,linear abhingig®*, wenn es
Skalare «o; € K, i =1,...,m, gibt, die nicht alle Null sind, so dass

i a,—a(i) =,
i=1

andernfalls , linear unabhéngig®. Ein System linear unabhéingiger Vektoren des K" kann
maximal n Elemente enthalten; ein solches ,maximales® System heifit ,Basis“ des K"
und bestimmt mit seiner Méchtigkeit n die ,Dimension® des K™. Die natiirliche Basis
des K™ ist die ,euklidische Basis* (,kartesische®) bestehend aus den Vektoren e =
(0i1, -+, 0m), i =1,...,n. Offenbar ist jedes x € K™ darstellbar in der Form

n
r = E ze®,
i=1

d.h. als , Linearkombination® der Basisvektoren e .

'René Descartes (1596-1650): Franzosischer Mathematiker und Philosoph (,,cogito ergo sum*); wirkte
in Holland und zuletzt in Stockholm; erkannte als erster die enge Beziehung zwischen Geometrie und
Arithmetik und begriindete die analytische Geometrie.
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Definition 1.1: Sei V' irgend ein Vektorraum dber dem Korper K. Eine Abbildung ||-|| :
V = R heifst ,Norm* (auf V'), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(N1) Definitheit: lz]| >0, |lz]|=0 < z=0;
(N2) Homogenitit: llaz| = |a| 2], a€K;

(N3) Dreiecksungleichung: lz +yll < llz|| + [yl

Das Paar (V| - ||) wird ,normierter Raum*® genannt.

Bemerkung 1.1: Die Nichtnegativitdt |z| > 0 ist eigentlich bereits eine notwendige
Konsequenz der anderen Annahmen. Mit (N2) folgt zunéchst 0 = ||0]] und dann mit
(N3) und (N2) 0 = ||z — x| < ||z||+ || — | = 2||z|| . Mit Hilfe von (N3) erhélt man analog
zum Absolutbetrag fiir eine beliebige Norm die wichtige Ungleichung

[l = llyll] < llz =yll, 2yeV. (1.1.1)

Beispiel 1.1: Das bekannteste Beispiel einer Norm auf K™ ist die ,,euklidische Norm*
n 1/2
ol = (3 Jil?)
i=1

Weitere Beispiele von gebriauchlichen Normen sind die ,Maximumnorm* (oder ,,/,.-Norm)
und die sog. ,,l;-Norm*

n
|#lloe := max |aif,  faflii= D |l
i=1,...,n )

Die Normeigenschaft von ||+ || und ||-||; ergibt sich unmittelbar aus den entsprechenden
Eigenschaften des Absolutbetrags. Die Normeigenschaft von || - ||z folgt aus seiner Bezie-
hung zum euklidischen Skalarprodukt, was wir spater noch genauer diskutieren werden.
Quasi zwischen /;-Norm und Maximumnorm liegen die sog. ,,[,-Normen* fiir 1 < p < co:

- 1/p
lally = (D lail?) ™
=1

Dass dies wirklich Normen sind, d.h. dass insbesondere die Dreiecksungleichung gilt,
werden wir spéter noch sehen.

Mit Hilfe einer Norm ||-|| wird fiir Vektoren z,y € K" eine ,, Abstandsfunktion® (oder
»Metrik®) erklart durch d(x,y) := ||z — y]| .

Definition 1.2: Sei X irgend eine Menge. Eine Abbildung d(-,-) : X x X — R heifst
SMetrik“ (auf X ), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(M1) Definitheit: d(z,y) >0, dz,y)=0 < r=y;

(M2) Symmetrie: d(z,y) = d(y,x);

(M3) Dreiecksungleichung: d(z,y) < d(x,z)+d(z,vy).

Das Paar (X,d) wird ,metrischer Raum* genannt.
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Bemerkung 1.2: Viele Aussagen dieses und des folgenden Kapitels, die nicht die Vektor-
raumstruktur benotigen, lassen sich auch ganz allgemein fiir metrische Raume formulieren.
Die so gewonnene Theorie hat dann viele iiber den Rahmen des endlich dimensionalen
K™ hinausgehende Anwendungen, z. B. auf unendlich dimensionale Funktionenrdume wie
den Cla,b] und den Rla,b] (siche Kapitel 4 und Kapitel 7 des Bandes Analysis 1). Da
aber die Behandlung wirklich interessanter Anwendungen in der Physik und in ande-
ren Wissenschaften betriachtlichen Aufwand erfordert, wollen wir hier auf diese formale
Allgemeinheit zugunsten groferer Anschaulichkeit verzichten.

Bemerkung 1.3: Die natiirliche Verallgemeinerung des endlich dimensionalen Raumes
K" ist der unendlich dimensionale Folgenraum [y der quadratisch summierbaren Zahlen-
folgen = = (xy)ken, 7x € K, d.h. der Folgen, fiir die >, |zx|* konvergiert, versehen

mit der Norm
> 2\ 1/2
ol = (3 Jml?)
k=1

Der Nachweis der Vektorraum- und Normeigenschaften sei als Ubungsaufgabe gestellt. Es
ist zweckméfBig, sich die im Folgenden fiir den K" formulierten Aussagen durch Uber-
priifung ihrer Giiltigkeit im (Ia,]| - [|2) klarzumachen.

Mit Hilfe einer Norm wird der ,,Abstand® d(z, ') := ||z — 2'|| zweier Vektoren im K"
definiert. Damit lassen sich dann auch fiir Punktmengen des K" die schon vom K! be-
kannten topologischen Begriffe , offen®, ;abgeschlossen®, , kompakt“, ,,Durchmesser und
,Umgebung* definieren. Im Folgenden verwenden wir hierzu zunéichst die Maximumnorm
Il lloo , werden aber spéter sehen, dass dies unabhingig von der gew#hlten Norm ist. Fiir
ein a € K" und r > 0 wird die Menge

K.(a):={z eK": ||lz —al]|ec <7}
eine , Kugelumgebung* mit Radius r genannt.
Definition 1.3: Eine Folge von Vektoren (z®)ycy des K* heifit:

i) ,beschrinkt®, wenn alle ihre Elemente in einer Kugelumgebung Kr(0) liegen;

ii) ,,Cauchy-Folge*, wenn es zu jedem ¢ € R, ein N. € N gibt, so dass fiir alle k,l > N
Hﬂf(k) _ x(l)Hoo <e;
iii) ,konvergent® gegen ein x € K™, wenn

||:v(k) —Zlloe 2> 0 (k= 00).

Fiir eine konvergente Folge (:E(k))keN schreiben wir wieder limy,_,.. 2®*) = 2 oder auch kurz
#® — 2 (k — o0) . Geometrisch bedeutet dies, dass jede Kugelumgebung K.(z) von z
fast alle (d. h. alle bis auf endlich viele) der Folgenelemente x(*) enthiilt. Die so definierte
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Konvergenz 2*) — x (k — oo) ist offenbar gleichbedeutend mit der komponentenweisen
Konvergenz:

2% — z]|oe = 0 (k= 00) & x£k>—>xi (k—=o00),i=1,...,n.

Damit kann die Theorie der Konvergenz von Vektorfolgen in K™ auf die von Zahlenfolgen
in K zuriickgefiithrt werden. Wir gewinnen so zunéchst das n-dimensionale Analogon des
Cauchyschen Konvergenzkriteriums und des Satzes von Bolzano-Weierstraf.

Satz 1.1 (Satz von Cauchy und Satz von Bolzano-Weierstraf}):
i) Jede Cauchy-Folge im K™ konvergiert, d.h.: Der normierte Raum (K", || - |l) st
vollstindig. Ein vollstindiger normierter Raum wird ,Banach-Raum® genannt.

it) Jede beschrinkte Folge in K™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: i) Fiir eine Cauchy-Folge (2).cy sind wegen |z;| < ||#]oe, @ = 1,...,n, fiir
x € K", auch die Komponentenfolgen (Q:Ek))keN, i =1,...,n, Cauchy-Folgen in K und
konvergieren jede fiir sich gegen Grenzwerte z; € K. Der Vektor z := (z1,...,2,) € K"
ist dann Limes der Folge (2(®),cy bzgl. der Maximumnormkonvergenz.

i) Fiir eine beschriinkte Folge (2(®)ey sind auch die Komponentenfolgen (a;l(.k))keN, 1=
1,...,n, beschrankt. Durch sukzessive Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl

in K erhalten wir zunéchst eine konvergente Teilfolge (xik”))jeN von (2\")ren mit

xgk”) — 21 (j — o0), dann eine konvergente Teilfolge (xékQJ))jeN von (:C;klj))jeN mit

a:;ij) — 23 (j = 00), ws.w. Nach n Auswahlschritten haben wir schlieflich eine Teil-

folge (x*))eny von (z®)4en, fiir die alle Komponentenfolgen (xgk""'))jeN, i1=1,...,n,
konvergieren. Mit den Limiten z; € K setzen wir x := (21,...,x,) € K" und erhalten
die Konvergenz a7 — z (j — 00). Q.E.D.

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass auf dem K" alle durch irgendwelche Normen
definierten Konvergenzbegriffe dquivalent sind zur Konvergenz beziiglich der Maximum-
norm, d. h. zur komponentenweisen Konvergenz.

Satz 1.2 (Aquivalenz von Normen): Auf dem endlich dimensionalen Vektorraum K"
sind alle Normen dquivalent zur Mazimumnorm, d. h.: Zu jeder Norm ||-|| gibt es positive
Konstanten m, M, mit denen gilt:

mlzfe < llzl < Mzl =€ K" (1.1.2)
Beweis: Sei ||| irgendeine Norm. Fiir jeden Vektor z = Y";_, xxe® € K" gilt zunéichst
lzll <Dl ) < Mlalloo, M= (]
k=1 k=1

Wir setzen:

Sp={rcK": ||zl =1},  m:=inf{||z], z €S} >0.
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Wir wollen zeigen, dass m > 0 ist, denn dann ergibt sich fiir z # 0 wegen ||z||tz € S,
auch m < ||z]|}||z]| und folglich

0<mlzlleo < |lzl], z €K™

Sei also angenommen, dass m = 0. Dann gibt es in S; eine Folge (z();cy mit ||2®] —
0 (k — o0) . Da die Folge bzgl. der Maximumnorm beschrinkt ist, gibt es nach dem Satz
von Bolzano-Weierstra eine Teilfolge, ebenfalls mit 2*) bezeichnet, welche bzgl. der
Maximumnorm gegen ein xz € K" konvergiert. Wegen

1= llzlloe] = [ll2® oo = llzlloc] < 2® = 2]l = 0 (k = 00)
ist auch x € S;. Andererseits gilt fiir alle k£ € N:
o]l < o = 2@+ ]2®@) < Mz — 2@ o + [l2®].
Fiir k — oo folgt hieraus ||z|| = 0 und somit = = 0, im Widerspruch zu x € S;. Q.E.D.

Bemerkung 1.4: Fiir die beiden vorausgegangenen Sétze, den ,, Bolzano-Weierstrafi“ so-
wie die ,Norméquivalenz*, ist die endliche Dimension des K" entscheidend. Beide Sétze
gelten nicht in unendlich dimensionalen Réumen, wie z. B. dem Cfa,b], dem R[a,b] und
dem Folgenraum I .

Bemerkung 1.5: In vielen Anwendungen kommen Mengen von Paaren {z,y} von Punk-
ten z,y € K" vor. Diese liegen im sog. ,Produktraum“ V' = K" x K", den man mit der
natiirlichen Norm
I, u} = (lel” + l1w1?) .

versehen kann. Da dieser Raum mit dem 2n-dimensionalen euklidischen Raum K2" iden-
tifiziert werden kann, iibertragen sich sinngeméfl die bisherigen Aussagen fiir Mengen im
K™ auch auf Mengen im K" x K™ . Dies lisst sich auf allgemeinere Konstruktionen von
(endlich dimensionalen) Produktraumen iibertragen, z. B.: V =K™ x -+ x K" .

1.2 Teilmengen des K"

Da im K" alle Normen #quivalent sind, kénnen wir fiir die folgenden Betrachtungen
irgend eine Norm verwenden, die wir mit || - || bezeichnen.

Definition 1.4: i) Fine Teilmenge M C K" heifit ,beschrinkt®, wenn sie in einer Ku-
gelumgebung Kg(0) enthalten ist.

ii) Fine Teilmenge U C K" heifit ,Umgebung® des Punktes a € K", wenn sie eine
Kugelumgebung K.(a) von a enthilt; letztere wird auch e-Umgebung® von a genannt.

iii) Fine Menge O € K™ heifit ,offen”, wenn es zu jedem a € O eine Kugelumgebung
K. (a) gibt, die in O enthalten ist.

iv) Eine Menge A C K™ heifit ,abgeschlossen® , wenn ihr Komplement A°
offen ist.

K"\ A
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Beispiel 1.2: i) Die Kugel K,(a) = {z € K" |||z — a|| < r} ist Umgebung jedes ihrer
Punkte z € K,(a). Die Kugel K,(z) mit dem Radius p =17 — ||z —al| > 0 ist wegen

ly—all < lly =zl +llz —all <r =z —al| + [z —all =7, ye Ky/(x),
in K,(a) enthalten. Insbesondere ist also die Kugel K, (a) offen, d.h.: Kugelumgebungen
sind stets offene Umgebungen.

i) Die sog. abgeschlossene Kugel K, (a) := {z € K" : ||z —al| <r} ist im obigen Sinne
abgeschlossen, denn fiir jeden Punkt x ¢ K,.(a) liegt auch die Kugel K.(z) mit Radius
e = llo—all - r wegen, y € K.(z),

ly —all = [z —a) = (@ = )| = [le —all = [lz =yl > |z —al| +7 = |z —al| =7
auBerhalb von K,(a).
iii) Der K" und die leere Menge ) sind zugleich offen und abgeschlossen.
iv) Die diskrete Menge {1/n, n € N} C R ist weder offen noch abgeschlossen.

v) Auf dem Unterraum V,,_; :={z € K": z = (21,...,2,-1,0)} des K" wird durch die
Norm || - || von K" eine eigene Norm induziert. Damit sind dann auch fiir Mengen in
V,_1 die Begriffe ,offen* und ,,abgeschlossen® (relativ zu V,,_; ) definiert. Eine in V,,_;
offene, nichtleere Menge ist dann aber bezogen auf den Oberraum K™ nicht offen.

Lemma 1.1: FEs gelten die folgenden Aussagen:
i) Jede Obermenge einer Umgebung von a ist eine Umgebung von a .

it) Der Durchschnitt zweier Umgebungen eines Punktes a € K" st ebenfalls eine Umge-
bung von a .

iii) Zu je zwei verschiedenen Punkten a,b € K" existieren disjunkte Umgebungen (sog.
Hausdorffsche* Trennungseigenschaft).

Beweis: i) Sei U Umgebung von a und K,(a) C U eine zugehorige Kugelumgebung,.
Dann ist diese auch in jeder Obermenge von U enthalten, so dass letztere auch Umgebung
von a ist.

ii) Seien U; und Us Umgebungen von a € R™. Es gibt also Kugelumgebungen K, (a) C
Uy und K,,(a) C Uy. Die Kugelumgebung K,.(a) mit r := min(ry,72) ist dann im
Schnitt Uy N Us enthalten, d.h. dieser ist ebenfalls eine Umgebung von «.

iii) Fiir die Kugelumgebungen K, (a) und K, (b) mit Radius r = z|la — b|| gilt

1
3
e K (a): [z—=bl=z—at+a—0b]>a—0b|—|z—al>Z]a—0|]=2r
re K. (b): |lz—all=|z—b+b—al>a—0b|—|z—0|]>2|a—0b||=2r

d.h. K. (a)NEK.(b)=0. Q.ED.

2Felix Hausdorff (1868-1942): Deutscher Mathematiker; Prof. in Bonn 19101932, Zwangspensionie-
rung durch das nazionalsozialistische Regime; grundlegende Beitrége zur Topologie und Mengenlehre.
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Lemma 1.2: FEs gelten die folgenden Aussagen:

i) Der Durchschnitt endlich vieler und die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist
offen.

it) Die Vereinigung endlich wvieler und der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener
Mengen ist abgeschlossen.

Diese Aussagen lassen sich wicht verschirfen, d. h.: Der Durchschnitt unendlich vieler
offener Mengen ist nicht notwendig offen, und die Vereinigung unendlich vieler abge-
schlossener Mengen ist nicht notwendig abgeschlossen.

Beweis: Ubungsaufgabe. Q.E.D.

Lemma 1.3: Eine Menge A C K™ ist genau dann abgeschlossen, wenn der Limes jeder
konvergenten Folge von Punkten in A ebenfalls in A liegt.

Beweis: i) Sei A abgeschlossen. Lige der Grenzwert a einer konvergenten Folge (a®))ey
mit a® € A nicht in A, d.h.: a liegt in der offenen Menge O := K" \ A, so enthielte
diese offene Menge als Umgebung von a fast alle a®), im Widerspruch zur Voraussetzung
a® e A.

ii) Sei nun der Limes jeder konvergenten Folge aus A ebenfalls in A. Angenommen A
ist nicht abgeschlossen, d.h. O := K™\ A ist nicht offen. Dann gibt es einen Punkt
a € O derart, dass keine Kugelumgebung K.(a) ganz in O liegt. Insbesondere enthilt
jede Kugel K (a), k € N, einen Punkt a® mit a®) ¢ O. Die Folge (a®))en liegt also
in A und konvergiert wegen [a® — a|| < 1/k gegen den Limes a, der aber nicht zu A
gehort, im Widerspruch zur Voraussetzung. Q.E.D.

Definition 1.5: i) Ein Punkt a € K™ heifit ,Randpunkt® einer Menge M C K", wenn
jede Umgebung von a Punkte sowohl aus M als auch aus dem Komplement M€ :=
K™\ M enthdlt. Die Menge aller Randpunkte von M , der sog. ,Rand®, wird mit OM
bezeichnet. Aus Symmetriegrinden gilt O(M°) = OM . Jeder Randpunkt von M ist also
sowohl Limes von Punktfolgen aus M als auch Limes von Punktfolgen aus MF€.

ii) Fiir eine Menge M C K™ ist M°:= M\ OM der sog. ,offene Kern® (oder auch das
wInnere ) von M .

iii) Fiir eine Menge M C K" ist M := M UOM die sog. ,abgeschlossene Hiille“ (oder
auch der ,Abschluss®) von M .

iv) Fir eine nichtleere, beschrinkte Menge M C K™ st der ,Durchmesser® diam(M)
(bzgl. der Norm || - || ) definiert durch

diam(M) = sup{||lz — y||, =,y € M}.
Beispiel 1.3: Der Rand der Kugel K,(a) C R"™ ist die ,Sphdire*
S={zeR": |[x—a| =1}

Der Rand von Q" in R™ ist der ganze R™. Der Rand von R™ ist leer.
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Lemma 1.4: Fir jede Menge M C K™ gilt:
i) Der Rand OM ist abgeschlossen.

ii) Die Menge M° = M\ OM st offen. Jede offene Teilmenge O C M st in M\ OM
enthalten.

iii) Die Menge M = M U OM ist abgeschlossen. Jede abgeschlossene Menge A mit
M C A enthalt M UOM .

Beweis: i) Wir zeigen, dass das Komplement dM¢ offen ist. Sei a ¢ 9M . Dann gibt es
nach Definition von dM eine Umgebung K,.(a), welche entweder keine Punkte von M
oder keine Punkte von M¢ enthilt. Dann ist aber auch K,(a) NOM = () und (OM)¢ ist

somit offen.
ii) Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt.

iii) Wir zeigen, dass (M UOM)® offen ist. Zu jedem Punkt a ¢ (M UOIM)° existiert eine
Umgebung K, (a), welche keine Punkte von M enthéilt. Kein Punkt von K,(a) kann
dann zu OM gehoren, d.h. K,.(a) C (M UIM). Also ist (M UIM)¢ offen. Sei A
abgeschlossen mit M C A. Jeder Punkt a € dM ist Limes einer Folge von Punkten
an € M. Wegen a,, € M C A ist dann der Limes auch in A, d.h.: OM C A. Q.E.D.

Korollar 1.1: Eine Menge O C K™ ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer Rand-
punkte enthdlt. Fine Menge A C K" ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Randpunkte enthdlt.

Beweis: Die Richtigkeit der Behauptungen ergibt sich unmittelbar mit Hilfe der Aussagen
von Lemma 1.4. Die Beweisdetails werden als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Definition 1.6: Ein Punkt x € K" heifst ,Hdaufungspunkt® einer Menge M C K" wenn
jede Umgebung von x mindestens einen Punkt aus M \ {x} enthdlt. Die Menge der
Héiufungspunkte von M wird mit H(M) bezeichnet. Ein Punkt © € M \ H(M) wird
Lisoliert” genannt.

Satz 1.3: i) Fiir jede Menge M C K" gilt
MUH(M) =M. (1.2.3)

it) Eine Menge M C K" ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Hiufungspunkte
enthdlt.

Beweis: i) Sei # € 9M . Dann liegt in jeder 1/k-Umgebung von x ein Punkt z®) € M,
d.h.: 2 ist Limes der Folge (2(")zcn. Also ist z Haufungspunkt von M, und es gilt
MUOM = M C M UH(M). Weiter ist jedes 2 € H(M) Limes einer Folge von Punkten
aus M, d.h.: & M°. Also ist MUH(M) C M. Dies impliziert die Richtigkeit der ersten
Behauptung.
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i) Im Falle (M) C M ist nach dem eben Gezeigten M = M, d.h.: M ist abgschlossen.
Ist andererseits M abgeschlossen, soist M = MUOM = M, d.h.: H(M) C M. Q.E.D.

Definition 1.7 (Kompaktheit): Eine Menge M C K" heifst ,kompakt“ (bzw. ,folgen-
kompakt®), wenn jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge mit Limes in M besitzt.

Beispiel 1.4: Mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weiserstrasf folgt, dass eine abgeschlos-
sene Kugel K,(a) kompakt ist. Ferner sind der Rand OM einer beschrinkten Menge
M C K" und jede endliche Menge kompakt.

Satz 1.4 (Satz von der Kompaktheit): Fir eine Teilmenge M C K" sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) M ist folgen-kompakt.
it) M ist beschrinkt und abgeschlossen.

iti) Jede offene Uberdeckung {Ox, X\ € A} wvon M, d.h.: Oy C K" offen und M C
UxeaOyx (A eine beliebige Indexmenge), enthdilt eine endliche Uberdeckung, d.h.: M C
Uiz1,...mO; . (Uberdeckungseigenschaft von Heine®* und Borel*).

Beweis: (i)=(ii): Die Menge M C K" sei folgen-kompakt. Dann ist M auch abgeschlos-
sen, denn jede konvergente Folge in M hat wegen der Kompaktheit eine konvergente
Teilfolge mit Limes in M , d.h.: Auch der Limes der gesamten Folge liegt in M . Weiter
muss M auch beschriankt sein, denn andernfalls gébe es eine Folge (z,)neny in M mit
||zn|| = oo, welche dann keine konvergente Teilfolge haben kann.

(il)=-(i): Ist M C K" beschrinkt und abgeschlossen, so besitzt sie nach dem Satz von
Bolzano-Weiserstraf eine konvergente Teilfolge, deren Limes dann wegen der angenom-
menen Abgeschlossenheit von M ebenfalls in M liegt. Also ist M folgen-kompakt.

(iii)=(i): Die Menge M C K" besitze die Uberdeckungseigenschaft. Wir wollen zeigen,
dass sie dann auch folgen-kompakt ist. Sei (x,)nen eine Folge in M und A := {z,,n €
N} (Gleiche Folgenelemente werden in der Menge A identifiziert.). Ist A endlich, so
hat die Folge notwendig eine konstante (und damit konvergente) Teilfolge. Sei A also
unendlich. Angenommen A hat keine konvergente Teilfolge mit Limes in M . Dann hat
jeder Punkt a € M eine offene Umgebung U(a), die nur endlich viele Punkte von
A enthilt. Diese Umgebungen U(a) bilden nun eine offene Uberdeckung von M, zu
der es nach Annahme eine endliche Teiliiberdeckung {U(ax),k = 1,...,m} gibt. Diese

3Eduard Heine (1821-1881): Deutscher Mathematiker; Professor in Halle; einer der wichtigsten Ver-
treter der , Weierstrafischen Schule“ im 19. Jahrhundert; Beitrige zur Theorie der reellen Funktionen,
Potentialtheorie und Theorie der Differentialgleichungen.

4F¢lix Eduard Justin Emile Borel (1871-1956): Franzosischer Mathematiker, u. a. Professor an der
Universitéit Sorbonne in Paris; wichtige Beitrége zur Mafitheorie und zur Spieltheorie; war auch politisch
aktiv (1925-1940 Marineminister) und wéhrend des Krieges Mitglied der Résistance.
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,, Teiliiberdeckung® kann dann auch nur endlich viele Punkte von A enthalten, d.h.: A
ist endlich, im Widerspruch zur Annahme.

(ii)=-(iii): Die Menge M sei beschrankt und abgeschlossen. Sei {Oy, A € A} eine (offene)
Uberdeckung von M , die keine endliche Uberdeckung von M enthélt. Als beschrinkte
Menge ist M in einem abgeschlossenen Wiirfel )y mit Kantenldnge L enthalten. Wir
zerlegen @) in 2" Wiirfel der halben Kantenlénge. Dann gilt auch fiir mindestens einen
dieser Teilwiirfel )1, dass M N nicht von endlich vielen der O, iiberdeckt wird. Durch
rekursive Wiederholung dieses Verfahrens finden wir eine Folge abgeschlossener Wiirfel
Q. mit Kantenlinge Ly = 27%L,sodass ... C Qr C Qr_1 C ... C Qo, und keine der
Mengen M N @y wird durch endlich viele der O, iiberdeckt. Wir wéhlen nun in jeder
der Mengen M N @y einen Punkt z;. Nach Konstruktion der Wiirfelfolge ist (z1)pen
eine Cauchy-Folge und somit konvergent gegen einen Punkt x € M . Dieser Limes liegt
dann aber auch in einer der offenen Uberdeckungsmengen O, . Diese muss dann auch
fast alle der Wiirfel @, und damit insbesondere fast alle der Durchschnitte M N Qy
enthalten. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass keiner dieser Durchschnitte von
endlich vielen der O, iiberdeckt wird. Q.E.D.

Bemerkung 1.6: Die Charakterisierung kompakter Mengen durch die Uberdeckungsei-
genschaft ist die Aussage des ,,Satzes von Heine-Borel“. Die entscheidende Voraussetzung
fiir die Giiltigkeit der Sétze von Bolzano-Weierstra3 und Heine-Borel ist die endliche
Dimension von K". In unendlich dimensionalen Banach-Riumen, wie z. B. dem Raum
Cla,b] der stetigen Funktionen, ist dies nicht moglich. Hier werden zum Nachweis der
Kompaktheit von beschriankten, abgeschlossenen Mengen noch zusétzliche Eigenschaften
benotigt, wie z. B. die gleichgradige Stetigkeit beim ,, Auswahlsatz von Arzela-Ascoli®.

Korollar 1.2: Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge in K™ ist ebenfalls
kompakt.

Beweis: Sei M C K" kompakt und A C M abgeschlossen. Nach Satz 1.4 ist M, und
damit auch A beschrinkt. Also ist wieder nach Satz 1.4 A auch kompakt. Q.E.D.

1.3 Geometrie des K"

Das Betreiben von ,, Geometrie“ auf dem K", oder allgemeiner auf einem beliebigen Vek-
torraum, bedeutet zunéchst das Formulieren der uns aus der Elementargeometrie der Ebe-
ne wohl bekannten Begriffsbildungen und Zusammenhénge in einer abstrakteren Sprache,
z. B. die Eigenschaft ,jorthogonal“ fiir Vektoren und der Begriff des ,, Winkels*“ zwischen
Vektoren. Dazu dient das auf dem K" definierte sog. ,,euklidische Skalarprodukt*:

(.CE, y)z = Z Y-
i=1
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Definition 1.8: Sei V' irgendein Vektorraum iber dem Kiorper K. Eine Abbildung (-,-) :
V xV = K heifit ,,Skalarprodukt, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(Sl) Linearitit: (O[Il + ﬁx% y) = O[(l'l,y) + B(x% y)7 Q, 6 € K;

(S2) Symmetrie: (z,y) = (y,2);
(S3) Definitheit: (x,z) eR, (x,2) >0, (r,z) =0 = = =0.

Bemerkung 1.7: i) Verzichtet man in der obigen Definition des Skalarprodukts auf die
strenge ,Definitheit”, d. h. wird nur (x,z) € R, (x,2) > 0 wverlangt, so spricht man von
einem ,Semi-Skalarprodukt*.

it) Aus den Figenschaften (S1) (Linearitit im ersten Argument) und (S2) (Symmetrie)
folgt auch die Linearitit im zweiten Argument und damit die volle ,Bilinearitit* des

Skalarprodukts als eine ,Sesquilinearfom® (im Komplexen) bzw. eine ,Bilinearform* (im
Reellen).

iii) Die Eigenschaft (S1) (Linearitit) kann bei ihrem Nachweis auch in die beiden Be-
standteile ,Additwitit®, (1 + x2,y) = (v1,y) + (x2,v), und ,Homogenitit®, (ax,y) =
alz,y), a € K, aufgespalten werden.

Lemma 1.5: Fir ein Skalarprodukt (-,-) auf einem Vektorrraum V dber K gilt die
wochwarzsche Ungleichung“

[z, 9)]* < (z,2) (y,y), = yeV. (1.3.4)

Beweis: Da die Behauptung fiir y = 0 offensichtlich richtig ist, kénnen wir 0.B.d.A.
y # 0 annehmen. Fiir beliebiges o € K ist
0<(z+ayz+ay) = (z,2)+aly,z) +a(z,y) + aa(y, y).

Mit a := —(z,y)(y,y)"" impliziert dies

0< (z,2) — (z,9)(w.y) " (W, 2) = (@,9)(W,y) " (=,9) + (=.9)(@.y)(y,9) "
= (z,2) = |(z, )Py, y) "

bzw. 0 < (z,7)(y,y) — |(z,y)|*. Dies zeigt die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.

Korollar 1.3: a) Von einem Skalarprodukt (-,-) auf einem Vektorraum V iber K wird
durch
2] = (z,2)'2, weV,

eine Norm erzeugt. Ist der so entstehende normierte Raum (V)| -||) vollstindig, so heifst
das Paar (V,(-,-)) ,Hilbert-Raum*.

b) Das euklidische Skalarprodukt (-,-)2 auf dem K" erzeugt durch

|z]lz = (2, 2),

eine Norm, die sog. ,euklidische Norm*. Damit ist dann (K", (-,-)2) ein Hilbert-Raum.
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Beweis: Die Normeigenschaften (N1) (Definitheit) und (N2) (Homogenitét) sind offen-
sichtlich gegeben. Es bleibt die Dreiecksungleichung (N3) zu zeigen. Mit Hilfe der Schwarz-
schen Ungleichung erhalten wir

le+yllP = (@ +y.x+y) = (z,2) + (z.y) + (y,2) + (¥, 9)
<zl + 2[(z, )| + [lyl* < Nl + 2l lyll + Nyl = (=] + [|y]])?,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Die Schwarzsche Ungleichung fiir das euklidische Skaarprodukt wird durch die im Fol-
genden bewiesene ,, Holdersche® Ungleichung® verallgemeinert. Als Vorbereitung stellen
wir einen einfachen Spezialfall einer ganzen Klasse von Ungleichungen, den sog. ,, Young-
schen® Ungleichungen® bereit.

Lemma 1.6 (Youngsche Ungleichung): Fir p,g € R mit 1 <p,q < oo und 1/p+
1/q =1 gilt die sog. ,Youngsche Ungleichung®

P q
lzy| < i + M, z,y € K. (1.3.5)
p q
Beweis: Da die Logarithmus-Funktion In(z) auf R, wegen In"(z) = —1/2% < 0 konkav

ist, gilt fiir x,y € K:
In (32" + Llyl?) = S In(j2]") + L In(Jy|?) = In(|z]) + In([y)).
Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion e* folgt weiter fiir x,y € K:
slal? + 21yl > exp (In(|z]) +In(|y])) = exp (In(|z])) exp (In(ly])) = |2[ly| = |2yl

was zu beweisen war. Q.E.D.
Lemma 1.7 (Holdersche Ungleichung): Fiir das euklidische Skalarprodukt gilt fiir be-
liebige p,g €R mit 1 <p,q<oo und 1/p+1/q=1 die sog. ,Héldersche Ungleichung®

(@92l < Nlzllp lyllg, 2,y € K™ (1.3.6)

Diese Ungleichung gilt auch im Grenzfall p=1, g = oc0.

Ludwig Otto Holder (1859-1937): Deutscher Mathematiker; Prof. in Tiibingen; Beitriige zunichst zur
Theorie der Fourier-Reihen und spéiter vor allem zur Gruppentheorie; fand 1884 die nach ihm benannte
Ungleichung.

SWilliam Henry Young (1863-1942): Englischer Mathematiker; lehrte an verschiedenen Universititen
weltweit, u.a. in Calcutta, Liverpool und Wales; Beitrige zur Differential- und Intergralrechnung, Topo-
logischen Mengentheorie und Geometrie.
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Beweis: Fiir x =0 oder y = 0 ist die behauptete Ungleichung trivialerweise richtig. Sei
also 0.B.d.A. ||z]|, # 0 und |ly|/; # 0. Zunéchst gilt

|(xvy)2| |$z||yz
_ ;s
lllpllylly IIprlqu Zl s Zl\xllplyllq

Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung folgt weiter

(@)oo lwal” | Jwl
<> 5+ q}

lzllpllylle — <= tollzll QH?JHq

| ‘yZ‘q - =1
pllfﬂllp Z QH?JHq Z

i=1

Dies impliziert die Behauptung. Q.E.D.

Als Folgerung aus der Hélderschen Ungleichung gewinnen wir die sog. ,, Minkowskische”
Ungleichung®, welche gerade die Dreiecksungleichung fiir die /,-Norm ist.

Lemma 1.8 (Minkowskische Ungleichung): Fiir belichiges p € R mit 1 < p < o0
sowie fir p= o0 gilt die sog. ,Minkowskische Ungleichung“

[z +ylly < llelly + lyllp, 2,y € K" (1.3.7)

Beweis: Fiir p =1 und p = oo ergibt sich die behauptete Abschétzung unmittelbar aus
der Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen:

n n n
lz+ylle =D st wal <Y lmal + D lwil = llzlly + Nyl
i=1 i=1 i=1
Iz + ylloo = max |z; + gl < max |zi| + max [y = fJelloc + [Ylloo-

Sei nun 1 < p < oo und ¢ definiert durch 1/p+1/¢=1,d.h. ¢ =p/(p—1). Wir setzen

o=l ylPt i=1,00n, = (&)1,

Damit gilt zunéchst

2+l = lwi+willws +wlP ™ <D Jwil& + D il
i=1 i=1 i=1
und weiter mit Hilfe der Hélderschen Ungleichung

12+l < llellpliélle + lylipliélle = (el + lyllp) 1],

"Hermann Minkowski (1864-1909): Russisch-deutscher Mathematiker; Prof. in Gottingen; verschiedene
Beitriage zur reinen Mathematik; ,erfand* das nicht-euklidische, 4-dimensionale Raum-Zeit-Kontinuum
(Minkowski-Raum) zur Beschreibung der Einsteinschen Relativitétstheorie.
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Bei Beachtung von ¢ = p/(p — 1) folgt

n n
IENe =" 1611 =" i + wil” = |z + w2
i=1 i=1
und damit

lz + 5 < (lzlly + lyllo)llz + w12/ = Qzlly + lyllp) |z + vl
Dies impliziert offenbar die Behauptung. Q.E.D.

Mit Hilfe des euklidischen Skalarprodukts ldsst sich der geometrische Begriff , ortho-
gonal“ definieren. Zwei Vektoren x,y € K™ heiflen ,,orthogonal® (,x L y*), wenn

(.17, y)2 = U.
Fiir orthogonale Vektoren gilt der ,,Satz des Pythagoras“ (Ubungsaufgabe):
lz +yllz = llzl3 +lyl3, 2y €K oLy (1.3.8)
Ein Satz von Vektoren {a™,... a3} a® £ 0, des K", welche paarweise orthogonal

sind, d.h. (a®,a) = 0 fiir k # [, ist linear unabhingig. Denn fiir > ;" cza® =0
folgt durch Skalarproduktbildung mit a®, I =1,... m:

0= ch(a(’“)7 a) = ¢ (W, a?),

k=1

und folglich ¢; = 0.

Definition 1.9: Ein Satz von Vektoren {aV),.. .,a(m)}, a #£ 0, des K" welche paar-
weise orthogonal sind, (a® aV) = 0, k # 1, heift ,Orthogonalsystem® bzw. im Fall
m = n ,Orthogonalbasis“. Gilt (a® a*)) = 1, so spricht man von einem ,Orthonor-
malsystem ™ bzw. einer ,,Orthonormalbasis®.

Beispiel 1.5: Die euklidische Basis {e®,... e} ist offenbar eine Orthonormalbasis
des R™. Es gibt aber noch andere, die man etwa durch Drehung und Spiegelung erhilt.

Lemma 1.9: Sei {a(i), i=1,...,n} eine Orthonormalbasis des K" . Dann besitzt jeder
Vektor x € K™ eine Darstellung der Form (in Analogie zur ,Fourier-Entwicklung®)

n

x = Z(r, aya?, e K", (1.3.9)

i=1

und es gilt die ,Vollstindigkeitsrelation® (auch ,Parsevalsche® Gleichung® genannt)

213 = > [(x,a)al” (1.3.10)
i=1

8Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten iiber partielle
Differentialgleichungen der Physik (nur fiinf mathematische Publikationen); bekannt durch die nach ihm
benannte Gleichung, die er aber ohne Beweis und Bezug zu Fourier-Reihen angegeben hat.
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Beweis: Aus der Darstellung = = Y7 a;a¥) folgt durch Produktbildung mit o :
(z,a)y = Zaj(a(j),a(i))g =q; i=1,...,n,
j=1

und somit die Darstellung (1.3.9). Ferner gilt:

||£||§ =(z,2)2 = Z (z, a(i))Z(‘r’ a<j>)2 (a(i)> a'(j))Q = Z |(z, a(i))2|27
ij=1 i=1
was zu beweisen war. Q.E.D.

Bemerkung 1.8: Die Aussage von Lemma 1.9 gilt sinngemdfS auch in unendlich dimen-
sionalen Skalarproduktriumen mit wvollstindigen® Orthonormalsystemen (Verallgemei-
nerung des Basisbegriffs); ein Beispiel ist der in der Fourier-Analyse verwendete Raum
RI0, 27| mit den normierten trigonometrischen Funktionen als vollstindigem Orthogonor-
malsystem.

Der folgende Gram-Schmidt-Algorithmus erlaubt es, aus einer beliebigen Basis des
K" eine Orthonormalbasis zu konstruieren. Die gilt auch in beliebigen Vektorrdumen mit
Skalarprodukt.

Satz 1.5 (Gram-Schmidt-Verfahren): Sei {aV,... a™} eine Basis des K. Dann
erhélt man durch das sog. ,Gram®-Schmidtsche'® Orthogonalisierungsverfahren®,

p) . — Ha(l)H;la(l),

. il . . (1.3.11)

k) — k) _ Z(a(k)’ b(j))gb(‘j), pF) . — ||b(k)||51b(k), k=2,....n, e
j=1

eine Orthonormalbasis {bV, ... b™} .

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass der Konstruktionsproze$ fiir die 6*) nicht mit k& < n
abbrechen kann. Die Vektoren b*) sind gemif Konstruktion Linearkombinationen der
a®, ..., a®™  Wére nun fiir ein k <n

Ead

-1
aF) — (a(k),b(j))Qb(j) =0,
1

<.
Il

9Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916): Dinischer Mathematiker, Mitarbeiter und spéter Eigentiimer
einer Versicherungsgesellschaft, Beitrige zur Algebra (Invariantentheorie), Wahrscheinlichkeitstheorie,
Numerik und Forstwissenschaft; das u.a. nach ihm benannte Orthogonalisierungsverfahren geht aber
wohl auf Laplace zuriick und wurde bereits von Cauchy 1836 verwendet.

10Erhard Schmidt (1876-1959): Deutscher Mathematiker, Prof. in Berlin, Griinder des dortigen Instituts
fiir Angewandte Mathematik 1920, nach dem Krieg Direktor des Mathematischen Instituts der Akademie
der Wissenschaften der DDR; Beitrége zur Theorie der Integralgleichungen und der Hilbert-Réume sowie
spéter zur Topologie.



18 Der n-dimensionale Zahlenraum K"

so miissten die Vektoren {a¥),... a®} linear abhiingig sein, im Widerspruch zur Annah-
me, dass {aV,...,a™} eine Basis ist. Wir zeigen nun durch Induktion, dass der Gram-
Schmidt-Prozess tatsichlich eine Orthonormalbasis erzeugt. Offenbar ist [|b®) |, = 1. Sei
nun {6, ... 6™} fiir k < n bereits als Orthonormalsystem nachgewiesen. Dann gilt
fir I=1,...,k:

k

(OFHD pD), = (a®+D 1), Z ED p@y, 69, 50)y = 0
j=1 W_: o

und [[b*HD |y =1, d. b {6 ... *+1} ist ebenfalls ein Orthonormalsystem. Q.E.D.

Fiir einen Punkt € K" ist die sog. ,,orthogonale Projektion“ Pz € W (geometrisch
der , LotfuBpunkt®) auf einen Unterraum W C K" anschaulich charakterisiert durch die
Eigenschaft

lx — Pzl :gl’ég/l”l‘—yng (1.3.12)

Diese ,,Bestapproximationseigenschaft® ist dquivalent zu den Beziehungen
(Pwz,y)s = (v,y)2 Yy eW, (1.3.13)

aus denen sich Pyx berechnen liefSe.

1.4 Lineare Abbildungen auf dem K"

Wir betrachten nun Abbildungen des n-dimensionalen Raumes K" in den m-dimensionalen
Raum K™, wobei nicht notwendig m = n sein muss. Der Spezialfall m = n spielt aber
eine wichtige Rolle. Eine Abbildung ¢ : K® — K™ heifit ,linear”, wenn fiir z,y € K"

und «a,f € K gilt:

plax + By) = ap(r) + Bp(y). (1.4.14)

Die Wirkung einer linearen Abbildung auf Vektoren z € K™ ldsst sich auf unterschiedliche
Weise beschreiben. Es geniigt offenbar, die Wirkung auf die Elemente einer Basis, z. B.
einer kartesischen Basis {e( i =1,...,n}, anzugeben:

T = Zn:ac,-e(i) - oz (Z T e(’)> = zn:xigo(e(i)).
i=1 =1

Dabei wird dem Punkt z € K" (eineindeutig) der ,Koordinatenvektor = (x;)",
zugeordnet. Stellt man auch die Bilder ¢(z) bzgl. einer kartesischen Basis des K™ dar,

g n)e?) =3 (; 0i(e) x,-)e(f),

j=1
J =1 Qg4
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mit dem Koordinatenvektor ¢(z) = (g, (x));”zl, so erhilt man das in Matrixform ange-
ordnete Zahlenschema

(pl (e(l)) ... 991 (e(n)) a/ll .« e al’(L

Som(e(l)) e Spm(e(n)) Am1 - Amn
Damit gilt dann nach den iiblichen Regeln der Matrix-Vektor-Multiplikation:

n

@j(m) = (Ai')j = Zajifl‘i, j=1...,m.

i=1

Die lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ lasst sich also bzgl. der fest gewéhlten kartesischen
Basen von K" und K™ (eindeutig) durch die Matrix A € K™*™ beschreiben:

P(x) = Az, zeK" (1.4.15)
Im Folgenden werden wir zur Vereinfachung der Schreibweise meist den Punkt z mit
seiner speziellen kartesischen Koordinatendarstellung 2 identifizieren.

Wir folgen hier der Konvention, dass bei der Bezeichnung K™*" der erste Parame-
ter m zum Bildraum K™ d.h. zur Anzahl der Zeilen der Matrix, und der zweite n
zum Urbildraum K", d.h. zur Anzahl der Spalten, korrespondiert. Entsprechend be-
deutet bei Matrixelementen a;; der erste Index die Zeilennummer und der zweite die
Spaltennummer. Wir betonen nochmals, dass dies nur eine von vielen moéglichen konkre-
ten Darstellungen einer linearen Abbildung in K™ ist. In diesem Sinne definiert z. B. jede
quadratische Matrix A € K™ eine lineare Abbildung in K" . Eine quadratische Matrix
A € K™ ist ,regulér”, wenn die zugehorige lineare Abbildung injektiv und surjektiv,
d. h. bijektiv, ist.

Lemma 1.10: Fir A= (ay)};—, € K" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
i) A st requldr.

ii) Ax = b st fiir jedes b € K" eindeutig losbar (Bijektivitit).

i1) Ax =0 st nur durch x =0 ldsbar (Injektivitat).

iv) Az =b ist fur jedes b € K" ldsbar (Surjektivitit).

v) Rang(A) =n.

vi) det(A) #0.

vii) Alle Figenwerte X € C von A sind ungleich Null.

viii) Die (komplex) Transponierte AT ist reguldr.

Die Begriffe ,Rang“ Rang(A), ,Determinante” det(A), , Transponierte* A” sowie , Ei-
genwert® X\ einer Matrix A werden als bekannt vorausgesetzt (= Lineare Algebra) und
werden im Folgenden nur bei Bedarf nidher diskutiert.
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Zwei Matrizen A, A" € K™" sind identisch, d.h. a;; = aj; (i,j = 1,...,n), genau

dann wenn
Ax = Az Vo e K.
Zwei Matrizen A, A" € K™ heiflen ,ihnlich® | wenn es eine regulidre Matrix T € K™*™
gibt, so dass gilt:
A =T AT.

Der Ubergang A — A’ wird , Ahnlichkeitstransformation® genannt. Aus dem Determi-
nantensatz det(AB) = det(A)det(B) folgt det(T~1) = det(T)~! und weiter

det(A" — zI) = det(T AT — 2T7'T) = det(T" (A — 2I)T)
=det(T ") det(A — 2I) det(T) = det(A — 2I),

fiir z € C, wobei I = (0)7;-, diesog. ,Einheitsmatrix“ ist. Hieraus entnehmen wir, dass
dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte (Nullstellen ihrer charakteristischen Polynome)
haben; sie haben aber i. Allg. unterschiedliche Eigenvektoren.

Wir betrachten nun den Vektorraum der m x n-Matrizen A € K™*". Offenbar kann
dieser mit dem Vektorraum der mn-Vektoren identifiziert werden. Somit iibertragen sich
alle Aussagen fiir Vektornormen auch auf Normen fiir Matrizen. Insbesondere sind alle
Normen fiir m x n-Matrizen dquivalent und die Konvergenz von Folgen von Matrizen ist
die komponentenweise Konvergenz:

A®) = Ak—o0) — agf) —a;; (k—o00), i=1,....m,j=1,...,n.
Fiir eine beliebige Vektornorm || - || auf K" wird fiir Matrizen A € K"*" durch
[ Az|
Al := sup = sup | Ax|
R YO o S
eine Norm erklirt (Ubungsaufgabe). Diese heiBt die von ||-|| erzeugte ,natiirliche Matrix-
norm“ und wird meist, wenn Missverstindnisse ausgeschlossen sind, genauso wie die er-
zeugende Vektornorm bezeichnet. Fiir natiirliche Matrixnormen gilt notwendig ||| = 1.

Eine solche natiirliche Matrixnorm ist mit der erzeugenden Vektornorm , vertréglich®,
d.h.:

lAz|| < || Al |||, = eK", AeXK™". (1.4.16)
Ferner ist sie ,submultiplikativ*:
[AB| < [|Al[|B]l, A, BeK"™. (1.4.17)

Eine submultiplikative Matrixnorm wird oft auch als ,Matrizennorm* bezeichnet. Wir
werden im Folgenden diese subtile Unterscheidung der Normbegriffe aber nicht verwenden.

Nicht jede Matrixnorm ist auch ,natiirlich“; z. B. sieht man leicht mit Hilfe der Schwarz-
schen Ungleichung, dass die Quadratsummennorm (sog. ,, Frobenius!'-Norm*)
n

4l = (3 fan?) "

jk=1

HFerdinand Georg Frobenius (1849-1917): Deutscher Mathematiker; Prof. in Ziirich und Berlin; bed.
Beitriige zur Theorie der Differentialgleichungen, zu Determinanten und Matrizen sowie zur Gruppen-
theorie.
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zwar mit der euklidischen Norm vertriglich und submultiplikativ ist, aber wegen ||| =
Vv/n (fiir n > 2) keine natiirliche Matrixnorm sein kann.

Lemma 1.11 (Natiirliche Matrixnormen): Die natirlichen Matriznormen zur Ma-

zimumnorm |||l und zur ly-Norm ||+ ||y sind die sog. ,,Mazimale-Zeilensummen-Norm“
n

[Allee = max Z; |aij] (1.4.18)
=

bzw. die ,Mazimale-Spaltensummen-Norm “

n
Al = max Zl laij] . (1.4.19)
-
Beweis: i) Offenbar ist die maximale Zeilensumme || - ||, eine Matrizennorm. Wegen
n n
= | < g 1o
[ Az|| fg?g; ‘Zl aiz;| < fg?g; - |ai;] 1%1]‘?23; |41 [[Allso |l
= =
ist sie vertréglich mit | - || . Im Falle ||A||cc =0 ist A =0, d.h. trivialerweise
[Allee = sup [|Az]/ -
jalloo=1
Sei also ||Allee > 0 und m € {1,...,n} ein Index mit der Eigenschaft
n n
14lleo = max Z |ai;| = Z | -
j=1 j=1
Wir setzen fiir j = 1,...,n : z; = |am;|/am; fir a,; # 0 und z; = 0 sonst, d.h.:

z=(2)j_ €K", [|z]|c = 1. Fiir v:= Az gilt dann

n n
Un = Y @iz = > || = || Ao
j=1 j=1

Folglich ist
[Alloe = vm < [Jvflee = [[A2]lec < Sup [ Ayl -
Ylloo=

ii) Der Beweis fiir die /;-Norm verlduft analog und sei als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Definition 1.10: i) Die ,Eigenwerte“ X\ € K einer Matriz A € K™ sind definiert als
die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms p(\) = det(A — AI) . Folglich existieren
genau n (ihrer Vielfachheit als Nullstelle, ,algebraische Vielfachheit, entsprechend oft
gezdhlte) Eigenwerte A .
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ii) Die Eigenwerte einer Matriz bilden deren ,Spektrum® o(A) .

iii) Zu jedem X\ € o(A) existiert ein Eigenvektor w € K"\ {0}, so dass
Aw = Aw.

Die Figenvektoren zu einem Eigenwert A € o(A) bilden einen Vektorraum, den ,Eigen-
raum® zu X, dessen Dimension ist die sog. ,geometrische Vielfachheit von \.

Die Matrix A € K™*™ heif3t ,,hermitesch®, wenn gilt:
A=A" bzw. aj=a5, i,j=1,...,n.

Reelle hermitesche Matrizen werden ,,symmetrisch® genannt. Der Begriff der Symmetrie
ist eng verkniipft mit dem des Skalarprodukts. Mit dem euklidischen Skalarprodukt gilt:

A=AT & (Az,y)s = (x, Ay)2, x,y € K"

Lemma 1.12: i) Die geometrische Vielfachheit eines Figenwerts ist stets kleiner oder
gleich seiner algebraischen Vielfachheit. Fir hermite§che/symmetrische Matrizen, oder
allgemeiner fiir ,normale* Matrizen (d.h.: ATA = AAT), sind sie gleich.

ii) Fine hermitesche/symmetrische Matriz oder allgemeiner eine normale Matrix ist ,dia-
gonalisierbar®, d. h. dhnlich zu einer Diagonalmatriz. Dies ist dquivalent zur Ezistenz ei-
ner zugehorigen Basis von Eigenvektoren.

iii) Fir hermitische/symmetrische Matrizen sind alle Figenwerte reell. Eigenvektoren zu
unterschiedlichen Figenwerten sind orthogonal zueinander, und es existiert eine Ortho-
normalbasis aus Figenvektoren.

Beweis: Ubungsaufgabe (s. Lineare Algebra). Q.E.D.
Seinun ||| eine beliebige Vektornorm und ||-|| eine damit vertrégliche Matrizennorm.

Mit einem normierten Eigenvektor, ||w| =1, zum Eigenwert A gilt dann:
Al = (Al Jw]| = [[Aw]l = [Aw] < [[A]l [Jw]| = [IAl, (1.4.20)

d.h. alle Eigenwerte von A liegen in einer Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt Null und
Radius [|All. Speziell mit [|Al|o erhélt man die Abschitzung

n
<Al = o 3 ol
jnax Al < [|4flec = max 2 |ais]

Eine Matrix A € K"*™ heifit ,,positiv definit*, wenn gilt:

(Az,z) € R, (Az,z)2 >0 VzeK"\{0}.
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Eine hermitesche Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre (reellen) Eigen-
werte positiv sind. Im folgenden werden wir in Verbindung mit der Eigenschaft positiv
definit stets auch die Eigenschaft hermitesch (bzw. symmetrisch im Reellen) einer Matrix
annehmen. Dies ist im Komplexen automatisch gegeben, im Rellen aber eine zusétzliche
Bedingung (Ubungsaufgabe).

Die von der euklidischen Vektornorm erzeugte natiirliche Matrizennorm heifit die
»Spektralnorm* und wird mit || - ||z bezeichnet. Diese Bezeichnung ist durch das folgende
Resultat gerechtfertigt:

Lemma 1.13 (Spektralnorm): Fiir eine beliebige Matriz A € K™ st die Matriz
A" A e K™ stets hermitesch und positiv semi-definit. Fiir die Spektralnorm von A gilt:

[A]l> = max{|A|"/, A € o(ATA)}. (1.4.21)
Ist A hermitesch (bzw. symmetrisch), so gilt:
[All2 = max{[A[, A € o(A)}. (1.4.22)

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir den Fall, dass A hermitesch ist. Der Beweis
fiir den allgemeinen Fall wird als Ubungsaufgabe gestellt. Seien \; € o(A) die n, ihrer
Vielfachheiten entsprechend oft gezihlten (reellen) Eigenwerte von A und {w®, i =
1,...,n} eine zugehorige Orthonormalbasis von Eigenvektoren, so dass Aw® = \w® .
Aufgrund der Eigenwertschranke (1.4.20) gilt zunéchs |Apax| < |[|Al|2. Ferner ist

| Az||5 = Z(x,w(i))g(x,w(j))Q(Aw(i)7Aw<j>)2 = Z(x,w(i))Q(x,w(J))z)\i)Ti(w(i),w<j))2

ij=1 ,j=1
n

= > il w D)ol < a2,
i=1

und folglich

Ax T
|All2 = sup Az, < |Amax|  sup Io]lz < | Amax] -
vekro0 7] vekm,z20 |2

Q.E.D.

Definition 1.11: Fine Matriz @ € K™*™ heifit ,orthonormal® , wenn ihre Spaltenvek-
toren ein Orthonormalsystem im K™ bilden. Im Fall n = m heifit eine solche Matrix
Lunitdar®.

Lemma 1.14: Eine unitire Matriz Q € K™" ist requlir und ihre Inverse ist Q™' = @T :

Ferner gelten die Beziehungen

(Qz,Qy)2 = (7,y)2, =,y €K, (1.4.23)
1Qz[l2 = ||z[l2, z €K, (1.4.24)

d. h. euklidisches Skalarprodukt und euklidische Norm von Vektoren sind invariant unter
einer unitiren Transformation. Dies impliziert insbesondere, dass ||Qll2 = [|Q |2 =1.
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Beweis: i) Wir zeigen zunichst, dass @T die Inverse von @ ist. Seien mit ¢; € K" die
Spaltenvektoren von @ . Fiir diese gilt (¢;,q;)2 = qiqu = 0;; . Damit folgt:

Ao - T 1 ...0
AT . . . . .
@Z(h qZ;QWL 0 ... 1

ii) Mit Hilfe von (i) ergibt sich

(Qz,Qy)s = (2,Q" Qy)s = (x,1)s,

und somit auch [|Qz|2 = (Qx, Qu)y* = [l]|2 - Damit folgt dann

reK™ x#0 ||ZE||2

K™, x#0
sowie )
- Q" (2 1yl 1yll2
070 = 2 TRL T 2 a2 Tl
zeK” z#0 2 yeKn y#0 Y2 yeKn y#0 Yll2
Q.E.D.
Beispiel 1.6: Die Matrix
{ J
1 0 0 0 0
0 cos(d) 0 —sin(f) 0 i
Q=10 o 1 0 0
0 sin(d) 0 cos(f) 0 | j
0 0 0 0 1

beschreibt eine Drehung in der (z;,z;)-Ebene um den Ursprung x = 0 mit dem Dreh-
winkel 0 € [0, 27) . Sie ist offenbar unitér.

Lemma 1.15: Zu jeder requliren Matriz A € R™" existiert eine multiplikative Zerle-
gung
A=Q1DQs (1.4.25)

mit einer Diagonalmatriz D = diag(py, ..., u,) mit Zahlen p; > 0 und zwei orthonor-
malen Matrizen Q1, Qo € R™™.
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Beweis: Die Matrix AA” ist symmetrisch und positiv-definit (Ubungsaufgabe). Daher
gibt es eine orthonormale Matrix Q € R™ " so dass QTATAQ = Dy = diag(p1, . . . , iin)
mit den Eigenwerten p; > 0 von ATA. Wir setzen D := diag(\y, ..., \,) mit \; := i -
Dann ist

I=D'D,D ' =D 'QTATAQD™".

Fiir Qy := AQD ' ist QF = D7'QT AT ;also QYQ, = D'QTATAQD™' = D'D,D~ =
I, d.h. Qy ist orthonormal. Ferner gilt A = (AQD1)DQT, was den Beweis ver-
vollstandigt. Q.E.D.

Bemerkung 1.9: Die Schwarzsche Ungleichung (1.3.4) erlaubt die Definition eines ,, Win-
kels“ zwischen zwei Vektoren. Zu jeder Zahl « € [—1,1] gibt es genau ein 0 € [0, 7] mit
a =cos(f). Fir z,y € K"\ {0} wird also durch

COS(H) — (.’L’, y)2

l2llyll2
ein € [0,7] eindeutig festgelegt. Dies ist dann der ,, Winkel“ zwischen den Vektoren
x und y. Diese Definition ist vertréglich mit der iiblichen Definition des Winkels in
der Ebene, was man wie folgt sieht: Die Beziehung (1.4.23) besagt, dass das euklidische
Skalarprodukt zweier Vektoren im K" invariant gegeniiber Drehungen ist. Durch eine
Drehung @ im R™ lisst sich erreichen, dass Qx,Qy € span{e e®} liegt und Qr =
|2,

o)

0\
Z1

(Qy)1 Qx

Abbildung 1.1: Winkel zwischen zwei Vektoren x = ||z|e) und y im R?.

Dann ist
(z,9)2 = (Qz,Qy)2 = ||z]2(e™, Qy)2 = [|z]2(Qu)1 = ||z]|2/|Qyl|2 cos(0)
= [|z|[2][y[|2 cos(8),

d.h.: Bei 6 handelt es sich tatsédchlich um den elementargeometrischen Winkel zwischen
den beiden Vektoren.
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Bemerkung 1.10: Skalarprodukte sind wichtig zum Studium der geometrischen Eigen-
schaften des K™ sowie der Spektraleigenschaften von linearen Abbildungen bzw. Matrizen.
Dabher stellt sich die Frage nach der allgemeinen Gestalt von solchen Skalarprodukten. Man
zeigt leicht (Ubungsaufgabe), dass sich jedes Skalarprodukt (-,-) auf dem K" mit dem
euklidischen Skalarprodukt (-,-)2 und einer geeigneten hermiteschen, positiv definiten
Matrix A € K™ in der Form

(I7y): (Axvy)% x7y€Kn7

darstellen lasst.

Der folgende Hilfssatz liefert ein niitzliches Kriterium fiir die Regularitét von , kleinen*
Storungen der Einheitsmatrix.

Lemma 1.16 (Storungssatz): Sei ||-|| eine beliebige natirliche Matriznorm auf K"*™.
Die Stormatriz B € K™*™ habe die Norm ||B|| < 1. Dann ist die Matriz I + B reguldr,
und es gilt

_ 1
I(I+B)7Y| < TR (1.4.26)

Beweis: Fiir alle x € K" gilt
17+ B)a|| = [lz] = Bzl = (1 = | B[] -
Wegen 1 — ||B]| > 0 ist also I + B injektiv und folglich reguldr. Mit der Abschitzung

L= |1 = [T+ B){I+B) =1+ B)" +BUI+B)"|
>+ B)" = IBIIT+B) | = I+ B) (L= [|B])) > 0.

erhilt man die behauptete Ungleichung. Q.E.D.

Korollar 1.4: Sei A € K™ regulir und A € K™" mit

~ 1
JA - Al < ——-
A=

Dann ist auch A regulir.

Beweis: Esist A=A+ A— A=A+ A'(A—- A)). Wegen
[ATH A=A < AT 1A - Al < 1

ist nach Lemma 1.16 die Matrix [ + A"Y(A — A) regulir. Dann ist auch das Produkt
A(I + A7 (A — A)) reguliir, woraus wiederum die Regularitit von A folgt. Q.E.D.
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1.5 Ubungen

Ubung 1.1: Die Einheitssphiire bzgl. einer Norm || - || auf dem Vektorraum R™ ist
definiert durch
S:={z eR"||z] = 1}.

Man skizziere die durch die [;-Norm, euklidische Norm und die [,-Norm erzeugten Ein-
heitssphiren im R?. Wie lauten die Losungen fiir die folgenden ,,gewichteten“Normen:

a) gewichtete [;-Norm: l]l10 == 21| + 2|22,
b) gewichtete lp-Norm: 2)low == (J21]*+ 2|x2\2)1/2,
¢) gewichtete l,,-Norm: 12|00 = max { |z1], 2|z2| }.

Ubung 1.2: Man zeige:
a) Durchschnitt endlich vieler und Vereinigung beliebig vieler offener Mengen sind offen.

b) Vereinigung endlich vieler und Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen
sind abgeschlossen.

¢) Man zeige durch Gegenbeispiele, dass weitergehende Verallgemeinerungen dieser Aus-
sagen nicht richtig sind, d. h. dass

- der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen nicht offen sein muss, und

- die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossenen Mengen nicht abgeschlossen sein muss.

Ubung 1.3: Welche der folgenen Gleichungen fiir Mengen A € K” sind richtig, welche
sind falsch?

a) (A)” =A% b) Ae= A4,
¢) A°NB°=(ANB), d) A°UB°=(AUB)°,
e) ANB=ANDB, f) AUB=AUB.

(Hinweis: Man mache sich die Aussagen anhand einfacher Beispiele mit Mengen im R!
oder R? Kklar.)

Ubung 1.4: Man betrachte den n — 1-dimensionalen Unterraum
Voor i ={zeK" |z = (21,...,2,-1,0)}

des K". Dieser kann wieder als ein eigenstéindiger normierter Raum aufgefasst und auf
offensichtliche Weise mit dem Vektorraum K" ! identifiziert werden. Sei O C K" eine
offene Menge.

a) Ist ONV,_; aufgefasst als Teilmenge im K™ offen?
b) Ist ONV,_; aufgefasst als Teilmenge im K"~ ! offen?
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Ubung 1.5: Sei I, die Menge der Folgen z = (23 )gen reeller Zahlen, welche , quadratisch
summierbar® sind, d.h. Y77 22 < co. Man zeige:

i) Die Menge [l ist mit der natiirlichen Addition = + y = (2; + ¥i)ien und skalaren
Multiplikation «x = (a;);en von Folgen ein Vektorraum.

ii) Auf /o sind durch

° s 1/2
(ey)e =Y wis lallei= (Yoa2)
i=1 i=1
ein Skalarprodukt mit zugehoriger Norm definiert.
iii) Der normierte Raum (ls, || - ||2) ist vollsténdig, d.h. ein Banach-Raum.

Ubung 1.6: Sei I; die Menge der ,absolut summierbaren® Folgen z = (2g)ken reeller
oder komplexer Zahlen, d.h. die Menge aller Folgen mit der Eigenschaft

o] n

g |z;] = lim E || < 0.
- n—oo "

i=1 i=1

Man zeige:

a) Die Menge [y ist mit der natiirlichen Addition x4+ y := (z; + ¥;)ien und skalaren
Multiplikation ax := (ax;);eny von Folgen ein Vektorraum. Was ist dessen Dimension?

b) Auf [; ist eine Norm definiert durch

[ee]
Izl = fail.
i=1
¢) Der normierte Raum (I, || - |]1) ist vollstdndig, d.h. ein Banach-Raum.

Ubung 1.7: Der ,Rand“ M einer Menge M C K" ist definiert durch
OM = {x € K"| Jede Umgebung K,(x) enthilt Punkte aus M und M°€.}.

Man zeige:
a) Eine Menge O C K" ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte enthélt.

b) Eine Menge A C K" ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte
enthélt.

Ubung 1.8: Man beweise oder widerlege:

a) Sei d(,-): K" x K" — R eine Metrik, zu der es eine stetige Funktion p: K™ — R gibt
mit d(z,y) = p(x —y) fiir alle x,y € K". Dann ist p(-) eine Norm.

b) Eine Teilmenge O C K" ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer Randpunkte
enthalt.
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¢) Der Rand OM einer Teilmenge M C K" ist abgeschlossen.
d) Fiir Teilmengen M C K" gilt (M)° = (M°).

e) Fiir Mengen A, B C K" ist A°U B° # (AU B)°.

f) Fiir Mengen A, B C K™ ist A°U B° = (AU B)°.

Ubung 1.9: Man rekapituliere fiir Teilmengen des K" die Begriffe ,,offener Kern®, ,, Ab-
schluss® und ,Rand“. Man bestimme den offenen Kern, den Abschluss und den Rand fiir
die folgenden Mengen im R™:

a) M={zeR": ||z|lo<1l,2,€Q,i=1,...,n};

b) M:={zeR": ||z], <1,z =0}

c) M:={zxeR": f(z) <1} mit f(z {1 zoist D
d) M:={zeR": f(z) <1} mit g(z):= 32— f(x).

Ubung 1.10: Der Satz iiber die Norméiquivalenz und die Sitze von Bolzano-Weierstraf
und Heine-Borel wurden im Text nur fiir den K" (bzw. allgemein fiir endlich dimensionale
Vektorrdume) bewiesen.

a) In unendlich-dimensionalen normierten Raumen gilt der Satz von der Norméquivalenz
nicht immer. Man mache sich dies durch Konstruktion eines Gegenbeispiels im Raum
C10,1] der stetigen Funktionen (mit der Maximumnorm) klar.

b) In unendlich dimensionalen normierten Raumen gelten die Sitze von Bolzano-Weierstraf
und Heine-Borel nicht immer. Man mache sich dies durch Konstruktion eines Gegenbei-
spiels im Folgenraum [l klar.

Ubung 1.11: Sei (-,-) irgendein Skalarprodukt mit zugehoriger Norm || - || auf einem
reellen Vektorraum V' (z. B. dem R™). Man beweise fiir Punkte z,2’ € V' die folgenden
Aussagen:

a) rz=2 & (v,y)=(,y) VYyeRmYy

b) (z,2)=0 < |z+2*=z|*+ |2|? (,Satz von Pythagoras®).

¢) |+ a2+ ||z — 2> =2[|x]]* + 2||2/||>.  (,Parallelogrammidentitit®).

Gelten diese Aussagen auch fiir komplezre Vektorrdume (z. B. dem C")?

(Bemerkung: Man mache sich diese Aussagen auch durch geometrische Uberlegungen fiir
das euklidischen Skalarprodukt auf dem R? klar.)
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Ubung 1.12: Sei a(+,+) : V x V — C eine Sesquilinearform auf einem komplexen Vek-
torraum V', d.h. fiir beliebige z,y € V und «,f € C gilt:

a(ole + Bx% y) = Oé(l(xh y) + BG(CEQ, y)?
a(z, ayy + Byz) = @a(z, 1) + Ba(z, o).
a) Man zeige, dass a(-,-) im Falle a(z,z) € R notwendig hermitesch ist:
a(z,y) = aly,z), zyeV.

b) Gilt die entsprechende Aussage auch fiir Bilinearformen auf reellen Vektorrdumen,
wenn man zusitzlich noch die Definitheit a(x,x) > 0 fordert, d.h.: Folgt in diesem Fall
aus ihrer Definitheit notwendig auch ihre Symmetrie?

Ubung 1.13: a) Sei (V]| -||) ein reeller normierter Raum, dessen Norm || - || die ,, Par-
allelogrammidentitat® erfiillt:

lz +yl* + llz = ylI* = 2[l2]* + 2]lyll*, 2.y eV
Man zeige, dass dann durch
(@,y) = glle+yll* — flle —yll’, wyeV,

auf V ein Skalarprodukt definiert ist, durch welches die gegebene Norm erzeugt wird.
(Hinweis: Der Nachweis der verschiedenen Skalarprodukteigenschaften ist von sehr un-
terschiedlicher Schwierigkeit. Die Aussage gilt auch fiir kompleze Vektorrdume, allerdings
mit einer entsprechend angepassten Definition des Skalarprodukts (-,-).)

b) Man zeige, dass fiir p € [1,00) U{oo} \ {2} die [,-Normen auf dem R” mit n > 1,

- 1/p
lally := (D lzit) ", @R,
=1

nicht von Skalarprodukten erzeugt werden.

Ubung 1.14: a) Man zeige, dass fiir jede Norm || - | auf K" durch
A
Al :== sup Az} = sup ||Az|| = max ||Az|, AeK™",
e\ o} ]| z€Kn e

llzf|=1 lzll=1

eine Matrixnorm auf K" definiert ist. Diese wird als die von der Vektornorm || - ||
erzeugte , natiirliche Matrixnorm* bezeichnet.

b) Man zeige, dass die sog. ,,Frobenius-Norm*
n 1
2
JAlr = (Y lal)
k=1

zwar mit der euklidischen Vektornorm vertriglich und submultiplikativ (und damit sogar
eine ,Matrizennorm*) ist, jedoch nicht von einer Vektornorm erzeugt wird.
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Ubung 1.15: Sei A € K™ eine hermitesche Matrix. Man zeige:
i) Alle Eigenwerte von A sind reell.
ii) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

iii) Es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

Ubung 1.16: Sei A € K™ beliebig. Man zeige:

i) Die Matrix A”A ist hermitesch und positiv semi-definit. Fiir regulires A ist ATA
sogar positiv definit.

ii) Fiir die Spektralnorm von A gilt:
| All2 = max{|A|'%, X € o(ATA)}.

Ubung 1.17: a) Man verifiziere, dass die beiden (diagonalisierbaren) 2 x 2-Matrizen
01
1o}

b) Man zeige, dass je zwei diagonalisierbare Matrizen A, B € K™" kommutieren, d.h.:

10
00

A: B:

)

nicht kommutieren, d.h.: AB # BA.

AB = BA,

wenn sie eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren besitzen.

Zusatz fiir Ehrgeizige: Man zeige, dass letztere Bedingung auch notwendig fiir das Kom-
mutieren ist, d.h.: Sind A, B diagonalisierbar mit AB = BA, dann besitzen sie eine
gemeinsame Basis von Eigenvektoren.

(Hinweis: Die Existenz einer gemeinsamen Basis von Eigenvektoren bedeutet, dass die
beiden Matrizen A, B durch dieselbe Ahnlichkeitstransformation simultan auf Diagonal-
gestalt gebracht werden kénnen:

TTAT = Ay, T~ 'BT = Ag.
Dabei sind die gemeinsamen Eigenvektoren die Spaltenvektoren der Transformationsma-
trix 7' € K™ und die Diagonalmatrizen Ay = diag(\;(A))!, und Ap = diag(\;(B))i,
enthalten gerade die Eigenwerte von A bzw. B.)
Ubung 1.18: a) Man zeige, dass die Menge M der reguldren Matrizen in K"*" |
M = {A € K""| Aregular } ¢ K™,
bzgl. jeder Matrixnorm offen ist.

b) Fiir eine Matrix A € K™ ist auf ihrer ,Resolventenmenge*

Res(A) :={z € C|A — 2T € K™" regular} C C
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die ,Resolvente* R(z) := (A — 2I)~! definiert. Als Komplement des Spektrums o(A)
ist die Resolventenmenge offen. Man zeige, dass die Resolvente R(z) := (A — zI)~! auf
Res(A) stetig und auf jeder kompakten Teilmenge von Res(A) gleichméfig Lipschitz-
stetig ist.

Ubung 1.19: Fiir eine Matrix A € K**" ist die Exponentialmatrix e4 € K™*" formal
durch die folgende Potenzreihe definiert:

A _ 1
e’ = 2 i Y}E’IJOZF

a) Man zeige, dass diese Reihe bzgl. jeder beliebigen Matrixnorm konvergiert, d.h. dass
die Folge der Partialsummen bzgl. jeder solchen Norm einen Limes hat, der dann eindeutig
bestimmt ist und mit e? bezeichnet wird. (Hinweis: Cauchysches Konvergenzkriterium)

b) Man zeige fiir diagonalisierbare Matrizen A, B € K™*™ | welche eine gemeinsame Basis
von Eigenvektoren besitzen, die Bezichung

(Hinweis: Man beachte den Hinweis zu Aufgabe 1.17, die Beziehung fiir die Eigenwerte
Ni(A+ B) = \i(A) +\i(B) und die bekannte Beziehung e = e®e® fiir Zahlen a,b € K.
Im Allgemeinen ist fiir nicht kommutierende Matrizen eA*5 £ e4eB )





