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0 Vorwort

Die Differential- und Integralrechnung wurde, aufbauend auf fritheren Ideen, fast zeit-
gleich von Newton' und Leibniz? ,erfunden“. In der Folge entwickelten sich im eng-
lischsprachigen Raum der ,,Calculus®“ und im deutschsprachigen Raum die , Analysis“.
Hauptgegenstand sind ,,Grenzprozesse“ fiir Zahlen und Funktionen. In diesem dreiteili-
gen Analysiskurs wird die Differential- und Integralrechnung unter Beriicksichtigung der
beiden untrennbar verbundenen Gesichtspunkte ,, Berechnung® und ,, Analyse® dargestellt.

Der vorliegende erste Teil behandelt die traditionelle Differential- und Integralrech-
nung fiir Funktionen einer reellen Variable mit gelegentlichen Ausfliigen in den Bereich
der komplexen Zahlen. Die ersten drei Kapitel dienen dem Vertrautwerden mit den grund-
legenden Begriffen und Denkweisen der Analysis. Am Anfang stehen in Kapitel 1 die ma-
thematische ,, Sprache®“ sowie die Zahlsysteme N, Z und Q der natirlichen, der ganzen
und der rationalen Zahlen. Durch einen Grenzprozess werden aus diesen in Kapitel 2 die
Systeme R der reellen und C der komplezen Zahlen konstruiert. In diesen werden sich
dann alle weiteren Betrachtungen abspielen. Dies beginnt in Kapitel 3 mit der Untersu-
chung der Konvergenz von Folgen und Reihen reeller (und komplexer) Zahlen:

n [e o]
(an)nen : ap, —a? Zak%Zak? (n — 00).
k=1 k=1

Danach werden in Kapitel 4 Funktionen
f:DCR = R: z—y=f(z),

reeller Zahlen betrachtet und deren wichtigste Eigenschaften wie Stetigkeit und Monotonie
untersucht. Die natiirliche Fortsetzung ist dann die Frage nach der Konvergenz von Folgen
und Reihen solcher Funktionen,

(fn>n€N : fn(x) - f(l‘) ? an(x) - an(x) ? (n - OO)

Damit sind die Grundlagen fiir die eigentliche Differential- und Integralrechnung gelegt.
Diese beginnt in Kapitel 5 mit der Einfiihrung des Begriffes der Ableitung f'(-) einer
Funktion als Grenzwert von Differenzenquotienten:

fl@+h) - f(x)
h

Der resultierende Kalkiil erlaubt es u.a., Extremalstellen (d. h. Maxima und Minima) von
Funktionen durch Eigenschaften ihrer Ableitungen zu charakterisieren:

f(x0) =0, f'(z0) 0 = f(xo) = max f(z).

— f'(x) (h—0).

Tsaac Newton (1643-1727): Englischer Physiker und Mathematiker; wirkte an der Universitdit Cam-
bridge und entwickelte u.a. die Grundlagen der klassischen Mechanik.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716): Deutscher Philosoph und Mathematiker; wirkte seit 1676 in
Hannover und gilt als der letzte ,, Universalgelehrte“; war neben Newton der Begriinder der Infinitesi-
malrechnung, deren heute gebriduchliche Formelsprache im wesentlichen auf ihn zuriickgeht; suchte als
Philosoph die Verbindung zwischen Philosophie und Naturwissenschaft.



2 Vorwort,

Dies ist eine der wichtigsten Anwendungen der Analysis. Eine weitere wichtige Folgerung
ist die Approximation einer Funktion durch Polynome in Form ihrer Taylor-Reihe

) (g .
fly =3 T (o

Kapitel 6 behandelte die Integration (oder Inhaltsmessung) von Funktionen. Das Integral
einer Funktion wird dabei als Grenzwert endlicher Summen eingefiihrt:

Zn:hé")f(xé”)) - / "fa)de (n— o).
k=1 a

Mit der Differentiation und Integration von Funktionen stehen die Grundkonzepte der
klassischen Analysis bereit. Darauf aufbauend wird im abschliefenden Kapiteln 7 die
Approximation von periodischen Funktionen durch trigonometrische Polynome in Form
ihrer Fourier-Reihe

f(@) =tao+ Z {ak sin(kx) + by, cos(k'a:)},

k=1
behandelt.

Dieser erste Teil des Analysiskurses beschriankt sich auf die Betrachtung von Funktio-
nen nur einer Variablen. Die Erweiterung dieser Theorie fiir Funktionen mehrerer Varia-
blen, d. h. zur Analysis im R", wird Gegenstand des zweiten Teils sein. Im dritten Teil
wird dies dann schliefilich zur Analysis in unendlich dimensionalen Funktionenriumen
weiterentwickelt werden.

Wem dieser Stoff zu schwierig und unniitz vorkommt, mag sich mit folgenden Ausfiih-
rungen von A. Schopenhauer® trésten: Dass die niedrigste aller Geistestitigkeiten die
arithmetische sei, wird dadurch belegt, dass sie die einzige ist, welche auch durch eine
Maschine ausgefiihrt werden kann; wie denn jetzt in England dergleichen Rechenmaschi-
nen bequemlichkeitshalber schon in hdufigem Gebrauch sind. — Nun lduft aber alle analysis
finitorum et infinitorum tm Grunde doch auf Rechnerei zurtck. Danach bemesse man den
,mathematischen Tiefsinn, iber welchen schon Lichtenberg (Georg C. Lichtenberg, 1742-
1799) sich lustig macht, indem er sagt: ,Die sogenannten Mathematiker von Profession
haben sich, auf die Unmindigkeit der ibrigen Menschen gestiitzt, einen Kredit von Tief-
sinn erworben, der viel Ahnlichkeit mit dem von Heiligkeit hat, den die Theologen fiir sich
haben. “

Das Schreiben dieses Textes haben einige Mitarbeiter und Studenten durch Erstellen
der Abbildungen und Korrekturlesen unterstiitzt. Besonderer Dank gebiihrt den Herren
Thomas Richter, Winnifried Wollner und Rashed Zamni.

3Arthur Schopenhauer (1788-1860): Deutscher Philosoph; wirkte in Berlin und Frankfurt am Main;
Das Zitat stammt aus Parerga und Paralipoména (Kleine philosophische Schriften), Band 2, ,, Vereinzelte,
jedoch systematisch geordnete Gedanken iiber vielerlei Gegenstédnde®, in der von Julius Fraunstéddter
herausgegebenen Fassung von 1891, Kapitel 11T §35. (Dieser Abschnitt sowie das Ende des vorausgehenden
§34 fehlen allerdings in der Originalausgabe von Schopenhauer, Verlag A. W. Hahn, Berlin 1851.)



1 Grundlagen der Analysis

1.1 Mathematische Sprache

Die Mathematische Sprache unterscheidet sich von der Umgangssprache des Alltags (und
auch von den in vielen anderen Wissenschaften gebréuchlichen Sprechweisen) durch eine
begriffliche Strenge, die oft als spitzfindig erscheinen mag. Diese ist aber unumgénglich,
wenn man Aussagen iiber mathematische Gegenstéande iibersichtlich darstellen und ma-
thematisch korrekt ,beweisbar® machen will. Am Ende eines solchen Beweises darf ei-
gentlich keine Debatte mehr {iber die , Richtigkeit* der Aussage sondern bestenfalls noch
iiber ihre Wichtigkeit oder die Eleganz des Beweises moglich sein.

Mathematische Aussagen zeichnen sich durch folgende Eigenschaften aus:

eindeutige Erkldrung der verwendeten Begriffe;
vollstindige Angabe aller benétigten Voraussetzungen (und moglichst nur dieser);
prézise Formulierung der Aussage unter Verwendung definierter Begriffe;

vollstéandiger Beweis der Aussage unter Verwendung anerkannter logischer Schluss-
regeln auf der Basis der vereinbarten Voraussetzungen.

Dabei haben sich einige Sprechweisen eingebiirgert, die in ihrer Bedeutung oft etwas von
ihrer umgangssprachlichen Verwendung abweichen:

hinreichend - notwendig: Folgt aus einem Satz von Voraussetzungen V' die Giiltig-
keit einer Aussage F
V = E,

so sagt man ,Wenn V gilt, dann g¢ilt auch E “, d. h. die Voraussetzungen V'
sind , hinreichend® fiir die Giiltigkeit von E. Umgekehrt ist die Giiltigkeit von E
yhotwendig® fiir die Giiltigkeit von V', oder die Ungiiltigkeit von E impliziert die
Ungiiltigkeit von V' (in seiner Gesamtheit):

-E = =V (- ,Negation“).

Verliert die Aussage FE ihre Giiltigkeit bei Weglassung irgend eines Teils der Vor-
aussetzungen V' | so sagt man , E gilt genau dann, wenn V  gilt“. Dies darf nicht
damit verwechselt werden, dass der vorgeschlagene Beweis bei Weglassung einer
Voraussetzung nicht mehr funktioniert, die Aussage aber unter Umsténden trotz-
dem giiltig bleibt. Ferner ist es unzuléssig, aus der Richtigkeit einer Folgerung auf
die Richtigkeit der Annahme zu schlielen; z. B.: Aus der falschen Annahme —1 =1
ergibt sich durch Quadrieren die richtige Aussage (—1)?=12=1.

ein - genau ein: Bei Aussagen iiber die Existenz von Objekten mit gewissen Eigen-
schaften bedeutet die Aussage ,FEs existiert ein a mit der Eigenschaft E ¢ dass
mindestens eines existiert, unter Umstdnden aber auch mehrere. Wenn wirklich nur
ein einziges solches a existiert, sagt man ,FEs existiert genau ein a“.
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— 0.B.d.A. (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit): Haufig lassen sich Aussagen mit
geringerem Aufwand beweisen, wenn man sie auf einen Spezialfall der durch die
gemachten Voraussetzungen beschriebenen Situation einschriankt. Lésst sich der so
vereinfachte Beweis dann ,,direkt“ auch auf die allgemeine Situation iibertragen, so
wird diese Spezialisierung oft durch die Floskel ,,0.B.d.A.“ eingeleitet.

— triwial (Folgerung): Oft ergeben sich Folgerungen aus den gemachten Voraussetzun-
gen durch einfache (offensichtliche) Argumente. Dies wird dann durch die Floskel
,Die Folgerung ist trivial. “ ausgedriickt. Dabei ist die Klassifikation eines Argu-
ments als trivial“ natiirlich vom Wissensstand des Beweisfithrers abhéngig und
sollte daher in einfithrenden Texten vermieden werden.

Bei der Formulierung von Aussagen mit Hilfe von ,, Formeln“, d. h. in abgekiirzter mathe-
matischer Notation, haben sich einige Konventionen eingebiirgert:

— Die Symbole 4, j, k, 1, m,n werden meist als positive, ganzzahlige Indizes zum Mar-
kieren von Elementen von Mengen oder Folgen verwendet; z. B.: {ax, k =1,...,m}
oder (an)nen. Die Symbole €,0 stehen in der Regel fiir (beliebig) kleine positive
Zahlen. Diese Konventionen sollten eingehalten werden, um die Erfassbarkeit der
Inhalte mathematischer Aussagen zu erleichtern. (Der Alptraum des Analytikers
sind Bezeichnungen der Art ,n. — 0 fir ¢ — o0 “.)

— Gleichheitssymbole ,=* (ist gleich), ,,“ (ist ungleich) und ,,:=* (ist definiert durch):

2=8 a+b=b+a, 23 47, A, ={1,2,...,n}.

— Invarianz von Ausdriicken gegeniiber Umbenennung von laufenden Indizes; z. B. in
Summen (Summensymbol > ) oder in Produkten (Produktsymbol []):

n

n n n
E ak::a1+--~—|—anzg Ay Hak::al-...~an:Ham.
k=1 m=1 k=1

m=1

— Ordnungssymbole ,<* (kleiner), ,<* (kleiner oder gleich), ,,>* (grofer) und ,>*
(groBer oder gleich) fiir Ordnungsbeziehungen:

2<3, 2<3, 3>2, 32>2.

— Implikationssymbole ,=“ (dann gilt), ,<*“ (dann und nur dann gilt):
a<b= a<b+1, a<b & a+1<b+1.

Das Symbol ,,:<“ bedeutet, dass der links stehende Ausdruck durch den rechts
stehenden definiert ist.
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1.2 Grundbegriffe aus Mengenlehre, Logik und Zahlentheorie

1.2.1 Elemente der Mengenlehre

»Eine Menge ist eine wohldefinierte Zusammenfassung verschiedener Objekte zu einem
Ganzen“ (G. Cantor!, 1885). Die Elemente einer ,Menge® sind definitionsgem#f alle von
einander unterschieden. Ist ein Objekt a Element der Menge A, schreiben wir a € A,
andernfalls a ¢ A. Wir beschreiben Mengen durch explizite Angabe ihrer Elemente oder
durch eine charakterisierende Eigenschaft ihrer Elemente:

A:={abyc,...}, A := {a| a hat die Eigenschaft E.}.

Fiir zwei Mengen A, B bedeutet B C A, dass a € B auch a € A impliziert, d. h.:
B ist ,Teilmenge“ von A oder ,in A enthalten“. Die Teilmengeneigenschaft B C A
schlieBft die Moglichkeit B = A ein. Die ,leere Menge* oder auch ,,Nullmenge* wird
mit () bezeichnet; sie enthilt keine Elemente und ist konventionsgeméif in jeder Menge
als Teilmenge enthalten. Wir sagen, dass B C A ,strikte“ Teilmenge ist, wenn es ein
Element a € A gibt mit a & B. Es gilt

BcA AcB = A=B,

d. h.: Die beiden Mengen sind , gleich®, in Symbolen A = B. Das ,Komplement B¢ (in
A)* einer Teilmenge B C A ist B°:={a € A| a & B}. Fiir Mengen sind ,, Vereinigung®,
,Durchschnitt” und , Differenz“ erkléart durch:

AUB :={ala € A oder a € B},

ANB:={ala€ A und a € B},

A\ B:={ala€ A und a ¢ B}.

A A A

Abbildung 1.1: Vereinigung AU B, Durchschnitt AN B und Differenz A\ B von Mengen.

Fiir diese Verkniipfungen gelten die folgenden offensichtlichen Regeln:

(AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC =AN(BNO),
(AUB)NC =(ANC)U(BNC), (ANB)UC=(AUC)N(BUC),
AUD = A, AN =0.

LGeorg Cantor (1845-1918): Deutscher Mathematiker; Prof. in Halle; Begriinder der Mengenlehre und
der ,, Wissenschaft des Unendlichen®.
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Fiir Paare von Mengen A, B kann die sog. ,,Produktmenge* A x B gebildet werden:
Ax B:={{a,b}|a€ A, be B}.

Entsprechend definiert man das Produkt A; x...x A, von n Mengen A, k=1,....,n.

Quantoren: Fiir Aussagen iiber die Elemente einer Menge verwendet man hiufig den
sog. ,,Allquantor* V und den , Existenzquantor® 3, z. B.:

Fiir alle Elemente a € A, in Symbolen ,Ya€ A, gilt ....

Es ezistiert ein Element a € A, in Symbolen ,Ja€ A%, mit der Figenschaft ....

Aquivalenzrelation: Eine ,Aquivalenzrelation“ auf einer Menge A ist eine Beziehung
zwischen ihren Elementen, in Symbolen a ~ b, mit den Eigenschaften

Ry : Fir je zwei a,b € A gilt entweder a ~ b oder a b (Relation);

Ry: a~a (Reflexivitit);

Ry: a~b = b~a (Symmetrie);

Ry: a~b b~c = a~c (Transitivitét).

Mit Hilfe einer Aquivalenzrelation lassen sich die Elemente einer Menge A in sog. ., Aqui-
valenzklassen® einteilen:

[a] :={be€ Al b~ a}.
Das (beliebig gewihlte) erzeugende Element « wird dann als ein ,Repriasentant® der
Aquivalenzklasse [a] bezeichnet.

Beispiel 1.1: Das einfachste Beispiel einer Aquivalenzrelation ist die ,,Gleichheitsrelati-
on“ A = B fiir Mengen oder Zahlen. Hier ist das Erfiilltsein von Reflexivitat, Symmetrie
und Transitivitdt offensichtlich bzw. durch Definition gegeben.

Beispiel 1.2: Sei G die Menge der Geraden der euklidischen Ebene. Die Eigenschaft
zweier Geraden, parallel zueinander zu sein, hat offenbar die Eigenschaften Reflexivitit,
Symmetrie und Transitivitit und definiert damit eine Aquivalenzrelation auf G . Die zu-
gehorigen Aquivalenzklassen bestehen dann jeweils aus allen zu einer bestimmten Geraden
parallelen Geraden.

Beispiel 1.3: Fiir die Menge N x N der Paare {n,m} natiirlicher Zahlen wird durch
{n,m} ~{n',m'} & n4+m'=n"+m (bzw. n—m=n"—m)

cine Aquivalenzrelation definiert. Reflexivitit und Symmetrie sind offensichtlich. Zum

Nachweis der Transitivitdt beachten wir, dass fiir {n,m} ~ {n/,m'} und {n/,m'} ~

{n",m"} gilt n+m' =n'"+m und »' +m” =n" +m’, woraus wir folgern
m+m)+m"=n"+m)+m" =0n"+m")+m=0"+m)+m,

bzw. n+m” =m+n", was {n,m} ~ {n”,m"} bedeutet. Die zugehorigen Aquivalenz-
klassen bestehen dann aus allen Paaren nattirlicher Zahlen mit gleicher Differenz.



1.2 Grundbegriffe aus Mengenlehre, Logik und Zahlentheorie 7

Bemerkung 1.1: In der obigen Definition einer Aquivalenzrelation wird der Begriff ,, Be-
ziehung zwischen Elementen einer Menge“ verwendet, welcher bisher eigentlich gar nicht
definiert ist, fiir den man aber dennoch ein intuitives Verstédndnis hat. Um diesen for-
malen Makel zu beheben, kann man in der Sprache der Mengenlehre wie folgt vorgehen:
Zundchst ist eine ,Relation auf einer Menge A gegeben durch eine ausgezeichnete Teil-
menge R C A X A ihrer Produktmenge mit der Setzung

a,beA: a~pb = {a,b}€R.

Damit ist die Bedingung Ry erfillt. Wenn zusdtzlich die Bedingungen Rs, Rs und Ry
erfillt sind, so liegt eine ,Aquivalenzrelation® vor. Alternativ kann eine , Relation® auch
als eine Abbildung R (s. folgende Definition) von der Produktmenge A x A in eine
zweielementige Menge {1,0} eingefithrt werden, wobei a ~ b durch R({a,b}) =1 und
a b durch R({a,b}) =0 definiert ist.

Abbildungen zwischen Mengen: Man spricht von einer (eindeutigen) ,, Abbildung*
zwischen zwei Mengen A, B, wenn durch sie jedem Element (,,Urbild“) a € A genau ein
Element (,Bild“) b € B zugeordnet ist, d. h. in Symbolen:

f:A—= B, a€A~ f(a)=be B.
Die Abbildung wird ,,injektiv® genannt, wenn gilt:
Vaj,a € A: flar) = flaz) = a3 = ag,
und ,surjektiv, wenn gilt:
Vbe B: JacA: b= f(a).

Eine injektive und surjektive Abbildung wird ,,bijektiv® genannt. Zu einer bijektiven Ab-
bildung f: A — B existiert die sog. ,,Umkehrabbildung*

f':B—=A a=f1b) = b= f(a),

und ist ebenfalls bijektiv.

b

|

=
o

Abbildung 1.2: Abbildungen zwischen Mengen.

In der Analysis kommen auch , mehrdeutige” Abbildungen vor, welche einem Urbild «
eine ganze Menge von Bildern {f(z)} zuordnen. Allgemeiner kann man auch Abbildungen
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von ganzen Teilmengen auf andere Teilmengen betrachten. Im Rahmen dieser Einfiihrung
in die Analysis werden aber solche Konstruktionen vermieden.

Existieren auf den Mengen A und B gewisse Operationen @4 bzw. ®p, z. B. Ad-
dition, Multiplikation oder Ordnungsrelationen, so heifit die Abbildung f : A — B
yhomomorph* (“strukturerhaltend), wenn gilt

Vaj,as € A:  fla1 Paas) = flar) Bp flaz).

Ein bijektiver Homomorphismus wird ,, Isomorphismus® genannt. Zwei Mengen A und B
mit Struktur werden in diesem Sinne als ,gleichwertig® (oder ,dquivalent* bzw. ,unun-
terscheidbar®) angesehen, in Symbolen A &~ B, wenn es zwischen ihnen einen Isomor-
phismus gibt, dessen Umkehrung ebenfalls Isomorphismus ist. Die beiden Mengen heiflen
dann ,isomorph (zu einander)*.

Die ,,Méchtigkeit* einer Menge ist die Anzahl ihrer Elemente; z. B. hat die Menge
A= {a17a27a3>a47a5}

die Méchtigkeit #A = 5. Eine Menge ist ,unendlich“, wenn sie bijektiv auf eine ihrer
echten Teilmengen abgebildet werden kann; in diesem Fall ist #A = oco. Die Menge der
natiirlichen Zahlen, N = {1,2,3,...,n,...}, ist das prototypische Beispiel einer unendli-
chen Menge. Eine Teilmenge von N bilden die geraden natiirlichen Zahlen; eine natiirliche
Zahl n heifit ,gerade“, wenn mit einer weiteren natiirlichen Zahl m gilt: n = 2m. Die
Menge N wird offenbar durch die Zuordnung n +— 2n bijektiv auf die Teilmenge der gera-
den natiirlichen Zahlen abgebildet. Eine (unendliche) Menge, deren Elemente mit Hilfe der
natiirlichen Zahlen durchnummeriert werden kann, heifit ,abzdhlbar (unendlich)® sonst
yiberabzdhlbar®. Offenbar ist die Menge N und jede ihrer Teilmengen abzihlbar. Wir
werden spéter Mengen kennenlernen, die nicht abzéhlbar sind. Insbesondere ist fiir jede
unendliche Menge A ihre ,Potenzmenge* P(A) = {B| B C A}, d. h. die Menge ihrer
Teilmengen, iiberabzéhlbar.

Bemerkung 1.2: Der Umgang mit unendlichen Mengen bringt Aussagen mit sich, wel-
che der Intuition zu widersprechen scheinen. Ein Beispiel ist das sog. ,Hilbertsche? Hotel:
In einem Hotel mit (abzihlbar) unendlich vielen Zimmern, welches voll belegt ist, muss ein
weiterer wichtiger Gast untergebracht werden. Das Problem ist leicht losbar. Man quartie-
re einfach den Gast in Zimmer 1 in Zimmer 2 um, den in Zimmer 2 in Zimmer 3 und
so weiter. Allgemein wird der Gast in Zimmer n in Zimmer n + 1 verlegt. Damit sind
alle bisherigen Giste untergebracht, und der neue Gast kann in das nun freie Zimmer 1
einziehen. Mit Hilfe einer dhnlichen Strategie konnten auch (abzihlbar) unendlich viele
neuwe Gdste in dem urspringlich voll belegten Hotel untergebracht werden.

Bemerkung 1.3: Bei der Definition von Mengen muss Vorsicht walten, um nicht mathe-
matisch unsinnige, d. h. in sich widerspriichliche, Konstruktionen zu erhalten. Wéahrend

2David Hilbert (1862-1943): Bedeutender deutscher Mathematiker; wirkte in Konigsberg und Gottin-
gen; begriindete u.a. den axiomatischen Aufbau der Mathematik; zum Wesen der Axiomatik (in der
Geometrie) sagte er ,Man muf} jederzeit anstelle von Punkten, Geraden, Ebenen - Tische, Stiihle, Bier-
seidel sagen konnen*.
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die Potenzmenge einer Menge noch ein sinnvoller Begriff ist, wird es bei Konstrukten der
Art der ,Menge aller Mengen mit gewissen Eigenschaften® gefihrlich, wenn die erlaubten
charakterisierenden Eigenschaften nicht gewissen Einschrankungen unterworfen werden.
Die ,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten® ist eine solche
widerspriichliche Konstruktion: Denn enthélt diese Menge sich selbst nicht als Element,
so muss sie sich nach Definition gerade doch als Element enthalten: ein Widerspruch.
Dieses Problem wird in der modernen Mengenlehre durch Restriktionen bei der Definiti-
on ,erlaubter® Mengen behoben (— Mengenlehre). Diese Beobachtung macht folgende
pointierte Charakterisierung der Situation der Mathematik durch B. Russel® verstindlich:
» Mathematik ist die Wissenschaft, bei der man weder weifS, wovon man spricht, noch ob
das, was man sagt, wahr ist.“.

1.2.2 Die natiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen
N={1,2,3,....n,... }, Ny := NU {0},

werden, wie der Name schon ausdriickt, als ,natiirlich“ gegeben angesehen und bediirfen
keiner weiteren Erlduterung. (Manche Autoren verwenden die Bezeichnung N auch fiir
Np.) Der Mathematiker Kronecker? hat einmal gesagt, dass ,die natiirlichen Zahlen der
liebe Gott gemacht habe, der Rest sei Menschenwerk®. Tatséchlich kann man alle anderen
Zahlensysteme mengentheoretisch, ausgehend von den natiirlichen Zahlen, konstruieren
und ihre Eigenschaften aus denen der natiirliche Zahlen ableiten. Dies wird im Folgenden
in gewissem Umfang durchgefithrt werden.

Man unterscheidet zwischen dem abstrakten Begriff einer ,natiirlichen Zahl* und ih-
rer jeweiligen Darstellung; z. B. hat die Zahl ,Acht” in unserem dezimalen System die
Darstellung 8, wihrend sie im primitiven Strichsystem durch |||||||| und im rémischen
System durch VIII dargestellt wird. Neben der dezimalen Form mit der ,Basis“ b = 10,

n = ngng_i...N1No, no,...,n, € {0,1,...,9},

= ng-10% 4+ ny_1- 10571 4 .. ng-10 + no,

kommen noch analog gebildete Darstellungen zu den Basen b = 60 (Sumerer, 3. Jtsd. v.
Chr.), b = 20 (Kelten und Mayas, 500 v. Chr. - 500 n. Chr.) und b = 2 sowie b = 16
(Binér- bzw. Hexadezimaldarstellung der modernen Informationsverarbeitung) vor.

3Bertrand A.W. Russel (1872-1970): Englischer Mathematiker und Philosoph; lieferte fundamentale
Beitriige zu den logischen Grundlagen der Mathematik; Hauptwerk , Principia Mathematica® (zus. mit
A. N. Whitehead); erhielt 1950 den Nobel-Preis fiir Literatur; starkes Engagement in der Friedensbewe-
gung.

4Leopold Kronecker (1823-1891): Deutscher Mathematiker; wirkte in Berlin als ,Privatgelehrter*;
betrieb die Arithmetisierung der Mathematik; wichtiger Vertreter des ,, Konstruktivismus“, welcher die
generelle Verwendung des Widerspruchsbeweises und des ,,aktual Unendlichen® in Form z. B. der allge-
meinen reellen Zahlen ablehnt.
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Auf N sind die arithmetischen Operationen ,+“ (Addition) und ,-“ (Multiplikation)
erklart. Fiir diese gelten u. a. die Regeln:

n+m=m-+n, n-m=m-n (Kommutativitét)
(n+m)+k=n+(m+k), (n-m)-k=n-(m-k) (Assoziativitét)
(n+m)-k=n-k+m-k (Distributivitét)

Im Folgenden werden wir zur Kennzeichnung der Multiplikation zweier Ausdriicke a und
b in der Regel den Punkt weglassen, d. h.: a -0 = ab. Die allgemeine Giiltigkeit der
arithmetischen Grundregeln erscheint uns aus Gewohnheit gegeben. In der Mathematik
ist die Verwendung von Gewohnheitsregeln natiirlich nicht akzeptabel. Die iibliche Vorge-
hensweise ist es, einen Satz von moglichst wenigen Grundannahmen zu formulieren, aus
denen alle weiteren Aussagen mit Hilfe der vorher vereinbarten logischen Schlussweisen
erhalten werden kénnen. Diese Grundannahmen (sog. ,,Axiome®) sollen so einfach und
offensichtlich sein, dass sie keiner weiteren Begriindung bediirfen. Auflerdem sollen die
Axiome untereinander , widerspruchsfrei“ sein, d.h.: Aus ihnen diirfen sich keine offen-
sichtlich falschen Aussagen der Art 1 = 2 ableiten lassen. Fiir die natiirlichen Zahlen
wurde solch ein Axiomensystem von Peano® formuliert:

Peanosches Axiomensystem der natiirlichen Zahlen:
1. Die Zahl 1 ist eine natiirliche Zahl, d. h. 1 € N.

2. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl n’ (=: n+ 1) als ,,Nach-
folger* von n.

3. Die Zahl 1 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.
4. n'=m' = n=m.

5. Enthélt eine Teilmenge M C N die Zahl 1 und mit jedem n € N auch den
Nachfolger n', so ist M =N.

Ausgehend von diesen Axiomen lassen sich die arithmetischen Grundoperation ,,+“ und

[43

,-“auf N wie folgt rekursiv erkléren:

n+l:=n, n+m :=nm+m).

n-li=n, n-m:=n-m+n.

Aus diesen Definitionen lassen sich alle Rechengesetze fiir die Addition und die Multipli-
kation ableiten. Man kann zeigen, dass jede Menge, welche die Peanoschen Axiome erfiillt,
sisomorph“ bzgl. Addition und Multiplikation (d. h. nicht unterscheidbar) zur Menge der
natiirlichen Zahlen N ist. Ferner ist das System der Peanoschen Axiome , widerspruchs-
frei®.

5Guiseppe Peano (1858-1932): Italienischer Mathematiker; Prof. in Turin; Beitriige zur Analysis,
gewohnlichen Differentialgleichungen, einer der Véter der Mathematischen Logik
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Vollstiandige Induktion

Zum Beweis von Aussagen, die sich auf unendliche Mengen beziehen, verwendet man
hiufig das sog. Prinzip der ,vollstindigen Induktion® (,Induktionsschluss®). Seien F,
durch die natiirlichen Zahlen n € N ,indizierte* Aussagen. Der Induktionsschlufl erlaubt
es, die gleichzeitige Giiltigkeit aller dieser Aussagen zu garantieren:

Satz 1.1 (Induktionsprinzip): Es seien die folgenden Schritte vollzogen:
1. Induktionsverankerung: Die Aussage Fy ist giiltig.

2. Induktionsschluf: Ist fiir ein n € N die Aussage E, giiltig, so folgt auch die Giiltigkeit
von E,.q.

Dann sind alle Aussagen E, (n € N) giiltig.

Beweis: Das Induktionsprinzip ist eine direkte Folgerung aus dem 5. Peanoschen Axiom.
Dazu definieren wir die folgende Teilmenge M C N:

M = {n € N| E, ist giiltig}.

Die Induktionsverankerung besagt dann, dass 1 € M , und die Induktionsannahme, dass
aus n € M auch n+1¢€ M folgt. Folglich ist nach dem 5. Peanoschen Axiom M = N.
Q.E.D.

Bemerkung 1.4: Der Induktionsschluss kann auch fiir jede Teilmenge N’ = {n € N| n >
no} mit ,, Anfangselement® ny durchgefiihrt werden. Ferner ist die Bestétigung der Induk-
tionsverankung wesentlich. Aus der Annahme z. B., dass n > 100 folgt auch n+1 > 100,
was aber fiir allgemeine n € N nicht richtig ist; es fehlt die Induktionsverankerung fiir
n=1.

Wir wollen die Arbeitsweise des ,, Induktionsbeweises“ anhand zweier einfacher Beispie-
le illustrieren. Da wir ,rationale Zahlen®, d. h. ,Briiche“, noch nicht formal eingefiihrt

haben, wollen wir im Folgenden Ausdriicke der Form r = n/m fiir n,m € N als mr =n
verstehen.

Beispiel 1.4: Fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen gilt die Formel
E 1
Y k= @ (1.2.1)
k=1

Dies erschliefit man mit Hilfe der vollstdndigen Induktion wie folgt: Die Aussage FE, ist
gerade die Giiltigkeit der Summationsformel fiir das jeweilige n € N. Die Induktionsver-

ankerung ist wegen
1-2
k=1=—
2 7

1
k=1
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gegeben. Als Induktionsannahme sei die Formel nun giiltig fiir ein n € N. Dann ist

1= =
5 +n+ 5 5

n+1 2
1 2 2 1 2
E 14;_5 k’—i—n—&-l—g _nitn+22n+2 (nt+1l)n+ ).

Die Formel crgibt sich nun nach dem Induktionsprinzip als richtig fiir alle n. Die Sum-
mationsformel 1a8t sich auch durch direkte Berechnung (scheinbar ohne Verwendung des
Induktionsprinzips) erschliefen. Dazu schreibt man (wie es angeblich schon der damals
gerademal 6-jihrige Gauf3® in der Schule tat)

kz:;k_{kz;lwrz (n+1—k }:%zn:(kJrnJrl—k):w.

k=1

Das Prinzip, dass bei arithmetischen Aufgaben oft Nachdenken und Anwenden eines
,» Tricks“ viel stupide Rechnerei ersparen kann, gilt auch in mancher Ubungsaufgabe zu
diesem Text.

Beispiel 1.5: Fiir jede natiirliche Zahl z # 1 gilt die sog. ,,geometrische Summenformel“

1—m
2
L+az+a+--- E a* T2

n+1

(1.2.2)

Dies wird wieder mit vollstdndiger Induktion erschlossen. Fiir n = 1 ist die Aussage
wegen 1 — 2?2 = (14 z)(1 — ) offensichtlich richtig. Ist sie nun fiir ein n € N richtig, so
folgt
n+1
1 o ‘,L.nJrl 1 — xn+1 + l.n+1(1 _ ’E) 1— l.n+2
n+1l __ —
Zx Zm +am 11—z i 1—2 1—2

)

d. h.: Sie ist auch fiir n 4+ 1 richtig, womit das Induktionsprinzip anwendbar ist. Die
geometrische Summenformel gilt auch fiir die noch einzufithrenden rationalen, rellen und
komplexen Zahlen.

Die exakte Formulierung der vollstéandigen Induktion als logisches Beweisprinzip geht
wohl auf Pascal” zuriick, obwohl es schon seit Euklid verschiedendlich in speziellen Situa-
tionen verwendet wurde. Das Induktionsprinzip ist nicht nur wichtig als Beweisargument
sondern auch als Mittel zur rekursiven Definition von FEigenschaften oder Beziehungen
zwischen den Elemente unendlicher Mengen. Die einfachen Potenzen einer Zahl x lassen
sich so z. B. rekursiv definieren durch

=1, VneN:z":=z"2.

Dieses Prinzip steckt auch hinter der obigen, rekursiven Definition der Addition und
Multiplikation ausgehend von den Peanoschen Axiomen.

6Carl Friedrich GauB (1777-1855): Bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
wirkte in Gottingen.

"Blaise Pascal (1623-1662): Franzosischer Mathematiker und Philosoph; Prof. in Paris; arbeitete u. a.
iiber Kegelschnitte, Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung; baute 1642 die erste Rechenmaschi-
ne.
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1.2.3 Das Prinzip des Widerspruchsbeweises

Sei F eine Aussage iiber Elemente einer Menge A. Ist die Aussage ,wahr“, so ist ihre
Negation ,falsch“. Die Negation ihrer Negation ist wieder die urspriingliche Aussage. Da-
bei wird es als selbstverstandlich angesehen, dass eine ,verniinftige* Aussage dieser Art
entweder wahr oder falsch ist; ein Drittes gibt es nicht (lateinisch: ,, Tertium non datur®).
Diese fundamentale Annahme und ihre verschiedenen, durch das Pradikat , verniinftig*
charakterisierten Interpretationen sind Gegenstand tiefgehender Forschung zu den Grund-
lagen der Mathematik (— Mathematische Logik).

Beispiel 1.6: Fiir die Menge A = N ist die Aussage ,,Das Produkt von je zwei ungeraden
natirlichen Zahlen ist ungerade“ wahr. Ihre Negation ,Fs gibt zwei ungerade natiirliche
Zahlen, deren Produkt gerade ist“ ist also falsch.

Bei Aussagen, die mit Hilfe des All- und des Existenz-Quantors formuliert sind, folgt
die Aufstellung der Negation festen Regeln. Die Beherrschung derselben ist fiir die korrekte
Durchfithrung von Beweisen wichtig.

Beispiel 1.7: Die wahre Aussage ,Fir jedes k € N gibt es ein n, € N, so dass gilt
ny > k*, oder in Symbolen:

VkeN In, e N: ny > k%

hat die Negation ,FEs gibt ein k € N, so dass fir alle n € N gilt n < k® “, bzw. in
Symbolen:
JkeN VneN: n<k’

Der Beweis, dass eine Aussage richtig ist, lasst sich hdufig leichter dadurch fiithren, dass
ihre Negation als falsch bewiesen wird. Dies ist insbesondere bei Aussagen fiir Elemente
unendlicher Mengen der Fall. Einen solchen Beweis nennt man ,, Widerspruchsbeweis*.

Beispiel 1.8: Eine natiirliche Zahl p (p # 1) wird ,prim® genannt, wenn sie nur durch
sich selbst und die Eins teilbar ist (z. B.: p = 2,3,5,7,11,13,17,19,...). Jede natiirli-
che Zahl lisst sich als Produkt von Primzahlen darstellen (Beweis Ubungsaufgabe). Die
Behauptung ist nun, dass es unendlich viele solcher ,,Primzahlen® gibt. Der Widerspruchs-
beweis beginnt mit der (zu widerlegenden) Annahme, dass es nur endlich viele Primzahlen
gibt. Diese seien ihrer Grofie nach nummeriert: py, po, ..., py . Jenseits der grofiten Prim-
zahl py soll es also nach Annahme keine weitere Primzahl geben. Wir betrachten nun
die Zahl

N
p::Hpn+1:pl.p2.....pN+1. (123)

n=1
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Wegen pp > 2 (k=1,...,N — 1), ist sicherlich p > py . Ferner kann p wegen

nicht durch irgend eine der N Primzahlen p,, teilbar sein. Da sich nun p als Produkt
von Primzahlen darstellen ldsst, muss es selbst prim sein. Dies ist aber ein Widerspruch
zur Annahme, dass py die grofite Primzahl ist. Woraus die Falschheit der Widerspruchs-
annahme bzw. die Richtigkeit der urspriinglichen Behauptung folgt. Wir betonen, dass
ohne die spezielle Widerspruchsannahme durch (1.2.3) nicht notwendig eine Primzahl ge-
geben ist; z. B.: 2.3:5:7-11-13 + 1 = 30031 = 59-509. Die Unendlichkeit der Menge der
Primzahlen wurde bereits von dem griechischen Mathematiker Euklid® erkannt.

Bemerkung 1.5: Die Primzahlen haben Mathematiker schon seit jeher fasziniert. Ein

wichtiges Hilfsmittel ist die Tatsache, dass sich jede natiirliche Zahl auf eindeutige Weise

(bis auf die Reihenfolge) als Produkt von Primzahlpotenzen darstellen laft:
nzp]fl-...~pf,;”,

mit paarweise verschiedenen p; und k; € N, Es ist erstaunlich, dass es zu den so iiber-

sichtlichen natiirlichen Zahlen eine Reihe von sehr einfach zu formulierenden, aber auch
heute noch ungeklarten Fragen gibt:

1. Man spricht von einem , Primzahlpédrchen® {p,p + 2}, wenn beide, p und p + 2,
prim sind. Beispiele von Primzahlpédrchen sind {11,13},{17,19},{29,31} und {87,89}.
Es ist unbekannt, ob es nur endlich viele oder unendlich viele solcher Primzahlparchen
gibt. Es ist sogar noch nicht einmal klar, ob man dies mit den Mitteln der ,elementaren*
Zahlentheorie entscheiden kann. Dies ldsst das gerade formulierte Prinzip des ,, Tertium
non datur® etwas fragwiirdig erscheinen. Mit diesen kritischen Fragen zu den Grundlagen
der Mathematik beschéftigt sich die sog. ,,Metamathematik*.

2. Die Beispiele 6 = 3+3, 10 =545, 12 =547 oder 100 = 29+ 71 legen die Vermutung
nahe, dass sich jede gerade natiirliche Zahl n > 2 als Summe zweier Primzahlen darstellen
lisst. Diese sog. ,,Goldbachsche ? Vermutung® ist bis heute ungeklrt.

1.2.4 Grundlegendes iiber Zahlenmengen

Auf der Menge N der natiirlichen Zahlen sind die elementaren arithmetischen Operatio-
nen Addition ,a + b und Multiplikation ,a - b sowie unter gewissen Voraussetzungen
auch die Subtraktion ,a — b* und Division ,,a/b* erkldrt. Subtraktion und Division sind
nicht fiir alle Paare natiirlicher Zahlen erklért, d. h.: Die natiirlichen Zahlen sind bzgl.

8Euklid (ca. 355-290 v. Chr.): Griechischer Philosoph und Mathematiker; wirkte in Alexandria; sein
mehrbéndigen Lehrbuch ,,Die Elemente® fafite die Grundlagen der klassischen Geometrie zusammen; von
ihm stammt das klassische mathematische Ausdrucksschema ,,Voraussetzung - Behauptung - Beweis®.

9Christian Goldbach (1698-1764): Deutscher Mathematiker und Historiker; wirkte in St. Petersburg
und Moskau; lieferte u.a. Beitriige zur Zahlentheorie.
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dieser Operationen ,,unvollstdndig”. Dies kann man auch so ausdriicken, dass fiir gegebene
n,m € N z. B. die Gleichung

n+x=m (1.2.4)

nicht immer durch x € N 16sbar sind. Um diese Beschrankung zu beseitigen, werden die
natiirlichen Zahlen zunéchst zu den ,ganzen® Zahlen (inkl. der Null) erweitert:

Z :={0,£n, n € N}.

Diese Zahlmengenerweiterung ist, wenn man sie mathematisch prazise formulieren will, ein
recht komplizierter Prozess. Zunéchst gilt es, iiberhaupt zu definieren, was eine ,,negative*
natiirliche Zahl —n ist. Wir verstehen darunter genau genommen die Zahl, mit der die
Gleichung n + (—n) = 0 gelost wird. Diese Erklarung ist aber formal nicht eindeutig, da
—n auch die Gleichung (2n) + 2(—n) = 0 18st. Zur Beseitigung dieser Mehrdeutigkeit
verwendet man das Hilfsmittel der Aquivalenzrelation. Wie schon oben in Beispiel 1.3
gezeigt wurde, wird auf N x N eine Aquivalenzrelation definiert durch

{n,m} ~{n',m'} & n+m =n"+m

Die zugehérigen Aquivalenzklassen [{n,m}] bilden dann eine Menge, in welche die Menge
der natiirlichen Zahlen N durch die Setzung

n €N {2n,n} € [{2n,n}]

eingebettet® werden kann. Die Aquivalenzklasse [{n, m}] korrespondiert im Fall n > m
zur natiirlichen Zahl n —m € N, im Fall n = m zur ,neutralen“ Zahl 0 und im Fall
n < m zu einer ,neuen® Zahl n —m = —(m — n), welche als ,negative“ natiirliche Zahl
bezeichnet wird. In diesem Sinne kann man die Menge Z der Aquivalenzklassen [{n,m}]
von Paaren natiirlicher Zahlen als Menge der ganzen Zahlen definieren. Fiir diese werden
weiter die vertrauten Bezeichnungen a = 4+n oder a = 0 verwendet. Man muss sich
dabei aber im Klaren dariiber sein, dass die ,negative Zahl® —n € 7Z ihre eigentliche
Erklarung erst als Losung der Gleichung n + (—n) = 0 erhilt.

In Z hat die Gleichung (1.2.4) die (eindeutige) Losung = = m — n. Die Menge Z
ist offenbar vollstindig bzgl. der Subtraktion. Sie ist aber noch unvollstéindig bzgl. der
Division. Dies wiederum besagt, dass fiir beliebige b,y € Z, b # 0, die ,lineare” Gleichung

b-x=y (1.2.5)

nicht immer durch ein x € 7Z losbar ist. Diese letzte Beschrankung wird durch die
Einfiihrung der ,,rationalen“ Zahlen

Q={r/s, reZ,seN}

behoben. Bei genauerem Hinsehen, zeigt sich, dass die Erzeugung der rationalen Zahlen
aus den ganzen Zahlen dabei wieder mit Hilfe einer Aquivalenzrelation erfolgt. Fiir Paare
von Zahlen {r,s}, {r',s'} € Z x N wird durch

{r,s} ~{r' s} = rs=r's
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wieder eine Aquivalenzrelation definiert (Ubungsaufgabe). Die zugehérigen Aquivalenz-
klassen [{r,s}] bzw. ihre Reprédsentanten {r,s} werden dann als ,rationale“ Zahlen de-
finiert, welche man in der iiblichen Form als Quotient schreibt:

{r,s}»—>£6@.

Man sollte aber in Erinnerung behalten, dass es sich dabei wirklich nur um eine Konventi-
on der Schreibweise handelt; die mathematische Bedeutung liegt in der obigen Definition
als Aquivalenzklasse von Paaren ganzer Zahlen.

Die ganzen Zahlen lassen sich durch die Setzung
re?—{r,1} € [{r,1}]

in diese Menge Q einbetten. Im Folgenden werden wir fiir rationale Zahlen stets die iibli-
che Bezeichnung a = r/s als Quotient ganzer Zahlen verwenden, wobei die Konvention
verwendet wird, dass r € Z und s € N; d. h.: Der Zdhler r beinhaltet das Vorzeichen
4. Ferner werden Zahler r und Nenner s als ,teilerfremd* angenommen; andernfalls
kann dies durch , Kiirzen“ hergestellt werden.

In Q hat die lineare Gleichung (1.2.5) die (eindeutige) Losung 2 = y/b. Die Menge
Q ist nun vollstédndig bzgl. der vier elementaren arithmetischen Operationen (bis auf die
unzuléssige Division durch Null):

_r U . rv+su

atb=g+y:= "5

a—b=L_U._TV—5U

I A s v SU
e i I A TR
s v T sv
U . TV

Man sagt, dass @ mit den Operationen ,,+“ und ,,-“ einen ,Korper® bildet (nach Dede-
kind'?). Ein solcher Kérper ist charakterisiert durch die Existenz sog. ,neutraler Elemen-
te“ 0 und 1 fiir die Addition (a + 0 = @) und die Multiplikation (a -1 = a) sowie die
Giiltigkeit der folgenden Axiome:

(I) Regeln der Addition und Multiplikation:

1. a+b=b+a, a-b=b-a (Kommutativitit)

2. (a+b)+c=a+((b+c), (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativitit)

3. (a+b)-c=a-c+b-c (Distributivitit)
sowie durch die Losbarkeit der Gleichungen (1.2.4) und (1.2.5). Aus diesen Grundtatsa-
chen ergeben sich die bekannten Regeln der Arithmetik; z. B. die binomischen Formeln

(a£b)? =a*>+2ab+b*, a*—b*>=(a+b)(a—0).

10Richard Dedekind (1831-1916): Deutscher Mathematiker; Prof. in Braunschweig; wichtige Beitrige
zur Zahlentheorie.
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Als Korper ist Q ,nullteiler-frei“, d. h.: Fiir beliebige a,b € Q folgt aus a-b = 0
notwendig, dass a = 0 oder b = 0 ist (Folgerung aus der Losbarkeit der Gleichung
ax = b, a # 0). Eine eingehendere Diskussion der Eigenschaften von solchen , Kérpern®
ist nicht Gegenstand dieses Kurses (— Algebra).

(II) Regeln der Ordnungsrelationen:
In Q ist der Begriff der ,,Positivitdt* erklart durch Auszeichnung einer Teilmenge

Qi :={a€eQla=r/s, r,s e N}
Dies erlaubt die Definition einer ,,Ordnungsrelation® fiir Paare {a,b} € Q durch
a<b (a ,kleiner b)) & b—ae€Q,.

Entsprechend wird definiert {b > a} & {a <b}, {a <b} & {a<b oder a =0}
und {b > a} = {a < b}. Fir je zwei a,b € Q gilt genau eine der Relationen
a <b, a=>, a>b. Fiir diese Ordnungsrelationen gelten die vertrauten Regeln:

1. a<b b<c = a<c (Transitivitit).

2. a<b = a+c<b+c,ceQ, a-c<b-c, ceQy.

Hieraus folgt insbesondere fiir zwei Zahlen a,b € Q, fir die man ¢« > b und b > a
gezeigt hat, dass notwendig a = b ist. Ferner ergibt sich fiir beliebige Zahlen a,b € Q
mit a,b > 0 die bekannte Beziehung

1 1
a<b & —>-
a b

auf deren formale Ableitung aus den Axiomen wir verzichten wollen.

Fiir natiirliche Zahlen n > m gibt es einen , grofiten gemeinsamen Teiler* ggt(n,m),
den man mit dem ,,euklidischen Algorithmus® bestimmt. Dieser basiert auf der eindeutigen
Darstellbarkeit n = pm+7r mit einem p € Ny und einem ,Rest* r € Ny mit 0 <r <m.

Euklidischer Algorithmus
1. Bestimme 7 und py, so dass 7o :=m, n = pyro+1r1, 1 < To,
2. Fiir k € N bestimme 7,1 und py, so dass 751 = prrg + Tkit1, Thar < Tke

Da nach Konstruktion 7y, < 7 ist, muss der Prozess nach spitestens [ < m Schritten
mit Rest r; = 0 abbrechen. Dann ist r;_; = ggt(n,m), da aus r;_o = pyr;_; folgt, dass
r; alle vorausgehenden 7, und damit sowohl m als auch n teilt. Gébe es einen grofieren
gemeinsamen Teiler von n und m, so hitte der euklidische Algorithmus schon friither
abbrechen miissen.

Satz 1.2 (Dezimalbruchdarstellung): Jede rationale Zahl a besitzt eine endliche oder
periodische Dezimalbruchdarstellung der Form

a==x(ap+0,dy...ds) & a:j:(aoJerk-lO*k), bzw.
k=1
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a:ZlI(CLO+O7d1...dsd5+1...d8+t) = j:(ao+0,d1...d5d8+1...dstsH...dHt...),

mit einem ganzzahligen Anteil ag € No und ,Ziffern® dy,...,ds € {0,1,...,9}. Umnge-
kehrt stellt jede Dezimalbruchzerlequng dieser Art eine rationale Zahl dar. Dabei ist bei
periodischen Dezimalbriichen die Periode 9 micht zugelassen, d. h.: Es wird identifiziert:

ao+0,d;.. .dkfldkg = ag+0,d;.. .dkfl(dk + 1), d, < 9.

Beweis: i) Eine rationale Zahl a = r/s mit teilerfremden r € Z und s € N kann
nach der {iblichen Divisonsregel in einen Dezimalbruch umgewandelt werden. Dabei treten
,Reste“ auf, die aber hochstens s—1 verschiedene Werte annehmen konnen. Bei Auftreten
des Restes Null bricht der Prozess ab, und wir erhalten einen endlichen Dezimalbruch.
Andernfalls miissen sich die Reste einmal wiederholen, und wir erhalten einen periodischen
Dezimalbruch.

ii) Ein endlicher Dezimalbruch stellt offenbar eine rationale Zahl dar. Ein periodischer
Dezimalbruch lasst sich in der Form

a::l:(a0+0,d1...ds+07ds+1...ds+t'1078)

schreiben. Es geniigt also, zu zeigen, dass periodische Dezimalbriiche der Art 0,d; ... d;
rationale Zahlen darstellen. Nach den iiblichen Regeln der Division ist nun aber

- dy...ds
0,dy...ds = ,
o 9...9
1
so dass auch der periodische Dezimalbruch eine rationale Zahl darstellt. Q.E.D.

Auf Q ist der ,,Absolutbetrag” definiert:

a fir a >0

la| ;=< 0 fiir a=0
—a fiir a<0
Dieser kann als eine Abbildung || : Q — Q angesehen werden, welche die folgenden

charakteristischen Eigenschaften besitzt:
1. Ja]=0 & a=0 (Definitheit).
2. |a-bl =lall|b] (Multiplikativitét).
3. a+b| <la|+1b]| (Subadditivitit oder sog. , Dreiecksungleichung®).

Die Definitheit und die Multiplikativitdt ergeben sich unmittelbar aus der Definition. Die
Dreiecksungleichung folgt bei Beachtung von +a < |a| aus

a+b<lal+1b], —(a+0b)<|a|+ bl
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Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften wird auf einem Vektorraum ,Norm*“ und auf
einem Korper ,, Bewertung® genannt. Sie dient z. B. zur Messung des ,, Abstandes* |a — b|
zweier Zahlen a,b € Q; offenbar impliziert |a — b = 0 notwendig a = b. Aus der
Definition ergeben sich unmittelbar die weiteren Rechenregeln

lal

| —a| = a], ‘%‘:W fiir b # 0.

Eine wichtige Eigenschaft des Absolutbetrags ist die Ungleichung
[l — [ol] < la . (1.2.6)
welche man aus folgenden Beziehungen erhélt:

la| =la—b+b <[a—b[+ b, [b|=|b—a+al<[b—a|+]a]

1.3 Elemente der Kombinatorik

Fiir die natiirlichen Zahlen n € N ist die ,, Fakultat“ n! rekursiv definiert durch
=1, VneN: (n+1)!:=n+1)nl,

bzw. etwas weniger formal n!:=1-2-3-...-n. Die Fakultdt n! wéchst mit n enorm
schnell an; z. B. ist 10! = 3.628.800 und 1000! > 4-10*5%® | Es ist h#ufig praktisch, auch
mit der Fakultéit von 0 arbeiten zu konnen. Dazu setzt man 0! := 1, was vertriglich mit
der Rekursionsformel (n+1)! = (n+ 1)n! ist.

Satz 1.3 (Permutationen): Die Anzahl der méglichen Anordnungen (oder ,Permuta-
tionen®) der Elemente einer Menge A mit Mdichtigkeit #A =n ist n!.

Beweis: Wir bezeichnen die Elemente der Menge mit 1,2,3,...,n. Fiir n =1 gibt es die
eine Anordnung {1} und fiir n = 2 die zwei Anordnungen {1,2},{2,1}. Die Behauptung
ist damit fiir n =1 und n = 2 bewiesen (Induktionsverankerung). Zum Schluss von n
nach n 4+ 1 beachten wir, dass die Klasse (bzw. ,Menge“) derjenigen Anordnungen der
Elemente {1,...,n+1}, die das Element k auf Platz eins haben bei beliebiger Anordnung
der anderen Elemente, nach Induktionsannahme n! Anordnungen enthélt. Es gibt nun
n + 1 solcher Klassen. Die Anzahl aller Anordnungen der Elemente {1,...,n,n+ 1} ist
also (n+ 1)n! = (n+ 1)!, was zu zeigen war. Q.E.D.

Lemma 1.1 (Binominalkoeffizienten): Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen ei-
ner nicht leeren Menge A mit Mdchtigkeit #A =n ist im Fall 1 <k <n:

<Z> _ n(n—l)..l.f!(n—k+1)’

(o)~

und mm Fall k=0:
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Beweis: Statt des iiblichen formalen Induktionsbeweises verwendet wir ein ,,direktes®
Argument, das aber versteckt doch Elemente der Induktion beinhaltet.

i) Es sei zunidchst k& # 0. Zur Bildung k-elementiger Teilmengen stehen fiir ein er-
stes Element einer Teilmenge alle n Elemente der Menge zur Auswahl; fiir ein zweites
Element bleiben dann noch n — 1 Elemente zur Auswahl, u.s.w. Insgesamt hat man
n(n—1) --- (n—k+1) Moglichkeiten, k-elementige Teilmengen herzustellen. Dabei erge-
ben solche Moglichkeiten dieselbe k-elementige Teilmenge, die sich nur in der Reihenfolge
der ausgewéhlten k£ Elemente unterscheidet. Nach dem Permutationssatz ist also die ge-
rade errechnete Anzahl durch k! zu dividieren. Fiir die gesuchte Anzahl erhalten wir
damit den behaupteten Ausdruck.

ii) Fiir k£ = 0 ist die leere Menge ) die einzige O-elementige Teilmenge. Die gesuchte Zahl
ist also 1. Q.E.D.

Beispiel 1.9: Zur Bestimmung der Gewinnchancen beim Lottospiel ,,6 aus 49“ ist der
Binomialkoeffizient fiir n =49 und k = 6 auszuwerten. Dies ergibt

= 13.983.816,

49\ 49-48-47-46-45- 44
6/  1-2:3-4-5-6

was nicht gerade zum Lottospielen motiviert.

Satz 1.4 (Binomische Formel): Die ,binomische Formel® besagt, dass fir beliebige
Zahlen a,b € Q und n e N gilt:

(a+b)" = zn: (Z) a" kot (1.3.7)

k=0

bzw. ausgeschrieben:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b)" = <0>a +<1>a b+<2>a b + +<n_1)ab +<n>b.

Beweis: i) Wir stellen zunéichst ein paar Eigenschaften der Binomialkoeffizienten bereit.
Nach Definition gilt die Beziehung

(Z) ~n(n—1) ..I.C!(n— k+1)
nin—1) ... (n—k+1)(n—k)! n! _( n )

- - n—=k

El(n —k)! Ckl(n—k)

Weiter besteht die Rekursionsformel

(Z:) - (Z) + (kil) : (1.3.8)
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Fiir £ =0 ist dies offensichtlich richtig,

(7)== (0)+ (0

und fiir k£ > 1 ergibt es sich wie folgt:

n n nn—1)-(n—k+1) nn-1)(n—k+1)(n—k)
() () *

k k+1 k! k(K +1)
o nn—=1)---n—k+1)(k+1+n—k)
(k+1)!
(n+Dn---(n4+1-k) <n+1>
(k+1)! k+1)

ii) Der Beweis der binomischen Formel erfolgt durch Induktion nach n. Fir n = 1 ist
sie offenbar richtig. Sei sie richtig fiir ein n > 1. Dann gilt

(a+b)"™ = (a+0b)(a+Dd)"
n—1 . n n—1 n n
=(a +b){(0> +(1> b+ +<n_1>ab +<n>b}
< > n+1 ( ) nb_|_ ( n 1>a2bn1+ <n)abn
n— n
n—1 n
1 1 1
0 1 n n+1
_ (n + 1> 7L+1—]€bk.
Durch Induktion ergibt sich dann die Behauptung. Q.E.D.

Mit Hilfe der Rekursionsformel (1.3.8) kénnen ausgehend von

(6)-()-

0 n

die Binomialkoeffizienten explizit berechnet werden. Diese Rechnung fithrt auf das sog.
,Pascalsche Dreieck“!, in welchem sich jeder Eintrag als Summe der beiden dariiber

1Das nach Blaise Pascal (1623-1662) benannte ,,Dreick“ taucht bereits in einem Lehrbuch der Arith-
metik von 1527 auf, und war den Arabern bereits im 13. Jahrhundert bekannt.)
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stehenden Eintrége ergibt:

n=20: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1
n==4%: 1 4 6 4 1
n=>5: 1 5 10 10 5 1
n==06: 1 6 15 20 15 6 1

Bemerkung 1.6: Der allgemeine binomische Lehrsatz ist hier zunéchst nur fiir Zahlen
a, b € Q formuliert worden. Er ist aber auch auf der im néchsten Kapitel zu konstruie-
renden grofleren Menge der ,reellen” Zahlen giiltig.

1.4 Ubungen

Ubung 1.1 (Aufgabe zur Mengenlehre):
Man gebe Schnitt A N B, Vereinigung A U B und Differenz A\ B der folgenden Paare
von Mengen an:

a) A={1,2,3,5,6,7,8,10}, B ={3,4,9,10},
b) A={neN|n <100}, B={neN|n> 5},
¢) A={ne€N|n Primzahl}, B = {n € N|n ungerade}.

Ubung 1.2 (Aufgabe zum Widerspruchsbeweis):
Zum formalen Nachweis der Aussage

VaeQ dn, e N Vn>n,: n>a.

mit einem Widerspruchsargument ist ihre Negation zu bilden. Wie sieht diese aus?

Ubung 1.3 (Aufgabe zum Widerspruchsbeweis):
Man zeige durch einen Widerspruchsbeweis, dass eine natiirliche Zahl n, fiir welche n?
gerade ist, selbst gerade sein muss.

Ubung 1.4 (Aufgabe zur Michtigkeit von Mengen):

Man zeige mit Hilfe vollstindiger Induktion, dass fiir eine Menge A mit der Machtigkeit
#A = n die zugehorige Potenzmenge P(A) := {B| B C A} die Méchtigkeit #P(A) = 2"
hat.

Ubung 1.5 (Aufgabe zu Abbildungen):
Man untersuche, ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind:
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1. f:N—=N, f(n):=n?%
2. f:Q—o2Z, f(rfs):=
3. [f:Ng—=N, f(n)=n+1.

Ubung 1.6 (Aufgabe zur vollstiindigen Induktion):
a) Man rekapituliere den Induktionsbeweis fiir die Giiltigkeit der Gleichung

Zk_niﬂ

b) Man zeige durch Induktion die Gleichung

Zkz nn+1)2n+1)
G :

c¢) Man versuche, eine Formel fiir die folgende Summe abzuleiten (z. B. durch einen Blick
ins Vorlesungsskriptum):
n
S
k=1

Man beweise die Formel durch vollstdndige Induktion.

Ubung 1.7 (Aufgabe zu Aquivalenzrelationen):
a) Man rekapituliere die Definition einer Aquivalenzrelation fiir die Elemente @ einer
Menge A.

b) Man verifiziere, dass fiir Paare {r,s},{r’,s'} € Z x N durch
{r,s} ~{r', s} & rs=r's

eine Aquivalenzrelation definiert ist. Welche Menge erhilt man mit den zugehdrigen Aqui-
valenzklassen? Man gebe fiir jede dieser Aquivalenzklassen einen ,,Reprisentanten an.

Ubung 1.8 (Aufgabe zum Widerspruchsbeweis):

a) Man rekapituliere den , klassischen“ Widerspruchsbeweis, dass die Menge der Primzah-
len unendlich ist. Dazu gebe man insbesondere einen detaillierten Beweis fiir die Aussage,
dass sich jede natiirliche Zahl als Produkt von Primzahlen schreiben lisst.

b) Man zeige, dass fiir jede Primzahl p die Gleichung z? = p keine rationale Lésung
besitzt, d. h. die Quadratwurzel /p ist irrational.

Ubung 1.9 (Aufgabe zu Abbildungen zwischen Mengen):

Man konstruiere eine bijektive Abbildung zwischen den Mengen N und N x N. (Hinweis:
Man betrachte die Paare {n,m} € Nx N als Koordinaten von Punkten eines Gitters mit
Maschenweite 1 in der Tafelebene und nummeriere diese auf geeignete Weise durch.)
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Ubung 1.10 (Aufgabe zur Kombinatorik):
Wie grof ist die Chance, beim Lotto 6-aus-49 den Gewinn ,5 Richtige mit Zusatzzahl®
zu ziehen?

Ubung 1.11 (Aufgabe zur Kombinatorik):
Man beweise durch vollstdndige Induktion die allgemeine polynomische Formel:

n n' V1 12
(e +...+ay)" = Z —at Al

vl

(Hinweis: Die Giiltigkeit der allgemeinen binomischen Formel kann vorausgesetzt werden.)



2 Die reellen und die komplexen Zahlen
2.1 Von den rationalen zu den reellen Zahlen

Die rationalen Zahlen ergaben sich durch Erweiterung der Menge der natiirlichen Zahlen,
um allgemeine lineare Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten 16sen zu kénnen. Wei-
terer Vervollstindigungsschritte werden notwendig, wenn wir kompliziertere Gleichungen
16sen wollen. Die allgemeine ,,quadratische” Gleichung

a+br+cx’ =y (2.1.1)

ist nicht fiir beliebig gewéhlte a,b,c € Q durch ein z € Q losbar. Dazu geben wir das
folgende Beispiel.

Lemma 2.1 (Irrationalitit der Quadratwurzel): Die quadratische Gleichung
r? =2 (2.1.2)

besitzt keine rationale Lésung.

Beweis: Angenommen, es giibe eine rationale Losung  := v/2 = r/s mit (teilerfremden)
Zahlen r € Z und s € N. Fiir diese ist dann notwendig r # 0 und

2 2

r? =252, re = s

DO =

Also muss r? und damit auch r gerade sein. Damit sind auch %rQ und s? gerade. Nun ist
aber wegen der Teilerfremdheit s und folglich auch s? ungerade, was einen Widerspruch
ergibt. Folglich kann die Gleichung (2.1.2) keine rationale Losung haben. Q.E.D.

Bemerkung 2.1: Das obige Lemma besagt, dass die Zahl 2 keine rationale Quadrat-
wurzel besitzt. Diese Tatsache hat eine wichtige geometrische Interpretation. Nach dem
Satz von Pythagoras! ist im rechtwinkligen Dreieck die Summe der Flicheninhalte der
Kathedenquadrate gleich dem Flicheninhalt des Hypotenusenquadrats, d. h.: a®4-b? = ¢2.
Bezogen auf das Einheitsdreieck impliziert dies 141 = ¢ bzw. ¢ = /2. Die Entdeckung
von Eudoxos?, dass v/2 nicht rational und damit die Kathede und Hypotenuse im Drei-
eck ,inkommensurabel“ (d. h. nicht mit gleicher Einheit messbar) sind, war eine der
bedeutendsten (und verwirrendsten) Entdeckungen der antiken griechischen Mathematik.
Hierbei wird aber mit dem Begriff der ,,Lange“ einer Strecke sehr naiv umgegangen, da
dieser zuniichst gar nicht definiert ist, d. h. die ,Zahl“ /2 so nicht erklirt werden kann.

Pythagoras (um 580 v. Chr.): Griechischer Philosoph und Mathematiker aus Samos; lehrte
hauptséchlich in Kroton (Italien); Begriinder des Ordens der ,Pythogoreer; der Inhalt des ihm zu-
ordneten geometrischen Satzes war in Indien und Mesopotamien bereits frither (ohne) Beweis bekannt.

?Eudoxos (um 400 v. Chr.): Griechischer Astronom und Philosoph aus Knidos; erkannte bereits die
Kriimmung der Erdoberfléiche.

25
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Abbildung 2.1: Geometrische ,, Definition® von v/2.

Bemerkung 2.2: Man beachte, dass eine quadratische Gleichung fiir bestimmte Koeffi-
zienten sehr wohl in @ lésbar sein kann, z. B. hat die quadratische Gleichung 2% = 4 die
rationalen Losungen =2 und x = —2.

Nun ist es moglich, rationale Zahlen zu konstruieren, welche die Gleichung z? = 2
mit zunehmender Genauigkeit erfiillen, d. h. gewissermafien Approximationen fiir ,,1/2“
sind. Das elementare Verfahren, die Quadratwurzel aus 2 anzunéihern, baut rekursiv eine
EinschlieBung durch Dezimalbriiche auf. Dabei wird die folgende Eigenschaft rationaler
Zahlen verwendet

a,b>0,a*<b = a<hb,

welche man leicht mit Hilfe der Beziehung b* — a* = (b — a)(b + a) gewinnt. Die Kon-
struktion beginnt bei dem Paar a; := 1,4 und b, := 1,5 mit der Eigenschaft

ay < by, a?=1,96<2<225="0.

Wir betrachten nun zwei Félle:
Fall a) Es liege fiir ein n € N ecine Einschlieffung

a, = 1,d1d2 oo dpd, < b, = 1,d1d2 L dnfl(dnﬁ’l), ai <2< bi,

mit d, € {0,1,...,9}, k = 1,...,n—1 und d, < 8 vor. Die nichste Einschliefung
gewinnen wir dann durch den Ansatz a,y, :=1,d; ...d,d,+1 mit Hilfe der Bedingung:

dpi1 € {0,1,...,9} moglichst groB, aber a2,; <2,
und setzen
b L 1, dl ce dn(dn+1+1) fiir dn+1 S 8,
m Ldy .. (dy+1)0 fir dppy =9
Nach Konstruktion ist dann
p < pay < bpi1 < by, aiﬂ <2< biﬂ.

Fall b) Es liege fiir ein n € N eine EinschlieBung

Ay = 1,d1d2 codpd, < b, = 1,d1d2 .. .dmfl(dmﬁ’l)(). ..0, ai <2< bi,
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mit d € {0,1,...,.9, k=1,....m—1, d, <8 und dpy1 = --- =d, =9 vor. Die
néchste Einschliefung gewinnen wir dann durch den Ansatz a,,1 :=1,d;...d,d, 1 mit
Hilfe der Bedingung;:

dns1 € {0,1,...,9} moglichst groB, aber aiH <2,

und setzen
L 1, dl' . -dn(dn+l+1) fir dn+1 S 8,
. Ldy...(dp+1)0...0 fiir dpy = 9.

Der Fall (b) kann nur endlich oft hintereinander auftreten, da andernfalls (gemé&f der
Konvention fiir die Behandlung von 9) a, = b, ab einem gewissen n wire. Dies wiirde
aber wegen a? < 2 < b? implizieren, dass a2 = 2 im Widerspruch zur Irrationalitit von
/2. Nach Konstruktion gilt dann in beiden Féllen:

2 2
ap < apg1 < bpyr by, ap <2<y,

Auf diesem Wege erhalten wir zwei Folgen (a,)neny und (b,)neny mit den Eigenschaften:
ld=ay < <a,<apy1 < b1 <0, <+ <0y =1,5.
Konkret erhalten wir die Dezimalbriiche

a1:1,4 a2:1,41, a3:1,414, ceey
by=1,5 by=142, by=1,415,

Da der Abstand
bn — Qp S 107”7 n e N,

immer kleiner wird, sollte man damit die ominése ,,Zahl“ erfassen kénnen. Im Folgenden
werden wir diese Idee zur Konstruktion des Kérpers R der ,reellen® Zahlen, der auch die
gesuchte /2 enthélt, priizisieren.

ay as . Ay, bn . b2 bl

Abbildung 2.2: Intervallschachtelung der Losung von 22 =2 (x = v/2).

Bemerkung 2.3: An dieser Stelle stoflen wir auf eine kritische Stelle in der formal , ex-
akten®“ Begriindung der Analysis. Unsere Antwort auf die Frage, ob als ,,Limes“ des obigen
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Einschachtelungsprozesses, d. h. ob zwischen allen a, <? < b, wirklich ,,etwas“, ndmlich
die Zahl v/2, oder nur ,Leere“ liegt ist eine philosophische Frage. Dabei hilft uns auch
nicht die physikalische Anschauung, d. h. die Betrachtung der Zahlengerade oder des
Kreidestriches an der Tafel, da gerade hier die Quantisierung von Raum und Zeit Teil
der modernen Naturbeschreibung ist. Wir folgen hier aus Niitzlichkeitserwigungen der
heute herrschenden , idealistischen® Tradition und nehmen die ,,Zahl“ /2 als Resultat
des Schachtelungsprozesses als real existent an. Eine Analysis, die nur mit den rationalen
Zahlen und damit gebildeten Intervallschachtelungen als Objekten auskommt, wére sehr
unhandlich und wiirde die Verwendung des mathematischen Kalkiils bei der Naturbe-
schreibung wesentlich erschweren.

Eine Menge (a,,)neny nummerierter (d. h. angeordneter) rationaler Zahlen wird ,, Folge*
genannt; z. B.ist (1+1/n)pen in diesem Sinne eine Folge. Offenbar kommen die Elemente
dieser Folge fiir grofler werdendes n immer naher an die 1. Dies schreiben wir als

1 1
1+——=1 (n— ) b.z.w. lim (l-s—f):l,
K n

n—oo

und nennen die Folge , konvergent* gegen 1. Allgemein heifit eine Folge (a,)nen ,kon-
vergent“ gegen einen , Limes“ a, wenn gilt

lan, —al =0 (n — 00),
was auch kurz als a, — a (n — 00) geschrieben wird. Im Falle, dass
la,| = 0o (n — 00),

heifit sie ,,strikt divergent“. Diese Aussage wird durch folgendes iiberpriifbare Kriterium
nach Cauchy?® prézisiert:

Definition 2.1 (Cauchysches Konvergenzkriterium): FEine Folge (ay)nen ist ,kon-
vergent® gegen einen Limes a, wenn es zu jedem (beliebig kleinen) ¢ > 0 ein n. € N
gibt, so dass

la, —a| <e  fir n>n,,

bzw. in Quantorenschreibweise:
Ve>0 dn.eNVn>n.: |a,—a|<e.

Sie ist ,strikt divergent”, wenn

1
lan| > B fir n > ne..

3 Augustin Louis Cauchy (178971857): Ingenieur, Physiker und bedeutendster franzosischer Mathema-
tiker seiner Zeit; wirkte an der Ecole Polytechnique und der Sorbonne in Paris; gilt als Begriinder der
modernen Analysis und der Funktionentheorie.
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Bemerkung 2.4: Fiir Beweiszwecke ist es wichtig die préizise Negation der Aussage ,, Die
Folge (ap)nen konvergiert gegen den Grenzwert a“ zu kennnen. Diese lautet in Worten:
Es existiert ein € > 0, so dass es zu jedem n € N ein n., > n gibt mit |a,, , —a| > ¢,
bzw. in Quantorennotation:

Jde>0VneN dn,>n: |a,, —al >¢.

-

3

Abbildung 2.3: Zum Cauchyschen Konvergenzkriterium.

In dieser Definition kann 0.B.d.A. 0 < ¢ < 1 angenommen werden. Natiirlich sind
nicht alle Folgen konvergent, wie die trivialen Beispiele (n),eny und ((—1)"),en zeigen.
Die erste Folge ist strikt divergent, wihrend die zweite zwar beschrénkt ist, aber keinen
eindeutigen Limes hat. Eine Folge (a,)neny mit Limes a = 0 heifit ,,Nullfolge*; z. B. ist
die Folge (1/n)nen eine Nullfolge.

Lemma 2.2 (Nullfolge): FEine Folge (a,)nen von Zahlen a, # 0 ist Nullfolge genau
dann, wenn die Folge (1/ay)nen der Reziproken strikt divergiert.

Beweis: Ist (a,),en Nullfolge, so gibt es zu beliebig gewihltem ¢ > 0 ein n. € N, so
dass |a,| < e ist fiir n > n.. Dies ist gleichbedeutend mit [1/a,| = 1/|a,| > 1/e, woraus
wir schliefien, dass (1/a,)nen strikt divergiert. Q.E.D.

Fiir eine konvergente Folge (a,)neny mit Limes a konvergieren auch die zugehorigen
Absolutbetrige:
lim |a,| = |al.
n—oo

Dies folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung aus
||an| — |a|| <l|a,—a] =0 (n — o).

Eine konvergente Folge ist also notwendig ,beschriankt“, d. h.: Es gibt eine Konstante
K € Q. , so dass
la,| < K, neN.

Die mit einer unendlichen Teilmenge N = {ng, k& € N, ngyy > ni} C N gebildeten
Folge (an,)ren nennt man , Teilfolge® von (ay,)nen. Offenbar sind alle Teilfolgen einer
konvergenten Folge ebenfalls konvergent mit demselben Limes.

An dem obigen Beispiel der approximierenden Folge fiir v/2 sehen wir, dass es an-
scheinend Folgen gibt, die zwar inhéirent zu konvergieren scheinen, aber dennoch keinen
Limes in @ haben. Dies gibt Anlass zur Definition einer sog. ,,Cauchy-Folge* (oder auch
»Fundamentalfolge®):
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Definition 2.2 (Cauchy-Folge): Fine Folge (a,)nen heifit ,,Cauchy-Folge®, wenn sie
inhdrent konvergent ist, d. h.: Zu jedem (beliebig kleinen) & > 0 gibt es ein n. € N, so
dass gilt:

|an — am| < e fir n,m > n..

Lemma 2.3: Jede gegen einen Limes a konvergente Folge (an)nen ist notwendig eine
Cauchy-Folge. Eine Cauchy-Folge ist notwendig beschrdankt.

Beweis: i) Sei (a,),en konvergent mit Limes a. Dann gibt es zu beliebig gegebenem
€ >0 ein n. € N, so dass fiir n,m > n.:
la, —al < ie, |an, —a| < ie.
Hieraus folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung
an — | = lan —a+a —ap| <la, —a| +]a—an| < je+ 36 =¢,

d. h.: Die konvergente Folge ist Cauchy-Folge.

ii) Sei (an)nen Cauchy-Folge. Angenommen, die Folge ist nicht beschrankt. Dann gibt
es eine Teilfolge (ay,, )ken mit |a,,| — oo (k — 00). Aus dieser kann man eine weitere,
gleichfalls mit (a,, )ken bezeichnete, Teilfolge extrahieren mit der Eigenschaft

g, | > 2|an,], keN.
Damit gilt dann
|a’nk+1 - ank| 2 |ank+1‘ - |a7llc| > |a"k| — 0 (k — OO)’

im Widerspruch zur Cauchy-Folgeneigenschaft. Q.E.D.

Bemerkung 2.5: Das obige Beispiel der approximierenden Folge fiir die Losung von
22 = 2 zeigt, dass nicht jede Cauchy-Folge eine Limes in Q haben muss. In diesem Sinne
ist der Korper Q also nicht vollstindig.

Lemma 2.4: Seien (a,)nen und (by)nen Cauchy-Folgen.
i) Dann sind auch die Summen- und Produktfolgen (a, + by)neny und (anby)nen Cauchy-
Folgen, und im Falle der Konvergenz lim, .. a, = a und lim, ., b, = b gilt
nlggo{an +b,}=a+0, nlglolo{anbn} =ab. (2.1.3)
ii) Gilt fiir alle Folgenelemente |b,| > a > 0, so ist auch die Quotientenfolge (an/by)nen
Cauchy-Folge und hat im Falle der Konvergenz mit |b| > 0 den Limes
a, a
lim — = —. 214
ine b, b (2.1.4)

iii) Gilt ferner a, <b, fir fast alle n € N, so folgt fiir die Limiten

a<bh. (2.1.5)
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Bemerkung 2.6: Die Sprechweise ,, fiir fast alle n € N*“ bedeutet in diesem Zusammen-
hang ,, fiir alle n € N bis auf moglicherweise endlich viele Ausnahmen'. Spater kann die
Bedeutung dieser Sprechweise aber noch eine andere sein (z. B. im Zusammenhang mit
»messbaren“ Mengen).

Beweis: Sei K eine gemeinsame Schranke der beiden gegebenen Cauchy-Folgen. Fiir
beliebiges € > 0 gibt es nun Indizes n¢ und n’, so dass fiir n,m > n? bzw. n,m > n?:

la, — an| < %8, |by, — bp| < %5.
i) Dann ist fiir n,m > n. := max{n?,n’}:

[(an+b5) = (@m+m)| = [(an—am) + (bn—bn)]
|an

< *am|+|bn7bm| < %€+%€:€u

d. h.: Die Folge (a, + by)nen ist Cauchy-Folge. Weiter gilt

|anbn - ambm| = ‘(an_am)bn + am(bn_bm)|
< an—am |ba] + |am| [by—bn|
< |bn| 26 + |am| 3¢ < Ke.
Also ist auch die Produktfolge Cauchy-Folge. Dabei stort der zusétzliche Faktor K in
der Ungleichung nicht.

Bemerkung: Der eben angewandte ,, Trick®, eine triviale Summe —a,,b, + a,,b, = 0 ein-
zuschieben, wird im Folgenden héufig verwendet werden.

ii) Es gentigt, zu zeigen, dass die reziproke Folge (1/b,)nen Cauchy-Folge ist. Wegen

el

folgt dann mit (ii) auch die Cauchy-Folgeneigenschaft fiir die Quotientenfolge (a,/b,)nen -
Nach Voraussetzung gibt es wieder fiir jedes beliebige € > 0 mit ¢ < %oz ein n?, so dass
fiir n > nl:

|br, — bi| < e.

Weiter gilt wegen |b,| > «:

11 ‘ ’bmfbn |bm —bn] o —bn| €
— | = = < <

by b b,

Hieraus entnehmen wir, dass die reziproke Folge Cauchy-Folge ist.

~owlloa] T a2 T a?

Im Fall der Konvergenz beider Folgen erhalten wir mit analogen Argumenten auch die
Konvergenz der Summen-, Produkt- und Quotientenfolgen gegen die entsprechende Limi-
ten a+0b, ab und a/b.

iii) Wére b < a, so gibe es ein 6 > 0 mit b+ 6 = a. Wegen der Konvergenz b, —
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b, an — a (n — o) gibt es nun ein ns € N, so dass [b—b,| < 36 und |a —a,| < 30 fiir
alle n > ng. Daraus folgte dann

b,=b,—b+b—a+a—a,+a,
<|b, —bl+b—a+|a—a,|+a,
<%5—6+%5+an:an,

im Widerspruch zur Annahme. Q.E.D.
Wir fithren nun fiir Cauchy-Folgen rationaler Zahlen eine Aquivalenzrelation ein durch:
(an)nen ~ (@)neny & lan, —a,] = 0 (n — o0).

Die Aquivalenzeigenschaften Reflexivitiit, Symmetrie und Transitivitit sind offensichtlich
gegeben. Dadurch werden Aquivalenzklassen [(an)nen] von ‘Cauchy-Folgen definiert mit
Reprisentanten (a,)nen - Wir bezeichnen die Menge dieser Aquivalenzklassen mit

R := {[(an)nen] }-

Die rationalen Zahlen werden in diese Menge eingebettet durch die Setzung

a€Q = [(an)nen, an:=al €R.

Offenbar gehort jede Teilfolge (a,, )ren einer Cauchy-Folge (a,)nen zur selben Aquiva-
lenzklasse wie (an)nen -

Natiirlich kann man mit Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen nicht gut hantieren.
Durch einen ,, Trick“ werden wir daher jeder solchen Aquivalenzklassen einen Repriisen-
tanten zuordnen, der mehr den vertrauten Charakter einer richtigen Zahl hat, ndmlich
einen (moglicherweise unendlichen) Dezimalbruch (unter Beachtung der in Satz 1.2 fest-
gelegten Konvention).

Satz 2.1: Jeder Aquivalenzklasse [(an)nen] entspricht genau ein (méglicherweise unend-
licher) Dezimalbruch. Die Menge dieser Dezimalbriiche bezeichnen wir als Menge R der
Lreellen Zahlen*:

R:{a:::I:(a0+0,d1d2d3...dk...)|aoGNO, dke{O,...79}}.

Fiir eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen (ay)nen wird der ihrer Aquivalenzklasse zugeord-
nete Dezimalbruch a € R als deren ,Limes® bezeichnet: a = lim,,_,o a, . Entsprechend
heifit dann (a,)nen eine ,approzimierende“ Folge von a € R. In diesem Sinne hat dann
jede Cauchy-Folge rationaler Zahlen konstruktionsgemdfs einen Limes in R.

Beweis: i) Ein unendlicher Dezimalbruch ist gegeben als eine Folge (ay)nen von (ratio-
nalen) endlichen Teilbriichen

an:i(@o+0,d1...dn), CloENo,de{O,...,g}.
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Dies ist eine Cauchy-Folge, da fiir m > n + 1 unter Verwendung der geometrischen
Summenformel gilt:

|t — | = |ag + 0, dydads . . .dy — ag — 0, didads . . . dpdysr - . . dp
<10,0...0dp41. - dp| = 1 107" + -+ d,, 107
<107{10° + 107! 4 - 1077 )
=107 {({5)° + (§p)" + -+ ()"

1= ()" ™" gnl0

=10 T <107"— = 0 (n— o).

-1 9
Folglich représentiert der Dezimalbruch ein Element aus R . Diese ,Einbettung“ von R
nach R ist injektiv, da zwei Dezimalbriiche a und o', die zur selben Aquivalenzklasse
gehoren, dann notwendig gleich sein miissen (Man beachte, dass bei Dezimalbriichen die
Periode 9 ausgeschlossen worden war.):

la —d'| =lap+0,d;...d, —ay —0,dy..d,| - 0 (n—o0) = a=d.

ii) Wir wollen nun zu jeder Aquivalenzklasse a = [(an)nen] € R mit Repriisentanten
(an)nen einen zugehérigen Dezimalbruch z = +(zp + 0,d;dads ... ) konstruieren, der
zur selben Aquivalenzklasse gehért. Damit wire dann die Surjektivitit der Einbettung
von R in R gezeigt. Im Spezialfall, dass (a,)neny Nullfolge ist, kann z = 0 gesetat
werden. Andernfalls sind entweder fast alle a, > 0 oder fast alle a, < 0. O.B.d.A. sei
an >0, n € N, angenommen. Ist hierfiir ein Dezimalbruch z > 0 gefunden, so iibertrégt
sich dieses Resultat auf den Fall a,, < 0 bzw. —a, > 0 mit dem Dezimalbruch —z.

Die Cauchy-Folge (a,)nen ist beschriankt durch eine Konstante N € N, N > 2, d. h.:
0<a, <N, neN.
Dann gibt es ein 2y € Ny, so dass im Intervall
In={z€eQ|0<2p<z<z+1<N}

unendlich viele der Folgenelemente liegen. Wir wollen diese Teilfolge wieder mit (a,,)nen
bezeichnen. Das Intervall I, wird nun in 10 gleiche Teilintervalle unterteilt, wovon wieder
mindestens eines, fiir ein d; € {0,...,9},

L={ze€ly|2+dl0" <z <z+(d+1)107"},

unendlich viele der Folgenelemente enthalten muss; wir bezeichnen die so ausgezeichnete
Teilfolge wiederum mit (an)nen - Im néchsten Schritt erhalten wir ein weiteres Teilinter-
vall, fiir ein dy € {0,...,9},

L={xecly|z+d107" +dy1072 <z < 29+ d1 107" + (dy + 1)1072},

welches wieder unendlich viele der Folgenelemente enthélt. Fortfithrung dieses Prozesses
liefert eine Folge von in einander geschachtelten Teilintervallen

...cl,nCcl,Cc...cI,Cl,
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die jeweils unendlich viele der Folgenelemente enthalten. Zu den endlichen Dezimalbriichen
2 =20+ 0,dy...dp, €Q
gibt es folglich jeweils mindestens ein Folgenelement a,, , mit dem gilt:
|2k — ap, | < 10"7F k€N

Die Folge (zx)ren gehort also zur selben Aquivalenzklasse wie (@n, ken , d. h.zu [(an)nen] -
Hat der resultierende unendliche Dezimalbruch z = zy + 0,d;...d;... die Periode 9,
so wird er nach der oben definierten Regel mit einem endlichen Dezimalbruch identi-
fiziert. Damit haben wir eine bijektive Zuordnung zwischen den Aquivalenzklassen von
Cauchy-Folgen rationaler Zahlen und den Dezimalbriichen konstruiert. Aufgrund der vor-
her schon abgeleiteten arithmetischen Regeln fiir Cauchy-Folgen, ist diese Zuordnung
auch vertriglich mit der Addition und der Multiplikation, d. h.: Fiir [(a,)nen] & 2z und

(a7 )nen] ~ 2" ist

[(an)nEN] + |(afn)n€N] = [(an + a/n)TLEN] ~oz+ Z/,
[(@n)nen] - (@ )nen] := [(an - @ )nen] ~ 2 - 2.
Die konstruierte Zuordnung R < R ist also sogar ein [somorphismus. Q.E.D.

Bemerkung 2.7: Das Beweisargument von Satz 2.1 ldsst sich auf den Fall einer beliebi-
gen ,Basis“ b € N, b > 2 {ibertragen, d. h.: Eine reelle Zahl a besitzt eine sog. ,,b-adische
Entwicklung*

a = i(ao + O, d1d2d3 .. ) = :l:(a() + dl'b_l + dg'b_2 + dg'b_3 +.. )

mit einem
ap = go+ gi-b+ go-b® +g3b® +... €Ny

und , Ziffern* d,,, g, € {0,1,...,b—1}. Der Fall b =2 der ,dyadischen® Entwicklung ist
von besonderer Bedeutung in der digitalen Datenverarbeitung.

Bemerkung 2.8: Das ,,Cauchysche Konvergenzkriterium® wurde von Cauchy 1828 fiir
Folgen reeller Zahlen angegeben und als selbstverstindlich angesehen. Bereits Bolzano®
hatte es 1817 formuliert und als beweisbediirftig erkannt. Es besagt gerade die ,, Vollsténdig-
keit“ des Korpers der reellen Zahlen, die ja erst aufgrund der obigen Konstruktion erreicht
wird. Die Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen mit Hilfe des Kon-
zepts der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen geht auf Cantor zuriick. Ein analoges
Verfahren wird z.B. auch zur Vervollstindigung metrischer Raume verwendet (— Funk-
tionalanalysis). Wir betonen nochmals, dass eine irrationale Zahl wie z. B. v/2 in R iiber

4Bernard Bolzano (1781-1848): Italienisch-Bohmischer Priester und Philosoph; lehrte an der Univer-
sitdt Prag Religionsphilosophie, bis er 1819 aus politischen Griinden entlassen wurde; leistete Grundlagen-
forschungen zur Analysis; seine zu Lebzeiten unbekannt gebliebenen mathematischen Schriften nehmen
Ergebnisse von Weierstrafl und Cantor vorweg.
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(dquivalente) approximierende Folgen rationaler Zahlen definiert ist, wobei der zugehorige
unendliche Dezimalbruch nur fiir eine ganz spezielle solcher Folgen steht. An den reellen
Zahlen und dhnlichen infiniten Konstrukten hat sich im 19. Jahrhundert ein bis in die
dreiffiger Jahre des 20. Jahrhunderts andauernder Streit unter Mathematikern entfacht.
Die Kontrahenten waren die sog. ,,Idealisten und Formalisten* repréasentiert durch Cantor
und Hilbert und die sog. ,, Intuitionisten und Konstruktivisten“ vertreten durch Kronecker
und Brouwer® Die Streitfrage war und ist es noch, ob die Menge ,,aller® reeller Zahlen, d. h.
der reelle Zahlkorper R, wirklich als ein real existierendes Objekt behandelt werden darf,
oder ob nur solchen reellen Zahlen wie z. B. v/2 , e und m eine reale Existenz zukommt,
welche {iber einen konkreten Approximationsprozess mit rationalen Zahlen definiert sind.
Da dies im Grunde eine erkenntnistheoretische, d. h. philosophische und damit Glaubens-
frage ist, kann sie innerhalb der Mathematik nicht beantwortet werden; es gibt also mehr
als ein mathematisches Denkgebaude. Die radikale Ablehnung der Verwendung aller sich
auf das ,aktual Infinite“ beziehenden Aussagen und Methoden fiihrt aber zu einer sehr
unhandlichen , Mathematik*, so dass man heutzutage den idealistischen Standpunkt weit-
gehend akzeptiert hat. Durch das Auftauchen des Computers hat der konstruktivistische,
d. h. algorithmische, Gesichtspunkt allerdings wieder an Bedeutung gewonnen.

2.2 Der Korper R

Nachdem die reellen Zahlen iiber das Aquivalenzklassenprinzip konstruiert und mit den
Dezimalbriichen identifiziert sind, konnen nun alle Struktureigenschaften von Q auf R
iibertragen werden. Dies geschieht auf dem Wege des Grenziibergangs. Fiir ¢ € R defi-
nieren wir den Absolutbetrag mit Hilfe einer approximierenden Folge (a,),en rationaler
Zahlen, a = lim,,_. a, , durch

la| := lim |ay,].
n—oo

Diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl der Folge, denn fiir jede zweite
approximierende Folge (a,)nen gilt

llan| = lap|] < lan —al| =0 (n— oo).

Damit sind die Begriffe ,, Konvergenz* und ,, Cauchy-Folge“ auch fiir Folgen reeller Zahlen
erklart.

Die arithmetischen Grundoperationen kénnen analog definiert werden durch

a+b:= lim{a, +b,}, a-b:= lim{a,- b},

n—00 n—r00

da nach dem oben Gesagten auch Summen und Produkte von Cauchy-Folgen wieder
Cauchy-Folgen sind. Die Grundregeln der arithmetischen Operationen (Kommunativitét,

®Luitzen E. J. Brouwer (1881-1966): Niederlindischer Mathematiker; Prof. in Amsterdam; leistete fun-
damentale Beitrége zur Mengenlehren und Topologie; seine Kritik an der Verwendung gewisser logischer
Axiome wie des ,, Tertium non datur® und des ,,allgemeinen Auswahlprinzips® fithrte zum ,, Intuitionismus*
im Gegensatz zum Hilbertschen ,, Formalismus®.
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Assoziativitdt und Distributivitét) iibertragen sich so von @ auch auf R. Mit den Ord-
nungsrelationen verfahrt man analog durch die Definition

a>b & lim {a,—b,} >0,
n—oo

wobei Letzteres bedeutet, dass es ein a € Q, gibt, so dass a, — b, > «a ist fir fast
alle n € N. Ferner ist « > b < {a > bodera =b}, a <b & b > a und
a<b < b>a.Wir werden im Folgenden die Bezeichnung R, := {a € R|a > 0}
verwenden. Man beachte, dass i. Allg. auch im Fall a, < b, , fiir alle Folgenelemente, im
Limes nur a < b erwartet werden kann. Mit Hilfe der Ordnungsrelation auf R lassen
sich auf natiirliche Weise die Begriffe ,, Maximum* und ,, Minimum* von Mengen M C R

reeller Zahlen definieren:
maxM :=beM: b>xz, x€ M, minM :=a€eM: x>a, v€M.

Nicht jede Teilmenge M C R besitzt ein Maximum oder Minimum; z. B. die Menge
M :={z €R|0 <z < 2}. In diesem Fall nennt man b = 2 eine ,,(kleinste) obere® und
a =0 eine ,(grofite) untere Schranke“ der Menge M .

Satz 2.2 (Der vollstindige Kérper R): Die reellen Zahlen bilden mit der Addition
und Multiplikation einen Korper, genannt R, der Q als Unterkorper enthdlt. Der (be-
wertete) Korper R st ,vollstindig®, d. h.: Jede Cauchy-Folge in R hat einen Limes. Der
Unterkorper Q ist ,dicht* in R, d. h.: Fir jedes a € R gibt es zu beliebigem € > 0 ein
q- € Q, so dass

|CL - qa‘ S €.

Beweis: i) Die neutralen Elemente fiir Addition und Multiplikation sind wieder die
0:=0,0... bzw. 1:=1,0.... Nach den obigen Voriiberlegungen zu den arithmetischen
Grundoperationen bleibt die Losbarkeit der Gleichungen

atr=y, br=y (b#0)

mit beliebigen Koeffizienten a,b € R zu zeigen. Die erste Gleichung hat die offensichtliche
Losung x = y — a, welche sich als Limes einer beliebigen, die Differenz y — a approxi-
mierenden Cauchy-Folge rationaler Zahlen ergibt. Analog erhélt man x = y/b als Losung
der zweiten Gleichung.

ii) Jede Zahl ¢ € Q kann mit der Cauchy-Folge (a,)ney mit den Elementen a, = a
identifiziert werden. Damit ist Q als Teilmenge (bzw. Teilkérper) von R auffassbar.

iii) Sei (an)nen eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Zu jeder gibt es nun eine approximie-
rende Folge (ay,m)men rationaler Zahlen, d. h.:

a, = lim a,.,, né€eN.
m—00 .

Zu jedem n € N wihlen wir nun ein £, € N mit der Eigenschaft

lan — an k.| < —.
n
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Wir wollen zeigen, dass die Folge rationaler Zahlen (ayk, )nen cine Cauchy-Folge ist. Sei
dazu € > 0 beliebig gegeben. Es gibt ein n. € N, so dass fiir n,m > n. gilt:

|an — an| < 3¢, |an — Gy, | < 3¢,
und folglich

|a'"7kn - am,km| S ‘an-,kn - an‘ + |an - a’m| + ‘a’m - am»k‘m|
<jet+iet+ze<e

Nach Konstruktion von R gehort zu dieser Cauchy-Folge ein ,,Limes“ a, so dass
Ve>0 In. e N VYn>n.: |ap, —a| <e.

Fiir die gegebene Folge (a,)nen gilt dann
1
lan, — a| <|an — anp,| + ank, —a|l < —+lanr, —al =0 (n— 0).
n

Dies impliziert die Vollstdndigkeit von R.

iv) Die Dichtheit von Q in R folgt direkt aus der Konstruktion, da zu jedem a € R ja
eine Cauchy-Folge von Zahlen in Q existiert, die gegen a konvergiert. Q.E.D.

Bemerkung 2.9: Eine weitere Moglichkeit, die Vollstédndigkeit von R zu charakterisie-
ren verwendet die auf auf R definierte Ordnungsrelation ,,>*: Jede nichtleere, beschrinkte
Teilmenge M C R besitzt eine kleinste obere sowie grifte untere Schranke in R, welche
soupremum bzw. Infimum® von M genannt werden.

Zur Vollstandigkeitseigenschaft von R dquivalent ist das sog. ,, Intervallschachtelungs-
prinzip“:

Satz 2.3 (Intervallschachtelungseigenschaft): Fine ,Intervallschachtelung® ist eine
Folge von (abgeschlossenen) Intervallen I, := [a,,b,] = {z € Rl a, <z < b}, n €N,
mit den beiden Eigenschaften

i) I,iClI,, neN.

ii) Zu jedem beliebig kleinem & > 0 gibt es ein Intervall I, mit der Linge b, —an| < €.

Zu jeder Intervallschachtelung in R gibt es ein ¢ € R, welches allen ihren Intervallen
angehort. Diese Eigenschaft ist dquivalent zur Vollstindigkeit von R .

Beweis: i) Sei (I,,)nen eine Intervallschachtelung. Wir zeigen, dass die Folge (ay)nen
der linken Endpunkte a, der Intervalle I, eine Cauchy-Folge ist. Zu beliebigem ¢ > 0
gibt es nach Voraussetzung ein n. € N, so dass |b, — a,| < & gilt fiir n > n.. Sind nun
n,m > n., so liegen die Punkte a, und a, wegen der Schachtelung der Intervalle im
Intervall I, , d. h.: Es ist |a, — am| < |bp, — an.| < €. Also ist (an)nen Cauchy-Folge
und hat somit einen Limes ¢ € R. Wegen

alé"'ganébn"'gblv TLGN,
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gilt fiir diesen Limes a, < ¢ < b, fir alle n € N, d. h.: Er ist in allen Intervallen I,
enthalten. Da die Lange der Intervalle eine Nullfolge ist, kann es nicht mehr als einen
solchen Punkt geben.

ii) Sei nun eine Cauchy-Folge (a,)nen gegeben. Wir wollen dazu eine Intervallschachtelung
konstruieren, deren gemeinsamer Punkt a dann Limes der Folge ist. Nach Definition gibt
es eine aufsteigende Folge (ny)ren natiirlicher Zahlen ny < mp < -+ <ny < ... mit

| — am| <275 n,m >y
Wir definieren die abgeschlossenen Intervalle
I, ={r eR| |z —a,| <2}, keN.
Diese sind geschachtelt, d.h. Iy 1 C Iy, denn fir @ € Iy ist |z — Unyyy | < 2% und
|2 = any | < |2 = Ay |+ |Ang,, — ny | <275 +27F = 217K,

d. h.: 2 € I} . Die Intervallfolge (I} )ren ist also eine Intervallschachtelung und besitzt nach
dem Intervallschachtelungsprinzip einen gemeinsamen Punkt ¢ € Ngenly . Fiir diesen gilt
dann konstruktionsgeméf |c—ay,, | < 2'7F — 0 (k — o), d. h.: Er ist Limes der Teilfolge
(@n, )ken der Cauchy-Folge. Damit ist er aber aufgrund der Cauchy-Folgeneigenschaft
auch Limes der ganzen Folge. Q.E.D.

Eine weitere zur Vollstédndigkeit von R &quivalente Eigenschaft ist die ,, Trennungsei-
genschaft® (verwandt zum sog. , Axiom vom Dedekindschen Schnitt®).

Satz 2.4 (Trennungseigenschaft): Zu zwei nichtleeren Teilmengen A, B C R mit
a<b VaeAbeDB,

gibt es stets ein s € R, welches A und B ,trennt®, d. h.: Fir jedes a € A und b € B
st a<s<b.

Beweis: i) Es sei die Vollstindigkeitseigenschaft angenommen. Dann gilt nach Satz 2.3
auch die Intervallschachtelungseigenschaft. Seien nun A, B C R Teilmengen mit a < b
fir a € A, b € B. Wir greifen zwei beliebige Zahlen a; € A und b; € B heraus und
betrachten das Intervall I; := [aq, by] . Gilt fiir dessen Mittelpunkt ¢; = %(al—i—bl) ¢ AUB
und gibt es keine Zahlen a} € A oder b] € B mit ¢; < a) < by bzw. a3 <b| < ¢, s0
ist mit s = ¢; eine trennende Zahl gefunden. Andernfalls setzen wir mit diesen a} € A
oder b € B:

[al,cl] fiir c € B,
c1,b1] fir ¢ € A,

I, = [as, by] := e 1] L ,
[a,0]] fur a3 <b) < e,
[a},b1] fur ¢ <aj < by

In allen vier Fillen gilt dann offenbar [by — as| < %|b1 — ay|. Durch Fortsetzung die-
ses Konstruktionsprozesses erhalten wir entweder nach n Schritten eine trennende Zahl
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S = Cuq1, oder es ergibt sich eine Folge von Intervallen I, = [a,,b,], n € N, mit den
Eigenschaften a, € A, b, € B und

[n+1 C [n, |bn — Cln| S 217n|b1 — a1|.

Die Folge (I,)nen bildet also eine Intervallschachtelung und besitzt einen gemeinsamen
Punkt s € Npenl, . Wegen a, < s <b, und |a, —b,] = 0 (n — co) kann es dann keine
Punkte a € A oder b € B geben mit s < a oder b < s. Es gilt also a < s < b fiir alle
a€Aund b€ B, d. h.: s ist die gesuchte trennende Zahl.

ii) Sei nun die Trennungseigenschaft angenommen, und sei (a,),en eine Cauchy-Folge.
Da die Cauchy-Folge beschrinkt ist, sind die folgenden Mengen nicht leer:

A:={a €R|a<a,fir fast allen € N}, B:={beR|b> a, fir fast alle n € N}.

Offenbar ist dann a < b fiir alle a € A, b € B. GeméB der Trennungseigenschaft gibt es
also ein s € R mit a < s < b fiiralle a € A, b € B. Fiir beliebiges ¢ > 0 muss dann fiir
fast alle n € N gelten |a, — s| < e, d. h.: s ist Limes der Folge (a,)nen - Q.E.D.

Fiir beweistechnische Zwecke ist es manchmal bequem, die eine oder die andere der zur
,, Vollstandigkeit* von R dquivalenten Eigenschaften zu verwenden. Als erste Anwendung
zeigen wir die Existenz der k-ten Wurzel einer positiven reellen Zahl.

Lemma 2.5: Zu jedem a € R, existiert fir k € N genau eine positive ,k-te Wurzel”,
d. h. eine Losung x > 0 der Gleichung =* = a, welche mit ¥/a bezeichnet wird. Damit

sind allgemeine rationale Potenzen al, q = r/s € Q, positiver reeller Zahlen definiert
durch
al =a"* = (Ja)", acR,.

Fiir diese gelten die Regeln
(va)" = (a'/*)" = a"* = (a")V* = Var. (2.2.6)

Beweis: i) Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit der k-ten Wurzel (sofern sie existiert).
Seien x1, 79 > 0 zwei k-te Wurzeln eines positiven a € R, d. h.: 2% = a = 2% . Dann gilt

k_ k k=1 | k=2 k=2 k-1
0=2af —af = (x1 —z) (2f "+ 2 a0+ ..+ 22l 2+ 257,

woraus wegen der Positivitdt von x; und x5 notwendig z; = zo folgt.
ii) Fiir a = 1 ist die Existenz der k-ten Wurzel +/1 =1 klar.

iii) Ist die Existenz fiir 0 < a <1 bereits bewiesen, so erhilt man die Existenz fiir a > 1
durch den Ubergang zu o' :=1/a:

1
\k/6 = %
iv) Es bleibt also, die Existenz der k-ten Wurzel fiir 0 < a < 1 zu beweisen. Dazu werden
wir nach dem Induktionsprinzip eine Folge von geschachtelten Intervallen

Iy =[an,by) ={z €R|a, <z <b,}, n=1,23,...,
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konstruieren mit folgenden Eigenschaften:
I,cl,,Cc---Cch, d<a<tt b, — an| < (3)"7'b1 — al.

Der Prozess ist dhnlich wie bei der obigen Konstruktion der Dezimalbrucheinschliefung
von /2. Wir beginnen mit dem Intervall I; = [a1,b1] = [0,1] mit a} < a <. Sei nun
fir n € N ein Intervall I, = [a,,b,] mit den gewiinschten Eigenschaften konstruiert.
Dann setzen wir mit dem Mittelpunkt z,, := %(an +b,) von I,:

[an, ], falls 2F > a,

Tt = lansn, busa) :‘{ [rb], falls ok <a

Nach Konstruktion gilt dann, wie verlangt:
k k 1
In-‘rl C ITM a’n+1 S a S bn+17 |bn+1 - an+1| S §|bn - an| é (%)n|b1 - al"

Die Intervalle I,, bilden also eine Intervallschachtelung in R . Fiir den gemeinsamen Punkt
z € Npenl, gilt dann 2F < a < 2% bzw. 2F = a, d. h.: 2 ist die gesuchte k-te Wurzel.

v) Zum Nachweis der Rechenregel fiir die rationale Potenz notieren wir:
(Va))" = (Ja)™ = ((ay) =a = (V)"

Wegen der Eindeutigkeit der s-ten Wurzel folgt (y/a)" = v/a". Q.E.D.

Bemerkung 2.10: Fiir ein a € R, wird unter /a stets die positive k-te Wurzel ver-
standen. Falsch ist z. B. die Aussage Va? = a, vielmehr ist va? = |a|. Die Gleichung

22 = a hat demgemif die beiden Losungen z; = \/a und zy = —/a.

Korollar 2.1: Fliir jedes q € Qy konvergiert

n?—o00, n?T—=0 (n— o). (2.2.7)

Beweis: Sei ¢ = r/s mit r,s € N. Zunichst gilt wegen n < n + 1 (Ubungsaufgabe):
v/n < ~/n+1. Die Folge (v/n)nen ist also ansteigend. Wire sie beschriinkt, d. h. /n <
K fiir alle n € N, wiirde gelten n = (y/n)* < K*®, was nicht sein kann. Also gibt es
zu beliebigem ¢ > 0 ein n. € N, so dass (da die Folge ansteigend ist) /n > y/n. >
1/e, n > n.. Dann gilt wegen /n > 1 auch

n?=(y/n)" >~/n>1/e, n>n.,
d. h.: Es konvergiert n? — co. In Konsequenz konvergiert dann n=?¢ — 0. Q.E.D.

Die Erweiterung von Q zu R war zunéchst motiviert durch den Wunsch, zu posi-
tivem Zahlen die Quadratwurzel /a bilden zu kénnen. Dies ist offensichtlich durch die
obige Konstruktion erreicht. Wir haben gezeigt, dass sich dies auf Wurzeln /a beliebiger
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ganzzahliger Ordnung k& ausdehen lidsst. Allgemein heifit eine reelle Zahl ,algebraisch,
wenn sie Losung einer ,,algebraischen“ Gleichung

ap + a1x + asz® + - + aya” =0

mit Koeffizienten a, € Z ist. Offenbar sind alle rationalen Zahlen ¢ = r/s automa-
tisch algebraisch (Man setze dazu n = 1 und ag := r, a1 := —s.). Reelle Zahlen, die
nicht algebraisch sind, werden ,transzendent* genannt. Wir werden spéter noch sehen,
dass die meisten reellen Zahlen in der Tat transzendent sind, obwohl nur wenige solche
transzendenter Zahlen eine praktische Rolle spielen. Die bekanntesten Beispiele sind die
Kreiszahl m = 3,14159... und die Eulersche® Zahl e = 2,71828.... Die Symbole e (be-
reits von Euler (1728) zur Bezeichnung der Basis des natiirlichen Logarithmus verwendet)
und auch 7 (wohl abgeleitet vom griechischem meoupepéia fiir Kreislinie) haben sich seit
Eulers Arbeiten allgemein eingebiirgert; frither wurde auch das Symbol p in Anlehnung
an lateinisch peripheria benutzt.

i) Die Kreiszahl 7 war urspriinglich definiert iiber das Verhéltnis 7 = U/D zwischen
Umfang U = 27 R und Durchmesser D = 2R eines Kreises mit Radius R . Diese wenig
handliche Definition wird heutzutage meist ersetzt durch die dquivalente Charakterisie-
rung iiber die kleinste positive Nullstelle der Cosinus-Funktion. Die Irrationalitdt von
7, d. h. die Inkommensurabilitdt von Kreisdurchmesser und Kreisbogen war bereits von
Archimedes” vermutet worden. Bewiesen wurde dies erstmals von Lambert® (1761). Die-
ser vermutete sogar die Tranzendenz von 7, die aber erst 1882 von Lindemann® gezeigt
wurde. Damit wird auch das iiber zweitausend Jahre alte Problem der ,,Quadratur des
Kreises“ entschieden, und zwar negativ: Es ist unmdglich, zu einem Kreis ein flichenglei-
ches Quadrat zu konstruieren unter alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal. Unten
sind die ersten 1001 Dezimalstellen von 7 angegeben (Bekannt sind heutzutage bis zu
10% Stellen, die man natiirlich nicht mehr auf bedrucktem Papier angibt.).

ii) Auf die sog. ,,Eulersche Zahl“ e stofit man bei der Untersuchung von kontinuierli-
chen Wachstumsprozessen. Ein bereits von Jacob Bernoulli'® formuliertes Problem der
Zinsrechnung lautet wie folgt: Wird ein Kapital K = 1 jihrlich mit 100% wverzinst, so
betrigt es nach einem Jahr by = 2. Addiert man die Zinsen bereits nach einem hal-
ben Jahr, betrigt es nach einem Jahr by = (1 + %)2 und bei dritteljihriger Verzinsung
by = (1+ %)3 . Teilt man allgemein das Jahr in n gleiche Teile und verzinst nach jedem

n-tel Jahr wichst das Kapital nach einem Jahr auf b, = (1—1—%)” . Zur Beschreibung einer

6Leonhard Euler (1707-1783), geb. in Basel: Universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster
und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.

" Archimedes (287(?)-212 v. Chr.): Griechischer Mathematiker und Physiker; wirkte in Syrakus.

8Johann Heinrich Lambert (1728-1777): Autodidakt; Oberbaurat in Berlin.

9Ferdinand Lindemann (1852-1939): Deutscher Mathematiker, Prof.in Kénigsberg und Miinchen.

10Bernoulli: Schweizer Mathematiker Familie; Jakob Bernoulli (1655-1705) lehrte in Basel; verwendete
bereits die vollstandige Induktion; Entdecker der ,,Bernoulli-Zahlen* und Mitbegriinder der Wahrschein-
lichkeitsrechnung; sein jiingerer Bruder Johann Bernoulli (1667-1748) wirkte zuletzt in Basel und galt
nach dem Tode seines Bruders Jakob als fiihrender Mathematiker seiner Zeit; er leistete Beitrige iiber
Reihen und Differential; sein Sohn Daniel Bernoulli (1700-1782) setzte diese Arbeiten fort; er wirkte in
St. Petersburg und Basel und leistete wichtige Beitriige zur Hydromechanik und Gasdynamik.
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kontinuierlichen Verzinsung um 100% muss der Grenzwert lim,,_o b, gebildet werden.
Dieser Losungsansatz geht auf Daniel Bernoulli zuriick. Wir werden spéter beweisen, dass
dieser Grenzwert tatséchlich existiert; er wird nach Euler mit dem Symbol e bezeichnet.
Die Zahl e ist also gerade der jéahrlichen Zuwachsfaktor eines Grundkapitals bei kon-
tinuierlicher Verzinsung um 100% . Unten sind die ersten 1001 Dezimalstellen von e
angegeben.

m = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078
164062862089986280348253421170679821480865132823066470938446095505822
317253594081284811174502841027019385211055596446229489549303819644288
109756659334461284756482337867831652712019091456485669234603486104543
266482133936072602491412737245870066063155881748815209209628292540917
153643678925903600113305305488204665213841469519415116094330572703657
595919530921861173819326117931051185480744623799627495673518857527248
912279381830119491298336733624406566430860213949463952247371907021798
609437027705392171762931767523846748184676694051320005681271452635608
277857713427577896091736371787214684409012249534301465495853 710507922
796892589235420199561121290219608640344181598136297747713099605187072
113499999983729780499510597317328160963185950244594553469083026425223
0825334468503526193118817101000313783875288658753320838142061 71776691
473035982534904287554687311595628638823537875937519577818577805321712
2680661300192787661119590921642019893 . . .

e = 2,7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277240
766303535475945713821785251664274274663919320030599218174135966290435
729003342952605956307381323286279434907632338298807531952510190115738
341879307021540891499348841675092447614606680822648001684774118537423
454424371075390777449920695517027618386062613313845830007520449338265
602976067371132007093287091274437470472306969772093101416928368190255
151086574637721112523897844250569536967707854499699679468644549059879
316368892300987931277361782154249992295763514822082698951936680331825
288693984964651058209392398294887933203625094431173012381970684161403
970198376793206832823764648042953118023287825098194558153017567173613
320698112509961818815930416903515988885193458072738667385894228792284
998920868058257492796104841984443634632449684875602336248270419786232
090021609902353043699418491463140934317381436405462531520961836908887
070167683964243781405927145635490613031072085103837505101157477041718
9861068739696552126715468895703503540 . . .
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Bemerkung 2.11 (Axiomatik des Korpers R): Hiufig wird der Zahlkorper R nicht
wie hier konstruktiv aus dem Koérper Q gewonnen, sondern iiber einen Satz von ,, Axio-
men“ beschrieben. Diese stellen wir im Folgenden zusammen.

a) Kirperaziome: Auf R sind zwei Verkniipfungen a + b (,Addition®) und a-b (,Mul-
tiplikation*) gegeben mit den Eigenschaften:

A1l. Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+(b+c¢), (a-b)-c=a-(b-c).
A2, Kommutativgesetz: a+b=0b+a, a-b=0b-a.
A3. Distributivgesetz: a-(b+c¢)=a-b+a-c.

A4. Existenz ,neutraler Elemente 0 fiir die Addition und 1 fiir die Multiplikation

(14£0):
a+0=a, a-l=a (a€R).

A5. Losbarkeit der Gleichungen (Existenz der ,inversen Elemente®)

a+x=0 (a €R), br=1 (beR\{0}).

b) Anordnungsaziome: In R ist eine Teilmenge R, , positiver® Elemente (in Symbolen
a > 0) ausgezeichnet, so dass gilt:

A6. Trichotomie: Fiir jedes a € R gilt genau eine der drei Eigenschaften a >0, a =0
oder —a > 0.

AT. Abgeschlossenheit gegeniiber Addition und Multiplikation:

a,beR, = a+b a-beR,.
A8. Archimedisches Prinzip: Zu jeden a € R gibt esein n € N mit n > a.

Die Axiome (A1) - (A8) sind bereits fiir den Kérper @ der rationalen Zahlen erfiillt.
Das Spezifische des Korpers R der reellen Zahlen wird durch das folgende, letzte Axiom
ausgedriickt.

A9. Vollstandigkeitsaxiom: Der Korper R ist vollstandig, d. h.: Jede Cauchy-Folge in
R hat einen Limes. (Alternativ kann auch das Intervallschachtelungsprinzip oder
die Trennungseigenschaft gefordert werden.)

Unsere systematische Konstruktion von R aus Q iiber das Konzept der Aquivalenzklas-
sen von Cauchy-Folgen ergibt, dass fiir R alle diese Axiome konstruktionsgeméif erfiillt
sind, d. h.: Wir haben eine , Realisierung® fiir das System der Axiome (A1) - (A9) gefun-
den. Es lésst sich in der Tat zeigen, dass jeder andere Zahlkorper mit diesen Eigenschaften
yisomorph“ zu R ist, d. h. sich bijektiv und vertréglich mit den arithmetischen Operatio-
nen auf R abbilden lidsst. Insbesondere enthélt jeder solche Kérper isomorphe Bilder der
Zahlmengen N C Z C Q, welche man wie hier konstruktiv ausgehend von dem neutralen
Element 1 gewinnt.
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Aus dem Archimedischen Prinzip und der folgenden ,,Bernoullischen Ungleichung*
ergeben sich einige fiir Beweiszwecke niitzliche Aussagen.

Lemma 2.6 (Bernoullische Ungleichung): Fir jede Zahl a € R mit a > —1 gilt
mit beliebigem n € N die sog. ,Bernoullische Ungleichung“:

(1+a)">1+na. (2.2.8)

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstéindige Induktion. Fiir n = 1 ist die Behauptung
offensichtlich richtig. Sei sie nun richtig fiir ein n € N. Dann gilt wegen 1 +a > 0:

(1+a)""=1+a)(1+a)" > (1+a)(l+na) =1+ (n+1)a+na®>1+ (n+ 1)a,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Lemma 2.7: a) Zu jedem ¢ € Ry gibt es ein n € N, so dass

1
< —<e.
n

b) Zu b e R, b>1, gibt es fir jedes K >0 ein n € N, so dass
" > K.
c) Zu beR, 0<b< 1, gibt es fir jedes € >0 ein n € N, so dass

b < e.

Beweis: a) Nach dem Archimedischen Prinzip gibt es zu 1/ € R eine n € N, so dass
n > 1/e. Hieraus folgt dann 1/n <e.

b) Sei a=b—1, so dass a > 0. Aufgrund der Bernoullischen Ungleichung ist
V" =(14a)" > 1+ na.

Nach dem Archimedischen Prinzip gibt es nun ein n € N mit na > K — 1. Fiir dieses n

gilt dann 0" > K.

c) Esist 1/b > 1. Nach (b) gibt es also ein n € N mit (1/b)" > 1/e bzw. " < ¢.
Q.E.D.

Die Menge der reellen Zahlen R wurde iiber das Aquivalenzklassenprinzip quasi als

Menge unendlichen Teilmengen von Q erzeugt. Daher verwundert es nicht, dass ihre
Méchtigkeit grofler als die von Q bzw. N ist.

Satz 2.5: Die Mengen 7Z und Q sind abzdihlbar, wihrend R diberabzdihlbar ist.
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Beweis: i) Zum Nachweis der Abzihlbarkeit von Z geniigt es, eine bijektive Abbildung
f N —= Z anzugeben. Wir wéhlen die Zuordnung

n fiir gerades n }

(1 —n) fir ungerades n

welche offenbar injektiv und auch surjektiv ist.

ii) Jede rationale Zahl ist darstellbar als ein Bruch @ = r/s mit teilerfremden r € Z und
s € N. Die Paare {r,s} kénnen den Punkten eines ebenen Punktgitters zugeordnet wer-
den, wobei sich die Punkte vom Zentralpunkt 0/1 ausgehend nach unten zu wachsenden
Nennern 0/s, sowie nach links zu abfallenden negativen Zéhlern —r/s und nach rechts zu
ansteigenden positiven Zahlern r/s hin entwickeln. Diese Punkte werden nun spiralférmig
beginnend bei 0/1 durchnumeriert. Dies ergibt eine bijektive Zuordnung f: N — Q.

iii) Mit der Menge R wire auch die Teilmenge M := {a € R| 0 < a < 1} abzdhlbar.
Es geniigt also, die Uberabziihlbarkeit von letzterer zu zeigen. Dazu verwenden wir ein
auf Cantor zuriickgehendes Argument. Angenommen, es gibe eine bijektive Zuordnung
f N — M. Die Folge (f(n)),en wiirde dann alle Elemente von M durchlaufen. Wir
stellen die Zahlen f(n) in ihrer Dezimalbruchentwicklung dar:

f(1) =0,dy1dyadys . ..
f(2) =0, dardgadys . . .
f(3) = 07 dzidzadss . . .

Dann kommt der mit den Ziffern

2 fir d,, =1
dy = , neN,
1 fir d,, #1

gebildete Dezimalbruch = = 0,dydads ... in der Folge (f(n))neny nicht vor, im Wider-
spruch zur Annahme der Abzéhlbarkeit von M. Q.E.D.

Bemerkung 2.12 (Fiir Physiker): Haufig wird die Menge der reellen Zahlen mit der
Menge der Punkte auf der ,reellen Zahlengeraden“ (dem sog. R!) identifiziert. Damit soll
eine groflere Anschaulichkeit, d. h. Nidhe zu vertrauten Vorstellungen, erreicht werden, da
die Konstruktion der reellen Zahlen iiber Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen oder ihre
rein axiomatische Einfiihrung etwas ,,unhandlich“ erscheint. Man muss sich aber verge-
genwartigen, dass diese Anschaulichkeit nur scheinbar besteht, da das intuitive Verstdnd-
nis einer ,,dichten Punktmenge sehr zweifelhaft ist. Eine Punktmenge, welche die nur
abzéahlbar vielen, aber dennoch iiberall dicht liegenden ,rationalen* Punkte enthélt, und
dennoch zwischen diesen Raum fiir die iiberabzéihlbar vielen ,irrationalen* Punkte lésst,
iiberfordert doch wohl jede Anschauung. Es handelt sich bei der ,reellen Zahlengeraden*
also keineswegs um ein Konstrukt, welches einfacher zu ,verstehen* ist als die Menge der
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Aquivalenzklasse von Cauchy-Folgen. Trotzdem werden wir der Gewohnheit folgend hiiufig
das Bild der reellen Zahlengeraden zur Veranschaulichung von Mengen reeller Zahlen wie
z. B. ,Intervalle® und , Intervallschachtelungen“ verwenden.

Bemerkung 2.13 (Fiir Informatiker): Es stellt sich die Frage, wie viele reelle Zahlen
auf dem Computer berechnet werden konnen. Da hierzu Programme (z. B. in FORTRAN
geschrieben) verwendet werden und jedes dieser Programme nur endlich viele Symbole
enthalten kann, ist die Menge der {iberhaupt verfiigbaren Programme wie die Menge Q
abzéhlbar. Mit jedem dieser Programme wiederum kann man wegen der Endlichkeit ihrer
Datensitze hochsten abzahlbar viele reelle Zahlen berechnen. Folglich kénnen insgesamt
nur abzéhlbar viele der iiberabzihlbar vielen reellen Zahlen ndherungsweise berechnet
werden. Dies illustriert die ,,Mé&chtigkeit® von R.

Bemerkung 2.14 (Fiir Philosophen): Da die reellen Zahlen direkt aus den rationalen
konstruiert worden sind, stellt sich die Frage, ob es zwischen der Méchtigkeit von Q bzw.
N und der von R noch eine andere Méchtigkeit gibt. Von Cantor stammt die ,, Konti-
nuumshypothese”, die besagt, dass es eine solche , Zwischenméchtigkeit® nicht gibt. Zu
den verwirrendsten Aussagen der mathematischen Grundlagenforschung gehort es, dass
die Kontinuumshypothese im Rahmen des heute iiblichen mengentheoretischen Axiomen-
systems weder beweisbar (Cohen'! 1963) noch widerlegbar (Godel'? 1938) ist.

2.2.1 Das Rechnen mit reellen Zahlen
Wir stellen im Folgenden einige hiufig verwendeten Rechenregeln fiir reelle Zahlen auf,
die sich aus den Grundaxiomen iiber arithmetische Operationen ergeben und intuitiv klar

sind. Auf die Angabe der meist auf rekursiver Anwendung dieser Grundregeln basierenden
Beweise wird verzichtet.

Arithmetische Operationen

1. Assoziativgesetz: Fiir beliebige Klammerung gilt
a1+ ...+a,=(..((a1+as) +az)+...)+a,.
2. Kommutativgesetz: Fiir jede Permutation {k,...,k,} der Indexmenge {1,...,n} gilt

ap+...+a, =ag +...+ag,, A1 e Uy = Oy " v Ay

1Paul Joseph Cohen (1934-2007): US-amerikanischer Mathematiker; Prof. an der Stanford University
(USA); fundamentale Beitrige zur Mathematischen Logik. aber auch zur Theorie partieller Differential-
gleichungen und zur Mafitheorie; erhielt 1966 die Fields-Medaille (,,Nobel-Preis® der Mathematik).

PKurt Godel (1906-1978): Ostreichischer Mathematiker; seit 1953 Prof. in Princeton; Arbeiten zur
Mengenlehre und Zahlenthorie.
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3. Doppelsummen: Fiir reelle Zahlen aj, (j =1,...,m, k=1,...,n), gilt
D=3 (Paw) = X0 (Xax)
Jj=1 k=1 j=1 k=1 k=1 j=1

Potenzausdriicke
Man definiert fiir @ € R zunéchst rekursiv
a®=1, neN: a" =aa"",
wobei 0°:=1 gesetzt ist. Weiter gilt dann:
q S Q+ . 07 := 0,
neN, a#0: a "= (1/a)",
neN, a>0: '™ .= {a,
g=r/s€Q, a>0: a’l® = (a")V* = (a*°)".

Aus diesen Definitionen folgen die iiblichen Rechenregeln fiir Potenzen:

a€Ry, p,geQ: aPt? = aPal,
a€Ry,pgeQ:  (a)? =a™,
a,beR,, ¢qeQ: (ab)? = a®b?.

Allgemeine reelle Potenzen fiir a € R, werden durch den Grenzprozess

a=limg, = a":= lim a™.
n—oo n—0o0
definiert. Dieser bedarf jedoch noch einer Rechtfertigung, d. h. die Begriindung der Kon-
vergenz der Folge (a%"),en -

Bemerkung 2.15: Das Rechnen mit Exponentialausdriicken af, ¢ € Q, ist uns seit
Schultagen wohl vertraut und man mag sich fragen, warum dies im Rahmen dieses Ana-
lysiskurses nochmals mit groflem formalen Aufwand eingefiihrt werden muss. Der Grund
ist die Gefahr mathematischer Trugschliisse als Folge der Verwendung ungenau, oder gar
nicht definierter Begriffe. Welche Bedeutung hat z. B. der Ausdruck

a:= (—1)2/6 ?
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Bei unbedachter Anwendung der vertrauten Rechenregel
'/ = (vVx)" = var

erhélt man
a= (V=1 = Y17 = (-1,

Dies ist aber Unsinn, denn der erste Ausdruck ist in R nicht definiert, der zweite ergibt
nach der Regel der Wurzelbildung +1, und der dritte ist —1. Also ist eine préizise Fassung
der ,erlaubten“ Regeln angesagt!

Anordnungsrelationen

Fiir die Ordnungsrelation ,,>* gelten die Regeln

a>b = —b>-—a,
a>b = a+c>b+c,
a>b,¢c>0 = ac>bc,
a#0 = a*>0,
a>0 = a'>0,
a>b>0 = bl>al>0,

und sinngeméf ebenso fiir ,,<“ sowie fiir ,>“ und ,,<*.

Weitere wichtige Beziehungen

Fiir Zahlen aq,...,a, € R, wird das ,,arithmetische Mittel* definiert durch

AM(ay,. .., an) = mj
n

und im Fall, dass alle a; > 0 sind, das ,,geometrische Mittel“ durch
GM(ay,...,a,) = Yay ... ay,.

Lemma 2.8: Fir a; > 0,7 = 1,...,n, ist das geometrische Mittel stets kleiner oder
gleich dem arithmetischen Mittel:

Vay . an < (2.2.9)

Beweis: Die Behauptung ist offensichtlich richtig, wenn eins der a; verschwindet. Wir
kénnen also 0.B.d.A. a; > 0 annehmen. Der Beweis ist per vollstindiger Induktion. Die
Behauptung ist offenbar richtig fiir » = 1 und ergibt sich fiir n =2 aus

2
ayp + as aq as ay + as
Jarag = — (2= /2) < .
iz 2 (\/ 2 2) ="
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Sei die Behauptung nun richtig fiir ein n > 2, und seien aq, ..., a,+1 positive Zahlen mit
dem geometrischen Mittel

v:i=GM(ay,...,a,11) = "Vay ... ans1 > 0.

Es gibt nun sicher Elemente a, und ¢; mit ap < v und a; > 7. O.b.d.A. kénnen wir
annehmen (moglicherweise nach Umordnung der Zahlen), dass a,, < v < a,; ist. Damit
folgt

1 ana
O+ Gni1 = ;{ananﬂ +9 4+ (7 = an)(@ns — 1)} > T"“ +y

Die Behauptung ergibt sich nun unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung als richtig
fir n 4+ 1 wie folgt:

ApQp41
a1+"'+a”+1Za1+"'+anfl+T+’Y
Ay Q.
ZnVal-..uanl”W”Her

= ny My Ly = (n 4 1)y

Dies vervollstéandigt den Beweis. Q.E.D.

Lemma 2.9 (Schwarzsche Ungleichung): Fiir Zahlen ay ... ,a, € R und by,.... b, €
R gilt die sog. ,Schwarzsche'® Ungleichung®

latby + -+ + apby| < \/a§+--~+a%-\/b%+-~+bi. (2.2.10)

Beweis: Wir setzen

= et ra, b= BB

Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dal a # 0 und b # 0, da andernfalls die Behauptung
trivialerweise richtig ist. Sei nun ab; + ... + apb, > 0. Dann gilt

1 aq b1\?2 Qp, bn\ 2
0S2{(ab) +-~-+(ab>}
_1{a%+...+ai_2a1b1+...+anbn+bf+...+bi}

2 a? ab b2
_a1b1+...+anbn_1_|(11b1+...+anbn|
ab ab '

=1

Dies ergibt die behauptete Ungleichung. Im Fall a;by + ...+ a,b, < 0 argumentieren wir
analog mit geéndertem Vorzeichen. Q.E.D.

BHermann Schwarz (1843-1921): Deutscher Mathematiker; wirkte in Halle, Gottingen und Berlin;
leistete grundlegende Arbeiten zur Funktionentheorie, Differentialgeometrie und Variationsrechnung.
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2.2.2 Der Umgang mit reellen Zahlen auf dem Computer

Auf digitalen Rechenanlagen werden aus technischen Griinden Zahlen meist ,,binidr® im
Dualsystem, d. h. unter Verwendung eines auf der Zahl b = 2 basierenden Zahlsystems
dargestellt. Eine ,normalisierte Gleitkommazahl® zur Basis 2 ist dabei eine reelle Zahl
a in der Form

a=+M-bF

mit der ,Mantisse® M = 0.m;...m,, und dem ,Exponenten® E € N U {0}, wo-
bei m; € {0,...,b—1}. Fiir a # 0 ist diese Darstellung durch die Normierungsvor-
schrift m; # 0 eindeutig bestimmt. Fiir ¢« = 0 setzt man M = 0 und FE beliebig.
Die Verwendung der Gleitkommadarstellung im numerischen Rechnen ist wesentlich, um
Zahlen sehr unterschiedlicher Grofle verarbeiten zu konnen: z. B. Ruhemasse Elektron
mo = 9.11 - 1072 g | Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2.998 - 10'° cm//sec .

Zur Darstellung solcher normalisierter Gleitkommazahlen auf dem Rechner sind offen-
sichtlich
r Ziffern + 1 Vorzeichen fiir die Mantisse

s Ziffern + 1 Vorzeichen fiir den Exponenten

erforderlich. Die Speicherung einer Zahl
a=+[m2 " +...+m27] - 9t[es—12°7 . el

erfolgt dann in der Form a : (£) [my...m,](£)[es—1...¢€p]. Die in der obigen Form auf
einem Rechner dargestellten (rationalen) Zahlen werden , Maschinenzahlen® genannt; sie
bilden das sog. ,numerische Gleitkommagitter® A = A(r,s). Da A endlich ist, gibt es
eine groBte/kleinste darstellbare Zahl:

Umax / min = + {271 + ...+ 27’”} . 2{25714“*1} =4 (1 _ 2*7) . 22571
sowie eine kleinste positive/groBte negative darstellbare Zahl:

— -1 {25t 41} _9s
Aposmin/negmax — +2 -2 { F— 4+ 2 .

Beispiel 2.1: Beim sog. IEEE-Format (iiblich im UNIX-Betriebssystem) werden zur Dar-
stellung von doppelt genauen Zahlen (,REAL*8“ in FORTRAN, ,double® in C) 64 Bits

(= 8 Bytes) verwendet:
a=+M - 2071022'

Dabei stehen 1 Bit fiir das Vorzeichen, 52 Bits fiir die Mantisse M = 27! + my272 +
..+ ms327%% (die erste Mantissenstelle ist aus Normierungsgriinden stets 1) und 11 Bits
fiir die sog. Charakteristik C' = ¢p2° + ... + ¢102!% € [1,2046] zur Verfiigung, wobei
m;, ¢; € {0,1} Dualzahlen sind. Durch die vorzeichenfreie Darstellung des Exponenten
in der Form EF = C — 1022 wird der Zahlbereich um eine 2er-Potenz erweitert. Fiir
REAL*8-Zahlen gilt somit:

~ 21024 ~ 1810308 _21024

Qmax ~ —1.8. 10308

— —1022 —308 _ —1022 —308
Aposmin = 2 ~ 22-10 ) Onegmax = —2 ~ —=22-10

Gmin ™~ )
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Die ausgenommenen Werte C' =0 und C' = 2047 der Charakteristik werden zur Darstel-
lung der Null (ms =...=ms3 =0, ¢g = ... = ¢ = 0) sowie einer Sondergrofie ,NaN*
(Not a Number) verwendet.

Die Ausgangsdaten z € R einer numerischen Aufgabe und die Zwischenergebnis-
se einer Rechnung miissen durch Maschinenzahlen dargestellt werden. Fiir Zahlen im
,zuldssigen Bereich*

D = [amim anegmax] U {0} U [aposmim amax]

wird eine ,, Rundungsoperation rd : D — A verwendet, an die man die natiirliche For-
derung stellt

|z —rd(z)| = mig |z —al VeeD. (2.2.11)
ac
Dies ist beim IEEE-Format z. B. realisiert durch ,natiirliche® Rundung:

0.mq - - Mgz - 27, fir msy =0

(O.m1 s M3 + 2_53) . 2E, fir msy = 1.

rd(z) = sign(x) - {

Fiir Zahlen aufierhalb des zulissigen Bereiches D (z.B. als Resultat einer Division durch
Null) wird von einigen Maschinen Exponenteniiberlauf (,,overflow* oder ,underflow*) re-
gistriert und die Verarbeitung abgebrochen, wihrend im IEEE-Format in diesem Fall mit
der unbestimmten Variable , NaN* weitergearbeitet wird.

Der mit der Rundung verbundene sog. ,,absolute“ Fehler
|z —rd(z)| < 127727 (2.2.12)
héngt jeweils noch vom Exponenten E von z ab. Dagegen ist der sog. ,relative® Fehler

x —rd(z)

L 271"2E 1

1 <
= 2 =

2—T+1

fir x € D, x # 0, beschrankt durch die sog. ,,Maschinengenauigkeit*

. 1lo—r+l
eps = 52 .

Bei Anwendung des IEEE-Formats ist der maximale relative Rundungsfehler

16-52 ~16
CPSREALLE < 52 ~ 107,

Die arithmetischen Grundoperationen * € {4+, —,-,/} werden auf der Rechenanlage
durch entsprechende ,,Maschinenoperationen* ® € {®,0,®, @} ersetzt, welche Maschi-
nenzahlen wieder in Maschinenzahlen iiberfiihren. Dies ist meist fiir a,b € A im Falle
axbe D gemif

a®b=rd(axb) = (axb)(1+e), |e| <eps,
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realisiert. Dazu werden die Operationen maschinenintern (meist unter Verwendung einer
erhohten Stellenzahl fiir die Mantisse) ausgefiihrt, in normalisierte Form gebracht und
dann gerundet. Im Fall a*b ¢ D erscheint meist eine Fehlermeldung. Bei dem Gebrauch
von ,, IF-Abfragen® in Programmen ist zu beriicksichtigen, dass die Maschinenoperationen
@ und © dem Assoziativgesetz und dem Distributivgesetz nur ndherungsweise geniigen;
i. Allg. ist fir a,b,c € A:

(adb)dc#ad(bdc), (@db)Oc# (a0c)d(bOC).

2.3 Der Korper C

Auch in der Menge R der reellen Zahlen ist die quadratische Gleichung
P +pr+q=0 (2.3.13)

mit Koeffizienten p,q € R oder auch p,q € Z nicht immer 16sbar. Die formale Losungs-
formel lautet (sog. ,,p/q-Formel)

2 N
xiz—gi«/i—qu\éﬁ' (2.3.14)

Dies ergibt reelle Losungen genau dann, wenn das Argument der Quadratwurzel nicht
negativ ist, d. h.:

pP—4g>0.
Im Fall p? —4q¢ < 0 ist die Quadratwurzel und damit die Losungsformel nicht definiert.

Um diese Problematik aufzulésen, betrachten wir die Menge der Paare {z,y} € R x R,
auf denen die Addition und Multiplikation wie folgt definiert sind:

{,y} + {2/, v/} ={z+2,y+9'}, (2.3.15)
{z,y} {2y} = {22’ —yy' 2y + ya'}. (2.3.16)

Satz 2.6 (Komplexer Zahlkorper): Die Menge der Paare z = {x,y} € RxR mit der
obigen Addition und Multiplikation bildet den Kéorper C der ,komplexen® Zahlen mit den
neutralen Elementen {0,0} und {1,0}. In ihm hat die Gleichung 2> + {1,0} = {0,0}
zwei Losungen, welche mit +i := {0,+1} bezeichnet werden. Der Korper R ist mit der
Abbildung

reR: xw—{x,0}eC

isomorph zu einem Unterkérper von C.

Beweis: i) Die Giiltigkeit des Kommutativitits-, Assoziativitidts- und Distributivititsge-
setzes fiir die Addition und Multiplikation verifiziert man durch einfaches Nachrechnen.

ii) Als Néchstes ist die Losbarkeit der Gleichungen

a+2z=0={0,0}, a-z={1,0} (a+#{0,0})
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fiir beliebig gegebenes a € C zu zeigen. Mit a = {a1,as} hat die erste Gleichung die
Losung z = {—ay, —ay}. Zur Losung der zweiten Gleichung machen wir den Ansatz

1._ {L —7"2}
a  \la?+ad at+a3l)
Offenbar gilt dann
1
.= ={1,0},
ar o ={1,0}
so dass z := 1/a die zweite Gleichung lost.
iii) Die komplexe Zahl i := {0,1} hat die Eigenschaften
(+i)* +1={0,+1} - {0,+1} +1=—-1+1=0.
iv) Die Zuordnung
zeR: z—{z,0}eC
bildet R bijektiv auf eine Untermenge von C ab, welche bzgl. der (komplexen) Addition
und Multiplikation wieder ein Korper ist. Q.E.D.

In moderner Notation werden komplexe Zahlen in der Form

z={z,y} =x+iy

mit der sog. ,,imagindren Einheit“ ¢, sowie reellem , Realteil“ x und ,Imaginérteil” y
geschrieben und mit ihnen gemafi z + 2/, 2z’ wie mit normalen Zahlen gerechnet. Die
reellen Zahlen sind dabei durch Imz = 0 charakterisiert. Fiir eine komplexe Zahl sind
Real- und Imaginérteil eindeutig bestimmt; d. h.: Fiir zwei 2,2’ € C gilt:

z=2 = Rez=Re?, Imz=1Im2z". (2.3.17)
Ordnet man jeder komplexen Zahl z = z+1iy einen Punkt der Ebene mit den Koordinaten
(x,y) zu, erhilt man die sog. , komplexe Zahlenebene®. Diese geometrische Interpretation
der komplexen Zahlen ist manchmal sehr hilfreich zur Gewinnung von Beweisideen.

Im z Z

RN

Abbildung 2.4: Die komplexe Zahlenebene (Das Symbol e markiert Punkte der Ebene
(d. h. komplexe Zahlen), wogegen — bzw | reelle Achsenabschnitte sind).
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Korollar 2.2: Jede quadratische Gleichung
P2 4pz+q=0 (2.3.18)

mit Koeffizienten p,q € R besitzt in C genau zwei Losungen zi , welche gemdfS der
Wp/q-Formel® (2.3.14) gegeben sind durch:

1 1 . 2
. —5p £ 5\/p? —4q,  fiir p® —4q >0,
—%p:i:i%«/ém—pQ7 fiir p* —4q < 0.

Beweis: Im Fall p?> — 4¢ > 0 sind die durch die p/g-Formel gegebenen Zahlen reell und
erfiillen nach Konstruktion die quadratische Gleichung (2.3.18). Im Fall p? —4q < 0 ist

2y = —3pEiz/4q — p?

komplex und bei Beachtung von i = —1 ergibt sich ebenfalls, daf§ (2.3.18) erfiillt ist.
Die systematische Ableitung der Losungsformel aus (2.3.18) impliziert, dass jede weitere
Losung dieselbe Gestalt haben muss . Q.E.D.

(2.3.19)

In C lassen sich auch Gleichungen hoherer als zweiter Ordnung 16sen. Als wichtiges
Beispiel betrachten wir eine spezielle kubische Gleichung, welche spéter bei der Diskussion
der trigonometrischen Funktionen noch eine Rolle spielen wird.

Korollar 2.3: Die kubische Gleichung
2 =1 (2.3.20)

besitzt in C genau drei Losungen &1,&2, &3, welche , 3-te Einheitswurzeln genannt wer-
den, und gegeben sind durch:

=1 &=-1+ilV3 &=-1-ilV3 (2.3.21)

Beweis: Die Zerlegung
P —1l=>E-DE+z+1)

zeigt, dass neben & = 1 jede Losung von 22 + z 4+ 1 = 0 ebenfalls 3-te Einheitswurzel
ist. Weitere kann es dann wegen der Nullteilerfreiheit des Korpers C nicht geben. Die
Losungen von z*+z+1 = 0 sind gemé#B der p/g-Formel gerade & = —1+ilv/3. QED.

Eine Verallgemeinerung des obigen Resultats ist der folgende fundamentale Satz der
Algebra, den wir ohne Beweis angeben.

Satz 2.7 (Fundamentalsatz der Algebra): Jede algebraische Gleichung der Form
a2 b azdag =0

mit Koeffizienten a € C hat in C mindestens eine Lisung.
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Bemerkung 2.16: Der Beweis dieses Satzes wird am einfachsten mit Hilfe von Resul-
taten aus der Theorie komplexer Funktionen gefithrt (— Funktionentheorie). Fast alle
fithrenden Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts versuchten, diesen Satz zu bewei-
sen. Die ersten vollstindigen Beweise stammen von Laplace'® (1795) und GauB (1799).
Ein besonders einfacher Beweis stammt von Argand'® (1806). Die Bezeichnung 4 fiir die
simagindre Einheit* geht auf Euler (1777) zuriick. Erst Hamilton(1806). Heute kennt man
mehr als ein Dutzend verschiedener Beweise. Alle benutzen nicht-algebraische Hilfsmittel,
wobei die funktionentheoretischen Beweise am elegantesten sind.

Bemerkung 2.17: Rechnungen mit komplexen Zahlen finden sich schon vor 1800 bei
Cardano'® (1546), Euler, Argand!” definiert komplexe Zahlen formal als geordnete Paare
reeller Zahlen.

Fiir komplexe Zahlen z =z + iy lésst sich ebenfalls ein ,, Absolutbetrag® definieren,

|z] == Va? + y2

Zueinem z =x + iy € C heift 7 = x — iy die zu z ,konjugiert komplexe* Zahl. Damit
gilt:

|Z|2 _ .1'2 4 y2 _ (Z + Zy)(’L' _ zy) = 7. (2322)

In der komplexen Zahlenebene entsteht Z aus z durch Spiegelung an der reellen Achse.
Aus der Definition ergeben sich fiir z,y € C die folgenden Rechenregeln:

Tty=T+7y, TY=77, (2.3.23)
sowie fir z =2 +iy € C
Z+7z Z—Z
=Rez = =1 = . 2.3.24
x ez 5 Y mz 2% ( )

Die Konvergenz von Folgen (z,),eny komplexer Zahlen gegen ein z € C wird erklart
durch:
= 2 e |zp—2 =0 (n— ).

Der Begriff der ,,Cauchy-Folge“ ist dann erklért analog wie fiir reelle Zahlen.

Satz 2.8 (Vollstandigkeit): Der komplexe Zahlenkorper C ist vollstindig; d. h.: Jede
Cauchy-Folge komplexer Zahlen hat in C einen Limes.

Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827): Franzosischer Mathematiker und Astronom; Prof. in
Paris; begriindete u.a. die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

15 Jean-Robert Argand (1768-1822): Schweizer Amateurmathematiker; arbeitete als Buchhéindler in
Paris; Beitrige iiber komplexe Zahlen, den Fundamentalsatz der Algebra und Kombinationen.

16Geronimo Cardano (1501-1576): Italienischer Mathematiker, Arzt und Physiker.

17Sir William Hamilton (1805-1865): Irischer Mathematiker und Astronom; Prof. in Dublin; fundamen-
tale Arbeiten u. a. zur Vektorrechnung und Theoretischen Mechanik.
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Beweis: Sei (z,)nen eine Cauchy-Folge in €. Dann sind definitionsgeméf auch die Fol-
gen (z,)nen und (Yn)nen der zugehorigen Real- und Imaginérteile Cauchy-Folgen in R.
Wegen der Vollstindigkeit von R existieren also Limiten x,y € R, so dass

Ty =2, Yo —y (n— 0).

Dann konvergiert auch z, — z :=x + iy (n — 00) . Q.E.D.

Bemerkung 2.18: FEine wesentliche Struktureigenschaft des Korpers R ist die Existenz
einer Ordnungsrelation ,,>* (d. h. seine Anordenbarkeit). Dies ist fiir den Kérper C nicht
moglich. Denn fiir jedes z € C, z # 0, folgte notwendig 2% > 0 und damit fiir z =i der
Widerspruch 0 < 2 < 4+12=0.

Mit der Einfithrung des Kérpers C der komplexen Zahlen ist der iibliche Aufbau der
Zahlsysteme abgeschlossen. In diesem Rahmen lassen sich alle algebraischen Gleichungen
vollstandig 16sen. Eine Erweiterung von C zum 4-dimensionalen System der Hamilton-
schen ,Quaternionen“ (hyperkomplexe Zahlen) erfordert die Aufgabe von Struktureigen-
schaften, in diesem Fall der Kommutativitat der Multiplikation. Dies finden wir auch bei
der Untersuchung von allgemeinen Matrizen in der Tensor-Algebra wieder (— Lineare
Algebra).

2.4 Ubungen

Ubung 2.1 (Aufgabe zu Potenzsummen):
a) Man begriinde, dass die im Text zunédchst nur fiir natiirliche Zahlen a # 1 bewiesene

geometrische Summenformel
+1

S - L
k=0 —a
auch fiir allgemeine rationale Zahlen a € Q, a # 1, gilt.

b) Man bestimme die Werte der Partialsummen

n

1 = (—1)*
a/) Sp = 2?7 b) Sp = ( Qk) )

k=0 k=0

und ihren jeweiligen Limes fiir n — oco.

Ubung 2.2 (Aufgabe zur Ordnungsrelation):
a) Man verifiziere durch direkte Argumentation, dass fiir beliebige Zahlen a,b € Q mit
a#b und n > 1 die folgende Bezichung gilt:

a® — hn

_ an—l + an—2b+ S abn—Q + bn—l.
a—>b
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b) Man zeige fiir rationale Zahlen a,b > 0 und ¢ € N die folgenden Beziehungen:
a<b = a? <, a<b = a? <.

(Hinweis: Man nutze die Beziehung (a).)

Ubung 2.3 (Aufgabe zur ,,Quantoren-Sprache“):

a) Man formuliere mit Hilfe der Sprache der Quantoren (V,3), dass die Folge (a,)nen
rationaler Zahlen eine Cauchy-Folge ist.

b) Man formuliere in derselben Sprache, dass die Folge den Limes a € Q hat.

¢) Man formuliere in derselben Sprache die Negationen dieser Aussagen.

Ubung 2.4 (Aufgabe iiber Potenzfolgen):
Sei (an)nen eine konvergente Folge von Zahlen a, € Q, mit Limes a > 0. Man zeige:

a) Fiir beliebiges r € Z ist auch die Folge (a),en eine Cauchy-Folge mit

lim a; =a".
n—oo

b) Die Folge (y/an)nen (i. Allg. reeller Zahlen) ist ebenfalls Cauchy-Folge mit
lim \/a, = va.

n—oo

Ubung 2.5 (Aufgabe iiber Zahlenfolgen in R):
i) Man beweise fiir n € N die Ungleichung

Vn<vn+1

und weiter die strikte Divergenz der Folge (y/n)nen . (Hinweis: Binomische Formel)

ii) Man zeige, dass die Folge mit den Elementen
a, =vVn+1—+/n, néeN,

eine Cauchy-Folge ist, und bestimme ihren Limes in R.

iii) Man untersuche das Verhalten der Folge (a,)neny mit den Elementen
Qp = \/ﬁ(\/n +1-— \/ﬁ)

und bestimme im Falle ihrer Konvergenz den Limes.

Ubung 2.6 (Aufgabe iiber die Arthmetik von Zahlenfolgen):

Seien (ap)nen, (bp)nen, (Cn)nen und (d,)nen konvergente Folgen reeller Zahlen mit
Grenzwerten a, b, ¢ und d. Man zeige, dass dann fiir beliebige Zahlen «, 3,7, € C im
Falle ve+ dd # 0 auch ¢, + dd,, # 0 ist, fiir fast alle n € N, und

aay, + by, aa + b
vC, + 0d,, ve+ od

(n — 00).
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Ubung 2.7 (Aufgabe iiber ,,exotische“ Zahlenfolgen):
i) Man untersuche, ob die folgenden Folgen konvergent sind und bestimme gegebenenfalls
ihren Limes:

2n® —n
,,74:77 b bn:n].
0 =5 ) V10

(Hinweis: Zu (b) mache man den Ansatz b, = 1+ h, und beachte die Bernoullische
Ungleichung (1+a)* > 14 na.)

ii) Fir n € Ny ist die sog. ,, Fakultdt® rekursiv definiert durch 0! := 1 und n! :=n-(n—1)!
fiir n € N. Man zeige, dass die Folgen (a,)nen und (b,)nen mit den Elementen
O 1%

Ap = ) bn - |
n:.

gegen Null konvergieren.

Ubung 2.8 (Aufgabe zu reellen Ungleichungen):
a) Man zeige fiir Zahlen a,b € R den folgenden Spezialfall

€ 1
bl < —a?
|a|_2a +2

—p?
e

der sog. ,,Youngschen'® Ungleichung® mit beliebigem ¢ € R, . (Hinweis: Binomische For-
mel)

b) Man zeige, dass fiir reelle Zahlen die folgende Implikationen richtig sind:

x2+xy+y2:0 = z=y=0,
P?HyP=0 = a2+y=0.

Ubung 2.9 (Aufgabe zur Vollstindigkeit von R):
a) Was bedeutet die Eigenschaft ,,vollstandig® des (mit dem Absolutbetrag | -|) bewer-
teten Korpers R?

b) Man rekapituliere mit eigenen Worten die Argumentation, dass diese Vollstéandigkeits-
eigenschaft dquivalent ist zur folgenden ,, Trennungseigenschaft*:

Zu zwei nichtleeren Teilmengen A, B C R mit
a<b Ya€ceAbeDB,

gibt es stets ein s € R, welches A und B trennt®, d. h.: Fir jedes a € A und b € B
ist a < s <b. (Hinweis: Es darf verwendet werden, dass die ,, Vollstédndigkeitseigenschaft“
die ,, Intervallschachtelungseigenschaft“ impliziert.)

18William Henry Young (1863-1942): Englischer Mathematiker; Prof. an mehreren Universititen: Cal-
cutta University, University of Liverpool, University College von Wales in Aberystwyth; lebte am Schluss
in Lausanne; Arbeiten zur Theorie reeller Funktionen und Fourierreihen.
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Ubung 2.10 (Aufgabe zum Umgang mit Potenzen):

a) Fiir k& € N zeige man die eindeutige Existenz der k-ten Wurzel von Zahlen in R,
mit Hilfe der Konstruktion eines approximierenden (unendlichen) Dezimalbruchs in An-
lehnung an die entsprechende Konstruktion fiir /2 im Text.

b) Man zeige, dass fiir Zahlen a,b € Ry, r,s € N und p,q € Q unter Verwendung der
Notation a~* := (1/a)® und a'/* := /a die folgenden Rechenregeln fiir Potenzen gelten:

a’l® = (@) = (a")Y5, @t =aP-a?, (a-b)?=a’- b

Ubung 2.11 (Aufgabe zum Koérper C):
Man zeige durch Nachpriifen des Erfiilltseins der entsprechenden Axiome, dass die Menge
R x R der Paare a = {a,as} reeller Zahlen mit der durch

a+b={ay,as} +{b1,ba} := {a1 + b1, as + ba},
a-b={ay,az}-{b1,ba} = {a1by — agba, a1by + azb: }

definierten Addition und Multiplikation ein Korper ist; dieser wird als der Korper C der
,komplexen“ Zahlen bezeichnet.

Ubung 2.12 (Aufgabe zur Arithmetik in C):

Man verifiziere, dass fiir komplexe Zahlen, gegeben als Paare {x,y} reeller Zahlen mit
der in der vorausgehenden Aufgabe definierten Arithmetik, die Schreibweise z = x + iy
mit der iiblichen Arithmetik reeller Zahlen unter Verwendung von i? := —1 vertréglich

ist. Ferner zeige man, dass fiir zwei Zahlen z = x + iy und 2’ = 2’ 4 ¢/ folgendes gilt:

a) z=1z = z=2 und y=1y;
b) z2:2=0 = 2z=0 oder 2/ =0.

Ubung 2.13 (Aufgabe zur Abzihlbarkeit):

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar. Man zeige, dass dies auch fiir die Men-
ge der ,algebraischen“ reellen Zahlen, d. h. der Menge der Losungen aller algebraischer
Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten, gilt. Dies zeigt, dass die Menge der ,tran-
zendenten® reellen Zahlen wir die des ganzen reellen Zahlkorpers R iiberabzéihlbar ist.
(Hinweis: Jedes nicht-triviale Polynom hat nur endlich viele Nullstellen.)






3 Zahlenfolgen und Reihen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Konvergenz von Folgen reeller oder komplexer
Zahlen (a,),en und als wichtigen Spezialfall die von zugehérigen Reihen:

n oo
a, = a (n— ), sn:Zak — sw:Zak (n — 00).
k=1 k=1

Die meisten der abzuleitenden Resultate sind sowohl fiir reelle als auch fiir komplexe
Zahlen giiltig; einige sind im vorausgehenden Kapitel bereits fiir rationale Zahlen formu-
liert worden. Sie werden hier der Vollstédndigkeit halber rekapituliert. Wenn eine Aussage
allgemein sowohl fiir reelle als auch fiir komplexe Zahlen giiltig ist, so nennen wir sie
giiltig fiir den Korper K, welcher dann sowohl R als auch C bedeuten kann. Nur solche
Aussagen, die sich auf die Ordnungsrelationen beziehen, gelten nur auf K = R. Einige
Aussagen gelten auch allgemein fiir (unendliche) Teilmengen M C K, was gegebenenfalls
in Klammern vermerkt wird. Wem der Umgang mit komplexen Zahlen noch zu unge-
wohnt ist, mag sich im Folgenden auf den Spezialfall reeller Zahlen konzentrieren, d. h.
den Spezialfall K=R.

3.1 Zahlenfolgen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Folgen (a,)nen reeller oder komplexer Zahlen (und
gelegentlich unendliche Teilmengen M C K). Dabei brauchen die Folgenelemente nicht
notwendig paarweise verschieden zu sein; z. B. die ,konstante“ Folge (ap)neny mit a, :=
a. Durch die gegebene Nummerierung mit dem Index n € N ist eine Folge eindeutig
festgelegt. Eine Umnummerierung der Folgenelemente fithrt auf eine andere Folge mit
unter Umstédnden anderen Eigenschaften. In diesem Sinne unterscheidet sich die Notation
einer Folge“ (a,)nen von derjenigen der ,Menge® ihrer Elemente {a,, n € N}. Wir
sagen, dass eine Aussage fiir ,fast alle” Elemente der Folge gilt, wenn sie fiir alle bis
moglicherweise endlich viele ihrer Elemente gilt. Entsprechend kann als Indexmenge einer
Folge neben N und Ny auch jede Zahlmenge der Form {n € Z| n > ng} verwendet
werden. Greift man aus einer Folge (a,,)nen unendlich viele Elemente mit Indizes ny, (k €
N), ng+1 > ny, heraus, so ist (an, )ren eine sog. ,, Teilfolge” von (an)nen -

Definition 3.1: Wir sagen, dass die Folge (an)nen in K gegen den ,Grenzwert® (oder
LLimes“) a € K konvergiert®, in Symbolen

a, = a (n—o0) oder a= lim a, (auch kurz lim a, = a),
n—0o0

wenn fiir beliebiges ¢ € Ry von einem n. € N an gilt:
lan—al <e, n>n,.. (3.1.1)

Dies wird auch in der Form |a,—a| — 0 (n—o00) ausgedriickt. Im Falle lim,,_,o a, =0
spricht man von einer ,Nullfolge“. (Bem.: In (5.1.1) kann auch < e stehen, und das
beliebig kleine € kann durch 1/N mit einem beliebig groffen N € N ersetzt werden.)

61
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¢

Satz 3.1: FEine Folge (an)nen in K ist konvergent genau dann, wenn sie ,Cauchy-Folge*
ist, d. h. wenn zu jedem € >0 ein n. € N gibt, so dass fir alle n,m > n. gilt:

lan — an| < e. (3.1.2)

Beweis: Die ,, Vollstandigkeit“ der Zahlkorper K = R und K = C besagt gerade, dass
jede Cauchy-Folge in K einen Limes hat. Umgekehrt ist eine gegen ein a konvergierende
Folge wegen

la, — am| <la, —al+|a—ay,] = 0 (n,m — o)

notwendig auch Cauchy-Folge. Q.E.D.

Bemerkung 3.1: Die folgenden Aussagen zur Konvergenz von Folgen in K sind teilweise
bereits von Folgen in @Q her bekannt oder ergeben sich durch elementare Argumente:

1. Der Limes einer konvergenten Folge (a,)nen ist eindeutig bestimmt, denn aus a =
lima, = a folgt iiber |a—d'| < |a—a,|+|a,—ad'| = 0 (n = 00) notwendig a = o’ .

2. Werden bei einer konvergenten Folge nur endlich viele Folgenelemente geéndert, so
bleibt die resultierende Folge konvergent mit demselben Limes. Inshesondere ist mit
a = lim, o a, auch a = lim, o, a,4 fiir festes k € N.

3. Eine konvergente Folge (a,),en ist notwendig beschrinkt, da fir n > n; € N gilt:

lan| < la, —al +|al <14 |al.

4. Gilt fiir die Elemente einer konvergenten reellen Folge a, > 0 fiir fast alle n € N

so folgt fiir deren Limes a > 0. (Warnung: Aus a, > 0 fiir fast alle n € N kann
nicht auf a > 0 geschlossen werden.)

5. Seien (an)neny und (b,)neny konvergente Folgen mit Limiten @ := limpeya, und
b := lim,en b, . Dann sind auch die Summenfolge (a, + b,)nen, die Produktfolge
(anbn)neny und im Fall b #£ 0, b, # 0 die Quotientenfolge (a,,/b,)n 00 konvergent,
und es gilt

nlglolo(anern) = a-+b, ng;o(anobn) = a-b, nlglolo(an/bn) = a/b.
Insbesondere ist jede , Linearkombination (aa, + b, )nen, o, 8 € K, zweier kon-
vergenter Folgen konvergent mit Limes aa + (b; die konvergenten Folgen bilden
also einen Vektorraum iiber K (— Lineare Algebra).

6. Fiir eine konvergent Folge (ay)neny mit Limes a sind auch die Folgen der zugehorigen
Real- und Imaginérteile sowie der Absolutbetriage konvergent, und es gilt:

lim Rea, = Rea, lim Ima, =Ima, lim |a,|=]al.
n—oo n—roo n—oo
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Beispiel 3.1: Wir listen ein paar typische Beispiele von Zahlenfolgen und diskutieren die
., Tricks® zur Untersuchung ihrer Konvergenz:

1.

Die , konstante* Folge mit den Elementen a, = a € K (n € N) ist offenbar konver-
gent gegen a.

Die Folge mit den Elementen a, = 1/n (n € N) ist eine Nullfolge, da es nach
dem Archimedischen Axiom zu jedem 1/e > 0 ein n € N gibt mit n > 1/e.
Dasselbe gilt fiir die Folge mit den Elementen a, = n/2" (n € N), da die Potenz
2" schneller wiichst“ als n (Beweis durch vollsténdige Induktion).

Die Folge mit den Elementen a, = (n+1)/n (n € N) konvergiert gegen den Limes
a=1,da a,—1=1/n und lim 1/n=0.

Die Folge mit den Elementen a, = (—=1)" (n € N) ist nicht konvergent (d. h.
ydivergent®), da fiir jedes a,, gilt |a,411 —a,| = 2; d. h.: Die Folge ist keine Cauchy-
Folge.

Fiir die Folge mit den rationalen Elementen

B 2n? + 3n

Gy
n?—1

erhalten wir nach Kiirzen die Konvergenz

24+ 3/n
S /AL .
an Ty — (n — 00)

Die Folgen mit den (positiven) Elementen

10n ”10
= oder aq, = —
n!

=
lassen sich nicht auf so einfache Weise behandeln, da 10" — oo (also keine Konver-
genz!) und 1/n! — 0 fiir n — oco. Hier muss etwas feiner argumentiert werden (s.
Ubungsaufgabe). Man leitet etwa Abschitzungen der Form

(6%
a, < - oder a, < fq"

her mit Konstanten «,5 € R, und einem ¢ € R, mit ¢ < 1, und erschlief}t
hieraus wegen
— =0 (n— ), " = 0 (n— ),
n
dass beide gegebene Folgen Nullfolgen sind. Umgekehrt erschlieit man aus Abschét-
zungen der Form
a, > an oder a, > pq"

mit Konstanten «, 3 € R, und einem ¢ > 1 wegen ¢" — oo (n — o0) die strenge
Divergenz der Folgen.
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7. Fiir die Folge mit den Elementen

an:\/ﬁ(\/n+ 7\/5)
gilt

0 = 7 n+l-n Vn B 1 .
" Vnt+l+yn Vn+l+yn 1+1/n+1

(n — 00).

DO =

. Fiir konvergente Folgen (a,)neny und (by)neny in R folgt aus a,, > b, fiir fast alle

n € N, dass auch lim,_,., a, > lim,_,. b, . Oft ist es nicht unmittelbar klar, wie
die Relation a,, > b, allgemein fiir alle n gezeigt werden kann. In diesem Fall ist

man versucht, die ,Evidenz“ dieser Eigenschaft durch ,numerische Experimente*
(d. h. Stichproben fiir einzelne n) zu bestétigen. Dies fithrt unter Umstédnden zu
Fehlschliissen, wie das folgende Beispiel zeigt:

Fiir die ersten 10° Elemente der durch

ap = V0 + 1000 — v/,  byi=y\/n+vin— v, = n+ﬁ780—\/ﬁ

gegebenen Folgen ist a, > b, > ¢, . Trotzdem ergibt die richtige Analyse:
an =0 (n—00), by,—3 (n—00), ¢ —00 (n—00),

im Widerspruch zur experimentell begriindeten Vermutung.

. Wir betrachten fiir ein festes ¢ € Ry die Folge mit den positiven Elementen

a, = v/c.
Fiir den trivialen Fall ¢ = 1 ist offenbar lim, ,,, a, = 1. Wir wollen zeigen, dass
dies auch fiir allgemeines c¢ gilt. Diese Vermutung motiviert im Fall ¢ > 1 den
Ansatz a,, =1+ h, mit gewissen h, > 0. Damit ist dann

c—1
>

c=(1+h,)" > 1+ nh, bzw. >h, >0.

n

Fir n — oo konvergiert also h, — 0, was a, — 1 (n — oo) impliziert. Im Fall
¢ < 1 beachten wir, dass 1/c¢ > 1, und mit dem eben Gezeigten folgt:

1
= lim ¥c= lim a,.

1
-_—_— = 1‘ -
hmnﬁoo W 'le_)nOlO 1/ 1/C n—00 n—00

Etwas schwieriger steht es bei der Folge mit den Elementen

1

n

ap, = /N

Wir schreiben wieder a,, = 1+ h,, mit gewissen h, > 0. Fiir n > 2 folgt dann mit
Hilfe der binomischen Formel:

—1
n=(1+h,)" > 1+ (Z)hiu"(”Q)hi bzw. n—1> Thizo,
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bzw. h, < \/2/n. Damit finden wir
|V/n =1 =h, =0 (n— o).
SchlieBlich betrachten wir die Folge mit den Elementen

a, = Vnl!.

Diese ist nun streng divergent gemiB /n! — oo (n — o) (Ubungsaufgabe). Daran
schliet sich die Frage nach dem Verhalten der Folgen mit den Elementen

n )

n n™\ l/n n
an = — oder a, = - =
n! n! n!

an, was ebenfalls als Ubungsaufgabe gestellt sei.
10. Folgen (a,)neny werden hiufig auch rekursiv definiert; z. B. erhélt man durch
Qg = 07 ay = ]-7 n Z 2: Qp 1= Qp—1 + Ap—2,

die sog. ,Fibonacci'-Zahlen® (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...), welche wegen a,; >
n divergent ist. Der Limes

g = lim Gntl _ s(1+ V5),

n—oo  (y,

ist der sog. ,,goldene Schnitt“ in der Proportionenlehre (Ubungsaufgabe). Die Quo-
tienten g, := a,41/a, geniigen der rekursiven Beziehung

1
Ony1 =1+ —.
Im Falle der Konvergenz g, — g (n — 00) geniigt der Limes also der zugehorigen

,, Fixpunktgleichung*
1
g = 1 + )
g

aus der man ihn als g = (1 + V/5) bestimmt. Dieses heuristische Argument kann
aber i. Allg. nicht den formalen Nachweis der Konvergenz der Folge ersetzen. Zu der
Folge mit den Elementen

ap:=0, neN: an = (1+ay)a, — 3,

gehort die Fixpunktgleichung a = (1 4 a)a — 3 mit den Losungen a = ++/3; die
Folge selbst ist aber divergent: a; = —3, as = 3, a3 =9, a4 = 87, a5 = 7653, ....

Leonardo Pisano (aus Pisa), genannt Fibonacci (um 1170 — um 1250): , Erster” bedeutender Mathe-
matiker des Abendlandes; gehorte zum Gelehrtenkreis um Kaiser Friedrich II; brachte von ausgedehnten
Reisen eine systematische Einfithrung in das indisch-arabische Zahlensystem nach Europa; in seinem Re-
chenbuch , Liber abacci“ untersuchte er u. a. die nach ihm benannte Folge als einfaches Modell fiir das
Wachstum von Populationen.
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Definition 3.2: (Wiederholung) Eine Folge (ay)nen (oder Teilmenge) in K heifit ,be-
schrankt®, wenn mit einer Konstante K € R gilt:

la,| < K, neN.

Fiir Folgen (oder Teilmengen) in R kann man zwischen ,Beschrinktheit nach oben® und
,Beschrdnktheit nach unten® unterscheiden gemdfs :

a, <K, neN, oder a,>K, neN.

Lemma 3.1: FEine beschrinkte Folge (an)nen in R (oder unendliche Teilmenge) in R
besitzt eine ,kleinste“ obere Schranke, die sog. ,obere Grenze® (oder ,Supremum*)
supa, :=min{K € R|a, < K Vn €N},

neN

sowie eine ,qrifite untere Schranke, die sog. ,untere Grenze“ (oder ,Infimum*)

ingan :=max{K € R|a, > K Vn e N}
ne

Mit diesen gilt

inf a, <a, <supa, VnéeN.
neN neN

Fiir eine unbeschrinkte Folge in R ist

inf a, := —o0 oder supa, := co.

neN neN
Beweis: Sei M = {K € R|K > a, Vn € N} die Menge der oberen Schranken der
Folge (ap)nen. Dann gibt es gemidfl der Trennungseigenschaft von R (dquivalent zur
Vollsténdigkeit) eine Zahl s € R mit der Eigenschaft a, < s < K, K € M,n e N, d. h.:

s ist obere Grenze von (an)nen. Die Existenz einer unteren wird analog erschlossen.
Q.E.D.

Beispiel 3.2: Wir geben fiir eine Reihe von Folgen (a,)neny untere und obere Schranken
bzw. Grenzen an:

_ 1 _
ap =" : s=1 5=o00; ap, = — - s=0, s=1;
n
1 1
Ap = — s=0, §=%; ap, =14+ —": s=1, 3:%;

2n
Offensichtlich konnen die obere und die untere Grenze auch Element der Menge sein,
miissen es aber nicht.
Definition 3.3: Ein a € K heifit ,,Hiufungswert® einer Folge (a,)nen in K, wenn es
zu beliebigem € > 0 unendlich viele Folgenelemente a, gibt mit
la —a,| < €.

Ein a € K heifst ,Haufungspunkt® einer Teilmenge M wvon K, wenn es zu beliebigem
e >0 stets unendlich viele Elemente © € M gibt mit

la —z| <e.
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Beispiel 3.3: Folgen mit mehreren Hiufungswerten lassen sich leicht finden:

1. Die divergente Folge mit den Elementen a,, = (—1)" (n € N) hat die zwei Haufungs-
werte ) =1 und a® = —1.

2. Aus zwei konvergenten Folgen (a,)neny und (b,)neny mit Grenzwerten a bzw. b
erhélt man durch die Setzung

Cop—1 ‘= Up, Cop = bna ne Na

eine neue Folge (¢, )nen mit den beiden Haufungswerten a und b.

Bemerkung 3.2: Wir stellen einige offensichtlichen Eigenschaften von Folgen mit Héu-
fungswerten zusammen:

1. Zu jedem H&ufungswert a gibt es eine Teilfolge (an, )ren von (an)nen, die gegen
a konvergiert: a = limy_,o ay, -

2. Die Haufungswerte einer Folge é&ndern sich nicht, wenn man endlich viele Elemente
der Folge verandert.

3. Ist die Folge konvergent, so ist ihr Grenzwert nach Definition auch Héufungswert
und zwar der einzige, denn fiur zwei Haufungswerte a = limy o a,, und o =
limy_y e Ay, gilt nach dem Konvergenzkriterium

la —d| <la—an| +|an, — ay |+ |ay —d|[—=0 (k— o0).

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Analysis ist der folgende Satz von Bolzano-
Weierstraf3?.

Satz 3.2 (Satz von Bolzano-Weierstraf}): a) Jede beschrinkte Folge (oder unendli-
che Teilmenge) in K besitzt einen Héiufungswert (bzw. Héiufungspunkt).

b) Jede beschrinkte Folge (oder Teilmenge) in R besitzt einen grifiten sowie einen klein-
sten Haufungswert (bzw. Hiufungspunkt), die mit imsup,,_, . a, (oder lim, . a, ) bzw.
liminf, o a, (oder lim, . a, ) bezeichnet werden.

Beweis: Da man aus jeder unendlichen Menge von Zahlen eine unendliche Folge auswéhlen
kann, gentigt es, die Behauptung fiir Folgen zu beweisen.

i) Wir beweisen die Behauptung zunichst fiir R. Fiir eine beschriankte Folge (an)nen
in R gibt es eine obere Schranke und eine untere Schranke, d. h. Zahlen ¢, by mit der
Eigenschaft ¢o < a, < by, n € N. Ausgehend von dem Intervall

Iy :=[co,bo] ={x € R| g <z < by}

definieren wir rekursiv eine Folge von Intervallen I := [y, by] mit Lange |Ii| := |by — ¢
und den Figenschaften einer Intervallschachtelung:

2Karl Theodor Weierstra$ (1815-1897): Deutscher Mathematiker; ab 1856 Prof. in Berlin; begriindete
die moderne ,strenge* Analysis.
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1. In I liegen unendlich viele Glieder der Folge (a,)nen, und fiir fast alle n € N ist

Qp, < bk'
2. I, CIi_q.
3. L] <2791

Zur Definition von I1 = [¢1,b1] setzen wir mit dem Mittelpunkt zo = 1 (by + ap) :

[co, z0], falls i) an € [co, 20] flir unendlich viele n € N,
[c1,b1] :== und ii) a, < zo fiir fast alle n € N;

[20,b0], sonst.

Nach Konstruktion enthilt [c1,b1] C [co, bo] unendlich viele Folgenelemente, und es gilt
a, < by fiir fast alle n € N, sowie nach Konstruktion |b; — ¢;| < %|bo — ¢o| . Also ist
I} = [e1, b1] ein Intervall mit den geforderten Eigenschaften. Durch sukzessive Anwendung
dieser Konstruktion erhalten wir dann eine Folge von Intervallen I, = [cx, b], k € N,
welche alle diese Eigenschaften haben. Die Folge von Intervallen (Ij)gen, bildet offenbar
eine ,Intervallschachtelung” in R, und aufgrund der Intervallschachtelungseigenschaft
(Aquivalent zur Vollsténdigkeit) existiert eine Zahl ¢ € R mit a € I, fiir alle k € Ny. Da
jedes der I, unendlich viele Folgenelemente enthéilt und |I;| — 0 (k — oo) konvergiert,
ist a definitionsgeméfl Haufungswert der Folge. Dieser ist auch der grofite Haufungswert.
Denn fiir beliebiges € > 0 gilt nach Auswahl der Intervalle [, fiir fast alle n € N:

an, <b, <|bp—a|+a<e+a.
Gébe es nun einen gréBeren Haufungswert ' > a, so wiirde mit ¢’ := $(a’ — a)

an <& +ta=2%id—-a)+a=3%id+a)=d - i(d —a)=d —¢

fiir fast alle n € N gelten, im Widerspruch dazu, dass o’ Haufungswert sein soll. Die
Existenz eines kleinsten Haufungswertes wird analog erschlossen.

ii) Sei nun (z,)nen eine beschrinkte Folge in C. Dann sind auch die Folgen (x,)nen
und (Yn)nen der zugehorigen Real- und Imaginérteile in R beschrinkt. Nach dem eben
Gezeigten existiert eine konvergente Teilfolge (2, )ren der Realteile, x,, — = (k — o),
und wegen der Beschrénktheit der zugehorigen Teilfolge (yn, )ren der Imaginérteile eine
weitere konvergente Teilfolge (ynkj )jen mit Limes y € R. Dann gilt

Zny, = Ty, + WYy, = T iy =2 (j = 00).
Damit ist der Beweis vollsténdig. Q.E.D.
Definition 3.4: FEine Teilmenge M C K, welche alle ihre Haufungspunkte enthdlt heifit

,abgeschlossen®. Fine abgeschlossene Teilmenge M C K, in der jede (unendliche) Folge
einen Hdaufungswert hat, heifst  kompakt® .



3.1 Zahlenfolgen 69

Bemerkung 3.3: Eine kompakte Teilmenge M C K ist notwendig beschrinkt (Sonst
gibe es eine strikt divergente Teilfolge ohne Haufungswert.) und nach Definition abge-
schlossen. Umgekehrt besagt der Satz von Bolzano-Weiserstraf also, dass im (bewerteten)
Zahlkérper K jede beschriankte, abgeschlossene Teilmenge M C K kompakt ist. Diese
Aussage ist in allgemeinen normierten Vektorraumen nicht richtig (— Funktionalanalysis).

Bemerkung 3.4: Der oben angegebene Beweis des Satzes von Bolzano-Weiserstrafl ent-
hélt ein Argument, welches nidhere Betrachtung verdient. Es wird postuliert, dass zu der
unendlichen Folge von Intervallen [cy,bx] eine gleichfalls unendliche Folge von Punkten
ap, € [Ck,bi] ,ausgewdhlt® werden kann. Dieser Prozess ist nicht ganz klar, da er ja
eigentlich unendlich viele Schritte erfordert, die natiirlich nicht wirklich ausgefiihrt werden
konnen. Es handelt sich hierbei also um die Anwendung eines logischen ,, Axioms*, des sog.
»Zermeloschen® Auswahlaxioms®. Im Fall von abzihlbar unendlich viele Mengen entspricht
dies gerade dem friither schon verwendeten Induktionsprinzip und ist unproblematisch. Die
Verwendbarkeit dieser Schlussweise auch in Verbindung mit iiberabzéahlbar vielen Mengen
ist allerdings nicht so klar und hat in der Anfangsphase der mengentheoretischen Analysis
zu erheblichen Kontroversen unter Mathematikern gefiihrt (siehe auch Bemerkung 2.8).
Heute besteht mehrheitlich die Meinung, dass der Verzicht auf dieses Beweishilfsmittel
die weitere Entwicklung der mathematischen Forschung stark behindern wiirde.

Korollar 3.1: Es gelten die folgenden Aussagen:

a) Eine beschrinkte Folge (an)nen in K, die nicht konvergiert, besitzt mindestens zwei
verschiedenen Hiufungswerte, d. h.: Fine beschrdankte Folge mit nur einem Hdufungswert
st insgesamt konvergent gegen diesen. Bei einer unbeschrinkten Folge kommt als weitere
Modglichkeit der ,Nichtkonvergenz“ noch die Existenz einer streng divergierenden Teilfolge
hinzu.

b) Fiir eine Folge (an)nen in R gibt es fiir beliebiges ¢ € Ry hdchstens endlich viele
Folgenelemente ay mit der Eigenschaft

ap <liminfa, —e <limsupa, +¢ < a.
n—00 n—o0

Beweis: a) Eine beschrinkte Zahlenfolge (a,)nen besitzt nach dem Satz von Bolzano-
Weierstra3 mindestens einen Héaufungswert. Da es wegen der Beschréanktheit der Fol-
ge keine echt divergierende Teilfolge geben kann, wiirde die Nichtexistenz eines zweiten
Haufungswertes die Konvergenz der Folge implizieren, im Widerspruch zur Annahme.

b) Die Existenz von unendlich vielen Folgenelementen ,rechts von limsup,, . a, + €
oder ,links* von liminf, . a, —e widerspricht der Definition von , gréfitem* und , klein-
stem“ Haufungswert (Details Ubungsaufgabe). Q.E.D.

3Ernst Zermelo (1871-1953): Deutscher Mathematiker; Prof. in Ziirich und Freiburg; Beitrige zur
Variationsrechnung, Mengenlehre und statist. Mechanik.
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Bemerkung 3.5: Wir listen einige Eigenschaften des limsup und liminf von Zahlen-
folgen (ap)neN und (b,)nen, die giiltig sind, sofern die auftretenden GroBen existieren:
(Beweis Ubungsaufgabe)

lim inf a,, + lim inf b;, < liminf (a, + b,,)
n—r00 n—0o0 n—00

< liminf a,, + limsup b,, (3.1.3)

n—o0 n—o00

< limsup (a, + b,) < limsupa, + limsup b, .

n—0o0 n—oo n—0o0

Im Falle a,, b, > 0 gilt:

liminf a,, - liminf b, <liminf (a,b,)
n—0o0 n—o00 n—0o0

< liminf a,, - limsup b, (3.1.4)

n—o0 n—oo

< limsup (a,b,) < limsupa, - limsupb, .
n—oo n—oo n—0o0

Definition 3.5 (Monotonie): Die Folge (ap)nen in R heifit ,monoton steigend“ bzw.
»monoton fallend*, wenn gilt

Uni1 > a, (n€N) bzw. any1 < a, (n€N).

Satz 3.3 (Monotone Konvergenz): Jede beschrinkte, monoton steigende oder fallen-
de Folge (an)nen in R besitzt einen Grenzwert.

Beweis: Fiir die beschrinkte Folge (a,),en sind notwendig der grofte und der kleinste
Héufungswert endlich:

—o0 < liminf a, < limsup a, < oco.
n—oo n—oo

Ist die Folge monoton steigend, so miissen alle Folgenelemente links von liminf a, liegen,
da andernfalls keine gegen liminfa, konvergierende Teilfolge existieren kénnte. Damit
ist liminf, ,., a, als der kleinste auch der einzige Haufungswert der beschrinkten Folge
(an)nen Folge und damit ihr Limes. Umgekehrt liegen fiir eine monoton fallende Folge
alle Elemente rechts von limsup a,, . In beiden Féllen ist demnach liminf a,, = limsup a,, ,
was zu beweisen war. Q.E.D.

Bemerkung 3.6: Eine nach unten durch Null beschrénkte und monoton fallende Folge
(an)ner ist nicht notwendig eine Nullfolge, und eine monoton steigende Folge muss nicht
unbedingt streng divergieren, wie die folgenden Beispiele zeigen:

1 1
ap=14— =1 (n—o0) ap=1—— =1 (n— o0).
n n
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Beispiel 3.4: Die Folge mit den (positiven) Elementen

_1 1 1 1
Ap = +i+§++ﬁ
ist offensichtlich monoton wachsend und wegen

1 /1\2 NG 1-(3)"
P <,) <,> 148 g
an < 1Hl+54(35) ++(5 + =1 <

auch beschrinkt. Nach Satz 3.3 ist sie folglich konvergent. Thr Limes ist, wie wir spéter
noch sehen werden, gerade die oben schon erwihnte (transzendente) Zahl e.

Beispiel 3.5: Zur Berechnung der Quadratwurzel einer positiven reellen Zahl a kann
der folgende Algorithmus verwendet werden: Ausgehend von einem Startwert z; € Q mit
x1 < 2,22 > 2 definieren wir eine Folge rationaler Zahlen durch die Rekursionsvorschrift:

1 2
nelN: x,.,:= 5{9:” + —}

n

Mit x; > 0 sind auch alle weiteren Folgenelemente positiv. Dariiberhinaus folgt aus
22 > 2, dass

1 2 1 2 1
Lnt1 = i{m" + ;} = Exn{]- + Iﬁ} < §$n{1 +1} = x,.

Weiter ist nach Konstruktion 2z, 17, = 22 + 2 sowie

2 2 2 2
Ty — 2=, — 2Tp1Tp + T, + 20010, — 2, — 2> 0,

= (Tn+1—Tn)2>0 =0

und folglich z?,, > 2. Mit Induktion nach n gelten diese Bezichungen damit fiir alle
Folgenelemente. Die Folge (x,),en ist also ,monoton fallend“ und sowohl nach oben als
auch nach unten beschréankt: 1 < z,, < 2. Folglich ist sie konvergent gegen einen Limes
x € R. Fiir diesen gilt dann wegen der Konvergenz xz,, — z, x,.1 — x fir n — co:

T —l{x +3}—>1{x+g}
n+l -— ) n T, 9 T .
Dies impliziert
1 2 9
I:*{$+7}7 z° =2,
2 x

d. h.: Der Limes x ist die gesuchte Quadratwurzel von 2. Fiir den Startwert x; = 2
liefert das obige ,iterative“ Verfahren die Folgenelemente

29 =1,5, w3=1,416..., x,=1414215..., x5= 1.414213561374 ...,

welche den gesuchten Wert /2 = 1,414213561373095 . .. offenbar sehr schnell annihern;
die Anzahl der korrekten Dezimalstellen verdoppelt sich in jedem Schritt. Dieses Néhe-
rungsverfahren wird ,,quadratisch konvergent“ genannt. Wir werden es spéter als das
»Newton-Verfahren“ wiederfinden.
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3.2 Unendliche Summen (,,Reihen*)

Wir betrachten das Verhalten von Folgen endlicher Summen (sog. ,,Partialsummen®)

n
Sp = E ag
k=1

von reellen oder komplexen Zahlen ay fiir n — oo . Dabei kann anstatt des Indexbereichs
k = 1,...,n, auch jeder andere endliche Abschnitt & = r,r +1,...,r +n der ganzen
Zahlen vorkommen, insbesondere £ =0,1,...,n.

Definition 3.6: Eine unendliche Summe (eine sog. ,Reihe®) > 7~ aj, heifit ,konver-
gent“ mit Limes so, , wenn die Folge ihrer Partialsummen konvergiert:

n
Sn :Zak — 800 (N — 00).
k=1

Wir werden im folgenden die Notation einer Reihe soo = Y, a) verwenden, auch wenn
ihre Existenz, d. h. die Konvergenz der zugehorigen Partialsummen nicht gesichert ist.
Die Konvergenz einer Reihe ist nicht selbstversténdlich, wie die (pathologischen) Beispiele

Zn:k _nnt1) oo (n— oo), zn:(—l)’“ :{ —1  fiir n ungerade,
k=1

2 P 0 fiir n gerade,

zeigen. Wir bemerken, dass sich auch die Konvergenzuntersuchung fiir allgemeine Folgen
(a@n)nen Uber die Setzung

n—1

n = ay+ (a3—a) + -+ (A= ap 1) = a1+ Y _ (k41— )
k=1

in die von Reihen einordnen lasst.

3.2.1 Konvergenzkriterien

Das Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Folgen besagt, dass eine Reihe genau dann
konvergent ist, wenn zu jedem ¢ > 0 eine n. € N existiert, so dass fiir alle n > m > n,
gilt:

n

[$n — Sm| = ’ Z ak‘ <e. (3.2.5)

k=m+1

Lemma 3.2 (Reihenkonvergenz): Eine Reihe > .-, a; kann nur dann konvergent
sein, wenn ihre Partialsummen beschrinkt sind und ihre Glieder eine Nullfolge bilden,
d. h.: ap — 0 (k— 00).
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Beweis: Sei
o0
Soo = E ap = lim s, .
n—oo
k=1
Dann gilt

lim a, = lim (s,—s,-1) = lim s, — im 8, 1 = Soo — S0 = 0,
n—0o00 n—oo n—00 n—oo

was zu zeigen war. Die Beschrinktheit der Partialsummen folgt notwendig aus der Be-
schrinktheit konvergenter Folgen. Q.E.D.

Lemma 3.3: Fiir zwei konvergente Reihen Y " a, und Y " b, ist auch jede Linear-
kombination Y~ («aa, + Bb,) mit «, € K, konvergent, und es gilt

f:(aan + Bb,) = O‘ian +B§:bn- (3.2.6)
n=1 n=1 n=1

Die konvergenten Reihen bilden also wie die konvergenten Folgen einen reellen bzw. kom-
plexen Vektorraum.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der entsprechenden Aussage fiir
konvergente Folgen. Q.E.D.

Die Nichtkonvergenz einer Reihe kann sich auf verschiedene Weise ausdriicken. Sie
kann direkt , divergieren“, d. h.:

’ zn:ak‘ — 00 (n— 00), (3.2.7)

k=1

oder sie kann auch mehr als einen Haufungswert haben wie die obige Reihe mit den
Elementen aj, = (—1)*, welche sogar beschrinkte Partialsummen hat.

Beispiel 3.6 (Geometrische Reihe): Die sog. ,geometrische Reihe* hat die Form

o0
Soo = g z*
k=0

fiir festes € K mit x # 1. Ihre Partialsummen sind

" 1—gnt!
k 2 n
. = =1 -
S Z T +z° + +x =
k=0
Im Fall |z| <1 konvergiert offensichtlich
6n = 500 = ixk . (3.2.8)
— l1-z

wihrend fiir |2| > 1 wegen 2" 4 0 keine Konvergenz vorliegen kann.
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Beispiel 3.7 (Harmonische Reihe): Die Eigenschaft a, — 0 (n — 00) ist allein noch
nicht hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe )~ a) (ein beliebter Trugschluf , nicht-
strenger® mathematischer Argumentation). Dies zeigt das Beispiel der sog. ,,harmonischen

Reihe*
o0
Se0 =
k=1

Hier gilt offensichtlich a, — 0 (n — o0), aber wegen

| =

= SSI_ L Lo
am m_k, Hk:_m—i—l 2m = 2m 2m, 2
=m _—
m-mal

ist das Cauchysche Konvergenzkriterium nicht erfiillt. Die harmonische Reihe ist also nicht
konvergent. Tatséchlich ist sie streng divergent:

Sn = Z% — 00 (n— o0). (3.2.9)

k=1

Lemma 3.4 (Reihen mit nichtnegativen Gliedern): Eine Reihe Y oo a; in R mit
Gliedern ay, > 0 st genau dann konvergent, wenn ihre Partialsummen beschrinkt sind.

Beweis: Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend

n n
Sp = E ap < E Qk + Gpt1 = Spy1-
k=1 k=1

Nach dem Konvergenzsatz 3.3 fiir monotone Folgen folgt dann aus der Beschriinktheit der
Partialsummen die Konvergenz der Reihe. Q.E.D.

Lemma 3.5 (Leibniz-Kriterium): Eine Reihe soo = > 5o a;p in R heifit ,alternie-
rend”, wenn ihre Elemente alternierende Vorzeichen haben, d. h.: apiia, < 0. Eine

solche Reihe ist konvergent, wenn die Absolutbetrige ihrer Glieder eine monoton fallende
Nullfolge bilden:

|an| > |ansa| =0 (n— o0). (3.2.10)

Fir die Reihenreste gilt dabei die Abschditzung
’ 3 ak‘ < am)- (3.2.11)
k=m

Beweis: i) Sei 0.B.d.A. a; > 0. Dann ist

Aon + Gopg1 <0, agp_1+az, >0,
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und folglich

Sont1 = a1 + (as+a3) + (as+as) + - - + (a2n+a2p+1) < Sope1 < -+ <53 < 59,
Son = (a1+a2) + (ag+aq) + - + (agn—1+0a2,) > Sop—2 > -+ > 54 > 5.

Ferner gilt so,11 — So, = a9,01 > 0 und somit
Sg <+ < S < Sgpq1 <o <ost

Die Folgen der Partialsummen (s2,)nen mit geraden Indizes bzw. (S2n41)nen mit unge-
raden Indizes sind also beschrinkt und monoton wachsend bzw. monoton fallend; beide
sind daher konvergent mit Limiten s, = lim,,_, So, bzw. s* = lim,, . S2,+1, 50 dass

Son < 85 <57 < Sgpq1
Nach Voraussetzung konvergiert nun
5941 — Son| = |a2p1| = 0 (0 — 00),

was s, = s* impliziert.
ii) Aus dem in (i) Gezeigten folgt im Fall m =2n+1:

[e o]
0< S0 —8S2m = E g = Soo — So2n+1 +02n41 < U2n+1,
—_———
k=2n-+1 <0
und somit
o0
E ak‘ < |aznial-
k=2n+1
Im Fall m = 2n wird analog geschlossen. Q.E.D.

Beispiel 3.8: Wir geben zwei Beispiele alternierender Reihen:

1. Die alternierende harmonische Reihe

L (—1)kt 11 1 1 1
=Y —— =1l -t ===+ ...
° ; K 237175 6"

konvergiert nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium. Ihr Limes ist, wie wir
spéter sehen werden, gerade der Funktionswert s., = In(2) = 0,69314718... des
natiirlichen Logarithmus.

2. Die Leibnizsche Reihe

L (—1)F 1 1 1 1 1
3 ;%H 375 7 ot

i,

ist ebenfalls konvergent mit dem Limes s, = ;
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3. Die Monotoniebedingung in Lemma 3.5 ist i. Allg. wesentlich fiir die Konvergenz
einer alternierenden Reihe. Die alternierende Reihe Y~ aj mit den Gliedern

1 1

Qo = ok Agk—1 = %

ist als ,Superreihe* der harmonischen Reihe divergent, obwohl ihre Glieder eine
Nullfolge sind. Das Konvergenzverhalten einer alternierenden Reihe kann sich bei
Umordnung ihrer Glieder, d. h. der Reihenfolge der ay, drastisch dndern. Die al-
ternierende harmonische Reihe bleibt, wie wir spéter noch sehen werden, bei der

Umordnung
— (—DF! ~ 11 1,1 _ 1 1,1 1
SOC:Z A _>soo::(1+§_§)+(5+?_1)+(5+ﬁ_6)+
k=1

konvergent, aber mit einem Limes §,, > S, = iw. Unter der ,totalen* Umordnung

L (—1)kt 5 1 = 1
= = Yy
k=1 k=1 k=1

entsteht sogar eine divergente Reihe. Dies zeigt, dass der Umgang mit unendlichen
Summen heikel ist, und dass insbesondere das von endlichen Summen her vertraute
Assoziativgesetz hier nicht unbedingt gelten muss.

4. Von Dirichlet* stammt die folgende Verallgemeinerung des Leibnizschen Kriteriums:

Die Reihe Y 2, ay in R habe beschrinkte Partialsummen und die Folge (bg)gen in
R sei eine monotone Nullfolge (Insbesondere seien also die Glieder by, alle positiv
oder alle negativ.). Dann konvergiert die Reihe

o)
E akbk .
k=1

Setzt man im Dirichlet-Kriterium a, = (—1)%, so ergibt sich gerade das obige
Leibniz-Kriterium.

5. Auf Reihen mit monoton fallenden Gliedern bezieht sich auch das folgende Konver-
genzkriterium von Abel®:

Die Reihe ), yar in R sei konvergent, und die Folge (by)ren in R sei be-
schrankt und monoton fallend. Dann konvergiert auch die Reihe

o0
E akbk .
k=1

4Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), geb. in Diiren (damals bei Frankreich): Wirkte
in Berlin und als Prof. in Gottingen (Nachfolger von Gauf} ); wichtige Beitrége zur Zahlentheorie, Analysis
und Differentialgleichungen (,,Dirichletsches Prinzip“).

®Niels Henrik Abel (1802-1829): Norwegischer Mathematiker; bereits mit 26 Jahren an Tuberkulose
verstorben; Arbeiten iiber algebraische Gleichungen (speziell der quintischen Gleichung) und Gruppen-
theorie.
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Die Konvergenz alternierender Reihen ist sehr fragil, da sie in der Regel bei Umord-
nung der Reihenglieder verloren gehen kann. Wir fithren daher den folgenden stérkeren
Konvergenzbegriff ein.

Definition 3.7: Eine Reihe > 7 | a, wird als ,absolut konvergent® bezeichnet, wenn die
Reihe > | lay| der Absolutbetrige ihrer Elemente konvergent ist.

Bemerkung 3.7: Wir stellen einige einfache Aussagen iiber absolut konvergente Reihen
zusammen, die sich unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen fiir konvergente Folgen
(von Partialsummen) ergeben:

1. Eine absolut konvergente Reihe ist automatisch auch konvergent. Dies folgt aus

m m
DI ES !
k=n k=n

2. Fiir eine absolut konvergente Reihe Y ° a, in C sind auch die Reihen der zu-
gehorigen Real- und Imaginérteile absolut konvergent, und es gilt

ian = iRean—Fiihnan.

n=1 n=1 n=1

3. Fasst man jeweils endlich viele Glieder einer absolut konvergenten Reihe durch
Klammern zusammen, so ist die entstehende Reihe ebenfalls konvergent und hat
dieselbe Summe:

dap=ait -t ag taga bt ag o tag, o tag,, o= o
—_———

a1 a2 On

Dies ist klar, da die Partialsummen der zusammengefassten Reihe eine Teilfolge der
Partialsummenfolge der Ausgangsreihe bilden und daher konvergent sind. Hierbei
ist die absolute Konvergenz der (ungeklammerte) Reihe wesentlich, wie man anhand
des folgenden Beispiels sieht:

1-H+01-H)+(1-1)+...=04+04+0+ ---=0,
1-(1-1))-1-1)—...=1-0-0—---=1.

Wir wollen nun einige niitzliche Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen
ableiten. Gegeben seien zwei Reihen mit Gliedern ar € K und a), € Ry :

o0 o0
_ / _ /
Soo = Gy, Sop = aj, .
k=1 k=1

Gilt |ax| < a}, (k € N), so wird s, ,Majorante“ von s, genannt.
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Lemma 3.6 (Vergleichskriterien): Gegeben seien zwei Reihen mit Gliedern ay € K

und aj € Ry :
[e o] oo
_ /o !
Seo = Y Gk, Sho = Y a.
k=1 k=1

a) Gilt fiir fast alle k € N mit einer Konstante x> 0 :
la| < kay, (3.2.12)

so ist s, eine ,Majorante® von s, und aus der absoluten Konvergenz von s folgt
auch die von s , sowie aus der absoluten Divergenz von s., auch die von s, .

b) Gilt fir fast alle k € N :
lﬁﬁi’<ﬂéi (3.2.13)
ap 17 ap,’ o

so folgt aus der absoluten Konvergenz von s., auch die von sy sowie aus der absoluten
Divergenz von So, auch die von s._ .

Beweis: O.B.d.A. nehmen wir an, dass die vorausgesetzten Abschétzungen jeweils fiir
yalle“ k € N gelten.

a) Ist s/ konvergent, so gilt

n n o0
E |ak|§/€2 a;glig a, néeN,
k=1 k=1 k=1

so dass auch die Partialsummen von s., beschrinkt sind. Folglich ist s., absolut konver-
gent. Umgekehrt folgt aus der absoluten Divergenz von s, d. h. > 7, |ax] — oo (n —
00), notwendig auch die von s’ .

b) Aufgrund der Voraussetzung haben wir

Qay

/
ak+1’<‘ak+1H Qg ‘<’@k+1
ai — 1 a

"

a
/ ] / S S || =R
A1 Qo1 A1 @

und damit |axs1| < K|ag|. Die behaupteten Aussagen ergeben sich also aus dem fiir den
Fall (a) Gezeigten. Q.E.D.

Korollar 3.2 (Wurzelkriterium): Eine Reihe Y .- a; konvergiert absolut, wenn es
ein g € (0,1) gibt, mit dem fiir fast alle k € N gilt:

Vil <g<1, (3.2.14)

bzw. limsup,_,. /|lax] < 1. Wenn fir unendlich viele k € N gilt {/|ax] > 1 bzw.
lax| > 1, so ist die Reihe absolut divergent.
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Beweis: Nach Voraussetzung ist |ax| < ¢*, d. h.: Die konvergente geometrische Reihe
Soo(q) mit g € (0,1) ist Majorante fiir s., . Die Behauptung ergibt sich also unmittelbar
aus dem Vergleichskriterium von Lemma 3.6. Q.E.D.

Korollar 3.3 (Quotientenkriterium): FEine Reihe Y. | a konvergiert absolut, wenn
es ein q € (0,1) gibt, mit dem fiir fast alle k € N gilt:

’ Ak41
Qg

<q<1, (3.2.15)

bzw. Umsup,_, |agr1/ax| < 1. Wenn fir fast alle k € N gilt |agy1/ar] > 1, so ist die
Reihe absolut divergent.

Beweis: Die geometrische Reihe s (q) = Y -, ¢" konvergiert fiir ¢ € (0,1). Setzen wir
aj, := ¢* , so gilt nach Voraussetzung

‘am ‘ < g G
ap 1~ aj,
und die Behauptung folgt nach dem Vergleichskriterium aus Lemma 3.6. Q.E.D.

Beispiel 3.9: Wir geben einige Beispiele fiir die Anwendung der bisher abgeleiteten Kon-
vergenzkriterien an:

1. Die Reihe
1
S = ) Kk
k=1
ist nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent:
(1)1/7€71<1 E> 9
K)o kT2 T
2. Die Reihe
= 1
S0 =D ]
k=0

ist nach dem Quotientenkriterium (absolut) konvergent:

—

;| 1
QA1 _ k _ <<l
a (k+1)!  k+1 7~ 2

Sie hat den Wert so, = e (Eulersche Zahl).
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3. Betrachte mit einem festen ¢ € (0,1) die Reihe

Soo = Z kqt.
k=1
Sei ¢ <1—0 mit einem gewissen 0 € (0,1) und 1/k < ¢ fur k > ks;. Dann gilt

k41 k+1 1
aZ“:(Jrkq)lg :(1+%>q<(1+5)(1—5):1—52<1.
k

Die Reihe s, ist also nach dem Quotientenkriterium (absolut) konvergent.

4. Betrachte die Reihe
1
SOO = Z ﬁ
k=1
Fiir ihre Elemente a;, gilt

A= (2)" = () 1 G0

2
k41 B k

an  (k+12
so dass weder das Wurzel- noch das Quotientenkriterium anwendbar sind. Wir
miissen zum Nachweis der Konvergenz also ein anderes Argument finden. Mit Hilfe
der Beziehung

<1—%+1)2—>1 (k — o0),

1 1 1

k(k+1) — k  k+1

sehen wir, dass
1
2 D)
und folglich

1

Wegen
1 1 1 2
P + <
k?  k(k+1)  E*(k+1) = k(k+1)
folgt dann die Konvergenz der Reihe wieder mit Hilfe des Vergleichskriteriums aus
Lemma 3.6. Thr Limes ist s, = 72/6 und damit transzendent. Wir bemerken, dass

die mit der obigen Reihe verwandte Reihe
1
D5
k=1

ebenfalls konvergent ist (s. das folgende Beispiel); von ihrem Limes ist aber erst seit
kurzem bekannt, dass er irrational ist; ob er sogar transzendent ist, bleibt offen.




3.2 Unendliche Summen (,,Reihen*) 81

Das folgende auf Cauchy zuriickgehende Konvergenzkriterium ist besonders niitzlich
zur Untersuchung verallgemeinerter geometrischer Reihen.

Lemma 3.7 (Cauchyscher Verdichtungssatz): Eine Reihe soo = Y poy a mit Glie-
dern ap € Ry, die eine monoton fallende Nullfolge bilden, hat dasselbe Konvergenzver-
halten wie die ,verdichtete” Reihe

sgo:ZQkan = a1+ 2a9 + 4as + 8ag + ... .
k=0

Beweis: Wir setzen s, := > ,_; ap und s, := >} 2Fay. . Damit ist fiir n < 281
Sn < ay + (agtaz) + (ag+ ...+ a7) + -+ (age+. . . +agsi_y)
< ay +2ag +4dag + -+ 2%agp = s},

Ist die verdichtete Reihe also konvergent, d. h.: lim, ,, S, = So , s0 ist auch die Aus-
gangsreihe konvergent. Ist dagegen die verdichtete Reihe divergent, so folgt aus der fiir
n > 2M1 giiltigen Beziehung

Sp > ay +ag + (aztag) + (as+.. .+ ag) + (agepqg+ -+ - +ages)
> a1 + as + 2a4 + dag + - - + 2Kagr > %S;H

auch die Divergenz der Ausgangsreihe. Q.E.D.

Beispiel 3.10: Wir betrachten fiir ein allgemeines r € Q; die Reihe

Soo(T) = Z % )
k=1
Anwendung des Verdichtungssatzes fiihrt auf
ay =2k =4~ qi=21
Die verdichtete Reihe ist also eine geometrische Reihe, welche (absolut) konvergent ist fiir

r > 1 und divergent fir r < 1.

Die geometrische Reihe ist ein Spezialfall der allgemeinen ,,Potenzreihe*

o0

S = ch(m — xo)k

k=0

mit Koeffizienten ¢, € K, Zentrum zy € K und Argument x € K. Ein weiteres Beispiel
fiir eine Potenzreihe ist der unendliche Dezimalbruch

0,didyds. .. = Y di107", di € {0,1,...,9}.
k=1

Fiir Potenzreihen haben wir den folgenden Konvergenzsatz.
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Satz 3.4 (Potenzreihen): Fine Potenzreihe

> enlw —xo)" (3.2.16)

konvergiert absolut fiir alle Argumente x € K mit der FEigenschaft
1

limsup, . /Jex]

fiir |x — xo| > p ist sie divergent. Die Konvergenzgrenze p ist die grofst mdogliche und
wird ,Konvergenzradius® der Reihe genannt. Im Fall limsup,,_, \’”/m = 00 konvergiert
die Reihe fiir kein x # o, und wir setzen p:= 0. Im Fall limsup,_,., ¥/|cx| = 0 ist die
Reihe fiir alle x € K absolut konvergent, und wir schreiben formal p = oo

|z — 20| < p:= (3.2.17)

Beweis: Fir z # xy gilt

lim sup /| cx (@ — 20)¥| = |2 — x| limsup 3/|cx]

k—o00 k—o0

p

o — o] <1, falls |z —zo| <p
>1, falls [z —xo| >p

Die Richtigkeit der Behauptung folgt also mit Hilfe des Wurzelkriteriums. In den Féllen
p=o00 und p =0 konvergiert die Reihe fiir alle x € K bzw. fiir keins. Q.E.D.

Bemerkung 3.8: Im Fall |z — x| = p lésst sich iber die Konvergenz der Potenzreihe
(3.2.16) keine allgemeine Aussage machen; z. B. sind von den drei Reihen

& T T
> E ) 72
k=1 k=1 k=1
mit Konvergenzradius p = 1 die erste divergent fiir |x| = 1, die zweite divergent fiir
x = 1 aber konvergent fiir x = —1, und die dritte konvergent fiir |z| = 1 (Beweis

Ubungsaufgabe).

3.2.2 Das Rechnen mit Reihen

Definition 3.8 (Umordnung von Reihen): Sei >, a; eine Reihe.

i) Fiir eine bijektive Abbildung ¢ : N — N heifit die Reihe Y - | ayx) eine ,, Umordnung“
der Ausgangsreihe Y, ay .

ii) Sei N = Ujen{M;} eine disjunkte Zerlegung von N in endlich oder abzihlbar unend-
lich viele Teilindexmengen M; . Sind alle Summen oder Reihen S; = ZkeMj ay konver-
gent, so ist die Reihe Z]’GN S; definiert und heif$t ,totale Umordnung® der Ausgangsreihe
> ke an - (Die Notation 37, ., ar, bedeutet Summation tiber die ihrer Grifie nach geord-
neten Indizes ky < ko < ks ... aus M;.)
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Jede Umordnung einer Reihe (ay)reny kann als totale Umordnung mit den 1-elementigen
Indexmengen My := {p(k)} aufgefasst werden. Z. B. ist durch

a2+a1+a4+a3+a6+a5+
eine Umordnung und durch
(mm+ast+as+ ...) + (aa+ag+ag+ ...)

eine totale Umordnung der Reihe gegeben.

Satz 3.5 (Umordnungssatz): Fiir eine absolut konvergent Reihe So = > o ai kon-
vergiert auch jede Umordnung (totale Umordnung) absolut gegen denselben Limes Sy, .

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir die einfache Umordnung und verweisen fiir die
totale Umordnung auf die Literatur. Seien s, und s, die Partialsummen von (ax)ken
bzw. einer Umordnung (ay(k))ken . Wir wollen die Konvergenz lim, (s, — s},) = 0
zeigen. Dann folgt

.y . , .
lim s/, = lim (s, — s,) + lim $,, = Seo-
n—oo n—oo n—oo

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Dazu gibt es wegen der absoluten Konvergenz der Reihe
Y oreq ar ein n. € N, so dass fir n > n. gilt:

n

Z lag| < 3e.

k=n<+1

Zu jedem n > n. gibt es nun sicher ein n’ € N (n/ > n.), so dass jeder Summand
in der Summe > ;' a; auch in der Summe ZZ/:I ayky vertreten ist. Ferner gibt es zu
beliebigem m € N ein n” € N, so dass auch jedes ay,y), 1 < k < m, in der Folge der
ap, 1 <k <n”, auftritt. Dann gilt fiir m > n':

m
/
[Sm — S| = Z%(k)— Q. — Z ak‘
k=1 k=1 k=nc+1
m

S aew|+] Y w
k=1,p(k)>n. k=n:+1

n!!

< Z ak“f" f: ak‘ﬁﬂ

k=ns+1 k=ncs+1

IA

Dies impliziert die Konvergenz s/, — so, (m — 00). Wegen

m n//
D lagw] < lax
k=1 k=1

ist die Konvergenz absolut. Q.E.D.
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Bemerkung 3.9: Die Variante des obigen Satzes fiir allgemeine totale Umordnungen
wird meist ,,groer Umordnungssatz“ genannt.

Fiir nicht absolut konvergente Reihen ist der Umordnungssatz i. Allg. nicht giiltig. Die
Konvergenz der alternierende harmonische Reihe

k=1

ist durch das Leibniz-Kriterium gesichert; sie ist aber offensichtlich nicht absolut konver-
gent. Fiir ihre Summe gilt

<0 <0
1 1

1<1 1+1 1+1 1+ ) 1+1 +1 +1 <5
= — -t -4 -——-+ . =S =1l-ct - F -+ == ... =.
2 2 >04 5>O6 2 3 4 5 6 7 6

Nun betrachten wir die folgende Umordnung der Reihe, wobei jeweils drei Reihenglieder
zusammengefafit werden:

S/ _(1+171)+(1+1f1)+(1+if1)+
<\ 73 2 5 7 4 9 11 6/

_5 >0 >0

Diese Reihe ist wieder konvergent, was man mit Hilfe der folgenden Umformungen und
der Regeln der Folgenkonvergenz erschlieflen:

- 1 1 1
S;:;{4k—3+4k—1_2k}
1 1 1 1 1
:Z{4k—3_4k—2+4k—1_E+4k—2_@}

Z{4k 3 4k—2 4I<:—1 } Z{Zk—l ﬂ}

— + 00—300 (n — 00).
Ze. =2
Soo 5 25 n — 0o

Die Umordnung hat also eine Verdnderung des Grenzwertes der Ausgangsreihe bewirkt.

Wir betrachten nun sog. ,,Doppelreihen®, d. h. unendliche Summen iiber doppelt in-
dizierte Elemente ajy,
Soo — Z QA -

k=1
Wenn fiir alle festen j bzw. k die Partialreihen )7, a;; und Z;’il a;, konvergieren,
stellt sich die Frage, ob die Reihenfolge dieser unendlichen Summationen vertauschbar ist:

i (iajk) = ZOO: (i%) (3.2.18)

k=1  j=1 j=1 k=1
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Dass dies nicht so sein muss, sieht man anhand der Doppelfolge (a;i);ren mit den Ele-

menten
L j=>k
Qi = .
" 0, j<k

Offenbar sind alle Partialfolgen konvergent,

lim aj, = 0, lim aj, =1,
k—o0 j—ro0
dennoch gilt
bt { g # Jin { i ) =0,

Dies ist ein Beispiel fiir die Nichtvertauschbarkeit von Grenzprozessen. Als unmittelba-
re Folgerung aus dem Umordnungssatz 3.5 erhalten wir die folgende Aussage iiber die
Konvergenz von Doppelreihen.

Korollar 3.4 (Cauchyscher Doppelreihensatz): Ist die Doppelreihe

[ee]

S0 — E Ak

j,k=1

bzgl. irgend einer Reihenfolge der Summation absolut konvergent, so ist jede ihrer Zeilen-
und Spaltenreihen

s9) = Zaj’“’ st = Zajk (4,k €N)
k=1 =1

absolut konvergent, die Reihen dieser Zeilen- und Spaltenreihen sind absolut konvergent,
und es gilt

swi( ) aje) = O_O (iajk). (3.2.19)

Schliellich betrachten wir Produkte von Reihen.

Lemma 3.8 (Cauchy-Produkt): Fiir zwei absolut konvergente Reihen s8) = D orey ak

und s = > re b ist die Produktreihe mit den Elementen (das sog. ,Cauchy-Produkt®

der beiden Reihen)
C = a1by + agby_1 + -+ - + apby (k € N)

ebenfalls absolut konvergent und hat den Limes

gck = (i@ (X n) (3.2.20)

00
k=1 k=1
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Beweis: Wir setzen

W0=Sa =3k W =Ylal =3kl
k=1 k=1 k=1 k=1
Dann ist . .
= Y a5 = 3 ol
k=1 k=1
sowie
sw<sl, s <R s a <l s

Also ist 8552 absolut konvergent. Sei weiter

k

O 1= Z \al||bk+1,l| = |a1||bk| + ...+ |(Ik‘|b1‘

=1

Alle Glieder in oy, k=1,...,n, sind auch in dem Produkt §£11) . §$12) enthalten, so dass

oo s s <52
k=1
Also sind die Partialsummem iiber die o, beschriankt. Folglich konvergieren die Reihen

oo n
re=Y =Y lal, nel.
k=1 k=1

Damit konvergiert auch die Reihe iiber die ¢, absolut. Da ferner

‘ch — s 5512)’ = ’
k=1

folgt die Richtigkeit der Behauptung.

i ajbk} —0 (n— o0),

Gk=1,j+k>n

Q.ED.

Bemerkung 3.10: Die Aussage von Lemma 3.8 ist i. Allg. fiir nur bedingt konvergen-
te Reihen nicht richtig. Wir notieren noch der Vollstdndigkeit halber, ohne Beweis, die
folgenden Varianten des Cauchyschen Produktsatzes:

Produktsatz von Mertens®: Gegeben seien zwei konvergente Reihen > .- aj und

Y pey bi . Ist eine von ihnen absolut konvergent, so konvergiert auch ihr Cauchy-Produkt:

ick: (kﬁ’;ak) . (kf:lbk).

Produktsatz von Abel: Gegeben seien zwei konvergente Reihen Y .- | ay und Y .- by .
Ist auch thr Cauchy-Produkt . | ¢y konvergent, so gilt:

kj‘?ck: (g’;ak) . (ibk).

SFranz Mertens (1840-1927): Ostercichischer Mathematiker; Prof. in Graz und Wien; Beitriige zur
Zahlentheorie, Algebra und Potentialtheorie.
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3.2.3 Die Exponentialreihe
Die sog. ,,Exponentialreihe®
.z
exp(z) == Z o

ist eine Potenzreihe. Thr Konvergenzradius ist

1 1
= lim Wzoo,

P lim sup,, . V/|an| ~ lim SUD,, 4o A/ 1/nl noee

d. h.: Sie ist fiir alle Argumente x € K absolut konvergent.

Satz 3.6: Der Wert der Exponentialreihe fiir das Argument x =1 ist gerade die Fuler-
sche Zahl e :

exp(1) = i% ~ lim (1+%)n —:e. (3.2.21)
k=0 "

n—oo

Diese ist irrational (sogar transzendent).

Beweis: i) Die Partialsummen der Exponentialreihe fiir @ = 1 seien mit a, abgekiirzt.
Wir haben in Beispiel 3.4 gesehen, dass a,, < 3. Nach der binomischen Formel (Satz 1.4)

gilt:
1\7
b= (1+2)
n
n 1 nmh-1) 1 nn—1)---1 1
— 14 .= T S il
+1! n+ 2! n2+ * n! n"
1 1 1 1 1 n—1
:1+f+—(1—7)+~--+—<1—7)--~<1——)<an<3,
w2 n n! n n

d. h.: Die Folge der b, ist beschriankt. Ferner gilt:

1 n+1
bn+1 = (1+ )

—1+1+1<1 1>+ +1<1 1) (1 n_l)
B 1 2 n+1 n! n+1 n+1

() (- )

Die (beschrénkte) Folge der b, ist also monoton wachsend und folglich konvergent. Thren
Limes nennen wir e. Wegen b, < a, ist dann e = lim,, ,, b, < lim,,_,,, a, . Sei nun n
fest gehalten. Fiir alle m > n gilt dann b, > b, sowie

11 1 1 1 1
bm>1+7+7(1_7)+“_+7(1_7>“_(1_L) — e
1 2! m n! m
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Der Grenziibergang m — oo liefert dann

. 1 1 1
lime, =14—4+—+---+

— = a,.
m—00 11 2! n! "

Hieraus folgern wir mit Hilfe von b,, > ¢, , dass

lim b, > lim ¢, = a,.
m—0o0 m—0o0

Da der Index n beliebig gewihlt war, folgt

e = lim b, > supa, > lim a, >e.

Also ist lim, o a, = €.

ii) Wir zeigen die Irrationalitdt von e. Seine Transzendenz kann mit den bisher vorhan-
denen Mitteln aber noch nicht erschlossen werden. Angenommen, e wére rational, d. h.
e = p/q mit gewissen p,q € N. Zunichst wollen wir eine allgemeine Abschitzung fiir das
»,Restglied* in der Reihendarstellung von e ableiten:

1 1
T — .o 77{1 f}: e
TR Jr(ner)! N +n! (n+1)!Jr +(ner)!
1 1
< 1 7}
(n—i—l)!{ +n+1+ +(n—|—1)m*1

1 1 1 n+1
T DI - () n

Hierzu wurde die bekannte Abschétzung fiir die binomische Reihe mit |g| < 1 verwendet:

1—qm 1
1+q+---+q"‘“=ﬁ S1-g

Die gewonnene Abschitzung gilt fiir jedes m und folglich:

1 1}< 1 n+1

0< f{l — —
¢ BT +n! ~— (n+1)! n

Fiir n = g gilt dann:

1}< 1 qg+1

bzw. nach Multiplikation mit ¢!:

1
0<plg—1!={g+---+1} < .

Dies bedeutet einen Widerspruch, da keine ganze Zahl zwischen 0 und einem Bruch 1/¢
liegen kann. Q.E.D.
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Anwendung 3.2.1: Die Darstellung der Eulerschen Zahl e {iber die Exponentialsumme
kann gut zu ihrer ndherungsweisen Berechnung verwendet werden, da die Exponentialreihe
sehr schnell konvergiert. Dazu schreiben wir fiir n > 2:

"1 1
‘6—25’225
k=0 k=n+1
_ ! {1+ Loy ! +.0}
(4 1) n+2 (n+2)(n+3)
<2 {1+ Ly by }
~ (n+1)! n+2 (n+2)2
2

1
— i L )= :
(n+1)!{ tatmto) (n+1)!

Die approximierende Exponentialsumme

kann mit Hilfe der folgenden Rekursionsformel berechnet werden:

SOZfOZ:L kZl fk:%,sk:sk,1+fk.

Damit erhélt man z. B. fiir n = 73 die Eulersche Zahl auf 100 Dezimalstellen genau (bei
Verwendung von Arithmetik mit Rundungsfehlerkontrolle); s. Foster [1] Band 1, § 8:

e=2,718281828 ....

Die Exponentialreihe konvergiert offenbar sehr schnell. Fiir die zunédchst zur Definition
von e verwendete Folge gilt dagegen asymptotisch nur

1\~ e
— (1 —) ~—.
¢ ( i n 2n
Korollar 3.5 (Funktionalgleichung von exp(x)): Fiir alle z,y € K gilt
exp(z + y) = exp(z) - exp(y). (3.2.22)

Beweis: Das Cauchy-Produkt der absolut konvergenten Reihen Y7 2 /k!, > 72 y*/k!
sel Y po ¢ . Fiir die Glieder ¢, folgt mit Hilfe der allgemeinen binomischen Formel:

ko ; k
xl yki 1 (k) IR X
b ]_;]!(k—])! k!; j L )

Also ist geméB dem Produktsatz fiir absolut konvergente Reihen:

oo

exp(z) - exp(y) = Z % =exp(z +y).

k=0
Q.E.D.
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Korollar 3.6: Aus der Definition von exp(x) und der Regel (3.2.22) ergeben sich die
folgenden Aussagen:

1. Fir alle x € K gilt exp(x

(x) #0 und exp(—z) =1/ exp(x).
2. Fiir alle x € R gilt exp(x

>0.
3. Fir n € Z gilt exp(n) =e".

Beweis: 1) Mit Hilfe der Funktionalgleichung (3.2.22) erhalten wir fiir z € K:

=0k 00

oo b
k=0

exp(—x) exp(x) = exp(x — x) = exp(0) =

d. h.: exp(z) # 0 und exp(—z) =1/ exp(x).
2) Weiter ist fir x € R,z > 0:

hE
x| 8
WV,
o

exp(z) =1+
k=1

Fir o < 0 ist —z > 0 und folglich gem&$ dem eben Gezeigten exp(z) = 1/ exp(—z) > 0.
3) Offenbar ist exp(0) =1 =¢". Sei exp(n) = e" fiir ein n € N. Dann gilt

exp(n + 1) = exp(n) exp(1) = exp(n)e' = e"e = "1,
und die behauptete Beziehung ergibt sich durch vollstandige Induktion fiir n € Ny . Thre
Richtigkeit auch fir —n € N folgt aus exp(—n) = 1/exp(n) = 1/e" =e™". Q.E.D.

Definition 3.9: Die Beziehung exp(n) = e fir n € Z legt die folgende Definition fiir
beliebige x € K nahe:
e’ = exp(z).

Die sog. ,,Exponentialfunktion“ f(z) = e* (oder kurz ,e-Funktion“) ist eine der wichtigs-
ten Funktionen der Analysis und wird uns noch an mehreren Stellen in diese Text begeg-
nen.

3.3 Ubungen

Ubung 3.1 (Aufgabe zu ,exotischen* Zahlenfolgen):
a) Man beweise folgendes Konvergenzkriterium fiir Zahlenfolgen (ay,)nen in Ry :

an+1
Qn
an+1
Qp,

—a (n—00) = Ya,—a (n— o0),

— o0 (n—o00) = Ja, > o0 (n— ).
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(Hinweis: Man kann verwenden, dass lim, ,., {/c =1 fir ce R, .)

b) Man verwende dieses Konvergenzkriterium zur Untersuchung der Konvergenz der Fol-
gen (an)nen, (bn)neny und (¢,)neny mit den Gliedern:

Yy bo— n nmn . n
an == vVnl, n = Al Cp = —.
n:

(Hinweis: Man kann verwenden, dass lim, (14 )" =¢.)

Ubung 3.2 (Aufgabe zu Hiufungspunkten):

a) Man rekapituliere die Definition des ,Haufungswertes“ einer Folge (a,),eny reeller
oder komplexer Zahlen sowie die eines ,, Haufungspunkte“ einer unendlichen Teilmengen
A CK (K:=Roder C). Kann eine endliche Teilmenge A C K einen Haufungspunkt
haben?

b) Man zeige, dass es zu jedem H#éufungspunkt a einer Teilmenge A C K eine Folge
(@n)nen von Elementen a, € A mit a, # a gibt, die gegen a konvergiert.

¢) Man zeige, dass eine Folge (a,)neny von Zahlen a, € K| welche beschrénkt ist und nur
einen Haufungswert a hat, insgesamt gegen a konvergiert. Gilt diese Aussage auch fiir
unbeschriinkte Folgen?

Ubung 3.3 (Aufgabe zu Reihen mit nicht negativen Elementen):
Man zeige, dass fiir eine konvergente Reihe

[e o]

S0 = E Ay,

n=1

mit nicht negativen Gliedern a,, € R fiir alle n € N auch die Reihen

[e'S)
(k) _ k
S0 = an,

n=1

konvergent sind.

Ubung 3.4 (Aufgabe zu ,,Limes superior® und ,,Limes inferior*):

Man zeige die folgenden Eigenschaften des ,,Limes superior” und des ,,Limes inferior* von
Zahlenfolgen (a,)neny und (by)nen bei angenommener Existenz der auftretenden Grofien
(d. h. der Beschrinktheit nach unten oder oben der Folgen):

a) Fiir allgemeine a,, b, € R:

liminf a,, + liminf b,, < liminf (a, + b,) < liminf a,, + limsup b,
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

< limsup (a, + b,) < limsup a,, + limsupb,, .

n—oo n—oo n—oo
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b) Im Falle a,, b, > 0:

liminf a,, - liminf b, < liminf (a,b,) < liminf a,, - limsup b,

n—0o0 n—oo n—0o0 n—0o0

n—oo
< limsup (a,b,) < limsupa,, - limsupb, .
n—oo n—oo n—00

(Hinweis: Man wihle geeignete Teilfolgen aus und nutze, dass fiir eine konvergente Folge
jede Teilfolge ebenfalls gegen deren Limes konvergiert.)

Ubung 3.5 (Aufgabe zu alternierenden Reihen):
a) Man formuliere das Leibnizsche Kriterium fiir alternierende Reihen in R.

b) Das Dirichletsche Kriterium lautet wie folgt: Die Reihe >, | a; in R habe beschrinkte
Partialsummen und die Folge (by)ren in R sei eine monotone Nullfolge (Also alle ihre
Elemente sind positiv oder alle negativ). Dann konvergiert die Reihe

oo
Soo — E (Ikbk.
k=1

Man zeige, dass dieses Kriterium das Leibnizsche Kriterium als Spezialfall beinhaltet.

¢) Man beweise das Dirichletsche Kriterium. Dazu zeige man zunéchst, dass eine Folge
(an)neny in R genau dann konvergent ist, wenn die sog. ,, Teleskopreihe*

o0

Seo i= Z(ak — Agq1)

k=1
konvergiert. In diesem Fall ist dann s, = a; — limy_ ., a; . Ferner zeige man, dass fiir
beliebige reelle Zahlen ay,...,a, und by,...,b,,b,y1 die folgende Identitat gilt:

n

n k
Sy = Abun+ > Albe — b)), Avi=) a;.
j=1

k=1 k=1

Mit diesen Hilfsmitteln beweise man dann das Dirichletsche Kriterium. (Hinweis: Im Falle
von Mangel an eigenen Ideen konsultiere man den Text.)

Ubung 3.6 (Aufgabe zur Konvergenz von Folgen):
Man untersuche, ob die folgenden Folgen (a,),en reeller Zahlen konvergent sind (bei der
zweiten Folge in Abhidngigkeit vom Parameter z € R), und bestimme gegebenenfalls

ihren Limes:
a) a ——n<\/1+l— ) b) a, = (l)n relR
n n ) n 1 ':L'2 ) N

Ubung 3.7 (Aufgabe zur Konvergenz von Reihen):
Man untersuche mit Hilfe der bekannten Konvergenzkriterien das Konvergenzverhalten
(konvergent, absolut konvergent, divergent, u.s.w.) der folgenden Reihen:

o = (=1 /1 1\ o kB
a) sgo)—z(\/g, b) s¥ = (2—k), c) 3&):Z§~
k=1

k=1
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Ubung 3.8 (Aufgabe zu parameterabhingigen Reihen):
Fiir welche = € R, x # —1, konvergiert die folgende Reihe (mit Begriindung)

Ubung 3.9 (Aufgabe zu Potenzreihen):

a) Was ist eine allgemeine ,,Potenzreihe“? Was ist deren , Konvergenzradius® p und wie
kann dieser aus den Reihengliedern berechnet werden? Wie sind die Grenzfille ,,p = 0¢
und ,,p = 00“ zu interpretieren?

b) Man bestimme die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

i) sQ) =Y ki) s =3 IT i) i (z) =Y (-1 k' ,
k=1 k=1 k=1
i) s () = 3 2k, SR ) @@=y ( )
k=1 k=1 k=1

Ubung 3.10 (Weitere Aufgaben zu Zahlenfolgen):
a) Man zeige, dass fiir eine beschriankte Folge (a,)neny in R mit

lim (a, —an,_1) =0 (%)

n—oo

notwendig jedes a € R mit liminf, ;o a, <a <limsup,_, . a, Haufungswert ist. Man
gebe ein Beispiel einer beschrinkten Folge, welche das Kriterium (x) erfiillt, und trotzdem
nicht konvergent ist.

b) Fiir zwei Zahlen a,b € R seien die Elemente a,, rekursiv definiert durch:
a,=a, ay=0>0, an—%(an 1+ a, 2), n>3.

Man zeige, dass die Folge (an)neny konvergiert und bestimme ihren Limes.

¢) Gibt es eine Folge (a,)neny in R mit dberabzihlbar unendlich vielen Haufungswerten?

Ubung 3.11 (Weitere Aufgaben zu Zahlenreihen):

a) Man streiche in der harmonischen Reihe )77 1/k alle Terme 1/k, in denen die
Dezimaldarstellung von & die Ziffer 0 enthalt. Ist die verbleibende Reihe divergent oder
konvergent?

b) Man zeige, dass die Folge der Zahlen

n

con ()
Gy 1= — €X -
n P k

k=1
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gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Die Bestimmung dieses Grenzwerts ist mit
den bisherigen Hilfsmitteln aus dem Text noch nicht moglich (— sog. ,Eulersche Kon-
stante v “).

¢) Welche von den folgenden Reihen ist konvergent bzw. divergent?

@) k;(zj)kk!’ ) ;(2.,8)%!'

Ubung 3.12 (Aufgabe zum Riemannschen Umordnungssatz):

Sei Y77, ¢ eine konvergente aber nicht absolut konvergente Reihe. Man zeige, dass es
dann zu beliebig gewéhltem C' € R eine (einfache) Umordnung >.7, ¢,k der Reihe mit
zugehoriger bijektiver Abbildung ¢ : N — N gibt, so dass gilt:

Z(J(p(k) = C
k=1

Ein elementarer Beweis dieser Behauptung stammt von Riemann?(1826-1866).

Ubung 3.13 (Aufgabe zu den ,,Fibonacci-Zahlen“):
Die Folge (ay)nen der ,Fibonacci-Zahlen® ist rekursiv definiert durch

ap =0, a; =1, neN: a1 :=ay,+ ay_1.
Man zeige fiir die Quotienten g¢,, 1= a,y1/a,:

lim g, = ¢g:=3(1+ V5) (,,goldener Schnitt®).

n—0o0

(Hinweis: Man rechnet leicht nach, daf g,.1 =1+ 1/g, und g=1+4+1/g.)

Ubung 3.14 (Aufgabe zu rekursiven Zahlenfolgen):
Man betrachte fiir @ € Ry die Folge (ay)ney mit den Elementen

ar=+a, ay=+la++a, az=7\la+\[a+a, ...,

welche der rekursiven Beziehung a,+1 = v/a + a,, n € N, geniigen.

a) Man zeige, dass diese Folge beschriankt und monoton wachsend ist. Folglich ist sie
konvergent. (Hinweis: Vollstandige Induktion)

b) Man zeige, dass fiir den Grenzwert 2 = lima,, die Beziehung = = /a + 2 gilt, und
bestimme diesen.

"Bernhard Riemann (1826-1866): Deutscher Mathematiker; Prof. in Gottingen als Nachfolger Di-
richlets; Mitbegriinder der Funktionentheorie und der modernen Geometrie; einer der bedeutendsten
Mathematiker seiner Zeit, von grofem Einfluff auch auf die theoretische Physik.
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Ubung 3.15 (Aufgabe zur Dezimalbruchdarstellung):

Man zeige, dass im Rahmen des iiblichen Divisionsprozesses zur Gewinnung der Dezi-
malbruchdarstellung rationaler Zahlen fiir periodische Dezimalbriiche mit Periodenldnge
s € N die folgende Regel gilt:

- dy...d .
0,dy...d; = 5 3 dr € {0,1,...,9} Dezimalstellen.

s mal

(Hinweis: Man schreibe den Dezimalbruch als Limes einer Folge von endlichen Summen
und erinnere sich an die geometrische Summenformel.)

Ubung 3.16 (Aufgabe zum Konvergenzradius):
a) Man zeige, dass fiir den Konvergenzradius p € R, einer Potenzreihe

Soo() = Z cr(r — xo)F
k=1
im Falle ¢ # 0 fiir fast alle £ € N die folgende Beziehung besteht:
1
A_ = liminfM < — < limsup [ 41] = A,.
k=oo ep| T p T koo |kl

(Hinweis: Man wende das Quotientenkriterium an.)

b) Was gilt fiir die Grenzfille p =00 und p=07?

Ubung 3.17 (Aufgabe zur Exponentialreihe):
Man zeige die folgenden Eigenschaften der durch die Exponentialreihe definierten (reellen)
Exponentialfunktion e* := exp(z) fiir beliebiges festes n € N:

: 1
a) € >1+—z", x>0,
n!

1
b) et < 7_]1)71, r < O,
1+ nl!

c) % — 0 (x—00).






4 Funktionen und Stetigkeit

Da im Folgenden wieder die meisten Aussagen sowohl fiir reelle als auch fiir komplexe
Zahlen gelten, werden wir den zugrunde liegenden Zahlkorper allgemein mit K bezeich-
nen, was dann innerhalb von Ausdriicken einheitlich fiir K =R oder K = C stehen kann.
Wenn nur die reellen Zahlen gemeint sind, wird dies jeweils durch explizite Verwendung
des Symbols R angedeutet.

4.1 Funktionen und Abbildungen

Zunéchst fiihren wir einige Begriffe ein.

Definition 4.1 (Funktion): Sei D eine Teilmenge des Zahlenraums K. Ist durch eine
Vorschrift jeder Zahl x € D eindeutig eine Zahl y = f(x) € K zugeordnet, so nennen

wir f(-) eine ,Funktion® von x mit dem ,Definitionsbereich® D und dem ,Bildbereich*
B={yeK|3zeD: y= f(x)}.

Im Reellen sind Definitionsbereiche in der Regel Vereinigungen von Intervallen oder
selbst Intervalle, wobei letztere meistens mit I bezeichnet werden. Bei Vorgabe von
Anfangs- und Endpunkten —oco < a < b < oo bedeutet:

[a,0] :={x e R|a <z < b} (,abgeschlossenes“ Intervall)

(a,b) :={zr € Rla < x < b} (,,offenes® Intervall)

[a,0) :=={x e R|a < x < b} (,nach rechts halboffenes® Intervall)
(a,b] :={x € Rla <z < b} (,nach links halboffenes Intervall®)

Das Intervall [a,a] enthélt nur den Punkt a. Diese Intervalle sind alle ,,endlich® bzw. ,,be-
schrankt“. Es kommen auch ,junendliche* Intervalle der Form [a,00), (a,00), (—00,b],
(—00,b) und (—o00,00) = R vor. Jede (eindeutige) reelle Funktion f: D C R — R
besitzt einen sog. ,,Graphen”

G(f) = {(x, /() e R x R|z € D},

welcher in der Regel durch einer Kurve in der (x,y)-Ebene darstellbar ist.

Abbildung 4.1: Graph G(f) einer Funktion f(x).

97
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Fiir eine Funktion f : D C K — K sind Realteil Re f, Imaginérteil Im f und
Absolutbetrag | f| erklart:

(Re f)(z) :=Re f(x), (Imf)(z) :=TIm f(z), [fl(z) = [f(2)]

Fiir eine Funktion f: D — K ist ihre ,Restriktion® fipr : D" — K auf eine Teilmenge
D’ C D ihres Definitionsbereichs auf natiirliche Weise definiert. Fiir Paare von Funktionen
f,9: D — K sind Summe, Produkt und fiir g(x) # 0, € D, auch der Quotient definiert
durch
f

(F+9)@) = 1@ + (@), (F-9)@)i= Fla) (o) ()@=
Ein 2y € D heifit ,Nullstelle® der Funktion f: D C K — K, wenn f(zg) = 0 ist. Die
Funktion wird ,identisch Null“ genannt, wenn f(z) =0 ist fiir alle 2 € D

Eine Funktion heifit ,injektiv*, wenn die durch sie definierte Abbildung zwischen ihrem
Definitions- und ihrem Bildbereich injektiv ist. Zu einer injektiven Funktion f : D —
B C K ist die ,,Umkehrfunktion® (oder auch ,inverse Funktion®) f=': B — D auf dem
Bildbereich B € K von f(z) definiert durch

Tl y) =2 & y=fla).

(Die Umkehrfunktion f~!(x) darf nicht mit der reziproken Funktion f(x)~! = 1/f(x)
verwechselt werden.) Fiir zwei Funktionen g : D — B C K und f : B — K ist die
Komposition fog: D — K definiert durch

(fog)(x):= f(g9(x)), z€D.

Beispiel 4.1: Wir listen einige Beipiele héufig auftretender Funktionen mit den zugehori-
gen Umkehrfunktionen (soweit diese existieren):

1. Die konstante Funktion f(x) = ¢, x € K, fiir irgend ein festes ¢ € K, beschreibt
im Reellen eine Parallele zur xz-Achse.

2. Die Identititsfunktion f(x) = x hat im Reellen als Graph die Winkelhalbierende
des ersten Quadranten durch den Nullpunkt. Thre Umkehrfunktion ist f~!(z) = x.

Abbildung 4.2: Graphen von f(z) =c und f(z) ==x.
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3. Der Absolutbetrag f(x) = |x| ist eine Funktion von K nach R, U{0}. Diese besitzt
keine Umkehrfunktion, wenn man deren Eindeutigkeit verlangt.

4. Die abgeschnittene Funktion f(z) = min{z,1} ist auf ganz R definiert, besitzt
aber keine Umkehrfunktion.

f(x) = |z

f(z) = min{x, 1}

Abbildung 4.3: Graphen von f(z) = |z| und f(z) = min{x,1}.

5. Die (reelle) k-te Wurzelfunktion f(x) = ¥z, fiir ein k € N, ist zunichst als Funkti-
onvon R, nach R, definiert. Durch die natiirliche Setzung f(0) = /0 := 0 ist sie
zu einer Funktion f:R;U{0} — Ry U{0} ,fortgesetzt“. Fiir negative Argumente
ist sie im Reellen nicht definiert, wohl aber im Komplexen. Thr ,maximaler” Defini-
tionsbereich im Reellen ist also D = R, U{0} . Die zugehérige Umkehrfunktion auf
R, U {0} ist

fHx) = 2",

Fiir rationalen Exponenten r = p/q, mit p € Z, q € N, ist die Funktion f(z) = z?/4
definiert als Komposition der Funktionen

fi(z) =2, folz) = Va: f(@) = fi(fax), xRy,

flw) = a2

3 £+

2 .

flw) = va

1,,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 x
7473727_1”12345

_9 1

Abbildung 4.4: Graphen von f(x) = /z und f(z) =22,
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6. Die Polynomfunktion (,ganze“ rationale Funktion) vom ,Grad“ n € N,

p(z) =ag + a1z + ... a,2",

mit Koeffizienten ay,...,a, € K, a, # 0, ist auf ganz K definiert.

7. Die rationale Funktion

p(z)  ap+aix+ ... a,a"

rw) = q(z) by + bz + ... bypam’

mit Koeffizienten ay,...,a, € K, a, # 0, und by,...,b, € K, b,, # 0, ist in allen
Punkten z € K definiert, in denen ¢(z) # 0 ist.

8. Die (reelle) Treppenfunktion zu einer endlichen Zerlegung eines Intervalls [a, b] durch
Teilpunkte a =xg <21 <--- <z, =b:

flx)=ck, x € (g1, xp).

In den Zerlegungspunkten xj; bleibt die Funktion unbestimmt oder wird dort dem
jeweiligen Zweck entsprechend geeignet gesetzt; z. B. f(zx_1) := ¢ .

x

a T Ty T3 Ty Ty

Abbildung 4.5: Graph einer Treppenfunktion.

9. Die (reelle) Ezponentialfunktion f(x) = exp(x) = e* ist eine Funktion von ganz
R nach R, . Thre Umkehrfunktion ist der sog. ,natiirliche Logarithmus* f~!(z) =
In(z), den wir weiter unten noch eingehender betrachten werden.

10. ,,Pathologische” Funktionen ohne darstellbaren Graphen:

1 firz e Q, 1 fiirx € N Primzahl,
=40 (@) =
0 fiirz € R\Q,

0 sonst.
Definition 4.2 (Monotonie): Eine (reelle) Funktion f: D C R — R heifit ,monoton
steigend® bzw. ,monoton fallend*, wenn fir Punkte xi,xo € D gilt:

z>a2 = f(z)>f(2) baw. xz>2 = f(z) < f(2).

Gelten diese Beziehungen jeweils mit den strikten Ungleichheitszeichen, so heifit die Funk-
tion ,strikt“ (oder auch ,streng®) monoton steigend bzw. fallend.
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monoton steigend

monoton fallend

Abbildung 4.6: Graph einer monoton fallenden und einer monoton steigenden Funktion.

Beispiel 4.2: i) Das einfachste Beispiel einer strikt monoton steigenden bzw. fallenden
Funktion haben wir mit der (reellen) Identitétsfunktion f(x) =2 bzw. f(z) = —x.

ii) Die reelle Exponentialfunktion f(z) = e® ist wegen e > 1, h > 0 und
P =r+h>z = e =é%h>el

ebenfalls strikt monoton steigend.

iii) Die Funktion f(z) = min{z,1} ist zwar monoton steigend aber nicht streng monoton
steigend.

Abbildung 4.7: Graph einer monoton steigenden Funktion und ihrer Umkehrfunktion.

Lemma 4.1 (Umkehrfunktion): Flir eine streng monoton steigende (fallende) Funkti-
on f:I—= R existiert auf dem Bild B ={y € Rl|y = f(z), x € I} die Umkehrfunktion
f7Y: B — I und ist ebenfalls streng monoton steigend (fallend).

Beweis: i) Wir zeigen zunichst die Injektivitdt von f. Fiir zwei verschiedene x, 2’ € D
gilt entweder 2’ > x oder = < a’. Aufgrund der strengen Monotonie von f ist also
entweder f(z') > f(x) oder f(a') < f(x). Folglich ist f injektiv auf D, so dass die
Umkehrfunktion f=': B — D existiert.
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ii) Zum Nachweis der Monotonie von f~! seien y, ¥ € B mit ¢ > y. Dann gibt es

definitionsgemi z, ' € D, so dass y = f(z), v’ = f(2'). Wir haben 2’ > x zu zeigen.
Dies geschieht durch ein Widerspruchsargument. Angenommen, es gilt 2/ < x. Da z = 1/
wegen der Injektivitdt von f ausgeschlossen ist, muss x’ < z sein. Die strenge Monotonie
von [ impliziert dann aber y = f(z) > f(2’) = ', im Widerspruch zur Annahme.

Q.E.D.

Hiufig sind Funktionen zunéchst auf einer kleineren Menge D definiert und sollen
auf einen gréfieren Definitionsbereich D D D fortgesetzt werden. Diesem Zweck dient
die folgende Konstruktion. Fiir eine Teilmenge M C K ist der ,,Abschlu® M definiert
durch

M :={r € K| 3(an)nen, an € M : = = 7}1—{20&"}

d. h.: M enthilt u. a. alle Hiufungspunkte von A . Im Falle M = M ist dann die
Menge im Sinne der fritheren Definition , abgeschlossen®. Beispiele sind das abgeschlossene
Intervall [a,b] als Abschluss des offenen Intervalls (a,b) und ganz K als Abschluss der
~gelochten Menge K\ {0} .

Definition 4.3: Eine Funktion f : D — K hat einen ( ,requliren®) Limes a € K in
einem Punkt xo € D, wenn fir alle Folgen von Punkten x, € D, n € N, gilt:

Tn = 1o (n—=00) = f(z,) —a (n— ),

Dies wird auch in der Kurzform a = limyep, 4—a, f(2) geschrieben. Eine analoge Bezeich-
nung wird auch fir ,singulire Limiten, d. h. im Fall |z| — oo, verwendet.

Beispiel 4.3:

1. Fiir die Exponentialfunktion f(x) = e* gilt

lime® =€’ =1,
z—0

da fiir || < 1:

x|Ft >
e 1}<||Z|| _||Z%:|x|(e—l)% 0 (x—0).
k=1

Betrachtet man nun die Funktion

e’ —1
f(.T) - T )
so ist diese zunéchst nur auf D = K\ {0} definiert. Mit Hilfe der Bezichung, fiir
lz| <1,
f@ -] = | [ < w5 0 (el -0
T) — = |— | = X — X
x —~ kLT~ ps k!

hat in = 0 den reguldren Limes f(0) :=1.



4.2 Stetigkeit 103

2. Fiir ein reelles Polynom der Form p(x) = ag + -+ + a,_12" 1 + 2" gilt:
p(x) =00 (z = 00),

fii d
p(a:) _}{ +oo Iur n gerade (:U . _00)7

—oo fiir n ungerade
da wegen

p(a:)z:c"{@—l—...@—}—l}

™ x
das asymptotische Verhalten fiir x — £oo offenbar durch den ,fithrenden Term
™ bestimmt ist.

4.2 Stetigkeit
Definition 4.4 (Stetigkeit): Fine Funktion f: D — K heifit ,stetig® in einem Punkt
xg € D, wenn fiir jede Folge (,)nen in D gilt:

Tn = xe (Rn—=00) = flz,) = flxg) (n— 00);

andernfalls heifit sie ,unstetig® in xq. Sie heifit  stetig auf ihrem Definitionsbereich D,
wenn sie stetig in jedem Punkt xo € D ist.

Im Reellen ist der Begriff der , Stetigkeit® einer Funktion intuitiv versténdlich anhand

ihres Graphen. Anschaulich ist eine Funktion stetig, wenn ihr Graph zusammenhéingend
ist, d. h. wenn man ihn ohne abzusetzen zeichnen kann.

—

a To b

/()

Abbildung 4.8: Graph einer unstetigen Funktion.

Lemma 4.2: i) Fir eine stetige Funktion f : D — K st auch jede Restriktion fip :
D' — K auf eine Teilmenge D' C D stetig.

it) Mit einer Funktion f: D — K sind in einem Punkt xo € D auch ihr Realteil Re f
und Imagindrteil Tm f sowie ihr Absolutbetrag |f| stetig.

iii) Fiir stetige Funktionen f,g: D — K sind in einem Punkt xq auch ihre Summe f+g
und Produkt f-g. Im Fall g(xo) # 0 ist dann auch der Quotient f/g stetig.

iv) Fiir stetige Funktionen g : D — B C K und f: B — K ist auch die Komposition
fog: D —=K stetig.
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Beweis: i) Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Stetigkeit.

ii) Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den Beziehungen

[Re f() = Re f(2)[* + [Im f () — Im f(')[* = |f(z) — f(2)]*,
£ @)] = £ @] < |f(x) = fla)].

iii) Die Stetigkeit von Summe, Produkt und Quotient ergibt sich aus den entsprechen-
den Resultaten fiir konvergente Zahlenfolgen. Bei der Behandlung des Quotienten ist zu
beachten, dafl dieser fiir ein 2o € D mit g(zg) # 0 nach Korollar 4.1 auf einer ganzen
e-Umgebung von o definiert ist.

iv) Sei g € D und x, € D mit z, — x9 (n — 00). Wegen der Stetigkeit von ¢
konvergiert y,, = g(z,) — g(z0) = yo (n — o0) und dann wegen der Stetigkeit von f:

(fog)(an) = flg(xzn)) = f(yn) = f(%0) (20 = o).
Mit f(yo) = f(g(z0)) = (f o g)(zo) ergibt sich die Behauptung. Q.E.D.

Lemma 4.3: Die auf einer beschrinkten, abgeschlossenen (d. h. kompakten) Teilmenge
D C K definierte Funktion f: D — B C K sei injektiv und stetig. Dann ist auch ihre
Umkehrfunktion f~': B — D stetig.

Beweis: Sei (y,)neny eine Folge in B mit y, — yo € B (n — o0). Wir haben zu
zeigen, dass dann z,, := [~ (y,) = f~'(yo) =: xo (n — o00). Die Urbildfolge (2, )nen ist
beschrénkt, da in der beschrénkten Menge D enthalten. Sei (z,, )ren eine konvergente
Teilfolge mit x,, — & € D . Wegen der Stetigkeit von f konvergiert dann f(z,,) — f(§).
Es gilt aber auch f(z,,) = Yn, — Yo, d. bt f(xo) = f(&). Wegen der Injektivitdat von f
folgt & = xy. Also sind alle Haufungswerte der (beschrénkten) Folge (z,)nen gleich zg,
so dass notwendig x,, — xg . Q.E.D.

Die obige qualitative Definition der Stetigkeit ist haufig unpraktisch fiir Beweiszwecke
und zur Beschreibung weitergehender Stetigkeitseigenschaften von Funktionen. Daher ge-
ben wir die folgende mehr quantitative Charakterisierung.

Lemma 4.4 (Stetigkeit per ¢/0-Argument): FEine Funktion f: D — K ist stetig in
einem Punkt xo € D genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6. > 0 gibt, so dass fiir
alle x € D gilt:

|t — a0l < 0. = |f(z)— flxg)] <e. (4.2.1)

Beweis: i) Sei f stetig. Gibe es dann ein € > 0, so dass es zu jedem ¢ > 0 einen Punkt
x € D gibt mit |zg — x| <0, aber |f(zo) — f(z)| > €, so wire dies ein Widerspruch zu
f(zo) = f(z) = 0 (z = x0).

ii) Die andere Richtung der Behauptung ist evident. Q.E.D.
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Korollar 4.1: Eine Funktion f : D C K — K, sei in einem Punkt zo € D stetig,
und es sei f(xg) # 0. Dann gibt es ein gy > 0, so dass fir jede sog. e-Umgebung
U.:={zx € D||x—xo <e} von xy mit 0 <e<egy gilt f(x)#0 firalle x € U..

Beweis: Wir setzen ¢ := |f(zg)| > 0. Dann gibt es wegen der Stetigkeit von f ein
0. > 0, so dass fiir alle © € D mit |x — x| < 6. gilt |f(x) — f(z0)] < €. Also folgt fiir
solche x:

[f (@) = |f(zo)| = [f(z) = flzo)| > e =€ =0,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Definition 4.5: i) Eine Funktion f : D — K heifit ,gleichmaflig stetig® auf ihrem
Definitionsbereich D , wenn in der €/§-Formulierung der Stetigkeit zu gegebenem e das
0 gleichmafig fir alle Punkte x € D gewdhlt werden kann.

ii) Eine Funktion f : D — K heifit ,Lipschitz-stetig® (oder kurz ,L-stetig®) auf D,
wenn mit einer Konstante L > 0 (der sog. ,Lipschitz-Konstante) gilt:

1f(x) — f(y)| < Lz —vy|, x,y€D.

Satz 4.1 (Satz von der gleichmifligen Stetigkeit): FEine auf einer beschrinkten, ab-
geschlossenen (d. h. kompakten) Teilmenge D C K stetige Funktion ist dort sogar ,gleich-
mdafig stetig® ; d. h.: Zu jedem € > 0 gibt es 6. > 0, so dass fir alle v,x' € D gilt:

v —2'|<6. = |f(x)— f(2)| <e (4.2.2)

Beweis: Angenommen, f ist nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein ¢ > 0 derart,
dass zu jedem n € N Punkte x,,2], € D existicren mit

o =) < () — )] 2 (42.3)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die beschriankte Folge (x,)nen eine kon-
vergente Teilfolge (z,, )reny mit Grenzwert = € D. Wegen |z, — 2| < 1/n ist auch
r = limy, o 77, . Da f stetig ist, folgt daraus

[ (@n,) = (@l )| = |f (@) = f(@)| =0 (k — o0),
im Widerspruch zu (4.2.3). Q.E.D.

Bemerkung 4.1: i) In Satz 4.1 sind die Voraussetzungen der Beschrianktheit und Ab-
geschlossenheit des Definitionsbereichs D wesentlich. Die auf dem abgeschlossenen, aber
unbeschriankten Intervall I = [0, 00) definierte Funktion

fla) =2

'Rudolf O. S. Lipschitz (1832-1903): Deutscher Mathematiker aus Kénigsberg; seit 1864 Prof. in Bonn;
arbeitete auf verschiedenen Gebieten der Mathematik.
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ist dort stetig aber nicht gleichmdf$ig stetig, da ihre Stetigkeitseigenschaft fir x — oo
degeneriert. Fiir z =n und 2/ =z + % giltz. B. 2 —2’' =1 = 0 (n — o00), aber

2

If(x) = f@)| =]z +2 |z -2 |=24+n"" = 2 (n— ).

Die auf dem beschrinkten, halboffenen Intervall I = (0, 1] definierte Funktion

fla) =t

ist dort stetig aber nicht gleichmdfig stetig, da ihre Stetigkeitseigenschaft fiir x — 0
schlechter wird (Details Ubungsaufgabe).

11) Eine L-stetige Funktion f : D — K ist auch gleichméfig stetig auf D (Beweis
Ubungsaufgabe). Umgekehrt muss eine gleichmiBig stetige Funktion f : D — K nicht
notwendig L-stetig sein (Gegenbeispiel Ubungsaufgabe).

Beispiel 4.4:

1.

Die Stetigkeit des Absolutbetrags hatten wir im Grunde bereits bei der Diskussion
der Folgenkonvergenz verwendet. Sie folgt aus der Beziehung

“x‘ - |xn|‘ <o — ).

Die Funktion f(x) = min{z,1} ist stetig auf ganz R (Ubungsaufgabe).

Monomfunktionen f(z) = 2% fiir k € Ny sind stetig, was man mit Hilfe der Bezie-
hung
| — 2| = |x — @] |25+ 2", 4 T 2R

erschlieft. Nach Lemma 4.2 sind damit auch alle Polynomfunktionen als Linearkom-
binationen von Monomfunktionen stetig. Dasselbe gilt fiir die rationalen Funktionen
in Punkten zy, in denen der Nenner nicht Null ist.

Die (reelle) Wurzelfunktion f(x) = /z auf I =[0,00) ist die Umkehrfunktion der
Monomfunktion f(z) = z*, eingeschriinkt auf I . Ihre Stetigkeit ergibt sich folglich
mit Hilfe von Lemma 4.3.

Oben war bereits gezeigt worden, dass die Exponentialfunktion im Punkt zy = 0
stetig ist. Fiir einen beliebigen Punkt x € K konvergiere nun x—1,, — 0 (n — 00).
Dann gilt:

x Tn

" — e

= e"”|1 - e*mex"|
=e’|l—e" | = e’l-1=0 (n— o0),
d. h.: Die Exponentialfunktion ist auf ganz K stetig.

Eine (reelle) Treppenfunktion ist in der Regel in den Zerlegungspunkten a = xy <
T < -+ < a, = b unstetig.
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7. Die pathologische Funktion

)1 firzeqQ,
f(x)_{ 0 firzeR\Q,

ist nirgends stetig. Um dies zu sehen, betrachten wir fiir ein beliebiges 2y € Q die
Folge mit den Elementen z,, := xo +v/2/n € R\ Q. Dafiir gilt:

Fiir ein beliebiges xy € R\Q gibt es nach Konstruktion von R eine approximierende
Folge (zp)nen in Q, fiir die dann gilt:
To = lim x,, flzo) =0#1= lim f(z,).
n—oo

n—oo

Der folgende ,,Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen im Reellen geht auf Bolzano
zuriick.

Satz 4.2 (Zwischenwertsatz): Sei f : [a,b] — R eine reelle stetige Funktion. Dann
gibt es zu jeder reellen Zahl y ,zwischen® f(a) und f(b), d. h. f(a) <y < f(b) oder
fb) <y < f(a), ein c € la,b] mit f(c)=1y.

Abbildung 4.9: Illustration zum Zwischenwertsatz.

Beweis: Es sei 0.B.d.A. f(a) < y < f(b); die Félle y = f(a) oder y = f(b) sind
uninteressant. Die Funktion g(z) := f(z)—y ist ebenfalls stetig und hat die Eigenschaften
g(a) < 0 und g(b) > 0. Gesucht ist also ein ¢ € [a,b] mit g(c) = 0. Wir zeigen dessen
Existenz mit Hilfe des Intervallschachtelungsprinzips in R. Auf dem Ausgangsintervall
Iy = lag, bo] := [a, b] gilt g(ao)g(bo) < 0. Sei co = 3(ap+by) der Mittelpunkt von [aq, bo) .
Im Falle g(cy) = 0 ist dann ¢q Nullstelle von ¢ und wir sind fertig. Andernfalls ist
entweder g(ag)g(co) <0 oder g(co)g(by) < 0, und wir setzen:

I — [CL b } o [ao,co} fiir g(ao)g(co) <0,
1 1,01] ¢ [ag, bo] fur g(co)g(by) < 0.
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Offenbar gilt dann g(a;)g(b;) < 0 und |b; — ay| = $|bg — ao|. Mit dem neuen Intervall
I; verfahren wir nun analog und finden entweder eine Nullstelle ¢; € I; von g oder
ein weiteres Teilintervall Iy = [ag,be] C [a1,b1] mit g(ag)g(bs) < 0 und |by — as| =
%|b1 — ay| . Durch Fortsetzung dieses Prozesses gewinnen wir entweder nach endlich vielen
Schritten eine Nullstelle ¢ € [a,b] von g oder eine unendliche Folge von geschachtelten
Teilintervallen I,, = [ay, b,], n € N mit den Eigenschaften g¢(a,)g(b,) < 0 und

|bn - an| = %|bn—1 - an—1| == (%)" |b0 - a0|'

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip existiert ein ¢ € Nyenl, . Dieses ist dann Limes
der Folgen der Intervallendpunkte: lim, . a, = ¢ = lim,,_, b, . Da nach Konstruktion
g(an)g(b,) < 0 gilt, ist wegen der Stetigkeit von ¢ auch g(c)g(c) <0, d. h.: g(c) =0.

Q.E.D.

Anwendung 4.2.1: Jedes reelle Polynom
p(x) =ap+ a1z + -+ + aa”
ungeraden Grades hat eine reelle Nullstelle. Im Fall a, > 0 gilt
p(r) = 00 (= 00), plr) = —c0 (x — —0).

Also gibt es Punkte z_, xy € R mit f(z_) < 0 und f(xy) > 0. Nach Satz 4.2 gibt
es dann ein g € R mit f(z¢) = 0. Im Fall a, < 0 wird entsprechend argumentiert.
Die Existenz von Nullstellen auch fiir allgemeine Polynome geraden Grades erfordert die
Verwendung des komplexen Zahlkérpers C und ist die Aussage des ,,Fundamentalsatzes
der Algebra® (— Algebra und kompleze Funktionentheorie).

Anwendung 4.2.2: FEine stetige Funktion f : [a,b] — R mit Bildbereich B C [a, D]
besitzt einen ,Fizpunkt®, d.h. ein xo € [a,b] mit f(xo) = xo. Dazu betrachten wir die
stetige Funktion g(z) := f(z) —x. Wegen f(a), f(b) € [a,b] ist g(a) >0 und g(b) <O0.
Also besitzt ¢ in [a,b] eine Nullstelle, welche nach Konstruktion Fixpunkt von f ist.
Dieses Resultat ist die einfachste Version des sog. ,,Brouwerschen Fixpunktsatzes®, der
fiir sehr viel allgemeinere Situationen bewiesen werden kann (— Funktionalanalysis).

Anwendung 4.2.3: Das im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendete Schachtelungs-
verfahren kann auch zur praktischen Berechnung einer Nullstelle einer stetigen Funktion
f verwendet werden; es wird dann als ,, Bisektionsverfahren“ bezeichnet. Voraussetzung
ist die Kenntnis eines Ausgangsintervalls [a, 0], auf dem f(a)f(b) < 0 ist. Dann hat f
(mindestens) eine Nullstelle x € [a,b] =: [ag, by]. Aus der Konstruktion der Folge von
geschachtelten Teilintervallen [a,, b,] folgt dann fiir deren Mittelpunkte ¢, = %(an +b,):

len — 2| <27Mb, —an| < 27" by —ag] — 0 (n — o).

Diese Methode zur Approximation von Nullstellen ist sehr robust, d. h. unempfindlich ge-
geniiber kleinen Ungenauigkeiten bei der Berechnung der Funktionswerte f(zy) bedingt
etwa durch , Rundungsfehler®, doch auch recht langsam. Zur Erreichung einer Approxima-
tionsgenauigkeit von 107¢ sind i. Allg. n = 20 Bisektionsschritte erforderlich. Wir werden
spater noch ein wesentlich schnelleres Verfahren zur Nullstellenberechnung kennenlernen.



4.2 Stetigkeit 109

Satz 4.3 (Satz von der Beschrinktheit): Fine auf einer beschrinkten, abgeschlosse-
nen (d.h. kompakten) Teilmenge D C K stetige Funktion f: D — K ist dort beschrinkt;
d. h.: Es existiert ein K € Ry mit

sup | f(z)] < K. (4.2.4)

zeD

Beweis: Angenommen, die stetige Funktion f(z) ist nicht beschriankt auf D . Dann gibt
es zu jedem n € N ein 2, € D mit |f(z,)| > n. Die Folge (z,)nen ist beschrinkt, da
enthalten in der beschrankten Menge D, und hat folglich nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (2, )rey mit Limes = € K. Da D abgeschlossen
ist, liegt auch « € D. Dann gilt wegen der Stetigkeit von f

[f(@n)| = [f(@)] < oo (k= 00),
im Widerspruch zur Annahme |f(z,)| = oo (n — 00). Q.E.D.

Definition 4.6: Fiir eine reellwertige Funktion f: D C K — R sind ,,Supremum® und
SInfimum© definiert als kleinste obere bzw. grifite untere Grenze ihrer Bildmenge:

sup f(z) = sup By :==min{ € R| y < f Yy € By},
zeD

inlf)f(x) =inf By := max{a € R| o« <y Vy € By}.
xre

Die Ezistenz solcher kleinsten® oberen und ,grifiten unteren Grenzen ist fiir beschrink-
tes D durch die Trennungseigenschaft von R garantiert. Existieren Punkte Tiax, Tmin €
D mit der Figenschaft

sup f(x) = f(mmax) =: max f(d?),

z€D zeD
;Iellf)f(x) = f(Tmin) = Iznelg f(x),

so spricht man von einem ,Mazimum* bzw. einem ,Minimum* (allgemein ,Extremum*).

Satz 4.4 (Satz vom Extremum): FEine auf einer beschrinkten, abgeschlossenen (d. h.
kompakten) Teilmenge D C K stetige, reell-wertige Funktion f: D — R besitzt dort ein
Mazimum und ein Minimum; d. h.: Es existieren Tyax, Tmin € D mit

sup f(z) = f(Zmax)s ;Iégf(l’) = f(Zmin)- (4.2.5)

xzeD

Beweis: Die auf D stetige Funktion ist beschrankt mit oberer Grenze K ; d. h.:

K = sup f(z) < c0.
z€|a,b]

Es gibt eine Folge (xp)nen von Punkten aus D mit f(z,) — K (n — o0). Diese
Folge ist beschrénkt und besitzt folglich eine konvergente Teilfolge (2, )ren, die, da D
abgeschlossen ist, gegen einen Punkt x € D konvergiert. Fiir diese gilt dann

f(n) = f(z) (k= o0);
d. h.: Es gilt f(z) = K. Das Argument fiir die untere Grenze ist analog. Q.E.D.
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Bemerkung 4.2: Als unmittelbare Folgerung aus Satz 4.4 haben wir, dass der Abso-
lutbetrag einer stetigen Funktion f : D — K auf einer beschrankten, abgeschlossenen
Teilmenge D C K ein Maximum und Minimum annimmt; d. h.: Es existieren Punkte
Tmax, Tmin € D mit

|f(-rmax)| = Ial}eag( |f($)|, ‘f(xmin” = Ixr}c_lg |f(CE)|

Bemerkung 4.3: Die drei grundlegenden Sitze fiir stetige (reelle) Funktionen, der Zwi-
schenwertsatz, der Satz von der Beschranktheit und der Satz vom Extremum, lassen sich
zusammen in kurzer Form auch wie folgt formulieren: Fir eine auf einem abgeschlosse-
nen Intervall definierte, stetige Funktion ist der Bildbereich wieder ein abgeschlossenes
Intervall. (Beweis Ubungsaufgabe)

Anwendung 4.2.4 (Approximation durch Treppenfunktionen): Zum praktischen
Rechnen mit stetigen Funktionen (z. B. auf dem Computer) ist ihre Definition durch
Vorgabe von Werten in den iiberabzihlbar vielen Punkten ihres Definitionsintervalls
[a,b] C R nicht geeignet. Daher ist es von Interesse, allgemeine stetige Funktionen durch
einfachere, am besten durch endlich viele Werte charakterisierte Funktionen zu approxi-
mieren. Kandidaten hierfiir sind z. B. die (stiickweise konstanten) Treppenfunktionen, die
Polygonziige, die Polynome oder die spéter noch eingehender untersuchten trigonometri-
sche Funktionen. Hierzu wollen wir folgende Aussage ableiten:

Lemma 4.5 (Treppenapproximation): Jede auf einem beschrinkten, abgeschlossenen
Intervall [a,b] definierte, stetige Funktion f : [a,b] — R ldsst sich beliebig gut durch
Treppenfunktionen einschliefien; d. h.: Zu jedem ¢ > 0 gibt es Treppenfunktionen @, [
(0.B.d.A. zur selben endlichen Zerlegung von [a,b] gehdrend) mit den Figenschaften

e (2) < f() <Bc(2), o () —2.(v) <& w€lab]. (4.2.6)

Beweis: Nach Satz 4.1 ist f auf dem Intervall [a,b] gleichmdfig stetig. Demnach gibt
es zu beliebig gegebenem ¢ > 0 ein 0. > 0, so dass gilt:
z,2' €[ab], |z —a| <b = |f(z)— f(a')] < e
Sei nun n € N so grof}, dass (b —a)/n < d.. Mit den Teilpunkten
b—a

T = a+ k, k=0....,n,

erhalten wir so eine , dquidistante” Unterteilung des Intervalls [a,d]:
a=x9<11<...<Xp_1 <xT,=0>0,

mit |2y —24—1] < .. Dazu definieren wir nun zwei Treppenfunktionen o, ¢_:[a,0] = R
durch folgende Setzung:

() :==sup{f(z)|z_1 <z < w1},

. e
Tl < x < T ! ]
¢ (z) =1inf{f(x)| xr_1 < = < 21}
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Fiir diese gilt dann konstruktionsgeméB ¢ (2) < f(z) < P.(z) in allen x € [a,b]. Nach
Satz 4.4 existieren nun in jedem der abgeschlossenen Teilintervalle [€)_1, 1], Punkte
&k, €, mit

f&) =swp{f(@)lzpr <z <}, fE) =nf{f(2)]zer <@ <z}
Nach Wahl von 4. gilt daher fiir x € [z)_1, 2%) :

o, (2) = B.(2)] = £(&,) = fE€] < [f(€,) — f@)| + |f(2) = f(€)| < 36+ 3e =€,

und somit [¢_(2) —p.(z)| <€, z € [a,}]. Q.E.D.

T P FER

Abbildung 4.10: Approximation einer stetigen Funktion durch eine Treppenfunktion.

4.3 Spezielle Funktionen

4.3.1 Polynome

Wir wollen uns etwas eingehender mit den Polynomen als einer der wichtigsten Klasse
von Funktionen beschéftigen. Ein Polynom

n

p(x) =ap+ax + ...a,2", ag,...,a, €K

mit a, # 0 heiit ,vom Grad ~v(p) = n “. Konstante Polynome p(x) = ay haben den Grad
Null. Den Grad des ,trivialen Polynoms po(z) = 0 definieren wir als ~(py) := —o0.
Die Polynome vom Grad ~(p) < n € Ny, bilden einen Vektorraum, den wir mit P,
bezeichnen. Fiir zwei Polynome p,q vom Grad ~(p) und ~(q) gilt

v(p +q) < max{v(p),7(q)},
v(pq) = v(p) +7(q).
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fa) =
flw) =22
fw) ==
1__
Il xT
fw) = ?

Abbildung 4.11: Graphen einiger Monome f(x) = ™.

Man sagt, dass ein Polynom ¢ ein anderes Polynom p ,teilt, wenn es ein drittes
Polynom r mit Grad ~(r) > 1 gibt, so dass p(z) = ¢q(z)r(x), z € K; ¢ ist dann
(echter), Teiler” von p. Ein Polynom ohne echten Teiler heifit , irreduzibel®. Zwei Polyno-
me p und ¢ heilen ,teilerfremd®, wenn sie keinen (echten) gemeinsamen Teiler haben.
Ein x; € K heifit ,Nullstelle“ eines Polynoms p, wenn p(x1) =0.

Satz 4.5: FEin (reelles) Polynom p vom Grad ~(p) = n, das nicht das Nullpolynom ist,
hat héchstens n reelle Nullstellen. Fiir jede Nullstelle x1 von p besteht die Darstellung

p(x) = (x — 21)q(z) (4.3.7)

mit einem Polynom q vom Grad v(q) = v(p) — 1.

Beweis: Sei x; € R Nullstelle von p € P, mit a,, # 0. Aufgrund der vertrauten Identitéit

k k _ J —
¥ —af = (x —x1) T x, k=1,...n,

gilt
p() = p(e1) = (x — z1)q(2)

mit einem Polynom ¢ € P, ;. Wegen p(z;) = 0 folgt die behauptete Dastellung (4.3.7).
Fiir jede weitere Nullstelle 1dsst sich nun dieser Abspaltungsprozef fiir das Faktorpolynom
q wiederholen. Da dabei der Polynomgrad jedesmal um FEins reduziert wird, ist dies
hochsten n-mal moglich ist, so dass es nicht mehr als n Nullstellen geben kann. Q.E.D.
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Korollar 4.2: Zwei Polynome pi(z) und po(x) vom Grad kleiner oder gleich n, die in
n + 1 werschiedenen Punkten tibereinstimmen sind identisch. Insbesondere sind zwei als
Polynome gegebene Funktionen f(z) = > _jaxz® und g(z) = Y}_, bxz® genau dann
identisch, wenn alle ihre Koeffizienten iibereinstimmen:

flx)=g(x) < ap=0bg, k=0,....n

Beweis: i) Das Differenzpolynom ¢(x) = p;(z)—p2(z) hat hochstens den Grad n, besitzt
aber nach Voraussetzung n + 1 Nullstellen. Daher muss es nach Satz 4.5 identisch Null
sein.

ii) Das Polynom (f — g)(z) = > p_(ax — by)z* ist im Fall ay = b, k =0,...,n, die
Nullfunktion. Andererseits hat es im Falle f = ¢ mehr als n+1 Nullstellen und ist daher
nach (i) das Nullpolynom. Q.E.D.

Bemerkung 4.4: Die Aussage von Satz 4.5 gilt auch fiir komplexe Polynome

n
= E arz®,  ap € C,
k=0

mit ihren i. Allg. komplexen Nullstellen. Da aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra
(Satz 2.7) jedes Polynom eine (moglicherweise) komplexe Nullstelle besitzt, hat ein Poly-
nom p tiber dem Kérper C vom Grad (p) = n genau n Nullstellen. Sind 2, ..., 2, die
paarweise verschiedenen von diesen, kann der Abspaltungsprozef in (4.3.7) weitergefiihrt
werden zu

=a, H x — xp)H (4.3.8)

mit den ,, Vielfachheiten® 1, € N der Nullstellen x;, € C, wobei n = >}, . Fiir ein
Polynom mit reellen Koeffizienten ist fiir eine Nullstelle z;, € C wegen

plax) =0 = p(@) =plap) =0
auch ihr konjugiert Komplexes 7, = Rexjy — ilmaz; Nullstelle. Fiir eine nicht reelle
Nullstelle x gilt daher mit x € R:
(x — ) (x — Tp) = 2% — (24 + Tp)T + 2171 = 2° — 2Rexpx + |1)* € R,

Folglich sind die Nullstellen eines reellen Polynoms entweder reell, oder sie treten als Paare
komplexer und konjugiert komplexer Zahlen auf. Dies impliziert, dass die Linearfaktor-
zerlegung (4.3.8) im Fall eines reellen Polynoms die folgende Gestalt annimmt (allgemeine
, Linearfaktorzerlegung®):

’

p(x) = a, H(x — )Mk H (2% — 2Rempx + |24 |*)™*, (4.3.9)
k=1 k=m’+1

mit den reellen und den nicht reellen Nullstellen
X1y Ty ER, Ty, ..,y € C\ R,

jeweils mit Vielfachheiten u; € N.
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Anwendung 4.3.1 (Polynominterpolation): Gegeben seien n+1 verschiedene Stiitz-
stellen zg,zy,...,z, € R sowie Stiitzwerte yg,y1,...,y, € R, die etwa von einer stetigen
Funktion y = f(z) herstammen. Gesucht ist ein reelles Polynom p(z) vom Grad n,
welches diese Werte , interpoliert; d.h.:

pleg) =y, k=0,...,n.

Diese sog. ,,Lagrangesche? Interpolationsaufgabe® besitzt eine eindeutige Losung. Dazu
konstruieren wir zunéchst explizit eine Losung und zeigen dann deren Eindeutigkeit. Mit
den sog. Lagrangeschen Basispolynomen

@) = [ =2, k=0.....n,

b
Ty — X
i=1,itk "k v

welche offenbar vom Grad n sind, bilden wir die Funktion
p() = yL (@) + -+ yu L (2). (4.3.10)

Diese ist offenbar ebenfalls ein Polynom vom Grad n und erfiillt die Interpolationsbedin-
gungen:
pr(en) = yoLg" () + -+ ya L (21) = i,

. 0 fiir k #
LE“)(IJ'):{ | fiir k=

da nach Konstruktion

Damit ist die Existenz des Interpolationspolynoms gezeigt. Zum Nachweis seiner Eindeu-
tigkeit, nehmen wir an, dass es ein zweites Polynom ps(z) vom Grad n gibt, welches
ebenfalls die Interpolationsbedingungen erfiillt. Dann hat das Differenzpolynom ¢(z) =
pr(z) — p2(z) den Grad n und wegen q(xy) = pr(zx) — pa(xr) = 0 die n+ 1 Nullstellen
xg, - .., %, . Folglich ist es das Nullpolynom.

Das Lagrangesche Interpolationspolynom py(z) kann als Approximation der Funktion
f(z), von der die Stiitzwerte genommen wurden, betrachtet werden. Dann ist man an
Abschétzungen des Fehlers |f(z) — pr(z)| interessiert. Die Vermutung, dass der Feh-
ler fiir zunehmende Anzahl der Interpolationspunkte, d. h. fiir wachsenden Polynomgrad
n — oo, gegen Null geht, ist i. Allg. leider falsch. Um dies zu erreichen, muss der Ap-
proximationsprozess anders organisiert werden (— Interpolationstheorie). Der sog. ,, Wei-
erstrafische Approximationssatz“ besagt, dass man in der Tat jede stetige Funktion auf
einem beschrankten, abgeschlossenen Intervall beliebig gut durch Polynome approximie-
ren kann.

Definition 4.7: Gilt fir zwei Polynome p, ¢ mit v(q) < v(p) mit einem dritten Poly-
nom 1 die Beziehung p = qr, so heifit p teilbar® durch q bzw. q ,Teiler* von p. Im
Fall 1 < ~v(q) < ~(p) ist q ,echter Teiler* von p. Ein Polynom ohne echte Teiler heifit
sirreduzibel“ (oder ,prim*®), andernfalls ,reduzibel®.

2Joseph Louis de Lagrange (1736-1813): Franzosischer Mathematiker; 1766-87 Direktor der mathem.
Klasse der Berliner Akademie, dann Prof. in Paris; bahnbrechende Arbeiten zur Variationsrechnung, zur
komplexen Funktionentheorie sowie zur theor. Mechanik und Himmelsmechanik.
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Anwendung 4.3.2 (Euklidischer Algorithmus): Zur Berechnung des groiten gemein-
samen Teilers zweier natiirlicher Zahlen verwendet man den euklidischen Algorithmus aus
Kapitel 1. Mit einer Variante dieses Algorithmus kann man auch den groBiten gemeinsamen
Teiler zweier Polynome f € P, und ¢ € P, mit m < n bestimmen. Dabei bedeutet
das Attribut ,grofiter”, dass es keinen weiteren gemeinsamen Teiler von echt grofierem
Grad gibt. Grundlage der Konstruktion ist die Darstellbarkeit eines Polynoms f € P,

vom Grad n als Vielfaches eines Polynoms ¢ € P,, vom Grad m < n in der Form

f=aq9+r

mit einem Polynom ¢ € P,_,, und einem ,Rest* r vom Grad ~(r) < v(g). Der euklidi-
sche Algorithmus arbeitet wie folgt: Ausgehend vom dem Polynom 7 := g sind zunéchst
Polynome ¢y und r; bestimmt durch die Vorschrift

f=aqro+r1, ~(r) <~(ro).

Fiir £ € N wird dies dann rekursive fortgefithrt gemaf8

Fri_y = quri + 11, W(Tkﬂ) < 7(7’1@)-

Da nach Konstruktion ~y(rgy1) < v(rg) ist, muss der Prozess nach spétestens [ < m
Schritten mit Rest 7, = 0 abbrechen. Dann ist r,; , wie man leicht nachrechnet (Ubungs—
aufgabe), grofiter gemeinsamer Teiler der Polynome f und g. Dieser ist bis auf skalare
Faktoren eindeutig bestimmt.

4.3.2 Exponentialfunktion und Logarithmus

Oben haben wir bereits die Exponentialfunktion

f(x) = exp(z) = e”
eingefiihrt. Diese ist fiir jedes x € K iiber die absolut konvergente Potenzreihe

k

N\ T
e”:E —
k!

k=0

definiert. Sie ist auf K stetig und als Funktion f:R — R strikt monoton und folglich
injektiv. Es ist e > 0, x € R, ¢” = 1, und es gilt die Funktionalgleichung

e =¢e"Y, x,yek. (4.3.11)

Diese Eigenschaften werden spéter noch zur Einfithrung der trigonometrischen Funktio-
nen benutzt werden. Die weitere Diskussion der Exponentialfunktion beschrankt sich aber
im Folgenden auf ihre reelle Form. Die Untersuchung der Exponentialfunktion und ih-
rer Umkehrfunktion, des natiirlichen Logarithmus, im Komplexen liegt auflerhalb dieses
einfiihrenden Kurses (— komplexe Funktionentheorie).

Zur Definition der Logarithmusfunktion benétigen wir noch eine weitere Aussage iiber
die Abbildungseigenschaften der Exponentialfunktion.
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Lemma 4.6: Die Ezponentialfunktion ist eine bijektive Abbildung von R auf R, .

Beweis: Die Abbildung x + e” ist injektiv, was aus der strikten Monotonie der Expo-
nentialfunktion folgt. Zum Nachweis ihrer Surjektivitit sei a € Ry beliebig gegeben. Da
die Folge (e"),en wegen e > 1 strikt divergiert, und die Folge (e ),en eine Nullfolge
ist, gibt es ein n € N mit e < a < e". Die Exponentialfunktion ist auf R und damit
auch auf dem Intervall [—n,n| stetig. Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann die Existenz
eines ¢ € [—n,n], so dass e = a. Dies beweist die Behauptung. Q.E.D.

Definition 4.8 (Natiirlicher Logarithmus): Die Umkehrfunktion f~!': R, — R der
reellen Exponentialfunktion ist der sog. ,natirliche Logarithmus® In(x) :

y:=In(z), reR;, & x=¢".

Lemma 4.7: Der natiirlichen Logarithmus In(-) : Ry — R st stetig und strikt monoton
steigend, und es gelten die folgenden Rechenregeln.:

In(yy') = In(y) + In(y), v,y € Ry, (4.3.12)
In(y") =rin(y), yeR, reqQ. (4.3.13)

Beweis: i) Nach Lemma 4.3 ist der natiirliche Logarithmus stetig und nach Lemma 4.1
auch strikt monoton auf jedem beschriinkten Intervall [e?, e’] C R, , welches Bild eines
Intervalls [a,b] C R ist. Da man mit solchen Intervallen ganz R iiberdecken kann, folgen
Stetigkeit und Monotonie des Logarithmus auf R, .

ii) Ausgehend von der Formel ¢*** = ¢%e¢® fiir die Exponentialfunktion folgt fiir y =
eac7 y/ — er’, yyl — ez+z':

In(yy') =In (e"™) = 2+ 2’ = In(y) + In(y').

Mit der definitionsgeméfien Beziehung e™® = x ergibt sich:

eln(zT) - (eln(z))r _ erln(z)

und folglich wegen der Injektivitdt der Exponentialfunktion: In(z") = rln(z). Q.E.D.

Abbildung 4.12: Graph der Exponentialfunktion und des natiirlichen Logarithmus.
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Mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus und der Exponentialfunktion kénnen wir nun
fiir jede Zahl a € R, eine beliebige reelle Potenz erklaren. Aus den Eigenschaften der
Exponentialfunktion und des natiirlichen Logarithmus ergeben sich die folgenden Aussa-
gen:

Korollar 4.3: Fir jede Zahl a € Ry wird durch die Setzung
a® =@ >0 acR, (4.3.14)

eine beliebige reelle a-Potenz definiert. Fir diese gelten die tiblichen Rechenregeln:

a®t? = a%a”, (4.3.15)
a® = (a*)7", (4.3.16)
(a®)? = a®? = (a”)~. (4.3.17)

Der Ausdruck 0° bleibt unbestimmt. Die Exponentialfunktion f(x) = a® ist auf ganz R
stetig; fur a > 1 ist sie strikt monoton steigend, fir a =1 konstant und fir a <1 strikt
monoton fallend. Die zugehorige Umkehrfunktion ist der ,Logarithmus zur Basis a “:

y=log,(z) & ax=ad" (4.3.18)

Fiir diese gelten analoge Rechenregeln wie fiir den natirlichen Logarithmus In(z) =
log,(z) zur Basis e :

log, (zz') = log,(x) + log, (x'), (4.3.19)
log,(z%) = alog,(z), «o€R. (4.3.20)

Bemerkung 4.5: Der Logarithmus wurde urspriinglich eingefiihrt, um das Multiplizie-
ren auf das einfachere Addieren zuriickzufiihren, d. h. geometrische Folgen {1, ¢, ¢% ¢3, ...}
auf arithmetische Folgen {0,p,2p,3p,...}. Erste Ideen hierzu stammen von Stifel®. Die
systematische Begriindung der Logarithmen durch Umkehrung der Exponentialfunktion
erscheint zum ersten mal in Eulers Lehrbuch ,, Introductio in Analysin Infinitorum* (1748).

Zur Berechnung des Produkts xza’ zweier Zahlen z, 2’ € R, werden ausgehend von der
Bezichung (4.3.19) zunéchst log,(z) und log,(z’) einer ,Logarithmentafel“ entnommen,
dann die Summe y = log,(x) + log,(z") gebildet und schlieflich der Wert zz’ = e¥
wieder aus der Logarithmentafel abgelesen. Da eine Tafel natiirlich den Logarithmus nur
fiir endlich viele Argumente enthalten kann, miissen eventuell benttigte Zwischenwerte
durch Interpolation der Nachbarwerte gewonnnen werden.

Bemerkung 4.6: Die obige Definition allgemeiner Potenzen erlaubt es, Ausdriicke so
exotischer Art wie z. B.

m e . eln(m)

e’ T =e

zu bilden. Eine grobe Abschétzung liefert 21 < e, T < 24, aber welche dieser . super-
transzendenten“ Zahlen ist die grofiere von beiden? (Ubungsaufgabe)

3Michael Stifel (1487-1567): Deutscher Theologe und Mathematiker; seit 1522 Anhinger Luthers;
wirkte in Konigsberg und Jena; Beitréige zur Zahlentheorie und Algebra.
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Zum asymptotischen Verhalten der reellen Exponentialfunktion und des natiirlichen
Logarithmus gelten die folgenden Aussagen:

Lemma 4.8: Auf R gilt fiir beliebig grofies n € N :

< — o0 (z — 00), n(z)

—0 (x — 00). (4.3.21)

Beweis: Sei x € R, . Aus der Definition iiber die Exponentialreihe folgt

anrl
T
>
C Tt
und somit
e$> < — (x — o0)
_> oo (x — 00).
= (n+1)!

Die Substitution y := {/In(z), fir 2 > 1, bzw. x = ¢¥" ergibt fiir y > n:

In(z) y" y©oy"
= < == =0 —
{1/5 "/Tyu---y — "ﬁeny ey (y OO) )
womit die zweite Beziehung folgt. Q.E.D.

Anwendung 4.3.3: Wir betrachten unendliche Produkte der Form

[e o]

poo = [ [(1—an) (4.3.22)

n=1

mit Zahlen a, € R. Dazu gilt das folgende Resultat: Ist die Reihe Y - a, absolut

n=1
konvergent, so konvergiert die Folge der Produkte [[,_ (1 + ax) gegen einen Limes

[ee]

poo = [ J(1+ax) #0. (4.3.23)

k=1

O.B.d.A. betrachten wir den Fall, dass |a;| < 3 fiir alle k. Dann gilt [In(1+a)| < 2|ay]
(Ubungsaufgabe). Es folgt dass die Reihe Y72 In(1+a;) ebenfalls absolut konvergiert.

Wegen . .
Pp = H(l + ay) = exp <Zln(1 + ak))

k=1 k=1
und der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt weiter, dass die Folge (p;,)nen konvergiert
und zwar gegen e® > 0 mit s := Y - In(1+a;). Dies impliziert die Richtigkeit der
Behauptung.
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4.3.3 Die trigonometrischen Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen sin(z), cos(z), tan(z) und cot(x) werden im Folgen-
den auf geometrischem, an vertraute Vorstellungen aus der Schule ankniipfendem Wege
eingefiihrt. Die enge Beziehung zur komplexen Exponentialfunktion erlaubt eine streng
analytische Ableitung ihrer wichtigsten Eigenschaften.

Die Exponentialfunktion e* = exp(z) ist fiir beliebiges komplexes Argument z € C
itber die absolut konvergente Reihe

k

=1 2
e = E —
k!

k=0

definiert. Ausgangspunkt ist nun die Beobachtung, dass fiir reelle Argumente z gilt:

|ezz|2 = ¢l pit — T 1T — I —iT 17

d. h: Fiir jedes x € R liegt die komplexe Zahl e auf dem Einheitskreis der komplexen
Zahlenebene.

[ e x=arc(a)
sit\ «v)
@ z
-1 cos(a) !

Abbildung 4.13: Geometrische Definition von Sinus und Cosinus.

Bemerkung 4.7: Wir werden spéter sehen, dass dem Argument z in obigem Bild gerade
die ,,Linge“ des Einheitskreisbogens von Null bis zum Punkt ¢ (im Gegenuhrzeigersinn
gemessen) entspricht. Dabei ist der Begriff der ,Lange* einer Kurve noch mathematisch
priizise zu definieren. Dies ist bei genauer Betrachtung selbst fiir Geradenstiicke, z. B. den
Kanten eines Dreiecks, nicht ganz evident. Die naheliegende Verwendung des ,, Abstands*
der beiden Endpunkte des Geradenstiicks erfordert einen , Abstandsbegriff* fiir Punkte
in der euklidischen Ebene; dafiir kann z. B. der natiirliche ,euklidische Abstand* von
Punkten x = (21, 29), ¥y = (y1,42) (in Koordinatenschreibweise),

. 1/2
disto(z,y) == (|21 — p1f* + |22 — 12]?) /
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verwendet werden, doch ist dies nicht die einzige Moglichkeit. Alternativen wéren z. B.
disty (2, y) = |z1 — y1| + |z2 — v, distoc (2, y) = max{|z1 — 1], |22 — o[}
Den ,euklidische Abstand“ disty(-, -) zeichnet dabei seine Drehinvarianz (d. h. Unabhéngig-

keit von der Orientierung des verwendeten Koordinatensystems) aus, so dass nur er fir
eine sinnvolle Langenmessung in der euklidischen Ebene in Frage kommt.

Die klassische Definition des reellen , Sinus“ als Verhéltnis der Lénge der Gegenkathete
zu dem der Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck legt im Hinblick auf Abb. 4.13 nun
folgende Definition nahe:

Definition 4.9: Die Sinus- und die Cosinus-Funktion sind fir x € R definiert durch

el _ e*iz eiac _’_67iw

sin(r) := Ime™ = — cos(z) := Ree™ = — (4.3.24)
i

Dies ergibt per Definition fiir z € R die sog. ,,Eulersche Formel*
' = cos(w) + isin(w), (4.3.25)
sowie die speziellen Funktionswerte

sin(0) =0, cos(0) = 1. (4.3.26)

Aus der analytischen Definition erhalten wir die anschaulich klare Antisymmetrie des
Sinus und die Symmetrie des Cosinus:
ix

T —iT —ix

sin(x) = 6. _2: | = —6' 22_,'e = —sin(—x), (4.3.27)
cos(z) = c +2€ . 2—&—@ = cos(—x). (4.3.28)

Ferner folgt aus
sin(x)? + cos(z)? = 1 (4.3.29)

notwendig

|sin(z)] < 1, |cos(z)| < 1. (4.3.30)
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AN NN,
ARSI A

Abbildung 4.14: Graphen der Sinus- und Cosinus-Fuktionen.

Fundamental wichtig fiir das Folgende sind die sog. ,Additionstheoreme® fiir Sinus
und Cosinus:

Lemma 4.9: Fir die Sinus- und Cosinus-Funktion gelten die Identititen

sin(x £+ y) = sin(z) cos(y) =+ cos(z) sin(y), (4.3.31)
cos(x £+ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y). (4.3.32)

Beweis: Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
eV = e¥e¥
erhalten wir mit Hilfe der Eulerschen Formel e = cos(z) + isin(x) die Identitét
cos(z +y) +isin(z +y) = (cos(x) + isin(x)) (cos(y) + isin(y))
= (cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)) + i( sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)).

Vergleich der Real- und Imaginérteile ergibt dann die behauptete Identitdt fiir das +-
Zeichen. Die entsprechend Aussage fiir das —Zeichen ergibt sich durch Ubergang von y
zu —y und Verwendung der Bezichungen sin(y) = —sin(—y) und cos(y) = cos(—y).

Q.E.D.

Korollar 4.4: Aus den Identititen in Lemma 4.9 ergeben sich die folgenden weiteren
Formeln fiir den Sinus und Cosinus zum doppelten oder halben Arqument:

sin(2z) = 2sin(z) cos(z), (4.3.33)
cos(2z) = cos?(x) — sin’(z), (4.3.34)
sin’(32) = (1 — cos(z)), (4.3.35)
cos’(1z) = 1(1 + cos(z)), (4.3.36)
sin(z) — sin(y) = 2cos (3(z +y)) sin (3(z — y)), (4.3.37)
cos(z) — cos(y) = —2sin (3(z +y)) sin (3(z — ). (4.3.38)
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Beweis: 1) Setzt man in den Additionstheoremen = = y, ergeben sich (4.3.33) und
(4.3.34).

ii) Aus (4.3.34) fiir 1z erhélt man durch einfache Umformung dann auch (4.3.35) und

(4.3.36):
ir) = sin’(32) =

r) =2cos’(z) -1 = cos’(

(1 —cos(x)),

NI

cos(z) = cos®(iz) — sin®(3z) = 1 — 2sin®(

cos(z) = cos*(1z) — sin®(3

iii) Anwendung der Additionstheoreme mit den Argumenten z = 3(z 4+ y) + 3(z — y)

sowie y = 3(z +y) — 3(x —y) ergibt

sin(x) = sin (%(x + y)) cos (%(x Y
y) = (%(I +y)) cos (3(x -

cos(w) = cos (3(z +y)) cos (3(z —y)) —
y) = cos (5(z +y)) cos (3(z —

Subtraktion der zweiten von der ersten und der vierten von der dritten dieser Identitaten
fithrt auf (4.3.37) und (4.3.38). Q.E.D.

Lemma 4.10: Die trigonometrischen Funktionen sin(x) und cos(x) sind auf ganz R
stetig (und dort sogar gleichmdfig stetig)

Beweis: Die Stetigkeit von sin(z) und cos(z) folgt wegen der Stetigkeit der Exponential-
funktion aus Lemma 4.2. Die gleichmdfsige Stetigkeit ergibt sich mit Hilfe der Beziehungen
sin(x + h) — sin(x) = sin(x) cos(h) 4 cos(z) sin(h) — sin(z)

= sin(xz)(cos(h) — 1) + cos(z) sin(h).
QE.D.

Lemma 4.11: Fir die Sinus- und Cosinus-Funktion bestehen die folgenden absolut kon-
vergenten Potenzreihendarstellungen:

» _ kT T
sin(z) = ;(—1) (%H)! =a— gt T (4.3.39)
0
e l,2 5174
cos(x Z =1- gt T (4.3.40)
k=0

n
x2k+1

sin(z) = Z(_l)k@ml)! + Tonss(z), (4.3.41)

n .
I2k

cos(z) = kz:;(_l)k@k)! + ronia(x), (4.3.42)
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gelten die Abschdtzungen

T 2n+3
[ronts(z)] < (|27|H—3)!7 |z| < 2n+4, (4.3.43)
[ronta(2z)] < i |z| < 2n+3 (4.3.44)
2n+-2 = (2n+2)!7 > . .0

Beweis: i) Die absolute Konvergenz dieser Reihen folgt unmittelbar aus der absoluten
Konvergenz der Exponentialreihe, welche eine Majorante ist. Durch Aufspaltung der Ex-

ponentialreihe fiir e in Real- und Imaginérteil erhalten wir (2 = —1):
g k 0 2k 0 2k+1
iz k£ _ vk T z
‘ ;Z i Z:O(’ Ve ;’(2 eI

I
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Wegen der eindeutigen Bestimmtheit von Real- und Imaginérteil komplexer Zahlen folgen
die behaupteten Identitéiten.

ii) Zum Nachweis der Abschéitzungen fiir das Restglied der Cosinus-Entwicklung schreiben
wir
2202 72

Tont2(T) = i(gn +2)! (1 (20 +3)(2n+4) " )

und erhalten

1.2n+2
Tony2(T) = im(l —ata—az+ ...),
wobei
22k
ay = .
T n+3)2n+4) - 2n+2(k+ 1))
Da
22
Ay = Ap_1 keN, ap:=1,

(2n+ 2k +1)(2n + 2k +2)’

ist 1 >a; >ay>az>--- >0, fir || <2n+ 3. Wie beim Beweis des Leibnizschen
Konvergenzkriteriums folgt daraus

O<l—a;+ay—azs+ays—as+... =1—a1+a—as+as—as+ag—... <1.
—— N N—— — T ———— — —
>0 >0 >0 <0 <0 <0

Deswegen ist,
|l,|2n+2
< —m—— .
rans2(@)] < o5

Die Abschatzung fiir das Restglied des Sinus wird analog bewiesen. Q.E.D.
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Bemerkung 4.8: Wir werden spéter sehen, dass die obigen Abschéitzungen fiir die Rest-
glieder sogar fiir alle x € R giiltig sind. Mit Hilfe ihrer absolut konvergenten Reihendar-
stellungen lassen sich die Sinus- und Cosinus-Funktionen auch fiir komplexe Argumente
erklaren. Dies wird im Folgenden aber nicht benétigt.

Korollar 4.5: Die Sinus- und Cosinus-Funktionen haben das folgende Verhalten:

lim sin(z) _, lim cos(z) — 1
x—0 x x—0 x€X

=0. (4.3.45)

Beweis: Mit den Reihendarstellungen in Lemma 4.11 gilt fir « # 0 mit |z] < 1:

sin(z) -
1] = [0 G
‘ z x;( 2k:+1 _|:r|Z 2k+1'—|$|e
-1 0 2k—
(%’ = e3> )kf ‘ |:L‘|Z by < lole:
k=1
Fiir den Grenzprozess |x| — 0 folgt die Behauptung. Q.E.D.

Das Hauptproblem bei der Diskussion der trigonometrischen Funktionen ist die Ver-
wendung der Zahl 7, deren klassische Definition sich der geometrischen Begriffe | Kreis-
bogen®“ und ,,Bogenlinge* bedient. Im Folgenden wird 7 nun unabhéngig von der geo-
metrischen Interpretation des Sinus und Cosinus auf rein analytischem Wege eingefiihrt.

Lemma 4.12: Die Cosinus-Funktion hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle, welche
mit %w bezeichnet wird.

Beweis: i) Wir zeigen zuniichst die Abschitzung cos(2) < —3 . Mit Lemma 4.11 ist:
2 4
cos() =1~ 2t ra(w), fra(w)] < 2 el <5,
Speziell fiir x = 2 ergibt sich
16 2
cos(2) =1—-2+1m4(2), [ra(2)] < YRt

bzw. cos(2) < 1—2+ 2 = —1, wie behauptet. Wegen cos(0) = 1 und cos(2) < —3%

besitzt cos(z) nach dem Zwischenwertsatz im Intervall [0,2] mindestens eine Nullstelle.

ii) Als néchstes zeigen wir, daf8 sin(xz) > 0, fiir 0 <2z < 2. Fiir « # 0 schreiben wir
sin(z) =z +r3 = x(l + L(x))
x
Mit Lemma 4.11 folgt fiir 0 <z < 2:
‘7”3( x) ‘ 22 _4 2

<HL 2=
x 7 6 6 3
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bzw.

in(z) > (1 2) >0
SIn(x x — =) = = .
= 3) 73

iii) Schlieflich zeigen wir, dass die Funktion cos(z) im Intervall [0,2] strikt monoton
fallend ist. Sei 0 <y < x < 2. Dann folgt mit dem eben Gezeigten und den Identitéiten
in Korollar 4.4 (wegen 0 < 3(z+y) <2 und 0 < $(z—y) <2):
cos(z) — cos(y) = —2sin (1(z+y))sin (3(z—y)) <0.
>0 >0

Aufgrund der strikten Monotonie von cos(z) auf [0,2] gibt es dort also nur die eine, mit
7 bezeichnete Nullstelle. Q.E.D.

Korollar 4.6: Die kompleze Exponentialfunktion hat die speziellen Werte

ez’ = i, e = —1, 31T — —1, e =1, (4.3.46)

Die reelle Sinus- und die Cosinus-Funktion haben die speziellen Werte

sin(0) =0, sin(im) =1, sin(r) =0, sin(ir)=-1, sin(2m) =0, (4.3.47)
cos(0) =1, cos(4m) =0, cos(m)=—1, cos(3m)=0, cos(2m)=1. (4.3.48)

Beweis: i) Zunichst gilt:

COS(%TF) =0, sin2(%7r) =1- COSQ(%W) = 1.

Wegen sin(z) > 0 fiir 2 € (0,2] ist also sin(37) = 1. Dies ergibt

2™ = cos(im) +isin(3m) = 1.

Linm

Die restlichen Behauptungen in (4.3.46) ergeben sich dann hieraus iiber e2"*™ =" .
(ii) Aus der Definition ergab sich bereits sin(0) = 0 und cos(0) = 1. Ferner wurde bereits
gezeigt, daB cos(37) = 0 und sin(im) = 1. Mit Hilfe der Additionstheoreme folgt weiter

)
cos(m) = cos®*(4m) — sin®(3m) = —1,
sin(37) = sin(7) cos(37) 4 cos(m) sin(37) = —1,
cos(3m) = cos(m) cos(3m) — sin(r) sin(37) = 0,
sin(27)
(2m)

Q.E.D.

Dies erlaubt es nun, die restlichen, wichtigsten Eigenschaften von Sinus und Cosinus
abzuleiten, insbesondere ihre 27-Periodizitat und ihre Nullstellen.
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Korollar 4.7: Sinus und Cosinus gentigen auf ganz R den Beziehungen:

sin(x + 27) = sin(x), cos(x + 2m) = cos(z), (4.3.49)
sin(x 4+ m) = —sin(x), cos(z + m) = — cos(z), (4.3.50)
sin(z + 3m) = cos(z), cos(z + 37m) = —sin(x). (4.3.51)

Die Nullstellen von Sinus und Cosinus sind gegeben durch

{z €R| sin(z) =0} = {kr|keZ}, {xeR|cos(z)=0} = {(k+1)n|keZ}

Beweis: i) Aus den Additionstheoremen in Lemma 4.9 folgt bei Beachtung der obigen
speziellen Funktionswerte von Sinus und Cosinus:

sin(x 4 2m) = sin(x) cos(27) 4 cos(x) sin(27) = sin(z),

H/l_/ H/O_/
cos(z + 2m) = cos(x) cos(27) — sin(x) sin(27) = cos(z).
~—— ~——
Analog ergibt sich
sin(x + ) = sin(z) cos(m) + cos(x) sin(r) = — sin(x),
cos(z + m) = cos(x) cos(m) — sin(z) sin(w) = — cos(z),
sowie
sin(z + $m) = sin(x) cos(37) + cos(x) sin(37) = cos(z),
cos(z + ) = cos(z) cos(3m) — sin(x) sin(37) = — sin(x).

it) Die Nullstellen von Sinus und Cosinus ergeben sich wie folgt. Nach Definition von %71’

und wegen cos(z) > 0 auf [0, 37) (s. Beweis von Lemma 4.12) sowie cos(—x) = cos(x)
ist cos(z) >0 auf (—3,37). Folglich sind +4m die einzigen Nullstellen des Cosinus im

Intervall [—3m, 7] . Die Bezichung cos(z+7) = — cos(z) impliziert dann die behauptete
Nullstellenverteilung des Cosinus. Die entsprchende Aussage fiir den Sinus folgt aus der
Beziehung cos(z) = —sin(z — 7). Q.E.D.

Bemerkung 4.9: Ausgehend von der komplexen Exponentialfunktion haben wir nun
praktisch alle wichtigen Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen abgeleitet, oh-
ne von der geometrischen Abschauung Gebrauch zu machen. Der ,Umweg" iiber das
Komplexe erweist sich dabei als ausgesprochen fruchtbar. Es ergeben sich Einsichten in
Zusammenhénge, die rein im Reellen nicht sichtbar sind; z. B. folgt aus der Eulerschen
Formel (4.3.25) durch Spezialisierung auf = = 7 die Bezichung

em+1=0, (4.3.52)

welche auf erstaunlich einfache Weise die Fundamentalzahlen 0,1, e, 7,7 verbindet.
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Definition 4.10: Mit Hilfe der Sinus- und Cosinus-Funktionen werden die ,Tangens-
und Cotangens-Funktionen® erkldrt durch

an(z) — sin(x) cot(a) e cos(x) _ 1
tan(z) cos(z)’ tx) : sin(z)  tan(z)’ (43.53)

Diese sind fir alle © € R definiert, in denen der Cosinus bzw. der Sinus nicht Null sind,
d. h. auf Dy ={z €R|z# (k+ 37, k € Z} bzw. Doy ={z € R| x # kmr, k € Z} .

Der Tangens und der Cotangens sind auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen stetig.

—T O T

tan(z) cot(z)

Abbildung 4.15: Graphen der Tangens- und Kotangens-Fuktionen.

Bemerkung 4.10: Neben den durch Definition 4.9 eingefithrten trigonometrischen Funk-
tionen spielen in vielen Anwendungen die sog. ,hyperbolischen Funktionen® (Sinus hy-
perbolicus, Cosinus hyperbolicus , Tangens hyperbolicus, Cotangens hyperbolicus ) eine
Rolle. Diese sind definiert durch:

et —e " et 4+ e "

sinh(z) := — cosh(z) := — (4.3.54)
__ sinh(z) __cosh(r) 1
tanh(z) := cosh(z)’ coth(x) := snh(z) ~ tanh(z) (4.3.55)

Fiir diese gelten dhnliche Beziehungen wie fiir die trigonometrischen Funktionen, z. B.:
cosh?(z) — sinh®(z) = 1, (4.3.56)
und

cosh(z + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(z) sinh(y), (4.3.57)
sinh(x + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y). (4.3.58)
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cosh(x)
coth(z)
1 4
1 " tanh(x) "
110 1
sinh(x)

Abbildung 4.16: Graphen der hyperbolischen Funktionen Sinus hyperbolicus, Cosinus hy-
perbolicus, Tangens hyperbolicus und Cotangens hyperbolicus.

Die Arcus-Funktionen

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind die sog. ., Arcus-Funktionen®.
Wegen der Schranke

|sin(z)] <1, |cos(z)] <1, (4.3.59)

kénnen die Umkehrfunktionen von Sinus und Cosinus nur auf dem Intervall B = [—1,1]
definiert sein und sind wegen der Periodizitit von Sinus und Cosinus zwangsldufig mehr-
deutig. Beschrinkt man sich aber auf geeignete Teilintervalle von R, so lassen sich Um-
kehrfunktionen eindeutig definieren.

Definition 4.11: i) Die Sinus-Funktion ist im Intervall D = [—im, 7] streng mono-
ton steigend und bildet dieses Intervall bijektiv auf das Intervall B = [—1,1] ab; ihre
Umkehrfunktion

arcsin(-) : [-1,1] — [17, L] (4.3.60)

heif$t , Arcus-Sinus“.

ii) Die Cosinus-Funktion ist im Intervall D = [0,x] streng monoton fallend und bildet
dieses Intervall bijektiv auf das Intervall B = [—1,1] ab; ihre Umkehrfunktion

arccos(+) : [—=1,1] — [0, 7] (4.3.61)
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heifit ,Arcus-Cosinus“.

it1) Die Tangens-Funktion ist im Intervall D = (f%m %7) streng monoton steigend und

bildet dieses Intervall bijektiv auf ganz R ab; ithre Umkehrfunktion
arctan(-) : R — (=37, i7) (4.3.62)

heifit ,Arcus-Tangens“.

arccos(z)

Abbildung 4.17: Graphen (,Hauptzweige®) des Arcus-Sinus, Arcus-Cosinus und Arcus-
Tangens.

Lemma 4.13: i) Jede komplexe Zahl z # 0 besitzt eine eindeutige Darstellung der Form
( ,Polardarstellung®)

z = |z, a€l0,2n). (4.3.63)

i) Fir |z| =1 liegt die Zahl z = € auf dem Einheitskreis Ky :={z € C||z| =1} der
komplexen Zahlenebene, und die Abbildung

p:[0,21) = Ky :  ola) =™ (4.3.64)
st bijektiv.

iii) Fir n € N sind die Nullstellen des sog. ,Kreisteilungspolynoms® pp(z) = 2" — 1
gegeben durch

& 1= "™ — cos(k2r/n) +isin(k27/n), k=1,...,n. (4.3.65)

Diese sog. ,n-te Einheitswurzeln® &, = &F liegen auf dem FEinheitskreis der komplezen
Zahlenebene und sind alle verschieden.
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Beweis: i) Sei zunéchst Im z > 0. Wir setzen
. z
E+in = m, &neR.

Dann ist €24+ 7% =1 und n = |z|'Im 2z > 0. Wir setzen weiter

a = arccos(§).

Dann ist a € [0,7], und es gilt cos(a) = € und sin(a) > 0. Wegen &2 +7n? = 1 und
n >0 folgt sin(a) = /1 — cos?(a) = /1 — €2 = 5. Damit haben wir

€ +in = cos(a) +isin(a) = e,  z = |z]e.
Der Fall Im z < 0 wird duch Betrachtung von z = Re z—ilm z auf den eben behandelten

zuriickgefiihrt. Aus der dafiir gefundenen Darstellung z = |z]e’® = |z|e’® erhalten wir

z = |z]ei* = |z]e™".

e

Zum Nachweis der Eindeutigkeit dieser Polardarstellung nehmen wir an, dass es eine
zweite gibt: z = [z]e®, o/ € [0,27). Dann ist 1 = 227! = €/®~*) . Wir erinnern an die

Bezichung

—ily

4 4
) L elaT _ pTi® e i
S = = = — 1
sin(5) 5 5 (e )

und die Nullstellenmenge {km, k € Z} des Sinus. Es muss also o — o = 2k sein mit

einem k € Z. Wegen «, o/ € [0,27) folgt a=¢o'.

x

ii) Jeder Punkt (£,7) auf dem Einheitskreis K; repriisentiert eine komplexe Zahl z :=
& +in mit Realteil Rez = £ und Imaginérteil Imz = 1. Wegen |z| = 1 hat diese die
Polardarstellung z = ¢’ mit einem (eindeutig bestimmten) a € [0,27). Umgekehrt gilt
lei®| = y/cos?(a) + sin?(a) = 1, d. h.: Die komplexe Zahl ¢/ liegt auf dem Einheitskreis
K.

iii) Zum Nachweis von (4.3.67) notieren wir zunéchst, dass die fir n € N und k= 1,...,n
definierten Zahlen ‘
2 1= 2™ — cos(k27 /n) + i sin(k27 /n)
die folgende Gleichung erfiillen:
Z;? — ekZm' _ (627ri)k _ 17

d. h.: Die z; sind n-te Einheitswurzeln. Von diesen gibt es genau n Stiick, da das Polynom
p(z) = 2" —1 vom Grad 7(p) = n hochstens n Nullstellen haben kann, und die z; nach
dem eben Gezeigten alle verschieden sind. Q.E.D.

Bemerkung 4.11: Die , Polardarstellung® komplexer Zahlen ist manchmal niitzlich zur
Beschreibung von Punkten der (z,y)-Ebene. Sie erlaubt u. a. eine einfache, geometrische
Interpretation der komplexen Multiplikation: Fiir zwei Zahlen x = |z|e'® und y = |y|e?”
ist das Produkt

zy = |z| Jy|e@td) (4.3.66)

offenbar eine ,, Drehstreckung® in der komplexen Ebene.
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Korollar 4.8: Die Sinus- und die Cosinus-Funktionen haben die speziellen Werte

sin(3m) = 3, sin(3m) = 1\f cos(3m) = 3, cos(3m) = 1\[ (4.3.67)

Beweis: Die 3-ten Einheitswurzeln *27/3 k = 1,2, 3, haben nach Korollar 2.3 die Ge-
stalt

&G =1, &=-1+ilV.

Der Identitat
e27r1',/3 _ COS( ) + zsm(iﬂ'), k= 1,2, 3,

entnehmen wir durch Vergleich der Real- und Imaginérteile und Beachtung von sin(z) > 0
auf [0, 7], dass

cos(2m) = —3, sin(3m) = 1V3.

Mit Hilfe der Formeln in Korollar 4.4 fiir Sinus und Cosinus am halben Argument,
sin®(2z) = $(1 — cos(z)) und cosz(lx) = 3(1 + cos(z)), ergibt sich dann bei Beach-
tung von sm(1 ) >0 und cos(3m) > 0:

(i) = 31 —cos(Zm) =2 = sin(im) = 33
cos’(3m) = (1 +cos(3m)) =1 = cos(3m) = 3.

Eine weitere Anwendung der Formeln aus Korollar 4.4 liefert dann die gewiinschten Aus-
1

sagen fiir das Argument g :

sin?( (1 — cos(
(14 cos(

7)) =
7))

= sin(sm) =

) =

) =

D= O
I
N [UCRRN Ny

1
2
1
2

o:\»—- D=

1
2
1
2

.

w\»—' oa\»—-

cos?(im) = = cos(

Q.E.D.

Anwendung 4.3.4 (Berechnung von 7): Die Zahl 7 ist klassisch definiert als das
Verhiéltnis

= % = 3,141592 653589 793238462643 ...

von Umfang U = 27 R zum Durchmesser D = 2R eines Kreises mit Radius R. In der
modernen Analysis wird diese geometrische Beschreibung durch die Definition von 7/2
als Nullstelle der Cosinus-Funktion im Intervall [0,2] ersetzt, was natiirlich dieselbe Zahl
ergibt. Ausgehend von der geometrischen Definition kann 7 mit der halben ,Lange* des
Einheitskreises (aufgefasst als Kreislinie) identifiziert werden. Zur Erklarung des Begriffes
,Linge* des Kreises bedient man sich der Approximation desselben durch einbeschriebene
und umbeschriebene regulére Polygonziige, wobei die Lénge eines Polygonzugs als intuitiv
klar angenommen wird.
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Abbildung 4.18: Polygonapproximation des Kreisbogens.

Fiir das einbeschriebene halbe n-Eck mit Linge 7T, und sein umbeschriebenes Gegenstiick
mit Lange U, gilt

T, =nsin(r/n) <7 < n tan(r/n) = U,. (4.3.68)

Die beiden Folgen (7},)neny und (U, )nen bilden dann eine Einschachtelung von 7. Zur
Rechnung dient unter Ausnutzung von Ty = 2 sin(37) = 2 oder Ty = 6 sin(im) = 3 die
rekursive Beziehung (Beweis Ubungsaufgabe)

Ty, = \/2712 —2ny\/n?—=T2, n>2. (4.3.69)

Schon Archimedes (287-212 v. Chr.) gewann so fiir n = 96 die Ndherung

3,1408...23% <7r<3% =3,14285. ...
Durch Mittelung dieser Schranken erhielt Ptolemaios (150 n.Chr.) 7 & 3,14166 . Lin Hui
(263 n.Chr.) erhielt fiir n = 3072 den Wert 7 & 3,14159 und Al-Kasi (1427) fur n =
3-228 den auf 17 Stellen genauen Wert 7 =~ 3.1415926535897932 . Ludolph van Ceulen
(1600) berechnete fiir n = 3-25° bereits 35 exakte Stellen; nach ihm wird 7 auch oft die
,Ludolphsche Zahl“ genannt. Von Huygens? stammt der Trick, eine Linearkombination
der Polygonzugnéherungen zu verwenden:

TR Sy = AT, — T, p). (4.3.70)

4Christiaan Huygens (1629-1695): Niederlindischer Mathematiker, Astronom und Konstrukteur; lie-
ferte wichtige Beitridge zur Analysis und Variationsrechnung; entwickelte das erste brauchbare Teleskop
(1654) und die Pendeluhr (1665).
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Fiir n = 96 erhélt man so den deutlich verbesserten Wert 7m ~ Sgg = 3, 141592 . Dahin-
ter steht das sog. ,,Prinzip der Extrapolation zum Limes“, welches eines der wichtigsten
Hilfsmittel beim praktischen Rechnen in der Analysis darstellt (— Numerik). Durch die
Linearkombination wird einfach der fithrende Fehlerterm ’;—?hz in der folgenden Reihen-
darstellung des Sinus eliminiert:

1 ) 7_‘_3 ) 71_5 . L 2k+1
T(h)zﬁsm(hﬂ)zw—§h +ﬁh — 4 (1)

™

. 4.3.71
oy T 43T

so dass ein Fehler der hoheren Ordnung h* verbleibt.

4.4 Konvergenz von Funktionenfolgen

Analog zu Folgen (a,),en reeller Zahlen und ihrer Konvergenz betrachten wir nun Folgen
(fn)nen von reellen Funktionen und ihre Konvergenzeigenschaften.

Definition 4.12: Seien f, : D — R, n € N, Funktionen mit einem gemeinsamen De-
finitionsbereich D C R. Wir nennen die Folge (fn)nen spunktweise konvergent® gegen
eine Funktion f:D — R, wenn fir jedes x € D gilt:

fa(z) = f(z) (n — o0). (4.4.72)

Die Situation, dass eine gegebene Folge von Funktionen gegen eine Grenzfunktion
konvergiert, bzw. dass eine gegebene Funktion durch eine Folge von Funktionen ,ap-
proximiert” wird, ist typisch fiir die Anwendungen der Analysis in der mathematischen
Modellbildung und numerischen Simulation. Z. B. stellen die Partialsummen der Expo-
nentialreihe Approximationen der Exponentialfunktion dar, d. h.: Fiir jedes x € R gilt:

E — = E — =" (n— ).
k! k!
k=0 k=0

In diesem Fall sind die approximierenden Funktionen (als Polynome) natiirlich stetig, und
die Grenzfunktion e* ist es auch. Betrachten wir dagegen die Funktionen

falz)=1—=2", z€l0,1]] CR,

so gilt fir n — oo
1 fir 0 <z <1,

fol@) = (@) = { 0 firxa=1

wobei die Grenzfunktion f(z) nicht stetig ist. Es stellt sich also die Frage: , Welche
Bedingungen sind zu stellen, damit fiir eine konvergente Folge stetiger Funktionen auch
die Grenzfunktion wieder stetig ist*? Dies gehort zu den zentralen Fragen der Analysis
nach der ,,Stabilitat* von Eigenschaften von Funktionen gegeniiber Storungen.
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folz) =1 —a"

1

Abbildung 4.19: Graphen einer Folge nicht gleichméfig konvergenter Funktionen.

Im obigen Beispiel mit unsetiger Grenzfunktion wird die Konvergenz

fulx) = f(z)  (n — o0)

der approximierenden Funktionen bei Annédherung an die Stelle = 1 immer langsamer,
was das Problem zu verursachen scheint. Diese Beobachtung gibt Anlass zu der folgenden
Definition.

Definition 4.13: Fine Folge von Funktionen f, : D — R, n € N, heifit ,gleichmdfig
konvergent® gegen eine Funktion f: D — R, wenn es zu jedem € >0 ein n. € N gibt,
so dass fir n > n. gilt:

|fo(z) — f(z)] <e VzeD. (4.4.73)

Satz 4.6 (Satz von der gleichmiBigen Konvergenz): Konvergiert eine Folge steti-
ger Funktionen f, : D — R, n € N, gleichmdf$ig gegen eine Funktion f: D — R, so ist
auch die Grenzfunktion f stetig.

Beweis: Seien xg € D und € > 0 gegeben. Es ist zu zeigen, dass ein . > 0 existiert, so
dass fiir alle x € D gilt:

|z —xol <6 = |f(x) = flzo)] <e.

Wegen der gleichméBigen Konvergenz der Folge (f,)nen gibt es ein n € N so dass fiir
alle x € D gilt:

|ful@) = f(2)] < 3.

Da f, stetig ist, existiert weiter ein d. > 0, so dass fiir alle € D mit |z — x¢| < J.
gilt:

| fu(z) = fu(20)] < %5.
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Dann folgt fiir alle solche = € D:
[f(@) = flzo)| < [f(x) = ful@)|+ | fu(@) = fulwo)| + | ful@o) — f(0)| <,

1 1 1
<§€ <§€ <§€

d. h.: Die Funktion f ist stetig in xg. Q.E.D.

Bemerkung 4.12: Diese Aussage von Satz 4.6 iibertrigt sich auch auf Reihen von ste-
tigen Funktionen ;- fr. Wenn die Partialsummen Y ;_, fi gleichmiBig konvergieren,
so ist ihr Limes Y, fr wieder eine stetige Funktion.

4.5 Der Funktionenraum Cla, b

Nach Lemma 4.2 bilden die stetigen Funktionen auf einem beschriankten, abgeschlossenen
Intervall D = [a,b] einen Vektorraum. Auf diesem wird durch

[[flloo := max |f(x)|
z€(a,b]

eine Norm, die sog. ,Maximumnorm* erklirt; das Maximum existiert wegen der Stetig-
keit des Absolutbetrags auf dem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall [a,b]. Der so
entstehende normierte Vektorraum wird mit C[a, b] bezeichnet:

Cla,b) ={f : [a,b] = R| f stetig}.

Die Normeigenschaften von || -||~ als Abbildung von C|a,b] nach R U{0} folgen direkt
aus den entsprechenden Eigenschaften des Absolutbetrags:

(N1) [[flleeo=0 = f(x)=0, x € [a,b] (Definitheit)
(N2) [aflle = la][[flle, a@€R (Homogenitét),
(N3) [[f + 9lloo < Iflloo + llg]lo (Dreiecksungleichung).

Mit Hilfe der Norm || - ||oc wird auf Cla,b] eine sog. ,Normkonvergenz*, in diesem Fall
die ,,gleichméflige Konvergenz“, definiert durch:

fo—=f (n—=000) = |fu—flloo =0 (n— o0). (4.5.74)

Lemma 4.14: Fir eine Funktionenfolge (fn)nen auf einem beschrinkten, abgeschlos-
senen Intervall D = [a,b] st die gleichmdfige Konvergenz gegen eine Grenzfunktion
f:a,b] = R gleichbedeutend mit

o= flls =0 (n— o0). (4.5.75)

Beweis: Der Beweis ist evident. Q.E.D.

Auf Cla,b] wird analog zu R der Begriff der Cauchy-Folge einfiihrt.
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Definition 4.14 (Cauchy-Folge): FEine Folge (fn)neny von Funktionen aus Cla,b]
heifit ,,Cauchy-Folge®, wenn es zu jedem € > 0 ein n. € N gibt, so dass fir n,m > n.
qgilt:

||fn_.meoo <e. (4576)

Lemma 4.15: Eine Folge (f,)nen von Funktionen aus Cla,b], welche gegen eine Grenz-
funktion f € Cla,b] konvergiert, ist automatisch eine Cauchy-Folge.

Beweis: Der Beweis verlauft analog wie der entsprechende fiir konvergente Zahlenfolgen.
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt || f, — finlloo < 1fn = flloo + I = finlloo » womit
sich direkt die Behauptung ergibt. Q.E.D.

Satz 4.7 (Satz von der Vollstidndigkeit): Der Raum Cla,b] ist ,vollstindig” bzgl.
der gleichmdifigen Konvergenz; d. h.: Jede Cauchy-Folge von Funktionen aus Cla,b] be-
sitzt einen Limes in Cla,b].

Beweis: Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in Cla,b]. Dann ist fir jedes feste = € [a, ]
auch die Zahlenfolge (fn(x))nen eine Cauchy-Folge und besitzt folglich einen (eindeutig
bestimmten) Limes f(z) € R, d. h.:

fulz) = f(z) (n— o0), z € [a,bl.

Dies definiert eine Funktion f : [a,b] — R. Wir wollen zeigen, dass (f,)nen gleichméifig
gegen f konvergiert. Angenommen, dies wire nicht der Fall, dann gébe es ein € € R,
und zu jedem n € N einen Punkt z,, € [a,b], so dass

| folzn) — f(2)] > e

Wegen der Beschrianktkeit des Intervalls [a,b] und damit der Punktfolge (x,)nen besitzt
diese nach dem Satz von Bolzano-Weierstral eine konvergente Teilfolge (x,, )reny mit
Limes z € [a,b]. Wegen der Cauchy-Folgeneigenschaft gibt es ein n. € N, so dass fiir
m > n. gilt:

[ foe = fnlloo < €.

Wegen der Konvergenz fi,(x,.) = f(z,.) (m — o0) gibt es ein m. > n., so dass
| frne (@) = fl@n)] < %5'
Damit erschliefen wir

|fna(xns) - f(xna)| < |fna(xna) - fm5($na)| + |fma(xna) - f(l.ns)‘ <e,

1 1
<§E <§5

im Widerspruch zu obiger Annahme. Die Folge (f,,)nen konvergiert also gleichméBig gegen
/. Nach Satz 4.6 ist f stetig; d. h.: f € Cla,b]. Q.E.D.
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Vollstindige normierte Vektorraume werden ,, Banach®-Raume* genannt. Der Funktio-
nenraum C'a, b] ist also ein solcher Banach-Raum. Der folgende Satz von Arzela®-Ascoli”
bedeutet fiir den Funktionenraum Cfa,b] das, was der Satz von Bolzano-Weierstra$ fiir
den Zahlenraum R ist; er liefert Kriterien fiir die Existenz von Haufungswerten von Fol-
gen. Wir beweisen ihn im Folgenden in einer etwas vereinfachten Form.

Satz 4.8 (Satz von Arzela-Ascoli): Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen in Cla,b],
welche ,gleichmdf$ig beschrankt und zusdtzlich ,gleichgradig stetig” sind:

sup || fulleo < o0, (4.5.77)
neN
Ve>0 36.>0 VneN: max, |fu(z) = ful2)] < €. (4.5.78)
z,2’ €a,
|z—a’| <8

Dann ezistiert eine Teilfolge (fn,)ken, welche gegen ein f € Cla,b] konvergiert, d. h.:

[foe = fllo =0 (k= 00). (4.5.79)

Beweis: i) Sei (rj)ren die auf irgendeine Weise durchnummerierte Folge der rationalen
Punkte in [a,b]. Fiir jedes 74 gilt nach Voraussetzung:

sup | fn(re)] < o0
neN

Durch sukzessive Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstral gewinnnen wir Existenz

einer Folge von Teilfolgen (n(.k))jeN, k € N, mit den Eigenschaften:

J
(n](-kﬂ))]-eN ist Teilfolge von (ngk))jeN.
- Die Folgen ( fn;m (rk))j oy Sind konvergent.
Geméf dieser Konstruktion ist (fn(k) (Tl))jeN konvergent fiir [ = 1,..., k. Fiir die sog.
J

,Diagonalfolge* ( fngc)) pen ist dann ( anf') (r)) ey Konvergent fiir alle j € N:

fn(ll) fn(Ql) fn(ll) e fnﬁcl)
f"(12> fn(22) fn§2) e fn](cz)
fn§3> fn(23) fngs) “e fngj)
fn(lk) fn(Qk) fngk) e fng(ck)

5Stefan Banach (1892-1945): Polnischer Mathematiker; Prof. in Lvov; begriindete die Funktionalana-
lysis.

6Cesare Arzela (1847-1912): Ttalienischer Mathematiker in Bologna; lieferte Beitriige zur Analysis und
Variationsrechnung.

"Giulio Ascoli (1843-1896): Italienischer Mathematiker in Parma; lieferte Beitriige zur Analysis und
Variationsrechnung.
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ii) Der Einfachheit halber bezeichnen wir die eben konstruierte Diagonalfolge wieder mit
(fu)nen und wollen ihre gleichméBige Konvergenz auf [a,b] zeigen. Nach Konstruktion
konvergiert (f,,)nen in allen rationalen Punkten in [a,b]. Sei € > 0 beliebig gewéhlt. Fiir
jedes 1y € [a,b] gibt es dann ein n.(r;) € N, so dass

[falre) = fm(re)] < g Vnum 2 ne(ry).
Aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit der f,, gibt es ein 6., so dass gilt:

z,2' € lab], v —a| <6 = sup|fu(z) — fula))| < 3¢
neN

Wir unterteilen nun das Intervall [a,b] in Teilintervalle [, = [xg_1,zx], k= 1,...,n, mit
a=x9<...<mz, =0, max |rp — zp_1| < 0.
1<k<n

Aus jedem [ wéhlen wir ein r, € Q. Fiir beliebiges x € [ gilt dann fiir n,m > n. :=
max{ng(r1),...,n(ry)}:

[fu(@) = fn(@)] < |fu(@) = falre)|+ [fa(re) = fm(ri)| + | fn(re) = fm(@)] < €.

1 1 1
<§€ <§€ <§

€
Dies bedeutet, dass fiir n,m > n. gilt:

1fo = frulloo <€

Die Funktionenfolge (f,).en ist also eine Cauchy-Folge im Banach-Raum C|a, b] . Wegen
dessen Vollstandigkeit existiert ein f € Cla,b], so dass f, = f (n — o0). Q.E.D.

4.6 Ubungen

Ubung 4.1 (Aufgabe zur Definition von Funktionen):
Man gebe fiir die Funktionen

o) f@)=v2-a b f@)=— 0 f(z) = /min{L, 2%}

pEEsT
die maximalen Definitionsbereiche D C R an und skizzieren ihre Graphen.

Ubung 4.2 (Aufgabe zur Stetigkeit):
a) Man zeige, dass die folgenden Funktionen f:R — R stetig sind:

i) f(x):=min{x, 1}, i) f(z) = |z|?, q€ Q.
b) Man zeige, dass die durch
1/s, fir ax=r/s, r€Z\ {0}, s € N (teilerfremd)
flx)y:=<¢1 fir =0

0 sonst
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definierte Funktion f:R — R in allen Punkten z € R\ Q stetig und in allen Punkten
x € Q unstetig ist.

Bemerkung: Es gibt keine Funktion f: R — R, die in allen x € Q stetig und in allen
z € R\ Q unstetig ist.

Ubung 4.3 (Aufgabe zur ,,gleichméfligen® und ,,Lipschitz-Stetigkeit*):
Eine Funktion f: D C K — K heifit ,Lipschitz-stetig* (kurz , L-stetig“) mit ,, Lipschitz-
Konstante* L € R, , wenn gilt:

[f(x) = f(@)| < L]z —2'|, x,2"€D.
a) Man zeige, dass jede L-stetige Funktion f: D C K — K gleichmifig stetig ist.

f@) = /T—a]

definierte Funktion f : R — R auf dem Intervall [0,2] gleichméBig stetig aber nicht
L-stetig ist.

b) Man zeige, dass die durch

¢) Man zeige, dass die durch
1
flz) =~

T

definierte Funktion f : (0,1] — R auf D = (0,1] zwar stetig aber nicht gleichméBig
stetig ist.

Ubung 4.4 (Aufgabe zur Stetigkeit):

Man zeige, dass sich die Aussagen der drei grundlegenden Sétze fiir stetige (reelle) Funk-
tionen auf einem kompakten Intervall, ndmlich der ,,Zwischenwertsatz*, der ,,Satz von der
Beschranktheit und der ,,Satz vom Extremum®, dquivalent zusammengefafit auch wie
folgt formulieren lassen:

Fiir eine auf einem beschrdankten, abgeschlossenen Intervall definierte, stetige Funktion
ist der Bildbereich wieder ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall.

(Hinweis: Der im Text angegebene ,,Beweisvorschlag” kann als Grundlage der Argumen-
tation verwendet werden, ist aber noch im Detail auszuarbeiten.)

Ubung 4.5 (Aufgabe zur Umkehrfunktion):
Die durch
r+2 fir z< -2,

flx):=< 0 fir x =0,

r—2 fir x> 2,
definierte Funktion f : Dy := {z € R| |z| > 2} U {0} — R ist bijektiv, so dass ihre
Umkehrfunktion f~!': R — D; existiert. Man zeige, dass f stetig ist, aber f~! nicht.

Wieso widerspricht dies nicht dem Satz iiber die Stetigkeit der Umkehrfunktion aus der
Vorlesung?
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Ubung 4.6 (Aufgabe zum Zwischenwertsatz):
Wie sind ,,Nullstellen“ und ,,Fixpunkte“ von Funktionen f: D — K definiert?

a) Man zeige, dass das reelle Polynom
p(r) =2°+2® +42 -5

im Intervall I = [—1, 1] mindestens eine Nullstelle hat.

e@) —1
fe) =1\

definierte reelle Funktion f : [0,1] — [0,1] mindestens einen Fixpunkt hat. (Hinweis:
Man beachte, dass die Wurzelfunktion als Umkehrung der Quadratfunktion monoton ist.)

b) Man zeige, dass die durch

Ubung 4.7 (Aufgabe zu periodischen Funktionen):
Eine Funktion f : D C R — R heiit ,periodisch“ mit Periode w # 0, wenn fiir alle
x €D auch z+w € D istund f(z) = f(x +w) gilt.

a) Man setze die durch
f@)=a

definierte Funktion f :[0,1] — R zu einer auf ganz R definierten, stetigen und peri-
odischen Funktion f mit Periode w = 2 fort. Wire eine Fortsetzung zu einer stetigen
Funktion mit der Periode w =1 mdglich?

b) Man begriinde, warum eine reelle, nicht konstante ,rationale Funktion®

apx™ + ...+ a1x + ag

fla) = bn™ + .. + b1 + bo

mit Koeffizienten a, € R nicht periodisch sein kann.

¢) Man begriinde, warum eine reelle, nicht konstante , Exponentialsumme*

mit Koeffizienten a, € R nicht periodisch sein kann.

Ubung 4.8 (Aufgabe zu Funktionsgraphen):
Man skizziere (mit Achsenbezeichnungen) die Graphen der folgenden reellen Funktionen
auf ihren maximalen Definitionsbereichen in R:

()
()

In(x);

o fle)=e; i) f
f V.

i)  f(x):=sin(1/2); iv)

T
€T
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Ubung 4.9 (Aufgabe zu reguliren Limiten):
Man Untersuche fiir a € R, die folgenden Grenzprozesse und bestimme gegebenenfalls
die Grenzwerte
a) lim 27 %sin(x), b) lim 2 sin(z ™).
z—0 z—0

Hinweis: Man beachte die Potenzreihendarstellung des Sinus.

Ubung 4.10 (Aufgabe zur Berechnung von 7 ):
Man zeige fiir die GréBen T, := nsin(27), n € N, die rekursive Beziehung

n

T, =0, T, =2, Tgn:\/QnQ—Qn\/nQ—Tg, n>2,

und die Konvergenz lim,,_.., T,, = 7. Warum gilt diese Formel nicht fiir n =17

Hinweis: Man erinnere sich an die in der Vorlesung bereitgestellten Beziehungen fiir Sinus
und Cosinus und an das asymptotische Verhalten von sin(z) fiir z — 0.

Ubung 4.11 (Aufgabe zur Konvergenz von Funktionen):
Eine Folge (f.)nen von Funktionen f, : I = [a,b] — R heifit ,punktweise konvergent*
gegen eine Funktion f: 7] — R, wenn es fiir # € I zu jedem ¢ € Ry ein n. =n.(z) € N
gibt, so daf3

|fn(z) = f(2)] <&, n=ne

Sie heifit , gleichméfBig konvergent* gegen f, wenn n. unabhingig von x € [ gewihlt
werden kann.

a) Man untersuche, ob die durch
fo(x) :==cos™(x)], neN,

auf dem Intervall I := [0, 7] definierte Folge von reellen Funktionen auf I (punktweise)
konvergiert und bestimme gegebenenfalls ihren Limes. Ist diese Konvergenz gleichméfig?

b) Wie lautet das Ergebnis bei Betrachtung der Funktionenfolge auf dem kleineren Inter-
vall I'=[ir 37] C I?

Bemerkung: Dies ist ein Gegenbeispiel zu der Vermutung (in Anlehnung an das fiir die
Stetigkeit bekannte Resultat), dass aus der punktweisen Konvergenz einer Folge stetiger
Funktionen auf einer kompakten Menge auch deren gleichmajige Konvergenz folgt.

Ubung 4.12 (Uber exotische Zahlen):
Mit Hilfe der Exponentialfunktion exp(-) und des Logarithmus werden allgemeine reelle
Potenzen positiver reeller Zahlen erklart, u. a. etwa so exotische Ausdriicke wie

e’ = exp(m), 7¢ = exp(eln(m)).
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(Man rekapituliere die Definitionen der ,, Eulerschen Zahl“ e und der , Kreiszahl“ 7 und
gebe ihre ungefihren Werte an.)

Eine grobe Abschiitzung liefert 21 < e™, 7¢ < 24, aber welche dieser ,transzendenten*
Zahlen ist die groflere von beiden? Man beantworte diese Frage mit Hilfe analytischer
Argumente (Reines Ausprobieren gibt Hinweise, ist aber kein Beweis!).

(Hinweis: Man darf die Beziehung 7 > e verwenden, die zwar ,numerisch® klar ist,
aber eigentlich ebenfalls eines Beweises bedarf. Aus der Reihendarstellung haben wir
bereits e < 3 erschlossen. Die Beziehung 7 > 3 erhalten wir mit Archimedes iiber die
Approximation des Einheitskreises durch einbeschriebene Polygone oder einfacher aus der
Bibel (1. Buch der Kénige 7.23: Und er machte ein Meer, gegossen, von einem Rand zum
andern zehn Ellen weit, rundumher, und finf Ellen hoch, und eine Schnur dreifsig Ellen
lang war das Maf$ ringsum.

Ubung 4.13 (Aufgabe zum reguliren Limes):
Man zeige, dass fiir a # 0 der Grenzwert
n__ gn

lim
r#a,x—a T — Q4

existiert und bestimme diesen.

Ubung 4.14 (Aufgabe zur Stetigkeit):
Man beweise die Aquivalenz der beiden folgenden Definitionen der Stetigkeit einer Funk-
tion f: D C K— K auf ihrem ganzen Definitionsbereich:

a) Fiir beliebiges xy € D und fir jede Folge (z,)neny aus D gilt:

w=fm e = flon) = fim o)

b) Fiir beliebiges xo € D gibt es zu jedem ¢ € Ry ein § € R | so dafi gilt:
[z =@l <6 = [f(z)— flzo)| <e.
Ubung 4.15 (Aufgabe zu Funktionalgleichungen):

Die Funktion f(x) sei fiir alle © € R erklirt, stetig im Punkt = = 0 und erfiille fiir alle
x,y € R die Funktionalgleichung

[ +y) = f(x)f(y).

Man beweise, dass sie dann auf ganz R stetig ist.

Ubung 4.16 (Aufgabe zu trigonometrischen Funktionen):
Man gebe den maximalen Definitionsbereich D C R fiir die durch

o)t (2)

22 —1

gegebene Funktion an. In welchen Punkten ist sie stetig?
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Ubung 4.17 (Aufgabe zur ,gleichgradigen Stetigkeit*):
Sei (fn)nen eine Folge von Lipschitz-stetigen Funktionen f,, := I — R auf einem (kom-
pakten) Intervall I = [a,b] mit derselben Lipschitz-Konstante L € R, .

a) Man zeige, dass die Funktionen f, dann gleichgradig stetig sind.

Ist die Folge zusétzlich gleichméfig beschriankt, so besitzt sie nach dem Satz von Arzeld-
Ascoli eine gleichméfig konvergente Teilfolge.

b) Man zeige (z. B. durch ein Gegenbeispiel), dass die gleichméBige Beschréanktheit eine
notwendige Voraussetzung im Satz von Arzeld-Ascoli ist.

Ubung 4.18 (Aufgabe zum Satz von Arzeld-Ascoli):
Man versuche, den Satz von Arzeld-Ascoli fiir die auf dem Intervall I = [0, 7] durch

folz) = (1 + %x) sin(z + nm)

gegebene Folge von Funktionen f, : I — R anzuwenden, d.h.: Man verifiziere die zugeho-
rigen Voraussetzungen.
Zusatz: Wer etwas mehr Zeit aufwenden will, moge sich an der Folge von Funktionen

fn(x) :==nsin (%az) cos(z + nm)

auf dem Intervall [—i7

37, 37 versuchen.

2






5 Differentiation

Nach der Diskussion der , Stetigkeit“ von Funktionen geht es jetzt um die Existenz und
Charakterisierung ihrer , Extremalstellen* (,Maxima®“ und ,Minima*“). Historisch stand
dies am Anfang der Differentialrechnung. Die in Abb. 5.1 skizzierte Situation legt nahe,
dass Extremalstellen einer Funktion geometrisch dadurch charakterisiert sind, dass dort
der Graph eine horizontale Tangente hat. Dies fiithrt uns auf den Begriff der ,, Tangenten-
steigung” bzw. allgemeiner der ,,Ableitung® einer Funktion. Im Folgenden beschrinken
wir die Diskussion auf reelle Funktionen.

Abbildung 5.1: Hlustration zum Satz vom Extremum.

Als einfaches Beispiel stellen wir folgende Aufgabe: Zu gegebenen Zahlen ay, ..., a, €
R ist ein a € R zu bestimmen, fiir welches der folgende Ausdruck minimal wird:

n

fla) = Z (a —ag)® — min!

k=1

In diesem Kapitel werden wir u. a. Methoden zur Losung solcher und wesentlich schwie-
rigerer Aufgaben entwickeln.

5.1 Ableitung

Fiir eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich D C R definieren wir in einem
Punkt xg € D einen ,Differenzenquotienten durch

fwo +h) — f(x0)
W ,

wobei nur solche , Inkremente” h € R zugelassen sind, fiir die xo+ h € D ist.

Dy f(x0) ==

Definition 5.1: Eine Funktion f : D — R heifit ,differenzierbar® im Punkt xo € D
mit ,Ableitung® f'(xo), wenn fir jede Nullfolge (hp)nen mit xo+ h, € D die Folge der
zugehirigen Differenzenquotienten (Dp,, f(x0))nen konvergiert.

145
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Bemerkung 5.1: Ist eine Funktion f: D — R in einem Punkt xq € D differenzierbar,
so haben die Folgen von Differenzenquotienten alle denselben Limes, d. h.:
f(zo +h) — f(2o)

, .
To) = lim .
1) xo+heD, h—0 h

Denn gilt fiir zwei Nullfolgen (hp)peny und (h])nen
f(IO + hn) — f(xf)) f(«TO + h;L) — f(mo) /

lim =a, lim =a.
n—oo hn, n—so00 h;l

so konnen die beiden Nullfolgen zu einer einzigen zusammengefasst werden, z. B. wie
{hq, b, ha, hh, ...} . Daauch fiir diese Nullfolge der zugehorige Differenzenquotient konver-
giert, muss notwendig a = a’ sein. Dieser gemeinsame Limes heifit dann die ,, Ableitung®
(oder genauer die ,,1. Ableitung®) von f im Punkt x.

Im Hinblick auf die vorausgehende Aussage konnen wir die Differenzierbarkeit einer Funk-
tion f: D — R in einem Punkt xy € D auch folgendermafien ausdriicken:

df ! : f(T) — f(xO)

—(z9) = f'(xg) = lim —F———~.

d[E( 0) f ( O) z€D, x—xqg T — o
Diese Schreibweise wird im Folgenden je nach Bedarf gleichberechtigt neben der obigen
verwendet. Wenn der Punkt zy ein Randpunkt von D ist, z. B. der untere oder obere
Endpunkt eines Intervalls D = [a,b], so spricht man auch von ,einseitiger Differenzier-
barkeit“ von f in xg=a oder xy =0 und schreibt

f/(xo) — lim f(l:) — f(l‘o)’ f/(-/L'O) = lim f(m) B f(xO) )

x]xo x — Xo o T — X
Dabei bedeutet die Schreibweise = | zo und = T z¢, dass sich die Werte x € D dem
Grenzwert xg von ,oben® bzw. von ,unten“ annéhern:

rlxy & T>x0, T 20, rTxy & <z, T— To.

Definition 5.2: Eine Funktion f: D — R heifit ,differenzierbare auf D, wenn sie in
jedem Punkt xo € D differenzierbar (bzw. im Fulle eines Randpunktes einseitig differen-
zierbar) ist. Sie heifit stetig differenzierbar®, wenn die Ableitung f' auf D eine stetige
Funktion ist.

Die obige qualitative Definition der Differenzierbarkeit ist fiir Beweiszwecke nicht be-
sonders gut geeignet. Daher geben wir im Folgenden eine mehr quantitative Charakteri-
sierung mit Hilfe der Sprache der ,,Epsilontik®.

Satz 5.1: Eine Funktion f : D — R st in einem Punkt xqg € D genau dann diffe-
renzierbar mit Ableitung f'(xo), wenn zu jedem € > 0 ein §. > 0 existiert, so dass
qgilt:

ro+h e D, |hl <. — fl(zo)| <e. (5.1.1)

f(xo+h) = f(xo)
h
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Beweis: Der Beweis ist evident. Q.E.D.

Satz 5.2: Fine Funktion f: D — R st genau dann in einem Punkt xq € D differen-
zierbar, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt, so dass

f(x) = f(xo) + c(z —xo) +w(z), zeD,
mit einer Funktion w: D — R, fir die gilt:

lim w(z)
€D, x—x0 T — T

=0.

In diesem Fall ist ¢ = f'(x) .

Beweis: i) Sei f in wxy differenzierbar mit ¢ = f'(x¢). Wir definieren eine Funktion
w(z) durch

w(x) := f(x) = flxo) — c(x — o).

Dann gilt aufgrund der Differenzierbarkeit von f:

xw_(xio _ f(l“a)::icsxf)) — flw) = 0 (= ).

ii) Sei umgekehrt
f(x) = f(xo) + c(z — o) + w(x),

mit
tim ) g,
T—T0 T — T
Dann gilt:
f('%)*f(:ro)_cz W(:L.) =0 ([E—)l’o)7
r — X Tr — X
d. h.: f ist in zy differenzierbar mit Ableitung f'(zo) = c. Q.E.D.

Bemerkung 5.2: Satz 5.2 besagt in geometrischer Sprache, dass die differenzierbare
Funktion f im Punkt zy durch eine affin-lineare Funktion (d. h. eine Gerade)

g(x) = f(xo) + f'(x0)(z — xo)

approximiert wird. Der Graph von ¢ ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt

(3507 f(mo))-
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Abbildung 5.2: Approximation der Tangente durch Sekanten.

Lemma 5.1: Fine Funktion f: D — R, die in einem Punkt xo € D differenzierbar ist,
ist dort notwendig auch stetig.

Beweis: Angenommen, f ist differenzierbar in xq € D . Dann gilt nach Satz 5.2

f(@) = f(zo) + f'(w0)(x — o) + w(x)

mit einer Funktion w: D — R mit der Eigenschaft w(z)(z—x¢)~* = 0 (z — x¢) . Damit
konvergiert fiir x — xp auch f(x) — f(xo), d. h.: f ist stetig in . Q.E.D.

Bemerkung 5.3: Das Beispiel f(z) = |z| zeigt, dass Stetigkeit allein noch nicht hinrei-
chend fiir Differenzierbarkeit ist. Man kann sogar Funktionen (sog. ,Monster®) konstru-
ieren, die auf einem Intervall stetig, aber in keinem seiner Punkte differenzierbar sind.

Definition 5.3: Ist die Ableitung f’(x) einer Funktion f wieder differenzierbar, so
spricht man von der ,2. Ableitung® f”(z). Allgemein ist die ,n-te Ableitung® rekursiv
definiert durch

dr d?

@) = 19w = I @), w2 T =106 = @),
Beispiel 5.1: Einfache Beispiele differenzierbarer Funktionen:

1. Die konstante Funktion f(x) = c fiir ein ¢ € R ist (stetig) differenzierbar mit der
Ableitung

c—cC

=0, zekR

(o) = i L = @)
) e

2. Die lineare Funktion f(x) = ax ist (stetig) differenzierbar mit der Ableitung

f'(z) = lim 7a(x +h) —ax =a

h—0 h
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3. Die Monomfunktion f(z) = 2%, k € N ist (stetig) differenzierbar mit der Ableitung

f'(x) = lim w

h—0

i h((x + h)k—l + (x + h)k_QI 4+t (:1: + h)xk_Q + xk_l)
= lim

h—0 h

= kot

4. Die elementare rationale Funktion f(x) =1/x ist fiir x # 0 (stetig) differenzierbar
mit der Ableitung

) = tim L DY gy b= L
f(x)_}g%h(x—i—h a:>_}bll>%h(m+h)x_ z?

5. Die Ezponential-Funktion f(x) = e, ist (stetig) differenzierbar mit

em+h_ez €h—1
/ . z 1
z) = lim —— = ¢* lim =
f(@) h—0 h h—0

=e".

Die Exponentialfunktion hat die merkwiirdige Eigenschaft, dass sie gleich ihrer Ab-
leitung ist. Die Ableitung ihrer Umkehrfunktion, des natiirlichen Logarithmus, wer-
den wir spéter bestimmen.

6. Die Sinus- und Cosinus-Funktion f(x) = sin(xz) und f(z) = cos(x) sind (ste-
tig) differenzierbar. Die Ableitungen bestimmt man unter Verwendung der Formeln
(4.3.37) und (4.3.38) wie folgt:

sin’(z) = lim sin(z + 1)  sinfa) = lim 2cos(z + %h) Sin(%h)
h—0 h h—0 h

. lh
— (hm cos(z + %h)) <}Lirn Sml(; )> = cos(x),

h—0 —0 5
sowie
cos'(z) = lim cos(z + h) — cos(z) — lim —2sin(z + 3h) sin(3h)
h—0 h h—0 h
1
N ST . sm(§h))__ )
=~ (JimsinGa + 30) (Jim =22) = —sin(a).

2
Die Ableitungen der Tangens- und Cotangens-Funktionen werden spéter bestimmt.
7. Der Absolutbetrag f(x) = |z| ist in z9 = 0 nicht differenzierbar. Um dies zu

sehen, betrachten wir fiir die alternierende Nullfolge h,, = (—1)"1/n, n € N, die
zugehorigen Differenzenquotienten:

f(hn) — f(0> — M _ (_1)71.

b b
Offenbar konvergiert diese Folge nicht. In xy # 0 ist der Absolutbetrag natiirlich
differenzierbar, da er dort fiir z < 0 mit der linearen Funktion f(z) = —z und fur

x>0 mit f(z) =2 {ibereinstimmt, aber die Ableitung ist unstetig in 2o =0.
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Lemma 5.2: Fir die Ableitung gelten folgende Rechenregeln:
i) Linearkombinationen differenzierbarer Funktionen f,g: D — R sind differenzierbar:

(af +B9)(x) = af'(x) + Bg'(z), «,BER,
d. h.: Die Differentiation ist ein ,linearer” Prozess.

it) Fiir zwei differenzierbare Funktionen f,g: D — R gilt die sog. ,Produktregel:
(f9) (x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x). (5.1.2)

iii) Fiir zwei differenzierbare Funktionen f,g: D — R mit g(x) # 0 gilt die sog. ,Quo-
tientenregel “:

oy f)g(@) — fa)g'(z)
<§> (x) = o . (5.1.3)

Beweis: i) Die Behauptung ergibt sich aus dem entsprechenden Eigenschaften von kon-
vergenten Zahlenfolgen:

(af +Bg)(z) — (af + Bg)(xo) _  flx) — flxo) L8 g(z) — g(xo)
= a f'(xo) + Bg('(x0) (z— x0).

ii) Mit den Regeln fiir konvergente Folgen gilt unter Verwendung der Stetigkeit von f:

(F) (o) = Tim 2@ = 9)(@0)

L F@)(0) — glan) + (@) — Flan)) ()
= lim f(Jl:)M + lim fe) - f(m(])g(%)

= f(z0)g'(z0) + f'(z0)g(20).
iii) Wir behandeln zunéchst den Spezialfall f = 1. Hierfiir gilt:

(;)/(%) B zlgarvlo x jxo <g(1£) B g(io))
. g(ao) —g(a) _ _g'(ao)
a0 g(2)g(7o) T — o g(wo)?

Hieraus folgt dann mit Hilfe der schon gezeigten Produktregel:

(2) @) = (73 (@) = £o0) s+ ) (5) (oo
L 8@0) _ [(@)g(we) — f(w0)g (o)
IR A TEN: g(wo)? '

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.
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Beispiel 5.2: Mit Hilfe der Regeln aus Lemma 5.2 kénnen die Ableitungen weiterer Funk-
tionen bestimmt werden:

1. Das Polynom p(z) = > _;_,axz® ist in ganz R stetig differenzierbar mit der eben-
falls polynomialen Ableitung

n—1
p(x) = Z kapr*t.
k=1

2. Die Rationale Funktion

r(z) = plx)  ap+ax+... +a,a"
q(x)  bo+biz+ ... +byam

ist in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches D = {x € R| q(z) # 0} stetig diffe-
renzierbar, und die Ableitung ist wieder eine rationale Funktion.

3. Die Tangens- und Cotangens-Funktionen sind in ihren jeweiligen Definitionsberei-
chen stetig differenzierbar mit den Ableitungen

%>/(x) _ sin’(z) cos(x) — sin(z) cos'(x)

tan’(z) = (

cos cos?(x)
~ cos?(x) + sin®(z) 1
cos?(x) cos?(z)’
cot' () = 1 /a: :_tan’(x):_ cos?(x) 1
t(@) (tan) (z) tan?(x) sin?(z) cos?(z) sin?(x)’

Lemma 5.3: Sei f: D — B C R eine auf einem abgeschlossenen Definitionsbereich
stetige, invertierbare Funktion mit Inverser f~': B — D . Ist f in einem Punkt xo € D
differenzierbar mit f'(xq) # 0, so ist auch die Inverse f=1 in yo = f(xo) differenzierbar,

und es gilt:
1

(Y0 = Fry

Yo = [f(wo).

Beweis: Fiir y, = f(2,),y0 = f(x0) mit y, # yo und y, — yo (n — 00) gilt wegen der
Stetigkeit von f~' auch x, — z¢(n — oo) und natiirlich z,, # zy. Somit folgt aus der
Differenzierbarkeit von f in xg:

) = ) mamm (f(%) £

Ty — Xo

Yn — Yo  flan) — f(xo)

Dies impliziert, dass f~! im Punkt g, differenzierbar ist mit der angegebenen Ableitung.
Q.E.D.

“”“))1 S flao) (- o).
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Beispiel 5.3: Mit Hilfe der Regel aus Lemma 5.3 konnen Ableitungen weiterer Funktio-
nen bestimmt werden:

1. Der natiirliche Logarithmus In(z) ist auf I = (0,00) stetig differenzierbar mit der

Ableitung
111 i
In'(y) = @y == 5 y=c".

2. Die Arcus-Funktionen arcsin(z) und arccos(z) sind als Umkehrfunktionen des Si-
nus bzw. des Cosinus in ihrem Definitionsintervall D = (—1,1) stetig differenzierbar
mit den Ableitungen fiir y = sin(z), z € (—3m, 37):

12
1 1
arcsin’(y) = =

1 1
sin'(z) — cos(z)  \/1— sin® () V1 2
sowie fir y = cos(x), z € (0,m):

1 1
arccos’(y) = = =

1 1
cos'(e)  sin(e)  TocosP(@) 1oy

3. Die Arcus-Funktion arctan(z) ist als Umkehrfunktion des Tangens auf ihrem defi-
nitionsbereich R stetig differenzierbar, und es gilt

arctan’(y) = tan:}(x) = cos?(z).
Mit y := tan(x) ist
sin2 2
v = tan(e) = Z;I;QEQ -- ;ozg(bx()x) B cosi(x) -b cos’ () = 1 Jin'
und folglich
arctan’(y) = L
1+y?

Es ist erstaunlich, dass der doch recht komplizierte Arcustanges eine so einfache
Ableitung hat.

Anwendung 5.1.1: Mit Hilfe der bisher abgeleiteten Differentiationsregeln lasst sich die
bereits frither auf direktem Wege gefundene Beziehung

1\7

e:= lim (1 + f) = exp(1)
n—oo n

sehr viel eleganter beweisen. Wegen In’(1) = 1 gilt mit h, := 1/n

— lim In(1+ h,) — In(1)

n—00 hy,

=1

lim nln (1 n l)

n—00 n

Hiermit folgt wegen der Stetigkeit der e-Funktion:

. 1\" ) 1
lim (1 + 7) = lim exp <n In (1 + )> = exp(1).
n—00 n n—00 n
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Lemma 5.4 (Kettenregel): Seien g : D, = R und f: Dy = D, C R stetige Funk-
tionen. Die Funktion f sei im Punkt xo € Dy differenzierbar, und g sei in yo = f(xo)
differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion go f in xq differenzierbar, und
es qilt die sog. ,Kettenregel”

(go f)l(xo) = !/(f(xo)) f/($0)~ (5.1.4)

Beweis: Wir definieren die Funktion Ag: D, = R durch

Y—Yo

9(y)—9(yo) fiir
Y # Yo
Agly) =4 ey
9'(y) ir y=yo

Da g in y, differenzierbar ist, gilt lim,,,, Ag(y) = ¢'(yo) . Ferner gilt fir y € D, :

9(y) — 9(yo) = Ag(y)(y — Yo)-
Damit erhalten wir

g(f(@)) = g(f(x0)) Ag(f(x))(f(x) = f(x0))

(go f)(zo) = lim - = lim —
T—xo xT Zo T—xo €T Zo
= im 2g() i LI g0 o),
was zu zeigen war. Q.E.D.

Beispiel 5.4: Zur Anwendung der Kettenregel geben wir die folgenden Beispiele:

1. Die Ableitung der Funktion g(z) = f(az+0), a,b € R, ist

g (x) =af'(ax +b).
2. Die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion

2t = e = f(g(z)), a€R, f(y):=¢, g(x) = aln(z).
erhdlt man mit Hilfe der Kettenregel zu
(%) = (g(e))g'(2) = e*"Paa = aae .

3. Die Ableitung der allgemeinen Exponentialfunktion

a® =" = f(g(z)), fly):=¢", g(z):=zn(a),

erhélt man mit Hilfe der Kettenregel zu

(a®) = f'(g(x))g (x) = e In(a) = In(a)a”.
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5.2 Mittelwertsitze und Extremalbedingungen

Die folgende, bereits durch Abb 5.1 nahegelegte Charakterisierung von moglichen Extre-
malstellen einer differenzierbaren Funktion geht auf Fermat! zuriick.

Definition 5.4: Die Funktion f : D — R hat in einem Punkt xq € D ein ,globales
Eztremum (Mazimum oder Minimum), wenn gilt:

f(xo) > f(x), xeD, bzw. f(xo) < f(z), x€D.

Es handelt sich um ein lokales Extremum® (Mazximum oder Minimum,), wenn auf einer
sog. ,0-Umgebung® von xq, . einer Teilmenge Us(xo) = {x € D| |x — xo| < 0}, gilt:

f(xo) = f(z), x € Us(xo), baw. f(zo) < f(2), z € Us(zo).
Ein globales oder lokales Extremum xqy heifst ,strikt“, wenn es das einzige Extremum in

D bzw. in Us(xg) ist.

Satz 5.3 (Satz vom Extremum): Besitzt eine auf einem Intervall I = (a,b) differen-
zierbare Funktion f ein lokales Extremum (Mazimum oder Minimum) xy € I, so gilt
dort notwendig

f'(x0) = 0. (5.2.5)

Beweis: Habe f in xy ein Minimum. Dann gilt fiir eine Nullfolge (h,)neny mit h, > 0
und g + hy, € Us(xo):

f (o + hn) — f(w0) >0
I, -

und fiir eine Nullfolge (hy)peny mit h, <0 und x¢ + h, € Us(zo) :
f(xo + hn) — f(20)

hy,

<0.

Bei Grenziibergang h,, — 0 folgt
f'(@o) <0< f'(wo)

bzw. f'(x¢) = 0. Im Fall eines Maximum wird analog argumentiert. Q.E.D.

Bemerkung 5.4: Eine stetige Funktion besitzt auf einem abgeschlossenen Intervall [ =
[a,b] ein Maximum. Dieses kann auch in den Randpunkten liegen, z. B. in a. In diesem
Fall muss nicht notwendig f’(a) =0 gelten; dies zeigt das Beispiel

f:00,1] =R, f(z)=ux.

'Pierre de Fermat (1601-1655): Franzosischer Mathematiker und Jurist, wirkte u. a. in Toulouse;
lieferte beitrige zur Zahlentheorie und Analysis; berithmt durch die nach ihm benannte und kiirzlich erst
bewiesene Vermutung, dass die Gleichung x™ + y™ = z" fiir n > 2 keine ganzzahlige Losung besitz.
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Abbildung 5.3: Extremum am Intervallrand.

Der folgende Satz von Rolle? ist von #hnlich fundamentaler Bedeutung in der Analysis
wie der Bolzanosche Zwischenwertsatz.

Satz 5.4 (Satz von Rolle): Wenn eine im Intervall [a,b] stetige Funktion in (a,b)
differenzierbar ist und f(a) = f(b) gilt, so gibt es ein ¢ € (a,b), in dem f'(c) =0 ist.
Insbesondere liegt zwischen zwei Nullstellen einer differenzierbaren Funktion stets auch
eine Nullstelle ihrer Ableitung.

Abbildung 5.4: Illustration zum Satz von Rolle.

Beweis: Die stetige Funktion f nimmt auf dem kompakten Intervall [a,b] ihr Maximum
und ihr Minimum an. Fiir konstantes f ist die Behauptung trivialerweise richtig. Ist f
nicht konstant, so gibt es ein zg € (a,b) mit f(zo) > f(a) = f(b) oder f(zo) < f(a) =
f(b) . Folglich wird das Maximum oder das Minimum von f in einem Punkt z € (a,b)
angenommen. Nach Satz 5.3 ist dann notwendig f’(z) = 0. Q.E.D.

Als Konsequenz des Satzes von Rolle ergibt sich der folgende ,,1. Mittelwertsatz (der
Differentialrechnung)“, der auf Lagrange zuriickgeht.

2Michel Rolle (1652-1719): Franzosischer Mathematiker und Autodidakt; wirkte in Paris und leistete
Beitriage zur Analysis, Algebra und Geometrie; der nach ihm benannten Satz wurde 1691 publiziert.
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Satz 5.5 (1. Mittelwertsatz): Ist die Funktion f im Intervall [a,b] stetig und in
(a,b) differenzierbar, so gibt es ein ¢ € (a,b), so dass

o f(0) = f(a)
fle)==——"—- (5.2.6)
Beweis: Wir definieren die Funktion
f(b) — f(a)

g(x) = f(z) -

b—a (v = a),

welche in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar ist. Wie man leicht nachrechnet, gilt
g(a) = f(a) = g(b). Nach dem Satz von Rolle gibt es also ein ¢ € (a,b) mit ¢'(c) = 0.
In diesem gilt dann konstruktionsgeméf

woraus die behauptete Aussage folgt. Q.E.D.

Aus dem Mittelwertsatz ergeben sich eine Reihe von Folgerungen:

Korollar 5.1: Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion. Im Fall f'(z) > 0
(f'(x) < 0) fir x € (a,b) ist f monoton steigend (fallend) und im Fall f'(z) > 0
(f'(z) <0) fir x € (a,b) strikt monoton steigend (fallend). Im Fall f' =0 auf (a,b)
ist f konstant.

Beweis: Sei f'(z) > 0 fir = € (a,b). Fir z,y € (a,b),y > = gibt es nach dem
Mittelwertsatz ein & € (x,y) mit

MW=S8 g0

Dies impliziert f(y) > f(x). Also ist f strikt monoton steigend. Fiir die anderen Fille,
insbesondere den Sonderfall f =0, wird analog argumentiert. Q.E.D.

Korollar 5.2: Sei f : (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion, und es gelte
f(z0) =0 fiir ein xy € (a,b). Dann hat f im Fall f"(x¢) >0 in xo ein striktes lokales
Minimum und im Fall f"(x¢) <0 ein striktes lokales Mazimum.

Beweis: Sei [ zweimal differenzierbar mit f”(z) > 0. Wegen

f”(5r0) — lim f/(l’) — f/(xo)

T—x0 Tr— X

>0

gibt es ein € € Ry, so dass fiir 0 < |z — x| < e gilt:

f'(x) = f'(xo)

Tr— Xy

> 0.
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Mit f'(zo) = 0 folgt damit
f(x) <0, x€(xg—e,x0), f'(x) >0, =z € (xg, 20+ ¢).

Folglich ist f im Intervall [zg—e, x| streng monoton fallend und im Intervall [zq, xo+¢]
streng monoton wachsend, d. h.: f hat in x, ein striktes (lokales) Minimum. Im Fall

f"(z0) < 0 wird analog erschlossen, dass f in xy ein striktes (lokales) Maximum hat.
Q.ED.

Bemerkung 5.5: Diese Bedingungen fiir ein Extremum sind nicht notwendig, wie das
Beispiel der Funktion f(z) = z? zeigt, mit einem strikten Minimum im Punkt zq = 0,
in welchem aber f”(x¢) =0 ist.

Korollar 5.3: Gilt fir eine auf einem offenen, beschrinkten oder unbeschrinkten Inter-
vall I definierte und zweimal differenzierbare Funktion f:1 — R:

ff(x)>0, zel, (5.2.7)
soist f ,konvex®, d. h.: Fiir beliebige x,y € I und X\ € (0,1) gilt:

FOz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1= N f(y). (5.2.8)
(Bem.: Die Funktion f heifst ,konkav®, wenn —f konvex ist. Die Eigenschaften ,strikt

konvex® und ,strikt konkav® sind sinngemdf definiert.)

Beweis: Wegen f” > 0 auf I ist nach Korollar 5.1 die Ableitung f’ monton wachsend.
Fir z = y € I ist (5.2.8) offenbar richtig. Seien nun =,y € I mit (0.B.d.A.) =z <y
und A € (0,1). Wir setzen x, := Az + (1 — A\)y. Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann

¢ € (z,x)) und n € (z),y) mit
fly) = flxa)

T 2 1@ _ e < iy = 100

Iy — X Y — T
Wegen

zy—rx=dx+(1-Ny—z=(1-XN(y— x),
y—axy=y—dr—(1—-Ny= Ny —2),

ergibt sich somit

Fx) = £@) _ f) = ()
1-A - A ’
bzw.
flaa) =M (@2) + (1= A f(@x) < Af(x) + (1= A)f(y).
Die Funktion ist also konvex. Q.E.D.
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Korollar 5.4: Ist die Ableitung einer in [a,b] stetigen und in (a,b) differenzierbaren
Funktion f beschrinkt, |f'(x)] < K, x € (a,b), so gilt

[f(x) = f(2)] < K|z — 2| z,2" € [a,b], (5.2.9)

d. h.: Die Funktion ist ,Lipschitz-stetig” auf [a,b] . Diese Eigenschaft wird uns spdter bei
der Behandlung von gewdohnlichen Differentialgleichungen wieder begegnen.

Beweis: Fiir Paare z,y € [a,b] mit y > x, gibt es nach dem Mittelwertsatz ein ¢ € (a, b)
mit

f@) = fly) = [z —y).
Hiermit folgt, wie behauptet:
[f (@) = fI <1 (] |z =yl < K|z —y.

Q.E.D.

Korollar 5.5: Sei [ eine in [a,b] stetige und in (a,b) differenzierbare Funktion. Gilt
f'(z) =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant.

Beweis: Wir haben die Voraussetzungen von Aussage Korollar 5.4 mit der speziellen
Konstante K = 0. Dies impliziert dann, dass notwendig f = konst. Q.E.D.

Korollar 5.6: Fine differenzierbare Funktion f : R — R, welche mit einem ¢ € R die
sog. ,Anfangswertaufgabe“

f'(x)=cf(x), zeR, [f(0)=A, (5.2.10)

lost, hat die Form f(x) = Ae® . Die Differentialgleichung (5.2.10) mit den Daten A =
1 und ¢ =1 kann also auch zur Charakterisierung der Exponentialfunktion verwendet
werden.

Beweis: Wir betrachten die Funktion g(z) := f(z)e™*. Ihre Ableitung ergibt sich mit
der Voraussetzung zu

g(z) = f@)e™ + f@)(=)e™ = (/(x) = ef @)™ =0
Nach Korollar 5.5 ist also g = konst. Wegen g(0) = f(0) = A folgt
f(a) = egla) = e,
Q.E.D.

Wir geben ein paar einfache Anwendungen von Satz 5.3 und Korollar 5.2:
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Anwendung 5.2.1: Die Funktion f(x) = sin(z) hat ihre Extrema in den Nullstellen
von f'(z) = cos(z): Maxima in z = 7 =+ 2n7 und Minima in = {7 & (2n+1)7 fiir
n € Np.

Anwendung 5.2.2: Zu bestimmen ist das Rechteck kleinsten Umfangs bei gegebenem
Flédcheninhalt. Sind die Seitenldngen x und vy, so ist der Flacheninhalt F' = xzy und der
Umfang U = 2(z + y) = 2(x + F/z). Zur Minimierung von U = U(z) suchen wir eine
Nullestelle 2y der Ableitung, d. h.:

Diese Gleichung wird gelést durch xq = v/F , was einem Quadrat entspricht. Dass es sich
hier wirklich um ein Minimum handelt, zeigt die zweite Ableitung:

4F
U”(ifo) = 1’78 > 0.

Anwendung 5.2.3: Wir betrachten das Beispiel vom Beginn dieses Kapitels. Fiir Zahlen
a,...,a, € R ist ein a € R zu bestimmen, fiir welches der Ausdruck

n

fla) =) (a—a)’

k=1
minimal wird. Die Funktion f(-) ist ein quadratisches Polynom mit der Ableitung
f(a) = 22 (a —ay) = Q(na—Zak).
k=1 k=1
Deren einzige Nullstelle, das arithmetische Mittel a = %22:1 ay ist wegen

f"(a)=2n>0

die gesuchte Minimalstelle. Diese Aufgabenstellung ist der einfachste Fall der sog. ,Me-
thode der kleinsten Quadrate“, welche auf Gaufl zuriickgeht.

Anwendung 5.2.4: Als physikalische Anwendung wollen wir aus dem sog. , Fermatsche
Prinzip“ der geometrischen Optik (nach Fermat 1657) das Brechungsgesetz ableiten. Das
Fermatsche Prinzip postuliert, dass ein Lichtstrahl, der von einem Punkt P; zu einem
Punkt P, gelangen soll, immer den Weg einschligt , der die kiirzeste Zeit erfordert.
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U1
hy

s Py

Abbildung 5.5: Illustration zum Brechungsgesetz der Optik.

In zwei ebenen, homogenen Medien M; und My, welche durch die xz-Achse getrennt
sind, seien die Ausbreitungsgeschwindigkeiten fiir Licht vy > 0 bzw. vy > 0. Gesucht
ist der schnellste Weg von einem Punkt P; = (a,h;) des ersten Mediums (oberhalb der
x-Achse) zu einem Punkt P, = (b, hy) des zweiten (unterhalb der z-Achse). Dabei wird
angenommen, dass der schnellste Weg zwischen zwei Punkten innerhalb eines Mediums
geradlinig verlduft. Gesucht ist der Punkt P = (z0,0), in dem der Lichtstrahl die z-Achse
schneidet sowie der ,, Finfallwinkel* ¢; und , Ausfallwinkel® s .

Die Zeit fiir den Weg von P; iiber einen Punkt P = (x,0) auf der z-Achse nach P,
betragt dann:

Ha) = V(r—a)2 + 13 N \/(b—x)Q—&-h%’ eR

(%1 V2
Zur Bestimmung eines Minimums von ¢(x) suchen wir eine Nullstelle der Ableitung

r—a b—ux

viy/(x—a)? + h? o (b—x)2 4+ hZ

Wegen ¢'(b) > 0 und t'(a) < 0 (Es wird a < b vorausgesetzt.) besitzt ¢ mindestens eine
Nullstelle zy € (a,b) . Ferner wichst die Funktion ¢ streng monoton, da ihre Ableitung
positiv ist:

t'(x) =

hi h3
3+ 3
vi(vV(z—a)2+h})"  va(v/(b—2) + h3)

Folglich ist xy die einzige Nullstelle von ¢’ und somit die einzige Minimalstelle von ¢ .
Statt einer Berechnung von z ist hier eine andere Charakterisierung von Bedeutung. Die
Bedingung #'(x¢) = 0 ist gleichbedeutend mit:

t"(z) = > 0.

To—a

\/(Ig—a)2+h% . U1

b—xo )

T Ch]
\/ (b-20)%+h3
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und bei Verwendung des Einfallswinkels ¢; und des Brechungswinkels s (s. Abb. 5.5)
also mit

sin(p1) _ vr

sin(ps) v’
was als ,,Snelliussches® Brechungsgesetz“ bezeichnet wird. Es gilt allgemein fiir wellenar-
tige Ausbreitungsprozesse an Grenzflichen zwischen Medien unterschiedlicher Dichte.

Bemerkung 5.6: Das letzte Beispiel demonstriert ein wichtiges Phdnomen der ratio-
nalen Naturbeschreibung. Es ist moglich, aus anerkannten Naturgesetzen, (z. B. dem
Fermatschen Prinzip), rein rechnerisch neue Naturgesetze (z. B. das Reflexionsgesetz) zu
gewinnen. Die Natur folgt gewissermafien dem mathematischen Kalkiil. Dies konnte man
als Beleg dafiir ansehen, dass der scheinbar rein formal entwickelte mathematische For-
malismus im Kern doch ,natiirliche® Zusammenhénge wiederspiegelt. Dabei wird dem
Naturgeschehen aber oft, wie z. B. vom ,,Fermatschen Prinzip“, ein auf ein optimales Ziel
gerichtetes Wirken unterstellt, was auch zu Trugschliissen fiithren kann.

Als natiirliche Verallgemeinerung des 1. Mittelwertsatzes ergibt sich der folgende ,,2.
Mittelwertsatz“ (oder auch ,verallgemeinerte Mittelwertsatz*)

Satz 5.6 (2. Mittelwertsatz): Sind die Funktionen f und g im Intervall [a,b] stetig
und in (a,b) differenzierbar, und ist ¢'(x) # 0 fir x € (a,b), so gibt es ein ¢ € (a,b),
so dass gilt

Je) _ ) ~ fla)
7~ gb)—gla)

Beweis: Wegen ¢'(z) # 0 in (a,b) ist im Hinblick auf den Satz von Rolle notwendig
g(a) # g(b) . Weiter ist dann mit einem ¢ € (a,b):

Wir definieren auf [a,b] die Funktion
e IO f@
Pla) = flo) = D=L 1) — o(a).

g
Man verifiziert leicht, dass F(a) = f(a) = F(b). Nach dem Satz von Rolle gibt es dann
ein ¢ € (a,b) mit F'(c) =0, d. h.:

0= Fl() = o) - LD =1

Dies impliziert, wegen ¢'(c) # 0:

(5.2.11)

Q.ED.

3Willibrord Snellius (1580-1626): Hollindischer Mathematiker; ab 1613 Professor in Leiden; fand das
nach ihm benannte Brechungsgesetz experimentell (Dieses wurde zuerst von Descartes 1637 verdffent-
licht.).
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5.2.1 Die Regeln von L’Hospital

Die wichtigste Anwendung des 2. Mittelwertsatzes besteht in den Regeln zur Berechnung
unbestimmter Ausdriicke nach L’Hospital*. Dabei handelt es sich um Grenziiberginge der
Form

Satz 5.7 (Regeln von L’Hospital): Es seien f, g zwei auf dem (beschrinkten) Inter-
vall T = (a,b) differenzierbare Funktionen. Es gelte dort ¢'(x) # 0, und es existiere der
Limes

- f'()

1 =:ceR. 5.2.12

e o

Dann gelten die folgenden Regeln:
1. Im Fall lim,, f(z) = lim, . g(z) =0 st g(x) #0 in I, und es gilt:

lim f@) =c. (5.2.13)

wle g(x)

2. Im Fall f(x) — oo und g(x) — oo fir xla ist g(x) #0 fir a<z <z, <D,
und es gilt:

lim —= =c¢. (5.2.14)
Analoge Aussagen gelten fiir die Grenziiberginge x T b und x — Foo.

Beweis: 1. Wir fassen f und ¢ als Funktionen auf, die in a stetig sind und dort den Wert
Null haben: f(a) = g(a) =0. Wegen ¢'(z) # 0 kann es dann keine weitere Nullstelle von
g in I geben, d. h. g(z) # 0 in I. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (5.2.11)
gibt es dann zu jedem x € I ein € € (a,x), mit dem gilt

flx) _ f'(©)

glx) g€

Dann impliziert der Grenziibergang x | a auch ¢ | a, und ergibt damit die Giiltigkeit
der ersten Behauptung.

2. Sei ¢ € Ry beliebig. Nach Voraussetzung ist ¢'(z) # 0 in (a,b) Wir wéhlen ein
0 € Ry, mit a+0 < z.,so dass fiir alle z € (a,a+9) gilt f(z) #0 und g(x) # 0 sowie:

f'(x)
g'(x)
4Guilliome F. A. Marquis de L'Hospital (1661-1704): Franzosischer Mathematiker; Schiiler von Johann

Bernoulli; verdffentlichte 1696 das erste Lehrbuch der Differentialrechnung, welches auch die nach ihm
benannte Regel enthélt.

—c’<€,
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Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (5.2.11) gilt dann fiir beliebige z,y € (a,a+0)
mit x #y auch g(z) # g(y) sowie

f@) = fy)
FEEFTI
Nun ist fir beliebiges x,y € (a,a +0) mit f(z) # f(y) und g(x) # g(y):
flx)  fl@) = fly) 9(x) —g(y) ) _ flx) = fy) 1-9(y)/g(x)
g(x)  g(@) —gly) f(@) = fy) 9(z)  g(x) —gly) 1= fy)/f(x)
Der zweite Faktor rechts geht beim Grenziibergang x — a gegen Eins, d. h.: Es gibt ein
0. € Ry derart, dass fiir alle x € (a,a + d,) gilt:

‘f(x) ~ fl@) = fly)
g(z)  g(z) —g(y)

Fir  mit a <z < a+ min{d,d.} ergibt sich damit

gg;c‘<26,

was die Giiltigkeit der zweiten Behauptung impliziert. Q.E.D.

<

Bemerkung 5.7: Grenzprozesse fiir © — +oo, d. h.:

lim /()

r—to0 g(l)

konnen durch die Substitution y := 1/z in solche fir y — 0, d. h.:

)

y=+0 g(1/y)
umformuliert werden. Auf diesem Wege erhalten wir mit Hilfe der obigen Regel von
L’Hospital die Formel:

~

lim (z = lim f/(x
r—+o0 g(x) r—+oo q (m)

~—

~—

(5.2.15)

Bemerkung 5.8: Bei der Anwendung der Regeln von L’Hospital ist zunéchst zu priifen,
ob die Limiten der Ableitungsquotienten tiberhaupt existieren. Z. B. ist, obwohl gilt

2 o3 1
lim M = lim — xsin(l/x) =0,
zl0  sin(x) z10 sin(z)
der Schluss
2 » 02 e -2
lim & s.ln(l/a:) — lim 2xsin(l/x) — x* cos(1/x)x
zl0  sin(x) ) cos(z)
2z sin(1 — 1
= lim vsin(l/z) = cos(l/z) = —lim cos(1/x)
10 cos(x) )0

nicht zuléssig, da der rechte Limes nicht existiert.
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Beispiel 5.5: Wir geben einige Beispiele fiir die Anwendung der Regeln von L’Hospital.

1. Auf dem Intervall [ = (0,1) gilt:

sin(z) — lim cos(z) _ cos(0) _1
zl0 X )0 1 1

2. Auf dem Intervall T = (a,b) gilt fir p,q € N:

. P — P ) pxp—l pap—l p -
lim = lim = ==a 1.
zla 9 — a4 zla q.’Eq71 qa‘Fl q

3. Auf dem Intervall T = (0,1) gilt:

) 621 _ 1 2GQI
lim

R | A —
210 In(1+ x) 210 (1+az)t
4. Auf dem Intervall I = (0,1) gilt:

In(zx) oz

lim
a1 xr— 1 ot 1

5. Durch zweimalige Anwendung der L’Hospitalschen Regeln erhélt man auf dem In-
tervall T = (0,1):

) 1 1 . x—sin(z) 1 — cos(x)

lim ( - — 7> = —— = =lim —

210 \sin(z) 210 zsin(x) 20 sin(x) + x cos(x)
= lim sin(z) =0

210 2cos(x) — x sin(x)

6. Fiir n € N erhélt man durch n-malige Anwendung der L’Hospitalschen Regeln:

" na” n!
lim — = lim = ... =1lim —=0.
z—o00 ev T—00 et r—00 T

Bemerkung 5.9: (1) Neben den oben diskutierten Grenziibergéngen in Quotienten tre-
ten auch irreguldre Produktausdriicke der folgenden Art auf:

lim f(z) =0, h_r)n g(x) =00, = lim f(z)g(x)="7"

r—a r—a

Dies kann haufig in der Form

lim f(z)g(x) = lim /()

T—a z—a g(x)*

mit den obigen L’Hospitalschen Regeln behandelt werden.
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(2) Manchmal sind auch irreguldre Exponentialausdriicke der Form

lim f(z)9® =7

r—a

zu untersuchen, was zu Grenzfillen der Art 0°, oo® und 0% fithren kann. In diesem Fall
wird zunéchst logarithmiert,

lim g(x) In(f(z)) =7

Tr—a
was zu Grenzfillen der Art 0-(—o0), 0-00 und oo-0 fithrt. Man berechnet nun den Limes
fiir diesen Ausdruck mit dem unter (1) beschriebenen Ansatz. Der Limes des gegebenen
Ausdrucks ist dann wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion gegeben durch

exp (lim g(z) In(f(2))).
Wir geben hierzu ein paar Beispiele:

1. Der Grenzfall 0°:  lim, 2" =7
Logarithmieren und Anwenden der L’Hospitalschen Regeln ergibt:

1 1
limz In(z) = lim n(l;) = lim ——2% =0,
z/0 zl0 T z|0 xT

und somit
lima® =e® = 1.
x/0

2. Der Grenzfall 1%°:  lim,_,; 2"/ D =?
Logarithmieren und Anwenden der L’Hospitalschen Regeln ergibt:
In(z) 1

lim =lim — =1,
z—1x — 1 z—1

und somit

lim 2D = ¢! = ¢.
r—1

5.3 Taylor-Entwicklung

Wir haben schon gesehen, dass sich gewisse Funktionen durch Potenzreihen darstellen
lassen; dazu gehoren z. B. die trigonometrischen Funktionen und insbesondere die Expo-
nentialfunktion mit der zugehorigen Potenzreihe

xr __ - T
e _ZT’ (5.3.16)

welche fiir alle € R absolut konvergiert. Dabei gilt fiir einen beliebigen anderen sog.
,Entwicklungspunkt zy € R:

(x —x0)" bzw. = i e—(:): — x0)". (5.3.17)
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Wir wollen im Folgenden untersuchen, unter welchen Bedingungen solche Potenzreihen-
entwicklungen fiir eine Funktion f moglich sind und wie man diese aus f bestimmen
kann. Zur Ilustration betrachten wir zunéchst ein Polynom

p(x) = Z apx”.
k=0

Mit z =z — xg + x9 wird hieraus

n

p(x) = Zak(az — x0 + x0)"

k=0

und mit Hilfe der allgemeinen binomischen Formel

p(e) = 3 bl — o),

mit gewissen Koeffizienten by . Statt diese aus den a; zubestimmen, wollen wir sie direkt
aus der Funktion p ableiten. m—malige Differentiation fiir 0 < m <n ergibt:

p™(z) = Z brk(k—1)-...-(k—m+1)(x —x0)"™

und dann durch Auswertung bei x = xq:
P (x0) = by m!.

Wir finden also die Darstellung

") (2 .
pla)y =" (70) () 4o). (5.3.18)

k!
k=0

Wir wollen nun untersuchen, in wie weit sich diese Formel auch auf allgemeinere Funk-
tionen {ibertragen lasst.

Definition 5.5: Fir eine auf dem offenen Intervall (a,b) definierte und n-mal stetig
differenzierbare Funktion f heifit

n ) (g .
to(xo, ) == Z fi() (x — zp)

k!
k=0

fiir ein xg € (a,b) das ,n-te Taylor"-Polynom* von f um xq .

Wir studieren den Fehler bei der Approximation von f durch sein Taylor-Polynom.

®Brook Taylor (1685-1731): Englischer Mathematiker und Schiiler Newtons; die nach ihm benannte
Reihenentwicklung war im Kern bereits Gregory, Newton, Leibniz und Johann Bernoulli bekannt.
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Satz 5.8: Sei [ eine auf dem offenen Intervall (a,b) definierte und (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion und t,(xo,-) ihr n-tes Taylor-Polynom um ein xy € (a,b).
Dann gibt es zu jedem x € (a,b) ein & zwischen x und xq, so dass gilt:

FrIE)
(n+1)!

mit dem sog. ,Lagrangeschen Restglied” der Taylor-Approximation.

f(x) =tn(xo, x) + (z — x0)"™ ™, (5.3.19)

Beweis: Zunichst bemerken wir, dass t,(xg, z0) = f(xg) . Wir definieren das , Restglied“

By, ) = f(x) = taly, o)

und fassen es (fiir festes x) als Funktion von y auf. Wegen der (n 4 1)-maligen Diffe-
renzierbarkeit von f ist R,y1(y,x) mindestens einmal nach y differenzierbar, und es
gilt:

(k)
(Mmmmjmwtmm>@zfﬁwak

(k+1) (k)

o Z : ) ;1 (]l:: —(11/))! (r =)
<n+1>

_ I n!( )(x_y)n.

Wir wenden nun den 2. Mittelwertsatz (Satz 5.6) fir die Funktionen f(y) := R,u+1(y, )
und g(y) := (x — y)"*' an und erhalten wegen R,.i(z,z) = f(z) —t,(x,z) =0:

RnJrl (y/ I’) o RnJrl(xy x) - Rn+1(y> .I’) %Rn+1(§’ I)

(=gt (-2t =@yt (1)@=

mit einem & € (a,b) zwischen x und y. Mit der obigen Identitdt fiir d%RnH(y,m),
ausgewertet fiir y = £, ergibt sich weiter:

Runa(y,2) _ f40(¢)
@y @t

Hieraus folgt die behauptete Identitét. Q.E.D.

Definition 5.6: a) Fine Funktion f auf einem Intervall (a,b) heifit ,glatt” oder ,,C*°-
Funktion®, wenn sie beliebig oft differenzierbar ist, d. h. wenn fir jedes k € N ihre k-te
Ableitung f* ezistiert. Ihre , Taylor-Reihe“ um ein x¢ € (a,b) ist dann definiert durch

© (k)
oo, Z f (x — xo)k.
k=0

b) Konvergiert die Taylor-Reihe von f um xq fir alle x in einer Umgebung von xo und
gilt f(z) =te(wo, ), so heiff f ,(reell) analytisch® in xq .
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Satz 5.9 (Taylor-Entwicklung): Sei f auf dem beschrinkten Intervall (a,b) eine C*°-
Funktion mit gleichmdflig beschrinkten Ableitungen:

sup |f™(x)] < M < o0, neN. (5.3.20)

z€(a,b)

Dann ist [ auf (a,b) analytisch, d.h.: Fir alle x,z € (a,b) konvergiert die Taylor-Reihe
von f, und es gilt:

£ (5, .
flz) = Zf (! )(3:7330) . (5.3.21)

k=0 k

Beweis: Aus der Restglieddarstellung (5.3.19) folgt mit Hilfe der Voraussetzung (5.3.20):

|f(n+l)(§)| n+1 M
(n+1)! [ = 2™ < (n+1)!

F(@) = talo, )| < (b—a)"*.

Zu beliebigem ¢ € R, gibt es nun ein n. € N, so dass fiir alle n > n. gilt:

M

TS (b—a)"™ <e.

Dies impliziert die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung 5.10: Eine C'*°-Funktion muss nicht analytisch sein. Das iibliche Gegenbei-
spiel ist die auf ganz R definierte Funktion

_J exp(=a7?), x#0,
fw) = { 0, z=0.

Wegen lim, ,gexp(—z~2) =0 ist f in 2o = 0 und damit auf ganz R stetig. Wir wollen
die Ableitungen von f in zy =0 bestimmen. Zunéchst ist fiir  # 0:

fl(z) =22 exp(—27?), f"(z) = (427% — 627 ") exp(—2?).

Durch Induktion koénnen wir erschlieen, dass alle Ableitungen von f in x # 0 die
folgende Gestalt haben:

f(")(x) = pn(xfl) cxp(—x*Q), n>1,

mit gewissen Polynomen p, . Alle Ableitungen sind also in = # 0 stetig. Wir substituieren
y := =2 und sehen wegen

o
g—ﬂ) (y = ), keN,

dass sich die Ableitungen in g = 0 stetig durch Null fortsetzen lassen:

f"(z) -0 (r—0), neN.
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Hieraus folgt, dass f eine C°°-Funktion ist. Ihre Taylor-Reihe um zy = 0 ist offenbar
die Nullfunktion, d. h.: Sie ist trivialerweise fiir alle © € R konvergent, stellt aber die
Funktion f aufler in z = 0 nirgends dar. Es gibt auch Funktionen, deren Taylor-Reihen
aufler in x = x( in keinem anderen Punkt konvergieren.

exp(—3z)

Abbildung 5.6: Graph einer C'*°°-Funktion, die nicht durch ihre Taylor-Reihe um xy = 0
dargestellt wird.

Als erste Anwendung der Taylor-Entwicklung wollen wir die Aussage von Satz 5.3 iiber
Extremalbedingungen vervollstdndigen.

Korollar 5.7: Sei f: (a,b) — R eine n-mal (n > 2) stetig differenzierbare Funktion,
und in einem Punkt xq € (a,b) sei

f'(ao) = ["(x0) == " D(wo) =0, " (wo) #0. (5.3.22)
Ist n gerade, so hat f in xy ein striktes lokales Minimum oder Maximum, je nachdem
ob f)(x0) >0 oder f™(x0) <0 ist. Ist n ungerade, so hat f in xy weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum sondern einen sog. , Wendepunkt®.

Beweis: Ist f n-mal differenzierbar in (a,b) und gilt (5.3.22), so folgt mit der Taylor-
Entwicklung von f um xg:

2R (g L f® (n)
Fa) =3 L0 e IO (= gy + T gy,

k! n! n!
k=0

mit einem § € (a,b) zwischen z und z,. Die Funktion

Ay o ) = F(z0)

(JZ' — 1170)” ) Y 7& To,

konvergiert fiir @ — xo gegen f("(xo)/n!. Folglich kann die Funktion A, zu einer auf
(a,b) stetigen (genauso bezeichneten) Funktion fortgesetzt werden. Fiir diese gilt dann

™ (20
f(z) = f(zo) = An(x)(z — 70)", An(z0) = A )

n!
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Ist nun etwa geméfl Voraussetzung A, (xg) > 0, so existiert wegen der Stetigkeit von A,
eine ganze e-Umgebung von zg, in der A, > 0 ist. Auf dieser e-Umgebung gilt daher fiir
gerades n:

f(x) = f(xo) = An(x) (2 — 20)" > 0,
d.h.: f(zg) ist ein striktes lokales Minimum. Im Fall A, (z0) < 0 wird analog argumen-
tiert. Fiir ungerades n ist dagegen

f(x) = f(z0) = Ap()(z — %)n{ >0, x>0,

<0, z<ux,
d. h.: f(zg) ist weder ein lokales Minimum noch ein Maximum. Q.E.D.

Taylor-Reihen sind offenbar spezielle Potenzreihen. Ist nun eine Funktion, fir die wir
eine Potenzreihendarstellung mit positivem Konvergenzradius haben (z. B. der Sinus)
automatisch analytisch, und stimmt die Potenzreihe mit ihrer Taylor-Reihe iiberein? Diese
Frage werden wir erst am Ende dieses Kapitels beantworten.

Anwendung 5.3.1: Die Taylor-Entwicklung (mit Restglied) einer Funktion f

") (g e
fay =3 L) g L

(nJr 1)! )n+1

k=0

kann u. a. zur Berechnung von Funktionswerten f(z) dienen. Die zugehorigen Taylor-
Reihen sind konvergent (und stellen die Funktion dar), wenn die Restglieder fiir n — oo
gegen Null konvergieren.

1. Exponentialfunktion: Die e-Funktion besitzt um zo = 0 die Taylor-Entwicklung

e’ = Z %]: + Ry (), (5.3.23)
k=0
mit dem Restglied
s
Rn+1($) = m .Z'nJrl. (5324)

Die zugehorige Reihe konvergiert offenbar fiir alle x € R und stimmt mit der uns schon
bekannten Potenzreihendarstellung der e-Funktion iiberein.

2. Sinus- und Cosinus: Die Sinus- und Cosinus-Funktionen haben um zy = 0 die Taylor-
Enwicklungen

sin(x) = kzzo (2(1;1_)1)' 24 Ry, 3(w), (5.3.25)

mit Restglied

Sin(2n+3) (§> 2n+3 — (_1>n+1 COS(g) 2n+3

2n+3) * Tt L (5.3.26)

Ronys (l’) =
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sowie

ka + R27L+2(ZL')7 (5327)

mit Restglied

COS(ZHH)(@ m+2 (_1)n+1 cos(§) 2n+2

Ropya(x) = (2n + 2)! - (2n+2)!

(5.3.28)

Die zugehorigen Reihen konvergieren offenbar fiir alle € R und stimmen mit den uns
schon bekannten Potenzreihendarstellungen des Sinus und des Cosinus iiberein. Aus den
Restglieddarstellungen (5.3.26) und (5.3.28) folgen ihre, oben nur fiir eingeschrinkte -
Bereiche abgeleiteten Abschitzungen (4.3.43) und (4.3.44) nunmehr fiir alle 2 € R.

3. Logarithmus: Da der natiirliche Logarithmus bei xy = 0 nicht definiert ist, betrachten
wir die Taylor-Entwicklung der Funktion f(z) = In(1 + z) um zo = 0. Bei Beachtung
von In(1) =0 und

k—1)!
In®) (14 2)|pmo = (—1)F1 ((1 - x))k T (1) k-1)!, keN, (5.3.29)
erhalten wir fiir —1 < <1:
n 1 (k) 1 n 1)kt
In(l+z) = ZHT()@«MRM = Zixwmﬂ, (5.3.30)
k=1 ’ k=1
mit dem Restglied
ln(")(l +£) +1 (71)71 +1
n = e n = n . . ].
R T N eI T NS

Fiir festes x,§ € (—1,1) ist |R,4+1(z)| < ¢(z)/n mit einer von z abhéngigen Konstante
c(z), so dass das Restglied fiir n — oo gegen Null konvergiert. Im Grenzfall z = 1 ist
der Zwischenwert ¢ > 0 und daher |R,.(z)| < (n+1)~!. Das Restglied konvergiert also
auch in diesem Fall gegen Null, d.h.: die Reihe konvergiert (aber nicht absolut). (Fiir den
anderen Grenzfall x = —1 ist der Logarithmus nicht definiert.) Wir finden also, dass die
Taylor-Reihe des natiirlichen Logarithmus fiir = € (—1,1] konvergiert (fir = € (—1,1)
sogar absolut) und den natiirlichen Logarithmus darstellt. Insbesondere fiir z = 1 ist

n(2)=>" (_1,3k_1, (5.3.32)

k=1

womit wir den bereits vorher erwdhnten Limes der alternierenden harmonischen Reihe
bestimmt haben.

Die Konvergenz dieser Reihenentwicklung des natiirlichen Logarithmus ist aber recht lang-
sam (Beriicksichtigung von n Reihengliedern bewirkt einen Fehler der Grofenordnung
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1/n.) und sind zu seiner Auswertung nicht gut geeignet. Zur Verbesserung der Approxi-
mation kombiniert man, einer Idee von Gregory® folgend, die beiden Reihen

0 —1)k1k ST
In(1 + ) :Z()Tx, n(l—z)=-> =,
k=1 k=1

welche beide fiir |z| < 1 absolut konvergieren, zu

o 2k-1
In (1 i I) =In(l+z)—In(1—-2)= 22 : (5.3.33)
k=1

—x 2k —1°

Ausgehend von dieser Darstellung und unter Verwendung weiterer Kunstgriffe berechnete
schon Newton den natiirlichen Logarithmus zahlreicher Primzahlen auf 57 Dezimalstellen
genau.

4. Allgemeiner binomischer Lehrsatz: Am Anfang hatten wir bereits den binomischen

Lehrsatz kennen gelernt:
(a+b)" = Z <Z> a™ ok,

k=0
Wir wollen dies jetzt fiir beliebige Exponenten r € R verallgemeinern. Im Hinblick auf
die Beziehung (a + b)" = a"(1 + b/a)", fiir a # 0, geniigt es, Terme der Form (1 + z)"
zu betrachten. Der Binomialkoeffizient

<]:):r(r—1)-..].€!-(r—k+1)7 -

kann auch fiir beliebiges r € R definiert werden. Zuséatzlich wird gesetzt:

() =0 ren ()=

Die Funktion f(z):= (1+ 2)" ist fiir |z| < 1 definiert und eine C°°-Funktion. Fiir ihre
Ableitungen gilt:

@@y rir=1)-...-(r—k+1) k r —k
0= 0 (I4x) "= <k>(1+fv) :

Die Taylor-Reihe von f um zg = 0 ist dann die sog. ,, Binomialreihe*

(1+2) = i (;) a*. (5.3.34)

k=0

)

Diese ist fiir beliebiges r € R fiir alle € (—1,1) konvergent, was aus der folgenden
Abschétzung des zugehorigen Restglieds folgt:

|Rysa(2)] = ‘ ( )(1 4gyrnignt

mit einer von r abhéngigen Konstante ¢(r) .

|x|n+1

(n+1)!

r
n+1

<e(r)

=0 (n— ),

6James Gregory (1638-1675): Schottischer Mathematiker; Beitrige zu Geometrie und Analysis;
Vorlaufer Newtons.
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5.3.1 Newton-Verfahren

Im Folgenden diskutieren wir das sog. ,,Newton-Verfahren“ zur Berechnung von Nullstellen
differenzierbarer Funktionen, d. h. zur Losung der nichtlinearen Gleichung

f(z) =0, (5.3.35)

mit einer auf ihrem ganzen Definitionsintervall I = [a,b] stetig differenzierbaren Funktion
f I — R. Ziel ist es, eine Methode zu finden, welche deutlich schneller konvergiert als
die einfache Intervallschachtelung aus Abschnitt 4.2. Das (klassische) Newton-Verfahren
ist motiviert durch die in Abb 5.7 dargestellte graphische Uberlegung.

/()

Han Tptl Tn42Tx

Abbildung 5.7: Illustration zum Newton-Verfahren.

Im Punkt z, wird die Tangente an f(x) berechnet und deren Schnittpunkt mit der z-
Achse als neue Niaherung x,,; fiir die Nullstelle z, von f genommen. Die Tangente ist
gegeben durch die Gleichung

tx) = f'(n)(@ —20) + fl2n) -
Ihre Nullstelle x,,; ist bestimmt durch

f(xn)

Lp1 = Tp — f’(CE )
n

(5.3.36)

Diese Iteration ist méglich, wenn die Ableitungswerte f’(x,) nicht zu klein werden. In
dieser Form gestattet das Newton-Verfahren es also, einfache Nullstellen zu approximie-
ren.

Satz 5.10 (Newton-Verfahren): Die zweimal stetig differenzierbare Funktion f: 1 =
[a,b] — R habe eine Nullstelle x, € (a,b), und es sei

- : ! . "
m:= min |f(z)| >0, M:= max [f'(z)].
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Sei p >0 so gewdhlt, daf
M
= —p<l 5.3.37
= 5P (5.3.37)
und Ky(z,) = {z € R||z—x.| < p} C [a,b]. Dann sind fir jeden Startpunkt x, € K,(z)
die Newton-Iterierten x, € K,(z) definiert und konvergieren gegen die Nullstelle w, .
Dabei gelten die a priori Fehlerabschdtzung

2 n
|2 — 2] < Mm @) peN, (5.3.38)
und die a posteriori Fehlerabschdtzung
1
|2 — 2] < . |f(xz,)], mneN. (5.3.39)

Beweis: i) Fiir Punkte x,y € [a,b], z # vy, gilt aufgrund des 1. Mittelwertsatzes mit

einem £ € [z,y]:

flz) = fy)
r—y

Die Nullstelle z, von f ist also die einzige in [a,b]. Ferner ergibt sich im Falle der

Konvergenz mit y = z, unmittelbar die behauptete a posteriori Fehlerabschéitzung.

‘ SOz m o=yl € @) - ).

i) Weiter liefert die Taylor-Formel mit Restglied zweiter Ordnung;:

1 M
fy) = f@)+ -2 @)+ 5 -2°1"€), Ryl < Fly—=f.
—
— Ry)
Fir z € K,(x.) setzen wir g(z) :=x — jf,((?) und finden
f(z) 1 )
g(z) —z. = 2 — — T, = — fl@)+ (xe—z)f'(z)} .
= —R(z,,2)
Folglich gilt:
M M
_ < r—p]? < 22 p2 3.
9(2) = 2] < oo —n” < 50" <p, (5.3.40)
d. h.: g(z) € K,(x,). Fiir xp € K,(x,) bleiben also alle Newton-Iterierten in K,(x.).
Setzt man g, := 2~ |z, — x|, so impliziert (5.3.40), dass
n 2m  gn
G S Gua S Sq0, JTa—w] < T

Fir
M M
Go=——lro—z] < —p<l1
2m 2m

liegt also die Konvergenz x, — z.(n — o0) vor mit der behaupteten a priori Fehler-
abschétzung. Q.E.D.
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Bemerkung 5.11: Der Vollstindigkeit halber ergénzen wir noch ein paar Bemerkungen
zum Newton-Verfahren:

1) Fir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f existiert zu jeder einfachen Null-
stelle x, (f(z.) = 0, f'(x.) # 0) stets eine (moglicherweise sehr kleine) Umgebung
K,(z,), fir welche die Voraussetzungen von Satz 5.10 erfiillt sind. Das Problem beim
Newton-Verfahren ist also die Bestimmung eines im ,, Einzugsbereich“ der Nullstelle x,
gelegenen Startpunktes xg. Ist ein solcher einmal gefunden, so konvergiert das Newton-
Verfahren enorm schnell gegen die Nullstelle x,: Im Fall ¢ < % gilt z. B. nach nur 10
Iterationsschritten bereits (2!° > 1.000) :

2m 000 2M
M M

Wegen der Giiltigkeit der Fehlerabschitzung (5.3.38) nennt man das Newton-Verfahren
,quadratisch konvergent®. In jedem Iterationsschritt x,, — x,,1 quadriert sich die mo-
mentane Fehlerschranke, d. h. die mindest Anzahl der akkuraten Dezimalstellen von x,
verdoppelt sich.

|10 — 2] < 107300,

2) Die a priori Abschétzung (5.3.38) fiir das Newton-Verfahren basiert auf einer Abschit-
zung fiir die Iterierten x, der Form

|Tni1 — 2] < Alzn — 2.7, (5.3.41)

mit einer gewissen Konstante A € R, . Eine solche kann manchmal direkt aus der Ite-
rationsvorschrift, d. h. ohne Verwendung der unteren bzw. oberen Schranken m und M
abgeleitet werden. Ein Beispiel ist die unten diskutierte Berechnung der Quadratwurzel.
Das im Beweis von Satz 5.10 verwendete Argument ergibt dann, dass die Iteration fiir
Anfangswerte o mit gqo := Alzg — 24| < 1 konvergiert, und es gilt die a priori Fehler-
abschétzung

|zn — x| < AT q((fn), n e N. (5.3.42)

Dies erlaubt die Vorhersage der (maximal) bendtigten Anzahl von Iterationsschritten zur
Erreichung einer gegebenen Fehlerschranke ¢:

A xe o 2'In(q) ~ In(Ae)
In(Ae) _ In(B) (5.3.43)

nE In(2)

=5 <

3) Fiir das Resultat von Satz 5.10 zur Konvergenz des Newton-Verfahrens ist die Bedin-
gung f'(z) # 0 wesentlich. Dies schliefit mehrfache Nullstellen, in denen ja f'(z.) =0
gilt, aus. In diesem Fall ist das Newton-Verfahrten trotzdem definiert. Im Fall einer zwei-
fachen Nullstelle z, mit f(z.) = f'(z.) =0, f"(z,) # 0 gilt nach dem 2. Mittelwertsatz

flan) = fle) _ (&)
F@n) = fz) "0 ()

mit Zwischenpunkten &,,n, € [z,-1,2.]. Der Quotient f(x,_1)/f (zn—1) bleibt also fiir
ZTn_1 — T, wohl definiert, die Konvergenz ist aber i. Allg. nur noch linear.

Iy = Tp-1 —
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Beispiel 5.6: Newton-Verfahren zur Wurzelberechnung
Die k-te Wurzel (k € N) einer Zahl a € R, ist Nullstelle der Funktion f(z) = 2% —a.
Das Newton-Verfahren zur Berechnung von z, = {/a > 0 hat die Gestalt

2k —a 1 a
Tap = B0 — o = 2 ((k 1), + F) . (5.3.44)

Aufgrund von Satz 5.10 konvergiert =, — x, (n — 00), wenn nur x, nahe genug
bei z, gewahlt wird. Bei diesem einfachen Beispiel kann aber mit Hilfe der folgenden
geometrischen Betrachtung die Konvergenz fiir jeden Startpunkt xo > 0 gesichert werden:

Die monoton fallende Folge (z,),en konvergiert notwendig gegen +/a . Fiir hinreichend
groflies n ist dann z,, im Einzugsbereich der Nullstelle z,, und die Fehlerabschitzung
von Satz 5.10 gelten mit diesem z,, als Startpunkt. Im Spezialfall £ = 2 hat die Newton-
Iteration die Form (Verfahren von Heron von Alexandria (um 100 n. Chr.))

1 a
Tpt+1 = 5 <xn+ 7) 5

n

und es gilt fiir zo > va:

1 1 1
|Tni1 — Va| = ‘5(%n+%) —\/6’ = E}xi+a—2xn\/&] gmm—\/&ﬁ
T, > Va, neN.
$0>0 = \/7
Va <z <y
x
—a

Abbildung 5.8: Tllustration zum Newton-Verfahren zur Berechnung von /a .

Beispiel: a=2 k=2 (\/Q = 1.414213562373095 .. . ):

xzo =2 (16 — stellige Rechnung)
r1 =15

s = 1416,

r3 = 1.41421568627451 ,

ry = 1.41421356137469 .

In jedem TIterationsschritt verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Dezimalen.
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5.4 Differentiation und Grenzprozesse

Zum Abschluss dieses Kapitels behandeln wir die Frage nach der Stabilitéit der Eigen-
schaft der Differenzierbarkeit unter Storungen bzw. der Vertauschbarkeit der Grenzpro-
zesse ,, Differentiation” und ,, Konvergenz“. Der Limes einer gleichméfig konvergenten Fol-
ge stetiger Funktionen ist wieder stetig. Die Frage ist nun, unter welchen Bedingungen fiir
eine gleichméfig konvergente Folge differenzierbarer Funktionen auch der Limes wieder
differenzierbar ist.

Bemerkung 5.12: Die Problematik dieser Frage wird durch die folgenden pathologi-
schen Beispiele illustriert:

1) Eine gleichméBig konvergente Folge differenzierbarer Funktionen mit nicht differenzier-

barem Limes:
2, 1 1
by {3
n :

|z, x| >

=

Die Funktionen sind iiberall differenzierbar und konvergieren auf R gleichméflig gegen
die in zp = 0 nicht differenzierbare Betragsfunktion.

2) Eine Folge differenzierbarer Funktionen, die gleichméfig gegen eine differenzierbare
Funktion konvergiert, aber die Folge der Ableitungen divergiert:
sin(n?z)
fulz) = —
Die Funktionen sind iiberall differenzierbar und konvergieren auf R gleichméflig gegen die
(differenzierbare) Nullfunktion f(z) = 0. Die Folge der Ableitungen f!(x) = ncos(n’z)
ist aber z. B. in den Punkten x = mn (m € Z) divergent.

3) Eine Folge differenzierbarer Funktionen, die gleichméBig gegen eine differenzierbare
Funktion konvergiert, die Folge der Ableitungen konvergiert ebenfalls (nicht gleichméBig),
aber nicht gegen die Ableitung der Grenzfunktion:

x
folz) =2 — p
Die Funktionen sind auf I = [0,1] differenzierbar und konvergieren dort gleichméBig

n—1

gegen die differenzierbare Funktion f(z) = x. Die Folge der Ableitungen f/(z) =1—=x
konvergiert ebenfalls in I, aber in 2y = 1 nicht gegen die Ableitung der Grenzfunktion

f1)=1.

Diese Beispiele zeigen, dass die Voraussetzungen des folgenden Satzes in gewissem Sinne
notwendig sind.

Satz 5.11 (Stabilitit der Differenzierbarkeit): Sei (f,)nen eine Folge stetig diffe-
renzierbarer Funktionen auf einem (beschrinkten) Intervall I (offen oder abgeschlos-
sen), welche punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Ist die Folge der Ableitungen
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(fNnen gleichmifig konvergent gegen ein f*, so ist auch f differenzierbar, und es gilt

= f*d h.:

d .. o
o Fn) = i (5.4.49)

Beweis: Sei zy € I. Wir definieren auf [ eine Funktion A(z) durch

f(@)—f(z0)
T a—zn ) x X b
Az) = =20 7 %o
(o), T = Tg.
Die Differenzierbarkeit von f in xo mit der Ableitung f'(x¢) = f*(xo) ist dann gleich-
bedeutend mit der Stetigkeit von A(z) in = = xo. Fir = € I\ {zo} konvergiert

An(r) = LD ZInlE0)

— 00).
pra—— (n — o0)

Nach dem Mittelwertsatz gibt es nun Punkte &, € I, zwischen x und z, so dass

Fi(6n) = 2@ = Inm0) _ 5y,

T — I
Folglich ist

A(x) = A(zo) = A(z) = An(x) + f(&n) — [ (o).
Sei nun ein ¢ € R, gegeben. Wir wihlen ein ng € N und ein § € R, , so daf fiir alle
n >ng und x € Us(zg) := {x € I||x — x¢| < 0} gilt:

(@) = £ (o)l < |fu(@) = f1(@)] + £ (2) — f*(w0)] < 3e.

Hier wird die gleichméfiige Konvergenz f! — f* und die Stetigkeit von f* verwendet.
Mit = € Us(xg) gilt auch &, € Us(zo) . Zu beliebigem x € Us(zo) \ {20} konnen wir nun
ein ny(z) > ng finden, so dass fiir alle n > ny(x) gilt:

|A(x) — Ap(2)] < 3e.
Fiir beliebiges « € Us(zo) \ {xo} folgt dann, dass fiir n > ny(z) die Abschédtzung gilt:
[A(z) = Awo)| < JA(2) = An(@)] + 1£,,(€n) — [ (20)| < 56+ 56 = €.
Da ¢ € R, beliebig war, erhalten wir die Konvergenz A(x) — A(zg) (x — o). Q.E.D.

Als wichtige Folgerung von Satz 5.11 ergibt sich die folgende Aussage iiber die glied-
weise Differenzierbarkeit von Funktionenreihen.

Korollar 5.8: Seien fi, stetig differenzierbare Funktionen auf dem beschrdinkten Intervall
I (offen oder abgeschlossen) mit Ableitungen f; . Wenn die Partialsummen Y ,_; fx
punktweise und Y p_, fr. auf I gleichmdpig konvergieren, so darf in den zugehirigen
Reihen gliedweise differenziert werden und es gilt:

% S h=> f (5.4.46)
k=1 k=1
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Wir wenden das letzte Resultat auf Potenzreihen an und kldren insbesondere ihren
Zusammenhang mit den Taylor-Reihen.

Korollar 5.9: Eine Potenzreihe >, ci(x — z0)* mit Konvergenzradius p > 0 stellt
eine in ihrem Konvergenzintervall I := (xo — p,xo+ p) differenzierbare Funktion f dar,
und zwar ist

Fix) =" ker(e — o) (5.4.47)

Diese durch gliedweise Ableitung entstandene Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzra-
dius p . Durch Iteration dieses Prozesses sieht man, daf$ die Potenzreihe, d.h. die Funktion
[, Ableitungen beliebig hoher Ordnung besitzt, welche durch sukzessive gliedweise Diffe-

rentiation in der Reihe gewonnen werden kénnen. Die Potenzreihe ist dann identisch mit
der Taylor-Reihe der Funktion f .

Beweis: Der Konvergenzradius der gliedweise abgeleiteten Reihe sei p*. Es gilt

. 1 1 1
P lim sup,,_, ., /| ke B lim supy_,. (VE/|cx]) B lim sup,,_, o, v/|ck] e

Da eine Potenzreihe in jedem kompakten Teilintervall ihres Konvergenzintervalls gleich-
méfBig konvergiert, folgt die Richtigkeit der ersten Behauptung aus Korollar 5.8. Durch
n-malige Ableitung der Potenzreihe erhalten wir

f™(z) = chk(/f 1) (k=n+1)(z—z)k™

und folglich, wenn x = xy gesetzt wird: f(x) = c,n!. Die Potenzreihe stimmt also
mit der Taylor-Reihe der durch sie dargestellten Funktion iiberein. Q.E.D.

Beispiel 5.7: 1) Die Sinus-Funktion besitzt gemiafl Abschnitt 4.3.3 die Potenzreihendar-

stellung

oo .
l‘2k+1 $3 .1’5

sin(x):kz:;(—l)km :x—§+§¢....

Gliedweise Differentiation ergibt die Reihe

> (-

k=0 (

ka x? I4
1T
ok)! STRAETIRIRE

welche gerade die Potenzreihendarstellung der Cosinus-Funktion ist, d. h.:

o0

sin’(z) = g(*l)kék)!

k=0

= cos(z).
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2) Die Arcus-Tangens-Funktion besitzt die Ableitung

1
arctan/(l‘) = m
Die geometrische Reihe konvergiert absolut fiir Argumente z = —2? € I := (—1,1) mit
dem Limes
e Y
z .
_ 12
— 1—-2 1+2 P

Wir haben somit eine Potenzreihendarstellung von arctan(zx):

(—1)kl’2k,

K

arctan’(z) =

ES
Il

0

welche auf jedem Teilintervall [—1+¢,1—¢], ¢ € R, gleichméBig konvergiert. Diese Reihe
ist zugleich auch die Ableitung der Reihe

i (-1 g2e 1,
k +

k=0

DO

welche ebenfalls auf [—1+¢,1—¢] gleichméBig konvergiert. Somit gilt mit einem ¢ € R:

(D o
arctan(x g x +ec. (5.4.48)
= 2k+1

Wegen arctan(0) = 0 ist ¢ = 0, und wir haben eine Potenzreihendarstellung des Arcus-
Tangens gefunden.

Eine weitere Anwendung von Satz 5.11 sichert die Vollstdndigkeit der Réume stetig
differenzierbarer Funktionen.

Korollar 5.10: Der normierte Raum C™[a,b] der auf dem Intervall [a,b] m-mal stetig
differenzierbaren Funktionen, versehen mit der Norm ||+ ||mo , st vollstindig.

Beweis: Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

5.5 Ubungen

Ubung 5.1 (Aufgabe zum Differenzieren): Man gebe die Ableitungen der folgen Funk-
tionen an:

a) f(x)==xzln(x), zeRy, b) flz) =2 zeR,.
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Ubung 5.2 (Aufgabe zum Differenzieren): Man betrachte die fiir £ € N durch

| atsin(1/z), x#0,
Jul@) = { 0, r=0,

definierten Funktionen f : R — R. Diese Funktionen sind offenbar fiir z # 0 beliebig
oft differenzierbar.

a) Man zeige, dass die Funktion f; in x =0 stetig aber nicht differenzierbar ist.

b) Man zeige, dass die Funktion fy in « = 0 einmal differenzierbar, aber die Ableitung
dort nicht stetig ist.

¢) Ist die Funktion f; in @ =0 zweimal differenzierbar und ist diese Ableitung gegebe-
nenfalls stetig (Antwort mit Begriindung!)?

Ubung 5.3 (Aufgabe zu hoheren Ableitungen): Man bestimme die folgenden Ab-
leitungen 10-ter Ordnung:

d'° d'° (1 +a

a) w(sm(m)cos(m)), b) pn ) (x #1).

11—z
(Hinweis: Erst denken, dann rechnen!)

Ubung 5.4 (Aufgabe zur Konvexitit): Eine Funktion f : [a,b] — R heifit ,strikt
konvex“, wenn fiir alle z,y € [a,b], z # y, gilt:

FOz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1 =N f(y) Ve (0,1).

a) Man zeige, dass eine zweimal differenzierbare Funktion f : [a,b] — R, fiir die f” >0
ist, auf (a,b) strikt konvex ist.

b) Auf welchen Intervallen ist die Cosinus-Funktion f(z) = cos(x) strikt konvex? (Die
Anschauung kann hier einen Hinweis geben, im Beweis ist aber analytisch zu argumentie-
ren.)

Ubung 5.5 (Aufgabe zum Extremum): Man bestimme die Extrema der folgenden
Funktionen f:R, — R:

a) flx)=2" b flx)=2""
Ubung 5.6 (Aufgabe zum Extremum): Man zeige, dass fiir n € N die durch

fla) = ane

definierte Funktion f:R, — R im Punkt z = n ein striktes, globales Maximum hat.



182 Differentiation

Ubung 5.7 (Aufgabe zum Extremum): In einem Halbkreis vom Radius R ist ein
einbeschriebenes Trapez groften Inhalts zu konstruieren (s. Abbildung). Die Linge der
unteren Seite des Trapezes ist 2R ; zu bestimmen ist die Linge der oberen Seite 2x des
,optimalen“ Trapezes.

Ubung 5.8 (Aufgabe zum Mittelwertsatz): Man bestimme die punktweisen Grenz-
werte der beiden durch

a)  fu(z) :=sin (%x), x € [—m, 7], b)  fulz) =nz(1l—2)", x€][0,1],
definierten Funktionenfolgen (f,)nen. Ist die Konvergenz gleichmiéssig? (Hinweis: Zur
Untersuchung der gleichméfBigen Konvergenz soll der 1. Mittelwertsatz verwendet werden.)

Ubung 5.9 (Aufgabe zur Taylor-Entwicklung): Man bestimme die Taylor-Reihe um
29 = 0 der fiir x # —1 definierten Funktion

f(x)

Wie grof§ ist der Konvergenzbereich dieser Taylor-Reihe, und stellt sie die Funktion dar?

N 1
14

Ubung 5.10 (Aufgabe zur Taylor-Entwicklung): Man bestimme die Taylor-Entwick-
lung der Funktion
f(z) = sin®(z)

um zg = 0. Fiir welche x ist diese Reihe konvergent und stellt die Funktion f dar?

Ubung 5.11 (Aufgabe zu Differenzenquotienten): Zur Approximation der ersten
und zweiten Ableitungen einer ein- bzw. zweimal differenzierbaren Funktion f : (a,b) —
R in einem Punkt z¢ € (a,b) kénnen die sog. ,,vorwérts genommenen* Differenzenquo-
tienten 1. Ordnung bzw. 2. Ordnung verwendet werden:

f(xo+h) = f(xo)

D}’ f(wo) = n ~ f(@0), a0+ h € (ab),
D;(lz)f(ﬂfo) . flxo+2h) —2f(xo+ h) + f(z0) ~ "(z), 0+ 2h € (a,b).

h?
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Man leite unter der Annahme der zwei- bzw. dreimaligen Differenzierbarkeit von f Feh-
lerabschétzungen der folgenden Form

DY) f(wo) — f'(wo)| < ch sup [fP(2))],

z€(a,b)

1D f(x0) — f"(x0)| < ch sup | ()],

z€(a,b)

ab mit Angabe der Konstante c¢. (Hinweis: Man betrachte die Taylor-Entwicklungen der
Differenzenquotienten. )

Ubung 5.12 (Aufgabe zu Differenzenquotienten): Zur Approximation der ersten
und zweiten Ableitungen einer ein- bzw. zweimal differenzierbaren Funktion f : (a,b) —
R in einem Punkt zy € (a,b) konnen die sog. ,zentrale Differenzenquotienten 1. Ord-
nung bzw. 2. Ordnung verwendet werden:

f(zo+h) — flzo —h)

Dy (wo) := o ~ f'(w0),
D;LZ)f(J:O) — f(xO + h) - 2f}§52r0) + f(l’() - h) ~ f//(x0)~

Man zeige unter der Annahme der drei- bzw. viermaligen Differenzierbarkeit von f die
folgenden Fehlerabschétzungen:

DY) f(x0) — f/(wo)| < 202 sup |fO ()],

z€(a,b)
1D f () — f"(w0)] < L5h? sup @ ().
xze(a,

(Hinweis: Man betrachte die Taylor-Entwicklungen der Differenzenquotienten.)

Ubung 5.13 (Aufgabe zu den Regeln von L’Hospital): Man untersuche, wenn
moglich, mit Hilfe der Regeln von L'Hospital die folgenden Grenzprozesse:

In(1 + z) — sin(z)

a) lim

x—0 $2 ’
: -z __
b) mllr>1010.7c((1 +z7 )" —e),
¢ tim RAF) Ze
z0 X

(Hinweis: Fiir Teil b) versuche man zunéchst die Transformation y := 2~ '.)

Ubung 5.14 (Aufgabe zu den Regeln von L’Hospital): Man versuche, mit Hilfe
der Regeln von L’Hospital die folgenden Grenzwerte zu bestimmen:
i : In(:
a) hmw, b) lim ij), ac Ry,

zl0 x r—o0o I
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Ubung 5.15 (Aufgabe zu den Regeln von L’Hospital): Man berechne mit Hilfe der
Regeln von L'Hospital die folgenden Grenzwerte:
a) lim tan(z)©®), b) lim (1+ sin(x))l/sm(z).

li
r—im z—=0

Ubung 5.16 (Aufgabe zum Newton-Verfahren): Addition und Multiplikation reel-
ler Zahlen sind (sowohl per Hand als auf dem Digitalrechner) in der Regel wesentlich
schneller zu bewerkstelligen als die Division. Daher ist es wiinschenswert, letztere auf eine
Folge von Additionen und Multiplikationen zuriickzufiihren.

a) Man zeige, dass dies mit Hilfe des Newton-Verfahrens mdoglich ist. Dazu wende man
dieses auf die Funktion
fle)=2""~a, a#0,

an. Dabei geniigt es, Argumente 1 < a < 10 zu betrachten.
b) Fiir welche Startwerte ist die Iteration quadratisch konvergent?

¢) Wie viele Schritte sind in etwa erforderlich, um ausgehend von dem Startwert g := 0,5
stets eine Genauigkeit von 16 Dezimalstellen (Rundungsfehlergenauigkeit) zu erhalten.
Dabei sei ,,exakte“ Rechner-Arithmetik angenommen. (Hinweis: Man versuche direkt eine
Beziehung der Form |z,,1 — z.| < A|z, — 2.]? herzuleiten.)

ﬂbung 5.17 (Aufgabe zur Vertauschung von Grenzprozessen): Man rekapitulie-
re die Definition einer ,analytischen Funktion® und zeige a) dass die Reihe
fla) =1 e
k=0

fir alle z € Ry konvergiert und b) eine analytische Funktion darstellt. (Hinweis: Man
rechtfertige die gliedweise Ableitung der Reihe.)

Ubung 5.18 (Aufgabe zu Funktionenrdumen): Man zeige, dass die Menge der auf
einem beschriankten, abgeschlossenen Intervall I := [a,b] Lipschitz-stetigen Funktionen
einen Vektorraum bildet, auf welchem durch

[f(x) = f(y)l
flluip :== max |f(x)|+ sup —F———
Il = ma @)+ swp
eine Norm definiert ist. Ist der so gewonnene normierte Raum C%![a,b] vollstéindig?
Ubung 5.19 (Aufgabe zu Funktionenriumen): Man zeige, dass fir m € Ny bil-

det die Menge der auf einem beschrinkten Intervall [a,b] m-mal stetig differenzierbaren
Funktionen einen Vektorraum bildet; auf diesem ist durch

||f||m;oo = inax ||f(k)HOo

cine Norm definiert. Man zeige weiter, dass der Raum C™[a,b] vollsténdig und damit ein
Banach-Raum ist.
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In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der sog. ,, Integration® von Funktionen, welche
aus der klassischen Aufgabe der ,Inhaltsmessung” entstanden ist. Gesucht ist die Flidche
des Bereiches zwischen dem Graphen der Funktion f : [a,b] — R und der z-Achse.
Wir werden sehen, dass der Proze8 der Integration in gewissem Sinne als Umkehrung der
Differentiation aufgefasst werden kann.

Z A= [ s

a b

Abbildung 6.1: ,,Integral“ einer Funktion f : [a,b] — R als Fliche unter ihrem Graphen.

6.1 Das Riemann-Integral

Eine Unterteilung Z = {zq,...,2z,},
a=:129g< T <--<x,:=b

eines (beschrénkten) Intervalls I = [a,b] in Teilintervalle I := [xg_1, 2] heifit eine
(endliche) ,, Zerlegung® von I mit , Feinheit“

h:= max |z; — Tp_1].
k=1,...n

Die Menge aller solcher Zerlegungen des Intervalls [a, b] sei mit Z(a,b) bezeichnet. Eine
. Verfeinerung® 7' = {zf,...,2),} € Z(a,b) von Z € Z(a,b) enthilt die Zerlegungs-
punkte von Z und méglicherweise noch weitere; insbesondere gilt fiir ihre Feinheit:

r / /
n = kfllaxn/(xk —x_ 1) <h.

Fiir zwei Zerlegungen 77,7, € Z(a,b) besteht die ,gemeinsame Verfeinerung® Z;» aus
allen Unterteilungspunkten von Z; und Zs, und esist hys < min{hq, ho} . Eine Zerlegung
Z € Z(a,b) mit |z, —xp_q| =h (k=1,...,n) heifit ,dquidistant®.

185
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Fiir eine beschriinkte Funktion f : I = [a,b] — R und eine Zerlegung Z € Z(a,b)
definieren wir die zugehorige ,,Obersumme® Sz(f) und ,Untersumme® S,(f) von f
durch

n n

Sy(f) = sup f(z) (zx —wp1),  Sy(f) =Y inf f(x) (s —zp1).

=1 zE€ly, el

Das ,,Oberintegral“ und das ,,Unterintegral® von f sind nun wie folgt definiert:

/f(x)dx:: inf  S;(f), /f(a:)dx:: sup  S,(f).

ZeZ(a,b) zZeZ(a,b)

g Sz(f) S4(f)

a T Ty T3 T4 Ty ) a X1 T Tz Ty Tz

Abbildung 6.2: Ober- (links) und Untersumme (rechts) einer Funktion f: [a,b] — R.

Bemerkung 6.1: Die obige Konstruktion von Ober- und Untersummen einer Funktion
f lésst sich auch interpretieren als die auf natiirliche Weise definierten Integrale zweier
f einschlieBenden Treppenfunktionen ¢,(f) < f <iz(f) zur Zerlegung Z € Z:

tz(Fin o= inf f(x),  tz(f)r, = sup f(z).
z€ly €I
Das Ober- und das Unterintegral entsprechen dann dem Infinum bzw. dem Supremum
der Integrale aller f mnach oben bzw. nach unten beschrinkenden Treppenfunktionen.
Wir werden auf diesen Aspekt der Integraldefinition spéter nochmals zuriickkommen.

Lemma 6.1: Fir eine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R existieren das Ober-
sowie das Unterintegral, und fiir jede Folge von Zerlequngen Z, € Z(a,b) (n € N) mit
Feinheiten h, — 0 (n — oo) gilt:

b —b
lim S, = /f(:z:)dq: < /f(x)dx = lim Sy,. (6.1.1)

n—0o0 n—oo
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Beweis: i) Die Ober- und Untersummen der beschrénkten Funktion f sind beschrénkt
geméf

inf f(2) (b—a) < Sy(f) < Sz(f) < sg;f(a:) (b—a).

zel
Die Existenz von Ober- und Unterintegral folgt dann wieder aus der Existenz von Supre-
mum und Infimum beschrankter Zahlenmengen.

ii) Sei eine Folge von Zerlegungen Z,, € Z(a,b) mit Feinheiten h, — 0 (n — o0) gegeben.
Zu beliebigem ¢ € R, gibt es nach Definition von Supremum und Infimum Zerlegungen
Z., Z° € Z(a,b) (n € N) mit

b —b

Da die Zerlegungen Z. und Z° nur endlich viele Teilungspunkte haben und die Feinheiten
h, von Z, gegen Null gehen, kann n € N so grof§ gewéihlt werden, dass die Teilintervalle
von Z, , welche Teilungspunkte von Z. oder Z¢ enthalten, insgesamt eine Linge L <
1e/M mit M :=sup,¢; |f(z)| haben. Dafiir gilt dann:

Sy (f) <S8, (f)+3e,  Sz.(f) <Sz(f)+ie,
und folglich

‘/fmes&%uu+a gmﬁké/f@Nm+a

Dies impliziert wegen der Beliebigkeit der Wahl von e die Richtigkeit der Behauptung.
Q.E.D.

Definition 6.1 (Riemann-Integral): Sind Ober- und Unterintegral fiir eine beschrink-
te Funktion f : I = [a,b] — R gleich, so heifst der gemeinsame Wert das (bestimmte)
LRiemann!-Integral“ von f diber I,

lth=LMmm=l%mm

und die Funktion [ wird ,Riemann-integrierbar® genannt.

Aus der Definition des Riemann-Integrals ergibt sich unmittelbar die folgende Cha-
rakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit:

Satz 6.1 (Riemannsches Integrabilititskriterium): Eine beschrinkte Funktion f :
I =a,b] = R ist genau dann iber I Riemann-integrierbar, wenn es zu beliebigem e €
R, eine Zerlequng Z € Z(a,b) gibt, so dass fir die zugehdrigen Ober- und Untersummen
gilt:

1S2(f) = S4(f)| <e. (6.1.2)

!Bernhard Riemann (1826-1866): Deutscher Mathematiker; Prof. in Géttingen als Nachfolger Di-
richlets; Mitbegriinder der Funktionentheorie und der modernen Geometrie; einer der bedeutendsten
Mathematiker des 19. Jh.s, von grofiem Einflul auch auf die theoretische Physik.
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Definition 6.2 (Riemannsche Summe): Fir eine Funktion f : [a,b] — R und eine
Zerlegung Z € Z(a,b) wird die mit irgend welchen Punkten &, € [rp_1,xy] gebildete
Summe

RS7(f) = Y f(&)(wy — w4-1)

als eine ,Riemannsche Summe® von f bezeichnet.

f() f(x) /%

¢/
SA(f) = S,(f) RS7(1)

1
a Ty Ty T3 T4 Ty h a Ty Ty T3 T4 Ty P

Abbildung 6.3: Differenz von Ober- und Untersumme (links) und die Riemannsche Summe
(rechts) einer Funktion f: [a,b] — R.

Satz 6.2: FEine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn fir jede Folge von Zerlequngen Z, € Z(a,b) mit h, — 0 (n — 00)
alle zugehorigen Riemannschen Summen konvergieren und denselben Limes haben:

RSZ,”(f)—>/ fx)dz (n— o0). (6.1.3)

Beweis: i) Sei f : I — R Riemann-integrierbar. Auf jeder Zerlegung Z € Z(a,b) mit
Feinheit h gilt offenbar

S,(f) < RSz(f) < Sz(f).

Aus der Konvergenz |S,(f)—Sz(f)| — 0 (h — 0) folgt die Konvergenz der Riemannschen
Summen gegen den Integralwert.

ii) Seien alle Riemannschen Summen von f konvergent gegen denselben Limes. Fiir jede
Ober- und Untersumme Sz(f), S,(f) auf einer beliebigen Zerlegung Z € Z(a,b) gibt
es dann zu beliebigem ¢ € Ry Riemannsche Summen RSz(f), RS,(f) mit

RS,(f) —e < S5(f) < Sz(f) < RSz(f) +e.

Aus der Konvergenz (fiir Feinheit h — 0) aller Riemannscher Summen gegen denselben
Limes und der Beliebigkeit der Wahl von € € R, folgt damit

|S2(f) = 8z(f)] =0 (h—0),
d. h. die Riemann-Integrierbarkeit von f. Q.E.D.
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Satz 6.3: FEine stetige Funktion f: 1 = [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis: Auf dem kompakten Intervall I ist die stetige Funktion f auch gleichmdfig
stetig. Zu beliebigem ¢ € R, gibt es also ein . € Ry, so dass gilt:

v €l, |z —2a|<é. = |f(z)—f@) <e.

Fiir jede Zerlegung Z € Z(a,b) von I mit Feinheit h < 6. gilt dann

S2(f) = S,(f)l < > |sup f(x) = inf f(o)](zh = w41) < e(b—a).

z€l}, zely
Dies impliziert die Existenz des Riemann-Integrals von f . Q.E.D.
Satz 6.4: Fine (beschrinkte) monotone Funktion f : I = [a,b] — R ist Riemann-
intergrierbar.

Beweis: O.b.d.A. sei f monoton steigend. Dann gilt f(a) < f(z) < f(b) fir z € I.
Ferner gilt fiir jede Zerlegung Z von I mit Feinheit h:

n

S2(f) = S7(f) =D (wx — mia) (f () — flwxn))

k=1

< BY (Faw) = Feimr) = h(F0) — F(@).

Fiir beliebiges ¢ € R, gibt es also ein h. € R, so dass fiir h < h. gilt:

1Sz(f) = Sz(f)l <e.

Dies impliziert die Existenz des Riemann-Integrals von f. Q.E.D.

Beispiel 6.1: Nicht alle beschriankten Funktionen f : I = [0,1] — R sind auch Riemann-
integrierbar; z. B. gilt fiir die pathologische Funktion

] 0, zeQ,
f@) ._{ 1, zeR\Q,

auf jeder Zerlegung Z € Z(0,1):



190 Integration

Bemerkung 6.2 (Regelintegral): Wir haben bereits in Kapitel 4 gesehen, dass sich
jede auf einem beschriankten, abgeschlossenen Intervall I = [a,b] stetige Funktion f
gleichméflig durch Treppenfunktionen ¢, bzgl. Zerlegungen Z, € Z(a,b) mit Feinheiten
hn, — 0 (n — o0) approximieren lasst:

1f = tallo = 0 (n — c0).

Fiir diese Treppenfunktionen ist das Integral auf natiirliche Weise erklart durch

/ab to(x)de = Xn:tn;k(xk — T 1)

k=1

Damit ldsst sich dann auch das Integral fiir die Grenzfunktion f iiber folgenden Grenz-
prozef definieren:
b b
/ f(z)dx = li_}rn t,(z)dx.

Dieses sog. ,,Regelintegral“ ist unabhéngig von der speziellen Wahl der approximierenden
Folge von Treppenfunktionen. Das Regelintegral ist fiir alle Funktionen erklarbar, welche
sich gleichméfig durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Die Klasse solcher sog.
»Regelfunktionen® auf dem Intervall I = [a,b] umfasst neben den stetigen Funktionen
auch die monotonen Funktionen; insbesondere ist die Menge der Regelfunktionen ein
Vektorraum und vollsténdig bzgl. der gleichméfiigen Konvergenz. Fiir Regelfunktionen
entspricht das Regelintegral dem Riemann-Integral, d. h.: Regelfunktionen sind Riemann-
integrierbar. Die Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen ist aber echt grofler als
die der Regelfunktionen. Als Beispiel betrachten wir auf dem Intervall [0, 1] die Funktion

@) = { b

sin(1/z), 0<ax<1.

Diese ist keine Regelfunktion aber Riemann-integrierbar. Dies sehen wir wie folgt:

i) Seien Z = {xq,...,x,} eine beliebige Zerlegung des Intervalls [0,1] und ¢:[0,1] = R
eine zugehorige Treppenfunktion. Auf dem halboffenen Teilintervall (0, ;] ist ¢ konstant;
es gibt aber Punkte x € (0, 2] mit sin(1/x) = 1 und solche mit sin(1/z) = —1. Also ist

|f —tllo = sup |sin(1/x) —t(z)] > 1.

z€(0,21]

Folglich kann f keine Regelfunktion sein.

ii) Andererseits ist f : [0,1] — R beschrénkt und hat nur die eine Unstetigkeitsstelle
x = 0. Damit ist f Riemann-integrierbar, was wir mit Hilfe des Riemannschen Integra-
bilitdtskriteriums erschlieBen. Sei ¢ € R, beliebig gegeben. Dann gibt es ein § € (0, 1],
mit dem gilt:

sup |f(2)]6 < fe.
z€(0,4]



6.1 Das Riemann-Integral 191

Auf dem Teilintervall [0,1] ist f stetig und damit Riemann-integrierbar. Es gibt also
eine Zerlegung Zs € Z(0,1) sowie zugehorige Ober- und Untersummen Sz (f), Sz (f),
so dass

1S2,(f) = S2,(f)] < Le.

Wir ergénzen nun die Zerlegung Zs um das Teilintervall [0, d] und machen sie so zu einer
Zerlegung Z € Z(0,1) . Fiir die zugehérigen Ober- und Untersummen gilt dann aufgrund
des eben Gezeigten:

S2(f) = S2(F)| < [Sz,(f) = Sz,(f)| +2 sup |f(z)6 <e.

xz€(0,0]

Folglich ist die Funktion f(z) = sin(1/z) iiber [0,1] Riemann-integrabel (trotz ihres
oszillierenden Verhaltens bei z =0).

Satz 6.5 (Zusammengesetzte Integrale): a) Fine (beschrinkte) Riemann-integrier-
bare Funktion f : [a,b] — R ist auch tber jedem Teilintervall [a',b'] C [a,b] Riemann-
integrierbar; insbesondere gilt fir ¢ € (a,b) :

/abf(l’)dxz/acf(x)dx—i-/cbf(x)dx. (6.1.4)

b) Ist eine (beschrinkte) Funktion f:[a,b] = R fir ein ¢ € (a,b) dber den Teilinterval-
len [a,c] und [c,b] Riemann-integrierbar, so ist sie auch tber [a,b] Riemann-integrierbar,
und es gilt ebenfalls (6.1.4).

Beweis: a) Seien Z, € Z(a,b) Zerlegungen von [a,b], mit Feinheiten h, — 0 und
RSz (f) zugehérige Riemannsche Summen, so dafl

RSZn(f)%/f(I)dm (n — 00).

i) Wir zeigen zunéchst die Integrierbarkeit von f iiber [a/,0]. O.B.d.A. konnen wir
annehmen, daf} die obigen Zerlegungen Z, die Intervallenden o', &’ als Teilungspunkte
enthalten. Wir betrachten nun zwei beliebige Folgen von Zerlegungen Z7(l1> und Zy(,,z)
in Z(a’,V'), mit Feinheiten hg), P — 0, und irgendwelche zugehorige Riemannsche
Summen RS’ZT(})( f) und RS e (f). Die Zerlegungen ZY und Z? lassen sich durch
Verwendung von gleichen Teilungspunkten aus [a, a’|U[0, b] und gleichen Funktionswerten
von f zu Zerlegungen Z(Ll) bzw. Z(f) in Z(a,b) und zugehorigen Riemannschen Summen
RS0 (f) bzw. RS’Z(?)( f) mit Feinheiten AP hE = 0 erweitern. Nach Konstruktion

Z
gilt dann:

RSZT(})(f) - Rszf)(f)‘ = ‘RSZ)(})(JC) - RSZT(f)(f) —0 (n—00).

Hieraus folgern wir, dass jede Folge von Riemannschen Summen RSy (f) zu Zerlegungen
Z! € Z(a/',b') mit h' — 0 Cauchy-Folge ist, und dass alle solche Folgen gegen denselben
Limes konvergieren. Also ist f iiber [¢/,] integrierbar.
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ii) Sei nun ¢ € (a,b). Nach Teil (i) ist f auch iiber die Teilintervalle [a,c] und [, b]
integrierbar. Da jedes Paar RS, (f) und RSy (f) von Riemannschen Summen tiber
[a,c], bzw. [c,b] zu einer solchen RSz(f) iiber [a,b] kombiniert werden kann, erhalten
wir durch Grenziibergang h — 0:

c b
[ rterds [ ) do = tin RS 0(6) + i RS (1)

b
= lim (RS0 (1) + RS (1) = Jim RS () = [ f(a) o

b) Sei f iiber die Teilintervalle [a,c] und [c,b] integrierbar. Jede Riemannsche Summe
tiber [a,b] mit ¢ als Teilungspunkt besteht aus zwei Riemannsche Summen, RS, (f)
iber [a,c] und RS,e (f) iber [¢,b]. Die Konvergenz

c b
}LIL% RSZ(1) (f) == / f(.’L‘) dl‘, }112% RSZ(z)(f) = / f(l‘) dJZ,
impliziert dann auch die Konvergenz
c b
/ f(z)de + / f(z)dx =1im RS,q (f) + lim RS, (f)
a ¢ h—0 h—0

b
= }1113(1) (RSZ(1) (f) + RS0 (f)) = }ILIL% RSZ(f) = /a f(z)dx.

Q.E.D.

Korollar 6.1: Eine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R, welche bzgl. einer Zerle-
gung Z = {xg,...,xn} € Z(a,b) von I stickweise stetig* oder ,stiickweise monoton*
ist, ist tiber I Riemann-integrierbar, und es gilt

/f(a:)dxzz b f(z)dx. (6.1.5)

k=1 Tk-1
Satz 6.6 (Linearitit des Riemann-Integrals): Sind f,g: 1 = [a,b] — R (beschrink-

te) Riemann-integrierbare Funktionen, so ist auch jede Linearkombination of + Bg mit
a, f € R dber I Riemann-integrierbar, und es gilt

b b b
/ (aof (z) + Bg(x)) dﬂc:a/ f(x) derﬁ/ g(z) dzx. (6.1.6)

Beweis: Wegen der Integrabilitidt von f und g existieren Riemannsche Summen RSy(f)
und RSz(g) mit Feinheiten h — 0, so dass

b b
lim RS (f) = / f@)dr,  lm RS(g) = / o(x) da,
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wobei 0.B.d.A. angenommen werden kann, dass die Zerlegungen Z € Z(a,b) sowie die
Auswertungspunkte & € [zy_1, ] fiir beide Riemannsche Summen dieselben sind. Dann
ist fiir o, f € R auch

RSyz(af + Bg) == RSz(af) + RSz(Bg) = aRSz(f) + BRSz(g)

Riemannsche Summe von af + ¢, und es gilt:
b b
a/ f(z)dx + /6’/ g(x)dr = alim RSz (f) + £ lim RSz(g)
a a h—0 h—0
= lim RSz (af) + lim RS7(6g)
b
~ lim RSzlaf +89) = [ (af(a) + Bg(w)) do

Q.E.D.

Bemerkung 6.3: Satz 6.6 besagt, dass das Riemann-Integral eine lineare Abbildung von
der Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen in R definiert. Eine solche spezielle
Abbildung wird , lineares Funktional“ genannt.

Satz 6.7 (Monotonie des Riemann-Integrals): Seien f,g : I = [a,b] — R (be-
schrinkte) Riemann-integrierbare Funktionen mit g(x) > f(z), © € [a,b] . Dann gilt auch

/abg(x) dz > /abf(x) dz. (6.1.7)

Beweis: Fiir die Riemannschen Summen zu f und g zu gleichen Zerlegungen 7 €
Z(a,b) und Auswertungspunkten &, € [xy_1,xx] gilt gemafl der Voraussetzung:

RSy (f) = (&) (@ — 2x1) <Y 9(&) (wr — 1) = RSz(9)-

Durch Grenziibergang h — 0 folgt dann die behauptete Ungleichung. Q.E.D.

Korollar 6.2: Fir eine (beschrinkte) Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R
mit m < f(x) <M gilt

m(b—a) < /bf(x) de < M(b—a). (6.1.8)

Beweis: Die konstante Funktion ¢g(z) = 1 hat (als Treppenfunktion) auf [a,b] das
Integral ff dr = b — a. Mit der Monotonie des Riemann-Integrals folgt also:

m(b—a)—/bmdxg/bf(:c)dxg/bMd.r—M(b—a).
Q.E.D.
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Korollar 6.3: Es seien f,g: 1 = [a,b] = R zwei (beschrinkte) Riemann-integrierbare
Funktionen. Dann gilt:

a) Die Funktionen fy := max{f,0} und f_ :=min{f,0} sind Riemann-integrierbar.

b) Der Absolutbetrag |f| ist Riemann-integrierbar, und es gilt
b b
‘/ () do) g/ ()] da. (6.1.9)

¢) Fir jedes p € [1,00) ist |f|P Riemann-integrierbar.

d) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Beweis: a) Fiir jede Zerlegung Z € Z(a,b) gilt:
0 < Sz(fr) —Sz(f+) < Sz(f) — S(f),
0<Sy(f-) = S5(f-) < Sz(f) = S,(f),
d. h.: Mit f sind auch f, und f_ integrierbar.

b) Wegen |f| = fi — f- folgt die Integrabilitit von |f| aus der von f, und f_.
Die Integralungleichung (6.1.9) folgt wegen f < |f|, —f < |f| aus der Monotonie des
Riemann-Integrals.

¢) Sei M = sup,c, 4 |f]. Mit f ist nach (b) auch [f| und weiter wegen der Linearitit
des Riemann-Integrals auch |f|/M integrierbar. Wir brauchen also nur den Fall 0 <
f <1 zu betrachten. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung folgt fiir
0<zx<y<l:

y—at =p& Tty —a), z<&<y, |yl — |zl <p(lyl - |z)).
Fiir jede Zerlegung Z € Z(a,b) gilt daher:

Sz(|f17) = SZ(1fIP) < p(Sz(|f]) — S2(1f]),
d. h.: Mit |f] ist auch |f[? integrierbar.

d) Wegen fg=1((f+9)*— (f — g)*) folgt die Integrabilitit von fg mit Hilfe von (c).
QE.D.

Bemerkung 6.4: Man beachte, dass i. Allg. gilt (z. B. fiir f=1):

[ 1wt # ([ swa)( [ o),

Korollar 6.4 (Definitheit des Riemann-Integrals): Sei f : I = [a,b] — R eine
stetige Funktion mit f(z) >0, x € [a,b]. Dann gilt:

/bf(x)dx—o = f=0. (6.1.10)
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Beweis: Angenommen, es ist f # 0, d. h.: Es gibt ein z¢ € [a,b] mit f(xo) > 0.
Dann gibt es wegen der Stetigkeit von f ein Teilintervall I. := [zg,x¢ + €] oder I. :=
[xg — &, 20], auf dem f positiv ist: f(x) > 6 > 0,z € I.. Da jede Zerlegung Z von
I mit hinreichend kleiner Feinheit h ein Teilintervall I, C I. beinhaltet, gilt fiir die
zugehorigen Untersummen

0<d(ap —ap1) < 121f f@) (g —xp1) < S,(f / f(x
z€ly
im Widerspruch zur Voraussetzung. Q.E.D.

Das Riemannsche Integral ist bisher fiir Funktionen auf (beschridnkten) Intervallen
I = [a,b] erklart worden, d. h.: Die obere Integrationsgrenze b ist grofler als die untere
Integrationsgrenze a. Aus technischen Griinden wollen wir das Riemann-Integral aber
auch fiir den Fall definieren, dass die obere Integrationsgrenze gleich oder sogar kleiner
als die untere Integrationsgrenze ist. Fiir a < b setzen wir:

liﬂ@dm:"Laﬂ@d% .Aaﬂ@dx:o. (6.1.11)

Der folgende ,,Mittelwertsatz* der Integration hat eine &hnlich grofle Bedeutung wie
sein Analogon fiir die Differentiation.

Satz 6.8 (1. Mittelwertsatz): Es seien f : I = [a,b] = R stetig und g : I — R
Riemann-integrierbar, und g habe in I keinen Vorzeichenwechsel. Dann gibt es eine
Zwischenstelle & € [a,b], so dass gilt:

/ F(2)g(x) dr = () / o(z) d. (6.1.12)

Beweis: Die Behauptung ist eine Konsequenz des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funk-
tionen. Wir betrachten 0.B.d.A. nur den Fall ¢ > 0. Da f stetig ist, existieren

m := min f(x), M = Igg;(f(:v)

xzel

Damit gilt wegen ¢g > 0:

/ M</f m<M/

Aufgrund des Zwischenwertsatzes, angewendet auf die lineare Funktion
b
o(t) == (m(1 —t) + Mt) / g(x)dx, 0<t<1,
sowie die Funktion f gibt es zunéchst ein p € [m, M| mit

/ f()g(x) dz = /abg@c) dr,

und dann ein & € [a,b] mit p = f(§). Dies beweist die Behauptung. Q.E.D.

Aus dem 1. Mittelwertsatz 6.8 ergeben sich unmittelbar die folgenden Beziehung:
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Korollar 6.5: a) Sei f: 1= a,b] = R stetig. Dann gilt mit einem & € I :
/ f(z F(&) (b —a). (6.1.13)

b) Seien f:[a,b] = R stetig mit m < f(x) <M, z€l und g:[a,b] - R Riemann-
integrierbar mit g > 0. Dann gilt:

/ 2) dz </ F@)g(x) dz < M/ (6.1.14)

Beispiel 6.2: Die folgenden Beispiele zeigen, dass auf die zentralen Voraussetzungen im
1. Mittelwertsatz nicht verzichtet werden kann:

1. Stetigkeit: Fiir die durch

definierte unstetige Funktion f :[0,2] — R gilt fiir alle £ € [0,2]:
2
[ @ =12 )2~ 0).
1

2. Positivitat: Fiir die durch

-1, 0<z<1,
1<z <2,

definierten Funktionen f,g:[0,2] — R gilt fiir alle £ € [0,2]:

/Ozf(x)g(a:)dazz—/ledx—i—/lzxdx:17éf(§)/02g(x)dm:0'

6.2 Berechnung von Integralen

Die Definition des Riemannschen Integrals als Limes Riemannscher Summen ist sehr un-
handlich fiir seine praktische Berechnung. Diese wird wesentlich erleichtert durch die Er-
kenntnis, dass die Integration in gewissem Sinne die Umkehrung der Differentiation ist.



6.2 Berechnung von Integralen 197

6.2.1 Das unbestimmte Riemann-Integral

Definition 6.3: Fine Funktion F : I = [a,b] — R heifit ,unbestimmtes Integral® (oder
LStammfunktion®) einer Funktion f: 1 — R, wenn sie differenzierbar ist und wenn gilt:

F'(z) = f(z), zel. (6.2.15)

Wir verwenden fir diesen Zusammenhang die (nicht ganz unproblematische) Schreibweise

Satz 6.9 (Fundamentalsatz der Analysis): a) Fir eine stetige Funktion f : I =
[a,b] = R ist das bestimmte Riemann-Integral

F(z) = /i fy)dy, € la,b, (6.2.16)

aufgefasst als Funktion der oberen Grenze x eine Stammfunktion von f. Jede weitere
Stammfunktion von f unterscheidet sich von F nur durch eine Konstante.

b) Ist umgekehrt die Funktion F : I = la,b] — R Stammfunktion einer stetigen Funktion
I, so gilt:
b

= F(b) — F(a). (6.2.17)

a

[ =

Beweis: a) Wir betrachten Differenzenquotienten der Funktion F(z):

FW*?‘”@—;QKMﬂw@—AU@mQ—;AHU@My

Nach dem 1. Mittelwertsatz gilt dann mit einem &, € [z, + h]:

F(x+h)—F(z)
)]

Fiir h — 0 konvergiert &, — x, so dass wegen der Stetigkeit von f folgt:

F(x+h)—F(z)
)

Sei G eine weitere Stammfunktion von f. Dann gilt F¥ — G = (F — G)' =0, d. h.:
F — G ist konstant.

b) Sei nun F' Stammfunktion von f, d. h. F'(z) = f(z). Mit der Funktion

G@%‘ﬁﬂw@,G@&

ist dann geméB Teil (a) F' — G konstant. Deshalb ist

1
o =iy

mw—ﬂm=mm—aw:am=/f@ma

was zu zeigen war. Q.E.D.
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Bemerkung 6.5: Satz 6.9 besagt, dass Integration und Differentiation zu einander in-
verse Prozesse sind:

jx/jf(y) dy = f(x),  f(x) = fla)+ /j f'(y) dy. (6.2.18)

Aus den Regeln fiir die Differentiation in Kapitel 4 gewinnen wir die folgenden spezi-
ellen Stammfunktionen:

/y“ dy = 52 (6.2.19)
2. Polynom f(z)=>")_, ap":
/Z agy® dy = Z k—}rlakxkﬂ; (6.2.20)
k=0 k=1

3. Allgemeine Exponentialfunktion f(z) = a® = e"™® a c R, :

x1n(a) x
/ay dy = /eyln(a) dy = % = la( ] ; (6.2.21)
n(a

n(a)

4. Reziproke Funktion f(z)=1/z, z #0;

-1

>0: In'(z) = , 1
: n,("E) ‘ = /f dy = In(|z]); (6.2.22)
r<0: In'(—z) =271 Yy

5. Sinus f(z) = sin(z) und Cosinus f(x) = cos(x):
/sin(y) dy = — cos(z), /Cos(y) dy = sin(x) . (6.2.23)

Wir listen im Folgenden ohne Kommentar einige weitere Stammfunktionen:

/ W _ o) / W o) (6.2.24)

cos?(y) sin?(y)

d d
/\/137 = arcsin(z), / 1 +yy2 = arctan(zx) . (6.2.25)

Korollar 6.6 (2. Mittelwertsatz): Es seien [ :1 = [a,b] = R monoton und g: 1 —
R Riemann-integrierbar. Dann gibt es eine Zwischenstelle £ € [a,b], so dass gilt:

b ¢ b
| #@gte)ds = f@) [ gterdo+ 50 /5 9(2) do. (6.2.26)
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Beweis: Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass f monoton fallend ist. Die Funktion

o) = 1@ [ e+ FD) [ stwdn. asiss,

ist nach dem Fundamentalsatz 6.9 stetig, und es gilt wegen der Monotonie von f:

o(a) = £(D) / g(z)dr < / f(2)g(x) dz < f(a) / o) dz = ().

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann ein £ € [a,b], so dass

() = / f(2)g(z) de,

was zu beweisen war. Q.E.D.

Beispiel 6.3: Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Monotonievoraussetzung im 2.
Mittelwertsatz nicht verzichtet werden kann: Fiir die durch

f)=2a%  g(x):=1,
definierten Funktionen f,¢g:[—1,1] — R gilt fiir alle £ € [—1,1]:

f(—l)/£9($)d$+f(1)/;g(x)dx:/1g(:z:)dx:Q

-1

4 / fa)gla) da = .

6.2.2 Integrationsformeln

Wir beschreiben im Folgenden einige niitzliche Methoden zur Berechnung von bestimmten
Integralen bzw. zur Bestimmung von Stammfunktionen.

Lemma 6.2 (Partielle Integration): Seien f,g : I — R zwei stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt:

/ F(@)g @) dr = (Fo))]| / f(@)g(z) d. (6.2.27)

Beweis: Durch Integration der Identitét

(f9)() = ['(@)gle) + f(2)g' (@)
erhalten wir
| @@+ 1)y @) do = [ (fo)(e)ds = (o))

woraus die behauptete Formel folgt. Q.E.D.
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Anwendung 6.2.1: Als Anwendung der partiellen Integration wollen wir einige spezielle
Integrale berechnen:

1. Wir setzen f(x):=z, g(z) :=e” und erhalten

b b b
/ re' dx = xe®| — / e dr = xe”
a a a

2. Wir setzen f(x) :=sin(x), g(z) = — cos(z) und erhalten

b
a

g e(b—1) —e(a—1).

a

b

+/ab cos®(z) dx
+ /ab(l —sin®(z)) dz.

/ab sin?(x) dr = — sin(z) cos(z)

a

b

= —sin(x) cos(x) .

Folglich gilt:
b

’ b—a 1
/ sin?(x) dor = 5 ¢ 3 sin(x) cos(z)

3. Wir setzen f(z):=In(x), g(z) := = und erhalten

b

- / dz = b(In(b) — 1) — a(In(a) — 1).

a

/ab In(z) de = z1n(z)

a

xT

4. Wir setzen zunéchst f(x) :=sin(z), g(z) = ¢” und dann f(x) := cos(x), g(z) =€
und erhalten durch zweimalige partielle Integration

b

b
—/ e’ cos(x) dx

b

b
/ e’ sin(x) de = e” sin(x)

a
b

b
- / e’ sin(z) dx.

= ¢” sin(x)

— e cos(x)

a a

Dies ergibt
b

/ e’ sin(z) dx = %ez(sin(:ﬁ) — cos(x))

a

Anwendung 6.2.2: Wir wollen eine Integraldarstellung des Restglieds in der Taylor-
Entwicklung (5.3.19) von Satz 5.8 ableiten:

k) (g
flay=>" fT(,O) (x = 20)" + Ropa(x), (6.2.28)
k=0
wobei
(n+1) T
Ryii(z) = M(x — )"t = %/ (z — )" D () dt. (6.2.29)
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Zum Beweis verwenden wir ein Induktionsargument. Fiir n = 0 gilt zunéchst aufgrund
des Fundamentalsatzes:

f(z) = f(=o) +/$ f(t) dt.

Sei nun (6.2.29) bereits gezeigt fiir n > 1. Dann gilt:

Ruo) = oty [ o= [ (G- o) a
—- L) v (=

— %f(")(a:o)(:z: _ xo)n I ;'/m(i B t)nf(nJrl)(t) dt,

Zo

was die Richtigkeit der Behauptung fiir n + 1 impliziert.

Satz 6.10 (Substitutionsregel): Seien f:I — R eine stetige und ¢ : [a,b] — I eine
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt die sog. ,Substitutionsregel”:

w(b)

/ £ (o)) (4) dy = / NG (6.2.30)

Beweis: Sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Die Komposition F o : [a,b] — R
ist dann stetig differenzierbar, und nach der Kettenregel gilt:

(Fop)(y) =F'(ew)e W) = o) v).
Aufgrund des Fundamentalsatzes (6.9) folgt dann

/ £ o) ¢ () dy = / (Fo)(y)dy = (Fop)y)

»(b)
[ty
»(a)

was zu zeigen war. Q.E.D.

Bemerkung 6.6: Die Aussage des Substitutionssatzes &t sich am einfachsten merken,
wenn man sich der folgenden symbolischen Schreibweise bedient:
b »(b) ,
/ Fle(y) dely) = f@)de,  doly) == ¢'(y)dy,

w(a)

wobeil @ durch ¢(y) ersetzt ist und die Integrationsgrenzen entsprechend angepasst sind.

Anwendung 6.2.3: Wir geben einige Anwendungen der Substitutionsregel zur Berech-
nung von bestimmten oder unbestimmten Integralen:
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1. Die Funktion ¢(y) := sin(y) bildet das Intervall [—37, 17] bijektiv auf das Intervall

[—1,1] ab, und es ist dort cos(y) > 0. Wir erhalten damit fir = ¢(y):

T—0

mw
ol

cos(y)

y) dy —/
/l+z-: v1-— T2 —3m+s \/1_7 —1m+6 cos(y)

Fiir ¢ =+ 0 geht 6 — 0 und wir finden:

dy = m — 26.

1—¢ dr
lim - =
e—0 71+€\/1_1~2

Dies ist ein Spezialfall sog. ,,uneigentlicher* Riemann-Integrale, die wir im néchsten
Abschnitt betrachten werden.

2. Wir setzen f(z):=1/z und ¢(y) := cos(y) und erhalten

/tan(y) dyz/::: dy—/ ciz —1In(| cos(z)]).

3. Wir setzen f(y) :=1/y und z = ¢(y) := tan(3y) mit

1
2cos?(y)’

\
b
!
|
||

¢'(y) = sin(y) = 2sin(3y) cos(3y)

und erhalten

/sircll:(yy) :/QSm(lyd)ycos(;y) :/tan( )2 cos?(3 /f dy

/ foydz= [ & 1n<|z|>=1n<|tan<5y>|>.

Integration rationaler Funktionen (Partialbruchzerlegung)

Jede rationale Funktion

= r <s,

p(x)  ax" 4+ ap
r(z) = : 7
qz)  axs+---+bo

lasst sich schreiben als Summe von Partialbriichen der folgenden zwei Typen:

A B
rg(x)z—’_—cx n>1.

ri@) = ( (22 + 2bx + o)™’ -

r+a)"

Dies ist eine Folgerung der Produktzerlegung des Nennerpolynoms ¢(x) mit Hilfe seiner
reellen und (moglicherweise) komplexen Nullstellen in der Form (4.3.9):

/

g@) = b [Jx —a)™ ] (° — 2Rexya + Ja )
k=1 k=m/+1

Wir wollen dies nicht beweisen, sondern nur durch ein Beispiel illustrieren.
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Beispiel 6.4: Fiir den Ansatz

(@) 2422 L —1 242+ r—1 Ay N Ay +B+Ca:
() — _ —
zt—1 (x+ Dz —-D@E2+1) z+1 -1 22+1

erhalten wir durch Ausmultiplizieren

4200+ —1=A(z—1)(2® + 1)+ Ag(x + 1) (2 + 1) + (B + Cx)(z* — 1)
= (A + A+ OV 4+ (AL + Ay + B)a® + (A + Ay — O)z
— A+ Ay - B.

und dann durch Koeffizientenvergleich

1=A+A,+C

2=—-A+A,+B

1=A1+A4,-C
—-1=-A,+A4, - B.

Aus der ersten und dritten sowie der zweiten und vierten Gleichung erhalten wir C' = 0

und B = % Kombination der ersten und zweiten Gleichung liefert ferner Ay = 3 und

1
A = i. Dies ergibt die Partialbruchzerlegung

:1:3+2a:2+x—17 i %

4 —1 r+1 =z

Mit der obigen Partialbruchzerlegung ist die Integration allgemeiner rationaler Funk-
tionen auf die der speziellen Funktionen 7 und 7o zuriickgefiihrt. Wir wollen nun deren
Stammfunktionen bestimmen.

a) Es gilt mit n > 2:

1 1 1
/x—l—adx = In(|z + al), / Gt ar dx = =@t (6.2.31)

b) Da das Polynom = 2% + 2bx + ¢ = (z + b)* + ¢ — b* konstruktionsgemi$ irreduzibel
ist, muss d :=c—b* > 0 sein. Die Substitution y = (z + b)/d ergibt dann

/ B+ Cx dr/B/+C/yd
(2 +2bz+c)n ) (241 v

mit gewissen Zahlen B’  C”. Zunichst gilt dann wieder mit n > 2:

Y IR Y 1
dy = 31 1 dy = .

Aus der Beziehung

['—/;d —/;d _/yZd
S e T A ) N T
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erhalten wir durch partielle Integration mit f(y) :=y und ¢'(y) == y(y* +1)™":

Y 1 1
In = -[n— - d
s sl
_3—2n y
T2—m " 2=+ )T

Mit Hilfe dieser rekursiven Beziehung kann man ausgehend von

1
L = /ﬁ dy = arctan(z)

sukzessiv ry fiir n > 2 berechnen.

6.3 Uneigentliche Integrale

Wir wollen nun das Konzept des (bestimmten) Riemann-Integrals fiir Funktionen auf
unbeschrinkten Intervallen und mit Singularitdten ausdehnen. Solche Integrale werden
,uneigentlich® genannt.

Uneigentliche Integrale auf endlichen Intervallen

Wir nennen eine Funktion auf einem endlichen, halboffenen Intervall (a,b] ,integrierbar®,
wenn sie auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [a/,b] C (a,b] im oben definierten Sinne
Riemann-integrierbar ist.

Satz 6.11 (Uneigentliches Riemann-Integral 1): Sei f : (a,b] — R eine auf dem
halboffenen Intervall (a,b] aber nicht auf dem Abschluss [a,b] im Riemannschen Sinne
integrierbare Funktion. Ezistiert fir jede Folge von Punkten a, € (a,b] der Limes

/abf(gj) dr = iiﬂl}l /ai f(.T) dz,

so ist dieser unabhdngig von der Wahl der Folge (a,)nen und heifit das ,uneigentliche
Integral® von f iber [a,b].

Beweis: Ist (a],)nen eine zweite Folge mit

b
lim / flx)de = A,
apda Jqr

so konvergieren gemafl Voraussetzung auch die Integrale zu der zusammengesetzten Folge
{a1,d),aq,dh, ..., a,,al, ...} gegen einen Limes A”. Da aber Teilfolgen gegen denselben

Limes konvergieren wie die Gesamtfolge, muss A” = A’ sein. Also konvergieren alle
Integralfolgen gegen denselben Limes. Q.E.D.
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Lemma 6.3: Sei [ : (a,b] — R auf (a,b] aber nicht auf [a,b] integrierbar. Ezistiert
dann das uneigentliche Integral von |f| dber [a,b], so existiert auch das uneigentliche
Integral von f dber [a,b], und es gilt

‘/abf(a:) dx) </ab|f(x)|dx. (6.3.32)

Beweis: Fiir e e Ry, ¢ < b— a, schreiben wir

/ ‘o dx_/€| )+ 50 /;|f<x>2f<x>dx_

Die Integrale rechts sind fiir ¢ — 0 nach Voraussetzung gleichméfig beschrankt und
wegen der Nichtnegativitdt der Integranden jeweils monoton wachsend,

‘/ |+f dw’+’/+sfdx’<2/+s| (x)|da:§2/ab|f(x)dx,

Folglich konvergieren die Integrale fiir ¢ — 0. Damit hat auch das linke Integral fiir
€ — 0 einen Limes, d. h. f besitzt {iber [a,b] ein uneigentliches Integral. Q.E.D.

Bemerkung 6.7: Die Umkehrung der Aussage von Lemma 6.3, d. h. dass aus der un-
eigentlichen Integrierbarkeit von f auch die von |f| folgt (in Analogie zum reguldren
Riemann-Integral) ist i. Allg. nicht richtig. Beim uneigentlichen Riemann-Integral muss
also wie bei Reihen zwischen ,einfacher und ,,absoluter Konvergenz unterschieden wer-
den.

Beispiel 6.5: Wir betrachten eine typische Anwendung von Satz 6.11: Wir untersuchen
die Integrierbarkeit der Funktion f(z) = (x —a)™ fiir g > 0.Im Fall =1 ist

bodx
/ (b —a) —In() = 00 (e — 0),
ate T — 0
d. h.: Das uneigentliche Integral iiber [a,b] existiert nicht. Im Fall pu # 1 gilt

/b de 1 1o 1 |
are (@=a)t  1—p (@—a) e 1—p\(b—a)t  (=gp ')

Offenbar existiert fiir 0 < g < 1 das uneigentliche Integral, wéhrend es fiir ¢ > 1 nicht
existiert.

Bemerkung 6.8 (Cauchyscher Hauptwert): Das Beispiel

1

= —1n(e)

€

di; = In(x) - In(e), Cii = In()

1 Z -1 c
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zeigt, dass man durch Zusammenfassung singulérer Teilintegrale geméaf3

€ 1
lim(/ di—‘-/ dx)-()
e—0 o c T

durchaus zu konvergenten Prozessen gelangen kann, auch wenn die Einzelintegrale selbst
nicht als uneigentliche Integrale existieren. Diesen Limes nennt man dann den , Cauchy-
schen Hauptwert® des Integrals, d. h. im betrachteten Beispiel:

e

1

CH— = 0.

Uneigentliche Integrale auf unendlichen Intervallen

Wir nennen eine Funktion auf einem unendlichen, halboffenen Intervall [a,oc0) ,lokal
intergrierbar“, wenn sie auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [a,b'] C [a,00) im oben
definierten Sinne Riemann-integrierbar ist.

Satz 6.12 (Uneigentliches Riemann-Integral 2): Sei f : [a,00) — R eine lokal in-
tegrierbare Funktion. Existiert fir jede Folge von Punkten b, € [a,00) der Limes

/OO f(z)dx := lim " f(z)dx,

by, —00 a

so ist dieser unabhingig von der Wahl der Folge (b,)nen und heifit das ,uneigentliche
Integral® von f dber [a,00).

Beweis: Das Argument ist analog wie im Beweis von Satz 6.11. Q.E.D.

Lemma 6.4: Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Ezistiert dann das uneigentliche
Integral von |f| tber [a,00), so existiert auch das uneigentliche Integral von f iiber
[a,00), und es gilt

[ s@a| < [Cis@an (6539

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 6.3. Q.E.D.

Das folgende Konvergenzkriterium fiir uneigentliche Integrale stammt von Dirichlet
und ist das Analogon des entsprechenden Kriteriums fiir Reihen aus Abschnitt 3.2.1.

Satz 6.13: Sei [ :]a,00) = R in [a,00) integrierbar mit

sup

r>a

/m f) dt’ = M < . (6.3.34)
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Ferner sei g : [a,00) — Ry differenzierbar und monoton gegen Null fallend. Dann exis-
tiert das uneigentliche Integral

/ f(@)g(x) dz = lim / f(z (6.3.35)

Beweis: Mit f und g ist auch das Produkt fg in [a,00) lokal integrabel. Das Integral

m):/:f(t)dt

ist nach dem Hauptsatz Stammfunktion von f. Fiir a < x < oo erhalten wir dann durch
partielle Integration:

xT

/ " F(t)g(t)dt = F(t)g(t)

—/qF@y@yw

a

Sei nun ¢ € R, beliebig. Dazu gibt es ein . > a, so dass

g(z) < x> f..

<
2M’
Fiir beliebige 5 > « > (. folgt damit wegen ¢ <0:

| / Py (0] < M / N @ld = / "t dt = 21 g1

Nach dem Cauchy-Kriterium hat daher das Integral [* F(t)g/(t)dt fir © — oo einen
Limes. Mit

B
<e.

«

lim/ FO)g(t) dt = Tim Fz)g(z) — F(a)g(a)—/ Ft)g () dt
T—r00 T—r00 \\/ a
M_/ _
folgt so die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.

Satz 6.14: Es sei [ : [ng,00) — R eine stetige, positive, monoton fallende Funktion.
Dann gilt:

Zf <o & /f )dx < 0. (6.3.36)

k=ng

Beweis: i) Die Reihe sei konvergent. Wegen der Monotonie von f gilt fiir jedes n € N
mit n > ng:

k+1 00
/ fa dx—z/ Fa)de < 3 F < S F(R)
k=ngo k=ng k=ng

Folglich existiert das uneigentliche Integral iiber [ng, c0) .
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ii) Das uneigentliche Integral existiere. Wegen der Beziehung, fiir alle n > ng,

n n—1 n—1 k+1 s3]
) < )+ Y fh DS S+ 3 [ f@de< [ pla)ds
k=ng k=ng k=ng k n0
ist dann auch die Reihe konvergent. Q.E.D.

Beispiel 6.6: Wir betrachten ein paar typische Anwendungen der vorausgehenden Sétze:

1. Wir untersuchen die Integrierbarkeit der Potenzfunktion f(x) = 27 auf [1,00)
fiir 4> 0. Fir e € Ry ist

/”de 1 Ve 1 < 1 1)
oot (T—p)arth (1 —p) \el-n '

Das uneigentliche Integral existiert also fiir g > 1, wéhrend es fiir g < 1 nicht
existiert.

2. Wir haben die folgende Stammfunktion

/ dv 1
rl’(z)  In(z)’
d. h.: Das folgende uneigentliche Integral existiert:
/ < de 1
o xhn’(z)  In(2)

Da die Funktion f(x) := 1/(z1n*(z)) auf dem Intervall [2,00) positiv und monoton
fallen ist, folgt nach Satz 6.14 die Konvergenz der Reihe

=1
< .
2:: KI2(k)

k

(V)

3. Die Integrale

/ sin(x) iz, / cos(x) i
1 xr 1 r

existieren nach Satz 6.13 mit der Setzung f(z) := sin(z) bzw. f(z):= cos(z) und
g(x) :=1/x. Ebenso erhalten wir die Existenz der Integrale

L 81?(%) w [ msélnn(fx)» e
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6.4 Kurvenlinge

Wir wollen die bisher gewonnenen Ergebnisse zur Bestimmung der Lénge sog. ,ebener
Kurven®“ verwenden. Beipiel einer solchen Kurve ist der Graph

G(f) = {(x, f(x)) € R x R|z € [a, ]}

einer stetigen Funktion f iiber einem Intervall [a,b]. Wir fithren die folgende Diskussion
aber in einem etwas allgemeineren Kontext.

Definition 6.4: Es scien o, 1 zwei stetige Funktionen eines Parameters t € [a,b] . Sind
die Punkte der Ebene (o(t),¥(t)), t € [a,b], alle verschieden, so nennt man die Punkt-
menge

L= {(p(t),¥(t)) |t € [, b]}

ein ebenes ,Kurvenstick® mit der Parameterdarstellung {p, v} .

Der Graph einer Funktion f {iber einem Intervall [a,b] ist in diesem Sinne ein Kur-
venstiick mit der Parameterdarstellung

o(t):=t, ()= f(t), tE]a,b.

Durch Aneinanderfiigung von endlich vielen Kurvenstiicken K, ..., K, erhalt man ei-
ne ,ebene Kurve®; diese heifit ,,geschlossen® | wenn der Endpunkt von K, gleich dem
Anfangspunkt von K ist.

Iy

a wm owm a wm owm
Abbildung 6.4: Aus Kurvenstiicken zusammengesetzte ebene Kurve (links) und Polygon-
approximation eines Kurvenstiicks (rechts).

Wir wollen die ,,Lénge“ eines Kurvenstiicks K bestimmen. Sei Z € Z(a,b) eine
Zerlegung des Parameterintervalls [a,b] in Teilpunkte a = tg < t; < -+ < t, = b
mit Feinheit h = maxy_;__,(tx — tx—1). Wir approximieren das Kurvenstiick durch ei-
nen Polygonzug pz(T") (aneinander gefiigte lineare Kurvenstiicke) zu den Stiitzpunkten
(p(tr), ¥(ty)), k=0,...,n.Die Liange |pz(I")| des Polygonzugs ist die Summe der Lingen
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seiner einzelnen linearen Teilstiicke, welche wiederum als der euklidische Abstand ihrer
Endpunkte definiert ist, d.h.:

(D) = S (lan) — oloe1) + (@) — lae1))>

Definition 6.5: Haben die Lingen aller Polygonziige pz(T) zu einem Kurvenstiick T
eine (endliche) obere Grenze, so heifit T' ,rektifizierbar® mit der ,Ldinge

IT]:= sup |pz(I')]-
zeZ(a,b)

Satz 6.15 (Kurvenlinge): Ist die Parameterdarstellung des Kurvenstiicks T' stetig dif-
ferenzierbar, so ist es rektifizierbar, und seine Ldnge ist gegeben durch

| = / NSO (6.4.37)

Beweis: Mit ¢’ und ¢’ ist auch +/(¢")? + (¢¥')? stetig und folglich Riemann-integrierbar
iiber [a,b]. Das Integral in (6.4.37) existiert daher als Limes Riemannscher Summen. Sei
Z € Z(a,b) eine Zerlegung und pz(T") der zugehorige Polygonzug. Fiir die Linge |pz|
erhalten wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes:

p2(D) = 3 V(o) — ) + (0(tr) — Dltnr))?

= zn:(tk - tkl)\/<‘p(t’“)_m>2 N (M)Q

tk - tk,1 tk - tkfl

n

= > (tx — te1) /' (T)? + ¥/ (13)?,

k=1

mit gewissen Zwischenstellen 7,7/, € [tx_1, tx] . Dies sieht fast aus wie eine Riemannsche
Summe fiir das Integral in (6.4.37), ist es aber nicht, da i. Allg. 7, # 7/,. Wegen der
gleichméfligen Stetigkeit von ¢’ auf [a,b] existiert nun ein h. € R, , so dass fiir jede
Zerlegung Z € Z(a,b) mit Feinheit h < h. gilt:

n

St — )yl — 92 < e,

k=1

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass fir A < h. auch gilt:

n

b
‘ / VP02 + ¢/ (02 dt =Y (b — te) V@ (1) + ¢ (722 ‘ < 3¢
a k=1
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Dies zusammengenommen impliziert dann auch

n

WO S N ET AR

k=

Wegen der Beliebigkeit von ¢ folgt die Konvergenz

1p2(T)] / VORET PRt (h—0),

was zu zeigen war. Q.E.D.

Beispiel 6.7: Wir bestimmen mit Hilfe der gerade entwickelten Theorie die Lénge des
Einheitskreisbogens K . Zunéchst betrachten wir den oberen Kreisbogen als Graph der

Funktion
f@)=v1—-¢t3, tel|-1,1].

Dass der Graph dieser Funktion tétséchlich der obere Einheitskreisbogen ist, entnehmen
wir der Beziehung f(t)?+? = 1 bei Beriicksichtigung des Satzes von Pythogoras. Da die
Ableitung von f |

)= VIF 0 - ——.

fir ¢ — £1 singuldr wird, kann die Formel (6.4.37) nicht direkt angewendet werden.
Um dieses Problem zu l6sen, kann man entweder versuchen, das Integral in (6.4.37) fur
singuléare Integranden als ,,uneigentliches“ Riemann-Integral zu erkléren, oder eine andere
Parameterdarstellung mit beschrinkten Ableitungen zu finden.

i) Unter Ausnutzung der bereits gewonnenen Kenntnisse iiber die trigonometrischen Funk-
tionen konnen wir die folgende Parameterdarstellung verwenden:

o(t) :=sin(t), ¥(t) :=cos(t), te€]0,2n].

Fiir 0 < ¢ < 27 durchléuft der Punkt (sin(t),cos(t)) wegen sin®(t) + cos’(t) = 1 den
ganzen Kreisbogen K . Fiir seine Linge finden wir aus Formel (6.4.37):

27 27
|K| = / \/cos2(t) + sin(t) dt = / dt = 2,
0 0

was natiirlich nicht iiberraschend ist. Diese Uberlegung kann offenbar nicht zur Definition
von 7 verwendet werden, da in ihr 7 in der oberen Integrationsgrenze erscheint.

ii) Ausgehend von der Parameterdarstellung

o(t):=t, Yt)=Vv1-—1t3 te[-1,1].
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erhalten wir aus Satz 6.15 fiir das Teilintervall [¢ — 1,1 — €| als Léange des zugehorigen
Kreisbogenabschnitts:

|KE|=/:1€\/Tdt / Ji+
1

dt = arcsin(x )

= arcsin(1 — ¢) — arcsin(e — 1).

e—1

l1—e
:/51 V1—t2

Da der Arcussinus auf dem ganzen Intervall [—1,1] definiert und stetig ist, konnen wir
zum Limes ¢ — 0 iibergehen und erhalten das uneigentliche Integral

1
1
K| = ———dt = arcsin(1) — arcsin(—1) =
W= @ =1
Diese Beziehung konnte auch zur Definition der Zahl 7w verwendet werden, alternativ
zur obigen Definition iiber die kleinste positive Nullstelle des Cosinus. Damit ist der
Zusammenhang zur traditionellen, auf geometrischer Anschauung basierenden Einfithrung
der Trigonometrie hergestellt.

Bemerkung 6.9: Der Begriff der ,, Kurvenldnge“ ist heikler, als man sich auf der Basis
naiver Anschauung vorstellen mag.

a) Die Differenzierbarkeit der Parameterdarstellung einer (ebenen) Kurve ist eine wesent-
liche Voraussetzung fiir ihre Rektifizierbarkeit. Man kann beschrénkte Kurven mit stetiger
(aber nicht differenzierbarer) Parameterdarstellung konstruieren, welche eine im obigen
Sinne unendliche Linge haben.

b) Die ,,Lénge* des Graphen einer rektifizierbaren Funktion ist als Limes der Léngen einer
Folge von interpolierenden Polygonziigen definiert worden. Durch die Interpolationseigen-
schaft wird sichergestellt, dass auch die Ableitungen der Polygonziige gegen die Ableitun-
gen der Funktion konvergieren. Dies ist wesentlich, wie das folgende Beispiel zeigt: Auf
dquidistanten Zerlegungen Z, = {t;, = k/n, k = 0,...,n} des Einheitsintervalls [0, 1]
definieren wir ,,Zickzack-Funktionen“ p, durch
1
pa(t) == { P=te-r e Sltgtk71+2h’ k=1,...,n.
tp —t, lo1t+3h <t <ty,

Die Polygonziige p, konvergieren auf [0, 1] gleichméBig gegen die Nullfunktion; ihre Gra-
phen haben aber alle die Linge |p,| = v/2.
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Abbildung 6.5: Zickzack-Polygonapproximation der Nullfunktion.

6.5 Integration und Grenzprozesse

Wir stellen nun wieder die Frage nach der Stabilitiat der Integrierbarkeit gegeniiber Stérun-
gen. Sei dazu (f,)nen eine Folge integrierbarer Funktionen f,, : I — R auf einem be-
schrinkten abgeschlossenen Intervall I = [a,b], welche punktweise gegen eine Funktion
f I — R konvergiert:

folz) = f(z) (n—o00), z€l (6.5.38)

Die Frage ist dann, ob auch die Limesfunktion f wieder intergrierbar ist und ob die
Grenzprozesse Integration und Folgenkonvergenz vertauschbar sind:

/b lim f,(x)dx = hm / fulx (6.5.39)

n—0o0

Letzteres muf} i. Allg. nicht der Fall sein, wie das folgende Beispiel zeigt:

n—oo

1
fulz) == nze™ 2 €0,1], lim f,(x) =0, / lim f,(z)dx =0,
n—oo 0

lim / folz)dz = lim (— %67"””2

n—oo n—oo

1
> = lim (— %e’" + %) = %
0 n—o00

Fin einfaches Kriterium fiir die Vertauschbarkeit der Grenzprozesse ist wieder die
Gleichmafigkeit der Konvergenz f, — f (n — 00).

Satz 6.16 (Gleichmiiflige Konvergenz): Die Folge (fn)nen stetiger (und Riemann-
integrierbarer) Funktionen f, : I = [a,b] = R konvergiere gleichmdfig gegen eine Funk-
tion f: 1 — R. Dann ist die Grenzfunktion ebenfalls stetig (und Riemann-integrierbar),
und es gilt:

b b
lim ful(2) d:z;:/ 1311 folx)da. (6.5.40)

n—o0 a
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Beweis: Die gleichméfige Konvergenz der stetigen Funktionen f,, impliziert nach Satz 4.6
auch die Stetigkeit der Grenzfunktion f. Ferner ist daher nach Satz 6.3 mit f, auch f
integrierbar. Aufgrund der Eigenschaften des Riemann-Integrals gilt

/ab folz) d — /a” f(:v)dx’: /ab (fu(z) = f(2)) dm‘
< [ 1) = 1@ e < 1= Sl - ),

Die gleichméiBige Konvergenz || f, — flle = 0 (n — o0) impliziert dann die Beziehung
(6.5.40). QE.D.

Satz 6.17: Fiir eine Folge stetiger Funktionen fi, : I — R, k € N, konvergiere die Reihe
Y orey fi auf dem Intervall I = [a,b] gleichmdifig. Dann stellt die Rezhe eine integrierbare
Funktion dar, und es gilt:

/az_:fk dfo/ Frlz (6.5.41)

d. h.: Es darf in der Reihe gliedweise integriert werden.

Beweis: Wegen der Stetigkeit der einzelnen Reihenglieder f; sind auch alle Partialsum-
men der Reihe stetige Funktionen und damit integrierbar. Aufgrund der vorausgestzten
gleichméfigen Konvergenz der Partialsummen ist auch ihr Limes, d. h. die Reihe, eine
stetige und damit integrierbare Funktion. Es gilt:

[ =3 w3 pow

& k=n+4+1

Wegen der gleichméfligen Konvergenz der Reihe gibt es zu beliebigem € € R, ein n. € N,

so dass fiir n > n. gilt:
’/ ka da:’<5b—a

k=n+1
Dies impliziert die Konvergenz

‘/asz dx—Z/ Je(x d:lc 0 (n— ).

Q.E.D.

Satz 6.18: Die Potenzreihe Y oo cr(x — x0)* habe den Konvergenzradius p > 0 sie
stellt also auf dem Intervall I = (xo— p, o+ p) eine stetige Funktion dar. Deren Stamm-
Sfunktion erhdlt man dann durch gliedweise Integration, und diese hat denselben Konver-
genzradius p:

—x)f ! te (6.5.42)

=3

/gck(az — x0)"
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Beweis: Sei |z — 29| < R < p und ¢ € Ry beliebig. Dann gilt wegen der gleichméafiigen
Konvergenz der Reihe auf dem Intervall [xg — R, 29+ R| fiir n > n. € N:

‘ f: ck(x—xo)k’ < i x| R* < e.

k=n+1 k=n+1

Ferner gilt:

Tz z > c
/ E cr(w — xo)f da = E / cx(y — o) dy = E kf 1(55 — x)
Zo

oo
0 k=0 k=0

Q.E.D.

Bemerkung 6.10: Die Aussage von Satz 6.16 gilt sinngemé&f auch fiir Folgen von un-
eigentlich integrierbaren Funktionen auf beschrinkten Intervallen. Bei uneigentlichen In-
tegralen auf unbeschrinkten Intervallen reicht die gleichméflige Konvergenz der approxi-
mierenden Folge i. Allg. nicht aus. Dies sieht man an folgendem Beispiel:

L 0<az<n,
n
0, x>n,

fn(x) =
Die Folge (fn)nen konvergiert auf I = [0,00) gleichméfBig gegen Null, aber es ist

/00 lim f,(z)dz=0+#1= lim /00 Jo(2) da.
0 0

n—oo n—oo

Die folgenden beiden Konvergenzsitze sind insbesondere auf uneigentliche Integrale
zugeschnitten. Wir verzichten hier auf die Angabe der Beweise, da sogar noch etwas
stiarkere Ergebnisse spéter im Zusammenhang mit dem sog. ,, Lebesgue-Integral“ abgeleitet
werden.

Satz 6.19 (Monotone Konvergenz): Die Folge (f,)nen von auf einem beschrinkten
Intervall T = [a,b) (uneigentlich) integrierbaren Funktionen f, : I — R konvergiere
punktweise gegen eine Funktion f:1 — R. Ist die Konvergenz f, — f monoton wach-
send, und ist [ ebenfalls (uneigentlich) integrierbar, so gilt:

lim /b folz)de = /b nh_}n()lo fulz) da. (6.5.43)

n—00
a

Satz 6.20 (Beschrinkte Konvergenz): Die Folge (fn)nen von auf einem Intervall
I = [a,b) oder I = [a,00) (uneigentlich) integrierbaren Funktionen f, : I — R kon-
vergiere punktweise gegen eine Funktion f : I — R. Ist die Grenzfunktion f ebenfalls
(uneigentlich) integrierbar und sind die Funktionen f, gleichmaf$ig beschrinkt durch eine
auf I (uneigentlich) integrierbare Funktion g : I — R, d. h. |f,(z)] < g(x), z € I, so
qgilt:

b b

lim/ fn(x)dx:/ 1311 folx)da. (6.5.44)

n—o0
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6.6 Charakterisierung der Riemann-Integrabilitéit

Wir wissen bereits, dass alle auf [a, b] stetigen und monotonen Funktionen in R[a, b] sind.
Dies gilt auch fiir Funktionen, die nur , stiickweise“ stetig oder monoton sind, mit endlich
vielen Ausnahmepunkten. Gehen wir einen Schritt weiter und lassen auch Funktionen mit
unendlich vielen, aber nicht zu vielen, solcher Ausnahmepunkte zu, so gelangen wir zu
einer vollstdndigen Charakterisierung des Raumes Rla,b] durch den grundlegenden Satz
von Lebesgue?, den wir im Folgenden ableiten wollen.

Definition 6.6 (Nullmenge): Fine Teilmenge M C R heifit ,Nullmenge® (genauer
,Lebesgue-Nullmenge®), wenn es zu jedem e > 0 hdochstens abzihlbar unendlich viele
abgeschlossene (oder offene) Intervalle Iy, I, ... gibt, so dass gilt:

MCUIk, Z|Ik\§€
k

k

Man nennt das System der Intervalle I, eine abzdihlbare (offene bzw. abgeschlossene)
, Uberdeckung® der Menge M . Eine Funktion f : [a,b] — R besitzt eine Figenschaft (z.
B. stetig oder differenzierbar) ,fast iiberall*, wenn die Menge der Punkte, in denen sie
die FEigenschaft nicht besitzt, eine Nullmenge ist.

Lemma 6.5: FEs gelten die folgenden Aussagen:
i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist ebenfalls Nullmenge.

ii) Endliche und abzihlbare Teilmengen von R sind Nullmengen.

i11) Die Vereinigung von abzdahlbar vielen Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

iv) Eine kompakte Teilmenge K C R ist genau dann Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0
endlich viele abgeschlossene (oder offene) Intervalle Iy, k= 1,...,n, gibt, so dass

n

K C Lnj I, > |[kl<e (6.6.45)

k=1 k=1

Beweis: i) Da jede Intervalliiberdeckung einer Nullmenge auch jede ihrer Teilmengen
itberdeckt, ist diese Aussage evident.

ii) Sei M C R eine endliche oder abzihlbare Menge von Punkten. Dann ist fiir beliebiges
e > 0 jeder der Punkte z;, € M Mittelpunkt eines Intervalls I := [z) — 27k=le 2 +

27%1g] . Damit gilt
MCUIka ZUJJSZQ%E:&
K K k=1

d. h.: M ist Nullmenge.

iii) Seien M}, héchstens abzihlbar viele Nullmengen. Zu gegebenem ¢ > 0 lisst sich M,

2Henri Léon Lebesgue (1875-1941): Franzosischer Mathematiker, Prof. am College de France in Paris,
lieferte grundlegende Beitriige zur modernen Integrationstheorie (,Lebesgue-Intgeral)
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durch héchstens abzéhlbar viele Intervalle Ij, tiberdecken, so dass > [Iu| < 27le. Dann
iiberdecken die hochstens abzéhlbar vielen Intervalle [I; auch die Vereinigung U,M,, ,

und es gilt
MEDY (Z |Ikl|> <) 2Fe=e
Kyl k ! %

Die Vereinigung UM, ist also ebenfalls Nullmenge.

iv) Diese Aussage wird spiter in etwas allgemeinerem Rahmen fiir Nullmengen im R™
bewiesen werden. Da wir sie fiir das Folgende nicht benétigen, verzichten wir hier auf den
Beweis. Q.E.D.

Bemerkung 6.11: a) Die Aussage (ii) in obigem Lemma erscheint zunéchst etwas ver-
wirrend, da sie u. a. impliziert, dass die im Intervall I := [0,1] C R dicht liegenden Menge
Iy :=1NQ der rationalen Zahlen in [0, 1] eine Nullmenge ist. Man kénnte meinen, dass
jede Intervalliiberdeckung von I automatisch auch das ganze Intervall I {iberdeckt und
damit das Maf§ |I| = 1 hat. Dies ist aber ein Trugschluss, dessen Kern man sich selbst
genau klar machen sollte.

b) Es gibt auch iiberabzihlbare Punktmengen, die Nullmengen sind. Ein Beispiel ist das

sog. ,Cantorsche Diskontinuum®. Diese Teilmenge von M, := [0,1] C R wird wie folgt
konstruiert: Aus der Menge M, entfernt mann das offene mittlere Drittel (%, % und erhalt
die Menge

M; =0, %] U [%, 1].
Aus den beiden Teilintevallen von M; werden nun jeweils wieder die offenen mittleren
Drittel entfernt, was auf

My = 0.4 U3 HUBH U]

9 973 379 9
fiihrt. So fortfahrend erhalten wir nach k& Schritten eine Menge M, , die aus 2F disjunk-

ten, kompakten Intervallen besteht. Durch Wegnahme der jeweiligen offenen mittleren
Drittel dieser Teilintervalle entsteht die ndchste Menge My C My . Die Schnittmenge

C .= ﬂMk

keN

wird ,,Cantorsches Diskontinuum* genannt. Das Cantorsche Diskontinuum ist nun iiberab-
zéhlbar, aber dennoch eine Nullmenge (Ubungsaufgabe).

Wir hatten frither schon den Begriff der ,kompakten* Menge eingefiihrt: Fine Teil-
menge M C R (oder allgemeiner M C C ) heifit ,kompakt®, wenn sie abgeschlossen ist
und jede (unendliche) Folge von Punkten in M einen Hiufungswert hat. Der folgende
Satz von Heine® und Borel? ist neben dem Satz von Bolzano-Weierstra$ (,,Eine Teilmenge

3Eduard Heine (1821-1881): Deutscher Mathematiker; Prof. in Halle; einer der wichtigsten Vertreter
der ,,Weierstrafischen Schule® im 19. Jahrhundert; Beitrége zur Theorie der reellen Funktionen, Potenti-
altheorie und Theorie der Differentialgleichungen.

1F¢lix Eduard Justin Emile Borel (1871-1956): Franzdsischer Mathematiker, u. a. Prof. an der Uni-
versitdt Sorbonne in Paris; wichtige Beitrige zur Mafitheorie und zur Spieltheorie; war auch politisch
aktiv (1925-1940 Marineminister) und wéhrend des Krieges Mitglied der Résistance.
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M C R ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlosen ist.*) der zweite
fundamentale Satz tiber kompakte Teilmengen des Zahlenraumes R.

Satz 6.21 (Satz von H?ine-Borel): Fine Teilmenge M C R ist genau dann kompakt,
wenn jede ithrer offenen Uberdeckungen eine endliche Teiliiberdeckung enthdlt.

Beweis: i) Sei zunidchst M kompakt. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis, nehmen
also an, dass es eine Uberdeckung U von M gibt, welche keine endliche Uberdeckung
enthélt. Die Menge M ist beschrinkt, ist also in einem beschrénkten Intervall Iy = [a, b]
enthalten. Mindesten eine der beiden Hélften von I; enthélt einen Teil von M, der
sich nicht durch endlich viele Mengen aus U iiberdecken ldsst. Eine solche Hilfte wird
ausgewihlt und mit I; bezeichnet. Durch Fortsetzung dieser Konstruktion ergibt sich
eine Folge von Intervallen 7, mit den Eigenschaften

I,Ccl, 1C---C Iy, |I,| <271,

und keins der I, kann durch endlich viele Mengen aus U iiberdeckt werden. Diese Inter-
vallschachtelung definiert nach dem Intervallschachtelungsprinzip eine reelle Zahl

x e Mol

Fiir beliebige z,, € I, "M gilt dann |z, — x| — 0 (n — 00), so dass nach Voraussetzung
x € M sein muf. Dann liegt = aber in einer der Mengen U € U . Da U offen ist, gibt
es ein Intervallumgebung I. = (r — e,z +¢) von x mit I. C U. Ferner liegt eins der
Intervalle I, in U, denn fast alle der linken und rechten Endpunkte der I, gehoren zu
U. Es gilt also

MnI,cl,cl.cU.

Dies besagt, dass die Teilmenge M N I, durch das endliche Teilsystem {U} von U
itberdecken lédsst, im Widerspruch zur Konstruktion der M N1, .

ii) Wir nehmen nun an, dass jede offene Uberdeckung von M eine endliche Uberdeckung
enthélt. Sei (z,)nen eine Folge aus M . Wir miissen zeigen, dass sie eine Teilfolge enthélt,
welche gegen einen Punkt aus M konvergiert. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und
nehmen entsprechend an, dass keine Teilfolge von (x,)neny einen Limes in M besitzt.
Dies bedeutet, dass die Folge keinen Haufungswert in M hat. Ist also y ein beliebiger
Punkt in M | so gibt es eine e-Umgebung U.(y) von ¥, so dass die Beziehung z,, € U.(y)
fiir hochstens endlich viele Indizes n gilt. Das System aller Umgebungen U.(y), y € M,
iiberdeckt M . Nach Voraussetzung gibt es dann endlich viele Punkte, etwa y, &k =
1,...,m, so dass gilt:
M C UL, U (yr)-

Daraus folgt aber, dass die Beziehung
T € Uit Us(yr)

fiir alle n gilt, im Widerspruch dazu, dass dies nach Konstruktion nur fiir endlich viele
n gelten kann. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die angekiindigte Charakterisierung der
Riemann-Intergierbarkeit beweisen.
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Satz 6.22 (Satz von Lebesgue): Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integerierbar, wenn sie auf [a,b] beschrdnkt und fast tiberall stetig ist.

Beweis: i) Sei f beschriinkt mit sup,cp,y [f(2)] < Cf, und die Menge M seiner Un-
stetigkeitsstellen eine Nullmenge. Fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0 kann M durch
abzéhlbar viele offene Intervalle {.Ji, k € N} mit

o
Z |Jk‘ <€
k=1

iiberdeckt werden. Die zugehorigen abgeschlossenen Intervalle .J;, iiberdecken dann erst
recht M und auch fiir ihre Léngen gilt die obige Ungleichung. In jedem Punkt z €
[a,b] \ M ist f stetig. Dazu gibt es offene Intervalle .J, mit z € J, und

sup f— inf f<e.
JzN[a,b] JzN[a,b]

Das System der offenen Intervalle J, und J, bildet nun eine Uberdeckung von [a,b].
Nach dem Satz von Heine-Borel wird dann [a, b] bereits durch ein endliches Teilsystem
{Tiys oy Ty Jays - ooy Iz b iiberdeckt. Erst recht wird [a,b] von dem System der zu-
gehorigen abgeschlossenen Intervallen {iberdeckt. Wir wéihlen nun eine so feine Zerlegung
Z von [a,b], so dass jedes ihrer Teilintervalle Iy,..., 1, in einem der Intervalle J, J,,
enthalten ist. Wir wollen das Riemannsche Integrabilitatskriterium anwenden. Dazu be-
trachten wir die Differenz

n

Su(f) = Sz(f) =Y (M —my)| x| = 1 + 5,

k=1

wobei ¥; die Summe ist iiber alle (My—my)|Ix|, bei denen I in einem der Intervalle Jy,
liegt, und ¥y die Summe iiber alle anderen (M, —my)|I;| bedeutet. Nach Konstruktion
gilt dann

21<20f€, 22<5|b—a|.

Folglich ist
Sz(f) = 8z(f) < (2C; +[b—al)e.

Nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium ist die Funktion f also iiber [a,b]
Riemann-integrierbar.

ii) Seinun f € R[a,b]. Dann ist f notwendig beschrénkt, da es sonst keine beschrénkten
Obersummen von f geben konnte. Es bleibt also nachzuweisen, dass die Menge M der
Unstetigkeitsstellen von f notwendig das Mafl Null hat. Dieser Beweis ist sehr technisch
und wird daher hier nicht ausgefiihrt; fiir einen vollsténdige Beweis sieche H. Heuser: Lehr-
buch der Analysis, Teil 1, B. G. Teubner, Stuttgart 1991. Q.E.D.
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Bemerkung 6.12: Wir hatten bereits die beiden durch

f(x):{ 1 firzeQ,

0 firz e R\Q,

1/s, fix x=r/s, r€ Z\{0}, s € N (teilerfremd),
glx): =4 1 fir x=0, ;

0 sonst

definierten pathologischen Funktionen f,g:R — R kennengelernt und gesehen, dass f
nirgends, ¢ aber in allen x € R\ Q stetig ist. Die Funktion f ist iiber kein Intervall
[a,b] Riemann-integrierbar, da Ober- und Untersummen sich immer um den Wert |b— a|
unterscheiden. Dagegen ist die nicht minder pathologische Funktion ¢ offenbar nach dem
Satz von Lebesgue iiber jedes Intervall [a,b] Riemann-integrierbar.

6.7 Ubungen

Ubung 6.1 (Aufgabe zum Fundamentalsatz): Man zeige, dass fiir eine stetige Funk-
tion f(t,x) und ein ug € R die beiden folgenden Aufgabenstellungen dquivalent sind:

i) Bestimme eine Funktion u € C1[0,00) als Losung der ,, Anfangswertaufgabe*
u'(t) = f(tu®), t=>0, u(0)=u,

ii) Bestimme eine Funktion u € C]0,00) als Losung der , Integralgleichung*

u(t) = ug +/0 f(s,u(s))ds, t>0.

Ubung 6.2 (Aufgabe zur Stammfunktion): Eine Funktion F: D — R heifit
yotammfunktion® einer Funktion f: D — R, wenn sie differenzierbar ist und wenn gilt:

F'(z) = f(z), z€D.

W f@)=20

b) f(x) =sin(z)cos(z), = € R,
) f@) = o oA

Q) fz)= —— ze(=1,1)
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Ubung 6.3 (Aufgabe zum bestimmten Integral): Man beweise die folgenden Be-

ziehungen
2

a) /Oﬂ|sin(:v)|dlv=4, b) Z(ilk),i :/E a:ligém)'

k=1

Ubung 6.4 (Aufgabe zur partiellen Integration): Man berechne die folgenden In-
tegrale:

w/2 T
a) / sin?(x) du, b) / xsin(z) dz.
0 0
Ubung 6.5 (Aufgabe zum uneigentlichen Integral): Welcher von den Ausdriicken

a) /000 sin(x) dz, b) /000 sin(z?) dz,

existiert als uneigentliches Riemann-Integral? (Hinweis: Bei (b) versuche man die Substi-
tution y := 2 und erinnere sich an das Leibnizsche Konvergenzkriterium fiir alternierende
Reihen.)

Ubung 6.6 (Aufgabe zur Substitutionsregel): Man berechne das uneigentliche
Riemann-Integral

/1 V 1
—dx.
1 1-— fE2
(Hinweis: Substitution = = sin(y))

Ubung 6.7 (Aufgabe zur I'-Funktion): a) Man zeige, dass fiir € R, das uneigent-
liche Riemann-Integral

[(x):= /OO el dt
existiert. Die so definierte Funktion I : R+0—> R heifit ,Gamma-Funktion®.
b) Man verifiziere fiir diese die Funktionalgleichung
MNae+1)=2al(z), z>0.
¢) Man zeige fiir die Gamma-Funktion die speziellen Funktionswerte
'n)=(Mm-1), neN.

Die Gamma-Funktion interpoliert also die Fakultéts-Funktion. (Hinweis: Man bestimme

r(1).)

Ubung 6.8 (Aufgabe iiber Integralnormen): Man zeige, dass auf dem Vektorraum
der iiber einem Intervall [c,d] definierten und stetigen Funktionen durch

lglls = / l9(2)| dz

eine Norm definiert ist. Man zeige, dass jede auf [c,d] gleichmiflig konvergente Folge von
Funktionen auch bzgl. dieser Norm konvergiert.
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Neben den Polynomen werden die trigonometrischen Funktionen cos(kz) und sin(kx) als
besonders ,einfache®, d. h. leicht auswertbare, Funktionen angesehen. In diesem Kapitel
untersuchen wir in Analogie zur Taylor-Entwicklung die Approximation von Funktionen
durch Linearkombination von solchen trigonometrischen Funktionen, die sog. Fourier!-
Entwicklung.

7.1 Der Funktionenraum R|a, b

Bisher haben wir reellwertige Funktionen betrachtet. Fiir das Folgende benétigen wir den
Begriff der Riemann-Integrierbarkeit auch fiir komplexwertige Funktionen. Dabei verwen-
den wir wieder die Bezeichnung K je nach Situation fiir den Kérper R der reellen Zahlen
oder den Korper C der komplexen Zahlen. Wir erinnern an die folgenden Rechenregeln
fiir komplexe Zahlen:

@=a, aa=|a|*, a+a=2Rea, a—a=2ilma,

wobei @ := Rea —iIma den konjugiert komplexen Wert von einem a € C bezeichnet.

Wir nennen eine auf einem Intervall I = [a,b] C R definierte Funktion f: 1 — C
,Riemann-integrierbar®, wenn ihr Real- und ihr Imaginérteil Riemann-integrierbar sind,
und setzen

/abf(x)dx = /abRef(x)dx+i/abImf(m)d$.

Diese Definition fallt natiirlich fiir reellwertige Funktionen mit Im f = 0 mit der iibli-
chen zusammen. Analog werden auch uneigentliche Riemann-Integrale fiir komplexwertige
Funktionen definiert. Die iiblichen Rechenregeln fiir das reelle Riemann-Integral iibertra-
gen sich sinngeméfl auch auf komplexwertige Integrale. Insbesondere gilt

/abf(x)da::/abf(x)dx.

Wir hatten schon gesehen, dass stetige und allgemeiner auch Funktionen mit nur
endlich vielen Unstetigkeitsstellen Riemann-integrierbar sind. Letztere Eigenschaft wird
in der folgenden Definition prézisiert.

Definition 7.1: Fine Funktion [ : [a,b] — K heifit ,stickweise stetig®, wenn sie in
[a,b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und beschrinkt ist, und wenn in jeder

! Jean-Baptiste Baron de Fourier (1768-1830): Franzésischer Mathematiker und Physiker; Mitglied
der Pariser Akademie lehrte an der Ecole Polytechniqe; begleitete Napoleon auf seinem Feldzug nach
Agypten; zihlt zu den bedeutendsten Mathematikern des 19. Jahrhunderts; fand bei seinen Arbeiten zur
Theorie der Wérmeleitung die Darstellbarkeit periodischer Funktionen durch triginometrische Reihen.

223
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dieser Unstetigkeitsstellen & € [a,b] die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte f(&4) :=
limpo f(§ £ h) existieren. In den Ausnahmenstellen & € (a,b) sei gesetzt:

JE-) + f(§
(Diese zundchst willkirliche Festleqgung hat keinen Finfluss auf den Wert des Riemann-
Integrals von f.) Die Menge der in diesem Sinne auf [a,b] stiickweise stetigen (Riemann-
integrierbar) Funktionen bilden offenbar einen Vektorraum, der mit Rla,b] bezeichnet

wird.

Bemerkung 7.1: Wir erinnern an die vollstindige Charakterisierung der Riemann-Inte-
grierbarkeit durch den Satz von Lebesgue: Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann
Riemann-integerierbar, wenn sie auf [a,b] beschrinkt und fast tberall, d. h. bis auf ei-
ne Nullmenge von Ausnahmestellen, stetig ist. Eine Menge M C R ist Nullmenge,
wenn sie durch endlich oder abzdhlbar unendlich viele Intervalle I, mit beliebig klei-
ner Gesamtlinge » . || < e iiberdeckbar ist. Jede endliche oder abzihlbar unendliche
Punktmenge (z. B. die Menge Q der rationalen Zahlen) ist Nullmenge; es gibt aber auch
iiberabzéhlbare Nullmengen (z. B. das ,,Cantorsche Diskontinuum®).

Fiir Funktionen f,g € Rla,b] ist auch das Produkt fg stiickweise stetig und damit
iiber [a,b] Riemann-integrierbar. Damit ist auf Rla,b] die ,Sesquilinearform

mm:/fm%mm

wohl definiert. Der Name ,,Sesquilinearform® rithrt von der Tatsache her, dass fiir beliebige
a, 8 e C gilt

(afi + Bfag) = (afr,9) + (Bf2,9) = a(fi,9) + B(f2 9), (7.1.1)
(f,ag1+ Bga) = (f,q1) + (f. Bg2) = alf. 1) + B(f. g2), (7.1.2)

was unmittelbar aus der Linearitiat des Riemann-Integrals folgt. Genauso ergeben sich die
,Symmetrieeigenschaft”

b b b
(r9)= [ fgdo= [ Foda= [ gfde=Ta.7) (7.1.3)

sowie die ,,Semi-Definitheit*

<ﬁﬁ=/Wﬂ@szo. (7.1.4)

Eine Sesquilinearform mit der Eigenschaft (7.1.3) wird im Fall K = C | hermitesch® und
im Fall K =R  symmetrisch genannt. Fiir Funktionen aus Rla,b] folgt, wie man sich
leicht iiberlegt, aus (f, f) = 0 notwendig f = 0. Auf R[a,b] besitzt die Sesquilinearform
(-,+) also die Eigenschaften eines sog. ,,Skalarprodukts®; dieses wird ,, L*-Skalarprodukt*“
(auf [a,b]) genannt.
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Lemma 7.1: Fiir ein Skalarprodukt (-,-) gilt die sog. ,Schwarzsche? Ungleichung®

\(f:9)I> < (£, ) (g,9)- (7.1.5)

Beweis: Im Fall ¢ =0 (d. h.: ¢ ist die Nullfunktion.) gilt trivialerweise
(f.9)I* =0=(f.f)(9,9)-
Sei nun g # 0. Fiir beliebiges o € K ist
0<(f+ag f+ag)=(f.f)+algf)+al(f,g) +aalgg).
Mit «:= —(f,9)(g,9)"" impliziert dies

0<(f )= (£,9)(9.9) (9. /)= (f,9)(9.9) " (f,9) + (f.9)(f.9)(9.9)""
= (fvf) - |(fvg)‘2(gvg)71

bzw.
0<(f./)g.9) = I(f,9)]*
Dies zeigt die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.
Durch die Setzung | f| := (f, f)*/? erhalten wir dann auf R[a,b] eine durch das

Skalarprodukt (-,-) induzierte ,Norm*, die sog. ,L?-Norm“ . Die Normeigenschaften,
Positivitdt, Homogenitdt und Subadditivitédt (Dreiecksungleichung) ergeben sich dabei
unmittelbar aus den Eigenschaften des Skalarprodukts:

Ifl=0 = (ff)=0 = [f=0,

1/2

lafll = (af,af)? = (la*(f, 1) = lad 1],

1/2

1f+all = (f+ 9. f+ 92 = (117 + (£9) + (9. /) + llg]I?)
< (IF17 + 211 gl + g 1?) ™ = A1+ gl

Mit Hilfe der Norm || - || ldsst sich die sog. ,, Konvergenz im Quadratischen Mittel“ (oder
kurz ,, L?-Konvergenz“) von Funktionen f, € R[a,b] gegen eine Funktion f € R[a,b]
erklédren:

fo—=2e f = Nfa—fll=0 (n— ).

Dies bedeutet, dass das quadratische Mittel der Abweichung zwischen f, und f gegen
Null geht, d. h.:

/\fn(:c)—f(a:)|2dx—>0 (n — o0).

2Hermann Schwarz (1843-1921): Deutscher Mathematiker; wirkte in Halle, Gottingen und Berlin;
leistete grundlegende Beitriige zur Funktionentheorie, Differentialgeometrie und Variationsrechnung.
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Aus der Abschitzung
b ) 1/2 Y
=11 = ([ 1hule) = F@)P ) < mus (o) = )] VB

sehen wir, dass die gleichméflige Konvergenz von f, gegen f auch ihre Konvergenz im
L2-Sinne impliziert. Die umgekehrte Aussage ist i. Allg. nicht richtig; eine L2-konvergente
Funktionenfolge muss nicht einmal punktweise konvergieren. Umgekehrt impliziert aber
die punktweise Konvergenz auch nicht automatisch die L?-Konvergenz (Ubungsaufgabe).
Analog zur L?-Norm ist auf Rla,b] fiir beliebiges p € [1,00) die sog. LP-Norm definiert

£l = (/b |f(:1:)|pda:)1/p.

Der zugehorigen Konvergenzbegriff ist die sog. LP-Konvergenz. Fiir p = 2 ergibt sich die
L2-Norm. Den Nachweis der Normeigenschaften, insbesondere der Dreicksungleichung,
verschieben wir auf spiter. Speziell fiir p = 1 erhalten wir die L'-Norm

b
I91= [ 1@l da,

fiir welche die Normeigenschaften direkt aus denen des Absolutbetrags folgen.

Beispiel 7.1: Die Folge der durch f,(z) := 2™, x € [—1,1], definierten Funktionen
fn € R[—1,1] konvergiert wegen

Il ||2=/1m2"da::2/1x2"dx:2332n+11< 2
" -t 0 2n+1 0~ 2n+1

im L%-Sinne gegen die Nullfunktion f = 0. Sie konvergiert aber offenbar wegen f,(1) =
1, n € N nicht punktweise gegen Null und wegen f,(—1) = (-1)",n € Nin z = —1
sogar iiberhaupt nicht. Trotzdem wiirde man die Funktion f,(z) = 2" fiir grofie n ,im
Mittel* als gute Approximation zu f(x) =0 ansehen.

-1 +

Abbildung 7.1: Eine im L?-Sinne aber nicht punktweise konvergente Funktionenfolge:
f(z) =2 fir n=1,2,3,4,19,20.
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Bemerkung 7.2: Wir hatten frither schon gesehen, dass der Raum Cfa,b] der auf dem
Intervall [a,b] stetigen Funktionen versehen mit der Maximumnorm

[fllo == max [f(z)|
z€la,b]

vollsténdig ist, d. h. dass in ihm jede Cauchy-Folge einen Limes hat. Damit wird Cla, b]
zu einem sog. ,Banach-Raum*® (& vollstindiger normierter Raum). Es stellt sich nun die
Frage, ob auch der Raum R[a,b] versehen mit der L?-Norm || - | vollstindig ist. Dies ist
aber nicht der Fall. Es gibt Cauchy-Folgen in Rla, b], die keinen Limes in R[a, b] haben.
Dies legt einen Vervollstéandigungsprozess iiber Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen na-
he (analog zur Konstruktion der reellen Zahlen R aus den rationalen Zahlen Q). Der
so entstehende vollstindige normierte Raum wird L?(a,b) genannt und als der ,Lebes-
guesche Hilbert-Raum* iiber [a, b] bezeichnet. Seine Elemente kénnen identifiziert werden
mit den auf (a,b) im Lebesgueschen Sinne quadratintegrablen Funktionen (= Lebesgue-
Intergral). Die ,,L2-Norm* ist daher auf diesem Raum zunichst nur eine ,Semi-Norm*
(nicht streng definit); sie wird zur Norm, wenn man alle Funktionen identifiziert, welche
sich hochstens auf einer Nullmenge unterscheiden. Wir haben dieses Problem fiir unstetige
Funktionen aus R[a,b] dadurch umgangen, dass die Werte an den Unstetigkeitsstellen als
Mittelwerte der rechts- und linksseitigen Grenzwerte festgelegt wurden.

Das L?-Skalarprodukt und die L2-Norm stehen zueinander dhnlich wie das euklidische
Skalarprodukt auf dem Vektorraum K" zur euklidischen Norm. Damit koénnen wir in
Rla,b] Geometrie betreiben, d. h. den geometrischen Begriff ,,Orthogonalitit® einfiihren.

Definition 7.2: Zwei Funktionen f,g € R[a,b] werden ,orthogonal® genannt, wenn gilt:

(f,9)=0. (7.1.6)

FEine Teilmenge S C Rla,b] heifit ,Orthogonalsystem*, wenn ihre Elemente paarweise
orthogonal sind.

Satz 7.1: Die trigonometrischen Funktionen
co(x) =1, cp(x):=cos(kx), s(z):=sin(lz) (k,1eN),

bilden bzgl. des L*-Skalarprodukts (-,-) ein Orthogonalsystem in R[0, 27 . Speziell gilt fiir
k,leN:

/O27T cx(x) do = /027T s(z) de = /027T ci(z)s(z) de =0, (7.1.7)
/027T cr(z)e(x) de = moy, /027T sp(x)si(x) de = moy, (7.1.8)

mit der Abkiirzung Oy =1 fir k =1 und 65 =0 fir k #1 (,Kronecker-Delta* oder
Kronecker-Symbol®).
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Beweis: Zunichst erhalten wir durch partielle Integration fiir £,/ € N:

2 2 1 o
=0, / si(z)de = —=¢(x)] =0.
0 0 l

/027T cp(z)de = %Sk(l‘) .

Analog ergeben sich die folgenden Beziehungen:

/0 ’ ex(2)si(x) de = %sk(x)sl(x) (2)77 - /0 ’ %sk(a:)lcl(x) dx, (7.1.9)
/o 7Tc,yc(ar)cl(gﬁ) dx = %sk(x)cl(m) ZW +/o ’ %sk(x)lsl(:p) dx (7.1.10)

27

2 1
0 +/0 caulw)le(x) da. (7.1.11)

/0 i sp(z)s)(z) de = —%ck(x)sl(m)

Die Randterme verschwinden alle wegen der 2m-Periodizidt von sg(z) und c(z). Fiir
k =1 folgern wir aus (7.1.9):

27 27
/ ek (@) sp(x) de = —/ cp(2)sy(z) dx,
0 0
sowie aus (7.1.10) und (7.1.11):
27 2w 27
/ cr(x)? de = / sp(z)?do = 27 — / cr(x)? de,
0 0 0
und damit wie behauptet
27 27 27
/ cp(x)sp(x) dz =0, / cr(w)? do = / sp(x)?dr = 7.
0 0 0
Fiir k #1 erhalten wir durch Kombination von (7.1.10) und (7.1.11):
27 2 2
/ ex()e(z) de = k_ll/ sp(z)s(x) de = k_QZQ/ cx()e(x) de,
0 0 0
und damit wie behauptet
2 27
/ cx()e(z) de = / sk(z)si(x) de = 0.
0 0
SchlieBlich ergibt nochmalige partielle Integration in (7.1.9):
27 27
/ ex(@)s(x) de = k_2l2/ cx(2)s(x) de,
0 0
und damit fiir & # [ die noch fehlende Aussage

/027T cx(x)si(z) dz = 0.

Q.E.D.
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7.2 Fourier-Entwicklung

Im Folgenden wollen wir die ,, Entwickelbarkeit“ periodischer Funktionen in Summen von
trigonometrischen Funktionen untersuchen. Wir erinnern daran, dass eine Funktion f :
R — K ,periodisch” heifit, mit Periode L > 0, wenn

flx+L)=f(zx), zeR.

Dann gilt natiirlich auch f(x+nL) = f(x), 2 € R fiir alle n € Z. Durch eine Variablen-
transformation kann jede L-periodische Funktion f(-) in eine 2m-periodische Funktion
F(-) tberfithrt werden und umgekehrt:

F(z) = f(%x), flz) = F(%x),
L L L
F(a:+27r):f(2 (x+27r)>:f<—x+L>:f<§x>:F(x).

o 2T

Wir werden uns daher im Folgenden auf die Betrachtung von 27-periodischen Funktio-
nen f : R — K beschranken. Wir sprechen dabei von einer ,,27-periodischen Funktion
f € R[0,27]“, wenn f auf [0,27] (und damit wegen der Periodizitit auf jedem endli-
chen Intervall) Riemann-Integrierbar ist. Wegen der geforderten Periodizitdt muss dann
f(0) = f(27) sein. In diesem Sinne kann jede Funktion f € R0, 27| gegebenenfalls durch
Abénderung der Funktionswerte in « = 0 oder & = 27 zu einer 2m-periodischen Funktion
f iR = K fortgesetzt werden. Thre Riemann-Interierbarkeit iiber [0, 2] bleibt davon
unberiihrt.

Beispiel 7.2: Zu der auf [0,27] definierten Funktion f(z):= 2 — m erhélt man durch
~ r—m, 0<az<2m,
flz) =
0, xz € {0,2n},
und anschliefende 2m-periodische Fortsetzung eine 2m-periodische Funktion f € RI0, 27]
(siche Abb. 7.2).

—4r 2T 27 47

Abbildung 7.2: Eine 27-periodische, unstetige Zackenfunktion.
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Spezielle 2r-periodische Funktionen sind die sog. , trigonometrischen Polynome*
To(z) = $ao + Z {ay, cos(kz) + by sin(kz)}.
k=1

Im Falle a,, # 0 oder b, # 0 spricht man von einem , trigonometrischen Polynom*® vom
Grad n. Aufgrund der Orthogonalitétsbezichungen (7.1.7) und (7.1.8) gilt, fiir I € Ny:

27 2T
/ T, (z) cos(lx) dx = %ao/ cos(lz) dx
0 0
27
0

n 2T
+ Z {ak/ cos(kx) cos(lz) dx +/ by sin(kx) cos(lx) dx}
k=1 0
27
= al/ cos(lz) cos(lx) de = am,
0
sowie fiir [ € N:

2T 2T
/ T, (z) sin(lz) dx = %ao/ sin(lx) dx
0 0
n 2T 27
+ Z {ak/ cos(kx) sin(lx) dx—l—/ by sin(kx) sin(lx) dx}
—1 0 0
27
= bl/ sin(lz) sin(lz) dx = by,
0

und wir erhalten die Beziehungen, fiir £ € N,

2 1 2 1 2
ag = f/ T (x)dr, a= —/ T, (z) cos(kx)dx, by = */ T,,(z) sin(kx) dz .
0 0 0

s ™ ™

Dies motiviert fiir eine beliebige Funktion f € R[0,2n] die Definition der zugehorigen
trigonometrischen Summe, sog. ,, Fourier-Summe*,

Ff(x) = tao + i {ay, cos(kz) + by sin(kz) } (7.2.12)

mit den Koeffizienten
1 27 1 2m 1 27
ag = f/ flx)dx, ap=— () cos(kx)dz by = — (x)sin(kx) dx .
™ Jo ™ Jo ™ Jo

Wegen der 27-Periodizitéit der Funkion f koénnen die zugehorigen Fourier-Koeffizienten
auch durch Integration iiber ein beliebiges anderes Intervall der Lange 27 berechnet
werden.

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit der Frage, in wie weit die formale Fourier-
Summe F/ einer Funktion f € Rla,b] diese fiir n — oo tatsiichlich approximiert.
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Es erweist sich als zweckméfig, diese Untersuchung unter Verwendung der komplexen
Schreibweise durchzufiihren. Mit Hilfe der Beziehungen (Man beachte i~! = —i.)

cos(z) = (" +e7), sin(z) = & (e —e™™) = =L (" — ) (7.2.13)

kann die Fourier-Summe

Ff=lag+ Z {ay, cos(kz) + by sin(kz) }
k=1

in eine sog. ,,Exponentialsumme® umgeschrieben werden:

n
f_1 1 ik 1 —ikr 1 ikx Q —ikx
Fy = 5a0 + {Eake + zae sbhe™ + sbre }

k=1
n n
= Lao+ Z (ay — iby)e T + Z (ap + iby)e e
=1 k=1
=co+ Z Ckeikx + Z C,keiikw _ Z Ckeikx
k=1 k=1 k=—n
mit den Koeflizienten
Co := 3ap, cp = g5(ap —iby), c_p = 3(ap +iby), k€N,
Wegen cos(kz) £ isin(kz) = e*** gilt auch
1 21 1 21

cx = f(@)(cos(kx) — isin(kx)) do = fxye*de, keZ. (7.2.14)

- om om

Definition 7.3 (Fourier-Reihe): Fiir eine Funktion f € R[0,2r] heifflen die Zahlen

1 27

Ck = o f(x)e ™ dx, ke,

Fourier-Koeffizienten® und die damit gebildeten Summen

LFourier-Summen®. Im Falle von deren Konvergenz fiir n — oo heifit der Limes

o0 n
= E cpe™® = lim E cpett?
n—oo
—0o0

k=—n

die ,Fourier-Reihe® der Funktion f.
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Lemma 7.2: Sei f € R[0,27| eine 2m-periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizi-
enten ¢, k € Z . Dann gilt fir alle n € N :

If = FIP = 112 =2 ) el (7.2.15)
k=—n
Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung eg(r) := €**. Mit dem oben eingefiihrten L%

Skalarprodukt (-,-) gilt (Ubungsaufgabe)

mo 2m, k=1,
(er,e) = / ekremile gy = { "
0 0, k#I

1

2T -
f( ) —ikx dr = % ; f(gj)eikx dr = %(fv ek)‘

und
1

o
Fir Ff =" cex folgt damit

Ck =

n

(FLED =Y alfien) =21 > aor =21 Y |l

k=—n k=—n k=—n
Ff Ff g E cxCi(eg, e) = 2w E |ex]?.
k=—n k=—1 k=—n

Mit diesen Identitaten erschliefen wir nun
If =FlP=(f=FEf—FE)=(f./)—(f.E) = (F[.f)+ (F[,F])

=|IflI* = 2= Z |ex|? — 2 Z lexl* + 27 D el

k=—n k=—n k=—n
n
= IfIP =27 > feal?,
k=—n
was zu zeigen war. Q.E.D.

Satz 7.2 (Besselsche Ungleichung): Sei f € R|[0,2x] eine 2w-periodische Funktion
mit den Fourier-Koeffizienten ¢y, k € Z . Dann konverghieren die Quadratsummen der
Fourier-Koeffizienten, und es gilt die sog. ,Besselsche® Ungleichung“:

21y " Jexf? = lim 27 > el < IIFIP- (7.2.16)
—0o0 k=—n

3Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846): Deutscher Astromom und Mathematiker; Direktor des Obser-
vatoriums in Kénigsberg und Mitglied der Berliner Akademie; grundlegende Beitréige zur mathematischen
Fehlerkorrektur bei astronomischen Beobachtungen und zur Sternpositionierung.
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Beweis: Die behauptete Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus der Abschétzung
2 Y el = 117 = If = FIP < II£11°
k=—n

durch Grenziibergang n — oo und Beachtung der Monotonie der Folge der Partialsum-
men Zzzin lex)? Q.E.D.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen die Fourier-Summen einer
periodischen Funktion f € R[0,2x] fiir n — oo im quadratischen Mittel gegen f kon-
vergiert. Nach Lemma 7.2 ist dies dquivalent zu der Beziehung

2 _ 9 2 _ 2
1717 = lim kg lex|* = 2 _§ [ (7.2.17)
Wir stellen zunéchst drei Hilfssatze bereit.

Lemma 7.3 (Riemannsches Lemma): Sei f : [a,b] = R eine stetig differenzierbare
Funktion. Fir z € [a,b] und s € R gilt dann:

Fy(x) ::/ fy)sin(sy)dy — 0 (|s| = o0), (7.2.18)
wobei die Konvergenz gleichmdf$ig fir x € [a,b] ist.

Beweis: Fiir s # 0 ergibt sich durch partielle Integration

Fa) = ~10 0 2 [ ) coslo)

S

Da f und f" auf [a,b] stetig sind, gibt es eine Konstante M > 0, so dass

fl <M, [f'(y)l <M, yclab]

Damit erhalten wir die Abschédtzung

2M  M(b—
|Fy(2)] < 2= + M7
s s
woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. Q.E.D.

Lemma 7.4: o) Auf jedem Intervall [§,2m — 6] mit § > 0 konvergiert die Reihe

. sin(kr) T—x
i Y 7.2.19

gleichmapsig.
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b) Die Reihe

2

i Cosgx) = (I ; ﬂ)z - % (7.2.20)

k=1

konvergiert gleichmdfig fir x € R. Insbesondere fir x =0 gilt:
- 1 7T2
— =— 7.2.21

Beweis: i) Wir benétigen die folgende Identitét:

n

1 sin((n + 1))
- kr) = ———22~ 7.2.22
2 - Z cos(kz) 2sin(sx) ( )
k=1 2
Zu ihrem Beweis rekapitulieren wir die Bezichungen
cos(kz) = (™ + ™), sin(kz) = L (e — e,
Damit gilt:
= + Z cos(kx) Z e'
k——n
Mit Hilfe der geometrischen Summenformel folgt
n 2n i i i
] ] ) 11— e(2n+l)m e—inT _ e(n+1)zw
ikr _ _—inx ix\k __ _—inx .
Ze =¢ Z(e)_e 1 — ez - 1 — ei
k=-n k=0
B e*i(n+l)m _ i(n+l)m B ei(nJr%)x _ e*i(n+%)m % B sin((n + %)JE)
= efli _ e?m - 2 6%’LI _ e*%l@ B SlIl(%.’L‘)
woraus sich die behauptete Identitét ergibt.
i) Wir beweisen nun die Beziehung (7.2.19). Fiir beliebiges x € (0,27) gilt
. sin(ky) | sin(kx)
(k) dy — — 7
| costi dy = T =
und folglich unter Verwendung von (7.2.22):
* sin((n + 1 —
sm / Zcos(ky)dyZ/ ((.712)34)6@_30 s
x . 2 81n(§y) 2
Die Funktion f(y):= isin(iy)~" ist auf dem Intervall [§, 27w — 4] stetig differenzierbar,

so dass nach Lemma 7.3 gilt:

@ 1 . 1
/7T m sin((n +3)y)dy — 0 (n — 00),
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wobei die Konvergenz gleichméBig fiir « € [, 2m — 6] ist. Dies impliziert (7.2.19).
iii) Wir beweisen schliefllich (7.2.20). Die Reihe

Flz) = Z cosk(;fx)

k=1

konvergiert offenbar nach dem Majorantenkriterium gleichméBig fiir alle € R und stellt
eine stetige Funktion dar. Die Reihe der zugehorigen Ableitungen

_isin(ka:) -7
ko2
k=1

konvergiert nach Teil a) fiir jedes § > 0 gleichméBig auf dem Intervall [§, 27 — 6]. Nach
dem Satz {iber die Vertauschbarkeit von Differentiation und Summation folgt fiir x €
(0,2m):

F'(z) = (z —m), F(x):i(aﬁ—ﬁ)Q—l—c

mit einer Konstante ¢ € R. Da F stetig ist, gilt dies auf ganz [0, 27]. Zur Bestimmung
der Konstante ¢ schreiben wir

2 2 2 o 7_[_3
/ F(:c)d.r:i/ (.’L‘*?T)zd.’E+/ cde =Lz —7)? +27rc:€+27rc.
0 0 0 0

Wegen
2T
/ cos(kx)dr =0, keN,
0

gilt dann nach dem Satz {iber die Vertauschbarkeit von Integration und Summation

m 2 K cos (k) L [ cos(kx)
F(x)dzr:/ de = / =0.

Also folgt ¢ = —m%/12, womit der Beweis vollstindig ist. Q.E.D.

Lemma 7.5: Sei f € R[0,2n] eine 2m-periodische Treppenfunktion. Dann konvergiert
die Fourier-Reihe FI wvon f im quadratischen Mittel gegen f .

Beweis: i) Wir betrachten zunichst den Fall einer Treppenfunktion mit nur einer Unste-

tigkeitsstelle a € (0,2m):
1, 0<z<a,

f(z):=40,5 2¢€{0,a},
0, a<uz<2m.
Fiir diese gilt offenbar || f||? = a. Ihre Fourier-Koeffizienten sind
i
- 27k

a 1 [ . 1
co = —, Ch e R dy =

_ —ika __ 1 k .
o 27 J, on(—ik) (e ) kA0

(e—ika _ 1)
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Fiir k # 0 gilt

7’<_Z) ika —ika 1 ika —ika
|Ck|2:4ﬂ.2k2(ek —1)(e § _1):W(1_ek —e +1)
1 (1 etk 4 e’ik“> 1 —cos(ka)
- 2m2k2 2 C 2n2k2

und somit unter Verwendung von Lemma 7.4, da cos(x) gerade ist:

n n 2 n

2 _ 2 2 2y @ 1 — cos(ka)

Z |kl _CO+Z{|C—k‘ + e} = H+ZW
k=—n k=1 k=1

a? 1 &1 1 Zn: cos(ka)

T TRlr e

L2
k=1 k=1

R a? l_i((ﬂ—a)Q_ﬂ'Q)ii

Tam? 6 w2\ 4 12/ 2w

Es ergibt sich also
oo 2m
2w 3 [l = o= [ I de = I

Nach Lemma 7.2 folgt hieraus die L>-Konvergenz der Fourier-Reihe:

If = ENP=1/1P =27 Y JeafP =0 (n— o0).

k=—n

ii) Sei nun f € R[0,27] eine beliebige 2m-periodische Treppenfunktion mit Sprungstellen
x; € (a,b), 1 = 1,...,m. Die dazu gehorenden ,einfachen“ Treppenfunktionen f;, €
Rla,b] mit einziger Sprungstelle a = z;, und Werten f(z) € {0,1} spannen dann einen
m-dimensionalen Unterraum von R[a,b] auf, der die Funktion f enthillt, d. h.: Es gibt
Konstanten aq,...,q,,, so dafl

m

flz) = Zakfk<x)7 x € [a,b].

Dies macht man sich mit einer einfachen geometrischen Uberlegung klar. Mit den n-ten
Fourier-Summen FJ und F/* gilt dann

Fl(z) = axF()

und folglich
If = Bl =13 anlfi = B
k=1

<D lawl i = B
k=1
Nach Teil (i) konvergiert die rechte Seite fiir n — oo gegen Null. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir das Hauptergebnis zur Fourier-Analyse peri-
odischer Funktionen beweisen.



7.2 Fourier-Entwicklung 237

Satz 7.3 (Vollstandigkeitsrelation): Sei f € R[0,2n] eine 2m-periodische Funktion.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe von [ im quadratischen Mittel gegen [, und mit
ihren Fourier-Koeffizienten ¢ gilt die sog. ,Vollstindigkeitsrelation® (auch ,Parseval-
sche* Gleichung® genannt)

2r 3 lal? = I (7.2.23)

Beweis: i) Da Realteil und Imaginérteil von f getrennt behandelt werden kénnen, kann
f 0.B.d.A. als reellwertig angenommen werden. Ferner erlaubt es der Ubergang von f zu
f(x) == f(z)/M mit M := SUP,e(o.2x) |/ ()| 0.B.d.A. anzunehmen, dass |f(x)] < 1 ist.
Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es zu beliebigem € > 0 2w-periodische Treppenfunktionen
Ve, e : R — R mit folgenden Eigenschaften:

—1<p. < f<y. <1, hax [Ve(7) — pe(z)| < —€".

Zur Konstruktion einer solchen EinschlieSlung gehen wir wie folgt vor: Nach Satz 4.1 ist
f auf jedem seiner Stetigkeitsintervalle auch gleichmdflig stetig. Sei I = [¢,d] C [0, 27]
ein solches Intervall. Es gibt dann zu beliebigem ¢ > 0 ein d. > 0, so dass gilt:

.2 €le,d], v —a| <6 = |f(x)— f(a')] < 3¢

Sei nun n € N so grof}, dal (d — ¢)/n < d.. Mit den Teilpunkten

T = cC+
erhalten wir so eine ,,dquidistante” Unterteilung des Intervalls [c, d]:
c=xg< 11 <...<Tp_1<xT, =4,

mit |z —x,_1| < J. . Dazu definieren wir nun zwei Treppenfunktionen ., ¥, : [¢,d] = R
durch die Setzung

o(z) ==f{f(z)| zp_1 <z <z} > —1,

Tp—1 < T < Tg :
P(x) = sup{f(x)|zp_1 < x < a3} <1,

mit der iiblichen Mittelwertsvorgabe in den Sprungpunkten xj . Fiir diese gilt dann kon-
struktionsgeméB ¢.(z) < f(z) < Y.(z) in allen x € [c,d]. Wegen der Stetigkeit der Fort-
setzung von f auf [c,d] existieren in jedem der abgeschlossenen Teilintervalle [z;_1, 2]
Punkte &, np mit

[(&) = inf{f(z): 21 <2 < 21}, fon) =sup{f(x): 211 <z < 21}

4Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten iiber partielle
Differentialgleichungen der Physik (nur fiinf mathematische Publikationen); bekannt durch die nach ihm
benannte Gleichung, die er aber ohne Beweis und Bezug zu Fourier-Reihen angegeben hat.
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Nach Wahl von 4. gilt daher fiir x € [z)_1, 2):
|pe(@) = Ye(2)] = | F(&) — Fom)] < [f(&) — F@)] +1f(2) = Fim)] < 36 + 36 = €.

Durchfithrung dieser Konstruktion auf den (endlich vielen) Stetigkeitsintervallen von f
liefert Treppenfunktionsstiicke, die zusammengesetzt die gewiinschte EinschlieSung bilden
(nach geeigneter Umdefinition von ¢).

ii) Mit den obigen Bezeichnungen gilt nun fir g :== f — ¢.:

|g|2 = |f - 995|2 < |¢6 - ‘Pe|2 < (|¢5| + |€06D(w5 - 4,05) < 2(7/)5 - 905),

d. h.:
4, &

| @k <2 [7 @i - ey < e < T

™

Mit den zugehorigen n-ten Fourier-Summen FJ, F#e und F¢ gilt dann FJ = F9+ F= .
Nach Lemma 7.5 gibt es nun ein n. € N, so dass

9
A T

Weiter ist nach Lemma 7.2

no

3
lg - F2I < llgl* < 5

Daher gilt fiir alle n > n,:

3 3
If = FI| < llge — Fg| +llg— F| < =+ = =¢,

2 2

Die Fourier-Reihe konvergiert also im L?-Sinne gegen f . Dies bedeutet nach Lemma 7.2
auch, dass aus der Besselschen Ungleichung eine Gleichung wird. Q.E.D.
Beispiel 7.3: Wir betrachten die durch

f(a) 1, O0<z<m,

= -1, 7m<ux<2m,

definierte 2m-periodische Funktion f:R — R.

JR— 1 I JR—

x
—3m -7 T 37
—_— -1

Abbildung 7.3: Eine 27-periodische Treppenfunktion.
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Wir wollen die Fourier-Reihe in der , komplexen“ Form

00
_ E Ckezk:m
—00

bestimmen. Die zugehorigen Fourier-Koeffizienten sind

00:217T(/07rdx—/:ﬂd:v>=0
und

o i " —ikx o —ikx o 1 —ikx —zk:z 2y 1 —ikm
Ck_27r</0 ‘ dm_/ﬂ ‘ dm)__Qm'kz( o= 1) =~ (e =),

d. h.: ¢y =0 fiir gerades k& und ¢ = % fiir ungerades k. Folglich ist die Fourier-Reihe
von f gegeben durch

9 i ci2k—z _ e*i(%*l)m 4 & sin((2k — 1) )
2k —1 ™ 2k —1 '

i
k=1

Man beachte, dass an den Unstetigkeitsstellen @ = kr die Fourier-Summen jeweils den
Mittelwert approximieren:

lim F/(r) =0.

n—oo
Dabei scheint der Approximationsfehler bei Anndherung an die Unstetigkeitsstellen fiir

n — oo nicht gegen Null zu gehen; dies wird ,,Gibbs’sches® Phéinomen“ genannt. Die obige
Fourier-Reihe konvergiert punktweise gegen die Funktion f, aber nicht gleichméfig.

1 Ve
WAIN

- I WW/

Abbildung 7.4: Fourier-Summen Flf(:c'), Fz{(x), F5f(x), F7f(x) und FQf1 (x).

5Josiah Willard Gibbs (1839-1903): US-amerikanischer Mathematiker; Prof. an der Yale-University in
New Haven; Mitbegriinder der Vektorrechnung und statistischen Mechanik.
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Definition 7.4: Eine Funktion f :R — R heifit ,gerade®, wenn f(—x) = f(x), und
sungerade”, wenn f(—x) = —f(x).

Typische Beispiele von geraden bzw. ungeraden Funktionen sind die trigonometrischen
Funktionen; fiir jedes k € N sind cos(kz) gerade und sin(kx) ungerade.

Beispiel 7.4: Wir betrachten die stetige, periodische Funktion f:R — R mit

1
f@) = sm—x, O0<z<m,
l’—%ﬂ', T <x <27,
i
x
=27 N\, s o
-7

Abbildung 7.5: Eine stetige Zickzack-Funktion.

Diesmal wollen wir die Fourier-Reihe in der ,,reellen Form

1 oo
FI(z) = 500+ Z {ay cos(kz) + by sin(kx) }
k=1

bestimmen. Da die Funktion f geradeist, d.h. f(z) = f(—z), sind die Fourier-Koeffizien-
ten by =0 (Ubungsaufgabe). Weiter ist

1 T 1 2
ay = f/ (37 — x) cos(kz) dx + — / (z — 27) cos(kz) dz.
T Jo ™ Jr

Offenbar ist ay = 0 (geometrische Uberlegung), und fir & € N ergibt sich mittels
partieller Integration

1 1 (" .
ag = 7rk( T— ) sm(kx) + 7rk/0 sin(kx) dz
+ i(3: —37) sin(k:z:) oL /27T sin(kx) dx
7k 2 7k J,
1 m 2
= COb(kx)‘ + ? cos(kx) )
1 1
= —W(Cos(lm) — cos(0)) + W(cos(k?w) — cos(km))
2 2 .
= (1 — cos(km)) = @(1 —(=1)").
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Also ist ap = 0 fiir gerades k, und wir erhalten

4 X cos((2k — 1)z
Ffi(“””):}; ((z(k—nz) .

Da die Reihe
o0
1
>3
k=1
konvergiert, konvergiert die Fourier-Reihe gleichméflig gegen die Funktion f.

Beispiel 7.5: Wir betrachten die unstetige, periodische Funktion f: R — R vom An-

fang dieses Kapitels:
r—m, 0<z<2m,

fle) = {0, z € {0,27},

— 4 -2 27 4

Abbildung 7.6: Eine 27-periodische, unstetige Zackenfunktion.

In der zugehorigen Fourier-Reihe

FI(z) = %ao + Z {ay, cos(kz) + by sin(kz) }
k=1

ist a, =0, da f ungerade ist, i.e., f(z) = —f(—x) (Ubungsaufgabe). Weiter ist

1 27
by = f/ (x — ) sin(kz) dx
T Jo
1 o 1 27
=——(x —m)cos(kx)| + —/ cos(kx) dx
wk o 7k J

1 2
= fﬁ(ﬂ cos(k2m) + 7 cos(0)) = %
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und folglich

Ff (2) = _22 singgkm).

Diese Fourier-Reihe konvergiert punktweise gegen die Funktion f, aber nicht gleichméBig
(s. Lemma 7.4).

Bemerkung 7.3: Die Konvergenzfrage der Fourier-Reihe scheint mit dem obigen allge-
meinen Satz 7.3 im Wesentlichen erledigt. Dies ist aber nicht der Fall. Die Konvergenz
im quadratischen Mittel impliziert, wie obiges Beispiel gezeigt hat, nicht notwendig auch
die gleichméfige oder punktweise Konvergenz. Im 19. Jahrhundert spielte das Problem
der punktweisen Konvergenz der Fourier-Reihe, d. h. der Darstellbarkeit einer Funktion
durch ihre Fourier-Reihe (analog zur Darstellbarkeit einer Funktion durch ihre Taylor-
Reihe) eine wichtige Rolle. Im Jahre 1871 konstruierte Du Bois-Reymond® eine stetige
2m-periodische Funktion, deren Fourier-Reihe in einem Punkt nicht einmal konvergiert.
Allein die Stetigkeit der darzustellenden Funktion geniigt also nicht.

Bemerkung 7.4: Aus der folgenden Abschétzung fiir die Fourier-Summen einer Funkti-

on f € R[0,27],
> ack < Y fal.
k=—n

k=—n
entnehmen wir, dass die Fourier-Reihe absolut und gleichméBig auf [0,27] (gegen eine
stetige Funktion) konvergiert, wenn fiir die Fourier-Koeffizienten gilt

> lex] < 0. (7.2.24)

k€EZ

Wir werden dieses handliche Kriterium unten noch ausnutzen. Leider bedeutet es fiir
viele interessante Félle eine zu starke Einschrankung, da sich die Fourier-Koeffizienten
héufig gerade wie |cx| &~ 1/k (harmonische Reihe!) verhalten. Meistens haben die Fourier-
Koefhizienten oszillierendes Vorzeichen, so dass die Fourier-Reihe zwar einfach konvergiert
aber nicht absolut. In diesem Fall ist zu beachten, was , Konvergenz“ bedeutet: Aus der
Konvergenz der Partialsummenfolge > )_  ay fiir n — oo folgt zwar die Konvergenz von
> r_olar + a_y) aber nicht notwendig die der Einzelsummen ) jap und Y )  a_.
Dies zeigt das Beispiel mit a; := k. Die Konvergenz beider Teilreihen erst macht die
Schreibweise Y™ a; sinnvoll. Erst unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktion f
erhélt man Abschétzungen fiir ihre Fourier-Koeffizienten ¢, aus denen man die absolute
und gleichméfige Konvergenz erschlieflen kann.

Satz 7.4: Sei f € R[0,2w| eine 2mw-periodische Funktion, die in [0,27] bis auf end-
lich viele Ausnahmestellen x;, j =1,...,m, differenzierbar ist mit stickweise definierter

6Paul Du Bois-Reymond (1831-1889): Deutscher Mathematiker; Prof. in Freiburg i. Br. und Tiibingen;
Beitriige zur Fourier-Analysis und der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.
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Ableitung f' € Rla,b] . Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f auf ganz [0,27] punkt-
weise gegen [, und gleichmdf$ig auf jedem abgeschlossenen Teilintervall, auf dem f stetig
ist. Insbesondere gilt in jeder der Ausnahmestellen & = x; :

fE) + F(&4)

Fl€) — ; (n — o0), (7.2.25)

mit den links- und rechtsseitigen Grenzwerten f(&-) = limpjo f(§ —h) und f(§y) =
limy, 0 f(§+H).

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir die zwei Hauptaussagen des Satzes und verweisen
fiir den Rest auf die einschligige Literatur.

i) Wir nehmen zunéchst an, dass die Funktion f stetig ist. Auf den Teilintervallen
[zjo1,25], 7 =1,...,m, (g :== 0, &, :== 2m) hat f gemiB Voraussetzung stetige Ab-
leitungen, die mit f; bezeichnet seien. Bezeichne fre Rla,b] die aus diesen Ablei-
tungsstiicken zusammengesetzte, 2w-periodische Funktion:

fl|[xj—1afﬂj] = fJ/
Fiir die Fourier-Koeffizienten ~; von f’ gilt nach der Besselschen Ungleichung
2m el < IIFI1”

Weiter gilt fiir die Fourier-Koeffizienten ¢, von f fiir k£ #0:

1 —ikx _ i - I —ikx
Ck*% f() dx%;/wjlf(x)e dz.

Durch partielle Integration erhalten wir fiir die einzelnen Integrale:

/%‘ f(z)e ™ dy = /%‘ f(z)cos(kx) dx — i N f(:C) sin(kz) dx
i1 1zj_1 T,

/ fi(x) sin(kx) dx

- f/ fi(x) cos(kx) dx

/ f]c 7zkz dr.

Damit ergibt sich unter Ausnutzung der Stetigkeit und Periodizitdt von f:

= Ef(x) sin(kx)

1
—l—%f( x) cos(kx)

i 7’l$
= %f(x) *

,L ko g _ L
o f( Je " dax V-

Cp = L
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Mit Hilfe der Ungleichung |af| < §|a|? + §|8|* folgt weiter
> Iem 1l 1K,
;kk‘gi_mﬁ_"g;hk' < 0.

Die Fourier-Reihe F{ von f konvergiert also absolut und gleichméifig gegen eine stetige
Funktion g. Da dies auch die Konvergenz im L?-Sinne impliziert gilt || f —g|| = 0, woraus
wegen der Stetigkeit von f und ¢ auch f =g folgt.

ii) Wir betrachten nun noch den Fall, dass die Funktion f Unstetigkeitstellen hat.
O.B.d.A. habe f genau eine, mit & € [0,27) bezeichnete Unstetigkeitsstelle. Wir ver-
wenden die durch

r—m 0<a<2m, > sin(kx)
x) = — _22 ’
#(@) { 0, r € 40,27}, } k

k=1

definierte stiickweise differenzierbare, 2r-periodische Funktion. Sie hat die Werte ¢(04) =
Fr, und fiir ihre Fourier-Reihe gilt offenbar F2(0) = 0. Die durch

fE&) = f(&)

o(e) = fla) + 15

oz —¢§)
definierte (stiickweise differenzierbare) Funktion ¢ ist auch stetig in &:

f(€+)2—ﬁf(él) olEr — ) = f(Ex) + f(§+)2—7rf(él)

9(&+) = f(&s) +
f(&) + w (Frm) = f(&1) F M

_ 2E) FAED) EFE) _ fE) + f(E)

2 2

¢(0)

Somit ist nach Teil (i) ¢g gleichméBiger Limes seiner Fourier-Reihe. Insbesondere gilt also

F&) + F(E-) o f&) + F(E)

FL(€) = F%(&) - o 2(0) = g(&) = 5 ;

was den Beweis vervollstiandigt. Q.E.D.

Zur genaueren Analyse des oben schon beschriebenen Gibbs-Phénomens betrachten
wir wieder die Fourier-Entwicklung der durch
-1, —7m<x<0,
f(x):=<0, ze€{-m0,7},
1, O<z<m,
2m-periodischen Funktion f € R[0,2n]. Die Fourier-Koeffizienten dieser Funktion wuden
bereits berechnet:
21— (=1)*

ar, =0, k€ Np, bk:; 2 )
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Die zugehérigen Fourier-Summen haben damit die Gestalt:

. sin(3z) sin((2n—1)x)\ 4 = sin((2k—1)z)
Fanfl(a:) = ;(sm(x)—!— 3 —|—...+T) — —

k=1

Wir interessieren uns fiir das Verhalten dieser Summen in der Umgebung von z = 0. Zur
Bestimmung ihrer Maximalwerte berechnen wir ihre Ableitung;:

d 4
—F, o (x)==) 2k—1)x).
T Fon(®) 72 cos((2k—1)x)

Mit Hilfe der Beziehung
2sin(nx) cos(mx) = sin(n — m)x + sin(n +m)x, n,m €N,

folgt

Wsin(m)%Fan_l(x) =4 Z sin(x) cos((2k—1)z) = 2 Z {sin(2 — 2k)z + sin(2kz) }

=2 Z { —sin(2k — 2)z) + sin(2kz) } = 2sin(2nz).

Die Extremalstellen von Fj, _, sind also gegeben durch 2nz = 4, £27, ..., +(2n— 1) .
Da die Funktion f ungerade ist, beschréanken wir uns auf die Betrachtung ihres Verhaltens

rechts von z =0 mit dem nahesten Extremalpunkt z = 7-. An dieser Stelle ist

4 ~sin((2k—1) %)
Ff [ n
27171(271) 7'['2 2k__1
k=1
Dies kann interpretiert werden als eine Riemannsche Summe fiir die Funktion F(z) =
sin(z)/x zur Zerlegung {kw/n, k=1,...,n} von [0,7]:

- 4 s sin((2k—1) %)
BB =2l =g

ZQ(WZn:SHIQ(:;}Zﬂ) —>2/07T sin() dr (n — o).

T™\Nn ™ xT
k=1 2n

Durch Taylor-Entwicklung von sin(z) folgt

2 (7 sin(x) 2 7l 78
2 dr=2-"_ 4+ _ =118,
71'/0 z 9 300 17600

Dies bedeutet, dass in der vorliegenden Situation fiir die Fourier-Reihe in der Umgebung
der Unstetigkeitsstelle z = 0 gilt

lim sup Fan_l(%) =1,18...,

z—04

was die Existenz des ,,Gibbs-Phidnomens* belegt.
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7.3 Ubungen

Ubung 7.1 (Aufgabe zum komplex-wertigen Integral): Komplexwertige Funktio-
nen f:[a,b] = C sind Riemann-integrierbar, wenn ihre Real- und Imaginérteile es sind,
und es wird gesetzt:

/abf(f):) dx = /ﬂb Ref(x)dx +i/ab1mf(x) da.

Man verifiziere die Beziehung
b b
/ fx)de = / f(z)dx.

Ubung 7.2 (Aufgabe zu den Konvergenzbegriffen): Man rekapituliere die Eigen-
schaften ,, punktweise konvergent®, ., gleichméfig konvergent* und , konvergent im quadra-
tischen Mittel“ fiir Folgen von Funktionen f, € R[a,b], n € N (Was bedeutet R[a,b] und
wie unterscheidet sich dieser Funktionenraum vom Cf[a,b] 7). Man bestimme die punkt-
weisen Grenzwerte der beiden durch

a) fo(z):=sin(iz), ze€[-m 7], b) fulz):=nz(l—2x)", z€][0,1],

definierten Funktionenfolgen (f,)nen . Liegt auch gleichméBige Konvergenz oder Konver-
genz im quadratischen Mittel vor? Man zeige durch weitere Beispiele, dass tatsdchlich
keiner dieser drei Konvergenzbegriffe dquivalent zu einem der anderen ist.

Ubung 7.3 (Aufgabe zur Konvergenz im quadratischen Mittel): Man iiberlege,
ob die folgenden Funktionenfolgen auf dem Intervall [0,27] im quadratischen Mittel kon-
vergieren und bestimme gegebenenfalls ihren Limes:

0) fule)i=cos(la), b)) fula)i= (@ kD)7

Ubung 7.4 (Aufgabe zur Konvergenz im quadratischen Mittel): Man rekapitu-
liere die Gestalt der L?-Norm und der L'-Norm auf dem Funktionenraum R[a,b]. Man
untersuche, ob die folgenden Funktionenfolgen auf dem Intervall [0, 1] bzgl. der L?-Norm,
d. h. im quadratischen Mittel, konvergieren und bestimme gegebenenfalls ihren Limes:

Jz

i) faz) i=sin(3m+ 2z), i) fo(z) = @t Ly

Wie steht es mit ihrer Konvergenz bzgl. der L'-Norm?
Ubung 7.5 (Aufgabe zum Orthogonalsystem): Man zeige die Beziehungen

1 T .
7/ M dy = 6y, k1 €N,
2m

-

mit dem sog. Kronecker-Delta & := 0 fiir k # | und dg, := 1. (Hinweis: Man erinnere
sich an die Eulersche Formel und die Eigenschaften der Sinus- und Cosinus-Funktionen.)
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Ubung 7.6 (Aufgabe zur Fourier-Entwicklung): Eine Funktion f:R — R ist ,ge-
rade* im Falle f(—xz) = f(z) und ,ungerade“ im Falle f(—z) = —f(x). Man zeige,
dass die Fourier-Entwicklungen gerader bzw. ungerader Funktionen f die folgende Form
haben:

1 o0 o0
FI(z) = 00 + Z ay, cos(kx) bzw. FI(z) = Z by sin(kx).
k=1 k=1

Ubung 7.7 (Aufgabe zur konkreten Fourier-Entwicklung): Man bestimme die
Fourier-Reihe der durch
fl@)=la|, —m<z<m

gegebenen 2m-periodischen Funktion f: R — R. Konvergiert die Fourier-Reihe gegen die
Funktion f, und in welchen Punkten stellt sie die Funktion dar?

Ubung 7.8 (Aufgabe zur konkreten Fourier-Entwicklung): a) Man gebe die all-
gemeine (reelle) Form der Fourier-Reihe einer 27-periodischen Funktion f:R — R und
die Formeln fiir ihre Koeffizienten an.

b) Eine Funktion f : R — R heifit ,gerade* im Falle f(—z) = f(z) und ,ungerade®
im Falle f(—xz) = —f(z). Man zeige, dass fiir die Fourier-Entwicklungen gerader bzw.
ungerader Funktionen f die folgenden speziellen Formen haben:

1 S L
Fl(z) = J00 + Z ay, cos(kx) bzw. Fl(z) = Z by sin(kx).
k=1 k=1
¢) Man bestimme die Fourier-Reihe der durch
r, x€(—m,m),
xT) =
/(@) { 0, x=4=m,

definierten 27-periodischen Funktion f : R — R. In welchem Sinne konvergiert diese
Fourier-Reihe und wo stellt sie die Funktion dar?

Ubung 7.9 (Aufgabe zu konkreten Fourier-Reihen): Man zeige, dass
a) durch

(1) folz) = i cos}iifx) = nggozn: cos]iifx)’ z € [0,27],
k=1 k=1

(ii) filz) =" Cosk(fx) = lim Y Cosk(f"””), z € [0,2q],
k=1 k=1

2m-periodische, gerade Funktionen in R[0, 27] erklirt sind,
b) diese Funktionen auf (0,27) stetig differenzierbar sind, und

¢) mit ihrern Fourier-Reihen tibereinstimmt.
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Ubung 7.10 (Aufgabe zum Riemannschen Lemma): Das Riemannsche Lemma aus
der Vorlesung besagt speziell, dass fiir jede Funktion f € C'[0,27] gilt:

2w
(1) (x)sin(kx)dz — 0 (k — o0).
0
a) Man zeige, dass fiir f € C'[0,2n] auch gilt:

(i7) i ’ (z)cos(kx)dr — 0 (k — o0).

b) Man begriinde, dass (i) und (ii) sogar allgemein fiir Funktionen f € R[0,27] gelten.

Ubung 7.11 (Aufgabe zur konkreten Fourier-Entwicklung): a) Man bestimme die
Fourier-Reihe der durch

e, x € (0,2m),
f(.I') = { l( 2m 1
s(e+1), ze{0,2n},

2m-periodischen Funktion f € R[0,27] in reller und komplexer Darstellung:

(1) flz) = % + kzn; a cos(kx) + an; besin(kx), x €0, 27],

(i1) flx)= che““', x € [0, 27].

—00

b) In welchem Sinne konvergieren diese Reihendarstellungen?

Ubung 7.12 (Aufgabe zur Konvergenz der Fourier-Entwicklung): Der Satz der
Vorlesung zur punktweisen Konvergenz der Fourier-Entwick- lung besagt: Sei f € R[0, 27]
eine 2m-periodische Funktion, die in [0,27] bis auf endlich viele Ausnahmestellen x;, j =
1,...,m, differenzierbar ist mit stickweise definierter Ableitung f’ € Rla,b]. Dann kon-
vergiert die Fourier-Reihe von [ auf ganz [0,27] punktweise gegen [, und gleichmdfig
auf jedem abgeschlossenen Teilintervall, auf dem f stetig ist. Insbesondere gilt in jeder
der Ausnahmestellen £ ==z, :

Fi(g) - 161+ 16)

mit den links- und rechtsseitigen Grenzwerten f(&-) = limpyjo f(§ —h) und f(§y) =
hnlhw f(f + h) .

a) Man begriinde, dass fiir eine unstetige Funktion f € R[0,2n] die Konvergenz der
Fourier-Reihe

(n — o0),

— lim F7 . 00N N -
f= lim Fy, Fl(z) = 5 T kz_;ak cos(kx) + ;bk sin(kx),
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nicht gleichmifig sein kann. Ist dies auch fiir jede Teilfolge so?

b) Man leite hieraus ab, dass es insbesondere in der Umgebung einer Unstetigkeitsstelle
& € (0,2m) stets Punkte x, € (0,27) geben muss, so dass

o = €[ =0 (n—00),  |f(wn) = Fl(2a)| = e >0,

gilt mit einer Konstante c¢ > 0. Dies ist das sog. ,,Gibbs’sche® Phénomen.






A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Lésungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Ubungs-
aufgaben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um , Musterlosungen“ mit voll-
stindig ausformuliertem Losungsweg, sondern meist nur um ,, Losungsansitze® in knapper
Form.

A.1 Kapitel 1

Losung A.1.1: a) AN B = {3,10}, AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, A\ B =
{1,2,5,6,7,8} .

b) ANB={neN|5<n<100}, AUB=N, A\B={neN|n<5}.

c) ANB=A\{2}, AUB=BU{2}, A\ B={2}.

Losung A.1.2: 3a€Q Vn,eN dn>n,: n<a.

Losung A.1.3: Wir zeigen, dass die Negation der Behauptung zu einem Widerspruch
fiihrt. Diese besagt, dass es ein ungerades n € N gibt, fiir das n? gerade ist. Sei also
n=2m-—1und n* = (2m — 1) = 4m? — 4m + 1 gerade. Dann miisste aber auch
1 =n? — 4m? + 4m gerade sein, was nicht richtig ist.

Losung A.1.4: Fiir n=1,d. h. A= {a}, ist wegen P(A) = {0, A} und #P(A) =
2 = 2! die Behauptung richtig. Sei sie nun als richtig angenommen fiir ein n € N. Dann
ist fiir A1 = {ay,...,an,any1}

P(A,1) =P(A,) U{BU{an1}, BEP(A,)}
und folglich #P (A1) =2 #P(A,) = 2",
Lésung A.1.5: 1. Injektiv wegen n? = m?* = n*—m? = (n+m)(n—m) =0 =
n —m = 0, aber offenbar nicht surjektiv;

2. Nicht injektiv aber surjektiv;
3. Injektiv und surjektiv, d. h. bijektiv.

Lésung A.1.6: a) Die Induktionsverankerung ist offensichtlich gegegen. Als Induktions-
annahme sei die Formel nun giiltig fiir ein n € N. Dann ist sie auch richtig fiir n+ 1:

n+1 n 2

1 M + 2 1)(n+2
D k= k+n+1:@+n+1:” J”“QL n+2_(n+ )2(”+ ).
k=1 k=1

251
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b) Fiir n =1 ist die Behauptung wegen 1 = @ richtig. Sei die Behauptung nun richtig

fiir ein m» € N. Dann gilt die Behauptung auch fir n+41:

nZk2:Zk2 (n+ 1) n(n+1)(2n+1)+(n+1)2

6
_ n(n+1)(2n+ 1) +6(n+1)° _ (n+1)(n(2n+1)+6(n+ 1))
6 6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
G :

¢) Ein Blick in den Text liefert die Formel

Zk3 ( n+1)> ’

die offensichtlich fiir n = 1 richtig ist. Der Schritt von n nach n+1 im Induktionsbeweis
lautet dann

n+1

Z Z’fd +(n+1)° (@)24—(714—1)3
= (n+1+ (2)2> (n+1)%= (W)z

Losung A.1.7: a) Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A ist eine Beziehung zwi-
schen ihren Elementen, in Symbolen a ~ b, mit den folgenden Eigenschaften:

Fiir je zwel a,b € A gilt entweder a ~ b oder a #b. (Relation)
a~a (Reflexivitét)

a~b = b~a (Symmetrie)

=W =

ar~b b~ce = a~c (Transitivitit).

Mit Hilfe einer Aquivalenzrelation lassen sich die Elemente einer Menge A in sog. Aqui-
valenzklassen einteilen:

[a] :={be Al b~ a}.

Das (zufillig gewiihlte) erzeugende Element a wird dann als ein ,,Repriasentant® der Aqui-
valenzklasse [a] bezeichnet.

b) Die gegebene Beziehung ist offensichtlich eine , Relation“ mit den Eigenschaften:
i) Reflexivitdat: rs=rs;

ii) Symmetrie: rs' =r's = r's=rg¢;

iti) Transitivitdt: rs’ =r's, r's”" =1"4,

s'(r'"s) = (s'r")s = (1's")s = " (r's) = §"(rs') = §'(s"r) = r's=s"r.

Sie ist also eine Aquivalenzreation.
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¢) Die Menge der zugehorigen Aquivalenzklassen kann mit der Menge Q der rationalen
Zahlen identifiziert werden. Jeder solchen Aquivalenzklasse [{r,s}] kann z. B. als ,Re-
prasentant® {rg, so} zugeordnet werden, wobei der Bruch ry/sy jeweils durch maximales
Kiirzen aus r/s entsteht.

Losung A.1.8: a) Der Widerspruchsbeweis beginnt mit der (zu widerlegenden) Annah-
me, dass es nur endlich viele Primzahlen gibt. Diese seien ihrer Grofle nach nummeriert:
D1, D2, - .., PN - Jenseits der grofiten Primzahl py soll es also nach Annahme keine weitere
Primzahl geben. Wir betrachten nun die Zahl

N
pr:Hpn+1=p1-pz--.~-pN+1-

n=1

Wegen pr > 2 (k=1,...,N — 1), ist sicherlich p > py . Ferner kann p wegen

nicht durch irgend eine der N Primzahlen p, teilbar sein. Da sich jede natiirliche Zahl
als Produkt von Primzahlen darstellen lasst, kann p also durch keine natiirliche Zahl
aufler 1 und sich selbst teilbar sein und muss folglich selbst prim sein. Dies ist aber ein
Widerspruch zur Annahme, dass py die grofite Primzahl ist.

b) Angenommen eine Primzahl p hitte eine rationale Wurzel \/p = r/s (r € Z und

s € N teilerfrei). Dann wére

r? = ps?.

Folglich ist 72 und damit auch r durch p teilbar. Also ist r? durch p? teilbar. Dies
impliziert aber, dass auch s durch p teilbar ist, was wiederum die Teilbarkeit von s
durch p impliziert im Widerspruch zur angenommenen Teilerfremdheit von r und s.

Lésung A.1.9: a) Die Produktmengen sind definiert durch
Nx N:={{n,m}|n,m e N}, NxNxN:={{n,m,p}|n,m,pe N}
b) Die wie folgt definierten Abbildungen

1= {1,1}, 2= {2,1}, 3= {1,2}, 4 = {2,2}, 5= {3,1}, 6 — {3,2}, 7— {3,3}, ...
1= {1,1,1}, 2> {2,1,1}, 3= {1,2,1}, 4 = {1,1,2}, 5 = {2,2,1}, 6 — {2,1,2}, ...

sind injektiv und surjektiv (Veranschaulichung anhand von Skizzen).

Losung A.1.10: Es werden zunédchst 6 Zahlen und danach als 7. die Zusatzzahl gezo-
gen. Die Anzahl der Moglichkeiten, 6 verschiedene Zahlen (in beliebiger Reihenfolge) aus
49 Zahlen zu ziehen, ist (nach Text) (469) . Damit ein Tip von 6 Zahlen der Gewinnstufe
,»D Richtige mit Zusatzzahl“ angehort, muss irgendeine der getippten 6 Zahlen gleich der
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Zusatzzahl sein, und die verbleibenden 5 miissen in irgend einer Reihenfolge unter den
6 als erste gezogenen Zahlen vorkommen. Dafiir gibt es dann (g) Moglichkeiten. Also ist
die Chance fiir diesen Tip

6

() 6

() 7 13.983.816°

Losung A.1.11: Der Beweis ist durch vollstdndige Induktion nach % bei festem n.
i) Zunéchst wird gezeigt, dass die Behauptung richtig ist fiir ein Glied a; sowie fiir zwei

Glieder aq,as. Es ist
nonbo n
al = —al = —ayt.
n! ;!

vi=n
Weiter ist |
n!
n __ 14N %)
(a1 + a2)" = E paytay’.
120 %%
v1+rvo=n

Die Richtigkeit der binomischen Formel wird angenommen. Es gilt also:

n n n
(a1 —+ a2)n — a? —+ <1)a?1a2 —+ <2> CLT72(L§ + ...+ <n B 1> (1,10,;71 4 ag.

Dies lasst sich in der folgenden Form schreiben:

n!
1,02
Z PR
4%

v1+vo=n

wobei n!/(v1!s!) den jeweiligen Koeffizienten der Summanden entspricht. Daraus folgt
die Richtigkeit der Behauptung fiir zwei Glieder aq,as:

n!
n 1% 1%
(ay + a2)" = g ] altas?.
v1+vo=n 12

i) Wir nehmen an, dass die Behauptung richtig ist fiir £k —1>1.
iii) Es ist zu zeigen, dass

n!

(@t ta) = D
14 .

V1 Vg

Zur Abkiirzung wird gesetzt:

(]JV = (a1 + ...+ ak,l)”.

Damit ist a; + ...+ ax = a + a . Wir wenden nun die binomische Formel auf (a + aj)™
an. Nach Teil (i) gilt:

(a1+...4+a)" = (a+ap)" = Z — a"a
k!
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und weiter unter Verwendung der Induktionsannahme:

n! V!
n o __ Vi vy V-1
(ar+...+a)" = E ay E ——a'. ..
viyg! ! !
vit...+rp=n Vit tvg_1=v

Da bei Multiplikation jedes Gliedes der ersten Summe mit der zweiten Summe der Faktor
v! gekiirzt werden kann, ergibt sich

(a1+...+ak)”: Z

was zu zeigen war.

A.2 Kapitel 2

Losung A.2.1: a) Fiir rationale Zahlen gelten konstruktionsgemifl die von den natiirli-
chen Zahlen her bekannten arithmetischen Rechenregeln (Peanosche Axiome), d. h. die
Kommutativitat, Assoziativitat und Distributivitat von Addition und Multiplikation. Da-
mit folgt analog wie im Fall einer natiirlichen Zahl a € N, a # 1, auch fir a € Q, a # 1:

n+1

(1-— a)i:ak = zn:ak - Zak =1-—a"t
k=0 k=0 k=1

b) Durch Anwendung der geometrischen Summenformel erhalten wir:

k _ 1— (%)n+1

"1 /1 1\n 1
Yy () e (e L |
’ kzzgzk ;Q) -1 2 3 2 )

n

(=D ( 1)’“71—(—%)”“7%(—%)"
S”_kz:% 7 =2("3) = i+ 3

k=0

(n — 00),

w o

Man versuche, den Limes % der zweiten Partialsummenfolge auf direktem Wege zu er-
mitteln.

Losung A.2.2: i) Bei der ,direkten® Argumentation wird zunéchst die rechte Seite mit
a — b multipliziert,

((I— b)(a”fl +an72b+ . _~_abn72 _’_bnfl) =a" — bn7

und dann das Resultat ausmultipliziert. Dies ergibt offenbar die Behauptung fiir beliebiges
n € N. In dieser Argumentation ist aber im Kern doch wieder das Induktionsprinzip
enthalten, da die Multiplikation fiir beliebiges n induktiv definiert ist; das Arbeiten mit
“...7 ist nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir diesen Prozess. Alternativ kann der Beweis
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auch mit vollstindiger Induktion gefithrt werden: Fiir n = 2 ist die Behauptung wegen
a’>—b* = (a—b)(a+b) evident. Sei sie als richtig angenommen fiir ein n > 2. Dann gilt

an+1 _ bn+1 — a(an _ bn) + ((I _ b)bn
_ a(a _ b){an—l 4 an—2b+ e abn—Q 4 bn—l} 4 (a _ b)bn
=(a—b{a" +a" 'b+...+ab" "t + b},

was zu zeigen war.

ii) Fir » € N gilt nach Teil i):
a" =0 =(a—b)(a" " +a" b+ Fab Y.

Wegen a,b > 0 impliziert dies fiir a > b auch a" > 0" und im Fall ¢ > b auch a" > b".

Losung A.2.3: Die Konvergenz a, — a (n — oo) bedeutet nach Definition, dass fiir
beliebiges ¢ > 0 ein n. € N existiert, so dass |a, —a| < £ ist fiir alle n > n., oder in
Kurzform:

Ve>0 In. e N Vn>n.: |a, —a| <e.

Die formale Negation dieser Aussage lautet:
Fe>0VneN In.>n: |a,, —a| >e,

d. h.: Es existiert ein € > 0, so dass es zu jedem n € N ein n. > n gibt mit |a,.—a| > €.
Dies impliziert (nicht triviall), dass es ein & > 0 und eine Teilfolge (an, )ren gibt mit
|ap, —al > ¢.

Losung A.2.4: i) Fiir zwei Cauchy-Folgen (an)neny und (by,)neny mit Limiten a bzw. b
ist auch die Produktfolge (a,b,)neny Cauchy-Folge mit Limes ab. Damit erschlieft man
durch Induktion nach r, dass fiir » € N die Potenzfolge (al),eny Cauchy-Folge ist mit
dem Limes a".

ii) Mit der binomischen Formal folgt

la, — al la, — al
|Van — Va| = < — 0 (n— o0).
|Van + V/dl [Val

Losung A.2.5: i) Mit Hilfe der 3. binomischen Formel sieht man

(W DE- (2 1
e N = Y-y e Syl

Hieraus folgt aber noch nicht die strikte Divergenz der Folge (v/n),en, wie das Gegen-

beispiel der Folge (1 — 1/n)pen zeigt. Stattdessen verwenden wir ein Widerspruchsargu-
ment: Angenommen, die Folge (y/n)nen ist nicht strikt divergent, dann besitzt sie eine
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beschriankte Teilfolge (y/ng)ken, d. h.: /np < N, k € N, mit einem N € N. Fiir diese
gilt dann ny, < N?%, k € N, was der strikten Divergenz von (ng)reny widerspricht.
ii) Wie in (i) gilt

1 - 1
Vn+l+yn Jn
Es konvergiert y/n — 0o (n — o0). Zu jedem e > 0 gibt es daher ein n. € N, so dass
fiir alle n > n. gilt: 1/4/n < e. Folglich ist die gegebene Folge eine Nullfolge (und damit
notwendig auch Cauchy-Folge).

N e

iii) Analog zu (i) erhalten wir durch Kiirzen:

. _ vn B 1 1
an.—\/ﬁ(\/n+1—\/ﬁ)—\/ﬁ+m—l+m—>§ (n — 00).

Losung A.2.6: Im Text wurde die Aussage der Aufgabe bezogen auf Summen, Produkte
sowie Quotienten von Cauchy-Folgen sowie, was etwas einfacher ist, fiir konvergente Folgen
in Q behandelt. Die verwendeten Argumente funktionieren natiirlich auch fiir derartige
Folgen in R. Der Zweck der Ubung ist, diese Argumentation nochmals zu rekapitulieren;
insbesondere, dass aus b # 0 auch b, # 0 fiir fast alle n folgt.

i) Konvergente Folgen sind beschrinkt. Fiir eine konvergente Folge (a,)neny mit Limes a
konvergiert auch die Folge (aay)neny gegen den Limes aa. Zum Beweis der Behauptung
geniigt es also, die Konvergenz der Summen-, der Produkt sowie der Reziprokenfolge zu
zeigen. Ersteres ergibt sich aus (beachte |a,| < K ):

|y + b, —a—0| <|a, —a|l+|b,—b — 0 (n— 00),
|anb, — ab| < |an||b, — bl + |b]|an —al] — 0 (n — o0).

ii) Wegen der Konvergenz b, — b (n — 00) gibt es ein N € N mit |b, — b < 1|b] fiir
n > N. Fiir solche n ist dann |b,| > [b] — b, — b] > 1]b] > 0, und es gilt:

1 1’ |b—bn| |b_bn|
P p— <
b bl fbal B T 3[BI

— 0 (n— o0).

Losung A.2.7: i) Es kann verwendet werden, dass Summen, Produkte und (unter den
iiblichen Bedingungen) auch Quotienten konvergenter Folgen in R konvergent sind.

a) Durch Kiirzen mit n? erhalten wir

72n2—n72—n_1
o241 24 n2

an

und damit nach den Regeln der Folgenkonvergenz a,, — 1 (n — o).
b) Mit b, =1+ h,,, h, > 0, ergibt die Bernoullische Ungleichung;:

10=>010+h,)">1+nh, = hn§2—>0 (n — 00).
n

Folglich gilt b, — 1 (n — 00).
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ii) Hier soll das Gefiihl fiir Folgenwachstum gestérkt werden. Es ist dabei nicht verlangt
(aber auch nicht verboten), den e-Kalkiil zu verwenden.

a) Fiir n > 11 gilt

n n? _ ! 1 -
' “nn—1)-...-(n—10) n(l—%).,”.(l_ﬂ)—

b) Fir n > 11 gilt

010 1010 ! 1
nl on(n=1)! nof. o oEed0 2 T (55)10

Losung A.2.8: Bei dieser einfachen Aufgabe ist besonders auf Korrektheit der Argu-
mentation (Handhabung der Absolutstriche usw.) zu achten.

i) Die binomische Formel ergibt

0< ("2]a] — e 2p|)* = ea® — 2|ab| + e '0* baw. |ab| < Sa° + LUP.

i) Aus
0=2a+ay+y® >a” |yl +y* > 2® — 32° — 39° + v = 5(«* + 1)
folgt © =y = 0. Weiter folgt aus
0=2’+y’ = (z+y)(2® — 2y +¢°)

und
B —ay 4yt > — eyl + 9 > 127+ )

wegen der Nullteilerfreiheit des Korpers R, dass  +y =10.

Lésung A.2.9: a) Die , Vollstindigkeit“ von R bedeutet, dass es zu jeder Cauchy-Folge
(an)neny in R einen Limes a € R gibt: a = lim, o0 ay, -

b) Aquivalenz zur Trennungseigenschaft:

i) Es sei die Vollsténdigkeitseigenschaft angenommen. Dann gilt nach Satz 2.3 auch die
Intervallschachtelungseigenschaft. Seien nun A, B C R Teilmengen mit a < b fiir a €
A, b e B. Wir greifen zwei beliebige Zahlen a; € A und b, € B heraus und betrachten
das Intervall I := [ay,b1]. Gilt fiir dessen Mittelpunkt ¢; = %(al +b) € AU B und
gibt es keine Zahlen a} € A oder b} € B mit ¢ < a} < by baw. a1 < b} < ¢, so ist
mit s = ¢; eine trennende Zahl gefunden. Andernfalls setzen wir mit diesen aj € A oder
by € B:

[a1,¢1] fir ¢ € B,
c1,b] fiir ¢ € A,

Iy = [ag, by] = - }] ! ,
[ay,b]] fur a; <V) <,
[a},b1] fir ¢ <al <by.
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In allen vier Fillen gilt dann offenbar |by — as| < |by — a;|. Durch Fortsetzung die-
ses Konstruktionsprozesses erhalten wir entweder nach n Schritten eine trennende Zahl
$ = ¢u41, oder es ergibt sich eine Folge von Intervallen I, = [a,,b,], n € N, mit den
Eigenschaften a, € A, b, € B und

]n+1 C I'm |bn - an| é 217n|b1 - a1|-

Die Folge (I,)nen bildet also eine Intervallschachtelung und besitzt einen gemeinsamen
Punkt s € Npenl, . Wegen a, < s <b, und |a, —b,] = 0 (n — oo) kann es dann keine
Punkte a € A oder b € B geben mit s < a oder b < s. Es gilt also a < s < b fiir alle
a€ A und b€ B, dh.: s ist die gesuchte trennende Zahl.

ii) Sei nun die Trennungseigenschaft angenommen, und sei (a,),en eine Cauchy-Folge.
Da die Cauchy-Folge beschrinkt ist, sind die folgenden Mengen nicht leer:
A:={aeR|a<a,firfast allen € N}, B:={beR|b> a, fir fast alle n € N}.

Offenbar ist dann a < b fiir alle a € A, b € B. Geméf der Trennungseigenschaft gibt es
also ein s € R mit a < s < b fiir alle a € A, b € B. Fiir beliebiges € > 0 muss dann fiir
fast alle n € N gelten |a, — s| < e, d. h.: s ist Limes der Folge (a,)nen -

Losung A.2.10: a) Es wird die folgende Eigenschaft reeller Zahlen a,b > 0 verwendet:
a" < b s a<b, a" <t o a<b, keN,

was man leicht mit Hilfe der Beziehung 0% — a* = (b—a)(a* 10" + a*~2b' + - - - + a'bF 2 +
a®b*1) gewinnt. Gemifl Text geniigt es, die k-te Wurzel fiir Zahlen € Ry mit 0 <
x < 1 zu konstruieren. Denn fiir # = 1 ist trivialerweise @ =1 k-te Wurzel und der Fall
x> 1 kann iiber die Setzung 2z’ := 1/x auf den Fall 0 < 2’/ < 1 zuriickgefiihrt werden:

. L - S A S L S S
V=m0 _(m) -

Sei nun x € R,0 < z < 1, beliebig aber fest. Dann gibt es ein grofites d; € {0,1,...,9},
so dass

aq C:O,d1<b1 I:O,(d1+1), alf§$<b]1€

i) Wir betrachten nun zwei Félle:
Fall a) Es liege fiir ein n € N eine EinschlieBung

ap = 0,dydy...dp 1d, < b, =0,dvdy...dy 1(d,+1), a* <z <bf

mit d, € {0,1,...,9}, k = 1,...,n —1 und d, < 8 vor. Die nichste Einschliefung
gewinnen wir dann durch den Ansatz a,,, :=0,d; ...d,d, 1 mit Hilfe der Bedingung:

dpi1 € {0,1,...,9} moglichst groB, aber af,, <,

und setzen
b L O7 d1 ‘e dn(dn+1+1) fiir dn+1 S 8,
n 0,dy ... (dyt1)0 fir dysr = 9.
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Nach Konstruktion ist dann
Ay < Gpyq < bpyg < by, a’;H <z< bi+1~
Fall b) Es liege fiir ein n € N eine Einschlieung
an = 0,dydy ... dp_1dy < by, =0,dydy. .. dp_1(dp+1)0...0, a* <2 <bF

n’

mit dy € {0,1,...,9}, k=1,....m—1, d, <8 und dpy1 = -+ = d, = 9 vor. Die
néchste EinschlieBung gewinnen wir dann durch den Ansatz a,,1 :=0,d; ...d,d, 1 mit
Hilfe der Bedingung;:

dpi1 € {0,1,...,9} moglichst groB, aber af,, <z

e )

und setzen
L O7 dl. . dn(dn+1+1) fiir dn+1 S 8,
T 0,dh . (d 10,0 fiir dyyy = 9.

Nach Konstruktion gilt dann in beiden Féllen:
an < apaq < bpyr < by, GZH <z< bel, b, —a, <10™, mneN.

Zum Nachweis, dass dadurch eine reelle Zahl a € R als k-te Wurzel von z definiert ist,
kann wie folgt argumentiert werden:

ii) Verwendung der Intervallschachtelungseigenschaft (Satz aus dem Text): Die erzeugten
Folgen von Partialbriichen (a,),eny und (b, )nen definieren offensichtlich eine Intervall-
schachtelung ([, by])nen , welche wegen der Vollstindigkeit von R einen gemeinsamen

Punkt a besitzt. Dieser ist dann wegen af <z < b* und

: T sk ok gk
lim a, =a= lim b,, lim a, =a” = lim 0},

n—oo n—oo n—oo n—oo

die gesuchte k-te Wurzel von z.

iti) Verwendung der Vollstandigkeit von R: Man zeigt, dass die Folge (a,),en eine
Cauchy-Folge mit Limes a € R ist. Dieser Limes ist dann wegen der obigen Identitédten
gerade die gesuchte k-te Wurzel von x. Sei € > 0 beliebig gewéahlt. Fiir Indizes m > n+1
gilt nach Konstruktion

‘am - an| = Qm — Qp = bm —a, < bn —ap < 107"
Hieraus folgt die Cauchy-Folgeneigenschaft der Folge (a,)neny (Man mache sich dies noch-
mal klar.).

b) Es wird verwendet, dass die s-te Wurzel von a € R, als (eindeutig bestimmte) po-
sitive Losung der Gleichung x® = a existiert, und dass fiir Potenzen die Rechenregel
a™ = (a®)" = (a")* gilt. Die Beziehung

(V)" = (Va) = (V)" =a = (Var)’,

impliziert dann, dass (y/a)” und +/a" beide positive s-te Wurzel von a” sind. Wegen
deren Eindeutigkeit folgt die behauptete Gleichheit. Die anderen Rechenregeln ergeben
sich unmittelbar aus den Definitionen der Potenz- und Wurzelbildung.
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Losung A.2.11: Gemif der Bedingungen fiir einen Korper ist zu zeigen:

a) die Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distributivgesetze fiir Addition und Multi-
plikation (Nachrechnen);

b) die Existenz der ,neutralen® Elemente Null = {0,0} fiir die Addition sowie Eins =
{1,0} fiir die Multiplikation sowie die Losbarkeit der Gleichungen a + z = {0,0} und
az ={1,0} (a # {0,0}) fiir beliebig gegebenes a € C. Losungen sind:

1 _
P S )

2 27 2 2
a ay +az ai+aj

Losung A.2.12: Die Ausdrucksweise ,vertriglich® bedeutet in diesem Fall, dass fiir je
zwei komplexe Zahlen in den beiden Schreibweisen z = {z,y} = z+iy und 2’ = {2/, '} =
2’ + 1y’ mit den jeweils festgelegten arithmetischen Rechenregeln gilt:

{r,y} +{" v} =242 = (@ +iy) + (@' + i),
{z,y}-{a'y'} = 22" = (z +iy) - (2" + i),
a) Fir z =z +iy, 2/ =2’ +iy € C folgt aus z =2, daBl |z — 2’| = 0. Dies impliziert
(x =)+ (y—y) =0

und somit x =2’ und y =1y’ .
b) Die Behauptung besagt die Nullteilerfreiheit des Korpers C. Dies geniigt bereits als
Argument. Alternativ kann auch gerechnet werden. Man hat mit Hilfe von (a):

(x+iy)(2 +i)) =z2' —yy +i(zy +2'y) =0 = z2’ —yy =0, 2y +2'y=0.
Gilt nun 2’ # 0, so folgt durch Multiplikation mit  bzw. y und anschlieBender Addition:
o’ —ayy =0, wyy+ay =0 & 0=2%"+ 2y =2/ (2® + o),

d.h: x=y=0.Fir ¢ #0 wird mit y bzw. & multipliziert, und Subtraktion ergibt
yra' —y*y =0, 2%y +a'y=0 < 0=2% +v* = (@ +v)Y,

was wiederum x =y = 0 impliziert.

Losung A.2.13: Diese Aufgabe sieht schwierig aus, ist aber im Grunde einfach. Die
algebraischen Zahlen sind definiert als die Menge der Losungen aller algebraischen Glei-
chungen bzw. der Nullstellen aller Polynome mit Koeffizienten aus 7Z.

i) Verwendet werden kann die Aussage von Aufgabe 1.5, dass mit N auch Nx N sowie die
Aussage der Vorlesung, dass mit N und Z auch Z xN ~ Q abzéhlbar sind. Jetzt kommt
der ,harte* Kern der Aufgabe: Diese Schlussweise iibertrigt sich auf beliebige abzéhlbare
Mengen A und B, so dass auch A x B abzahlbar ist. Mit Hilfe eines Induktionsschlusses
folgt dann, dafl auch beliebige endliche Produkte von N und Z abzéhlbar sind.

ii) Die Menge der algebraischen Gleichungen (bzw. der Polynome) ag+ ayz + agz?+- -+
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a,x™ =0 (ay, € Z) hat offenbar dieselbe Méchtigkeit wie eine solche Produktmenge. Nun
hat jedes Polynom hochstens endlich viele Nullstellen. Durch einen diagonalen Abzahl-
prozel analog wie beim Nachweis der Abzahlbarkeit von N x N erhélt man dann auch
die Abzédhlbarkeit der Menge aller dieser Nullstellen, d. h. der Menge der algebraischen
Zahlen. Dazu ist es nicht erforderlich, diesen Abzahlprozess explizit in Indexschreibweise
anzugeben; er sollte aber graphisch beschrieben sein.

A.3 Kapitel 3

Losung A.3.1: a) O.B.d.A sei a > 0; ansonsten ersetze man die untere Schranke durch
0. Fiir fixiertes € > 0 gibt es ein n. € N, so dass a — e < % <a+e¢ fir n > n.. Mit

Ap Ap—1 Cln€ +1

an = Ne

Ap—1 Ap—2 . anE
folgt dann
ap.(a—e)"" < a, < ap(a+e)" .

Wurzelziehen ergibt

Ay,

Ap,
a—¢e)p| ——— < Ya, < (a+¢€) p)] —————.
(a-¢) Vi < (ot )i

(a —e)ne
Da die Wurzeln auf der linken und rechten Seite fiir n — oo gegen 1 konvergieren und
¢ beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. Im Fall lim,, a;:l = oo ergibt diese

Argumentation durch Anwendung auf die positive Folge (a,')nen, dass lim, . {/a, =
0 .

b) Wir zeigen nun fiir die drei Folgen deren Konvergenz oder Divergenz:

i) ¥/n! = 0o, denn
(n+1)!
n!

=n+1—o00 (n— o0);

i) /% —e>1, denn
ni

(n+1)™'nl  (n+1)"nl-(n+1) 1) |
mﬁi nn (n+1)! <1+n> —e (n— o0);

iii) %", — 00, denn sonst gibe es eine konvergente Teilfolge (a,, )reny und es folgte
wegen > 1:

"/, — 1 (1 — 00),

im Widerspruch zu (ii). Alternativ kann auch direkt wie folgt argumentiert werden:

B c.en
5771-2~...on>n%oo (n — o0).
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Losung A.3.2: a) Ein ,Haufungswert“ einer Folge (a,)neny in K ist ein a € K, zu
dem fiir jedes € > 0 unendlich viele Folgenelemente a, existieren mit |a, — a| < €.
Ein ,H&ufungspunkt® einer unendlichen Teilmenge A C K ist ein a € K, zu dem fiir
jedes & > 0 unendlich viele Punkte z € A, x # a, existieren mit |z —a| < €. Wegen der
Bedingung z # a kann eine endliche Teilmenge A C K klarerweise keinen Haufungspunkt
haben.

b) Nach Definition eines Haufungspunktes gibt es zu jedem n € N (mindestens) ein
an, € A, a, # a, so dass
|a, —al < 1/n.

Wir wihlen sukzessive fiir n = 1,2,3,... solche Elemente a, € A aus und erhalten so
eine gegen a konvergierende Folge (ap)nen -

¢) Widerspruchsbeweis: Die Nichtkonvergenz der Folge gegen a impliziert die Existenz
eines € > 0 und einer Teilfolge (an,)ken, so dass

lan, —al >, keN.

Da die Folge nach Voraussetzung beschrinkt ist, hat diese Teilfolge nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl wiederum eine Teilfolge (an;c) , deren Limes wegen der Voraussetzung
gleich a sein muss. Es gilt also |a,; —a| — 0 (k — c0), was der Annahme widerspricht.

Eine unbeschrdinkte Folge enthilt eine Teilfolge, die gegen +oo oder —oo divergiert,
kann aber noch weitere konvergente Teilfolgen enthalten. In diesem Fall ist die Aussage
also offenbar nicht richtig. Ein Beispiel ist die Folge (a,)ney in R mit den folgenden
Elementen

1 fiir n gerade,
ap =
n fiir n ungerade.

Losung A.3.3: Wir verwenden, dass eine monoton wachsende, beschriinkte Folge kon-
vergent ist. Da die Reihe s, = Y .~ a, nach Voraussetzung konvergent ist, muss
a, — 0 (n — oo) konvergieren. Es gibt also neben einer Schranke K fiir alle a, ein
ny € N, so dal |a,| < 1 ist fiir n > ny. Also gilt fiir die Partialsummen der Reihe der
k-ten Potenzen fir n > ny:

n ni n n
k k k k k

E anzg a, + g a, <n K"+ g ap <M K" + sq.

n=1 n=1 n=ni+1 n=ni+1

k

n

Die Folge der Partialsummen ist also beschrinkt. Da sie wegen aY > 0 auch monoton

wachsend ist, folgt ihre Konvergenz.
Alternativ ldsst sich die Behauptung auch direkt durch Betrachtung von Partialsummen
und Anwendung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums beweisen.

Losung A.3.4: Seien (a,)neny und (by,)nen Folgen in R jeweils mit den kleinsten und
gréﬁten Haufungswerten a := liminf, .. a, <@ :=limsup,,_,. a, und b := liminf, .. b,
b := limsup,,_,. b,. Die entsprechenden Groen fiir die Summen- und Produktfolgen

<
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(an + bp)nen und (a,by)nen seinen mit a+b < a+0b bzw. ab < ab bezeichnet. Fiir
Teilfolgen (an, )ken einer Folge (an)nen gilt stets

liminf a, <liminfa,,, lim sup a,,, < limsup a,,.
n—00 k=0 k—o0 n—o0

a) Sei (an, + bn, Jken eine Teilfolge mit a,, + b,, — a +b. Ferner seien (an;c)keN eine
Teilfolge von (an, ey mit ap, — liminfy o ap, (k — o0) sowie (bng)keN eine Teilfolge
von (b”L Jken it by — liminfy o0 by (k — o0). Dann konvergiert auch apy + bpy —
a+b(k— o0), und es folgt:

a+b <liminfa, + liminf b,» = lim a,s + lim b,» = lim (a,» + b,y) = a+b.
k—o0 k k—o0 k k—o0 k k—oo K k—o0 k k

Zum Beweis der néichsten Ungleichung seien (an, )ken eine Teilfolge von (a,)nen mit
A, — liminf, ,a, =a, (bnk)keN eine Teilfolge von (b, )nen mit by, — limsupy,_,; by,
und (ang'f‘bng)keN eine Teilfolge von (an;‘*‘bn;)keN mit @,y +byy — lim infkﬁoo(an;c—i—bn;c).
Damit folgt:

a+b< li]?_l)(i)I.}f(an;v + by ) = klgolo(an% +byy) = k:h—>120 Aty + kh_)I{.lobng =a+b.

Als niichtes seien (b, )en eine Teilfolge von (b,)peny mit b = limy_,o b,, und (An; Jken
eine Teilfolge von (ay, )keny mit liminfy, . a,, = lim;_ an, . Dann folgt:

a+b<liminfa,, +b= lim a, + lim by = lim (a, + b, ) < a+b.
k—o0 k—o0 k k—oo K k—o00 k k
Schlielich seien (an, + by, )ren eine Teilfolge von (a, 4 by )neny mit a + b = limg_y oo (an, +

buy) s (@ny )ren eine Teilfolge von (an, )keny mit limsupy,_, o an, = limg o0 any und (byy)ren
eine weitere Teilfolge von (bn;c)keN mit limsup,_, bn; = limy_, bng . Damit folgt:

@+ b= fim (G +by) = i ang + lim by <THD,

was noch zu beweisen war.

b) Tm Falle ay,, b, > 0 kann ganz analog wie in a) argumentiert werden.

Losung A.3.5: In dieser Aufgabe geht es um die kombinierte Anwendung verschiedener
Techniken, die im Zusammenhang mit der Folgen- und Reihenkonvergenz erlernt worden
sind.

a) Das Leibnizsche Kriterium besagt, dass eine ,,alternierende® Reihe >~ a, in R, d. h.
anan1 < 0, deren Elemente betragsméfig eine monotone Nullfolge bilden, konvergent ist.
b) Mit der Setzung aj := (—1)* impliziert das Dirichletsche Kriterium das Leibnizsche
Kriterium.

c) Es ist

n

Sn = Z(ak — app1) = (a1 — az) + (a2 + a3) + -+ + (an — Gpg1) = A1 = np
k=1
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und folglich s. = lim, o0 8, = a1 — limy, o0 @y, -
Setzen wir Ag:=0, soist ap, = A, — Ag_1, k=1,...,n und Agby = 0. Damit folgt:

n—1

Zakbk Z Ap — Ap bk*ZAkbk_ZAk 1y = ZAkbk_ZAkkarl
=1 =1 =1

= Z Agby — Z Apbrir + Apbygr = Z Ap(by — bp—1) + Apbpia.

k=1 k=1 k=1

Aufgrund der Voraussetzung ist die Folge (b,)neny konvergent und die Folge (A, )nen
beschriankt. Folglich konvergiert auch die Produktfolge (A,bn11)nen - Dies folgt leicht mit
Hilfe des Cauchyschen Konvergenzkriteriums fiir Reihen. Ferner konvergiert nach dem
eben Gezeigten die Teleskopreihe > (b — by41), diese sogar absolut, da ihre Glieder
alle by — bpr1 > 0 oder by — by < 0 erfiillen. Da die Folge (A, )nen beschrankt ist,
ist dann auch die Reihe Y ;7 Ag(by — br41) konvergent. Im Hinblick auf obige Identitét
ergeben die Regeln der Folgenkonvergenz, da die Produktreihe Y ), azby, konvergiert.

Losung A.3.6: a) Das Problem ist die Kombination einer divergenten Folge mit einer
Nullfolge. Umformung mit Hilfe des , Tricks“ von fritheren Aufgaben ergibt

n

1+2-1 1
anzn( 1—|—l—1):n L = .
T+ +1 1+1+1

Nach den Regeln der , Folgenarithmetik* impliziert % — 0 auch 4/1+ % +1— 2 und
folglich a,, — % (n — 00).

b) Das Konvergenzverhalten der Folge (ay,)nen ist fiir verschiedene = € R méglicherweise
unterschiedlich. Fiir beliebiges x € R gilt wegen 2 > 0:

0< 2 <2
1422~
und somit
1—x’7‘1—|—x_ ‘:‘ )<q<1
1+ 22 1+22 1+22 1+:r2

mit einem geeigneten ¢ = ¢(x) € R. Dies impliziert fiir ¢ < 1, d.h. fiir  #0:

<q" = 0 (n— ).

|a"|_‘1+x2

Im Fall z =0 ist lim,_,o a, =lim, 1" =1.

Losung A.3.7: Zweck der Aufgabe ist das Uben der Anwendung von Konvergenzkrite-
rien.

a) Wegen

—

o _ (_1)k (_1)k+ _ ( 1)2k+1
/e N Y
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und der monotonen Konvergenz der Absolutbetriige (beachte vk + 1 > vk ),

= lagta] = 0 (k= o0),

1 1
ag| = —&—= > —/—
s VE & VE+1

ist das Leibnizsche Kriterium anwendbar und liefert die Konvergenz der Reihe sg) . Diese

Konvergenz ist aber nicht absolut, da nach der Vorlesung
iizil — oo (k— o0).
k=1 vk il

b) Es ist 1/k <1 und somit

1
\k/ ‘CL}C| S 5 < 1.

Folglich ist die Reihe sg? nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent.

¢) Wegen

1 1
3k+1 ﬁ— k3 §—>§<1 (k-}OO)

}ak-&-l ‘ _ (Bt 33 (k+1)3
ax

ist das Quotientenkriterium erfiillt, und die Reihe &) ist demnach absolut konvergent.

Losung A.3.8: Zweck der Aufgabe ist u. a. das Erlernen des Umgangs mit parameter-
abhéngigen Reihen als Vorbereitung auf Funktionenreihen (z. B.: Potenzreihen).

i) Fiir beliebiges festes |z| <1 gilt |z| < ¢ <1 und
T+a% >1—|2[f>1-¢"=:¢c(q) >0.

Somit

D e B e DI

1

Also ist in diesem Fall die geometrische Reihe Majorante fir s (x), was die absolute
Konvergenz der Reihe impliziert.

ii) Fiir |z| > ¢ > 1 konvergiert |z|7% — 0 (k — o0), und es gilt
142 < 1+ |2~

Dies impliziert
‘ [2I" ! =1 (k— )
= 00
T4kl = 14 |zfF |z|F+1 '

d. h.: Die Folgenglieder bilden keine Nullfolge, und die Folge selbst kann somit nicht
konvergent sein.
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Losung A.3.9: a) Eine , Potenzreihe® ist eine Reihe der Form

Z cp(x — :co)k.

[e's}
k=

0

Thr ,Konvergenzradius® ist das Supremum aller p > 0, fiir das die Reihe fiir |z — x| < p
absolut konvergiert. Fiir diesen gelten die Formeln (die Existenz des Limes vorausgesetzt):

1 9
= = limsup V/|cx| = lim ‘Ckﬂ‘.
p k—00 k=00 ||

bi) Esist p =1/2, da (bei Setzung ¢, := 0 fiir k& ungerade)

S =S (@ el = Vo2
k=1 k=1

bii) Esist p=1, da

iii) Es ist p =00, da

1 1
ek = \k/g = — 0 (k— o0).

VE!

Losung A.3.10: a) Widerspruchsbeweis: Im Fall liminf, . a, = limsup,_,. a, ist
nichts zu zeigen. Sei also s, := liminf, . a, < limsup, . a, = s*. Geméf ihrer
Definition sind liminf,_, a, und limsup,,_, . a, Haufungswerte der Folge, d. h.: Es gibt
Teilfolgen (ay, )ken und (an;c)keN mit s, = limy 00 ap, und s* = limy_o0 @y . Sei nun
angenommen, dass es ein a gibt mit s, < a < s*, welches kein Haufungswert ist. Dann
gibt es ein £ € R, , so dass das Intervall I.(a) := {x € R| |z —a| < €} hochstens endlich
viele Elemente der Folge enthilt. Nach Voraussetzung gibt es nun ein n. € R, , so dass
fiir alle n > n. gilt: |a, —a,_1| < e. Dann liegen von n. ab alle Folgenelemente entweder
im Intervall (—oo,a — ¢] oder im Intervall [a 4 €,00). Dies ist ein Widerspruch dazu,
dass sowohl s, als auch s* Haufungswerte sind.

Wir betrachten die Menge der rationalen Zahlen im Intervall [0, 1]. Aus diesen bilden wir
eine Folge (¢n)neny nach dem Prinzip:

1 _ 2 1 2 3 1 -
y 2= 35, @3=35, q1=3, (5:'=3, 46'=3, qr=73, ({8'=73

e

¢ =

Diese Folge hat u. a. die unterschiedlichen Haufungswerte 0 und 1, und es gilt offenbar
|gns1 = qn| = 0 (n — 00).

b) Aus der rekursiven Definition a; := a, ay := b, a,, := %(an_l + ap_9), n > 3, ergibt
sich
A — Ap-1 = 3(Ano1 + oo — 2ap-1) = —3(An-1 — ap—2), n >3,
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und folglich |a, — a,_1| < 2%27"|b— a|, n > 3. Damit erschlieflen wir, dass fiir beliebiges
m € N:

m m m
|G — an| < Z |Gtk — Q1] < 22*k|anfan,1| < 2*7"b—aq ZQ*k <2*"|b—al.
k=1 k=1 k=1

Also ist (a,)neny eine Cauchy-Folge mit einem Limes lim, ,., a, =: asx € [a,b]. Zur
bestimmung dieses Limes beachten wir, dass mit h := b — a konstruktionsgeméf gilt:

as = ay + 2°h,

as=as —2 'h=a; +2°h — 27 'h,
ay=as+22h=a, +2°h — 27 h + 272,
as=as—2h=a; +2°h — 27 'h +272h — 273h,

Up =1+ (=1)"2* "h =a; +2°h — 27 'h + 272h —273h + .- + (=1)"2* "R

n—2
=a; + hZ(_%)k.
k=0
Mit Hilfe der geometrischen Summenformel ergibt sich also

1—
anzal—i—hli — a+2(b—a)=1ax (n— oc0).

c¢) Die Menge Q liegt konstruktionsgeméfl ,dicht* in R, d. h.: Jedes a € R ist Limes
einer Folge in Q. Sei nun {q, k& € N} irgendeine Durchnummerierung aller rationalen
Zahlen (s. Teil b). Da es zu jedem e > 0 unendlich viele ¢ € Q gibt mit |a —¢| < €,
kann man mit der iiblichen Methode wieder eine Teilfolge von (g)ren auswéhlen, welche
gegen a konvergiert. Die Menge der Haufungswerte dieser Folge ist also ganz R und
damit {iberabzéhlbar.

Losung A.3.11: a) In der reduzierten harmonischen Reihe s,q treten im einstelligen
Nennerbereich 1 —9 genau 9 Nenner auf; im zweistelligen Nennerbereich 10 —99 treten
genau 9-9 = 92 Nenner (neun Ziffern an der ersten Stelle mal neun Ziffern an der zweiten
Stelle) auf; im dreistelligen Nennerbereich 100 — 999 treten genau 9-9 -9 = 9% Nenner
auf; usw.; allgemein treten im n-stelligen Nennerbereich 10"~! —10"—1 genau 9" Nenner
auf.

Die 9 auftretenden einstelligen Nennerwerte sind allesamt > 1; daher sind die Briiche in
der Reihe jeweils > 1; die 92 auftretenden zweistelligen Nenner sind alle > 10; daher
sind die entsprechenden Briiche alle < 1: die 93 dreistelligen zuldssigen Nenner sind

= 10
jeweils > 100; daher sind die entsprechenden Briiche allesamt < USW.

1.
— 100?
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Das ergibt die obere Schranke

1 1 1 1 1 1
Sred:(*++*)+(ﬁ++7)+( ++7>+

1 9

<(1+ +1)+(i+ +i)+(i+ +i)+

1 1 10 10 100 100/ "
TR B

=9 T 40T SO

_9. (1+3+<9)2+(3)3+ )

- 10 10 10
9

)

1-9/10

Also ist die reduzierte harmonische Reihe konvergent mit einem Limes s,,q < 90.

Bemerkung: Bei der betrachteten Reihe handelt es sich um eine sog. ,, Kempner'-Reihe*;
ihr Konstruktionsprinzip ldsst sich noch wesentlich verallgemeinern; viele dieser reduzier-
ten Reihen erweisen sich als konvergent. Das bekannteste Beispiel einer nicht konver-
genten, reduzierten harmonischen Reihe erhédlt man, wenn nur Primzahlen als Nenner

zugelassen sind.

b) Wir zeigen zundchst die Beschrénktheit der Folge. Aus der Potenzreihenentwickung

von e entnehmen wir die Beziehung

=> (-1 7>1 z, 0<z<I1,
k=0

bzw. wegen der Monotonie des Logarithmus —x > In(1 — z) . Damit erhalten wir

lll(n)—lll(n—&—l)zln(nL_H):111(1— ! )g_ !

n+1 n+1

bzw.
In(n) +

<lIn(n+1).
n—+

Damit erschliefen wir nun durch Induktion, dass

Zk<ln

Fiir n =1 ist offensichtlich 1 < In(1) +1 = 1. Sei die Ungleichung nun richtig fiir ein

n > 1. Dann gilt

n+1

ZZk

1
<In(n)+1+ p— <Iln(n+1)+1.

LAubrey J. Kempner (1880-1973), US-amerikanischer Mathematiker, Promotion 1912 an der Univ.

Gottingen, Prof.an der University of Colorado at Boulder
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Dies impliziert

n

1 1 1 n+1
0<a,=— ( 7)<f 1 1) = <2,
a nexp ;k‘ < nexp( n(n + )) =

d. h. die Beschrénktheit der Folge (a,)nen . Weiter gilt

n+1 1 H\n+1 1 "IN n 1 \n+1
an+1n+2_n+ eXp(Zk)n+2_neXp<kz_;k)n+1eXp(n+1)n+2

1 —
n ( 1 >n+1
= a, ex .
n+1 P n+1/n+2
Wegen
1 1 2 1 1
exp(7>21+ :n—|— bzw. exp(i)n_k >1
n+1 n+1 n+1 n+1/n+2
folgt
1
an+1n+ zan " 3
n+2 n+1

d. h. die Monotonie der beschrankten Folge (a,n/(n + 1))nen . Damit existiert der Limes
a = lim, o a,n/(n+ 1) = lim, o a, .

-ton(5D)

Zur Bestimmung dieses Limes nehmen wir an, dass es eine Konstante v € R gibt (sog.
,Euler-Mascheroni?-Konstante*) mit

Damit gilt dann

2Lorenzo Mascheroni (1750-1800): Ttalienischer Geistlicher und Mathematiker; lehrte Rhetorik, Physik
und Mathematik am Seminar in Bergamo und danach als Prof. fiir Mathematik in Pavia, in seinem Werk
Adnotationes ad calculum integralem Euleri (1790) findet sich eine Integraldarstellung der nach ihm
benannten Zahl und ihre auf 32 Nachkommastellen genaue Berechnung; auch Beitrige zur Statik von
Gewdlben.
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¢) Wir versuchen das Quotientenkriterium: a)

Api1 (n+ )"t (2,7)"n! _L(n—kl)n_ 1 (1+l)n
a, | 2, (n+1)! 27\ n 2,7 n
. An+1 e
1 = > 1.
noool @y |~ 2.7

Die Reihe (a) ist also divergent. Dagegen ist die Reihe (b) wegen

e
=<1
2.8

an+1
Qp,

lim
n—0o00

konvergent.

Losung A.3.12: Die positiven Glieder der Reihe seien mit a; und die negativen mit
br bezeichnet. Da die Reihe konvergent aber nicht absolut konvergent ist, muss es von
beiden Sorten von Gliedern jeweils unendlich viele geben. Ferner gilt fiir deren Summen
notwendig >, ay — 0o (n — 00) bzw. Y ;_ by — —oco0 (n — 00); andernfalls wire
die Reihe, wie man sich leicht iiberlegt, absolut konvergent. Wir zitieren im Folgenden
die originale knappe Beweisskizze von Riemann (1826-1866) (siehe W. Walter: Analysis
I, Springer-Verlag, 1990): Offenbar kann nun die Reihe durch geeignete Anordnung der
Glieder einen beliebig gegebenen Werth C' erhalten. Denn nimmt man abwechselnd so
lange positive Glieder der Reihe, bis ihr Werth grifier als C wird, und so lange negative,
bis thr Werth kleiner als C' wird, so wird die Abweichung von C mnie mehr betragen,
als der Werth des dem letzten Zeichenwechsel voraufgehenden Gliedes. Da nun sowohl
die Grissen a, als die Grossen b mit wachsendem Index zuletzt unendlich klein werden,
so werden auch die Abweichungen von C', wenn man in der Reihe nur hinreichend weit
fortgeht, beliebig klein werden, d. h. die Reihe wird gegen C' konvergieren.

Loésung A.3.13: Die Folge der Fibonacci-Zahlen a,, ist, was man leicht verifiziert, strikt
monoton wachsend. Die Folge der Quotienten x,, := a,1/a, > 1 ist dann wegen

n m n— n— 1
l<gy =t Oty Onot <9

Gp, Qp, Qp, Tp—1

beschrankt. Der postulierte Limes g = %(1 + \/5) geniigt der Gleichung (nachrechnen)
1
g=14+—.
g
Damit erhalten wir

1 1 1 1 Tn— ¢
\$n+1*9|:‘1+f*1**‘:f**‘:‘ |7
Tn g Tn g gTn
und folglich durch Rekusion wegen x; > 1 und ¢g > 1:
en—gl waa—gl o lm—gl
|l'n+1—g|— == ==
gy, G2y 9T Tp_1 ... T1

gu — 0 (n— o).
g’n
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Losung A.3.14: Die Folgenelemente geniigen der rekursiven Beziehung

Gpi1 =Va+a,, necN.

i) Wir zeigen zunéchst die Beschrianktheit der Folge. Man verifiziert durch Quadrieren
und Ausnutzung der Ungleichungsregeln fiir rationale Potenzen, dass

Vi+a<1+a, a+1++va<1+a;

(Dreiecksungleichung fiir den euklidischen Abstand im R?). Im Hinblick auf die obige
rekursive Beziehung behaupten wir also versuchsweise, dass

Va<a, <1+ /a.

Dies wird mit Induktion bewiesen. Zunéchst ist offenbar 0 < a; = v/a <1+ /a. Ist die
Abschitzung fur a, richtig, so folgt mit obiger Ungleichung (und der ,Monotonie* der
Wurzeloperation)

Ogan+1:\/a+an§ a+1+\/5§1+\/67

so dass sie fiir die ganze Folge richtig ist.

i) Die Folge ist monoton wachsend, was wir wieder durch Induktion zeigen. Zunéchst

ist ap =+va+a = Va++va>+a=a.Aus a, > a, 1 (und der ,Monotonie* der

Wurzeloperation) folgt

(p41 = \/a+an > \/a+an—1 = ap

und damit die Monotonie der ganzen Folge. Die beschrankte monotone Folge (a,),en hat
nun einen Limes x € Ry . Fiir diesen gilt wegen der obigen rekursiven Beziehung unter
Beachtung der bekannten Regeln der Folgenkonvergenz

r = lim a,; = lim va + a, = Va + .
n—N n—N

Also ist © € R, positive Losung der quadratischen Gleichung

2—r—a=0 = x:%+1/i+a_

Losung A.3.15: Wir haben nach Definition unendlicher Dezimalbriiche:
g g — T; - —ks \ ) —j B H —s—ks 10s—J
0,y d; = lim (kzo (10 Zldjlo )) Tim (kzo (10 -Zld] 10 ))
= Jj= = J=

Bei Beachtung von

dy...dy=Y d;j10"7
j=1
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erhalten wir
_ . —(k+1)s o . —s _s\k
O,dl...ds_dl.‘.dsnlgxolo<210 >_d1.‘.dsnhﬁn;o<10 (10 ))
k=0 k=0
Mit Hilfe der ,,geometrischen Summenformel® (s. Text) folgt daraus

1—107D  dy . dy  dy...d,

1—-10-s 105 -1 9...9

s mal

0,dv...d, = dy...d, lim 10~°
n—0o0

Losung A.3.16: Der Konvergenzradius einer Potenzreihe ist definiert als das Supremum
aller p € R, fiir welches die Reihe fiir alle 2 € K mit |z—z0| < p absolut konvergiert; da-
bei sind die Grenzfille p =0 und p = co sinngeméf eingeschlossen. Nach der Vorlesung

gilt:
1
— = limsup v/|cg|.

P B k—o0
Zur Ermittlung der Konvergenz der Potenzreihe wenden wir das Quotientenkriterium an:
Mit einem q € (0,1) gilt fir fast alle k € N:

[ xo)k+1| _ |chy1]

len(@ =z el

|z — 20| < q.

i) Es wird zunéchst der Fall 0 < A, < oo betrachtet. Fir

1
> A, = limsup k1]
|z — 20 koo |Ckl

bzw. |z —xo| < AL

liegt absolute Konvergenz vor. Dies bedeutet im Hinblick auf die Definition von p, dass
p> A7t bzw. p! < A, . Der zweite Teil der Behauptung wird durch ein Widerspruchs-
argument bewiesen. Angenommen, es wére

1
0<—-<A_ =liminf |Ck+1|.
p k—oo ekl
Dann gibt es ein 7 < p mit
1 1 1
Dol ppplonl g lonl 1
poT k—oo |y || r

kann fiir hochstens endlich viele & € N gelten. Folglich gilt fiir fast alle k € N:

|Crsa| |Cha [T

1< =
|ck| |cx|r*

GemiB dem Quotientenkriterium ist die Reihe Y 77 ¢xr® also divergent. Dies wider-
spricht aber der Beziehung r < p.

ii) Im Fall A, =0 ist auch A =0 und p=o00.Im Fall A, =0 ist p =0. In beiden
Grenzsituationen ist die Behauptung also sinngeméf richtig.
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Losung A.3.17: Die Exponentialfunktion ist auf R definiert durch die (absolut) kon-
vergente Exponentialreihe,

b) Fir n € N und z < 0 gilt nach (a):

1

(14 (—z)"/nl)e* <e ™ e" =1 baw. €' < [EaEmymE

¢) Fir z € R, gilt (Begriindung fiir die Konvergenz der Reihen durch Indexshift):

e’ > gkon - > k" n T - x ( )
— = E E — oo (r — 00).
n I = | | = |
x — k! e k! (n+1)! (n+ 1)

A.4 Kapitel 4

Losung A.4.1: Die maximalen Definitionsbereiche sind:
a) D={reRl-VvV2<1<V2}

b) D =R\{-1},

¢c) D=R.

Die zugehorigen Graphen kann man sich selbst iiberlegen.

Losung A.4.2: ai) Wegen f(z) =z fir = < 1 ist f stetig in zp < 1. Analog ist f
wegen f(z) =1 fir z > 1 stetig in xy > 1. Zur Behandlung des Grenzpunktes zy = 1
verwenden wir die £/§- Definition der Stetigkeit. Fiir ein beliebiges ¢ € R, gilt fiir jedes
r€R mit |[x —1] <. :=e:

(@) — Flao)| = |f(z) — 1] < { 0 o=t }<e,

e — 1] fir x <1

d. h.: die Funktion ist auch stetig in xq = 1. Alternativ kann man die gegebene Funktion
auch in der Form (nachrechnen!)

fl@)=3(@+1-]z -1

schreiben und dann ihre Stetigkeit aus der des Absolutbetrags und der Summe stetiger
Funktionen folgern.
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ail) Die Funktion f(x) = |z|? kann fir ¢ = r/s € Q, als Komposition der drei stetigen
Funktionen fi(z) := |z| auf R, fo(z) := 2" auf R und f3(x) := 2'/* auf R, aufgefasst
werden:

fx) = (121" = fa(fa(fi(2))),

und ist damit selbst stetig.

b) Sei zp € R\ Q und (x,)nen eine beliebige Folge in R mit g = lim,,_,o z,, . Im Fall
z, € R\QU{0} ist definitionsgemaf f(z,) =0 und im Fall x, = r,/s, € Q\{0} (teiler-
fremd) f(x,) =1/s,.Da z als irrationale Zahl als (echt) unendlicher Dezimalbruch dar-
stellbar ist, miissen die approximierenden xz,, = r,/s, € Q streng divergierende Nenner
s, haben, d. h.: s, = 00 (n = 00). (Andernfalls gébe es eine Teilfolge mit beschriankten
Nennern, welche dann notwendig selbst wieder eine Teilfolge enthielte, die entweder streng
divergiert oder gegen eine rationale Zahl konvergiert, beides im Widerspruch zur Annahme
limy, 00 Tn = 2o # Q.). Also gilt entweder f(x,) =0 oder f(z,)=1/s, = 0 (n — 00).
Die Funktion ist also stetig in x .

ii) Fir 9 = r/s € Q\{0} sei (2, )nen die Folge mit den Elementen z,, = r/s+e/n € R\Q
(mit der irrationalen Eulerschen Zahl e). Dann gilt x,, — z (n — o0), aber

0= f(z,) A~ 1/s = f(x0),

d. h.: Die Funktion ist also in zy nicht stetig. Im Fall o = 0 gilt mit der analog gebildeten
Folge ebenfalls 0 = f(x,) A 1= f(xo).

Losung A.4.3: a) Sei L € R, die L-Konstante von f. Fiir beliebiges xg € D und
e € Ry wihlen wir 6 :=¢/L . Dann gilt fiir € D mit |z —zo| <9

‘f(x) - f(x0)| < L|iU —$0| < Ee.

b) Die Funktion f(x) = 4/|1 — x| ist als Zusammensetzung der stetigen Funktionen
g(z) = [1 —2| und h(y) = \/y ebenfalls stetig auf ihrem gesamten Definitionsbereich R.
Nach der Vorlesung ist sie dann auf jedem kompakten Intervall I C R, insbesondere also

dem Intervall [0,2] gleichméBig stetig. Fiir = € [0,1) ist
1 — |

[f(z) = fF()] = V|1 — 2] = :

1 -z

Es kann also keine L-Konstante fiir f geben, da fiir x — 1 gilt:

/() = f()] 1

= — OQ.

|z -1 Ve =1

¢) Die gleichméBige Stetigkeit von f auf D = (0,1] wiirde fiir beliebig kleines ¢ > 0 die
Existenz eines ¢, > 0 implizieren, so dass fiir alle x,y € D mit |x —y| = . gilt:

1 1 y—x 0c
L
Ty ry |zy|

Dies kann aber fiir Punkte mit |zy| — 0 nicht erfiillt sein.
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Losung A.4.4: a) Die stetige Funktion f bilde das abgeschlossene Intervall I auf das
abgeschlossenen Intervall Iz ab. Dann gilt:

i) Jeder Wert ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b) ist in Ip und damit Bild eines x € Ip, d.h.:
f(x) = ¢ (Zwischenwertsatz).

ii) Da Ip beschréinkt ist, gilt sup,c;, |f(2)| < supyer, ly| < oo (Beschrinktheit).

iii) Das abgeschlossene Intervall Iz besitzt einen maximalen Punkt, den rechten End-
punkt. Dieser ist wegen der Surjektivitdt von f auch Bildpunkt eines x € Ip, und in
diesem z nimmt f sein Maximum an.

b) Sei nun die Giiltigkeit der Sétze vom Zwischenwert, der Beschranktheit und vom Maxi-
mum angenommen. Zundchst ist der Bildbereich By € R von f beschrankt. Weiter
existieren Ty, Tmax € Ip Mit f(Tmin) = infecr, f(2) und f(Tmax) = sup,er, f(7).
Schliefllich gibt es zu jedem y € [f(2min), f(Zmax)] €in x € Ip mit y = f(x). Also ist der
Bildbereich von f beschrankt, ,,zusammenhédngend” und enthélt den linken und rechten
Endpunkt, d. h.: By ist ein abgeschlossenes Intervall.

Losung A.4.5: i) Fir £ < —2 und = > 2 ist f als lineare Funktion stetig; in z = 0
(isolierter Punkt) ist f trivialerweise stetig. Die Umkehrfunktion f=! ist in z = 0
unstetig, da fiir die Folge (1),en gilt:

FrR) =245 =2 2#40=F70) (n—o0).
Bei diesem Beispiel ist der Definitionsbereich Dy = M der Funktion f nicht abgeschlos-
sen.
Losung A.4.6: a) Als Polynom ist p stetig. Wegen p(—1) = —7 und p(1) = 1 existiert
nach dem Zwischenwertsatz ein x € (—1,1) mit p(z) = 0.

ZZ
b) Die Funktion h(x) = % ist stetig auf [0, 1] und erfiillt & : [0,1] — [0, 1]. Stetigkeit
ist klar als Komposition stetiger Funktionen. Da fiir 0 <z <y <1 gilt

(e(x2) —1)(e—y) < (e(xz) —1)(e—2) < (e(yz) —1)(e—x),

ist h monoton wachsend und somit A ([0, 1]) = [R(0), h(1)] = [0, 1]. Aus der Monotonie
und Stetigkeit von /- auf R, folgt, dass damit auch die Funktion g¢(-) := +/h(-) :
[0,1] — [0,1] wohldefiniert und stetig ist. Dasselbe gilt dann auch fiir die gegebene
Funktion f(-) =1—g(-), die folglich einen Fixpunkt = € [0, 1] besitzt, d. h. f(z) = .

Losung A.4.7: a) Wir definieren fiir z € R mit x = k+ & fiirein k € Z, & €[0,1):

T, ke2Z,
1—2, sonst.

Dann ist klarerweise f(x) periodisch mit Periode w = 2. Ferner ist f(x) = f(x) fir
z € [0,1]. Die stetigkeit von f auf den Intervallen [k, %k + 1) ist klar nach Konstruktion.
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Es bleibt die Stetigkeit in den Punkten k € Z zu zeigen. Sei also x,, < k eine Folge mit
x, =k (n— o0); 0.B.dAsei z, >k—1,dh z,=(k—1)+ &, mit &, — 1. Dann gilt

~ 0, ke2Z,
J(@n) = S (k) = { 1, sonst

Da aus der Periode w = 1 notwendig f(0) = f(0+w) = f(1) folgt, und f(0)=0#1=

f(1), kann dies nicht gehen.

a) Wir zeigen die Behauptung durch ein Widerspruchsargument. Sei f # 0 eine periodi-
sche, rationale Funktion mit Periode w. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R, so daf§ f +
¢ eine Nullstelle xy hat. Mit f ist auch f + ¢ periodisch mit derselben Periode w.
Folglich hat f + ¢ unendlich viele Nullstellen z, = 2o £ nw, n € N. Dies bedeutet einen
Widerspruch, denn die rationale Funktion

anx™ 4+ .. .a1x + ag apx™ + . .arx + ag + c(bpx™ + ...+ bix + by)

f(x):bma:er...erla:eroJrcz bna™ + ... + b1 + by

kann hochstens max{n, m} Nullstellen haben.

b) Wir zeigen die Behauptung wieder durch ein Widerspruchsargument. Sei f # 0 eine
periodische Exponentialsumme mit Periode w. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R, so
dass f+ ¢ eine Nullstelle xy hat. Mit f ist auch f+ ¢ periodisch mit derselben Periode
w . Folglich hat f 4 ¢ unendlich viele Nullstellen z, = xo £ nw, n € N. Dies fiihrt aber
auf einen Widerspruch, denn

m 2m
f(z) = Z are™ =e mzZak_m(e )k
k=—m k=0

Das Polynom
2m
py) == army*
k=0

kann aber nur endlich viele Nullstellen haben und die Abbildung x + y = e® ist injektiv
auf R.

Losung A.4.8: 1) f(z) =€® und ii) f(x)=In(z):

4 -3 -2 -1

_9o 1
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iii) f(z) =sin(l/z) und iv) f(z) = x:

—4 -3 -2 -1
~1

-2
Losung A.4.9: a) Aus der Potenzreihendarstellung des Sinus und der Abschétzung fiir
das zugehorige Reihenrestglied

n L l’2k+1 |x‘2n+3
() — 1 3, s < ———o <2 4,
sin(z) kz_;( ) O + Tonys [T2n+3] @n 130 || n -+

folgt fiir n = 0 zunéchst:

sin(x)

. . T3
lim =1+lm-—==1.
z—0 x z—0 I

Dies impliziert dann fiir allgemeines a € R, :

. sin(x . sin(x) ,_
lim (z) = lim {7( ):vl “}
—0 xre —0 xT
in(z) 0 fir 0<a<l,
. sin(x) .. _ . _
= lim lima' ™ =lims"*=<{ 1 fir a=1,
x—0 € x—0 r—0

oo fir a>1.

b) Wegen |sin(z)| < 1, z € R, gilt |lim, o (2 sin(1/z))| < lim,o |2|* = 0.

Losung A.4.10: Wir verwenden mehrere bekannte Beziehungen fiir Sinus und Kosinus.

i) Zunéchst ist Ty = sin(7) = 0. Fiir n > 2 gilt definitionsgemas:

\/2712 —2ny/n? -T2 = \/2712 — 2ny /N2 — n?sin® \/Qn2 — 2ny [n? 00%2
T 1 s
= \/2712 — 2n2 cos <7> = 2n\/ (1 — oS (7))
n 2 n

= 2nsin (i) =T,
2n
da sin(z) > 0 fir 0 <z < 7. Die letzte Identitét ergibt sich mit Hilfe von
1 —cos(r) = 1 — cos (g + g) =1-cos® (g) + sin? (g)

= gin? (g) + sin? (g) = 2sin? (g) .
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In obigem Argument wird verwendet, dass cos(mw/n) = /cos?(w/n), was aber wegen
cos(m) = —1 erst ab n =2 gilt.

ii) Zum Nachweis der Konvergenz T, — m (n — o0) beachten wir, dass

lim sin(z) =1.
x—0 €T

Dies impliziert

T, =nsin(n/n) = 7T(L sin(7r/n)> — 7 (n— 00).

w/n

Losung A.4.11: a) Fir o € (0,7) ist |cos(z)| <1 und cos(0) =1 sowie cos(m) = —1.
Folglich konvergiert

0, ze(0,m),
|cos"(z)| = f(z) = (0,m) (n — 00).
1, ze{0,7},
Die Konvergenz ist nicht gleichméiflig, da es wegen lim, ,,cos(z) = 1 zu jedem e €

R,,e<1,ein z. € (0,7) gibt, so dass
|cos(z.)| > /e bzw. |cos™(z.)| > (/)" =e.

b) Auf dem kompakten Teilintervall 1 = [47, 37] ist die Konvergenz gleichmiBig, da hier
|cos(z)| <1 ist.

Losung A.4.12: Zur Beantwortung der Frage beachten wir, dass fiir = > 0:

T - 1
e ZZH>1+£€.
k=0

Wegen 7 > e ist m/e > 1 und somit z:=m/e —1> 0. Also folgt

671'/@

™
=e">1+x=—

e
bzw. e™¢ > 1. Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion folgt e™ > 7¢.

Losung A.4.13: Nach einer bekannten Formel gilt:

" —a”

:xn—1+xn,—2a+”.+xan—2+an 1.

r—a

Da n fest ist, konvergiert die rechte Seite fiir # — a gegen na"!, d. h.:

n n
—a

lim = na
r#a,x—a T — Q

n—1
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Losung A.4.14: a) Sei die Funktion f: D C K — K stetig gemé8 der ,, Folgendefiniti-
on“. Seien zy € D und e € R, beliebig. Wir haben zu zeigen, dass es ein § € R, gibt,
so daBl |z — x| < d fir * € D auch |f(z) — f(zo)| < ¢ impliziert. Angenommen, es
gibt kein solches §. Dann gibt es zu jedem n € N ein x, € D, so dass |z, — x| < 1/n
und |f(x,) — f(z0)] > €. Die entstehende Folge (x,)nen konvergiert also gegen g ; es
gilt aber inf,en|f(z,) — f(zo)] > £. Dies widerspricht der angenommenen Eigenschaft
der Funktion f.

b) Sei die Funktion nun stetig geméf der e/0-Definition. Sei zy € D und (z,)nen €i-
ne Folge aus D mit zy = lim, ,. 2, . Dann gibt es zu beliebigem ¢ € R, und dem
zugehorigen 0 € Ry ein ns € N, so dass |z, — 29| < ¢ fiir n > ns und folglich:

|f(zn) = flzo)| <e.
Also konvergiert f(z,) — f(zo) (n — o0).
Losung A.4.15: Es ist zu zeigen, dass eins der beiden Kriterien aus Aufgabe 8.1 erfiillt
ist. Der wohl einfachste Weg fiihrt iiber das ,Folgen“-Kriterium. Sei xy € D beliebig. Da

nach Voraussetzung f(z) = f(z+0)f(0) gilt, folgt fir jede Folge (x,)neny mit lim, o =
X -

[f (@) = f(@o)| = [f (2 — x0) f(w0) — f(20) f(O)] = |f (o) [/ (xn — z0) = F(O)].

Da f nach Voraussetzung stetig bei z = 0 ist, folgt fiir n — oo

[f(@n) = f(x0)] = [f(20)[£(0) = f(0)] = O,

was zu zeigen war.

Losung A.4.16: a) Nach Definition des Tangens gilt formal:

_— sin (ngl)
f(.T) = tan <.I'2 — 1) - cos (mgfl)

Dieser Ausdruck ist definiert fiir alle x € R, in denen der Zéhler sowie der Nenner
definiert sind und in denen der Nenner ungleich Null ist. Zdhler und Nenner sind definiert
fir 22 # 1, d. h. fir € {—1,1}. Der Nenner gleich Null fiir

T
2 -1

e {(k+YHm kez}.

bzw. fir

, 2 142 1 4k% — 4k

— _— 1 - =
T 0 < a(k) 5h 1
Die Funktion f ist also definiert fiir
1+ V24 4k% — 4k
R { - 17 17 ) Z}7
reR\ 1 ke

und dort als Komposition stetiger Funktionen auch selbst stetig.
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Losung A.4.17: a) Nach Voraussetzung ist
[fulz) — fuy)| < Llz —y|, x,y€l, neN.
Sei e € Ry . Mit 6. :=¢/L gilt dann fiir |x —y| < J.:
|f(z) = f)| < Llz —y| <e,

d. h.: Die Folge (fn)nen ist gleichgradig stetig.
b) Ist zusétzlich A := sup, oy |fn(a)| < 0o, so folgt fiir beliebiges = € I:

[fu(@)| < [fu() = fa)| +[f(a)] < Llz —a| + | f(a)| < L|b — a| + A.

¢) Die Funktionen f, = n sind offensichtlich gleichgradig stetig, da ihre Lipschitz-
Konstanten gleich Null sind. Thre Normen verhalten sich aber wie || f,|lcoc = 00 (n — 00).
Die Folge (fn)nen kann also keine konvergente Teilfolge haben.

Losung A.4.18: Wir haben zu zeigen, dass die Folge (f,)nen sowohl gleichgradig ste-
tig (Lipschitz-stetig) als auch gleichméflig beschriankt ist. Die auf I = [0, 7] definierten
Funktionen

fu(2) :=sin(x 4+ nm)

sind differenzierbar mit den Ableitungen f!(z) = cos(z +nx). Diese sind gleichméBig be-
schriankt auf I, so dass die f, gleichmiBig Lipschitz-stetig und folglich auch gleichgradig
stetig sind. Daher folgt dann aus

[/n(0)] = [sin(nm)[ =0, n €N,
auch die gleichméBige Beschrinktheit der f, . (Bem.: Die Folge hat wegen der Periodizitét
des Sinus die beiden Haufngspunkte f(z) = sin(z) und g(z) = —sin(z).)

Zusatz: Die auf dem Intervall [—2%

A7, i7] definierten Funktionen

el
fa(z) :=nsin (ﬁx> cos(x + n)
haben die Ableitungen

fr(x) = cos(x/n) cos(x + nm) — nsin(z/n) sin(x + nr).

Fiir diese gilt:
[fa(@)] < 1+ |nsin(z/n)|.
Mit Hilfe der Reihenentwicklung des Sinus haben wir fiir n > %77:
)2h+1

- g (x/n)* x/n)
|nsin(z/n)| ‘nz s ‘ < ‘Z 2l<:+1 < gme.
—0

Die Funktionen f,, sind folglich gleichméfig Lipschitz-stetig und damit auch gleichgradig
stetig. Wegen |f,,(0)] = 0 sind sie auch gleichméflig beschrankt.
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A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: Fir differenzierbare Funktionen f, g gilt:

l / ! f ! f/g — fg/ / ! !
Gor=ro+sd. () =" WAO. S =Fl)9.
a) Die Ableitung existiert fiir = € (1,00), da die Funktion f(z) = xln(z) aus den
differenzierbaren Funktionen fi(z) = « und fo(z) = In(z) zusammengesetzt ist. Die
Ableitung ist:

f(z)= %(l‘ In(z)) = In(z) + 1.

b) Wegen f(z) = 2(* ) := e* *"(®) ist f aus den differenzierbaren Funktionen fi(z) =
272, fo(z) =In(z) und f3(z) = e* zusammengesetzt. Die Ableitung ist:

_ d . . . -

f(z)=¢€" zln(z)d—(l’_2 In(z)) = z 2)( -2z In(z) +27°) = z® 2_3)(1 —21In(x)).
x

Losung A.5.2: a) Die Funktion fi(z) = asin(l/z) ist fiir = # 0 offenbar stetig. Sie

besitzt auch einen ,reguldren Limes® bei = 0: lim, ,oxsin(1/z) = 0, und ist damit fiir

alle © € R stetig. Fiir h # 0 ist

fih) = £(0) _ hsin(1/h) _ .
A = A =sin(1/h).

Diese Funktion ist aber nicht fiir h — 0 stetig fortsetzbar, da z. B. fiir h, = 1/(n7) und
hl,=1/((2n+ 3)m) gilt

sin(1/h,) = 0 (n — 00), sin(1/hy) =1 (0 — o0).

Folglich ist f; in x = 0 nicht differenzierbar.

b) Fiir b # 0 ist
folh) = f>(0) _ h?sin(1/h) _ hsin(1/h).

h h
Diese Funktion konvergiert fiir h — 0 gegen Null (wegen |sin(x)| < 1). Folglich ist fo
in x =0 differenzierbar mit der Ableitung f5(0) = 0. Fiir 2 # 0 ist die Ableitung

fo(x) = 2xsin(1/x) — cos(1/x).

Diese Funktion ist fir  — 0 nicht konvergent (mit einem #hnlichen Argument wie in
(a)), d. h.: f5 ist in @ = 0 nicht stetig (und damit auch nicht differenzierbar).

c) Fiir h #0 ist
_ 3 gj
B0 _ 0 _
Diese Funktion konvergiert fiir A — 0 gegen Null (wegen |sin(z)| < 1). Folglich ist f3

in @ = 0 differenzierbar mit der Ableitung f4(0) = 0. Fiir 2 # 0 ist die Ableitung

fi(x) = 3% sin(1/z) — x cos(1/x).
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Diese Funktion konvergiert fir x — 0 gegen Null (wegen |sin(z)| < 1), d. h.: f} istin
x =0 stetig. Fiir h # 0 ist
/ ! 2 o 1 o 1
f5(h) . f3(0) _ 3h”sin( /h)h hcos(1/h) Shsin(1/h) — cos(1/h).
Diese Funktion ist fiir h — 0 nicht konvergent, d.h.: Die Ableitung f} ist in « = 0 nicht
differenzierbar.

Losung A.5.3: a) Wegen der Identitét sin(z) cos(z) = § sin(2z) gilt

le le

w(sin(m) cos(z)) = ﬁ(% sin(2z)) = 12'9(—1)"sin(2z) = —2" sin(z) cos(z).
b) Es gilt
dl+zy l1-—z+1l+z 2
%(1—;1;) T (1-2)2  (1—-2)?

und folglich

dw (1 +:v> _2(=1)'(10)
dz'o\1—z/  (1—z)1 ~
Losung A.5.4: a) Wegen f” > 0 auf I ist die Ableitung f’ streng monton wachsend.
Seien nun z,y € I mit (0.B.d.A.) z <y und A € (0,1). Wir setzen z, := Az+(1—N)y.
Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann £ € (z,z,) und n € (z),y) mit

Ty) — f(x y) — fl=

Ty —Z Y —
Wegen
ry—rz= X+ (1-Ny—xz=(1-XN)(y—2),
y—aox=y—Ar—(1=ANy =AMy —z),
ergibt sich somit
flax) = flz) _ fly) = flzn)

1—n  ° ) ’

bzw.
f(@a) = Af(za) + (1= N f(za) <Af(z) + (1= A)f(y).
Die Funktion ist also konvex.

b) Es ist cos”(x) = — cos(x) . Die Funktion cos(z) ist also genau dort strikt konvex, wo
cos(z) < 0 ist. Dies ist der Fall fiir die offenen Intervalle ((2k + 3)m, (2k + 2)7), k € Z.
Wegen der 27-Periodizitit des Cosinus geniigt es, das Intervall (0,27) zu betrachten. Die
einzigen Nullstellen des Cosinus sind hier = = %w und z = %71’. Wegen cos(0) =1 und
cos(m) = —1 muss also cos(z) < 0 sein auf (37, 37), da der Zwischenwertsatz sonst die
Existenz einer weiteren Nullstelle im Intervall (0,27) implizieren wiirde. Damit ist dann

—cos(z) > 0 auf (37, 27) und somit f dort strikt konvex.
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Losung A.5.5: a) Die erste und zweite Ableitung von f(x) = 2% = *(®) sind
f(x) =@ (227 + In(z)) = 2*(1 + In(x)),
f(x) = e" @)=t 4 erin@) (1 4 1n(3;'))2 =2z + (1+ ln(x))2).
Die einzige Nullstelle von [’ ist bei 2 = 1/e. Da dort
['(1fe) = e (e + (14 10(1/e))%) > 0

ist, liegt ein striktes Minimum vor.

b) Die erste und zweite Ableitung von f(z) = 2%  =e” () sind

f’(x) — oo n(x) (x71$71 _ 2 ln(x)) _ e(x_172)ln(a:)(1 _ ln(x)),
fl/(a:) _ e(x71_2) ln(x)(_x—l) + e(r*1—2)ln(a¢)( o I_Q hl(l’) + ([L’_l _ 2).]3_1) (1 _ hl(I))
= —2"% 4+ 271 - In(z) — 2z) (1 — In(z)).

Die einzige Nullstelle von [’ ist bei z = e. Da dort
f'(e) = =P+ e (1 —1In(e) — 2¢) (1 —In(e)) <0

ist, liegt ein striktes Maximum vor.

Losung A.5.6: Die Funktion f(z) = 2"e™® ist auf dem gegebenen Definitionsbereich
R, zweimal stetig differenzierbar. Thre Ableitungen sind

f(x) = (nz™ ' —a™e ", f(x) = (n(n—1)2" > = 2na™ " + 2™ )e ™"

Nullstellen hat f im Fall n =1 in g =1 und im Fall n > 2 in 29 € {0,n}.In 20 =0
ist aber f(0) =0 < f(1) = e™!, so dass hier kein globales Maximum vorliegen kann. In
der Nullstelle g = n

'(n) = (n(n—1n" 2 = 2nn" ' +n")e " = —n"e " <0,
so dass hier ein (lokales) striktes Maximum vorliegt. Wegen f(z) > 0 und lim, ., f(z) =
0 ist dies sogar ein globales Maximum auf R, .

Losung A.5.7: Die Flidche des einbeschriebenen Trapezes ist gegeben durch

2R +2
F:H#:H(RJRT)

Nach dem Satz von Pythagoras gilt H = v/ R? — 2% . Daraus folgt fiir die Trapezfliche in

Abhéngigkeit von x:
F(x) =VR? — 22(R+x).
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Zur Bestimmung von Extrema suchen wir zunéchst Nullsstellen der Ableitung

Y SN S el ek

R2 — 2 R2 — 2

R |R?  R? R 3R
xi——zi 176—"_7__1:‘:7

Wegen der Positivitdat der Fliche ist x, = %R die ,richtige” Losung. Der Nenner in
F'(xy) ist offensichtlich ungleich Null. Um zu entscheiden, ob bei z, wirklich ein Mini-
mum der Trapezfliche vorliegt, betrachten wir die zweite Ableitung von F(z):

F'(z) =

DO | =

Diese sind

(=R — 42)VR? — 2® — (R? — Rz — 22%)(R? — 2?)"'/2}(—2x)

R? — 22

F//(x) —

Bei ;. = 3R ist

gy IOV AR (R 4R SRR LR PR
(4R) = e
f§R2\/§
— 2
Sk il

< 0.

Daraus folgt, dass die Trapezfliche fiir z = R ein Maximum besitzt.

Losung A.5.8: a) Wegen der Stetigkeit (und Differenzierbarkeit) des Sinus gilt fiir festes
rel:=[-mmn]:

fau(z) =sin(Zz) — sin(0) =0 (n— o).
Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen Null. Nach dem 1. Mittelwertsatz
gibt es zu jedem x € I ein &, € (0,z) oder &, € (x,0) mit

|sin(Lz) = sin(0)| = |cos(1&,) Ha| < 5 =0 (n— o0).

1
Dies bedeutet, dafl die Funktionen f, gleichméfig gegen Null konvergieren.
b) Wegen ng" — 0 (n — oo) fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert fiir festes z € I :=[0,1)
fal@)=nz(l—2)" =0 (n— c0).

Ferner ist f,(0) = 0. Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen Null. Die
Ableitungen sind

fi@)y=n(l—2)"—n*z(1—2)" ' =n(l—2)" '(1—2—nz) =n(l—(n+1)z)(1—-2)""

n

Fiir festes n € N und = € [0, 5] gilt

)= 1)1 a5 1 1 Ly
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Nach dem 1. Mittelwertsatz gibt es nun zu jedem x € I ein &, € (0,z) mit

Fiir die Punkte z,, := ﬁ gilt dann

[Faln) = F ()| = fulwa) = Fa(0) = F' (€,
n+1 1y\n11
=n(-57)0-5)" 5

1 n+1 1\ 1
>-(1- )(1——) - .
= 2( o ) 71 )

d. h.: Die Konvergenz der Funktionenfolge ist nicht gleichméfig.

Lésung A.5.9: Mit den Ableitungen der Funktion f(x) = (1+ )7,

(=1)FK!

AT o) K eN

() =

ergibt sich zunéchst die formale Taylor-Reihe

S Y

k=0 k=0

Diese Reihe konvergiert absolut fiir |z] < 1 und divergiert fir |z| > 1. Zum Nachweis,
dass diese Taylor-Reihe die Funktion fiir || < 1 auch darstellt, betrachten wir das
Restglied der zugehorigen n-ten Taylor-Summe:

(="
R,(0,z2) = ————2"
( ‘/E) (1 +§n)n+l z
Fir 0 <z <1 ist 0<¢, <2 und folglich:
|R.(0,z)] < |z[" =0 (n— c0).

Fir —1 <z < 0 folgt mit Hilfe der geometrischen Summenformel

_ |x‘n+1 |$|n+1

1 - 1 1
\Rn(O,x)|:‘7— \.7;|k’:’ - - S0 (n— o0).
1— |z kZ:O 1— |z

1 — [z 1 — [z
Losung A.5.10: Zur Bestimmung der Taylor-Reihe

-3 15

k=0

F®)(z

(z — )"
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miissen die Ableitungen der Funktion f(z) = sin?(z) in z¢ = 0 berechnet werden. Es ist

/

O (2
Oz

16 sin(z) cos(z) + 16 sin(z) cos(z ) = 32sin(x) cos(x),
32cos®(z) — 32sin®*(x)) = 32( cos’(z) — sin*(z)),

f(x) = 2sin(z) cos(x),
f"(z) = 2cos’(z) — 2sin*(z) = 2( cos*(z) — sin*(z)),
() = —4cos(z) sin(z) — 4sin(z) cos(z ) = —8sin(x) cos(x),
fB(z) = —8cos?(x) + 8sin’(z) = —8( cos®(z) — sin®*(z)).
(z) =
( )

woraus wir die allgemeine Form der Ableitungen fiir £ =1,2,... ablesen:
fEED(z) = (=1)* D2 sin(x) cos(z), & (z) = (—1)F2¥1(cos(z)? — sin®(x)).
Fiir x =0 ergibt sich f271(0) =0 und f%(0) = (=1)*2¥~! und damit:

Diese Potenzreihe hat wegen

ok—1

2
lim sup ¢ < lim —— =
koo || @R)L ™ k5 L/R)]
den Konvergenzradius p = oo und ist folglich fiir alle x € R absolut konvergent. Fiir das
Restglied des n-ten Taylor-Polynoms gilt bei fest gehaltenem x:

fn+1(€) x"+1‘ - gn+1
n+1)! ~ (n+1)!
d. h.: Die Reihe stellt die Funktion f auch in jedem z € R dar.

| R (0, 2)| = 2" =0 (n— o0),

Losung A.5.11: a) Die Taylor-Entwicklung des 1. Differenzenquotienten um x bis
zum Restglied 2. Ordnung ergibt unter Verwendung der Notation fy = f(xq), f =

Filan). £ = F'@o):

DY f(xo) = —(fo + foh + L "(€)R* — fo) = fo+ 1h2f"(€), € € (a,b).

=

Dies impliziert
D} f(w0) = Syl < 51 sup |f"(x)].

z€(a,b)

b) Taylor-Entwicklung des 2. Differenzenquotienten um zy bis zum Restglied 3. Ordnung
ergibt:

DI f(r0) = 25 (o + 2hfy + 2 FY + WO (€0) ~ 2o — 20y — W fY — HE1P(E) + )
= fo + %hf(3)(§1) - %hf(3)(§2), &1, & € (a,h).
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Dies impliziert
2
D3 f(ao) = fi] < §h sup |fO ()],

z€(a,b)

Losung A.5.12: a) Die Taylor-Entwicklung des 1. Differenzenquotienten um zy bis zum

Restglied 3. Ordnung ergibt unter Verwendung der Notation fj := f'(zo), f§ = f"(x0)
: (k) . £(k) .

und allgemein f;" := % (zy):

D}(Ll)f(l"o) = % (fo + foh + % oh? + %f@)(ff)hg — fo+ foh — % oh?+ %f(g)(§+)h3)
= o+ (O + DR, &, & € (asb).

Dies impliziert
DY f(wo) — fol < 3h? sup |9 ()].

z€(a,b)

b) Taylor-Entwicklung des 2. Differenzenquotienten um z, bis zum Restglied 4. Ordnung
ergibt:

DY f(a0) = 5 (fo+ S+ LI0 + LR + e F (€ nt — 2,
+ fo foh+ 3100 = LR + £ 5O E0n?)
= fo + 5 (FVE) + FDED), € g € (ash).

Dies impliziert
2
D2 f (o) = f5) < 35h* sup |FD ()],

z€(a,b)

Losung A.5.13: Anwendung der L'Hospitalschen Regel erfordert die folgenden Schritte:

« .
g eeey

1. Uberpriifung, welche Art von Grenzprozess iiberhaupt vorliegt: ,,0/0%, ,,00/00
2. Uberpriifung der Differenzierbarkeit der Ausdriicke im Zéhler und Nenner;

3. Uberpriifung der Konvergenz der Ausdriicke im Zéhler und Nenner sowie ihrer je-
weiligen Ableitungen.

Wenn dies alles gegeben ist, kann die L’Hospitalschen Regel angewendet werden. Bei
den folgenden ,, Losungsvorschliagen“ werden diese Schritte zu Abkiirzung in einen zusam-
mengefasst, also quasi ,,von hinten®“ argumentiert. Die formal korrekte Argumentation
erfordert aber die vorherige Durchfithrung der drei o. a. Einzelschritte.

a) Es handelt sich um einen Grenzprozess der Art ,0/0“. Die Quotienten der 1. und 2.
Ableitungen sind konvergent und es gilt

lim In(1+ ) —sin(z) _ lim (1+x)~' — cos(x) — lim —(1+4 )72 + sin(z) _ 1 .
z—0 1,'2 x—0 2;13 x—0 2 2
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b) Nach Transformation y := x~! handelt es sich um einen Grenzprozess der Art ,0/0%.
Zunachst gilt
In(1 1 -1
hmw - lim% -1
y—0 y y—0 1
und folglich

lim(1 + y)y’l — i ev ) — o
y—0 y—0

Weiter gilt
d _ _
" O = (L) (—y (4 y) Hy (L) ).

und somit (bei Konvergenz von Zahler und Nenner)

1 v e y ' In(l+y) _
lim z((14+27")* —e) = lim +v) Y
T—00 y—0 Yy y—0 Yy
i W (—y P y) (14 y) )
o y—0 1
. (1+ y)?f1 (y —(1+y)In(1+ y))
y=0 y*(1+y)
i Wy = ()l +y)
y—0 1+ Y y—0 y2
o iy Y= A y) In( +y)
y—0 y2
ol Lm0y — A+ )4y
y—0 2y
_C gy Aty e Oyt e
2 y=0 Y 2 y=0 1 2

c¢) Die L'Hospitalsche Regel ist nicht anwendbar, da offensichtlich zwar der Nenner aber
wegen lim, ,oe * =1 der Zahler nicht gegen Null konvergiert:

lim (In(14+2)—€e ) = -1 (z—0),
z—0
und damit
In(l+2)—e™

x
Unkritische Anwendung der L’Hospitalschen Regel ergibt das falsche Resultat

— —o0 (z—0).

In(1+x)—e™® (1+az)t+e®

lim — (falsch!) iglé 1 =2.

x—0 €T

Losung A.5.14: a) Die L'Hospitalsche Regel ist nicht anwendbar, da zwar der Nenner,
aber wegen lim, ,ocos(z) = 1 der Zdhler nicht gegen Null konvergiert:
sin(z) 4 cos(x) - sin(z) + cos(z)

lim ——————~= =00 = —lin
zl0 x 10 x
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Unkritische Anwendung der L’Hospitalschen Regel liefert den Quotienten

cos(x) — sin(x)

lim = 1.
x—0 1
b) Fir a € Ry gilt:
1 1 11
lim n(z) = lim —%— = lim —— =0.
z—o00 ¢ T—00 VLY z—00 (4 T

Losung A.5.15: Die gegebenen Ausdriicke werden zunéchst durch Logarithmieren und
Reziprokenbildung in Quotientenform iiberfiihrt. Sind auf diese die Regeln von L’Hospital
anwendbar, so ergeben sich die gesuchten Limiten durch Exponentieren und Ausnutzung
der Stetigkeit der e-Funktion.

a) Es ist
lim tan(z) = lim sin(z) = 00, lim cot(z) = lim c.os(x) =0;
wtin otin cos() otin otin sin(x)
wir haben es also mit einem Grenzprozess des Typs ,,00°“ zu tun. Logarithmieren ergibt:
In (tan(z))
In (tan(z)°"®) = cot(z) In (tan(z)) = ———2.
(tan(e) @) = cot(a) In (tan(a)) = 0

Fiir 1 27 gehen Zéhler und Nenner beide gegen oo. Es ist tan’(z) = cos(z)™2. Der
Quotient der Ableitungen konvergiert, so dass geméfl der L’Hospitalschen Regeln gilt:

2

1
lim In (tan(x)com)) = lim %)2 = lim —— = lim cot(z) = 0.
otin stiztan(z)cos(z)?  atlxtan(z)  atlx

Durch Exponenzierung folgt

lim tan(z)© = 1.
xT%ﬂ'

b) Es ist
1

lim —— =

210 sin(z)

wir haben es also mit einem Grenzprozess des Typs ,,1°° ¢ zu tun. Logarithmieren ergibt:
In (1 + sin(z))

B sin(z)

1341})1 (1+sin(z)) =1,

)

In ((1 i Sin(x))l/sin(m’))

Zahler und Nenner gehen wegen lim, ,;In(z) = 0 fir 2 — 0 beide gegen Null. Der
Quotient der Ableitungen konvergiert, so dass geméfl der L’Hospitalschen Regeln gilt:

. . sin(x . COS(.’L’)

hmln<1+51nx Y U)zhm =1

250 ( (1)) 20 (1 4 sin(z)) cos(z)

Durch Exponenzierung folgt

m (1 + sin(x))l/sm(m)

li
z—0

= exp (glgli% In ((1 + sin(a:))l/sm(z))> =e.
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Losung A.5.16: a) Sei 1 < a < 10. Das Newton-Verfahren zur Berechnung von 1/a

lautet .
flz = O
Tyl = Tp — f’((a:n)) =z, — 2 — =2z, + ami.

T2
zn

Zur Durchfithrung dieser Iteration werden nur Addition und Multiplikationen verwendet.
Mit x, € R, ist dann auch z,.; € Ry, d. h.: Die Newton-Iteration ist fiir alle Startwerte
g € R, durchfiithrbar.

b) Der Beziehung

|Tns1 —a | = |22, —az? —a | = |a 20z, — 22 —a?)| = |a (2, —a)?

bzw. )
Ipy1 — @

=

entnehmen wir, dass diese Iteration fiir alle Startwerte mit der Eigenschaft |xg—a™!| < a
quadratisch gegen z, = a~! konvergiert.

¢) Fiir den Startwert zo = 0,5 ist wegen 1 <a < 10:

| -1 ‘1 1‘ a—1<1<
ro—a |=|z——|= - <a
0 2 al 2¢ 27
so dass die Newton-Tteration geméaf Teil (b) quadratisch konvergiert. Im Hinblick auf die
a priori Fehlerabschatzung

_lm—a? 1
a ~ 2a

DO | —

|z, —a”'| <ad”, q: <

ergibt sich die Anzahl n von Iterationsschritten zur Erreichung einer garantierten Genau-
igkeit von & = 10716 aus

In(a="-107'%) In(107"7) In(5)

PANSHIEE ~ ~ 57 ~
g In(q) In(0, 5) ' "

Es sind also maximal etwa 6 Iterationsschritte zur Erlangung der geforderten 16 Stellen
Genauigkeit erforderlich.

Losung A.5.17: a) Die Reihe

00
Seo 1= Z e ke
k=0
hat nach der geometrischen Summenformel den Limes

n 1— 87(n+1)x 1
:: 1' 7’6]: pr— 1. pr— .
f(x) = lim k§::0 et = lim T

n—o00 ]_—6

Die Konvergenz der Partialsummen ist gleichméBig fiir 2 € (§,00) mit beliebig kleinem
d > 0; die Limesfunktion ist stetig auf (0, 00).
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b) Die formalen Ableitungen der Reihe (gliedweise Ableitung) sind

s = (=1)"k"e
k=0

Diese Reihen sind wegen

lim sup Vkme** = lim sup (W)n et=e"<1

k—o00 k—o0

nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent. Die Partialsummen konvergieren gleichméfig
fiir © > § mit beliebigem § > 0. Folglich stellen alle Ableitungsreihen stetige Funktionen
dar, und die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar mit

F@) = S (-1,
k=

0

Losung A.5.18: a) Vektorraum: Mit f, ¢ sind auch die Summe f-+g sowie das Produkt
Af, A € R L-stetig. Folglich ist C%![a,b] ein Vektorraum.

b) Norm: Es sind die Normeigenschaften nachzupriifen. Zunéchst definiert || - ||Li, offen-
sichtlich eine Abbildung von C%![a,b] nach R, U{0}. Weiter gilt:

[fllp =0 = [flle=0 = f=0,

sowie fiir A € R:

M) = A
Ml = Ml + sup 2@ =AW

zyelarty |z — vy

= (AL fllip,

und schliefllich
I(f +9)@) = (f +9)(¥)]

”fJFgHLip = ”fJFgHoo + sup

wyelaty |z —yl
|f(z) = f(y)] lg(z) — g(y)]
S flloo +llglloe + sUp "=+ sup —F—"
z,yel,x#y |I - y‘ z,yel,x#y |J? - y|
= || flluip + l9lLip-

¢) Vollstandigkeit: Es ist zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge (f,,)neny von Funktionen f, €
C%'[a,b] einen Limes f € C%'[a,b] hat. Wegen

9lloc < llgllLip,  k=1,....m,

ist die Folge (fy)nen, & =1,...,m, Cauchy-Folge im Banach-Raum C/[a,b]. und besitzt
folglich einen Limes f € Cla, b]:

1fo=Ffllo =0 (n—00), k=0,...,n.



A.5 Kapitel 5 293

Fir z,y € I, z #y und m,n € N, m > n, gilt dann

Folglich ist
= 1)@ = (7 = 1))

zyelzy |z — y

<liminf||fm — follLp = 0 (n — 00).
Hieraus folgt f € C%'[a,b] und ||f, — fllLip — 0 (n — 00).

Losung A.5.19: a) Vektorraum: Mit f, ¢ sind auch die Summe f-+g sowie das Produkt
Af, A € R stetig und differenzierbar. Sukzessive Anwendung dieser Eigenschaft auf die
Ableitungen von f, g impliziert dann, dass mit f,g auch f 4 g sowie Af, A € R m-mal
stetig differenzierbar sind. Folglich ist C™[a,b] ein Vektorraum.

b) Norm: Es sind die Normeigenschaften nachzupriifen. Zunéchst definiert || ||;.00 offen-
sichtlich eine Abbildung von C™[a,b] nach Ry U{0}. Weiter gilt:

[fllme =0 = [fll=0 = [f=0,
sowie fir A € R:
M f e = e [N o = 1] max (78w = 3] e
und schlie3lich
1f + Gllmeo = max [|[(f +9) Pl < max [|f®]o+ max [g®]|
k=1,..m k=1,..m k=1,..m
= [[fllmsoe + 19 llmioc-

¢) Vollstandigkeit: Es ist zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge (f)nen von Funktionen f, €
C™la,b] einen Limes f € C™[a,b] hat. Wegen

||9(k)||00 < Hg||m;00> k=1,....m,

ist jede der Ableitungsfolgen ( fﬁk))neN, k=1,...,m, fiir sich genommen eine Cauchy-
Folge im Banach-Raum Cfa,b] und besitzt einen Limes f; € Cla,b]:

1% — fille = 0 (n—o0), k=0,...,n.
Wir setzen f := fy. Wegen der gleichméfigen Konvergenz der jeweiligen Ableitungsfolgen
||$f7§k) —fillo =0 (n—00), k=0,...,n—1,
sind dann auch die jeweiligen Limesfunktionen f; stetig differenzierbar, und es gilt f, =

flo k=1, m, baw. fr = f¥ = f® k =1,... m. Die gegebene Cauchy-Folge
konvergiert also in C"™[a,b] gegen den Limes f.
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A.6 Kapitel 6

Losung A.6.1: i) Sei u eine Losung der Anfangswertaufgabe. Integration der Differen-
talgleichung ergibt dann geméafl des Fundamentalsatzes

)= u0) = [ s)ds = [ fis.uts) s,

d. h.: u ist auch Losung der Integralgleichung.

ii) Sei u € C[0,00) eine Losung der Integralgleichung. Dann ist wegen der Stetigkeit von
u(t) auch die zusammengesetzte Funktion f(¢,u(t)) stetig und nach dem Fundamental-
satz die integrierte Funktion

t
ut) = wo = [ fs.uls)ds
0
stetig differenzierbar, d. h.: u € C'[0, 00) . Differentiation ergibt
u'(t) = f(t,u(t)), t>0.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt u(0) = u°, d. h.: Die Funktion u € C'[0,00) ist Losung der
Anfangswertaufgabe.

Losung A.6.2: Die Stammfunktionen sind

wegen 2sin(x) cos(z) = sin(2z)

¢) F(x)= _;(1—&—135)2+C’

und unter Verwendung der Beziehungen (Partialbruchzerlegung)

2 1 1
- . In(l+a)—In(l—a2) =1 (
1— 22 1+x+1—a: a(l+o) -l -z) =1l

1+:z:)
1—a/"

14+
1—=x

d) F(:U):hl( )+c, lz| <1,
mit beliebigen Konstanten ¢ € R. Eine alternative Darstellung der Losung zu (d) ist

F(z) = 2arctanh(z) +c.
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Losung A.6.3: a) Das Integral wird zerlegt geméis

2m m 27
/ |sin(z)|dx = / | sin(z)|dx + / |sin(z)| dx
0 0 T

m 2 p
= / sin(z) dx — / sin(z) de = — cos(:):)‘ + cos(x)
0 m 0

= —cos(m) + cos(0) + cos(2m) — cos(m) = 4.

2

™

b) Die Stammfunktion des Integranden ist F(z) = In (In(z)):

/e dv =In (In(x)) “ =1In(In(e®)) —In (In(e)) = In(2).

xIn(z) e

Dasselbe Ergebnis liefert die Taylor-Reihe der Funktion f(x) = In(l +2) fir z =1
(alterniernde harmonische Reihe):

Z (7112 - = In(2).

k=1

Losung A.6.4: a) Partielle Integration ergibt

w/2 w/2 /2
/ sin?(z) dz = — sin(z) cos(z) g/g + / cos®(z) dx = / (1 —sin*(z)) da.
0 0 0

/2 1 w/2
/ sing(a:)dxzf/ dr ==
0 2.Jo 4

b) Partielle Integration ergibt

Dies liefert dann

™

i +/ cos(x) dx = —xcos(x)| = .
o Jo 0

/ xsin(x) de = —x cos(x)
0

Losung A.6.5: a) Das uneigentliche Integral existiert nicht, denn es ist zwar

2nm n—1 o(k4+1)7
/ sin(x) dz = Z/ sin(x) dz =0,
0 2

k=0 ¥ 2km
aber fiir 2nm <z < 2(n + 1)m wird im Hinblick auf
/ sin(z) dr = —cos(z) + 1
2nm
jeder Wert in [—1, 1] angenommen.

b) Durch die Substitution z := /gy mit dz = 3dy//y erhalten wir:

b 1 g
/ sin(2?) do = sin(y) dy.
0 2Jo VY
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Dies ist ein ,normales* Riemann-Integral, da der Integrand g(y) = sin(y)/\/y auf dem
Intervall [0,b%] mit g(0) := 0 als stetige Funktion definiert ist. Wir betrachten den
Grenzprozefl b — oo und kénnen daher 0.B.d.A. annehmen, dass b* € [mm, (m + 1))
fiir ein m € N. Das Integral wird entsprechend aufgespalten geméf

sin(y 1 (¥ sin(y)
sin(z?) do = / y+= —dy
/0 Z -1 2 mm \/37

=: Ay =: A(b)

Aufgrund des oszillierenden Verhaltens der Sinus-Funktion ist
Ag >0, k gerade, A <0, kungerade,

d. h.: ApAi1 < 0. Da die Funktion l/ﬂ monoton fallt, ist wegen der 2m-Periodizitit
des Sinus und |sin(z)| <1 auch die Folge der Absolutbetriige |Ax| monoton gegen Null
fallend. Nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen konvergiert
die Reihe > 77, Ag. Es bleibt zu zeigen, dass A(b) — 0 fiir b — oo . Dazu schitzen wir
wie folgt ab:

|A(D)| < |Apmir]| = 0 (b — 00).

Losung A.6.6: Sei £ > 0 beliebig klein. Die Substitution = = sin(y) ergibt mit dz =
cos(y) dy und & := 17 — arcsin(l — )
COS(y) _dy 70 cos(y)

1
.
/1+€ V1—a? /—ﬂ+5 /1 —sin(y “1pys cos(y)

dy — 7 (¢ —=0).

Losung A.6.7: a) Wir zeigen, dass fiir @ € R, die beiden uneigentlichen Integrale

1 o)
Li(x):= / et dt,  Iy(x) = / et dt
0 1

existieren. Zuniichst ist wegen et < 1:

1
I(z) g/ 7l dt = —t°
0

et =t (t" e ™) - 0 (t— 00)

|
0o

Wegen

gilt weiter mit einem ty > 1:

to 0
L(x) < / t" et dt + / t2dt.
1 to

Da diese beiden Integrale existieren, existiert auch Iy(x) als uneigentliches Riemann-
Integral.
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b) Zum Nachweis der Funktionalgleichung schreiben wir unter Verwendung von partieller
Integration fiir x > 1:

o) 1/e
[(x) = / et dt = lim/ et dt
0 el0 c

t=1/e 1/e
=lim [ —e %" * + (z— 1)/ e T2 dt
€l0 t=¢ e

:4x_néma%*%h=u—1ﬁw—1y

¢) Die letzte Behauptung zeigen wir durch vollsténdige Induktion. Zunéchst ist

(1) = /ODO e~tdt = [—e 7 = 1.

Sei nun I'(n) = (n— 1)! richtig. Dann folgt mit Hilfe der Funktionalgleichung I'(n+1) =
nl'(n) =n!.

Losung A.6.8: Die Normeigenschaften folgen unmittelbar aus den Eigenschaften des
Absolutbetrags und der Linearitdt und Definitheit des Riemann-Integrals:

1. Definitheit:
[flli=0 = [f[=0 = [f=0;

2. Homogenitdt (o € R):
d d
Hafnlzt/ kUXxndxzﬂay/ F@)dz = o] |11
3. Dreiecksungleichung;:
d d
|V+ﬂh=/\ﬂ@+ﬂ@MwS/(U@N+M@DmgHNrﬂMh
Aus der Abschétzung

d
191 = [ 1@ de < max |0)] (@~ 0

folgt unmittelbar, dass jede bzgl. der Maximum-Norm konvergente Folge auch bzgl. der
L'-Norm konvergiert.
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A.7 Kapitel 7

Losung A.7.1: Nach Definition ist

/abf(m)dx = /abRef(:v)der@'/abImf(x)dI’

und folglich
/bf(a:)dx:/bRe(x)dm—&—i/bImf(x)dx
b b b
:/ Ref(x)da:—i/ Imf(a:)d:r:/ f(z)dx.

Losung A.7.2: Mit R[a,b] wird der Vektorraum der iiber dem Intervall [a,b] Riemann-
integrierbaren Funktionen bezeichnet. Er wird mit der L?-Norm versehen zu einem (nicht
vollstindigen) normierten Raum. Mit C[a,b] wird dagegen der Vektorraum der auf [a, b]
stetigen Funktionen, iiblicherweise versehen mit der Maximumnorm, verstanden. Er ist
dann vollsténdig, d. h. ein ,Banach-Raum®. Der Cfa,b] ist ein echter Untervektorraum
von Rla,b]; versehen mit der L?-Norm ist dieser dann ebenfalls nicht abgeschlossen (bzw.
,nicht vollstandig® als normierter Raum).

Eine Folge von Funktionen f, € Rla,b],n € N, konvergiert fir n — oo gegen eine
Funktion f € RJa,b]

i) punktweise, wenn f,,(z) — f(z), x € [a,b];

i) gleichméBig, wenn supy, [ fn(2) — f(x)] — 0;

iii) im quadratischen Mittel, wenn fab |fu(z) — f(2)]*dz — 0.

a) Wegen der Stetigkeit (und Differenzierbarkeit) des Sinus gilt fiir festes © € I := [—7,7]:
fa(z) =sin(Zz) — sin(0) =0 (n— o).

Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen f(z) = 0. Nach dem 1. Mittel-
wertsatz gibt es zu jedem x € I ein &, € (0,z) oder &, € (x,0) mit

|sin(La) — sin(0)] = |cos(2&,) ta| <= 50 (n— o).
n

Dies bedeutet, dass die Funktionen f, auch gleichméfig gegen Null konvergieren. Dies
impliziert mit der Ungleichung

T 273
[ 15ate) = S0P o < 27 x|, - 12 < 2

auch die Konvergenz im quadratischen Mittel.

b) Wegen ng" — 0 (n — oo) fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert fiir festes z € I :=[0,1)

folz)=nz(1—2)" =0 (n— o0).
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Ferner ist f,(0) = 0. Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen f(x) = 0.
Die Ableitungen sind

fi@)y=n(l—2)"=n*z(1—2)" ' =n(l—2)" *(1—2—nz) =n(l—(n+1)z)(1—-2)""

Fiir festes n € N und z € [0, =] gilt

7 2n

frlb(ﬂﬁ):”(1*(n+1)x)(1—x)”*1Zn(lin—&-l)(l 1 )n_l.

2n o

Nach dem 1. Mittelwertsatz gibt es nun zu jedem = € I ein &, € (0,) mit

fa(@) = f(2) = fu(z) = f2(0) = [, (&)

Fiir die Punkte z,, := % gilt dann
|fn(xn) - f(xn)| = fn(xn) - fn(o) = f;(fzn)xn
n+1 1 \n11
> _ R —
—”<1 m )(1 2n) M

1/, n+l T\ 1
O
—2( om ) 1 7™

d. h.: Die Konvergenz der Funktionenfolge ist nicht gleichméfig. Dagegen impliziert

1 1
/ | fn(2)|? do = n2/ 231 — 2)*" dx
0 0
! 1 1 L
- n2{ / 2 (1— ) dy — 2? (1 —z)**!
0 2n+1 2n+1

2n* !
_— / (1 — )" da
2n+1 Jo

= 2n® {/1 L (1—2)""de —x ! (1 — )2 '
2n+140Jy 2n+2 2n + 2
2n? !

T @nt )2+ 2) /0 (1= o)™ da

o 2n? (1 — o) 1
 2n+1)(2n+2)(2n +3) 0
2n?

(2n+1)(2n+2)(2n +3)
die Konvergenz im quadratischen Mittel.

¢) Beispiele zur Demonstration der (paarweisen) Nichtéquivalenz der drei Konvergenzbe-
griffe sind etwa:

— Punktweise aber nicht gleichméflig konvergent (s. o.):

folz) :=nx(l —2)", x€][0,1].
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— Punktweise aber nicht im quadratischen Mittel konvergent (s. o.):
fulx) == n%2(1 —2)", x€]0,1].

— Im quadratischen Mittel aber nicht punktweise konvergent: Die Folge (f,)nen ist
eine Folge von , Peaks“ auf dem Intervall [0,1] der Hohe Eins, deren Tréiger die
Liange 1/n haben und die periodisch im Intervall [0,1] hin und her wandern.

Losung A.7.3: a) Die Folge der Funktionen f,(z) := cos(2z) konvergiert im L2-Sinne
gegen Eins. Dazu berechnen wir mit Hilfe partieller Integration

2 27 2T
/ | cos(Lx) — 1’2 dr = / cos(Lz)* dw — 2/ cos(+x)dx + 27
0 0 0

2 2

us
+ 27
0

= cos(Lz)nsin(ixz)

27
+ / sin(12)* dz — nsin(Lz)
0 0

2

= cos(2m)nsin(37) — / cos(1z)* dz — nsin(2r) + 4x
0

und erhalten wegen lim, o sin(z)/z = 1:

2m
/ | cos(Lx) — 1|2 dz = (3§ cos(2m) — 1)2i sin(2m)2r +2r - 0 (n — o0).
O 7-[-

b) Die Folge der Funktionen f,(z) := (z + 2)™"/2 konvergiert nicht im L?-Sinne. Dazu
betrachten wor die Normen ||f,]|:

/ ’ | fo(2)|? dx = /0 (z+ Y de =In(z+ )

2
=In27r+ 1) —In(3) 200 (n— o).
0 O

Bemerkung: Es konvergiert aber sehrwohl f, — 2712 (n — o) im schwiicheren L!-Sinne:

2 27 o

/ |fo(x) — 27 V2 dx = {xil/z— ($+%)71/2}dx: %:131/2’

0 0 0
:%(277)1/2—%(277+ 1)1/2+%(%)1/2—>0 (n — 00).

n

1 141/2]%"
—z(@+3) o

Lésung A.7.4: 0) Auf dem Funktionenraum R[a,b] sind die L?- und die L'-Normen
definiert durch

e = ([ W@ra)” il = [ 1wl

i) Die Folge der Funktionen f,(z) := sin(37 + 22) konvergiert im L*-Sinne gegen Eins.
Dazu betrachten wir wegen sin(z + 37) = cos(z) :

27 27 2
/ ’ cos(+x) — 1‘2 dx = / cos(fz)* dx — 2/ cos(+x)de + 27
0 0 0

2

27 -
= / cos(fz)*dx — 2nsin(iz)| +27
0

0

27
= / cos(£2)* dz — 2nsin(2x) + 2.
0
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Mit Hilfe partieller Integration gilt

27 o 27
/ cos(12)? dz = cos(Lz)nsin(fz)| + / sin(1z)® dx
0 0 0

2
= cos(Z)nsin(3) + 27 — / cos(Lz)* dx
0
und folglich
2m
/ cos(2x)?dr = 7 + £ cos(Z)nsin(E£).
0
Dies oben eingesetzt impliziert dann

n

27
/ | cos(z) — 1| dz = incos(3) sin(%%) — 2nsin(2X) + 3.
0

Wegen lim,_,qcos(z) =1 und lim, ,osin(z)/x =1 folgt dann schlieBlich

27
/ | cos(Lz) — 1‘ dr = 3= cos(2) sin(25)7 — L sin(2)4r + 31 — 0 (n — 00).
0

Die L?-Konvergenz impliziert dann iiber die Holdersche Ungleichung

/OZW\fnﬂda:S (/02W|fnf|2dx)1/2</02ﬂ dx)”

direkt auch die L'-Konvergenz.

ii) Die Folge der Funktionen f,(z) = m konvergiert nicht im L?-Sinne. Dazu

betrachten wir die Normen || f, |12 :

2 ) 1 T 1 ) )

- %ln (1+1/n*) — %ln (1/n*) = 00 (n — o0).

1

0

Es konvergiert aber sehr wohl f,, — f := 27'/2 (n — 00) im schwicheren L'-Sinne (Dabei
wird f(x) = 2~/? auf dem Intervall [0, 1] als ,uneigentlich“ R-integrierbar betrachtet.).
Wir spalten das Integral auf geméaf
1
’ dz + / .
1/n

1/n
/ ‘x2+1/n2)1/27 1/2‘dx /0
Fiir das erste Integral gilt
Un 9 1/n
)dxg/ Tqu:m:l/?‘ =0 (n— o0).
0 0

1/n

Fir z € [0,1] ist

|da.

P H1m < 2 /n+1/n?=(x+1/n)? = (P+1/n)Y2 -2z <1/n.
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Fiir das zweite Integral folgt damit ebenfalls

1 1o (2 2y1/2 1 1
x— (24 1/n?) 1/ de 2 1
/1/n ‘ * / Va(xz? +1/n?)1/? r= 32 nx'2lim (n = oo)
Losung A.7.5: Fir k=1 gilt:

2 2w
/ ek emile gy — / dr =27,
0 0

und fiir k£ # [ nach der Eulerschen Formel:

1/n 1/n

2m 2T 2T
/ elkre=ile dx/ el k=0 gy = {cos((k —l)x) +isin((k — l)z)} d
" ’ jon 2
= / cos((k — l)x) de + z/ sin((k —)x)dx = 0.
0 0

Losung A.7.6: Die Fourier-Koeffizienten kénnen statt iiber [0,27] auch iiber [—m, 7]
berechnet werden.

a) Fiir gerades f gilt, da sin(kx) ungerade ist:

/ f(z)sin(kz) d / f(z)sin(kz) de + — /07T f(z)sin(kz) dz
= _7T/0 f(z)sin(kz) dv + 71_/0 f(z)sin(kz) dz = 0.

Die Fourier-Reihe von f hat also die Form

1 oo
Fl(z) = 700 + Zak cos(kx).

b) Fiir ungerades f gilt analog, da cos(kx) gerade ist:

- fdx:—f/ fd:z:—|—f/ fdr =0,
— T Jo T Jo

- i/: f(x) cos(kx) dr = f% /07r f(x) cos(kz) dx + % /07r f(x) cos(kz) dz = 0.

Die Fourier-Reihe von f hat also die Form

= Z by sin(kz).
k=1
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Losung A.7.7: Die Fourier-Koeffizienten der durch f(z) = |z|, —7 < z < 7, definierten

2m-periodischen Funktion sind

s 2 T 2 s )
= 7T/0 x cos(kx) dx = o sin(kz)| — k‘ﬂ'/o sin(kzx) dx
2 Q 2
= cos(kx) =12 (cos(km) — cos(0))
2 —2,  k gerade
k2 )0, k ungerade

Da f gerade ist, gilt ferner:
1 ™
by = 7/ |z|sin(kx)dx =0, keN.
T

™

Die Fourier-Reihe von f ist demnach

72008 ((2k + 1)x)
(2k+1)2

Diese Reihe konvergiert absolut. Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist,

stellt sie die Funktion f auch fiir alle z € R dar.
Losung A.7.8: a) Die allgemeine (reelle) Form der Fourier-Reihe ist

?0 + ; a cos(kx) + by, sin(kz))

mit den Koeffizienten

1 2T 1 2w 1

ag = — flx)dz, ar=— f(x)cos(kz)dx, b, =— /27r f(z)sin(kz) d.
0

™ Jo ™ Jo m

b) Die Fourier-Koeffizienten konnen statt iiber [0,27] auch iiber [—m,

den. Fiir gerades f gilt, da sin(kz) ungerade ist:

/ f(x)sin(kz) d / f(x)sin(kz) dz + — / f(z)sin(kz) d

__7/ fx)sin(kz) do + = /f )sin(kz) dz = 0.

™ Jo

7| berechnet wer-
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Die Fourier-Reihe von f hat also die Form
Fl(z) = 1ao + f: a, cos(kx).
- 2 k=1

Fiir ungerades f gilt analog, da cos(kz) gerade ist:

1 (" I 1 [
ao:f/ fdx:—f/ fdac—l—f/ fdx =0,
T J) . T Jo T Jo

a = ;/: f(z) cos(kx) dr = —% /07T f(z) cos(kzx) dx + % /OTr f(x) cos(kz) dz = 0.

Die Fourier-Reihe von f hat also die Form
Fl(z) = Z b sin(kzx).
k=1

¢) Die reellen Fourier-Koeffizienten der durch

flx)y==z, z¢€l[-mmn),
definierten, ungeraden 2m-periodische Funktion f: R — R sind nach Teil (b) ap = ax =0
und

s
—T

by = %/W f(z)sin(kz) de = %/ xsin(kx) dx
1 R m cos(km) + cos(—km) _ 2cos(k)

1
cos(kx) dx — ot cos(kx)

Tk ), T - 2 k
2(—1)*
B
Die Fourier-Reihe von f ist demnach
Fl(v) =~ i 21" sin(kx)
[e’e] — k :

k=1

Diese Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f. Sie stellt f in allen Punkten
dar, in denen f stetig differenzierbar ist. In den Sprungstellen x = +kn, k € N, konver-
giert sie gegen den Mittelwert Null der benachbarten Grenzwerte. Die Funktion f wird
also iiberall in [—m, 7] durch ihre Fourier-Reihe dargestellt.

Losung A.7.9: a) Fiir jedes x € [0,27] haben die beiden Reihen nach dem Quotienten-
kriterium absolut konvergente Majoranten (r = 2, 3):

Eees s

1
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Die Partialsummen sind offenbar stetige und 2m-periodische Funktionen, welche auf [0, 27]
gleichméfig konvergieren. Wegen der Vollstandigkeit von C[0,27] existieren also die Li-

miten
= cos(ka)
fol(x) = nh_)HQlo E T, xr € [0,27{']

Diese sind dann offenbar ebenfalls 27-periodisch mit Werten f;(0) = f;(27) und somit in
R[0, 27].

b) Die abgeleitete Reihe (i) hat ebenfalls eine nach dem Quotientenkriterium gleichméBig
fir = € [0,27] absolut konvergente Majorante:

sie konvergiert also gleichméBig auf [0, 27]. Die abgeleitete Reihe (ii) ist nach Vorlesung
fiir jedes 6 > 0 auf [0, 27 — ] gleichméfig konvergent, und es gilt:

isin(kx)iﬂ—a:
ko2

k=1

Nach dem Satz zur Vertauschbarkeit von Differentiation und Summation sind daher beide
Funktionen auf (0,27) stetig differenzierbar, und es gilt (r = 2, 3)

¢) Aufgrund der Orthogonalititseigenschaften der trigonometrischen Funktionen gilt we-
gen der gleichmifigen Konvergenz der beiden Reihen (r = 2, 3):

I 17 s cos(la)
== kx)dr = = 1 E kx)d
a f(z) cos(kx) dx /0 < im " )COS( x)dx

2
- hm Z / cos(lz) cos(kx) dac) = E, k € Ny,

T n—oo

by = 1 : f(z)sin(kz) de = / (

™ Jo

) sin(kx) dx

77,4)00

2T
- hm Z / cos(lx) sin(kx) dm) =0, kel

T n—00

Losung A.7.10: a) Durch partielle Integration ergibt sich

27 1

- = . f'(x) sin(kx) dx

" f(x) cos(kz) dx = %f(x) sin(kx) o T

0
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und somit

’/% f(z) cos(kx) dx| < 2% max |f'(z)] =0 (k— o0).
0

z€[0,27]

b) Fiir allgemeines f € R[0,2x] (d.h., f nicht notwendig differenzierbar) kann die obi-
ge Argumentation offensichtlich nicht verwendet werden. In diesem Fall verwenden wir
L?-Konvergenz der Fourier-Reihe von f und die Vollstéindigkeitsrelation (,,Parsevalsche
Gleichung®):

2 o0
a
1717 =5 + > {ak + 8}
k=1
Die Konvergenz dieser Reihe bedingt nun notwendig, dass

‘/0277 f(z) cos(kx) dx’Q + ’ /027T f(z)sin(kx) dm‘z =m%(ai +b) =0 (k— o0).

Losung A.7.11: a) i) Fiir die Fourier-Koeffizienten der gegebenen Funktion gilt

o 1 27
- = / e* sin(kx) dx
0 k Jo

o 1 2w
o TR, e* cos(kx) dx

27 1
Tay, = / e’ cos(kx) dr = Eex sin(kx)
0

2w 1

1
= Eem sin(kzx) . + ﬁem cos(kx)

- ﬁ(eQ —-1) - l<:2/0 e cos(kx) dx,

und folglich

Dies impliziert

Analog ergibt sich dann

2T 1 o 1 27
by = / e“sin(kz) dv = ——¢” cos(kx)| + f/ e” cos(kz) dx
0 k 0 k Jo

1, 5, I
— _E(e — 1) +k/0 e’ cos(kz) dw
2
und folglich .
by = —eﬂ;l%“ keN.

Die Fourier-Reihe ist also in reeller Darstellung:

oo

k
Z sin(kx).
~ k1

e2mr—1  €? e —1

Tl 1
flx) = o + - ;ijLlcos(kx)f
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ii) Die komplexen Fourier-Koeffizienten ergeben sich damit zu

L 627r_1
Co = 300 = o
277_1 6271'_1
g —ib) = - (1aik) = &
=l i) = sy U R = oy
2 2
1 . e —1 . em —1
r=3 - k)= —
C-k = g(ar +iby) 27T(]€2+1)( ik) 27 (1 + ik)

Also ist die Fourier-Reihe in komplexer Darstellung:

o0 ) 1 o0 ezﬂ. o 1 )
_ ikx __ ikx
f(m)_zfooc’“e _QWZﬂX} 1k &

b) Die Fourier-Reihe konvergiert im L?-Sinne, auf ganz [0,27] punktweise und auf jedem
Teilintervall [e, 27 — ¢, € > 0, gleichméaBig gegen f.

Losung A.7.12: a) Die Fourier-Summen (in komplexer Darstellung)
Fl(z) = Z cpe®

sind stetige Funktionen. Ihre gleichmdfsige Konvergenz wiirde dann die Stetigkeit der
Limesfunktion f implizieren, im Widerspruch zur vorausgesetzten Unstetigkeit von f.
Dieses Argument funktioniert auch fiir jede Teilfolge (Fr{k)keN , da jede den selben Limes
hat.

b) O.B.d.A. sei £ € (0,27) die einzige Unstetigkeitsstelle von f. Nach dem Satz der
Vorlesung konvergieren dann die Fourier-Summen auf dem Intervall [, 27] punktweise
und auf jedem Teilintervall [£ + d,27], 0 < § < 27 — &, gleichméfig gegen f. Da es auf
dem Intervall [¢,27] keine gleichmiflig konvergente Teilfolge (F,{k)keN geben kann, gibt
es ein ¢ > 0 und ein ne € N, so dass

sup |f(z) — FI(2)] > ce >0, n>ne.
z€(€,2m]

Dagegen gibt es fiir jedes § > 0 ein ns € N, so dass

sup | f(z) — Fg(m)| <ce >0, n>ns.
xz€[£+6,27]

Hieraus folgern wir die Existenz einer Folge von Punkten x,, € [¢, 27], so dass

|xn_€‘_>0 (n—)oo), |f(mn)_Fr{($n)‘ZC§>0'
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