A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Lésungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Ubungs-
aufgaben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um , Musterlosungen“ mit voll-
stindig ausformuliertem Losungsweg, sondern meist nur um ,, Losungsansitze® in knapper
Form.

A.1 Kapitel 1

Losung A.1.1: a) AN B = {3,10}, AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, A\ B =
{1,2,5,6,7,8} .

b) ANB={neN|5<n<100}, AUB=N, A\B={neN|n<5}.

c) ANB=A\{2}, AUB=BU{2}, A\ B={2}.

Losung A.1.2: 3a€Q Vn,eN dn>n,: n<a.

Losung A.1.3: Wir zeigen, dass die Negation der Behauptung zu einem Widerspruch
fiihrt. Diese besagt, dass es ein ungerades n € N gibt, fiir das n? gerade ist. Sei also
n=2m-—1und n* = (2m — 1) = 4m? — 4m + 1 gerade. Dann miisste aber auch
1 =n? — 4m? + 4m gerade sein, was nicht richtig ist.

Losung A.1.4: Fiir n=1,d. h. A= {a}, ist wegen P(A) = {0, A} und #P(A) =
2 = 2! die Behauptung richtig. Sei sie nun als richtig angenommen fiir ein n € N. Dann
ist fiir A1 = {ay,...,an,any1}

P(A,1) =P(A,) U{BU{an1}, BEP(A,)}
und folglich #P (A1) =2 #P(A,) = 2",
Lésung A.1.5: 1. Injektiv wegen n? = m?* = n*—m? = (n+m)(n—m) =0 =
n —m = 0, aber offenbar nicht surjektiv;

2. Nicht injektiv aber surjektiv;
3. Injektiv und surjektiv, d. h. bijektiv.

Lésung A.1.6: a) Die Induktionsverankerung ist offensichtlich gegegen. Als Induktions-
annahme sei die Formel nun giiltig fiir ein n € N. Dann ist sie auch richtig fiir n+ 1:

n+1 n 2

1 M + 2 1)(n+2
D k= k+n+1:@+n+1:” J”“QL n+2_(n+ )2(”+ ).
k=1 k=1
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252 Losungen der Ubungsaufgaben

b) Fiir n =1 ist die Behauptung wegen 1 = @ richtig. Sei die Behauptung nun richtig

fiir ein m» € N. Dann gilt die Behauptung auch fir n+41:

nZk2:Zk2 (n+ 1) n(n+1)(2n+1)+(n+1)2

6
_ n(n+1)(2n+ 1) +6(n+1)° _ (n+1)(n(2n+1)+6(n+ 1))
6 6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
G :

¢) Ein Blick in den Text liefert die Formel

Zk3 ( n+1)> ’

die offensichtlich fiir n = 1 richtig ist. Der Schritt von n nach n+1 im Induktionsbeweis
lautet dann

n+1

Z Z’fd +(n+1)° (@)24—(714—1)3
= (n+1+ (2)2> (n+1)%= (W)z

Losung A.1.7: a) Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A ist eine Beziehung zwi-
schen ihren Elementen, in Symbolen a ~ b, mit den folgenden Eigenschaften:

Fiir je zwel a,b € A gilt entweder a ~ b oder a #b. (Relation)
a~a (Reflexivitét)

a~b = b~a (Symmetrie)

=W =

ar~b b~ce = a~c (Transitivitit).

Mit Hilfe einer Aquivalenzrelation lassen sich die Elemente einer Menge A in sog. Aqui-
valenzklassen einteilen:

[a] :={be Al b~ a}.

Das (zufillig gewiihlte) erzeugende Element a wird dann als ein ,,Repriasentant® der Aqui-
valenzklasse [a] bezeichnet.

b) Die gegebene Beziehung ist offensichtlich eine , Relation“ mit den Eigenschaften:
i) Reflexivitdat: rs=rs;

ii) Symmetrie: rs' =r's = r's=rg¢;

iti) Transitivitdt: rs’ =r's, r's”" =1"4,

s'(r'"s) = (s'r")s = (1's")s = " (r's) = §"(rs') = §'(s"r) = r's=s"r.

Sie ist also eine Aquivalenzreation.
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¢) Die Menge der zugehorigen Aquivalenzklassen kann mit der Menge Q der rationalen
Zahlen identifiziert werden. Jeder solchen Aquivalenzklasse [{r,s}] kann z. B. als ,Re-
prasentant® {rg, so} zugeordnet werden, wobei der Bruch ry/sy jeweils durch maximales
Kiirzen aus r/s entsteht.

Losung A.1.8: a) Der Widerspruchsbeweis beginnt mit der (zu widerlegenden) Annah-
me, dass es nur endlich viele Primzahlen gibt. Diese seien ihrer Grofle nach nummeriert:
D1, D2, - .., PN - Jenseits der grofiten Primzahl py soll es also nach Annahme keine weitere
Primzahl geben. Wir betrachten nun die Zahl

N
pr:Hpn+1=p1-pz--.~-pN+1-

n=1

Wegen pr > 2 (k=1,...,N — 1), ist sicherlich p > py . Ferner kann p wegen

nicht durch irgend eine der N Primzahlen p, teilbar sein. Da sich jede natiirliche Zahl
als Produkt von Primzahlen darstellen lasst, kann p also durch keine natiirliche Zahl
aufler 1 und sich selbst teilbar sein und muss folglich selbst prim sein. Dies ist aber ein
Widerspruch zur Annahme, dass py die grofite Primzahl ist.

b) Angenommen eine Primzahl p hitte eine rationale Wurzel \/p = r/s (r € Z und

s € N teilerfrei). Dann wére

r? = ps?.

Folglich ist 72 und damit auch r durch p teilbar. Also ist r? durch p? teilbar. Dies
impliziert aber, dass auch s durch p teilbar ist, was wiederum die Teilbarkeit von s
durch p impliziert im Widerspruch zur angenommenen Teilerfremdheit von r und s.

Lésung A.1.9: a) Die Produktmengen sind definiert durch
Nx N:={{n,m}|n,m e N}, NxNxN:={{n,m,p}|n,m,pe N}
b) Die wie folgt definierten Abbildungen

1= {1,1}, 2= {2,1}, 3= {1,2}, 4 = {2,2}, 5= {3,1}, 6 — {3,2}, 7— {3,3}, ...
1= {1,1,1}, 2> {2,1,1}, 3= {1,2,1}, 4 = {1,1,2}, 5 = {2,2,1}, 6 — {2,1,2}, ...

sind injektiv und surjektiv (Veranschaulichung anhand von Skizzen).

Losung A.1.10: Es werden zunédchst 6 Zahlen und danach als 7. die Zusatzzahl gezo-
gen. Die Anzahl der Moglichkeiten, 6 verschiedene Zahlen (in beliebiger Reihenfolge) aus
49 Zahlen zu ziehen, ist (nach Text) (469) . Damit ein Tip von 6 Zahlen der Gewinnstufe
,»D Richtige mit Zusatzzahl“ angehort, muss irgendeine der getippten 6 Zahlen gleich der
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Zusatzzahl sein, und die verbleibenden 5 miissen in irgend einer Reihenfolge unter den
6 als erste gezogenen Zahlen vorkommen. Dafiir gibt es dann (g) Moglichkeiten. Also ist
die Chance fiir diesen Tip

6

() 6

() 7 13.983.816°

Losung A.1.11: Der Beweis ist durch vollstdndige Induktion nach % bei festem n.
i) Zunéchst wird gezeigt, dass die Behauptung richtig ist fiir ein Glied a; sowie fiir zwei

Glieder aq,as. Es ist
nonbo n
al = —al = —ayt.
n! ;!

vi=n
Weiter ist |
n!
n __ 14N %)
(a1 + a2)" = E paytay’.
120 %%
v1+rvo=n

Die Richtigkeit der binomischen Formel wird angenommen. Es gilt also:

n n n
(a1 —+ a2)n — a? —+ <1)a?1a2 —+ <2> CLT72(L§ + ...+ <n B 1> (1,10,;71 4 ag.

Dies lasst sich in der folgenden Form schreiben:

n!
1,02
Z PR
4%

v1+vo=n

wobei n!/(v1!s!) den jeweiligen Koeffizienten der Summanden entspricht. Daraus folgt
die Richtigkeit der Behauptung fiir zwei Glieder aq,as:

n!
n 1% 1%
(ay + a2)" = g ] altas?.
v1+vo=n 12

i) Wir nehmen an, dass die Behauptung richtig ist fiir £k —1>1.
iii) Es ist zu zeigen, dass

n!

(@t ta) = D
14 .

V1 Vg

Zur Abkiirzung wird gesetzt:

(]JV = (a1 + ...+ ak,l)”.

Damit ist a; + ...+ ax = a + a . Wir wenden nun die binomische Formel auf (a + aj)™
an. Nach Teil (i) gilt:

(a1+...4+a)" = (a+ap)" = Z — a"a
k!



A.2 Kapitel 2 255

und weiter unter Verwendung der Induktionsannahme:

n! V!
n o __ Vi vy V-1
(ar+...+a)" = E ay E ——a'. ..
viyg! ! !
vit...+rp=n Vit tvg_1=v

Da bei Multiplikation jedes Gliedes der ersten Summe mit der zweiten Summe der Faktor
v! gekiirzt werden kann, ergibt sich

(a1+...+ak)”: Z

was zu zeigen war.

A.2 Kapitel 2

Losung A.2.1: a) Fiir rationale Zahlen gelten konstruktionsgemifl die von den natiirli-
chen Zahlen her bekannten arithmetischen Rechenregeln (Peanosche Axiome), d. h. die
Kommutativitat, Assoziativitat und Distributivitat von Addition und Multiplikation. Da-
mit folgt analog wie im Fall einer natiirlichen Zahl a € N, a # 1, auch fir a € Q, a # 1:

n+1

(1-— a)i:ak = zn:ak - Zak =1-—a"t
k=0 k=0 k=1

b) Durch Anwendung der geometrischen Summenformel erhalten wir:

k _ 1— (%)n+1

"1 /1 1\n 1
Yy () e (e L |
’ kzzgzk ;Q) -1 2 3 2 )

n

(=D ( 1)’“71—(—%)”“7%(—%)"
S”_kz:% 7 =2("3) = i+ 3

k=0

(n — 00),

w o

Man versuche, den Limes % der zweiten Partialsummenfolge auf direktem Wege zu er-
mitteln.

Losung A.2.2: i) Bei der ,direkten® Argumentation wird zunéchst die rechte Seite mit
a — b multipliziert,

((I— b)(a”fl +an72b+ . _~_abn72 _’_bnfl) =a" — bn7

und dann das Resultat ausmultipliziert. Dies ergibt offenbar die Behauptung fiir beliebiges
n € N. In dieser Argumentation ist aber im Kern doch wieder das Induktionsprinzip
enthalten, da die Multiplikation fiir beliebiges n induktiv definiert ist; das Arbeiten mit
“...7 ist nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir diesen Prozess. Alternativ kann der Beweis
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auch mit vollstindiger Induktion gefithrt werden: Fiir n = 2 ist die Behauptung wegen
a’>—b* = (a—b)(a+b) evident. Sei sie als richtig angenommen fiir ein n > 2. Dann gilt

an+1 _ bn+1 — a(an _ bn) + ((I _ b)bn
_ a(a _ b){an—l 4 an—2b+ e abn—Q 4 bn—l} 4 (a _ b)bn
=(a—b{a" +a" 'b+...+ab" "t + b},

was zu zeigen war.

ii) Fir » € N gilt nach Teil i):
a" =0 =(a—b)(a" " +a" b+ Fab Y.

Wegen a,b > 0 impliziert dies fiir a > b auch a" > 0" und im Fall ¢ > b auch a" > b".

Losung A.2.3: Die Konvergenz a, — a (n — oo) bedeutet nach Definition, dass fiir
beliebiges ¢ > 0 ein n. € N existiert, so dass |a, —a| < £ ist fiir alle n > n., oder in
Kurzform:

Ve>0 In. e N Vn>n.: |a, —a| <e.

Die formale Negation dieser Aussage lautet:
Fe>0VneN In.>n: |a,, —a| >e,

d. h.: Es existiert ein € > 0, so dass es zu jedem n € N ein n. > n gibt mit |a,.—a| > €.
Dies impliziert (nicht triviall), dass es ein & > 0 und eine Teilfolge (an, )ren gibt mit
|ap, —al > ¢.

Losung A.2.4: i) Fiir zwei Cauchy-Folgen (an)neny und (by,)neny mit Limiten a bzw. b
ist auch die Produktfolge (a,b,)neny Cauchy-Folge mit Limes ab. Damit erschlieft man
durch Induktion nach r, dass fiir » € N die Potenzfolge (al),eny Cauchy-Folge ist mit
dem Limes a".

ii) Mit der binomischen Formal folgt

la, — al la, — al
|Van — Va| = < — 0 (n— o0).
|Van + V/dl [Val

Losung A.2.5: i) Mit Hilfe der 3. binomischen Formel sieht man

(W DE- (2 1
e N = Y-y e Syl

Hieraus folgt aber noch nicht die strikte Divergenz der Folge (v/n),en, wie das Gegen-

beispiel der Folge (1 — 1/n)pen zeigt. Stattdessen verwenden wir ein Widerspruchsargu-
ment: Angenommen, die Folge (y/n)nen ist nicht strikt divergent, dann besitzt sie eine
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beschriankte Teilfolge (y/ng)ken, d. h.: /np < N, k € N, mit einem N € N. Fiir diese
gilt dann ny, < N?%, k € N, was der strikten Divergenz von (ng)reny widerspricht.
ii) Wie in (i) gilt

1 - 1
Vn+l+yn Jn
Es konvergiert y/n — 0o (n — o0). Zu jedem e > 0 gibt es daher ein n. € N, so dass
fiir alle n > n. gilt: 1/4/n < e. Folglich ist die gegebene Folge eine Nullfolge (und damit
notwendig auch Cauchy-Folge).

N e

iii) Analog zu (i) erhalten wir durch Kiirzen:

. _ vn B 1 1
an.—\/ﬁ(\/n+1—\/ﬁ)—\/ﬁ+m—l+m—>§ (n — 00).

Losung A.2.6: Im Text wurde die Aussage der Aufgabe bezogen auf Summen, Produkte
sowie Quotienten von Cauchy-Folgen sowie, was etwas einfacher ist, fiir konvergente Folgen
in Q behandelt. Die verwendeten Argumente funktionieren natiirlich auch fiir derartige
Folgen in R. Der Zweck der Ubung ist, diese Argumentation nochmals zu rekapitulieren;
insbesondere, dass aus b # 0 auch b, # 0 fiir fast alle n folgt.

i) Konvergente Folgen sind beschrinkt. Fiir eine konvergente Folge (a,)neny mit Limes a
konvergiert auch die Folge (aay)neny gegen den Limes aa. Zum Beweis der Behauptung
geniigt es also, die Konvergenz der Summen-, der Produkt sowie der Reziprokenfolge zu
zeigen. Ersteres ergibt sich aus (beachte |a,| < K ):

|y + b, —a—0| <|a, —a|l+|b,—b — 0 (n— 00),
|anb, — ab| < |an||b, — bl + |b]|an —al] — 0 (n — o0).

ii) Wegen der Konvergenz b, — b (n — 00) gibt es ein N € N mit |b, — b < 1|b] fiir
n > N. Fiir solche n ist dann |b,| > [b] — b, — b] > 1]b] > 0, und es gilt:

1 1’ |b—bn| |b_bn|
P p— <
b bl fbal B T 3[BI

— 0 (n— o0).

Losung A.2.7: i) Es kann verwendet werden, dass Summen, Produkte und (unter den
iiblichen Bedingungen) auch Quotienten konvergenter Folgen in R konvergent sind.

a) Durch Kiirzen mit n? erhalten wir

72n2—n72—n_1
o241 24 n2

an

und damit nach den Regeln der Folgenkonvergenz a,, — 1 (n — o).
b) Mit b, =1+ h,,, h, > 0, ergibt die Bernoullische Ungleichung;:

10=>010+h,)">1+nh, = hn§2—>0 (n — 00).
n

Folglich gilt b, — 1 (n — 00).
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ii) Hier soll das Gefiihl fiir Folgenwachstum gestérkt werden. Es ist dabei nicht verlangt
(aber auch nicht verboten), den e-Kalkiil zu verwenden.

a) Fiir n > 11 gilt

n n? _ ! 1 -
' “nn—1)-...-(n—10) n(l—%).,”.(l_ﬂ)—

b) Fir n > 11 gilt

010 1010 ! 1
nl on(n=1)! nof. o oEed0 2 T (55)10

Losung A.2.8: Bei dieser einfachen Aufgabe ist besonders auf Korrektheit der Argu-
mentation (Handhabung der Absolutstriche usw.) zu achten.

i) Die binomische Formel ergibt

0< ("2]a] — e 2p|)* = ea® — 2|ab| + e '0* baw. |ab| < Sa° + LUP.

i) Aus
0=2a+ay+y® >a” |yl +y* > 2® — 32° — 39° + v = 5(«* + 1)
folgt © =y = 0. Weiter folgt aus
0=2’+y’ = (z+y)(2® — 2y +¢°)

und
B —ay 4yt > — eyl + 9 > 127+ )

wegen der Nullteilerfreiheit des Korpers R, dass  +y =10.

Lésung A.2.9: a) Die , Vollstindigkeit“ von R bedeutet, dass es zu jeder Cauchy-Folge
(an)neny in R einen Limes a € R gibt: a = lim, o0 ay, -

b) Aquivalenz zur Trennungseigenschaft:

i) Es sei die Vollsténdigkeitseigenschaft angenommen. Dann gilt nach Satz 2.3 auch die
Intervallschachtelungseigenschaft. Seien nun A, B C R Teilmengen mit a < b fiir a €
A, b e B. Wir greifen zwei beliebige Zahlen a; € A und b, € B heraus und betrachten
das Intervall I := [ay,b1]. Gilt fiir dessen Mittelpunkt ¢; = %(al +b) € AU B und
gibt es keine Zahlen a} € A oder b} € B mit ¢ < a} < by baw. a1 < b} < ¢, so ist
mit s = ¢; eine trennende Zahl gefunden. Andernfalls setzen wir mit diesen aj € A oder
by € B:

[a1,¢1] fir ¢ € B,
c1,b] fiir ¢ € A,

Iy = [ag, by] = - }] ! ,
[ay,b]] fur a; <V) <,
[a},b1] fir ¢ <al <by.
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In allen vier Fillen gilt dann offenbar |by — as| < |by — a;|. Durch Fortsetzung die-
ses Konstruktionsprozesses erhalten wir entweder nach n Schritten eine trennende Zahl
$ = ¢u41, oder es ergibt sich eine Folge von Intervallen I, = [a,,b,], n € N, mit den
Eigenschaften a, € A, b, € B und

]n+1 C I'm |bn - an| é 217n|b1 - a1|-

Die Folge (I,)nen bildet also eine Intervallschachtelung und besitzt einen gemeinsamen
Punkt s € Npenl, . Wegen a, < s <b, und |a, —b,] = 0 (n — oo) kann es dann keine
Punkte a € A oder b € B geben mit s < a oder b < s. Es gilt also a < s < b fiir alle
a€ A und b€ B, dh.: s ist die gesuchte trennende Zahl.

ii) Sei nun die Trennungseigenschaft angenommen, und sei (a,),en eine Cauchy-Folge.
Da die Cauchy-Folge beschrinkt ist, sind die folgenden Mengen nicht leer:
A:={aeR|a<a,firfast allen € N}, B:={beR|b> a, fir fast alle n € N}.

Offenbar ist dann a < b fiir alle a € A, b € B. Geméf der Trennungseigenschaft gibt es
also ein s € R mit a < s < b fiir alle a € A, b € B. Fiir beliebiges € > 0 muss dann fiir
fast alle n € N gelten |a, — s| < e, d. h.: s ist Limes der Folge (a,)nen -

Losung A.2.10: a) Es wird die folgende Eigenschaft reeller Zahlen a,b > 0 verwendet:
a" < b s a<b, a" <t o a<b, keN,

was man leicht mit Hilfe der Beziehung 0% — a* = (b—a)(a* 10" + a*~2b' + - - - + a'bF 2 +
a®b*1) gewinnt. Gemifl Text geniigt es, die k-te Wurzel fiir Zahlen € Ry mit 0 <
x < 1 zu konstruieren. Denn fiir # = 1 ist trivialerweise @ =1 k-te Wurzel und der Fall
x> 1 kann iiber die Setzung 2z’ := 1/x auf den Fall 0 < 2’/ < 1 zuriickgefiihrt werden:

. L - S A S L S S
V=m0 _(m) -

Sei nun x € R,0 < z < 1, beliebig aber fest. Dann gibt es ein grofites d; € {0,1,...,9},
so dass

aq C:O,d1<b1 I:O,(d1+1), alf§$<b]1€

i) Wir betrachten nun zwei Félle:
Fall a) Es liege fiir ein n € N eine EinschlieBung

ap = 0,dydy...dp 1d, < b, =0,dvdy...dy 1(d,+1), a* <z <bf

mit d, € {0,1,...,9}, k = 1,...,n —1 und d, < 8 vor. Die nichste Einschliefung
gewinnen wir dann durch den Ansatz a,,, :=0,d; ...d,d, 1 mit Hilfe der Bedingung:

dpi1 € {0,1,...,9} moglichst groB, aber af,, <,

und setzen
b L O7 d1 ‘e dn(dn+1+1) fiir dn+1 S 8,
n 0,dy ... (dyt1)0 fir dysr = 9.
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Nach Konstruktion ist dann
Ay < Gpyq < bpyg < by, a’;H <z< bi+1~
Fall b) Es liege fiir ein n € N eine Einschlieung
an = 0,dydy ... dp_1dy < by, =0,dydy. .. dp_1(dp+1)0...0, a* <2 <bF

n’

mit dy € {0,1,...,9}, k=1,....m—1, d, <8 und dpy1 = -+ = d, = 9 vor. Die
néchste EinschlieBung gewinnen wir dann durch den Ansatz a,,1 :=0,d; ...d,d, 1 mit
Hilfe der Bedingung;:

dpi1 € {0,1,...,9} moglichst groB, aber af,, <z

e )

und setzen
L O7 dl. . dn(dn+1+1) fiir dn+1 S 8,
T 0,dh . (d 10,0 fiir dyyy = 9.

Nach Konstruktion gilt dann in beiden Féllen:
an < apaq < bpyr < by, GZH <z< bel, b, —a, <10™, mneN.

Zum Nachweis, dass dadurch eine reelle Zahl a € R als k-te Wurzel von z definiert ist,
kann wie folgt argumentiert werden:

ii) Verwendung der Intervallschachtelungseigenschaft (Satz aus dem Text): Die erzeugten
Folgen von Partialbriichen (a,),eny und (b, )nen definieren offensichtlich eine Intervall-
schachtelung ([, by])nen , welche wegen der Vollstindigkeit von R einen gemeinsamen

Punkt a besitzt. Dieser ist dann wegen af <z < b* und

: T sk ok gk
lim a, =a= lim b,, lim a, =a” = lim 0},

n—oo n—oo n—oo n—oo

die gesuchte k-te Wurzel von z.

iti) Verwendung der Vollstandigkeit von R: Man zeigt, dass die Folge (a,),en eine
Cauchy-Folge mit Limes a € R ist. Dieser Limes ist dann wegen der obigen Identitédten
gerade die gesuchte k-te Wurzel von x. Sei € > 0 beliebig gewéahlt. Fiir Indizes m > n+1
gilt nach Konstruktion

‘am - an| = Qm — Qp = bm —a, < bn —ap < 107"
Hieraus folgt die Cauchy-Folgeneigenschaft der Folge (a,)neny (Man mache sich dies noch-
mal klar.).

b) Es wird verwendet, dass die s-te Wurzel von a € R, als (eindeutig bestimmte) po-
sitive Losung der Gleichung x® = a existiert, und dass fiir Potenzen die Rechenregel
a™ = (a®)" = (a")* gilt. Die Beziehung

(V)" = (Va) = (V)" =a = (Var)’,

impliziert dann, dass (y/a)” und +/a" beide positive s-te Wurzel von a” sind. Wegen
deren Eindeutigkeit folgt die behauptete Gleichheit. Die anderen Rechenregeln ergeben
sich unmittelbar aus den Definitionen der Potenz- und Wurzelbildung.
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Losung A.2.11: Gemif der Bedingungen fiir einen Korper ist zu zeigen:

a) die Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distributivgesetze fiir Addition und Multi-
plikation (Nachrechnen);

b) die Existenz der ,neutralen® Elemente Null = {0,0} fiir die Addition sowie Eins =
{1,0} fiir die Multiplikation sowie die Losbarkeit der Gleichungen a + z = {0,0} und
az ={1,0} (a # {0,0}) fiir beliebig gegebenes a € C. Losungen sind:

1 _
P S )

2 27 2 2
a ay +az ai+aj

Losung A.2.12: Die Ausdrucksweise ,vertriglich® bedeutet in diesem Fall, dass fiir je
zwei komplexe Zahlen in den beiden Schreibweisen z = {z,y} = z+iy und 2’ = {2/, '} =
2’ + 1y’ mit den jeweils festgelegten arithmetischen Rechenregeln gilt:

{r,y} +{" v} =242 = (@ +iy) + (@' + i),
{z,y}-{a'y'} = 22" = (z +iy) - (2" + i),
a) Fir z =z +iy, 2/ =2’ +iy € C folgt aus z =2, daBl |z — 2’| = 0. Dies impliziert
(x =)+ (y—y) =0

und somit x =2’ und y =1y’ .
b) Die Behauptung besagt die Nullteilerfreiheit des Korpers C. Dies geniigt bereits als
Argument. Alternativ kann auch gerechnet werden. Man hat mit Hilfe von (a):

(x+iy)(2 +i)) =z2' —yy +i(zy +2'y) =0 = z2’ —yy =0, 2y +2'y=0.
Gilt nun 2’ # 0, so folgt durch Multiplikation mit  bzw. y und anschlieBender Addition:
o’ —ayy =0, wyy+ay =0 & 0=2%"+ 2y =2/ (2® + o),

d.h: x=y=0.Fir ¢ #0 wird mit y bzw. & multipliziert, und Subtraktion ergibt
yra' —y*y =0, 2%y +a'y=0 < 0=2% +v* = (@ +v)Y,

was wiederum x =y = 0 impliziert.

Losung A.2.13: Diese Aufgabe sieht schwierig aus, ist aber im Grunde einfach. Die
algebraischen Zahlen sind definiert als die Menge der Losungen aller algebraischen Glei-
chungen bzw. der Nullstellen aller Polynome mit Koeffizienten aus 7Z.

i) Verwendet werden kann die Aussage von Aufgabe 1.5, dass mit N auch Nx N sowie die
Aussage der Vorlesung, dass mit N und Z auch Z xN ~ Q abzéhlbar sind. Jetzt kommt
der ,harte* Kern der Aufgabe: Diese Schlussweise iibertrigt sich auf beliebige abzéhlbare
Mengen A und B, so dass auch A x B abzahlbar ist. Mit Hilfe eines Induktionsschlusses
folgt dann, dafl auch beliebige endliche Produkte von N und Z abzéhlbar sind.

ii) Die Menge der algebraischen Gleichungen (bzw. der Polynome) ag+ ayz + agz?+- -+



262 Losungen der Ubungsaufgaben

a,x™ =0 (ay, € Z) hat offenbar dieselbe Méchtigkeit wie eine solche Produktmenge. Nun
hat jedes Polynom hochstens endlich viele Nullstellen. Durch einen diagonalen Abzahl-
prozel analog wie beim Nachweis der Abzahlbarkeit von N x N erhélt man dann auch
die Abzédhlbarkeit der Menge aller dieser Nullstellen, d. h. der Menge der algebraischen
Zahlen. Dazu ist es nicht erforderlich, diesen Abzahlprozess explizit in Indexschreibweise
anzugeben; er sollte aber graphisch beschrieben sein.

A.3 Kapitel 3

Losung A.3.1: a) O.B.d.A sei a > 0; ansonsten ersetze man die untere Schranke durch
0. Fiir fixiertes € > 0 gibt es ein n. € N, so dass a — e < % <a+e¢ fir n > n.. Mit

Ap Ap—1 Cln€ +1

an = Ne

Ap—1 Ap—2 . anE
folgt dann
ap.(a—e)"" < a, < ap(a+e)" .

Wurzelziehen ergibt

Ay,

Ap,
a—¢e)p| ——— < Ya, < (a+¢€) p)] —————.
(a-¢) Vi < (ot )i

(a —e)ne
Da die Wurzeln auf der linken und rechten Seite fiir n — oo gegen 1 konvergieren und
¢ beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. Im Fall lim,, a;:l = oo ergibt diese

Argumentation durch Anwendung auf die positive Folge (a,')nen, dass lim, . {/a, =
0 .

b) Wir zeigen nun fiir die drei Folgen deren Konvergenz oder Divergenz:

i) ¥/n! = 0o, denn
(n+1)!
n!

=n+1—o00 (n— o0);

i) /% —e>1, denn
ni

(n+1)™'nl  (n+1)"nl-(n+1) 1) |
mﬁi nn (n+1)! <1+n> —e (n— o0);

iii) %", — 00, denn sonst gibe es eine konvergente Teilfolge (a,, )reny und es folgte
wegen > 1:

"/, — 1 (1 — 00),

im Widerspruch zu (ii). Alternativ kann auch direkt wie folgt argumentiert werden:

B c.en
5771-2~...on>n%oo (n — o0).
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Losung A.3.2: a) Ein ,Haufungswert“ einer Folge (a,)neny in K ist ein a € K, zu
dem fiir jedes € > 0 unendlich viele Folgenelemente a, existieren mit |a, — a| < €.
Ein ,H&ufungspunkt® einer unendlichen Teilmenge A C K ist ein a € K, zu dem fiir
jedes & > 0 unendlich viele Punkte z € A, x # a, existieren mit |z —a| < €. Wegen der
Bedingung z # a kann eine endliche Teilmenge A C K klarerweise keinen Haufungspunkt
haben.

b) Nach Definition eines Haufungspunktes gibt es zu jedem n € N (mindestens) ein
an, € A, a, # a, so dass
|a, —al < 1/n.

Wir wihlen sukzessive fiir n = 1,2,3,... solche Elemente a, € A aus und erhalten so
eine gegen a konvergierende Folge (ap)nen -

¢) Widerspruchsbeweis: Die Nichtkonvergenz der Folge gegen a impliziert die Existenz
eines € > 0 und einer Teilfolge (an,)ken, so dass

lan, —al >, keN.

Da die Folge nach Voraussetzung beschrinkt ist, hat diese Teilfolge nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl wiederum eine Teilfolge (an;c) , deren Limes wegen der Voraussetzung
gleich a sein muss. Es gilt also |a,; —a| — 0 (k — c0), was der Annahme widerspricht.

Eine unbeschrdinkte Folge enthilt eine Teilfolge, die gegen +oo oder —oo divergiert,
kann aber noch weitere konvergente Teilfolgen enthalten. In diesem Fall ist die Aussage
also offenbar nicht richtig. Ein Beispiel ist die Folge (a,)ney in R mit den folgenden
Elementen

1 fiir n gerade,
ap =
n fiir n ungerade.

Losung A.3.3: Wir verwenden, dass eine monoton wachsende, beschriinkte Folge kon-
vergent ist. Da die Reihe s, = Y .~ a, nach Voraussetzung konvergent ist, muss
a, — 0 (n — oo) konvergieren. Es gibt also neben einer Schranke K fiir alle a, ein
ny € N, so dal |a,| < 1 ist fiir n > ny. Also gilt fiir die Partialsummen der Reihe der
k-ten Potenzen fir n > ny:

n ni n n
k k k k k

E anzg a, + g a, <n K"+ g ap <M K" + sq.

n=1 n=1 n=ni+1 n=ni+1

k

n

Die Folge der Partialsummen ist also beschrinkt. Da sie wegen aY > 0 auch monoton

wachsend ist, folgt ihre Konvergenz.
Alternativ ldsst sich die Behauptung auch direkt durch Betrachtung von Partialsummen
und Anwendung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums beweisen.

Losung A.3.4: Seien (a,)neny und (by,)nen Folgen in R jeweils mit den kleinsten und
gréﬁten Haufungswerten a := liminf, .. a, <@ :=limsup,,_,. a, und b := liminf, .. b,
b := limsup,,_,. b,. Die entsprechenden Groen fiir die Summen- und Produktfolgen

<
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(an + bp)nen und (a,by)nen seinen mit a+b < a+0b bzw. ab < ab bezeichnet. Fiir
Teilfolgen (an, )ken einer Folge (an)nen gilt stets

liminf a, <liminfa,,, lim sup a,,, < limsup a,,.
n—00 k=0 k—o0 n—o0

a) Sei (an, + bn, Jken eine Teilfolge mit a,, + b,, — a +b. Ferner seien (an;c)keN eine
Teilfolge von (an, ey mit ap, — liminfy o ap, (k — o0) sowie (bng)keN eine Teilfolge
von (b”L Jken it by — liminfy o0 by (k — o0). Dann konvergiert auch apy + bpy —
a+b(k— o0), und es folgt:

a+b <liminfa, + liminf b,» = lim a,s + lim b,» = lim (a,» + b,y) = a+b.
k—o0 k k—o0 k k—o0 k k—oo K k—o0 k k

Zum Beweis der néichsten Ungleichung seien (an, )ken eine Teilfolge von (a,)nen mit
A, — liminf, ,a, =a, (bnk)keN eine Teilfolge von (b, )nen mit by, — limsupy,_,; by,
und (ang'f‘bng)keN eine Teilfolge von (an;‘*‘bn;)keN mit @,y +byy — lim infkﬁoo(an;c—i—bn;c).
Damit folgt:

a+b< li]?_l)(i)I.}f(an;v + by ) = klgolo(an% +byy) = k:h—>120 Aty + kh_)I{.lobng =a+b.

Als niichtes seien (b, )en eine Teilfolge von (b,)peny mit b = limy_,o b,, und (An; Jken
eine Teilfolge von (ay, )keny mit liminfy, . a,, = lim;_ an, . Dann folgt:

a+b<liminfa,, +b= lim a, + lim by = lim (a, + b, ) < a+b.
k—o0 k—o0 k k—oo K k—o00 k k
Schlielich seien (an, + by, )ren eine Teilfolge von (a, 4 by )neny mit a + b = limg_y oo (an, +

buy) s (@ny )ren eine Teilfolge von (an, )keny mit limsupy,_, o an, = limg o0 any und (byy)ren
eine weitere Teilfolge von (bn;c)keN mit limsup,_, bn; = limy_, bng . Damit folgt:

@+ b= fim (G +by) = i ang + lim by <THD,

was noch zu beweisen war.

b) Tm Falle ay,, b, > 0 kann ganz analog wie in a) argumentiert werden.

Losung A.3.5: In dieser Aufgabe geht es um die kombinierte Anwendung verschiedener
Techniken, die im Zusammenhang mit der Folgen- und Reihenkonvergenz erlernt worden
sind.

a) Das Leibnizsche Kriterium besagt, dass eine ,,alternierende® Reihe >~ a, in R, d. h.
anan1 < 0, deren Elemente betragsméfig eine monotone Nullfolge bilden, konvergent ist.
b) Mit der Setzung aj := (—1)* impliziert das Dirichletsche Kriterium das Leibnizsche
Kriterium.

c) Es ist

n

Sn = Z(ak — app1) = (a1 — az) + (a2 + a3) + -+ + (an — Gpg1) = A1 = np
k=1
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und folglich s. = lim, o0 8, = a1 — limy, o0 @y, -
Setzen wir Ag:=0, soist ap, = A, — Ag_1, k=1,...,n und Agby = 0. Damit folgt:

n—1

Zakbk Z Ap — Ap bk*ZAkbk_ZAk 1y = ZAkbk_ZAkkarl
=1 =1 =1

= Z Agby — Z Apbrir + Apbygr = Z Ap(by — bp—1) + Apbpia.

k=1 k=1 k=1

Aufgrund der Voraussetzung ist die Folge (b,)neny konvergent und die Folge (A, )nen
beschriankt. Folglich konvergiert auch die Produktfolge (A,bn11)nen - Dies folgt leicht mit
Hilfe des Cauchyschen Konvergenzkriteriums fiir Reihen. Ferner konvergiert nach dem
eben Gezeigten die Teleskopreihe > (b — by41), diese sogar absolut, da ihre Glieder
alle by — bpr1 > 0 oder by — by < 0 erfiillen. Da die Folge (A, )nen beschrankt ist,
ist dann auch die Reihe Y ;7 Ag(by — br41) konvergent. Im Hinblick auf obige Identitét
ergeben die Regeln der Folgenkonvergenz, da die Produktreihe Y ), azby, konvergiert.

Losung A.3.6: a) Das Problem ist die Kombination einer divergenten Folge mit einer
Nullfolge. Umformung mit Hilfe des , Tricks“ von fritheren Aufgaben ergibt

n

1+2-1 1
anzn( 1—|—l—1):n L = .
T+ +1 1+1+1

Nach den Regeln der , Folgenarithmetik* impliziert % — 0 auch 4/1+ % +1— 2 und
folglich a,, — % (n — 00).

b) Das Konvergenzverhalten der Folge (ay,)nen ist fiir verschiedene = € R méglicherweise
unterschiedlich. Fiir beliebiges x € R gilt wegen 2 > 0:

0< 2 <2
1422~
und somit
1—x’7‘1—|—x_ ‘:‘ )<q<1
1+ 22 1+22 1+22 1+:r2

mit einem geeigneten ¢ = ¢(x) € R. Dies impliziert fiir ¢ < 1, d.h. fiir  #0:

<q" = 0 (n— ).

|a"|_‘1+x2

Im Fall z =0 ist lim,_,o a, =lim, 1" =1.

Losung A.3.7: Zweck der Aufgabe ist das Uben der Anwendung von Konvergenzkrite-
rien.

a) Wegen

—

o _ (_1)k (_1)k+ _ ( 1)2k+1
/e N Y
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und der monotonen Konvergenz der Absolutbetriige (beachte vk + 1 > vk ),

= lagta] = 0 (k= o0),

1 1
ag| = —&—= > —/—
s VE & VE+1

ist das Leibnizsche Kriterium anwendbar und liefert die Konvergenz der Reihe sg) . Diese

Konvergenz ist aber nicht absolut, da nach der Vorlesung
iizil — oo (k— o0).
k=1 vk il

b) Es ist 1/k <1 und somit

1
\k/ ‘CL}C| S 5 < 1.

Folglich ist die Reihe sg? nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent.

¢) Wegen

1 1
3k+1 ﬁ— k3 §—>§<1 (k-}OO)

}ak-&-l ‘ _ (Bt 33 (k+1)3
ax

ist das Quotientenkriterium erfiillt, und die Reihe &) ist demnach absolut konvergent.

Losung A.3.8: Zweck der Aufgabe ist u. a. das Erlernen des Umgangs mit parameter-
abhéngigen Reihen als Vorbereitung auf Funktionenreihen (z. B.: Potenzreihen).

i) Fiir beliebiges festes |z| <1 gilt |z| < ¢ <1 und
T+a% >1—|2[f>1-¢"=:¢c(q) >0.

Somit

D e B e DI

1

Also ist in diesem Fall die geometrische Reihe Majorante fir s (x), was die absolute
Konvergenz der Reihe impliziert.

ii) Fiir |z| > ¢ > 1 konvergiert |z|7% — 0 (k — o0), und es gilt
142 < 1+ |2~

Dies impliziert
‘ [2I" ! =1 (k— )
= 00
T4kl = 14 |zfF |z|F+1 '

d. h.: Die Folgenglieder bilden keine Nullfolge, und die Folge selbst kann somit nicht
konvergent sein.
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Losung A.3.9: a) Eine , Potenzreihe® ist eine Reihe der Form

Z cp(x — :co)k.

[e's}
k=

0

Thr ,Konvergenzradius® ist das Supremum aller p > 0, fiir das die Reihe fiir |z — x| < p
absolut konvergiert. Fiir diesen gelten die Formeln (die Existenz des Limes vorausgesetzt):

1 9
= = limsup V/|cx| = lim ‘Ckﬂ‘.
p k—00 k=00 ||

bi) Esist p =1/2, da (bei Setzung ¢, := 0 fiir k& ungerade)

S =S (@ el = Vo2
k=1 k=1

bii) Esist p=1, da

iii) Es ist p =00, da

1 1
ek = \k/g = — 0 (k— o0).

VE!

Losung A.3.10: a) Widerspruchsbeweis: Im Fall liminf, . a, = limsup,_,. a, ist
nichts zu zeigen. Sei also s, := liminf, . a, < limsup, . a, = s*. Geméf ihrer
Definition sind liminf,_, a, und limsup,,_, . a, Haufungswerte der Folge, d. h.: Es gibt
Teilfolgen (ay, )ken und (an;c)keN mit s, = limy 00 ap, und s* = limy_o0 @y . Sei nun
angenommen, dass es ein a gibt mit s, < a < s*, welches kein Haufungswert ist. Dann
gibt es ein £ € R, , so dass das Intervall I.(a) := {x € R| |z —a| < €} hochstens endlich
viele Elemente der Folge enthilt. Nach Voraussetzung gibt es nun ein n. € R, , so dass
fiir alle n > n. gilt: |a, —a,_1| < e. Dann liegen von n. ab alle Folgenelemente entweder
im Intervall (—oo,a — ¢] oder im Intervall [a 4 €,00). Dies ist ein Widerspruch dazu,
dass sowohl s, als auch s* Haufungswerte sind.

Wir betrachten die Menge der rationalen Zahlen im Intervall [0, 1]. Aus diesen bilden wir
eine Folge (¢n)neny nach dem Prinzip:

1 _ 2 1 2 3 1 -
y 2= 35, @3=35, q1=3, (5:'=3, 46'=3, qr=73, ({8'=73

e

¢ =

Diese Folge hat u. a. die unterschiedlichen Haufungswerte 0 und 1, und es gilt offenbar
|gns1 = qn| = 0 (n — 00).

b) Aus der rekursiven Definition a; := a, ay := b, a,, := %(an_l + ap_9), n > 3, ergibt
sich
A — Ap-1 = 3(Ano1 + oo — 2ap-1) = —3(An-1 — ap—2), n >3,
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und folglich |a, — a,_1| < 2%27"|b— a|, n > 3. Damit erschlieflen wir, dass fiir beliebiges
m € N:

m m m
|G — an| < Z |Gtk — Q1] < 22*k|anfan,1| < 2*7"b—aq ZQ*k <2*"|b—al.
k=1 k=1 k=1

Also ist (a,)neny eine Cauchy-Folge mit einem Limes lim, ,., a, =: asx € [a,b]. Zur
bestimmung dieses Limes beachten wir, dass mit h := b — a konstruktionsgeméf gilt:

as = ay + 2°h,

as=as —2 'h=a; +2°h — 27 'h,
ay=as+22h=a, +2°h — 27 h + 272,
as=as—2h=a; +2°h — 27 'h +272h — 273h,

Up =1+ (=1)"2* "h =a; +2°h — 27 'h + 272h —273h + .- + (=1)"2* "R

n—2
=a; + hZ(_%)k.
k=0
Mit Hilfe der geometrischen Summenformel ergibt sich also

1—
anzal—i—hli — a+2(b—a)=1ax (n— oc0).

c¢) Die Menge Q liegt konstruktionsgeméfl ,dicht* in R, d. h.: Jedes a € R ist Limes
einer Folge in Q. Sei nun {q, k& € N} irgendeine Durchnummerierung aller rationalen
Zahlen (s. Teil b). Da es zu jedem e > 0 unendlich viele ¢ € Q gibt mit |a —¢| < €,
kann man mit der iiblichen Methode wieder eine Teilfolge von (g)ren auswéhlen, welche
gegen a konvergiert. Die Menge der Haufungswerte dieser Folge ist also ganz R und
damit {iberabzéhlbar.

Losung A.3.11: a) In der reduzierten harmonischen Reihe s,q treten im einstelligen
Nennerbereich 1 —9 genau 9 Nenner auf; im zweistelligen Nennerbereich 10 —99 treten
genau 9-9 = 92 Nenner (neun Ziffern an der ersten Stelle mal neun Ziffern an der zweiten
Stelle) auf; im dreistelligen Nennerbereich 100 — 999 treten genau 9-9 -9 = 9% Nenner
auf; usw.; allgemein treten im n-stelligen Nennerbereich 10"~! —10"—1 genau 9" Nenner
auf.

Die 9 auftretenden einstelligen Nennerwerte sind allesamt > 1; daher sind die Briiche in
der Reihe jeweils > 1; die 92 auftretenden zweistelligen Nenner sind alle > 10; daher
sind die entsprechenden Briiche alle < 1: die 93 dreistelligen zuldssigen Nenner sind

= 10
jeweils > 100; daher sind die entsprechenden Briiche allesamt < USW.

1.
— 100?
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Das ergibt die obere Schranke

1 1 1 1 1 1
Sred:(*++*)+(ﬁ++7)+( ++7>+

1 9

<(1+ +1)+(i+ +i)+(i+ +i)+

1 1 10 10 100 100/ "
TR B

=9 T 40T SO

_9. (1+3+<9)2+(3)3+ )

- 10 10 10
9

)

1-9/10

Also ist die reduzierte harmonische Reihe konvergent mit einem Limes s,,q < 90.

Bemerkung: Bei der betrachteten Reihe handelt es sich um eine sog. ,, Kempner'-Reihe*;
ihr Konstruktionsprinzip ldsst sich noch wesentlich verallgemeinern; viele dieser reduzier-
ten Reihen erweisen sich als konvergent. Das bekannteste Beispiel einer nicht konver-
genten, reduzierten harmonischen Reihe erhédlt man, wenn nur Primzahlen als Nenner

zugelassen sind.

b) Wir zeigen zundchst die Beschrénktheit der Folge. Aus der Potenzreihenentwickung

von e entnehmen wir die Beziehung

=> (-1 7>1 z, 0<z<I1,
k=0

bzw. wegen der Monotonie des Logarithmus —x > In(1 — z) . Damit erhalten wir

lll(n)—lll(n—&—l)zln(nL_H):111(1— ! )g_ !

n+1 n+1

bzw.
In(n) +

<lIn(n+1).
n—+

Damit erschliefen wir nun durch Induktion, dass

Zk<ln

Fiir n =1 ist offensichtlich 1 < In(1) +1 = 1. Sei die Ungleichung nun richtig fiir ein

n > 1. Dann gilt

n+1

ZZk

1
<In(n)+1+ p— <Iln(n+1)+1.

LAubrey J. Kempner (1880-1973), US-amerikanischer Mathematiker, Promotion 1912 an der Univ.

Gottingen, Prof.an der University of Colorado at Boulder
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Dies impliziert

n

1 1 1 n+1
0<a,=— ( 7)<f 1 1) = <2,
a nexp ;k‘ < nexp( n(n + )) =

d. h. die Beschrénktheit der Folge (a,)nen . Weiter gilt

n+1 1 H\n+1 1 "IN n 1 \n+1
an+1n+2_n+ eXp(Zk)n+2_neXp<kz_;k)n+1eXp(n+1)n+2

1 —
n ( 1 >n+1
= a, ex .
n+1 P n+1/n+2
Wegen
1 1 2 1 1
exp(7>21+ :n—|— bzw. exp(i)n_k >1
n+1 n+1 n+1 n+1/n+2
folgt
1
an+1n+ zan " 3
n+2 n+1

d. h. die Monotonie der beschrankten Folge (a,n/(n + 1))nen . Damit existiert der Limes
a = lim, o a,n/(n+ 1) = lim, o a, .

-ton(5D)

Zur Bestimmung dieses Limes nehmen wir an, dass es eine Konstante v € R gibt (sog.
,Euler-Mascheroni?-Konstante*) mit

Damit gilt dann

2Lorenzo Mascheroni (1750-1800): Ttalienischer Geistlicher und Mathematiker; lehrte Rhetorik, Physik
und Mathematik am Seminar in Bergamo und danach als Prof. fiir Mathematik in Pavia, in seinem Werk
Adnotationes ad calculum integralem Euleri (1790) findet sich eine Integraldarstellung der nach ihm
benannten Zahl und ihre auf 32 Nachkommastellen genaue Berechnung; auch Beitrige zur Statik von
Gewdlben.
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¢) Wir versuchen das Quotientenkriterium: a)

Api1 (n+ )"t (2,7)"n! _L(n—kl)n_ 1 (1+l)n
a, | 2, (n+1)! 27\ n 2,7 n
. An+1 e
1 = > 1.
noool @y |~ 2.7

Die Reihe (a) ist also divergent. Dagegen ist die Reihe (b) wegen

e
=<1
2.8

an+1
Qp,

lim
n—0o00

konvergent.

Losung A.3.12: Die positiven Glieder der Reihe seien mit a; und die negativen mit
br bezeichnet. Da die Reihe konvergent aber nicht absolut konvergent ist, muss es von
beiden Sorten von Gliedern jeweils unendlich viele geben. Ferner gilt fiir deren Summen
notwendig >, ay — 0o (n — 00) bzw. Y ;_ by — —oco0 (n — 00); andernfalls wire
die Reihe, wie man sich leicht iiberlegt, absolut konvergent. Wir zitieren im Folgenden
die originale knappe Beweisskizze von Riemann (1826-1866) (siehe W. Walter: Analysis
I, Springer-Verlag, 1990): Offenbar kann nun die Reihe durch geeignete Anordnung der
Glieder einen beliebig gegebenen Werth C' erhalten. Denn nimmt man abwechselnd so
lange positive Glieder der Reihe, bis ihr Werth grifier als C wird, und so lange negative,
bis thr Werth kleiner als C' wird, so wird die Abweichung von C mnie mehr betragen,
als der Werth des dem letzten Zeichenwechsel voraufgehenden Gliedes. Da nun sowohl
die Grissen a, als die Grossen b mit wachsendem Index zuletzt unendlich klein werden,
so werden auch die Abweichungen von C', wenn man in der Reihe nur hinreichend weit
fortgeht, beliebig klein werden, d. h. die Reihe wird gegen C' konvergieren.

Loésung A.3.13: Die Folge der Fibonacci-Zahlen a,, ist, was man leicht verifiziert, strikt
monoton wachsend. Die Folge der Quotienten x,, := a,1/a, > 1 ist dann wegen

n m n— n— 1
l<gy =t Oty Onot <9

Gp, Qp, Qp, Tp—1

beschrankt. Der postulierte Limes g = %(1 + \/5) geniigt der Gleichung (nachrechnen)
1
g=14+—.
g
Damit erhalten wir

1 1 1 1 Tn— ¢
\$n+1*9|:‘1+f*1**‘:f**‘:‘ |7
Tn g Tn g gTn
und folglich durch Rekusion wegen x; > 1 und ¢g > 1:
en—gl waa—gl o lm—gl
|l'n+1—g|— == ==
gy, G2y 9T Tp_1 ... T1

gu — 0 (n— o).
g’n
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Losung A.3.14: Die Folgenelemente geniigen der rekursiven Beziehung

Gpi1 =Va+a,, necN.

i) Wir zeigen zunéchst die Beschrianktheit der Folge. Man verifiziert durch Quadrieren
und Ausnutzung der Ungleichungsregeln fiir rationale Potenzen, dass

Vi+a<1+a, a+1++va<1+a;

(Dreiecksungleichung fiir den euklidischen Abstand im R?). Im Hinblick auf die obige
rekursive Beziehung behaupten wir also versuchsweise, dass

Va<a, <1+ /a.

Dies wird mit Induktion bewiesen. Zunéchst ist offenbar 0 < a; = v/a <1+ /a. Ist die
Abschitzung fur a, richtig, so folgt mit obiger Ungleichung (und der ,Monotonie* der
Wurzeloperation)

Ogan+1:\/a+an§ a+1+\/5§1+\/67

so dass sie fiir die ganze Folge richtig ist.

i) Die Folge ist monoton wachsend, was wir wieder durch Induktion zeigen. Zunéchst

ist ap =+va+a = Va++va>+a=a.Aus a, > a, 1 (und der ,Monotonie* der

Wurzeloperation) folgt

(p41 = \/a+an > \/a+an—1 = ap

und damit die Monotonie der ganzen Folge. Die beschrankte monotone Folge (a,),en hat
nun einen Limes x € Ry . Fiir diesen gilt wegen der obigen rekursiven Beziehung unter
Beachtung der bekannten Regeln der Folgenkonvergenz

r = lim a,; = lim va + a, = Va + .
n—N n—N

Also ist © € R, positive Losung der quadratischen Gleichung

2—r—a=0 = x:%+1/i+a_

Losung A.3.15: Wir haben nach Definition unendlicher Dezimalbriiche:
g g — T; - —ks \ ) —j B H —s—ks 10s—J
0,y d; = lim (kzo (10 Zldjlo )) Tim (kzo (10 -Zld] 10 ))
= Jj= = J=

Bei Beachtung von

dy...dy=Y d;j10"7
j=1
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erhalten wir
_ . —(k+1)s o . —s _s\k
O,dl...ds_dl.‘.dsnlgxolo<210 >_d1.‘.dsnhﬁn;o<10 (10 ))
k=0 k=0
Mit Hilfe der ,,geometrischen Summenformel® (s. Text) folgt daraus

1—107D  dy . dy  dy...d,

1—-10-s 105 -1 9...9

s mal

0,dv...d, = dy...d, lim 10~°
n—0o0

Losung A.3.16: Der Konvergenzradius einer Potenzreihe ist definiert als das Supremum
aller p € R, fiir welches die Reihe fiir alle 2 € K mit |z—z0| < p absolut konvergiert; da-
bei sind die Grenzfille p =0 und p = co sinngeméf eingeschlossen. Nach der Vorlesung

gilt:
1
— = limsup v/|cg|.

P B k—o0
Zur Ermittlung der Konvergenz der Potenzreihe wenden wir das Quotientenkriterium an:
Mit einem q € (0,1) gilt fir fast alle k € N:

[ xo)k+1| _ |chy1]

len(@ =z el

|z — 20| < q.

i) Es wird zunéchst der Fall 0 < A, < oo betrachtet. Fir

1
> A, = limsup k1]
|z — 20 koo |Ckl

bzw. |z —xo| < AL

liegt absolute Konvergenz vor. Dies bedeutet im Hinblick auf die Definition von p, dass
p> A7t bzw. p! < A, . Der zweite Teil der Behauptung wird durch ein Widerspruchs-
argument bewiesen. Angenommen, es wére

1
0<—-<A_ =liminf |Ck+1|.
p k—oo ekl
Dann gibt es ein 7 < p mit
1 1 1
Dol ppplonl g lonl 1
poT k—oo |y || r

kann fiir hochstens endlich viele & € N gelten. Folglich gilt fiir fast alle k € N:

|Crsa| |Cha [T

1< =
|ck| |cx|r*

GemiB dem Quotientenkriterium ist die Reihe Y 77 ¢xr® also divergent. Dies wider-
spricht aber der Beziehung r < p.

ii) Im Fall A, =0 ist auch A =0 und p=o00.Im Fall A, =0 ist p =0. In beiden
Grenzsituationen ist die Behauptung also sinngeméf richtig.
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Losung A.3.17: Die Exponentialfunktion ist auf R definiert durch die (absolut) kon-
vergente Exponentialreihe,

b) Fir n € N und z < 0 gilt nach (a):

1

(14 (—z)"/nl)e* <e ™ e" =1 baw. €' < [EaEmymE

¢) Fir z € R, gilt (Begriindung fiir die Konvergenz der Reihen durch Indexshift):

e’ > gkon - > k" n T - x ( )
— = E E — oo (r — 00).
n I = | | = |
x — k! e k! (n+1)! (n+ 1)

A.4 Kapitel 4

Losung A.4.1: Die maximalen Definitionsbereiche sind:
a) D={reRl-VvV2<1<V2}

b) D =R\{-1},

¢c) D=R.

Die zugehorigen Graphen kann man sich selbst iiberlegen.

Losung A.4.2: ai) Wegen f(z) =z fir = < 1 ist f stetig in zp < 1. Analog ist f
wegen f(z) =1 fir z > 1 stetig in xy > 1. Zur Behandlung des Grenzpunktes zy = 1
verwenden wir die £/§- Definition der Stetigkeit. Fiir ein beliebiges ¢ € R, gilt fiir jedes
r€R mit |[x —1] <. :=e:

(@) — Flao)| = |f(z) — 1] < { 0 o=t }<e,

e — 1] fir x <1

d. h.: die Funktion ist auch stetig in xq = 1. Alternativ kann man die gegebene Funktion
auch in der Form (nachrechnen!)

fl@)=3(@+1-]z -1

schreiben und dann ihre Stetigkeit aus der des Absolutbetrags und der Summe stetiger
Funktionen folgern.
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ail) Die Funktion f(x) = |z|? kann fir ¢ = r/s € Q, als Komposition der drei stetigen
Funktionen fi(z) := |z| auf R, fo(z) := 2" auf R und f3(x) := 2'/* auf R, aufgefasst
werden:

fx) = (121" = fa(fa(fi(2))),

und ist damit selbst stetig.

b) Sei zp € R\ Q und (x,)nen eine beliebige Folge in R mit g = lim,,_,o z,, . Im Fall
z, € R\QU{0} ist definitionsgemaf f(z,) =0 und im Fall x, = r,/s, € Q\{0} (teiler-
fremd) f(x,) =1/s,.Da z als irrationale Zahl als (echt) unendlicher Dezimalbruch dar-
stellbar ist, miissen die approximierenden xz,, = r,/s, € Q streng divergierende Nenner
s, haben, d. h.: s, = 00 (n = 00). (Andernfalls gébe es eine Teilfolge mit beschriankten
Nennern, welche dann notwendig selbst wieder eine Teilfolge enthielte, die entweder streng
divergiert oder gegen eine rationale Zahl konvergiert, beides im Widerspruch zur Annahme
limy, 00 Tn = 2o # Q.). Also gilt entweder f(x,) =0 oder f(z,)=1/s, = 0 (n — 00).
Die Funktion ist also stetig in x .

ii) Fir 9 = r/s € Q\{0} sei (2, )nen die Folge mit den Elementen z,, = r/s+e/n € R\Q
(mit der irrationalen Eulerschen Zahl e). Dann gilt x,, — z (n — o0), aber

0= f(z,) A~ 1/s = f(x0),

d. h.: Die Funktion ist also in zy nicht stetig. Im Fall o = 0 gilt mit der analog gebildeten
Folge ebenfalls 0 = f(x,) A 1= f(xo).

Losung A.4.3: a) Sei L € R, die L-Konstante von f. Fiir beliebiges xg € D und
e € Ry wihlen wir 6 :=¢/L . Dann gilt fiir € D mit |z —zo| <9

‘f(x) - f(x0)| < L|iU —$0| < Ee.

b) Die Funktion f(x) = 4/|1 — x| ist als Zusammensetzung der stetigen Funktionen
g(z) = [1 —2| und h(y) = \/y ebenfalls stetig auf ihrem gesamten Definitionsbereich R.
Nach der Vorlesung ist sie dann auf jedem kompakten Intervall I C R, insbesondere also

dem Intervall [0,2] gleichméBig stetig. Fiir = € [0,1) ist
1 — |

[f(z) = fF()] = V|1 — 2] = :

1 -z

Es kann also keine L-Konstante fiir f geben, da fiir x — 1 gilt:

/() = f()] 1

= — OQ.

|z -1 Ve =1

¢) Die gleichméBige Stetigkeit von f auf D = (0,1] wiirde fiir beliebig kleines ¢ > 0 die
Existenz eines ¢, > 0 implizieren, so dass fiir alle x,y € D mit |x —y| = . gilt:

1 1 y—x 0c
L
Ty ry |zy|

Dies kann aber fiir Punkte mit |zy| — 0 nicht erfiillt sein.
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Losung A.4.4: a) Die stetige Funktion f bilde das abgeschlossene Intervall I auf das
abgeschlossenen Intervall Iz ab. Dann gilt:

i) Jeder Wert ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b) ist in Ip und damit Bild eines x € Ip, d.h.:
f(x) = ¢ (Zwischenwertsatz).

ii) Da Ip beschréinkt ist, gilt sup,c;, |f(2)| < supyer, ly| < oo (Beschrinktheit).

iii) Das abgeschlossene Intervall Iz besitzt einen maximalen Punkt, den rechten End-
punkt. Dieser ist wegen der Surjektivitdt von f auch Bildpunkt eines x € Ip, und in
diesem z nimmt f sein Maximum an.

b) Sei nun die Giiltigkeit der Sétze vom Zwischenwert, der Beschranktheit und vom Maxi-
mum angenommen. Zundchst ist der Bildbereich By € R von f beschrankt. Weiter
existieren Ty, Tmax € Ip Mit f(Tmin) = infecr, f(2) und f(Tmax) = sup,er, f(7).
Schliefllich gibt es zu jedem y € [f(2min), f(Zmax)] €in x € Ip mit y = f(x). Also ist der
Bildbereich von f beschrankt, ,,zusammenhédngend” und enthélt den linken und rechten
Endpunkt, d. h.: By ist ein abgeschlossenes Intervall.

Losung A.4.5: i) Fir £ < —2 und = > 2 ist f als lineare Funktion stetig; in z = 0
(isolierter Punkt) ist f trivialerweise stetig. Die Umkehrfunktion f=! ist in z = 0
unstetig, da fiir die Folge (1),en gilt:

FrR) =245 =2 2#40=F70) (n—o0).
Bei diesem Beispiel ist der Definitionsbereich Dy = M der Funktion f nicht abgeschlos-
sen.
Losung A.4.6: a) Als Polynom ist p stetig. Wegen p(—1) = —7 und p(1) = 1 existiert
nach dem Zwischenwertsatz ein x € (—1,1) mit p(z) = 0.

ZZ
b) Die Funktion h(x) = % ist stetig auf [0, 1] und erfiillt & : [0,1] — [0, 1]. Stetigkeit
ist klar als Komposition stetiger Funktionen. Da fiir 0 <z <y <1 gilt

(e(x2) —1)(e—y) < (e(xz) —1)(e—2) < (e(yz) —1)(e—x),

ist h monoton wachsend und somit A ([0, 1]) = [R(0), h(1)] = [0, 1]. Aus der Monotonie
und Stetigkeit von /- auf R, folgt, dass damit auch die Funktion g¢(-) := +/h(-) :
[0,1] — [0,1] wohldefiniert und stetig ist. Dasselbe gilt dann auch fiir die gegebene
Funktion f(-) =1—g(-), die folglich einen Fixpunkt = € [0, 1] besitzt, d. h. f(z) = .

Losung A.4.7: a) Wir definieren fiir z € R mit x = k+ & fiirein k € Z, & €[0,1):

T, ke2Z,
1—2, sonst.

Dann ist klarerweise f(x) periodisch mit Periode w = 2. Ferner ist f(x) = f(x) fir
z € [0,1]. Die stetigkeit von f auf den Intervallen [k, %k + 1) ist klar nach Konstruktion.
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Es bleibt die Stetigkeit in den Punkten k € Z zu zeigen. Sei also x,, < k eine Folge mit
x, =k (n— o0); 0.B.dAsei z, >k—1,dh z,=(k—1)+ &, mit &, — 1. Dann gilt

~ 0, ke2Z,
J(@n) = S (k) = { 1, sonst

Da aus der Periode w = 1 notwendig f(0) = f(0+w) = f(1) folgt, und f(0)=0#1=

f(1), kann dies nicht gehen.

a) Wir zeigen die Behauptung durch ein Widerspruchsargument. Sei f # 0 eine periodi-
sche, rationale Funktion mit Periode w. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R, so daf§ f +
¢ eine Nullstelle xy hat. Mit f ist auch f + ¢ periodisch mit derselben Periode w.
Folglich hat f + ¢ unendlich viele Nullstellen z, = 2o £ nw, n € N. Dies bedeutet einen
Widerspruch, denn die rationale Funktion

anx™ 4+ .. .a1x + ag apx™ + . .arx + ag + c(bpx™ + ...+ bix + by)

f(x):bma:er...erla:eroJrcz bna™ + ... + b1 + by

kann hochstens max{n, m} Nullstellen haben.

b) Wir zeigen die Behauptung wieder durch ein Widerspruchsargument. Sei f # 0 eine
periodische Exponentialsumme mit Periode w. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R, so
dass f+ ¢ eine Nullstelle xy hat. Mit f ist auch f+ ¢ periodisch mit derselben Periode
w . Folglich hat f 4 ¢ unendlich viele Nullstellen z, = xo £ nw, n € N. Dies fiihrt aber
auf einen Widerspruch, denn

m 2m
f(z) = Z are™ =e mzZak_m(e )k
k=—m k=0

Das Polynom
2m
py) == army*
k=0

kann aber nur endlich viele Nullstellen haben und die Abbildung x + y = e® ist injektiv
auf R.

Losung A.4.8: 1) f(z) =€® und ii) f(x)=In(z):

4 -3 -2 -1

_9o 1
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iii) f(z) =sin(l/z) und iv) f(z) = x:

—4 -3 -2 -1
~1

-2
Losung A.4.9: a) Aus der Potenzreihendarstellung des Sinus und der Abschétzung fiir
das zugehorige Reihenrestglied

n L l’2k+1 |x‘2n+3
() — 1 3, s < ———o <2 4,
sin(z) kz_;( ) O + Tonys [T2n+3] @n 130 || n -+

folgt fiir n = 0 zunéchst:

sin(x)

. . T3
lim =1+lm-—==1.
z—0 x z—0 I

Dies impliziert dann fiir allgemeines a € R, :

. sin(x . sin(x) ,_
lim (z) = lim {7( ):vl “}
—0 xre —0 xT
in(z) 0 fir 0<a<l,
. sin(x) .. _ . _
= lim lima' ™ =lims"*=<{ 1 fir a=1,
x—0 € x—0 r—0

oo fir a>1.

b) Wegen |sin(z)| < 1, z € R, gilt |lim, o (2 sin(1/z))| < lim,o |2|* = 0.

Losung A.4.10: Wir verwenden mehrere bekannte Beziehungen fiir Sinus und Kosinus.

i) Zunéchst ist Ty = sin(7) = 0. Fiir n > 2 gilt definitionsgemas:

\/2712 —2ny/n? -T2 = \/2712 — 2ny /N2 — n?sin® \/Qn2 — 2ny [n? 00%2
T 1 s
= \/2712 — 2n2 cos <7> = 2n\/ (1 — oS (7))
n 2 n

= 2nsin (i) =T,
2n
da sin(z) > 0 fir 0 <z < 7. Die letzte Identitét ergibt sich mit Hilfe von
1 —cos(r) = 1 — cos (g + g) =1-cos® (g) + sin? (g)

= gin? (g) + sin? (g) = 2sin? (g) .
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In obigem Argument wird verwendet, dass cos(mw/n) = /cos?(w/n), was aber wegen
cos(m) = —1 erst ab n =2 gilt.

ii) Zum Nachweis der Konvergenz T, — m (n — o0) beachten wir, dass

lim sin(z) =1.
x—0 €T

Dies impliziert

T, =nsin(n/n) = 7T(L sin(7r/n)> — 7 (n— 00).

w/n

Losung A.4.11: a) Fir o € (0,7) ist |cos(z)| <1 und cos(0) =1 sowie cos(m) = —1.
Folglich konvergiert

0, ze(0,m),
|cos"(z)| = f(z) = (0,m) (n — 00).
1, ze{0,7},
Die Konvergenz ist nicht gleichméiflig, da es wegen lim, ,,cos(z) = 1 zu jedem e €

R,,e<1,ein z. € (0,7) gibt, so dass
|cos(z.)| > /e bzw. |cos™(z.)| > (/)" =e.

b) Auf dem kompakten Teilintervall 1 = [47, 37] ist die Konvergenz gleichmiBig, da hier
|cos(z)| <1 ist.

Losung A.4.12: Zur Beantwortung der Frage beachten wir, dass fiir = > 0:

T - 1
e ZZH>1+£€.
k=0

Wegen 7 > e ist m/e > 1 und somit z:=m/e —1> 0. Also folgt

671'/@

™
=e">1+x=—

e
bzw. e™¢ > 1. Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion folgt e™ > 7¢.

Losung A.4.13: Nach einer bekannten Formel gilt:

" —a”

:xn—1+xn,—2a+”.+xan—2+an 1.

r—a

Da n fest ist, konvergiert die rechte Seite fiir # — a gegen na"!, d. h.:

n n
—a

lim = na
r#a,x—a T — Q

n—1
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Losung A.4.14: a) Sei die Funktion f: D C K — K stetig gemé8 der ,, Folgendefiniti-
on“. Seien zy € D und e € R, beliebig. Wir haben zu zeigen, dass es ein § € R, gibt,
so daBl |z — x| < d fir * € D auch |f(z) — f(zo)| < ¢ impliziert. Angenommen, es
gibt kein solches §. Dann gibt es zu jedem n € N ein x, € D, so dass |z, — x| < 1/n
und |f(x,) — f(z0)] > €. Die entstehende Folge (x,)nen konvergiert also gegen g ; es
gilt aber inf,en|f(z,) — f(zo)] > £. Dies widerspricht der angenommenen Eigenschaft
der Funktion f.

b) Sei die Funktion nun stetig geméf der e/0-Definition. Sei zy € D und (z,)nen €i-
ne Folge aus D mit zy = lim, ,. 2, . Dann gibt es zu beliebigem ¢ € R, und dem
zugehorigen 0 € Ry ein ns € N, so dass |z, — 29| < ¢ fiir n > ns und folglich:

|f(zn) = flzo)| <e.
Also konvergiert f(z,) — f(zo) (n — o0).
Losung A.4.15: Es ist zu zeigen, dass eins der beiden Kriterien aus Aufgabe 8.1 erfiillt
ist. Der wohl einfachste Weg fiihrt iiber das ,Folgen“-Kriterium. Sei xy € D beliebig. Da

nach Voraussetzung f(z) = f(z+0)f(0) gilt, folgt fir jede Folge (x,)neny mit lim, o =
X -

[f (@) = f(@o)| = [f (2 — x0) f(w0) — f(20) f(O)] = |f (o) [/ (xn — z0) = F(O)].

Da f nach Voraussetzung stetig bei z = 0 ist, folgt fiir n — oo

[f(@n) = f(x0)] = [f(20)[£(0) = f(0)] = O,

was zu zeigen war.

Losung A.4.16: a) Nach Definition des Tangens gilt formal:

_— sin (ngl)
f(.T) = tan <.I'2 — 1) - cos (mgfl)

Dieser Ausdruck ist definiert fiir alle x € R, in denen der Zéhler sowie der Nenner
definiert sind und in denen der Nenner ungleich Null ist. Zdhler und Nenner sind definiert
fir 22 # 1, d. h. fir € {—1,1}. Der Nenner gleich Null fiir

T
2 -1

e {(k+YHm kez}.

bzw. fir

, 2 142 1 4k% — 4k

— _— 1 - =
T 0 < a(k) 5h 1
Die Funktion f ist also definiert fiir
1+ V24 4k% — 4k
R { - 17 17 ) Z}7
reR\ 1 ke

und dort als Komposition stetiger Funktionen auch selbst stetig.
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Losung A.4.17: a) Nach Voraussetzung ist
[fulz) — fuy)| < Llz —y|, x,y€l, neN.
Sei e € Ry . Mit 6. :=¢/L gilt dann fiir |x —y| < J.:
|f(z) = f)| < Llz —y| <e,

d. h.: Die Folge (fn)nen ist gleichgradig stetig.
b) Ist zusétzlich A := sup, oy |fn(a)| < 0o, so folgt fiir beliebiges = € I:

[fu(@)| < [fu() = fa)| +[f(a)] < Llz —a| + | f(a)| < L|b — a| + A.

¢) Die Funktionen f, = n sind offensichtlich gleichgradig stetig, da ihre Lipschitz-
Konstanten gleich Null sind. Thre Normen verhalten sich aber wie || f,|lcoc = 00 (n — 00).
Die Folge (fn)nen kann also keine konvergente Teilfolge haben.

Losung A.4.18: Wir haben zu zeigen, dass die Folge (f,)nen sowohl gleichgradig ste-
tig (Lipschitz-stetig) als auch gleichméflig beschriankt ist. Die auf I = [0, 7] definierten
Funktionen

fu(2) :=sin(x 4+ nm)

sind differenzierbar mit den Ableitungen f!(z) = cos(z +nx). Diese sind gleichméBig be-
schriankt auf I, so dass die f, gleichmiBig Lipschitz-stetig und folglich auch gleichgradig
stetig sind. Daher folgt dann aus

[/n(0)] = [sin(nm)[ =0, n €N,
auch die gleichméBige Beschrinktheit der f, . (Bem.: Die Folge hat wegen der Periodizitét
des Sinus die beiden Haufngspunkte f(z) = sin(z) und g(z) = —sin(z).)

Zusatz: Die auf dem Intervall [—2%

A7, i7] definierten Funktionen

el
fa(z) :=nsin (ﬁx> cos(x + n)
haben die Ableitungen

fr(x) = cos(x/n) cos(x + nm) — nsin(z/n) sin(x + nr).

Fiir diese gilt:
[fa(@)] < 1+ |nsin(z/n)|.
Mit Hilfe der Reihenentwicklung des Sinus haben wir fiir n > %77:
)2h+1

- g (x/n)* x/n)
|nsin(z/n)| ‘nz s ‘ < ‘Z 2l<:+1 < gme.
—0

Die Funktionen f,, sind folglich gleichméfig Lipschitz-stetig und damit auch gleichgradig
stetig. Wegen |f,,(0)] = 0 sind sie auch gleichméflig beschrankt.
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A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: Fir differenzierbare Funktionen f, g gilt:

l / ! f ! f/g — fg/ / ! !
Gor=ro+sd. () =" WAO. S =Fl)9.
a) Die Ableitung existiert fiir = € (1,00), da die Funktion f(z) = xln(z) aus den
differenzierbaren Funktionen fi(z) = « und fo(z) = In(z) zusammengesetzt ist. Die
Ableitung ist:

f(z)= %(l‘ In(z)) = In(z) + 1.

b) Wegen f(z) = 2(* ) := e* *"(®) ist f aus den differenzierbaren Funktionen fi(z) =
272, fo(z) =In(z) und f3(z) = e* zusammengesetzt. Die Ableitung ist:

_ d . . . -

f(z)=¢€" zln(z)d—(l’_2 In(z)) = z 2)( -2z In(z) +27°) = z® 2_3)(1 —21In(x)).
x

Losung A.5.2: a) Die Funktion fi(z) = asin(l/z) ist fiir = # 0 offenbar stetig. Sie

besitzt auch einen ,reguldren Limes® bei = 0: lim, ,oxsin(1/z) = 0, und ist damit fiir

alle © € R stetig. Fiir h # 0 ist

fih) = £(0) _ hsin(1/h) _ .
A = A =sin(1/h).

Diese Funktion ist aber nicht fiir h — 0 stetig fortsetzbar, da z. B. fiir h, = 1/(n7) und
hl,=1/((2n+ 3)m) gilt

sin(1/h,) = 0 (n — 00), sin(1/hy) =1 (0 — o0).

Folglich ist f; in x = 0 nicht differenzierbar.

b) Fiir b # 0 ist
folh) = f>(0) _ h?sin(1/h) _ hsin(1/h).

h h
Diese Funktion konvergiert fiir h — 0 gegen Null (wegen |sin(x)| < 1). Folglich ist fo
in x =0 differenzierbar mit der Ableitung f5(0) = 0. Fiir 2 # 0 ist die Ableitung

fo(x) = 2xsin(1/x) — cos(1/x).

Diese Funktion ist fir  — 0 nicht konvergent (mit einem #hnlichen Argument wie in
(a)), d. h.: f5 ist in @ = 0 nicht stetig (und damit auch nicht differenzierbar).

c) Fiir h #0 ist
_ 3 gj
B0 _ 0 _
Diese Funktion konvergiert fiir A — 0 gegen Null (wegen |sin(z)| < 1). Folglich ist f3

in @ = 0 differenzierbar mit der Ableitung f4(0) = 0. Fiir 2 # 0 ist die Ableitung

fi(x) = 3% sin(1/z) — x cos(1/x).
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Diese Funktion konvergiert fir x — 0 gegen Null (wegen |sin(z)| < 1), d. h.: f} istin
x =0 stetig. Fiir h # 0 ist
/ ! 2 o 1 o 1
f5(h) . f3(0) _ 3h”sin( /h)h hcos(1/h) Shsin(1/h) — cos(1/h).
Diese Funktion ist fiir h — 0 nicht konvergent, d.h.: Die Ableitung f} ist in « = 0 nicht
differenzierbar.

Losung A.5.3: a) Wegen der Identitét sin(z) cos(z) = § sin(2z) gilt

le le

w(sin(m) cos(z)) = ﬁ(% sin(2z)) = 12'9(—1)"sin(2z) = —2" sin(z) cos(z).
b) Es gilt
dl+zy l1-—z+1l+z 2
%(1—;1;) T (1-2)2  (1—-2)?

und folglich

dw (1 +:v> _2(=1)'(10)
dz'o\1—z/  (1—z)1 ~
Losung A.5.4: a) Wegen f” > 0 auf I ist die Ableitung f’ streng monton wachsend.
Seien nun z,y € I mit (0.B.d.A.) z <y und A € (0,1). Wir setzen z, := Az+(1—N)y.
Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann £ € (z,z,) und n € (z),y) mit

Ty) — f(x y) — fl=

Ty —Z Y —
Wegen
ry—rz= X+ (1-Ny—xz=(1-XN)(y—2),
y—aox=y—Ar—(1=ANy =AMy —z),
ergibt sich somit
flax) = flz) _ fly) = flzn)

1—n  ° ) ’

bzw.
f(@a) = Af(za) + (1= N f(za) <Af(z) + (1= A)f(y).
Die Funktion ist also konvex.

b) Es ist cos”(x) = — cos(x) . Die Funktion cos(z) ist also genau dort strikt konvex, wo
cos(z) < 0 ist. Dies ist der Fall fiir die offenen Intervalle ((2k + 3)m, (2k + 2)7), k € Z.
Wegen der 27-Periodizitit des Cosinus geniigt es, das Intervall (0,27) zu betrachten. Die
einzigen Nullstellen des Cosinus sind hier = = %w und z = %71’. Wegen cos(0) =1 und
cos(m) = —1 muss also cos(z) < 0 sein auf (37, 37), da der Zwischenwertsatz sonst die
Existenz einer weiteren Nullstelle im Intervall (0,27) implizieren wiirde. Damit ist dann

—cos(z) > 0 auf (37, 27) und somit f dort strikt konvex.
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Losung A.5.5: a) Die erste und zweite Ableitung von f(x) = 2% = *(®) sind
f(x) =@ (227 + In(z)) = 2*(1 + In(x)),
f(x) = e" @)=t 4 erin@) (1 4 1n(3;'))2 =2z + (1+ ln(x))2).
Die einzige Nullstelle von [’ ist bei 2 = 1/e. Da dort
['(1fe) = e (e + (14 10(1/e))%) > 0

ist, liegt ein striktes Minimum vor.

b) Die erste und zweite Ableitung von f(z) = 2%  =e” () sind

f’(x) — oo n(x) (x71$71 _ 2 ln(x)) _ e(x_172)ln(a:)(1 _ ln(x)),
fl/(a:) _ e(x71_2) ln(x)(_x—l) + e(r*1—2)ln(a¢)( o I_Q hl(l’) + ([L’_l _ 2).]3_1) (1 _ hl(I))
= —2"% 4+ 271 - In(z) — 2z) (1 — In(z)).

Die einzige Nullstelle von [’ ist bei z = e. Da dort
f'(e) = =P+ e (1 —1In(e) — 2¢) (1 —In(e)) <0

ist, liegt ein striktes Maximum vor.

Losung A.5.6: Die Funktion f(z) = 2"e™® ist auf dem gegebenen Definitionsbereich
R, zweimal stetig differenzierbar. Thre Ableitungen sind

f(x) = (nz™ ' —a™e ", f(x) = (n(n—1)2" > = 2na™ " + 2™ )e ™"

Nullstellen hat f im Fall n =1 in g =1 und im Fall n > 2 in 29 € {0,n}.In 20 =0
ist aber f(0) =0 < f(1) = e™!, so dass hier kein globales Maximum vorliegen kann. In
der Nullstelle g = n

'(n) = (n(n—1n" 2 = 2nn" ' +n")e " = —n"e " <0,
so dass hier ein (lokales) striktes Maximum vorliegt. Wegen f(z) > 0 und lim, ., f(z) =
0 ist dies sogar ein globales Maximum auf R, .

Losung A.5.7: Die Flidche des einbeschriebenen Trapezes ist gegeben durch

2R +2
F:H#:H(RJRT)

Nach dem Satz von Pythagoras gilt H = v/ R? — 2% . Daraus folgt fiir die Trapezfliche in

Abhéngigkeit von x:
F(x) =VR? — 22(R+x).
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Zur Bestimmung von Extrema suchen wir zunéchst Nullsstellen der Ableitung

Y SN S el ek

R2 — 2 R2 — 2

R |R?  R? R 3R
xi——zi 176—"_7__1:‘:7

Wegen der Positivitdat der Fliche ist x, = %R die ,richtige” Losung. Der Nenner in
F'(xy) ist offensichtlich ungleich Null. Um zu entscheiden, ob bei z, wirklich ein Mini-
mum der Trapezfliche vorliegt, betrachten wir die zweite Ableitung von F(z):

F'(z) =

DO | =

Diese sind

(=R — 42)VR? — 2® — (R? — Rz — 22%)(R? — 2?)"'/2}(—2x)

R? — 22

F//(x) —

Bei ;. = 3R ist

gy IOV AR (R 4R SRR LR PR
(4R) = e
f§R2\/§
— 2
Sk il

< 0.

Daraus folgt, dass die Trapezfliche fiir z = R ein Maximum besitzt.

Losung A.5.8: a) Wegen der Stetigkeit (und Differenzierbarkeit) des Sinus gilt fiir festes
rel:=[-mmn]:

fau(z) =sin(Zz) — sin(0) =0 (n— o).
Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen Null. Nach dem 1. Mittelwertsatz
gibt es zu jedem x € I ein &, € (0,z) oder &, € (x,0) mit

|sin(Lz) = sin(0)| = |cos(1&,) Ha| < 5 =0 (n— o0).

1
Dies bedeutet, dafl die Funktionen f, gleichméfig gegen Null konvergieren.
b) Wegen ng" — 0 (n — oo) fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert fiir festes z € I :=[0,1)
fal@)=nz(l—2)" =0 (n— c0).

Ferner ist f,(0) = 0. Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen Null. Die
Ableitungen sind

fi@)y=n(l—2)"—n*z(1—2)" ' =n(l—2)" '(1—2—nz) =n(l—(n+1)z)(1—-2)""

n

Fiir festes n € N und = € [0, 5] gilt

)= 1)1 a5 1 1 Ly
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Nach dem 1. Mittelwertsatz gibt es nun zu jedem x € I ein &, € (0,z) mit

Fiir die Punkte z,, := ﬁ gilt dann

[Faln) = F ()| = fulwa) = Fa(0) = F' (€,
n+1 1y\n11
=n(-57)0-5)" 5

1 n+1 1\ 1
>-(1- )(1——) - .
= 2( o ) 71 )

d. h.: Die Konvergenz der Funktionenfolge ist nicht gleichméfig.

Lésung A.5.9: Mit den Ableitungen der Funktion f(x) = (1+ )7,

(=1)FK!

AT o) K eN

() =

ergibt sich zunéchst die formale Taylor-Reihe

S Y

k=0 k=0

Diese Reihe konvergiert absolut fiir |z] < 1 und divergiert fir |z| > 1. Zum Nachweis,
dass diese Taylor-Reihe die Funktion fiir || < 1 auch darstellt, betrachten wir das
Restglied der zugehorigen n-ten Taylor-Summe:

(="
R,(0,z2) = ————2"
( ‘/E) (1 +§n)n+l z
Fir 0 <z <1 ist 0<¢, <2 und folglich:
|R.(0,z)] < |z[" =0 (n— c0).

Fir —1 <z < 0 folgt mit Hilfe der geometrischen Summenformel

_ |x‘n+1 |$|n+1

1 - 1 1
\Rn(O,x)|:‘7— \.7;|k’:’ - - S0 (n— o0).
1— |z kZ:O 1— |z

1 — [z 1 — [z
Losung A.5.10: Zur Bestimmung der Taylor-Reihe

-3 15

k=0

F®)(z

(z — )"
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miissen die Ableitungen der Funktion f(z) = sin?(z) in z¢ = 0 berechnet werden. Es ist

/

O (2
Oz

16 sin(z) cos(z) + 16 sin(z) cos(z ) = 32sin(x) cos(x),
32cos®(z) — 32sin®*(x)) = 32( cos’(z) — sin*(z)),

f(x) = 2sin(z) cos(x),
f"(z) = 2cos’(z) — 2sin*(z) = 2( cos*(z) — sin*(z)),
() = —4cos(z) sin(z) — 4sin(z) cos(z ) = —8sin(x) cos(x),
fB(z) = —8cos?(x) + 8sin’(z) = —8( cos®(z) — sin®*(z)).
(z) =
( )

woraus wir die allgemeine Form der Ableitungen fiir £ =1,2,... ablesen:
fEED(z) = (=1)* D2 sin(x) cos(z), & (z) = (—1)F2¥1(cos(z)? — sin®(x)).
Fiir x =0 ergibt sich f271(0) =0 und f%(0) = (=1)*2¥~! und damit:

Diese Potenzreihe hat wegen

ok—1

2
lim sup ¢ < lim —— =
koo || @R)L ™ k5 L/R)]
den Konvergenzradius p = oo und ist folglich fiir alle x € R absolut konvergent. Fiir das
Restglied des n-ten Taylor-Polynoms gilt bei fest gehaltenem x:

fn+1(€) x"+1‘ - gn+1
n+1)! ~ (n+1)!
d. h.: Die Reihe stellt die Funktion f auch in jedem z € R dar.

| R (0, 2)| = 2" =0 (n— o0),

Losung A.5.11: a) Die Taylor-Entwicklung des 1. Differenzenquotienten um x bis
zum Restglied 2. Ordnung ergibt unter Verwendung der Notation fy = f(xq), f =

Filan). £ = F'@o):

DY f(xo) = —(fo + foh + L "(€)R* — fo) = fo+ 1h2f"(€), € € (a,b).

=

Dies impliziert
D} f(w0) = Syl < 51 sup |f"(x)].

z€(a,b)

b) Taylor-Entwicklung des 2. Differenzenquotienten um zy bis zum Restglied 3. Ordnung
ergibt:

DI f(r0) = 25 (o + 2hfy + 2 FY + WO (€0) ~ 2o — 20y — W fY — HE1P(E) + )
= fo + %hf(3)(§1) - %hf(3)(§2), &1, & € (a,h).
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Dies impliziert
2
D3 f(ao) = fi] < §h sup |fO ()],

z€(a,b)

Losung A.5.12: a) Die Taylor-Entwicklung des 1. Differenzenquotienten um zy bis zum

Restglied 3. Ordnung ergibt unter Verwendung der Notation fj := f'(zo), f§ = f"(x0)
: (k) . £(k) .

und allgemein f;" := % (zy):

D}(Ll)f(l"o) = % (fo + foh + % oh? + %f@)(ff)hg — fo+ foh — % oh?+ %f(g)(§+)h3)
= o+ (O + DR, &, & € (asb).

Dies impliziert
DY f(wo) — fol < 3h? sup |9 ()].

z€(a,b)

b) Taylor-Entwicklung des 2. Differenzenquotienten um z, bis zum Restglied 4. Ordnung
ergibt:

DY f(a0) = 5 (fo+ S+ LI0 + LR + e F (€ nt — 2,
+ fo foh+ 3100 = LR + £ 5O E0n?)
= fo + 5 (FVE) + FDED), € g € (ash).

Dies impliziert
2
D2 f (o) = f5) < 35h* sup |FD ()],

z€(a,b)

Losung A.5.13: Anwendung der L'Hospitalschen Regel erfordert die folgenden Schritte:

« .
g eeey

1. Uberpriifung, welche Art von Grenzprozess iiberhaupt vorliegt: ,,0/0%, ,,00/00
2. Uberpriifung der Differenzierbarkeit der Ausdriicke im Zéhler und Nenner;

3. Uberpriifung der Konvergenz der Ausdriicke im Zéhler und Nenner sowie ihrer je-
weiligen Ableitungen.

Wenn dies alles gegeben ist, kann die L’Hospitalschen Regel angewendet werden. Bei
den folgenden ,, Losungsvorschliagen“ werden diese Schritte zu Abkiirzung in einen zusam-
mengefasst, also quasi ,,von hinten®“ argumentiert. Die formal korrekte Argumentation
erfordert aber die vorherige Durchfithrung der drei o. a. Einzelschritte.

a) Es handelt sich um einen Grenzprozess der Art ,0/0“. Die Quotienten der 1. und 2.
Ableitungen sind konvergent und es gilt

lim In(1+ ) —sin(z) _ lim (1+x)~' — cos(x) — lim —(1+4 )72 + sin(z) _ 1 .
z—0 1,'2 x—0 2;13 x—0 2 2
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b) Nach Transformation y := x~! handelt es sich um einen Grenzprozess der Art ,0/0%.
Zunachst gilt
In(1 1 -1
hmw - lim% -1
y—0 y y—0 1
und folglich

lim(1 + y)y’l — i ev ) — o
y—0 y—0

Weiter gilt
d _ _
" O = (L) (—y (4 y) Hy (L) ).

und somit (bei Konvergenz von Zahler und Nenner)

1 v e y ' In(l+y) _
lim z((14+27")* —e) = lim +v) Y
T—00 y—0 Yy y—0 Yy
i W (—y P y) (14 y) )
o y—0 1
. (1+ y)?f1 (y —(1+y)In(1+ y))
y=0 y*(1+y)
i Wy = ()l +y)
y—0 1+ Y y—0 y2
o iy Y= A y) In( +y)
y—0 y2
ol Lm0y — A+ )4y
y—0 2y
_C gy Aty e Oyt e
2 y=0 Y 2 y=0 1 2

c¢) Die L'Hospitalsche Regel ist nicht anwendbar, da offensichtlich zwar der Nenner aber
wegen lim, ,oe * =1 der Zahler nicht gegen Null konvergiert:

lim (In(14+2)—€e ) = -1 (z—0),
z—0
und damit
In(l+2)—e™

x
Unkritische Anwendung der L’Hospitalschen Regel ergibt das falsche Resultat

— —o0 (z—0).

In(1+x)—e™® (1+az)t+e®

lim — (falsch!) iglé 1 =2.

x—0 €T

Losung A.5.14: a) Die L'Hospitalsche Regel ist nicht anwendbar, da zwar der Nenner,
aber wegen lim, ,ocos(z) = 1 der Zdhler nicht gegen Null konvergiert:
sin(z) 4 cos(x) - sin(z) + cos(z)

lim ——————~= =00 = —lin
zl0 x 10 x
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Unkritische Anwendung der L’Hospitalschen Regel liefert den Quotienten

cos(x) — sin(x)

lim = 1.
x—0 1
b) Fir a € Ry gilt:
1 1 11
lim n(z) = lim —%— = lim —— =0.
z—o00 ¢ T—00 VLY z—00 (4 T

Losung A.5.15: Die gegebenen Ausdriicke werden zunéchst durch Logarithmieren und
Reziprokenbildung in Quotientenform iiberfiihrt. Sind auf diese die Regeln von L’Hospital
anwendbar, so ergeben sich die gesuchten Limiten durch Exponentieren und Ausnutzung
der Stetigkeit der e-Funktion.

a) Es ist
lim tan(z) = lim sin(z) = 00, lim cot(z) = lim c.os(x) =0;
wtin otin cos() otin otin sin(x)
wir haben es also mit einem Grenzprozess des Typs ,,00°“ zu tun. Logarithmieren ergibt:
In (tan(z))
In (tan(z)°"®) = cot(z) In (tan(z)) = ———2.
(tan(e) @) = cot(a) In (tan(a)) = 0

Fiir 1 27 gehen Zéhler und Nenner beide gegen oo. Es ist tan’(z) = cos(z)™2. Der
Quotient der Ableitungen konvergiert, so dass geméfl der L’Hospitalschen Regeln gilt:

2

1
lim In (tan(x)com)) = lim %)2 = lim —— = lim cot(z) = 0.
otin stiztan(z)cos(z)?  atlxtan(z)  atlx

Durch Exponenzierung folgt

lim tan(z)© = 1.
xT%ﬂ'

b) Es ist
1

lim —— =

210 sin(z)

wir haben es also mit einem Grenzprozess des Typs ,,1°° ¢ zu tun. Logarithmieren ergibt:
In (1 + sin(z))

B sin(z)

1341})1 (1+sin(z)) =1,

)

In ((1 i Sin(x))l/sin(m’))

Zahler und Nenner gehen wegen lim, ,;In(z) = 0 fir 2 — 0 beide gegen Null. Der
Quotient der Ableitungen konvergiert, so dass geméfl der L’Hospitalschen Regeln gilt:

. . sin(x . COS(.’L’)

hmln<1+51nx Y U)zhm =1

250 ( (1)) 20 (1 4 sin(z)) cos(z)

Durch Exponenzierung folgt

m (1 + sin(x))l/sm(m)

li
z—0

= exp (glgli% In ((1 + sin(a:))l/sm(z))> =e.
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Losung A.5.16: a) Sei 1 < a < 10. Das Newton-Verfahren zur Berechnung von 1/a

lautet .
flz = O
Tyl = Tp — f’((a:n)) =z, — 2 — =2z, + ami.

T2
zn

Zur Durchfithrung dieser Iteration werden nur Addition und Multiplikationen verwendet.
Mit x, € R, ist dann auch z,.; € Ry, d. h.: Die Newton-Iteration ist fiir alle Startwerte
g € R, durchfiithrbar.

b) Der Beziehung

|Tns1 —a | = |22, —az? —a | = |a 20z, — 22 —a?)| = |a (2, —a)?

bzw. )
Ipy1 — @

=

entnehmen wir, dass diese Iteration fiir alle Startwerte mit der Eigenschaft |xg—a™!| < a
quadratisch gegen z, = a~! konvergiert.

¢) Fiir den Startwert zo = 0,5 ist wegen 1 <a < 10:

| -1 ‘1 1‘ a—1<1<
ro—a |=|z——|= - <a
0 2 al 2¢ 27
so dass die Newton-Tteration geméaf Teil (b) quadratisch konvergiert. Im Hinblick auf die
a priori Fehlerabschatzung

_lm—a? 1
a ~ 2a

DO | —

|z, —a”'| <ad”, q: <

ergibt sich die Anzahl n von Iterationsschritten zur Erreichung einer garantierten Genau-
igkeit von & = 10716 aus

In(a="-107'%) In(107"7) In(5)

PANSHIEE ~ ~ 57 ~
g In(q) In(0, 5) ' "

Es sind also maximal etwa 6 Iterationsschritte zur Erlangung der geforderten 16 Stellen
Genauigkeit erforderlich.

Losung A.5.17: a) Die Reihe

00
Seo 1= Z e ke
k=0
hat nach der geometrischen Summenformel den Limes

n 1— 87(n+1)x 1
:: 1' 7’6]: pr— 1. pr— .
f(x) = lim k§::0 et = lim T

n—o00 ]_—6

Die Konvergenz der Partialsummen ist gleichméBig fiir 2 € (§,00) mit beliebig kleinem
d > 0; die Limesfunktion ist stetig auf (0, 00).
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b) Die formalen Ableitungen der Reihe (gliedweise Ableitung) sind

s = (=1)"k"e
k=0

Diese Reihen sind wegen

lim sup Vkme** = lim sup (W)n et=e"<1

k—o00 k—o0

nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent. Die Partialsummen konvergieren gleichméfig
fiir © > § mit beliebigem § > 0. Folglich stellen alle Ableitungsreihen stetige Funktionen
dar, und die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar mit

F@) = S (-1,
k=

0

Losung A.5.18: a) Vektorraum: Mit f, ¢ sind auch die Summe f-+g sowie das Produkt
Af, A € R L-stetig. Folglich ist C%![a,b] ein Vektorraum.

b) Norm: Es sind die Normeigenschaften nachzupriifen. Zunéchst definiert || - ||Li, offen-
sichtlich eine Abbildung von C%![a,b] nach R, U{0}. Weiter gilt:

[fllp =0 = [flle=0 = f=0,

sowie fiir A € R:

M) = A
Ml = Ml + sup 2@ =AW

zyelarty |z — vy

= (AL fllip,

und schliefllich
I(f +9)@) = (f +9)(¥)]

”fJFgHLip = ”fJFgHoo + sup

wyelaty |z —yl
|f(z) = f(y)] lg(z) — g(y)]
S flloo +llglloe + sUp "=+ sup —F—"
z,yel,x#y |I - y‘ z,yel,x#y |J? - y|
= || flluip + l9lLip-

¢) Vollstandigkeit: Es ist zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge (f,,)neny von Funktionen f, €
C%'[a,b] einen Limes f € C%'[a,b] hat. Wegen

9lloc < llgllLip,  k=1,....m,

ist die Folge (fy)nen, & =1,...,m, Cauchy-Folge im Banach-Raum C/[a,b]. und besitzt
folglich einen Limes f € Cla, b]:

1fo=Ffllo =0 (n—00), k=0,...,n.
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Fir z,y € I, z #y und m,n € N, m > n, gilt dann

Folglich ist
= 1)@ = (7 = 1))

zyelzy |z — y

<liminf||fm — follLp = 0 (n — 00).
Hieraus folgt f € C%'[a,b] und ||f, — fllLip — 0 (n — 00).

Losung A.5.19: a) Vektorraum: Mit f, ¢ sind auch die Summe f-+g sowie das Produkt
Af, A € R stetig und differenzierbar. Sukzessive Anwendung dieser Eigenschaft auf die
Ableitungen von f, g impliziert dann, dass mit f,g auch f 4 g sowie Af, A € R m-mal
stetig differenzierbar sind. Folglich ist C™[a,b] ein Vektorraum.

b) Norm: Es sind die Normeigenschaften nachzupriifen. Zunéchst definiert || ||;.00 offen-
sichtlich eine Abbildung von C™[a,b] nach Ry U{0}. Weiter gilt:

[fllme =0 = [fll=0 = [f=0,
sowie fir A € R:
M f e = e [N o = 1] max (78w = 3] e
und schlie3lich
1f + Gllmeo = max [|[(f +9) Pl < max [|f®]o+ max [g®]|
k=1,..m k=1,..m k=1,..m
= [[fllmsoe + 19 llmioc-

¢) Vollstandigkeit: Es ist zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge (f)nen von Funktionen f, €
C™la,b] einen Limes f € C™[a,b] hat. Wegen

||9(k)||00 < Hg||m;00> k=1,....m,

ist jede der Ableitungsfolgen ( fﬁk))neN, k=1,...,m, fiir sich genommen eine Cauchy-
Folge im Banach-Raum Cfa,b] und besitzt einen Limes f; € Cla,b]:

1% — fille = 0 (n—o0), k=0,...,n.
Wir setzen f := fy. Wegen der gleichméfigen Konvergenz der jeweiligen Ableitungsfolgen
||$f7§k) —fillo =0 (n—00), k=0,...,n—1,
sind dann auch die jeweiligen Limesfunktionen f; stetig differenzierbar, und es gilt f, =

flo k=1, m, baw. fr = f¥ = f® k =1,... m. Die gegebene Cauchy-Folge
konvergiert also in C"™[a,b] gegen den Limes f.
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A.6 Kapitel 6

Losung A.6.1: i) Sei u eine Losung der Anfangswertaufgabe. Integration der Differen-
talgleichung ergibt dann geméafl des Fundamentalsatzes

)= u0) = [ s)ds = [ fis.uts) s,

d. h.: u ist auch Losung der Integralgleichung.

ii) Sei u € C[0,00) eine Losung der Integralgleichung. Dann ist wegen der Stetigkeit von
u(t) auch die zusammengesetzte Funktion f(¢,u(t)) stetig und nach dem Fundamental-
satz die integrierte Funktion

t
ut) = wo = [ fs.uls)ds
0
stetig differenzierbar, d. h.: u € C'[0, 00) . Differentiation ergibt
u'(t) = f(t,u(t)), t>0.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt u(0) = u°, d. h.: Die Funktion u € C'[0,00) ist Losung der
Anfangswertaufgabe.

Losung A.6.2: Die Stammfunktionen sind

wegen 2sin(x) cos(z) = sin(2z)

¢) F(x)= _;(1—&—135)2+C’

und unter Verwendung der Beziehungen (Partialbruchzerlegung)

2 1 1
- . In(l+a)—In(l—a2) =1 (
1— 22 1+x+1—a: a(l+o) -l -z) =1l

1+:z:)
1—a/"

14+
1—=x

d) F(:U):hl( )+c, lz| <1,
mit beliebigen Konstanten ¢ € R. Eine alternative Darstellung der Losung zu (d) ist

F(z) = 2arctanh(z) +c.
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Losung A.6.3: a) Das Integral wird zerlegt geméis

2m m 27
/ |sin(z)|dx = / | sin(z)|dx + / |sin(z)| dx
0 0 T

m 2 p
= / sin(z) dx — / sin(z) de = — cos(:):)‘ + cos(x)
0 m 0

= —cos(m) + cos(0) + cos(2m) — cos(m) = 4.

2

™

b) Die Stammfunktion des Integranden ist F(z) = In (In(z)):

/e dv =In (In(x)) “ =1In(In(e®)) —In (In(e)) = In(2).

xIn(z) e

Dasselbe Ergebnis liefert die Taylor-Reihe der Funktion f(x) = In(l +2) fir z =1
(alterniernde harmonische Reihe):

Z (7112 - = In(2).

k=1

Losung A.6.4: a) Partielle Integration ergibt

w/2 w/2 /2
/ sin?(z) dz = — sin(z) cos(z) g/g + / cos®(z) dx = / (1 —sin*(z)) da.
0 0 0

/2 1 w/2
/ sing(a:)dxzf/ dr ==
0 2.Jo 4

b) Partielle Integration ergibt

Dies liefert dann

™

i +/ cos(x) dx = —xcos(x)| = .
o Jo 0

/ xsin(x) de = —x cos(x)
0

Losung A.6.5: a) Das uneigentliche Integral existiert nicht, denn es ist zwar

2nm n—1 o(k4+1)7
/ sin(x) dz = Z/ sin(x) dz =0,
0 2

k=0 ¥ 2km
aber fiir 2nm <z < 2(n + 1)m wird im Hinblick auf
/ sin(z) dr = —cos(z) + 1
2nm
jeder Wert in [—1, 1] angenommen.

b) Durch die Substitution z := /gy mit dz = 3dy//y erhalten wir:

b 1 g
/ sin(2?) do = sin(y) dy.
0 2Jo VY
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Dies ist ein ,normales* Riemann-Integral, da der Integrand g(y) = sin(y)/\/y auf dem
Intervall [0,b%] mit g(0) := 0 als stetige Funktion definiert ist. Wir betrachten den
Grenzprozefl b — oo und kénnen daher 0.B.d.A. annehmen, dass b* € [mm, (m + 1))
fiir ein m € N. Das Integral wird entsprechend aufgespalten geméf

sin(y 1 (¥ sin(y)
sin(z?) do = / y+= —dy
/0 Z -1 2 mm \/37

=: Ay =: A(b)

Aufgrund des oszillierenden Verhaltens der Sinus-Funktion ist
Ag >0, k gerade, A <0, kungerade,

d. h.: ApAi1 < 0. Da die Funktion l/ﬂ monoton fallt, ist wegen der 2m-Periodizitit
des Sinus und |sin(z)| <1 auch die Folge der Absolutbetriige |Ax| monoton gegen Null
fallend. Nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen konvergiert
die Reihe > 77, Ag. Es bleibt zu zeigen, dass A(b) — 0 fiir b — oo . Dazu schitzen wir
wie folgt ab:

|A(D)| < |Apmir]| = 0 (b — 00).

Losung A.6.6: Sei £ > 0 beliebig klein. Die Substitution = = sin(y) ergibt mit dz =
cos(y) dy und & := 17 — arcsin(l — )
COS(y) _dy 70 cos(y)

1
.
/1+€ V1—a? /—ﬂ+5 /1 —sin(y “1pys cos(y)

dy — 7 (¢ —=0).

Losung A.6.7: a) Wir zeigen, dass fiir @ € R, die beiden uneigentlichen Integrale

1 o)
Li(x):= / et dt,  Iy(x) = / et dt
0 1

existieren. Zuniichst ist wegen et < 1:

1
I(z) g/ 7l dt = —t°
0

et =t (t" e ™) - 0 (t— 00)

|
0o

Wegen

gilt weiter mit einem ty > 1:

to 0
L(x) < / t" et dt + / t2dt.
1 to

Da diese beiden Integrale existieren, existiert auch Iy(x) als uneigentliches Riemann-
Integral.
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b) Zum Nachweis der Funktionalgleichung schreiben wir unter Verwendung von partieller
Integration fiir x > 1:

o) 1/e
[(x) = / et dt = lim/ et dt
0 el0 c

t=1/e 1/e
=lim [ —e %" * + (z— 1)/ e T2 dt
€l0 t=¢ e

:4x_néma%*%h=u—1ﬁw—1y

¢) Die letzte Behauptung zeigen wir durch vollsténdige Induktion. Zunéchst ist

(1) = /ODO e~tdt = [—e 7 = 1.

Sei nun I'(n) = (n— 1)! richtig. Dann folgt mit Hilfe der Funktionalgleichung I'(n+1) =
nl'(n) =n!.

Losung A.6.8: Die Normeigenschaften folgen unmittelbar aus den Eigenschaften des
Absolutbetrags und der Linearitdt und Definitheit des Riemann-Integrals:

1. Definitheit:
[flli=0 = [f[=0 = [f=0;

2. Homogenitdt (o € R):
d d
Hafnlzt/ kUXxndxzﬂay/ F@)dz = o] |11
3. Dreiecksungleichung;:
d d
|V+ﬂh=/\ﬂ@+ﬂ@MwS/(U@N+M@DmgHNrﬂMh
Aus der Abschétzung

d
191 = [ 1@ de < max |0)] (@~ 0

folgt unmittelbar, dass jede bzgl. der Maximum-Norm konvergente Folge auch bzgl. der
L'-Norm konvergiert.
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A.7 Kapitel 7

Losung A.7.1: Nach Definition ist

/abf(m)dx = /abRef(:v)der@'/abImf(x)dI’

und folglich
/bf(a:)dx:/bRe(x)dm—&—i/bImf(x)dx
b b b
:/ Ref(x)da:—i/ Imf(a:)d:r:/ f(z)dx.

Losung A.7.2: Mit R[a,b] wird der Vektorraum der iiber dem Intervall [a,b] Riemann-
integrierbaren Funktionen bezeichnet. Er wird mit der L?-Norm versehen zu einem (nicht
vollstindigen) normierten Raum. Mit C[a,b] wird dagegen der Vektorraum der auf [a, b]
stetigen Funktionen, iiblicherweise versehen mit der Maximumnorm, verstanden. Er ist
dann vollsténdig, d. h. ein ,Banach-Raum®. Der Cfa,b] ist ein echter Untervektorraum
von Rla,b]; versehen mit der L?-Norm ist dieser dann ebenfalls nicht abgeschlossen (bzw.
,nicht vollstandig® als normierter Raum).

Eine Folge von Funktionen f, € Rla,b],n € N, konvergiert fir n — oo gegen eine
Funktion f € RJa,b]

i) punktweise, wenn f,,(z) — f(z), x € [a,b];

i) gleichméBig, wenn supy, [ fn(2) — f(x)] — 0;

iii) im quadratischen Mittel, wenn fab |fu(z) — f(2)]*dz — 0.

a) Wegen der Stetigkeit (und Differenzierbarkeit) des Sinus gilt fiir festes © € I := [—7,7]:
fa(z) =sin(Zz) — sin(0) =0 (n— o).

Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen f(z) = 0. Nach dem 1. Mittel-
wertsatz gibt es zu jedem x € I ein &, € (0,z) oder &, € (x,0) mit

|sin(La) — sin(0)] = |cos(2&,) ta| <= 50 (n— o).
n

Dies bedeutet, dass die Funktionen f, auch gleichméfig gegen Null konvergieren. Dies
impliziert mit der Ungleichung

T 273
[ 15ate) = S0P o < 27 x|, - 12 < 2

auch die Konvergenz im quadratischen Mittel.

b) Wegen ng" — 0 (n — oo) fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert fiir festes z € I :=[0,1)

folz)=nz(1—2)" =0 (n— o0).
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Ferner ist f,(0) = 0. Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen f(x) = 0.
Die Ableitungen sind

fi@)y=n(l—2)"=n*z(1—2)" ' =n(l—2)" *(1—2—nz) =n(l—(n+1)z)(1—-2)""

Fiir festes n € N und z € [0, =] gilt

7 2n

frlb(ﬂﬁ):”(1*(n+1)x)(1—x)”*1Zn(lin—&-l)(l 1 )n_l.

2n o

Nach dem 1. Mittelwertsatz gibt es nun zu jedem = € I ein &, € (0,) mit

fa(@) = f(2) = fu(z) = f2(0) = [, (&)

Fiir die Punkte z,, := % gilt dann
|fn(xn) - f(xn)| = fn(xn) - fn(o) = f;(fzn)xn
n+1 1 \n11
> _ R —
—”<1 m )(1 2n) M

1/, n+l T\ 1
O
—2( om ) 1 7™

d. h.: Die Konvergenz der Funktionenfolge ist nicht gleichméfig. Dagegen impliziert

1 1
/ | fn(2)|? do = n2/ 231 — 2)*" dx
0 0
! 1 1 L
- n2{ / 2 (1— ) dy — 2? (1 —z)**!
0 2n+1 2n+1

2n* !
_— / (1 — )" da
2n+1 Jo

= 2n® {/1 L (1—2)""de —x ! (1 — )2 '
2n+140Jy 2n+2 2n + 2
2n? !

T @nt )2+ 2) /0 (1= o)™ da

o 2n? (1 — o) 1
 2n+1)(2n+2)(2n +3) 0
2n?

(2n+1)(2n+2)(2n +3)
die Konvergenz im quadratischen Mittel.

¢) Beispiele zur Demonstration der (paarweisen) Nichtéquivalenz der drei Konvergenzbe-
griffe sind etwa:

— Punktweise aber nicht gleichméflig konvergent (s. o.):

folz) :=nx(l —2)", x€][0,1].
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— Punktweise aber nicht im quadratischen Mittel konvergent (s. o.):
fulx) == n%2(1 —2)", x€]0,1].

— Im quadratischen Mittel aber nicht punktweise konvergent: Die Folge (f,)nen ist
eine Folge von , Peaks“ auf dem Intervall [0,1] der Hohe Eins, deren Tréiger die
Liange 1/n haben und die periodisch im Intervall [0,1] hin und her wandern.

Losung A.7.3: a) Die Folge der Funktionen f,(z) := cos(2z) konvergiert im L2-Sinne
gegen Eins. Dazu berechnen wir mit Hilfe partieller Integration

2 27 2T
/ | cos(Lx) — 1’2 dr = / cos(Lz)* dw — 2/ cos(+x)dx + 27
0 0 0

2 2

us
+ 27
0

= cos(Lz)nsin(ixz)

27
+ / sin(12)* dz — nsin(Lz)
0 0

2

= cos(2m)nsin(37) — / cos(1z)* dz — nsin(2r) + 4x
0

und erhalten wegen lim, o sin(z)/z = 1:

2m
/ | cos(Lx) — 1|2 dz = (3§ cos(2m) — 1)2i sin(2m)2r +2r - 0 (n — o0).
O 7-[-

b) Die Folge der Funktionen f,(z) := (z + 2)™"/2 konvergiert nicht im L?-Sinne. Dazu
betrachten wor die Normen ||f,]|:

/ ’ | fo(2)|? dx = /0 (z+ Y de =In(z+ )

2
=In27r+ 1) —In(3) 200 (n— o).
0 O

Bemerkung: Es konvergiert aber sehrwohl f, — 2712 (n — o) im schwiicheren L!-Sinne:

2 27 o

/ |fo(x) — 27 V2 dx = {xil/z— ($+%)71/2}dx: %:131/2’

0 0 0
:%(277)1/2—%(277+ 1)1/2+%(%)1/2—>0 (n — 00).

n

1 141/2]%"
—z(@+3) o

Lésung A.7.4: 0) Auf dem Funktionenraum R[a,b] sind die L?- und die L'-Normen
definiert durch

e = ([ W@ra)” il = [ 1wl

i) Die Folge der Funktionen f,(z) := sin(37 + 22) konvergiert im L*-Sinne gegen Eins.
Dazu betrachten wir wegen sin(z + 37) = cos(z) :

27 27 2
/ ’ cos(+x) — 1‘2 dx = / cos(fz)* dx — 2/ cos(+x)de + 27
0 0 0

2

27 -
= / cos(fz)*dx — 2nsin(iz)| +27
0

0

27
= / cos(£2)* dz — 2nsin(2x) + 2.
0
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Mit Hilfe partieller Integration gilt

27 o 27
/ cos(12)? dz = cos(Lz)nsin(fz)| + / sin(1z)® dx
0 0 0

2
= cos(Z)nsin(3) + 27 — / cos(Lz)* dx
0
und folglich
2m
/ cos(2x)?dr = 7 + £ cos(Z)nsin(E£).
0
Dies oben eingesetzt impliziert dann

n

27
/ | cos(z) — 1| dz = incos(3) sin(%%) — 2nsin(2X) + 3.
0

Wegen lim,_,qcos(z) =1 und lim, ,osin(z)/x =1 folgt dann schlieBlich

27
/ | cos(Lz) — 1‘ dr = 3= cos(2) sin(25)7 — L sin(2)4r + 31 — 0 (n — 00).
0

Die L?-Konvergenz impliziert dann iiber die Holdersche Ungleichung

/OZW\fnﬂda:S (/02W|fnf|2dx)1/2</02ﬂ dx)”

direkt auch die L'-Konvergenz.

ii) Die Folge der Funktionen f,(z) = m konvergiert nicht im L?-Sinne. Dazu

betrachten wir die Normen || f, |12 :

2 ) 1 T 1 ) )

- %ln (1+1/n*) — %ln (1/n*) = 00 (n — o0).

1

0

Es konvergiert aber sehr wohl f,, — f := 27'/2 (n — 00) im schwicheren L'-Sinne (Dabei
wird f(x) = 2~/? auf dem Intervall [0, 1] als ,uneigentlich“ R-integrierbar betrachtet.).
Wir spalten das Integral auf geméaf
1
’ dz + / .
1/n

1/n
/ ‘x2+1/n2)1/27 1/2‘dx /0
Fiir das erste Integral gilt
Un 9 1/n
)dxg/ Tqu:m:l/?‘ =0 (n— o0).
0 0

1/n

Fir z € [0,1] ist

|da.

P H1m < 2 /n+1/n?=(x+1/n)? = (P+1/n)Y2 -2z <1/n.
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Fiir das zweite Integral folgt damit ebenfalls

1 1o (2 2y1/2 1 1
x— (24 1/n?) 1/ de 2 1
/1/n ‘ * / Va(xz? +1/n?)1/? r= 32 nx'2lim (n = oo)
Losung A.7.5: Fir k=1 gilt:

2 2w
/ ek emile gy — / dr =27,
0 0

und fiir k£ # [ nach der Eulerschen Formel:

1/n 1/n

2m 2T 2T
/ elkre=ile dx/ el k=0 gy = {cos((k —l)x) +isin((k — l)z)} d
" ’ jon 2
= / cos((k — l)x) de + z/ sin((k —)x)dx = 0.
0 0

Losung A.7.6: Die Fourier-Koeffizienten kénnen statt iiber [0,27] auch iiber [—m, 7]
berechnet werden.

a) Fiir gerades f gilt, da sin(kx) ungerade ist:

/ f(z)sin(kz) d / f(z)sin(kz) de + — /07T f(z)sin(kz) dz
= _7T/0 f(z)sin(kz) dv + 71_/0 f(z)sin(kz) dz = 0.

Die Fourier-Reihe von f hat also die Form

1 oo
Fl(z) = 700 + Zak cos(kx).

b) Fiir ungerades f gilt analog, da cos(kx) gerade ist:

- fdx:—f/ fd:z:—|—f/ fdr =0,
— T Jo T Jo

- i/: f(x) cos(kx) dr = f% /07r f(x) cos(kz) dx + % /07r f(x) cos(kz) dz = 0.

Die Fourier-Reihe von f hat also die Form

= Z by sin(kz).
k=1
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Losung A.7.7: Die Fourier-Koeffizienten der durch f(z) = |z|, —7 < z < 7, definierten

2m-periodischen Funktion sind

s 2 T 2 s )
= 7T/0 x cos(kx) dx = o sin(kz)| — k‘ﬂ'/o sin(kzx) dx
2 Q 2
= cos(kx) =12 (cos(km) — cos(0))
2 —2,  k gerade
k2 )0, k ungerade

Da f gerade ist, gilt ferner:
1 ™
by = 7/ |z|sin(kx)dx =0, keN.
T

™

Die Fourier-Reihe von f ist demnach

72008 ((2k + 1)x)
(2k+1)2

Diese Reihe konvergiert absolut. Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist,

stellt sie die Funktion f auch fiir alle z € R dar.
Losung A.7.8: a) Die allgemeine (reelle) Form der Fourier-Reihe ist

?0 + ; a cos(kx) + by, sin(kz))

mit den Koeffizienten

1 2T 1 2w 1

ag = — flx)dz, ar=— f(x)cos(kz)dx, b, =— /27r f(z)sin(kz) d.
0

™ Jo ™ Jo m

b) Die Fourier-Koeffizienten konnen statt iiber [0,27] auch iiber [—m,

den. Fiir gerades f gilt, da sin(kz) ungerade ist:

/ f(x)sin(kz) d / f(x)sin(kz) dz + — / f(z)sin(kz) d

__7/ fx)sin(kz) do + = /f )sin(kz) dz = 0.

™ Jo

7| berechnet wer-
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Die Fourier-Reihe von f hat also die Form
Fl(z) = 1ao + f: a, cos(kx).
- 2 k=1

Fiir ungerades f gilt analog, da cos(kz) gerade ist:

1 (" I 1 [
ao:f/ fdx:—f/ fdac—l—f/ fdx =0,
T J) . T Jo T Jo

a = ;/: f(z) cos(kx) dr = —% /07T f(z) cos(kzx) dx + % /OTr f(x) cos(kz) dz = 0.

Die Fourier-Reihe von f hat also die Form
Fl(z) = Z b sin(kzx).
k=1

¢) Die reellen Fourier-Koeffizienten der durch

flx)y==z, z¢€l[-mmn),
definierten, ungeraden 2m-periodische Funktion f: R — R sind nach Teil (b) ap = ax =0
und

s
—T

by = %/W f(z)sin(kz) de = %/ xsin(kx) dx
1 R m cos(km) + cos(—km) _ 2cos(k)

1
cos(kx) dx — ot cos(kx)

Tk ), T - 2 k
2(—1)*
B
Die Fourier-Reihe von f ist demnach
Fl(v) =~ i 21" sin(kx)
[e’e] — k :

k=1

Diese Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f. Sie stellt f in allen Punkten
dar, in denen f stetig differenzierbar ist. In den Sprungstellen x = +kn, k € N, konver-
giert sie gegen den Mittelwert Null der benachbarten Grenzwerte. Die Funktion f wird
also iiberall in [—m, 7] durch ihre Fourier-Reihe dargestellt.

Losung A.7.9: a) Fiir jedes x € [0,27] haben die beiden Reihen nach dem Quotienten-
kriterium absolut konvergente Majoranten (r = 2, 3):

Eees s

1
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Die Partialsummen sind offenbar stetige und 2m-periodische Funktionen, welche auf [0, 27]
gleichméfig konvergieren. Wegen der Vollstandigkeit von C[0,27] existieren also die Li-

miten
= cos(ka)
fol(x) = nh_)HQlo E T, xr € [0,27{']

Diese sind dann offenbar ebenfalls 27-periodisch mit Werten f;(0) = f;(27) und somit in
R[0, 27].

b) Die abgeleitete Reihe (i) hat ebenfalls eine nach dem Quotientenkriterium gleichméBig
fir = € [0,27] absolut konvergente Majorante:

sie konvergiert also gleichméBig auf [0, 27]. Die abgeleitete Reihe (ii) ist nach Vorlesung
fiir jedes 6 > 0 auf [0, 27 — ] gleichméfig konvergent, und es gilt:

isin(kx)iﬂ—a:
ko2

k=1

Nach dem Satz zur Vertauschbarkeit von Differentiation und Summation sind daher beide
Funktionen auf (0,27) stetig differenzierbar, und es gilt (r = 2, 3)

¢) Aufgrund der Orthogonalititseigenschaften der trigonometrischen Funktionen gilt we-
gen der gleichmifigen Konvergenz der beiden Reihen (r = 2, 3):

I 17 s cos(la)
== kx)dr = = 1 E kx)d
a f(z) cos(kx) dx /0 < im " )COS( x)dx

2
- hm Z / cos(lz) cos(kx) dac) = E, k € Ny,

T n—oo

by = 1 : f(z)sin(kz) de = / (

™ Jo

) sin(kx) dx

77,4)00

2T
- hm Z / cos(lx) sin(kx) dm) =0, kel

T n—00

Losung A.7.10: a) Durch partielle Integration ergibt sich

27 1

- = . f'(x) sin(kx) dx

" f(x) cos(kz) dx = %f(x) sin(kx) o T

0
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und somit

’/% f(z) cos(kx) dx| < 2% max |f'(z)] =0 (k— o0).
0

z€[0,27]

b) Fiir allgemeines f € R[0,2x] (d.h., f nicht notwendig differenzierbar) kann die obi-
ge Argumentation offensichtlich nicht verwendet werden. In diesem Fall verwenden wir
L?-Konvergenz der Fourier-Reihe von f und die Vollstéindigkeitsrelation (,,Parsevalsche
Gleichung®):

2 o0
a
1717 =5 + > {ak + 8}
k=1
Die Konvergenz dieser Reihe bedingt nun notwendig, dass

‘/0277 f(z) cos(kx) dx’Q + ’ /027T f(z)sin(kx) dm‘z =m%(ai +b) =0 (k— o0).

Losung A.7.11: a) i) Fiir die Fourier-Koeffizienten der gegebenen Funktion gilt

o 1 27
- = / e* sin(kx) dx
0 k Jo

o 1 2w
o TR, e* cos(kx) dx

27 1
Tay, = / e’ cos(kx) dr = Eex sin(kx)
0

2w 1

1
= Eem sin(kzx) . + ﬁem cos(kx)

- ﬁ(eQ —-1) - l<:2/0 e cos(kx) dx,

und folglich

Dies impliziert

Analog ergibt sich dann

2T 1 o 1 27
by = / e“sin(kz) dv = ——¢” cos(kx)| + f/ e” cos(kz) dx
0 k 0 k Jo

1, 5, I
— _E(e — 1) +k/0 e’ cos(kz) dw
2
und folglich .
by = —eﬂ;l%“ keN.

Die Fourier-Reihe ist also in reeller Darstellung:

oo

k
Z sin(kx).
~ k1

e2mr—1  €? e —1

Tl 1
flx) = o + - ;ijLlcos(kx)f
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ii) Die komplexen Fourier-Koeffizienten ergeben sich damit zu

L 627r_1
Co = 300 = o
277_1 6271'_1
g —ib) = - (1aik) = &
=l i) = sy U R = oy
2 2
1 . e —1 . em —1
r=3 - k)= —
C-k = g(ar +iby) 27T(]€2+1)( ik) 27 (1 + ik)

Also ist die Fourier-Reihe in komplexer Darstellung:

o0 ) 1 o0 ezﬂ. o 1 )
_ ikx __ ikx
f(m)_zfooc’“e _QWZﬂX} 1k &

b) Die Fourier-Reihe konvergiert im L?-Sinne, auf ganz [0,27] punktweise und auf jedem
Teilintervall [e, 27 — ¢, € > 0, gleichméaBig gegen f.

Losung A.7.12: a) Die Fourier-Summen (in komplexer Darstellung)
Fl(z) = Z cpe®

sind stetige Funktionen. Ihre gleichmdfsige Konvergenz wiirde dann die Stetigkeit der
Limesfunktion f implizieren, im Widerspruch zur vorausgesetzten Unstetigkeit von f.
Dieses Argument funktioniert auch fiir jede Teilfolge (Fr{k)keN , da jede den selben Limes
hat.

b) O.B.d.A. sei £ € (0,27) die einzige Unstetigkeitsstelle von f. Nach dem Satz der
Vorlesung konvergieren dann die Fourier-Summen auf dem Intervall [, 27] punktweise
und auf jedem Teilintervall [£ + d,27], 0 < § < 27 — &, gleichméfig gegen f. Da es auf
dem Intervall [¢,27] keine gleichmiflig konvergente Teilfolge (F,{k)keN geben kann, gibt
es ein ¢ > 0 und ein ne € N, so dass

sup |f(z) — FI(2)] > ce >0, n>ne.
z€(€,2m]

Dagegen gibt es fiir jedes § > 0 ein ns € N, so dass

sup | f(z) — Fg(m)| <ce >0, n>ns.
xz€[£+6,27]

Hieraus folgern wir die Existenz einer Folge von Punkten x,, € [¢, 27], so dass

|xn_€‘_>0 (n—)oo), |f(mn)_Fr{($n)‘ZC§>0'





