7 Fourier-Analysis

Neben den Polynomen werden die trigonometrischen Funktionen cos(kz) und sin(kx) als
besonders ,einfache®, d. h. leicht auswertbare, Funktionen angesehen. In diesem Kapitel
untersuchen wir in Analogie zur Taylor-Entwicklung die Approximation von Funktionen
durch Linearkombination von solchen trigonometrischen Funktionen, die sog. Fourier!-
Entwicklung.

7.1 Der Funktionenraum R|a, b

Bisher haben wir reellwertige Funktionen betrachtet. Fiir das Folgende benétigen wir den
Begriff der Riemann-Integrierbarkeit auch fiir komplexwertige Funktionen. Dabei verwen-
den wir wieder die Bezeichnung K je nach Situation fiir den Kérper R der reellen Zahlen
oder den Korper C der komplexen Zahlen. Wir erinnern an die folgenden Rechenregeln
fiir komplexe Zahlen:

@=a, aa=|a|*, a+a=2Rea, a—a=2ilma,

wobei @ := Rea —iIma den konjugiert komplexen Wert von einem a € C bezeichnet.

Wir nennen eine auf einem Intervall I = [a,b] C R definierte Funktion f: 1 — C
,Riemann-integrierbar®, wenn ihr Real- und ihr Imaginérteil Riemann-integrierbar sind,
und setzen

/abf(x)dx = /abRef(x)dx+i/abImf(m)d$.

Diese Definition fallt natiirlich fiir reellwertige Funktionen mit Im f = 0 mit der iibli-
chen zusammen. Analog werden auch uneigentliche Riemann-Integrale fiir komplexwertige
Funktionen definiert. Die iiblichen Rechenregeln fiir das reelle Riemann-Integral iibertra-
gen sich sinngeméfl auch auf komplexwertige Integrale. Insbesondere gilt

/abf(x)da::/abf(x)dx.

Wir hatten schon gesehen, dass stetige und allgemeiner auch Funktionen mit nur
endlich vielen Unstetigkeitsstellen Riemann-integrierbar sind. Letztere Eigenschaft wird
in der folgenden Definition prézisiert.

Definition 7.1: Fine Funktion [ : [a,b] — K heifit ,stickweise stetig®, wenn sie in
[a,b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und beschrinkt ist, und wenn in jeder

! Jean-Baptiste Baron de Fourier (1768-1830): Franzésischer Mathematiker und Physiker; Mitglied
der Pariser Akademie lehrte an der Ecole Polytechniqe; begleitete Napoleon auf seinem Feldzug nach
Agypten; zihlt zu den bedeutendsten Mathematikern des 19. Jahrhunderts; fand bei seinen Arbeiten zur
Theorie der Wérmeleitung die Darstellbarkeit periodischer Funktionen durch triginometrische Reihen.
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224 Fourier-Analysis

dieser Unstetigkeitsstellen & € [a,b] die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte f(&4) :=
limpo f(§ £ h) existieren. In den Ausnahmenstellen & € (a,b) sei gesetzt:

JE-) + f(§
(Diese zundchst willkirliche Festleqgung hat keinen Finfluss auf den Wert des Riemann-
Integrals von f.) Die Menge der in diesem Sinne auf [a,b] stiickweise stetigen (Riemann-
integrierbar) Funktionen bilden offenbar einen Vektorraum, der mit Rla,b] bezeichnet

wird.

Bemerkung 7.1: Wir erinnern an die vollstindige Charakterisierung der Riemann-Inte-
grierbarkeit durch den Satz von Lebesgue: Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann
Riemann-integerierbar, wenn sie auf [a,b] beschrinkt und fast tberall, d. h. bis auf ei-
ne Nullmenge von Ausnahmestellen, stetig ist. Eine Menge M C R ist Nullmenge,
wenn sie durch endlich oder abzdhlbar unendlich viele Intervalle I, mit beliebig klei-
ner Gesamtlinge » . || < e iiberdeckbar ist. Jede endliche oder abzihlbar unendliche
Punktmenge (z. B. die Menge Q der rationalen Zahlen) ist Nullmenge; es gibt aber auch
iiberabzéhlbare Nullmengen (z. B. das ,,Cantorsche Diskontinuum®).

Fiir Funktionen f,g € Rla,b] ist auch das Produkt fg stiickweise stetig und damit
iiber [a,b] Riemann-integrierbar. Damit ist auf Rla,b] die ,Sesquilinearform

mm:/fm%mm

wohl definiert. Der Name ,,Sesquilinearform® rithrt von der Tatsache her, dass fiir beliebige
a, 8 e C gilt

(afi + Bfag) = (afr,9) + (Bf2,9) = a(fi,9) + B(f2 9), (7.1.1)
(f,ag1+ Bga) = (f,q1) + (f. Bg2) = alf. 1) + B(f. g2), (7.1.2)

was unmittelbar aus der Linearitiat des Riemann-Integrals folgt. Genauso ergeben sich die
,Symmetrieeigenschaft”

b b b
(r9)= [ fgdo= [ Foda= [ gfde=Ta.7) (7.1.3)

sowie die ,,Semi-Definitheit*

<ﬁﬁ=/Wﬂ@szo. (7.1.4)

Eine Sesquilinearform mit der Eigenschaft (7.1.3) wird im Fall K = C | hermitesch® und
im Fall K =R  symmetrisch genannt. Fiir Funktionen aus Rla,b] folgt, wie man sich
leicht iiberlegt, aus (f, f) = 0 notwendig f = 0. Auf R[a,b] besitzt die Sesquilinearform
(-,+) also die Eigenschaften eines sog. ,,Skalarprodukts®; dieses wird ,, L*-Skalarprodukt*“
(auf [a,b]) genannt.
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Lemma 7.1: Fiir ein Skalarprodukt (-,-) gilt die sog. ,Schwarzsche? Ungleichung®

\(f:9)I> < (£, ) (g,9)- (7.1.5)

Beweis: Im Fall ¢ =0 (d. h.: ¢ ist die Nullfunktion.) gilt trivialerweise
(f.9)I* =0=(f.f)(9,9)-
Sei nun g # 0. Fiir beliebiges o € K ist
0<(f+ag f+ag)=(f.f)+algf)+al(f,g) +aalgg).
Mit «:= —(f,9)(g,9)"" impliziert dies

0<(f )= (£,9)(9.9) (9. /)= (f,9)(9.9) " (f,9) + (f.9)(f.9)(9.9)""
= (fvf) - |(fvg)‘2(gvg)71

bzw.
0<(f./)g.9) = I(f,9)]*
Dies zeigt die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.
Durch die Setzung | f| := (f, f)*/? erhalten wir dann auf R[a,b] eine durch das

Skalarprodukt (-,-) induzierte ,Norm*, die sog. ,L?-Norm“ . Die Normeigenschaften,
Positivitdt, Homogenitdt und Subadditivitédt (Dreiecksungleichung) ergeben sich dabei
unmittelbar aus den Eigenschaften des Skalarprodukts:

Ifl=0 = (ff)=0 = [f=0,

1/2

lafll = (af,af)? = (la*(f, 1) = lad 1],

1/2

1f+all = (f+ 9. f+ 92 = (117 + (£9) + (9. /) + llg]I?)
< (IF17 + 211 gl + g 1?) ™ = A1+ gl

Mit Hilfe der Norm || - || ldsst sich die sog. ,, Konvergenz im Quadratischen Mittel“ (oder
kurz ,, L?-Konvergenz“) von Funktionen f, € R[a,b] gegen eine Funktion f € R[a,b]
erklédren:

fo—=2e f = Nfa—fll=0 (n— ).

Dies bedeutet, dass das quadratische Mittel der Abweichung zwischen f, und f gegen
Null geht, d. h.:

/\fn(:c)—f(a:)|2dx—>0 (n — o0).

2Hermann Schwarz (1843-1921): Deutscher Mathematiker; wirkte in Halle, Gottingen und Berlin;
leistete grundlegende Beitriige zur Funktionentheorie, Differentialgeometrie und Variationsrechnung.
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Aus der Abschitzung
b ) 1/2 Y
=11 = ([ 1hule) = F@)P ) < mus (o) = )] VB

sehen wir, dass die gleichméflige Konvergenz von f, gegen f auch ihre Konvergenz im
L2-Sinne impliziert. Die umgekehrte Aussage ist i. Allg. nicht richtig; eine L2-konvergente
Funktionenfolge muss nicht einmal punktweise konvergieren. Umgekehrt impliziert aber
die punktweise Konvergenz auch nicht automatisch die L?-Konvergenz (Ubungsaufgabe).
Analog zur L?-Norm ist auf Rla,b] fiir beliebiges p € [1,00) die sog. LP-Norm definiert

£l = (/b |f(:1:)|pda:)1/p.

Der zugehorigen Konvergenzbegriff ist die sog. LP-Konvergenz. Fiir p = 2 ergibt sich die
L2-Norm. Den Nachweis der Normeigenschaften, insbesondere der Dreicksungleichung,
verschieben wir auf spiter. Speziell fiir p = 1 erhalten wir die L'-Norm

b
I91= [ 1@l da,

fiir welche die Normeigenschaften direkt aus denen des Absolutbetrags folgen.

Beispiel 7.1: Die Folge der durch f,(z) := 2™, x € [—1,1], definierten Funktionen
fn € R[—1,1] konvergiert wegen

Il ||2=/1m2"da::2/1x2"dx:2332n+11< 2
" -t 0 2n+1 0~ 2n+1

im L%-Sinne gegen die Nullfunktion f = 0. Sie konvergiert aber offenbar wegen f,(1) =
1, n € N nicht punktweise gegen Null und wegen f,(—1) = (-1)",n € Nin z = —1
sogar iiberhaupt nicht. Trotzdem wiirde man die Funktion f,(z) = 2" fiir grofie n ,im
Mittel* als gute Approximation zu f(x) =0 ansehen.

-1 +

Abbildung 7.1: Eine im L?-Sinne aber nicht punktweise konvergente Funktionenfolge:
f(z) =2 fir n=1,2,3,4,19,20.
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Bemerkung 7.2: Wir hatten frither schon gesehen, dass der Raum Cfa,b] der auf dem
Intervall [a,b] stetigen Funktionen versehen mit der Maximumnorm

[fllo == max [f(z)|
z€la,b]

vollsténdig ist, d. h. dass in ihm jede Cauchy-Folge einen Limes hat. Damit wird Cla, b]
zu einem sog. ,Banach-Raum*® (& vollstindiger normierter Raum). Es stellt sich nun die
Frage, ob auch der Raum R[a,b] versehen mit der L?-Norm || - | vollstindig ist. Dies ist
aber nicht der Fall. Es gibt Cauchy-Folgen in Rla, b], die keinen Limes in R[a, b] haben.
Dies legt einen Vervollstéandigungsprozess iiber Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen na-
he (analog zur Konstruktion der reellen Zahlen R aus den rationalen Zahlen Q). Der
so entstehende vollstindige normierte Raum wird L?(a,b) genannt und als der ,Lebes-
guesche Hilbert-Raum* iiber [a, b] bezeichnet. Seine Elemente kénnen identifiziert werden
mit den auf (a,b) im Lebesgueschen Sinne quadratintegrablen Funktionen (= Lebesgue-
Intergral). Die ,,L2-Norm* ist daher auf diesem Raum zunichst nur eine ,Semi-Norm*
(nicht streng definit); sie wird zur Norm, wenn man alle Funktionen identifiziert, welche
sich hochstens auf einer Nullmenge unterscheiden. Wir haben dieses Problem fiir unstetige
Funktionen aus R[a,b] dadurch umgangen, dass die Werte an den Unstetigkeitsstellen als
Mittelwerte der rechts- und linksseitigen Grenzwerte festgelegt wurden.

Das L?-Skalarprodukt und die L2-Norm stehen zueinander dhnlich wie das euklidische
Skalarprodukt auf dem Vektorraum K" zur euklidischen Norm. Damit koénnen wir in
Rla,b] Geometrie betreiben, d. h. den geometrischen Begriff ,,Orthogonalitit® einfiihren.

Definition 7.2: Zwei Funktionen f,g € R[a,b] werden ,orthogonal® genannt, wenn gilt:

(f,9)=0. (7.1.6)

FEine Teilmenge S C Rla,b] heifit ,Orthogonalsystem*, wenn ihre Elemente paarweise
orthogonal sind.

Satz 7.1: Die trigonometrischen Funktionen
co(x) =1, cp(x):=cos(kx), s(z):=sin(lz) (k,1eN),

bilden bzgl. des L*-Skalarprodukts (-,-) ein Orthogonalsystem in R[0, 27 . Speziell gilt fiir
k,leN:

/O27T cx(x) do = /027T s(z) de = /027T ci(z)s(z) de =0, (7.1.7)
/027T cr(z)e(x) de = moy, /027T sp(x)si(x) de = moy, (7.1.8)

mit der Abkiirzung Oy =1 fir k =1 und 65 =0 fir k #1 (,Kronecker-Delta* oder
Kronecker-Symbol®).
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Beweis: Zunichst erhalten wir durch partielle Integration fiir £,/ € N:

2 2 1 o
=0, / si(z)de = —=¢(x)] =0.
0 0 l

/027T cp(z)de = %Sk(l‘) .

Analog ergeben sich die folgenden Beziehungen:

/0 ’ ex(2)si(x) de = %sk(x)sl(x) (2)77 - /0 ’ %sk(a:)lcl(x) dx, (7.1.9)
/o 7Tc,yc(ar)cl(gﬁ) dx = %sk(x)cl(m) ZW +/o ’ %sk(x)lsl(:p) dx (7.1.10)

27

2 1
0 +/0 caulw)le(x) da. (7.1.11)

/0 i sp(z)s)(z) de = —%ck(x)sl(m)

Die Randterme verschwinden alle wegen der 2m-Periodizidt von sg(z) und c(z). Fiir
k =1 folgern wir aus (7.1.9):

27 27
/ ek (@) sp(x) de = —/ cp(2)sy(z) dx,
0 0
sowie aus (7.1.10) und (7.1.11):
27 2w 27
/ cr(x)? de = / sp(z)?do = 27 — / cr(x)? de,
0 0 0
und damit wie behauptet
27 27 27
/ cp(x)sp(x) dz =0, / cr(w)? do = / sp(x)?dr = 7.
0 0 0
Fiir k #1 erhalten wir durch Kombination von (7.1.10) und (7.1.11):
27 2 2
/ ex()e(z) de = k_ll/ sp(z)s(x) de = k_QZQ/ cx()e(x) de,
0 0 0
und damit wie behauptet
2 27
/ cx()e(z) de = / sk(z)si(x) de = 0.
0 0
SchlieBlich ergibt nochmalige partielle Integration in (7.1.9):
27 27
/ ex(@)s(x) de = k_2l2/ cx(2)s(x) de,
0 0
und damit fiir & # [ die noch fehlende Aussage

/027T cx(x)si(z) dz = 0.

Q.E.D.
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7.2 Fourier-Entwicklung

Im Folgenden wollen wir die ,, Entwickelbarkeit“ periodischer Funktionen in Summen von
trigonometrischen Funktionen untersuchen. Wir erinnern daran, dass eine Funktion f :
R — K ,periodisch” heifit, mit Periode L > 0, wenn

flx+L)=f(zx), zeR.

Dann gilt natiirlich auch f(x+nL) = f(x), 2 € R fiir alle n € Z. Durch eine Variablen-
transformation kann jede L-periodische Funktion f(-) in eine 2m-periodische Funktion
F(-) tberfithrt werden und umgekehrt:

F(z) = f(%x), flz) = F(%x),
L L L
F(a:+27r):f(2 (x+27r)>:f<—x+L>:f<§x>:F(x).

o 2T

Wir werden uns daher im Folgenden auf die Betrachtung von 27-periodischen Funktio-
nen f : R — K beschranken. Wir sprechen dabei von einer ,,27-periodischen Funktion
f € R[0,27]“, wenn f auf [0,27] (und damit wegen der Periodizitit auf jedem endli-
chen Intervall) Riemann-Integrierbar ist. Wegen der geforderten Periodizitdt muss dann
f(0) = f(27) sein. In diesem Sinne kann jede Funktion f € R0, 27| gegebenenfalls durch
Abénderung der Funktionswerte in « = 0 oder & = 27 zu einer 2m-periodischen Funktion
f iR = K fortgesetzt werden. Thre Riemann-Interierbarkeit iiber [0, 2] bleibt davon
unberiihrt.

Beispiel 7.2: Zu der auf [0,27] definierten Funktion f(z):= 2 — m erhélt man durch
~ r—m, 0<az<2m,
flz) =
0, xz € {0,2n},
und anschliefende 2m-periodische Fortsetzung eine 2m-periodische Funktion f € RI0, 27]
(siche Abb. 7.2).

—4r 2T 27 47

Abbildung 7.2: Eine 27-periodische, unstetige Zackenfunktion.
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Spezielle 2r-periodische Funktionen sind die sog. , trigonometrischen Polynome*
To(z) = $ao + Z {ay, cos(kz) + by sin(kz)}.
k=1

Im Falle a,, # 0 oder b, # 0 spricht man von einem , trigonometrischen Polynom*® vom
Grad n. Aufgrund der Orthogonalitétsbezichungen (7.1.7) und (7.1.8) gilt, fiir I € Ny:

27 2T
/ T, (z) cos(lx) dx = %ao/ cos(lz) dx
0 0
27
0

n 2T
+ Z {ak/ cos(kx) cos(lz) dx +/ by sin(kx) cos(lx) dx}
k=1 0
27
= al/ cos(lz) cos(lx) de = am,
0
sowie fiir [ € N:

2T 2T
/ T, (z) sin(lz) dx = %ao/ sin(lx) dx
0 0
n 2T 27
+ Z {ak/ cos(kx) sin(lx) dx—l—/ by sin(kx) sin(lx) dx}
—1 0 0
27
= bl/ sin(lz) sin(lz) dx = by,
0

und wir erhalten die Beziehungen, fiir £ € N,

2 1 2 1 2
ag = f/ T (x)dr, a= —/ T, (z) cos(kx)dx, by = */ T,,(z) sin(kx) dz .
0 0 0

s ™ ™

Dies motiviert fiir eine beliebige Funktion f € R[0,2n] die Definition der zugehorigen
trigonometrischen Summe, sog. ,, Fourier-Summe*,

Ff(x) = tao + i {ay, cos(kz) + by sin(kz) } (7.2.12)

mit den Koeffizienten
1 27 1 2m 1 27
ag = f/ flx)dx, ap=— () cos(kx)dz by = — (x)sin(kx) dx .
™ Jo ™ Jo ™ Jo

Wegen der 27-Periodizitéit der Funkion f koénnen die zugehorigen Fourier-Koeffizienten
auch durch Integration iiber ein beliebiges anderes Intervall der Lange 27 berechnet
werden.

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit der Frage, in wie weit die formale Fourier-
Summe F/ einer Funktion f € Rla,b] diese fiir n — oo tatsiichlich approximiert.
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Es erweist sich als zweckméfig, diese Untersuchung unter Verwendung der komplexen
Schreibweise durchzufiihren. Mit Hilfe der Beziehungen (Man beachte i~! = —i.)

cos(z) = (" +e7), sin(z) = & (e —e™™) = =L (" — ) (7.2.13)

kann die Fourier-Summe

Ff=lag+ Z {ay, cos(kz) + by sin(kz) }
k=1

in eine sog. ,,Exponentialsumme® umgeschrieben werden:

n
f_1 1 ik 1 —ikr 1 ikx Q —ikx
Fy = 5a0 + {Eake + zae sbhe™ + sbre }

k=1
n n
= Lao+ Z (ay — iby)e T + Z (ap + iby)e e
=1 k=1
=co+ Z Ckeikx + Z C,keiikw _ Z Ckeikx
k=1 k=1 k=—n
mit den Koeflizienten
Co := 3ap, cp = g5(ap —iby), c_p = 3(ap +iby), k€N,
Wegen cos(kz) £ isin(kz) = e*** gilt auch
1 21 1 21

cx = f(@)(cos(kx) — isin(kx)) do = fxye*de, keZ. (7.2.14)

- om om

Definition 7.3 (Fourier-Reihe): Fiir eine Funktion f € R[0,2r] heifflen die Zahlen

1 27

Ck = o f(x)e ™ dx, ke,

Fourier-Koeffizienten® und die damit gebildeten Summen

LFourier-Summen®. Im Falle von deren Konvergenz fiir n — oo heifit der Limes

o0 n
= E cpe™® = lim E cpett?
n—oo
—0o0

k=—n

die ,Fourier-Reihe® der Funktion f.
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Lemma 7.2: Sei f € R[0,27| eine 2m-periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizi-
enten ¢, k € Z . Dann gilt fir alle n € N :

If = FIP = 112 =2 ) el (7.2.15)
k=—n
Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung eg(r) := €**. Mit dem oben eingefiihrten L%

Skalarprodukt (-,-) gilt (Ubungsaufgabe)

mo 2m, k=1,
(er,e) = / ekremile gy = { "
0 0, k#I

1

2T -
f( ) —ikx dr = % ; f(gj)eikx dr = %(fv ek)‘

und
1

o
Fir Ff =" cex folgt damit

Ck =

n

(FLED =Y alfien) =21 > aor =21 Y |l

k=—n k=—n k=—n
Ff Ff g E cxCi(eg, e) = 2w E |ex]?.
k=—n k=—1 k=—n

Mit diesen Identitaten erschliefen wir nun
If =FlP=(f=FEf—FE)=(f./)—(f.E) = (F[.f)+ (F[,F])

=|IflI* = 2= Z |ex|? — 2 Z lexl* + 27 D el

k=—n k=—n k=—n
n
= IfIP =27 > feal?,
k=—n
was zu zeigen war. Q.E.D.

Satz 7.2 (Besselsche Ungleichung): Sei f € R|[0,2x] eine 2w-periodische Funktion
mit den Fourier-Koeffizienten ¢y, k € Z . Dann konverghieren die Quadratsummen der
Fourier-Koeffizienten, und es gilt die sog. ,Besselsche® Ungleichung“:

21y " Jexf? = lim 27 > el < IIFIP- (7.2.16)
—0o0 k=—n

3Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846): Deutscher Astromom und Mathematiker; Direktor des Obser-
vatoriums in Kénigsberg und Mitglied der Berliner Akademie; grundlegende Beitréige zur mathematischen
Fehlerkorrektur bei astronomischen Beobachtungen und zur Sternpositionierung.
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Beweis: Die behauptete Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus der Abschétzung
2 Y el = 117 = If = FIP < II£11°
k=—n

durch Grenziibergang n — oo und Beachtung der Monotonie der Folge der Partialsum-
men Zzzin lex)? Q.E.D.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen die Fourier-Summen einer
periodischen Funktion f € R[0,2x] fiir n — oo im quadratischen Mittel gegen f kon-
vergiert. Nach Lemma 7.2 ist dies dquivalent zu der Beziehung

2 _ 9 2 _ 2
1717 = lim kg lex|* = 2 _§ [ (7.2.17)
Wir stellen zunéchst drei Hilfssatze bereit.

Lemma 7.3 (Riemannsches Lemma): Sei f : [a,b] = R eine stetig differenzierbare
Funktion. Fir z € [a,b] und s € R gilt dann:

Fy(x) ::/ fy)sin(sy)dy — 0 (|s| = o0), (7.2.18)
wobei die Konvergenz gleichmdf$ig fir x € [a,b] ist.

Beweis: Fiir s # 0 ergibt sich durch partielle Integration

Fa) = ~10 0 2 [ ) coslo)

S

Da f und f" auf [a,b] stetig sind, gibt es eine Konstante M > 0, so dass

fl <M, [f'(y)l <M, yclab]

Damit erhalten wir die Abschédtzung

2M  M(b—
|Fy(2)] < 2= + M7
s s
woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. Q.E.D.

Lemma 7.4: o) Auf jedem Intervall [§,2m — 6] mit § > 0 konvergiert die Reihe

. sin(kr) T—x
i Y 7.2.19

gleichmapsig.
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b) Die Reihe

2

i Cosgx) = (I ; ﬂ)z - % (7.2.20)

k=1

konvergiert gleichmdfig fir x € R. Insbesondere fir x =0 gilt:
- 1 7T2
— =— 7.2.21

Beweis: i) Wir benétigen die folgende Identitét:

n

1 sin((n + 1))
- kr) = ———22~ 7.2.22
2 - Z cos(kz) 2sin(sx) ( )
k=1 2
Zu ihrem Beweis rekapitulieren wir die Bezichungen
cos(kz) = (™ + ™), sin(kz) = L (e — e,
Damit gilt:
= + Z cos(kx) Z e'
k——n
Mit Hilfe der geometrischen Summenformel folgt
n 2n i i i
] ] ) 11— e(2n+l)m e—inT _ e(n+1)zw
ikr _ _—inx ix\k __ _—inx .
Ze =¢ Z(e)_e 1 — ez - 1 — ei
k=-n k=0
B e*i(n+l)m _ i(n+l)m B ei(nJr%)x _ e*i(n+%)m % B sin((n + %)JE)
= efli _ e?m - 2 6%’LI _ e*%l@ B SlIl(%.’L‘)
woraus sich die behauptete Identitét ergibt.
i) Wir beweisen nun die Beziehung (7.2.19). Fiir beliebiges x € (0,27) gilt
. sin(ky) | sin(kx)
(k) dy — — 7
| costi dy = T =
und folglich unter Verwendung von (7.2.22):
* sin((n + 1 —
sm / Zcos(ky)dyZ/ ((.712)34)6@_30 s
x . 2 81n(§y) 2
Die Funktion f(y):= isin(iy)~" ist auf dem Intervall [§, 27w — 4] stetig differenzierbar,

so dass nach Lemma 7.3 gilt:

@ 1 . 1
/7T m sin((n +3)y)dy — 0 (n — 00),
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wobei die Konvergenz gleichméBig fiir « € [, 2m — 6] ist. Dies impliziert (7.2.19).
iii) Wir beweisen schliefllich (7.2.20). Die Reihe

Flz) = Z cosk(;fx)

k=1

konvergiert offenbar nach dem Majorantenkriterium gleichméBig fiir alle € R und stellt
eine stetige Funktion dar. Die Reihe der zugehorigen Ableitungen

_isin(ka:) -7
ko2
k=1

konvergiert nach Teil a) fiir jedes § > 0 gleichméBig auf dem Intervall [§, 27 — 6]. Nach
dem Satz {iber die Vertauschbarkeit von Differentiation und Summation folgt fiir x €
(0,2m):

F'(z) = (z —m), F(x):i(aﬁ—ﬁ)Q—l—c

mit einer Konstante ¢ € R. Da F stetig ist, gilt dies auf ganz [0, 27]. Zur Bestimmung
der Konstante ¢ schreiben wir

2 2 2 o 7_[_3
/ F(:c)d.r:i/ (.’L‘*?T)zd.’E+/ cde =Lz —7)? +27rc:€+27rc.
0 0 0 0

Wegen
2T
/ cos(kx)dr =0, keN,
0

gilt dann nach dem Satz {iber die Vertauschbarkeit von Integration und Summation

m 2 K cos (k) L [ cos(kx)
F(x)dzr:/ de = / =0.

Also folgt ¢ = —m%/12, womit der Beweis vollstindig ist. Q.E.D.

Lemma 7.5: Sei f € R[0,2n] eine 2m-periodische Treppenfunktion. Dann konvergiert
die Fourier-Reihe FI wvon f im quadratischen Mittel gegen f .

Beweis: i) Wir betrachten zunichst den Fall einer Treppenfunktion mit nur einer Unste-

tigkeitsstelle a € (0,2m):
1, 0<z<a,

f(z):=40,5 2¢€{0,a},
0, a<uz<2m.
Fiir diese gilt offenbar || f||? = a. Ihre Fourier-Koeffizienten sind
i
- 27k

a 1 [ . 1
co = —, Ch e R dy =

_ —ika __ 1 k .
o 27 J, on(—ik) (e ) kA0

(e—ika _ 1)
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Fiir k # 0 gilt

7’<_Z) ika —ika 1 ika —ika
|Ck|2:4ﬂ.2k2(ek —1)(e § _1):W(1_ek —e +1)
1 (1 etk 4 e’ik“> 1 —cos(ka)
- 2m2k2 2 C 2n2k2

und somit unter Verwendung von Lemma 7.4, da cos(x) gerade ist:

n n 2 n

2 _ 2 2 2y @ 1 — cos(ka)

Z |kl _CO+Z{|C—k‘ + e} = H+ZW
k=—n k=1 k=1

a? 1 &1 1 Zn: cos(ka)

T TRlr e

L2
k=1 k=1

R a? l_i((ﬂ—a)Q_ﬂ'Q)ii

Tam? 6 w2\ 4 12/ 2w

Es ergibt sich also
oo 2m
2w 3 [l = o= [ I de = I

Nach Lemma 7.2 folgt hieraus die L>-Konvergenz der Fourier-Reihe:

If = ENP=1/1P =27 Y JeafP =0 (n— o0).

k=—n

ii) Sei nun f € R[0,27] eine beliebige 2m-periodische Treppenfunktion mit Sprungstellen
x; € (a,b), 1 = 1,...,m. Die dazu gehorenden ,einfachen“ Treppenfunktionen f;, €
Rla,b] mit einziger Sprungstelle a = z;, und Werten f(z) € {0,1} spannen dann einen
m-dimensionalen Unterraum von R[a,b] auf, der die Funktion f enthillt, d. h.: Es gibt
Konstanten aq,...,q,,, so dafl

m

flz) = Zakfk<x)7 x € [a,b].

Dies macht man sich mit einer einfachen geometrischen Uberlegung klar. Mit den n-ten
Fourier-Summen FJ und F/* gilt dann

Fl(z) = axF()

und folglich
If = Bl =13 anlfi = B
k=1

<D lawl i = B
k=1
Nach Teil (i) konvergiert die rechte Seite fiir n — oo gegen Null. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir das Hauptergebnis zur Fourier-Analyse peri-
odischer Funktionen beweisen.
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Satz 7.3 (Vollstandigkeitsrelation): Sei f € R[0,2n] eine 2m-periodische Funktion.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe von [ im quadratischen Mittel gegen [, und mit
ihren Fourier-Koeffizienten ¢ gilt die sog. ,Vollstindigkeitsrelation® (auch ,Parseval-
sche* Gleichung® genannt)

2r 3 lal? = I (7.2.23)

Beweis: i) Da Realteil und Imaginérteil von f getrennt behandelt werden kénnen, kann
f 0.B.d.A. als reellwertig angenommen werden. Ferner erlaubt es der Ubergang von f zu
f(x) == f(z)/M mit M := SUP,e(o.2x) |/ ()| 0.B.d.A. anzunehmen, dass |f(x)] < 1 ist.
Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es zu beliebigem € > 0 2w-periodische Treppenfunktionen
Ve, e : R — R mit folgenden Eigenschaften:

—1<p. < f<y. <1, hax [Ve(7) — pe(z)| < —€".

Zur Konstruktion einer solchen EinschlieSlung gehen wir wie folgt vor: Nach Satz 4.1 ist
f auf jedem seiner Stetigkeitsintervalle auch gleichmdflig stetig. Sei I = [¢,d] C [0, 27]
ein solches Intervall. Es gibt dann zu beliebigem ¢ > 0 ein d. > 0, so dass gilt:

.2 €le,d], v —a| <6 = |f(x)— f(a')] < 3¢

Sei nun n € N so grof}, dal (d — ¢)/n < d.. Mit den Teilpunkten

T = cC+
erhalten wir so eine ,,dquidistante” Unterteilung des Intervalls [c, d]:
c=xg< 11 <...<Tp_1<xT, =4,

mit |z —x,_1| < J. . Dazu definieren wir nun zwei Treppenfunktionen ., ¥, : [¢,d] = R
durch die Setzung

o(z) ==f{f(z)| zp_1 <z <z} > —1,

Tp—1 < T < Tg :
P(x) = sup{f(x)|zp_1 < x < a3} <1,

mit der iiblichen Mittelwertsvorgabe in den Sprungpunkten xj . Fiir diese gilt dann kon-
struktionsgeméB ¢.(z) < f(z) < Y.(z) in allen x € [c,d]. Wegen der Stetigkeit der Fort-
setzung von f auf [c,d] existieren in jedem der abgeschlossenen Teilintervalle [z;_1, 2]
Punkte &, np mit

[(&) = inf{f(z): 21 <2 < 21}, fon) =sup{f(x): 211 <z < 21}

4Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten iiber partielle
Differentialgleichungen der Physik (nur fiinf mathematische Publikationen); bekannt durch die nach ihm
benannte Gleichung, die er aber ohne Beweis und Bezug zu Fourier-Reihen angegeben hat.
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Nach Wahl von 4. gilt daher fiir x € [z)_1, 2):
|pe(@) = Ye(2)] = | F(&) — Fom)] < [f(&) — F@)] +1f(2) = Fim)] < 36 + 36 = €.

Durchfithrung dieser Konstruktion auf den (endlich vielen) Stetigkeitsintervallen von f
liefert Treppenfunktionsstiicke, die zusammengesetzt die gewiinschte EinschlieSung bilden
(nach geeigneter Umdefinition von ¢).

ii) Mit den obigen Bezeichnungen gilt nun fir g :== f — ¢.:

|g|2 = |f - 995|2 < |¢6 - ‘Pe|2 < (|¢5| + |€06D(w5 - 4,05) < 2(7/)5 - 905),

d. h.:
4, &

| @k <2 [7 @i - ey < e < T

™

Mit den zugehorigen n-ten Fourier-Summen FJ, F#e und F¢ gilt dann FJ = F9+ F= .
Nach Lemma 7.5 gibt es nun ein n. € N, so dass

9
A T

Weiter ist nach Lemma 7.2

no

3
lg - F2I < llgl* < 5

Daher gilt fiir alle n > n,:

3 3
If = FI| < llge — Fg| +llg— F| < =+ = =¢,

2 2

Die Fourier-Reihe konvergiert also im L?-Sinne gegen f . Dies bedeutet nach Lemma 7.2
auch, dass aus der Besselschen Ungleichung eine Gleichung wird. Q.E.D.
Beispiel 7.3: Wir betrachten die durch

f(a) 1, O0<z<m,

= -1, 7m<ux<2m,

definierte 2m-periodische Funktion f:R — R.

JR— 1 I JR—

x
—3m -7 T 37
—_— -1

Abbildung 7.3: Eine 27-periodische Treppenfunktion.
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Wir wollen die Fourier-Reihe in der , komplexen“ Form

00
_ E Ckezk:m
—00

bestimmen. Die zugehorigen Fourier-Koeffizienten sind

00:217T(/07rdx—/:ﬂd:v>=0
und

o i " —ikx o —ikx o 1 —ikx —zk:z 2y 1 —ikm
Ck_27r</0 ‘ dm_/ﬂ ‘ dm)__Qm'kz( o= 1) =~ (e =),

d. h.: ¢y =0 fiir gerades k& und ¢ = % fiir ungerades k. Folglich ist die Fourier-Reihe
von f gegeben durch

9 i ci2k—z _ e*i(%*l)m 4 & sin((2k — 1) )
2k —1 ™ 2k —1 '

i
k=1

Man beachte, dass an den Unstetigkeitsstellen @ = kr die Fourier-Summen jeweils den
Mittelwert approximieren:

lim F/(r) =0.

n—oo
Dabei scheint der Approximationsfehler bei Anndherung an die Unstetigkeitsstellen fiir

n — oo nicht gegen Null zu gehen; dies wird ,,Gibbs’sches® Phéinomen“ genannt. Die obige
Fourier-Reihe konvergiert punktweise gegen die Funktion f, aber nicht gleichméfig.

1 Ve
WAIN

- I WW/

Abbildung 7.4: Fourier-Summen Flf(:c'), Fz{(x), F5f(x), F7f(x) und FQf1 (x).

5Josiah Willard Gibbs (1839-1903): US-amerikanischer Mathematiker; Prof. an der Yale-University in
New Haven; Mitbegriinder der Vektorrechnung und statistischen Mechanik.



240 Fourier-Analysis

Definition 7.4: Eine Funktion f :R — R heifit ,gerade®, wenn f(—x) = f(x), und
sungerade”, wenn f(—x) = —f(x).

Typische Beispiele von geraden bzw. ungeraden Funktionen sind die trigonometrischen
Funktionen; fiir jedes k € N sind cos(kz) gerade und sin(kx) ungerade.

Beispiel 7.4: Wir betrachten die stetige, periodische Funktion f:R — R mit

1
f@) = sm—x, O0<z<m,
l’—%ﬂ', T <x <27,
i
x
=27 N\, s o
-7

Abbildung 7.5: Eine stetige Zickzack-Funktion.

Diesmal wollen wir die Fourier-Reihe in der ,,reellen Form

1 oo
FI(z) = 500+ Z {ay cos(kz) + by sin(kx) }
k=1

bestimmen. Da die Funktion f geradeist, d.h. f(z) = f(—z), sind die Fourier-Koeffizien-
ten by =0 (Ubungsaufgabe). Weiter ist

1 T 1 2
ay = f/ (37 — x) cos(kz) dx + — / (z — 27) cos(kz) dz.
T Jo ™ Jr

Offenbar ist ay = 0 (geometrische Uberlegung), und fir & € N ergibt sich mittels
partieller Integration

1 1 (" .
ag = 7rk( T— ) sm(kx) + 7rk/0 sin(kx) dz
+ i(3: —37) sin(k:z:) oL /27T sin(kx) dx
7k 2 7k J,
1 m 2
= COb(kx)‘ + ? cos(kx) )
1 1
= —W(Cos(lm) — cos(0)) + W(cos(k?w) — cos(km))
2 2 .
= (1 — cos(km)) = @(1 —(=1)").
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Also ist ap = 0 fiir gerades k, und wir erhalten

4 X cos((2k — 1)z
Ffi(“””):}; ((z(k—nz) .

Da die Reihe
o0
1
>3
k=1
konvergiert, konvergiert die Fourier-Reihe gleichméflig gegen die Funktion f.

Beispiel 7.5: Wir betrachten die unstetige, periodische Funktion f: R — R vom An-

fang dieses Kapitels:
r—m, 0<z<2m,

fle) = {0, z € {0,27},

— 4 -2 27 4

Abbildung 7.6: Eine 27-periodische, unstetige Zackenfunktion.

In der zugehorigen Fourier-Reihe

FI(z) = %ao + Z {ay, cos(kz) + by sin(kz) }
k=1

ist a, =0, da f ungerade ist, i.e., f(z) = —f(—x) (Ubungsaufgabe). Weiter ist

1 27
by = f/ (x — ) sin(kz) dx
T Jo
1 o 1 27
=——(x —m)cos(kx)| + —/ cos(kx) dx
wk o 7k J

1 2
= fﬁ(ﬂ cos(k2m) + 7 cos(0)) = %
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und folglich

Ff (2) = _22 singgkm).

Diese Fourier-Reihe konvergiert punktweise gegen die Funktion f, aber nicht gleichméBig
(s. Lemma 7.4).

Bemerkung 7.3: Die Konvergenzfrage der Fourier-Reihe scheint mit dem obigen allge-
meinen Satz 7.3 im Wesentlichen erledigt. Dies ist aber nicht der Fall. Die Konvergenz
im quadratischen Mittel impliziert, wie obiges Beispiel gezeigt hat, nicht notwendig auch
die gleichméfige oder punktweise Konvergenz. Im 19. Jahrhundert spielte das Problem
der punktweisen Konvergenz der Fourier-Reihe, d. h. der Darstellbarkeit einer Funktion
durch ihre Fourier-Reihe (analog zur Darstellbarkeit einer Funktion durch ihre Taylor-
Reihe) eine wichtige Rolle. Im Jahre 1871 konstruierte Du Bois-Reymond® eine stetige
2m-periodische Funktion, deren Fourier-Reihe in einem Punkt nicht einmal konvergiert.
Allein die Stetigkeit der darzustellenden Funktion geniigt also nicht.

Bemerkung 7.4: Aus der folgenden Abschétzung fiir die Fourier-Summen einer Funkti-

on f € R[0,27],
> ack < Y fal.
k=—n

k=—n
entnehmen wir, dass die Fourier-Reihe absolut und gleichméBig auf [0,27] (gegen eine
stetige Funktion) konvergiert, wenn fiir die Fourier-Koeffizienten gilt

> lex] < 0. (7.2.24)

k€EZ

Wir werden dieses handliche Kriterium unten noch ausnutzen. Leider bedeutet es fiir
viele interessante Félle eine zu starke Einschrankung, da sich die Fourier-Koeffizienten
héufig gerade wie |cx| &~ 1/k (harmonische Reihe!) verhalten. Meistens haben die Fourier-
Koefhizienten oszillierendes Vorzeichen, so dass die Fourier-Reihe zwar einfach konvergiert
aber nicht absolut. In diesem Fall ist zu beachten, was , Konvergenz“ bedeutet: Aus der
Konvergenz der Partialsummenfolge > )_  ay fiir n — oo folgt zwar die Konvergenz von
> r_olar + a_y) aber nicht notwendig die der Einzelsummen ) jap und Y )  a_.
Dies zeigt das Beispiel mit a; := k. Die Konvergenz beider Teilreihen erst macht die
Schreibweise Y™ a; sinnvoll. Erst unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktion f
erhélt man Abschétzungen fiir ihre Fourier-Koeffizienten ¢, aus denen man die absolute
und gleichméfige Konvergenz erschlieflen kann.

Satz 7.4: Sei f € R[0,2w| eine 2mw-periodische Funktion, die in [0,27] bis auf end-
lich viele Ausnahmestellen x;, j =1,...,m, differenzierbar ist mit stickweise definierter

6Paul Du Bois-Reymond (1831-1889): Deutscher Mathematiker; Prof. in Freiburg i. Br. und Tiibingen;
Beitriige zur Fourier-Analysis und der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.
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Ableitung f' € Rla,b] . Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f auf ganz [0,27] punkt-
weise gegen [, und gleichmdf$ig auf jedem abgeschlossenen Teilintervall, auf dem f stetig
ist. Insbesondere gilt in jeder der Ausnahmestellen & = x; :

fE) + F(&4)

Fl€) — ; (n — o0), (7.2.25)

mit den links- und rechtsseitigen Grenzwerten f(&-) = limpjo f(§ —h) und f(§y) =
limy, 0 f(§+H).

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir die zwei Hauptaussagen des Satzes und verweisen
fiir den Rest auf die einschligige Literatur.

i) Wir nehmen zunéchst an, dass die Funktion f stetig ist. Auf den Teilintervallen
[zjo1,25], 7 =1,...,m, (g :== 0, &, :== 2m) hat f gemiB Voraussetzung stetige Ab-
leitungen, die mit f; bezeichnet seien. Bezeichne fre Rla,b] die aus diesen Ablei-
tungsstiicken zusammengesetzte, 2w-periodische Funktion:

fl|[xj—1afﬂj] = fJ/
Fiir die Fourier-Koeffizienten ~; von f’ gilt nach der Besselschen Ungleichung
2m el < IIFI1”

Weiter gilt fiir die Fourier-Koeffizienten ¢, von f fiir k£ #0:

1 —ikx _ i - I —ikx
Ck*% f() dx%;/wjlf(x)e dz.

Durch partielle Integration erhalten wir fiir die einzelnen Integrale:

/%‘ f(z)e ™ dy = /%‘ f(z)cos(kx) dx — i N f(:C) sin(kz) dx
i1 1zj_1 T,

/ fi(x) sin(kx) dx

- f/ fi(x) cos(kx) dx

/ f]c 7zkz dr.

Damit ergibt sich unter Ausnutzung der Stetigkeit und Periodizitdt von f:

= Ef(x) sin(kx)

1
—l—%f( x) cos(kx)

i 7’l$
= %f(x) *

,L ko g _ L
o f( Je " dax V-

Cp = L
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Mit Hilfe der Ungleichung |af| < §|a|? + §|8|* folgt weiter
> Iem 1l 1K,
;kk‘gi_mﬁ_"g;hk' < 0.

Die Fourier-Reihe F{ von f konvergiert also absolut und gleichméifig gegen eine stetige
Funktion g. Da dies auch die Konvergenz im L?-Sinne impliziert gilt || f —g|| = 0, woraus
wegen der Stetigkeit von f und ¢ auch f =g folgt.

ii) Wir betrachten nun noch den Fall, dass die Funktion f Unstetigkeitstellen hat.
O.B.d.A. habe f genau eine, mit & € [0,27) bezeichnete Unstetigkeitsstelle. Wir ver-
wenden die durch

r—m 0<a<2m, > sin(kx)
x) = — _22 ’
#(@) { 0, r € 40,27}, } k

k=1

definierte stiickweise differenzierbare, 2r-periodische Funktion. Sie hat die Werte ¢(04) =
Fr, und fiir ihre Fourier-Reihe gilt offenbar F2(0) = 0. Die durch

fE&) = f(&)

o(e) = fla) + 15

oz —¢§)
definierte (stiickweise differenzierbare) Funktion ¢ ist auch stetig in &:

f(€+)2—ﬁf(él) olEr — ) = f(Ex) + f(§+)2—7rf(él)

9(&+) = f(&s) +
f(&) + w (Frm) = f(&1) F M

_ 2E) FAED) EFE) _ fE) + f(E)

2 2

¢(0)

Somit ist nach Teil (i) ¢g gleichméBiger Limes seiner Fourier-Reihe. Insbesondere gilt also

F&) + F(E-) o f&) + F(E)

FL(€) = F%(&) - o 2(0) = g(&) = 5 ;

was den Beweis vervollstiandigt. Q.E.D.

Zur genaueren Analyse des oben schon beschriebenen Gibbs-Phénomens betrachten
wir wieder die Fourier-Entwicklung der durch
-1, —7m<x<0,
f(x):=<0, ze€{-m0,7},
1, O<z<m,
2m-periodischen Funktion f € R[0,2n]. Die Fourier-Koeffizienten dieser Funktion wuden
bereits berechnet:
21— (=1)*

ar, =0, k€ Np, bk:; 2 )
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Die zugehérigen Fourier-Summen haben damit die Gestalt:

. sin(3z) sin((2n—1)x)\ 4 = sin((2k—1)z)
Fanfl(a:) = ;(sm(x)—!— 3 —|—...+T) — —

k=1

Wir interessieren uns fiir das Verhalten dieser Summen in der Umgebung von z = 0. Zur
Bestimmung ihrer Maximalwerte berechnen wir ihre Ableitung;:

d 4
—F, o (x)==) 2k—1)x).
T Fon(®) 72 cos((2k—1)x)

Mit Hilfe der Beziehung
2sin(nx) cos(mx) = sin(n — m)x + sin(n +m)x, n,m €N,

folgt

Wsin(m)%Fan_l(x) =4 Z sin(x) cos((2k—1)z) = 2 Z {sin(2 — 2k)z + sin(2kz) }

=2 Z { —sin(2k — 2)z) + sin(2kz) } = 2sin(2nz).

Die Extremalstellen von Fj, _, sind also gegeben durch 2nz = 4, £27, ..., +(2n— 1) .
Da die Funktion f ungerade ist, beschréanken wir uns auf die Betrachtung ihres Verhaltens

rechts von z =0 mit dem nahesten Extremalpunkt z = 7-. An dieser Stelle ist

4 ~sin((2k—1) %)
Ff [ n
27171(271) 7'['2 2k__1
k=1
Dies kann interpretiert werden als eine Riemannsche Summe fiir die Funktion F(z) =
sin(z)/x zur Zerlegung {kw/n, k=1,...,n} von [0,7]:

- 4 s sin((2k—1) %)
BB =2l =g

ZQ(WZn:SHIQ(:;}Zﬂ) —>2/07T sin() dr (n — o).

T™\Nn ™ xT
k=1 2n

Durch Taylor-Entwicklung von sin(z) folgt

2 (7 sin(x) 2 7l 78
2 dr=2-"_ 4+ _ =118,
71'/0 z 9 300 17600

Dies bedeutet, dass in der vorliegenden Situation fiir die Fourier-Reihe in der Umgebung
der Unstetigkeitsstelle z = 0 gilt

lim sup Fan_l(%) =1,18...,

z—04

was die Existenz des ,,Gibbs-Phidnomens* belegt.
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7.3 Ubungen

Ubung 7.1 (Aufgabe zum komplex-wertigen Integral): Komplexwertige Funktio-
nen f:[a,b] = C sind Riemann-integrierbar, wenn ihre Real- und Imaginérteile es sind,
und es wird gesetzt:

/abf(f):) dx = /ﬂb Ref(x)dx +i/ab1mf(x) da.

Man verifiziere die Beziehung
b b
/ fx)de = / f(z)dx.

Ubung 7.2 (Aufgabe zu den Konvergenzbegriffen): Man rekapituliere die Eigen-
schaften ,, punktweise konvergent®, ., gleichméfig konvergent* und , konvergent im quadra-
tischen Mittel“ fiir Folgen von Funktionen f, € R[a,b], n € N (Was bedeutet R[a,b] und
wie unterscheidet sich dieser Funktionenraum vom Cf[a,b] 7). Man bestimme die punkt-
weisen Grenzwerte der beiden durch

a) fo(z):=sin(iz), ze€[-m 7], b) fulz):=nz(l—2x)", z€][0,1],

definierten Funktionenfolgen (f,)nen . Liegt auch gleichméBige Konvergenz oder Konver-
genz im quadratischen Mittel vor? Man zeige durch weitere Beispiele, dass tatsdchlich
keiner dieser drei Konvergenzbegriffe dquivalent zu einem der anderen ist.

Ubung 7.3 (Aufgabe zur Konvergenz im quadratischen Mittel): Man iiberlege,
ob die folgenden Funktionenfolgen auf dem Intervall [0,27] im quadratischen Mittel kon-
vergieren und bestimme gegebenenfalls ihren Limes:

0) fule)i=cos(la), b)) fula)i= (@ kD)7

Ubung 7.4 (Aufgabe zur Konvergenz im quadratischen Mittel): Man rekapitu-
liere die Gestalt der L?-Norm und der L'-Norm auf dem Funktionenraum R[a,b]. Man
untersuche, ob die folgenden Funktionenfolgen auf dem Intervall [0, 1] bzgl. der L?-Norm,
d. h. im quadratischen Mittel, konvergieren und bestimme gegebenenfalls ihren Limes:

Jz

i) faz) i=sin(3m+ 2z), i) fo(z) = @t Ly

Wie steht es mit ihrer Konvergenz bzgl. der L'-Norm?
Ubung 7.5 (Aufgabe zum Orthogonalsystem): Man zeige die Beziehungen

1 T .
7/ M dy = 6y, k1 €N,
2m

-

mit dem sog. Kronecker-Delta & := 0 fiir k # | und dg, := 1. (Hinweis: Man erinnere
sich an die Eulersche Formel und die Eigenschaften der Sinus- und Cosinus-Funktionen.)
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Ubung 7.6 (Aufgabe zur Fourier-Entwicklung): Eine Funktion f:R — R ist ,ge-
rade* im Falle f(—xz) = f(z) und ,ungerade“ im Falle f(—z) = —f(x). Man zeige,
dass die Fourier-Entwicklungen gerader bzw. ungerader Funktionen f die folgende Form
haben:

1 o0 o0
FI(z) = 00 + Z ay, cos(kx) bzw. FI(z) = Z by sin(kx).
k=1 k=1

Ubung 7.7 (Aufgabe zur konkreten Fourier-Entwicklung): Man bestimme die
Fourier-Reihe der durch
fl@)=la|, —m<z<m

gegebenen 2m-periodischen Funktion f: R — R. Konvergiert die Fourier-Reihe gegen die
Funktion f, und in welchen Punkten stellt sie die Funktion dar?

Ubung 7.8 (Aufgabe zur konkreten Fourier-Entwicklung): a) Man gebe die all-
gemeine (reelle) Form der Fourier-Reihe einer 27-periodischen Funktion f:R — R und
die Formeln fiir ihre Koeffizienten an.

b) Eine Funktion f : R — R heifit ,gerade* im Falle f(—z) = f(z) und ,ungerade®
im Falle f(—xz) = —f(z). Man zeige, dass fiir die Fourier-Entwicklungen gerader bzw.
ungerader Funktionen f die folgenden speziellen Formen haben:

1 S L
Fl(z) = J00 + Z ay, cos(kx) bzw. Fl(z) = Z by sin(kx).
k=1 k=1
¢) Man bestimme die Fourier-Reihe der durch
r, x€(—m,m),
xT) =
/(@) { 0, x=4=m,

definierten 27-periodischen Funktion f : R — R. In welchem Sinne konvergiert diese
Fourier-Reihe und wo stellt sie die Funktion dar?

Ubung 7.9 (Aufgabe zu konkreten Fourier-Reihen): Man zeige, dass
a) durch

(1) folz) = i cos}iifx) = nggozn: cos]iifx)’ z € [0,27],
k=1 k=1

(ii) filz) =" Cosk(fx) = lim Y Cosk(f"””), z € [0,2q],
k=1 k=1

2m-periodische, gerade Funktionen in R[0, 27] erklirt sind,
b) diese Funktionen auf (0,27) stetig differenzierbar sind, und

¢) mit ihrern Fourier-Reihen tibereinstimmt.
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Ubung 7.10 (Aufgabe zum Riemannschen Lemma): Das Riemannsche Lemma aus
der Vorlesung besagt speziell, dass fiir jede Funktion f € C'[0,27] gilt:

2w
(1) (x)sin(kx)dz — 0 (k — o0).
0
a) Man zeige, dass fiir f € C'[0,2n] auch gilt:

(i7) i ’ (z)cos(kx)dr — 0 (k — o0).

b) Man begriinde, dass (i) und (ii) sogar allgemein fiir Funktionen f € R[0,27] gelten.

Ubung 7.11 (Aufgabe zur konkreten Fourier-Entwicklung): a) Man bestimme die
Fourier-Reihe der durch

e, x € (0,2m),
f(.I') = { l( 2m 1
s(e+1), ze{0,2n},

2m-periodischen Funktion f € R[0,27] in reller und komplexer Darstellung:

(1) flz) = % + kzn; a cos(kx) + an; besin(kx), x €0, 27],

(i1) flx)= che““', x € [0, 27].

—00

b) In welchem Sinne konvergieren diese Reihendarstellungen?

Ubung 7.12 (Aufgabe zur Konvergenz der Fourier-Entwicklung): Der Satz der
Vorlesung zur punktweisen Konvergenz der Fourier-Entwick- lung besagt: Sei f € R[0, 27]
eine 2m-periodische Funktion, die in [0,27] bis auf endlich viele Ausnahmestellen x;, j =
1,...,m, differenzierbar ist mit stickweise definierter Ableitung f’ € Rla,b]. Dann kon-
vergiert die Fourier-Reihe von [ auf ganz [0,27] punktweise gegen [, und gleichmdfig
auf jedem abgeschlossenen Teilintervall, auf dem f stetig ist. Insbesondere gilt in jeder
der Ausnahmestellen £ ==z, :

Fi(g) - 161+ 16)

mit den links- und rechtsseitigen Grenzwerten f(&-) = limpyjo f(§ —h) und f(§y) =
hnlhw f(f + h) .

a) Man begriinde, dass fiir eine unstetige Funktion f € R[0,2n] die Konvergenz der
Fourier-Reihe

(n — o0),

— lim F7 . 00N N -
f= lim Fy, Fl(z) = 5 T kz_;ak cos(kx) + ;bk sin(kx),
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nicht gleichmifig sein kann. Ist dies auch fiir jede Teilfolge so?

b) Man leite hieraus ab, dass es insbesondere in der Umgebung einer Unstetigkeitsstelle
& € (0,2m) stets Punkte x, € (0,27) geben muss, so dass

o = €[ =0 (n—00),  |f(wn) = Fl(2a)| = e >0,

gilt mit einer Konstante c¢ > 0. Dies ist das sog. ,,Gibbs’sche® Phénomen.





