6 Integration

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der sog. ,, Integration® von Funktionen, welche
aus der klassischen Aufgabe der ,Inhaltsmessung” entstanden ist. Gesucht ist die Flidche
des Bereiches zwischen dem Graphen der Funktion f : [a,b] — R und der z-Achse.
Wir werden sehen, dass der Proze8 der Integration in gewissem Sinne als Umkehrung der
Differentiation aufgefasst werden kann.
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Abbildung 6.1: ,,Integral“ einer Funktion f : [a,b] — R als Fliche unter ihrem Graphen.

6.1 Das Riemann-Integral

Eine Unterteilung Z = {zq,...,2z,},
a=:129g< T <--<x,:=b

eines (beschrénkten) Intervalls I = [a,b] in Teilintervalle I := [xg_1, 2] heifit eine
(endliche) ,, Zerlegung® von I mit , Feinheit“

h:= max |z; — Tp_1].
k=1,...n

Die Menge aller solcher Zerlegungen des Intervalls [a, b] sei mit Z(a,b) bezeichnet. Eine
. Verfeinerung® 7' = {zf,...,2),} € Z(a,b) von Z € Z(a,b) enthilt die Zerlegungs-
punkte von Z und méglicherweise noch weitere; insbesondere gilt fiir ihre Feinheit:

r / /
n = kfllaxn/(xk —x_ 1) <h.

Fiir zwei Zerlegungen 77,7, € Z(a,b) besteht die ,gemeinsame Verfeinerung® Z;» aus
allen Unterteilungspunkten von Z; und Zs, und esist hys < min{hq, ho} . Eine Zerlegung
Z € Z(a,b) mit |z, —xp_q| =h (k=1,...,n) heifit ,dquidistant®.
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186 Integration

Fiir eine beschriinkte Funktion f : I = [a,b] — R und eine Zerlegung Z € Z(a,b)
definieren wir die zugehorige ,,Obersumme® Sz(f) und ,Untersumme® S,(f) von f
durch

n n

Sy(f) = sup f(z) (zx —wp1),  Sy(f) =Y inf f(x) (s —zp1).

=1 zE€ly, el

Das ,,Oberintegral“ und das ,,Unterintegral® von f sind nun wie folgt definiert:

/f(x)dx:: inf  S;(f), /f(a:)dx:: sup  S,(f).

ZeZ(a,b) zZeZ(a,b)

g Sz(f) S4(f)
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Abbildung 6.2: Ober- (links) und Untersumme (rechts) einer Funktion f: [a,b] — R.

Bemerkung 6.1: Die obige Konstruktion von Ober- und Untersummen einer Funktion
f lésst sich auch interpretieren als die auf natiirliche Weise definierten Integrale zweier
f einschlieBenden Treppenfunktionen ¢,(f) < f <iz(f) zur Zerlegung Z € Z:

tz(Fin o= inf f(x),  tz(f)r, = sup f(z).
z€ly €I
Das Ober- und das Unterintegral entsprechen dann dem Infinum bzw. dem Supremum
der Integrale aller f mnach oben bzw. nach unten beschrinkenden Treppenfunktionen.
Wir werden auf diesen Aspekt der Integraldefinition spéter nochmals zuriickkommen.

Lemma 6.1: Fir eine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R existieren das Ober-
sowie das Unterintegral, und fiir jede Folge von Zerlequngen Z, € Z(a,b) (n € N) mit
Feinheiten h, — 0 (n — oo) gilt:

b —b
lim S, = /f(:z:)dq: < /f(x)dx = lim Sy,. (6.1.1)

n—0o0 n—oo
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Beweis: i) Die Ober- und Untersummen der beschrénkten Funktion f sind beschrénkt
geméf

inf f(2) (b—a) < Sy(f) < Sz(f) < sg;f(a:) (b—a).

zel
Die Existenz von Ober- und Unterintegral folgt dann wieder aus der Existenz von Supre-
mum und Infimum beschrankter Zahlenmengen.

ii) Sei eine Folge von Zerlegungen Z,, € Z(a,b) mit Feinheiten h, — 0 (n — o0) gegeben.
Zu beliebigem ¢ € R, gibt es nach Definition von Supremum und Infimum Zerlegungen
Z., Z° € Z(a,b) (n € N) mit

b —b

Da die Zerlegungen Z. und Z° nur endlich viele Teilungspunkte haben und die Feinheiten
h, von Z, gegen Null gehen, kann n € N so grof§ gewéihlt werden, dass die Teilintervalle
von Z, , welche Teilungspunkte von Z. oder Z¢ enthalten, insgesamt eine Linge L <
1e/M mit M :=sup,¢; |f(z)| haben. Dafiir gilt dann:

Sy (f) <S8, (f)+3e,  Sz.(f) <Sz(f)+ie,
und folglich

‘/fmes&%uu+a gmﬁké/f@Nm+a

Dies impliziert wegen der Beliebigkeit der Wahl von e die Richtigkeit der Behauptung.
Q.E.D.

Definition 6.1 (Riemann-Integral): Sind Ober- und Unterintegral fiir eine beschrink-
te Funktion f : I = [a,b] — R gleich, so heifst der gemeinsame Wert das (bestimmte)
LRiemann!-Integral“ von f diber I,

lth=LMmm=l%mm

und die Funktion [ wird ,Riemann-integrierbar® genannt.

Aus der Definition des Riemann-Integrals ergibt sich unmittelbar die folgende Cha-
rakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit:

Satz 6.1 (Riemannsches Integrabilititskriterium): Eine beschrinkte Funktion f :
I =a,b] = R ist genau dann iber I Riemann-integrierbar, wenn es zu beliebigem e €
R, eine Zerlequng Z € Z(a,b) gibt, so dass fir die zugehdrigen Ober- und Untersummen
gilt:

1S2(f) = S4(f)| <e. (6.1.2)

!Bernhard Riemann (1826-1866): Deutscher Mathematiker; Prof. in Géttingen als Nachfolger Di-
richlets; Mitbegriinder der Funktionentheorie und der modernen Geometrie; einer der bedeutendsten
Mathematiker des 19. Jh.s, von grofiem Einflul auch auf die theoretische Physik.
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Definition 6.2 (Riemannsche Summe): Fir eine Funktion f : [a,b] — R und eine
Zerlegung Z € Z(a,b) wird die mit irgend welchen Punkten &, € [rp_1,xy] gebildete
Summe

RS7(f) = Y f(&)(wy — w4-1)

als eine ,Riemannsche Summe® von f bezeichnet.

f() f(x) /%

¢/
SA(f) = S,(f) RS7(1)

1
a Ty Ty T3 T4 Ty h a Ty Ty T3 T4 Ty P

Abbildung 6.3: Differenz von Ober- und Untersumme (links) und die Riemannsche Summe
(rechts) einer Funktion f: [a,b] — R.

Satz 6.2: FEine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn fir jede Folge von Zerlequngen Z, € Z(a,b) mit h, — 0 (n — 00)
alle zugehorigen Riemannschen Summen konvergieren und denselben Limes haben:

RSZ,”(f)—>/ fx)dz (n— o0). (6.1.3)

Beweis: i) Sei f : I — R Riemann-integrierbar. Auf jeder Zerlegung Z € Z(a,b) mit
Feinheit h gilt offenbar

S,(f) < RSz(f) < Sz(f).

Aus der Konvergenz |S,(f)—Sz(f)| — 0 (h — 0) folgt die Konvergenz der Riemannschen
Summen gegen den Integralwert.

ii) Seien alle Riemannschen Summen von f konvergent gegen denselben Limes. Fiir jede
Ober- und Untersumme Sz(f), S,(f) auf einer beliebigen Zerlegung Z € Z(a,b) gibt
es dann zu beliebigem ¢ € Ry Riemannsche Summen RSz(f), RS,(f) mit

RS,(f) —e < S5(f) < Sz(f) < RSz(f) +e.

Aus der Konvergenz (fiir Feinheit h — 0) aller Riemannscher Summen gegen denselben
Limes und der Beliebigkeit der Wahl von € € R, folgt damit

|S2(f) = 8z(f)] =0 (h—0),
d. h. die Riemann-Integrierbarkeit von f. Q.E.D.
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Satz 6.3: FEine stetige Funktion f: 1 = [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis: Auf dem kompakten Intervall I ist die stetige Funktion f auch gleichmdfig
stetig. Zu beliebigem ¢ € R, gibt es also ein . € Ry, so dass gilt:

v €l, |z —2a|<é. = |f(z)—f@) <e.

Fiir jede Zerlegung Z € Z(a,b) von I mit Feinheit h < 6. gilt dann

S2(f) = S,(f)l < > |sup f(x) = inf f(o)](zh = w41) < e(b—a).

z€l}, zely
Dies impliziert die Existenz des Riemann-Integrals von f . Q.E.D.
Satz 6.4: Fine (beschrinkte) monotone Funktion f : I = [a,b] — R ist Riemann-
intergrierbar.

Beweis: O.b.d.A. sei f monoton steigend. Dann gilt f(a) < f(z) < f(b) fir z € I.
Ferner gilt fiir jede Zerlegung Z von I mit Feinheit h:

n

S2(f) = S7(f) =D (wx — mia) (f () — flwxn))

k=1

< BY (Faw) = Feimr) = h(F0) — F(@).

Fiir beliebiges ¢ € R, gibt es also ein h. € R, so dass fiir h < h. gilt:

1Sz(f) = Sz(f)l <e.

Dies impliziert die Existenz des Riemann-Integrals von f. Q.E.D.

Beispiel 6.1: Nicht alle beschriankten Funktionen f : I = [0,1] — R sind auch Riemann-
integrierbar; z. B. gilt fiir die pathologische Funktion

] 0, zeQ,
f@) ._{ 1, zeR\Q,

auf jeder Zerlegung Z € Z(0,1):
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Bemerkung 6.2 (Regelintegral): Wir haben bereits in Kapitel 4 gesehen, dass sich
jede auf einem beschriankten, abgeschlossenen Intervall I = [a,b] stetige Funktion f
gleichméflig durch Treppenfunktionen ¢, bzgl. Zerlegungen Z, € Z(a,b) mit Feinheiten
hn, — 0 (n — o0) approximieren lasst:

1f = tallo = 0 (n — c0).

Fiir diese Treppenfunktionen ist das Integral auf natiirliche Weise erklart durch

/ab to(x)de = Xn:tn;k(xk — T 1)

k=1

Damit ldsst sich dann auch das Integral fiir die Grenzfunktion f iiber folgenden Grenz-
prozef definieren:
b b
/ f(z)dx = li_}rn t,(z)dx.

Dieses sog. ,,Regelintegral“ ist unabhéngig von der speziellen Wahl der approximierenden
Folge von Treppenfunktionen. Das Regelintegral ist fiir alle Funktionen erklarbar, welche
sich gleichméfig durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Die Klasse solcher sog.
»Regelfunktionen® auf dem Intervall I = [a,b] umfasst neben den stetigen Funktionen
auch die monotonen Funktionen; insbesondere ist die Menge der Regelfunktionen ein
Vektorraum und vollsténdig bzgl. der gleichméfiigen Konvergenz. Fiir Regelfunktionen
entspricht das Regelintegral dem Riemann-Integral, d. h.: Regelfunktionen sind Riemann-
integrierbar. Die Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen ist aber echt grofler als
die der Regelfunktionen. Als Beispiel betrachten wir auf dem Intervall [0, 1] die Funktion

@) = { b

sin(1/z), 0<ax<1.

Diese ist keine Regelfunktion aber Riemann-integrierbar. Dies sehen wir wie folgt:

i) Seien Z = {xq,...,x,} eine beliebige Zerlegung des Intervalls [0,1] und ¢:[0,1] = R
eine zugehorige Treppenfunktion. Auf dem halboffenen Teilintervall (0, ;] ist ¢ konstant;
es gibt aber Punkte x € (0, 2] mit sin(1/x) = 1 und solche mit sin(1/z) = —1. Also ist

|f —tllo = sup |sin(1/x) —t(z)] > 1.

z€(0,21]

Folglich kann f keine Regelfunktion sein.

ii) Andererseits ist f : [0,1] — R beschrénkt und hat nur die eine Unstetigkeitsstelle
x = 0. Damit ist f Riemann-integrierbar, was wir mit Hilfe des Riemannschen Integra-
bilitdtskriteriums erschlieBen. Sei ¢ € R, beliebig gegeben. Dann gibt es ein § € (0, 1],
mit dem gilt:

sup |f(2)]6 < fe.
z€(0,4]
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Auf dem Teilintervall [0,1] ist f stetig und damit Riemann-integrierbar. Es gibt also
eine Zerlegung Zs € Z(0,1) sowie zugehorige Ober- und Untersummen Sz (f), Sz (f),
so dass

1S2,(f) = S2,(f)] < Le.

Wir ergénzen nun die Zerlegung Zs um das Teilintervall [0, d] und machen sie so zu einer
Zerlegung Z € Z(0,1) . Fiir die zugehérigen Ober- und Untersummen gilt dann aufgrund
des eben Gezeigten:

S2(f) = S2(F)| < [Sz,(f) = Sz,(f)| +2 sup |f(z)6 <e.

xz€(0,0]

Folglich ist die Funktion f(z) = sin(1/z) iiber [0,1] Riemann-integrabel (trotz ihres
oszillierenden Verhaltens bei z =0).

Satz 6.5 (Zusammengesetzte Integrale): a) Fine (beschrinkte) Riemann-integrier-
bare Funktion f : [a,b] — R ist auch tber jedem Teilintervall [a',b'] C [a,b] Riemann-
integrierbar; insbesondere gilt fir ¢ € (a,b) :

/abf(l’)dxz/acf(x)dx—i-/cbf(x)dx. (6.1.4)

b) Ist eine (beschrinkte) Funktion f:[a,b] = R fir ein ¢ € (a,b) dber den Teilinterval-
len [a,c] und [c,b] Riemann-integrierbar, so ist sie auch tber [a,b] Riemann-integrierbar,
und es gilt ebenfalls (6.1.4).

Beweis: a) Seien Z, € Z(a,b) Zerlegungen von [a,b], mit Feinheiten h, — 0 und
RSz (f) zugehérige Riemannsche Summen, so dafl

RSZn(f)%/f(I)dm (n — 00).

i) Wir zeigen zunéchst die Integrierbarkeit von f iiber [a/,0]. O.B.d.A. konnen wir
annehmen, daf} die obigen Zerlegungen Z, die Intervallenden o', &’ als Teilungspunkte
enthalten. Wir betrachten nun zwei beliebige Folgen von Zerlegungen Z7(l1> und Zy(,,z)
in Z(a’,V'), mit Feinheiten hg), P — 0, und irgendwelche zugehorige Riemannsche
Summen RS’ZT(})( f) und RS e (f). Die Zerlegungen ZY und Z? lassen sich durch
Verwendung von gleichen Teilungspunkten aus [a, a’|U[0, b] und gleichen Funktionswerten
von f zu Zerlegungen Z(Ll) bzw. Z(f) in Z(a,b) und zugehorigen Riemannschen Summen
RS0 (f) bzw. RS’Z(?)( f) mit Feinheiten AP hE = 0 erweitern. Nach Konstruktion

Z
gilt dann:

RSZT(})(f) - Rszf)(f)‘ = ‘RSZ)(})(JC) - RSZT(f)(f) —0 (n—00).

Hieraus folgern wir, dass jede Folge von Riemannschen Summen RSy (f) zu Zerlegungen
Z! € Z(a/',b') mit h' — 0 Cauchy-Folge ist, und dass alle solche Folgen gegen denselben
Limes konvergieren. Also ist f iiber [¢/,] integrierbar.
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ii) Sei nun ¢ € (a,b). Nach Teil (i) ist f auch iiber die Teilintervalle [a,c] und [, b]
integrierbar. Da jedes Paar RS, (f) und RSy (f) von Riemannschen Summen tiber
[a,c], bzw. [c,b] zu einer solchen RSz(f) iiber [a,b] kombiniert werden kann, erhalten
wir durch Grenziibergang h — 0:

c b
[ rterds [ ) do = tin RS 0(6) + i RS (1)

b
= lim (RS0 (1) + RS (1) = Jim RS () = [ f(a) o

b) Sei f iiber die Teilintervalle [a,c] und [c,b] integrierbar. Jede Riemannsche Summe
tiber [a,b] mit ¢ als Teilungspunkt besteht aus zwei Riemannsche Summen, RS, (f)
iber [a,c] und RS,e (f) iber [¢,b]. Die Konvergenz

c b
}LIL% RSZ(1) (f) == / f(.’L‘) dl‘, }112% RSZ(z)(f) = / f(l‘) dJZ,
impliziert dann auch die Konvergenz
c b
/ f(z)de + / f(z)dx =1im RS,q (f) + lim RS, (f)
a ¢ h—0 h—0

b
= }1113(1) (RSZ(1) (f) + RS0 (f)) = }ILIL% RSZ(f) = /a f(z)dx.

Q.E.D.

Korollar 6.1: Eine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R, welche bzgl. einer Zerle-
gung Z = {xg,...,xn} € Z(a,b) von I stickweise stetig* oder ,stiickweise monoton*
ist, ist tiber I Riemann-integrierbar, und es gilt

/f(a:)dxzz b f(z)dx. (6.1.5)

k=1 Tk-1
Satz 6.6 (Linearitit des Riemann-Integrals): Sind f,g: 1 = [a,b] — R (beschrink-

te) Riemann-integrierbare Funktionen, so ist auch jede Linearkombination of + Bg mit
a, f € R dber I Riemann-integrierbar, und es gilt

b b b
/ (aof (z) + Bg(x)) dﬂc:a/ f(x) derﬁ/ g(z) dzx. (6.1.6)

Beweis: Wegen der Integrabilitidt von f und g existieren Riemannsche Summen RSy(f)
und RSz(g) mit Feinheiten h — 0, so dass

b b
lim RS (f) = / f@)dr,  lm RS(g) = / o(x) da,



6.1 Das Riemann-Integral 193

wobei 0.B.d.A. angenommen werden kann, dass die Zerlegungen Z € Z(a,b) sowie die
Auswertungspunkte & € [zy_1, ] fiir beide Riemannsche Summen dieselben sind. Dann
ist fiir o, f € R auch

RSyz(af + Bg) == RSz(af) + RSz(Bg) = aRSz(f) + BRSz(g)

Riemannsche Summe von af + ¢, und es gilt:
b b
a/ f(z)dx + /6’/ g(x)dr = alim RSz (f) + £ lim RSz(g)
a a h—0 h—0
= lim RSz (af) + lim RS7(6g)
b
~ lim RSzlaf +89) = [ (af(a) + Bg(w)) do

Q.E.D.

Bemerkung 6.3: Satz 6.6 besagt, dass das Riemann-Integral eine lineare Abbildung von
der Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen in R definiert. Eine solche spezielle
Abbildung wird , lineares Funktional“ genannt.

Satz 6.7 (Monotonie des Riemann-Integrals): Seien f,g : I = [a,b] — R (be-
schrinkte) Riemann-integrierbare Funktionen mit g(x) > f(z), © € [a,b] . Dann gilt auch

/abg(x) dz > /abf(x) dz. (6.1.7)

Beweis: Fiir die Riemannschen Summen zu f und g zu gleichen Zerlegungen 7 €
Z(a,b) und Auswertungspunkten &, € [xy_1,xx] gilt gemafl der Voraussetzung:

RSy (f) = (&) (@ — 2x1) <Y 9(&) (wr — 1) = RSz(9)-

Durch Grenziibergang h — 0 folgt dann die behauptete Ungleichung. Q.E.D.

Korollar 6.2: Fir eine (beschrinkte) Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R
mit m < f(x) <M gilt

m(b—a) < /bf(x) de < M(b—a). (6.1.8)

Beweis: Die konstante Funktion ¢g(z) = 1 hat (als Treppenfunktion) auf [a,b] das
Integral ff dr = b — a. Mit der Monotonie des Riemann-Integrals folgt also:

m(b—a)—/bmdxg/bf(:c)dxg/bMd.r—M(b—a).
Q.E.D.
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Korollar 6.3: Es seien f,g: 1 = [a,b] = R zwei (beschrinkte) Riemann-integrierbare
Funktionen. Dann gilt:

a) Die Funktionen fy := max{f,0} und f_ :=min{f,0} sind Riemann-integrierbar.

b) Der Absolutbetrag |f| ist Riemann-integrierbar, und es gilt
b b
‘/ () do) g/ ()] da. (6.1.9)

¢) Fir jedes p € [1,00) ist |f|P Riemann-integrierbar.

d) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Beweis: a) Fiir jede Zerlegung Z € Z(a,b) gilt:
0 < Sz(fr) —Sz(f+) < Sz(f) — S(f),
0<Sy(f-) = S5(f-) < Sz(f) = S,(f),
d. h.: Mit f sind auch f, und f_ integrierbar.

b) Wegen |f| = fi — f- folgt die Integrabilitit von |f| aus der von f, und f_.
Die Integralungleichung (6.1.9) folgt wegen f < |f|, —f < |f| aus der Monotonie des
Riemann-Integrals.

¢) Sei M = sup,c, 4 |f]. Mit f ist nach (b) auch [f| und weiter wegen der Linearitit
des Riemann-Integrals auch |f|/M integrierbar. Wir brauchen also nur den Fall 0 <
f <1 zu betrachten. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung folgt fiir
0<zx<y<l:

y—at =p& Tty —a), z<&<y, |yl — |zl <p(lyl - |z)).
Fiir jede Zerlegung Z € Z(a,b) gilt daher:

Sz(|f17) = SZ(1fIP) < p(Sz(|f]) — S2(1f]),
d. h.: Mit |f] ist auch |f[? integrierbar.

d) Wegen fg=1((f+9)*— (f — g)*) folgt die Integrabilitit von fg mit Hilfe von (c).
QE.D.

Bemerkung 6.4: Man beachte, dass i. Allg. gilt (z. B. fiir f=1):

[ 1wt # ([ swa)( [ o),

Korollar 6.4 (Definitheit des Riemann-Integrals): Sei f : I = [a,b] — R eine
stetige Funktion mit f(z) >0, x € [a,b]. Dann gilt:

/bf(x)dx—o = f=0. (6.1.10)
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Beweis: Angenommen, es ist f # 0, d. h.: Es gibt ein z¢ € [a,b] mit f(xo) > 0.
Dann gibt es wegen der Stetigkeit von f ein Teilintervall I. := [zg,x¢ + €] oder I. :=
[xg — &, 20], auf dem f positiv ist: f(x) > 6 > 0,z € I.. Da jede Zerlegung Z von
I mit hinreichend kleiner Feinheit h ein Teilintervall I, C I. beinhaltet, gilt fiir die
zugehorigen Untersummen

0<d(ap —ap1) < 121f f@) (g —xp1) < S,(f / f(x
z€ly
im Widerspruch zur Voraussetzung. Q.E.D.

Das Riemannsche Integral ist bisher fiir Funktionen auf (beschridnkten) Intervallen
I = [a,b] erklart worden, d. h.: Die obere Integrationsgrenze b ist grofler als die untere
Integrationsgrenze a. Aus technischen Griinden wollen wir das Riemann-Integral aber
auch fiir den Fall definieren, dass die obere Integrationsgrenze gleich oder sogar kleiner
als die untere Integrationsgrenze ist. Fiir a < b setzen wir:

liﬂ@dm:"Laﬂ@d% .Aaﬂ@dx:o. (6.1.11)

Der folgende ,,Mittelwertsatz* der Integration hat eine &hnlich grofle Bedeutung wie
sein Analogon fiir die Differentiation.

Satz 6.8 (1. Mittelwertsatz): Es seien f : I = [a,b] = R stetig und g : I — R
Riemann-integrierbar, und g habe in I keinen Vorzeichenwechsel. Dann gibt es eine
Zwischenstelle & € [a,b], so dass gilt:

/ F(2)g(x) dr = () / o(z) d. (6.1.12)

Beweis: Die Behauptung ist eine Konsequenz des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funk-
tionen. Wir betrachten 0.B.d.A. nur den Fall ¢ > 0. Da f stetig ist, existieren

m := min f(x), M = Igg;(f(:v)

xzel

Damit gilt wegen ¢g > 0:

/ M</f m<M/

Aufgrund des Zwischenwertsatzes, angewendet auf die lineare Funktion
b
o(t) == (m(1 —t) + Mt) / g(x)dx, 0<t<1,
sowie die Funktion f gibt es zunéchst ein p € [m, M| mit

/ f()g(x) dz = /abg@c) dr,

und dann ein & € [a,b] mit p = f(§). Dies beweist die Behauptung. Q.E.D.

Aus dem 1. Mittelwertsatz 6.8 ergeben sich unmittelbar die folgenden Beziehung:
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Korollar 6.5: a) Sei f: 1= a,b] = R stetig. Dann gilt mit einem & € I :
/ f(z F(&) (b —a). (6.1.13)

b) Seien f:[a,b] = R stetig mit m < f(x) <M, z€l und g:[a,b] - R Riemann-
integrierbar mit g > 0. Dann gilt:

/ 2) dz </ F@)g(x) dz < M/ (6.1.14)

Beispiel 6.2: Die folgenden Beispiele zeigen, dass auf die zentralen Voraussetzungen im
1. Mittelwertsatz nicht verzichtet werden kann:

1. Stetigkeit: Fiir die durch

definierte unstetige Funktion f :[0,2] — R gilt fiir alle £ € [0,2]:
2
[ @ =12 )2~ 0).
1

2. Positivitat: Fiir die durch

-1, 0<z<1,
1<z <2,

definierten Funktionen f,g:[0,2] — R gilt fiir alle £ € [0,2]:

/Ozf(x)g(a:)dazz—/ledx—i—/lzxdx:17éf(§)/02g(x)dm:0'

6.2 Berechnung von Integralen

Die Definition des Riemannschen Integrals als Limes Riemannscher Summen ist sehr un-
handlich fiir seine praktische Berechnung. Diese wird wesentlich erleichtert durch die Er-
kenntnis, dass die Integration in gewissem Sinne die Umkehrung der Differentiation ist.
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6.2.1 Das unbestimmte Riemann-Integral

Definition 6.3: Fine Funktion F : I = [a,b] — R heifit ,unbestimmtes Integral® (oder
LStammfunktion®) einer Funktion f: 1 — R, wenn sie differenzierbar ist und wenn gilt:

F'(z) = f(z), zel. (6.2.15)

Wir verwenden fir diesen Zusammenhang die (nicht ganz unproblematische) Schreibweise

Satz 6.9 (Fundamentalsatz der Analysis): a) Fir eine stetige Funktion f : I =
[a,b] = R ist das bestimmte Riemann-Integral

F(z) = /i fy)dy, € la,b, (6.2.16)

aufgefasst als Funktion der oberen Grenze x eine Stammfunktion von f. Jede weitere
Stammfunktion von f unterscheidet sich von F nur durch eine Konstante.

b) Ist umgekehrt die Funktion F : I = la,b] — R Stammfunktion einer stetigen Funktion
I, so gilt:
b

= F(b) — F(a). (6.2.17)

a

[ =

Beweis: a) Wir betrachten Differenzenquotienten der Funktion F(z):

FW*?‘”@—;QKMﬂw@—AU@mQ—;AHU@My

Nach dem 1. Mittelwertsatz gilt dann mit einem &, € [z, + h]:

F(x+h)—F(z)
)]

Fiir h — 0 konvergiert &, — x, so dass wegen der Stetigkeit von f folgt:

F(x+h)—F(z)
)

Sei G eine weitere Stammfunktion von f. Dann gilt F¥ — G = (F — G)' =0, d. h.:
F — G ist konstant.

b) Sei nun F' Stammfunktion von f, d. h. F'(z) = f(z). Mit der Funktion

G@%‘ﬁﬂw@,G@&

ist dann geméB Teil (a) F' — G konstant. Deshalb ist

1
o =iy

mw—ﬂm=mm—aw:am=/f@ma

was zu zeigen war. Q.E.D.
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Bemerkung 6.5: Satz 6.9 besagt, dass Integration und Differentiation zu einander in-
verse Prozesse sind:

jx/jf(y) dy = f(x),  f(x) = fla)+ /j f'(y) dy. (6.2.18)

Aus den Regeln fiir die Differentiation in Kapitel 4 gewinnen wir die folgenden spezi-
ellen Stammfunktionen:

/y“ dy = 52 (6.2.19)
2. Polynom f(z)=>")_, ap":
/Z agy® dy = Z k—}rlakxkﬂ; (6.2.20)
k=0 k=1

3. Allgemeine Exponentialfunktion f(z) = a® = e"™® a c R, :

x1n(a) x
/ay dy = /eyln(a) dy = % = la( ] ; (6.2.21)
n(a

n(a)

4. Reziproke Funktion f(z)=1/z, z #0;

-1

>0: In'(z) = , 1
: n,("E) ‘ = /f dy = In(|z]); (6.2.22)
r<0: In'(—z) =271 Yy

5. Sinus f(z) = sin(z) und Cosinus f(x) = cos(x):
/sin(y) dy = — cos(z), /Cos(y) dy = sin(x) . (6.2.23)

Wir listen im Folgenden ohne Kommentar einige weitere Stammfunktionen:

/ W _ o) / W o) (6.2.24)

cos?(y) sin?(y)

d d
/\/137 = arcsin(z), / 1 +yy2 = arctan(zx) . (6.2.25)

Korollar 6.6 (2. Mittelwertsatz): Es seien [ :1 = [a,b] = R monoton und g: 1 —
R Riemann-integrierbar. Dann gibt es eine Zwischenstelle £ € [a,b], so dass gilt:

b ¢ b
| #@gte)ds = f@) [ gterdo+ 50 /5 9(2) do. (6.2.26)
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Beweis: Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass f monoton fallend ist. Die Funktion

o) = 1@ [ e+ FD) [ stwdn. asiss,

ist nach dem Fundamentalsatz 6.9 stetig, und es gilt wegen der Monotonie von f:

o(a) = £(D) / g(z)dr < / f(2)g(x) dz < f(a) / o) dz = ().

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann ein £ € [a,b], so dass

() = / f(2)g(z) de,

was zu beweisen war. Q.E.D.

Beispiel 6.3: Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Monotonievoraussetzung im 2.
Mittelwertsatz nicht verzichtet werden kann: Fiir die durch

f)=2a%  g(x):=1,
definierten Funktionen f,¢g:[—1,1] — R gilt fiir alle £ € [—1,1]:

f(—l)/£9($)d$+f(1)/;g(x)dx:/1g(:z:)dx:Q

-1

4 / fa)gla) da = .

6.2.2 Integrationsformeln

Wir beschreiben im Folgenden einige niitzliche Methoden zur Berechnung von bestimmten
Integralen bzw. zur Bestimmung von Stammfunktionen.

Lemma 6.2 (Partielle Integration): Seien f,g : I — R zwei stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt:

/ F(@)g @) dr = (Fo))]| / f(@)g(z) d. (6.2.27)

Beweis: Durch Integration der Identitét

(f9)() = ['(@)gle) + f(2)g' (@)
erhalten wir
| @@+ 1)y @) do = [ (fo)(e)ds = (o))

woraus die behauptete Formel folgt. Q.E.D.
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Anwendung 6.2.1: Als Anwendung der partiellen Integration wollen wir einige spezielle
Integrale berechnen:

1. Wir setzen f(x):=z, g(z) :=e” und erhalten

b b b
/ re' dx = xe®| — / e dr = xe”
a a a

2. Wir setzen f(x) :=sin(x), g(z) = — cos(z) und erhalten

b
a

g e(b—1) —e(a—1).

a

b

+/ab cos®(z) dx
+ /ab(l —sin®(z)) dz.

/ab sin?(x) dr = — sin(z) cos(z)

a

b

= —sin(x) cos(x) .

Folglich gilt:
b

’ b—a 1
/ sin?(x) dor = 5 ¢ 3 sin(x) cos(z)

3. Wir setzen f(z):=In(x), g(z) := = und erhalten

b

- / dz = b(In(b) — 1) — a(In(a) — 1).

a

/ab In(z) de = z1n(z)

a

xT

4. Wir setzen zunéchst f(x) :=sin(z), g(z) = ¢” und dann f(x) := cos(x), g(z) =€
und erhalten durch zweimalige partielle Integration

b

b
—/ e’ cos(x) dx

b

b
/ e’ sin(x) de = e” sin(x)

a
b

b
- / e’ sin(z) dx.

= ¢” sin(x)

— e cos(x)

a a

Dies ergibt
b

/ e’ sin(z) dx = %ez(sin(:ﬁ) — cos(x))

a

Anwendung 6.2.2: Wir wollen eine Integraldarstellung des Restglieds in der Taylor-
Entwicklung (5.3.19) von Satz 5.8 ableiten:

k) (g
flay=>" fT(,O) (x = 20)" + Ropa(x), (6.2.28)
k=0
wobei
(n+1) T
Ryii(z) = M(x — )"t = %/ (z — )" D () dt. (6.2.29)
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Zum Beweis verwenden wir ein Induktionsargument. Fiir n = 0 gilt zunéchst aufgrund
des Fundamentalsatzes:

f(z) = f(=o) +/$ f(t) dt.

Sei nun (6.2.29) bereits gezeigt fiir n > 1. Dann gilt:

Ruo) = oty [ o= [ (G- o) a
—- L) v (=

— %f(")(a:o)(:z: _ xo)n I ;'/m(i B t)nf(nJrl)(t) dt,

Zo

was die Richtigkeit der Behauptung fiir n + 1 impliziert.

Satz 6.10 (Substitutionsregel): Seien f:I — R eine stetige und ¢ : [a,b] — I eine
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt die sog. ,Substitutionsregel”:

w(b)

/ £ (o)) (4) dy = / NG (6.2.30)

Beweis: Sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Die Komposition F o : [a,b] — R
ist dann stetig differenzierbar, und nach der Kettenregel gilt:

(Fop)(y) =F'(ew)e W) = o) v).
Aufgrund des Fundamentalsatzes (6.9) folgt dann

/ £ o) ¢ () dy = / (Fo)(y)dy = (Fop)y)

»(b)
[ty
»(a)

was zu zeigen war. Q.E.D.

Bemerkung 6.6: Die Aussage des Substitutionssatzes &t sich am einfachsten merken,
wenn man sich der folgenden symbolischen Schreibweise bedient:
b »(b) ,
/ Fle(y) dely) = f@)de,  doly) == ¢'(y)dy,

w(a)

wobeil @ durch ¢(y) ersetzt ist und die Integrationsgrenzen entsprechend angepasst sind.

Anwendung 6.2.3: Wir geben einige Anwendungen der Substitutionsregel zur Berech-
nung von bestimmten oder unbestimmten Integralen:
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1. Die Funktion ¢(y) := sin(y) bildet das Intervall [—37, 17] bijektiv auf das Intervall

[—1,1] ab, und es ist dort cos(y) > 0. Wir erhalten damit fir = ¢(y):

T—0

mw
ol

cos(y)

y) dy —/
/l+z-: v1-— T2 —3m+s \/1_7 —1m+6 cos(y)

Fiir ¢ =+ 0 geht 6 — 0 und wir finden:

dy = m — 26.

1—¢ dr
lim - =
e—0 71+€\/1_1~2

Dies ist ein Spezialfall sog. ,,uneigentlicher* Riemann-Integrale, die wir im néchsten
Abschnitt betrachten werden.

2. Wir setzen f(z):=1/z und ¢(y) := cos(y) und erhalten

/tan(y) dyz/::: dy—/ ciz —1In(| cos(z)]).

3. Wir setzen f(y) :=1/y und z = ¢(y) := tan(3y) mit

1
2cos?(y)’

\
b
!
|
||

¢'(y) = sin(y) = 2sin(3y) cos(3y)

und erhalten

/sircll:(yy) :/QSm(lyd)ycos(;y) :/tan( )2 cos?(3 /f dy

/ foydz= [ & 1n<|z|>=1n<|tan<5y>|>.

Integration rationaler Funktionen (Partialbruchzerlegung)

Jede rationale Funktion

= r <s,

p(x)  ax" 4+ ap
r(z) = : 7
qz)  axs+---+bo

lasst sich schreiben als Summe von Partialbriichen der folgenden zwei Typen:

A B
rg(x)z—’_—cx n>1.

ri@) = ( (22 + 2bx + o)™’ -

r+a)"

Dies ist eine Folgerung der Produktzerlegung des Nennerpolynoms ¢(x) mit Hilfe seiner
reellen und (moglicherweise) komplexen Nullstellen in der Form (4.3.9):

/

g@) = b [Jx —a)™ ] (° — 2Rexya + Ja )
k=1 k=m/+1

Wir wollen dies nicht beweisen, sondern nur durch ein Beispiel illustrieren.
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Beispiel 6.4: Fiir den Ansatz

(@) 2422 L —1 242+ r—1 Ay N Ay +B+Ca:
() — _ —
zt—1 (x+ Dz —-D@E2+1) z+1 -1 22+1

erhalten wir durch Ausmultiplizieren

4200+ —1=A(z—1)(2® + 1)+ Ag(x + 1) (2 + 1) + (B + Cx)(z* — 1)
= (A + A+ OV 4+ (AL + Ay + B)a® + (A + Ay — O)z
— A+ Ay - B.

und dann durch Koeffizientenvergleich

1=A+A,+C

2=—-A+A,+B

1=A1+A4,-C
—-1=-A,+A4, - B.

Aus der ersten und dritten sowie der zweiten und vierten Gleichung erhalten wir C' = 0

und B = % Kombination der ersten und zweiten Gleichung liefert ferner Ay = 3 und

1
A = i. Dies ergibt die Partialbruchzerlegung

:1:3+2a:2+x—17 i %

4 —1 r+1 =z

Mit der obigen Partialbruchzerlegung ist die Integration allgemeiner rationaler Funk-
tionen auf die der speziellen Funktionen 7 und 7o zuriickgefiihrt. Wir wollen nun deren
Stammfunktionen bestimmen.

a) Es gilt mit n > 2:

1 1 1
/x—l—adx = In(|z + al), / Gt ar dx = =@t (6.2.31)

b) Da das Polynom = 2% + 2bx + ¢ = (z + b)* + ¢ — b* konstruktionsgemi$ irreduzibel
ist, muss d :=c—b* > 0 sein. Die Substitution y = (z + b)/d ergibt dann

/ B+ Cx dr/B/+C/yd
(2 +2bz+c)n ) (241 v

mit gewissen Zahlen B’  C”. Zunichst gilt dann wieder mit n > 2:

Y IR Y 1
dy = 31 1 dy = .

Aus der Beziehung

['—/;d —/;d _/yZd
S e T A ) N T
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erhalten wir durch partielle Integration mit f(y) :=y und ¢'(y) == y(y* +1)™":

Y 1 1
In = -[n— - d
s sl
_3—2n y
T2—m " 2=+ )T

Mit Hilfe dieser rekursiven Beziehung kann man ausgehend von

1
L = /ﬁ dy = arctan(z)

sukzessiv ry fiir n > 2 berechnen.

6.3 Uneigentliche Integrale

Wir wollen nun das Konzept des (bestimmten) Riemann-Integrals fiir Funktionen auf
unbeschrinkten Intervallen und mit Singularitdten ausdehnen. Solche Integrale werden
,uneigentlich® genannt.

Uneigentliche Integrale auf endlichen Intervallen

Wir nennen eine Funktion auf einem endlichen, halboffenen Intervall (a,b] ,integrierbar®,
wenn sie auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [a/,b] C (a,b] im oben definierten Sinne
Riemann-integrierbar ist.

Satz 6.11 (Uneigentliches Riemann-Integral 1): Sei f : (a,b] — R eine auf dem
halboffenen Intervall (a,b] aber nicht auf dem Abschluss [a,b] im Riemannschen Sinne
integrierbare Funktion. Ezistiert fir jede Folge von Punkten a, € (a,b] der Limes

/abf(gj) dr = iiﬂl}l /ai f(.T) dz,

so ist dieser unabhdngig von der Wahl der Folge (a,)nen und heifit das ,uneigentliche
Integral® von f iber [a,b].

Beweis: Ist (a],)nen eine zweite Folge mit

b
lim / flx)de = A,
apda Jqr

so konvergieren gemafl Voraussetzung auch die Integrale zu der zusammengesetzten Folge
{a1,d),aq,dh, ..., a,,al, ...} gegen einen Limes A”. Da aber Teilfolgen gegen denselben

Limes konvergieren wie die Gesamtfolge, muss A” = A’ sein. Also konvergieren alle
Integralfolgen gegen denselben Limes. Q.E.D.
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Lemma 6.3: Sei [ : (a,b] — R auf (a,b] aber nicht auf [a,b] integrierbar. Ezistiert
dann das uneigentliche Integral von |f| dber [a,b], so existiert auch das uneigentliche
Integral von f dber [a,b], und es gilt

‘/abf(a:) dx) </ab|f(x)|dx. (6.3.32)

Beweis: Fiir e e Ry, ¢ < b— a, schreiben wir

/ ‘o dx_/€| )+ 50 /;|f<x>2f<x>dx_

Die Integrale rechts sind fiir ¢ — 0 nach Voraussetzung gleichméfig beschrankt und
wegen der Nichtnegativitdt der Integranden jeweils monoton wachsend,

‘/ |+f dw’+’/+sfdx’<2/+s| (x)|da:§2/ab|f(x)dx,

Folglich konvergieren die Integrale fiir ¢ — 0. Damit hat auch das linke Integral fiir
€ — 0 einen Limes, d. h. f besitzt {iber [a,b] ein uneigentliches Integral. Q.E.D.

Bemerkung 6.7: Die Umkehrung der Aussage von Lemma 6.3, d. h. dass aus der un-
eigentlichen Integrierbarkeit von f auch die von |f| folgt (in Analogie zum reguldren
Riemann-Integral) ist i. Allg. nicht richtig. Beim uneigentlichen Riemann-Integral muss
also wie bei Reihen zwischen ,einfacher und ,,absoluter Konvergenz unterschieden wer-
den.

Beispiel 6.5: Wir betrachten eine typische Anwendung von Satz 6.11: Wir untersuchen
die Integrierbarkeit der Funktion f(z) = (x —a)™ fiir g > 0.Im Fall =1 ist

bodx
/ (b —a) —In() = 00 (e — 0),
ate T — 0
d. h.: Das uneigentliche Integral iiber [a,b] existiert nicht. Im Fall pu # 1 gilt

/b de 1 1o 1 |
are (@=a)t  1—p (@—a) e 1—p\(b—a)t  (=gp ')

Offenbar existiert fiir 0 < g < 1 das uneigentliche Integral, wéhrend es fiir ¢ > 1 nicht
existiert.

Bemerkung 6.8 (Cauchyscher Hauptwert): Das Beispiel

1

= —1n(e)

€

di; = In(x) - In(e), Cii = In()

1 Z -1 c
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zeigt, dass man durch Zusammenfassung singulérer Teilintegrale geméaf3

€ 1
lim(/ di—‘-/ dx)-()
e—0 o c T

durchaus zu konvergenten Prozessen gelangen kann, auch wenn die Einzelintegrale selbst
nicht als uneigentliche Integrale existieren. Diesen Limes nennt man dann den , Cauchy-
schen Hauptwert® des Integrals, d. h. im betrachteten Beispiel:

e

1

CH— = 0.

Uneigentliche Integrale auf unendlichen Intervallen

Wir nennen eine Funktion auf einem unendlichen, halboffenen Intervall [a,oc0) ,lokal
intergrierbar“, wenn sie auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [a,b'] C [a,00) im oben
definierten Sinne Riemann-integrierbar ist.

Satz 6.12 (Uneigentliches Riemann-Integral 2): Sei f : [a,00) — R eine lokal in-
tegrierbare Funktion. Existiert fir jede Folge von Punkten b, € [a,00) der Limes

/OO f(z)dx := lim " f(z)dx,

by, —00 a

so ist dieser unabhingig von der Wahl der Folge (b,)nen und heifit das ,uneigentliche
Integral® von f dber [a,00).

Beweis: Das Argument ist analog wie im Beweis von Satz 6.11. Q.E.D.

Lemma 6.4: Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Ezistiert dann das uneigentliche
Integral von |f| tber [a,00), so existiert auch das uneigentliche Integral von f iiber
[a,00), und es gilt

[ s@a| < [Cis@an (6539

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 6.3. Q.E.D.

Das folgende Konvergenzkriterium fiir uneigentliche Integrale stammt von Dirichlet
und ist das Analogon des entsprechenden Kriteriums fiir Reihen aus Abschnitt 3.2.1.

Satz 6.13: Sei [ :]a,00) = R in [a,00) integrierbar mit

sup

r>a

/m f) dt’ = M < . (6.3.34)
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Ferner sei g : [a,00) — Ry differenzierbar und monoton gegen Null fallend. Dann exis-
tiert das uneigentliche Integral

/ f(@)g(x) dz = lim / f(z (6.3.35)

Beweis: Mit f und g ist auch das Produkt fg in [a,00) lokal integrabel. Das Integral

m):/:f(t)dt

ist nach dem Hauptsatz Stammfunktion von f. Fiir a < x < oo erhalten wir dann durch
partielle Integration:

xT

/ " F(t)g(t)dt = F(t)g(t)

—/qF@y@yw

a

Sei nun ¢ € R, beliebig. Dazu gibt es ein . > a, so dass

g(z) < x> f..

<
2M’
Fiir beliebige 5 > « > (. folgt damit wegen ¢ <0:

| / Py (0] < M / N @ld = / "t dt = 21 g1

Nach dem Cauchy-Kriterium hat daher das Integral [* F(t)g/(t)dt fir © — oo einen
Limes. Mit

B
<e.

«

lim/ FO)g(t) dt = Tim Fz)g(z) — F(a)g(a)—/ Ft)g () dt
T—r00 T—r00 \\/ a
M_/ _
folgt so die Richtigkeit der Behauptung. Q.E.D.

Satz 6.14: Es sei [ : [ng,00) — R eine stetige, positive, monoton fallende Funktion.
Dann gilt:

Zf <o & /f )dx < 0. (6.3.36)

k=ng

Beweis: i) Die Reihe sei konvergent. Wegen der Monotonie von f gilt fiir jedes n € N
mit n > ng:

k+1 00
/ fa dx—z/ Fa)de < 3 F < S F(R)
k=ngo k=ng k=ng

Folglich existiert das uneigentliche Integral iiber [ng, c0) .
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ii) Das uneigentliche Integral existiere. Wegen der Beziehung, fiir alle n > ng,

n n—1 n—1 k+1 s3]
) < )+ Y fh DS S+ 3 [ f@de< [ pla)ds
k=ng k=ng k=ng k n0
ist dann auch die Reihe konvergent. Q.E.D.

Beispiel 6.6: Wir betrachten ein paar typische Anwendungen der vorausgehenden Sétze:

1. Wir untersuchen die Integrierbarkeit der Potenzfunktion f(x) = 27 auf [1,00)
fiir 4> 0. Fir e € Ry ist

/”de 1 Ve 1 < 1 1)
oot (T—p)arth (1 —p) \el-n '

Das uneigentliche Integral existiert also fiir g > 1, wéhrend es fiir g < 1 nicht
existiert.

2. Wir haben die folgende Stammfunktion

/ dv 1
rl’(z)  In(z)’
d. h.: Das folgende uneigentliche Integral existiert:
/ < de 1
o xhn’(z)  In(2)

Da die Funktion f(x) := 1/(z1n*(z)) auf dem Intervall [2,00) positiv und monoton
fallen ist, folgt nach Satz 6.14 die Konvergenz der Reihe

=1
< .
2:: KI2(k)

k

(V)

3. Die Integrale

/ sin(x) iz, / cos(x) i
1 xr 1 r

existieren nach Satz 6.13 mit der Setzung f(z) := sin(z) bzw. f(z):= cos(z) und
g(x) :=1/x. Ebenso erhalten wir die Existenz der Integrale

L 81?(%) w [ msélnn(fx)» e
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6.4 Kurvenlinge

Wir wollen die bisher gewonnenen Ergebnisse zur Bestimmung der Lénge sog. ,ebener
Kurven®“ verwenden. Beipiel einer solchen Kurve ist der Graph

G(f) = {(x, f(x)) € R x R|z € [a, ]}

einer stetigen Funktion f iiber einem Intervall [a,b]. Wir fithren die folgende Diskussion
aber in einem etwas allgemeineren Kontext.

Definition 6.4: Es scien o, 1 zwei stetige Funktionen eines Parameters t € [a,b] . Sind
die Punkte der Ebene (o(t),¥(t)), t € [a,b], alle verschieden, so nennt man die Punkt-
menge

L= {(p(t),¥(t)) |t € [, b]}

ein ebenes ,Kurvenstick® mit der Parameterdarstellung {p, v} .

Der Graph einer Funktion f {iber einem Intervall [a,b] ist in diesem Sinne ein Kur-
venstiick mit der Parameterdarstellung

o(t):=t, ()= f(t), tE]a,b.

Durch Aneinanderfiigung von endlich vielen Kurvenstiicken K, ..., K, erhalt man ei-
ne ,ebene Kurve®; diese heifit ,,geschlossen® | wenn der Endpunkt von K, gleich dem
Anfangspunkt von K ist.

Iy

a wm owm a wm owm
Abbildung 6.4: Aus Kurvenstiicken zusammengesetzte ebene Kurve (links) und Polygon-
approximation eines Kurvenstiicks (rechts).

Wir wollen die ,,Lénge“ eines Kurvenstiicks K bestimmen. Sei Z € Z(a,b) eine
Zerlegung des Parameterintervalls [a,b] in Teilpunkte a = tg < t; < -+ < t, = b
mit Feinheit h = maxy_;__,(tx — tx—1). Wir approximieren das Kurvenstiick durch ei-
nen Polygonzug pz(T") (aneinander gefiigte lineare Kurvenstiicke) zu den Stiitzpunkten
(p(tr), ¥(ty)), k=0,...,n.Die Liange |pz(I")| des Polygonzugs ist die Summe der Lingen
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seiner einzelnen linearen Teilstiicke, welche wiederum als der euklidische Abstand ihrer
Endpunkte definiert ist, d.h.:

(D) = S (lan) — oloe1) + (@) — lae1))>

Definition 6.5: Haben die Lingen aller Polygonziige pz(T) zu einem Kurvenstiick T
eine (endliche) obere Grenze, so heifit T' ,rektifizierbar® mit der ,Ldinge

IT]:= sup |pz(I')]-
zeZ(a,b)

Satz 6.15 (Kurvenlinge): Ist die Parameterdarstellung des Kurvenstiicks T' stetig dif-
ferenzierbar, so ist es rektifizierbar, und seine Ldnge ist gegeben durch

| = / NSO (6.4.37)

Beweis: Mit ¢’ und ¢’ ist auch +/(¢")? + (¢¥')? stetig und folglich Riemann-integrierbar
iiber [a,b]. Das Integral in (6.4.37) existiert daher als Limes Riemannscher Summen. Sei
Z € Z(a,b) eine Zerlegung und pz(T") der zugehorige Polygonzug. Fiir die Linge |pz|
erhalten wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes:

p2(D) = 3 V(o) — ) + (0(tr) — Dltnr))?

= zn:(tk - tkl)\/<‘p(t’“)_m>2 N (M)Q

tk - tk,1 tk - tkfl

n

= > (tx — te1) /' (T)? + ¥/ (13)?,

k=1

mit gewissen Zwischenstellen 7,7/, € [tx_1, tx] . Dies sieht fast aus wie eine Riemannsche
Summe fiir das Integral in (6.4.37), ist es aber nicht, da i. Allg. 7, # 7/,. Wegen der
gleichméfligen Stetigkeit von ¢’ auf [a,b] existiert nun ein h. € R, , so dass fiir jede
Zerlegung Z € Z(a,b) mit Feinheit h < h. gilt:

n

St — )yl — 92 < e,

k=1

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass fir A < h. auch gilt:

n

b
‘ / VP02 + ¢/ (02 dt =Y (b — te) V@ (1) + ¢ (722 ‘ < 3¢
a k=1
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Dies zusammengenommen impliziert dann auch

n

WO S N ET AR

k=

Wegen der Beliebigkeit von ¢ folgt die Konvergenz

1p2(T)] / VORET PRt (h—0),

was zu zeigen war. Q.E.D.

Beispiel 6.7: Wir bestimmen mit Hilfe der gerade entwickelten Theorie die Lénge des
Einheitskreisbogens K . Zunéchst betrachten wir den oberen Kreisbogen als Graph der

Funktion
f@)=v1—-¢t3, tel|-1,1].

Dass der Graph dieser Funktion tétséchlich der obere Einheitskreisbogen ist, entnehmen
wir der Beziehung f(t)?+? = 1 bei Beriicksichtigung des Satzes von Pythogoras. Da die
Ableitung von f |

)= VIF 0 - ——.

fir ¢ — £1 singuldr wird, kann die Formel (6.4.37) nicht direkt angewendet werden.
Um dieses Problem zu l6sen, kann man entweder versuchen, das Integral in (6.4.37) fur
singuléare Integranden als ,,uneigentliches“ Riemann-Integral zu erkléren, oder eine andere
Parameterdarstellung mit beschrinkten Ableitungen zu finden.

i) Unter Ausnutzung der bereits gewonnenen Kenntnisse iiber die trigonometrischen Funk-
tionen konnen wir die folgende Parameterdarstellung verwenden:

o(t) :=sin(t), ¥(t) :=cos(t), te€]0,2n].

Fiir 0 < ¢ < 27 durchléuft der Punkt (sin(t),cos(t)) wegen sin®(t) + cos’(t) = 1 den
ganzen Kreisbogen K . Fiir seine Linge finden wir aus Formel (6.4.37):

27 27
|K| = / \/cos2(t) + sin(t) dt = / dt = 2,
0 0

was natiirlich nicht iiberraschend ist. Diese Uberlegung kann offenbar nicht zur Definition
von 7 verwendet werden, da in ihr 7 in der oberen Integrationsgrenze erscheint.

ii) Ausgehend von der Parameterdarstellung

o(t):=t, Yt)=Vv1-—1t3 te[-1,1].
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erhalten wir aus Satz 6.15 fiir das Teilintervall [¢ — 1,1 — €| als Léange des zugehorigen
Kreisbogenabschnitts:

|KE|=/:1€\/Tdt / Ji+
1

dt = arcsin(x )

= arcsin(1 — ¢) — arcsin(e — 1).

e—1

l1—e
:/51 V1—t2

Da der Arcussinus auf dem ganzen Intervall [—1,1] definiert und stetig ist, konnen wir
zum Limes ¢ — 0 iibergehen und erhalten das uneigentliche Integral

1
1
K| = ———dt = arcsin(1) — arcsin(—1) =
W= @ =1
Diese Beziehung konnte auch zur Definition der Zahl 7w verwendet werden, alternativ
zur obigen Definition iiber die kleinste positive Nullstelle des Cosinus. Damit ist der
Zusammenhang zur traditionellen, auf geometrischer Anschauung basierenden Einfithrung
der Trigonometrie hergestellt.

Bemerkung 6.9: Der Begriff der ,, Kurvenldnge“ ist heikler, als man sich auf der Basis
naiver Anschauung vorstellen mag.

a) Die Differenzierbarkeit der Parameterdarstellung einer (ebenen) Kurve ist eine wesent-
liche Voraussetzung fiir ihre Rektifizierbarkeit. Man kann beschrénkte Kurven mit stetiger
(aber nicht differenzierbarer) Parameterdarstellung konstruieren, welche eine im obigen
Sinne unendliche Linge haben.

b) Die ,,Lénge* des Graphen einer rektifizierbaren Funktion ist als Limes der Léngen einer
Folge von interpolierenden Polygonziigen definiert worden. Durch die Interpolationseigen-
schaft wird sichergestellt, dass auch die Ableitungen der Polygonziige gegen die Ableitun-
gen der Funktion konvergieren. Dies ist wesentlich, wie das folgende Beispiel zeigt: Auf
dquidistanten Zerlegungen Z, = {t;, = k/n, k = 0,...,n} des Einheitsintervalls [0, 1]
definieren wir ,,Zickzack-Funktionen“ p, durch
1
pa(t) == { P=te-r e Sltgtk71+2h’ k=1,...,n.
tp —t, lo1t+3h <t <ty,

Die Polygonziige p, konvergieren auf [0, 1] gleichméBig gegen die Nullfunktion; ihre Gra-
phen haben aber alle die Linge |p,| = v/2.
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Abbildung 6.5: Zickzack-Polygonapproximation der Nullfunktion.

6.5 Integration und Grenzprozesse

Wir stellen nun wieder die Frage nach der Stabilitiat der Integrierbarkeit gegeniiber Stérun-
gen. Sei dazu (f,)nen eine Folge integrierbarer Funktionen f,, : I — R auf einem be-
schrinkten abgeschlossenen Intervall I = [a,b], welche punktweise gegen eine Funktion
f I — R konvergiert:

folz) = f(z) (n—o00), z€l (6.5.38)

Die Frage ist dann, ob auch die Limesfunktion f wieder intergrierbar ist und ob die
Grenzprozesse Integration und Folgenkonvergenz vertauschbar sind:

/b lim f,(x)dx = hm / fulx (6.5.39)

n—0o0

Letzteres muf} i. Allg. nicht der Fall sein, wie das folgende Beispiel zeigt:

n—oo

1
fulz) == nze™ 2 €0,1], lim f,(x) =0, / lim f,(z)dx =0,
n—oo 0

lim / folz)dz = lim (— %67"””2

n—oo n—oo

1
> = lim (— %e’" + %) = %
0 n—o00

Fin einfaches Kriterium fiir die Vertauschbarkeit der Grenzprozesse ist wieder die
Gleichmafigkeit der Konvergenz f, — f (n — 00).

Satz 6.16 (Gleichmiiflige Konvergenz): Die Folge (fn)nen stetiger (und Riemann-
integrierbarer) Funktionen f, : I = [a,b] = R konvergiere gleichmdfig gegen eine Funk-
tion f: 1 — R. Dann ist die Grenzfunktion ebenfalls stetig (und Riemann-integrierbar),
und es gilt:

b b
lim ful(2) d:z;:/ 1311 folx)da. (6.5.40)

n—o0 a
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Beweis: Die gleichméfige Konvergenz der stetigen Funktionen f,, impliziert nach Satz 4.6
auch die Stetigkeit der Grenzfunktion f. Ferner ist daher nach Satz 6.3 mit f, auch f
integrierbar. Aufgrund der Eigenschaften des Riemann-Integrals gilt

/ab folz) d — /a” f(:v)dx’: /ab (fu(z) = f(2)) dm‘
< [ 1) = 1@ e < 1= Sl - ),

Die gleichméiBige Konvergenz || f, — flle = 0 (n — o0) impliziert dann die Beziehung
(6.5.40). QE.D.

Satz 6.17: Fiir eine Folge stetiger Funktionen fi, : I — R, k € N, konvergiere die Reihe
Y orey fi auf dem Intervall I = [a,b] gleichmdifig. Dann stellt die Rezhe eine integrierbare
Funktion dar, und es gilt:

/az_:fk dfo/ Frlz (6.5.41)

d. h.: Es darf in der Reihe gliedweise integriert werden.

Beweis: Wegen der Stetigkeit der einzelnen Reihenglieder f; sind auch alle Partialsum-
men der Reihe stetige Funktionen und damit integrierbar. Aufgrund der vorausgestzten
gleichméfigen Konvergenz der Partialsummen ist auch ihr Limes, d. h. die Reihe, eine
stetige und damit integrierbare Funktion. Es gilt:

[ =3 w3 pow

& k=n+4+1

Wegen der gleichméfligen Konvergenz der Reihe gibt es zu beliebigem € € R, ein n. € N,

so dass fiir n > n. gilt:
’/ ka da:’<5b—a

k=n+1
Dies impliziert die Konvergenz

‘/asz dx—Z/ Je(x d:lc 0 (n— ).

Q.E.D.

Satz 6.18: Die Potenzreihe Y oo cr(x — x0)* habe den Konvergenzradius p > 0 sie
stellt also auf dem Intervall I = (xo— p, o+ p) eine stetige Funktion dar. Deren Stamm-
Sfunktion erhdlt man dann durch gliedweise Integration, und diese hat denselben Konver-
genzradius p:

—x)f ! te (6.5.42)

=3

/gck(az — x0)"
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Beweis: Sei |z — 29| < R < p und ¢ € Ry beliebig. Dann gilt wegen der gleichméafiigen
Konvergenz der Reihe auf dem Intervall [xg — R, 29+ R| fiir n > n. € N:

‘ f: ck(x—xo)k’ < i x| R* < e.

k=n+1 k=n+1

Ferner gilt:

Tz z > c
/ E cr(w — xo)f da = E / cx(y — o) dy = E kf 1(55 — x)
Zo

oo
0 k=0 k=0

Q.E.D.

Bemerkung 6.10: Die Aussage von Satz 6.16 gilt sinngemé&f auch fiir Folgen von un-
eigentlich integrierbaren Funktionen auf beschrinkten Intervallen. Bei uneigentlichen In-
tegralen auf unbeschrinkten Intervallen reicht die gleichméflige Konvergenz der approxi-
mierenden Folge i. Allg. nicht aus. Dies sieht man an folgendem Beispiel:

L 0<az<n,
n
0, x>n,

fn(x) =
Die Folge (fn)nen konvergiert auf I = [0,00) gleichméfBig gegen Null, aber es ist

/00 lim f,(z)dz=0+#1= lim /00 Jo(2) da.
0 0

n—oo n—oo

Die folgenden beiden Konvergenzsitze sind insbesondere auf uneigentliche Integrale
zugeschnitten. Wir verzichten hier auf die Angabe der Beweise, da sogar noch etwas
stiarkere Ergebnisse spéter im Zusammenhang mit dem sog. ,, Lebesgue-Integral“ abgeleitet
werden.

Satz 6.19 (Monotone Konvergenz): Die Folge (f,)nen von auf einem beschrinkten
Intervall T = [a,b) (uneigentlich) integrierbaren Funktionen f, : I — R konvergiere
punktweise gegen eine Funktion f:1 — R. Ist die Konvergenz f, — f monoton wach-
send, und ist [ ebenfalls (uneigentlich) integrierbar, so gilt:

lim /b folz)de = /b nh_}n()lo fulz) da. (6.5.43)

n—00
a

Satz 6.20 (Beschrinkte Konvergenz): Die Folge (fn)nen von auf einem Intervall
I = [a,b) oder I = [a,00) (uneigentlich) integrierbaren Funktionen f, : I — R kon-
vergiere punktweise gegen eine Funktion f : I — R. Ist die Grenzfunktion f ebenfalls
(uneigentlich) integrierbar und sind die Funktionen f, gleichmaf$ig beschrinkt durch eine
auf I (uneigentlich) integrierbare Funktion g : I — R, d. h. |f,(z)] < g(x), z € I, so
qgilt:

b b

lim/ fn(x)dx:/ 1311 folx)da. (6.5.44)

n—o0
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6.6 Charakterisierung der Riemann-Integrabilitéit

Wir wissen bereits, dass alle auf [a, b] stetigen und monotonen Funktionen in R[a, b] sind.
Dies gilt auch fiir Funktionen, die nur , stiickweise“ stetig oder monoton sind, mit endlich
vielen Ausnahmepunkten. Gehen wir einen Schritt weiter und lassen auch Funktionen mit
unendlich vielen, aber nicht zu vielen, solcher Ausnahmepunkte zu, so gelangen wir zu
einer vollstdndigen Charakterisierung des Raumes Rla,b] durch den grundlegenden Satz
von Lebesgue?, den wir im Folgenden ableiten wollen.

Definition 6.6 (Nullmenge): Fine Teilmenge M C R heifit ,Nullmenge® (genauer
,Lebesgue-Nullmenge®), wenn es zu jedem e > 0 hdochstens abzihlbar unendlich viele
abgeschlossene (oder offene) Intervalle Iy, I, ... gibt, so dass gilt:

MCUIk, Z|Ik\§€
k

k

Man nennt das System der Intervalle I, eine abzdihlbare (offene bzw. abgeschlossene)
, Uberdeckung® der Menge M . Eine Funktion f : [a,b] — R besitzt eine Figenschaft (z.
B. stetig oder differenzierbar) ,fast iiberall*, wenn die Menge der Punkte, in denen sie
die FEigenschaft nicht besitzt, eine Nullmenge ist.

Lemma 6.5: FEs gelten die folgenden Aussagen:
i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist ebenfalls Nullmenge.

ii) Endliche und abzihlbare Teilmengen von R sind Nullmengen.

i11) Die Vereinigung von abzdahlbar vielen Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

iv) Eine kompakte Teilmenge K C R ist genau dann Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0
endlich viele abgeschlossene (oder offene) Intervalle Iy, k= 1,...,n, gibt, so dass

n

K C Lnj I, > |[kl<e (6.6.45)

k=1 k=1

Beweis: i) Da jede Intervalliiberdeckung einer Nullmenge auch jede ihrer Teilmengen
itberdeckt, ist diese Aussage evident.

ii) Sei M C R eine endliche oder abzihlbare Menge von Punkten. Dann ist fiir beliebiges
e > 0 jeder der Punkte z;, € M Mittelpunkt eines Intervalls I := [z) — 27k=le 2 +

27%1g] . Damit gilt
MCUIka ZUJJSZQ%E:&
K K k=1

d. h.: M ist Nullmenge.

iii) Seien M}, héchstens abzihlbar viele Nullmengen. Zu gegebenem ¢ > 0 lisst sich M,

2Henri Léon Lebesgue (1875-1941): Franzosischer Mathematiker, Prof. am College de France in Paris,
lieferte grundlegende Beitriige zur modernen Integrationstheorie (,Lebesgue-Intgeral)
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durch héchstens abzéhlbar viele Intervalle Ij, tiberdecken, so dass > [Iu| < 27le. Dann
iiberdecken die hochstens abzéhlbar vielen Intervalle [I; auch die Vereinigung U,M,, ,

und es gilt
MEDY (Z |Ikl|> <) 2Fe=e
Kyl k ! %

Die Vereinigung UM, ist also ebenfalls Nullmenge.

iv) Diese Aussage wird spiter in etwas allgemeinerem Rahmen fiir Nullmengen im R™
bewiesen werden. Da wir sie fiir das Folgende nicht benétigen, verzichten wir hier auf den
Beweis. Q.E.D.

Bemerkung 6.11: a) Die Aussage (ii) in obigem Lemma erscheint zunéchst etwas ver-
wirrend, da sie u. a. impliziert, dass die im Intervall I := [0,1] C R dicht liegenden Menge
Iy :=1NQ der rationalen Zahlen in [0, 1] eine Nullmenge ist. Man kénnte meinen, dass
jede Intervalliiberdeckung von I automatisch auch das ganze Intervall I {iberdeckt und
damit das Maf§ |I| = 1 hat. Dies ist aber ein Trugschluss, dessen Kern man sich selbst
genau klar machen sollte.

b) Es gibt auch iiberabzihlbare Punktmengen, die Nullmengen sind. Ein Beispiel ist das

sog. ,Cantorsche Diskontinuum®. Diese Teilmenge von M, := [0,1] C R wird wie folgt
konstruiert: Aus der Menge M, entfernt mann das offene mittlere Drittel (%, % und erhalt
die Menge

M; =0, %] U [%, 1].
Aus den beiden Teilintevallen von M; werden nun jeweils wieder die offenen mittleren
Drittel entfernt, was auf

My = 0.4 U3 HUBH U]

9 973 379 9
fiihrt. So fortfahrend erhalten wir nach k& Schritten eine Menge M, , die aus 2F disjunk-

ten, kompakten Intervallen besteht. Durch Wegnahme der jeweiligen offenen mittleren
Drittel dieser Teilintervalle entsteht die ndchste Menge My C My . Die Schnittmenge

C .= ﬂMk

keN

wird ,,Cantorsches Diskontinuum* genannt. Das Cantorsche Diskontinuum ist nun iiberab-
zéhlbar, aber dennoch eine Nullmenge (Ubungsaufgabe).

Wir hatten frither schon den Begriff der ,kompakten* Menge eingefiihrt: Fine Teil-
menge M C R (oder allgemeiner M C C ) heifit ,kompakt®, wenn sie abgeschlossen ist
und jede (unendliche) Folge von Punkten in M einen Hiufungswert hat. Der folgende
Satz von Heine® und Borel? ist neben dem Satz von Bolzano-Weierstra$ (,,Eine Teilmenge

3Eduard Heine (1821-1881): Deutscher Mathematiker; Prof. in Halle; einer der wichtigsten Vertreter
der ,,Weierstrafischen Schule® im 19. Jahrhundert; Beitrége zur Theorie der reellen Funktionen, Potenti-
altheorie und Theorie der Differentialgleichungen.

1F¢lix Eduard Justin Emile Borel (1871-1956): Franzdsischer Mathematiker, u. a. Prof. an der Uni-
versitdt Sorbonne in Paris; wichtige Beitrige zur Mafitheorie und zur Spieltheorie; war auch politisch
aktiv (1925-1940 Marineminister) und wéhrend des Krieges Mitglied der Résistance.
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M C R ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlosen ist.*) der zweite
fundamentale Satz tiber kompakte Teilmengen des Zahlenraumes R.

Satz 6.21 (Satz von H?ine-Borel): Fine Teilmenge M C R ist genau dann kompakt,
wenn jede ithrer offenen Uberdeckungen eine endliche Teiliiberdeckung enthdlt.

Beweis: i) Sei zunidchst M kompakt. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis, nehmen
also an, dass es eine Uberdeckung U von M gibt, welche keine endliche Uberdeckung
enthélt. Die Menge M ist beschrinkt, ist also in einem beschrénkten Intervall Iy = [a, b]
enthalten. Mindesten eine der beiden Hélften von I; enthélt einen Teil von M, der
sich nicht durch endlich viele Mengen aus U iiberdecken ldsst. Eine solche Hilfte wird
ausgewihlt und mit I; bezeichnet. Durch Fortsetzung dieser Konstruktion ergibt sich
eine Folge von Intervallen 7, mit den Eigenschaften

I,Ccl, 1C---C Iy, |I,| <271,

und keins der I, kann durch endlich viele Mengen aus U iiberdeckt werden. Diese Inter-
vallschachtelung definiert nach dem Intervallschachtelungsprinzip eine reelle Zahl

x e Mol

Fiir beliebige z,, € I, "M gilt dann |z, — x| — 0 (n — 00), so dass nach Voraussetzung
x € M sein muf. Dann liegt = aber in einer der Mengen U € U . Da U offen ist, gibt
es ein Intervallumgebung I. = (r — e,z +¢) von x mit I. C U. Ferner liegt eins der
Intervalle I, in U, denn fast alle der linken und rechten Endpunkte der I, gehoren zu
U. Es gilt also

MnI,cl,cl.cU.

Dies besagt, dass die Teilmenge M N I, durch das endliche Teilsystem {U} von U
itberdecken lédsst, im Widerspruch zur Konstruktion der M N1, .

ii) Wir nehmen nun an, dass jede offene Uberdeckung von M eine endliche Uberdeckung
enthélt. Sei (z,)nen eine Folge aus M . Wir miissen zeigen, dass sie eine Teilfolge enthélt,
welche gegen einen Punkt aus M konvergiert. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und
nehmen entsprechend an, dass keine Teilfolge von (x,)neny einen Limes in M besitzt.
Dies bedeutet, dass die Folge keinen Haufungswert in M hat. Ist also y ein beliebiger
Punkt in M | so gibt es eine e-Umgebung U.(y) von ¥, so dass die Beziehung z,, € U.(y)
fiir hochstens endlich viele Indizes n gilt. Das System aller Umgebungen U.(y), y € M,
iiberdeckt M . Nach Voraussetzung gibt es dann endlich viele Punkte, etwa y, &k =
1,...,m, so dass gilt:
M C UL, U (yr)-

Daraus folgt aber, dass die Beziehung
T € Uit Us(yr)

fiir alle n gilt, im Widerspruch dazu, dass dies nach Konstruktion nur fiir endlich viele
n gelten kann. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die angekiindigte Charakterisierung der
Riemann-Intergierbarkeit beweisen.
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Satz 6.22 (Satz von Lebesgue): Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integerierbar, wenn sie auf [a,b] beschrdnkt und fast tiberall stetig ist.

Beweis: i) Sei f beschriinkt mit sup,cp,y [f(2)] < Cf, und die Menge M seiner Un-
stetigkeitsstellen eine Nullmenge. Fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0 kann M durch
abzéhlbar viele offene Intervalle {.Ji, k € N} mit

o
Z |Jk‘ <€
k=1

iiberdeckt werden. Die zugehorigen abgeschlossenen Intervalle .J;, iiberdecken dann erst
recht M und auch fiir ihre Léngen gilt die obige Ungleichung. In jedem Punkt z €
[a,b] \ M ist f stetig. Dazu gibt es offene Intervalle .J, mit z € J, und

sup f— inf f<e.
JzN[a,b] JzN[a,b]

Das System der offenen Intervalle J, und J, bildet nun eine Uberdeckung von [a,b].
Nach dem Satz von Heine-Borel wird dann [a, b] bereits durch ein endliches Teilsystem
{Tiys oy Ty Jays - ooy Iz b iiberdeckt. Erst recht wird [a,b] von dem System der zu-
gehorigen abgeschlossenen Intervallen {iberdeckt. Wir wéihlen nun eine so feine Zerlegung
Z von [a,b], so dass jedes ihrer Teilintervalle Iy,..., 1, in einem der Intervalle J, J,,
enthalten ist. Wir wollen das Riemannsche Integrabilitatskriterium anwenden. Dazu be-
trachten wir die Differenz

n

Su(f) = Sz(f) =Y (M —my)| x| = 1 + 5,

k=1

wobei ¥; die Summe ist iiber alle (My—my)|Ix|, bei denen I in einem der Intervalle Jy,
liegt, und ¥y die Summe iiber alle anderen (M, —my)|I;| bedeutet. Nach Konstruktion
gilt dann

21<20f€, 22<5|b—a|.

Folglich ist
Sz(f) = 8z(f) < (2C; +[b—al)e.

Nach dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium ist die Funktion f also iiber [a,b]
Riemann-integrierbar.

ii) Seinun f € R[a,b]. Dann ist f notwendig beschrénkt, da es sonst keine beschrénkten
Obersummen von f geben konnte. Es bleibt also nachzuweisen, dass die Menge M der
Unstetigkeitsstellen von f notwendig das Mafl Null hat. Dieser Beweis ist sehr technisch
und wird daher hier nicht ausgefiihrt; fiir einen vollsténdige Beweis sieche H. Heuser: Lehr-
buch der Analysis, Teil 1, B. G. Teubner, Stuttgart 1991. Q.E.D.
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Bemerkung 6.12: Wir hatten bereits die beiden durch

f(x):{ 1 firzeQ,

0 firz e R\Q,

1/s, fix x=r/s, r€ Z\{0}, s € N (teilerfremd),
glx): =4 1 fir x=0, ;

0 sonst

definierten pathologischen Funktionen f,g:R — R kennengelernt und gesehen, dass f
nirgends, ¢ aber in allen x € R\ Q stetig ist. Die Funktion f ist iiber kein Intervall
[a,b] Riemann-integrierbar, da Ober- und Untersummen sich immer um den Wert |b— a|
unterscheiden. Dagegen ist die nicht minder pathologische Funktion ¢ offenbar nach dem
Satz von Lebesgue iiber jedes Intervall [a,b] Riemann-integrierbar.

6.7 Ubungen

Ubung 6.1 (Aufgabe zum Fundamentalsatz): Man zeige, dass fiir eine stetige Funk-
tion f(t,x) und ein ug € R die beiden folgenden Aufgabenstellungen dquivalent sind:

i) Bestimme eine Funktion u € C1[0,00) als Losung der ,, Anfangswertaufgabe*
u'(t) = f(tu®), t=>0, u(0)=u,

ii) Bestimme eine Funktion u € C]0,00) als Losung der , Integralgleichung*

u(t) = ug +/0 f(s,u(s))ds, t>0.

Ubung 6.2 (Aufgabe zur Stammfunktion): Eine Funktion F: D — R heifit
yotammfunktion® einer Funktion f: D — R, wenn sie differenzierbar ist und wenn gilt:

F'(z) = f(z), z€D.

W f@)=20

b) f(x) =sin(z)cos(z), = € R,
) f@) = o oA

Q) fz)= —— ze(=1,1)
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Ubung 6.3 (Aufgabe zum bestimmten Integral): Man beweise die folgenden Be-

ziehungen
2

a) /Oﬂ|sin(:v)|dlv=4, b) Z(ilk),i :/E a:ligém)'

k=1

Ubung 6.4 (Aufgabe zur partiellen Integration): Man berechne die folgenden In-
tegrale:

w/2 T
a) / sin?(x) du, b) / xsin(z) dz.
0 0
Ubung 6.5 (Aufgabe zum uneigentlichen Integral): Welcher von den Ausdriicken

a) /000 sin(x) dz, b) /000 sin(z?) dz,

existiert als uneigentliches Riemann-Integral? (Hinweis: Bei (b) versuche man die Substi-
tution y := 2 und erinnere sich an das Leibnizsche Konvergenzkriterium fiir alternierende
Reihen.)

Ubung 6.6 (Aufgabe zur Substitutionsregel): Man berechne das uneigentliche
Riemann-Integral

/1 V 1
—dx.
1 1-— fE2
(Hinweis: Substitution = = sin(y))

Ubung 6.7 (Aufgabe zur I'-Funktion): a) Man zeige, dass fiir € R, das uneigent-
liche Riemann-Integral

[(x):= /OO el dt
existiert. Die so definierte Funktion I : R+0—> R heifit ,Gamma-Funktion®.
b) Man verifiziere fiir diese die Funktionalgleichung
MNae+1)=2al(z), z>0.
¢) Man zeige fiir die Gamma-Funktion die speziellen Funktionswerte
'n)=(Mm-1), neN.

Die Gamma-Funktion interpoliert also die Fakultéts-Funktion. (Hinweis: Man bestimme

r(1).)

Ubung 6.8 (Aufgabe iiber Integralnormen): Man zeige, dass auf dem Vektorraum
der iiber einem Intervall [c,d] definierten und stetigen Funktionen durch

lglls = / l9(2)| dz

eine Norm definiert ist. Man zeige, dass jede auf [c,d] gleichmiflig konvergente Folge von
Funktionen auch bzgl. dieser Norm konvergiert.





