3 Zahlenfolgen und Reihen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Konvergenz von Folgen reeller oder komplexer
Zahlen (a,),en und als wichtigen Spezialfall die von zugehérigen Reihen:

n oo
a, = a (n— ), sn:Zak — sw:Zak (n — 00).
k=1 k=1

Die meisten der abzuleitenden Resultate sind sowohl fiir reelle als auch fiir komplexe
Zahlen giiltig; einige sind im vorausgehenden Kapitel bereits fiir rationale Zahlen formu-
liert worden. Sie werden hier der Vollstédndigkeit halber rekapituliert. Wenn eine Aussage
allgemein sowohl fiir reelle als auch fiir komplexe Zahlen giiltig ist, so nennen wir sie
giiltig fiir den Korper K, welcher dann sowohl R als auch C bedeuten kann. Nur solche
Aussagen, die sich auf die Ordnungsrelationen beziehen, gelten nur auf K = R. Einige
Aussagen gelten auch allgemein fiir (unendliche) Teilmengen M C K, was gegebenenfalls
in Klammern vermerkt wird. Wem der Umgang mit komplexen Zahlen noch zu unge-
wohnt ist, mag sich im Folgenden auf den Spezialfall reeller Zahlen konzentrieren, d. h.
den Spezialfall K=R.

3.1 Zahlenfolgen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Folgen (a,)nen reeller oder komplexer Zahlen (und
gelegentlich unendliche Teilmengen M C K). Dabei brauchen die Folgenelemente nicht
notwendig paarweise verschieden zu sein; z. B. die ,konstante“ Folge (ap)neny mit a, :=
a. Durch die gegebene Nummerierung mit dem Index n € N ist eine Folge eindeutig
festgelegt. Eine Umnummerierung der Folgenelemente fithrt auf eine andere Folge mit
unter Umstédnden anderen Eigenschaften. In diesem Sinne unterscheidet sich die Notation
einer Folge“ (a,)nen von derjenigen der ,Menge® ihrer Elemente {a,, n € N}. Wir
sagen, dass eine Aussage fiir ,fast alle” Elemente der Folge gilt, wenn sie fiir alle bis
moglicherweise endlich viele ihrer Elemente gilt. Entsprechend kann als Indexmenge einer
Folge neben N und Ny auch jede Zahlmenge der Form {n € Z| n > ng} verwendet
werden. Greift man aus einer Folge (a,,)nen unendlich viele Elemente mit Indizes ny, (k €
N), ng+1 > ny, heraus, so ist (an, )ren eine sog. ,, Teilfolge” von (an)nen -

Definition 3.1: Wir sagen, dass die Folge (an)nen in K gegen den ,Grenzwert® (oder
LLimes“) a € K konvergiert®, in Symbolen

a, = a (n—o0) oder a= lim a, (auch kurz lim a, = a),
n—0o0

wenn fiir beliebiges ¢ € Ry von einem n. € N an gilt:
lan—al <e, n>n,.. (3.1.1)

Dies wird auch in der Form |a,—a| — 0 (n—o00) ausgedriickt. Im Falle lim,,_,o a, =0
spricht man von einer ,Nullfolge“. (Bem.: In (5.1.1) kann auch < e stehen, und das
beliebig kleine € kann durch 1/N mit einem beliebig groffen N € N ersetzt werden.)
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¢

Satz 3.1: FEine Folge (an)nen in K ist konvergent genau dann, wenn sie ,Cauchy-Folge*
ist, d. h. wenn zu jedem € >0 ein n. € N gibt, so dass fir alle n,m > n. gilt:

lan — an| < e. (3.1.2)

Beweis: Die ,, Vollstandigkeit“ der Zahlkorper K = R und K = C besagt gerade, dass
jede Cauchy-Folge in K einen Limes hat. Umgekehrt ist eine gegen ein a konvergierende
Folge wegen

la, — am| <la, —al+|a—ay,] = 0 (n,m — o)

notwendig auch Cauchy-Folge. Q.E.D.

Bemerkung 3.1: Die folgenden Aussagen zur Konvergenz von Folgen in K sind teilweise
bereits von Folgen in @Q her bekannt oder ergeben sich durch elementare Argumente:

1. Der Limes einer konvergenten Folge (a,)nen ist eindeutig bestimmt, denn aus a =
lima, = a folgt iiber |a—d'| < |a—a,|+|a,—ad'| = 0 (n = 00) notwendig a = o’ .

2. Werden bei einer konvergenten Folge nur endlich viele Folgenelemente geéndert, so
bleibt die resultierende Folge konvergent mit demselben Limes. Inshesondere ist mit
a = lim, o a, auch a = lim, o, a,4 fiir festes k € N.

3. Eine konvergente Folge (a,),en ist notwendig beschrinkt, da fir n > n; € N gilt:

lan| < la, —al +|al <14 |al.

4. Gilt fiir die Elemente einer konvergenten reellen Folge a, > 0 fiir fast alle n € N

so folgt fiir deren Limes a > 0. (Warnung: Aus a, > 0 fiir fast alle n € N kann
nicht auf a > 0 geschlossen werden.)

5. Seien (an)neny und (b,)neny konvergente Folgen mit Limiten @ := limpeya, und
b := lim,en b, . Dann sind auch die Summenfolge (a, + b,)nen, die Produktfolge
(anbn)neny und im Fall b #£ 0, b, # 0 die Quotientenfolge (a,,/b,)n 00 konvergent,
und es gilt

nlglolo(anern) = a-+b, ng;o(anobn) = a-b, nlglolo(an/bn) = a/b.
Insbesondere ist jede , Linearkombination (aa, + b, )nen, o, 8 € K, zweier kon-
vergenter Folgen konvergent mit Limes aa + (b; die konvergenten Folgen bilden
also einen Vektorraum iiber K (— Lineare Algebra).

6. Fiir eine konvergent Folge (ay)neny mit Limes a sind auch die Folgen der zugehorigen
Real- und Imaginérteile sowie der Absolutbetriage konvergent, und es gilt:

lim Rea, = Rea, lim Ima, =Ima, lim |a,|=]al.
n—oo n—roo n—oo
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Beispiel 3.1: Wir listen ein paar typische Beispiele von Zahlenfolgen und diskutieren die
., Tricks® zur Untersuchung ihrer Konvergenz:

1.

Die , konstante* Folge mit den Elementen a, = a € K (n € N) ist offenbar konver-
gent gegen a.

Die Folge mit den Elementen a, = 1/n (n € N) ist eine Nullfolge, da es nach
dem Archimedischen Axiom zu jedem 1/e > 0 ein n € N gibt mit n > 1/e.
Dasselbe gilt fiir die Folge mit den Elementen a, = n/2" (n € N), da die Potenz
2" schneller wiichst“ als n (Beweis durch vollsténdige Induktion).

Die Folge mit den Elementen a, = (n+1)/n (n € N) konvergiert gegen den Limes
a=1,da a,—1=1/n und lim 1/n=0.

Die Folge mit den Elementen a, = (—=1)" (n € N) ist nicht konvergent (d. h.
ydivergent®), da fiir jedes a,, gilt |a,411 —a,| = 2; d. h.: Die Folge ist keine Cauchy-
Folge.

Fiir die Folge mit den rationalen Elementen

B 2n? + 3n

Gy
n?—1

erhalten wir nach Kiirzen die Konvergenz

24+ 3/n
S /AL .
an Ty — (n — 00)

Die Folgen mit den (positiven) Elementen

10n ”10
= oder aq, = —
n!

=
lassen sich nicht auf so einfache Weise behandeln, da 10" — oo (also keine Konver-
genz!) und 1/n! — 0 fiir n — oco. Hier muss etwas feiner argumentiert werden (s.
Ubungsaufgabe). Man leitet etwa Abschitzungen der Form

(6%
a, < - oder a, < fq"

her mit Konstanten «,5 € R, und einem ¢ € R, mit ¢ < 1, und erschlief}t
hieraus wegen
— =0 (n— ), " = 0 (n— ),
n
dass beide gegebene Folgen Nullfolgen sind. Umgekehrt erschlieit man aus Abschét-
zungen der Form
a, > an oder a, > pq"

mit Konstanten «, 3 € R, und einem ¢ > 1 wegen ¢" — oo (n — o0) die strenge
Divergenz der Folgen.
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7. Fiir die Folge mit den Elementen

an:\/ﬁ(\/n+ 7\/5)
gilt

0 = 7 n+l-n Vn B 1 .
" Vnt+l+yn Vn+l+yn 1+1/n+1

(n — 00).

DO =

. Fiir konvergente Folgen (a,)neny und (by)neny in R folgt aus a,, > b, fiir fast alle

n € N, dass auch lim,_,., a, > lim,_,. b, . Oft ist es nicht unmittelbar klar, wie
die Relation a,, > b, allgemein fiir alle n gezeigt werden kann. In diesem Fall ist

man versucht, die ,Evidenz“ dieser Eigenschaft durch ,numerische Experimente*
(d. h. Stichproben fiir einzelne n) zu bestétigen. Dies fithrt unter Umstédnden zu
Fehlschliissen, wie das folgende Beispiel zeigt:

Fiir die ersten 10° Elemente der durch

ap = V0 + 1000 — v/,  byi=y\/n+vin— v, = n+ﬁ780—\/ﬁ

gegebenen Folgen ist a, > b, > ¢, . Trotzdem ergibt die richtige Analyse:
an =0 (n—00), by,—3 (n—00), ¢ —00 (n—00),

im Widerspruch zur experimentell begriindeten Vermutung.

. Wir betrachten fiir ein festes ¢ € Ry die Folge mit den positiven Elementen

a, = v/c.
Fiir den trivialen Fall ¢ = 1 ist offenbar lim, ,,, a, = 1. Wir wollen zeigen, dass
dies auch fiir allgemeines c¢ gilt. Diese Vermutung motiviert im Fall ¢ > 1 den
Ansatz a,, =1+ h, mit gewissen h, > 0. Damit ist dann

c—1
>

c=(1+h,)" > 1+ nh, bzw. >h, >0.

n

Fir n — oo konvergiert also h, — 0, was a, — 1 (n — oo) impliziert. Im Fall
¢ < 1 beachten wir, dass 1/c¢ > 1, und mit dem eben Gezeigten folgt:

1
= lim ¥c= lim a,.

1
-_—_— = 1‘ -
hmnﬁoo W 'le_)nOlO 1/ 1/C n—00 n—00

Etwas schwieriger steht es bei der Folge mit den Elementen

1

n

ap, = /N

Wir schreiben wieder a,, = 1+ h,, mit gewissen h, > 0. Fiir n > 2 folgt dann mit
Hilfe der binomischen Formel:

—1
n=(1+h,)" > 1+ (Z)hiu"(”Q)hi bzw. n—1> Thizo,
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bzw. h, < \/2/n. Damit finden wir
|V/n =1 =h, =0 (n— o).
SchlieBlich betrachten wir die Folge mit den Elementen

a, = Vnl!.

Diese ist nun streng divergent gemiB /n! — oo (n — o) (Ubungsaufgabe). Daran
schliet sich die Frage nach dem Verhalten der Folgen mit den Elementen

n )

n n™\ l/n n
an = — oder a, = - =
n! n! n!

an, was ebenfalls als Ubungsaufgabe gestellt sei.
10. Folgen (a,)neny werden hiufig auch rekursiv definiert; z. B. erhélt man durch
Qg = 07 ay = ]-7 n Z 2: Qp 1= Qp—1 + Ap—2,

die sog. ,Fibonacci'-Zahlen® (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...), welche wegen a,; >
n divergent ist. Der Limes

g = lim Gntl _ s(1+ V5),

n—oo  (y,

ist der sog. ,,goldene Schnitt“ in der Proportionenlehre (Ubungsaufgabe). Die Quo-
tienten g, := a,41/a, geniigen der rekursiven Beziehung

1
Ony1 =1+ —.
Im Falle der Konvergenz g, — g (n — 00) geniigt der Limes also der zugehorigen

,, Fixpunktgleichung*
1
g = 1 + )
g

aus der man ihn als g = (1 + V/5) bestimmt. Dieses heuristische Argument kann
aber i. Allg. nicht den formalen Nachweis der Konvergenz der Folge ersetzen. Zu der
Folge mit den Elementen

ap:=0, neN: an = (1+ay)a, — 3,

gehort die Fixpunktgleichung a = (1 4 a)a — 3 mit den Losungen a = ++/3; die
Folge selbst ist aber divergent: a; = —3, as = 3, a3 =9, a4 = 87, a5 = 7653, ....

Leonardo Pisano (aus Pisa), genannt Fibonacci (um 1170 — um 1250): , Erster” bedeutender Mathe-
matiker des Abendlandes; gehorte zum Gelehrtenkreis um Kaiser Friedrich II; brachte von ausgedehnten
Reisen eine systematische Einfithrung in das indisch-arabische Zahlensystem nach Europa; in seinem Re-
chenbuch , Liber abacci“ untersuchte er u. a. die nach ihm benannte Folge als einfaches Modell fiir das
Wachstum von Populationen.
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Definition 3.2: (Wiederholung) Eine Folge (ay)nen (oder Teilmenge) in K heifit ,be-
schrankt®, wenn mit einer Konstante K € R gilt:

la,| < K, neN.

Fiir Folgen (oder Teilmengen) in R kann man zwischen ,Beschrinktheit nach oben® und
,Beschrdnktheit nach unten® unterscheiden gemdfs :

a, <K, neN, oder a,>K, neN.

Lemma 3.1: FEine beschrinkte Folge (an)nen in R (oder unendliche Teilmenge) in R
besitzt eine ,kleinste“ obere Schranke, die sog. ,obere Grenze® (oder ,Supremum*)
supa, :=min{K € R|a, < K Vn €N},

neN

sowie eine ,qrifite untere Schranke, die sog. ,untere Grenze“ (oder ,Infimum*)

ingan :=max{K € R|a, > K Vn e N}
ne

Mit diesen gilt

inf a, <a, <supa, VnéeN.
neN neN

Fiir eine unbeschrinkte Folge in R ist

inf a, := —o0 oder supa, := co.

neN neN
Beweis: Sei M = {K € R|K > a, Vn € N} die Menge der oberen Schranken der
Folge (ap)nen. Dann gibt es gemidfl der Trennungseigenschaft von R (dquivalent zur
Vollsténdigkeit) eine Zahl s € R mit der Eigenschaft a, < s < K, K € M,n e N, d. h.:

s ist obere Grenze von (an)nen. Die Existenz einer unteren wird analog erschlossen.
Q.E.D.

Beispiel 3.2: Wir geben fiir eine Reihe von Folgen (a,)neny untere und obere Schranken
bzw. Grenzen an:

_ 1 _
ap =" : s=1 5=o00; ap, = — - s=0, s=1;
n
1 1
Ap = — s=0, §=%; ap, =14+ —": s=1, 3:%;

2n
Offensichtlich konnen die obere und die untere Grenze auch Element der Menge sein,
miissen es aber nicht.
Definition 3.3: Ein a € K heifit ,,Hiufungswert® einer Folge (a,)nen in K, wenn es
zu beliebigem € > 0 unendlich viele Folgenelemente a, gibt mit
la —a,| < €.

Ein a € K heifst ,Haufungspunkt® einer Teilmenge M wvon K, wenn es zu beliebigem
e >0 stets unendlich viele Elemente © € M gibt mit

la —z| <e.
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Beispiel 3.3: Folgen mit mehreren Hiufungswerten lassen sich leicht finden:

1. Die divergente Folge mit den Elementen a,, = (—1)" (n € N) hat die zwei Haufungs-
werte ) =1 und a® = —1.

2. Aus zwei konvergenten Folgen (a,)neny und (b,)neny mit Grenzwerten a bzw. b
erhélt man durch die Setzung

Cop—1 ‘= Up, Cop = bna ne Na

eine neue Folge (¢, )nen mit den beiden Haufungswerten a und b.

Bemerkung 3.2: Wir stellen einige offensichtlichen Eigenschaften von Folgen mit Héu-
fungswerten zusammen:

1. Zu jedem H&ufungswert a gibt es eine Teilfolge (an, )ren von (an)nen, die gegen
a konvergiert: a = limy_,o ay, -

2. Die Haufungswerte einer Folge é&ndern sich nicht, wenn man endlich viele Elemente
der Folge verandert.

3. Ist die Folge konvergent, so ist ihr Grenzwert nach Definition auch Héufungswert
und zwar der einzige, denn fiur zwei Haufungswerte a = limy o a,, und o =
limy_y e Ay, gilt nach dem Konvergenzkriterium

la —d| <la—an| +|an, — ay |+ |ay —d|[—=0 (k— o0).

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Analysis ist der folgende Satz von Bolzano-
Weierstraf3?.

Satz 3.2 (Satz von Bolzano-Weierstraf}): a) Jede beschrinkte Folge (oder unendli-
che Teilmenge) in K besitzt einen Héiufungswert (bzw. Héiufungspunkt).

b) Jede beschrinkte Folge (oder Teilmenge) in R besitzt einen grifiten sowie einen klein-
sten Haufungswert (bzw. Hiufungspunkt), die mit imsup,,_, . a, (oder lim, . a, ) bzw.
liminf, o a, (oder lim, . a, ) bezeichnet werden.

Beweis: Da man aus jeder unendlichen Menge von Zahlen eine unendliche Folge auswéhlen
kann, gentigt es, die Behauptung fiir Folgen zu beweisen.

i) Wir beweisen die Behauptung zunichst fiir R. Fiir eine beschriankte Folge (an)nen
in R gibt es eine obere Schranke und eine untere Schranke, d. h. Zahlen ¢, by mit der
Eigenschaft ¢o < a, < by, n € N. Ausgehend von dem Intervall

Iy :=[co,bo] ={x € R| g <z < by}

definieren wir rekursiv eine Folge von Intervallen I := [y, by] mit Lange |Ii| := |by — ¢
und den Figenschaften einer Intervallschachtelung:

2Karl Theodor Weierstra$ (1815-1897): Deutscher Mathematiker; ab 1856 Prof. in Berlin; begriindete
die moderne ,strenge* Analysis.
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1. In I liegen unendlich viele Glieder der Folge (a,)nen, und fiir fast alle n € N ist

Qp, < bk'
2. I, CIi_q.
3. L] <2791

Zur Definition von I1 = [¢1,b1] setzen wir mit dem Mittelpunkt zo = 1 (by + ap) :

[co, z0], falls i) an € [co, 20] flir unendlich viele n € N,
[c1,b1] :== und ii) a, < zo fiir fast alle n € N;

[20,b0], sonst.

Nach Konstruktion enthilt [c1,b1] C [co, bo] unendlich viele Folgenelemente, und es gilt
a, < by fiir fast alle n € N, sowie nach Konstruktion |b; — ¢;| < %|bo — ¢o| . Also ist
I} = [e1, b1] ein Intervall mit den geforderten Eigenschaften. Durch sukzessive Anwendung
dieser Konstruktion erhalten wir dann eine Folge von Intervallen I, = [cx, b], k € N,
welche alle diese Eigenschaften haben. Die Folge von Intervallen (Ij)gen, bildet offenbar
eine ,Intervallschachtelung” in R, und aufgrund der Intervallschachtelungseigenschaft
(Aquivalent zur Vollsténdigkeit) existiert eine Zahl ¢ € R mit a € I, fiir alle k € Ny. Da
jedes der I, unendlich viele Folgenelemente enthéilt und |I;| — 0 (k — oo) konvergiert,
ist a definitionsgeméfl Haufungswert der Folge. Dieser ist auch der grofite Haufungswert.
Denn fiir beliebiges € > 0 gilt nach Auswahl der Intervalle [, fiir fast alle n € N:

an, <b, <|bp—a|+a<e+a.
Gébe es nun einen gréBeren Haufungswert ' > a, so wiirde mit ¢’ := $(a’ — a)

an <& +ta=2%id—-a)+a=3%id+a)=d - i(d —a)=d —¢

fiir fast alle n € N gelten, im Widerspruch dazu, dass o’ Haufungswert sein soll. Die
Existenz eines kleinsten Haufungswertes wird analog erschlossen.

ii) Sei nun (z,)nen eine beschrinkte Folge in C. Dann sind auch die Folgen (x,)nen
und (Yn)nen der zugehorigen Real- und Imaginérteile in R beschrinkt. Nach dem eben
Gezeigten existiert eine konvergente Teilfolge (2, )ren der Realteile, x,, — = (k — o),
und wegen der Beschrénktheit der zugehorigen Teilfolge (yn, )ren der Imaginérteile eine
weitere konvergente Teilfolge (ynkj )jen mit Limes y € R. Dann gilt

Zny, = Ty, + WYy, = T iy =2 (j = 00).
Damit ist der Beweis vollsténdig. Q.E.D.
Definition 3.4: FEine Teilmenge M C K, welche alle ihre Haufungspunkte enthdlt heifit

,abgeschlossen®. Fine abgeschlossene Teilmenge M C K, in der jede (unendliche) Folge
einen Hdaufungswert hat, heifst  kompakt® .



3.1 Zahlenfolgen 69

Bemerkung 3.3: Eine kompakte Teilmenge M C K ist notwendig beschrinkt (Sonst
gibe es eine strikt divergente Teilfolge ohne Haufungswert.) und nach Definition abge-
schlossen. Umgekehrt besagt der Satz von Bolzano-Weiserstraf also, dass im (bewerteten)
Zahlkérper K jede beschriankte, abgeschlossene Teilmenge M C K kompakt ist. Diese
Aussage ist in allgemeinen normierten Vektorraumen nicht richtig (— Funktionalanalysis).

Bemerkung 3.4: Der oben angegebene Beweis des Satzes von Bolzano-Weiserstrafl ent-
hélt ein Argument, welches nidhere Betrachtung verdient. Es wird postuliert, dass zu der
unendlichen Folge von Intervallen [cy,bx] eine gleichfalls unendliche Folge von Punkten
ap, € [Ck,bi] ,ausgewdhlt® werden kann. Dieser Prozess ist nicht ganz klar, da er ja
eigentlich unendlich viele Schritte erfordert, die natiirlich nicht wirklich ausgefiihrt werden
konnen. Es handelt sich hierbei also um die Anwendung eines logischen ,, Axioms*, des sog.
»Zermeloschen® Auswahlaxioms®. Im Fall von abzihlbar unendlich viele Mengen entspricht
dies gerade dem friither schon verwendeten Induktionsprinzip und ist unproblematisch. Die
Verwendbarkeit dieser Schlussweise auch in Verbindung mit iiberabzéahlbar vielen Mengen
ist allerdings nicht so klar und hat in der Anfangsphase der mengentheoretischen Analysis
zu erheblichen Kontroversen unter Mathematikern gefiihrt (siehe auch Bemerkung 2.8).
Heute besteht mehrheitlich die Meinung, dass der Verzicht auf dieses Beweishilfsmittel
die weitere Entwicklung der mathematischen Forschung stark behindern wiirde.

Korollar 3.1: Es gelten die folgenden Aussagen:

a) Eine beschrinkte Folge (an)nen in K, die nicht konvergiert, besitzt mindestens zwei
verschiedenen Hiufungswerte, d. h.: Fine beschrdankte Folge mit nur einem Hdufungswert
st insgesamt konvergent gegen diesen. Bei einer unbeschrinkten Folge kommt als weitere
Modglichkeit der ,Nichtkonvergenz“ noch die Existenz einer streng divergierenden Teilfolge
hinzu.

b) Fiir eine Folge (an)nen in R gibt es fiir beliebiges ¢ € Ry hdchstens endlich viele
Folgenelemente ay mit der Eigenschaft

ap <liminfa, —e <limsupa, +¢ < a.
n—00 n—o0

Beweis: a) Eine beschrinkte Zahlenfolge (a,)nen besitzt nach dem Satz von Bolzano-
Weierstra3 mindestens einen Héaufungswert. Da es wegen der Beschréanktheit der Fol-
ge keine echt divergierende Teilfolge geben kann, wiirde die Nichtexistenz eines zweiten
Haufungswertes die Konvergenz der Folge implizieren, im Widerspruch zur Annahme.

b) Die Existenz von unendlich vielen Folgenelementen ,rechts von limsup,, . a, + €
oder ,links* von liminf, . a, —e widerspricht der Definition von , gréfitem* und , klein-
stem“ Haufungswert (Details Ubungsaufgabe). Q.E.D.

3Ernst Zermelo (1871-1953): Deutscher Mathematiker; Prof. in Ziirich und Freiburg; Beitrige zur
Variationsrechnung, Mengenlehre und statist. Mechanik.
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Bemerkung 3.5: Wir listen einige Eigenschaften des limsup und liminf von Zahlen-
folgen (ap)neN und (b,)nen, die giiltig sind, sofern die auftretenden GroBen existieren:
(Beweis Ubungsaufgabe)

lim inf a,, + lim inf b;, < liminf (a, + b,,)
n—r00 n—0o0 n—00

< liminf a,, + limsup b,, (3.1.3)

n—o0 n—o00

< limsup (a, + b,) < limsupa, + limsup b, .

n—0o0 n—oo n—0o0

Im Falle a,, b, > 0 gilt:

liminf a,, - liminf b, <liminf (a,b,)
n—0o0 n—o00 n—0o0

< liminf a,, - limsup b, (3.1.4)

n—o0 n—oo

< limsup (a,b,) < limsupa, - limsupb, .
n—oo n—oo n—0o0

Definition 3.5 (Monotonie): Die Folge (ap)nen in R heifit ,monoton steigend“ bzw.
»monoton fallend*, wenn gilt

Uni1 > a, (n€N) bzw. any1 < a, (n€N).

Satz 3.3 (Monotone Konvergenz): Jede beschrinkte, monoton steigende oder fallen-
de Folge (an)nen in R besitzt einen Grenzwert.

Beweis: Fiir die beschrinkte Folge (a,),en sind notwendig der grofte und der kleinste
Héufungswert endlich:

—o0 < liminf a, < limsup a, < oco.
n—oo n—oo

Ist die Folge monoton steigend, so miissen alle Folgenelemente links von liminf a, liegen,
da andernfalls keine gegen liminfa, konvergierende Teilfolge existieren kénnte. Damit
ist liminf, ,., a, als der kleinste auch der einzige Haufungswert der beschrinkten Folge
(an)nen Folge und damit ihr Limes. Umgekehrt liegen fiir eine monoton fallende Folge
alle Elemente rechts von limsup a,, . In beiden Féllen ist demnach liminf a,, = limsup a,, ,
was zu beweisen war. Q.E.D.

Bemerkung 3.6: Eine nach unten durch Null beschrénkte und monoton fallende Folge
(an)ner ist nicht notwendig eine Nullfolge, und eine monoton steigende Folge muss nicht
unbedingt streng divergieren, wie die folgenden Beispiele zeigen:

1 1
ap=14— =1 (n—o0) ap=1—— =1 (n— o0).
n n
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Beispiel 3.4: Die Folge mit den (positiven) Elementen

_1 1 1 1
Ap = +i+§++ﬁ
ist offensichtlich monoton wachsend und wegen

1 /1\2 NG 1-(3)"
P <,) <,> 148 g
an < 1Hl+54(35) ++(5 + =1 <

auch beschrinkt. Nach Satz 3.3 ist sie folglich konvergent. Thr Limes ist, wie wir spéter
noch sehen werden, gerade die oben schon erwihnte (transzendente) Zahl e.

Beispiel 3.5: Zur Berechnung der Quadratwurzel einer positiven reellen Zahl a kann
der folgende Algorithmus verwendet werden: Ausgehend von einem Startwert z; € Q mit
x1 < 2,22 > 2 definieren wir eine Folge rationaler Zahlen durch die Rekursionsvorschrift:

1 2
nelN: x,.,:= 5{9:” + —}

n

Mit x; > 0 sind auch alle weiteren Folgenelemente positiv. Dariiberhinaus folgt aus
22 > 2, dass

1 2 1 2 1
Lnt1 = i{m" + ;} = Exn{]- + Iﬁ} < §$n{1 +1} = x,.

Weiter ist nach Konstruktion 2z, 17, = 22 + 2 sowie

2 2 2 2
Ty — 2=, — 2Tp1Tp + T, + 20010, — 2, — 2> 0,

= (Tn+1—Tn)2>0 =0

und folglich z?,, > 2. Mit Induktion nach n gelten diese Bezichungen damit fiir alle
Folgenelemente. Die Folge (x,),en ist also ,monoton fallend“ und sowohl nach oben als
auch nach unten beschréankt: 1 < z,, < 2. Folglich ist sie konvergent gegen einen Limes
x € R. Fiir diesen gilt dann wegen der Konvergenz xz,, — z, x,.1 — x fir n — co:

T —l{x +3}—>1{x+g}
n+l -— ) n T, 9 T .
Dies impliziert
1 2 9
I:*{$+7}7 z° =2,
2 x

d. h.: Der Limes x ist die gesuchte Quadratwurzel von 2. Fiir den Startwert x; = 2
liefert das obige ,iterative“ Verfahren die Folgenelemente

29 =1,5, w3=1,416..., x,=1414215..., x5= 1.414213561374 ...,

welche den gesuchten Wert /2 = 1,414213561373095 . .. offenbar sehr schnell annihern;
die Anzahl der korrekten Dezimalstellen verdoppelt sich in jedem Schritt. Dieses Néhe-
rungsverfahren wird ,,quadratisch konvergent“ genannt. Wir werden es spéter als das
»Newton-Verfahren“ wiederfinden.
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3.2 Unendliche Summen (,,Reihen*)

Wir betrachten das Verhalten von Folgen endlicher Summen (sog. ,,Partialsummen®)

n
Sp = E ag
k=1

von reellen oder komplexen Zahlen ay fiir n — oo . Dabei kann anstatt des Indexbereichs
k = 1,...,n, auch jeder andere endliche Abschnitt & = r,r +1,...,r +n der ganzen
Zahlen vorkommen, insbesondere £ =0,1,...,n.

Definition 3.6: Eine unendliche Summe (eine sog. ,Reihe®) > 7~ aj, heifit ,konver-
gent“ mit Limes so, , wenn die Folge ihrer Partialsummen konvergiert:

n
Sn :Zak — 800 (N — 00).
k=1

Wir werden im folgenden die Notation einer Reihe soo = Y, a) verwenden, auch wenn
ihre Existenz, d. h. die Konvergenz der zugehorigen Partialsummen nicht gesichert ist.
Die Konvergenz einer Reihe ist nicht selbstversténdlich, wie die (pathologischen) Beispiele

Zn:k _nnt1) oo (n— oo), zn:(—l)’“ :{ —1  fiir n ungerade,
k=1

2 P 0 fiir n gerade,

zeigen. Wir bemerken, dass sich auch die Konvergenzuntersuchung fiir allgemeine Folgen
(a@n)nen Uber die Setzung

n—1

n = ay+ (a3—a) + -+ (A= ap 1) = a1+ Y _ (k41— )
k=1

in die von Reihen einordnen lasst.

3.2.1 Konvergenzkriterien

Das Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Folgen besagt, dass eine Reihe genau dann
konvergent ist, wenn zu jedem ¢ > 0 eine n. € N existiert, so dass fiir alle n > m > n,
gilt:

n

[$n — Sm| = ’ Z ak‘ <e. (3.2.5)

k=m+1

Lemma 3.2 (Reihenkonvergenz): Eine Reihe > .-, a; kann nur dann konvergent
sein, wenn ihre Partialsummen beschrinkt sind und ihre Glieder eine Nullfolge bilden,
d. h.: ap — 0 (k— 00).
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Beweis: Sei
o0
Soo = E ap = lim s, .
n—oo
k=1
Dann gilt

lim a, = lim (s,—s,-1) = lim s, — im 8, 1 = Soo — S0 = 0,
n—0o00 n—oo n—00 n—oo

was zu zeigen war. Die Beschrinktheit der Partialsummen folgt notwendig aus der Be-
schrinktheit konvergenter Folgen. Q.E.D.

Lemma 3.3: Fiir zwei konvergente Reihen Y " a, und Y " b, ist auch jede Linear-
kombination Y~ («aa, + Bb,) mit «, € K, konvergent, und es gilt

f:(aan + Bb,) = O‘ian +B§:bn- (3.2.6)
n=1 n=1 n=1

Die konvergenten Reihen bilden also wie die konvergenten Folgen einen reellen bzw. kom-
plexen Vektorraum.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der entsprechenden Aussage fiir
konvergente Folgen. Q.E.D.

Die Nichtkonvergenz einer Reihe kann sich auf verschiedene Weise ausdriicken. Sie
kann direkt , divergieren“, d. h.:

’ zn:ak‘ — 00 (n— 00), (3.2.7)

k=1

oder sie kann auch mehr als einen Haufungswert haben wie die obige Reihe mit den
Elementen aj, = (—1)*, welche sogar beschrinkte Partialsummen hat.

Beispiel 3.6 (Geometrische Reihe): Die sog. ,geometrische Reihe* hat die Form

o0
Soo = g z*
k=0

fiir festes € K mit x # 1. Ihre Partialsummen sind

" 1—gnt!
k 2 n
. = =1 -
S Z T +z° + +x =
k=0
Im Fall |z| <1 konvergiert offensichtlich
6n = 500 = ixk . (3.2.8)
— l1-z

wihrend fiir |2| > 1 wegen 2" 4 0 keine Konvergenz vorliegen kann.
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Beispiel 3.7 (Harmonische Reihe): Die Eigenschaft a, — 0 (n — 00) ist allein noch
nicht hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe )~ a) (ein beliebter Trugschluf , nicht-
strenger® mathematischer Argumentation). Dies zeigt das Beispiel der sog. ,,harmonischen

Reihe*
o0
Se0 =
k=1

Hier gilt offensichtlich a, — 0 (n — o0), aber wegen

| =

= SSI_ L Lo
am m_k, Hk:_m—i—l 2m = 2m 2m, 2
=m _—
m-mal

ist das Cauchysche Konvergenzkriterium nicht erfiillt. Die harmonische Reihe ist also nicht
konvergent. Tatséchlich ist sie streng divergent:

Sn = Z% — 00 (n— o0). (3.2.9)

k=1

Lemma 3.4 (Reihen mit nichtnegativen Gliedern): Eine Reihe Y oo a; in R mit
Gliedern ay, > 0 st genau dann konvergent, wenn ihre Partialsummen beschrinkt sind.

Beweis: Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend

n n
Sp = E ap < E Qk + Gpt1 = Spy1-
k=1 k=1

Nach dem Konvergenzsatz 3.3 fiir monotone Folgen folgt dann aus der Beschriinktheit der
Partialsummen die Konvergenz der Reihe. Q.E.D.

Lemma 3.5 (Leibniz-Kriterium): Eine Reihe soo = > 5o a;p in R heifit ,alternie-
rend”, wenn ihre Elemente alternierende Vorzeichen haben, d. h.: apiia, < 0. Eine

solche Reihe ist konvergent, wenn die Absolutbetrige ihrer Glieder eine monoton fallende
Nullfolge bilden:

|an| > |ansa| =0 (n— o0). (3.2.10)

Fir die Reihenreste gilt dabei die Abschditzung
’ 3 ak‘ < am)- (3.2.11)
k=m

Beweis: i) Sei 0.B.d.A. a; > 0. Dann ist

Aon + Gopg1 <0, agp_1+az, >0,
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und folglich

Sont1 = a1 + (as+a3) + (as+as) + - - + (a2n+a2p+1) < Sope1 < -+ <53 < 59,
Son = (a1+a2) + (ag+aq) + - + (agn—1+0a2,) > Sop—2 > -+ > 54 > 5.

Ferner gilt so,11 — So, = a9,01 > 0 und somit
Sg <+ < S < Sgpq1 <o <ost

Die Folgen der Partialsummen (s2,)nen mit geraden Indizes bzw. (S2n41)nen mit unge-
raden Indizes sind also beschrinkt und monoton wachsend bzw. monoton fallend; beide
sind daher konvergent mit Limiten s, = lim,,_, So, bzw. s* = lim,, . S2,+1, 50 dass

Son < 85 <57 < Sgpq1
Nach Voraussetzung konvergiert nun
5941 — Son| = |a2p1| = 0 (0 — 00),

was s, = s* impliziert.
ii) Aus dem in (i) Gezeigten folgt im Fall m =2n+1:

[e o]
0< S0 —8S2m = E g = Soo — So2n+1 +02n41 < U2n+1,
—_———
k=2n-+1 <0
und somit
o0
E ak‘ < |aznial-
k=2n+1
Im Fall m = 2n wird analog geschlossen. Q.E.D.

Beispiel 3.8: Wir geben zwei Beispiele alternierender Reihen:

1. Die alternierende harmonische Reihe

L (—1)kt 11 1 1 1
=Y —— =1l -t ===+ ...
° ; K 237175 6"

konvergiert nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium. Ihr Limes ist, wie wir
spéter sehen werden, gerade der Funktionswert s., = In(2) = 0,69314718... des
natiirlichen Logarithmus.

2. Die Leibnizsche Reihe

L (—1)F 1 1 1 1 1
3 ;%H 375 7 ot

i,

ist ebenfalls konvergent mit dem Limes s, = ;
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3. Die Monotoniebedingung in Lemma 3.5 ist i. Allg. wesentlich fiir die Konvergenz
einer alternierenden Reihe. Die alternierende Reihe Y~ aj mit den Gliedern

1 1

Qo = ok Agk—1 = %

ist als ,Superreihe* der harmonischen Reihe divergent, obwohl ihre Glieder eine
Nullfolge sind. Das Konvergenzverhalten einer alternierenden Reihe kann sich bei
Umordnung ihrer Glieder, d. h. der Reihenfolge der ay, drastisch dndern. Die al-
ternierende harmonische Reihe bleibt, wie wir spéter noch sehen werden, bei der

Umordnung
— (—DF! ~ 11 1,1 _ 1 1,1 1
SOC:Z A _>soo::(1+§_§)+(5+?_1)+(5+ﬁ_6)+
k=1

konvergent, aber mit einem Limes §,, > S, = iw. Unter der ,totalen* Umordnung

L (—1)kt 5 1 = 1
= = Yy
k=1 k=1 k=1

entsteht sogar eine divergente Reihe. Dies zeigt, dass der Umgang mit unendlichen
Summen heikel ist, und dass insbesondere das von endlichen Summen her vertraute
Assoziativgesetz hier nicht unbedingt gelten muss.

4. Von Dirichlet* stammt die folgende Verallgemeinerung des Leibnizschen Kriteriums:

Die Reihe Y 2, ay in R habe beschrinkte Partialsummen und die Folge (bg)gen in
R sei eine monotone Nullfolge (Insbesondere seien also die Glieder by, alle positiv
oder alle negativ.). Dann konvergiert die Reihe

o)
E akbk .
k=1

Setzt man im Dirichlet-Kriterium a, = (—1)%, so ergibt sich gerade das obige
Leibniz-Kriterium.

5. Auf Reihen mit monoton fallenden Gliedern bezieht sich auch das folgende Konver-
genzkriterium von Abel®:

Die Reihe ), yar in R sei konvergent, und die Folge (by)ren in R sei be-
schrankt und monoton fallend. Dann konvergiert auch die Reihe

o0
E akbk .
k=1

4Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), geb. in Diiren (damals bei Frankreich): Wirkte
in Berlin und als Prof. in Gottingen (Nachfolger von Gauf} ); wichtige Beitrége zur Zahlentheorie, Analysis
und Differentialgleichungen (,,Dirichletsches Prinzip“).

®Niels Henrik Abel (1802-1829): Norwegischer Mathematiker; bereits mit 26 Jahren an Tuberkulose
verstorben; Arbeiten iiber algebraische Gleichungen (speziell der quintischen Gleichung) und Gruppen-
theorie.
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Die Konvergenz alternierender Reihen ist sehr fragil, da sie in der Regel bei Umord-
nung der Reihenglieder verloren gehen kann. Wir fithren daher den folgenden stérkeren
Konvergenzbegriff ein.

Definition 3.7: Eine Reihe > 7 | a, wird als ,absolut konvergent® bezeichnet, wenn die
Reihe > | lay| der Absolutbetrige ihrer Elemente konvergent ist.

Bemerkung 3.7: Wir stellen einige einfache Aussagen iiber absolut konvergente Reihen
zusammen, die sich unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen fiir konvergente Folgen
(von Partialsummen) ergeben:

1. Eine absolut konvergente Reihe ist automatisch auch konvergent. Dies folgt aus

m m
DI ES !
k=n k=n

2. Fiir eine absolut konvergente Reihe Y ° a, in C sind auch die Reihen der zu-
gehorigen Real- und Imaginérteile absolut konvergent, und es gilt

ian = iRean—Fiihnan.

n=1 n=1 n=1

3. Fasst man jeweils endlich viele Glieder einer absolut konvergenten Reihe durch
Klammern zusammen, so ist die entstehende Reihe ebenfalls konvergent und hat
dieselbe Summe:

dap=ait -t ag taga bt ag o tag, o tag,, o= o
—_———

a1 a2 On

Dies ist klar, da die Partialsummen der zusammengefassten Reihe eine Teilfolge der
Partialsummenfolge der Ausgangsreihe bilden und daher konvergent sind. Hierbei
ist die absolute Konvergenz der (ungeklammerte) Reihe wesentlich, wie man anhand
des folgenden Beispiels sieht:

1-H+01-H)+(1-1)+...=04+04+0+ ---=0,
1-(1-1))-1-1)—...=1-0-0—---=1.

Wir wollen nun einige niitzliche Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen
ableiten. Gegeben seien zwei Reihen mit Gliedern ar € K und a), € Ry :

o0 o0
_ / _ /
Soo = Gy, Sop = aj, .
k=1 k=1

Gilt |ax| < a}, (k € N), so wird s, ,Majorante“ von s, genannt.
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Lemma 3.6 (Vergleichskriterien): Gegeben seien zwei Reihen mit Gliedern ay € K

und aj € Ry :
[e o] oo
_ /o !
Seo = Y Gk, Sho = Y a.
k=1 k=1

a) Gilt fiir fast alle k € N mit einer Konstante x> 0 :
la| < kay, (3.2.12)

so ist s, eine ,Majorante® von s, und aus der absoluten Konvergenz von s folgt
auch die von s , sowie aus der absoluten Divergenz von s., auch die von s, .

b) Gilt fir fast alle k € N :
lﬁﬁi’<ﬂéi (3.2.13)
ap 17 ap,’ o

so folgt aus der absoluten Konvergenz von s., auch die von sy sowie aus der absoluten
Divergenz von So, auch die von s._ .

Beweis: O.B.d.A. nehmen wir an, dass die vorausgesetzten Abschétzungen jeweils fiir
yalle“ k € N gelten.

a) Ist s/ konvergent, so gilt

n n o0
E |ak|§/€2 a;glig a, néeN,
k=1 k=1 k=1

so dass auch die Partialsummen von s., beschrinkt sind. Folglich ist s., absolut konver-
gent. Umgekehrt folgt aus der absoluten Divergenz von s, d. h. > 7, |ax] — oo (n —
00), notwendig auch die von s’ .

b) Aufgrund der Voraussetzung haben wir

Qay

/
ak+1’<‘ak+1H Qg ‘<’@k+1
ai — 1 a

"

a
/ ] / S S || =R
A1 Qo1 A1 @

und damit |axs1| < K|ag|. Die behaupteten Aussagen ergeben sich also aus dem fiir den
Fall (a) Gezeigten. Q.E.D.

Korollar 3.2 (Wurzelkriterium): Eine Reihe Y .- a; konvergiert absolut, wenn es
ein g € (0,1) gibt, mit dem fiir fast alle k € N gilt:

Vil <g<1, (3.2.14)

bzw. limsup,_,. /|lax] < 1. Wenn fir unendlich viele k € N gilt {/|ax] > 1 bzw.
lax| > 1, so ist die Reihe absolut divergent.
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Beweis: Nach Voraussetzung ist |ax| < ¢*, d. h.: Die konvergente geometrische Reihe
Soo(q) mit g € (0,1) ist Majorante fiir s., . Die Behauptung ergibt sich also unmittelbar
aus dem Vergleichskriterium von Lemma 3.6. Q.E.D.

Korollar 3.3 (Quotientenkriterium): FEine Reihe Y. | a konvergiert absolut, wenn
es ein q € (0,1) gibt, mit dem fiir fast alle k € N gilt:

’ Ak41
Qg

<q<1, (3.2.15)

bzw. Umsup,_, |agr1/ax| < 1. Wenn fir fast alle k € N gilt |agy1/ar] > 1, so ist die
Reihe absolut divergent.

Beweis: Die geometrische Reihe s (q) = Y -, ¢" konvergiert fiir ¢ € (0,1). Setzen wir
aj, := ¢* , so gilt nach Voraussetzung

‘am ‘ < g G
ap 1~ aj,
und die Behauptung folgt nach dem Vergleichskriterium aus Lemma 3.6. Q.E.D.

Beispiel 3.9: Wir geben einige Beispiele fiir die Anwendung der bisher abgeleiteten Kon-
vergenzkriterien an:

1. Die Reihe
1
S = ) Kk
k=1
ist nach dem Wurzelkriterium (absolut) konvergent:
(1)1/7€71<1 E> 9
K)o kT2 T
2. Die Reihe
= 1
S0 =D ]
k=0

ist nach dem Quotientenkriterium (absolut) konvergent:

—

;| 1
QA1 _ k _ <<l
a (k+1)!  k+1 7~ 2

Sie hat den Wert so, = e (Eulersche Zahl).
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3. Betrachte mit einem festen ¢ € (0,1) die Reihe

Soo = Z kqt.
k=1
Sei ¢ <1—0 mit einem gewissen 0 € (0,1) und 1/k < ¢ fur k > ks;. Dann gilt

k41 k+1 1
aZ“:(Jrkq)lg :(1+%>q<(1+5)(1—5):1—52<1.
k

Die Reihe s, ist also nach dem Quotientenkriterium (absolut) konvergent.

4. Betrachte die Reihe
1
SOO = Z ﬁ
k=1
Fiir ihre Elemente a;, gilt

A= (2)" = () 1 G0

2
k41 B k

an  (k+12
so dass weder das Wurzel- noch das Quotientenkriterium anwendbar sind. Wir
miissen zum Nachweis der Konvergenz also ein anderes Argument finden. Mit Hilfe
der Beziehung

<1—%+1)2—>1 (k — o0),

1 1 1

k(k+1) — k  k+1

sehen wir, dass
1
2 D)
und folglich

1

Wegen
1 1 1 2
P + <
k?  k(k+1)  E*(k+1) = k(k+1)
folgt dann die Konvergenz der Reihe wieder mit Hilfe des Vergleichskriteriums aus
Lemma 3.6. Thr Limes ist s, = 72/6 und damit transzendent. Wir bemerken, dass

die mit der obigen Reihe verwandte Reihe
1
D5
k=1

ebenfalls konvergent ist (s. das folgende Beispiel); von ihrem Limes ist aber erst seit
kurzem bekannt, dass er irrational ist; ob er sogar transzendent ist, bleibt offen.
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Das folgende auf Cauchy zuriickgehende Konvergenzkriterium ist besonders niitzlich
zur Untersuchung verallgemeinerter geometrischer Reihen.

Lemma 3.7 (Cauchyscher Verdichtungssatz): Eine Reihe soo = Y poy a mit Glie-
dern ap € Ry, die eine monoton fallende Nullfolge bilden, hat dasselbe Konvergenzver-
halten wie die ,verdichtete” Reihe

sgo:ZQkan = a1+ 2a9 + 4as + 8ag + ... .
k=0

Beweis: Wir setzen s, := > ,_; ap und s, := >} 2Fay. . Damit ist fiir n < 281
Sn < ay + (agtaz) + (ag+ ...+ a7) + -+ (age+. . . +agsi_y)
< ay +2ag +4dag + -+ 2%agp = s},

Ist die verdichtete Reihe also konvergent, d. h.: lim, ,, S, = So , s0 ist auch die Aus-
gangsreihe konvergent. Ist dagegen die verdichtete Reihe divergent, so folgt aus der fiir
n > 2M1 giiltigen Beziehung

Sp > ay +ag + (aztag) + (as+.. .+ ag) + (agepqg+ -+ - +ages)
> a1 + as + 2a4 + dag + - - + 2Kagr > %S;H

auch die Divergenz der Ausgangsreihe. Q.E.D.

Beispiel 3.10: Wir betrachten fiir ein allgemeines r € Q; die Reihe

Soo(T) = Z % )
k=1
Anwendung des Verdichtungssatzes fiihrt auf
ay =2k =4~ qi=21
Die verdichtete Reihe ist also eine geometrische Reihe, welche (absolut) konvergent ist fiir

r > 1 und divergent fir r < 1.

Die geometrische Reihe ist ein Spezialfall der allgemeinen ,,Potenzreihe*

o0

S = ch(m — xo)k

k=0

mit Koeffizienten ¢, € K, Zentrum zy € K und Argument x € K. Ein weiteres Beispiel
fiir eine Potenzreihe ist der unendliche Dezimalbruch

0,didyds. .. = Y di107", di € {0,1,...,9}.
k=1

Fiir Potenzreihen haben wir den folgenden Konvergenzsatz.
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Satz 3.4 (Potenzreihen): Fine Potenzreihe

> enlw —xo)" (3.2.16)

konvergiert absolut fiir alle Argumente x € K mit der FEigenschaft
1

limsup, . /Jex]

fiir |x — xo| > p ist sie divergent. Die Konvergenzgrenze p ist die grofst mdogliche und
wird ,Konvergenzradius® der Reihe genannt. Im Fall limsup,,_, \’”/m = 00 konvergiert
die Reihe fiir kein x # o, und wir setzen p:= 0. Im Fall limsup,_,., ¥/|cx| = 0 ist die
Reihe fiir alle x € K absolut konvergent, und wir schreiben formal p = oo

|z — 20| < p:= (3.2.17)

Beweis: Fir z # xy gilt

lim sup /| cx (@ — 20)¥| = |2 — x| limsup 3/|cx]

k—o00 k—o0

p

o — o] <1, falls |z —zo| <p
>1, falls [z —xo| >p

Die Richtigkeit der Behauptung folgt also mit Hilfe des Wurzelkriteriums. In den Féllen
p=o00 und p =0 konvergiert die Reihe fiir alle x € K bzw. fiir keins. Q.E.D.

Bemerkung 3.8: Im Fall |z — x| = p lésst sich iber die Konvergenz der Potenzreihe
(3.2.16) keine allgemeine Aussage machen; z. B. sind von den drei Reihen

& T T
> E ) 72
k=1 k=1 k=1
mit Konvergenzradius p = 1 die erste divergent fiir |x| = 1, die zweite divergent fiir
x = 1 aber konvergent fiir x = —1, und die dritte konvergent fiir |z| = 1 (Beweis

Ubungsaufgabe).

3.2.2 Das Rechnen mit Reihen

Definition 3.8 (Umordnung von Reihen): Sei >, a; eine Reihe.

i) Fiir eine bijektive Abbildung ¢ : N — N heifit die Reihe Y - | ayx) eine ,, Umordnung“
der Ausgangsreihe Y, ay .

ii) Sei N = Ujen{M;} eine disjunkte Zerlegung von N in endlich oder abzihlbar unend-
lich viele Teilindexmengen M; . Sind alle Summen oder Reihen S; = ZkeMj ay konver-
gent, so ist die Reihe Z]’GN S; definiert und heif$t ,totale Umordnung® der Ausgangsreihe
> ke an - (Die Notation 37, ., ar, bedeutet Summation tiber die ihrer Grifie nach geord-
neten Indizes ky < ko < ks ... aus M;.)
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Jede Umordnung einer Reihe (ay)reny kann als totale Umordnung mit den 1-elementigen
Indexmengen My := {p(k)} aufgefasst werden. Z. B. ist durch

a2+a1+a4+a3+a6+a5+
eine Umordnung und durch
(mm+ast+as+ ...) + (aa+ag+ag+ ...)

eine totale Umordnung der Reihe gegeben.

Satz 3.5 (Umordnungssatz): Fiir eine absolut konvergent Reihe So = > o ai kon-
vergiert auch jede Umordnung (totale Umordnung) absolut gegen denselben Limes Sy, .

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir die einfache Umordnung und verweisen fiir die
totale Umordnung auf die Literatur. Seien s, und s, die Partialsummen von (ax)ken
bzw. einer Umordnung (ay(k))ken . Wir wollen die Konvergenz lim, (s, — s},) = 0
zeigen. Dann folgt

.y . , .
lim s/, = lim (s, — s,) + lim $,, = Seo-
n—oo n—oo n—oo

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Dazu gibt es wegen der absoluten Konvergenz der Reihe
Y oreq ar ein n. € N, so dass fir n > n. gilt:

n

Z lag| < 3e.

k=n<+1

Zu jedem n > n. gibt es nun sicher ein n’ € N (n/ > n.), so dass jeder Summand
in der Summe > ;' a; auch in der Summe ZZ/:I ayky vertreten ist. Ferner gibt es zu
beliebigem m € N ein n” € N, so dass auch jedes ay,y), 1 < k < m, in der Folge der
ap, 1 <k <n”, auftritt. Dann gilt fiir m > n':

m
/
[Sm — S| = Z%(k)— Q. — Z ak‘
k=1 k=1 k=nc+1
m

S aew|+] Y w
k=1,p(k)>n. k=n:+1

n!!

< Z ak“f" f: ak‘ﬁﬂ

k=ns+1 k=ncs+1

IA

Dies impliziert die Konvergenz s/, — so, (m — 00). Wegen

m n//
D lagw] < lax
k=1 k=1

ist die Konvergenz absolut. Q.E.D.
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Bemerkung 3.9: Die Variante des obigen Satzes fiir allgemeine totale Umordnungen
wird meist ,,groer Umordnungssatz“ genannt.

Fiir nicht absolut konvergente Reihen ist der Umordnungssatz i. Allg. nicht giiltig. Die
Konvergenz der alternierende harmonische Reihe

k=1

ist durch das Leibniz-Kriterium gesichert; sie ist aber offensichtlich nicht absolut konver-
gent. Fiir ihre Summe gilt

<0 <0
1 1

1<1 1+1 1+1 1+ ) 1+1 +1 +1 <5
= — -t -4 -——-+ . =S =1l-ct - F -+ == ... =.
2 2 >04 5>O6 2 3 4 5 6 7 6

Nun betrachten wir die folgende Umordnung der Reihe, wobei jeweils drei Reihenglieder
zusammengefafit werden:

S/ _(1+171)+(1+1f1)+(1+if1)+
<\ 73 2 5 7 4 9 11 6/

_5 >0 >0

Diese Reihe ist wieder konvergent, was man mit Hilfe der folgenden Umformungen und
der Regeln der Folgenkonvergenz erschlieflen:

- 1 1 1
S;:;{4k—3+4k—1_2k}
1 1 1 1 1
:Z{4k—3_4k—2+4k—1_E+4k—2_@}

Z{4k 3 4k—2 4I<:—1 } Z{Zk—l ﬂ}

— + 00—300 (n — 00).
Ze. =2
Soo 5 25 n — 0o

Die Umordnung hat also eine Verdnderung des Grenzwertes der Ausgangsreihe bewirkt.

Wir betrachten nun sog. ,,Doppelreihen®, d. h. unendliche Summen iiber doppelt in-
dizierte Elemente ajy,
Soo — Z QA -

k=1
Wenn fiir alle festen j bzw. k die Partialreihen )7, a;; und Z;’il a;, konvergieren,
stellt sich die Frage, ob die Reihenfolge dieser unendlichen Summationen vertauschbar ist:

i (iajk) = ZOO: (i%) (3.2.18)

k=1  j=1 j=1 k=1
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Dass dies nicht so sein muss, sieht man anhand der Doppelfolge (a;i);ren mit den Ele-

menten
L j=>k
Qi = .
" 0, j<k

Offenbar sind alle Partialfolgen konvergent,

lim aj, = 0, lim aj, =1,
k—o0 j—ro0
dennoch gilt
bt { g # Jin { i ) =0,

Dies ist ein Beispiel fiir die Nichtvertauschbarkeit von Grenzprozessen. Als unmittelba-
re Folgerung aus dem Umordnungssatz 3.5 erhalten wir die folgende Aussage iiber die
Konvergenz von Doppelreihen.

Korollar 3.4 (Cauchyscher Doppelreihensatz): Ist die Doppelreihe

[ee]

S0 — E Ak

j,k=1

bzgl. irgend einer Reihenfolge der Summation absolut konvergent, so ist jede ihrer Zeilen-
und Spaltenreihen

s9) = Zaj’“’ st = Zajk (4,k €N)
k=1 =1

absolut konvergent, die Reihen dieser Zeilen- und Spaltenreihen sind absolut konvergent,
und es gilt

swi( ) aje) = O_O (iajk). (3.2.19)

Schliellich betrachten wir Produkte von Reihen.

Lemma 3.8 (Cauchy-Produkt): Fiir zwei absolut konvergente Reihen s8) = D orey ak

und s = > re b ist die Produktreihe mit den Elementen (das sog. ,Cauchy-Produkt®

der beiden Reihen)
C = a1by + agby_1 + -+ - + apby (k € N)

ebenfalls absolut konvergent und hat den Limes

gck = (i@ (X n) (3.2.20)

00
k=1 k=1
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Beweis: Wir setzen

W0=Sa =3k W =Ylal =3kl
k=1 k=1 k=1 k=1
Dann ist . .
= Y a5 = 3 ol
k=1 k=1
sowie
sw<sl, s <R s a <l s

Also ist 8552 absolut konvergent. Sei weiter

k

O 1= Z \al||bk+1,l| = |a1||bk| + ...+ |(Ik‘|b1‘

=1

Alle Glieder in oy, k=1,...,n, sind auch in dem Produkt §£11) . §$12) enthalten, so dass

oo s s <52
k=1
Also sind die Partialsummem iiber die o, beschriankt. Folglich konvergieren die Reihen

oo n
re=Y =Y lal, nel.
k=1 k=1

Damit konvergiert auch die Reihe iiber die ¢, absolut. Da ferner

‘ch — s 5512)’ = ’
k=1

folgt die Richtigkeit der Behauptung.

i ajbk} —0 (n— o0),

Gk=1,j+k>n

Q.ED.

Bemerkung 3.10: Die Aussage von Lemma 3.8 ist i. Allg. fiir nur bedingt konvergen-
te Reihen nicht richtig. Wir notieren noch der Vollstdndigkeit halber, ohne Beweis, die
folgenden Varianten des Cauchyschen Produktsatzes:

Produktsatz von Mertens®: Gegeben seien zwei konvergente Reihen > .- aj und

Y pey bi . Ist eine von ihnen absolut konvergent, so konvergiert auch ihr Cauchy-Produkt:

ick: (kﬁ’;ak) . (kf:lbk).

Produktsatz von Abel: Gegeben seien zwei konvergente Reihen Y .- | ay und Y .- by .
Ist auch thr Cauchy-Produkt . | ¢y konvergent, so gilt:

kj‘?ck: (g’;ak) . (ibk).

SFranz Mertens (1840-1927): Ostercichischer Mathematiker; Prof. in Graz und Wien; Beitriige zur
Zahlentheorie, Algebra und Potentialtheorie.
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3.2.3 Die Exponentialreihe
Die sog. ,,Exponentialreihe®
.z
exp(z) == Z o

ist eine Potenzreihe. Thr Konvergenzradius ist

1 1
= lim Wzoo,

P lim sup,, . V/|an| ~ lim SUD,, 4o A/ 1/nl noee

d. h.: Sie ist fiir alle Argumente x € K absolut konvergent.

Satz 3.6: Der Wert der Exponentialreihe fiir das Argument x =1 ist gerade die Fuler-
sche Zahl e :

exp(1) = i% ~ lim (1+%)n —:e. (3.2.21)
k=0 "

n—oo

Diese ist irrational (sogar transzendent).

Beweis: i) Die Partialsummen der Exponentialreihe fiir @ = 1 seien mit a, abgekiirzt.
Wir haben in Beispiel 3.4 gesehen, dass a,, < 3. Nach der binomischen Formel (Satz 1.4)

gilt:
1\7
b= (1+2)
n
n 1 nmh-1) 1 nn—1)---1 1
— 14 .= T S il
+1! n+ 2! n2+ * n! n"
1 1 1 1 1 n—1
:1+f+—(1—7)+~--+—<1—7)--~<1——)<an<3,
w2 n n! n n

d. h.: Die Folge der b, ist beschriankt. Ferner gilt:

1 n+1
bn+1 = (1+ )

—1+1+1<1 1>+ +1<1 1) (1 n_l)
B 1 2 n+1 n! n+1 n+1

() (- )

Die (beschrénkte) Folge der b, ist also monoton wachsend und folglich konvergent. Thren
Limes nennen wir e. Wegen b, < a, ist dann e = lim,, ,, b, < lim,,_,,, a, . Sei nun n
fest gehalten. Fiir alle m > n gilt dann b, > b, sowie

11 1 1 1 1
bm>1+7+7(1_7)+“_+7(1_7>“_(1_L) — e
1 2! m n! m
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Der Grenziibergang m — oo liefert dann

. 1 1 1
lime, =14—4+—+---+

— = a,.
m—00 11 2! n! "

Hieraus folgern wir mit Hilfe von b,, > ¢, , dass

lim b, > lim ¢, = a,.
m—0o0 m—0o0

Da der Index n beliebig gewihlt war, folgt

e = lim b, > supa, > lim a, >e.

Also ist lim, o a, = €.

ii) Wir zeigen die Irrationalitdt von e. Seine Transzendenz kann mit den bisher vorhan-
denen Mitteln aber noch nicht erschlossen werden. Angenommen, e wére rational, d. h.
e = p/q mit gewissen p,q € N. Zunichst wollen wir eine allgemeine Abschitzung fiir das
»,Restglied* in der Reihendarstellung von e ableiten:

1 1
T — .o 77{1 f}: e
TR Jr(ner)! N +n! (n+1)!Jr +(ner)!
1 1
< 1 7}
(n—i—l)!{ +n+1+ +(n—|—1)m*1

1 1 1 n+1
T DI - () n

Hierzu wurde die bekannte Abschétzung fiir die binomische Reihe mit |g| < 1 verwendet:

1—qm 1
1+q+---+q"‘“=ﬁ S1-g

Die gewonnene Abschitzung gilt fiir jedes m und folglich:

1 1}< 1 n+1

0< f{l — —
¢ BT +n! ~— (n+1)! n

Fiir n = g gilt dann:

1}< 1 qg+1

bzw. nach Multiplikation mit ¢!:

1
0<plg—1!={g+---+1} < .

Dies bedeutet einen Widerspruch, da keine ganze Zahl zwischen 0 und einem Bruch 1/¢
liegen kann. Q.E.D.
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Anwendung 3.2.1: Die Darstellung der Eulerschen Zahl e {iber die Exponentialsumme
kann gut zu ihrer ndherungsweisen Berechnung verwendet werden, da die Exponentialreihe
sehr schnell konvergiert. Dazu schreiben wir fiir n > 2:

"1 1
‘6—25’225
k=0 k=n+1
_ ! {1+ Loy ! +.0}
(4 1) n+2 (n+2)(n+3)
<2 {1+ Ly by }
~ (n+1)! n+2 (n+2)2
2

1
— i L )= :
(n+1)!{ tatmto) (n+1)!

Die approximierende Exponentialsumme

kann mit Hilfe der folgenden Rekursionsformel berechnet werden:

SOZfOZ:L kZl fk:%,sk:sk,1+fk.

Damit erhélt man z. B. fiir n = 73 die Eulersche Zahl auf 100 Dezimalstellen genau (bei
Verwendung von Arithmetik mit Rundungsfehlerkontrolle); s. Foster [1] Band 1, § 8:

e=2,718281828 ....

Die Exponentialreihe konvergiert offenbar sehr schnell. Fiir die zunédchst zur Definition
von e verwendete Folge gilt dagegen asymptotisch nur

1\~ e
— (1 —) ~—.
¢ ( i n 2n
Korollar 3.5 (Funktionalgleichung von exp(x)): Fiir alle z,y € K gilt
exp(z + y) = exp(z) - exp(y). (3.2.22)

Beweis: Das Cauchy-Produkt der absolut konvergenten Reihen Y7 2 /k!, > 72 y*/k!
sel Y po ¢ . Fiir die Glieder ¢, folgt mit Hilfe der allgemeinen binomischen Formel:

ko ; k
xl yki 1 (k) IR X
b ]_;]!(k—])! k!; j L )

Also ist geméB dem Produktsatz fiir absolut konvergente Reihen:

oo

exp(z) - exp(y) = Z % =exp(z +y).

k=0
Q.E.D.
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Korollar 3.6: Aus der Definition von exp(x) und der Regel (3.2.22) ergeben sich die
folgenden Aussagen:

1. Fir alle x € K gilt exp(x

(x) #0 und exp(—z) =1/ exp(x).
2. Fiir alle x € R gilt exp(x

>0.
3. Fir n € Z gilt exp(n) =e".

Beweis: 1) Mit Hilfe der Funktionalgleichung (3.2.22) erhalten wir fiir z € K:

=0k 00

oo b
k=0

exp(—x) exp(x) = exp(x — x) = exp(0) =

d. h.: exp(z) # 0 und exp(—z) =1/ exp(x).
2) Weiter ist fir x € R,z > 0:

hE
x| 8
WV,
o

exp(z) =1+
k=1

Fir o < 0 ist —z > 0 und folglich gem&$ dem eben Gezeigten exp(z) = 1/ exp(—z) > 0.
3) Offenbar ist exp(0) =1 =¢". Sei exp(n) = e" fiir ein n € N. Dann gilt

exp(n + 1) = exp(n) exp(1) = exp(n)e' = e"e = "1,
und die behauptete Beziehung ergibt sich durch vollstandige Induktion fiir n € Ny . Thre
Richtigkeit auch fir —n € N folgt aus exp(—n) = 1/exp(n) = 1/e" =e™". Q.E.D.

Definition 3.9: Die Beziehung exp(n) = e fir n € Z legt die folgende Definition fiir
beliebige x € K nahe:
e’ = exp(z).

Die sog. ,,Exponentialfunktion“ f(z) = e* (oder kurz ,e-Funktion“) ist eine der wichtigs-
ten Funktionen der Analysis und wird uns noch an mehreren Stellen in diese Text begeg-
nen.

3.3 Ubungen

Ubung 3.1 (Aufgabe zu ,exotischen* Zahlenfolgen):
a) Man beweise folgendes Konvergenzkriterium fiir Zahlenfolgen (ay,)nen in Ry :

an+1
Qn
an+1
Qp,

—a (n—00) = Ya,—a (n— o0),

— o0 (n—o00) = Ja, > o0 (n— ).
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(Hinweis: Man kann verwenden, dass lim, ,., {/c =1 fir ce R, .)

b) Man verwende dieses Konvergenzkriterium zur Untersuchung der Konvergenz der Fol-
gen (an)nen, (bn)neny und (¢,)neny mit den Gliedern:

Yy bo— n nmn . n
an == vVnl, n = Al Cp = —.
n:

(Hinweis: Man kann verwenden, dass lim, (14 )" =¢.)

Ubung 3.2 (Aufgabe zu Hiufungspunkten):

a) Man rekapituliere die Definition des ,Haufungswertes“ einer Folge (a,),eny reeller
oder komplexer Zahlen sowie die eines ,, Haufungspunkte“ einer unendlichen Teilmengen
A CK (K:=Roder C). Kann eine endliche Teilmenge A C K einen Haufungspunkt
haben?

b) Man zeige, dass es zu jedem H#éufungspunkt a einer Teilmenge A C K eine Folge
(@n)nen von Elementen a, € A mit a, # a gibt, die gegen a konvergiert.

¢) Man zeige, dass eine Folge (a,)neny von Zahlen a, € K| welche beschrénkt ist und nur
einen Haufungswert a hat, insgesamt gegen a konvergiert. Gilt diese Aussage auch fiir
unbeschriinkte Folgen?

Ubung 3.3 (Aufgabe zu Reihen mit nicht negativen Elementen):
Man zeige, dass fiir eine konvergente Reihe

[e o]

S0 = E Ay,

n=1

mit nicht negativen Gliedern a,, € R fiir alle n € N auch die Reihen

[e'S)
(k) _ k
S0 = an,

n=1

konvergent sind.

Ubung 3.4 (Aufgabe zu ,,Limes superior® und ,,Limes inferior*):

Man zeige die folgenden Eigenschaften des ,,Limes superior” und des ,,Limes inferior* von
Zahlenfolgen (a,)neny und (by)nen bei angenommener Existenz der auftretenden Grofien
(d. h. der Beschrinktheit nach unten oder oben der Folgen):

a) Fiir allgemeine a,, b, € R:

liminf a,, + liminf b,, < liminf (a, + b,) < liminf a,, + limsup b,
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

< limsup (a, + b,) < limsup a,, + limsupb,, .

n—oo n—oo n—oo
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b) Im Falle a,, b, > 0:

liminf a,, - liminf b, < liminf (a,b,) < liminf a,, - limsup b,

n—0o0 n—oo n—0o0 n—0o0

n—oo
< limsup (a,b,) < limsupa,, - limsupb, .
n—oo n—oo n—00

(Hinweis: Man wihle geeignete Teilfolgen aus und nutze, dass fiir eine konvergente Folge
jede Teilfolge ebenfalls gegen deren Limes konvergiert.)

Ubung 3.5 (Aufgabe zu alternierenden Reihen):
a) Man formuliere das Leibnizsche Kriterium fiir alternierende Reihen in R.

b) Das Dirichletsche Kriterium lautet wie folgt: Die Reihe >, | a; in R habe beschrinkte
Partialsummen und die Folge (by)ren in R sei eine monotone Nullfolge (Also alle ihre
Elemente sind positiv oder alle negativ). Dann konvergiert die Reihe

oo
Soo — E (Ikbk.
k=1

Man zeige, dass dieses Kriterium das Leibnizsche Kriterium als Spezialfall beinhaltet.

¢) Man beweise das Dirichletsche Kriterium. Dazu zeige man zunéchst, dass eine Folge
(an)neny in R genau dann konvergent ist, wenn die sog. ,, Teleskopreihe*

o0

Seo i= Z(ak — Agq1)

k=1
konvergiert. In diesem Fall ist dann s, = a; — limy_ ., a; . Ferner zeige man, dass fiir
beliebige reelle Zahlen ay,...,a, und by,...,b,,b,y1 die folgende Identitat gilt:

n

n k
Sy = Abun+ > Albe — b)), Avi=) a;.
j=1

k=1 k=1

Mit diesen Hilfsmitteln beweise man dann das Dirichletsche Kriterium. (Hinweis: Im Falle
von Mangel an eigenen Ideen konsultiere man den Text.)

Ubung 3.6 (Aufgabe zur Konvergenz von Folgen):
Man untersuche, ob die folgenden Folgen (a,),en reeller Zahlen konvergent sind (bei der
zweiten Folge in Abhidngigkeit vom Parameter z € R), und bestimme gegebenenfalls

ihren Limes:
a) a ——n<\/1+l— ) b) a, = (l)n relR
n n ) n 1 ':L'2 ) N

Ubung 3.7 (Aufgabe zur Konvergenz von Reihen):
Man untersuche mit Hilfe der bekannten Konvergenzkriterien das Konvergenzverhalten
(konvergent, absolut konvergent, divergent, u.s.w.) der folgenden Reihen:

o = (=1 /1 1\ o kB
a) sgo)—z(\/g, b) s¥ = (2—k), c) 3&):Z§~
k=1

k=1
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Ubung 3.8 (Aufgabe zu parameterabhingigen Reihen):
Fiir welche = € R, x # —1, konvergiert die folgende Reihe (mit Begriindung)

Ubung 3.9 (Aufgabe zu Potenzreihen):

a) Was ist eine allgemeine ,,Potenzreihe“? Was ist deren , Konvergenzradius® p und wie
kann dieser aus den Reihengliedern berechnet werden? Wie sind die Grenzfille ,,p = 0¢
und ,,p = 00“ zu interpretieren?

b) Man bestimme die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

i) sQ) =Y ki) s =3 IT i) i (z) =Y (-1 k' ,
k=1 k=1 k=1
i) s () = 3 2k, SR ) @@=y ( )
k=1 k=1 k=1

Ubung 3.10 (Weitere Aufgaben zu Zahlenfolgen):
a) Man zeige, dass fiir eine beschriankte Folge (a,)neny in R mit

lim (a, —an,_1) =0 (%)

n—oo

notwendig jedes a € R mit liminf, ;o a, <a <limsup,_, . a, Haufungswert ist. Man
gebe ein Beispiel einer beschrinkten Folge, welche das Kriterium (x) erfiillt, und trotzdem
nicht konvergent ist.

b) Fiir zwei Zahlen a,b € R seien die Elemente a,, rekursiv definiert durch:
a,=a, ay=0>0, an—%(an 1+ a, 2), n>3.

Man zeige, dass die Folge (an)neny konvergiert und bestimme ihren Limes.

¢) Gibt es eine Folge (a,)neny in R mit dberabzihlbar unendlich vielen Haufungswerten?

Ubung 3.11 (Weitere Aufgaben zu Zahlenreihen):

a) Man streiche in der harmonischen Reihe )77 1/k alle Terme 1/k, in denen die
Dezimaldarstellung von & die Ziffer 0 enthalt. Ist die verbleibende Reihe divergent oder
konvergent?

b) Man zeige, dass die Folge der Zahlen

n

con ()
Gy 1= — €X -
n P k

k=1



94 Zahlenfolgen und Reihen

gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Die Bestimmung dieses Grenzwerts ist mit
den bisherigen Hilfsmitteln aus dem Text noch nicht moglich (— sog. ,Eulersche Kon-
stante v “).

¢) Welche von den folgenden Reihen ist konvergent bzw. divergent?

@) k;(zj)kk!’ ) ;(2.,8)%!'

Ubung 3.12 (Aufgabe zum Riemannschen Umordnungssatz):

Sei Y77, ¢ eine konvergente aber nicht absolut konvergente Reihe. Man zeige, dass es
dann zu beliebig gewéhltem C' € R eine (einfache) Umordnung >.7, ¢,k der Reihe mit
zugehoriger bijektiver Abbildung ¢ : N — N gibt, so dass gilt:

Z(J(p(k) = C
k=1

Ein elementarer Beweis dieser Behauptung stammt von Riemann?(1826-1866).

Ubung 3.13 (Aufgabe zu den ,,Fibonacci-Zahlen“):
Die Folge (ay)nen der ,Fibonacci-Zahlen® ist rekursiv definiert durch

ap =0, a; =1, neN: a1 :=ay,+ ay_1.
Man zeige fiir die Quotienten g¢,, 1= a,y1/a,:

lim g, = ¢g:=3(1+ V5) (,,goldener Schnitt®).

n—0o0

(Hinweis: Man rechnet leicht nach, daf g,.1 =1+ 1/g, und g=1+4+1/g.)

Ubung 3.14 (Aufgabe zu rekursiven Zahlenfolgen):
Man betrachte fiir @ € Ry die Folge (ay)ney mit den Elementen

ar=+a, ay=+la++a, az=7\la+\[a+a, ...,

welche der rekursiven Beziehung a,+1 = v/a + a,, n € N, geniigen.

a) Man zeige, dass diese Folge beschriankt und monoton wachsend ist. Folglich ist sie
konvergent. (Hinweis: Vollstandige Induktion)

b) Man zeige, dass fiir den Grenzwert 2 = lima,, die Beziehung = = /a + 2 gilt, und
bestimme diesen.

"Bernhard Riemann (1826-1866): Deutscher Mathematiker; Prof. in Gottingen als Nachfolger Di-
richlets; Mitbegriinder der Funktionentheorie und der modernen Geometrie; einer der bedeutendsten
Mathematiker seiner Zeit, von grofem Einfluff auch auf die theoretische Physik.
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Ubung 3.15 (Aufgabe zur Dezimalbruchdarstellung):

Man zeige, dass im Rahmen des iiblichen Divisionsprozesses zur Gewinnung der Dezi-
malbruchdarstellung rationaler Zahlen fiir periodische Dezimalbriiche mit Periodenldnge
s € N die folgende Regel gilt:

- dy...d .
0,dy...d; = 5 3 dr € {0,1,...,9} Dezimalstellen.

s mal

(Hinweis: Man schreibe den Dezimalbruch als Limes einer Folge von endlichen Summen
und erinnere sich an die geometrische Summenformel.)

Ubung 3.16 (Aufgabe zum Konvergenzradius):
a) Man zeige, dass fiir den Konvergenzradius p € R, einer Potenzreihe

Soo() = Z cr(r — xo)F
k=1
im Falle ¢ # 0 fiir fast alle £ € N die folgende Beziehung besteht:
1
A_ = liminfM < — < limsup [ 41] = A,.
k=oo ep| T p T koo |kl

(Hinweis: Man wende das Quotientenkriterium an.)

b) Was gilt fiir die Grenzfille p =00 und p=07?

Ubung 3.17 (Aufgabe zur Exponentialreihe):
Man zeige die folgenden Eigenschaften der durch die Exponentialreihe definierten (reellen)
Exponentialfunktion e* := exp(z) fiir beliebiges festes n € N:

: 1
a) € >1+—z", x>0,
n!

1
b) et < 7_]1)71, r < O,
1+ nl!

c) % — 0 (x—00).





