6 FE-Methoden fiir inkompressible Stromungen

In diesem Kapitel diskutieren wir die Anwendung der Methode der finiten Elemente zur
numerischen Losung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. Fiir weitere Details
sei auf die Ubersichtsartikel Glowinski [111], Becker et al. [99] und [131, 132, 133, 134,
135, 136], verwiesen.

6.1 FEM fiir die Stromfunktionsformulierung

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Anwendung der Methode der finiten Elemen-
te zur numerischen Losung der stationdren Stromfunktionsformulierung der inkompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen. Die Diskretisierung dieses Randwertproblems vierter
Ordnung folgt denselben Prinzipien wie die bei der schon betrachteten verwandten , Plat-
tengleichung“. Wir betrachten zunchst wieder die klassischen , primalen® Approximatio-
nen, als deren Verallgemeinerungen die ,nicht-konformen® Ansitze und dann durch Uber-
gang zu einer anderen variationellen Formulierung auch , gemischte* Verfahren. Um den
exemplarischen Charakter dieser Diskussion zu wahren, werden wir uns auf die einfachste
Randwertaufgabe der Stromfunktionsgleichung beschréanken, d. h. werden nur homoge-
ne Dirichlet-Randbedingungen betrachten und uns meist sogar mit dem linearen Fall
begniigen. Dasselbe gilt fiir die betrachteten Diskretisierungen. Im Interesse einer leichten
Versténdlichkeit werden jeweils wieder nur die einfachsten Vertreter der verschiedenen
Verfahrensklassen beschrieben, auch wenn diese vielleicht nicht die ,besten* Verfahren
fiir die allgemeinen Praxis sind. Beweise werden nur gegeben, wenn diese von der entspre-
chenden Argumentation bei der Plattengleichung abweichen.

Wir formulieren nochmals die (nichtlineare) Stromfunktionsgleichung in variationeller
Form mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen:
(P) Gesucht is ein U € HZ(Q)) mit der Eigenschaft

V(AT Ap) — (D1 TAY, Dyp) — (AT, i) = (f,rote) Vo € Hi(Q). (6.1.1)

Zur Abkiirzung wird im Folgenden v = 1 gesetzt und meist nur die lineare Gleichung
betrachtet

(AV, Ap) = (f,totp) Vo € HF (). (6.1.2)

Wenn in der urspriinglichen Navier-Stokes-Gleichungen die Volumenkraftdichte die ,,mi-
nimale* Regularitit f € L*(Q) besitzt, definiert F(¢) := (f,roty) offenbar ein stetiges
lineares Funktional auf H}(Q2), d. h.: F(-) € H7Y(Q). Der Stromfunktionsoperator A?
(Biharmonischer Operator) sollte Funktionale in H~'(Q) in Lésungen in H3(Q), dem
Sobolew-Raum der L2-Funktionen mit verallgemeinerten Ableitungen bis zur Ordnung
drei in L?(Q), abbildet. Auf Gebieten mit den bereits oben beschriebenen Eigenschaften,
Q konvex oder 0f) glatt, ist dies tatséchlich der Fall. Der Operator

A HI Q) NHY(Q) — HY(Q)
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ist dann ein Isomorphismus, und es gilt insbesondere die a priori Abschétzung

,TOot
VU] < Py = sup LX)

<11l (6.1.3)
peHL(Q) Vel

Diese Regularitiitsstufe ¥ € HZ(Q) N H3(Q) erscheint also als generisch fiir die Strom-
funktion und wird im Folgenden immer als gegeben angenommen. Zur einfacheren Kon-
struktion der FE-Approximation wird weiter das Gebiet (2 als ein konvexes Polygongebiet
angenommen. Die Losung ¥ € HZ(Q) N H3(Q) erfiillt dann auch die Beziehung

—(VAU, V) = (f,rotp) Vo € Hy(Q),

was man durch partielle Integration in (6.1.2) und Ausnutzung der Dichtheit von HZ()
in H}(Q) erschliefit.

6.1.1 Konforme primale Anséitze

Der Vollstdndigkeit halber werden im Folgenden die wesentlichen Begriffe und Tatsa-
chen aus dem Kapitel iiber die Numerik der Plattengleicung wiederholt. Wir betrach-
ten zunédchst das lineare Problem (6.1.2). Seien T, = {K} wieder Zerlegungen von
Q) in abgeschlossene Zellen K (Dreiecke oder Vierecke) der maximalen Weite h :=
maxger, diam(K) . Diese Zerlegungen sollen die folgenden, iiblichen Regularititseigen-
schaften haben, deren Formulierungen auf Dreiecks- und Viereckszerlegungen zugeschnit-

ten sind:

1. Strukturregularitit: Je zwei Zellen haben hochstens eine ganze Kante oder einen
Eckpunkt gemeinsam.

2. Formregularitit: Es bezeichnen hx den Durchmesser und pg den minimale Ab-
stand eines Eckpunkts der Zelle K zu der gegeniiberliegenden Seite. Es gibt eine
Konsatnte ¢; > 0, so dass

K
sup max — < ¢j.
h>0 K€Tn P

3. Groflenregularitat: Es gibt eine h-unabhédngige Konstante ¢y > 0, so dass

max hx < ¢ min hg.
KeTy, KeTy,

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass die verwendeten Gitter Tj struktur- und form-
reguldr sind. Groflenregularitét ist fiir die meisten Resultate nicht notwendig, was z. B.
lokale Gitterverfeinerung im Rahmen adaptiver Techniken erlaubt. Fiir spitere Zwecke
definieren wir noch die Menge 0T, = {I'} aller Kanten von Zellen in T}, .

Auf den Gittern T}, werden Finite-Elemente-Ansatzraume definiert:

Vi, == {on € L*(Q)| pni € P(K), K € T),, ¢y, stetig und ), = 0 auf 05
bzgl. gewisser Knotenfunktionale x(-)}.
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Dabei sind P(K) gewisse Vektorrdume von Polynomen auf der Zelle K. Meist ist
P(K) = Py(K) ein voller Polynomraum (Polynome vom Grad < k), oder P(K) =
Py(K) @ span(py, ..., p,) mit gewissen Polynomen p; hoherer als k-ter Ordnung. In die-
sen Rdumen werden Approximationen ¥, € Vj, zu ¥ € V := HZ(Q) gesucht. Die
konkreten FE-Ansitze auf den einzelnen Zellen K € T ergeben sich dabei mit Hilfe
einer linearen bzw. bilinearen Transformation ¢g : K — K von einer , Referenzzelle*
K (z. B. Einheitsdreieck oder Einheitsviereck im R?) auf K (sog. ,isoparametrischer*
Ansatz):

o () = on(pE'(2)), =€ K.

Definition 6.1: Der Finite-Elemente-Ansatzraum Vi, wird ,konform (bzgl. V = HZ(Q) )
genannt, wenn Vi, C 'V ist, andernfalls ,nicht-konform*.

Konformit#t bzgl. HZ(Q) bedingt bei einer stiickweise polynomialen Ansatzfunktion W,
die Stetigkeit von ¥, und VW, iiber die Zellgrenzen hinweg sowie das Verschwinden von
Uy, und V¥, auf dem Polygonzug 0. Giingige Beispiele HZ-konformer Ansiitze sind
im Kapitel zur Numerik der Plattengleichung angegeben und werden deswegen nicht noch
einmal wiederholt.

Fiir einen konformen Ansatz lautet die Gleichung zur Bestimmung von ¥, € Vj,:
(A\I/;“ Agoh) = (f7 r0t<ph) Vop € V. (614)

Die eindeutige Losbarkeit folgt mit demselben Argument wie fiir das zugehorige kontinu-
ierliche Problem (Darstellungssatz von Riesz). Analog zur FE-Approximation der Poisson-
Gleichung gilt wieder die ,,Galerkin-Orthogonalitiat fiir den Fehler e := W — Uy, :

(Aen, Apn) =0, @p € Vi, (6.1.5)

Die Zuordnung W, := R,V ist daher eine orthogonale Projektion bzgl. des Skalarprodukts
(A-; A-). Daher gilt wieder die Bestapproximationsbeziehung

|Aer| = min [|A(Y — o), (6.1.6)
PhEVR

womit die Frage nach der Konvergenz der Approximation, ¥, — ¥ (h — 0) zuriick-
gefiihrt ist auf ein lokales Approximationsproblem. Fiir die iiblichen FE-Raume V}, gibt
es einen zellweise definierten , Interpolationsoperator® I, : V. N H3(2) — V},, so dass

V20 — 1,0)| i < c;hig|| VPV, K €Ty (6.1.7)

Mit Hilfe dieser Abschiatzung erschliefit man direkt dier erste Fehlerabschiatzung fiir die
FE-Approximatioin:

V22 — )|| < chl|f] (6.1.8)

Die konformen FE-Ansétze haben Systemmatrizen

j D\ NV .
A= (g, 80), 0 N = dimV,



206 FE-Methoden fiir inkompressible Stromungen

mit einer groflen Bandbreite wegen der Kopplung der vielen lokalen Freiheitsgrade. Ferner
bedingt die Verwendung hoherer Ableitungen als Knotenwerte unterschiedliche Skalierung
(mit h-Potenzen) der Matrixelemente. Die Verwendung niedriger Polynomgrade wire da-
her wiinschenswert. Die Konditionierung der Systemmatrizen ist in Abhangigkeit von der
Ordnung des zugrunde liegenden Differentialoperators A? fiir alle Ansétze sehr schlecht,
namlich

condy(A) = O(h™).

6.1.2 Nicht-konforme primale Ansitze

Die Schwierigkeit bei der Konstruktion konformer Finite-Elemente-Ansétze legt es na-
he, die Stetigkeitsforderungen abzuschwéichen, um mit niedrigeren Polynomgraden aus-
zukommen. Wir betrachten wieder als einfachstes Beispiel das quadratische ,,Morleysche
Dreieckselement® mit den Ansatzraumen

Vi = {90 € Lz(Q)| PlK € PQ(K)a K e T;“ Xa(cp%Xb((p)
stetig und gleich null fiir Knotenpunkte auf 90},

mit den Knotenfunktionalen (a Eckpunkte, b Seitenmitten):

P(K) = Py(K), dimPy(K) =6,
xa(p) € {¢(a), 0np(D)},
Xoo(p) € {p(a), Onp(D)}. ¢ : o

Alternativ kann man als Knotenfunktionale fiir das Morley-Element statt der Funktions-
werte O,¢(b) auch die Mittelwerte

xr(p) = T]! / Onpds
T

iiber Zellkanten I" verwenden. Diese Wahl hat den Vorteil, dass die zugehorige natiirliche
Knoteninterpolation dann fiir alle Funktionen aus HZ(Q2) definiert ist. Weitere Beispiele
nichtkonformer finiter Elemente finden sich im Kapitel iiber die Numerik der Plattenglei-
chung.

b
b

Wir wollen nun Modifikationen der variationellen Formulierung (6.1.2) der Stromfunk-
tionsgleichung fiir nichtkonforme Ansétze diskutieren. Dabei wird sich erweisen, dass ein
zu ,naiver® Diskretisierungsansatz leicht in die Irre fithren kann. Wegen der Nichtkonfor-
mitét des Ansatzes ist die Bilinearform (A-, A-) nicht fiir Funktionen aus V), definiert.
Es ist naheliegend, stattdessen die , stiickweise® definierte Form

(AQOAw)h = Z (A<}9>A¢)K
KeTy,

zu verwenden, wobei der der Index K wieder Integration iiber die Zelle K bedeutet.,
Analog wird die rechte Seite modifiziert zu

(f.rot())n ==Y (f,rot(¥))x.

KeTy,
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Als diskretes Problem ist dann ein ¢, € V}, zu bestimmen mit

(Agﬁh, Ad}h)h = (f7 rOt(,L/Jh))h vdjh S Vh~ (619)

Dieses Problem ist aber nicht wohl gestellt, da die Bilinearform (A-, A-), nicht notwendig
definit ist. Dies wird anhand des folgenden, einfachen Beispiels belegt.

Beispiel 6.1: Auf einem Gitter bestehend aus vier Zellen betrachten wir die Funktion

z(1—2)—y(l—y) auf K,
z(1+2)+y(l—y) auf Ky,
—z(l+z)+y(l+y), auf Kj,
—z(1—2)—y(l+y), auf K.

oz, y) =

Diese Funktion hat die Eigenschaften ¢(a;) = 0 (1 = 1,...,5), und J,¢(b;) = 0 in
Seitenmitten auf dem Rand. Ferner ist 0,p(b;) stetig in inneren seitenmitten. Es gilt
jedoch ||Apll,=0.

Wir diskutieren jetzt die Morley-Approximation in etwas mehr Detail. Der zugehorige
Ansatzraum sei mit VM bezeichnet. Aufgrund der vorausgehenden Uberlegung muss
das variationelle Problem zur Verwendung des Morley-Elements angepasst werden. Eine
Stabilisierung der Bilinearform (A-, A.) ist erforderlich. In Anlehnung an die Situation
bei der biharmonischen Gleichung in der Plattenstatik (Kirchhoffsches Plattenmodell)
fithren wir den folgenden Ausdruck ein:

AV, V2] = Ap Ay + 0{20100001000 — 00031 — D3007}
mit einer Konstanter o € (0,1]. Offenbar gilt A[V2p, V2] = A[V?), V2] und wegen
AV, V2] = (07)" + (03)* + 2(1 — 0) 010050 + 20(0102p)*
auch
| Vp|* < AV, Vi¢] < 2|V79|%.
Es wird dann gesetzt:

Z/ V2, V2] da.

KeTy,

Die modifizierte Bilinearform Ay(-,-) ist dann fiir 0 < o <1 bzgl. des diskreten Skalar-
produkts
(V2o, V) = > (V2o V)i

KeTy,
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koerzitiv, d. h.:
An(p, ) 2 0l V20l;, peVaVM (6.1.10)

Dass hierdurch tatséchlich eine definite symmetrische Bilinearform und damit ein Skalar-
produkt definiert ist, erschlieft man leicht wie folgt: Ist ||V, |, = 0, so folgt VZpux =
0 auf jeder Zelle K € Tj . Also ist ¢ linear. Wegen der geforderten Stetigkeit in den
Eckpunkten ist dann ¢, € Hj(2). In allen Zellen am Rand ist dann notwendig ¢px = 0
wegen der Randbedingung 9,,¢5,(b) = 0. Dies {ibertrigt sich dann induktiv auf alle Zellen,
so dass sich ¢, = 0 auf ganz Q ergibt. Folglich definiert ||[V?- ||, eine Norm auf dem
»Morley-Raum* VM .

Das zugehérige diskrete Problem lautet dann: Finde ¥, € VM | so dass

Ap(Up, 0n) = (f,rotn)n  Ven € VM. (6.1.11)

Wegen der Koerzitivitédtsbeziehung (6.1.10) ist diese Aufgabe stets eindeutig losbar.

6.1.3 Konvergenzanalyse fiir nichtkonforme Anséitze

Wir wollen einen allgemeinen Konvergenzsatz herleiten, welcher auf verschiedene nicht-
konforme Ansétze anwendbar ist. Mit [, € V}, wird die natiirliche ,, Knoteninterpolie-
rende” von ¢ € V N H3(2) bezeichnet. Fiir diese gilt allgemein

[0 = Il + RV (¢ = L) || + W[V (& = L)l < ch®([ V0. (6.1.12)
Fiir die Losung ¢ € V N H3(Q) der Randwertaufgabe
(A, Ap) = (g,10tp) Vi €V, (6.1.13)
definieren wir auf Vj, &V die Form
Ni(¥, ¢n) = An(¥, 1) — (g, 10t@n), wn € Vi@ V.

Speziell fiir die Losung ¢ = ¥ (zur rechten seite g = f ) und ¢y, € V}, ist dann

Nu(¥,9) = A(¥, ) — (g, rot) =0, @€V (6.1.14)

Wir definieren nun die Grofien (Maf fiir die Approximationsgiite)

20 —
T}(Lk) ‘= sup inf —||V (v k wh)Hh, k> 2,
YeEVNHE(Q) Yr€Vh ||V 1/1”
sowie (Ma$ fiir die Nichtkonformitét)
N
6;]6) = sup sup M k

vevnak@) vevevi, [[VFOIIV2el|n’ B
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Hilfssatz 6.1 (Stromfunktionsapproximation): Fir die Stromfunktion ¥ € V N
H3(Q) sei vy, € VM die durch (6.1.11) definierte, micht-konforme Approzimierende.
Dann gelten fir den Fehler e, := VU — Wy, die Abschdtzungen

IV2%enlln < efr” + 87} I£1 (6.1.15)
IVenlln < et +57¥ 1111 (6.1.16)
Beweis: (i) Sei ¢, € V}, eine beliebige Approximierende der Losung W . Wir schétzen
zunéchst die Differenz €, := ¢, — ¥, € V}, ab. Es gilt
|| Venlli, < An(en, én)
= Ap(thn — VU, 8,) + Anlen, €n) = Ap(n — W, 1) + Nio(V, é),
und folglich
240

. 1 Na (P,
IV2en])? < Jnf [V = )l + — sup 2, pn)] (6.1.17)
h h

T onevi IV2nlln

Diese Abschétzung ist eine Verallgemeinerung der iiblichen ,, Galerkin-Bestapproximation*
fiir nicht-konforme Ansitze (sog. ,,2. Strangsche Lemma“). Mit den oben definierten
Grofen erhalten wir also

IVenlln < efr? + 07 HIVPw)
Dies impliziert die Abschétzung (6.1.15).

(ii) Zum Nachweis von (6.1.16) verwenden wir ein Dualitéitsargument. Sei z € V' Losung
des Hilfsproblems
(Ap, Az) = (rotp,rotey), Yo € V.

Die rechte Seite definiert offenbar ein stetiges lineares Funktional auf Hj (). Folglich ist
z € H3(Q), und es gilt die a priori Abschiitzung

V32| < cllroten]|n- (6.1.18)
Aufgrund der Definition der Form N, (z,e;,) gilt dann
||rotes |7 = Ap(en, 2) — Ni(z.ep).
Mit der Knoteninterpolierenden I,z € V), folgt weiter
rotes |2 = An(en, 2 — Inz) + Anlen, Inz) — Nu(z, ep)
= Ap(en, 2 — Inz) + Np(U, I;,2) — Ni(z, en)
= Ap(en, 2 — Inz) + Np (U, Iz — z) — Ni(z, ep).
Wir kénnen also wie folgt abschétzen:
Irotenll; < 2[V2enllnl V2(z = Lz)l|n + 8,7 | V20| [V2(z = L2)][n
+ 8 [ Ve
< {20 1V2%enlln + 6 (IV20 7Y + 671V 2en | } [ V2.
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Mit Hilfe der a priori Abschitzung (6.1.18) erschlieflen wir weiter
lrotenlln < 2737 [ V2enlln + 61 (V2@ 7Y + 671V 2en|n,
und unter Beriicksichtigung der bereits gezeigten Abschiitzung (6.1.15):
Irotenlln < e(m” + 57 IVPE| + 757 V¥,
Hieraus ergibt sich die Abschitzung (6.1.16), was den Beweis vervollstandigt.  Q.E.D.

Die Anwendung dieses Hilfssatzes auf konkrete nicht-konforme Approximationen er-
fordert die Abschitzung der Groflen T}(Lk) und 5,(1k), Dies erfolgt unter Ausnutzung der
jeweiligen Struktur der verwendeten Ansatzfunktionen.

Satz 6.1 (Morley-Approximation): Die Lisung der Stromfunktionsgleichung erfiille
U e VN H3Q). Dann gilt fir den Fehler e, := W — W, der Morley-Diskretisierung die
a priori Fehlerabschditzung

IVenlln + hl[V2en|ln < ch?[| f]. (6.1.19)

Beweis: Die Argumentation ist analog zu der bei dem entsprechenden Resultat fiir das
Plattenproblem. Q.E.D.

Als Folgerung aus Satz 6.1 erhalten wir fiir das zur Stromfunktion ¥ gehorende Ge-
schwindigkeitsfeld v = rot¥ sowie die Wirbelstéirke w = —AW und die zugehorigen
Approximierenden vy = rotWy bzw. wyx = =AWy die Abschitzung

lv = wnll + hllw — wh|l < ch?||f]]- (6.1.20)

Zum AbschluBl formulieren wir noch ein Satz 6.1 entsprechendes Resultat fiir das nicht-
konforme Adini-Element.

Satz 6.2 (Adini-Approximation): Die Lisung der Stromfunktionsgleichung sei W €
VN H3(Q). Dann gilt fiir den Fehler e, := W — W, der Adini-Diskretisierung die a priori
Fehlerabschdtzung

IVenll + AlIVenlln < ch?|If]]- (6.1.21)

Wenn alle Innenwinkel von € kleiner als o, ~ 126° sind und rotf € L*(Q) ist, gilt die
verbesserte Fehlerabschditzung

lenll + Rl Ven|| + R?||V2en||n < ch*|rotf]|. (6.1.22)
Beweis: Wir haben wieder die Gréfien T,gk) und 5,(Lk) fiir das Adini-Element abzuschétzen.

Dabei verfahren wir &hnlich wie fiir das Morley-Element. Die Ausfiihrung des Beweises
wird wieder als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.
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6.1.4 Gemischte Ansitze

Wir haben gesehen, dass die Konstruktion konformer Ansétze fiir das Stromfunktions-
problem nicht einfach ist und gewisse praktische Nachteile besitzt. Ein alternativer Weg
ist wieder die Verwendung sog. ,,gemischter Methoden; dazu wird von einer anderen,
,gemischten® variationellen Formulierung des Problems ausgegangen. Wir schreiben die
Differentialgleichung vierter Ordnung wieder als ein System von zwei Gleichungen zweiter
Ordnung fiir die Streomfunktion ¥ und die Wirbelstarke w:

AV =w, —vAw+ (0 VYw) + 01 (0, Yw) = rotf. (6.1.23)
Gesucht ist also nun ein Paar {w, U} € L*(Q) x HZ(Q), so dass

(w, ) + (AU, ) =0 Yo € L*(N), (6.1.24)
V(Vw, V) — (019w, hp) — (0 ¥w, 1) = (f,rotp) Vo € HY(RQ). (6.1.25)

Dies ist keine fiir unsere Zwecke brauchbare variationelle Formulierung, da sie nach wie
vor HZ-konforme Ansitze erfordert. Um dies zu umgehen, wird wieder in den obigen
Gleichungen partiell integriert und wir erhalten die folgende ,gemischte“ variationelle
Formulierung der Stromfunktionsgleichung: Finde {w, ¥} € H'(Q) x HL(Q), so dass

(w, ) — (VU, V) =0 Vo € H(Q), (6.1.26)
V(Vw, V) — (01Tw, yp) — (0 ¥w, 1) = (f,rotp) Vo € HY(Q). (6.1.27)

In dieser Formulierung tritt die Randbedingung 0, ¥|sq = 0 nicht mehr explizit auf. Sie
ist zu einer ,natiirlichen® Randbedingung geworden, die von jeder hinreichend glatten
Losung des Problems (6.1.26,6.1.27) automatisch erfiillt wird. Eine Komplikation stellen
die nichtlinearen Terme dar, die fiir den gewéihlten Losungsraum H'(Q) x HJ (Q2) gar nicht
definiert sind. Sie erfordern etwas mehr Regularitéat fiir die Stromfunktionskomponente
als im Ansatz W € Hi(Q) verlangt wird. Die Formulierung (6.1.26, 6.1.27) kann aber
trotzdem als Basis fiir eine Galerkin-Diskretisierung dienen. Wir konzentrieren uns im
Folgenden wieder auf den linearen Fall und setzen v = 1. Die gemischte variationelle
Formulierung erhélt dann die Gestalt:

(w, ) — (VU, V) =0 Yo € H(Q), (6.1.28)
(Vw, Vi) = (f,rotp) Ve € Hi(S). (6.1.29)

Wir halten fest, dass fiir jede Losung ¥ € V N H3(Q) der ,primalen” Formulierung der
Stromfunktionsgleichung mit w := —AU eine Losung {w, ¥} € H'(Q) x HL(Q) der
»gemischten® variationellen Formulierung (6.1.28,6.1.29) gegeben ist.

Satz 6.3: Im linearen Fall hat die gemischte Formulierung (6.1.28,6.1.29) hiochstens eine
Lisung {w, ¥} € HY(Q)x H} (), und fiir jede solche Lisung gilt die a priori Abschitzung

[l + IV < <[ £l (6.1.30)
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Beweis: Wir beweisen zunéichst die Eindeutigkeitsaussage. Seien {w!, U'} und {w? ¥?}
zwei Losungen. Fiir die Differenz {w, U} := {w! — w? ¥ — U2} gilt dann

(Waw) - (V\I/, Vw) =0 Vw € Hl(Q)v
v(Vw, V) =0 Ve e Hy(Q).

Wir setzen ¢ := w, ¢ := ¥ und erhalten
lw]* = (V¥, Vw) =0,
bzw. w= 0. Mit ¢ := ¥ folgt dann auch
VY2 = (w, ¥) =0, (6.1.31)

bzw. U = 0. Weiter erhdlt man bei der Setzung ¥ := w in (6.1.28) und ¢ := ¥ in
(6.1.29):

loll* = (V¥, Vw) = (f,rot®) < [[f[IIVY], (6.1.32)
und bei Setzung von ¢ := ¥ in (6.1.28):
12]* = (w, ) < c|lwllIVE]. (6.1.33)

Kombination dieser Abschitzungen ergibt die a priori Schranke (6.1.30). Q.E.D.

Bemerkung 6.1: Da man in (6.1.29) nicht mit ¢ = w ¢ HJ(Q) testen darf, gibt
die Formulierung (6.1.28,6.1.29) direkt keine Kontrolle iiber [[Vw| . Letztere gewinnt
man erst auf dem Umweg iiber die primale Formulierung aus der (nichttrivialen) a priori
Abschétzung

IVw| < [V2o] < ] (6.1.34)

Zur Diskretisierung der gemischten Formulierung (6.1.28, 6.1.29) verwenden wir einen
H'-konformen Ansatz:

Vi = {tn € H'(Q)| Ynx € P(K), K € Ty},
Vi) = {pn € Hy(Q)| pnx € PY(K), K € Ty}

Die Polynomridume P(K), P°(K) sind im einfachsten Fall gerade P(K) = PY(K) =
Pi(K) lineare Dreieckselemente) oder P(K) = P°(K) = Q:(K), (isoparametrische bili-
neare Viereckselemente). Die gemischie Finite-Elemente-Diskretisierung lautet dann wie
folgt: Finde {wn, ¥} € Vi, x V¥, so dass

(Why ) — (VU3 Vb)) =0 Yy, € Vi, (6.1.35)
(Vwn, Veor) = (f,roter) Ve, € V2. (6.1.36)
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Im Hinblick auf die vorausgehende Bemerkung betrachten wir im Folgenden nur den
Standardfall, dass die Ansétze fiir {wp, ¥} € Vi, x V)? die Eigenschaft V) C V}, besitzen
und insbesondere vom gleichen Polynomgrad sind, d. h.:

Vi) = {on € Vil pjon = 0}.

Dabei konzentrieren wir uns auf den einfachsten Fall linearer oder bilinearer Ansétze.
Grundlage fiir die Fehleranalyse des gemischten Verfahrens ist wieder seine Galerkin-
Orthogonalitit, welche hier die folgende Form besitzt:

(W= wn, ¥n) = (V(V = W), Viby,) =0, ¢y, € Vi, (6.1.37)
(V(w—wn),Veon) =0, @n eV (6.1.38)

Satz 6.4 (Gemischte Approximation): Fir die Diskretisierung (6.1.35,6.1.36) mit
linearen (oder bilinearen) Ansditzen gelten fiir die Fehler € := w—wy, sowie e} := VU —,
die a priori Abschdtzungen

ez |l + [ Vey | < ek L(R)?| f]], (6.1.39)
wobei L(h) := |In(h)| + 1. Fiir quadratische (oder bi-quadratische) Ansdtze gilt

leill + Rl Vey || < ch?|| fII. (6.1.40)

Beweis: Im Folgenden bezeichnen P¥ € V¥ sowie P,w € Vj, Approximierende von W
bzw. w (Knoteninterpolierende, L?-Projektion, etc.) mit den Eigenschaften

@ — PYP|| + A V(¥ — PYW)|| < ch?||[ V2P|, (6.1.41)
|l — Puw|| + AV (w — Pow)|| < || Vw]|. (6.1.42)

i) Wir beginnen mit der Abschitzung von ||[Ve}| . Unter Verwendung der Orthogona-
litatsbeziehung (6.1.37) folgt

IVelll = (Ve , V(U — P)W)) + (Ve V(P - 0,))
— (Vel, V(¥ — PD)) + (¢, P)¥ — ¥y)
= (Ve , V(¥ — PPV)) + (¢, PY¥ — 0) + (¢, e})
< [VeF NIV (Y — PRI+ [l {11 — PRl + eI}

Mit der Poincaréschen Ungleichung, |||l < ¢[|Vell, ¢ € Ha(Q2), folgern wir, dass
IVey || < chl[V®]| + clle;. (6.1.43)

ii) Als néchstes wird ||ef|| abgeschitzt. Dazu verwenden wir eine Hilfskonstruktion. Sei
Ry, : HY(Q) — V;, die orthogonale Projektion bzgl. des Skalarprodukts (V-,V:) + (-, -):

(V(p — Ru), Vo) + (¢ — Ru, ) =0 Vaby, € V. (6.1.44)
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Fiir diese gilt die iibliche L2-Fehlerabschiitzung
le = Buell + BIV(e — Rr)| < B[Vl e {1,2} (6.1.45)
sowie die Maximumnorm-Fehlerabschétzung (s. Ciarlet [80])
I = Ruglloe < ch®L(R)?*]|V0]]. (6.1.46)
Unter Verwendung der Orthogonalitidtsbeziehungen (6.1.37) und (6.1.38) erschlieen wir
e ]I* = (e, w — Raw) + (e, Rnw — wn)
= (¥, w — Rpw) — (Ve , V(Ryw — wy))
= (%, w— Rpw) — (Vey , V(Ryw — w)) + (Ve , Ve¥)
+ (&), Rpw — w) — (&), Rpw — w)
= (e,w — Rpw) — (V(VU — RyT),V(Rpw —w)) + (¥ — Ry ¥, Rpw — w)
— (e}, Rpw — w) — (Ve , Ves),

und weiter
lexl” < [lei e = Ruwl| + [V (¥ = Ry©)|[[|V(w = Rpw)|

10— Ry ¥ [lw — Ryl + [ley [[llw — Rnwll + |(Vey, Ve))|
< ch{lleill + L+ IV} Vw] + chlle; [[IVwll + [(Vey, VeR)-

Kombination der bisherigen Abschétzungen ergibt dann
lexll* < chllV2T|* + [ (Vey, Ver)]. (6.1.47)
Fiir den letzten Term rechts erhalten wir mit Hilfe der Orthogonalitétseigenschaften, dass
(Ve ,Ve) = (VU,Vey) = (V(T — R,T),Ves) + (VR T, Vey),

Man beachte, dass zwar U € H}(Q) ist, aber im Allgemeinen R,U & V)| so dass der
letzte Term rechts nicht verschwindet. Damit folgt weiter

(Vey , Ve¥) = (V(U — R, 1), Ve¥) + (VR T, Vey)
= (V(¥ — Rp0),V(w — Rpw)) + (¥ — BV, w — Ryw)
— (U — RV, er) + (VR,Y, Vey)
<[V = Ry [[[[V(w = Rpw)]| + [V — RpV|[[|w — Ryw]|
+ [V = Ry V[l || + [(VR,T, Vey)|
< c(h+ 1) | V2O |||Vl + ch? | V2P|l e ]| + [(VRL P, VeR)].

Dies liefert zusammen mit (6.1.47), dass

ex)? < ch|| V3|2 + |[(VRLT, Vey))|. (6.1.48)
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iii) Der letzte Term rechts erfordert eine spezielle Behandlung. Seien mit a die Kno-
tenpunkte der Zerlegung Ty, und mit 1, € V}, die zugehorigen Knotenbasisfunktionen
bezeichnet. Wegen der Orthogonalitdtsbeziehung (6.1.37) gilt dann

(VRLU,Ves) = > RyU(a)(Vi, Vey).

acdQ

Mit Hilfe von
R0 ()] = (R — 0)(@)] < R — U]l < ch2L(R? |V
und |Vipy,| < ch™! sowie ||1]|s, < ch'/? folgt
(RuT, V)| < ch2L(RP |50 VeS|,
wobei Sy, := UzeanTréger(y,) . Die inverse Beziehung ergibt wieder
IVes | < ch e + el T,

und folglich

(VR W, Vei)| < ch*PL(0)* V2O {n ei ]| + I Vwll}
< gllei I + chL(R)* V22|,

Einsetzen dieser Abschétzung in (6.1.48) ergibt schlielich
leiII* < chL(h)* V22|
Zusammen mit (6.1.43) und der a priori Abschitzung (6.1.34) liefert dies
e/l + 1Vey || < eht2L(R)?||£1I,

was den Beweis von (6.1.39) vervollsténdigt. Der Beweis der Abschétzung (6.1.40) verwen-
det wieder Galerkin-Orthogonalitidt und ein Dualitétsargument analog zur Argumentati-
on im Fall der Plattengleichung und sei als (nicht ganz einfache) Ubungsaufgabe gestellt.

Q.E.D.

Bemerkung 6.2: Fiir die gemischte Approximation der Stromfunktionsgleichung kann
auch fir lineare Ansétze auf allgemeinen Gittern Konveregenz garantiert werden, was an
der Verwendung einer skalaren Variablen w = —AW liegt. Dies macht den ,, Trick® in o. a.
Beweisteil (iii) moglich. Im Fall der Plattengleichung ist die entsprechende Variable ein
Tensor M = V?u, fiir den diese Argumentation nicht funktioniert. Hier wird fiir Konver-
genz eine gewisse Gleichméfigkeit des Gitters gefordert, um Superapproximationseffekte
ausnutzen zu kénnen. Ob das wirklich notwendig ist, bleibt eine noch offene Frage fiir
weitere Forschung.
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6.2 FE-Diskretisierung des Stokes-Problems

Wir betrachten nun die direkte Diskretisierung des linearen Stokes-Problems. Die dabei
verwendeten Finite-Elemente-Ansitze werden ,, Stokes-Elemente® genannt. Sei W € W :=
HZ(Q) Losung der (linearen) Stromfunktionsgleichung

(AT, AD) = (f,10td) Vb € W. (6.2.49)

Fiir einen Moment werde ¥ € H3(Q)) angenommen. Mit der Zuordnung v := rot¥ und
w :=rotd folgt wegen rotrot = —A durch partielle Integration:

(AT, AD) = — (AT, rotrot(P)) = —(rot(AT), rot(P)) = —(Arot(¥), rot(P))
=—(Av,p) = (Vv, Vo).

Die Randintegrale sind wegen 0,¥|pq = 0 gleich Null. Die Annahme ¥ € H*(Q2) kann
wegen der Dichtheit von H?*(Q) C H*(Q) durch das iibliche Approximationsargument zu
U € W abgeschwiicht werden. Es gilt also allgemein fiir v :=rot¥ und ¢ :=rot®:

(Vo, V) = (AT, AD) = (f,p) Ve eV, (6.2.50)

wobel V' := rot(W) gesetzt wird. Wenn iiber den Stromfunktionsansatz ein divergenz-
freies Geschwindigkeitsfeld v gewonnen worden ist, muss noch ein zugehériger Druck
bestimmt werden. Dies geschieht iiber die variationelle Gleichung

(p, V@)= (Vu, V) — (f,p) Vo€ H:=H;(Q). (6.2.51)

Wie wir im Theoriekapitel gesehen haben, besitzt dieses Problem eine Lésung p € L?(),
welche bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Fiir diese gilt die sog. ,,inf-sup*-
Stabilitédtsungleichung

7V :
it s VO Lo gy (6.2.52)
xel3@ | gempip2 XV

Diese gibt Kontrolle iiber den Druck durch die Daten des Problems. Unter Verwendung
der a priori Abschétzung fiir das Geschwindigkeitsfeld

Vol < [[fll-1,

mit der dualen Sobolew-Norm

loy= sup W29
e HL ()4 Vel

folgt

bl < 60 sup VO —(S¢)

<267 fl|-1. (6.2.53)
peHL(Q)d Vel
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6.2.1 ,,Exakt“ divergenzfreie Stokes-Elemente

Wir betrachten zunéchst einen konformen Finite-Elemente-Ansatz fiir die Stromfunktions-
Gleichung: Finde W, € W), C H3(Q), so dass

(A\I/h, Aq)h) = (f, I‘Ot(q)h)) V®, € W), (6254)
Dieses Problem ist im Hinblick auf die Abschitzung
IV < | V2P| < c|AT|, e HF ()

stets eindeutig losbar. Analog zu der Beziehung v = rot¥ ordnen wir der diskreten Strom-
funktion einen , diskreten“ Geschwindigkeitsvektor zu durch v, := rotW; . Der zugehorige
diskrete ,, Geschwindigkeitsraum® ist

Vi, i=rot(W3,) € J1(R) € Hg ()%
Mit der Zuordnung ¢y, := rot®;, fir ® € W), erhalten wir unter Beachtung von (6.2.50):
(VU}“ V(,Dh) = (A\I/h, Aq)h) = (f, I"th)h) = (f, Lp}L) VQ,O}L eV, (6255)

Die so gewonnene Geschwindigkeitsnédherung v, € Vj, ist offensichtlich ,exakt® diver-
genzfrei. Man mache sich diesen Zusammenhang zwischen konformen Ansétzen fiir die
Stromfunktionsgleichung und entsprechenden, divergenzfreien Stokes-Elementen anhand
des Argyris-Elements klar. Hier ist

Vi, = rOt(W}?rgyris) C H, = {(ph € H&(Qy | PhKk € P4(K) K e Th}

Um direkt mit dem zugehorigen Ansatzraum Vj, C J1(Q2) arbeiten zu kénnen, benotigen
wir eine Knotenbasis von Vj,. Da der Rotationsoperator rot = (—dy,d;)7, auf W,? reyrs
injektiv ist, erhalten wir eine solche Basis direkt durch Anwendung von rot auf die Ele-

O . A is
mente der natiirlichen Knotenbasis von W, """

Bestimmung des ,diskreten® Drucks: Es bleibt, einen zugehérigen , diskreten® Druck zu
bestimmen. Offenbar ist V, = {¢), € H,| V- ¢, = 0} C Hy, . Wir wihlen einen ,,Druckan-
satzraum® L, C L3(Q). Der zu v, € Vj, gehorende diskrete Druck p, € L;, wird dann
durch die folgende variationelle Gleichung bestimmt:

(pr V- on) = (Yo, Veou) — (f,0n)  Yion € Hy,. (6.2.56)

Lemma 6.1 (Druck): Fir jede Wahl von Ansatzriumen Vi, := rot(W},) und L, C L
existiert ein Lisungspaar {vn, pr} € Vi, x Ly, der Gleichungen (6.2.55) und (6.2.56).

Beweis: Die Existenz einer (eindeutigen) Losung v, € Vj, von (6.2.55) haben wir bereits
oben begriindet. Die Existenz dieses zugehdrigen Drucks geméfl (6.2.56) diskutieren wir
auf dem Algebra-Level. Seien {¢},i=1,..., Ny := dim H,} sowie {x},j=1,..., N :=
dim L,} Knotenbasen der Finite-Element-Riéume Hj, bzw. L, und z € RM# sowie
y € RV die zugehorigen Knotenvektoren:
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Ny

erm ph = Z YiX:

Mit den Matrizen und dem Vektor
N] NH NH

= (Ve V), Bi= (G, Voel)) ™ b= (Fel)

ist Problem (6.2.56) dquivalent zu dem folgenden linearen Gleichungssystem
By = Ax —b. (6.2.57)

Wegen Bild(B) = Kern(BT)* ist dieses System genau dann 16sbar, wenn die rechte Seite
Az — b orthogonal zu Kern(B7T) ist, d. h. wenn

(Az —b,2) =0 Vz € Kern(B").
Der Kern von BT ist charakterisiert durch

(B'z,y) = (Veon.xn) =0 Vxi € Ly,

d. h.: Alle Funktionen ¢, € V, haben Knotenvektoren x € Kern(BT). Dies ist aber
wegen

(Vun, Veor) = (foon) =0, op € Vi,
automatisch der Fall. Q.E.D.

Die Existenz eines diskreten Drucks p, € L; besagt aber noch nicht, dass dieser
auch eine brauchbare Approximation zum Druck p ist. Dazu sollte er eindeutig (bis auf
Konstanten) bestimmt sein, stetig von den Problemdaten abhingen und einer Fehler-
abschitzung geniigen. Der Schliissel zu all diesen Forderungen ist das diskrete Analogon
der ,inf-sup“-Ungleichung (6.2.52), ndmlich

min { max M} > 6, > 6. >0, (6.2.58)
xneLn Lenctn [|xnl [V
moglichst gleichméfig fiir A — 0 nach unten beschrankten Stabilit dtskonstanten gy, .
Diese Bedingung wird in der Literatur aus historischen Griinden auch ,,Babuska-Brezzi“
oder kurz ,BB-Bedingung® genannt. Aus (6.2.58) folgt unmittelbar die Eindeutigkeit des
diskreten Drucks p;, bis auf Konstanten. Weiter erhalten wir analog wie im kontinuierli-
chen Fall fiir p;, € L;, die a priori Abschétzungen

IVonll < Ifll-1s llpwll < 287111

Die Giiltigkeit der Stabilitédtsabschéitzung héngt von der ,richtigen* Wahl des Druckan-
satzraumes L, ab; dieser darf offenbar nicht zu ,,groff* sein verglichen mit dem Geschwin-
digkeitsansatzraum Hj . Wir werden weiter unten sehen, dass z.B.

LY = {xn € L*(Q)| xujx € Po(K), K € Ty}

zusammen mit dem Argyris-Element gewonnenen Geschwindigkeitsansatz zuléssig ist. Die
zugehorige Fehlerabschiitzung formulieren wir nun als Satz.
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Satz 6.5 (Druckapproximation): i) Es gelte die gleichmifige ,inf-sup“-Stabilititsun-
gleichung (6.2.58). Dann gilt fiir den durch (6.2.56) eindeutig definierten diskreten Druck
pn € Ly die allgemeine Fehlerabschitzung:

Ip=pull < (1+c8,) min o=l + 5" min V20— @, (6:2:59)

I3
it) Im Fall des Argyris-Elements gilt die inf-sup“-Stabilititsungleichung (6.2.58) gleich-
majsig bzgl. h und es gilt mit py, € Lf) :
D = pull < e{R*[Ipllas + W [v]| a5 }, (6.2.60)

vorausgesetzt, dass v und p diese Regularidt besitzen.

Beweis: i) Durch Vergleich der kontinuierlichen Gleichung (6.2.51) mit ihrem diskreten
Analogon (6.2.56) folgt die Beziehung

(P =pn,Von) = (V0 =vn), Vion),  @n € Hp. (6.2.61)
Mit Hilfe der inf-sup-Stabilitdtsabschitzung (6.2.58) und der Beziehung (6.2.61) schétzen
wir wie dann folgt ab:
lp = pall < llp = xull + [Ixn = pal

— ) 7p7v
< llp = xall + B! max O =11, V - 1)

pneH}, ||V</9h||
_ (xn =0, V-on) (p— 1 V- 01)
< — + 1 ma. r—— Jr ma. e
Sllp=oall+ By max =g N A T

_ _ (p—pn, V- n)
< (L4 e, Hp — xall + 5h1¢1hng§h Vel

(V(U — Uh), chh)

1+ eBYp — vill + 871 max
B Illp = xull + 5" max IVenl|

)

+ e )l = xall + B IV (0 = o)
+ B D = xall + B V(T = @)
(L+ B Dllp = xull + B IIA(Y — )|

mit einem beliebigen xj, € Lj. Dies impliziert die erste behauptete Ungleichung:

_ < —1 3 _ —1 ; _
lp=pull < (1 +e5) min =l + 50 i AW =) (6.2:62)

(
(1
(1

VANVANRVAN

ii) Als niichstes bemerken, dass fiir das oben definierte Raumpaar {Hy, Ly} mit Hj, =
HY = {p) € Hy(Q)? | ¢k € Pi(K), K € Ty} und Ly, = L'? die gleichméBige ,inf-
sup“-Stabilititsbedingung (6.2.58) erfiillt ist (Ubungsaufgabe).

Aus der allgemeinen Fehlerabschétzung (6.2.59) folgt damit fiir das Argyris-Element:

— ol < (1+¢B7Y) min ||p— ~1 mij 2P —
lp—pull < (1 +cB; )nggh\lp xull + 8; Juin [V*( |
< c{P?|Ipll > + WP g },

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.
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Als zweites Beispiel betrachten wir das nicht-konforme Morley-Element. In diesem
Fall ergibt sich durch Rotationsbildung Hj, := rot(V,M) ein wieder nicht-konformer , li-
nearer* Geschwinfigkeitsansatz, der zusammen mit stiickweise konstanten Druckanséitzen
der inf-sup-Bedingung geniigt. Das resultierende ‘Stokes-Element* wird unten noch ge-
nauer diskutiert werden. Fiir die Knotenbasis {0} } des Morley-Ansatzes erhilt man dann
durch Setzung 1; := rotW,i eine lokale Basis des Teilraums der diskret divergenz-freien
Geschwindigkeitsansétze Vi, := {vy, € Hp | (V- v, xn)n =0 Vxn € Li}.

6.2.2 Allgemeine ,,Stokes-Elemente“

Wir betrachten nun die Diskretisierung des allgemeinen, stationdren Stokes-Problems
losgelost von der Stromfunktionsformulierung. Dies eroffnet insbesondere den Weg zur
Behandlung auch des 3-dimensionalen Falls. Der Einfachheit halber wird die Stokes-
Gleichung wieder auf einem polyedrischen Gebiet Q C R? (d = 2 oder d = 3) betrachtet,
und es werden homogene Dirichlet-Randbedingungen vjgq = 0 gestellt. Mit dem entspre-
chenden technischen Mehraufwand ist auch die Behandlung von Gebieten mit krummen
Réndern sowie inhomogene Einstromdaten und freie Ausstromrénder moglich.

Ausgangspunkt ist die variationelle Formulierung in den Rdumen H := H}(2)? und
L:=L}(Q): Finde {v,p} € H x L, so dass

(Vo, Vo) = (p,V-9) = (f,¢) VpeH, (6.2.63)

(x,V-v)=0 VYyelL. (6.2.64)

Auf konvexen Polyedern oder allgemeinen glatt-berandeten Gebieten hat die (eindeutige)

Losung dieses Problems wieder die Regularitit {v,p} € H*(Q)? x H'(Q) und es gilt die
a priori Abschiatzung

[0l + [Pl < call £I (6.2.65)
Seien nun Hj, C H und L, C L FE-Teilrdum, welche ,,diskret* inf-sup-stabil sind:
V-
min { max M} > B (6.2.66)
xneln Lenetn [[xnl[|Veon]|

mit moglicherweise von h abhéngigen Konstanten (3, > 0. Die approximierenden Pro-
bleme lauten dann: Finde {v,pn} € Hy X Ly, so dass

(Von, Veon) = (pr, V- on) = (f,n)  Von € H, (6.2.67)
(Xn, V-vp) =0 Vxyp € Lp. (6.2.68)

Die Ansatzraume Hjp, x L, wird wegen Hy, C H (und L, C L) als ,konform* bezeichnet.
Wir werden spéater auch noch ,,nicht-konforme* Ansitzraume kennenlernen. Wir bezeich-
nen wieder mit

Vi, = {’Uh S Hh| (V : U}uXh) =0 vxh S Lh}

den Teilraum der diskret divergenz-freien Geschwindigkeitsansétze.
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Aufgrund der Diskussion im vorigen Abschnitt besitzen die diskreten Stokes-Probleme
(6.2.67) - (6.2.68) eindeutig bestimmte Losungspaare {vy,pn} € Hy x Ly . Fiir die Kon-
vergenz {vn,pn} — {v,p} fiir h — 0 ist erforderlich, dass die Rdume V}, ausreichend
,eroff* sind, um damit Funktionen aus V' approximieren zu konnen. Dazu fordern wir die
folgende Approximationseigenschaft:

i - in [lp— xall < ch{[lv] < chl|f]- 6.2.69
min [[V(v =)l + min flp—xall < ch{llo]z + llpla} < chllf] (6.2.69)

Lemma 6.2 (Quasi-Bestapproximationseigenschaft): Die konforme Approzimation
(6.2.67) - (6.2.68) des Stokes-Problems (6.2.63) - (6.2.64) besitzt die ,,(quasi)-Bestapprozi-
mationseigenschaft* bzgl. der Ansatzrdume Vj, :

V(v —up)| < ef min [|V(v — @) + min p— xal}- 6.2.70
IV(v = va)]| < ef min [[V(v—n)ll + min [lp =} (6:2.70)

Beweis: Die Subtraktion der diskreten Stokes-Gleichungen von den kontinuierlichen er-
gibt die ,,Galerkin-Orthogonalitdtsgleichungen*

(Vv =), Veor) = (p—pn,V-on) =0, ¢n € Hy. (6.2.71)
(Xn, V- (v =) =0, xn€ L. (6.2.72)
Wegen vy, € Vj, folgt fiir beliebiges ¢, € V}, und x;, € Lj, wegen (6.2.71) und (6.2.72):
IV —vn)|* = (V(v =), V(0 = @n) + (V(v = vn), V(on — vn))
= (Vv =), V(v —n) +(p—pr, V- (on — vp))
= (V(v—=wn), V(v —n) + (@~ xn, V- (prn—0)) + (0= xn, V- (v —v)).
Daraus folgt mit Hilfe der Youngschen Ungleichung ab < a? + 1b*:
IV~ )l < eIV~ enll + I — )

Da ¢, € V,, und x; € Ly, beliebig gewdhlt waren, ergibt sich durch Infimumbildung die
behauptete Abschéitzung. Q.E.D.

Die obige Fehlerabschitzung (6.2.70) ist unbefriedigend, da es nicht offensichtlich ist,
wie man eine geeignete Approximierende i,v € V,, zu v € V mit bekanntem Fehler-
verhalten konstruieren kann. Dies dndert sich, wenn die Raumpaare Hj, x L, C H X L
gleichmdfig inf-sup-stabil sind:

min { max M} > B (6.2.73)
xneln Lenen | xnll[Vienll

mit einer festen Konstante 5, > 0.

Lemma 6.3: Erfillt das Teilraumpaar Hy, x L, C H x L die gleichmdfige inf-sup-
Stabilititsungleichung (6.2.73), so gilt auch die dazu ,adjungierte® Abschitzung

min < max ——————— & > [3,. 6.2.74
neH, {XheLh IxellIVerll ] — ’ ( )
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Ferner gilt fir veV:
min |V(v —op)|| < (148 ml}ﬁ} IV (v—n)- (6.2.75)
h

Ph€EVL (23S

Beweis: i) Wir beweisen zunéchst (6.2.74). Durch

(Buns xn) == (Xn, V- on)  Yxn € La,
wird ein linearer Operator By, : Hp, — L} definiert. Der zugehérige adjungierte Operator
Bf « L, — Hy ist definiert durch
(BhXns ¢n) = (Bun, xn) = (xn, V - o) Von, € H.
Da die Rdume Hp, und L, endlich dimensional sind, gelten die Beziehungen
Bild(By,) = Kern(B;)*, Bild(B,)* = Kern(B;),
Bild(B;) = Kern(By,)*, Bild(B;)* = Kern(By,).

Die Stabilitdtsungleichung (6.2.73) impliziert dann

(
) ) v v
g+ = Sup (Bixn, on) = sup bt V- 21) w) = Bulxall,  xn € L.
on€Hp ”v@hH on€Hp HV ”
Der Operator Bj ist also injektiv, d. h. Bild(By,)* = Kern(B;) = {0} mit beschrénkter
Inverser B; ' : Kern(By,)* € H* — Ly,

1B, < B

Dann ist auch By, : H — Kern(Bj)* C L; invertierbar mit derselben Schranke

1B < Bt
Dies wiederum impliziert
Bren, x Xn, V¢
BVl < 1 Bugnlsy = sup BEmxel _ g, (0 V- on)
Xn€ELR HXh” XnELR HXhH

was zu beweisen war.
ii) Es bleibt, (6.2.75) zu zeigen. Seien v € V| v, € V}, und ¢, € Hy, beliebig. Damit gilt
dann unter Verwendung von (6.2.74):

V(v = vl < IV(v = n)ll + [[V(en — va)ll

< IV = gn)l| + Bt sup XY (en=vn))

Xh€LR HXhH
V- (o —
= V(- )l + 55 sup XY 2=V
Xh€ELR HXh”

< L+ eIV = en)ll
Wegen der beliebigen Wahl von v, € V}, und @), € H;, folgt hieraus (6.2.75). Q.E.D.
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Satz 6.6 (Bestapproximationseigenschaft): Die konforme Approzimation (6.2.67) -
(6.2.68) des Stokes-Problems (6.2.63) - (6.2.64) besitzt im Falle gleichmdfSiger inf-sup-
Stabilitat die Bestapproximationseigenschaft:

V(v — + |lp — pr|| < min ||V(v —¢p)|| + min ||p — 6.2.76

H (U Uh)“ ” h” C{ sohleth ” (U h)” XhEth || XhH}a ( )
— <ch{ min ||V(v—¢ + min — . 2.

||1) UhH =S¢ { Lph,Eth, ” (U h)” XhEth, ||]9 XhH} (6 77)

Mit der Approximationsiegenschaft (6.2.69) ergibt dies die Fehlerabschitzungen:

V(v —wp)l| + [lp = pull < ch| f], (6.2.78)
o —wnl < ch?|If]. (6.2.79)

Beweis: Zunichst ergibt die Subtraktion der diskreten Stokes-Gleichungen von den Kon-
tinuierlichen die Galerkin-Orthogonalidtsgleichungen

(Vv =), Von) — (p—pn,V-0n) =0, ¢ € Hy. (6.2.80)
(th V- (U — Uh)) =0, xne€ Ly, (6281)

i) Wir beginnen mit der Abschitzung von ||V (v —uwy)||. Wir werden hierfiir nicht das Re-
sultat von Lemma 6.3 heranziehen, sondern stattdessen eine davon unabhéngige, alterna-
tive Argumentation verwenden. Damit bereiten wir schon den spéiter im Zusammenhang
mit sog. ,stabilisierten* Stokes-Elementen verwendeten Beweisgang vor. Fiir beliebiges
o, € Hy, folgt mit Hilfe von (6.2.80):

V(v —wn) | = (V(v = vn), V(v —@n) + (V(v = vp), V(en — va))
= (V(v =),V —wn)+{@—pn V- (on—1m))
= (V(v—=un),V(v—=0n)+ @ =10, V- (on—=0)) + (=0, V- (v—u4)),

und weiter mit Hilfe von (6.2.81) mit beliebigem x, € L, :
[V (v—vp)|I>= (Vv —2v), V0 —=1)+@—0r V" (on—0)+ (= x0 V- (v—13)).
Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung ab < £2a? + (4€2)7b* folgern wir weiter
IV =wn)ll < {1+ DIV =)l + lIp = xall} +ellp = pall- (6.2.82)

ii) Als néchstes wird ||p — ps| abgeschétzt. Mit Hilfe der inf-sup-Ungleichung (6.2.66)
folgt

Il = pull < llp = xull + lIxa — pall

_ (xn —pn, V - ¢p)
< ||p — X + ﬁ ! sup ——<=
W67 s ]
_ (xn—p, V- 1p) _1 (p—pn, V- 1p)
SHP_Xh +,B ! sup —JFB sup — =
157 s Il S V]
(p—pn, V- 1y)

<148 Yp—xull + 57" sup
Yp€Hp ”vwh”
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Weiter impliziert die Galerkin-Orthogonalitit (6.2.81)

- _ Vv—u,),V
lp—pull < c(1+ B Yp—xull + 87" sup (V( n), Vr)
Yn€Hp [Vl

L+ B7N)p = xaull + el V(v = vl

Durch Kombination dieser Abschitzung mit (6.2.82) erhalten wir

IV(w = wn)ll < c{lIV(v = @n)ll + Ip = xall}
+efe(@+ 8P = xall + ¢l V(v =)}

Bei hinreichend kleiner aber fester Wahl von ¢ > 0 folgt

IV —w) < c{IVw =)l + @+ B8P~ xall}-
Da ¢, € H, und x; € Ly beliebig gewihlt waren, ergibt sich durch Infimumbildung die
erste Abschitzung (6.2.76).

iii) Zur Abschitzung von |[v — vy|| verwenden wir wieder ein Dualitétsargument. Sei
{z,q} € H x L die Losung des ,dualen Stokes-Problems*

(Vp,Vz) — (¢, V - ¢) = (p,v —vp)||v —on|| ™ Ve € H, (6.2.83)
(x,V-2)=0 VxeL. (6.2.84)

Diese ist in H?(2)? x H'(Q) und es gilt die a priori Abschétzung
zllz + llallm < cllv—wnllllo—val ™ =c. (6.2.85)

Mit der Testfunction ¢ := v — v, ergibt sich dann unter Verwendung der Galerkin-
Orthogonalitdt mit den natiirlichen Knoteninterpolierenden i,z € Hy, und ju,q € Ly, :

), Vz) = (q. V- (v —vn))
v =), V(z —inz)) + (V{0 =), Vinz) = (¢ — jng, V - (v — v3))
v —wy), V(2 = in2)) + (p = pn, V- in2) = (¢ — jng, V - (v —vp))
), V(z = in2)) + (p = pn, V- (inz = 2)) = (¢ = jnq, V - (v = v3)).

V(v —u,
V(
(
(

[o = vall =

\Y

V(v—uy

(
=
(
=

Mit Hilfe der Fehlerabschétzungen fiir die Knoteninterpolierenden schétzen wir weiter ab:

lo—=vnll < IV0=vn)[IV(z=in2) || + lp=palllIV - (inz=2) || + llg—Jnalll[V - (v=vn)]]
< chl|[V(v=wvn)|[lI2ll2 + chllp=pulll| 2l 2 + chllgllm [V (0—=uva)|
< h{[IV(v=uvi)ll + lp—pul }-

Dies vervollstéindigt den Beweis. Q.E.D.
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I) Beispiele von , konformen* Stokes-Eelementen

a) Elemente mit unstetigem Druck: Diese Ansitze zeichnen sich dadurch aus, dass sie
lokale Masseerhaltung garantieren

/ n~vhd0=/V~vhda:=0, K eT,. (6.2.86)
0K K

Ferner ist wegen der fehlenden Kopplung zwischen den Druckfreiheitsgraden zu verschie-
denen Zellen die Massematrix des Druckansatzes block-diagonal bzw. im einfachsten Fall
sogar diagonal. Die verschiedenen Stokes-Elemente werden im Folgenden wieder durch
Angabe der Knotenwerte fiir Geschwindigkeit- und Druckansatz beschrieben. Wir be-
schranken uns auf Beispiele in 2 Dimensionen; in den meisten Fillen existieren natiirliche
Analoga in 3 Dimensionen.

i) Das P;/P{¢-Element (a) und das Q$/Pd-Element (b):
a) Py(K) = P{(K). Py(K):=F(K);

b) Pu(K):=Qi(K), Pr(K):= Podc(K)§

°p

Abbildung 6.1: Die konformen Stokes-Elemente vom Typ Pf/FP¢ (links) und Q$/FPg*
(rechts).

Das einfachste P;/F,-Element ist unbrauchbar, da hier der Teilraum Vj, der , diskret di-
vergenzfreien“ Geschwindigkeiten fast nur die Null enthélt. Das @1/ P, -Element ist wegen
seiner Einfachheit bei Ingenieuren sehr beliebt, erweist sich aber haufig als instabil, was
sich in unphysikalischen Oszillationen im Druck zeigt. Die inf-sup-Stabilitétsbedingung
ist hier nicht (oder nur mit h-abhéngiger Konstante 3}, ) erfiillt.

ii) Das Ps/Pdc-Element (a), das erweiterte P?/Pjc-Element (b), und das Q5/ Pi*-Element
(c):

a) Py(K) = P§(K), Pr(K):=F(K);
b) Py(K) = P5(K) & spanf{bj, bk}, Pr(K) = P{°(K);

¢) Pu(K):=Q5(K), Pr(K):=Pi(K).



226 FE-Methoden fiir inkompressible Stromungen

Dabei ist b}, = (bg,0)T und b% = (0,bx)?, mit der (eindeutig bestimmten) kubischen
,,bulb-Funktion*

b € P3(K):  bgox =0, |K|_1/bKda::1.
K

Wir werden unten sehen, dass alle diese Stokes-Elemente gleichmBig ,inf-sup*“-stabil sind.
Dabei wird die Konstruktion des erweiterten Ansatzes Py durch den Beweis der Stabi-
litdtsabschéitzung motiviert. Diese Konstruktion léasst sich auch fiir hohere Polynomgrade
r > 3 verallgemeinern. Das QS/Pi¢-Element erweist sich in der Praxis als besonders gut
geeignet hinsichtlich Komplexitdt und Genauigkeit.

o
4

v,p

Abbildung 6.2: Die konformen Stokes-Elemente vom Typ Ps/Pg¢ (links), P§ @
span{bk, b%} /P& (mittig) und Q5/P (rechts).

Lemma 6.4 (,inf-sup“-Bedingung): Die konformen ,Stokes-Elemente® vom Typ
Py/Pic, PY/P und Qqof P{¢ geniigen der gleichmdfigen ,in-sup“-Bedingung (6.2.58).

Beweis: i) Der Beweis basiert auf der kontinuierlichen inf-sup-Abschétzung (6.2.52) und
den lokalen Eigenschaften der verwendeten Ansatzfunktionen. Die einzelnen Beweisschrit-
te kénnen dabei Hinweise zur Konstruktion von stabilen Stokes-Elementen geben. Sei
qn € Ly, beliebig gegeben. Aufgrund der kontinuierlichen inf-sup-Abschétzung gilt dann:

(g, V - ¢)
< su . 6.2.87

Hiermit erhalten wir die Beziehung

Bllgnll < sup
peH

(qn, V - 1) IIV%I} (g0, V- (¢ — ¢n))
+ su , 6.2.88
{ Nl Vol T8 Vel (6.2.88)

fiir beliebiges ¢, € Hj,. Ein Weg zum Beweis der Behauptung ist nun die Konstruktion
eines Interpolationsoperators r, : H — Hj mit den folgenden Eigenschaften:

(a) (X}H V- T‘h’U) = (Xh; V- ’U)7 Xh € Lh7 (6289)
(b) V|| < || Vo). (6.2.90)

Damit folgt dann iiber (6.2.88):

(qn, V - 1190) ||VTh<P|} (qn, V - ¢n)

< sup e
[Vraell Vel enety |Vl

Bllanll < sup {
peH

Die diskrete inf-sup-Bedingung ist also erfiillt mit der Konstante S, := 3/c; .
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ii) Die Konstruktion des Interpolationsoperators r;, ist orientiert an den kritischen Eigen-
schaften (a) und (b) und natiirlich an der Forderung r,v € Hj, . Mit Hilfe von partieller
Integration erhalten wir

(@, V-0)= > (g0, V-0)k = > {(gnn-v)oe — (Vau,v)k}

Ke|T, KET,

Eine lokale Konstruktion des Operators r, muss also die folgenden Bedingungenerfiillen:

(g, - v)r = (gn,n-pv)r, T € 9Ty, (6.2.91)
(Van,v)x = (Van, 7o)k, K € Ty (6.2.92)

Diese Bedingungen sind fiir Funktionen v € H stetig definiert. Im jeweiligen konkreten
Fall miissen sie durch weitere Bedingungen ergénzt werden, um einen geeigneten Operator
r, zu erzeugen. Dazu gehort dann noch der Nachweis der Stabilitidtseigenschaft (b). Wir
wollen diese Konstruktion fiir die betrachteten Stokes-Elemente kurz skizzieren. Der de-
taillierte Nachweis der Unisolvenz, der Konformitit sowie Stabilitéit sei als Ubungsaufgabe
gestellt. Fiir ein v € H sei v, € H, die globale Ritz-Projektion mit den Eigenschaften

(V’Uh, V(ph) = (V’U, V(ph) V(ph S Hh, ||V’Uh|| < ||VUH (6293)

iii) Das P,/ F{-Element: Der zugehorige Interpolationsoperator rj, wird durch folgende
lokale Bedingungen definiert (beachte Vg, x =0):

rpo(a) = vp(a), a € &PTh, (Grav)r = (X, v)r, /;x € Po(D), T € 9Ty,

Fiir den Beweis fiir das P?/Pj-Element und das Q5/P{°-Element verweisen wir auf die
einschligige Literatur, z. B.: Girault/Raviart [110] und Matthies/Tobiska [122]. Q.E.D.

Bemerkung 6.3: Die Existenz eines (linearen) Operators r, : H — H, mit den Ei-
genschaften (6.2.89)-(6.2.90) ist sogar notwendig fiir die Giiltigkeit der gleichmdfligen
diskreten inf-sup-Stabilitit. Sei diese gegeben. Dann gilt auch (Hinweis: Man betrachte
den durch (xn, Bhvn) == (xn, V - v), definierten Operator By, : H, — Lj und seine
Adjungierte Bj: Ly, — Hj.)

. (Xh7 v : Uh)
inf sup =————-
on€tin yery, [ Vol lxnll

> B

Fiir jedes v € H existiert dann ein eindeutiges Element r,v € V;I'| so dass

(Xn: V -1p0) = (xn, V- v)  Vxi € Ly,

und

(xn, V- 1p0) (xn, V- 0)

Bel[ V|| < sup < sup

< ||V
Xn€Lp HXhH Xnh€Lp ”Xh”

Dadurch ist offensichtlich ein linearer Operator r, : H — Hj, mit den gewiinschten
Eigenschaften definiert.
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b) Elemente mit stetigem Druck:
Diese Elemente zeichnen sich durch eine geringe Zahl von Knotenfreiheitsgraden aus,
besitzen aber nicht die lokale Masseerhaltungseigenschaft.

i) Das P?/P¢-(MINIY)-Element (a), das Ps/Pf-(Taylor-Hood)-Element (b) und das ent-
sprechende Q$/QS-Element (c):

a) Py(K):= P (K)®span{bk, b%}, Py (K):=P{K);
b) Py(K):=P§(K), P,:=P;K);
¢) Pu(K):=Q5K), Pr(K):=Qi(K).

Dabei ist wieder bl = (bx,0)” bzw. b% = (0,bx)” mit der oben definierten kubischen
,bulb-Funktion® by .

v,p v,p ® v, p

Abbildung 6.3: Die konformen Stokes-Elemente vom Typ P; & span{bk, b% }/Pf (links),
Ps/Pf (Mitte) und Q5/Qf5 (rechts).

Alle drei Stokes-Elemente sind inf-sup-stabil. Allgemein ist der stetige P¢/P¢ ,-Ansatz
(fiir » > 3) inf-sup-stabil. Die Kombination P¢/P¢ ; (verallgemeinerte Taylor-Hood-
Elemente) ist nicht stabil und erfordert eine Anreicherung des Geschwindigkeitsansatzes
(s. Brenner/Scott [78]).

Lemma 6.5 (,inf-sup“-Bedingung): Das ,MINI-Element“ vom Typ P?/P¢ sowie die
» Taylor-Hood-Elemente vom Typ Ps/Pf und QS5/Q5 geniigen der gleichmdfigen inf-
sup “-Bedingung (6.2.58).

Beweis: Der Beweis verwendet dhnliche Argumente wie der von Lemma 6.2.2. Ausgangs-
punkt ist wieder die Beziehung

(qn, V - on) || Venl| (qn, V- (0 — 1))
Bllanl|| < sup{ + sup , 6.2.94
L A 2 B 7% I A A 1 2 (06299

fiir beliebig gewéhlte ¢, € L, und ¢, € Hj, . Ziel ist dann wieder die Konstruktion eines
Interpolationsoperators 7, : H — Hj;, mit den Eigenschaften (a) und (b). Dies kann beim
MINI-Element analog wie oben erfolgen. Wegen der Stetigkeit der Druckansiitze ist

(qn, V- ) = =(Van, p),

'F. Brezzi, M. Fortin: A minimal stabilization procedure for mized finite element methods, Nu-
mer. Math. 89, 457-491 (2001).
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so dass fiir den Operator 7, neben der H -Stabilitét nur die Eigenschaft

(Van, ) = (Van, rne)xk =0, K € Ty,

zu fordern ist. Hierfiir stehen beim MINI-Element die zusétzlichen zwei Bulb-Freiheitsgra-
de pro Zelle K im Geschwindigkeitsansatz zur Verfiigung. Der Stabilitédtsbeweis fiir die
Taylor-Hood-Elemente erfordert eine modifizierte Argumentation und ist wesentlich auf-
wendiger. Hierfiir wird auf die o. a. Literatur verwiesen. Q.E.D.

II) Beispiele von ,nicht-konformen“ Stokes-Elementen

Wir haben gesehen, dass die Stabilitdtsbedingung (6.2.58) die Konstruktion von Stokes-
Elementen niedrigsten Polynomgrads verbietet; die P¢/Pgc- und Q$/Pd-Elemente sind
nicht brauchbar. Die Erzeugung stabiler Anséitze erfordert hier die Verwendung von nicht-
konformen, d. h. nicht vollstandig stetigen, Geschwindigkeitsanséitzen. Diese Elemente
verwenden unstetige Druckansitze zur Gewihrleistung der lokalen Masseerhaltung und
Geschindigkeitsansétze niedriger Ordnung.

Bei Verwendung von {iber die Zellkanten unstetigen Geschwindigkeitsansitzen muiissen
die Ableitungen 0; bzw. der Operator V zellweise definiert werden:

(vhvh)\K = V(Uh|K), K e Th.
Mit dieser Notation ist dann ein Paar {v,,pp} € Hy, X Lj, gesucht mit

(Vuvn, Vaen) = (0n, Vi on) = (f, o) Veou € Hy, (6.2.95)
(Vh - Up, Xh) =0 vxh € Ly,. (6296)

Beispiele: Das PP¢/Pd-(Crouzeix?/Raviart®)- (a) und das Qt°*/Pd*-Element (b):
a) Pu(K):=P(K), PL(K):= FK);
b) Pu(K):=Qi°(K), Ppr:=F(K).

mit dem ,rotiert-bilinearen“ Ansatz (auf dem Referenzelement)

Ql(K) = span{l,xl,xg,x% — :cg}

2Michel Crouzeix (7??7-): Franzosischer Mathematiker; Studium in Paris, Promotion 1975 bei Pierre-
Arnaud Raviart; Prof. an der Univ. de Rennes 1; Arbeitsgebiet Numerik, speziell Matrix-Analysis, Nu-
merische Lineare Algebra und Finite-Elemente-Methode.

3Pierre-Arnaud Raviart (1939-): Franzosischer Mathematiker; Prof. an der Univ. Paris 6; fundamentale
Beitriige zur Methode der Finiten-Elemente und ihrer Anwendung (u. a. Interpolationsabschétzungen,
FEM fiir Navier-Stokes-Gleichungen, ,,unstetige* Galerkin-Verfahren - DG-Methode - fiir hyperbolische
Erhaltungsgleichungen).
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Diese Modifikation gegeniiber dem tiblichen bilinearen Ansatz span{l,zi,zs, 1z} ist
erforderlich, da letzterer bzgl. der Kantenmittenwerte oder der Kantenmittelwerte nicht
unisolvent ist. Dies erkennt man anhand des Polynoms p(x) := z125, welches in den 4 In-
terpolationspunkten (£1,=41) Null ist. Der modifizierte Ansatz Qi (K) geht aus Q;(K)
durch Koordinatenrotation um 90 Grad hervor (daher die Bezeichnung , rotiert-bilinearer
Ansatz) und ist folglich unisolvent bzgl. dieser Knotenwertsétze. Auf allgemeinen, nicht-
kartesischen Gittern kénnte man, dem allgemeinen Konstruktionsprinzip folgend, die lo-
kalen Formfunktionen durch Transformation vom Referenzelement (Einheitsquadrat) er-
zeugen. In diesem Fall ist die Transformation im allgemeinen aber bilinear, und damit
der kombinierte Ansatz nicht im strengen Sinne isoparametrisch. Dies fiihrt auf stark ver-
zerrten Gittern zu Konsistenzdefekten, welche durch einen nicht parametrischen Ansatz
vermieden werden. Dabei wird die Formfunktion separat auf jeder Zelle bzgl. eines loka-
len (fast) kartesischen Koordinatensystems (&,7) durch span{l,&,n, &2 —n?} definiert.
Diese Stokes-Elemente haben natiirliche 3-dimensionale Analoga, z. B.:

Q1(K) :=span{1l, x1, xq, 3, a:f — zrg, Ig — x%}

Abbildung 6.4: Die nichtkonformen Stokes-Elemente vom Typ PP/P, (links) und Q/ P,
(rechts).

Zum Nachweis der Existenz von Losungen des Systems (6.2.95), (6.2.96) im nicht-konfor-
men Fall betrachten wir wieder eine Losung {vy,, py € Hj x Ly, des zugehérigen homogenen
Problems, d. h. fir f = 0. Fiir diese gilt dann notwendig

[Vhon|| = 0.

Dies impliziert Vuvp g = 0 auf jeder einzelnen Zelle K € Tj und folglich aufgrund der
Stetigkeitseigenschaften von v, € H, und der Randbedingungen notwendig v, = 0.

Lemma 6.6 (,inf-sup“-Bedingung): Die nicht-konformen Stokes-Elemente vom Typ
Pre /P und QY[ Py geniigen der gleichmdfSigen ,inf-sup “-Bedingung:

sup (qn: Vi - on)

> Bullanll,  an € L (6.2.97)
ph€EHp thS@hH
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Beweis: Wir werden wieder einen Interpolationsoperator r, : H — Hj konstruieren mit
den folgenden Eigenschaften:

|Virpv|] < 1| V||, v e H, (6.2.98)
(gn, Vi -rpv) = (qn, V-v), v € H, g, € Ly. (6.2.99)

Mit dieser Konstruktion kénnen wir wieder wie folgt schlieflen:

(g, V-9) {(CIh; Vi @) | Varnenl| } < (qh: Vi - 1)
=T = <¢ sup ————2
Vel verr U IVarnenll (Ve

pn€H) ||v¢hH ’
was die Stabilititsabschitzung (6.2.97) impliziert mit der Konstante B, := Bc;'. Wir
kommen nun zur Konstruktion des Operators 7, . Durch die Vorschrift

/rhvds:/vds, I'e aTy,
r r

wobei 0T}, wieder die Menge aller Zellkanten der Zerlegung T}, bezeichnet, ist auf jeder
Zelle K € T}, ein lokaler Interpolationsoperator ri : H'(K)* — Pi(K)?* definiert. Fiir
v € H konnen die Stiicke T,If v zu einer Funktion rpv € H), zusammengefiigt werden. Die
(sogar zellweise) H'-Stabilitéit dieses Interpolationsoperators ergibt sich unter Beachtung
von Arfu =0 und 9,rfvr = konst. direkt aus seiner Konstruktion wie folgt:

Bllgn|| < sup
peH

|Vriv||% = / Oprivrfvds — (Arfv, riv) g = / Oprisvv ds
oK oK
= (Vrfv, Vo) + (Arfu,v) g < || Vrio|||| Vo)l &
Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Der Interpolationsoperator ry ist fiir den betrachteten, nicht-konformen Ansatzraum
H), gerade die natiirliche Knoteninterpolierende r, =i, : H — Hj, . Fiir diese erhélt man
mit Hilfe des iiblichen Transformationsarguments die Fehlerabschitzung

v — inv|| + Al V(v — )| < k|| V0. (6.2.100)

Unter der Annahme der Giiltigkeit einer diskreten Variante der Poincaréschen Unglei-
chung (Ubungsaufgabe: Der Beweis verwendet dieselben Argumente wie der des nachfol-
genden Satzes 6.7.)

[onll < ANIVhvnll, v € Hp, (6.2.101)
folgt die Stabilitat der diskreten Geschwindigkeiten. Dazu beachten wir, dass

thl}h”2 - (ph7 Vh : 'Uh) = (f, ’Uh)’
(ph> Vh : Uh) = 07

und folglich

IV nonll < I IonlIVmonlI7F < AIIF- (6.2.102)
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Satz 6.7 (Fehlerabschitzungen): Fir die nicht-konformen Stokes-Elemente vom Typ
Pre/Pge und Q4¢/ P (nicht-parametrisch) gelten die a priori Fehlerabschditzungen:

IVa(v = vn)ll + llp = pull < A (6.2.103)
[v —vall < ch?|| f]. (6.2.104)

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir das einfachere PP¢/Pg-Element.
i) Sei wieder e, := v — v, und ny, := p — p, gesetzt. Mit einem beliebigen ¢, € H), gilt

IVhenl® = (Vhen, Va(v — ¢n)) + (Vien, Valpn — vn)),
sowie fiir beliebiges i, € Hj, :

(Vien, Vathn) = (Vv, Vin) — (Vow, Vi)
= (Vu,Vithn) — (f,¥n) — (0n: Vi - ¥n)
= (Vo,Vptn) — (0, Vi - ) — (f, ) + (h, Vi - Un).

Ferner ist mit beliebigem x;, € Ly, :

(ks Vi - (o = vn)) = (s Vi (o — v)) + (1n, Vi - €n)
= (M, Vi (on = v)) + (M1, V- 0) = (11, Vi - vp)
= (M Vi (on —v)) + (p — Xn: Vi - €n).

Durch Kombination der vorausgehenden Beziehungen erhalten wir

IVrenll? < IVaenllIVa(v — on)ll + An(v, p) {IIVa(en — 0) Il + I Vaenll}
+ 1ll[IV (v = @)l + [Ip = Xu IV aenll,

mit der Abkiirzung

o (V’U, Vhwh) - (p> vh : Z/Jh) B (f) 1/)h)
Yn€Hp IV rtnll 4

Unter Verwendung der Abschitzung ab < iaaQ + e 12, fiir a,b € Ry und beliebiges
€ > 0, erschlielen wir weiter

IVhenl* < Serl Vaenl? + e {IVa(v — @) lI* + lp — xall* + An(v, p)*}
+3eallml® + {e3 + 3} AR(0, ) + 5l Valv — @),
und bei Setzung ¢, = 1:
[Vhen||* <6 min [[Vi(v —@n)||* +4 min [|p— x|
en€H), Xn€Ln (6.2.105)
+{ez " +6}A4(v,p) + &2l

Dieses Zwischenresultat wollen wir uns merken.
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ii) Zur Abschitzung des Druckfehlers ||n,| bedienen wir uns der inf-sup-Ungleichung
(6.2.97). Mit einem beliebigen x;, € Ly, ergibt sich dann

]l < llp = xall + [Ixn — pall
(Xh — Ph, Vh : QOIL)

<llp = xall + 87" max

$nEHn Vil
_ Xh =0, Vihwn) | o (1hs Vi - 1)
<|lp—xnll + 87" max 21" 4 gl gy A0 S0 T
” H en€Hy, HVhSOhH pneHp ||Vh80h“

- B ) vh . SOh)
- L Dp = yall + 87 max L
< (B4 Dl —all+ 67 max oo

Weiter gilt
(0, Vi - on) = (0, Vi - on) — (Pn, Vi - 1)

= (p, Vi - n) — (Von, Vaen) + (f, on)
= (0, Vi on) = (Vo, Vi) + (f, on) — (Ven, Viapn)

und folglich

(s Vi - on)
max ——— = < Ap(v,p) + || Vren||.
ot [ Vaenll n(v,p) + [[Vaenl|

Dies ergibt

nall < (B~ + Dlp = xall + 87 {An(v,p) + [ Vel }- (6.2.106)

Durch Kombination der Zwischenresulate (6.2.105) und (6.2.106) und Wahl von &, := 13
erhalten wir schlieSlich mit einer generischen Konstante ¢(f) ~ 71+ 1>0:

I¥nenll + llmall < e(8){ min [1V4(0 = gn)| + min [p =l + An(v,p) ). (6:2.107)
wnEH), XELp,

iii) Es bleibt, den Nichtkonformititsterm Ay (v,p) abzuschitzen. Dazu formen wir unter
Beachtung von —Av + Vp = f wie folgt um:

(Vo, Vidn) — (0, Vi - bn) — (f, n) = Z {(=Av+ Vp— f,0n)k + (00 — pn, ) o }

KeTy,
= Z (anv —pn, wh)@K = Z (anv — pn, wh)l—‘v
KeTy, redTy,

wobei JTj wieder die Menge aller Kanten I' der Zellen K € T} bezeichnet. Jede Kante
I’ € 9T, ist entweder gemeinsame Kante zweier Zellen K, K’ € T} oder Teil von 9. Die
Funktion 0,v—pn auf I' C K hat wegen der Stetigkeit von Vv und p entgegengesetztes
Vorzeichen zu d,v — pn auf I' C K. Daher kénnen wir schreiben

> @ —pn,n)r = Y (Guv —pn, [a])r

TedTy, TeoTy,
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mit der Bezeichnung

[Wn]r = { %(wh\FnK —Ynrok), '=KNK',
M wh‘l—‘a F C aQ

Auf einer Kante T' € 9T, hat [¢5] aufgrund der speziellen Eigenschaften von ¢, € Hy,
Mittelwert Null. Folglich ist

(Onv — o1, [hn])r = (Onv — o, [n] — [Wn]p)r = (Opv — pn— (00 — pn)r, [Un] — [Wn]p)r

mit den Mittelwerten
(Opv — pn)p := I 7! /(anv — pn)ds, [Un]p = 1N /W)h] ds.
r r

Aufspaltung von [¢,] in die Beitrdge der beteiligten Zellen K, K’ ergibt dann

(Onv = 1, [n])r = (Gnv — pr = (Dv = pr)r, Ynikx — Unr)r — (Gav — pr)r, Yk = Yap)r-

Mit Hilfe der iiblichen Transformationstechnik zeigt man die folgenden Fehlerabschéitzun-
gen fiir die Mittelwertapproximation:

180 — pn — (@ — pr)r|lr < ch*{||[V20[|lx + | Vpll},
[ — Unrle < cih?|| V| k,

und entsprechend fiir die Zelle K. Unter Verwendung der vorausgehenden Ergebnisse
erhalten wir nun fiir ' = K N K':

(80 — pr, [Wn))r| < (1800 — pr = (0 — pr)rlle{|¥nx — Yarlle + [[¥nxr — Yrrlir}
< ER{IV?0ll + VPl & HIVaenll koke,

und entsprechend fiir I' C 9€2. Hiermit erschlieflen wir
| S @ —pn e < (V0] + 90}Vl
T'edTy,

und folglich, mit einer von g unabhéngigen Konstante ¢ > 0,
An(v,p) < ch{|[V*] + [[Vpll} < | f]I. (6.2.108)
Zusammen mit den bekannten Approximierbarkeitsabschéitzungen

min ||V, (v — )| + min [|p — xal < ch{||V?0] + [ Vpll} < chl £l
pr€HR XELp

erhalten wir somit schliellich die Fehlerabschitzung (6.2.103).

iv) Zum Nachweis der L?-Fehlerabschitzung (6.2.104) verwenden wir wieder ein Dua-
litdtsargument. Die Details werden hier nicht ausgefiihrt (siehe die entsprechende Argu-
mentation bei dem nichtkonformen Morley-Element fiir das Plattenproblem). Q.E.D.
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6.2.3 Stabilisierte Stokes-Elemente

Es gibt Griinde, moglichst einfache, knoten-orientierte Elementansétze zur Diskretisie-
rung der Stokes-Gleichungen zu verwenden, wobei die Freiheitsgrade fiir Geschwindigkeit
und Druck in denselben Knotenpunkten ,leben®. Einfachste Beispiel sind die konformen
P{/Pf- und Qf/Q5-Stokes-Element, welches leider nicht inf-sup-stabil sind. Wir wollen
im folgenden eine Technik zur Stabilisierung solcher Ansétze diskutieren.

Wir rekapitulieren aus dem Beweis der Stabilitdatseigenschaft fiir konforme Stokes-
Elemente die folgende Beziehung fiir ¢, € Ly, :

(an. V- 1) IIVthI} (qn, V- (¢ — 1))
+ sup .
IVerll Vel H Vel

Dabei ist ¢y, := i} € Hj, eine H'-stabile (modifizierte) Knoteninterpolierende, fiir die
auf jeder Zelle K € T}, gilt:

Bllan]| < sup { (6.2.109)
peH

o —irellx + hil|V(e —ine)llx < chilVeol

mit der Vereinigungsmenge K aller Zellen, die mit K einen nicht-leeren Schnitt haben.
Ferner gilt wie fiir die iibliche Knoteninterpolierende fiir ¢ € H*(K):

le = inellx + hic V(e = o)k < cihic V¢l

Fiir den zweiten Term rechts in (6.2.109) erhalten wir damit nach partieller Integration
(beachte ¢ — it € H):

(a0, V - (0 = o)l = [(Vans o — i)l < D IVallxlle — inellx

KeTy,
1/2
<o Y hel Varlal Velz < e X mvati) " (X 1v6l)
KeTy, KeTy, KeTy,
1/2
<ca( Y MVali) CIvel,
KeTy,

mit einer fiir regulire Triangulierungsfamilien (T},),~o fest wéhlbaren Konstante ¢, > 1.
Fiir den ersten Term in (6.2.109) haben wir wieder

ap (@ BTN o @7 00)
[Virel Vel

preH} ”v@hH
Zusammengenommen ergeben die beiden letzten Abschitzungen

peH

@V - on)?
Billan|l* < sup (@, V- on)” ol T > B Valk, (6.2.110)
pn€H}, Ph KeT,),

mit der Konstante 3j, := (c.c;)"'3. Dieses Resultat legt die folgende Modifikation des
Approximationsschemas (6.2.67 - 6.2.68) nahe:

(Von, Vo) = (on, V - on) = (f,0n)  Von € Hy, (6.2.111)

(Xh, V- Uh) + 3h(Xh7ph) =0 Vyxn€ Ly, (6.2.112)
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mit der ,,Stabilisierungsform*

$n(Xn, Pn) 1= o Z hic(Vxn, Von) i
KeTy,

wobei « > 0 eine (geeignet gewéhlte) Konstante ist.

Lemma 6.7 (Stabilitit): Das modifizierte Approzimationsschema (6.2.111) - (6.2.112)
besitzt eine eindeutige Losung {vn, pn} € Hy X Ly, , und es gilt die Stabilititsabschitzung

IVonll + lpall + sn(pn, o) < cll£]]- (6.2.113)

Beweis: Zum Nachweis der Existenz von Losungen geniigt es wieder, die Eindeutigkeit
derselben zu zeigen. Dazu setzen wir in (6.2.111) ¢ := v, und in (6.2.112) x;, = py
und erhalten

||VUhH2 - (pha V- Uh) - (fa vh)7
(phv V- vh) + Sh(phvph) = 0.

Addition der Gleichungen ergibt

Vo2 + su(pr. pn) = (f,vn)-

Im Fall homogener Daten, d. h. f = 0, folgt hieraus v, = 0 sowie Vp, = 0, d. h. die
Eindeutigkeit einer Losung (und damit auch deren Existenz). Weiter ergibt sich iiber die
Beziehung

(fson) < 1 fHlvall < el ATV onl
die Stabilitédtsabschétzung
IV ORll* + s1(pas o) < €l fII*.

Mit Hilfe der Bezichung (6.2.110) gewinnen wir zusétzlich die Stabilitétsabschétzung

Il < el £1I;

was den Beweis vervollstéandigt. Q.E.D.

Satz 6.8 (Stabilisierte Stokes-Elemente): Fir die Lisung {vn,pn} € Hy X Ly, des
modifizierten Approzimationsschemas (6.2.111) - (6.2.112) gelten die a priori Fehler-
abschdtzungen

IV (v = va) || + [[p = pall + sn(p — P, 0 — p1)"/? < ch|f]], (6.2.114)
v — v < ch?| £ (6.2.115)
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Beweis: Subtraktion der diskreten Stokes-Gleichungen von den kontinuierlichen ergibt

(V(v—wn), Vo) — (@ —pn, V- -or) =0, @y € Hy. (6.2.116)
(Xn, V- (v —=vn)) + sn(Xn, P — Pr) = sn(Xn, D) (6.2.117)

i) Wir beginnen mit der Abschitzung von ||V(v — vp)|| und s,(p — pr,p — pn). Mit
beliebigem ), € H;, folgt wegen (6.2.116)

V(0 = on)[I> = (V(v = vn), V(v =) + (V(v = vn), V(en — vn))
= (V(v =), V(v —n)+ (@ —pn V- (pn—1m))
=(Vw =),V =) +@—=pn, V- (on—0)+@—pn V- (v—up)),

und weiter wegen (6.2.117) mit beliebigem x;, € Ly,

V(v — Uh)”2 =(V(—=o),V( =) +@=0r V- (on—0)+{@—=xnV-(v—11))

+ (xh —pn, V- (v =)

= (V(v—vn), V(v —0p) + (0 =11, V- (pn—0)) + (p— X0, V- (v = v3))
+(xn —pn V- (v =)

=(V(—=v),V( =) +@=0r V- (on—20)+@—=xn V- (v—11))
— 8n(Xn — Ph> P — Pr) + $0(Xn — Ph, D)

= (V(v—vn), V(v =0p) + (=11, V- (pn—0)) + (= X0, V- (v —v4))
= sn(Xn = 0,0 = pn) = (P — Pr, 0 — D) + Su(Xn — P, D)-

Also gilt

V(= oa)I* + s1(p — prop —pn) = (Vv —04), V(v — 1) + (0 — P, V - (01 — v))
+ (= xn V- (v—11)) = sn(xn — P, — pn) + su(Xn — Pn, D)
<V =)V = @ull + llp = pullIV - (on = v)||
+ o = xallllV - (0 = o)l + su(xn = 2o xn — 2)2s0(p — s p — 1)
+ su(xn — Prs X — 1) s (p, p) "2

1/2

Unter Beachtung von ||Vp| < c¢||f|| folgt

o) = (0 32 Wl vnlie) " < en( 3 19l) " = chl vl < enl .

KeTy, KeTy,

(6.2.118)

Ferner ergibt sich mit Hilfe der inversen Beziehung von finiten Elementen

sn(Xn — P, Xn — pr)"? = (a > BV (en — pa HK) ( >l _thK)

KeTy, KeTy
<c{llp—pull +llp = xall}-
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Damit erschlieen wir wieder mit Hilfe der Youngschen Ungleichung ab < 2a®+(4e?)~10?
IV (@ = on)lI* + sn(p = pn.p = pu) < c(L+7){IV(0 =) I* + Ip = xall®
+ (P = xns 2 = xu) + 217} +ellp — pall*.

ii) Als néchstes wird ||p—ps| abgeschétzt. Mit Hilfe der Stabilitdtsungleichung (6.2.110)
und der Galerkin-Orthogonalitit (6.2.116) folgt

(6.2.119)

llp = pnll < llp = xall + lIxn — poll
(Xh, —Dn, V- 1/Jh)

<|lp—xall + 8" sup + B s (xh — Py xn — pn)?
Y E€Hp ||v¢hH
_ (Xh_vawh) —1 (p_pfmvwh)
SHP_XhH‘f'ﬁ ! sup —"‘6 Sup ——= o
vneH, V| vne, V]|
+ B su(xn — Py X0 — ph)1/2
, (Xn =0,V -p) -1 (V(v —vn), Viby)
= lp— xall + B, sup ="+ 3, sup
YrE€H ||V1/)hH Yp€Hp ||V7r/}hH

+ B su(xn — Py X0 — ph)1/2

und damit

Ip—pull < (L4 B8P — xall + BV (0 — o4

N (6.2.120)
+ 3, lsh(Xh — Dhs Xh — ph)l/Q-

Durch Kombination dieser Abschitzung mit (6.2.119) erhalten wir

V(= va)* + su(p = prop — i) < c(1+ H{IIV(0—@n)|I*+ IIp — xall”
+ sn(p = Xnp — xn) + P2 f|I*}
+ce{(1+ 8.1 — xall® + 821V (0 — vi) I + B, sn(Xn — Prs Xn — pn) }-

Bei hinreichend kleiner aber fester Wahl von ¢ > 0 folgt

IV (0=0m) |45 (p=pn, =pn) "> < {1V (0=n) [+l = xRl +51(p—=x0, D=x8) >+ B f 1}

Fiir ¢, =4;v und x;, = i;p ergibt sich Mit Hilfe der obigen Interpolationsabschétzungen
IV (0 = vn) | + 0 (p = pa,p — p)"* < h{|| V20| + VoIl + (I £1} < ehl|f]]-

Damit folgt aus (6.2.120) auch

P — pnll < ch| f].

iii) Zur Abschitzung von |lv — vy,|| verwenden wir wieder ein Dualitdtsargument. Sei
{z,q} € H x L die Losung des ,,dualen® Stokes-Problems

(Vo,Vz) = (¢, V-¢) = (g0 —wp)llv — v ™" Ve € H, (6.2.121)
(x,V-2)=0 VxeL (6.2.122)
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Diese ist in H*(2)? x H*(Q) und es gilt die a priori Abschétzung
1zllz + Nl < ellv—wnllllo—val ™ = c. (6.2.123)

Mit der Testfunction ¢ := v — v, ergibt sich dann unter Verwendung der Galerkin-
Orthogonalitédt mit der Knoteninterpolierenden iyz € H), und ;g € Ly,

[v=vnll = (V(v—w4), V2) = (¢, V- (v —vp))
= (V(v =), V(z = 32)) + (V(v = vn), Viyz) = (¢ = i3, V - (v — vn))
= (i34, V- (v — vp))
=(Vw—m),V(z—i32) + 0 —pn V- ipz) — (¢ —i5q, V- (v — 1))
+ sn(ing,p — pn) — sn(i34,p)
=(V(v—wn),V(z —=332)) + (p —pn, V- (iz — 2)) = (¢ —i3,¢, V- (v — vn))
+ 81439, — pn) — su(i3q, p).

Mit Hilfe der Fehlerabschétzungen fiir die Interpolierenden schitzen wir dies weiter ab:

o — o]l < IV(0 = o) [[IIV(z = 32) | + lp = pull IV - (G2 — 2)[| + lg — GRaqllIV - (v —vp) |
+ sn(ing, iZQ)1/2Sh(P — PhsP— ph)l/Q) + sn(ixq; iZQ)WSh(P’p)l/?
< ch||V (v —op)llll2]l = + chllp — palllll| g2 + chllgllm |V (0 — va) |
+ ch|[Vllsn(p = pr,p — pn)"? + ch? (| V||| V|
< {1V (0 =) + lIp = pall + su(p — s p — )2} + || f]].

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Die Konvergenzabschétzungen (6.2.114) und (6.2.115) sind optimal bzgl. der h-Ordnung
sowie der Regularitdtsanforderungen an die Losung {v,p}. Dasselbe Stabilisierungskon-
zept kann auch fiir die P°/P¢- und QF/QS-Stokes-Elemente des Polynomgrades r > 2
angewendet werden. In diesem Fall wird die Approximationsordnung aber durch die Sta-
bilisierung in (6.2.112) zu O(h?) limitiert. Diese Ordnungsbarriere kann durch einen
modifizierten, voll-konsistenten Stabilisierungsansatz {iberwunden werden:

(Von, Vo) = (n, V - on) = (f,0n)  Von € Hy, (6.2.124)
(Xh7 A Uh) + S}L(Xh? vPh) = gh(Xh) th S Lh; (62125)

wobei

n(xn) = o Z Wi { (Vxn, fx + (Vxn, Av)c )

KeTy

In diesem Fall wird das diskrete System von der kontinuierlichen Losung {v,p} exakt
erfiillt, so dass volle ,,Galerkin-Orthogonalitéit® besteht.

Das stabilisierte Py/Pf-Stokes-Element hat eine enge Beziehung zum inf-sup-stabilen
MINI-Element. Um diese zu verstehen, zerlegen wir den Geschwindigkeitsansatzraum des
MINI-Elements in einen rein ,,bilinearen* und einen ,,bulb“-Anteil:

v, = v,(ll) —l—vz € H,(ll) EBHZ.
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Dies ist wegen

(Voh. Vo) = > {(wh. 0.0y)ox — (v}, Ao} =0

KET,

tatsdchlich eine H-orthogonale Aufspaltung. Das zugehorige diskrete Stokes-System lésst
sich damit in folgender dquivalenten Form schreiben:

(VUS): Vion) = (pn, V- on) = (f, 0n)  Ven € H,(ll)7 (6.2.126)
(Vol, V) — (pn, V- @2) = (f,¢h) Vb € HY, (6.2.127)
(xn, V- o) = (Vxn, v2) =0 Vi € L. (6.2.128)

Aus der zweiten Gleichung entnehmen wir die Beziehungen
IVEilE + 0L 9}k = (fi i)k, KeT
; Cillk th|K y P ) K iv Pi ) K hs

mit den Koeffizienten o? von vp i bzgl. der Basis-Bulbs ¢, i =1,2. Dies ergibt

(LQP?)%(JF(JC, b) (Dixn, )k

(th’”z)K = a?(aiXh’QD?)K = iph\KaiXh\KW i Pi KW.
il il

Damit lésst sich die dritte Gleichung umformen zu

0x|K
(xn, V- 03 + Z O (Vxn, Von)xk = — Z Lb'

KeT,, KeT, ( 7‘:01)1(

mit den Parametern .
(17 ‘PK)K 2
O = —— =22 2 hye.
IK|IVebll% — %

Bis auf die rechte Seite entspricht dies gerade der modifizierten Gleichung (6.2.112) des
druck-stabilisierten Verfahrens.

6.2.4 Losung der diskreten Stokes-Probleme

Wir betrachten im Folgenden einheitlich sowohl inf-sup-stabile als auch stabiliserte Anséitze.
Mit den natiirlichen , Knotenwertbasen“ der Ansatzraume H; und Ly .

{f i=1,...,Ng:=dimH,}, {x,,i=1,...,Np:=dimL,},

schreiben sich die Approximationsschemata (6.2.67) - (6.2.68), (6.2.95) - (6.2.96) bzw.
(6.2.111) - (6.2.112) einheitlich in Form eines Blocksystems

x] - [b] =8 (6.2.129)

y C

A B

A =
¢ -BT C
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fiir die Knotenwertvektoren € = {z,y} zu den Darstellungen

NH NL

i i

Un = E xﬂﬁh’ Pn = E YiXhns
i=1 i=1

mit den zugehorigen Matrizen sowie den rechten Seiten

Nu

A= (Ve Ve) T Bi= =06, Vo))", b= ((F )0,

C = ( Z 5K(inaVX;L)K)f]L=1’ C .= ( Z 5K(VX§17f)K)jV:Ll

KeT), KET,

6.2.5 Schur-Komplement-Verfahren

Die ,,Laplace-Matrix“ A ist symmetrisch und positiv-definit und somit regulér. Folglich
kann die Komponente x aus dem System eliminiert werden:

YSy:=(BTA'B+C)y=B"A"v+¢, z=A""— A'By. (6.2.130)

Die Matrix ¥ := BTA"'B+C wird das ,,Schur-Komplement* von A in der Blockmatrix
A genannt. Mit ihr besteht die Block-Dreieckszerlegung

A 0 I A™'B
-BT ¥ 0 1

A B
-BT C

: (6.2.131)

Uzawa-Algorithmus:

Die ,klassische* Methode zur Losung des (quasi) Sattelpunktproblems (6.2.129) ist das
, Uzawa®-Verfahren“. Ausgehend von einem Anfangswert 3° wird fiir [ € N berechnet:

Azt =b— By, (6.2.132)

Y=y (BT + Oyt —¢), (6.2.133)

wobei 6 > 0 ein geeignet zu wihlender Relaxationsparameter ist. Diese Iteration erfolgt
im Raum der Druck-Knotenwerte. Um eventuelle Irregularitéten des Gitters T, (Zell-

Anisotropien, heterogene Gitterweiten) auszugleichen, empfiehlt es sich, das System mit
der Massematrix des Druckansatzraumes,

M= M, = ((X;;’X{z);vjzv

4Hirofumi Uzawa (1928-2014): Japanischer Mathematischer Okonom; Studium der Mathematik in
Tokio 1951 und Okonomie in Stanford 1956; Prof. fiir Okonomie an verschiedenen Universitiiten in den
USA und in Japan; Mitinitiator der sog. ,Mathematischen Okonomie*; die nach ihm benannte ,, Uzawa-
Iteration® erschien urspriinglich im Rahmen der ,,Konkaven Optimierung®.
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vorzukonditionieren. Der so modifizierte Uzawa-Algorithmus lautet dann:

Azt =b— By, (6.2.134)
My' = My'=' +0(BT2! + Cy'~' + ¢), (6.2.135)
Jeder Iterationsschritt erfordert im wesentlichen die Invertierung der ,, Laplace-Matrix“ A
sowie der , Masse-Matrix“ M , was etwa mit dem CG- oder einem Mehrgitter-Verfahren

erfolgt. Durch Elimination von z! erhalten wir den Uzawa-Algorithmus in Form einer
Fixpunktiteration:

yl _ ylfl + Qlel(BTAfl(b o Bylfl) + Oy171 4 C)
=T —0M ')yt + oMY (BTA b+ ¢).
Der Uzawa-Algorithmus ist also eine geddmpfte Richardson-Iteration zur Losung der

Schur-Komplementgleichung. Fiir diese ergibt sich mit Hilfe des Banachschen Fixpunkt-
satzes das folgende Resultat.

Satz 6.9 (Uzawa-Algorithmus): Der Uzawa-Algorithmus konvergiert unter der Bedin-
gung 0 < Apax(M™X)"Y mit dem maximalen (reellen) Eigenwert von M™Y. gegen die
Lisung {x,y} des Sattelpunktproblems (6.2.129). Dabei gilt mit

0 <1 —Apin(M D) Apax (M IE) =1 —condy(M'E) =g < 1

die Fehlerabschitzung

ql

1—

ly' =y < y" —yl. (6.2.136)
q

Beweis: Die exakte Losung y erfiillt die Fixpunktgleichung
y=1—-0M'S)y+0M (B"A b+ c).
Fiir den Iterationsfehler ¢! :=y — y' gilt daher:
el =(I—-0M'x)e

Folglich liegt Konvergenz fiir beliebigen Startwert genau dann vor, wenn fiir den Spek-
tralradius der Iterationsmatrix gilt spr(/ — M%) < 1. Aus der Darstellung

M—IE _ M—1/2(M—1/22M—1/2)M1/2

folgt (Ahnlichkeitstransformation)7 dass die Eigenwerte der Matrix M ™'Y gleich denen
der symmetrischen und positiv definiten Matrix M~Y2%M~1/2 sind. Daher sind alle
Eigenwerte von MY reell und positiv, und es gilt aufgrund der Voraussetzung an den
Parameter 0:

Amin(]\4_12)

spr(l — OM~'%) = - Iy < o fmind =)
spr(l —OM %) = max{l — AN M)} <1 N (M13)



6.2 FE-Diskretisierung des Stokes-Problems 243

Die Behauptung folgt dann aus einem allgemeinen Resultat fiir die sukzessive Approxi-
mation (Fixpunktiteration). Q.E.D.

Wir werden weiter unten zeigen, dass condy(M 1Y) < ¢ gleichmiiflig fiir alle Gitter-
weiten h. Der Uzawa-Algorithmus konvergiert also mit einer von der Gitterfeinheit un-
abhéingigen Rate, vorausgesetzt der Relaxationsparameter @ ist ausreichend klein gewéhlt.
Durch variable Wahl von 6 = 6; ldsst sich die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens
optimieren. Dann entspricht es gerade dem Gradientenverfahren zur Losung der Schur-
Komplement-Gleichung. Wir verzichten auf die zugehorige Analyse und betrachten lieber
gleich das noch bessere CG-Verfahren.

CG-Verfahren (,, Konjugierte-Gradienten-Verfahren*)

Ahnlich wie beim Uzawa-Algorithmus wird das System mit der Druck-Masse-Matrix M,
vorkonditioniert, d.h.: Das CG-Verfahren wird als ,, PCG-Verfahren“ auf das modifizierte
System

MYy =M"*(B"A'b+¢) (6.2.137)

angewendet. Dies ist gleichbedeutend mit der Anwendung des CG-Verfahrens auf die sym-
metrische und (modulo der Mittelwertbedingung) positiv-definite Matrix M ~Y/2¥)/~1/2
die Spektralkondition

Amax (M 1Y)

R = COIldQ(M_lz) m

bestimmt geméf
~1/2

L 1-s"7
v -yl < “<1+,@—1/2

wobei y° der Startwert der Iteration ist.

1
)Iyo—yl, €N,

Satz 6.10 (Schur-Komplement): Fiir das Schur-Komplement ¥ = BYA~'B gilt

condy (M%) < 0. (6.2.138)
h
mit der Konstante By, > 0 in der inf-sup“-Stabilititsungleichung des jeweiligen Finite-
Elemente-Ansatzes Hy /Ly zur Diskretisierung der Stokes-Gleichungen. Im konformen
Fuall H, C H ist co = 2, wogegen im allgemeinen Fall nur co =5 gezeigt wird.

Beweis: Wir notieren zunéchst die Beziehungen

- C (Zyy) . (BTA'By+Cy,y)
Amin (M 1Y) = min < = min
( ) yerVe (My,y)  yerML (My,y)
—1 —1
— min {<AA By, A~'By) <Cy,y>}‘

(My,y) (My,y)

yeRNL
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Fiir ein beliebiges Skalarprodukt etwa der Art (-, )4 := (A-,-) gilt

, z€RM,

|z|4 = max 2)a
zeRNH ‘Z|A

Unter Verwendung dieser Beziehung fiir z := A~'By folgt

AA™'By,2)?  (Cy,y
)\min M—IE _ . < ) + )
( ) yeRN: {zgﬁ«%r (Az, 2)(My,y)  (My,y }

= min { max (By. 2)° + (Cy.y }
yerVL UzerNu (Az, 2)(My,y)  (My,y))’

-~

~

-

Im Hinblick auf Definition der Systemmatrizen A, B, C' und M ergibt sich bei Zuord-
nung y € RV < p, € Ly, und z € RV# <5 o)y, € Hj, somit

o (71%) = iy { e B S G wa ) =
yeRNL \ zeRNH ”q’lH |‘Vh¢h|| ||qh|| KeT,

Analog erschlieffen wir

_ 2y,y)
Amax (M 1Y) = max (>,
( ) yerNL (My,y)

(Qh; vh : T/Jh)Q 1 9
= max § max 4 x| Vg }S5.
e, Liney lan PV nionl? thn%g, el

Dabei wurde die Abschéitzung (giiltig in d < 3 Dimensionen)

IV -l < el Vatnl?

mit ¢, = 4 verwendet. Im konformen Fall H, C H kann man dies verschérfen zu ¢, = 1.
Damit ist die behauptete Schranke fiir « bewiesen. Q.E.D.

Als Nebenprodukt des Beweises von Satz 6.2.5 erhalten wir auch die oben angekiindigte
Normschranke fiir das Schurkomplement

M5 < 4. (6.2.139)

Bei der praktischen Durchfithrung des CG-Verfahrens fiir die Matrix M 1Y ist zu beach-
ten, dass jeder Iterationsschritt im wesentlichen aus einer Matrix-Vektor-Multiplikation
mit M 'Y besteht. Dies erfordert als , teuersten® Schritt die Lésung eines Gleichungssy-
stems mit der Laplace-Matrix A:

y—>M1'Yy < y—By—A'By— (BTAT'B+C)y— M Y (BTAT'B+C)y.

Da A~! i. Allg. nicht exakt zur Verfiigung steht, muss die Auswertung von A~ By ite-
rativ erfolgen. Fiir die Matrix A (Diskretisierung des Vektor-Laplace-Operators) stehen
auch auf | schlechten* Gittern sehr leistungsfahige PCG- oder Mehrgitterverfahren zur
Verfiigung. Diese ,,inneren® Iterationen im Rahmen der ,dufleren” CG-Iteration werden
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durch ein Abbruchkriterium gesteuert, welches sich an der Entwicklung des jeweiligen
Residuums orientiert. Dies bedeutet, dass die in der dufleren CG-Iteration zur Defekt-
berechnung verwendete Matrix M A~ erstens fehlerhaft ist (z. B. mit elementweisem
Fehler in der Gréfenordnung O(107%) ) und sich zweitens stéindig dndert. Damit sind die
Voraussetzungen fiir die Konvergenz des dufleren CG-Verfahrens nicht voll erfiillt, was
sich in der Regel in einem , Festfressen* des Residuums auf dem Genauigkeitslevel 1078
der inneren Iteration duflert. Diesen unangenehmen Defekt kann man dadurch beheben,
dass die PCG-Iteration fiir die Schur-Komplementmatrix M 'Y in eine #uere Defekt-
korrekturiteration eingebettet wird. Die ,,ungenaue” PCG-Iteration wird dabei quasi als
,, Vorkonditionierung* S einer einfachen Richardson-Iteration verwendet:

y—=d =My - MY BTAT b+ ¢) =t =57 =y =yt 4l

Auf diese Weise erhélt man eine sehr einfache, robuste und effiziente Losungsmethode fiir
die diskreten Stokes-Gleichungen. In neuerer Zeit sind aber auch konkurrierende Mehr-
gitterverfahren entwickelt worden, welche direkt an der Blockmatrix A orientiert sind
und die beschriebene , stabilisierte“ Schur-Komplement-CG-Iteration noch an Effizienz
iibertreffen (s. etwa Turek [145]). Dabei muss allerdings besondere Sorgfalt auf die Wahl
des ,,Gldtters® verwendet werden. Wir werden dies spéter direkt fiir die allgemeinere Si-
tuation der linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen diskutieren.

6.3 Losung der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen

Die Losung der nichtlinearen Navier-Stokes-Gleichungen erfolgt zwangslaufig iterativ. Da-
bei sind einige besonders im Fall dominanter Nichtlinearitét (d. h. fiir hohere Reynolds-
Zahl) kritische Punkte zu beachten.

6.3.1 Diskretisierung des Konvektionsterms

Ausgangspunkt sind die (stationiren) Navier-Stokes-Gleichungen in dimensionsloser Form
—vAv+v-Vo+Vp=f, V-v=0 in (6.3.140)

auf einem Gebiet Q C RY(d = 2,3) mit ausreichend regulirem Rand 9. Hier steht v
wieder fiir einen Parameter, welcher das Groflenverhéltnis zwischen Diffusion und Kon-
vektion beschreibt. Im Fall einer charakteristischen Linge L ~ 1 und Geschwindigkeit
U ~ 1 ist v ~ Re . Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im Folgenden auf die
Betrachtung reiner homogener Dirichlet-Randbedingungen, vjsq = 0. Im Fall inhomoge-
ner Randbedingungen (z. B. vorgegebene Einstromung im Kanal oder feste Randstromung
in der Nische) oder Neumann-Randbedingungen (,freie“ Ausstromung im Kanal oder im
AuBenraum) gelten analoge Aussagen.

Bei Verwendung eines der oben beschriebenen Stokes-Element-Raumpaare Hj, /Ly, ~
H/L ergibt sich aus der variationellen Formulierung die folgende Diskretisierung des
Konvektionsterms:

(v- Vo, ) = (v - Vo, ¥n),
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wobei V), wieder die im nicht-konformen Fall notwendige ,,zellweise“ Interpretation des
V-Operators bezeichnet. Bei der iiblichen Finite-Elemente-Approximation triagt dieser
Term vor allem zu den Nebendiagonalen der Systemmatrix A bei, wodurch diese ihre
Definitheitseigenschaften verliert. Dies wiederum bewirkt auf gréberen Gittern unphysi-
kalische Oszillationen in der Losung sowie das Versagen der iiblichen iterativen Losungs-
verfahren.

Stabilisierung im eindimensionalen Fall

Wir wollen diese Aussagen anhand einer einfachen Modellsituation illustrieren. Auf dem
eindimensionalen Gebiet Q = I := (0,1) € R! wird die singulir gestirte Randwertaufga-
be (Sturm-Liouville-Problem)

—eu(z) + q(z)u(x) =0, z €I, wu(0)=1, u(l)=0, (6.3.141)
betrachtet. Im Fall ¢ =1 hat die eindeutige Losung die Gestalt (Abb. 6.5)
e 61/5 _ 696/5
u (3’1):761/5_1 .

ImFall e<1listfir a=1—6 und § > ¢:

€ 61/6 /e ~ el ~ 2
u(l—é):m(l—e )Nl, stgl)\u ()] = e™?,

was den Namen ,, Grenzschichtlosung” rechtfertigt. Fiir € = 0 ergibt sich die Grenzlosung
u® =1, welche die Randbedingung bei z = 1 nicht erfiillt.

us(t) | uO(t)

€1

Abbildung 6.5: Losung des singulédr gestorten Sturm-Liouville-Problems fiir € = 0.1.

Die Approximation dieses Problems mit dem iiblichen (zentralen) Differenzenschema
zur (dquidistanten) Schrittweite h = 1/(N + 1) ergibt

—(e4 3P Yn—1+2eyn — (= 3h)Yns1 =0, 1<n <N, yo=1, yny1 =0.
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Die zugehorige Kooeffizientenmatrix ist offenbar nur unter der restriktiven Bedingung
h < 2e (6.3.142)

diagonal-dominant. Fiir h > 2¢ zeigt die diskrete Losung ein unphysikalisches Verhalten.
Um dies zu sehen, machen wir wieder einen Losungsansatz der Form y, = A". Die
moglichen Werte fiir A sind gerade die Wurzeln Ay der quadratischen Gleichung

2e %h—i—s

A2 A =
+%h—5 +%h—5

Beriicksichtigung der Randbedingungen 7o =1 und yy41 =0 in dem Losungsansatz
Yn = C4 A+ AT
ergibt fiir die Koeffizienten die Beziehungen ¢, +c¢_ =1, c+/\f+1 + e AN =0 und
folglich
)\f‘%l )\4]\»7+1 )\N+1

C+:1— = — .
N+1 N+1 N+1 N+1
ANFT_\N ANFE AN

.=
)\f+1 AN

Die Losung hat also die Gestalt

)\N+1>\n _ )\N+1)\n
Tt n=0,...,N+1. (6.3.143)

Yn = )
)\ﬁ-ﬂ-l _ )\i\’-ﬁ-l

Im vorliegenden Fall sind die Wurzeln gegeben durch

—ai\/52 (Ah+e)(ih—e¢) _eFin e+ Lh
1 )\4,:17 )\, .
sh—e 6*—h 6*—h

-

Fir e < %h ist A_ ~ —1. In diesem Fall wird also eine oszillierende Losung erzeugt,

A — \NHL
yTL:71_)\]7\/+1, n:O7,N+1
welche qualitativ nicht den richtigen Losungsverlauf wiedergibt. Zur Unterdriickung dieses
Defekts gibt es verschiedene Strategien, die im Folgenden skizziert werden.

i) Upwind-Diskretisierung: Zunéchst kann der Term erster Ordnung «/(x) in der Dif-
ferentialgleichung statt mit dem zentralen mit einem der einseitigen Differenzenquotienten

w(x + h) — u(z) u(z) —ulx — h)

h ’ h
approximiert werden. Bei der Wahl des rickwdrtigen Differenzenquotienten A, wird dem
physikalischen Vorgang eines Informationstranbports in positive z-Richtung Rechnung ge-
tragen (vergl. die Form der Grenzlosung u°(z) ). Dies fithrt auf die Differenzengleichungen

Afu(z) = Aju(z) =

(—e 4+ h)Yn—1 + (26 + h)yn — €Yp1 = 0.
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Die zugehorige Systemmatrix Ay ist fiir beliebiges h > 0 wieder diagonal dominant; sie
ist sogar eine M-Matrix. Der Losungsansatz y,A\" fiithrt in diesem Fall auf die Gleichung

2e+h h
Pl W ()
mit den Wurzeln
2 +h 2c+h+h h
Ap = E;’i\/(25+h)2—45(5+h):€+T, A+=i A =1

Die kritische Wurzel A, ist hier stets positiv, so dass in der diskreten Losung

AV
Yn = %7
AT

keine ungewollten Oszillationen in der Naherungslosung entstehen. Diese spezielle Art der
einseitigen Diskretisierung des Terms u/(x) nennt man , Riickwértsdiskretisierung® oder
auch englisch ,,upwind discretization®. Da der verwendete einseitige Differenzenquotient
aber nur die Approximationsordnung O(h) hat, ist auch das Gesamtverfahren nur von
erster Ordnung genau. Dies limitiert die Approximationsgenauigkeit in Bereichen, in denen
die Losung glatt ist, selbst wenn die Gitterweite in der Grenzschicht ausreichend fein
gemifl h ~ ¢ gewdhlt wird.

ii) Kiinstliche Diffusion: Unter Beibehaltung der zentralen Diskretisierung des Terms
u'(x) wird der Diffusionskoeffizient ¢ auf einen grofleren Wert ¢, := e+ d0h gesetzt. Dies
fiithrt auf die Differenzengleichungen

_(Eh + %h)yn—l + 25hyn - (gh - %h)yn+1 = O, 1 <n< N.
Fiir die zugehorige Losung erhélt man wieder durch einen Potenzansatz die Darstellung

A en+ 5h
yn:W» + =

Eh—%h'

Offenbar ist in diesem Fall A, > 0 fiir e+dh > %h, d. h. fiir die Wahl ¢ > % . Mit diesem
Ansatz erhilt man also ebenfalls wieder eine M-Matrix und somit eine stabile Diskretisie-
rung. Allerdings wird nun die Grenzschicht stark verschmiert auf das Intervall [1—egy,1],

und die globale Approximationsgiite ist aufgrund der Stérung des Differentialoperators
ebenfalls lediglich O(h).

Fiir allgemeinen Transportkoeffizienten ¢(x) muss das ,,Upwinding®* abhingig vom
Vorzeichen von ¢, = q(x,) angesetzt werden. Die einseitigen Differenzenquotienten wer-
den geméf der folgenden Schaltvorschrift angesetzt:

+1: A7

Sign(Qn) = { 1 At
: b

Dies fithrt dann wieder auf eine fiir alle A > 0 diagonal dominante Systemmatrix A, .
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Anhand des obigen einfachen Beispiels haben wir gesehen, dass bei singulédr gestorten
Problemen die einfachen Dampfungsstrategien Riickwdirtsdiskretisierung oder kinstliche
Diffusion zwar auf stabile Diskretisierungen fiithren, die Approximationsanordnung aber
auf O(h) reduzieren. Die Frage nach einer optimalen Dampfungsstrategie héherer Ord-
nung zur Diskretisierung von Transporttermen ist noch nicht vollstandig geklart. Ansétze
in diese Richtung bedienen sich z. B. einseitiger Differenzenquotienten hoherer Ordnung
(beim Upwinding) oder kiinstlicher Diffusionsterme der Form dh?u(™) . Allerdings kann
die starke M-Matrixeigenschaft nur mit Diskretisierungen erster Ordnung erreicht wer-
den. Diese Beschrankung kann durch eine Modifikation der ,kiinstlichen Diffusion® im
Rahmen des Galerkin-Verfahrens mit finiten Elementen tiberwunden werden.

iii) ,,Stromliniendiffusion®: Wir betrachten wieder den Spezialfall ¢ = 1. Bei der sog.
»Stromliniendiffusions-Methode* wird die iibliche variationelle Formulierung der Rand-
wertaufgabe (6.3.141),

e, )+ (W +au,0) = (f,9), Vo H:=HI), (6.3.144)
mit « > 0, modifiziert zu
e(u, @)+ (W +au,o+06¢") = (f,o+d¢"), Vo€ H. (6.3.145)

mit einer Parameterfunktion 4 , die an die Gitterweite h gekoppelt wird. Die resultierende
Bilinearform

as(u,v) :==e(u,v") + (v + au,v + ')
ist dann bzgl. der modifizierten Energie-Norm

1/2
[vlls = (ellv'|]* + 16Y20'][* + o v]|?)

koerzitiv gemé&f
as(v,v) > |lvl|3, veH. (6.3.146)

Zum Nachweis dieser Beziehung nutzt man die Identitét

/0 v'(x)v(z) de = 2/0 0¥ (z) dr = L{v*(1) —v*(0)} = 0.

Es sei betont, dass der Parameter ¢ i. Allg. eine Funktion von z ist (stiickweise kon-
stant auf der Zerlegung 0 = x9 < ... < xyy1 = 1) und folglich innerhalb der Norm
|61/20/|| stehen muss. Analog verwenden wir im Folgenden auch das Symbol h = h(x)
fiir eine stiickweise konstante Gitterweitenfunktion mit h, = h,(n = 1,...,N 4+ 1).
Das zugehorige FE-Galerkin-Verfahren (mit linearen Ansatzfunktionen) im Ansatzraum
H, C H lautet nun: Finde uj, € Hj,, so dass

as(un, pn) = ls(pn) Veon € Hp, (6.3.147)

mit dem modifizierten Lastfunktional Is(v) := (f,v + 6v’). Durch Kombination der Va-
riationsgleichungen fiir v und wu, erhalten wir die folgende gestorte Orthogonalitétsbe-
ziehung fiir den Fehler e := u — uy,

as(e,on) = (U +au — f,0p,) = e(u”,dp}). (6.3.148)
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Fiir die FE-Diskretisierung mit Stromliniendiffusionsstabilisierung (kurz ,,SD-FEM*) hat
man dann das folgende Resultat:

Satz 6.11 (Konvergenzsatz fiir SD-FEM): FEs sei ¢ < hy, und der Stabilisie-
rungsparameter in der Stromliniendiffusion sei auf jedem Teilinterval I, wie 6, = h,
gewdhlt. Dann gilt fir den Fehler e := u — uy, bzgl. der modifizierten Energienorm die
a priori Abschdtzung

llells < elln®u"||, (6.3.149)

mit einer von h (und § ) unabhdingigen Konstante c.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis fiir den Fall o« = 1. Mit Hilfe der Koerzitivitétsbe-
ziehung (6.3.146) und der Orthogonalitétsrelation (6.3.148) erhalten wir mit beliebigem
Ph S Hhi

lell? < as(e,u— on) +e(u”,6(pn —upn)). (6.3.150)
Der erste Term rechts wird weiter abgeschéatzt durch

|as(e, u—@n)| < el(e, (u—n) )| + (€' + &, u—on + 6(u— @n))|
< elle =)'l + {1182/ + llel HI8~ (u — n)ll
+{[18%€/|| + 1182l }162(w — en)'ll

Fiir die Wahl ¢, := i,u folgt mit Hilfe der iiblichen lokalen Interpolationsabschétzungen
bei Beachtung von d =h <1 und & < hyn:

las(e, u — )| < celle'|l|[hu”|| + ][5 2e'|| + lle][ }Io™h%"|
+c{[10M2e || + [lell} 182"

< gllell3 + clln®2u"|?.
Fiir den zweiten Term rechts in (6.3.150) folgt fir @), := ipu mit analogen Argumenten

el(u”, (i — wi)')| < <182 [ {18V (i — )| + 1672/}
< Yel + clp®2u |

Kombination der bisher gezeigten Abschiitzungen ergibt das gewiinschte Resultat. Q.E.D.

Die Fehlerabschitzung (6.3.149) besagt insbesondere, dass im Fall einer glatten Losung
u (ohne Grenzschicht), oder wenn die Gitterweite in der Grenzschicht hinreichend klein
gewihlt wird, die SD-FEM bzgl. der ,Energie-Norm* mit der Ordnung O(h*/?) kon-
vergiert. Damit ist die einfachste SD-FEN im transport-dominanten Fall von hoherer
Ordnung als das Upwinding stabilisierte Differenzenverfahren. Allerdings muss bemerkt
werden, dass die zugehorige Systemmatrix Agf) zwar definit ist, aber keine M-Matrix-
Eigenschaft hat; insbesondere liegt in der Regel keine Diagonaldominanz vor.
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Stabilisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Die beschriebenen Methoden zur Transportstabilisierung im eindimensionalen Fall besit-
zen natiirliche Verallgemeinerungen fiir die d-dimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen.

i) ,,upwind“-Stabilisierung: Wir beschreiben diese Stabilisierungstechnik exemplarisch
fiir das nichtkonforme ,rotiert-bilineare“ Stokes-Element. Jedes Viereck K € T, wird
gemdfl Abb. 6.6 zerlegt in acht Teildreiecke S;;. Weiter wird fiir jede Kante I'; und
deren Mittelpunkt my; eine sog. ,lumping region® R; definiert durch R; := Upgea, ik,
wobei A; := {k|m; und m;, gehoren zur selben Zelle K} . Der Rand der ,, lumping region®
R, besteht aus den Kanten I'y, := 9S), N OISk, d. h.: OR; = Ugep, . Auf diesem
Wege erhalten wir eine kantenorientierte Zerlegung des Gitterbereichs €, = U;R; (s.
Schieweck/Tobiska [140]).

m7l
Snk Sn K K’
Skn Sm
m Mm
Skl Sml
Slk Slm
"y 'renk

Abbildung 6.6: Zerlegung einer Rechteckzelle in ,, lumping regions®.

Mit diesen Bezeichnungen wird nun die folgende Modifikation der nichtlinearen Form
n(,-, ) definiert:

ﬁ(uh, Uh, wh) = Z(l — Alk(uh)){vh(mk) — vh(ml)}wh(ml) / Up, - Ny dS,

Kl I,
wobei die Parameter Aj, von der lokalen , Flussrichtung® abhéngen. Mit der Setzung

1
Ti=— Up - g ds ,
VJry

sind populdre Abhingigkeiten etwa das sog. ,einfache upwinding® oder das ,Samarski®
upwinding®):

= einfaches ,, upwindin
" 0 fir =<0, bW &
Ny = {(;+x))/(1+$) fir x>0,

yoamarski upwinding*).
1/(2—2z) fur z<0 ( P 5")

5Alexander Andrejewitsch Samarski (1919-2008): Russischer Mathematiker; ab 1953 Prof. an der
Lomonossow-Universitit in Moskau; fundamentale Beitrige zu Differenzenverfahren fiir Probleme in der
Mathematischen Physik.
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Eine Fehleranalyse zeigt, dass diese Modifikation auf ein Diskretisierungsschema erster

Ordnung in der Gitterweite fithrt. Die Stabilisierung driickt sich darin aus, dass die Haupt-

diagonalblécke der Matrix A+ N(-) M-Matrizen werden. Dies ist die Schliisseleigenschaft

fiir die Konvergenz verschiedener iterativer Losungsverfahren inkl. Mehrgitterverfahren.

Die beschriebene ,,upwind“-Diskretisierung kann auf natiirliche Weise auf drei Raumdi-

mensionen iibertragen werden. Ferner ist eine analoge Konstruktion auch fiir das konforme
¢ /Q5-Element mit Druckstabilisierung méglich.

ii) Stromliniendiffusion® : Die Idee der ,Stromliniendiffusion® ist es, kiinstliche Diffu-
sion nur in Transport- bzw. Stromlinienrichtung so einzufiihren, dass die volle 2. Ordnung
der Diskretisierung bewahrt bleibt. Dies kann man auf zwei (im Grunde dquivalenten)
Wegen erreichen:

a) durch Erweiterung der Testfunktionen um transport-orientierte Anteile, was auf ein
sog. ,,Petrow’-Galerkin-Verfahren“ fiihrt, oder

b) durch Hinzufiigung von gewissen ,least-squares Termen zur variationellen Formulie-
rung des Problems.

Wir beschreiben im Folgenden eine einfache Variante fiir die (stationédren) Navier-Stokes-
Gleichungen: Bestimme v, € v +H,, und p, € Ly, so dass

an(vn, ©n) + 14 (Vn- Uk, ©n) + On(Ph, on)+sn({vn, pr}, {©n: Xa})

= (f,on) + ra({vn, o}, {on xn}) (6.3.151)

fiir alle Paare {©n, xn} € Hy, x Ly, , wobei
sn({vn, P}, {¢n, xn}) = Z S {(Vpn + v - Vo, Vu + 0. Ven)k + (V- on, V- o)k |

KETy,
rn({on,pn}s fomxn}) = Y Ok (f + vAvy, Vo + 0n - Veou)
KeTy
mit einer Referenzgeschwindigkeit vy . Die Stabilisierungsparameter dx werden gemdyfs
der folgenden Vorschrift gewdhlt:
h? h
§x = min {—K, 4} (6.3.152)
v vl
Diese Diskretisierung hat mehrere spezielle Eigenschaften. Der erste Term in der Summe

> 0k {(Vpn, V) k + (vn - Vo, By - Vor)k + (V- 0n, V- )i }

KeTy,

stabilisiert den Druck fiir das konforme Q$/QS-Element (inf-sup-Bedingung), der zwei-
te Term stabilisiert den Transportoperator (Stromliniendiffusion), und der dritte Term
verstirkt die Masseerhaltuung (Inkompressibilitédt). Die anderen Terme dienen nur zur
Korrektur, um die 2. Ordnung der Diskretisierung zu erhalten.

ST. J. R. Hughes, A. N. Brooks,Brooks: Streamline upwind/PetrovGalerkin formulations for con-
vection dominated flows with particular emphasis on the incompressible Navier-Stokes equation, Com-
put. Meth. Appl. Mech. Engrg. 32, 199-259 (1982).

"Georgi Iwanowitsch Petrow (1912-1987): Russischer Ingenieur; 1965-1973 Direktor des Instituts fiir
Raumfahrtforschung; Publ.: “Application of the Galerkin method and the problem of flow stability of a
viscous liquid” (russ.), Prikl. Mat. Mekh. 4, 36-47 (1947)
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Bemerkung 6.4: Eine theoretische Analyse (s. etwa Tobiska/Verfiirth [144]) zeigt, dass
die beschriebene Art der Stabilisierung im Rahmen des Galerkin-Verfahrens tatséichlich zu
einer Verbesserung gegeniiber dem standard ,,upwind“-Schema fiihrt; genauer verhélt sich
der Fehler fiir das Q¢ /Q$-Element i. Allg. wie O(h?/?) . Diese asymptotische Aussage wird
allerdings dadurch relativiert, dass in die Fehlerkonstante Schranken fiir die H2-Norm des
Geschwindigkeitsfeldes eingehen, welche sich im Falle einer Grenzschichtlosung natiirlich
wie O(v~!) verhalten. Um die hohere Approximationsordnung zu realisieren, muss die
Grenzschicht also gegebenenfalls durch lokale (anisotrope) Gitterverfeinerung aufgelost
werden. Dies wére natiirlich auch bei jeder anderen Transportstabilisierung erforderlich.

iii) Lokale Projektionsstabilisierung (LPS): Vom praktischen Gesichtspunkt hat
die oben beschriebene Stromlinien-Stabilisierung gravierende Nachteile. Thre Verwendung
in Verbindung mit der Neumann-Ausstromrandbedingung (,,do-nothing® Bedingung) in
Kanélen fiihrt zu unphysikalischem Stréomungsverhalten (,,numerische® Grenzschicht) ent-
lang des Ausstromrandes; Stromlinien erscheinen nach auflen gebeugt. Ferner ist die Aus-
wertung der vielen Zusatzterme in den Stabilisierungsformen ¢, (xpn, pr) and gn(vn; xn)
insbesondere in 3D, sehr aufwendig.

Diese Probleme koénnen behoben werden durch Verwendung der sog. ,,lokalen Projekti-
onsstabilisierung® (LPS) nach Becker/Braack [98]. Hier werden die Stabilisierungsformen
r, =0 und

sp = (V(pn — monpn), V(Xn — TonXn)) + (On - V(vn — Tapv), 6,0 - V(@ — Tang)),

verwendet. Dabei ist mo, eine Projektion oder Interpolation in den Ansatzraum Loy, ,
welcher auf einem groberen Gitter Tgy, definiert ist. Das resultierende Verfahren ist von 2-
ter Ordnung genau, die Auswertung der zugehorenden Systemmatrizen ist vergleichsweise
billig, und der Konsistenzfehler am Ausstromrand wird vermieden. Der Parameter d;, wird
wieder zellweise in Abhéngigkeit der lokalen Konvektion und Diffusion gewéhlt.

6.3.2 Linearisierung

Wir beschreiben zunéchst die verschiedenen Linearisierungstechniken auf dem kontinuier-
lichen Level. Dabei wird ausgehend von einem Startwert v* € H eine Folge von Iterierten
{v',p'} € H x L (I € N) bestimmt, welche gegen die exakte Losung {v, p}, konvergiert.

i) Stokes-Linearisierung:
Im Falle kleiner Reynolds-Zahl Re = 1/v < 1 (zédhe Fliissigkeit, kleine Geschwindigkei-
ten, kleine Abmessungen) geniigt oft die einfache ,,Stokes-Linearisierung*

—vA + Vph = f o VT (6.3.153)
Vol =0. (6.3.154)

Die Nichtlinearitit v - Vo wird hier voll explizit behandelt. In jedem Iterationsschritt ist
der symmetrische und positiv-definite Stokes-Operator zu invertieren.
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ii) Oseen-Linearisierung:
Bei grofieren Reynolds-Zahlen wird die sog. ,,Oseen®-Linearisierung® verwendet:

—vAV + TV V=, (6.3.155)

Vol =0. (6.3.156)

Hier ist ¥ &~ v! eine geeignete Approximation, z. B. im einfachsten Fall v := v!~! (kon-
stante Extrapolation). Die resultierende Iteration wird auch ,Funktionaliteration“ ge-
nannt. Im Rahmen eines Pseudo-Zeitschrittverfahrens kann zur Erzielung hoherer Ge-
nauigkeit auch o := 207! — v!=%2 (lineare Extrapolation) verwendet werden. Der in
jedem Schritt zu invertierende Operator ist ein unsymmetrischer Diffusions-Transport-
Operator. Zur Verbesserung der Konvergenz sollte diese Funktionaliteration in Form einer
Defektkorrektur-Iteration durchgefiihrt werden. Dazu wird mit dem Defekt

A1 = f— pAU — Lt - !
eine Korrektur berechnet aus der Gleichung

—vAW +7-Vu' + V¢ =d?, (6.3.157)

V-w =0, (6.3.158)

und anschlieBend gesetzt: v' := v/t 4+ \w!, p' := p!=' + N\¢' . Der Parameter )\; wird zur
Démpfung der Iteration verwendet und muss adaptiv angepasst werden. Zur Kostenein-

sparung wird der unsymmetrische Term ©-Vw! meist nicht in jedem Iterationsschritt neu
aufgebaut, sondern es wird im Extremfall mit einer festen Niherung o ~ v° gearbeitet.

iii) Newton-Linearisierung:
Durch Umschreiben erhélt die Iteration (6.3.157), (6.3.158) die Gestalt
—vAV o Vol 40l VT P = f ol Vel (6.3.159)
V-0l =0, (6.3.160)

Dies entspricht gerade dem klassischen ,,Newton-Verfahren“ zur Berechnung einer Null-
stelle des Gleichungssystems

—vAv+v-Vo+Vp— f=0, (6.3.161)
V.vu=0. (6.3.162)

6.3.3 Algebraische Losung der linearisierten Probleme

Wir betrachten wieder stabile Stokes-Elemente gegebenenfalls mit Druckstabilisierung.
Mit den natiirlichen ,Knotenwertbasen“ der Ansatzriume Hj; und L; schreiben sich
z. B. die diskreten Oseen-Gleichungen (6.3.157), (6.3.158) in Form eines Blocksystems

8Carl Wilhelm Oseen (1879-1944): Schwedischer theoretischer Physiker; 1909-1939 Prof. fiir Mechanik
und Mathematische Physik in Uppsala, 1933 Vorstand des Nobelinstitutes in Stockholm; formulierte die
Grundziige der Elastizitidtstheorie flSsiger Kristalle und fithrte 1904 die sog. ,Oseen-Gleichungen* als
Linearisierung der nichtlinearen Navier-Stokes-Gleichungen ein.
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I] - [b] . (6.3.163)
Y c

fiir die Geschwindigkeits- und Druckknotenwertvektoren & = {x,y} mit den zugehorigen
Matrizen sowie den rechten Seiten

A) = (Y, Viy) + (0 Vithj, ) + .. B = ((xng', Vi)
Np,

C= (6 Vo) + )Y b= (L)) = (o)™

Dabei steht eC' gegebenenfalls fiir die durch Druckstabilisierung entstehende Matrix. Die
Transportstabilisierung ist in der Matrix A(7) enthalten, wird aber zur Vereinfachung
der Notation nicht explizit dargestellt. Die Matrix A(¢) ist zwar unsymmetrisch, aber
(unter natiirlichen Bedingungen) reguldr. Folglich kann die Komponente x wieder aus
dem System eliminiert werden:

A(v) B

A(0)§ = BT

Ny
i,j=1’

Np,Nu

ig=1 7

BTA0)™'By = BTA(0) "0 —¢, 2= A(®) " (By+b). (6.3.164)
Mit dem ,,Schur-Komplement“ 3 := BT A(7)~!'B besteht die Block-Dreieckszerlegung

A(v) B A(w) 0 I Aw'B
A(v) = = 6.3.165
®) -BT 0 -BT % 0 1 ( )
Die modifizierte Uzawa-Iteration lautet dann entsprechend:
A(@)z' =b— By, (6.3.166)
My' = My + 0,(BT2' — ¢). (6.3.167)

Jeder Tterationsschritt erfordert im Wesentlichen die Intervenierung der ,,Systemmatrix®
A(0) sowie der ,Masse-Matrix“ M , was etwa mit dem GMRES- oder einem Mehrgitter-
Verfahren erfolgt. Fiir die Uzawa-Iteration lédsst sich wieder eine gitter-unabhéngige Kon-
vergenz beweisen. Wegen der durch den Transportterm verursachten Instabilitdt im Sy-
stem (6.3.163) ist diese aber mit zunehmender Reynolds-Zahl immer langsamer, so dass
das Uzawa-Verfahren schnell zu ineffizient wird. Eine Alternative bietet das Mehrgitter-
Verfahren, welches im Folgenden beschrieben wird.

6.3.4 Mehrgitter-Verfahren

Die dem ,,Mehrgitter-Verfahren“ zugrunde liegende Hauptidee ist die schnelle Reduzierung
,hoch-frequenter Fehleranteile (,smoothing*) durch , billige* Relaxationsverfahren (z. B.:
Punkt-Jacobi- oder GauB-Seidel-Iteration) auf dem feinen Gitter und die Reduzierung
des verbleibenden ,glatten®, nieder frequenten Fehleranteils durch Defektkorrektur auf
groberen Gittern (,, Grobgitterkorrektur®). Wir wollen diesen Ansatz kurz beschreiben.

Die Mehrgitteriteration verwendet die Hierarchie von Finite-Elemente-Teilrumen

VWwcWVvic...cVy,
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die etwa im Zuge eines systematischen Gitterverfeinerungsprozesses gewonnen wird. Die
Verbindung zwischen diesen Réumen wird durch ,, Fortsetzungsoperationen“ (,prolonga-
tion“) P!, :Vi.; — Vi und ,Restriktionsoperationen® (,restriction*) R~ :V; — Vi,
hergestellt. Im FE-Kontext wird hierfiir die folgende natiirliche Wahl getroffen

P} | natiirliche Einbettung, Rf‘l L*-Projektion.

Der Hauptbestandteil eines Mehrgitteralgorithmus sind die Gléattungsiterationen S; :
V; — V; auf den verschiedenen Gitterleveln 0 < | < L (I = 0 korrespondiert zum
grobsten Gitter und [ = L zum feinsten Gitter.). Die Mehrgitteriteration

ME = M(1,2°,€) (6.3.168)

auf Level [ zum Anfangswert 2° und mit m; Vor- und ms, Nachglittungsschritten ist
rekursive definiert wie folgt:

Mehrgitteralgorithmus M(1.z° &) fiir [ >0:
Fir [ = 0 ist der Mehrgitteralgorithmus gegeben durch einen exakten Loser, d. h.:
M(0,2°,€) == A(v)~1€. Fiir [ > 1 wird die folgende Tteration durchgefiihrt:

1. Vorglidttung my-mal: 2! := 520

2. Residuum auf Level 1@ rl:= ¢ — A(v)2°.

3. Restriktion zu Level [ —1: #~1:= Rl

4. Grobgitterkorrektur beginnend mit ¢ :=0: ¢ := M(l —1,¢° 7#1).
5. Prolongation zu Level 1: z%:=z'+ P |q.

6. Nachglittung mo-mal:  M(1, 2%, &) := S22

£ < g <=

Abbildung 6.7: Schema des Mehrgitter-V-Zyklus (oben links), des F-Zyklus (oben rechts)
und des W-Zyklus (unten)
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Wird der Mehrgitteralgorithmus v-mal angewendet auf jedem Gitterlevel, so spricht
man im Fall v = 1 vom ,V-Zyklus* und im fall v = 2 vom ,,W-Zyklus“ (Abb. 6.7).
Die Varianten mit v > 3 sind zu aufwendig und kommen in der Praxis nicht vor. Wird
der Mehrgitteralgorithmus nur zur Vorkonditionierung einer robusten dufleren Iteration
(z. B. dem GMRES-Verfahren) verwendet, so geniigt in der Regel der V-Zyklus. Wenn
der Mehrgitteralgorithmus der primére Loser ist, erweist sich insbesondere bei unsym-
metrischen Problemen der W-Zyklus als robuster und wird daher bevorzugt. Der sog.
,F-Zyklus® ist ein attraktiver Kompromiss zwischen V- und W-Zyklus.

Das Design eines Mehrgitterverfahrens zur Losung des Sattelpunkt-Systems (6.3.163)
erfordert Sorgfalt. Insbesondere die Wahl der Glittungsiteration ist delikat, da die iibli-
chen Fixpunktiterationen wie , Punkt-Jacobi-“ oder ,Gauf-Seidel-Verfahren“ hier nicht
funktionieren. Dieses Problem kann auf verschiedene Weise angegangen werden:

1) Gedimpfter Jacobi-Glitter: Im Fall ¢ > 0 ist die Matrix A(7) schwach-definit, wo-
durch sogar die Anwendung von standard Methoden wie die geddmpfte Jacobi-Iteration
moglich wird. Aber die resultierenden Algorithmen sind wenig robust und die Wahl der
Iterationsparameter erfordert grofie Sorgfalt. Fiir grofiere Reynolds-Zahlen wird diese Me-
thode schnell ineffizient und Konvergenz geht verloren.

2) Block-Gauf-Seidel-Glitter (,Vanka®-Glitter”): Einen einfachen, aber sehr erfolgrei-
chen Glétter fiir die Matrix A(0) erhalt man durch zellweise Blockung der Freiheitsgrade
aller physikalischen Variablen innerhalb einer globalen GauB-Seidel-Iteration. Dies war
urspriinglich fiir eine Finite-Differenzen-Diskretisierung vorgeschlagen worden. Wir wol-
len kurz die Realisierung dieser Idee fiir das nicht-konforme ,rotierte* Qt/Pd Stokes-
Element beschreiben. Die Geschwindigkeits- und Druckfreiheitsgrade zu einer Zelle K
oder einer Gruppe von Zellen werden zusammengefasst, d.h. fortlaufend nummeriert, und
die entsprechenden Element-Systemmatrizen durch den Index ,loc* gekennzeichnet. Die-
se lokalen Freiheitsgrade werden nun im Rahmen einer Gauf-Seidel-Iteration simultan
iteriert:

=\ .,k k « T .k «
Stoc(0)Vi . + Biocllye = »bekannt®, By, vp. = ,bekannt®,

wobei Sjoe 1= Al(T). Diese Iteration lauft iiber alle Zellblocke. Die lokalen Stokes-
Probleme haben die Dimension dj,e =9 (in 2D) bzw. di,c = 19 (in 3D). Die zugehérigen
Matrizen (in 2D) haben die folgende Gestalt:

a) Das nichtkonforme @Q}°"/Pj°-Stokes-Element:

% - Knot i Sloc,l ) Bloc,l
N noten 1ur v
O . Aloc - 0] Sloc,Q Bloc,Q
(O Knoten fiir p
_BlToc,l _Blj:)c,Q 0

9Surya Pratap Vanka (????7-): US-Amerikanischer Ingenieurwissenschaftler indischer Herkunft; Prof.
em. Department of Mechanical Science and Engineering, Univ. of Illinois, Urbana; Beitrige zur nu-
merischen Stromungsmechnik: Block implicit multigrid solution of Navier-Stokes equations in primitive
variables, J. Comp. Phys. 65, 138-158 (1986).
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b) Das konforme Qf/QS-Stokes-Element:

Sloc,l ) Bloc,l
Aloc = 0 Sloc,Q Bloc,Z

T T
_Bloc,l _Bloc,Q EC(lac

X : Knoten fiir v
(O : Knoten fiir p

Zur Kostenreduktion kénnen die Hauptdiagonalblocke Sio.; noch , gelumped” werden,
Stoc,i & Dioc,i - Weiter wird die Iteration zur Erhohung der Robustheit gedampft, v,’f“ =
vf + w(@F T —oF) mit w € (0,1).

Wir illustrieren die Eigenschaften dieses Mehrgitteralgorithmus fiir das Qi°t/ Pg°-Stokes-
Element anhand von Resultaten fiir die sog. ,lid-driven cavity“ (s. Turek [145]).

Abbildung 6.8: Resultate fiir das ,driven cavity“-Testproblem: Rechengitter (links),
Druckisolinien (Mitte) und Geschwindigkeitsvektoren (rechts).

Tabelle 6.1: Mehrgitterkonvergenzraten (2 Vor- und 1 Nachgldttungsschritte mit dem
» Vanka-Glatter®) und Anzahl der dufieren Fixpunktiterationen auf gleichformig verfei-
nerten Gittern.

#Zellen 1600 6400 25600 | #Iterationen
Re=1 0.081 0.096 0.121 4
Re =100 | 0.098 0.099 0.130 6
Re = 1000 | 0.227 0.245 0.168 9
Re = 5000 | 0.285 0.368 0.370 18

Da der Vanka-Glatter wie ein ,, Punkt“-Gauf-Seidel-Verfahren auf den Geschwindig-
keitsunbekannten wirkt, erwarten wir Probleme im Fall stark gestreckter Gitter. Diese
Schwierigkeit kann aber {iberwunden werden. Die Zellstreckungen sind i. Allg. grof§ nur
in einem kleinen Teil des Rechengebiets, so dass man einen ,adaptiven® Glatter verwen-
den sollte. Wir werden dabei den konventionellen ,, Punkt-Glitter mit einem robusteren
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Glétter kombinieren, nur wo es erforderlich ist, z. B. auf Zellen mit grofler Streckung.
In diesem Fall werden die Knoten in der Richtung der anisotropen Gitterverfeinerung
zu Gruppen zusammengefasst, was im Rahmen der globalen Gauf-Seidel-Gliattung zur
Bezeichnung ,,stringwise® Block-Gauf3-Seidel-Glattung fiihrt.

Bemerkung 6.5 (Mehrgitteriteration als Vorkonditionierer): Sei A die Finite-
Elemente-Systemmatrix der linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen oder der Approxi-
mation derselben. Wihrend die Theorie von Mehrgitterverfahren fiir skalare Probleme
sehr gut entwickelt ist, erscheint die Situation von Systemen weniger klar. Seitens der
theoretischen Analyse wissen wir, dass die Verwendung von Mehrgitteriterationen als Vor-
konditionierer innerhalb einer &ufleren Iteration (z. B. Krylov-Raum-Methode wie GM-
RES) weniger einschrinkende Voraussetzungen erfordert als ihre direkte Verwendung als
Loser. Bezeichnet M den Operator eines Mehrgitterschritts, so ist es ausreichend, ei-
ne obere Schranke fiir die Kondition des Produkts M.A(%) zu haben, wogegen sonst
die Eigenwerte der Iterationsmatrix B := Z — MA(7v) alle gleichmiifiig von eins weg
beschrénkt werden miissen. Daher verwenden wir meist bei der Lésung von Stromungs-
problemen das Mehrgitterverfahren nur als Vorkonditionierer innerhalb einer robusten,
dueren GMRES-Iteration. Hier wird der Mehrgitteroperator M als eine approximative
Inverse interpretiert, M ~ A(7) . Dabei ist es natiirlich nicht notwendig, diese Matrix ex-
plizit zu berechnen; vielmehr geniigt es, Matrix-Vektor-Produkte M¢ auszuwerten, d. h.
den Mehrgitterprozess fiir eine feste rechte Seite durchzufiihren.

6.4 Losung der instationidren Navier-Stokes-Gleichungen

Wir haben oben gesehen, dass die stationdren Navier-Stokes-Gleichungen im Fall von
Dirichlet-Randbedingungen fiir beliebig grofle Reynolds-Zahl eine Losung besitzen. Diese
Losung ist aber i. Allg. nicht eindeutig und auch nicht stabil, d. h. physikalisch nicht
realisiert. Fiir hohere Reynolds-Zahlen beobachtet man nur noch instationére Stromungen,
die natiirlich auch aus den instationdren Navier-Stokes-Gleichungen berechnet werden
miissen. Hierfiir gebrauchliche Diskretisierungsmethoden werden im Folgenden diskutiert.

Der Ubergang von stationdrer zu instationdrer Losung erfolgt je nach Stromungskon-
figuration bei sehr unterschiedlichen Reynolds-Zahlen. Z. B. geschieht dies in 2D bei der
Nischenstrémung (,,lid-driven cavity*; Fig. 6.9) bei Re ~ 10?, dagegen bei der Kanals-
stromung um einen Zylinder bereits bei Re ~ 80 (Fig. 6.10). Die Grofie der Reynolds-Zahl
allein sagt also noch nicht notwendig etwas iiber die Komplexitéit einer Stromung aus.

Ein weiterer, fiir die Schwierigkeit der numerischen Simulation instationéirer Stromungs-
vorgange wichtiger Aspekt ist die Quelle der Instationaritat. Wir unterscheiden:

- erzwungene” Instationaritdt: Die zeitliche Varianz des Stromungsfelds wird aufge-
priagt durch eine gegebene Verdnderung der treibenden Daten (z. B. Einstrémung,
Volumenkraft, u.s.w.).
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Abbildung 6.9: Stationére Nischenstromung (getrieben durch konstante Uberstrémung)
fir Re =1, 1000, 9000 (von links nach rechts); s. Turek [145].

- yinhdrente” Instationaritit: Trotz stationédrer Daten zeigt die Stromung aufgrund
einer sog. ,,Hopf-Instabilitdt“ ein instationires, oft periodisches Verhalten. Ein ty-
pisches Beispiel ist die ,, von Karménsche Wirbelstrale* in Abb. 6.10.

Die numerische Berechnung einer erzwungenen instationéren Strémung entspricht im we-
sentlichen der mehrfachen Berechnung einer stationdren Strémung, wiahrend die Berech-
nung einer inhérent instationdren Strémung sehr schwierig und aufwendig sein kann.

Abbildung 6.10: Instationére ,,von Karmansche Wirbelstrafie* bei Re = 100 (Experiment
im Stromungskanal).

6.4.1 Zeitschrittschemata

Das System der instationdren Navier-Stokes-Gleichungen
ov—vAv+v-Vo+Vp=f V.v=0, (6.4.169)

bildet in der Sprache der Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen ein , differentiell-
algebraisches System* (,DAE®). Die ,algebraische® Nebenbedingung V-v =0 bestimmt
eine lineare Mannigfaltigkeit im sog. ,, Phasenraum® H = HZ}(Q)¢, auf der sich die Dyna-
mik abspielt.
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Zur numerischen Losung dieses Problems betrachten wir eine Diskretisierung nach
dem ,, Rothe!%-Verfahren“, d. h.: Es wird zunéchst in der Zeit und dann in jedem einzelnen
Zeitschritt das auftretende quasi-stationiare Problem im Ort diskretisiert. Seien

O=th<th < <ty <--<ty=T

diskrete Zeitpunkte, k,, = t,, — t,—1 die einzelnen Zeitschrittweiten und k := sup,, ky, -
Zur Bestimmung von Néherungen {v™,p™} = {v(-,t,,),p(-, t,)} betrachten wir zunécht
das sog. ,,Einschritt-f-Schema“ mit dem Parameter 6 € [0, 1]:

k;ll{v’m _ U'rn—l} _ VA{HU"I + (1 _ e)vm—l} < Q™ . vv’m + (1 _ 0)v7n—1 . vv’m—l
+ OV 4 (1 —O)Vp™ = 0f™ + (1 —0)f™ !,

mit f™ := f(¢,), wobei noch die Nebenbedingung
Voo =0 (6.4.170)

einzuhalten ist. Dieses Schema ist generisch ,,implizit“. Selbst wenn, etwa im Fall 6 = 0
(,explizites Euler-Verfahren“), das Geschwindigkeitsfeld rein explizit fortgepflanzt wird,
erfordert die Nebenbedingung (6.4.170) die Losung eines impliziten Gleichungssystems.
Wir werden diesen Schritt weiter unten noch im Zusammenhang mit sog. ,,Projektions-
verfahren“ diskutieren.

Da das explizite Euler-Verfahren (Fall § = 0) nur von erster Ordnung ist und aulerdem
einer Schrittweitenbedingung der Form
k<cvr'hi, (6.4.171)
unterliegt, wird es hier nicht weiter diskutiert. Wir konzentrieren uns im Folgenden auf voll
implizite Verfahren, d. h. auf den Parameterbereich % < 6 < 1. Von besonderem Interesse
sind die Spezialfille § = 1 (,implizites Euler-Schema® erster Ordnung) und 6 = %
(,,Crank'*-Nicolson!2-Verfahren (Trapezregel) zweiter Ordnung). In jedem Zeitschritt z. B.
des impliziten Euler-Schemas ist ein quasi-stationires Problem der Form

ko to™ — vA™ 0™ - Vo™ + Vp™ =, bekannt* (6.4.172)
V.-o™ =0, (6.4.173)
zu losen. Mit derselben Argumentation wie im Fall der einfachen stationdren Navier-

Stokes-Gleichungen zeigt man auch hier die Existenz (fiir hinreichend kleine Schrittweite
k eindeutiger) Losungen {v™, p™} .

19Erich Rothe (1895-1988): Deutscher Mathematiker; Promotion und Habilitation in Berlin (1928),
danach Assistent in Breslau, wegen seiner jiidischen Herkunft Entlassung aus dem Staatsdienst und 1937
Emigration in die USA, ab 1955 Prof. an der University of Michigan, Ann Arbor; Arbeitsgebiete Analysis
und Nichtlineare Funktionalanalysis (Abbildungsgrad).

1 John Crank (1916-2006): Englischer Mathematiker; Prof. an der Brunel University, Uzbridge; Bei-
trige zur Numerik partieller Differentialgleichungen, bekannt durch das ,Crank-Nicolson- Verfahren*.

12 phyllis L. Nicolson (1917-1968): Englische Physikerin; Lecturer an der Univ. Leeds und an der Univ.
Manchester; bekannt durch das ,Crank-Nicolson-Verfahren®.
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Das implizite Euler-Schema ist ,stark A-stabil“ | wihrend das Crank-Nicolson-Schema
nur einfach ,, A-stabil“ ist. Diese Eigenschaften werden sichtbar, wenn man die Schemata
auf die skalare ,, Testgleichung*

y'(t) =qy(t), t>0, qeC, y(t)=e"y(0), (6.4.174)
anwendet. Ein Zeitschritt y™ ' — y™ mit Schrittweite % ist dabei gegeben in der Form
y™ = R(kq)y™ " (6.4.175)

mit einem ,, Verstiarkungsfaktor® R(gk) . Fiir diesen gilt
R(gk) = e* + O(k™). (6.4.176)

mit der ,Ordnung® r > 1, des Verfahrens. Im Folgenden setzen wir A := ¢k . Fiir das
Einschritt-0-Schema gilt:

1+(0—3)A

=+ (0 - DA +HO(AP), N <1

Das robuste implizite Euler-Schema (6 = 1) ist sehr , dissipativ®, d. h. ddmpft besonders
zeitlich hoch-frequente Anteile in der Losung sehr stark, und ist daher wenig geeignet fiir
die Berechnung inhérent instationédrer Stromungen. Im Gegensatz dazu ist das Crank-
Nicolson-Schema nur sehr gering dissipativ, leidet aber unter einer geringen Stabilitét
gegeniiber hochfrequenten Stérungen (fehlende starke A-Stabilitét). Diese Effekte werden
wir unten anhand von Beispielen illustrieren.

Ein ,gutes® Zeitschrittverfahren chracterisiert durch seine Approximation R(\) der
Exponentialfunktion sollte die folgenden Eigenschaften haben:

- A-Stabilitit (= lokale Konvergenz): |R(\)| < 1.

- Globale Stabilitit (= globale Konvergenz): limgey 00| R(A)] < 1 — O(k).

Starke A-Stabilitit (= Glittungseigenschaft): limgey o] R(A)| <1 -6 < 1.

Geringe Dissipation (= Energie-Erhaltung): |R(\)

=1—-0(Im(N)|), Re(A) — 0.

Alternative Verfahren hoherer Ordnung basieren auf sog. ,,diagonal impliziten“ Runge-
Kutta-Formeln oder auf sog. , Riickwértsdifferenzenformeln. In der Praxis werden aber
hauptséchlich das Crank-Nicolson-Verfahren und Varianten davon verwendet. Eine sehr
erfolgreiche Variante ist das sog. ,, Teilschritt-6-Schema* (Fractional Step-6 Scheme®) nach
Glowinski/Periaux [112, 111]. Zu seiner kompakten Beschreibung fiihren wir die folgende
an der algebraischen Schreibweise orientierte Notation ein:

A:=—-vA, N":=¢™.V, A":=A+N™, B:=V, Bl :=vV..
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Teilschritt-6-Verfahren: (drei Teilschritte: -1 — tm_119 — tm—o — tm)

) [M + afk Am=140)ym=140 4 g Bpm =140 = [M — BOKA™ o™=t 4 gk fm—1
( ) —BTUm71+0 =0.
@) { [M + BOkA™ O om0 + 0kBp™Y = [M — af' kA= 1H0)ym=140 4 ¢'f fm=0,
—BTym= =0,
3) { [M + afkA™v™ + 0k Bp™ = [M — BOkA™ O)om=0 4 gk fm=0,
—BTym = 0,
wobei 0 € (0,%), # =1—-20, a €[0,1], und B =1 — a. Dieses Verfahren entspricht
2
einer rationalen Approximation der Exponentialfunktion der Form
(1+afd'N)(1+ BON)?
(1 —abA)2(1 — po'N)

Ry(N) = =+ O(AP), A <L

Fiir =1 —1/v/2 =0.292893. .. ist das Verfahren von zweiter Ordnung und fiir o > 3
stark A-stabil:

litrer oo | Ro(—N)| = 2 < 1. (6.4.177)

Fiir die spezielle Wahl a = (1 —26)/(1 —0) = 0.585786... gilt af = (6, so dass die
Hauptteile der in jedem der drei Teilschritte zu bildenden Systemmatrizen gleich sind.

Dieses Verfahren war urspriinglich in Form eines ,, Operatorsplitting-Schemas® vor-
geschlagen worden, um die Komplikationen ,Nichtlinearitat“ und ,,Inkompressibilitat®
innerhalb des Zyklus t,,_1 — t;_119 — tm_g — L, zu separieren:

1 (M + afkAjv™= 0 + 0kBp™ =140 = [M — BokA™ o™t + 0kt — gk N™tym—L,
( ) _BT,Um—1+9 — 0’
(2) { [M + BG’kAm‘e}vm_o 4 e/kBpm—G — [M _ aH’kAm_Hg]vm_He + Q/kfm—é7

[M + afkAjv™ + 0kBp™ = [M — B0kA™0lvm=0 + 0k fm=0 — gk N™0ym=0

—B'v™ =0.
Das Teilschritt-6-Verfahren besitzt aber auch wesentliche Vorziige als ein einfaches Zeit-
schrittschema. Es ist von zweiter Ordnung und stark , A-stabil“ fiir jede Wahl von « €
(3,1] (im Gegensatz zum Crank-Nicolson-Verfahren), und sein Verstérkungsfaktor hat Be-
trag |R(—A)| = 1 fiir A\ nahe bei der imagindren Achse (z. B.: |R(—0.8¢)] = 0.9998...),

was eine sehr geringe Dissipation bedeutet. Hinsichtlich Genauigkeit entspricht ein Zyklus
des Teilschritt-0-Verfahrens in etwa drei Crank-Nicolson-Schritten.

Numerischer Test

Wir prisentieren einige Resultate numerischer Tests aus Miiller et al. [125] fiir das implizi-
te Euler-, das Crank-Nicolson- und das Teilschritt-0-Verfahren. Die Strémungskonfigurati-
on ist in Abb. 6.11 gezeigt: Stromung um eine schrig angestellte Platte in einem Kanal fiir
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Re = 500. Die Ortsdiskretisierung erfolgt mit dem oben beschriebenen, nicht konformen,
,rotiert-bilinearen® Q1°*/ Pd-Stokes-Element auf einem gleichformig verfeinerten Gitter
mit ca. 13.000 Zellen. Die Rechnung erstreckt sich iiber das Zeitintervall I = [0,60] .

$

Abbildung 6.11: Konfiguration des Plattenumstromungstests: grobes Ausgangsgitter
(links) und Stromlinien (rechts).

Der erste Test betrifft die Genauigkeit. Abb. 6.12 zeigt, dass das implizite Euler-
Schema (BE) nicht geeignet zur Berechnung freier, zeitperiodischer Strémungen ist, wih-
rend das Crank-Nicolson-Schema (CN) und das Teilschritt-6-Schema (FS) etwa gleich
gut sind. Diese gleiche Approximationsqualitéit wird auch bestdatigt durch den Vergleich
anhand einer sensitiven Fehlerquantitit, der mittleren Druckdifferenz zwischen Vorder-
und Riickseite der Platte in Abb. 6.13:

AP = / pds — / pds.
Tvorn r

hinten

Abbildung 6.12: Druck-Isolinien: BE-Schema mit 3k = 1 (oben links), BE-Schema mit

3k = 0.1 (oben rechts), CN-Schema mit 3k = 1 (unten links), FS-Schema mit k£ =1
(unten rechts).
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Abbildung 6.13: Mittlere Druckdifferenz mit voll-impliziter Behandlung der Nichtlinea-
ritét: CN-Schema mit 3k = 0.33 (links), FS-Schema mit & = 0.33 (rechts), beide vergli-
chen mit einer Referenzlosung (gestrichelte Linie)

Schliefflich vergleichen wir die Robustheit der Verfahren; Abb. 6.14 zeigt den Mangel
an Robustheit des Crank-Nicolson-Schemas (in Verbindung mit linearer Extrapolation
zur Approximation der Nichtlinearitét) fiir grofere Zeitschritte.

A

10 20 30 40 650 60 10 20 30 40 650 60

Abbildung 6.14: Mittlere Druckdifferenz mit linearer Zeitextrapolation der Nichtlinearitét
(ohne Defektkorrektur): CN-Schema mit 3k = 0.11 (links), FS-Schema mit k£ = 0.11
(rechts), beide verglichen mit einer Referenzlosung (gestrichelte Linie)

6.4.2 Projektionsverfahren

Das klassische ,,Chorinsche Projektionsverfahren® nach A. Chorin'® (1967) ist physika-
lisch motiviert und umgeht das Problem der ,teuren* Losung eines Sattelpunktsystems
in jedem Zeitschritt durch die Verwendung eines sog. ,,Operator-Splittings“. Verwand-
te Vorgehensweisen findet man auch bei der Behandlung von DAEs in der Numerik von

13 Alexandre Joel Chorin (1938-): US-Amerikanischer Mathematiker (geb. in Warschau); Studium
zunéichst in Lausanne (Diplomingenieur), dann in New York, Promotion bei P. Lax (1966), Prof. fiir
Mathematik an der Univ. of California, Berkeley, seit 1989 auch Prof. an der Univ. Tel Aviv; fundamen-
tale Arbeiten zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen: Projektionsmethode (parallel zu
R. Temam, 1968), Methode der kiinstlichen Kompressibilitit, Vortex-Method.
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gewohnlichen Differentialgleichungen. Dabei wird in jedem Zeitschritt zunéichst einmal die
Losung geméafl des ODE-Anteils, unter Vernachlassigung der algebraischen Nebenbedin-
gung fortgepflanzt und dann auf die Mannigfaltigkeit zuriickprojiziert. Die sachgerechte
Wahl dieser Projektion ist im Rahmen von PDEs wesentlich kritischer als bei ODEs.

Das urspriingliche Chorin-Verfahren basiert auf dem impliziten Euler-Schema:

E- o™ — o™ — vA0™ 4™ Vo 4+ VP = f Vo™ = 0. (6.4.178)

Ausgehend vom Losungspaar {v™! p™~!} zum vorausgehenden Zeitpunkt ¢, ; wird
zunichst das Geschwindigkeitsfeld fortgepflanzt (bei Vernachldssigung des Drucks):

EHo™ — o™ — vADT T VT = f7 (6.4.179)

Die so gewonnene Zwischenlosung ¢ € H ist i. Allg. nicht divergenzfrei. Dies wird
nun korrigiert, indem man 9™ orthogonal auf die Mannigfaltigkeit der divergenz-freien
Vektorfelder projiziert. Diese Projektion erfolgt aus Kostengriinden im L2-Sinne:

=P e Jo(Q): (v )= (0™, 9) Ve € Jo(Q).

Dabei ist Jo(£2) der schon oben eingefiihrte Teilraum der im , schwachen® Sinne divergenz-
freien Vektorfunktionen:

Jo(Q) := {v e L*(Q)| (v, Vx) =0 Vx € C(Q)}.

Die Funktionen in Jo(2) erfiillen also im ,schwachen® (bzw. distributionellen) Sinne
V-v =0 und n-vjpg = 0. Man erhélt Jy(Q2) auch als Abschluss des Raumes ®(£2) =
{p € C(Q)4 V- =0} bzgl. der L>-Norm.

Zur Berechnung dieser Projektion betrachten wir die Neumannsche Randwertaufgabe

A¢" =KV 0™ in Q, 9,0 ]sq = 0. (6.4.180)

/Vﬂmdm:/ n-09"ds=0
Q 20

existiert eine (schwache) Losung q € H'(Q), welche durch die Zusatzbedingung ¢™ €
L%(Q) eindeutig bestimmt ist. Die Funktion

Wegen

V™= 0" — kVq™ € HY(Q)*
ist dann wegen
(W™ ) = (0", 0) = k(Vq™, ) = (0", 0) + k(¢",V - ) = (0", 0), ¢ € Jo(),
die gesuchte L2-Projektion von o™ in Jy(f2). Sie erfiillt

Voum =V " —kV Vg™ =V - i™ — kAg™ = 0 (6.4.181)
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und
n-v" a0 = —0,q"an = 0.

I. Allg. ist aber 7-v™|s50 = 0,q¢™|aq # 0, d. h.: Die projizierte Naherung v™ ist zwar di-
vergenzfrei, erfiillt aber nicht vollsténdig die Haftbedingung am Gebietsrand. Trotz dieses
Mankos wird v™ als Approximation zu v(-,t,,) akzeptiert. Weiter wird die Hilfsfunktion
q"™ als neuer Druck verwendet
pri=q"

Im néchsten Zeitschritt wird dann analog verfahren. Ein Zeitschritt ¢, 1 — t,, zerfillt
also im wesentlichen in die Losung eines d-dimensionalen (nichtlinearen) Konvektions-
Diffusions-Systems (,,Impulstransport-Gleichung®) fiir die Geschwindigkeit 9™ und eines

skalaren Neumann-Problems (,, Druckkorrekturgleichung®) fiir den Druckterm ¢™ . Durch
die Modifikation

k—l{,arn _ ,U’m—l} _ VA,Z"}’"L + U"L_l . vf}’m _ f’m (64182)

wird die Impulstransport-Gleichung linearisiert. Wir fassen das ,klassische* Chorinsche
Projektionsverfahren wie folgt zusammen:

Chorinsches Projektionsverfahren:

i) Impliziter ,, Transport-Diffusions-Schritt*:
E~Ho™ — o™ 1 — v AT + 0™ VO™ = f™ in Q, 97pq = 0.
ii) Druck-Poisson-Gleichung:
A¢" =KV 0™ in Q, 9, ]sq = 0.
iii) Druck- und Geschwindigkeitskorrektur:
o™= 0" = kg, p"i=q™.

Dieses Verfahren wurde in Verbindung mit einer Finite-Differenzen-Diskretisierung im
Ort erfolgreich zur (qualitativen) Losung der instationdren Navier-Stokes-Gleichungen
eingesetzt. Es bestehen aber mehrere zu kléarende Fragen:

1. Die physikalische Rolle der Zwischenlosung ©™ sowie des Druckterms ¢™ ist unklar.

2. Es zeigt sich ein besonders grofier Fehler in den Spannungen o) := 2ue(vj") — pitl
am Gebietsrand.

3. Das Verfahren ist ungeeignet zur Berechnung ,stationdrer Limiten® fiir ¢, — oo.
4. Das Verfahren besitzt nur eine geringe Zeitgenauigkeit O(k) .

5. Das Verfahren funktioniert auch in Verbindung mit ,instabiler® Ortsdiskretisierung,
z. B. mit den Q$/Pg°- oder Q$/Q5-Stokes-Elementen ohne explizite Druckstabilisie-
rung.
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Wir wollen die Quellen und Losungen dieser Probleme im Einzelnen diskutieren. Zunéchst
kann aufgrund seiner Konstruktion das Verfahren hochstens von erster Ordnung O(k)
sein; tatsdchlich ergibt eine globale Fehleranalyse sogar nur:

IV (0(tm) = ™)l + [lp(tm) — ™|l = O(VE).

Ferner wird die Folge der Tterierten (v™)eny auch im Falle der Konvergenz der exakten
Losung gegen eine stationdre Losung, v(t) — v™ (t = 00), wegen des zwischengeschal-
teten Projektionsschrittes i. Allg. ebenfalls nicht gegen diesen Limes konvergieren. Selbst
wenn mit der exakten (stationiiren) Losung v° := v, p? := p™, gestartet wird, erzeugt
das Verfahren fiir Vp™ 2 0 im ersten Schritt eine leicht gestorte Néherung

ot = kf + 0™ + kvAD — ko™ - Vo # 0™,
—A¢' =V -3 #£0,
v =o' — kVq #£ v,

Die Frage nach der Relevanz der Druckapproximation war lange Zeit ungekléart. Gele-
gentlich wurde sogar in Zweifel gezogen, dass p" iiberhaupt eine brauchbare Naherung zu
p(+, tm) darstellt. In der Tat ist in der Regel die Geschwindigkeitsapproximation recht gut,
die Druckapproximation aber besonders entlang des Randes fast unbrauchbar schlecht.
Diese Einschéitzung wurde erst korrigiert durch die Beobachtung , dass der grofie Druck-
fehler (sowie die damit zusammenhéngende grofie Divergenz V - 9™ ) auf eine sehr kleine
Grenzschicht entlang des festen Randes beschriinkt ist und ins Gebietsinnere exponentiell
abfallt. Genauer gilt fiir die Chorin-Ndherung:

m N d(x)
™ (x) — pla, tm)| ~ K + exp (M)\/E (6.4.183)
wobel d(z) := min{|z — y| : y € 9Q}. Die Breite der ,Druckgrenzschicht® verhilt sich
demnach wie O(v/vk). Auf jedem Teilgebiet Q' C Q mit positivem Abstand zum Rand
002 hat man sogar die optimale Approximationsordnung

1™ = p(tm) o = O(k). (6.4.184)

Dieses Resultat ist aber nur von zweifelhaftem Wert, da der Druck als Bestandteil der
Spannungskrifte in der Praxis gerade entlang fester Rénder zu bestimmen ist.

Wir wollen die beim Projektionsverfahren wirksame Quelle des groflen Fehlers am
Rand durch eine Modellbetrachtung zu verstehen versuchen. Einsetzen von ™1 = v™ =1+
kEVgm™ ! und p™! = ¢™ ! in die Impulstransportgleichung (6.4.179) ergibt in diesem Fall
zusammen mit der Beziehung (6.4.181):

EHo™ — 0™ — v AT ™ VT 4+ V™ = (6.4.185)
Vo™ — kAp™ = 0. (6.4.186)

Dies kann wie folgt interpretiert werden: Das im Projektionsverfahren erzeugte Paar
{t™,p™} € H x L entspricht einer aus der impliziten Euler-Approximation des Navier-
Stokes-Problems mit Druckstabilisierung (Stabilisierungsparameter k) bei expliziter An-
kopplung des Drucks gewonnenen Néaherung. Dies legt es nahe, zunéchst unter Ver-
nachléssigung der Zeitabhingigkeit sowie Nichtlinearitit den Effekt des Stérungsterms
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—eAp im linearen Modell

—vAv. + Vp. = f, (6.4.187)
Vv, —eAp. =0, (6.4.188)

zu untersuchen. Dieses Problem besitzt natiirlich fiir jedes € > 0 eine eindeutige Losung
{ve,p-} € HX L.

Satz 6.12 (Druckstabilisierung): Fiir den durch die Druckstabilisierung in (6.4.188)
hervorgerufenen Fehler gilt die globale Abschdtzung

V[V = o)l + llp = pell < ev/vel|Vpl|, (6.4.189)
v[jo—vell + llp = pell-1 < cvel|Vpl|, (6.4.190)

mit der ,dualen” Norm ||p|l-1 := sup,cpioy{(p, x), Vx| = 1}, sowie auf Teilgebieten
Q' C Q mit poitivem Abstand zu Rand 0S) die jinnere® Abschitzung

Ip = peller < c()ve{[|Vpl + [|Ap]}- (6.4.191)

Beweis: i) Die Fehler e” := v, — v und e? := p. — p erfiillen die Beziehungen

—vAe” + Ve’ =0 inQ, e'pa =0, (6.4.192)
Ve’ —eclAef = EAp in Q, 8n€p39 = —O0pPoQ- (64193)

bzw. in variationeller Form:

v(Ve', Vo) — (!, V- 9) =0 Vpe H,
(Ve x) +e(Ver, Vy) = e(Vp, Vx) Vx € H'(Q).

Wir testen hier mit ¢ :=e” bzw. mit y := e? und kombinieren die Resultate zu
v||Ve'||? + €| Ve ||? = —e(Vp, VeP).
Dies impliziert die erste Fehlerabschétzung
vIVerll + Ve Vel < ev/ve| [ Vpll. (6.4.194)
ii) Zur Abschitzung des Druck-L?-Fehlers verwenden wir die Stabilitéit des div-Operators:

(e?, V- ) v(Ve’, Vo)
Blle?|| < sup ~—=—"> = sup ————= < v||[Ve"||.
eer IVl ecr Vel

Dies vervollstandigt den Beweis von (6.4.189).

iii) Als néichstes bedienen wir uns eines Dualitdtsarguments. Sei {z,r} € H x L die
(eindeutige) Losung des Stokes-Problems

—VvAz+Vr=e", V-z=0 inQ, zp9=0.



270 FE-Methoden fiir inkompressible Stromungen

Hierfiir gilt die a priori Abschitzung ||Vr|| < c|/e’||. Damit erhalten wir (V -z =10)
le”||* = v(Ve", Vz) = (V- e",7) = e(V(e” + p), Vr) < el[Vpe[[[Vr],
und folglich unter Beachtung von (6.4.194):
le? || < e[ Vpll. (6.4.195)

iv) Zur Abschitzung des Druck-H ~!-Fehlers verwenden wir wieder die Stabilitéit des div-
Operators in einer modifizierten Form wie folgt:

P Y - Ve, V
Bl < sp  Cv @y MVEVR)
PEHNH2(Q)? V2| ©EHNH2(Q)? V2|

Dies vervollstandigt den Beweis von (6.4.190).

v) Zum Beweis der ,inneren“ Abschétzung (2.5.172) wéhlen wir eine ,, Abschneidefunkti-
on“ ¢ € C§°(Q2) mit der Eigenschaft 0 <o <1 und oo = 1. Hierfiir gilt

|Vo?| < cso, & := dist{, 00},

sowie
V[IVer|[gy +ellVer|[& < vlloVel|? + ellaVe?| .

Wir wollen nun die ,,gewichteten“ L2-Fehlernormen abschitzen. Mit Hilfe der Fehlerglei-
chungen (6.4.192), (6.4.193) und Beachtung von ojpq = 0 erhalten wir

v||oVe'||? + g||loVer|* = v(Ve', V(o%e") — v(Ve', e’ Vo?)
+e(VeP, V(o%e?)) — e(VeP, e’ Vo?)
= (e?,V - (0%e")) — v(Ve', e"Va?)
—(V -e",0%P) +&(Vp, V(a?eP)) — e(VeP, e’ Vo?)
= (e, 2V- )+ (e, e'Vo?) — v(Ve', e'Va?)
—(V-e',0%) +&(Vp, V(a?e?)) — v(Ve', e'Vo?)
= (e?,e"Vo?) — v(e"Vo?,Ve') — e(Ap, o%e?) — e(VeP, e’ Va?).

Die vier Ausdriicke auf der rechten Seite werden wie folgt abgeschétzt:

N

(¢9,°V0?) < floe’|* + carle”|?,
—v(e"Va?,Ve') < evfe”|?,
—e(8p,0%) < e+ cavs| B,
—&(VeP,e’Vo?) < celle’||?.

Kombination dieser Abschiatzungen ergibt dann

vljoVe’|| < al|loe?|| + caa{u||e”|| + \/VE||€pH} + cqrve||Ap||. (6.4.196)
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Jetzt verwenden wir wieder die Stabilitdt des div-Operators:

(ce? —ger, V - p)
IVell ’

BHoep — oer|| < sup
%S

wobei ceP der Mittelwert von oe? iiber ) ist. Wegen
|oe?| < cl|Vall[e”]| 1

erhalten wir folglich
v
loe?]| < csup L2V )
eeri Ve

Weiter gilt unter Verwendung von (6.4.196):

+clle’] 1

(0e?, V- ¢) = (¢",V - (9¢)) = (¢, ¢ - VO)
=v(oVe', V) —v(Ve', ¢ - Vo) — (e, ¢ Vo).

Hiermit erschliefen wir, dass
loe?|| < ce{vlloVer|| + vl + [le”[| -1}

Dieses Resultat wird in (6.4.196) eingesetzt und bei geeignet kleiner Wahl von « ergibt
sich
viloe"| + lloe?|| < {vlle’|l + Vvelle”|| + [le”l| -1 } + cvel| Ap]|.

Die Resultate von Schritt (1) liefern dann schlieflich die Abschétzung
vlloVe'|| + lloe?|| < cve{[[Vp[ + [|Ap},

womit die gewiinschte lokale Abschitzung auf €' folgt. Q.E.D.

Satz 6.13 (Druckgrenzschicht): Fir den durch die Druckstabilisierung in (6.4.188)
hervorgerufenen Fehler gilt auf Teilgebieten Qs := {x € Q| dist(xz, Q) > §} :

=0

5 W_E)ﬁnwu +ve|Apll}- (6.4.197)

lp = pella, < {GXP(

Beweis: Wir skizzieren einen Beweisansatz, in welchem aber eine Liicke besteht, die leider
als Problem offen bleibt. Ausgangspunkt sind wieder die Fehlergleichungen (6.4.192) und
(6.4.193):

—vAe’" 4+ Ve =0 inQ, €"gn =0, (6.4.198)
Ve’ —eAe? =eAp inQ, 0,€"|on = —Dup|oq- (6.4.199)
Sei Ap: HY} Q)4 — L*(Q)? und Ay : HY(Q) — L*(Q) der Laplace-Operator auf  zu

homogenen Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen. Mit diesen Bezeichnungen kann
das System der Fehlergleichungen umgeformt werden zu

(V_1V . ABIV —eApn)eP =cAp inQ, 0,€P|sq = —0nploq. (6.4.200)
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Der Operator v~V -A}L'V ist von 0-ter Ordnung, auf ganz L*(Q) definiert, symmetrisch
und positiv-definit. An dieser Stelle entsteht eine Liicke im Beweis, da wir im folgenden den
vereinfachten (,lokalen*) Operator v='I —eAy betrachten werden. Wir setzen d(z) :=
dist(z,9Q) und ¢ := ve und definieren die Gewichtsfunktion

o(x) := min {ed(m)/‘@, 66/\/;}.

Damit gilt
e llas + &' VeP|la, < eV (ae?, eF) + ' (aVer, Ver)} = e=/VE A,
Weiter ist
A= (oe?,e?) + ' (V(oeP),VeP) — &' (e’Va, VeP)
und, wegen |Vo| < o/Ve,

£'|(e?, Vo, VeP)| < H{(oe”, e”) + €' (oVe?, VeP) }.
Hiermit erschliefen wir
A< H{(oe?, ") +€'(aVeP, VeP)} = 2¢'(Ap, oe?) + 2" (ae”, Opp) o
Unter Beachtung von olgq =1 folgt
g'(oe?, 0,p)aa = €' (VeP, Vp) +&'(e?, Ap) = £'(VeP, Vp) +€'(e?, Ap).

Hieraus folgern wir

(oeP,eP) + &' (V(oeP), VeP) < 2A1/2{5/265/\@||APH2 + 5/||VPH2}1/2

und schliellich
A< eV Apl? + €| VplP}-

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Diese Argumentation kann auf die Situation des Chorin-Verfahrens zur Approximati-
on der instationédren Navier-Stokes-Gleichungen iibertragen werden. Die Beweise werden
allerdings sehr technisch und konnen hier nicht présentiert werden. Die Bedeutung des
Resultats von Satz 6.4.2, d. h. der exponentielle Charakter der Grenzschicht des Druck-
fehlers, wird durch Abb. 6.15 illustriert.

Das Resultat von Satz 6.13 legt es nahe, dass durch Extrapolation der ,guten* Druck-
werte aus dem Innern von 2 zum Rand auch dort ausreichend genaue Druckapproxima-
tionen gewonnen werden kénnen. Dies wird bestétigt durch das in Abb. 6.16 dargestellte
Resultat eine Testrechnung.

Ein wichtiger Schritt in Richtung auf ein randfehler-freies Projektionsverfahren ist das
von A. Prohl [129] vorgeschlagene ,,Chorin-Uzawa-Verfahren®, das wie folgt lautet:
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Abbildung 6.15: Folge von Druck-Isolinien berechnet mit dem Chorin-Verfahren mit Zeit-
schrittweiten k = 2.5-1072, 6.25-1073, 1.56 - 10~ (Modellproblem auf dem Einheitsqua-

drat mit » = 1 mit polynomialer Losung).
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Abbildung 6.16: Druckfehler fiir eine polynomiale Losung vor (links) und nach (rechts)
Korrektur durch Extrapolation zum Rand.

Chorin-Uzawa-Verfahren:

i) Impliziter ,, Konvektions-Diffusions-Schritt*:
EHo™ — o™ — v AT 0™ VI 4+ V(¢ = p™ ) = ™ in Vo = 0.
ii) Druck-Poisson-Gleichung:
Ag" =Ek7'V 0™ inQ, 0,¢™|oq = 0.
iii) Druck- und Geschwindigkeitskorrektur (o € (0,1)):

V=" — kYT, pTi=pm Tt —aV o™

Der Namensbestandteil ,,Uzawa“ deutet an, dass dieser Algorithmus von seiner Struk-
tur her zum Uzawa-Algorithmus zur Losung der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen
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korrespondiert. Mit derselben Argumentation wie oben sehen wir, dass das Chorin-Uzawa-
Verfahren einer Druckstabilisierung der Form

V-v+a 'kdp=0. (6.4.201)
entspricht. Diese Stabilisierung bewirkt keine ,singuldre” Stérung in der Druckgleichung,

so dass keine Grenzschicht im Fehler auftreten sollte. Diese Erwartung wird durch die
Ergebnisse einer Testrechnung mit polynomialer Losung bestétigt (siehe Abb. 6.16).

Abbildung 6.17: Druckfehler fiir eine polynomiale Losung mit dem , klassischen® Chorin-
Verfahren (links) und dem Chorin-Uzawa-Verfahren (rechts); Rechnung fiir v = 1 mit
dem Q5 /Q5-Stokes-Element auf einem dquidistanten Gitter mit A = 1/64 und k = 1/100.

Die geringe Approximationsgenauigkeit des Chorin-Verfahrens kann formal behoben
werden, indem das Verfahren zu einer ,Defektkorrektur-Iteration® aufbauend auf dem
Crank-Nicolson-Schema erweitert wird zum sog. ,, Projektionsverfahren von van Kan'“.
Hier erfolgt der Schritt t¢,,_1 — t,, geméf

van Kan-Verfahren:

i) Impliziter ,, Konvektions-Diffusions-Schritt*:

L LR W Y VAN G WU Vi vZ AR PP
_ %{f’m + f""L—l} _ vpm—l in Q, {)‘,SQ = 0.

ii) Druck-Poisson-Gleichung:

A" =kT'V 0™ in Q, g™ 190 = 0.
iii) Druck- und Geschwindigkeitskorrektur:

"= 0" 4 kY, pT =" g™

m—2

Dabei ist o™ := ¢™ (nicht-lineare Formulierung) oder o™ := 20™~! — (Linearisie-
rung durch Zeitextrapolation zweiter Ordnung). Dieses Verfahren ist formal von zweiter

4Jos van Kan (1944-): Niederlindischer Mathematiker; Prof. em. fiir Mathematik an der Delft Uni-
versity of Technology; Beitriige zur Numerischen Strémungsmechanik (Druckkorrekturverfahren).
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Ordnung, O(k?), und erzeugt im Fall der Konvergenz o™ — v>, ¢™ — 0 (m — o0)
Limiten, welche Losungen der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen sind:

—UAD™ + MmN pm + me,1 _ fm — k.fl(,[}m 7,Um71)

I ! TR Il (m = o0)
—vAv>® + v>®-Vo>* + Vp — f = 0.

Das van Kan-Verfahren erlaubt eine Fehlerabschétzung der Form

") = plasta)| =+ exp () (6.4.202)

Vvk

und korrespondiert zu einer Druckstabilisierung der Form

V-v+a 'kd,Ap = 0. (6.4.203)

Wir fassen zusammen, dass alle bisher betrachteten Projektionsverfahren (und einige
Vorlaufer) zu Spezialfillen aus einer Familie von Druckstabilisierungsansétzen wachsender
Komplexitét korrespondieren:

v+ep=0 inQ, (,, Penalty-Methode®).
v+edp=0 inQ, pyo=p" (,Chorin-Uzawa-Verfahren“).

w+eAp=0 inQ, Jyppso =0 (,Chorin-Verfahren’).

4 <4 a4«

w+edAp=0 inQ, Jpppo =0, pu=o=p" (,van Kan-Verfahren®).

Zum Abschluss unserer Diskussion wollen wir kliren, wieso beim Chorin-Algorithmus
auch in Verbindung mit ,instabilen” Stokes-Elementen h#ufig keine Probleme mit un-
physikalischen Oszillationen im Druck beobachtet werden. Wir haben gesehen, dass der
Chorin-Algorithmus implizit eine Modifikation der Kontinuitatsgleichung der Form

V-v—kAp™ =0
enthilt. Wenn die Zeitschrittweite nicht zu klein wird, k > h?, wirkt dies in Verbindung
mit einer Ortsdiskretisierung wie eine Druckstabilisierung. Im Gegensatz dazu korrespon-
diert das van Kan-Verfahren zu einer Stabilisierung der Form

V-v+a ko, Ap =0,

welche bei Konvergenz gegen eine stationdre Losung, d;p(t) — 0 (t — oo) nur erhalten
bleibt, wenn die Zeitschrittweite entsprechend vergréflert wird.
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6.4.3 Losung der algebraischen Teilprobleme

Bei den beschriebenen Zeitschrittverfahren miissen in jedem einzelnen Zeitschritt im Rah-
men eines Linearisierungsprozesses mehrere lineare Sattelpunktprobleme der Form

‘ ] - [ b ] (6.4.204)
Yy c

gelost werden. Dabei sind wieder {x,y} die Koeffizientenvektoren der Geschwindigkeits-

und Druckvariablen bzgl. geeigneter Knotenbasen der Ansatzriume H; und Lj , und die
Systemmatrizen M, A, N(-), B und A(-) = vA+ N(:) sind gegeben durch

M + akA(z) kB
—-BT eC

Ny

M = ((wﬁw ¢;7,))NH A= ((vhlﬁu vlﬂﬁi))m:p B = _(<X§L7 vh : 7/);1))

ij=1’
N(@) = (- Vg, v)) s Ci= ((Vaxhs Vixd)) oy

Np,Nug

ij=1 7

wobel o der zum (geschitzten) Vektor Z korrespondierende Geschwindigkeitsvektor ist.
Die Matrix C' reprisentiert die Druckstabilisierung (wenn notwendig) und der Vektor ¢
die zugehorigen Korrekturterme. In diesem Fall ist der Hauptdiagonalblock

S(z) =M + akA(z)

nicht symmetrisch, aber bei geeigneter Stabilisierung (z. B.: ,upwinding®, Stromliniendif-
fusion, u.s.w.) regulér. Folglich kann die Komponente x wieder aus dem System eliminiert
werden:

[kBTS(z)'B+eCly=B"S(7) 'b+¢, x=3S@) 'b—kS(@) 'y (6.4.205)
Das resultierende Schur-Komplement
¥(z) := kBTS(z)7'C +<C

kann dann etwa mit dem Uzawa-Algorithmus oder mit einer angepassten Variante des CG-
Verfahrens fiir unsymmetrische Matrizen (GMRES- oder BiCGstab-Verfahren) invertiert
werden. Auch hier ist wieder die Kondition bzw. die Norm von Y(Z) entscheidend fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit.

Nun sollte man annehmen, in Analogie zur Situation der Warmeleitungsgleichung, dass
fiir kleiner werdende Zeitschrittweite k& die Losung der linearen Gleichungssysteme immer
leichter wird. Dies ist aber beim Schur-Komplement X(Z) wegen des DAE-Charakters des
Systems nicht der Fall, da hier fir £ <1 (und ¢ < 1)

(%) = kB"S(z)'B+¢C ~ kB"M'B.

Die Grenzmatrix BTM~!B ist eine Approximation des Laplace-Operators mit der Kon-
dition (auf gleichférmigem Gitter)

condy(BYM™'B) = O(h™?).
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Dies bedeutet, dass die bisher zur Invertierung von 3(z) diskutierten Verfahren fur klei-
ne Zeitschrittweiten zunehmend langsam werden. Also ist ,, Vorkonditionierung® notwen-
dig. Diese wird aber schwierig, da die Matrix X(Z) nicht elementweise zur Verfiigung
steht, so dass die iiblichen punkt- oder blockweisen Iterationsschemata wie ,Jacobi“-
, ,GauB-Seidel“-, ,SOR*“-, ,ADI“. und ,ILR“-Iterationen nicht unmittelbar anwendbar
sind. Dasselbe Problem ergibt sich bei der Anwendung von Mehrgitter-Algorithmen fiir
das Schur-Komplement bei der Konstruktion von Gléttern. In diesem Fall bietet sich der
Uzawa-Algorithmus selber als ,,Gldtter” in einem &uferen Mehrgitterverfahren an.

Mehrgitter-Algorithmus

Zum Abschluss wollen wir noch einen Mehrgitteralgorithmus préasentieren, welcher speziell
auf die Losung ,instationédrer Systeme zugeschnitten ist. Dieser Ansatz ist besonders
effizient im Fall

1w
TR TR
Die Losung der Schur-Komplement-Gleichungen
BYS™'Bp™ = BT'S g™, v™=S"' (g™ — Bp™), (6.4.206)

durch CG-artige Verfahren erfordert die Auswertung von S~!, was zunehmend ineffizi-
ent wird fiir kleine Zeitschrittweiten k., groflere Reynolds-Zahlen und auf stark aniso-
tropen Gittern. Dieses Problem kann gemeistert werden durch die Verwendung einfacher
Richardson-Iterationen fiir die Schur-Komplement-Gleichung mit einem Vorkonditionierer
der Art BTC~'B . Populire Beispiele solcher Vorkonditionierer C' sind:

- O0h=1,
- Cli=MT
- C':=M'+a'BTB.
Die resultierende Iterationsmethode, sog. ,,diskrete Projektionsverfahren, lautet:
pmtt =p™ — (BTCT'B) (BT ST Bp™ — BTS1g™). (6.4.207)

Nach L Iterationsschritten wird p™ := p™% gesetzt, und man berechnet die zugehorige
Geschwindigkeitskomponente aus

Sv™ = g™ — Bp™ + o Hal — SC”l)B(pm’L - pm’Lfl). (6.4.208)

mit einem Relaxationsparameter « € (0,1) . Diese Konstruktion von v™ garantiert, dass
die resultierende Geschwindigkeit im diskreten Sinne ,,divergenz-frei“ ist, BTv™ = 0, und
motiviert damit den Namen , diskrete Projektionsmethode® fiir das gesamte Verfahren.
Dieses Iterationsverfahren wird dann als Gléatter in einem &ufleren Mehrgitterverfahren
eingesetzt.

Im Spezialfall L = 1 entspricht dieses Verfahren einer diskreten Version der Pro-
jektionsverfahren nach Chorn (fiir die Wahl p™° := 0) und Van Kan (fiir die Wahl
p™Y = pm~1). Diese Operator-Splitting-Schemata haben die Form
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1. So™ = g™ — kBp™ ' (Transport-Diffusions-Schritt).
2. BTM~'Bq™ = k'BT#™  (Druck-Poisson-Gleichung).
3. ™ =" — kM 'Bq™  (Geschwindigkeitskorrektur).

4. pm=p" 1t +ag™ (Druckkorrektur).

Der Mehrgitter-Algorithmus mit Glattung durch die , diskrete“ Projektionsiteration hat
sich in praktischen Tests als sehr effizient zur Losung der voll-gekoppelten instationéren
Navier-Stokes-Gleichungen erwiesen. Er ist robust fiir alle relevanten Reynolds-Zahlen
(laminare Stromung) und alle physikalisch realistischen Zeitschrittweiten. Er basiert auf
optimalen ,inneren“ Mehrgitterkomponenten fiir die Teilprobleme ,, Transport-Diffusions-
Problem* und , Druck-Poisson-Gleichung*“. In Beispielen erfordert der Gesamtalgorithmus
bei Verwendung z. B. des nicht konformen @Q%°*/ Pg°-Stokes-Elements in 3D pro Zelle etwa
1 KByte Speicher, so dass Simulationen mit mehr als 107 Unbekannten auf Workstati-
ons mit 2 GByte Arbeistspeicherspeicher moglich sind; fiir Details verweisen wir auf die
Monographie Turek [145]).





