3 Die Grundgleichungen der Strukturmechanik
3.1 Mathematische Modelle

Wir betrachten nun die mathematische Beschreibung des Verhaltens elastischer Korper
unter dufleren Belastungen. Im Gegensatz zu den Fliissigkeiten, bei denen die ,, Verinde-
rungsgeschwindigkeit® der physikalischen Groflen interessiert, méchte man beim Festkor-
per das Resultat des Ubergangs von einer statischen Gleichgewichtslage unter Belastung
in eine neue Lage. Gesucht ist also der Verschiebungsvekor u(&,t) der Deformation

§:T(§7O) - ac(f,t):§+u(§,t), § € Qo,

eines Kérpers in der Ausgangskonfiguration € := Q(0) in die neue Konfiguration Q(t).
Dabei interessiert man sich meist fiir die Deformation in eine neue Gleichgewichtsla-
ge (1) mit Deformation u(&,1) oder ein angeregter Schwingungsvorgang, bei dem die
Deformation (&, t) einen zeitlich perodischen Verlauf hat. Bei der Beschreibung dieser
Vorgénge bedienen wir uns der Lagrangesche Koordinaten einer ausgewéhlten Referenz-
konfiguration (meist der unbelasteten Ruhekonfiguration).

3.1.1 Das allgemeine nichtlineare Modell

Wir betrachten zunéchst den allgemeinen Fall der durch eine instationdre Belastung mit
Volumenkraftdichte f(&,¢) und Oberflichenkraftdichte g(&,t) verursachten Deformation
u(€,t) aus der Ruhekonfiguration Q mit u(&,0) = u°(€). Als erstes miissen wir alle in
den allgemeinen Erhaltungssédtzen erscheinenden Groflen bzgl. des £-Systems ausdriicken.
Der einfachheithalber machen wir die folgenden Annahmen:

— Isothermer Prozess: Die Deformation des Korpers aus der Referenzkonfiguration
Q erfolgt isotherm, so dass keine durch Temperaturgradienten bedingte mechani-
sche Effekte auftreten. (Thermodynamische Effekte werden aber wichtig bei der
Betrachtung von Kérpern aus bestimmten nicht-elastischen Materialien.)

— Referenzkonfiguration: In der Referenzkonfiguration sind die Massedichte p°(&),
die Materialeigenschaften und die Volumenkraftdichte f°(¢,¢) bekannt.

Wir brauchen hier also nur die Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls (Drehimpuls)
zu berticksichtigen. Bezogen auf das Momentansystem des deformierten Korpers lauten
diese in integraler Form wie folgt:

— Masseerhaltung:

; /
— plx,t)de = 0; 3.1.1
i (3.1.1)



46 Die Grundgleichungen der Strukturmechanik

— Impulserhaltung:

d

— px,tvx,td:z::/
iy, PO

V(t)

p(:p,t)f(m,t)der/ n(z) - o(x, ) doy, (3.1.2)

v (t)
mit der Massedichte p(x,t), der Volumenkraftdichte f(x,t), dem Geschwindigkeitsvektor

v(z,t) = v(§(z,1), 1) = (&, 1) = O{E+u(S, 1)} = Gu(&, 1),

und dem Cauchyschen Spannungstensor o(z,t). In der stromungsmechanischen Betrach-
tung werden aus diesen Gleichungen mit dem Reynoldschen Transporttheorem Gleich-
gewichtsgleichungen bezogen auf das Momentansystem = = xz(&,t) abgeleitet. In der
strukturmechanischen Betrachtung wollen wir anders vorgehen. Die Erhaltungsgleichun-
gen werden zunichst auf das Ausgangssystem & bezogen umgeschrieben und dann die
zeitlichen Ableitungen ausgefiihrt.

a) Masseerhaltung:

Sei V(t) C Q(t) ein (beliebiges) Volumenelement der Momentankonfiguration zum Zeit-
punkt ¢, welches durch Deformation des Volumens V C € in der Grundkonfiguration
entsteht:

xeV(t): x&t)=E+ul&t), eV
Die Transformationsformel (1.1.8) fiir Volumenintegrale ergibt
[ pletrdo= [ pla(e,0,0) et ) de
V() v
und bei Beachtung von det(z/(€,t)) = det(I+Vu(E,t)):

/ pz,t)de = / plx(&,t),t) det(T+Vu(,t)) dE.
V(t) Vo

Mit der bekannten Massedichte p°(¢) des Referenzsystems gilt daher:

p(&,1), 1) = det(I+Vu(&,t))~'p"(€). (3.1.3)
Die momentane Massedichte p(z,t) ist also bestimmt durch die als bekannt angenomme-
ne Referenzmassedichte p°(€) und die gesuchte Deformation (&, t). Sie wird daher im

folgenden nicht als eigenstidndige Unbekannte betrachtet. Die Bedingung der Masseerhal-
tung ist dabei automatisch erfiillt:

/ p(fr-,t)dx:/po(f)dg, t>0.
V() 1%

b) Impulserhaltung:
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Der Geschwindigkeitsvektor in der Momentankonfiguration v(z,t) hat bezogen auf das
Referenzsystem die Form v(z,t) = dyu(§,t). Also gilt

di plx)v(z)de = 4 p(x(&, 1), t)0u(&, t) det(I + Vu(, 1)) d€
L Jv dt Jy
d
~ 4 | renenoc= [ peotuenoe

Der Volumenkraftterm wird wie folgt umgeschrieben:
[ otz = [ plale.0).0) flae,t). ) derT4 V(e 1) ds = [ 2 €+ ulé0). 01
V() \% %
Mit dem oben abgeleiteten Kirchhoffschen Spannungstensor k(&,t) gilt weiter:
| nta)-owtydos = [ {T+Vulg, 0} Ke.t) - n(6) do
v (t) oV
= [ V- (U vuley pien) as

Die Impulserhaltung im Volumen V(¢) erhélt also die Form

/V P (€)Fu(E. ) O = /V {26 1€ 1) + V- ({T+Vu(E, )} (€, 1)) } de.

Da das Volumen V C Q beliebig gewéhlt ist, folgt wegen der angenommenen Stetigkeit
aller involvierten Gréflen die punktweise Gleichgewichtsbeziehung

P& u(8,t) = V- ({T+Vu(&, 1)} k(& 1) = P (§) F(§ +u(€, 1), ). (3.1.4)

Das allgemeine Anfangs-Randwertproblem der Elastizititstheorie

Mit den bisher bereitgestellten Begriffen und Beziehungen kann nun das allgemeine An-
fangs-Randwertproblem fiir die Deformation eines elastischen Korpers formuliert werden.
Vorgegeben seien:

1. ein physikalischer Korper, dessen Massepunkte im kriftefreien Grundzustand ein
beschriinktes Gebiet @ C R? mit den oben vereinbarten Regularititseigenschaften
einnehmen;

2. eine Massedichte p°(¢) in der Referenzkonfiguration;
3. eine duflere masse-orientierte Volumenkraft mit Kraftdichte f(z,¢) in Q(¢);

4. eine Oberflichenbelastung mit Dichte ¢?(x,t)) entlang einer Randkomponente
0Q,(t) C O0(t) ;

5. eine Randverschiebung u?(¢,t) auf der Randkomponente 99, := 90\, .
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Es sei weiter angenommmen, dass der Kérper unter der Einwirkung der dueren Krifte (3)
und (4) bei Beriicksichtigung der kinematischen Randbedingungen (5) eine Deformation

§— E+ulS 1)

erfahrt. Gefragt ist dann nach dem zugehérigen Verschiebungsfeld (&, t), nach dem Ver-
zerrungstensor €(€,t), welcher die Verformung des Kérpers beschreibt, und nach dem
Kirchhoffschen Spannungstensor k(&,t) , welcher die innere Belastung des Materials durch
diese Verformung wiedergibt. Zur Bestimmung dieser 15 unabhéngigen Groflen (in drei
Dimensionen und bei Beriicksichtigung der Symmetrie der Tensoren e und k) stehen
bisher die folgenden Gleichungen zur Verfiigung:

— 6 kinematische Gleichungen:
(&) = 3(Vu(&, t) + Vu(&, 1) + Vu(&, )T Vu(, t)) (3.1.5)
fir £€Q, t>0;
— 3 statische Gleichgewichtsbedingungen:
PO t) = V- ({T+ Vul€, O}k, 1) = p"(€)f(E +ul&t),t)  (3.1.6)
fir £€Q,t>0;
— kinematische Randbedingungen:

u(&,t) =u?(€,t) fiir €€ 0Q,, t>0; (3.1.7)

— statische Randbedingungen:

ne ({14 Vu(€ )} k(1) = ?(E+u( t),t) fir £€0Q,, t>0; (3.1.8)

— Anfangsbedingungen:

u(€,0) =u’(&), (&, 0) =€) fiir € €. (3.1.9)

Die noch fehlenden 6 Bestimmungsgleichungen werden durch das sog. ,, Elastizititsgesetz®
geliefert, welches Spannungs- und Verzerrungstensor verkniipft (homogenes Material):

k(1) = C(e(€, 1)) (3.1.10)

Fiir das Anfangs-Randwertproblem (3.1.5) - (3.1.10) in seiner vollen Allgemeinheit gibt
es keine mathematische Theorie, welche die Existenz von Losungen, deren Eindeutigkeit
und stetige Abhingigkeit von den Daten sichert (Wohlgestelltheit des Modells). Um sol-
che Aussagen zu gewinnen, miissen gravierende Einschrankungen an die Struktur des
Problems gemacht werden. Das ist der Gegenstand der folgenden Diskussion.
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3.1.2 Linearisierte Modelle

Ausgehend von dem obigen allgemeinen (nichtlinearen) Modell erhélt man durch vereinfa-
chende Annahmen verschiedene linearisierte Modelle von wesentlich einfacherer Struktur.
Wir werden im folgenden nur die sog. ,lineare Theorie“ elastischer Deformationen ent-
wickeln. Diese ist gekennzeichnet durch die Annahmen:

— Es treten nur (relativ) kleine Verschiebungen und Verzerrungen auf, |jul| < diam(f2)
und ||Vu|| < 1, so dass alle physikalischen Groen direkt auf ein festes kartesisches
Koordinatensystem bezogen werden kénnen. Man nennt die resultierende Theorie
,kinematisch linear®.

— Es liegt lineares Materialverhalten vor, d. h.: Verzerrungen und Spannungen sind
,proportional® zu einander. Man nennt die resultierende Theorie , statisch linear®.

— Das Materialverhalten ist isotherm und isotrop, d. h. temperaturunabhingig und
invariant gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems.

— Die Massedichte p bleibt unter der Verschiebung & — £ + u(§) gleich und wird
daher beim Deformationsvorgang nicht weiter betrachtet. Der Einfachheit halber
setzen wir daher im Folgenden p° = 1.

Die erste Annahme ist eine starke Einschrinkung, da sie grofie Deformationen, wie sie
z. B. bei Prozessen in der Umformtechnik (Karosserichau) oder in der Tragwerktechnik
(Briickenbau) auftreten, ausschliefit. In einer , geometrisch* nichtlinearen Theorie muss die
Lageveranderung des Ausgangskorpers bei der Beschreibung des statischen Gleichgewichts
berticksichtigt werden, was die resultierenden Gleichungen wesentlich verkompliziert. Die
Annahme der , physikalischen“ Linearitit im Materialgesetz ist bei den meisten Mate-
rialien (z. B. Stahl, Keramik, Hartplastik) ausreichend gut erfiillt. Speziellere Werkstoffe
wie Gummi, Weichplastik sowie komplexere Faser- und Verbundwerkstoffe erfordern aber
eine nichtlineare Beschreibung. Nicht-isothermes Materialverhalten liegt z. B. vor bei der
Beschreibung des Fahrverhaltens von Autoreifen und bei der Bearbeitung von Walzstahl.

Kinematische Linearisierung (kleine Verzerrungen)

Unter der Annahme kleiner Deformationen |[Vu(&,t)|| < 1 konnen Terme, welche qua-
dratisch in Vu sind, gegeniiber den linearen sowie solche linearen Terme gegeniiber kon-
stanten vernachléssigt werden. Dementsprechend werden der Verzerrungstensor in der
linearen Form

e~ H{Vu+vVu'}
und der Deformationsgradient in der konstanten Form
I+Vu=lI
approximiert. Letzteres impliziert wegen

det(2") = det(I + Vu) = 1, adj(9;z;) = 0y,
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dass Kirchhoffscher und Cauchyscher Spannungstensor zusammenfallen:

adj(0,z;) adj(Ox;)adj(Okx;)

kij(€) == A Ly = A o = 0i5(x(€)).

Dariiberhinaus werden das £-System (Lagrangesche Koordinaten) und das z-System (Eu-
lersche Koordinaten) identifiziert. Die Momentengleichung (3.1.6) kann unter diesen An-
nahmen also in der folgenden Form geschrieben werden:

Fu(é,t) — V- o(&,t) = f(&,t) fiir £€Q, t>0. (3.1.11)

Statische Linearisierung (Hooksches Gesetz)

Nach Satz 2.2 hat im Fall isotropen Materialverhaltens das Materialgesetz notwendig die
Form

k(& 1) = ol + pre(&, 1) + pae(&, 1)’ (3.1.12)
mit nur von den Tensorinvarianten
]1(]{3) = spur(k:), Ig(k’) = %{kljkﬂ — kiikjj}7 I3(k) = det(k),

abhéngenden Funktionen ¢; = ¢;(Iy, I, I3) . Unter der Annahme eines linearen Zusam-
menhangs zwischen Verzerrungen und resultierenden Spannungen ergibt sich aus der all-
gemeinen Theorie das Materialgesetz (fiir isotherme und isotrope Medien) in der Form

k = 2ue + Aspur(e) I (3.1.13)

mit den méoglicherweise ortsabhiingigen sog. ,, Laméschen! Elastizitéitskonstanten® g und
A. Diese Beziehung wird als ,,Hooksches? Gesetz“ bezeichnet. Bei gleichzeitiger kinema-
tischer Linearisierung erhalten wir also das voll linearisierte Materialgesetz

oc=u{Vu+Vul} + AV - ul. (3.1.14)

Bemerkung 3.1: Wir merken an, dass zur Herleitung der obigen einfachen Gestalt des
Materialgesetzes mit nur zwei Materialparametern g und A die Isotropie des Materialver-
haltens, d. h. seine Richtungsunabhingigkeit, angenommen wurde. In der Praxis spielen

!Gabriel Lamé (1795-1870): Franzosischer Mathematiker und Physiker; arbeitete zunéchst in Sankt
Petersburg und danach als Prof. an der Ecole Polytechnique in Paris; Beitriige zur Differentialgeome-
trie und mathematischen Physik, insbesondere zur Losung der Wirmeleitungsgleichung (Lamésche Kur-
ven), die nach ihm benannten Konstanten spielen eine wichtige Rolle in der Elastizitétstheorie und der
Stromungsmechanik.

2Robert Hooke (1635-1703): Englischer Universalgelehrter; Prof. fiir Geometrie am Gresham Colle-
ge in London; arbeitete als Zeichner, Vermesser, Architekt und Instrumentenbauer; Mitbegriinder der
Royal Society 1662; entdeckte den grofien roten Fleck auf dem Jupiter und prigte den Begriff ,,Zelle*,
hauptséchlich bekannt durch das nach ihm benannte Elastizitdtsgesetz.
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aber auch anisotrope Materialien eine grofie Rolle (z. B. geschichtete Materialien und
Verbundstoffe). Zu deren Beschreibung werden allgemeine lineare Beziehungen

o= Ce

mit einem Materialtensor C' = (Cyj)? k=1 verwendet. Die Zahl der im Materialtensor
enthaltenen freien Parameter wird eingeschrinkt durch die Forderung, dass symmetrische
Tensoren in symmetrische Tensoren abgebildet werden,

Cijrt = Cjire = Cjaw, 1,5, k,1 € {1,2,3}. (3.1.15)
Diese Symmetrieeigenschaft impliziert die Beziehung
Ce= %Cijkl{aluk + akul} = Cijkl(?kul = (C'Vu.

Der Korper heifit ,homogen*, wenn seine physikalischen Eigenschaften unabhéngig vom
Betrachtungspunkt sind, d. h.: C' ist ein Tensor elastischer Konstanten:

cE)=c, e

Héufig konnen Symmetrieeigenschaften des elastischen Verhaltens des Materials zur wei-
teren Reduzierung der Anzahl der freien Parameter verwendet werden. Dies wird im Fol-
genden erldutert. Zunéchst stellen wir fest, dass die Tensoren

Ciljkl = 6ij6k?la Cz'ijl = 5ik5jl + 6il(5jk

linear unabhéngig und invariant gegeniiber unitéren Transformationen D = (cl,-j)g’d-:1
(Drehungen, Spiegelungen) sind:

i ol disClory = dippdirdyy = dipd%did?, = Clyy

qrs ¥ 1,

und analog fiir C?. Aufgrund der Symmetrieeigenschaft (3.1.15) besitzt der Materialtensor
C' hochstens 36 verschiedene Elemente, die wie folgt angeordnet werden:

Cllll C(1211 C(1311 C2211 C(2311 C3311
01212 C11312 C42212 C(2312 C’3312

Cisis Cong  Cazis Chais

C =
C2222 02322 03322
Ciqu = Cpqij C2323 03323
03333

i) Spiegelungsinvarianz: Aus der Invarianz gegniiber Spiegelungen an der (z;, z;)-Ebene,
folgt notwendig fiir ¢ & {j, k,1}:

Cijii = —djidyrdyCijrg = —Clijia,
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d. h.: Es ist Cj = 0, falls ein Index 7 € {1,2,3} unter 4,7, k,! nur einmal vorkommt.
Dies reduziert die Anzahl der wesentlichen Elemente in C' auf 12 (gekennzeichnet durch
,Dickdruck").

ii) Drehinvarianz: Ferner ist C' invariant gegeniiber orthogonalen Drehungen, d. h. ge-
getiber Permutationen der Koordinatenindizierung. Dies impliziert

Cllll = CV2222 = C(33337 02211 = C’3311 = C’3322~

Dies reduziert die Anzahl der wesentlich verschiedenen Elemente von C' auf drei (gekenn-
zeichnet durch Unterstreichung). Schlieflich betrachten wir eine Drehung um die x3-Achse
mit Drehwinkel o — 0:

cos kinematischzu(a) —sin(a) 0 1+0(a?)  O(a) 0
D= sin(a) cos(a) 0| =] O(a) 140(a?) 0],
0 0 1 0 0 1

dij = (1 + O(a?))d;; + O(a)es;; , mit dem oben eingefiihrten e-Tensor. Dann ist

Cijrr = dipdjqQirdisChgrs
= ((1+0(a?))dp + O(a)esip) (1+0(a?))dj, + Oa)esjg) X
x ((1+0(a?))dr + O()esnr) (1+O0(02))d1s + O()esis) Cpgrs
= Cij + O(a) (53ipcpjkl + €3i¢Cigki + €31 Cijrt + €3lscijks) + 0(042)

und folglich bei Grenziibergang o — 0:
€3ipChjnt + €35qCigut + €360 Cijri + €315Cijks = 0.
Wir wihlen speziell ¢ =1, j,k,l =2 und finden
31209222 + €321C1122 + €321C1212 + €321 Cr221 = 0

bzw.
Ca299 — Chi22 — Clai2 = 0.

Dies reduziert die Anzahl der verschiedenen Elemente von C' auf zwei.

Wir betrachten nun das Materialgesetz fiir den ,homogenen®“ und ,isotropen* Korper
in etwas mehr Detail,

o = 2ue+ Aspur(e)l, (3.1.16)
wobei A(§) =X und p(§) = . Im Fall g # 0 und 3\ + 2u # 0 besteht die Umkehrbe-
ziehung

1 A
= —0 — ———————¢ 1. d.1
€ QHU SHETEE3Y spur(o) (3.1.17)
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Mit der sog. ,,Poissonschen®Querkontraktionszahl“* v und dem ,, Youngschen* Modul* E

definiert durch
A 2o L(3A +2p)

ST W) LD

schreiben wir dies in der Form

)

1
€= ;I/U— %spur(o)[. (3.1.18)

Wir wollen den physikalisch moglichen Wertebereich fiir die Elastizitdtskonstanten disku-
tieren. Im betrachteten Fall kleiner Verzerrungen ist:

— €; (1=1,2,3) relative Lingenédnderung in x;-Richtung;
~ ¢ = 3{3m—wy} (i #j) Winkelinderung in der (z;, z;)-Ebene;
— spur(e) = ¢; relative Volumenénderung;

— 045 zj-Komponente der Flachenkraft zu Flachenelementen normal zur z;-Achse.

Wir betrachten die folgenden Spezialfalle:

1. Gleichformiger Druck: Oij = —p .
Das Hooksche Gesetz (3.1.18) liefert die zugehorigen Verzerrungen
1+v v 1—-2v P
€ij = T Oij — Espur(o)5i- = 7PT6U = 7m62]

Da einem Druck (d. h. einer Kraft in negativer Normalenrichtung) eine Volumenver-
kleinerung entsprechen sollte, muss 3K = 3A+2u > 0 (K ,, Kompressionsmodul*)
sein.

2. Reiner Druck in xq-Richtung: 0ij = pdijoi;
mit den zugehorigen Verzerrungen
v

. . p
e; =0 (i #7), =g 7

Da ein reiner Druck in z;-Richtung einer Kontraktion in xs- und x3-Richtung ent-
sprechen sollte, muss v > 0 und E > 0 sein.

3Siméon Denis Poisson (1781-1840): Franzosischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Paris; Beitriige
zur mathematischen Formulierung der Physik, zum Magnetismus, zur Himmelsmechanik und Wahrschein-
lichkeitsrechnung; einer der Begriinder der Potentialtheorie.

4Thomas Young (1773-1829): Englischer Augenarzt und Physiker; Studium der Medizin in London
und Edinburgh, Promotion zum Dr. med. 1796 in Gttingen; 1801-1804 Prof. fiir Physik am Royal Insti-
tute, dann praktizierender Arzt; Beitrige u. a. zu den Gebieten Optik, Elastizitidtstheorie, Physiologie,
Sprachen und Agyptologie (Entzifferung der Hieroglyphen); postulierte u. a. den Wellencharakter des
Lichts und ma8 als erster dessen Wellenléinge (Doppelspaltexperiment).
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3. Reine Scherung in der (x;, xs)-FEbene:

a

010
c=a| 1 0 0 |, 6:5
0 0O

o = O
o o O

1
0
0

Da einer positiven Kraft in z,-Richtung entlang von Flachenstiicken normal zur
x1-Achse eine Winkelvergroferung entsprechen sollte, muss g > 0 sein.

Wir fassen die durch die obigen einfachen Tests gefundenen Bedingungen an die Elasti-
zititskonstanten zusammen:

v, u, £ >0, 3A+2u > 0. (3.1.19)

Insbesondere ist also fiir den isotropen Korper stets die Invertierbarkeit des Elastizitatsten-
sors gesichert. Bei Walzstahl verwendet man z. B. v = 0,3 und E = 0,001 . Hier ist das
lineare Hooksche Gesetz fiir einen ziemlich grofen Deformationsbereich gut erfiillt. Fiir
andere Materialien (z. B. Kunststoffe, ,,weiche* Materialien) geniigt ein linearer Ansatz
jedoch nicht mehr.

Bemerkung 3.2: Zur Aufstellung eines nichtlinearen Materialgesetzes wird ausgegan-
gen von den linearen Beziehungen oy = 3K¢y und o' = 2u€’, mit den Tensoren o :=
sspur(o) und ¢’ := ¢ — 0 und entsprechend fiir ¢. Man macht dann etwa den nichtli-
nearen Ansatz

o0 = 3K k(eg)eo, o' = 2uy(3)e

mit einer sog. ,Dehnungsfunktion® k() und einer ,Scherungsfunktion® ~(-) mit der
Eigenschaft k(t),v(t) — 1 (t — 0) und dem sog. ,,Schermafl*

1/2
Yo =2 ((e11 — €0)* + (€22 — €0)* + (€33 — €0)* + 3(€Ty + €35 + €13)) /

Die jeweilige Form der Funktionen x(-) und +(-), welche das nichtlineare Masterialver-
halten beschreiben, muss auf experimentellem Wege ermittelt werden.

3.1.3 Die Lamé-Naviersche Anfangs-Randwertaufgabe

Nach kinematischer und statischer Linearisierung und Annahme von isothermem und
isotropem Materialverhalten erhilt das allgemeine System (3.1.5-3.1.12) die folgende ver-
einfachte Form:

~ kinematische Gleichungen: € = ${Vu+ Vu'};
— statische Gleichungen: 0?u— V- o = f;

— Materialgesetz: o = Ce = 2ue + Aspur(e)l
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sowie die oben angegebenen statischen sowie kinematischen Randbedingungen und die
Anfangsbedingungen. Die Grundaufgabe der linearen Elastizitdtstheorie lautet demnach:

Zu(E,t) — V- {CVu(E, )} = f(&,1) fir £€Q, >0, (3.1.20)
u(é,t) =u?(€,t) fir £€€0Q,, t>0, (3.1.21)

n-CVu(&, t) =p(& t) fir €€ 09Q,, t >0, (3.1.22)

u(€,0) =u’(€), Ou(£,0) =) fiir £ €Q. (3.1.23)

Dieses System von Gleichungen wird als ,, Lamé-Naviersche® Anfangs-Randwertaufgabe®
bezeichnet. Bei Beachtung der konkreten Form von C' mit konstanten Elastizitétskoeffi-
zienten g und A lautet die statische Gleichgewichtsgleichung

Ou—pAu— A+ p)VV - u = f, (3.1.24)

im festen Referenzgebiet €.

Bemerkung 3.3: Zum Vergleich mit (3.1.20) rekapitulieren wir die entsprechende Mo-
mentengleichung der Stromungsmechanik (bei konstantem Viskositétskoeffizienten p ):

PO + pv - Vo — pAv — V'V v + Vp = pf. (3.1.25)

im iiblicherweise als fest angenommenem Lésungsgebiet Q(t) = . Die beiden Darstel-
lungen (3.1.24) und (3.1.25) stellen denselben Sachverhalt bzgl. des -Systems bzw. des
z-Systems dar. Allerdings ist die Elastizitiatsgleichung kinematisch und statisch lineari-
siert, wahrend die Stromungsgleichung lediglich statisch linearisiert ist.

3.1.4 Einfache Anwendungen (,,Semi-inverse Methode*)

Die im vorigen Abschnitt behandelten allgemeinen Randwertaufgaben der mathemati-
schen Elastizitatstheorie werden bei Konkretisierung fiir reale Systeme meist so kompli-
ziert, dass keine geschlossenen Losungen angegeben werden konnen. Einen analytischen
Néaherungsansatz macht die so genannte ,inverse Methode®. Dabei legt man a priori eine
Verschiebung fest und bestimmt aus dieser mit Hilfe der Grundgleichungen die zugehori-
gen Verzerrungen, Spannungen sowie den Korper mit seiner Belastung und Lagerung, fiir
welchen der angenommene Verschiebungszustand moglich ist. Die gebriuchlichere , semi-
inverse Methode® gibt nur einen Teil der Unbekannten vor und ergénzt dann die fehlenden
Stiicke, so dass die Grundgleichungen erfiillt sind. Auf diese Weise hofft man, Losungen fiir
praktisch vorkommende Aufgaben zu finden. Direkte numerische Ansétze zur Losung der
Randwertprobleme sind Gegenstand eines spiateren Abschnittes. Im Folgenden wird die
Arbeitsweise der semi-inversen Methode anhand zweier einfacher Probleme beschrieben.

5Claude (Louise Marie Henri) Navier (1785-1836): Franzosischer Bauingenieur und Mathematiker;
Prof. an der Ecole Polytechnique in Paris; Beitriige zum Briickenbau (erste Theorie der Hingebriicke),
Elastizitatstheorie und Stromungsmechanik.
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Deformation eines Quaders unter Schwerkrafteinwirkung

Ein Quader aus homogenem, isotropem Material mit spezifischem Gewicht v nehme im
Ruhezustand ein Gebiet

Q={reR|-1<z<1(i=12),0<z3<L}

ein und unterliege der Schwerkraft K = (0,0, —7)7 .

K

Abbildung 3.1: Elastischer Quader: Konfiguration (links) und Deformation unter Schwer-
krafteinfluss (rechts)

Gefragt ist nach der Deformation des Quaders, wenn in seiner Deckfliche F die
gleichmiiBig verteilte Gegenkraft p = (0,0,7)T angreift, welche der Schwerkraft das
Gleichgewicht halt. Dabei sei angenommen, dass die auftretenden Verzerrungen klein sind,
und dass der Koérper dem Hookeschen Gesetz geniigt. Da zunéchst keine kinematischen
Randbedingungen vorgeschrieben sind, wird die (lineare) Randwertaufgabe (3.1.24) eine
Losung haben, welche nur bis auf ein Verschiebungsfeld der Form

u(r) =a+ Bx

mit einem konstanten Vektor a und einer schiefsymmetrischen Matrix B eindeutig be-
stimmt ist. Durch geeignete Wahl von u kann dann etwa eine Randbedingung der Art
(0,0, L) = 9;u(0,0,L) =0 (i = 1,2, 3) realisiert werden. Eine solche ,,Punktbedingung*
kann nicht a priori gefordert werden, da das zugehorige Randwertproblem im Sobole-
wraum H'(2)? dann nicht korrekt gestellt wire.

Im Sinne der semi-inversen Methode wird der Spannungsansatz gemacht

00 0
c=1020 0
0 0 ~as
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welcher offenbar der statischen Gleichgewichtsbedingung dive + K = 0 in ¢ und den
vorgegebenen statischen Randbedingungen o -n = p auf 9Q mit P = 0 auf 9Q \ F
geniigt. Aus dem Hookeschen Gesetz

1
= gya - %spur(a)[

gewinnen wir die zugehorigen Verzerrungen

€

1
€11 = €22 = —%71’3, €33 = E’W& €; =0 (i #J),
und aus den kinematischen Gleichungen € = (Vu” + Vu) die Verschiebungen
v 1 S,
Oruy = Oyug = — 5 O3uz = T8 Oju; + Oiuj (i # j).
Integration dieser Gleichungen ergibt (fiir die ausfiihrliche Rechnung siehe Leipholz [45]:
U = —V—;xlxg + axy — drs + b,
vy
Uy = *ffl’gl'g —axr; —exrs+c,
v
uz = %{x% +v(a] +23)} + doy + exs + f,

mit freien Integrationskonstanten a,b,c, d, e, f. Wie anfangs schon bemerkt, kénnen der
konstante Vektor a = (b, ¢, f)T und die schiefsymmetrische Matrix

0 a —d
B=| —a 0 —a
d e 0

so gewiihlt werden, dass z. B. u; = Q;u; = 0 ist im Punkt z = (0,0, L)” . Aufgrund der
noch zu zeigenden Eindeutigkeitssétze fiir die Elastizitétsaufgaben ist damit ,,die” Losung
des gestellten Problems bestimmt. Bei Beachtung der Punktbedingung finden wir

T
0= (o,o,—lﬁ) . B=0,

2F
bzw. y y 5
uy = f%mlx& Uy = 7%352353, ug = ﬁ{xg +v(x] +23) — L*}.
Die Gestalt des verformten Quaders ist bestimmt durch die Transformation z(¢) = € +
u(€), wobei & = (&)i=123 die raumfesten Lagrangeschen Koordinaten sind. Fiir die

Bodenfliche {3 =0} findet man
. gl v
n=6 (=12), m= L€+ 6) - L) = (vl +ad) - 1)
und fiir die Deckfliche F = {& = L}

i :gi(1—%L), i=1,2,

vy vy vy \ 2
2y =L+ (€ +8) =L+ﬁ(:r€+x§)<l— EL) .
Der Quader geht also iiber in einen Pyramidenstumpf, welcher durch zwei nahezu kon-
gruente Rotationsparaboloide abgeschlossen wird (s. Abb. 3.1).
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Torsion eines zylindrischen Stabes

Wir untersuchen die Torsion eines zylindrischen Stabes mit Querschnitt ¢ C R?, der an
einem Ende festgehalten und am anderen einem Drehmoment M unterliegt (s. Abb. 3.2).

i

Abbildung 3.2: Konfiguration eines Torsionsstabes

Das Material sei wieder homogen, isotrop, und die Verzerrungen seien klein. Es wird der

Spannungsansatz gemacht
0 0 013

g = O 0 093

o3 02 0

und die Volumenkraft vernachléssigt: K = 0. Dann folgt aus den statischen Gleichungen

03053 =0 = o033 =o053(21,22), 1=1,2,

3.1.26
01013 + 0093 = 0, ( )
iiber das Hoockesche Gesetz
14+v .
€nn=¢€p=€g=¢cp=0, €3=—1043, 1=12,
E
und aus den kinematischen Gleichungen
uy = uy(x9, x3), Uz = us(wy,x3), uz= uz(xs,ws),
1 1(@2, 3) 2 o(21, 73) 3 3(22, T2) (3.1.27)

Ostty + O1ue = 0.

Mit der so genannten , Prandtlschen® Torsionsfunktion® ® = ®(z,x;) machen wir den
zunéchst noch heuristischen Losungsansatz

013 ‘— 82<I>, 093 1— —61(1),

SLudwig Prandtl (1875-1953): Deutscher Ingenieur; Studium an der TH Miinchen, Promotion 1900
an der Univ. Miinchen; 1902 Prof. in Hannover, ab 1904 in Goéttingen, Leiter des neu gegriindeten
Kaiser-Wilhelm-Instituts fiir Stromungsforschung 1925-1946; bedeutende Beitrége zu den Grundlagen
der Stromungsmechanik, insbesondere der Aerodynamik, entwickelte 1904 die nach ihm benannte Grenz-
schichttheorie.
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welcher automatisch (3.1.26) erfiillt.

Bei der Torsion des Stabes um den Winkel 6 = 6(z3) geht der Punkt P = (x1,29) in
den Punkt P' = (x},a%) iiber. Wir nehmen an, dass die Torsion gering ist, || < 1, und
machen den linearen Ansatz

0= 5163,

wobei der Proportionalitdtsfaktor ¢ ,,Drilling” genannt wird (s. Abb. 3.3).

T2

€1

Abbildung 3.3: Querschnitt durch einen Torsionsstab

Dann ist ndherungsweise
Ty = cosOxy —sinfzy ~ 1 — Oxs, xh = sin Oz + cosOxy ~ 0y + X9,

bzw.
! !
U =] — a1 ~ —0T9T3, Uy = Ty — Ty ~ OT1T3.

Aus formalen Griinden wird noch gesetzt:
Uz = (S\D(Il, IQ)
mit der so genannten Verwolbungsfunktion W . Damit findet man fiir die Torsionsfunktion

FE
Oo® = = =
2 013 1 y€13

E E
T " o M)

(811L3 — (51’2),

(agul + 31u3) =

E E
2(1+v) 2(1 +v)

81(1) = —093 = — (82u3 + (51’1)7

E
2(1+v)
bzw. durch Differentiation
E

AD = PP+ 020 = —
1@+ 05 11u

0.

Ferner ist

1+v 1+v

81163 =-2 E 82<I> + 5I2, 62U3 = -2

D + by, (3.1.28)
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woraus man bei bekanntem ® durch Integration die Verwolbung us berechnet.

Zur Bestimmung der addquaten Randbedingungen fiir & auf 9@ sei daran erinnert,
dass entlang des Zylindermantels keine Oberflichenkréifte wirken, d. h.: o -n =0, bzw.

0= 031N + 039N — 02<I>n1 - 01<I>n2 = 81<I>Tl + 82(1)7'2 = 6TCI),

mit dem Tangentenvektor 7 = (11, 79)7 = (ng, —n1)T entlang 9Q . Also ist ® = konst.
auf 0Q , und wir setzen willkiirlich ® = 0 auf 0Q . Fiir die Torsionsfunktion ergibt sich
also die Randwertaufgabe

E .
—AP = m& 1 Q, $ =0 auf 8@/ (3129)

welche fiir glatten Rand 0@Q) stets eine klassische Losung besitzt.

Auf dem Randteil {z3 = 0} gilt die kinematische Randbedingung w = 0, wihrend
auf {x3 = L} eine statische Randbedingung durch das einwirkende Dreh- bzw. Tor-
sionsmoment M bedingt ist. Letzteres ergibt sich aus dem obigen Losungsansatz bei
Beriicksichtigung von n = (0,0, 1) auf {x3 = L} zu

TijNj = Pi bzw. p1 =00, po=-01P, p3=0.

Das erforderliche Torsionsmoment ist gerade
M:/K X TdF:/{Uggxl —Ulgmg}dF:/{81®x1+82®332}dF:2/ ddF.
Q Q Q Q

Wir fassen die bisherigen Resultate zusammen:

Zu gegebenem Zylinderquerschnitt ¢ und Drilling 6 (pro Léngeneinheit) sei ® die
Losung der Randwertaufgabe (3.1.29). Dann erhélt man durch

0 0 62(1) —T2T3
1+v
o= 0 0 0% |, e= 7o U= T3 (3.1.30)
62(1) —61(1) 0 \I/(.’L'l, IEQ)

eine (klassische) Losung der Grundaufgabe (3.1.24) zu den Daten K = 0 und p. Die
Verwdlbung U ermittelt man durch Integration aus (3.1.28).

3.2 Mathematische Theorie der Lamé-Navierschen Gleichungen

Fiir die linearen Lamé-Naviersche-Gleichungen steht eine vollstdndige Existenz- und Re-
gularitétstheorie zur Verfiigung. Deren wesentlichen Resultate werden im folgenden analog
zur entsprechenden Theorie fiir die Randwertaufgaben des Laplace-Operators entwickelt.
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3.2.1 Eigenschaften des Elastizitétstensors

Ein elastischer Korper erfahre wiahrend eines Zeitintervalls 0 < ¢ < T' eine Verschiebung
u(&,t) . Die zugehorige Familie (symmetrischer) Verzerrungstensoren e(t) = €(-,t) defi-
niert dann einen sog. ., Verzerrungsweg“ I'. = {¢(t), t € [0,7]}. Aufgrund des linearen
Elastizitétsgesetzes ergeben sich die zugehorigen Spannungstensoren

a(t) = Ce(t), 0ij = Cijmen (4,7 =1,....,3).

Wir fithren die folgende Grofie ein (im Sinne eines RiemannStieltjes-Integrals)

Ar, :/0 o(t) : de(t) = /0 o(t) : dee(t) dt,

welche die Dimension einer Arbeit hat (Kraft mal Weg) und interpretiert werden kann als
die Arbeit (pro Volumeneinheit), welche von den (inneren) Fliachenkriften o(t) wihrend
der Deformation mit den Verzerrungen e(t) geleistet wird. Aus physikalischen Griinden
wird angenommen, dass die zu einem geschlossenen Verzerrungsweg T'., €(0) = ¢(7T),
gehorende Spannungsarbeit Ap, > 0 ist (Wérmeverlust). Ferner sollte A, > 0 sein fiir
jeden in €(0) beginnenden, nicht geschlossenen Verzerrungsweg. Wir wollen zeigen, dass
diese Annahmen dquivalent zur Positivdefinitheit und Symmetrie des Elastizitatstensors
sind. Dazu dient der auf Green” (1839) zuriickgehende Begriff des ,, Dehnungspotentials®.
Dies ist eine Funktion ®(-) : R®3 — R mit den Eigenschaften

®(0) =0, V.P(e) = Ce, (3.2.31)

mit dem Gradienten

0
- 86137
Falls ein solches Potential ® existiert, gilt die Identitét

Ve®(e)s O(e) (4,5 =1,2,3).

Ay, = /0 Ce(t)  de(t) = /0 dD(e(t)) = D(e(T)) — D(e(0)). (3.2.32)

Lemma 3.1: Die folgenden Aussagen sind Aquivalent:
i) Die Spannungsarbeit zu einem geschlossenen Verzerrungsweg T erfillt Ap, > 0.
ii) Die Spannungsarbeit zu einem geschlossenen Verzerrungsweg T erfillt Ap, = 0.
iii) Der Elastizititstensor C ist symmetrisch: Cij = Chyj (i, J,k,1 =1,2,3) .

1

) Die Funktion ®(¢) := 5C¢: € ist ein Dehnungspotential.

"George Green (1793-1841): Englischer Mathematiker und Physiker; Autodidakt und Besitzer einer
Miihle; Mitbegriinder der Potentialtheorie und der Theorie des Elektromagnetismus; die Greensche Funk-
tion sowie die Greenschen Formeln gehen auf ihn zurck.
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Beweis: (i) = (#): Wir definieren fiir beliebigen geschlossenen Verzerrungsweg I'. den
umgekehrten Verzerrungsweg:

Too={e(t) == e(T — 1), t € [0, 7]},

und erhalten

Ar,. = /T Ce*(t) 1 de*(t) = /T Ce(T —t):de(T —1) = /O Ce(t) : de(t) = —Ar,.

Wegen Ap, >0 und Ap, > 0 nach Voraussetzung folgt Ar = 0.
(11) = (1i4): Fur zwei Verzerrungstensoren e, ¢ sei I'. der durch
€(t) := (cos(t) — 1)e +sin(t)e,, t e [0,2n],
definierte geschlossene Verzerrungsweg. Dann ist
Ce(t) : die(t) = C((cos(t) — 1)e +sin(t)e’) : (—sin(t)e + cos(t)e’)
= (sin(t) — sin(t) cos(t))Ce : € + (cos(t)? — cos(t))Ce : € — sin(t)*Ce : €
+ sin(t) cos(t)Ce : €
und somit geméaf (ii):
27
0= Ap, = Ce(t) : de(t) dt = (€' : Ce — e : C€).
0

Der Elastizitétstensor ist also symmetrisch auf symmetrischen Dyaden, d. h.:
€:Ce=c:C¢€, bzw. Cijii = Chaij (i,7,k,1=1,2,3).
(ii1) = (iv): Wir setzen ®(e) := 1Ce: ¢ und finden ®(0) =0 sowie

0 0
Des; d(e) = @ (%Opqrsepq6T8>

_ 1 _ 1 _ _
- §Cpqrs(6ip6jq6rs + quéir(;js) - §(Oijrs€rs + Cpqijepq) - Cijrse'rs = 0ij.

V€<I>(e)ij =

(iv) = (i): Fiir einen geschlossenen verzerrungsweg I'. gilt geméB der Identitét (3.2.32)
und der Annahme (iv):
Ar, = ®(e(T)) — ®(e(0)) > 0.

Dies vervollsténdigt den Beweis. Q.E.D.

Als Folgerung des vorausgegangenen Lemmas erhalten wir die fundamentale Aussage:

Satz 3.1: Die Spannungsarbeit Ar, entlang jedes nicht geschlossenen Verzerrungswegs
. mit €(0) =0 ist positiv genau dann, wenn der Elastizititstensor C' symmetrisch und
auf allen symmetrischen Dyaden positiv definit ist:

Ce:e>0, ecR¥3 e£0.

sym
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Beweis: =-: i) Wir zeigen zunichst die Symmetrie von C'. Sei dazu I'. ein beliebiger
geschlossener Verzerrungsweg mit €(0) = €(7) = 0. Es ist entweder €(t) =0, ¢ € [0,7T],
d.h. auch Ap, =0, oder €(t) # 0 fiir ein ¢ € [0,7]. Mit ¢ = sup{t € [0,T] : €(t) # 0}
ist dann nach Annahme

t—t’

Ap, = /0 ' Ce(s) : de(s) = lim /0 t Ce(s) : de(s) > 0.

Die Aquivalenz (i) <> (i) in Lemma 3.1 liefert dann die Symmetrie von C'.

ii) Fiir beliebiges € # 0 definieren wir den Verzerrungsweg I'. := {e(t) := te, t €0, 1]},
welcher offenbar nicht geschlossen ist. Nach Annahme ist dann Ap, > 0, d. h.:

1e:Ce=d(e(1)) — (e(0)) = /0 Ce(t) : de(t) = Ar, > 0.

«: Zu symmetrischem, positiv definitem Elastizititstensor C' existiert geméf der Aquiva-
lenz (i4i) < (iv) in Lemma 3.1 ein Dehnungspotential ® . Fiir jeden nicht geschlossenen
Verzerrungsweg I'. mit €(0) =0 und €(T) # 0 ist dann

Ar, = ®(e(T)) — ®(e(0)) = ®(e(T)) = LCe(T) : €(T) > 0.
Dies vervollsténdigt den Beweis. Q.E.D.

Speziell fiir isotropes Material ist der Elastizitdtstensor C' stets symmetrisch mit dem
Dehnungspotential

®(€) == pe® + LA spur(e)’ (3.2.33)
und dem zugehorigen Elastizitiatsgesetz

0=V .P(e) = 2ue + Aspur(e)l.

Lemma 3.2: Im Fall isotropen Materials ist der Flastizitdtstensor C' genau dann positiv
definit, wenn fiir die Materialkonstanten gilt:

w>0, 3A+2u>0 bzw. E>0, —-1<v<s. (3.2.34)

Beweis: i) Ist C' positiv definit, so gilt fiir alle symmetrischen Dyaden € = (e”)f’ i1 £ 0
Ce:e=2ue: e+ Aspur(e)] : e = 2,uefj + Aspur(e)? > 0.

Fiir € := I ergibt sich 64+ 9A > 0 und fiir € # 0 mit spur(e) = 0 weiter 2ue}; > 0.
Also muss 2+ 3A >0 und p > 0 sein.

i) Fiir eine symmerische Dyade € = (e;;)7;—; definieren wir den sog. ,deviatorischen An-
teil“ ¢ durch € := € — gspur(e)/ . Fiir diesen gilt dann konstruktionsgeméf spur(e’) =0
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und € : I =0.Seinun g > 0 und 2pu+3X\ > 0 angenommen. Fiir beliebige symmetrische
Dyade € #£ 0 gilt dann

Ce:e= (2ue + (3p+ Nspur(e)I) : (¢ + spur(e)])
=2u€e 1 € + (2p+ Nspur(e)] : € + 2uspur(e)e’ : I+ (3 + N)spur(e)] :
=2p€e" : € 4+ (2p+ N)spur(e)® > 0

fiir >0 und 3A+2u > 0. Q.E.D.

Bemerkung 3.4: Aus physikalischen Griinden hatten wir fiir die Materialkonstanten
bereits vorher die Eigenschaften v > 0, p > 0 und E > 0 ermittelt. Dies ist jedoch,
wie (3.2.34) zeigt, nicht notwendig fiir die Positivdefinitheit des Elastizitétstensors. Es
sei nochmals betont, dass die Positivdefinitheit des Elastizitétstensors C' nur auf den
symmetrischen Dyaden gefordert wird. Dies impliziert i. Allg. nicht seine Definitheit auf
allen Dyaden. Insbesondere kann nicht erwartet werden, dass

CVu:Vu>0

gilt fiir alle Verschiebungsgradienten Vu # 0. Dieser Umstand macht bei der Behandlung
der Existenzfrage von Losungen der Elastizitétsgleichungen einige Schwierigkeiten.

3.2.2 Eindeutigkeitsssatz und Extremalprinzipien

Im Folgenden wird die allgemeine Grundaufgabe der linearen Elastizitdtstheorie (3.1.20-
3.1.23) vom ,klassischen® Standpunkt aus betrachtet, d. h.: Es wird nach der Existenz
und FEindeutigkeit klassisch differenzierbarer Losungen sowie nach deren charakteristi-
schen Eigenschaften gefragt. Dabei beschrénken wir uns auf den Fall zeitlich unabhéngiger
(,stationdrer”) Deformationen, d. h. der Beschleunigungsterm 0?u wird vernachlissigt.

Wir fiithren zunéchst die folgenden Bezeichnungen ein: Ein , (klassisch) zuldssiger
Zustand“ eines elastischen Korpers bezogen auf einen kraftfreien Grundzustand ist be-
schrieben durch ein Trippel S = {u,€,0} bestehend aus einem Verschiebungsvektorfeld
u = (u;)}_, , einem (symmetrischen) Verzerrungstensorfeld € = (¢;;)?;_, und einem (sym-
metrischen) Spannungstensorfeld o = (oy;)7,_, mit den Regularitiitsseigenschaften

u; € C(QUIN,)NCAQ), €;€ CQANLAQ), o5 € C(QUIN,)NCHNR) N LQ).

Definition 3.1: Ein zuldssiger Zustand S = {u, e,0} heifit ,kinematisch zulissig*, wenn
im Fall hinrichend requlirer Daten 09, f, u?, o? gilt:

e=LVu+Vvd") in Q, (3.2.35)
o=Ce in Q, (3.2.36)
u=u’ auf O, (3.2.37)
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und ,statisch zuldssig®, wenn gilt:

—V.o=f inQ, (3.2.38)
e=C"o in Q, (3.2.39)
n-oc=n-0’ auf 0Q,. (3.2.40)

Der Elastizititstensor C(§) = (Ciju(§))F; 4= wird als symmetrisch und positiv defi-
nit (auf symmetrischen Dyaden) sowie als hinreichend regulér angenommen:

Oijkl € Oz(ﬁ), Cijlcl = Cklij7 Cijkleijekl >0, € 7é 0. (3241)

Definition 3.2: i) Die Grundaufgabe der linearen Elastizititstheorie (in sog. ,gemisch-
ter® Formulierung) besteht darin, einen Zustand S = {u,€,0} zu bestimmen, der sowohl
kinematisch als auch statisch zuldssig ist.

it) Eine Losung wird als ,klassisch® bezeichnet, wenn alle auftretenden Ableitungen und
Gleichungen im ,klassischen Sinne stetiger bzw. stetig differenzierbarer Funktionen ver-
standen werden konnen. Dieser Lisungsbegriff wird spdter im Rahmen einer ,variationel-
len Theorie“ verallgemeinert werden.

Neben dieser allgemeinen ,,gemischten® Formulierung sind von Bedeutung auch die
sog. ,primale“ Formulierung (,, Verschiebungsmodell“):

(P) Finde ein Verschiebungsfeld u mit den Eigenschaften u; € C(Q2U 9Q,) N CHQ U
0Q,) N C?*(Q) und

-V-CVu=f in Q, (3.2.42)
n-CVu=n-0? auf 9Q,, (3.2.43)
u=u’ auf 0Q,, (3.2.44)

sowie die sog. ,,duale® Formulierung (,,Spannungsmodell®):

(P*) Finde ein Spannungsfeld o mit den Eigenschaften o;; € C(QU 0Q,) N CHQ) und

V.eo=f in Q (3.2.45)
VxClo=0 in Q (3.2.46)
n-oc=n-0’ auf 9Q,. (3.2.47)

Dabei ist die Bedingung (3.2.46) gerade aquivalent dazu, dass eine Vektorfunktion u
existiert mit der Eigenschaft

e:=C"lo=1YVu+Vu").

Fiir die gemischte Formulierung der Grundaufgabe der linearen Elastizitdtstheorie gilt
der folgende fundamentale Eindeutigkeitssatz von Cosserat® (1898):

8Eugene Cosserat (1866-1931): Franzosischer Mathematiker und Astronom; lehrte Mathematik in
Toulouse (ab 1896 als Prof.) und wurde dort 1906 Prof. fiir Astronomie und Direktor des Observatoriums;
bekannt vor allem durch seine Arbeiten zur Elastizittstheorie teilweise zusammen mit seinem &lteren

Bruder Francois (,,Cosserat-Kontinuum!“), nach dem Tod des Bruders 1914 keine weiteren Arbeiten zur
Mechanik.
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Satz 3.2 (Satz von Cosserat): Unter den obigen Voraussetzungen unterscheiden sich
2wei klassische Losungen uY und u® der Grundaufgabe der linearen Elastizititstheorie
nur um einen Ausdruck der Art (Starrkorperbewegung)

u(€) —u?(§) = b+ Be

mit einem konstanten Vektor b = (b;)2, € R*® und einer konstanten schiefsymmetri-

schen Matriz B = (by;)} =, € R, bj; = —bj; . Enthilt der Randteil 0Q, wenigstens
drei linear unabhdngige Punkte, so ist notwendig b = 0, B = 0, d. h.: Fine klassische
(hinreichend regulire) Losung der Grundaufgabe ist eindeutig bestimmid.

Beweis: Seien S' = {u',¢,0’} und S” = {u”,€", 0"} zwei zulissige Losungen der Grund-
aufgabe. Dann ist der Zustand S = 5" — S” = {u,¢,0} eine Losung des zugehdrigen
Problems zu homogenen Daten f =0, ¢? =0, u? =0:

/Ce:edfz/a:ed&z%/Uij(ﬁjui—i—@iuj)dé
Q Q Q

= —% /Q(Gjoijui + aiO'i]"U,j) d§ + é /OQ(TLJ'O'UUZ‘ + niai]-nj) do

:—/V-U-ud§+/ n-o-udo=0.
Q o9

Da C als positiv definit vorausgesetzt ist, folgt notwendig ¢ = 0 bzw. d;ju; + du; =
0 (4,5 = 1,2,3). Durch Differentiation und Vertauschung der Ableitungen erhalten wir

26iajuk = &-@-uk + @-@-uk = —8;68]1% — (’?kazu] = 78]6(6]"1}41' + aluj) = 0.

Also hat das Vektorfeld u die Gestalt u(£) = b+ B¢ mit konstantem Vektor b € R3
und Matrix B € R*3. Aufgrund der Bedingung d;u; + diu; = 0 ist dann notwendig
bij = —bji, d. h.: Die Matrix B ist schiefsymmetrisch. Enthélt der Randteil 0, drei
linear unabhiingige Punkte £® i = 1,2,3, so besagt die kinematische Randbedingung
w(€®) = b+ BEW = 0. Hieraus erhalten wir auch

B(EW = ¢®) = B - ) = B(® - ¢¥) =0.

Da mit {£M, 6@ €31 auch die Differenzen {1 — ¢@) ¢ — ¢B) €@ _ ¢B)1 linear
unabhéngig sind, folgt B = 0 und damit auch b=0. Q.E.D.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die ingeneurwissenschaftliche Begriindung der sog.
»Finite-Elemente-Methode (FEM) zur numerischen Losung der Grundaufgabe ist das fol-
gende ,, Prinzip der virtuellen Arbeit®:

Satz 3.3 (Prinzip der virtuellen Arbeit): Fiir je zwei statisch bzw. kinematisch zu-
lassige Zustinde S = {u,e,o} und S" = {u' ¢ o'} gill

/J:e'dﬁ— n~a~uad0:/f-u’d§+/ n-o? - do. (3.2.48)
Q 9900 Q 90,
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Beweis: Definitionsgeméf ergibt sich bei Anwendung des Satzes von Gaufl

/J:e'd§:f/v-a-u'd§+/ n-o-u do
Q Q o0

/f-u’d§+/ n-oa-u’doJr/ n-o-u’do.
) 00, 09,

Dies ist gerade die behauptete Aussage. Q.E.D.

Bemerkung 3.5: Das ,,Prinzip der virtuellen Arbeit* besagt, physikalisch interpretiert,
dass die von den Spannungen eines statisch zuléssigen Zustandes mit den Verzerrungen
eines kinematisch zuléssigen Zustandes geleistete , virtuelle® Arbeit gerade gleich der von
den duBeren Belastungen f, ¢ mit den zugehorigen Verschiebungen geleistete Arbeit ist.

Wir wollen nun die Lésungen der Grundaufgabe mit Hilfe von Extremaleigenschaften
charakterisieren. Dazu greifen wir auf die oben definierte Spannungsarbeit

an = [ ottty

zu einem Verzerrungsweg I'. := {e(t), ¢t € [0, 1]}, zuriick. Mit dem zugehorigen Dehnungs-

potential ®(e) = $Ce: e gilt fiir die betrachtete Deformation des Kérpers aus dem stati-

schen Gleichgewichtszustand Sy = {0,0,0} in den Endzustand S; = {u(1),€(1),0(1)} =

{u,e,0}:
Ar, = @(e(1) — 2(e(0)) = D(e).

Da die Spannungsarbeit auf die Volumeneinheit bezogen ist, bestimmt sich die gesamte
,Dehnungsenergie” U.(S) bzw. die sog. ,,Spannungsenergie“ U,(S) zu

U(S) ::/Qq)(e)dfz%/QC’e:edfzé/QU:edfzé/QU:C10d§ =:U,(9).

Die ,potentielle Energie” des Systems ist dann definiert durch

E.(S) :US(S)/Qf'udf n-a? - udo,

0o

und die sog. , komplementére Energie durch

E,(S) :=U,(S) —/ n-o-u’do.
000

Lemma 3.3: Fiir jede klassische Losung S = {u,e,0} der Grundaufgabe der linearen
Elastizititstheorie gilt:

E.(S) + E,(S) = 0. (3.2.49)
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Beweis: Nach Definition ist U.(S) = U,(S) und somit

EE(S')—&—E(,(S)=U€(S)—/Qf-ud§— n~08-udo+Ug(S)—/ n-o-u’do

0o 0Qy

:/a:edg—/f'udg— n-aa-udof/ n-o-u’do
Q Q 00, 0
—/(V~U+f)~ud§+/ n~a-ud0—/ n-o?-udo

Q 20 09,

f/ n-o-u’do
0y

=0.

Dies war zu zeigen. Q.E.D.

Wir formulieren nun das wichtige ,,Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie®
(oder kurz ,,primales Prinzip“), welches auf Ideen von Green (1839) und Kirchhoff (1850)
zuriickgeht und erstmals von Hadamard? (1903) und Love!® (1906) mathematisch be-
griindet wurde.

Satz 3.4 (Primales Prinzip): Ein kinematisch zulissiger Zustand S = {u,e,c} ist
genau dann Liosung der linearen Grundaufgabe, wenn fir ihn die potentielle Energie ein
striktes Minimum bzgl. aller kinematisch zuldssigen Zustinde annimmt, d. h.:

E.(S) < E.(S") (3.2.50)

tir jeden kinematisch zulissigen Zustand S’ mit € # €.
J g

Beweis: i) Seien S = {u,¢,0} eine (klassische) Losung der Grundaufgabe und 5" =
{u',€',0'} ein beliebiger anderer kinematisch zuldssiger Zustand. Dann gilt:

E.(S") — E(S) = U.(S") = U(S) — / flu—)dé — n- o’ —u)do.
Q 09
Unter Ausnutzung der Symmetrie von C' gewinnt man die Identitét

Cle—e€):(—e)=Cc:e —2Ce:e +Ce:e

und damit
U(S") = U(S)=U(S" - 9) + / Ce: (€ —e)dé.
Q

9Jacque Salomon Hadamard (1865-1963): Franzdsischer Mathematiker; Prof. in Bordeaux und Paris;
viele wichtige Beitrige zur komplexen Analysis und speziellen Funktionen, zur analytischen Zahlentheorie,
zur Variationsrechnung und zu den Differentialgleichungen der mathematischen Physik.

10 Augustus Edward Hough Love (1863-1940): Englischer Mathematiker; seit 1899 Prof. fiir , Natural
Philosophy*“ in Oxford; bekannt durch seine Beitriige zur mathematischen Elastizitétstheorie (, Kirchhoff-
Love Plattentheorie®), Arbeiten zur Wellenausbreitung (,,Love-Wellen“) und Geophysik/Gezeiteneffekte
(,Love-Zahlen®).
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Da S eine Losung der Grundaufgabe ist, folgt Mit Hilde des Gaufischen Integralsatzes:
U(S) = U(S) =U(S" - S) + / Ce: (€ —e€)dE
Q
:UE(S’fS)f/V-a'(u'fu)dﬁ+/ n-o-(u —u)do
Q a0

=UE(S'—S)—|—/Qf~(u’—u)df—k/a n-o? - (u' —u)do.

Qo

Also ist aufgrund der Definitheit von C' fir € # e:
E(S') — E(S) = U(S' - §) = g/ Clé—€): (¢ —e)de >0,
Q

ii) Sei nun S = {u,¢,0} ein kinematisch zulissiger Zustand, d. h. € = (Vu+Vu”), o =
Ce und upg, = u?, welcher E.(-) zum Minimum macht bzgl. aller anderer kinematisch
zuldssiger Zusténde. Dann gilt fiir einen beliebigen zuldssigen Zustand S' = {u’, ¢, 0’}
mit g0, = 0 notwendig

%E((S + TSI)‘T:() = 0

Ausfiihrung der Differentiation in

E(S+rS") =1 i Cle+re) : (e+re)dE — i [ (utru’)dg — n n-o? - (utru')do

und Anwendung des Satzes von Gauf} ergibt daher
0=/(V-0+f)-u’d§+/ n-(o— o) do.
Q %

Variation von ¢’ ergibt dann mit Hilfe des sog. Fundamentalsatzes der Variationsrechnung
die Giiltigkeit der punktweisen Beziehungen

—V-o=f inQ, n-o=n-0 auf 0Q,,
d. h.: Der kinematisch zulédssige Zustand S ist Losung der Grundaufgabe. Q.E.D.

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagt, dass die Differenz zwischen
Spannungsenergie (im deformierten Korper ,,gespeicherte” Energie) und der von aufien
durch die gegebenen Belastungen geleisteten Arbeit (der ,Energieverlust® wihrend des
Deformationsvorgangs) minimal ist fiir die tatsdchliche Losung der Grundaufgabe bzgl.
aller anderen kinematisch zuldssigen Zustinde. Eine analoge Aussage gilt auch fiir die
komplementéire Energie. Dieses sog. ,Duale Prinzip“ geht auf &ltere Quellen zuriick und
wurde erstmals u, a. von Trefftz!! (1928) bewiesen.

UErich Immanuel Trefft (1888-1937): Deutscher Mechaniker und Mathematiker; Studium zunchst des
Maschinenbaus an der TH Aachen, dann der Mathematik in Géttingen und spéter in Straburg; Prof. der
Mathematik in Aachen 1919, dann ab 1922 Prof. fiir Technische Mechanik an der TH Dresden; Beitrige
zur Aero- und Hydrodynamik sowie zur Elastizitts- und Schwingungslehre (sog. ,, Trefftzsches Verfahren*
1926).
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Satz 3.5 (Duales Prinzip): Fiir jede klassische Losung S = {u,e, o} der linearen
Grundaufgabe hat die komplementdre Energie ein striktes Minimum bzgl. aller statisch
zuldssiger Zustinde, d. h.:

E,(S) < E,(S) (3.2.51)

fiir jeden statisch zuldssigen Zustand S’ mit o # o. Die Umkehrung dieser Aussage
(analog zum Primalen Prinzip) gilt unter der zusdtzlichen Annahme roto =0 und, dass
das Referenzgebiet Q) einfach zusammenhdingend und konvex bzgl. des Randteils 0S), ist.

Beweis: i) Seien S = {u,€,0} eine (klassische) Losung der Grundaufgabe und S’ =
{u',€,0'} ein beliebiger anderer statisch zuldssiger Zustand. Dann gilt:

E,(S") — E,(S) =U,(S") — U,(S) — / n- (o' — o) -u’do.

0Qy

Analog wie im Beweis von Satz 3.4 gilt

U,(S") —U,(S) =U,(S"— S) + / o:C o —o)dE.

Q
Dies impliziert
E,(S") — E,(S) = U,(S" — S) + /Qa O Yo' — o) dE — L (o' — o) -u’do
und weiter mit Hilfe des Satzes von Gauf}
E,(S") — E,(S) =U,(S" - 5) +/Qe (0! — o) dé — m (o' — o) -u?do

=U,(S —S’)—/QV~(J —a)-udf-i—/mn'(a —0)-ud
=U,(8"—8) > 0.

ii) Sei nun S = {u, ¢, 0} ein statisch zulidssiger Zustand, d. h. —dive = f, ¢ = C7lo
und n - gjpn, = n- oY, welcher E,(-) zum Minimum macht bzgl. aller anderer statisch
zuldssiger Zustdnde. Dann gilt fiir einen beliebigen zuldssigen Zustand S = {u/,¢, 0’}
mit dive’ =0 und n-0'jpq, = 0 notwendig

d

—E,(S+71S5),— =0.

dr (S +75)ir=0

Aus der Eigenschaft rotoc = 0 folgt, dass es zu den Verzerrungen ¢ = C~'o ein Ver-
schiebungsfeld « gibt mit e = %(Vu + Vul). Dann folgt folgt nach Ausfithrung der
Differentiation in

E,(S+rS) = %/(a +ro’): C Mo +ro’) dé — n-(oc+ra) u’do
Q 29,
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und Anwendung des Satzes von Gaufl

0:—/V-U'-ud£—|—/ n-a'~(u—u8)d0=/ n-o' - (u—u’)do.

Q 9 9,

Variation von ¢’ ergibt mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Variationsrechnung wieder
die punktweise Beziehung

w=1u’ auf 9Q,,

d. h.: Der statisch zulissige Zustand S erfiillt notwendig die Dirichletsche!? Randbedin-
gung und ist damit Losung der Grundaufgabe. Q.E.D.

Die beiden bisher formulierten Extremalprinzipien gelten fiir Funktionen, die entweder
den kinematischen oder den statischen Bedingungen geniigen. Man kann nun auch Prinzi-
pien finden, welche fiir allgemeine Zustinde gelten, d. h. obige Bedingungen noch zusétz-
lich als sog. ,natiirliche® Randbedingungen enthalten. Dies fithrt auf sog. ,,dual-primale’
(oder auch ,gemischte*) Formulierungen der Grundaufgabe. Aus der Vielzahl derartiger
Prinzipien seien die folgenden beiden zitiert. Das Variationsprinzip von Hellinger'® (1914),
Prange' (1916) und Reissner'® (1950) gilt fiir kinematisch zuléssige Zustinde und ergibt
die statische Zuléssigkeit als natiirliche Folgerung der Stationaritdtsbedingung.

Satz 3.6 (Dual-Primales Prinzip von Hellinger/Reissner): Ein gegebener zulissi-
ger Zustand S = {u,e,0} ist genau dann Lisung der Grundaufgabe, wenn er das Funk-
tional

O(S) = UU(S)+/(V~U+f)~ud£— n~0~uad0+/ n-(oc—oc%-udo
Q oM 9
stationdr macht bzgl. aller anderen derartigen Zustinde, d. h.:

d :
205+ 782 =0 (3.2.52)

fiir alle zulissigen S" = {u',€,0'} mit V-0' =0, n-0'jaq, =0 und u'|po, =0.

12Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): Geb. in Diiren (damals bei Frankreich; wirkte
in Berlin und Gottingen (Nachfolger von Gauss ); wichtige Beitriige zur Zahlentheorie, Analysis und
Differentialgleichungen (“Dirichletsches Prinzip”).

13Ernst David Hellinger (1883-1950): Deutscher Mathematiker; Studium der Mathematik in Heidelberg,
Breslau und Géttingen; arbeitete u. a. mit D. Hilbert (Hilbert-Hellinger-Theorie), bekannt insbesondere
durch seinen bahnbrechenden Artikel ,Die allgemeinen Anstze der Mechanik der Kontinua® in der En-
cyklopéidie der Mathematischen Wissenschaften, B.G. Teubner, Leipzig, 1914; seit 1914 Prof. an der neu
gegriindeten Univ. Frankfurt, nach Versetzung in den Zwangsruhestand wegen seiner jiidischen Herkunft
1939 Emigration in die USA; spiiter Beitriige zu Integralgleichungen und Spektraltheorie.

1 Georg (Heinrich Friedrich Wilhelm) Prange (1885-1942): Deutscher Mathematiker; Studium in
Gottingen und Miinchen, 1914 Promotion bei D. Hilbert, seine Habilitationsschrift 1916 befasste sich
mit den Grundlagen der Variationsverfahren in der Elastizittstheorie; ab 1921 Prof fiir angewandte Ma-
thematik an der TH Hannover.

5 Max Erich Reissner (1913-1996): Deutscher Baumechaniker; Studium der Ingenieurwissenschaften
an der TH Berlin, emigrierte 1936 in die USA, Prof. fiir Mathematik am Massachusetts Institute of
Technology (MIT, USA), dann ab 1970 Prof. fiir Angewandte Mechanik an der University California,
San Diego, USA); entwickeklte die u. a. nach ihm benannte , MindlinReissner-Plattentheorie* (1945).
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Beweis: i) Sei S = {u,¢,0} ein zuldssiger Zustand mit, welcher Losung der Grundaufga-
be ist. Dann gilt fiir alle zuldssigen Zusténde S" = {u', €, 0’} mit V-0’ =0, n-0’jpq, =0
und u'jp0, = 0:

d ’
d d

- — n-(o+ro’) - uldo+ — n-(o+ro’ —a?) - (u+ru')do
dr Jaq, T Joo,

(o+ra’): C Yo+ro')de + a4 /(V (o+rd’)+ f) - (u+rd) dE
Q dr Jg

und folglich
i@(S—!—?“S’)‘T:() = / Clo:o'dé+ / V.o udé+ /(V o+ f)-u'dg
dr Q Q Q

—/ n-o’-uad0+/ n-a’-udo—i—/ n-(oc—0o?) - do.
Col 09 9

Beachtung von C'o = ¢ = £(Vu + Vu') und der Satzes von GauB ergibt weiter

16(54’7“5/)‘7«:0:*/V'O'/'Udé‘i’/ n-a’-udoJr/V-a'-ud{
dr Q Q

00
—|—/(V~U—|—f)-u’d£— n-a’-uado—k/ n-a’-udo—k/ n-(oc—ao%) -u'do
Q ol 90 90

:/(V-U—l—f)-u’d{—i—/ n~a'-(u—ua)do+/ n-(oc—o%)-u'do
Q 00, 09,

und damit schliellich J
5@(54-7"5/)‘7.:0 = 0

ii) Seinun S = {u,€,0} ein zulSsiger Zustand, der stationdrer Punkt des Funktinals ©(-)
ist. Dann gilt wie in (i) gezeigt

0:/0710:J’d§+/V~0'~ud§+/(V'a+f) cdotu’ d€
Q Q Q
—/ n~a’ouad0+/ n~o"ud0+/ n-(oc—a’)-udo
oM 29, 29,

fiir beliebigen zuldssigen Zustand S" = {u',¢,0’} mit V-0’ =0, n-0'jpo, = 0 und
oo, = 0. Mit Hilfe des Satzes von GauB folgt weiter mit e(u) := 5(Vu + VuT):

O—/C o:0'd— / a’d£+/ann-a"ud0+/9(v-o+f)-u’df
/dﬂun o u d0+/dﬂgn-a’-udo+/mgn-(0—08)-u’d0
/O oo dé — / a’d§+/Q(V~a+f).u’d§

/na~(u—u)d0+/ n- (o —o%) - do.
Oy 0N
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Durch Variation von ¢’ und «' folgen mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Variations-
rechnung die punktweisen Beziehungen

Clo=¢u), V-o+f=0 in Q, u—uﬁm“:O, 0—0%90:0,

d. h.: der Zustand S ist Losung der Grundgleichungen. Q.E.D.

3.2.3 Existenz von Losungen und Wohlgestelltheit

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass klassische Losungen der Grundaufgabe der linea-
ren Elastizitéitstheorie eindeutig sind und sich durch gewisse Extremalitiatseigenschaften
charakterisieren lassen. Nun wollen wir uns mit der Existenzfrage beschéftigen. Da el-
liptische Randwertaufgaben bekanntlich nicht immer klassisch differenzierbare Losungen
haben, muss zunéchst der Begriff der ,,Zulassigkeit® geeignet abgeschwacht werden. Da-
zu bieten sich der Sobolew-Raum-Kalkiil an, den wir im Folgenden fiir die vorliegende
Situation bereitstellen werden.

Mit L?() wird der Hilbert-Raum der auf € im Lebesgueschen Sinne quadratintegra-
blen Funktionen bezeichnet, versehen mit dem iiblichen Skalarprodukt und der zugehori-
gen Norm

(woda = [ wlp©)de, lula = ( [ pepa)”

Der Raum der auf 2 messbaren und wesentlich beschrankten Funtionen wird mit L>(£2)
bezeichnet. Weiter sind auf C*°(Q2) die sog. ,Sobolew-Normen* m-ter Ordnung erklért:

n . 1/2
el = (2 I9%ul3)
k=0

mit den Tensorfeldern der k-ten Ableitungen

Vi = (i - - -8iku)?1,A.A,ik:1~
Durch Vervollstindigung des Raumes {u € C*°(Q)||[V*u| € L*(Q), k =1,...,m} glatter
Funktionen bzgl. der Normen |- |[|,.0 (Aquivalenzklassenbildung) erhilt man die bekann-
ten Sobolew-Raume H™(Q), m € N, bzw. L*(Q) fiir m = 0. Diese Konstruktion ldsst
auch Gebiete 2 mit Rissen zu. Fiir mehr Details {iber Sobolew-Réume und Eigenschaften
der enthaltenen Funktionen verweisen wir auf die Monographien Sobolew [19], Adams [4],
Wiloka [22] und auf den Band 3 in dieser Lecture Notes Reihe [3].

Fiir das Folgende machen wir eine Reihe grundlegender Voraussetzungen:

(V1) Das Grundgebiet Q@ C R3 besitzt einen Rand 0, welcher der ,eingeschrink-
ten Kegelbedingung® geniigt, d. h.: Es existieren eine endliche offene Kugeliiberdeckung
{0k, k=1,....N} von Q und zugehorige Kreiskegel Ko(Ty, R) mit Radius R > 0 und
FEinheitssphirenabschnitt Ty, C S1, |Tk] = v > 0, so dass fiir jeden Punkt & € QN Oy,
der Kegel K¢(I'y, R) C Q ist. O.b.d.A. kann angenommen werden, dass die Kugeln Oy
den Radius R und thren Mittelpunkt in Q0 haben.
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Diese Bedingung ist etwa erfiillt, wenn 9Q € C? oder stiickweise glatt ohne degenerierte
Randpunkte oder Kurven ist. Dann kann H™(2) , so wie wir ihn definiert haben, identifi-
ziert werden mit dem Raum der L*-Funktionen mit verallgemeinerten (distributionellen)
m-ten Ableitungen in L?(€2).

(V2) Der Randteil 9Q, C 0 besitzt ein positives Oberflichenmaf [0, > 0 und enthdlt
mindestens drei linear unabhdngige innere Punkte.

Dann ist der Abschluss Vg := H}(9Q,; Q) des Teilraums
{fueC™®(Q): u=0 aufdQ,} C H'(Q)

ein echter Teilraum von H'(f2). Er enthilt alle H'-Funktionen, welche im , verallgemei-
nerten Sinne“ auf 9, verschwinden. Fiir Vektorfunktionen v € H}(99,;Q)? gilt dann
die ,,Poincarésche Ungleichung:

[v]le < cpoinl| Vv[q- (3.2.53)

Dabei bezeichnen sinngemif H™(2)® den Raum der Vektorfelder mit Komponenten in
H™(Q) . Ferner gilt fiir jede lineare Funktion w(§) =a+b-£ mit w =0 auf 9Q, dann
notwendig w = 0 auf ganz Q. Fiir die ,Spur® von Funktionen v € C*(Q) gilt die sog.
»Spurabschétzung*:

[olloe < cspurl|vll10- (3.2.54)

Dies gestattet es, auch fiir H'-Funktionen eine Einschiinkung (ihre ,,Spur®) auf 9Q zu
erkliren. Seien namlich v € HY(Q) und v, € C*(Q), k € N, approximierende Funktionen
mit [Jvy — v])1 = 0 (K — o0). Dann bilden aufgrund der Spurabschitzung die Spuren
vgan eine Cauchy-Folge im Hilbert-Raum L*(92). Mit deren Limes ¢ € L*(99) wird
dann vjgq 1= 0, gesetzt. Die Spurabschétzung iibertrigt sich so auf ganz HY(Q).

(V3) Der Elastizidtstensor C = (Cijkl)?,j,k,lzl ist auf Q symmetrisch und gleichmiflig
beschrinkt,
Cijrt = Cij € L=(Q),  d,5,k,1=1,2,3, (3.2.55)
sowie positiv definit
Cijm€ijer > 0 (3.2.56)

fiir alle symmetrischen Tensoren € = (e;)? ;- # 0.

(V4) Die dufleren Belastungen erfillen f € L*(Q)3, o € L*(0Q)3%3, und die Randver-

sym’

schiebung ist gegeben als globales Felder bzw. als Spur eines solchen: u? € H(2)3.
Unter den Voraussetzungen (V1) - (V4) sind die Bilinearform
a(u,v) == [ Ce(u) 1 e(v)dé =% [ C(Vu+Vu'): (Vo+ Vo')d¢
Q Q

und die Linearform

l(v) == f~vd§+/ n-o? - vdo.
Q 00,
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wohldefiniert auf dem Hilbert-Raum H'(Q)? und offensichtlich auch beschrinkt (bzw.
stetig),

la(u, v)] < ellullialvlie, @) < Blvlhe,  u,ve HY(Q). (3.2.57)

Dariiberhinaus ist die Bilinearform a(-,-) definit auf Verschiebungen u mit zugehorigen
symmetrischen Verzerrungstensoren geméfl

a(u,u) > v|le(w)||d, we HY(Q) (3.2.58)

Definition 3.3 (Schwache Formulierung): Die sog. ,(primale) schwache® Formulie-
rung der Grundaufgabe der linearen FElastizititstheorie sucht ein Verschiebungsvektorfeld
u € HY(Q)® mit den Eigenschaften u—u? € Vy := H}(0Q,; Q)% und

a(u, ) =1l(p) Ve V. (3.2.59)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass jede klassische Losung u € C*(Q)* N CH(Q U
090> N C(QUI,)* der Grundaufgabe automatisch auch ,schwache* Losung ist. Um-
gekehrt geniigt jede solche ,schwache“ Losung, wenn sie reguldr genug ist, notwendigt
den Gleichungen einer klassischen Losung. Es handelt sich hierbei also um eine wirkliche
Verallgemeinerung der klassischen Formulierung der Grundaufgabe. Dass der so definier-

te ,,schwache® Losungsbegriff addquat fiir das vorliegende Problem ist, zeigt der folgende
Satz:

Satz 3.7 (Existenzsatz): Unter den Voraussetzungen (V1) - (V4) besitzt die Grundauf-
gabe der linearen Elastizitdtstheorie eine eindeutig bestimmte ,schwache® Lésung. Diese
st ein striktes Minimum des Energiefunktionals

E(u) == fa(u,u) — l(u) (3.2.60)
auf u® 4+ HE(0Q,; Q)3 . Ferner gilt die a priori Abschitzung
lullie < cap{cponll fllo + cspurlld®llo, + allu’[lual. (3.2.61)

mit einer Konstante cgar, > 0.

Beweis: i) Wir wollen zeigen, dass die Bilinearform a(-,-) auf dem Hilbert-Raum V ein
Skalarprodukt definiert, das dquivalent zum iiblichen Vj-Skalarprodukt ist:

clvlBa < awv,0) < cilplZe, v eV

Dazu bleibt aufgrund der vorausgesetzten Beschrénktheit der Bilinearform af(-,-), deren
Definitheit (bzw. Stabilitét) zu zeigen:

a(v,v) > csap vl v E Vo (3.2.62)
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Dann garantiert der Darstellungssatz von Riesz, dass zu der auf V; beschrankten Line-
arform

F(-):=1() —a(u’,)
ein eindeutig bestimmtes Element w € Vj existiert, mit dem gilt:
a(w, p) = F(p) = U(p) —a(u’, ) Vo €.

Das Element v :=w +u? € H'(Q)3 erfiillt dann u — u? € V; sowie

a(u,p) = l(p) Yo €W,

d. h. ist die gesuchte (eindeutig bestimmte) schwache Losung der Grundaufgabe.

ii) Der Beweis der strikten Minimalitidt des Energierfunktionals E(-) fiir v kann dann
analog zum Beweis des klassischen Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie er-
folgen. Der Vollsténdigkeit halber rekapitulieren wir den Beweis. Fiir die variationelle
Losung u € u? +V; gilt mit jeder anderen Funktion v € u? + Vj:

E(v) — E(u) = ja(v,v) — l(v) — 3a(u,u) + I(u)
za(v,v) = l(v — u?) — l(u®) — ta(u,u) + l(u— u?) 4 1(u?)
= ta(v,v) — a(u,v — u?) — 1(u?) — $a(u,u) + a(u,u — u?) + 1(u?)
= ta(v,v) — a(u,v) + ja(u,u)
= za(v—u,v—u) > 0.

Folglich ist u striktes Minimum des Energiefunktionals.

iii) Die a priori Abschédtzung fiir « erhalten wir aus der folgenden Abschitzung:

Cstab||u — ua||iﬂ <a(u—u?,u—u?) = alu,u—u?) —a(u’,u—u)
= (fyu—u") + (", u = u)r, — a(u’,u —u)

< A{epoinll flle + espuella” o, + allu?lliatlu — w1

iv) Die Definitheitsabschéitzung (3.2.62) ist eine Folgerung aus der sog. ,,2. Kornschen
Ungleichung*

[vlse < Nom{lle@)lla + vlla},  ve HY(Q), (3.2.63)

deren Beweis weiter unten gegeben wird. Mit Hilfe der Definitheit des Elastizitatstensors
auf symmetrischen Dyaden folgt daraus

allullie < {a(u,u) +ull}, ve HY(Q)

Wenn nun die behauptete Ungleichung nicht gélte, so géibe es notwendig eine Folge von
Feldern v € V;, k € N, mit den Eigenschaften

[ o =1, a(@® v®) =0 (k— oo).
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Der Kompaktheitssatz von Rellich besagt, dass die Einbettung H'(Q2) C L?(Q2) kompakt
ist. Folglich existiert ein Feld v € V{, so dass fiir eine Teilfolge N’ C N gilt:

||v(k) — |l = 0, (V(v(k) —v),Vp)g—0 (keN k— o).

Die letzte Aussage entspricht der ,,schwachen* Konvergenz im Hilbert-Raum V4. Damit
erschlieflen wir

afo™ —vlig < a(@® —v,0® —v) +[[v® —o]lg
= a(v®, v®) = 2a(v™ v) + a(v,v) + [[v® — 0|3,
— —a(v,v) <0 (keN k— o00),

d. h. die ,,starke Konvergenz [[v®®) —v||;.q — 0 (k € N,k — 00) . Wegen a(v®,v*)) — 0
impliziert dies notwendig a(v,v) = 0 bzw. €¢(v) = 0. Folglich ist das Feld von der Gestalt
v(€) = b — B mit einem konstanten Vektor b € R3 und einer konstanten, schiefsym-
metrischen Matrix B € R*®. Wegen v = 0 auf 08, folgt so gemif Voraussetzung
notwendig v = 0 und damit der Widerspruch |[v®||1.q — 0 (k € N,k — c0). Q.E.D.

Der zusammenhang zwischen der primalen ,schwachen® Formulierung (3.2.59) der
Grundaufgabe und der klassischen Formulierung (3.2.42-3.2.44) stellt das folgende Resul-
tat her.

Satz 3.8 (Regularitiit): Unter den Voraussetzungen (V1) - (V4) und den zusdtzlichen
Regularititsannahmen

00, 00, € C?Te CeC?(Q), feCQ)? e Q)23 we Q)3

sym?

ist die schwache H'-Lisung der Grundaufgabe auch klassisch, d. h.:
u € C*Q)PNCHAUIN)? NCO(QUIN,)>.

In den Berithrungspunkten der Randteile 02, und 0f2, weist die Losung wu i. Allg.
ein gewisses singuldres Verhalten auf (unbeschriankter Verschiebungsgradient bzw. Span-
nungstensor). Der tiefliegende Beweis dieses Satzes liegt auBerhalb des Rahmens dieses
Textes (siehe dazu die angegebene Literatur zur Theorie partieller Differentialgleichungen)

Der zu einer reguliren Losung u der primalen Formulierung Grundaufgabe gehorende
Zustand S = {u,e,0} mit € := $(Vu + Vu”) und o := Ce ist auch Losung im Sinne
der gemischten und der dualen Formulierung.

Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir die oben verwendete sog. ,, Kornsche
Ungleichung® (Korn'¢ 1906).

16 Arthur Korn (1870-1945): Deutscher Physiker und Mathematiker; Studium der Mathematik und
Physik in Freiburg und Leipzig; Habilitation 1895 in Miinchen, ab 1914 Prof. fiir Physik an der TU
Berlin; Arbeiten zu Elastizittstheorie, Potentialtheorie, theoretischer Mechanik, Integralgleichungen und
Problemen der Elektrotechnik und Quantenmechanik; konstruierte das ersten bildtelegraphische System
(1916); wegen seiner jiidischen Herkunft 1933 aus dem Universitéitsdienst entlassen, emigrierte aber erst
1939 in die USA, dort Prof. fiir Physik und Mathematik am Stevens Institute of Technology in Hoboken,
New Jersey.
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Lemma 3.4 (1. Kornsche Ungleichung): Im Fall 09, = 0Q gilt fir Felder v €
H}(Q)? die sog. ,1. Kornsche Ungleichung*

IVolle < ciom [l€(u) o (3.2.64)

An das Gebiet 2 (offene Punktmenge) missen in diesem Fall keinerlei einschrinkende
Regularititsbedingungen gestellt werden.

Beweis: Es geniigt, die behauptete Ungleichung fiir Felder v € C§°(Q)* zu beweisen.
Mit Hilfe des iiblichen Stetigkeitsarguments iibertriigt sie sich dann auf ganz H}(Q)?.
Durch mehrfache Anwendung des GauBschen Integralsatzes und Beachtung von v = 0
und Vo =0 auf 99 erhalten wir:

/aj’l)iai’l)j dfz/@lvﬁjvjdfz/|d1vv\2d§
Q Q Q

Die Beziehungen
le(v)]lg = i/ﬂ@w + Qvj)? dg = §/§2(|3jvi|2 + 9;0:00) d€ > || V]|

vervollstdndigen dann den Beweis. Q.E.D.

Die sog. ,,2. Kornsche Ungleichung® bezieht sich auf Felder, welche keinen Randbedin-
gungen unterworfen sind.

Lemma 3.5 (2. Kornsche Ungleichung): Fiir Felder v € H(Q)3 gilt die sog. ,2.
Kornsche Ungleichung“

[Vvlle < com {[e(w)]la + [[v]lo}- (3.2.65)

Diese Ungleichung gilt fiir Gebiete mit glattem Rand 0Q € C*, fiir Polygon- und Poly-
edergebiete und allgemeiner fiir Gebiete mit Lipschitz- Rand.

Beweis: Der vergleichsweise schwierige Beweis dieser Ungleichung wurde erstmals von
Friedrichs'”(1947) gegeben. Eine vereinfachten Variante geht auf Fichera'® (1965) zuriick,
die wir weiter unten darstellen. Ein weitgehend elementarer Beweis wurde von Nitsche'
(1981) gegeben, dessen Idee wir zunéchst skizzieren.

170tto Paul Friedrichs (1901-1982): Deutscher Mathematiker; Prof. in Braunschweig, emigrierte 1937
nach USA ans Courant-Institut in New York; wichtige Beitréige zu partiellen Differentialgleichungen der
mathematischen Physik.

18Gaetano Fichera (1922-1996): Ttalienischer Mathematiker; seit 1949 Prof. fiir Analysis in Triest, ab
1956 in Rom; Beitriige zu den Gebieten Variationsrechnung, Funktionalanalysis, Approximationstheorie,
Theorie partieller Differentialgleichungen, Potentialtheorie, Ma- und Integrationstheorie, Funktionentheo-
rie, Numerische Analysis, Differentialformen und deren Anwendungen u. a. in der Elastizittstheorie.

19Joachim A. Nitsche (1926-1996): Deutscher Mathematiker; Prof. in Freiburg; fundamentale Beitrige
zur Theorie der Finite-Elemente-Methode.
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i) Der wesentliche erste Schritt besteht in der Konstruktion eines Fortsetzungsoperators
E: H'(Q)* —» H}(R?)? mit der Eigenschaft

le(Eu)|lrs < cflle(u)lla + [lulla}-

Dabei ist H}(R?) die Vervollstindigung des Raumes C§°(R?)? der C°°-Funktionen mit
kompaktem Triger bzgl. der H'-Norm ||ul|1.ps = (||Vul|2s+ |lul|Zs)"/2. Diese nicht-triviale
Konstruktion ist der ,harte Kern“ des Beweises. Im zweiten Schritt wird der Rand 0f2)
des gegebenen Gebiets 2 durch eine endliche Menge von Kugeln K,,n = 1,... N, mit
Zentrum auf 0f) iiberdeckt,

0, =QNK,

Weiter wihlen wir ein Gebiet 0y CC Q, so dass €y und die €, eine Uberdeckung von
Q bilden. Sei {p,, n € Ny} eine zugehorige Zerlegung der Eins, d. h.:

N
Yn € C(C;O(Qn) Z‘pn =1
n=0
Fiir u € HY(Q)? definieren wir die Zerlegung
N
u = Z u™, u™ = Pnl.
n=0

Anwendung der 1. Kornschen Ungleichung fiir £« und der obigen a priori Abschitzung
impliziert
V™ lgs < clle(u™)]zs.

Wegen
ei]v(u(")) = Pn€ij + %(uiajg&n + u;0ipn)
ergibt sich
le(u®™] < eflle(w)lla + llulla}.
Summation dieser Abschitzung tiber n =0,1,..., N vervollstindigt den Beweis.

ii) Wir skizzieren nun noch den sehr technischen Beweis nach Fichera. Seien {O,,v =

1,...,N} eine (endliche) offene Uberdeckung von Q und {¢,, v = 1,..., N} eine zu-
gehorige ,,Zerlegung der Eins“ mit den Eigenschaften

N
w, € C5°(0,), ngyzl auf Q.
v=1

Damit ist fiir ein beliebiges v € H'(2)?

N N
/ REEDS / [pudkvi?dr < ey / 0k (po00)| dar + c]f3
Q v=1 Q v=1 Q
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Ferner ist aufgrund analoger Uberlegungen

N
D llelen)la < eflle@)lE + llvlig}-
v=1
Fiir den Beweis der Behauptung geniigt es also, fiir v € {1,..., N} zu zeigen:
/ |0k (puvi)? dz < C/ |0k (uv:) + Bi(uvr)|? da (3.2.66)
Q Q

Fiir beliebiges aber festes v € {1,..., N} sei gesetzt:
vi=pw, 0:=0, TI':=T,=00,,

wobei wieder 0.B.d.A. v € C®(f)) angenommen werden kann. Fiir beliebiges x € O NQ
ist dann (wegen v =0 auf O¢) mit einem festen Punkt w € I":

R
2
/0 dyv(z 4 pw)p dp.

K.(T',p) 1 R

Abbildung 3.4: Konfigurationsskizze zum Beweis

Die p-Ableitungen lassen sich schreiben als

831} = 0,0pv0,yr0,y1, aﬁyk =0,

(y — o)

y =2+ pw, 3pyk=m> ly—a|=p.

Also ergibt sich
/ 818kv ) (:E _ y)l dp.

-yl
Sei nun 1 = ¢(w) eine Funktion auf der Einheitssphéhre S; mit den Eigenschaften

bec(r /¢
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Damit wird dann nach Multiplikation mit ¢ und anschlieBender Integration iiber I':

() = /KI(F , d0w) @ = 9@ —yh, ( — ) dy,

|z —yl|? ly—x

// pdpdw—/ cody, w= g
K.(T,R) ly — z|

Mit Hilfe der folgenden Identitit fiir ¢ = e(v)

wobei

20,0,,v; = 8k(8lw + aﬂfl) + al(akvi =+ aivk) - ai(akvl + alvk)
= Orea + Oicir — Oicun

erhalten wir weiter
Ul((L’) = / (8k5il + O — 8i5lk)(y)Mkl(y — l‘) dy (3267)
Kao(T\R)

mit der ,, Kernfunktion*

o :(y*»’l?)k(y*ﬂ?)z y—r
My =) =S oy =)

Zur Abkiirzung wird nun gesetzt
afl(m) = / Oreit(y) My (y — x dy.
Ko(T,R)
Dann ist
@ozfl(a:) = / akgil(y)aTijl(y - ‘r) dy
Ku(T,R)

= lim oo dy,
P20 Ko (0 R\ K= (T p)

und nach partieller Integration nach y :

Gjozfl(x) = — lim/ €it(Y)Or; Oy, Mua(y — ) dy
Ka(I,R)\Kz(L,p)

p—0

+ lim/ €it(y)Oe; Mua(y — )0 dw.
p—0 r,

Auf dem kugelfldchenstiick I' und auf dem Kegelmantel verschwindet der Integrand nach
Konstruktion. Bei Transformation y = pw — w geht das Fliachenintegral iiber in

p—0

lim/ Oz, Miy(y — x)n; dQ = —lim / g + pw)0p; My (Q)w; dw.
r, p=0 Jp
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Wir finden also

@»ozfl(a;) = — /1)1_I>I(1J - sﬂ(y)S,Zl(y — ZL‘) dy — Eil(l‘),‘{kl (3268)

mit den Konstanten
Kyl = /(91.7.Mkl(w)wj dw
r
und den Funktionen

aﬂﬁjaykMkl( ) p< ‘t| <R,

0, sonst.

s0) = {

O.b.d.A. kann angenommen werden, dass Q in dem Wiirfel Q := {z € R*| |z < /2,1 =
2,3} enthalten ist und dass € = £(v) auflerhalb von  durch Null fortgesetzt ist. Dann
hat man

Fi(jp) (x) == / ea(y)Spy — ) dy = / ea(y)Sp(y — ) dy.
K(T,R) Q

Wir entwickeln nun FZ(JP ) in eine Fourier-Reihe. Die Fourier-Koeffizienten haben die Ge-
stalt, s € Z3:

/ Fi(jp)(x)eisr dr = / / ea(y)Sh(y — .’L‘)eiSm dy dx
Q QJQ
= / / ca(y)Sply — z)ee W) dy da
QJQ
= / fil(y)ewy(/ Sp(y — a)e W) dx) dy.
Q Q

Man iiberlegt nun, dass aufgrund der speziellen Struktur von Sy, die Integrale
I;, = / Spy — z)e B W) dy = / SP(2)e % dz
Q Q
unabhingig von y € Q sind. Dies zu verifizieren sei als Ubungsaufgabe gestellt. Wir
werden hierfiir zeigen, dass
I3 <c, seZ’ (3.2.69)

Dann folgt nach der Parsevalschen identitét fiir Fourier-Reihen

2
/ |F(P) |2 dr = Z ‘/ (ﬂ) el dZE‘

SEZ3

<CZZ’/51 ls”dy} <c /|Ezz )| dy.

=1 seZ3

Fiir z € O NQ konvergiert nun nach Konstruktion (3.2.68)

Fi(f)(x) N —83-0[2(90) — kpca(r)  (p—0).
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Das Lemma von Fatou liefert dann die Beziehung (ohne Summation)

3
/ B0 () Pz < e / lea()l” da.
0 =179

und damit schliefllich iiber (3.2.67)
3
/ Ojvi(z)Pdr < e / e (z)|? . (3.2.70)
Q ki=1"%

Dies beweist die gewiinschte lokale Abschétzung (3.2.66). Es bleibt nur noch, den Beweis
von (3.2.69) nachzutragen. Wir geben dazu nur eine Skizze und stellen die technischen
Einzelheiten als Ubung. Zunéchst gilt mit einer Funktion

TMECSO(F), /Tkl(w)dw:O,
T

die Darstellung

R
/ng(z)e_m dz = /Tkl(w)/ e "ptdpdw.
Q I p

Fiir s # 0 ist also mit « :=|s|™'s:

R
Ii:l = /Tkl(w)/ (e—ip‘s|a _ e_p‘sl)p_l dp dw
r p

Durch geeignete Aufspaltung des Integrationsintervalls und Reihenentwicklung ldsst sich
das Integral

R .
/ (PRl — e 1

0
im wesentlichen auf das Dirichletsche Integral

o .
‘/ e*“t*ldt’ < 00
1

zuriickfithren und erweist sich so als gleichméfiig beschrinkt bzgl. s € Z3. Damit folgt
schliefllich (3.2.69), was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

3.2.4 Inkompressible Materialien

Einige elastische Materialien wie z. B. Gummi verhalten sich unter Deformation ,,inkom-
pressibel“, d. h.: Die Deformation erfolgt so, dass materielle Volumina praktisch nicht
zusammengedriickt werden. Dies wird wieder durch die lineare Differentialgleichungsne-
benbedingung

V-u=0 (3.2.71)
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ausgedriickt. Zur Beriicksichtigung dieser Zusatzbedingung betrachten wir wieder das
Energiefunktional des linear-elastischen Korpers

E(u) := 1(Ce(u),e(u))a — (f,u)o — (n - % uw)aq,
und minimieren es nun auf der Mannigfaltigkeit «” + V"  mit
Vi = {v e Vo = H}(02,; Q)% V -v =0} C Vg,

der kinematisch zulissigen Verschiebungsfelder, welche zusitzlich , divergenz-frei“ sind.
Die Losung ist dann charakterisiert durch

E(u)= min FE(v).

veud +V0d'“’

Die Existenz eines eindeutig bestimmten Minimums zeigt man mit demselben Argu-
ment wie im obigen Fall. Das restringierte Minimierungsproblem lésst sich mit Hilfe des
sog Euler-Lagrange-Ansatzes in ein unrestringiertes umformen. Dazu betrachten wir das
,Lagrange-Funktional ¢

L(u,p) := %(C’e(u), e(w))g — (f,u)g — (n-0% waq, — (p,V -u)g

mit dem ,Lagrange-Multiplikator® p € H := L*(Q). Das Minimum u von E(-) auf
u? + V@ ist dann charakterisiert als stationiirer Punkt von L(u,p), d. h. als Losung des
Sattelpunkt-Systems

VuL(u,p)(du) =0 Vou € Vj,
V,L(u,p)(0p) =0 Vép € H,

bzw. ausgeschrieben:

(Ce(u), e(@)a = (0, V-9)a = (f,0)a + (n- o’ ©)oa, Ve €V, (3.2.72)
(V- u,x)a=0 VyxeH. (3.2.73)

Der Lagrange-Multiplikator p kann hier als ein ,,Druck® interpretiert werden, den man
auch tiber den Stokesschen Materialansatz

0 = —pl + 2pe + Aspur(e)]

erhalten hitte. Die Existenz dieses Druckes ergibt sich aus der allgemeinen ., inf-sup-
Abschétzung® fiir 0, # 0Q:

(@, V-v)a.

>8>0, 3.2.74
a€L?(@) vevs 1allel Vol ( :

oder deren speziellen Variante im Fall 09, = 0Q:

inf  sup {8,V v)a > (>0, (3.2.75)

0eL3@ vend(@p lgllellVollo

mit dem Funktionenraum L2(Q) := {q € L*(Q2) : (¢, 1)q = 0. Diesen Zusammenhang und
insbesondere den Beweis der ,,inf-sup-Abschéitzung” werden wir noch im Zusammenhang
mit inkompressiblen Strémungen ndher diskutieren.
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3.2.5 Die Lamé-Naviersche Schwingungsaufgabe

Wir betrachten nun die volle instationdre Variante der Grundaufgabe der linearen Elasti-
zitéitstheorie bestehend aus dem Differentialgleichungssystem

Ou—V-Ce(u)=f in Qx (0,7, (3.2.76)
kombiniert mit den Randbedingungen
u=u? auf 09, x (0,77, n-Ce(u)=n-o” auf 9Q, x (0,7, (3.2.77)
und den Anfangsbedingungen
u(-,0) =u’,  Gwu(-,0) =v" in Q. (3.2.78)

Der Elastizitiatstensor C' wird wieder als symmetrisch und positiv definit (auf symmetri-
schen Dyaden) angenommen; seine genaue Gestalt (z. B. fiir isotropes Material) spielt fiir
das Folgende keine Rolle. Diese Anfangs-Randwertaufgabe hat die Struktur der skalaren
Wellengleichung

Ofu — cAu =0 (3.2.79)

und wird daher zur Unterscheidung auch als ,,Elastische Wellengleichung* bezeichnet. Da
wir jetzt nur an freien Schwingungsvorgéngen interessiert sind, werden die Volumenkraft
sowie die Randdaten auf Null gesetzt, d. h.: f = 0, u? = 0 und ¢ = 0. Der ganze
Prozess wird also allein durch die Anfangsdaten bestimmt.

Die Eindeutigkeit von Losungen der elastischen Wellengleichung erschliefit man wie-
der am leichtesten mit ,,Hilbertraum-Argumenten®. Sei u(x,t) eine klassische Losung der
Anfangs-Randwertaufgabe (3.2.76 -3.2.78) mit endlicher ,,Energie* (kinetische + potenti-
elle Energie)

E(t) = 5l 0mu(®)[& + 5(Ce(u(t)), e(u(t))a < oo.

Multiplikation der Differentialgleichung mit d;u, Integration iiber 2 und anschliefende
partielle Integartion ergibt

0= (fu—V-Ce(u),hu)g = d; (1]|0ul|g + 3(Ce(u),e(u)a) = diE(t).
Dies impliziert, dass
E(t) = gllowu(®)]|* + 3(Ce(u(t),e(u(t))a

= 3ll"l15 + 3(Ce (), e(u”)a = E(0),

(3.2.80)

d. h.: Die Losung ist eindeutig und hangt bzgl. der natiirlichen Energienorm stetig von den
Anfangsdaten ab. Ferner bleibt die Gesamtenergie E(t) im System in der Zeit erhalten.
Dies entspricht der Vorstellung, dass bei der Schwingung eines elastischen Korpers (bei
Vernachlissigung von Dampfung) im Verlaufe der Zeit keine Energie verloren geht. Ein
wgutes Diskretisierungsverfahren fiir die Wellengleichung sollte diese kritische Eigenschaft
moglichst gut wiedergeben.
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Zum Nachweis der Existenz von Losungen der elastischen Wellengleichung bedienen
wir uns der sog. Fourier-Methode. Der elliptische Differentialoperator L := —div Ce(+)
kann als ein linearer (unbeschrinkter) Operator im Hilbert-Raum L?*(2)® mit dichtem
Definitionsbereich

D(L):={veVy: Lv e L*(N)* im Distributionssinne}

definiert werden. Dieser Operator ist wegen der Symmetrie und Koerzitivitdt der Ener-
gieform (Ce(v),e(v))q selbstadjungiert und positiv definit und folglich injektiv. Da die
stationdre Randwertaufgabe mit homogenen Randdaten u? = 0 und ¢? = 0 fiir jede
rechte Seite f € L?(Q2)? eine eindeutig bestimmte ,schwache® Losung in V besitzt, ist
dieser Operator auch surjektiv und hat eine beschriinkte Inverse L' : L*(Q)% — L?(Q)3.
Wegen des Rellichschen Auswahlsatzes ist diese Inverse auch kompakt. Folglich ist die
Theorie Fredholmscher Operatoren anwendbar. Insbesondere gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.6: Das Spektrum des selbstadjungierten, positiv definiten Differentialoperators
L in L*(Q)* mit kompakter Invereser besteht nur aus reelle Eigenwerte, welche positiv
sind und sich nicht im Endlichen hdufen konnen

D<M < o< A<

Ferner eristiert ein zugehoriges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {w™ € Vi, k €
N}, mit Hilfe dessen sich jedes u € Vo darstellen lisst in der Form (verallgemeinerte
Fourier-Reihe und Parsevalsche Identitit)

u =

(w,w®)ow®, uldy =Y |(u,w®)ol?, (3.2.81)
k=1 k=1

wobei die Reihe bzgl. der L?-Norm sowie der H'-Norm konvergiert.

Satz 3.9: Die Anfangsdaten seien u® € D(L) und v° € Vi und haben die Entwicklungen

u’ = Zugw(’“, u’ = ngw(k).
k=1 k=1
Dann stellt die Reihe
o0 1 .
u(é,t) = Z {ug cos(v/ A t) + \/Tvg sin(v/ g t)}w(k)(g) (3.2.82)
k=1 k

eine Funktion dar, welche die Anfangs-Randwertaufgabe der elastischen Wellengleichung
lost. Dabei konvergieren die gliedweise differenzierten Reihen fiir 0?u und Lu im L*-
Sinne und auch die Anfangswerte werden im L?-Sinne angenommen.
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Beweis: Wir machen den formalen Losungsansatz (Separation der Variablen)

Z {uu® )+ opw™ (€)un(t) }

mit gewissen Funktionen ¢y (¢) und )y (t). Einsetzen in die Wellengleichung ergibt die
Bedingung (unter der Annahme der Konvergenz der Reihe)

0 = 07u — div(CVu)

Z {u w(k) // . ugv . (va(k))sﬁk( t)+v w(k)wff( t) — .V . (va(k))wk(t)}

I
MS I

{ufrw® () + ug Aw® op, () + vpw Y] () + vpAw ()}

=~
Il

1

Hieraus entnehmen wir die folgenden Gleichungen fiir die Funktionen ¢ und )y :

On(t) + Xepr(t) =0, >0, ¢p(0)=1, ¢
W)+ NR(t) =0, t>0, (0)=0, o

Die zugehérigen (eindeutig bestimmten) Losungen sind

T~ o~
—~
o O
— =
I

—_

0,

£) = cos(V/ b)) Ur(t) = ——sin(v/ A1), keN.

Damit ergibt sich der Lésungsansatz

Z{uk cos( \/_t vk sin( \/_t }w(k) (3.2.83)

k=1

Wenn v’ € D(L) und v € Vy ist, gilt:

lu(®)llg = Z i cos(v/ A t)[* + Z—Ivz¢ sin(v/ A )| < [|u”3, + 1Hvoll?p

k=1
10l = ZMIUE sin(v/ A £)[* + Z vk cos(V A )* < af V[ + [|v°][5,
k=1 k=1
107 u(t)]IE = Zkilui sin(v/ A £)[* + Z/\k\vg cos(v/ A ) < [[Lu’[[ + o[ VO,

| Lu(t))||3 = ZA |uf sin(y/ A t) |2+Z)\k\vk005 VARD <Ll ||3 + o[ VO3

Insbesondere sind alle diese Reihen im L2-Sinne konvergent. Die konstruierte Funktion u
erfiillt also die elastische Wellengleichung und die zugehorigen Anfangsbedingungen. Die
Uberlegung am Anfang zeigt auch, dass sie eindeutig bestimmt ist. Q.E.D.
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3.3 Theorie der Biegung diinner Platten

Unter eine ,,diinnen Platte® wird ein elastischer Korper verstanden, der eine ausgezeich-
nete Mittelflache €2 in der (xy, z9)-Ebene besitzt und dessen x3-Dicke d klein gegeniiber
den anderen Abmessungen ist. Der Einfachheit halber sei hier angenommen, dass das
Material homogen und isotrop und dass die Dicke konstant ist.

T3

A

L a3

Abbildung 3.5: Konfiguration einer , diinnen“ Platte

Auf die Platte wirke in x3-Richtung eine Belastung mit Dichte f = f(x;.29). Die
dadurch hervorgerufenen Verzerrungen sollen wieder so klein sein, |l¢|| < 1, dass die
lineare Theorie herangezogen werden kann. Dazu definieren wir die Gréfien

d/2
Nlj = / Oij dxg, ’L,] = 1, 2 (SChnlttkr&fte),
—d/2

/2
Qi3 = / oidrs, 1=1,2,3 (Querkrifte),
—d/2

/2
M;; :z/ oijxgdrs, 1,5 =1,2 (Momente).
—d/2

Die #uflere Belastung p wird als in z3-Richtung konstante Volumenkraft K = (0,0,p/d)”
interpretiert. Damit weichen wir etwas von der ingenieurwissenschaftlichen Literatur ab,
wo [ gewohnlich als Oberfliachenkraft aufgefasst wird, was jedoch zu gewissen Ungereimt-
heiten der Theorie fiihrt. Zu den typischen Eigenschaften einer Platte gehoren ferner die
statischen Randbedingungen

n-o=0 auf 0Q x {z3 = +d/2} (,freier® Rand) (3.3.84)
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und die kinematischen Randbedingungen
u=0 auf 90 x [—d/2,d/2] (,eingespannter Rand) (3.3.85)
u=0 auf 002 x {z3 =0} (,,gelenkig gelagerter* Rand). (3.3.86)
I - 1 R 1

| us

Abbildung 3.6: Randbedingungen der diinnen Platte: , eingespannter” Rand (links) und

»gelenkig gelagerter® Rand (rechts)

Die Auswertung der statischen Bedingungen (3.3.84) und dive + f = 0 ergibt

O3ijes=xd2 = 0, 1=1,2,3,

d/2
{810'11'4—820'22'4-830'32‘}1)36[1’3 :0, 1= 1,2,
—d/2
d/2 1 d/2
/ {810'13+620'23+83033}dl’3+*/ fdl’g =0.
—d/2 d —d/2

Folglich ist

O1 My + Oy Mg — Q13 = 0,
01 Mg + 0o Mas — Qa3 = 0,
01Q13 + 0aQa3 +p =0,
und bei Kombination dieser Identitéten fiir M = (M;;)?,_,
VQ M = a%Mu + 28182M12 + 8§M22 = —f.

Fiir die weitere Betrachtung wird der Ansatz gemacht

€33 = 8311,3 =0 und 0,3 = 0 (Z = 172,3),

(3.3.87)

(3.3.88)

welcher mit den statischen Randbedingungen (3.3.84) vertriglich ist und durch die geringe

Dicke d der Platte motiviert wird. Dies fiihrt iiber das Hookesche Gesetz

e=14+v)E o —vE 'spur(o)l
zu den Beziehungen

€3 = %(aﬂtg =+ 33u1) = 0, Z = 17 2, 37

(3.3.89)
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und

1 v 1 v 14+v
€11 = EOH - Eazg, €22 = EUQQ - EUH, €12 = T(flz; (3-3~90)
bzw.

E E E

71/2(611 +vex), 09 = 7(622 +ven), o= mﬁlz

3.91
- - (3.3.91)

o1 =

Wir bezeichnen nun mit u™ = uM(z,,z,) die Verschiebung der Mittelfliiche der Platte
und finden

T3
ui($17$2»$3) = Ufw(l‘h@) +/ 83“1’(331»332777) dn (Z = 172)-
0

Wegen d < 1 und Osu; = —d;us kann daher ndherungsweise gesetzt werden:
U = uf-u - mgaiuéw (i=1,2), Uy = ué” (3.3.92)
Die zugehérigen Verzerrungen ergeben sich dann unter Verwendung von (3.3.89) zu

fir 4,5 € {1,2} mit

e?f = %(@u;w + 0jul).
Zur Abkiirzung wird im Folgenden u := ul!(zy,zq) gesetzt, d. h.: Die Durchbiegung der
Platte wird durch die Durchbiequng ihrer Mittelfliiche beschrieben.

3.3.1 Das Kirchhoffsche Plattenmodell

Wir entwickeln nun zunéchst die auf Kirchhoff (1850) zuriickgehende Theorie ., (relativ)
kleiner Durchbiegungen® |u| < d. Dabei wird angenommen, dass die Verzerrungen der
Mittelfliche gegeniiber den anderen Groflen vernachléssigt werden kénnen:

M=0 (i,j=1,2). (3.3.94)

i)
Dies fithrt mit (3.3.93) zu dem Ansatz (beachte u := ul!)
€ij = —xg,@,-@ju (Z,j = 1, 2)

sowie

E
011 = 7_7V2T5(8%u -+ V@%u),

(2 2
O = ——— V2£3(82u +voju),

J12 = — Igalagu.
+v
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Fiir die Momente M;; erhalten wir also die Darstellung

My = —D(07u + vd3u),
My = —D(05u + viiu), (3.3.95)
—(1 - I/)Dalazu,

=
I

mit der ,, Plattensteifigkeit

E d/2 E &
D=~ 2y =

Kombination von (3.3.95) und der Momentengleichung(3.3.87) ergibt dann die bekann-
te Plattengleichung, der die Durchbiegung u = wu(zy,22) der ,Kirchhoffschen Platte®
notwendig geniigt:

DA*u=f in Q. (3.3.96)

Die zugehorigen , kinematischen* Randbedingungen sind

i) eingespannter Rand: u=0u=0 (i =1,2) baw. v = d,u =0 auf 9Q.

ii) gelenkig gelagerter Rand: u =0 auf 0.

Weitere , statische“ Randbedingungen, insbesondere am ,freien Rand, werden weiter
unten im Rahmen eines variationellen Ansatzes abgeleitet werden.

Bemerkung 3.6: Die Herleitung brauchbarer Gleichungen fiir die Durchbiegung der
diinnen Platte wurde erstmals auf direktem Wege von Sophie Germain?® (1811) und Na-
vier (1823) geleistet, allerdings noch unter Verwendung etwas zweifelhafter Annahmen.
Eine fundierte Ableitung aus den Grundgleichungen der linearen Elastizititstheorie, wie
hier durchgefiihrt, erreichten erstmals Poisson und Cauchy (1830). Wir werden weiter
unten die Plattengleichung (3.3.96) iiber den auf Green (1830) und vor allem Kirchhoff
(1850) zuriickgehenden Variationsansatz herleiten. Dies ist weitgehend dquivalent zu dem
Weg iiber die statischen Gleichgewichtsbeziehungen (3.3.87) fiir die Momente, gestattet
jedoch eine zwingendere Bestimmung der addquaten natiirlichen ,statischen“ Randbedin-
gungen. Ferner ist dadurch ein natiirlicher Ansatzpunkt fiir eine nichtlineare Erweiterung
der Theorie gegeben.

20Sophie Germain (1776-1831): Franzosische Mathematikerin; Kaufmannstochter in Paris, erwarb ma-
thematische Kenntnisse im Selbststudium, Briefwechsel mit Joseph-Louis Lagrange an der Ecole Poly-
technique in Paris und ab 1804 mit Carl Friedrich Gau; arbeitete u. a. an der letzten Fermat’schen
Vermutung und bewies, dass diese fiir eine Reihe von Primzahlen (den nach ihr benannten ,,Sophie-
Germain-Primzahlen“) zutrifft.; ab 1809 beschftigte sie sich mit der Beschreibung der Schwingungen
elastischer Platten. ihr Losungsansatz von 1811 war noch fehlerbehaftet, wurde aber spéter von anderen
weiterverfolgt.
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Zum Nachweis der Existenz von Losungen des Kirchhoffschen Plattenmodells gehen
wir wieder vom ,,Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie®

E(u) ::%/Qazedx—/gfud:p

aus, wie es oben fiir das allgemeine Grundproblem der (linearen) Elastizitdtstheorie disku-
tiert worden ist. Dieser Ansatz fithrt zu der Dehnungs- bzw. Spannungsenergie der diinnen
Platte mit kleiner Durchbiegung

1 d/2
U= */ {011611 + 2012612 + 022622} dz3 dS2
QJ-d/2

2
1 d/2
D) / / {01070 + 20150100 4 092 05u} das dQ
2 JaJ ap
1

:%LA{Mh%u+2Mﬁ&ﬂr%M@%uﬂdQ
bzw.
U= g/ﬂ {(0fu + vO3u)0iu + 2(1 — )91 Ou® + (B3u + vO{u)D5u} dQ
:?ZﬁAﬁ—2ﬂ—ﬂ@@%u—&@ﬁh&.
Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie postuliert dann, dass das Funktional
E(u) = g /Q {Au® = 2(1 = v)(Ofudzu — 0,0ou”) } d2 — /qu s
von der tatséchlichen Durchbiegung u zum Minimum gemacht wird bzgl. aller kinematisch
zuléissigen Funktionen (hier: v € H?(Q) mit u = d,u = 0 oder u = 0 auf 9Q). Die

Eulersche Differentialgleichung dieser Variationsaufgabe ist dann gerade die Kirchhoffsche
Plattengleichung

DA*u=f in Q. (3.3.97)

Dies liegt daran, dass
/{8fu8§v + D3udiv — 20,0,u0,0,0} dQY = 0,
Q

was man fiir hinreichend glatte Funktionen leicht durch partielle Integration sieht. Durch
Nullsetzen der ersten Variation, d. h.

d
%E(u + 50)|5=0 = 0

erhélt man wie iiblich die ,,schwache Formulierung* der Plattengleichung

a(u,v) =1(v) Yv el (3.3.98)
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mit der Bilinearform a(-,-) und der Linearform f(-),

a(u,v) = D/ {Aulv — (1 = v)(Ffudiv + Oudiv — 20,0,ud10pv) } dS2,
0

l(v) ::/vadx7

und dem Raum Vp C V := H?*(2) aller zuldssigen Variationen,
Vor={veV]jv=0w=0aufT,, v=0 auf I';}.

Dabei ist 02 = I'. UT'y UT'; mit den (abgeschlossenen) Randteilen I'., I'y und I'j,
entlang derer die Platte eingespannt (,clamped*), gelenkig gelagert (,,simply supported*)
bzw. frei (,,free”) ist. Hier und im Folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an, dass
die kinematischen Randvorgaben auf T'. und T’y homogen (d. h. gleich Null) sind. In den
Beriihrungspunkten der Randkomponenten bleiben die Randwerte zunéchst unbestimmt
und ergeben sich dann aus den Eigenschaften der erhaltenen Losung.

Satz 3.10: Die einzige lineare Funktion in Vy sei die Nullfunktion, und 0 < v < 1. Dann
existiert fir jedes Funktional () € V& eine eindeutige Losung u € Vy des variationellen
Plattenproblems (3.3.98), und es gilt die a priori Abschitzung

l
lollzz < el -2, [P ——— | (920)| .
vemz@) V24

(3.3.99)

Beweis: Der Beweis basiert auf der Anwendung des Rieszschen Darstellungssatzes fiir
Funktionale auf dem Hilbert-Rauzm V. Fiir den Parameterbereich 0 < v < 1 ist die
offensichtlich symmetrische Bilinearform a(-,-) ein Skalarprodukt. Allgemein gilt fiir jedes
feste v € [0,1):

a(v,v) > c()||[V*]]?, v € V.

Da V4 keine lineare Funktion aufler der Nullfunktion enthélt, ergibt eine Variante der
Poincaréschen Ungleichung

a(v,v) > cW)IV*0]| = c(v, Q)[vl| 52, v € V.

Der Beweis wird iiblicherweise mit Hilfe eines Widerspruchsarguments gefithrt und sei
als Ubungsaufgabe gestellt. Mit dieser Abschitzung ergibt sich u. a., dass ein lineares
Funktional der speziellen Form () := (f,¢), ¢ € Vi, bzgl. des Skalarprodukts af(-,-)
beschriankt ist. Nach dem Satz von Riesz gibt es dann fiir jedes Funktional [ € V' ein
eindeutig bestimmtes Element u € V5, so dass die variationelle Gleichung (3.3.98) erfiillt
ist. Ferner gilt die a priopri Abschitzung (3.3.99). Q.E.D.

Bemerkung 3.7: Im zugelassenen Grenzfall v =0 gilt

E 3
a(u,v):D/QV2u:V2vdx, DZQ—Z.
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Der andere (ausgeschlossene) Grenzfall v — 1 fiihrt zu einer singuldr werdende Plat-
tensteifigkeit D(v) — oo (v — 1), wihrend der reine Integralterm die folgende einfache

Gestalt annimmt:
/ AulAv dz.
Q

Dieser speziellen Situation werden wir wieder begegnen im Zusammenhang mit der sog.
moStromfunktionsformulierung® der Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible Newton-
sche Fliissigkeiten.

»Natiirliche* statische Randbedingungen

Wir wollen nun die in der variationellen Formulierung (3.3.98) der Plattengleichung impli-
zit enthaltenen | natiirlichen (statischen) Randbedingungen® entlang der Randkomponen-
ten I'y und I'y bestimmen. Sei dazu die Losung w € V' von (3.3.98) hinreichend regulr,
etwa u € H*(Q). Zweimalige Anwendung der Greenschen Formeln ergibt

AuAvdr = / Aud,vdo — | VAu-Voudr

Q o0 Q

= / {Au@nv - GnAuv} do + / A% dx
a0 Q

mit dem #uBeren Normaleneinheitsvektor n = (ny,n9)? zu 9Q und der Ableitung in
Normalenrichtung 0, = n -V = n;0; + na0s . Der zugehorige Tangenteneinheitsvektor
(positiver Umlaufsinn) ist dann gerade 7 = (71, 72)7 = (ng, —n1)T und die Ableitung in
Tangentenrichtung 0. = 7 -V = ny0; — n10, . Ferner gelten in jedem Punkt auf 0Q die
Identitéten

01V = n10,v + Nodrv, 0o = Nodpv — N0,

was man leicht mit Hilfe von n-n =1 verifiziert. Mit dem Vektorfeld

R —82U8182U + aﬂ)a%u
w =
—01v01 001 + Oyvdiu

lasst sich schreiben

/ {0Fud3v + O5udiv — 20,0,ud10sv} da = /
Q

divu_}darz/ n - wdo.
0 0

Unter Verwendung der obigen Beziehungen fiir v, d,v, d,;v folgt
/ n-wdo = {821}(—7’1162 + ngal)alu — aﬂ)(—nlag + ngal)ﬁgu} do
0 o0

= {821}&81”@ — 0100, 0hu} do = {(ng(?nv — n10,0)0; (n10,0 4+ 20, v)
o) '9)
— (n10,v + N20,v) 07 (N20,v — nlaTU)} do
= / {0,00*u — 8T118T8nu} do.
89
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Partieller Integration nach 7 ergibt schlieBlich

/ n-wdo= / {02ud,v + 0,02uv} do.
09 0

Wir fassen nun die gefundenen Identitéten fiir die Integrale in (3.3.98) zusammen zu
{A*uw— D 'plvdr + / {Au— (1-v)02u}d,vdo
Q a9

- {0,Au— (1-v)0,02u}v do = 0.
o0

Da dies fiir beliebige zuléssige Funktionen v gelten soll, ergeben sich notwendig die Dif-
ferentialgleichung (,,Plattengleichung*)

DA*u=1p in Q, (3.3.100)
und zusitzlich zu den erzwungenen (,kinetischen) Randbedingungen

uw=0 auf ' UL,

3.3.101
Opu=0 auf I, ( )
die natiirlichen (,,statischen®) Randbedingungen
Au—(1=0)Pu=0 auf T,UTy,
u—(1=»)ou=0 au ! (3.3.102)

OnAu — (1 —=v)20,u =0 auf I';.

Regularitit der ,,schwachen* Lésung

Im Allg. besitzt die ,,schwache* Losung u € Vg des Kirchhoffschen Plattenmodells hohere
Regularitét. Aus der Fiille der entsprechenden Resultate zitieren wir nur diejenigen fiir
den Spezielfall der ,eingespannten Platte, d. h.: fiir die Randbedingungen « = 0 und
O,u = 0 entlang des ganzen Randes I'c = 99 :

— Auf konvexen Polygongebieten ist u € H?(2), und es gilt die a priori Abschitzung

[(f, )l
lulls < @) Flns, Il = sup |
full i N

(3.3.103)

— Auf konvexen Polygongebieten mit maximalem inneren Winkel w < 126° ist u €
H*(€Q), und es gilt die a priori Abschétzung

[ull s < () |2 (3.3.104)

— Die obigen beiden Aussagen gelten auch, wenn der Rand 09 ,glatt® ist, d. h.
mindestens zweimal stetig differenzierbar parametrisierbar.
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— Im Fall nichtkonvexer Polygongebiete ist i. Allg. u & H3(Q), sondern weist in der
Umgebung der einspringenden Ecken mit Innenwinkel w > 27 ein wohl definiertes
singuldres Verhalten auf. Dieses ldsst sich mit den entsprechenden Polarkoordinate
wie folgt ausdriicken:

u(r, 0) = Ar®y(w) + a(r, ), (3.3.105)

mit dem sog. ,, Spannungsintensitiatsfaktor® A € R, einem ,,singuldren” Exponenten
1/2 < a = «a() <1, einer glatten Winkelfunktion (#) und einem ,reguléren”
Anteil @ € H3(Q) . Es gilt dann die a priori Abschiitzung

|l + |l s < e f - (3.3.106)

— Die obigen Aussagen gelten auch im Fall der rein ,, gelenkig gelagerten® Platte, d. h.
fiir die Randbedingung u = 0 und Au—(1-v)9%u = 0 auf I'y = 9 . Die vollstéindig
Jireie Platte, I'y = 092, ist in Satz 3.10 nicht zugelassen (Eindeutigkeitsproblem).
Im Fall von wechselnden Randbedingungen treten lokale Singularitéten analog zu
denen bei einspringenden Ecken auf, welche die Regularitéit der Losung reduzieren.
Hierzu gibt es in der Literatur eine vollstédndige Theorie (s. Grisvard [10] und [25]).

3.3.2 Das nichtlineare von Karmaéansche Plattenmodell

Bei der Betrachtung diinner Platten mit relativ ,grofer* Durchbiegung |u| ~ d diirfen
die Verzerrungen ef‘;f der Mittelflache nicht mehr vernachléssigt werden. Die zugehorige
Theorie geht auf von Kdrmén?! (1910) zuriick. Dabei werden zusétzlich noch gewisse qua-
dratische Terme im Verzerrungsansatz beriicksichtigt (geometrisch semi-lineare Theorie),
wahrend alle anderen aus der Annahme d < 1 begriindeten Ansétze der Kirchhoffschen
Theorie beibehalten werden:

;3 = €;3 :0 (Z: 172,3),
E
14+v

o = (€11 + vex), 0n= (€20 + ver), o019 = €12,

1— 12

sowie mit u := ul!:

1—12

M _ 230 (i=1,2),

i

62‘]' :GZ];[ — I38i8ju (Z,] = 1, 2)

U; =U

Fiir die Verzerrungen der Mittelfliche wird der nicht-lineare Ansatz gemacht

erl = 10" + 0u)") + J0us Oyuy" (1,5 =1,2), (3.3.107)

ij

21Theodore von Kérmén (1881-1963): Ungarischer Physiker und Luftfahrttechniker; gilt als Pionier
der modernen Aerodynamik und der Luftfahrt- und Raketenforschung; nach Studium in Budapest und
Gottingen 1910 Habilitation, ab 1913 Prof. in Aachen, nach 1929 Teiltdtigkeit am California Institute of
Technology (USA) und schlieBlich 1934 Emigration in die USA; nach dem Krieg ab 1956 Institutsleiter
des spiter nach ihm benannten ,,Von Karméan Institut fr Stromungsmechanik® in Belgien; bekannteste
Arbeit 1911/1912 ber die nach ihm benannten ,, Kdrménsche Wirbelstraen®, grundlegende Beitriige zur
Plastizitts- und Plattentheorie.
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wobei die anderen quadratischen Terme ;uld;u}’ (k = 1,2) vernachléssigt werden. Die
Dehnungsenergie ist dann

d/2
1 2 / / 611 + 622 - 2(1 - l/)(611622 — 612 } d.ngdQ
-V d/2

= 0 [+ e 20— (it - 4 ao

+ g/ {Au® = 2(1 = p)(FFudju — 8,10,u?) } d2.
Q

Dabei wurde berticksichtigt, dass die gemischten Terme vom Ausquadrieren alle den Fak-
tor x3 haben und folglich bei Integration ffﬁZ ... dx3 keinen Beitrag liefern.
Es sei darauf hingewiesen, dass zwar fiir die Verzerrungen ein nichtlinearer Ansatz

gemacht wurde, aber trotzdem weiterhin in Langrangeschen Koordinaten gerechnet wird.
Es handelt sich also nur um eine kleine nichtlineare Korrektur.

Fiir das Folgende wird angenommen, dass das Prinzip vom Minimum der potentiellen
Energie auch in der geometrisch nichtlinearen Theorie gilt. Wir haben es nun jedoch mit
drei unbekannten Funktionen zu tun: u (i = 1,2,3). Nullsetzen der ersten Variationen
bzgl. uM

4 {U(e[u + sv]) — / p(u + sv) dQ =0 Vu,zulaéssigt (i=1,2,3)
ds Q |s=0

fiithrt auf die notwendigen Beziechungen
D/ {AuAv — (1 — v)(F7udiv + O3udiv — 20105ud 02v) } dS2
Q

2Ed
1—v2

— €15 (O1udhv + Dyudiv) } } dQ = /pv Q)
Q

/ {(e{‘/{ + XN (0udiv 4 Doudav) — (1 — v){eM Doudyv + X201ud v
"

und

/ {(elf +e33)0v — (1 — ) (33010 — €1505v) } 2 = 0,

/ { M+ Mo — (1 —v)(eM oy — %8111)} dQ =0,
fiir alle ,,zulédssigen® Variationen v . Der Einfachheit halber beschrénken wir uns hier auf
den Fall der eingespannten Platte
uM = 0uM =0 auf (i=1,2,3).

Durch partielle Integration gewinnt man dann auf die iibliche Weise die zugehorigen Eu-
lerschen Differentialgleichungen
A%y = p d2 { el 4+ veds)du + (ebs + Ven)agu +2(1 — v)el3010su}

+ ﬁ{al(eﬁ +veyy) + (1 — v) el fOru —|— = {82 €3 +ven) + (1 —v)oiels }ohu.
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und
Oh(elf + vep) + (1 —v)drel; = 0,
82(6% + Z/Gi\/{) +(1- 1/)826% =0.

Waihrend in der (linearen) Kirchhoffschen Theorie die Schnittkréfte N;; verschwanden,
haben wir nun

42 Ed |
N11 S / 011 da:3 = 72 (Ei\{ + 1/69/21)7
—d/2 I-v

4/2 Ed
Ny = / 090 das = _—VQ(E% + 1/6{\/11),

—d/2 1
d/2 Ed
Nig = o dx M.
12 /d/2 12 3 = 1+ 12

Mit diesen Bezeichnungen schreiben sich die drei gefundenen Differentialgleichungen als

A%y g D —(N110Fu + Nyzd3 + 2(1 — v) N120100u), (3.3.108)
O N1y + 03 Nyp = 0, (3.3.109)
O1N11 + 01 Nig = 0. (3.3.110)

Fiir die allgemeine Losung der letzten beiden Gleichungen macht man mit einer ,,Span-
nungsfunktion“ ¥ den Ansatz

Ny =05V, Ny =PV, Nyy=—0,0,¥
Die Definitionsgleichungen fiir die Schnittkréifte ergeben dann

1 1 —|— v
611\{ = E—d(éa V@%\I/), e% = E—d(af\ll — VGS\I/), 6% = — 8182

wihrend die kinematischen Gleichungen (6.13) fiir E I erfordern
82 611 82622 28182612 = 816% + 81’11/]\4818211/ + 8282U + 82u8282u 8%82’[1,5/[

— 0,05ul — 01u0,02u — 0?2 0pudou + D10ou* — DPudiu
= 010u? — Pudiu.

Kombination dieser Beziehungen ergibt
1
E(@gﬁ/ — VPV 4+ 0NV 4+ 2(1 +v)0203V — v 02W) = 0,0,u* — DFudsu.

Damit haben wir die grundlegenden Gleichungen der Von Karménschen Plattentheorie
gefunden:

A2y = % += (82\11812u 4 PV — 20,0,V0,00u), (3.3.111)

A* = Ed(alaw — Pudiu). (3.3.112)



3.3 Theorie der Biegung diinner Platten 99

Dies ist ein System semi-linearer Differentialgleichungen fiir die Normaldurchbiegung v :=

ud! der Mittelfliche der Platte und fiir die Spannungsfunktion W, aus der sich dann

die Mittelflichenverschiebungen u (i = 1,2) zuriickgewinnen lassen. Die zugehérigen
Randbedingungen der eingespannten Platte sind

u=0,u=0 auf 0Q, (3.3.113)
und (willkiirliche Festlegung!)
U=0,0 =0 auf 99. (3.3.114)

3.3.3 Physikalisch nichtlineare Plattentheorie

Wir verwenden wieder die Bezeichnungen
— 1g . 1g
09 1= 3spur(o), € = gspur(e)

fiir die mittleren Normalspannungen und Mitteldehnungen und o' = o0 —o0¢l, ¢ = e—¢ol .
fiir die zugehorigen Deviatoren. Es sei daran erinnert, dass ¢, die (lokale) Volumen&nde-
rung und €' die Gestaltdnderung beschreiben. Letztere wird mit Hilfe des Schermafles

2
¢§ = ﬁ{(ﬁn - 60)2 + (622 — 60)2 + %6%2}
gemessen. Das nichtlineare Materialverhalten wird nun mit Hilfe der Dehnungsfunktion

k(eg) > 1 (69— 0)
und der Scherungsfunktion
(W5 =1 (%o —0)
in einem verallgemeinerten Hookeschen Ansatz beschrieben:
o = 3Kk(eo)eol + 2uy ()€, (3.3.115)
mit dem Kompressionsmodul K = X + %M-

Wir definieren nun die , verallgemeinerte Querkontraktionszahl*

_ 13Kn(eo) — 2p7(vp)
2 3Kk(eo) + py(¥p)
sowie den ,verallgemeinerten Youngschen Modul“

E(eo, o) := 2p{1 — v(eo,%0)} — Eo (€0,%0 — 0),

welche nichtlinear von der Mitteldehnung ey und dem Schermafl 1), abhingen. Dann
lassen sich unter den obigen Annahmen der geometrisch linearen Kirchhoffschen Platten-
theorie die Spannungen wieder schreiben als

v(eg, o) — vy (€0,%0 — 0)

Er

=73 (02w + vdau) s,
Ery

TJ99 = *1 2(83“+V8%)3L’37
— UV
E

J12 = — 7 313211:1:3.

1+v
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Fiir die Mitteldehnung und das Schermafl gewinnt man analog zur linearen Theorie

50:*51_”)

yR = g{yl(agqf + 02u%) + 1y 02udRu + 30,00 b2

mit den Konstanten

120} 21/0
=41 = 1.
T e T T U

Aus der Gleichung (3.3.87) fur die Momente ergibt sich nun die folgende quasilineare
Plattengleichung

2
> %d(aiuddu) =p in Q, (3.3.116)

i,k l=1
mit den Randbedingungen der eingespannten Platte

0=0,u=0 auf 0Q (3.3.117)

und den Koeffizientenfunktionen

2 /2 B

v gl

ain = / 1-.2 23 dry = a2, (1122 1= / —— x5 dx,
a2+ —V -

d/2 E
T2
a = x5 drs, a; =0 sonst.
1212 /_d/2 13,080 jkl
Die teilweise etwas aufwendigen Zwischenrechnungen dieses Paragraphen findet man im
Buch von Kauderer (S. 143ff) ausgefiihrt.

3.3.4 Extremalprinzipien

Fiir den Ansatz numerischer Naherungsverfahren zur Lésung der Plattengleichung (3.3.96)
bzw. ihrer nichtlinearen Erweiterungen (3.3.108), (3.3.110) und (3.3.116) sind besonders
die variationellen Formulierungen geeignet. Eine erste haben wir bereits in Gestalt des
Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie kennengelernt. Wir betrachten hier nur
die eingespannte Platte mit hinreichend glatt berandeter Mittelfliche 2. Ferner werden
die folgenden Bezeichnungen verwendet:

V2= (aiaj)ij:l Matrix-Differentialoperator 2. Ordnung,
Viu = (0:0;u)F ;- Matrix der zweiten Ableitungen,
M = (My)7 Matrix der Biegemomente,

(u,v) :/uv dx L?-Skalarprodukt,
Q

(Ma N) = (Mij'/Nij)v D(U,M) = (aiu7ajMij)a
HY Q)22 = {M = (M;;); | Mi; € H(Q), My; = Mj;}.

sym
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Damit kann die Gleichgewichtsbedingung (3.3.87) geschrieben werden als

V2:M=—-p in Q (3.3.118)
und das Elastizitdtsgesetz als
M = Mu] := —vDAul — (1 — v)DV?u (3.3.119)
bzw.
1
2 M) = —2— spur(M) — —— M. 3.12
Viu = G[M] D(l—zﬂ)Spur( ) D=7 (3.3.120)

Kombination dieser Gleichungen ergibt dann wieder die iibliche Plattengleichung (3.3.96)
A*u=—-D7"'p in Q.

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagte dann, dass die Losung
charakterisiert werden kann als Losung von

E(u) = 3(M[u], V?u) — (p,u) — min! auf HF(Q). (3.3.121)
mit der zugehorigen Variationsgleichung
a(u, ) = (Mlu], V2¢) + (M[p], V?u) = (p, ) Vo € H7 (). (3.3.122)

Die Bilinearform a(-,-) hat auch die vertrautere Darstellung
a(u, p) = / {Aulp — (1= v)(OFudip + Dyudi — 2010,udDap} d.
Q

Analog zu den Existenzsatzen in Abschnitt 3.2.3 zeigt man mit Hilfe des Darstellungssat-
zes von Riesz, dass die Variationsgleichung (3.3.122) fiir jedes p € L?(f2) eine eindeutig
bestimmte ,schwache® Losung u € HZ(S2) besitzt. Der relativ einfache Beweis sei dem
Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Eine weitere Charakterisierung der Losung der Plattengleichung stellt das folgende
Sattelpunktprinzip dar. Dazu wird ein ,stationdrer Punkt {M,u} € H'(Q)252 x H; ()
des Funktionals

J(M,u) = 2(G[M], M) + D(u, M) + (u, p)

1
2

gesucht. Durch Auswertung von

d d
£J(M + sV, u)s=0 = £J(M, U+ 5¢)js—0 = 0

fiir zuldssige Variationen ¥ € H'(Q)25? und ¢ € Hj(Q) gewinnt man die zugehérigen
variationsgleichungen

D(p, M) = (¢,p) Ve € H)(), (3.3.123)
D(u, V) = (GIM],¥) V¥ € H'(Q)22. (3.3.124)

sym
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Durch partielle Integration und Anwendung des Fundamentalsatzes der Variationsrech-
nung iiberlegt man sich leicht, dass jede hinreichend regulére Losung {M, u} von (3.3.123),
(3.3.124) notwendig die folgenden Eigenschaften hat:

A’u=p in Q,
we HYQ), M:=Mlu in Q,

d. h.: u ist eine Losung der Plattengleichung. Umgekehrt erhdlt man zu jeder Losung
w € HZ(Q) N H3Q) der Plattengleichung durch {M,u} := {V?u,u} eine Lésung des
Systems (3.3.123) - (3.3.124). Da zumindest im Fall, dass € ein konvexes Polygongebiet
oder hinreichend glatt berandet ist, die schwache Losung der Plattengleichung stets in
H3() liegt, kann man die Problemformulierungen (3.3.122) und (3.3.123) - (3.3.124) als
weitgehend dquivalent bezeichnen. Der Vorteil von (3.3.123) - (3.3.124) ist, dass die in der
Praxis vor allem gesuchten Biegemomente M;; explizit als Unbekannte erscheinen und
folglich bei einem Approximationsverfahren auch unabhéngig von u berechnet werden.
Auf diesen Aspekt wird unten noch néher eingegangen werden.





