2 Die Grundgleichungen der Stromungsmechanik

2.1 Erhaltungsgleichungen

In diesem Abschnitt werden die in stromungsmechanischen Modellen grundlegenden Be-
ziehungen fiir die Gréfien ,, Verzerrungsgeschwindigkeit® und ,,Spannungsgeschwindigkeit®
abgeleitet, woaus sich dann Bestimmungsgleichungen fiir alle relevanten Zustandsgréfien
des Massekontinuums ergeben. Ausgangspunkt sind die folgenden Annahmen an ein Mas-
sevolumen als abgeschlossenes physikalisches System:

— ,Masseerhaltung: Masse wird weder erzeugt noch vernichtet.

,Impulserhaltung® (2. Newtonsches Gesetz): Die Anderungsrate des Impulses (Dre-
himpulses) ist gleich der einwirkenden Kraft (Drehmoment).

— ,,Energieerhaltung”: Energie wird weder erzeugt noch vernichtet.

Entsprechend bezeichnet man den Satz von Variablen ,,(Masse)-Dichte“ p, ,,Impuls“ pov
und , Energie-(Dichte) pe als ,Erhaltungsvariablen* (, konservative“ Variablen) im Ge-
gensatz zu den ,primitiven® Variablen , Dichte* p, , Geschwindigkeit® v und , Tempe-
ratur 6. Im folgenden werden die Grundgleichungen der Stromungsmechanik zunéchst
in sog. ,, Erhaltungsform®, d. h. fiir die Erhaltungsvariablen abgeleitet. Welche der Varia-
blensétze, konservative oder primitive, am besten bei der Beschreibung einer Stromungs-
situation verwendet werden hangt von den konkreten Gegebenheiten ab.

2.1.1 Das Reynolds’sche Transporttheorem

Sei @ eine fiir jeden materiellen Punkt & zur Zeit ¢ angebbare physikalische Grofle (z. B.
Massedichte oder Impuls). Durch
® = O(x,1) = P(x(&, 1), 1),

kann ® auch auf die Eulerschen Ortspunkte = bezogen werden. Wir definieren die ,,lokale
Ableitung nach der Zeit

at(I) = 8,;(1)(.17, t),
welche die zeitliche Anderung von @ an einem festen Ortspunkt (raumfester Beobach-
ter) angibt, und die ,materielle Ableitung

4, = d®(z(£,1), 1) = 0, + v - V,,

welche die zeitliche Anderung von & fiir ein individuelles Teilchen ¢ beschreibt. Dabei
ist wieder v(x,t) = 0yx(£,t) das Geschwindigkeitsfeld der materiellen Teilchen.

Satz 2.1 (Reynolds’sches Transport-Theorem): Sei ® = ®(x,t) eine hinreichend
glatte skalare Funktion. Dann gilt fir jedes materielle Volumen V (t) die Beziehung
d
— O dr = {02+ V- (Pv)} dz. (2.1.1)
dt Jy 20
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24 Die Grundgleichungen der Stromungsmechanik

Beweis: Die Transformation & — z(£,¢) ist umkehrbar eindeutig, glatt mit Funktional-
determinante

A(€,1) = det (ag)»j-m >0
g/ hi=12,

Durch Transformation auf das , Referenzvolumen® vy = V(0) erhalten wir

/ @(m,t)dx:/ O(x(&,t),t)A(E, ) dE
V(t) Vo

und fiir die zeiliche Ableitung

d
V(t)

Weiter gilt:

(D(x(E,t),t) = 0D (x,t) +v(x,t) - V, O(z, 1) (2.1.2)
und mit der Abkiirzung a;; = 0x;/0&; bei Vertauschbarkeit der Ableitungen:

[9JAN OA Ov; OA Ov; Oxy, OA Ov;

at (E, ) 8aij 1y 8aij 8@ aaij aLEk 853 8aij 8a:k Akj
Beachtung von Lemma 1.1 mit A;; = (—1)"co(a;;) ergibt weiter
(91] 8 (91]2‘ .
A& t) = ”ak]a = 1kAa ™ =A o = Adivw.

Setzen wir dies oben ein, ergibt sich

d
— ddx {8t<I>+U-V<I>+<I>V-U}A(§,t)d§
dt Jy o
:/ {0, +V - (Dv)} du,
V(D)
was zu beweisen war. Q.E.D.

Aus mathematischer Sicht handelt es sich beim Reynolds’schen! Transporttheorem um
das hoherdimensionale Analogon der bekannten Formel fiir die Ableitung eines eindimen-
sionalen Integrals mit parameterabhéngigen Integranden und Integrationsgrenzen. Fiir
eine ,,Erhaltungsgroffie” mit

d
— Odr=0
dt V(t)
ergibt sich mit Hilfe des Integralsatzes von Gaufl
0, P dx = f/ n-vddo. (2.1.3)
V(t) oV ()

Das heifit, die zeitliche Anderung der GréBe ® im Volumen V(t) ist gleich ihrem nega-
tiven ,,Gesamtfluss“ iiber den Rand OV (¢).

LOsborne Reynolds (1842-1912): Britischer Physiker; nach Studium der Mathematik in Cambridge
1868 Prof. fiir Ingenieurwissenschaften an der Univ. of Manchester; Arbeiten zur Stromungsmechanik und
Turbulenz sowie zur Bodenmechanik; nach ihm ist u. a. die ,Reynolds-Zahl“ in der Stromungsmechanik
benannt.
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2.1.2 Masseerhaltung

Bei gegebener Massedichte p = p(x,t) ergibt sich die in einem materiellen Volumen
V =V/(t) enthaltene Masse zu

m(V) = /Vpdx.

Die physikalische Erfahrung besagt, dass der Masseinhalt eines materiellen Volumens in
der Zeit erhalten bleibt, d.h.: Es gibt keine Massequellen oder -senken:

dm(V)=0.

Setzt man im Transporttheorem ® = p, besagt dies

/V{athrV-(pv)}dacO

fiir beliebige Volumina V. Wird der Integrand als stetig angenommen (eine nicht immer
erfiillte zusitzliche Voraussetzung an die Dynamik des Fluids), muss daher notwendig in
jedem Orts-Zeit-Punkt (z,t) gelten:

Op+ V- (pv)=0. (2.1.4)

Dies ist die Gleichung der Masseerhaltung (, Kontinuititsgleichung“). Sie besagt, dass die
zeitliche Anderung der in einem raumfesten Volumen V enthaltenen Masse gleich der
durch seinen Rand nach innen strémenden Masse ist:

/&pda:—/ n - (pv)do.
v ov

2.1.3 Impulserhaltung

Nach den vorausgegangenen Uberlegungen werden die auf ein materielles Volumen V =
V(t) wirkenden Kréfte beschrieben durch

K(V):/fodx—k/avn-ado:/V{Pf—&-V~U}d:r.

Der Impuls ist gegeben durch
(V)= / pvdzx .
v
Die zeitliche Erhaltung des Impulses (Newtonsches Gesetz)
dI(V)=K(V)

liefert die vektorielle Gleichung

i/pvda::/{pf—i—VwI}da:.
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Anwendung des Transporttheorems mit ® = pv; impliziert dann fiir ¢ = 1,2,3 die

Beziehung
d

— | pvidx = / {0:(pvi) + V - (po) } da
dt Jy v

und somit
O(pvi) + V- (pviv) = pfi + (V- 0);.

In vektorieller Schreibweise lautet diese Grundgleichung der Impulserhaltung (,, Momen-
tengleichung®) in konservativer Form:

O(pv) + V- (pv@v) =pf+V- 0, (2.1.5)

mit dem &ufleren Vektorprodukt v®@wv := (vivj)f’jzl . Bei Beachtung der Beziehungen
O (pv) = pdyv + v, V- (pr&v) =0V (pv) + pv - Vo,

ergibt sich mit Hilfe der Kontinuitéitsgleichung die Impulserhaltungsgleichung in nicht-
konservativer Form:

pow+ plv-Vv=pf+V-o. (2.1.6)

2.1.4 Drehimpulserhaltung

Fiir ein materielles Volumen V = V(¢) ist der Drehimpuls bzgl. des Ursprungs definiert
durch

L(V) = /Vx X (pv) dz

und das Drehmoment
D(V) = / T X (pf)dx—!—/ x x (n-o)do.
\% v
Der Erhaltungssatz fiir den Drehimpuls besagt dann, dass
d;L(V) = D(V).

Zur Vereinfachung der Schreibweise verwenden wir wieder den oben definierten ,, Permu-
tationstensor” & = (5,-jk)i7jﬁk:172,3 mit den Elementen &;; = 1,—1,0, je nach dem, ob
{ijk} eine gerade, ungerade oder gar keine Permutation von {1,2,3} ist. Damit gilt z.B.

(l‘ X a)i = EijkLjak .
Das Transporttheorem mit ® = e;;,2;pv;, impliziert nun

d
pr / €ijkT;pUg AT = / {8t(£ijk:c'jpvk) + V- (eijkxjpvkv)} dx .
1% v

Mit Hilfe der Beziehungen

@(eijkxjpvk) = 5ijkxjvk(9tp + Sijkpxjaﬂ}k
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und
V - (eijpjporv) = Oi(€ijnjpvevr) = ik Updiv(pv) + €41pT; 0101k + €151 PV Uk

erhalten wir wegen v x v =0

dL(V) = o {z xvdp + pr x O + (x x V)V - (pv) + pr x (v V)v} da.

Unter Beachtung der Kontinuitétsgleichung d,p + V - (pv) = 0 erhalten wir hieraus
d,L(V) = / z % (pdy + p(v- V)v) dz.
1%

Der zweite Summand in der Definition des Drehmoments D(V) ldsst sich mit Hilfe des
GauBlchen Satzes umformen zu

/ Eijk.’L']‘nlO'lkdO:/€ijkal(.’fj0'lk) dx
oV

|4

:/ {Eijk(fjk"‘gijkzjalglk}dx:/ {(e:0)i+(@x V- 0)i}do.
v v

Zusammengefasst erhalten wir

/:C X (p@tv+p(v~V)v)dx:/ {ex(pf+V-0)+eio}da.
v v
Bei Beachtung der Impulserhaltung

poww +p(v-Vjv=pf+V-o

folgt ¢ : 0 = 0. Hieraus erhélt man o, — ox; = 0, d. h.: Die Drehimpulserhaltung
impliziert wieder die Symmetrie des Spannungstensors:

o=0o". (2.1.7)

2.1.5 Energieerhaltung
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fithrt, auf stromungsmechanische Konfiguratio-

nen angewendet, zum Postulat der Existenz einer ,inneren Energiedichte* e = e(z,t), so
dass sich die innere Energie eines materiellen Volumens V' = V/(¢) darstellt als

Ein (V) :/pedx.
v

Seine , kinetische Energie“ zum Zeitpunkt ¢ ist

B (V) = %/ plv|? da .
v
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Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie
A EV(t) = di(Ew(V) + Ban(V))
muss gleich sein der Leistung der wirkenden Massekrifte und Spannungen

P(V):/pf-vder/ n-o-vdo,
v ov

zuziiglich der Energiezufuhr durch Wéarmequellen und abziiglich des Energieverlustes

durch abflieBende Warme
Z(V)= / phdx —/ q-ndo,
1% v

wobei ¢(z,t) den Wérmestrom iiber 0V bezeichnet. Bei dieser Energiebilanz wird Ener-
gieverlust durch ,,Strahlung® vernachléssigt. Insgesamt gilt also die Erhaltungsgleichung

d{Eine(V) + Exin(V)} = P(V) + Z(V) . (2.1.8)
Das Transporttheorem angewendet fiir ¢ = %p|v|2 sowie ® = pe ergibt
AWBian(V) = [ {100610P) + 19+ (o)} da
v
di By (V) = / {0i(pe) +V - (pev) } dx.
v

Kombination dieser Beziehungen mit der Erhaltungsgleichung (2.1.8) liefert
[ ABpe+ ol 9 - (pev -+ o)) do
v

:/{pf~v+ph}d:1:+/ n-(o-v—q)do=: Ay + Apy .
v ov

Das Oberflachenintegral Agy lésst sich mit dem Gaufischen Satz, unter der Verwendung
der Symmetrie o;; = 0j; , umformen zu

Agy = / n;(oiv; — q;) do = / 0i(0ijv; + q;) dox = / V-(oc-v—gq)dr.
ov v v
Wir fassen dies zusammen zu
[ A0pe+ Yol + 9 - (pev + SploPo)} da
v
:/ {pf-v+ph+V-(0-v—gq)}dn
v

Hieraus erhalten wir schlieSlich die allgemeine Erhaltungsgleichung fiir die totale Energie
(,,Energiegleichung*):

Oi(pe + 3plv*) + V - (pev + gplo[*v) = pf -0+ V- (0-v)+ph—V-q.  (21.9)
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Die zeitliche und 6rtliche Verdanderung der totalen Energie pe+ % p|v]? ist bestimmt durch
die externe Quellen ph , den Warmezuwachs durch ,,mechanische* Leistung pf-v+V-(o-v)
und den diffusiven Wérmefluss V - ¢.

Diese Beziehung kann unter Heranziehung der Kontinuitétsgleichung und der Momen-
tengleichung
Op+ V- (pv) =0, ov—+v-Vo=pf+V- 0,

geméf
I (pe + Lplv?) = Oi(pe) + S|v|*Op + pOyv - v,
V- (pev + splv[*v) = V - (pev) + 5|v[*V - (pv) + pv - Vv - v,
reduziert werden zu

O(pe) +V - (pev) = 0:Vvo =V -q+ ph. (2.1.10)

2.1.6 Bilanzgleichungen

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammen. Fiir die Zustandsgrofen
p Massedichte,
pv = (pv;)iz12;3 Impuls,
pe (totale) Energiedichte,

wurden ausgehend von den grundlegenden physikalischen Erhaltungsprinzipien die folgen-
den Beziehungen gefunden:

1) Kontinuititsgleichung fiir Dichte p (Masseerhaltung):
Op+V-(pv)=0. (2.1.11)

2) Momentengleichung fiir Impuls pv (Impulserhaltung):
O (pv) + V- (pv@v) =V -0 =pf. (2.1.12)

3) Energiegleichung fiir Gesamtenergiedichte E := e + Lv|* (Energieerhaltung):

O (pE)+V - (pEv) =pf-v+V-(0-v)+ph—V -q. (2.1.13)

Der obigen Variablen werden auch ,konservative® Variablen und die zugehorigen Glei-
chungen ,,Erhaltungsgleichungen® genannt.

2.2 Materialgleichungen

Die bisher abgeleiteten Zustandsgleichungen haben sich aus allgemeinen Erhaltungsprin-
zipien ergeben, welche praktisch fiir alle Fliissigkeiten und Gase gelten. Im folgenden
werden diese Gleichungen unter Verwendung materialspezifischer Eigenschaften weiter
spezialisiert. Dazu werden die inneren Spannungen o und der Energiefluss ¢ an die an-
deren Stromungsgrofen gekoppelt.
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2.2.1 Viskositatsmodell

Das obige System enthdlt 11 unbekannten Zustandsgrofien p, v = (v;)iz123, 0 =
(0ij)ij=123 (symmetrisch) und e. Zu ihrer Bestimmung stehen zunéchst nur die 5 Zu-
standsgleichungen der Masse-, Impuls- und Energieerhaltung zur Verfiigung. Die noch
fehlenden Beziehungen erhélt man aus den sog. ,,Materialgleichungen® aufgrund der spe-
ziellen Eigenschaften des jeweiligen Fluids.

Die sog. ,,Stokesschen? Fluide“, wie die meisten ,normale“ Fliissigkeiten und Gase,
zeichnen sich dadurch aus, dass der Spannungstensor im Ruhezustand stets kugelsymme-
trisch ist,

Olo=0 = _pI7

mit dem skalaren, , hydrostatischen® Druck p. Bei einem Gas ist p der ,,thermodynami-
sche® Druck, der iiber gewisse thermodynamische Zustandsgleichungen mit den anderen
Zustandsgrofien 6 und p verkniipft ist; wir werden darauf weiter unten zuriickkommen.
Im bewegten Fluid wird damit angesetzt:

o=—-pl+7,

mit einem (symmetrischen) Tensor 7, der die sog. ,,Reibungsspannungen® (,,Scherspan-
nungen) beschreibt. Bei rein mechanischer Betrachtungsweise kann spur(7) = 0 ange-
setzt werden; andernfalls wiirden die entsprechenden Spannungen in den Druck absorbiert
werden. Der Tensor 7 wird nun {iber das allgemeine Materialgesetz

T =F(e)

mit dem Tensor e € Rf;;f der Verzerrungsgeschwindigkeiten verkniipft, wobei F =
(Fj)ij=123 eine geeignete stetige, tensor-wertige Funktion ist. Dies ergibt neben den
5 Bilanzgleichungen 6 weitere Kopplungsbedingungen fiir die zu bestimmenden 11 Zu-
standsgroBen. Im ,,Stokesschen Fluid“ werden an die Tensorfunktion F(-) die folgenden

Forderungen gestellt:

3x3

sym

1. Symmetrie: Die Materialfunktion bildet symmetrische Tensoren T € R in eben-

falls symmetrische Tensoren F(T) € R¥3 ab. Ferner ist F(0) =0.

Sym

2. Isotropie: Das Materialgesetz ist invariant gegeniiber volumenerhaltenden, orthogo-
nalen Koordinatentransformationen, d. h.:

FQTQ") = QF(T)Q" (2.2.14)

fir jeden symmetrischen Tensor T = (7};); =123 und jede orthogonale Transfor-
mation Q = (Qyj)ij=123 mit QQT =1, det(Q) = 1.

2Sir Georg Gabriel Stokes (1819-1903): Englischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Cambridge;
Beitriage zur Differential- und Integralrechnung, zur Hydrodynamik und zur Theorie des Lichts, Spek-
tralanalyse und Fluoreszenz.
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Satz 2.2 (Materialtensor): Unter den obigen Annahmen hat die Tensorfunktion F =
F(T) notwendig die Gestalt

F(T) = ol + 1T + T, (2.2.15)
mit gewissen stetigen, skalaren Funktionen o;(I1, Is, I3) der drei ,Invarianten® von T :

I(T) = spur(T), I(T) = 5{T;jTji = TuT};}, Is(T) = del(T).

Beweis: Sei T ein beliebiger, symmetrischer 3 x 3-Tensor mit einem Orthonormalsystem
{e1, €2, e3} von Eigenvektoren zu den Eigenwerten {A;, Ao, A3}, d. h.: Es gilt Te; = Ne; .
Es sei bemerkt, dass die ,,Invarianten® von T' gerade die Koeffizienten seines charakteri-
stischen Polynoms sind:

xr(A) i=det(M —T) = I, + LA + I3\ + A3

Dessen Nullstelle sind die Eigenwerte von T. Da die Determinante einer Matrix invari-
ant gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen, d. h. insbesondere gegeniiber orthogonalen
Transformationen, ist, sind dies auch das charakteristische Polynom bzw. seine Koeffizi-
enten. Dies begriindet die Bezeichnung , Invarianten* fiir die Gréen Iy, Io, I3.

i) Als erstes wird gezeigt, dass {e, es, e3} auch Eigenvektoren von F(T') sind. Dazu sei
@ die orthogonale Transformation, welche einer 180°-Drehung um die e3-Achse entspricht.
Dann gilt QQT = I und {e;, ey, e3} bildet offenbar ein gemeinsames Eigensystem von
@ und T'. Dies impliziert, dass T und ) kommutieren und folglich gilt:

QT =TQ, QTQ"=T.

Dies ergibt sich aus den Beziehungen QTe; = QN\e; = N\iTie; = m\ie; = Tie; = TQe; mit
den Eigenwerten {7, 72,73} von @ unter Beachtung, dass {ej, e, e3} eine Basis bildet.
Gemé$ (2.2.14) gilt dann

F(T) = F(QTQ") = QF(T)Q"
sowie
F(T)Q = QF(T).
Also kommutieren ¢ und F(T) und haben folglich ebenfalls das gemeinsame System
von Eigenvektoren {eq,es, e3}. Mit der aus diesen Eigenvektoren gebildeten (unitdren)
Matrix W := [ey, €9, €3] gilt dann
F(diag(\)) = FOWTW ™Y = WF(TYW ™ = diag() .

Die Eigenwerte {p1, 2, ps} von F(T) sind offenbar allein durch F(-) bestimmte Funk-

tionen der Eigenwerte {A1, Ay, A3} von T'. Die Behauptung des Satzes ist damit auf den
Fall reduziert, dass F'(D,) = D,, eine Abbildung zwischen Diagonalmatrizen ist.

ii) Wir nehmen nun zunichst an, dass alle Eigenwerte A; von T einfach sind. Dann ist
1 A A2
det 1 )\2 A% # O7
1 A3 A
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und das lineare Gleichungssystem
0o+ o1hi + 92] = (A, A, Ag), 1= 1,2,3,

besitzt eindeutige Losungen ¢; = ;(A1, A2, A3) . Hieraus erschlieflen wir mit Hilfe der
Orthonormalitéit des Eigensystems {ej, es,e3} die Darstellung

F(T) = @ol + 1T + @,

Da die Eigenwerte \; gerade die Nullstellen des (kubischen) charakteristischen Polynoms
von T sind, lassen sie sich explizit (Wurzelausdriicke) durch dessen Koeffizienten, d. h. die
Invarianten [;, ausdriicken. Damit ist die Behauptung fiir den Fall, dass die Eigenwerte
von T paarweise verschieden sind, bewiesen.

iii) Im Fall mehrfacher Eigenwerte des Tensors T kann durch Stérung seiner Elemente
erreicht werden, dass alle Eigenwerte einfach sind. Dann gilt die behauptete Darstel-
lung fiir den gestorten Tensor. Man kann zeigen (Ubungsaufgabe), dass diese Darstellung
gleichmiiflig stetig von der Stérung abhéngt, so dass man durch Grenziibergang zum un-
gestorten Fall die Behauptung auch fiir den allgemeinen Fall moglicherweise mehrfacher
Eigenwerte erhilt. Q.E.D.

Bemerkung 2.1: Zur Illustration des Mechanismus, der die Darstellung (2.2.15) des
allgemeinen Materialgesetzes bedingt, betrachten wir den (nicht unbedingt physikalisch
motivierten) Ansatz F(T') = T*. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist die Matrix 7'
Matrix-Nullstelle ihres eigenen charakteristischen Polynoms, d. h.: x7(7) = 0. Im hier
interessierenden Fall einer symmetrischen Matrix mit Eigenwerten {\;} und zugehoriger
Basis {e1,eq,e3} von Eigenvektoren ergibt sich dies mit Hilfe der Linearfaktorzerlegung
x(\) =TT, (A = \;) durch

3 3
xr(Te; = [[(T = NDe; = [ (T—ND(T = N\De; =0, j=1,2,3,

i=1 i=1,i#j

was x7(T)z = 0 fiir alle z € R* und damit yr(7) = 0 impliziert. Damit erhalten wir
die Beziehung
F(T)=T"=~1, — LT — I;T*

Durch rekursive Anwendung dieses Arguments ergibt sich die Darstellung (2.2.15) dann
auch fiir jedes beliebige Polynom F(T) = Y /" cT" und weiter fiir jede gleichméBig
konvergente Potenzreihe F(T) = Y2 ci(T — Tp)*. Das im Beweis von Satz 2.2 ver-
wendete Argument setzt aber fiir die Abbildung F(-) : R3S — R3S nur gleichmiBige
Stetigkeit (auf kompakten Mengen) voraus, ldsst also insbesondere auch Materialgesetze
mit , Knicken® zu.

Wird das Materialgesetz (2.2.15) fiir ein Stokessches Fluid zusétzlich als ,linear” an-
genommen, so muss es notwendig die folgende Form haben:

o= —pl + F(e) = —pI + 2pue + Aspur(e)l, (2.2.16)
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mit zwei Materialkonstanten p (,,Scherviskositét®) und A (,, Volumenviskositét®). Fluide,
welche einem solchen linearen Materialgesetz geniigen, nennt man ,, Newtonsche?® Fluide®.
Die beiden Viskositdtsparameter p und A héngen im allgemeinen von der Dichte sowie
der Temperatur ab.

Wenn die durch Warmegefélle hervorgerufenen Spannungen klein gegeniiber den me-
chanischen Spannungen sind, kann man das Temperaturfeld € als durch nicht-mechanische
Bedingungen gegeben und dementsprechend als konstant annehmen. Die Viskositétspara-
meter x4 und A kénnen dann als unabhingig von 6 betrachtet werden (sog. , isotherme*
Stromung). In einer isothermen Stromung sind g und A in Ort und Zeit konstant, so
dass

Vio=-Vp+V-7, 7:=p{Vo+Vo'}+ AV 0l

Aus der kinetischen Theorie der Gase erhélt man im Fall ein-atomiger Gase die Beziehung
3AN+2u=0, p>0. (2.2.17)

Im allgemeinen Fall mehr-atomiger Gase gilt nur 3A+42u > 0; trotzdem wird in der Regel
die Beziehung (2.2.17) auch im allgemeien Fall verwendet. Damit ergibt sich

7= p{Vo+Vou'} = 2uV vl (2.2.18)
Die Erhaltungsgleichung fiir den Impuls erhélt dann wegen

(V- 7); = 0iryj = 0{ u(0iv; + 0jv;) — 5uV -v oy}
= pAvj + pd;V - v — 210 0;dive = plAv; + 11 9;V - v

die allgemeine Form
O (pv) + V- (pv@v) — pAv — uVV v + Vp = pf.
Unter Beriicksichtigung der Kontinuititsgleichung d;p + V - (pv) = 0 ergibt sich mit
O(pv) + V- (pr@v) = pdv + vop + vV - (pv) + pv - Vo
die Impulsgleichung fiir ein allgemeines ,, Newtonsches Fluid*:

powv + pv - Vo — pAv — %uVV%H—szpf. (2.2.19)

2.2.2 Thermodynamische Aspekte

Da im obigen Materialgesetz die neue Zustandsgrofe ,,Druck® p eingefiihrt wurde, benttigt
man zur endgiiltigen ,, SchlieBung® des Systems noch weitere Gleichungen. Dies sind phéno-
menologisch gewonnene, algebraische Beziehungen zwischen Dichte, Druck, Temperatur
und innerer Energie:

p=0p(p,0), e=ce(p,0). (2.2.20)

3Isaac Newton (1643-1727): Englischer Physiker und Mathematiker; Professor an der Universitiit
Cambridge; entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik und der Differentialrechnung.
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Die thermodynamischen Grundgesetze implizieren Bedingungen fiir die Gestalt dieser
Relationen.

Einem abgeschlossenen, wiarme-isolierten (ruhenden) Massevolumen im Gleichgewichts-
zustand werde eine Warmemenge () und eine mechanische Arbeit A zugefiihrt, und es
stelle sich wieder ein Gleichgewichtszustand ein.

1) Der ,, 1. Hauptsatz der Thermodynamik* besagt, dass Warme und mechanische Arbeit
energetisch gleichwertig sind und nicht ,,verloren gehen* kénnen. Der Zuwachs an innerer
Energie muss also gleich der Summe aus eingebrachter Warme und Arbeit sein:

de = Q + A.

Die einfachste Form der erbrachten Arbeit ist die Kompression oder Expansion des Mas-
sevolumens, wobei dA = —pdV . Der Zuwachs an innerer Energiedichte de infolge einer
Wirmezufuhr ¢ und Kompression d(p~!) eines Volumens mit Masse p(V) =1 (d. h.
V = p~t) ist daher

de = 6q —pd(p™) (2.2.21)

ii) Der ,,2. Hauptsatz der Thermodynamik® besagt nun, dass die Beziehung (2.2.21) das
totale Differential einer neuen Zustandsgrofle, der sog. ,,Entropie s, definiert in der Form

Ods = de + pd(p™"). (2.2.22)

Ferner kann diese Entropie in einem energetisch abgeschlossenen System nicht abnehmen;
bei jedem irreversiblen Prozess nimmt sie zu.

Bei einem ,idealen” Gas wird eine lineare Proportionalitéit der Form
p = Rp0, (2.2.23)

postuliert mit der sog ,,Gaskonstante* R > 0. Bei Gaspartikeln mit Molekulargewicht m
ist R = Raps/m mit der sog. ,absoluten“ Gaskonstante Raps -

Fiihrt man einem materiellen Volumen (quasi-statisch) eine Warmemenge dg zu und
hilt dabei das Volumen fest, so steigt die Temperatur proportional um df = c;'dq. Die
so definierte Konstante ¢, > 0, die sog. ,spezifische Warme* (bei konstantem Volumen),
ist unabhéngig von den anderen Zustandsgrofien. Abweichungen hiervon treten erst bei
extrem hohen Temperaturen und Driicken auf. Da mit dem Volumen auch die Dichte
konstant bleibt (d. h.: d(p~') = 0), gilt im Hinblick auf (2.2.21)

e = ¢,0 + konst.

Erfolgt die Wérmezufuhr bei konstantem Druck, so gilt dg = c¢,df mit der ebenfalls
konstanten sog. ,spezifischen Warme“ ¢, > 0 (bei konstantem Druck). Hierbei dehnt
sich das Gas aus und leistet Arbeit; wegen (2.2.23) gilt dann

R
d(p~1) = ~ap.
(p) »
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Dies impliziert im Hinblick auf (2.2.21), dass
de = c,df = c,0 — Rd0,

woraus notwendig R = ¢,—¢, := ¢,(y—1) > 0 mit v := ¢,/c, folgt. Fiir zwei-atomige
Gase (z. B. Luft) ist v =1,4.

Lésst man das materielle Volumen (quasi-statisch) expandieren, ohne den Wérmein-
halt zu dndern, und entzieht man ihm die Arbeit pd(p~'), so wird

dqg=0=c,df + ROpd(p™),

bzw. bei Beachtung von ¢;'R =~ — 1,

_ s dp) _ (0
0=+ 0101 fd(m_1>.

Folglich ist

= konst, % = konst., T = konst.
p

Pt
Die ,Konstante” in diesen Beziehungen héngt jeweils von den anderen, nicht vorkom-
menden Zustandsgroflen ab. Fiir ein reibungsloses, nicht-wérmeleitendes Gas bleibt die
Entropie entlang jeder Stromlinie konstant, und es gilt (z. B. fir Luft):

p=ap’ (2.2.24)

mit einer temperatur-abhéngigen Konstante o >0 und v =¢,/c, = 1,4.

Im allgemeinen entsteht zwischen den Masseteilchen in Folge der Wirmeleitfahigkeit
ein Wirmestrom, der in folgender Form angesetzt wird:

q= —krV0,

mit einer skalaren Funktion x = k(p,6,|V0|), dem sog. , Wirmeleitfahigkeitskoeffizien-
ten®. Ferner gilt wegen pe = c,p8 = c,pf0—Rpf auch

pe = c,p — p. (2.2.25)
Unter Beachtung von
7:Vu = (u{Vuo+Vo'} = 24V -ol) : Vo = $pu(Vo+ Vo' )? — 2u(V - v)?
fiihrt dies auf die Energiegleichung in ,, konservativer* Form

Oy(cppt—p) + V- ((cppf—p)v) — V - (kVO) = ph (2.2.26)
—pV v+ Iu(Vo+ Vo) — 24(V - v)%.
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Schallgeschwindigkeit: Zur Charakterisierung einer Gasstromung ist der Begriff der
»Schallgeschwindigkeit* wichtig. Damit wird die folgende Grofie bezeichnet:

e(p) == \/Z:]/j

Die Beobachtung zeigt, dass ein Gas durch eine Druckerhchung dichter wird, so dass stets

¢ > 0 ist. Die Grofle o]
v

Ma = —

c(p)

wird (lokale) ,Mach*-Zahl“ genannt. Sie erweist sich als entscheidend fiir den Charakter
des Systems der Grundgleichungen (elliptisch - parabolisch - hyperbolisch). Wir werden
diese Zusammenhénge im néchsten Abschnitt noch genauer diskutieren.

2.2.3 Erhaltungsgleichungen in nicht-konservativer Form
Neben den Erhaltungsgleichungen werden Anfangs- und Randbedingungen gestellt, die
durch die spezifische physikalische Gegebenheit der betrachteten Situation bestimmt sind.
Anfangsbedingungen:
Plt=0 = ,00; Vjt=0 = UO, =0 = 0°.

Randbedingungen:

oy, =02, (un- (W) = np)iry, =P~ Ope, =607, (k0,0 + af) e = V.
Fiir Druck und Dichte diirfen in der Regel (Ausnahmefall: , freie® Ausstromrandbedin-
gung) keine Randbedingungen gestellt werden.

Rand- und Anfangsbedingungen sind fiir die primitiven Variablen {v,0} gegeben.
Ferner wird im allg. der Spannungstensor ¢ als Funktion von v, # ausgedriickt. Daher
bietet es sich an, die Zustandsgleichungen direkt fiir die ,,primitiven* Variablen {p,v, 6}
zu schreiben. Dies fithrt auf die folgenden Grundgleichungen fiir allgemeine , Newtonsche
Fluide“ in nichtkonservativer Form:

1’) Kontinuitditsgleichung fiir Dichte p :
Op+ V- (pv)=0; (2.2.27)

2’) Momentengleichung fiir Geschwindigkeit v :
pov + pv - Vo =V - (u{Vo+Vu'}) + 2V(uV - v) + Vp = pf; (2.2.28)

4Ernst (Waldfried Josef Wenzel) Mach (1838-1916): Osterreichischer Physiker, Philosoph und Psycho-
loge; Studium der Mathematik und Naturwissenschaften in Wien, 1864 Prof. fiir Mathematik in Graz,
1867-1895 Prof. fiir Physik in Prag, dort auch Rektor, 1895 Prof. fiir Philosophie in Wien; Vorden-
ker der Relativittstheorie, grundlegende experimentelle Beitrige zur Gasdynamik (nach ihm benannte
»Mach-Zahl*), Experimente u. a. auch zur Sinnesphysiologie (Gleichgewichtssinn und Sinnestduschun-
gen); Arbeiten zur Wissenschaftphilosophie und Erkenntnistheorie.
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3’) Energiegleichung fiir (absolute) Temperatur 0 :

pcp0id + peyv - VO — V- (kV0) = ph+ Op+v - Vp (2.2.29)
+ Iu(Vo+ Vo) = 2u(V - v)2

Im Fall, dass Wéarmeleitung die einzige nicht-mechanische Energieiibertragung ist, kann
man (2.2.29) weiter spezialisiert. Vernachlissigung der entsprechenden Terme in der Ener-
giebilanz ergibt die Energiegleichung in reduzierter Form:

P00 + pcyv - VO — NV - (kV0) = ph. (2.2.30)

Fiir ein ruhendes Kontinuum (d. h.: v =0) ergibt sich so die sog. ,, Warmeleitungsglei-
chung*

pcp0 — V - (kV0) = ph . (2.2.31)

2.3 Gasdynamische Gleichungen (Euler-Gleichungen)

In Gasstromungen konnen starke Dichtednderungen durch mechanische ,, Kompression*
von Gasteilchen auftreten, bis hin zu ,fast* Unstetigkeiten (sog. ,,Schocks® oder ,, Verdich-
tungsstoBe). Temperaturdnderungen spielen hierbei meist eine untergeordnete Rolle. In
diesem Fall kbnnen viskose Effekte durch innere Reibung gegentiiber den Trégheitskréften
vernachlissigt werden. Fiir das Newtonsche Fluid reduziert sich dann das lineare Materi-
algesetz (2.2.16) auf

o= —pl.

Da die korrekte Erfassung von Schocks (Position und Stérke) sehr empfindlich von der
Einhaltung der globalen Balancegleichungen abhéngt empfielt sich die Verwendung der
konservativen Variablen {p, pv, pE} .

Die Kontinuitats- und Impulsgleichung reduzieren sich im reibungsfreien Fall zu
Op+ V- (pv)=0, (2.3.32)
O(pv) + V- (pv@v) + Vp=pf. (2.3.33)
Wir betrachten hier wieder den Fall eines ,idealen* Gases, fiir welches gilt:
4

p=Rp, R=cp—c,, 7:i=—>1 e=ch

v

?

mit der Gaskonstante R, der ,spezifischen Warme“ ¢, (bei konstantem Druck) und der
»spezifischen Wiarme* ¢, (bei konstantem Volumen). Kombination mit der Beziehung
pE := pe + 3plv|* ergibt dann

p=(v=1)(pE — 3p[v). (2.3.34)
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Bei reibungslosen, ,,schnellen* Gasstromungen kann der Beitrag der mechanischen Wérme-
erzeugung in der Energiegleichung nicht vernachléssigt werden. Dafiir spielt die diffusive
Wirmeausbreitung keine Rolle. Die Energiegleichung nimmt dann wegen

Vo)==V ()
die Form an:
O(pE)+V - (pEv +pv) = pf - v+ ph, (2.3.35)

mit der totalen Energiedichte E := e+ 1|v[%.

Im Fall fehlender duflerer Volumenkrifte und Warmequellen, f =0, h = 0, ldsst sich
dieses System in Form einer (hyperbolischen) , Erhaltungsgleichung® fiir den Vektor der
konservativen Variablen u := (p, pv, pE)T | schreiben:

Ou+V-F(u)=0, (2.3.36)
mit der ,,Fluss funktion®
pu PY;
F(u) = | pp@v+pl | = | pvi(vj)j=1,23 + P(3ij) j=123)
pEv + pv pEv; + pu; 1as

Dies sind die sog. ,,Eulerschen® Gleichungen“ in ,konservativer* Form. Mit Hilfe der Ab-

leitungen
Aij(u) ==V, Fi(u) (i=1,2,3)

erhalten wir die dazu formal dquivalente nicht-konservative Form der Eulerschen Glei-
chungen als ein ,,quasi-lineares“ System von Differentialgleichungen 1. Ordnung:

> Ai(u)du = 0. (2.3.37)

Zur Bestimmung des Typs dieses Systems haben wir die Projektion den Koeffiziententen-
sors (A;)?_, auf eine beliebige Richtung n zu betrachten:

B(u,n) = Z n;A;(u).

mit der Matrix
v p 0

B(u,n)=|v@v pv 0
Ev pE+p v

5Leonhard Euler (1707-1783), geb. in Basel: universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster
und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.
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Die Eigenwerte der Matrix B(u,n) sind
AM=n-v—c, AM=N3=N=n-v, As=n-v+ec,

wobei

(32:*@*}39 P

Cdp p
die Schallgeschwindigkeit definiert. Den Begriff ,,Schallgeschwindigkeit® wollen wir im
folgenden etwas detaillierter diskutieren.

Schallgeschwindigkeit und Mach-Zahl:

In einem ,inkompressiblen“ Fluid beeinflulen lokale Storungen unmittelbar das ganze
Stromungsbebiet. Dagegen kénnn sich in einem , kompressiblen Gas Druck- und Dich-
testorungen nur mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Wir wollen den Mechanismus
dieser Storungsausbreitung untersuchen. Dazu betrachte wir Druck- und Dichteédnderun-
gen, die klein gegeniiber einem Ruhedruck py und einer Ruhedichte py sind:

lp — pol < |pol, lp— pol < |pol-

In diesem Fall bleiben die Geschwindigkeit und ihr Gradient klein, und man erhélt durch
Linearisierung der Zustandsgleichungen:

0=0p+ V- (pv) = dp+ pV - v, (2.3.38)
0= pdw + Vp = pydv + Vp. (2.3.39)

Unter der Annahme einer glatten Beziehung p = p(p) (bei festgehaltener Temperatur)
gilt
d,
Oip = d_p Oip = CQ@tP-
P

Im Fall jjisothermer® Stromungen (0 = konst. ) verwendet man z. B. oft das ,,barotrope*
Gasgesetz

p=pp) = ap’ (2.3.40)

mit einer Konstante « > 0, die meist stark von der (konstanten) Temperatur abhéingt,
und einem materialabhéngigen Exponenten v > 1

Fiir kleine Stérungen des Ruhezustands kann ¢(p) = ¢(py) =: ¢ als konstant angesehen
werden. Elimination von v aus (2.3.38) und (2.3.39) ergibt dann

Op =c02p = —pyV - 0w = =V - (podv) = AV - Vp = *Ap = * Ap,
und folglich die Beziehungen
I*p — *Ap =0, DPp—c*Ap =0,

Druck und Dichte geniigen also einer Wellengleichung jeweils mit der Wellenausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ = ¢(p) . Diese ,,Schallgeschwindigkeit“ beschreibt also die Geschwindig-
keit, mit der sich Stérungen im Druck und der Dichte ausbreiten.
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Wir wollen die Diskussion der ,isothermen® Situation noch etwas weiter treiben. Aus
der linearisierten Gleichung (2.3.39) erhalten wir 9,Vxv = 0 und folglich ndherungsweise
V xv = 0. Im Hinblick auf diese Beobachtung machen wir fiir das Folgende die weiteren
vereinfachenden Annahmen:

stationéire Stromung:  Op = 0= Jyp;

— rotationsfreie Stromung: Vxov =0;

Existenz eines ,, Volumenkraftpotentials“:  f = —-VV';

— barotropes Materialverhalten: p = «ap”.

Mit Hilfe der bereits oben verwendeten Identitét
v-Vo=31V[|" —vx (Vxuv)
und der lokalen Schallgeschwindigkeit ¢ = ¢(p) erhalten wir die Zustandsgleichungen
pV-v4+v-Vp=0, (2.3.41)
sVIvP+p'Vp+VV =0. (2.3.42)

Durch Multiplikation von (2.3.42) mit v und Einsetzen von (2.3.41) kann die Massedichte
p eliminiert werden und man erhélt die folgende sog. ,, Gasdynamische Gleichung*:

-V =V-v4v-VV =0, (2.3.43)
bzw. nach etwas Umformung in komponentenweiser Form
d d d
Z(U? — 02)81'1]1' + Z Ui’l)jaﬂij + Z vzdv =0.
i=1 §,j=1(i#) i=1

Die Rotationsfreiheit V xwv = 0 impliziert im einfachzusammenhéngenden Stromungsge-
biet die Existenz eines (skalaren) Geschwindigkeitspotentials @, so dass

v=Vo.

Damit lédsst sich die Gasdynamische Gleichung als eine (skalare) Differentialgleichung
zweiter Ordnung schreiben:

d d
> ((0:0)? = )i + Z 0,00, 90%D + Y 0,00,V = 0. (2.3.44)
=l i.5=1(i77) i=1

Dabei hiangt die lokale Schallgeschwindigkeit ¢ vom momentanen Stromungszustand ab:
¢ = c(v, V). Diese Abhéngigkeit muss noch bestimmt werden, um das System zu schlieflen.
Aufgrund der Annahme eines barotropen Gases gilt

_ _ _ _ « _
pVp=p V(") = ptayp'Vp = V(ﬁ/—yl/ﬂ 1)

-v(3)

2

:V(yc—l)'
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Damit erhélt die sog. ,,Bernoulli® -Gleichung* die Form
10,12 c?
V(§|U| +ﬁ +V) :0,
bzw.
2
v+ ——= + V = konst.
v—1

im gesamten Stromungsgebiet. In einem gewissen Anstrombereich kénnen im allgemeinen
v, ¢ und V als bekannte Groflen vy, ¢g und Vj angesehen werden. Damit wird

c’ Ly, |2 i
ﬁ+V:§|Uo| +771+Vo7

sl +

bzw. nach Auflssung dieser Gleichung nach ¢?:

F=c+ (=1 G(ul=o)+ Vo -V) .

Im allgemeinen wird das Kraftpotential V' im Anstrombereich zu Null normiert: Vo = 0.

Aus (2.3.44) ist der Ubergang der allgemeinen Gasdynamische Gleichung des idea-
len (kompressiblen) Gases zur Potentialgleichung (2.3.45) der idealen (inkompressiblen)
Fliissigkeit leicht zu ersehen. Die Annahme der Inkompressibilitét ist gleichbedeutend mit
der Annahme einer ,unendlich grofien® Ausbreitungsgeschwindigkeit von Stérungen der
Dichte (Schallgeschwindigkeit), so dass hier stets

| < ¢
vernachlassigt werden kann. Es ergibt sich so die reine ,,Potentialgleichung*
A =0. (2.3.45)

Wir bemerken, dass in Fliissigkeiten die Schallgeschwindigkeit in der Regel deutlich groier
als die Stromungsgeschwindigkeit ist; erstere ist z. B. in Wasser 1400 m/s. In Gasen kann
die Stromungsgeschwindigkeit durchaus groBer als die Schallgeschwindigkeit sein (sog.
, Uberschallstromungen®). Allerdings kann die ,, Inkompressibilitit* auch in Gasen oft mit
recht guter Genauigkeit angenommen werden; z. B. wird die Luftstromung um Automo-
bile oder um Flugzeuge in der Start- und Landephase in der Regel als ,inkompressibel
behandelt.

Die mathematische Analyse der Gasdynamischen Gleichung (2.3.44) erweist sich als
sehr schwierig, da sie nicht immer von einheitlichem Typ ist. Wir wollen diese Frage

5Daniel Bernoulli (1700-1782): Schweizer Mathematiker und Physiker aus der Gelehrtenfamilie Ber-
noulli; Studium der Medizin in Basel, Heidelberg, Straflburg und wieder in Basel; 1725 Ruf an die Rus-
sische Akademie der Wissenschaften in Sankt Petersburg, ab 1733 wieder in Basel zunichst als Prof. fiir
Anatomie und Botanik und spiter fiir Physik; Hauptwerk “Hydrodynamica® iiber die Grundlagen der
Hydrodynamik; weitere Arbeiten iiber spezielle gewshnlichen Differentialgleichungen (Riccati-Gleichung)
und die Gammafunktion, die nach ihm benannte ,,Bernoulli-Gleichung* ist von fundamenrtaler Bedeutung
in der Stromungsmechanik.
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anhand des zweidimensionalen Modells diskutieren. Dazu setzen wir fiir das Folgende
TI=Tq, Y= Tg, U= V1, U= Vg, Uy i= Oyu, u.8.w.. Mit dem Geschwindigkeitspotential
¢ (D, =u, , =v) erhilt die Gleichung (2.3.44) dann die Form

(u? — ),y + 2uvd,, + (v? — 02)<I>yy +uV, +0V, =0. (2.3.46)

Der Typ dieser partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung bestimmt sich aus den Eigen-
werten der Koeffizientenmatrix

Die fiir den Typ der Gasdynamischen Gleichung charakteristische Grofle ist die sog.

,Mach-Zahl*
Vu? + v?

c
Im vorliegenden Fall sind die folgenden drei Fille moglich:

Ma :=

— Beide Eigenwerte von A sind positiv oder negativ, d. h.: Die Gleichung ist vom
elliptischen® Typ. Dies ist der Fall im ,, Unterschallbereich“: u? +v? < ¢% (,,subso-
nische Stromung®, Ma < 1).

— Ein FEigenwert ist positiv und der andere negativ, d. h.: Die Gleichung ist vom
,hyperbolischen® Typ. Dies ist der Fall im , Uberschallbereich“: u? + v? > ¢* (,su-
personische Stromung®, Ma > 1).

— Ein Eigenwert ist gleich Null, d. h.: Die Gleichung ist vom , parabolischen“ Typ.
Dies ist der Fall fiir u? + v? = ¢? (,,transsonische Strémung®, Ma ~ 1).

Dabei ist zu beachten, dass die Schallgeschwindigkeit ¢ vom jeweiligen Stromungszu-
stand {u,v} abhdngt. Im Fall schallnaher Anstréomung kann der Typ der Differentialglei-
chung auch innerhalb des Stromungsgebiets wechseln. Ein Beispiel ist die Umstromung
eines Tragfliigels (in zweidimensionaler Idealiserung); siehe Abbildung 2.1. Oberhalb des
Fliigels entsteht eine Uberschallblase. Dieses Phénomen stellt eine der fundamentalen
Schwierigkeiten in der Theorie und Numerik der Gasstromungen dar.

Anstroemung ST Ma=1

Ueberschallblase

Ma<1 =

Profil

Abbildung 2.1: Strémung um einen Tragfliigelquerschnitt mit Uberschallblase
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Charakteristiken hyperbolischer Gleichungen

Wir wollen zum Abschluss noch einige Ergebnisse zu Losungen von hyperbolischen Dif-
ferentialgleichungen rekapitulieren. Die Gasdynamische Gleichung ist ein Spezialfall der
allgemeinen skalaren Differentialgleichung 2. Ordnung

Lu = agoﬁiu + 2a110,0,u + aozagu + a100,u + a1 Oyu + agou = f (2.3.47)

mit (konstanten) Koeffizienten a;;. Diese Gleichung werde auf einem Gebiet  C R?
betrachtet. Die quadratische Gleichung

a0y’ — 2a1, 2.y, + ager’ = 0 (2.3.48)

bestimmt gewisse Richtungen xz,/y, = dy/dx bzw. y,/x, = dz/dy von Kurven (mit
Graph y = y(z) oder = z(y) ) durch den Punkt (g, yo). Zu deren Bestimmung nehmen
wir 0.B.d.A. an dass ayy # 0 und x, # 0. Dann besitzt die Gleichung

()= () ez o

dx asy \dx a9
die Losungen
d 1 7
<7y) = E + — a%l — A200A02-
dr/+/- a  ax

Diese entsprechen Steigungen von Kurven durch einen Punkt (zg,y9) € T, entlang
welcher die hoheren Ableitungen von wu sich nicht aus Vorgaben entlang I' bestim-
men lassen. Entlang dieser ,charakteristischen Kurven“ kénnen Unstetigkeiten in der
Losung auftreten. Es ist also sehr wichtig, die Existenz von ,,Charakteristiken“ und de-
ren Gestalt fiir den zu betrachtenden Differentialoperator vor Ansatz eines numerischen
Verfahrens genau zu bestimmen. Die Existenz von Charakteristiken héngt allein von
den Koeffizienten der hochsten Ableitungen des Operators L, d.h. seinem , Hauptteil®
2202 + 2a110;0,u + agedju , ab. Die Gleichung

q(&,m) = a0&® + 2a11€n + agen® = 0

beschreibt Kegelschnitte in der (£, n)-Ebene:

<0: Ellipse
a%l — Q902 =0: Parabel

>0: Hyperbel

Von dieser rein formalen Charakterisierung stammen die Bezeichnungen fiir die drei Ty-
pen von partiellen Differentialgleichungen. Die Klassifikation eines Differentialoperators
als ,elliptisch®,  parabolisch“ oder  hyperbolisch* wird fiir jeden einzelnen Punkt (xq,yo)
separat vorgenommen. Im Falle variabler Koeffizienten a;; = a;;(z,y) oder im nichtlinea-
ren Fall a;;(u(x,y)) kann der Typ einer Gleichung also im Losungsgebiet wechseln. Dies
ist bei der Gasdynamischen Gleichung gerade der Fall. Fiir

w? — (=) - >0 & u+oi>El
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ist hier a?; — aspape > 0, d. h.: Es existieren zwei charakteristische Richtungen im Punkt
(20, yo) mit den Steigungen

dy ayy a?, — axag: u Vu2 4+ 02— ¢?
- =My = — + .
+

= +
dx as asy v2 — 2 v2 — 2
0 0

Da die Richtungen m+ in jedem Punkt (xg,yo) von der aktuellen Losung {u,v} abhén-
gen, tun dies auch die Charakteristiken. Lediglich im Fall einer linearen Differentialglei-
chung, wie z. B. bei dem System der Wellengleichung

Ou— 0w =0, Oyu—0,v=0, (2.3.49)

bzw. 920 — 0;® = 0 fir u = 0,®, v = J,®, sind die Charakteristiken, d.h. deren
Steigungen my = £1, in jedem Punkt des Losungsgebietes a priori bestimmt.





