Lecture Notes
Mathematik

Numerik 3

Probleme der Kontinuumsmechanik
und ithre numerische Behandlung
ROLF RANNACHER

HEIDELBERG

UNIVERSITY PUBLISHING






NUMERIK 3

Probleme der Kontinuumsmechanik
und ihre numerische Behandlung



Lecture Notes Mathematik @



NUMERIK 3

Probleme der Kontinuumsmechanik
und ihre numerische Behandlung

Rolf Rannacher

Institut fiir Angewandte Mathematik
Universitat Heidelberg

HEIDELBERG

UNIVERSITY PUBLISHING



Uber den Autor

Rolf Rannacher, Prof. i. R. fiir Numerische Mathematik an der Universitit
Heidelberg; Studium der Mathematik an der Universitit Frankfurt am Main —
Promotion 1974; Habilitation 1978 in Bonn; 1979/1980 Vis. Assoc. Prof. an

der University of Michigan (Ann Arbor, USA), dann Professor in Erlangen und
Saarbriicken — in Heidelberg seit 1988; Spezialgebiet ,Numerik partieller Differential-
gleichungen®, insbesondere ,Methode der finiten Elemente” mit Anwendungen

in Natur- und Ingenieurwissenschaften; hierzu iiber 160 publizierte wissenschaftliche
Arbeiten.

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen
Nationalbibliografie. Detaillierte bibliografische Daten sind im Internet unter
http://dnb.ddb.de abrufbar.

Dieses Werk ist unter der Creative Commons-Lizenz 4.0
BY SA (CC BY-SA 40) Veréffentlicht.

Die Online-Version dieser Publikation ist auf den Verlagswebseiten von
HEIDELBERG UNIVERSITY PUBLISHING http://heiup.uni-heidelberg.de
dauerhaft frei verfiighar (open access).

urn: urn:nbn:de:bsz:16-heiup-book-312-1

doi: https://doi.org/10.17885 /heiup.312.424

Text (C) 2017, Rolf Rannacher

ISSN 2566-4816 (PDF)
ISSN 2512-4455 (Print)

ISBN 978-3-946054-63-4 (PDF)
ISBN 978-3-946054-64-1 (Softcover)



Inhaltsverzeichnis

0 Einleitung

1 Kontinuumsmechanische Grundlagen
1.1 Grundlagen aus Linearer Algebra und Analysis . . . . . . . ... ... ...
1.1.1 Hilfsmittel aus der Tensoralgebra . . . . . . . . ... ... ... ..
1.1.2 Hilfsmittel aus der Vektoranalysis . . . . .. ... . ... ... ...
1.2 Massekontinua . . . . . . ..o
1.2.1 Lagrange und Eulersche Koordinaten . . . . . .. ... .. ... ..
1.2.2  Kinematische Eigenschaften (Verzerrungstensor) . . . . . . .. . ..

1.2.3  Statische Eigenschaften (Spannungstensor) . . . . .. ... ... ..

2 Die Grundgleichungen der Stromungsmechanik
2.1 Erhaltungsgleichungen . . . . . ... ... ... L o oL
2.1.1 Das Reynolds’sche Transporttheorem . . . . . . . .. .. ... ...
2.1.2  Masseerhaltung . . . . . . . . ...
2.1.3 Impulserhaltung . . . . . . .. ... oo
2.1.4  Drehimpulserhaltung . . . . . .. . ... ... ... ... ... ...
2.1.5  Energieerhaltung . . . . . . . ... ... ...
2.1.6 Bilanzgleichungen . . . . . . . .. ..o L
2.2 Materialgleichungen . . . . . . . . . . ... ...
2.2.1 Viskositdtsmodell . . . . ..o oo
2.2.2  Thermodynamische Aspekte . . . . . .. ... ... ... ... ...
2.2.3  Erhaltungsgleichungen in nicht-konservativer Form . . . . . . . ..

2.3 Gasdynamische Gleichungen (Euler-Gleichungen) . . . . ... ... .. ..

3 Die Grundgleichungen der Strukturmechanik
3.1 Mathematische Modelle . . . . ... ... . oL oo
3.1.1 Das allgemeine nichtlineare Modell . . . . . . . ... .. ... ...
3.1.2 Linearisierte Modelle . . . . . . ... ... o0
3.1.3 Die Lamé-Naviersche Anfangs-Randwertaufgabe . . . . . . . . . ..

3.1.4 Einfache Anwendungen (,,Semi-inverse Methode“) . . . . . . . . ..



vi INHALTSVERZEICHNIS
3.2 Mathematische Theorie der Lamé-Navierschen Gleichungen . . . . . . . .. 60
3.2.1 Eigenschaften des Elastizitdtstensors . . . . . . ... .. ... ... 61
3.2.2 Eindeutigkeitsssatz und Extremalprinzipien . . . . . . .. ... .. 64
3.2.3 Existenz von Losungen und Wohlgestelltheit . . . . . .. .. .. .. 73
3.2.4 Inkompressible Materialien . . . . . . . . ... ... ... ... ... 83
3.2.5 Die Lamé-Naviersche Schwingungsaufgabe . . . . . . ... ... .. 85

3.3 Theorie der Biegung diinner Platten . . . . . . .. .. ... ... ... .. 88
3.3.1 Das Kirchhoffsche Plattenmodell . . . . . . .. ... .. ... ... 90
3.3.2  Das nichtlineare von Kéarmansche Plattenmodell . . . . . . . . . .. 96

3.3.3 Physikalisch nichtlineare Plattentheorie . . . . . . . . ... ... .. 99
3.3.4  Extremalprinzipien . . . . . ... ..o Lo 100

4 Incompressible und schwach-kompressible Fluide 103
4.1 TInkompressible Fluide (Navier-Stokes-Gleichungen) . . . .. ... ... .. 103
4.1.1 Ahnlichkeitsldsungen (Reynolds-Zahl) . . . . ... ... ... .... 106
4.1.2 Beispiele: Couette- und Poiseuille-Stromung . . . . . . . . . .. .. 109
4.1.3 Laminare Grenzschichten . . . . . . . . ... ... ... ... ... 111

4.2 Thermisch getriebene Stémungen . . . . . . ... 115
4.2.1 Der Grenzprozess Ma — 0 . . . . . . . . . ... 116
4.2.2  Die ,low-Mach-number“-Approximation . . . . . .. .. ... ... 119
4.2.3  Thermische ,, Konvektionsstromung® (Boussinesq-Approximation) . 121
4.2.4  Ahnlichkeit kompressibler Stromungen . . . . . . ... .. .. ... 122
4.2.5 Beispiel “heat-driven cavity” . . . . . . . ... 0oL 123
4.2.6 Chemisch regierende Strémungen . . . . . . . .. . ... ... ... 125
4.2.7 Beispiel “chemischer Stromungsreaktor . . . . . .. .. ... ... 126

4.3 Mathematische Theorie der Navier-Stokes-Gleichungen . . . . . . . . . .. 127
4.3.1 Die stationdren Navier-Stokes-Gleichungen . . . . . . . . .. .. .. 127
4.3.2 Die instationdren Navier-Stokes-Gleichungen . . . . . . . . .. . .. 138
4.3.3 Stabilitit von Losungen . . . . . .. ..o 140
4.3.4 2D-Approximation und Stromfunktionsformulierung . . . . . . . . . 146

4.3.5 Konfigrationen mit Rotationssymmetrien . . . . . . . .. ... ... 150



INHALTSVERZEICHNIS vii

5 FE-Methoden in der linearen Elastizitét 157
5.1 Die klassische ,Methode der finiten Elemente* . . . . . . . ... ... ... 158
5.2 Die ,mathematische“ Finite-Elemente-Methode . . . . . .. .. ... ... 163

5.2.1 Abstrakte Formulierung der FEM . . . . . . . ... ... ... ... 163
5.2.2  Praktische Realisierung der FEM . . . . . . ... ... ... ... 172
5.3 Finite-Elemente-Methoden fiir die Kirchhoffsche Platte . . . . . . ... .. 178
5.3.1 Konforme primale Ansétze . . . . . . .. .. ... L. 179
5.3.2 Nichtkonforme primale Ansétze . . . . . . . . ... ... ... ... 183
5.3.3 Konvergenzanalyse fiir nichtkonforme Ansétze . . . . . . . ... .. 185
5.3.4 Gemischte Ansétze . . . . . . ... 191

6 FE-Methoden fiir inkompressible Stromungen 203

6.1 FEM fiir die Stromfunktionsformulierung . . . . . . . .. .. .. ... ... 203
6.1.1 Konforme primale Anséitze . . . . . . ... ... L. 204
6.1.2 Nicht-konforme primale Ansétze . . . . . . . . ... ... ... ... 206
6.1.3 Konvergenzanalyse fiir nichtkonforme Ansétze . . . . . . . . . . .. 208
6.1.4 Gemischte Anséitze . . . . . . ... o o 211

6.2 FE-Diskretisierung des Stokes-Problems . . . . . .. ... ... ... ... 216
6.2.1 ,Exakt“ divergenzfreie Stokes-Elemente . . . . . . . . .. ... ... 217
6.2.2 Allgemeine ,,Stokes-Elemente” . . . . . . . . .. ... L. 220
6.2.3 Stabilisierte Stokes-Elemente . . . . . . . .. ... 0oL 235
6.2.4 Losung der diskreten Stokes-Probleme . . . . .. .. .. ... ... 240
6.2.5 Schur-Komplement-Verfahren . . . . . . ... ... ... ... ... 241

6.3 Losung der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen . . . . . . . . .. . . .. 245
6.3.1 Diskretisierung des Konvektionsterms . . . . . . . .. ... ... .. 245
6.3.2 Linearisierung . . . . . . . . . ... 253
6.3.3  Algebraische Losung der linearisierten Probleme . . . . . . . . . .. 254
6.3.4 Mehrgitter-Verfahren . . . . . .. .. .00 255

6.4 Losung der instationdren Navier-Stokes-Gleichungen . . . . . . . . . . . .. 259
6.4.1 Zeitschrittschemata . . . . . . . ... oo oo 260
6.4.2 Projektionsverfahren . . . . . .. ... ... oL 265

6.4.3 Losung der algebraischen Teilprobleme . . . . . . .. .. ... ... 276



viii INHALTSVERZEICHNIS

7 FE-Methoden fiir kompressible Stréomungen 279
7.1 Berechnung von Stromungen kleiner Mach-Zahl . . . . . ... ... .. .. 279
7.1.1 Das zugrunde liegende ,low-Mach number“-Modell . . . . . . . .. 279

7.1.2  Finite-Elemente-Diskretisierung im Ort . . . . . . .. ... ... .. 280

7.1.3 Projektionsverfahren . . . . . ... ... ... L. 280

7.2 Losung der Euler-Gleichungen . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 282
7.2.1 DG-Verfahren fiir lineare Transportprobleme . . . . . . . . . . . .. 283

7.2.2  Das DG-Verfahren fiir hyperbolische Systeme . . . . . . ... ... 288
Literaturverzeichnis 295

Index 305



0 Einleitung

Eine hinreichend gute Kenntnis des physikalischen Ursprungs der typischen Zustandsglei-
chungen der Kontinuumsmechanik ist fiir einen erfolgreichen Ansatz numerischer Losungs-
verfahren unerldsslich. Daher liegt der Schwerpunkt dieser Vorlesung zunéchst auf der Dis-
kussion der mathematischen Modelle der Kontinuumsmechanik, insbesondere deren Ab-
leitung aus physikalischen Grundpostulaten unter besonderer Beriicksichtigung der dabei
verwendeten Annahmen. Dabei wird weniger Wert auf eine axiomatische Strenge, aber oft
sterilen Deduktion der ,mathematischen“ Kontinuumsmechanik gelegt. Vielmehr sollen
bei der Ableitung der Modellgleichungen intuitive Anschauung gestiitzt auf Beispiele aus
der Versuchsphidnomenologie helfen. Dennoch sollte klar werden, dass alle verwendeten
Schliisse eine strenge mathematische Rechtfertigung erlauben.

Die zwei groflen Teilgebiete der Kontinuumsmechanik sind die Theorie der elastischen
Strukturen (kurz ,,Strukturmechnik* oder , Elastizitdtstheorie*) und die der flieflenden
Medien (kurz ,,Stromungsmechanik*). Wesentlich ist in beiden Féllen die Vorstellung einer
kontinuierlich verteilten Menge von Massepunkten, deren Verhalten durch Dichtefunktio-
nen (z. B. Massedichte) beschrieben werden, im Gegensatz zur Punktmechnik einzelner
Masseteilchen. Diese Gemeinsamkeit fithrt auch zu einer weitgehend parallelen Ablei-
tung und Form der zugehorigen Grundgleichungen fiir diese Dichtefunktionen sowie deren
numerischen Losung. Trotzdem bestehen wesentliche Unterschiede in den numerischen
Verfahren fiir die einzelnen Typen von Grundgleichungen, weswegen im Folgenden die
Diskussion auch nach Methoden in der Strukturmechnik und in der Strémungsmechanik
unterteilt ist.

Auf einen ,Massekorper”, der in einem ausgezeichneten Grundzustand einen Ortds-
bereich  C R? einnimmt, wirken zwei Sorten von #uBeren Kriften:

— volumenhaft verteilte ,Massekriifte* (z. B. Schwerkraft),

— flachenhaft verteilte ,, Oberflachenkréfte“ (z. B. hydrostatischer Druck).

Die Flachenkréfte haben ihre Ursache in den Wechselwirkungen der Molekiile, aus de-
nen das Material aufgebaut ist. Da diese Wechselwirkungen nur eine geringe Reichweite
haben, kénnen sie mit hinreichender Genauigkeit als Flachenkrifte interpretiert werden.
Ferner mogen gewisse Teile des Randes 92 des Korpers vorgeschriebene Verschiebungen
erleiden. Bei Einwirkung duflerer Belastungen wird der Korper dann eine Verformung er-
fahren, welche durch ein Vektorfeld u(z) beschrieben sei. Dabei kann es zu ,flieender®
Verformung kommen, oder es wird ein neuer Gleichgewichtszustand erreicht. Tritt im
letzteren Fall wieder Entlastung ein, so kénnen plastische Verformungen zuriickbleiben.
Verschwinden jedoch alle Verformungen restlos, so spricht man von ,ideal elastischem*
Verhalten. Die , Elastizitdtstheorie* beschéftigt sich speziell mit den kinematischen (,,auf
die Bewegung bezogenen“) und statischen (,auf das Gleichgewicht bezogenen“) Eigen-
schaften solcher , elastischer Korper. Die Betrachtungsweise dabei ist rein phinomenolo-
gisch: Aufgrund von experimentell gestiitzten Hypothesen werden physikalische Gesetze
formuliert, aus denen Vorhersagen iiber das Verhalten der Materialien abgeleitet wer-
den. Dazu zdhlen etwa die grundlegenden Erhaltungsséitze fiir Masse, Impuls und Energie
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bzw. das Newtonsche Gesetz vom Kriiftegleichgewicht sowie die bloBe Annahme iiber die
Art der wirkenden Kriéfte. Ferner liefert der praktische Versuch an Modellkonfigurationen
Werte fiir eine Reihe von Materialkonstanten, die etwa als Proportionalitidtsfaktoren in
die Bestimmungsgleichungen eingehen. Es ist dann Aufgabe der mikroskopischen Theorie
(Festkorperphysik), diese GroBen und die Beziehungen zwischen ihnen aus der atomaren
Struktur der Materie heraus zu begriinden.

Auf den betrachteten Korper wirken eine duflere Volumenkraft mit Dichte K und
eine Oberflichenkraft mit Dichte p° auf einem Randteil 0, C 9€). Dadurch werden bei
Berticksichtigung einer Zwangsbedingung

u=u’ auf 99, := 00\ Q,,
eine Verschiebung der Massepunkte

§—=a() =E+ul§), €9,

in eine neue Gleichgewichtslage hervorgerufen. Die damit einhergehende (lokale) Verfor-
mung des Kérpers wird durch den ,, Verzerrungstensor®

e(§) = 3(Vu(&) + Vu(©)" + Vu(§) - Vu(§)")

beschrieben. Der Korper € nimmt nach der Deformation ein neues Volumen  ein. Auf-
grund des Newtonschen Gesetzes vom Kréftegleichgewicht wirken dann im deformierten
Korper ,,Gegenkriifte”, welche den dufleren Belastungen das Gleichgewicht halten und
durch den ,Spannungstensor® o(x) beschrieben werden. Die Bedingung des statischen
Gleichgewichts lautet

divo(z) + K(x) =0 in

erginzt durch die statische Bedingung
oc-n=0-n auf 9Q,.

Das ,,Elastizitédtsgesetz“ liefert einen materialbedingten Zusammenhang zwischen Verzer-
rungen und Spannungen. Im Fall  kleiner Verzerrungen, d. h. |¢|| < 1 (,,linearisierte®
Theorie), werden die Spannungen ebenfalls auf das undeformierte Ausgangssystem bezo-
gen, so dass dieser Zusammenhang in der Form

geschrieben werden kann, mit dem symmetrischen und positiv definiten , Elastizitétsten-
sor* (C'. Aus den obigen Bedingungen sollten sich dann zu gegebenen GroBen K, p°, u°
die zugehorigen Verschiebungen, Verzerrungen und Spannungen bestimmen lassen. An
letzteren ist man in praktischen Anwendungen vor allem interessiert, da sie die Bela-
stung des Materials bei der Deformation beschreiben. Fiir kleine Verzerrungen wird nun
naherungsweise gesetzt

e(§) = 3 (Vu(§) + Vu(©)"),
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was bei Verwendung des linearen Materialgesetzes zu einer elliptischen linearer Randwert-
aufgabe zweiter Ordnung fiir die Verschiebungen w fiihrt:

—divC[Vu]=K in Q,
ClVu] -n=0%-n auf 0Q,,

w=1u’ auf 9Q,.

Dieses allgemeine ,,Lamé-Navier-System* ist dann der Hilbert-Raum-Theorie zugénglich,
wodurch man allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen erhélt. Bei Konkretisie-
rung fiir spezielle Konfigurationen ergeben sich aus der allgemeinen Grundaufgabe unter
Hinzuziehung weiterer vereinfachender Annahmen etwa die bekannten Randwertaufgaben
der mathematischen Physik:

— Laplace!-Gleichung:

—Au=f in Q wu=0 auf 0Q;

— Bi-Laplace-Gleichung:

Au=f in Q wu=0, du=0 auf ON.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur mathematischen Beschreibung elastischer Korper sind die
sog. Variationsprinzipien, etwa das ,,Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie“.
Dieses besagt, dass die zu den Vorgaben K, o7 u? gehorende Verschiebung u das ,, Ener-
giefunktional”

E(u) := %/Qo(x) ce(x) de — /QK(:v)u(x) dx — /aszu n -0 u(z)do,

minimiert bzgl. aller ,zulissigen® Vergleichsfunktionen mit v = u? auf 99, . Dieses
kann einerseits zur Ableitung der , richtigen“ Differentialgleichungen und der zugehorigen
ynatiirlichen* Randbedingungen dienen, und bildet andererseits den Ausgangspunkt fiir
die variationellen numerischen Naherungsverfahren wie z. B. das Projektionsverfahren von
Ritz bzw. dessen spezielle Variante der ,Methode der Finiten Elemente“ (oder , Finite-
Elemente-Methode (FEM)).

Bei der Beschreibung der ,,Stromung® von Fluiden ist man im Gegensatz zur Ver-
formung elastischer Korper nicht am momentanen Deformationszustand sondern an der
momentanen Deformationsgeschwindigkeit interessiert. Dies bedingt, dass stromungsme-
chanische Vorgange in der Regel in Eulerschen Koordinaten, d. h. in den Koordinaten des
momentanen, bewegten Bezugssystems,

§— (& 1)

'Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827): Franzdsischer Mathematiker und Astronom; Prof. in
Paris; begriindete u. a. die Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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beschrieben werden. Die zugehorigen Verzerrungesgeschwindigkeiten é sind dann lineare
Funktionen der Geschwindigkeitvektoren v(z) := gz (€, t):

é(z) = L(Vou(z) + Vo(z)").

Die aus der experimentellen Erfahrung abgeleiteten Forderung nach Erhaltung von Mas-
se, Impuls, Drehimpuls und Energie impliziert dann das die zugehotrigen Dichtegrofien
Massedichte p, Impulsdichte pv und Energiedichte E gewissen partiellen Differential-
gleichungen gentigen miissen. Diese sog. ,, Erhaltunsggleichungen® ergeben sich dabei nicht
aus globalen Variationsprinzipien wie die der Elastizitédtstheorie sondern aus lokalen Er-
haltungsbedingungen. Diese Gleichungen sind generisch nichtlinear und unsymmetrisch.
Der Bekannteste Vertreter dieser Gleichungen sind die sog. ,,Navier-Stokes-Gleichungen*

ov—vAv+ (v-Vv+Vp=f

zur Beschreibung inkompressibler, Newtonscher Fluide, wobei die Inkompressibilitdt durch
die lineare Nebenbedingung V-v = 0 ausgedriickt wird. Die Losungen dieses Systems las-
sen sich nicht durch Variationsprinzipien charakterisieren. Daher basiert ihre numerische
Approximation nicht auf dem Ritzschen sondern auf dem Galerkinschen Verfahrensansatz
fiir unsymmetrische Variationsprobleme der Form

/atv-tpdib—l-/UVU:thdl‘—i-/U~VU-Lpdx—/pdiVUdI=/f~<,0d1‘7
Q Q Q Q Q

fiir alle zuléssigen Testfunktionen ¢ . Ergénzt durch geeignete Anfangs- und Randbedin-
gungen ist diese Variationsaufgabe im Hadamarschen Sinne wohl gestellt und damit einer
numerischen Losung durch Galerkin-Verfahren zuganglich. Dies rechtfertigt die Anwen-
dung der , Finite-Elemente-Methode®“ auch auf solche stromungsmechanischen Modelle.



1 Kontinuumsmechanische Grundlagen
1.1 Grundlagen aus Linearer Algebra und Analysis

In diesem Abschnitt sind die spater bendtigten Hilfsmittel aus der Tensoralgebra und
Vektoranalysis zusammengestellt.

1.1.1 Hilfsmittel aus der Tensoralgebra

Die Punkte des d-dimensionalen euklidischen Raumes R?(d = 2,3) werden mit = =
(7;)%_, bezeichnet, bezogen auf ein festes kartesisches Kooerdinatensystem mit Richtungs-
einheitsvektoren e® (i=1,...,d). Mit (-,-) und ||-|| werden das iibliche euklidische Ska-
larprodukt sowie die zugehorige Vektornorm bezeichnet. Bei der Darstellung von Summen
iiber indizierte GroBen (z. B. Elemente von Vektoren oder Matrizen) wird im folgenden
hiufig die sog. ,Einsteinsche Summationskonvention“ verwendet, bei der iiber doppelt
auftretende Indizes oder Exponenten summiert wird; z. B. gibt es fiir das euklidische
Skalarprodukt zweier (Zeilen)-Vektoren a,b € R? die folgenden Schreibweisen:

d
(a7b) =a-b= Zalbz = (lzbZ
i=1

Soll einmal nicht summiert werden, wird dies in der Regel durch explizite Angabe der
betreffenden Indizes angedeutet; z. B.: a;b; (i=1,...,d).

Seien é® (i=1,...,d) die Richtungseinheitsvektoren eines zweiten kartesischen Ko-
ordinatensystems im R?, welches durch eine othogonale Transformation (Drehung) mit
der Transformationsmatrix

D = (d;);

ij=1 — (COS(é(i)7 e<])))7d,J=17

aus dem z-System hervorgeht. Hat ein Punkt z bzgl. der beiden Systeme die Koordinaten
= (z;)%, bzw. (Z;)%,, so ist

Die Drehmatrix D hat die Eigenschaften DDT = I (,unitire* Matrix) und det(D) = 1
fiir rechtshédndige Systeme.

Wir fithren nun den Begriff , (kartesischer) Tensor“ ein. Fiir unsere Zwecke ist die

?

folgende induktive Definition am bequemsten.

Definition 1.1 (Tensoren): Tensoren ,0-ter Stufe“ sind die (physikalischen) Skalare.
Fir m € N sind Tensoren ,m-ter Stufe definiert als lineare Abbildungen des Vektor-
raumes der Tensoren r-ter Stufe in den Raum der Tensoren s-ter Stufe, r,s € Ny, mit
m=r+s.
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Bzgl. eines kartesischen Koordinatensysteme {e(i)}izl’_“’d kann ein Tensor 7™ m-
ter Stufe durch m-dimensionale Zahlenschemata dargestellt werden, mit dem er dann bei
(festem) Bezugssystem meist auch identifiziert wird:

T = (1™, )y, _

01 .eim

Es werden haufig die folgenden Abkiirzungen verwendet:

Tm) _ (T_(m) )ikzl,...d, —. (T_(m) ).

i1 im i1..0m

Durch Anwendung von T auf einen Tensor T r-ter Stufe erhilt man definitions-
gemifB einen Tensor T®) s-ter Stufe:

TP — ) ey e pm) ()

11...05 1.t Tsg1.-m "

Speziell fiir zwei Tensoren m-ter Stufe wird die folgende ,skalare® Multiplikation verein-
bart:

ST =S i T €R.
Fiir die Komponenten eines Tensors bzgl. der zwei durch die Drehmatrix D verkniipften

..........

tionsformeln

jji(lT?.)im = dilpl T dimpm T;I?).pm (7;17 N {17 cee d})7

welche auch als Definition der Tensoreigenschaft von Zahlenschemata (T1(1m>,m) herange-
zogen werden konnen.

Viele physikalische Grofien lassen sich als Tensoren beschreiben. Dabei handelt es
sich in der Regel um Tensoren der Stufe m < 4, aufgefasst als lineare Abbildungen der
Tensoren (m-1)-ter Stufe in die Tensoren 1-ter Stufe.

Beispiele:
m =0 (Skalare): Punktmasse, kinetische Energie, Abstand zweier Punkte.

— m =1 (Vektoren): Die Geschwindigkeits- und Kraftvektoren ordnen jedem Rich-
tungsvektor einen Skalar zu, z. B.. v € R3: w — (v, w).

— m =2 (Dyaden): Der Trigheitstensor eines Starrkorpers ordnet jedem Drehachsen-
vektor einen Drehimpulsvektor zu, © € R™™ : a — j(a) = ©a. Der Kronecker-
Tensor 0 = (0;;); ,—; mit den Elementen

1 i
0ij := 7 Z Jf
0, i#7],

dient u. a. zur Darstellung der Vektornorm durch ||a||? = 327

—\2 2
i1 Ojaia; = 35, a; .
— m = 3: Der e-Tensor ¢ = (gi;1);; =, mit den Elementen

1 gerade Permutation von {1,2,3}
gije =< —1, {i,7,k} ungerade Permutation von {1,2,3}
0 keine Permutation von {1,2,3}
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dient u. a. zur abgekiirzten Schreibweise der Determinante und des Vektorprodukts:

Ty Y1 2~
det | zo o 20 | = EijpTiyjizk, IXy:(&jk%yk)i:Lz&

— m = 4: Der ,Elastizititstensor C' = (Cijr)ijri=123 (in der linearen Elastizitéits-
theorie) bildet , Verzerrungstensoren“ (Dyaden) ¢ = (¢;;) in ,Spannungstensoren®
(Dyaden) o = (oy;) ab vermoge

c=Cc & o0y=Cyuen, (,7=1,2,3).
Fiir Dyaden T = (T;;) verwendet man die Begriffe

— ,symmetrisch®, wenn T;; =Tj; (i,j=1,2,3), bzw. T=T7.
— ,schiefsymmetrisch®, wenn Tj; = =T} (4,7=1,2,3), bzw. T = -T7T.

1, i=j

0. it (Kronecker-Symbol).

— ,Einheitstensor” I = (8;;), ;5 := {

Man verifiziert leicht durch Einsetzen, dass die Symmetrie einer Dyade (7};) mit Hilfe
des e-tensors wie folgt charakterisiert werden kann:

T=T" & euTy=0 (i=1,2,3). (1.1.1)
Von Bedeutung sind ferner die sog. ,, Tensorinvarianten®

Jp = spur(T) = Ty,
Jy = H{T;; Ty — T, Ty},
Jy = det(T) = €, TinTjoTxs,

welche, wie man leicht nachpriift, invariant gegeniiber orthogonalen Koordinatentransfor-
mationen, d. h. unabhéngig von der jeweiligen Koordinatendarstellung des Tensors, sind.
Schliefflich spricht man im Fall, dass die Komponenten eines Tensors Funktionen des Ortes
sind, von einem ,, Tensorfeld“.

Lemma 1.1: Die Ableitungen der Determinante A = det(A) einer Matriz A = (ai;)}
nach thren Elementen sind gegeben durch

0A

= =Ny, i=1,2,3, 1.1.2
aaij 0 L) ( )

mit den sog. ,Adjunkten® Ay := (=1)"*co(a;) von A, d. h. den nach Streichung der
i-ten Zeile und k-ten Spalte entstehenden Unterdeterminanten, skaliert mit (—1)"F.
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Beweis: Offensichtlich gilt

00y 0Dy
6aij N aajk

=0 (i,jk=1,23),

sowie
Ai]‘akj = (SZkA (Z, k= 1, 27 3), (113)

mit dem Kronecker-Symbol i = 1, 0x; = 0, k # 7. Im Fall ¢ = k ist dies der iibliche
Entwicklungssatz (nach Zeilen) der Determinate A ;im Fall ¢ # k ist die linke Seite dann
gerade die Determinante der durch Ersetzen der i-ten durch die k-te Zeile entstehenden
singuldren Matrix und folglich gleich Null. Mittels Entwicklung von A nach der i-ten
Zeile erhalten wir daher

0A 0 JANIN Oay,
= ——(Aiaix) = —ap + D — = Ak,
Gaij Gaij ( K k) 8&@' ik + k 3aij ki k
und somit
A
aaij a E
was zu beweisen war. Q.E.D.

1.1.2 Hilfsmittel aus der Vektoranalysis

Wir verwenden die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen fiir totale und partielle Ablei-
tungen nach der Zeitvariablen ¢ bzw. der Ortsvariablen z:

d o . 0 0

E’ Ot = &, @ = axl (12172,3), On .

d, = —_
t ana

wobei n den Normaleneinheitsvektor zu einer Fliche bezeichnet. Mit diesen Bezeichnun-
gen sind die iiblichen Differentialoperatoren fiir skalare sowie vektor- und tensor-wertige
Funktionen p,u = (u;)9_; und o = (0;;)¢;_, definiert durch:

gradp := Vp = (9;p), (Gradient), Vu= ((?ju,»)f’jzl (Funktionalmatrix),

divu := V-u = du; (Divergenz), divgradp = d?p = Ap (Laplace-Operator),

v-0 = (vjoy)l,, dive:=V-o= (905, o vi= (o)L,
Speziell fiir vektor-wertige Funktionen u = (u;)7_, ist die Rotation gegeben durch
rotu =V X u= (82U3 — 83UQ, 33u1 — 81U3, 81UQ — 82u1).

Sei Q2 C RY (d=2,3) ein beschriinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 99, so dass
bis auf endlich viele Randpunkte oder Randkurven der dufiere Normaleneinheitsvektor n
wohl definiert ist. Mit C*(Q) wird der Raum der auf Q k-mal stetig differenzierbaren
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Funktionen mit stetig auf Q) fortsetzbaren Ableitungen bezeichnet. Fiir Funktionen v €
C(§2) sind die Volumen- und Fldchenintegrale

/Qu(zr) dx, /@Q u(z) do,

im iiblichen Riemannschen Sinne zu verstehen. Fiir weniger regulare Funktionen werden
hierunter aber gelegentlich auch uneigentliche Riemannsche oder Lebesguesche Integrale
verstanden. Volumen- und Flicheninhalte sind mit Q] := [, dz und || := [.do, T C
0L, bezeichnet.

Ein wesentliches Hilfsmittel bei den folgenden Betrachtungen wird der ,,GauBsche In-
tegralsatz® fiir Funktionen u € C'(Q) sein:

/@udx:/ nudo (i=1,...,d). (1.1.4)
Q o0

Einfache Folgerungen hieraus sind die sog. ,Greenschen Formeln*® fiir skalare Funktionen
ue CHQ), v € C?*(Q) und Vektorfunktionen v € C1(Q)¢:

/uV-vdw:/ un-vdo— [ Vu-vdz,
Q 0 Q

/uAu'dxz/ u@nu'do—/Vu-Vu'd:p.
Q 90 Q

Diese Beziehungen gelten sinngeméfl auch fiir Funktionen aus den entsprechenden Sobolew-
Réumen H'(Q) und H?(2) von verallgemeinert differenzierbaren Funktionen.

Sei Q¢ C R? (d = 2 oder d = 3) eine offene Menge, welche durch eine umkehrbar
eindeutige und stetig differenzierbare Abbildung (ein ,,Diffeomorphismus®)

£ — x(¢)

auf eine offene Menge Q, C R? abgebildet wird. Die Abbildung wird als Lipschitz-stetig
fortgesetzt auf ganz ()¢ angenommen, und ihr Rand 9 sei glatt, méglicherweise bis auf
endlich viele Ausnahmepunkte oder -kurven. Damit wird die Giiltigkeit des Transformati-
onssatzes fiir Volumen und Oberflichenintegrale sowie des Satzes von Gauf3 sichergestellt.

Die zugehérige Fundamentalmatrizen und Funktionaldeterminanten sind
2(€) = ()l iny, €@) = (06)1m  Au(§) = det(a'(€)),  Aglr) = det(€'(2)),
und fir x = z(§) gilt:
(€ =€) A(§)Ar) =1L (1.1.5)

Im Fall A,(§) > 0 ist die Abbildung orientierungserhaltend, d. h.: Bei der Abbildung
eines (kompakten) Volumens V; C € auf ein (gleichfalls kompaktes) Volumen V, wird
der Rand 0V; C €2 auf den Rand 0V, C 2, abgebildet, und duflere Normalenvektoren
auf 0V gehen in nach auBen zeigende Vektoren auf 0V, {iber.
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In einem Punkt £ € Q¢ sei ein Richtungsvektor r¢ angeheftet. Dieser geht dann unter
der Koordinatentransformation iiber in den Vektor r* := 2/(£)r®, welcher im Bildpunkt
x(§) angeheftet ist. Dies sieht man wie folgt:

2 (&)sré + O(s?)

s—0 S s—0 S

Die sog. ,,Adjunkten* der Funktionalmatrix /() sind definiert durch

adj(0;x:(€)) := (—1)" det (Qaw(€), k#i,1#7).

Mit Hilfe von (1.1.5) folgt unter Verwendung der Cramerschen Regel = = z(§):

(o) = (0! = L pae) ey - MR (g
adj (B0 (€))adj(0u; (@) = 65 (i,5=1,...,3). (1.1.7)

Lemma 1.2: Sei Ve C Q¢ ein (kompaktes) Volumen mit glattem Rand OVe, welches
auf ein (gleichfalls kompaktes) Volumen V, C Q, mit (gleichfalls glattem) Rand OV,
abgebildet wird. Fir stetige Funktionen u und g; (j = 1,2,3) gelten die folgenden Trans-
formationsformeln fiir Volumen- und Flichenintegrale:

/y u(e) i = /V () A (€) de, (1.1.8)
[ a@m)do, = [ 9,(a(6) ad@yn(6)) ma(€) dox. (1.1.9)
oV Ve

Beweis: Wir beweisen nur die Formel (1.1.9); die Formel (1.1.8) ist wohlbekannt aus der
standard Analysisliteratur und wird als bewiesen vorausgesetzt. Fiir stetig differenzierbare
Vektorfunktionen g = (g;)%_, € C*(€,)* erhiilt man durch Anwendung des Gaufschen
Integralsatzes und der Formel (1.1.8):

0 0
[, oo, = [ Sha@ar= [ 5o ©)ane de

_[ 9 08k _[ 9, : |

= ). ﬁgj(x(f))aijﬁz(ﬁ) dg = 8 agkgy(l"(f))f (#(8))r; A (E) dE
a / —1

=), a—fkgj(x(ﬁ))x (&) DBa(§) dE.

Die Cramerschen Regel impliziert
adj(9;2(€))
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Damit folgt weiter, wieder unter Anwendung des Gaufischen Integralsatzes:
0 .
| sam@do; = [ 5 ata(e)adi@m()ds
Ve ve 08k
— [ a@()adi(@sn(e)mc) dog
Ve
0

- [ se@)ggadi@m(©) de

Ve k

Wir denken uns nun die Funktionen g; mit der Lipschitz-stetigen ,, Abschneidefunktion®

1— e ldist(€, 09),  dist(£,09) < e,

we(8) = {O, dist(&, 0€) > e,

multipliziert. Die obige Identitdt gilt dann auch fiir die Funktionen g5 := gjw., wobei
die beiden Randintegrale unverdndert sind, wéhrend sich das Gebietsintegral nur iiber
einen Randstreifen der Dicke e erstreckt. Beim Grenzprozess ¢ — 0 konvergiert das
Gebietsintegral wegen der gleichméfBigen Beschrinktheit der Funktionen g5 gegen Null
und es ergibt sich dann die behauptete Identitidt (1.1.9). Der Beweis wurde zunéchst fiir
stetig differenzierbare Funktionen gefithrt. Mit Hilfe eines Stetigkeitsarguments folgt nun
die Behauptung auch fiir nur stetige Vektorfunktionen. Q.E.D.

Bemerkung 1.1: Die Voraussetzungen iiber das Grundgebiet ¢ und die Abbildung
& — x(€) sind so gehalten, dass moglichst alle in praktischen Anwendungen vorkommende
Gebietstypen erfasst werden. Dies sind neben den vollstdndig glatt berandeten Gebieten
vor allem Polygon- (im R?) oder Polyeder-Gebiete (im R?® bzw. Mischungen davon.
Dabei kénnen natiirlich auch ,einspringende” Ecken und Kanten auftreten. Im Fall von
sog. ,Schlitzgebieten* miissen allerdings geeignete Modifikationen etwa bei der Definition
der Funktionenriume C*(Q) vorgenommen werden.

1.2 Massekontinua

Die Kontinuumsmechanik befasst sich mit physikalischen Massekontinua, also ,, Kérpern*
im euklidischen Raum R?, die als zusammenhingende Menge ihrer ,, Massepunkte“ aufge-
fasst werden. Diese ,,materiellen Punkte“ werden als identifizierbar angenommen und mit
,Namen“ ¢ belegt. In der Regel ist man aber nicht am Schicksal des einzelnen Teilchens
& interessiert, sondern am , Fluss“ der Menge der Teilchen an einem bestimmten Ort und
zu einer bestimmten Zeit. Diese ,,makroskopische“ Betrachtungsweise eines stromenden
Mediums steht im Gegensatz zur sog. ,,mikroskopischen® (oder ,kinetischen), welche das
Medium als Ansammlung seiner Einzelteilchen auffasst, welche nach den Gesetzen der
Punktmechanik miteinander wechselwirken. Letzterer, naturgeméf sehr aufwendige An-
satz hat seine Berechtigung z. B. im Fall sehr ,diinner* Gase. Wir konzentrieren uns im
folgenden auf die ,, Kontinuumsformulierung*.



12 Kontinuumsmechanische Grundlagen

1.2.1 Lagrange und Eulersche Koordinaten

Zur Beschreibung der Bewegung der Masseteilchen in Ort und Zeit wird neben der Zeitach-
se —oo <t < oo ein raumfestes kartesisches Koordinatensystem mit Richtungseinheits-
vektoren {e’, i =1,2,3} festgelegt, bzgl. dessen sich die Raumpunkte beschreiben lassen
als @ = (z;)2_,. Die Bewegung des Massepunktes ¢ mit der Zeit wird dann durch eine
Funktion z(&,t) beschrieben, d. h.: Zum Zeitpunkt ¢ ist das Teilchen ¢ am geometri-
schen Ort x(&,t). Wir identifizieren den Namen ¢ eines Teilchens mit dem Ort, an dem
es sich zu einem ausgezeichneten Zeitpunkt ¢y = 0 befindet:

& :=2(£,0).

Da zwei unterschiedliche Teilchen nicht zur selben Zeit am selben Ort sein kénnen, wird die
Abbildung £ — x(&,¢) fiir alle Zeiten ¢ als umkehrbar eindeutig angenommen. Ferner soll
wéhrend der Bewegung das Massekontinuum nicht auseinanderreiffen, d. h.: Die Funktion
x(&,t) muss zumindest stetig und dariiberhinaus noch hinreichend differenzierbar sein.
Die genauen Glattheitsanforderungen werden nicht explizit formuliert, da sie sich von Fall
zu Fall aus dem Zusammenhang ergeben und bei der Ableitung mathematischer Modelle
fiir physikalische Vorgéinge zunéchst von zweitrangiger Bedeutung sind. Aus den bisher
gemachten Annahmen folgt, dass die Funktionaldeterminante A(¢,¢) der Abbildung & —
x(&,t) wegen A(E,0) =1 fiir alle Zeiten positiv ist:

A(E ) >0, t>0, (1.2.10)

Man nennt & = (§)3, ,materielle“ oder auch ,Lagrangesche® Koordinaten und
x = (x;)?_; ,Eulersche” Koordinaten zur Beschreibung der Konfiguration eines Masse-
kontinuums. Lagrangesche Koordinaten werden vor allem bei der Beschreibung der Form-
und Lageverinderung deformierbarer Korper unter dufleren Belastungen verwendet. Hier
ist in der Regel nach der Verschiebung des Korpers aus einer ,,Ruhelage” in einen neuen
Gleichgewichtszustand gefragt, z. B. der Auslenkung einer Briicke unter der Belastung
durch einen dartiber fahrenden Lkw. Bei Stromungsvorgéangen interessiert aber nicht die
Auslenkung einzelner Partikel aus der Ruhelage sondern die momentane Geschwindig-
keit, mit der sich die Partikel bewegen. Dabei ist dann die Eulersche Betrachtungsweise
vorzuziehen, wenn der betrachtete Vorgang bzgl. des raumfesten Koordinatensystems sta-
tionér, also zeitlich konstant, verlduft. So erlebt z. B. der Insasse eines Bootes auf einem
Fluss (Lagrangesche Koordinaten) einen instationdren Vorgang, wenn die Uferlandschaft
an ihm voriiberzieht, wihrend ein am Ufer sitzender Betrachter im raumfesten Eulerschen
System die Stromung als stationér ansieht, wenn nicht einzelne Wasserpartikel markiert
sind. Wir fassen zusammen:

— In der ,Strukturmechanik* ist man bei der Untersuchung der Verformung von Struk-
turen an der Verschiebung u = w(£,t) der Massepunkte eines Korpers aus einer
vorgegebenen Referenzlage (z. B. der ,Ruhelage”) interessiert:

§ = E+ulS, ),
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Dies kann der (plotzliche) Ubergang von einer unbelasteten Gleichgewichtslage in
eine neue nach Belastung oder auch ein dynamischer Prozess (z. B. Schwingung
einer Struktur) sein. Zur formelméBigen Beschreibung werden meist Lagrangesche
Koordinaten ¢ des Referenzsystems (Ruhesystems) verwendet.

— In der ,,Stromungsmechanik* ist man bei der Untersuchung des Stromungsverhaltens
von Fluiden (Fliissigkeiten oder Gase) an der momentanen Verschiebungsgeschwin-
digkeit interessiert, welche in Eulerschen Koordinaten x des raumfesten Systems
ausgedriickt wird. Ein materieller Punkt £ hat im Raumpunkt x(&,t) zur Zeit t
die Geschwindigkeit

v(€,t) = Opx(§,1).
Durch die Setzung
v(x,t) == v(&(x,t),1)

gelangt man zur Eulerschen Darstellung der Geschwindigkeit, der sog. ,,Feldbeschrei-
bung* des Stromungsvorgangs: Zur Zeit ¢ hat das sich am Raumpunkt x befindliche
materielle Teilchen &(z,t) die Geschwindigkeit v(z,t). Im Falle

Ov(x,t) =0 (1.2.11)
heifit die Stromung , stationéar”, sonst ,instationir®.

— Bei der Beschreibung von sog. , Fluid-Struktur-Wechselwirkungen® (wie z. B. der
Deformation eines elastischen Korpers in einer Stromung) treten natiirlicherweise
beide Koordinaten, Eulersche und Lagrangesche, simultan auf. Dies macht die theo-
retische Analyse und die Numerik solcher Vorgéinge besonders schwierig. In diesem
einfithrenden Text kann auf diese fiir die Praxis zunehmend wichtigen Fragestel-
lungen nicht eingegangen werden. Wir verweisen hierzu nur auf die Monographie
Richter [139] sowie die Ubersichtsartikel Bénisch et al. [100], Dunne et al. [107] und
die dort angegebene Literatur.

Die folgenden Begriffe sind zur Beschreibung von Stromungsvorgéngen niitzlich.

Definition 1.2 (Bahn- und Stromlinie): In einem strémenden Medium wird als eine
wBahnlinie“ die Menge der Raumpunkte x(&,t) bezeichnet, welche von einem Teilchen
& zu verschiedenen Zeiten t eingenommen werden. Die ,Stromlinie“ ist die Kurve, deren
Tangente jeweils in Richtung des jeweiligen Geschwindigkeitsvektors zeigt, dsx = v(x,t),
wobei s der Kurvenparameter ist. In stationdren Stromungen fallen Bahn- und Stromlinie
Zusammen.

Im Folgenden wird als Grundlage der mathematischen Theorie stets vorausgesetzt,
dass alle betrachteten Volumina bzw. Korper im &-System (und damit auch die zugehori-
gen transformierten Volumina im z-System) solcher Art sind, dass fiir sie der Transforma-
tionssatz und der Gauflsche Integralsatz gelten. Ansonsten konnen sowohl beschrinkte als
auch unbeschrinkte Volumina auftreten. Wir werden hier aber meist nur den der Numerik
zuganglichen Fall beschrdnkter Gebiete betrachten.
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1.2.2 Kinematische Eigenschaften (Verzerrungstensor)

AuBere Belastungen bewirken Verschiebungen von Massepunkten und damit geometri-
sche Deformationen bzw. Verzerrungen eines Massevolumens. Diese Strukturdnderungen
erzeugen innere ,, Gegenkréfte“, welche den duleren Kriften entgegen wirken und ihnen in
einem neuen Ruhezustand das Gleichgewicht halten. Zur mathematischen Formulierung
dieser Zusammenhénge wollen wir zunéchst den Begriff || Verzerrung® definieren.

a) Strukturmechanischer Verzerrungstensor

Wir betrachten zunéchst die ,strukturmechanische“ Situation. Bei der Deformation £ —
x =&+ u(f) erleidet der Kérper eine Geometrieinderung, genannt ,, Verzerrung®. Wir
wollen diese lokal in einem festen Punkt & beschreiben. Dazu betrachten wir einen be-
liebigen Richtungseinheitsvektor, e € R?, [le|| = 1, und ein materielles Linienelement mit
den Endpunkten & und & = £+ se. Unter der Deformation gehen die beiden Endpunkte
&, & tiber in

$:§+U(§), Ts = £s+u(£s)
Der Grenzwert ” I
x—xs|| — ||€ —
de(&) :=lim ° 2
R
beschreibt dann die relative ,, Lingendnderung® des Massekontinuums im Bildpunkt z(¢,t)
in Richtung e. Mit der Jacobi-Matrix Vu(§) gilt

d.(§) —hm{s l[se +u(&) —u(®)]|} —1
= |le+ Vu(&e| — 1

= (1+ ({Vu+ Vu" + Vu"Vule, e))1/2

-1

Die Matrix
e(€) = §{Vu(§) + Vu' (&) + Vu' (§)Vu(é)}

mit den Elementen
€ (&) = %{ajuz‘(ﬁ) + Oiu;(§) + Oyurdjur(§)}

wird ,, Verzerrungstensor (bezogen auf das £-Koordinatensystem der Ruhekonfiguration)
genannt. Dieser ordnet jeder Richtung e im Punkt ¢ einen Vektor e(£)e zu, mit dem
sich die jeweilige Verzerrung berechnet zu

de(€) = (1 +2(e(§)e. €))/* — 1.
Speziell fiir e = e erhilt man die sog. ,,Hauptdehnungen*
dY(€) = (1+264(€) = 1, e := (e(€)e?,e)  (i=1,2,3).

Zur Interpretation der Nebendiagonalelemente €;;(€) (i # j) betrachten wir in der (e, e())-
Ebene zwei Punkte P = & + se, Q = & + se¥) | die mit dem Aufpunkt ¢ einen rechten
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Winkel bilden. Der Winkel w;;(s) zwischen den beiden Bildstrecken z(P) — z(§) und
2(Q) — x(§) ist dann bestimmt durch

cos(wij(s)) = Hx( ) x(f)“”m( ) x|

Ferner ist, wie bereits gezeigt,
lgnés_l{x(P)—I(ﬁ)} = (I+Vu(§))e, lim s 2(P)—z(&)|| =1 +d?,
lim s~ {2(Q)—(€)} = (I+Vu(©)e, i s™[2(@) —~2(©)]| = 1+ d9.

Folglich erhélt man fiir die sog. ,,Scherung® (lokale Winkeléinderung) in der (€’, e/)-Ebene
im Punkt z(¢):

2€;5
(1+dD)(1+dW))
Deutlicher erkennt man die Bedeutung der Elemente des Verzerrungstensors, wenn man
sich auf sehr kleine Verzerrungen, d. h. ||[Vu|| < 1 beschrénkt. In diesem Fall kann in
erster Approximation gesetzt werden:

dV ~ ey (i=1,2,3)

cos(wij) = lgl(l) cos(wij(s)) =

und

wij — 37~ cos(wyy) = 265 (1 # J).

Wir betrachten nun die durch die Verzerrung bedingte lokale Volumenénderung. Sei V

ein am Punkt &, angeheftetes Volumen. Fiir dieses erhalten wir wie oben unter Beachtung
von A, (§) = det(2'(€)) = det(I + Vu(§)):

Vel = |V, . 1
lim M lim / d¢ / dm—/ d¢
Vel—=0 |V [Ve|—0 Ve

= i d A, (€)de — d
lim, (/Vg 6) ( [ s | )
= det(I + Vu(&)) —
Im Fall kleiner Verzerrungen |Vu(§)|| < 1 ergibt sich durch Taylor-Entwicklung:
det(I+Vu(€)) — 1 = det(I) + det'(I)Vu(é) + O(|Vu(€)?) —

In Lemma 1.1 wurde gezeigt, dass die partiellen Ableitungen der Determinante einer
Matrix A = (aij)i j—1 nach den Elementen a;; durch die Adjunkten von A gegeben sind:

g det(A) = adj(a;;), 1,7 =1,2,3.
Damit ergibt sich
det(I+Vu(§)) — 1 = adj(0;;)95ui(€)) + O(I|Vu(©)|*)
= 0;05u;(§) + O([[Vu(€)|*)
= 0ui(€) + O(|Vu(§)[1*) = divu(€) + O Vu(&) ).

Da die Spur eines Tensors invariant gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems ist,
wird also auch (wie zu erwarten) die relative Volumenénderung eine Drehinvariante.
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b) Strémungsmechanischer Verzerrungstensor

Jetzt wenden wir uns der ,,stromungsmechanischen® Situation zu. Fiir Stromungsvorgénge
ist es typisch, dass bereits kleine einwirkende Krifte beliebig grofie Verschiebungen der
Materieteilchen, das Flielen, bewirken. Im Gegensatz zur strukturmechanischen Theorie
ist hier also nicht die Deformation an sich von Bedeutung, sondern die Geschwindigkeit,
mit der diese vor sich geht. Zur Prézisierung des Begriffes ,, Verzerrungsgeschwindigkeit
betrachten wir zum Zeitpunkt ¢ wieder einen beliebigen Richtungseinheitsvektor e &
R3, |le|]| = 1, sowie ein materielles Linienelement mit den Endpunkten x und z, = x+se.
Nach einer Zeitspanne k = At sind die Endpunkte an den Orten

y=x+v(x,t)k+0(x, k), ys=xs+v(xs,t)k+ 0(xs, k),

wobei die Restglieder von der Ordnung O(k?) sind. Die relative Lingeninderung in Rich-
tung e zum Zeitpunkt ¢4k ist dann

d (l t+k’) = lim ||y — ySH — Hx — ISH
R N PR

)

und die relative Langeninderungsgeschwindigkeit zur Zeit ¢ wird

. do(z, t+k
o) = iy 5

Offenbar ist
ly —ysll = llz — 2]l [lse = {v(z,t) — vz, t) }h + (x5, k) — (2, k)|l

= - —1.
[l — | 5

Nutzen wir aus, dass
5 k) = 8, B
s—0 S

3
i,j=1

= O(kQ)/

so ergibt sich mit Vv = (0;v;)

de(z,t+k) = |le + {Vv(x, )k + O(k*)}e|| — 1
= {1+ (k{Vv + Vv"}e + O(K)e, e)}l/2 —1.
Mittels (1+ 2)/2 =1+ 2/2 + O(2?) erhilt man
do(z,t) = 1{ Vo + Vo' }e, e).
Man nennt
é(z,t) == H{Vu(z,t) + Vo(z,t)"}

den , Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit® (bezogen auf das raumfeste z-Kooordina-
tensystem). Die Langendnderungsgeschwindigkeit bzgl. Richtung e wird damit ausge-
driickt durch

de(z,t) = (é(z, t)e, e). (1.2.12)
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Insbesondere erhalten wir die relative Langendnderungsgeschwindigkeit in x;-Richtung
€i = Oy, 1=1,2,3,
die relative Winkelédnderungsgeschwindigkeit in der (z;, z;)-Ebene
€ = 31050 + vy},
und schlieflich die relative Volumenénderungsgeschwindigkeit

spur(é) = djv; = divo.

1.2.3 Statische Eigenschaften (Spannungstensor)

In einem deformierten Massevolumen wirken im wesentlichen Triigheits- und Reibungs-
kréfte. Zu deren Beschreibung wird der Begriff des , materiellen Volumens* eingefiihrt als
mengenwertige Funktion ¢ — V(#) C R3. Dabei ist V(t) der geometrische Ort x(,t)
aller matrieller Punkte &, die sich zum Anfangszeitpunkt ¢y = 0 im Volumen 1 = V(0)
befinden. Jedes materielle Volumen V' = V (¢) hat eine ,Masse“, die mit Hilfe einer stetig
verteilten, positiven , Massedichte® p(z,t) > 0 in folgender Form gegeben ist:

m(V) :—/Vp(x,t) dx .

i) ,Massekrifte”, wie z. B. die Schwerkraft oder Fliehkrifte werden durch volumenhaft
verteilte Kraftdichten f(z,t) beschrieben geméafl

K(V):/Vp(x,t)f(x,t)dx.

ii) ,,Oberflaichenkrifte”, wie z. B. der Gasdruck oder die Belastung beim Zusammenprall
zweier Korper, werden mit Hilfe von flichenhaft verteilten Kraftdichten o (x,t) bezogen
auf (orientierte) Flichenelemente F' = F'(t) mit Normaleneinheitsvektor n beschrieben
gemif

K(F):/FU(”)(m,t)do.

Diese Fldchenkriifte, auch ,Spannungen“ genannt, sind das mathematische Modell fiir
Molekularkrifte mit sehr geringer Reichweite und wurden bereits von Cauchy (1822) in
die Kontinuumsmechanik eingefiihrt. Volumen und Oberflichenkraftdichten werden hier
als stetig angenommen. Die ,,inneren“ Spannungen wirken den dufleren Belastungen des
Korpers, welche die Deformation verursachen, entgegen und halten diesen in einem neuen
Gleichgewichtszustand sogar die Waage.

Die Oberflichenkraftdichten ¢© sind auf Raumrich e (Einheitsvektoren) bezogen.
Unter Annahme der Giiltigkeit des Newtonschen Gesetze von ,,actio = reactio® ldsst sich
die Vielzahl der GréBen o(®) einheitlich mit Hilfe eines sog. ,,Spannungstensors® schrei-
ben. Fiir einen beliebigen Richtungsvektor e (nicht notwendig identisch mit einem der
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kartesischen Einheitsvektoren e’) betrachten wir ein im Punkt x angeheftetes Elemen-
tarsimplex im R® mit Normale e zur Fliche F:

Die Spannungsvektoren zu den kartesischen Koordinatenrichtungen e i =1,2,3,
bezeichnen wir mit o® = (aj(-z))3 . Der Vektor e hat die Koordinaten e; = cos(e, e) |
und die Inhalte der Seitenflichen F? mit Normalenvektoren e berechnen sich zu

|F'| = |F|cos(e,e'), i=1,2,3.

63

Abbildung 1.1: Geometrieskizze zum Spannungstensor

Nach dem Newtonschen Gesetz befinden sich die auf das Volumen V' wirkenden Krafte
im Gleichgewicht, d. h.:

3
f/ ol dOerZ/ o do, = / pf dx.
F i=1 JF v

Skalierung mit |F|~! ergibt

doxf € @ do, +| /pfdfc:()
IFI/ \F’\ Fi FIV] Jy

Wegen limy|o [V|/[F]| = 0 ergibt sich im Limes [V| — 0 wegen der angenommenen
Stetigkeit der Kraftdichten die Beziehung

oz, 1) = e01) = (eini)?zl =e-o. (1.2.13)

Dabei ist o = (0;)3
0j; = a ") Der tensorielle Charakter von o wird gerade durch die Beziehung (1.2.13)
ausgedruckt. Der Name ,, Tensor® riihrt historisch sogar von seiner Realisierung als ,,Span-

nungstensor® (englisch: tension = Spannung) her. Dieser Cauchysche Spannungstensor ist

21 der sog. ,(Cauchysche) Spannungstensor” mit den Komponenten
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auf das Eulersche z-Koordinatensystem bezogen. Damit lassen sich die an einem (defor-
mierten) Flachenelement F' mit Normalenvektor e angreifenden Oberfldchenkrifte in der
folgenden Form schreiben:

K(F)= /Fe-a(x,t) do,. (1.2.14)

Gewohnlich verwendet man die Bezeichnungen , Normalspannung® fiir die Hauptdiago-
nalelemente o;; (i=1,2,3) sowie , Scher-“ oder , Tangentialspannungen® fiir o;; (1#£7) .

Wir betrachten nun die Situation, dass der Ausgangskorper €y unter Einwirkung der
aufleren Kriifte in einen neuen Gleichgewichtszustand im Volumen 2 iibergegangen ist.
Mit dem Spannungstensor lasst sich das dann herrschende Kriftegleichgewicht in jedem
Teilvolumen V' C © des deformierten Korpers wie folgt schreiben:

/pfdx—i—/ n-odo, = 0.
1% v

Mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes folgt weiter

/{pf—l—V-a}dx:O.
|4

Da dies fiir jedes Teilvolumen in €2 gelten soll und alle auftretenden Funktionen als stetig
angenommen sind, ergibt sich die Gleichung des punktweisen Kriftegleichgewichts:

V.o+pf=0. (1.2.15)

Satz 1.1 (Symmetrie des Spannungstensors): In einem Gleichgewichtszustand des
deformierten Korpers folgt aus dem Gleichgewicht der Drehmomente bzgl. des Urprungs
=0,

/xxpfda:Jr/ x X (n-o)do, =0, (1.2.16)
v

ov

die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors:

o=o". (1.2.17)

Beweis: Fiir ein beliebiges materielles Volumen V' ergibt die Anwendung des Gaufschen

Satzes:
/ n]'O'ide:/ajO'ide (221,2,3),
ov v

und weiter unter Berticksichtigung von (xxpf); = e;pz;jpfi und Oz; = o5

/ (xxn-o)do= / ik do
)% )%
= / 8l(sijk:z:jakl) dr = / €ijkOk;j dx —|—/ sijkxjalak,l dx.
14 1% 14
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Also ist
/ Eijk{wjpfk + o + $j810kl} dr = 0.
%4

Da dies fiir beliebige Volumina V' gilt, folgt aufgrund der angenommenen Stetigkeit aller
betrachteten Funktionen die punktweise Gleichgewichtsbedingung

gijk(xi(pfi + Qo) + 015) =0 (i=1,2,3)
Im Hinblick auf die Kréiftegleichgewichtsbeziehung pfy. + 0o, = 0 folgt also
gijor; =0 (k=1,2,3),
und damit o;; = 0j; (1,7=1,2,3). Q.E.D.

Im Fall eines dynamisch deformierten Korpers werden wir spéter unter der Annahme
der zeitlichen Erhaltung des Drehimpulses zeigen, dass auch in diesem Fall der Span-
nungstensor symmetrisch sein muss.

Zur vollstandigen statischen und kinematischen Bestimmung des deformierten Kérpers
werden Spannungen und Verzerrungen durch ein sog. , Materialgesetz“ in Beziehung ge-
setzt. Dazu ist es jedoch erforderlich, alle betrachteten Groflen auf dasselbe Koordina-
tensystem zu beziehen. Wir werden hier bei strukturmechanischen Modellen das , mate-
rielle* ¢-System (Lagrange-Koordinaten) zugrunde legen. Grundsitzlich wére auch eine
Formulierung in den ,ortsfesten* xz-Koordinaten (Eulersche Koordinaten) moglich. Dies
ist hier jedoch weniger zweckméfig, da die Variable = = £ + u(§) die gleichfalls ge-
suchte Verschiebung wu enthielte. Bei stromungsmechanischen Modellen werden dagegen
in der Regel Eulersche Koordinaten verwendet, da man hier ja die ,momentane“ Ver-
zerrungsgeschwindigkeit betrachtet, welche sinnvollerweise auch mit der ,,momentanen*
Spannungsgeschwindigkeit verkniipft wird.

Sei wieder ¢ ein fester Raumpunkt und {e®, i=1,2,3} ein in ¢ angeheftetes System
kartesischer Richtungsvektoren. Unter der Transformation & — x(§) geht dieses iiber in
das Vektorsystem

(e =@ (i=1,2,3),

angeheftet im Bildpunkt = = z(¢). Umgekehrt ist
eW =2/(&)7 e = ¢ () (i=1,2,3).

Wir wollen nun einen symmetrischen Tensor konstruieren, der jeder im Punkt £ angehef-
teten Richtung e einen Spannungsvektor zuordnet, bezogen auf das £&-Koordinatensystem,
der in Fldchenelementen im Bildpunkt z(¢) normal zur Bildrichtung 2/(§) iibertragen
wird. Dieser neue Spannungstensor, ,Kirchhoffscher! Spannungstensor® genannt, kann
dann sinnvollerweise mit dem gleichfalls auf das £-System bezogenen Verzerrungstensor
€(¢) in Beziehung gesetzt werden.

LGustav Robert Kirchhoff (1824-1887): Deutscher Physiker; Studium der Mathematik und Physik in
Konigsberg, 1855-1875 Prof. in Heidelberg, danach Prof. fiir Theor. Physik in Berlin; grundlegende Bei-
triige zur Elektrodynamik (Kirchhoffsche Regeln), Spektralanalyse, Wiirmestrahlung und Plattenstatik
(Kirchhoffscher Spannungstensor, Kirchhoff-Platte).
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Die Fliachenkraft, die in der Oberfliche 9V, des Teilvolumens V, iibertragen wird,
ist vermoge des Cauchyschen Spannungstensors gegeben durch

F,(0V,) = /av nj(x)o;j(x) do, z/ oij(x)nj(x)do, (i=1,2,3).

OV

Mit Hilfe der Transformationsformel fiir Flachenintegrale (1.1.9) finden wir dann
Fy(9Vz) =/ 7i;(x(€)) adj(9;zx(€))nx(€) dog. (1.2.18)
Ve

Der durch
lir(§) = 0ij(2(8)) adj(02r(§))  (1,k=1,2,3)

definierte (i. Allg. nicht symmetrische) Tensor 1(§) = (Ix(€))3,—, wird ,Lagrangescher
Spannungstensor genannt. Dieser erzeugt also einen Spannungsvektor, welcher auf das
kartesische z-Koordinatensystem im Punkt 2(¢) bzw. auf das i. Allg. nicht kartesische Sy-
stem ¢ = ¢ (z)e’ (i=1,2,3) im Punkt ¢ bezogen ist. Seine Komponenten bzgl. des karte-
sischen ¢-Koordinatensystems im Punkt & bzw. bzgl. des Systems ¢’ = 2/(£)e’ (i=1, 2, 3)
im Bildpunkt x(¢) erhdlt man durch die Beziehung (fiir beliebigen Richtungsvektor

e = (ex)iz1 ):

0i(a) (s = "IN e (i-1,2.9)
Der durch
iy (€) = %@O)ZU(E) N adj(azxi(i)ig(akxj(ﬁ))Ulk(x(g))
definierte Tensor k(§) = (ki(€))};=, , sog. ,Kirchhoffsche Spannungstensor*, ist nun we-

gen der Symmetrie von o ebenfalls symmetrisch.

Wir wollen ausrechnen, wie sich mit Hilfe des Kirchhoffsche Spannungstensors die
auf die Oberfléche eines (deformierten) Volumenelements V, wirkende Oberflichenkraft
ausdriicken lasst. Wir rekapitulieren die Formel

FOV) = [ o (al€) adi@ymn(©)u() dog (1= 1.2.3).
Ve
Mit Hilfe der Identitéten (1.1.6) und (1.1.7) ergibt sich

adj (02 (§)) 0ij((€)) = adj(0zx(E)) 9pioy; (x(8))
= adj(0;21(£)) adj(0,&i(x)) adj(0p1(8)) pi((€))
_ adj(9&i(x)) adj(9pi(€))adj(0;7k(§))
Ag(z) AL(8)
= Oyi(§) ku.(§)-

Wir erhalten so die Darstellung

Fi(0V,) = i (€) k(&) n(€) dog,

Ve
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und weiter mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes
ROV = [ aom(© k@) s (=1.2.3)
Ve
Bei Berticksichtigung von 0,x;(§) = & + Qu;(§) folgt schliefilich

F(aV,) = / O (S + 0rus(6) k() de (i=1,2,3), (12.19)

Ve

bzw. in Vektorschreibweise

F(oVy) = [ V- ((I+Vu(&))k()) de. (1.2.20)

Ve
Weiter unten werden wir das Bestehen von funktionalen Beziehungen der Form
k= Cl(e) (1.2.21)

postulieren, welche durch die spezifischen Eigenschaften des jeweils betrachteten Mate-
rials bestimmt sind. Diese sog. ,,Matrialgesetze“ sind generisch nichtlinear, konnen aber
in vielen Anwendungssituationen mit ausreichender Genauigkeit als linear angenommen
werden:

kij = Cyjmen (1,5 =1,2,3), (1.2.22)

mit einem , Elastizititstensor C' = (Ciju1)? 5121 -



2 Die Grundgleichungen der Stromungsmechanik

2.1 Erhaltungsgleichungen

In diesem Abschnitt werden die in stromungsmechanischen Modellen grundlegenden Be-
ziehungen fiir die Gréfien ,, Verzerrungsgeschwindigkeit® und ,,Spannungsgeschwindigkeit®
abgeleitet, woaus sich dann Bestimmungsgleichungen fiir alle relevanten Zustandsgréfien
des Massekontinuums ergeben. Ausgangspunkt sind die folgenden Annahmen an ein Mas-
sevolumen als abgeschlossenes physikalisches System:

— ,Masseerhaltung: Masse wird weder erzeugt noch vernichtet.

,Impulserhaltung® (2. Newtonsches Gesetz): Die Anderungsrate des Impulses (Dre-
himpulses) ist gleich der einwirkenden Kraft (Drehmoment).

— ,,Energieerhaltung”: Energie wird weder erzeugt noch vernichtet.

Entsprechend bezeichnet man den Satz von Variablen ,,(Masse)-Dichte“ p, ,,Impuls“ pov
und , Energie-(Dichte) pe als ,Erhaltungsvariablen* (, konservative“ Variablen) im Ge-
gensatz zu den ,primitiven® Variablen , Dichte* p, , Geschwindigkeit® v und , Tempe-
ratur 6. Im folgenden werden die Grundgleichungen der Stromungsmechanik zunéchst
in sog. ,, Erhaltungsform®, d. h. fiir die Erhaltungsvariablen abgeleitet. Welche der Varia-
blensétze, konservative oder primitive, am besten bei der Beschreibung einer Stromungs-
situation verwendet werden hangt von den konkreten Gegebenheiten ab.

2.1.1 Das Reynolds’sche Transporttheorem

Sei @ eine fiir jeden materiellen Punkt & zur Zeit ¢ angebbare physikalische Grofle (z. B.
Massedichte oder Impuls). Durch
® = O(x,1) = P(x(&, 1), 1),

kann ® auch auf die Eulerschen Ortspunkte = bezogen werden. Wir definieren die ,,lokale
Ableitung nach der Zeit

at(I) = 8,;(1)(.17, t),
welche die zeitliche Anderung von @ an einem festen Ortspunkt (raumfester Beobach-
ter) angibt, und die ,materielle Ableitung

4, = d®(z(£,1), 1) = 0, + v - V,,

welche die zeitliche Anderung von & fiir ein individuelles Teilchen ¢ beschreibt. Dabei
ist wieder v(x,t) = 0yx(£,t) das Geschwindigkeitsfeld der materiellen Teilchen.

Satz 2.1 (Reynolds’sches Transport-Theorem): Sei ® = ®(x,t) eine hinreichend
glatte skalare Funktion. Dann gilt fir jedes materielle Volumen V (t) die Beziehung
d
— O dr = {02+ V- (Pv)} dz. (2.1.1)
dt Jy 20

23
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Beweis: Die Transformation & — z(£,¢) ist umkehrbar eindeutig, glatt mit Funktional-
determinante

A(€,1) = det (ag)»j-m >0
g/ hi=12,

Durch Transformation auf das , Referenzvolumen® vy = V(0) erhalten wir

/ @(m,t)dx:/ O(x(&,t),t)A(E, ) dE
V(t) Vo

und fiir die zeiliche Ableitung

d
V(t)

Weiter gilt:

(D(x(E,t),t) = 0D (x,t) +v(x,t) - V, O(z, 1) (2.1.2)
und mit der Abkiirzung a;; = 0x;/0&; bei Vertauschbarkeit der Ableitungen:

[9JAN OA Ov; OA Ov; Oxy, OA Ov;

at (E, ) 8aij 1y 8aij 8@ aaij aLEk 853 8aij 8a:k Akj
Beachtung von Lemma 1.1 mit A;; = (—1)"co(a;;) ergibt weiter
(91] 8 (91]2‘ .
A& t) = ”ak]a = 1kAa ™ =A o = Adivw.

Setzen wir dies oben ein, ergibt sich

d
— ddx {8t<I>+U-V<I>+<I>V-U}A(§,t)d§
dt Jy o
:/ {0, +V - (Dv)} du,
V(D)
was zu beweisen war. Q.E.D.

Aus mathematischer Sicht handelt es sich beim Reynolds’schen! Transporttheorem um
das hoherdimensionale Analogon der bekannten Formel fiir die Ableitung eines eindimen-
sionalen Integrals mit parameterabhéngigen Integranden und Integrationsgrenzen. Fiir
eine ,,Erhaltungsgroffie” mit

d
— Odr=0
dt V(t)
ergibt sich mit Hilfe des Integralsatzes von Gaufl
0, P dx = f/ n-vddo. (2.1.3)
V(t) oV ()

Das heifit, die zeitliche Anderung der GréBe ® im Volumen V(t) ist gleich ihrem nega-
tiven ,,Gesamtfluss“ iiber den Rand OV (¢).

LOsborne Reynolds (1842-1912): Britischer Physiker; nach Studium der Mathematik in Cambridge
1868 Prof. fiir Ingenieurwissenschaften an der Univ. of Manchester; Arbeiten zur Stromungsmechanik und
Turbulenz sowie zur Bodenmechanik; nach ihm ist u. a. die ,Reynolds-Zahl“ in der Stromungsmechanik
benannt.
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2.1.2 Masseerhaltung

Bei gegebener Massedichte p = p(x,t) ergibt sich die in einem materiellen Volumen
V =V/(t) enthaltene Masse zu

m(V) = /Vpdx.

Die physikalische Erfahrung besagt, dass der Masseinhalt eines materiellen Volumens in
der Zeit erhalten bleibt, d.h.: Es gibt keine Massequellen oder -senken:

dm(V)=0.

Setzt man im Transporttheorem ® = p, besagt dies

/V{athrV-(pv)}dacO

fiir beliebige Volumina V. Wird der Integrand als stetig angenommen (eine nicht immer
erfiillte zusitzliche Voraussetzung an die Dynamik des Fluids), muss daher notwendig in
jedem Orts-Zeit-Punkt (z,t) gelten:

Op+ V- (pv)=0. (2.1.4)

Dies ist die Gleichung der Masseerhaltung (, Kontinuititsgleichung“). Sie besagt, dass die
zeitliche Anderung der in einem raumfesten Volumen V enthaltenen Masse gleich der
durch seinen Rand nach innen strémenden Masse ist:

/&pda:—/ n - (pv)do.
v ov

2.1.3 Impulserhaltung

Nach den vorausgegangenen Uberlegungen werden die auf ein materielles Volumen V =
V(t) wirkenden Kréfte beschrieben durch

K(V):/fodx—k/avn-ado:/V{Pf—&-V~U}d:r.

Der Impuls ist gegeben durch
(V)= / pvdzx .
v
Die zeitliche Erhaltung des Impulses (Newtonsches Gesetz)
dI(V)=K(V)

liefert die vektorielle Gleichung

i/pvda::/{pf—i—VwI}da:.
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Anwendung des Transporttheorems mit ® = pv; impliziert dann fiir ¢ = 1,2,3 die

Beziehung
d

— | pvidx = / {0:(pvi) + V - (po) } da
dt Jy v

und somit
O(pvi) + V- (pviv) = pfi + (V- 0);.

In vektorieller Schreibweise lautet diese Grundgleichung der Impulserhaltung (,, Momen-
tengleichung®) in konservativer Form:

O(pv) + V- (pv@v) =pf+V- 0, (2.1.5)

mit dem &ufleren Vektorprodukt v®@wv := (vivj)f’jzl . Bei Beachtung der Beziehungen
O (pv) = pdyv + v, V- (pr&v) =0V (pv) + pv - Vo,

ergibt sich mit Hilfe der Kontinuitéitsgleichung die Impulserhaltungsgleichung in nicht-
konservativer Form:

pow+ plv-Vv=pf+V-o. (2.1.6)

2.1.4 Drehimpulserhaltung

Fiir ein materielles Volumen V = V(¢) ist der Drehimpuls bzgl. des Ursprungs definiert
durch

L(V) = /Vx X (pv) dz

und das Drehmoment
D(V) = / T X (pf)dx—!—/ x x (n-o)do.
\% v
Der Erhaltungssatz fiir den Drehimpuls besagt dann, dass
d;L(V) = D(V).

Zur Vereinfachung der Schreibweise verwenden wir wieder den oben definierten ,, Permu-
tationstensor” & = (5,-jk)i7jﬁk:172,3 mit den Elementen &;; = 1,—1,0, je nach dem, ob
{ijk} eine gerade, ungerade oder gar keine Permutation von {1,2,3} ist. Damit gilt z.B.

(l‘ X a)i = EijkLjak .
Das Transporttheorem mit ® = e;;,2;pv;, impliziert nun

d
pr / €ijkT;pUg AT = / {8t(£ijk:c'jpvk) + V- (eijkxjpvkv)} dx .
1% v

Mit Hilfe der Beziehungen

@(eijkxjpvk) = 5ijkxjvk(9tp + Sijkpxjaﬂ}k
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und
V - (eijpjporv) = Oi(€ijnjpvevr) = ik Updiv(pv) + €41pT; 0101k + €151 PV Uk

erhalten wir wegen v x v =0

dL(V) = o {z xvdp + pr x O + (x x V)V - (pv) + pr x (v V)v} da.

Unter Beachtung der Kontinuitétsgleichung d,p + V - (pv) = 0 erhalten wir hieraus
d,L(V) = / z % (pdy + p(v- V)v) dz.
1%

Der zweite Summand in der Definition des Drehmoments D(V) ldsst sich mit Hilfe des
GauBlchen Satzes umformen zu

/ Eijk.’L']‘nlO'lkdO:/€ijkal(.’fj0'lk) dx
oV

|4

:/ {Eijk(fjk"‘gijkzjalglk}dx:/ {(e:0)i+(@x V- 0)i}do.
v v

Zusammengefasst erhalten wir

/:C X (p@tv+p(v~V)v)dx:/ {ex(pf+V-0)+eio}da.
v v
Bei Beachtung der Impulserhaltung

poww +p(v-Vjv=pf+V-o

folgt ¢ : 0 = 0. Hieraus erhélt man o, — ox; = 0, d. h.: Die Drehimpulserhaltung
impliziert wieder die Symmetrie des Spannungstensors:

o=0o". (2.1.7)

2.1.5 Energieerhaltung
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fithrt, auf stromungsmechanische Konfiguratio-

nen angewendet, zum Postulat der Existenz einer ,inneren Energiedichte* e = e(z,t), so
dass sich die innere Energie eines materiellen Volumens V' = V/(¢) darstellt als

Ein (V) :/pedx.
v

Seine , kinetische Energie“ zum Zeitpunkt ¢ ist

B (V) = %/ plv|? da .
v
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Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie
A EV(t) = di(Ew(V) + Ban(V))
muss gleich sein der Leistung der wirkenden Massekrifte und Spannungen

P(V):/pf-vder/ n-o-vdo,
v ov

zuziiglich der Energiezufuhr durch Wéarmequellen und abziiglich des Energieverlustes

durch abflieBende Warme
Z(V)= / phdx —/ q-ndo,
1% v

wobei ¢(z,t) den Wérmestrom iiber 0V bezeichnet. Bei dieser Energiebilanz wird Ener-
gieverlust durch ,,Strahlung® vernachléssigt. Insgesamt gilt also die Erhaltungsgleichung

d{Eine(V) + Exin(V)} = P(V) + Z(V) . (2.1.8)
Das Transporttheorem angewendet fiir ¢ = %p|v|2 sowie ® = pe ergibt
AWBian(V) = [ {100610P) + 19+ (o)} da
v
di By (V) = / {0i(pe) +V - (pev) } dx.
v

Kombination dieser Beziehungen mit der Erhaltungsgleichung (2.1.8) liefert
[ ABpe+ ol 9 - (pev -+ o)) do
v

:/{pf~v+ph}d:1:+/ n-(o-v—q)do=: Ay + Apy .
v ov

Das Oberflachenintegral Agy lésst sich mit dem Gaufischen Satz, unter der Verwendung
der Symmetrie o;; = 0j; , umformen zu

Agy = / n;(oiv; — q;) do = / 0i(0ijv; + q;) dox = / V-(oc-v—gq)dr.
ov v v
Wir fassen dies zusammen zu
[ A0pe+ Yol + 9 - (pev + SploPo)} da
v
:/ {pf-v+ph+V-(0-v—gq)}dn
v

Hieraus erhalten wir schlieSlich die allgemeine Erhaltungsgleichung fiir die totale Energie
(,,Energiegleichung*):

Oi(pe + 3plv*) + V - (pev + gplo[*v) = pf -0+ V- (0-v)+ph—V-q.  (21.9)
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Die zeitliche und 6rtliche Verdanderung der totalen Energie pe+ % p|v]? ist bestimmt durch
die externe Quellen ph , den Warmezuwachs durch ,,mechanische* Leistung pf-v+V-(o-v)
und den diffusiven Wérmefluss V - ¢.

Diese Beziehung kann unter Heranziehung der Kontinuitétsgleichung und der Momen-
tengleichung
Op+ V- (pv) =0, ov—+v-Vo=pf+V- 0,

geméf
I (pe + Lplv?) = Oi(pe) + S|v|*Op + pOyv - v,
V- (pev + splv[*v) = V - (pev) + 5|v[*V - (pv) + pv - Vv - v,
reduziert werden zu

O(pe) +V - (pev) = 0:Vvo =V -q+ ph. (2.1.10)

2.1.6 Bilanzgleichungen

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammen. Fiir die Zustandsgrofen
p Massedichte,
pv = (pv;)iz12;3 Impuls,
pe (totale) Energiedichte,

wurden ausgehend von den grundlegenden physikalischen Erhaltungsprinzipien die folgen-
den Beziehungen gefunden:

1) Kontinuititsgleichung fiir Dichte p (Masseerhaltung):
Op+V-(pv)=0. (2.1.11)

2) Momentengleichung fiir Impuls pv (Impulserhaltung):
O (pv) + V- (pv@v) =V -0 =pf. (2.1.12)

3) Energiegleichung fiir Gesamtenergiedichte E := e + Lv|* (Energieerhaltung):

O (pE)+V - (pEv) =pf-v+V-(0-v)+ph—V -q. (2.1.13)

Der obigen Variablen werden auch ,konservative® Variablen und die zugehorigen Glei-
chungen ,,Erhaltungsgleichungen® genannt.

2.2 Materialgleichungen

Die bisher abgeleiteten Zustandsgleichungen haben sich aus allgemeinen Erhaltungsprin-
zipien ergeben, welche praktisch fiir alle Fliissigkeiten und Gase gelten. Im folgenden
werden diese Gleichungen unter Verwendung materialspezifischer Eigenschaften weiter
spezialisiert. Dazu werden die inneren Spannungen o und der Energiefluss ¢ an die an-
deren Stromungsgrofen gekoppelt.
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2.2.1 Viskositatsmodell

Das obige System enthdlt 11 unbekannten Zustandsgrofien p, v = (v;)iz123, 0 =
(0ij)ij=123 (symmetrisch) und e. Zu ihrer Bestimmung stehen zunéchst nur die 5 Zu-
standsgleichungen der Masse-, Impuls- und Energieerhaltung zur Verfiigung. Die noch
fehlenden Beziehungen erhélt man aus den sog. ,,Materialgleichungen® aufgrund der spe-
ziellen Eigenschaften des jeweiligen Fluids.

Die sog. ,,Stokesschen? Fluide“, wie die meisten ,normale“ Fliissigkeiten und Gase,
zeichnen sich dadurch aus, dass der Spannungstensor im Ruhezustand stets kugelsymme-
trisch ist,

Olo=0 = _pI7

mit dem skalaren, , hydrostatischen® Druck p. Bei einem Gas ist p der ,,thermodynami-
sche® Druck, der iiber gewisse thermodynamische Zustandsgleichungen mit den anderen
Zustandsgrofien 6 und p verkniipft ist; wir werden darauf weiter unten zuriickkommen.
Im bewegten Fluid wird damit angesetzt:

o=—-pl+7,

mit einem (symmetrischen) Tensor 7, der die sog. ,,Reibungsspannungen® (,,Scherspan-
nungen) beschreibt. Bei rein mechanischer Betrachtungsweise kann spur(7) = 0 ange-
setzt werden; andernfalls wiirden die entsprechenden Spannungen in den Druck absorbiert
werden. Der Tensor 7 wird nun {iber das allgemeine Materialgesetz

T =F(e)

mit dem Tensor e € Rf;;f der Verzerrungsgeschwindigkeiten verkniipft, wobei F =
(Fj)ij=123 eine geeignete stetige, tensor-wertige Funktion ist. Dies ergibt neben den
5 Bilanzgleichungen 6 weitere Kopplungsbedingungen fiir die zu bestimmenden 11 Zu-
standsgroBen. Im ,,Stokesschen Fluid“ werden an die Tensorfunktion F(-) die folgenden

Forderungen gestellt:

3x3

sym

1. Symmetrie: Die Materialfunktion bildet symmetrische Tensoren T € R in eben-

falls symmetrische Tensoren F(T) € R¥3 ab. Ferner ist F(0) =0.

Sym

2. Isotropie: Das Materialgesetz ist invariant gegeniiber volumenerhaltenden, orthogo-
nalen Koordinatentransformationen, d. h.:

FQTQ") = QF(T)Q" (2.2.14)

fir jeden symmetrischen Tensor T = (7};); =123 und jede orthogonale Transfor-
mation Q = (Qyj)ij=123 mit QQT =1, det(Q) = 1.

2Sir Georg Gabriel Stokes (1819-1903): Englischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Cambridge;
Beitriage zur Differential- und Integralrechnung, zur Hydrodynamik und zur Theorie des Lichts, Spek-
tralanalyse und Fluoreszenz.
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Satz 2.2 (Materialtensor): Unter den obigen Annahmen hat die Tensorfunktion F =
F(T) notwendig die Gestalt

F(T) = ol + 1T + T, (2.2.15)
mit gewissen stetigen, skalaren Funktionen o;(I1, Is, I3) der drei ,Invarianten® von T :

I(T) = spur(T), I(T) = 5{T;jTji = TuT};}, Is(T) = del(T).

Beweis: Sei T ein beliebiger, symmetrischer 3 x 3-Tensor mit einem Orthonormalsystem
{e1, €2, e3} von Eigenvektoren zu den Eigenwerten {A;, Ao, A3}, d. h.: Es gilt Te; = Ne; .
Es sei bemerkt, dass die ,,Invarianten® von T' gerade die Koeffizienten seines charakteri-
stischen Polynoms sind:

xr(A) i=det(M —T) = I, + LA + I3\ + A3

Dessen Nullstelle sind die Eigenwerte von T. Da die Determinante einer Matrix invari-
ant gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen, d. h. insbesondere gegeniiber orthogonalen
Transformationen, ist, sind dies auch das charakteristische Polynom bzw. seine Koeffizi-
enten. Dies begriindet die Bezeichnung , Invarianten* fiir die Gréen Iy, Io, I3.

i) Als erstes wird gezeigt, dass {e, es, e3} auch Eigenvektoren von F(T') sind. Dazu sei
@ die orthogonale Transformation, welche einer 180°-Drehung um die e3-Achse entspricht.
Dann gilt QQT = I und {e;, ey, e3} bildet offenbar ein gemeinsames Eigensystem von
@ und T'. Dies impliziert, dass T und ) kommutieren und folglich gilt:

QT =TQ, QTQ"=T.

Dies ergibt sich aus den Beziehungen QTe; = QN\e; = N\iTie; = m\ie; = Tie; = TQe; mit
den Eigenwerten {7, 72,73} von @ unter Beachtung, dass {ej, e, e3} eine Basis bildet.
Gemé$ (2.2.14) gilt dann

F(T) = F(QTQ") = QF(T)Q"
sowie
F(T)Q = QF(T).
Also kommutieren ¢ und F(T) und haben folglich ebenfalls das gemeinsame System
von Eigenvektoren {eq,es, e3}. Mit der aus diesen Eigenvektoren gebildeten (unitdren)
Matrix W := [ey, €9, €3] gilt dann
F(diag(\)) = FOWTW ™Y = WF(TYW ™ = diag() .

Die Eigenwerte {p1, 2, ps} von F(T) sind offenbar allein durch F(-) bestimmte Funk-

tionen der Eigenwerte {A1, Ay, A3} von T'. Die Behauptung des Satzes ist damit auf den
Fall reduziert, dass F'(D,) = D,, eine Abbildung zwischen Diagonalmatrizen ist.

ii) Wir nehmen nun zunichst an, dass alle Eigenwerte A; von T einfach sind. Dann ist
1 A A2
det 1 )\2 A% # O7
1 A3 A
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und das lineare Gleichungssystem
0o+ o1hi + 92] = (A, A, Ag), 1= 1,2,3,

besitzt eindeutige Losungen ¢; = ;(A1, A2, A3) . Hieraus erschlieflen wir mit Hilfe der
Orthonormalitéit des Eigensystems {ej, es,e3} die Darstellung

F(T) = @ol + 1T + @,

Da die Eigenwerte \; gerade die Nullstellen des (kubischen) charakteristischen Polynoms
von T sind, lassen sie sich explizit (Wurzelausdriicke) durch dessen Koeffizienten, d. h. die
Invarianten [;, ausdriicken. Damit ist die Behauptung fiir den Fall, dass die Eigenwerte
von T paarweise verschieden sind, bewiesen.

iii) Im Fall mehrfacher Eigenwerte des Tensors T kann durch Stérung seiner Elemente
erreicht werden, dass alle Eigenwerte einfach sind. Dann gilt die behauptete Darstel-
lung fiir den gestorten Tensor. Man kann zeigen (Ubungsaufgabe), dass diese Darstellung
gleichmiiflig stetig von der Stérung abhéngt, so dass man durch Grenziibergang zum un-
gestorten Fall die Behauptung auch fiir den allgemeinen Fall moglicherweise mehrfacher
Eigenwerte erhilt. Q.E.D.

Bemerkung 2.1: Zur Illustration des Mechanismus, der die Darstellung (2.2.15) des
allgemeinen Materialgesetzes bedingt, betrachten wir den (nicht unbedingt physikalisch
motivierten) Ansatz F(T') = T*. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist die Matrix 7'
Matrix-Nullstelle ihres eigenen charakteristischen Polynoms, d. h.: x7(7) = 0. Im hier
interessierenden Fall einer symmetrischen Matrix mit Eigenwerten {\;} und zugehoriger
Basis {e1,eq,e3} von Eigenvektoren ergibt sich dies mit Hilfe der Linearfaktorzerlegung
x(\) =TT, (A = \;) durch

3 3
xr(Te; = [[(T = NDe; = [ (T—ND(T = N\De; =0, j=1,2,3,

i=1 i=1,i#j

was x7(T)z = 0 fiir alle z € R* und damit yr(7) = 0 impliziert. Damit erhalten wir
die Beziehung
F(T)=T"=~1, — LT — I;T*

Durch rekursive Anwendung dieses Arguments ergibt sich die Darstellung (2.2.15) dann
auch fiir jedes beliebige Polynom F(T) = Y /" cT" und weiter fiir jede gleichméBig
konvergente Potenzreihe F(T) = Y2 ci(T — Tp)*. Das im Beweis von Satz 2.2 ver-
wendete Argument setzt aber fiir die Abbildung F(-) : R3S — R3S nur gleichmiBige
Stetigkeit (auf kompakten Mengen) voraus, ldsst also insbesondere auch Materialgesetze
mit , Knicken® zu.

Wird das Materialgesetz (2.2.15) fiir ein Stokessches Fluid zusétzlich als ,linear” an-
genommen, so muss es notwendig die folgende Form haben:

o= —pl + F(e) = —pI + 2pue + Aspur(e)l, (2.2.16)
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mit zwei Materialkonstanten p (,,Scherviskositét®) und A (,, Volumenviskositét®). Fluide,
welche einem solchen linearen Materialgesetz geniigen, nennt man ,, Newtonsche?® Fluide®.
Die beiden Viskositdtsparameter p und A héngen im allgemeinen von der Dichte sowie
der Temperatur ab.

Wenn die durch Warmegefélle hervorgerufenen Spannungen klein gegeniiber den me-
chanischen Spannungen sind, kann man das Temperaturfeld € als durch nicht-mechanische
Bedingungen gegeben und dementsprechend als konstant annehmen. Die Viskositétspara-
meter x4 und A kénnen dann als unabhingig von 6 betrachtet werden (sog. , isotherme*
Stromung). In einer isothermen Stromung sind g und A in Ort und Zeit konstant, so
dass

Vio=-Vp+V-7, 7:=p{Vo+Vo'}+ AV 0l

Aus der kinetischen Theorie der Gase erhélt man im Fall ein-atomiger Gase die Beziehung
3AN+2u=0, p>0. (2.2.17)

Im allgemeinen Fall mehr-atomiger Gase gilt nur 3A+42u > 0; trotzdem wird in der Regel
die Beziehung (2.2.17) auch im allgemeien Fall verwendet. Damit ergibt sich

7= p{Vo+Vou'} = 2uV vl (2.2.18)
Die Erhaltungsgleichung fiir den Impuls erhélt dann wegen

(V- 7); = 0iryj = 0{ u(0iv; + 0jv;) — 5uV -v oy}
= pAvj + pd;V - v — 210 0;dive = plAv; + 11 9;V - v

die allgemeine Form
O (pv) + V- (pv@v) — pAv — uVV v + Vp = pf.
Unter Beriicksichtigung der Kontinuititsgleichung d;p + V - (pv) = 0 ergibt sich mit
O(pv) + V- (pr@v) = pdv + vop + vV - (pv) + pv - Vo
die Impulsgleichung fiir ein allgemeines ,, Newtonsches Fluid*:

powv + pv - Vo — pAv — %uVV%H—szpf. (2.2.19)

2.2.2 Thermodynamische Aspekte

Da im obigen Materialgesetz die neue Zustandsgrofe ,,Druck® p eingefiihrt wurde, benttigt
man zur endgiiltigen ,, SchlieBung® des Systems noch weitere Gleichungen. Dies sind phéno-
menologisch gewonnene, algebraische Beziehungen zwischen Dichte, Druck, Temperatur
und innerer Energie:

p=0p(p,0), e=ce(p,0). (2.2.20)

3Isaac Newton (1643-1727): Englischer Physiker und Mathematiker; Professor an der Universitiit
Cambridge; entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik und der Differentialrechnung.
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Die thermodynamischen Grundgesetze implizieren Bedingungen fiir die Gestalt dieser
Relationen.

Einem abgeschlossenen, wiarme-isolierten (ruhenden) Massevolumen im Gleichgewichts-
zustand werde eine Warmemenge () und eine mechanische Arbeit A zugefiihrt, und es
stelle sich wieder ein Gleichgewichtszustand ein.

1) Der ,, 1. Hauptsatz der Thermodynamik* besagt, dass Warme und mechanische Arbeit
energetisch gleichwertig sind und nicht ,,verloren gehen* kénnen. Der Zuwachs an innerer
Energie muss also gleich der Summe aus eingebrachter Warme und Arbeit sein:

de = Q + A.

Die einfachste Form der erbrachten Arbeit ist die Kompression oder Expansion des Mas-
sevolumens, wobei dA = —pdV . Der Zuwachs an innerer Energiedichte de infolge einer
Wirmezufuhr ¢ und Kompression d(p~!) eines Volumens mit Masse p(V) =1 (d. h.
V = p~t) ist daher

de = 6q —pd(p™) (2.2.21)

ii) Der ,,2. Hauptsatz der Thermodynamik® besagt nun, dass die Beziehung (2.2.21) das
totale Differential einer neuen Zustandsgrofle, der sog. ,,Entropie s, definiert in der Form

Ods = de + pd(p™"). (2.2.22)

Ferner kann diese Entropie in einem energetisch abgeschlossenen System nicht abnehmen;
bei jedem irreversiblen Prozess nimmt sie zu.

Bei einem ,idealen” Gas wird eine lineare Proportionalitéit der Form
p = Rp0, (2.2.23)

postuliert mit der sog ,,Gaskonstante* R > 0. Bei Gaspartikeln mit Molekulargewicht m
ist R = Raps/m mit der sog. ,absoluten“ Gaskonstante Raps -

Fiihrt man einem materiellen Volumen (quasi-statisch) eine Warmemenge dg zu und
hilt dabei das Volumen fest, so steigt die Temperatur proportional um df = c;'dq. Die
so definierte Konstante ¢, > 0, die sog. ,spezifische Warme* (bei konstantem Volumen),
ist unabhéngig von den anderen Zustandsgrofien. Abweichungen hiervon treten erst bei
extrem hohen Temperaturen und Driicken auf. Da mit dem Volumen auch die Dichte
konstant bleibt (d. h.: d(p~') = 0), gilt im Hinblick auf (2.2.21)

e = ¢,0 + konst.

Erfolgt die Wérmezufuhr bei konstantem Druck, so gilt dg = c¢,df mit der ebenfalls
konstanten sog. ,spezifischen Warme“ ¢, > 0 (bei konstantem Druck). Hierbei dehnt
sich das Gas aus und leistet Arbeit; wegen (2.2.23) gilt dann

R
d(p~1) = ~ap.
(p) »
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Dies impliziert im Hinblick auf (2.2.21), dass
de = c,df = c,0 — Rd0,

woraus notwendig R = ¢,—¢, := ¢,(y—1) > 0 mit v := ¢,/c, folgt. Fiir zwei-atomige
Gase (z. B. Luft) ist v =1,4.

Lésst man das materielle Volumen (quasi-statisch) expandieren, ohne den Wérmein-
halt zu dndern, und entzieht man ihm die Arbeit pd(p~'), so wird

dqg=0=c,df + ROpd(p™),

bzw. bei Beachtung von ¢;'R =~ — 1,

_ s dp) _ (0
0=+ 0101 fd(m_1>.

Folglich ist

= konst, % = konst., T = konst.
p

Pt
Die ,Konstante” in diesen Beziehungen héngt jeweils von den anderen, nicht vorkom-
menden Zustandsgroflen ab. Fiir ein reibungsloses, nicht-wérmeleitendes Gas bleibt die
Entropie entlang jeder Stromlinie konstant, und es gilt (z. B. fir Luft):

p=ap’ (2.2.24)

mit einer temperatur-abhéngigen Konstante o >0 und v =¢,/c, = 1,4.

Im allgemeinen entsteht zwischen den Masseteilchen in Folge der Wirmeleitfahigkeit
ein Wirmestrom, der in folgender Form angesetzt wird:

q= —krV0,

mit einer skalaren Funktion x = k(p,6,|V0|), dem sog. , Wirmeleitfahigkeitskoeffizien-
ten®. Ferner gilt wegen pe = c,p8 = c,pf0—Rpf auch

pe = c,p — p. (2.2.25)
Unter Beachtung von
7:Vu = (u{Vuo+Vo'} = 24V -ol) : Vo = $pu(Vo+ Vo' )? — 2u(V - v)?
fiihrt dies auf die Energiegleichung in ,, konservativer* Form

Oy(cppt—p) + V- ((cppf—p)v) — V - (kVO) = ph (2.2.26)
—pV v+ Iu(Vo+ Vo) — 24(V - v)%.
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Schallgeschwindigkeit: Zur Charakterisierung einer Gasstromung ist der Begriff der
»Schallgeschwindigkeit* wichtig. Damit wird die folgende Grofie bezeichnet:

e(p) == \/Z:]/j

Die Beobachtung zeigt, dass ein Gas durch eine Druckerhchung dichter wird, so dass stets

¢ > 0 ist. Die Grofle o]
v

Ma = —

c(p)

wird (lokale) ,Mach*-Zahl“ genannt. Sie erweist sich als entscheidend fiir den Charakter
des Systems der Grundgleichungen (elliptisch - parabolisch - hyperbolisch). Wir werden
diese Zusammenhénge im néchsten Abschnitt noch genauer diskutieren.

2.2.3 Erhaltungsgleichungen in nicht-konservativer Form
Neben den Erhaltungsgleichungen werden Anfangs- und Randbedingungen gestellt, die
durch die spezifische physikalische Gegebenheit der betrachteten Situation bestimmt sind.
Anfangsbedingungen:
Plt=0 = ,00; Vjt=0 = UO, =0 = 0°.

Randbedingungen:

oy, =02, (un- (W) = np)iry, =P~ Ope, =607, (k0,0 + af) e = V.
Fiir Druck und Dichte diirfen in der Regel (Ausnahmefall: , freie® Ausstromrandbedin-
gung) keine Randbedingungen gestellt werden.

Rand- und Anfangsbedingungen sind fiir die primitiven Variablen {v,0} gegeben.
Ferner wird im allg. der Spannungstensor ¢ als Funktion von v, # ausgedriickt. Daher
bietet es sich an, die Zustandsgleichungen direkt fiir die ,,primitiven* Variablen {p,v, 6}
zu schreiben. Dies fithrt auf die folgenden Grundgleichungen fiir allgemeine , Newtonsche
Fluide“ in nichtkonservativer Form:

1’) Kontinuitditsgleichung fiir Dichte p :
Op+ V- (pv)=0; (2.2.27)

2’) Momentengleichung fiir Geschwindigkeit v :
pov + pv - Vo =V - (u{Vo+Vu'}) + 2V(uV - v) + Vp = pf; (2.2.28)

4Ernst (Waldfried Josef Wenzel) Mach (1838-1916): Osterreichischer Physiker, Philosoph und Psycho-
loge; Studium der Mathematik und Naturwissenschaften in Wien, 1864 Prof. fiir Mathematik in Graz,
1867-1895 Prof. fiir Physik in Prag, dort auch Rektor, 1895 Prof. fiir Philosophie in Wien; Vorden-
ker der Relativittstheorie, grundlegende experimentelle Beitrige zur Gasdynamik (nach ihm benannte
»Mach-Zahl*), Experimente u. a. auch zur Sinnesphysiologie (Gleichgewichtssinn und Sinnestduschun-
gen); Arbeiten zur Wissenschaftphilosophie und Erkenntnistheorie.
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3’) Energiegleichung fiir (absolute) Temperatur 0 :

pcp0id + peyv - VO — V- (kV0) = ph+ Op+v - Vp (2.2.29)
+ Iu(Vo+ Vo) = 2u(V - v)2

Im Fall, dass Wéarmeleitung die einzige nicht-mechanische Energieiibertragung ist, kann
man (2.2.29) weiter spezialisiert. Vernachlissigung der entsprechenden Terme in der Ener-
giebilanz ergibt die Energiegleichung in reduzierter Form:

P00 + pcyv - VO — NV - (kV0) = ph. (2.2.30)

Fiir ein ruhendes Kontinuum (d. h.: v =0) ergibt sich so die sog. ,, Warmeleitungsglei-
chung*

pcp0 — V - (kV0) = ph . (2.2.31)

2.3 Gasdynamische Gleichungen (Euler-Gleichungen)

In Gasstromungen konnen starke Dichtednderungen durch mechanische ,, Kompression*
von Gasteilchen auftreten, bis hin zu ,fast* Unstetigkeiten (sog. ,,Schocks® oder ,, Verdich-
tungsstoBe). Temperaturdnderungen spielen hierbei meist eine untergeordnete Rolle. In
diesem Fall kbnnen viskose Effekte durch innere Reibung gegentiiber den Trégheitskréften
vernachlissigt werden. Fiir das Newtonsche Fluid reduziert sich dann das lineare Materi-
algesetz (2.2.16) auf

o= —pl.

Da die korrekte Erfassung von Schocks (Position und Stérke) sehr empfindlich von der
Einhaltung der globalen Balancegleichungen abhéngt empfielt sich die Verwendung der
konservativen Variablen {p, pv, pE} .

Die Kontinuitats- und Impulsgleichung reduzieren sich im reibungsfreien Fall zu
Op+ V- (pv)=0, (2.3.32)
O(pv) + V- (pv@v) + Vp=pf. (2.3.33)
Wir betrachten hier wieder den Fall eines ,idealen* Gases, fiir welches gilt:
4

p=Rp, R=cp—c,, 7:i=—>1 e=ch

v

?

mit der Gaskonstante R, der ,spezifischen Warme“ ¢, (bei konstantem Druck) und der
»spezifischen Wiarme* ¢, (bei konstantem Volumen). Kombination mit der Beziehung
pE := pe + 3plv|* ergibt dann

p=(v=1)(pE — 3p[v). (2.3.34)
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Bei reibungslosen, ,,schnellen* Gasstromungen kann der Beitrag der mechanischen Wérme-
erzeugung in der Energiegleichung nicht vernachléssigt werden. Dafiir spielt die diffusive
Wirmeausbreitung keine Rolle. Die Energiegleichung nimmt dann wegen

Vo)==V ()
die Form an:
O(pE)+V - (pEv +pv) = pf - v+ ph, (2.3.35)

mit der totalen Energiedichte E := e+ 1|v[%.

Im Fall fehlender duflerer Volumenkrifte und Warmequellen, f =0, h = 0, ldsst sich
dieses System in Form einer (hyperbolischen) , Erhaltungsgleichung® fiir den Vektor der
konservativen Variablen u := (p, pv, pE)T | schreiben:

Ou+V-F(u)=0, (2.3.36)
mit der ,,Fluss funktion®
pu PY;
F(u) = | pp@v+pl | = | pvi(vj)j=1,23 + P(3ij) j=123)
pEv + pv pEv; + pu; 1as

Dies sind die sog. ,,Eulerschen® Gleichungen“ in ,konservativer* Form. Mit Hilfe der Ab-

leitungen
Aij(u) ==V, Fi(u) (i=1,2,3)

erhalten wir die dazu formal dquivalente nicht-konservative Form der Eulerschen Glei-
chungen als ein ,,quasi-lineares“ System von Differentialgleichungen 1. Ordnung:

> Ai(u)du = 0. (2.3.37)

Zur Bestimmung des Typs dieses Systems haben wir die Projektion den Koeffiziententen-
sors (A;)?_, auf eine beliebige Richtung n zu betrachten:

B(u,n) = Z n;A;(u).

mit der Matrix
v p 0

B(u,n)=|v@v pv 0
Ev pE+p v

5Leonhard Euler (1707-1783), geb. in Basel: universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster
und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.
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Die Eigenwerte der Matrix B(u,n) sind
AM=n-v—c, AM=N3=N=n-v, As=n-v+ec,

wobei

(32:*@*}39 P

Cdp p
die Schallgeschwindigkeit definiert. Den Begriff ,,Schallgeschwindigkeit® wollen wir im
folgenden etwas detaillierter diskutieren.

Schallgeschwindigkeit und Mach-Zahl:

In einem ,inkompressiblen“ Fluid beeinflulen lokale Storungen unmittelbar das ganze
Stromungsbebiet. Dagegen kénnn sich in einem , kompressiblen Gas Druck- und Dich-
testorungen nur mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Wir wollen den Mechanismus
dieser Storungsausbreitung untersuchen. Dazu betrachte wir Druck- und Dichteédnderun-
gen, die klein gegeniiber einem Ruhedruck py und einer Ruhedichte py sind:

lp — pol < |pol, lp— pol < |pol-

In diesem Fall bleiben die Geschwindigkeit und ihr Gradient klein, und man erhélt durch
Linearisierung der Zustandsgleichungen:

0=0p+ V- (pv) = dp+ pV - v, (2.3.38)
0= pdw + Vp = pydv + Vp. (2.3.39)

Unter der Annahme einer glatten Beziehung p = p(p) (bei festgehaltener Temperatur)
gilt
d,
Oip = d_p Oip = CQ@tP-
P

Im Fall jjisothermer® Stromungen (0 = konst. ) verwendet man z. B. oft das ,,barotrope*
Gasgesetz

p=pp) = ap’ (2.3.40)

mit einer Konstante « > 0, die meist stark von der (konstanten) Temperatur abhéingt,
und einem materialabhéngigen Exponenten v > 1

Fiir kleine Stérungen des Ruhezustands kann ¢(p) = ¢(py) =: ¢ als konstant angesehen
werden. Elimination von v aus (2.3.38) und (2.3.39) ergibt dann

Op =c02p = —pyV - 0w = =V - (podv) = AV - Vp = *Ap = * Ap,
und folglich die Beziehungen
I*p — *Ap =0, DPp—c*Ap =0,

Druck und Dichte geniigen also einer Wellengleichung jeweils mit der Wellenausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ = ¢(p) . Diese ,,Schallgeschwindigkeit“ beschreibt also die Geschwindig-
keit, mit der sich Stérungen im Druck und der Dichte ausbreiten.
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Wir wollen die Diskussion der ,isothermen® Situation noch etwas weiter treiben. Aus
der linearisierten Gleichung (2.3.39) erhalten wir 9,Vxv = 0 und folglich ndherungsweise
V xv = 0. Im Hinblick auf diese Beobachtung machen wir fiir das Folgende die weiteren
vereinfachenden Annahmen:

stationéire Stromung:  Op = 0= Jyp;

— rotationsfreie Stromung: Vxov =0;

Existenz eines ,, Volumenkraftpotentials“:  f = —-VV';

— barotropes Materialverhalten: p = «ap”.

Mit Hilfe der bereits oben verwendeten Identitét
v-Vo=31V[|" —vx (Vxuv)
und der lokalen Schallgeschwindigkeit ¢ = ¢(p) erhalten wir die Zustandsgleichungen
pV-v4+v-Vp=0, (2.3.41)
sVIvP+p'Vp+VV =0. (2.3.42)

Durch Multiplikation von (2.3.42) mit v und Einsetzen von (2.3.41) kann die Massedichte
p eliminiert werden und man erhélt die folgende sog. ,, Gasdynamische Gleichung*:

-V =V-v4v-VV =0, (2.3.43)
bzw. nach etwas Umformung in komponentenweiser Form
d d d
Z(U? — 02)81'1]1' + Z Ui’l)jaﬂij + Z vzdv =0.
i=1 §,j=1(i#) i=1

Die Rotationsfreiheit V xwv = 0 impliziert im einfachzusammenhéngenden Stromungsge-
biet die Existenz eines (skalaren) Geschwindigkeitspotentials @, so dass

v=Vo.

Damit lédsst sich die Gasdynamische Gleichung als eine (skalare) Differentialgleichung
zweiter Ordnung schreiben:

d d
> ((0:0)? = )i + Z 0,00, 90%D + Y 0,00,V = 0. (2.3.44)
=l i.5=1(i77) i=1

Dabei hiangt die lokale Schallgeschwindigkeit ¢ vom momentanen Stromungszustand ab:
¢ = c(v, V). Diese Abhéngigkeit muss noch bestimmt werden, um das System zu schlieflen.
Aufgrund der Annahme eines barotropen Gases gilt

_ _ _ _ « _
pVp=p V(") = ptayp'Vp = V(ﬁ/—yl/ﬂ 1)

-v(3)

2

:V(yc—l)'
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Damit erhélt die sog. ,,Bernoulli® -Gleichung* die Form
10,12 c?
V(§|U| +ﬁ +V) :0,
bzw.
2
v+ ——= + V = konst.
v—1

im gesamten Stromungsgebiet. In einem gewissen Anstrombereich kénnen im allgemeinen
v, ¢ und V als bekannte Groflen vy, ¢g und Vj angesehen werden. Damit wird

c’ Ly, |2 i
ﬁ+V:§|Uo| +771+Vo7

sl +

bzw. nach Auflssung dieser Gleichung nach ¢?:

F=c+ (=1 G(ul=o)+ Vo -V) .

Im allgemeinen wird das Kraftpotential V' im Anstrombereich zu Null normiert: Vo = 0.

Aus (2.3.44) ist der Ubergang der allgemeinen Gasdynamische Gleichung des idea-
len (kompressiblen) Gases zur Potentialgleichung (2.3.45) der idealen (inkompressiblen)
Fliissigkeit leicht zu ersehen. Die Annahme der Inkompressibilitét ist gleichbedeutend mit
der Annahme einer ,unendlich grofien® Ausbreitungsgeschwindigkeit von Stérungen der
Dichte (Schallgeschwindigkeit), so dass hier stets

| < ¢
vernachlassigt werden kann. Es ergibt sich so die reine ,,Potentialgleichung*
A =0. (2.3.45)

Wir bemerken, dass in Fliissigkeiten die Schallgeschwindigkeit in der Regel deutlich groier
als die Stromungsgeschwindigkeit ist; erstere ist z. B. in Wasser 1400 m/s. In Gasen kann
die Stromungsgeschwindigkeit durchaus groBer als die Schallgeschwindigkeit sein (sog.
, Uberschallstromungen®). Allerdings kann die ,, Inkompressibilitit* auch in Gasen oft mit
recht guter Genauigkeit angenommen werden; z. B. wird die Luftstromung um Automo-
bile oder um Flugzeuge in der Start- und Landephase in der Regel als ,inkompressibel
behandelt.

Die mathematische Analyse der Gasdynamischen Gleichung (2.3.44) erweist sich als
sehr schwierig, da sie nicht immer von einheitlichem Typ ist. Wir wollen diese Frage

5Daniel Bernoulli (1700-1782): Schweizer Mathematiker und Physiker aus der Gelehrtenfamilie Ber-
noulli; Studium der Medizin in Basel, Heidelberg, Straflburg und wieder in Basel; 1725 Ruf an die Rus-
sische Akademie der Wissenschaften in Sankt Petersburg, ab 1733 wieder in Basel zunichst als Prof. fiir
Anatomie und Botanik und spiter fiir Physik; Hauptwerk “Hydrodynamica® iiber die Grundlagen der
Hydrodynamik; weitere Arbeiten iiber spezielle gewshnlichen Differentialgleichungen (Riccati-Gleichung)
und die Gammafunktion, die nach ihm benannte ,,Bernoulli-Gleichung* ist von fundamenrtaler Bedeutung
in der Stromungsmechanik.
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anhand des zweidimensionalen Modells diskutieren. Dazu setzen wir fiir das Folgende
TI=Tq, Y= Tg, U= V1, U= Vg, Uy i= Oyu, u.8.w.. Mit dem Geschwindigkeitspotential
¢ (D, =u, , =v) erhilt die Gleichung (2.3.44) dann die Form

(u? — ),y + 2uvd,, + (v? — 02)<I>yy +uV, +0V, =0. (2.3.46)

Der Typ dieser partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung bestimmt sich aus den Eigen-
werten der Koeffizientenmatrix

Die fiir den Typ der Gasdynamischen Gleichung charakteristische Grofle ist die sog.

,Mach-Zahl*
Vu? + v?

c
Im vorliegenden Fall sind die folgenden drei Fille moglich:

Ma :=

— Beide Eigenwerte von A sind positiv oder negativ, d. h.: Die Gleichung ist vom
elliptischen® Typ. Dies ist der Fall im ,, Unterschallbereich“: u? +v? < ¢% (,,subso-
nische Stromung®, Ma < 1).

— Ein FEigenwert ist positiv und der andere negativ, d. h.: Die Gleichung ist vom
,hyperbolischen® Typ. Dies ist der Fall im , Uberschallbereich“: u? + v? > ¢* (,su-
personische Stromung®, Ma > 1).

— Ein Eigenwert ist gleich Null, d. h.: Die Gleichung ist vom , parabolischen“ Typ.
Dies ist der Fall fiir u? + v? = ¢? (,,transsonische Strémung®, Ma ~ 1).

Dabei ist zu beachten, dass die Schallgeschwindigkeit ¢ vom jeweiligen Stromungszu-
stand {u,v} abhdngt. Im Fall schallnaher Anstréomung kann der Typ der Differentialglei-
chung auch innerhalb des Stromungsgebiets wechseln. Ein Beispiel ist die Umstromung
eines Tragfliigels (in zweidimensionaler Idealiserung); siehe Abbildung 2.1. Oberhalb des
Fliigels entsteht eine Uberschallblase. Dieses Phénomen stellt eine der fundamentalen
Schwierigkeiten in der Theorie und Numerik der Gasstromungen dar.

Anstroemung ST Ma=1

Ueberschallblase

Ma<1 =

Profil

Abbildung 2.1: Strémung um einen Tragfliigelquerschnitt mit Uberschallblase
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Charakteristiken hyperbolischer Gleichungen

Wir wollen zum Abschluss noch einige Ergebnisse zu Losungen von hyperbolischen Dif-
ferentialgleichungen rekapitulieren. Die Gasdynamische Gleichung ist ein Spezialfall der
allgemeinen skalaren Differentialgleichung 2. Ordnung

Lu = agoﬁiu + 2a110,0,u + aozagu + a100,u + a1 Oyu + agou = f (2.3.47)

mit (konstanten) Koeffizienten a;;. Diese Gleichung werde auf einem Gebiet  C R?
betrachtet. Die quadratische Gleichung

a0y’ — 2a1, 2.y, + ager’ = 0 (2.3.48)

bestimmt gewisse Richtungen xz,/y, = dy/dx bzw. y,/x, = dz/dy von Kurven (mit
Graph y = y(z) oder = z(y) ) durch den Punkt (g, yo). Zu deren Bestimmung nehmen
wir 0.B.d.A. an dass ayy # 0 und x, # 0. Dann besitzt die Gleichung

()= () ez o

dx asy \dx a9
die Losungen
d 1 7
<7y) = E + — a%l — A200A02-
dr/+/- a  ax

Diese entsprechen Steigungen von Kurven durch einen Punkt (zg,y9) € T, entlang
welcher die hoheren Ableitungen von wu sich nicht aus Vorgaben entlang I' bestim-
men lassen. Entlang dieser ,charakteristischen Kurven“ kénnen Unstetigkeiten in der
Losung auftreten. Es ist also sehr wichtig, die Existenz von ,,Charakteristiken“ und de-
ren Gestalt fiir den zu betrachtenden Differentialoperator vor Ansatz eines numerischen
Verfahrens genau zu bestimmen. Die Existenz von Charakteristiken héngt allein von
den Koeffizienten der hochsten Ableitungen des Operators L, d.h. seinem , Hauptteil®
2202 + 2a110;0,u + agedju , ab. Die Gleichung

q(&,m) = a0&® + 2a11€n + agen® = 0

beschreibt Kegelschnitte in der (£, n)-Ebene:

<0: Ellipse
a%l — Q902 =0: Parabel

>0: Hyperbel

Von dieser rein formalen Charakterisierung stammen die Bezeichnungen fiir die drei Ty-
pen von partiellen Differentialgleichungen. Die Klassifikation eines Differentialoperators
als ,elliptisch®,  parabolisch“ oder  hyperbolisch* wird fiir jeden einzelnen Punkt (xq,yo)
separat vorgenommen. Im Falle variabler Koeffizienten a;; = a;;(z,y) oder im nichtlinea-
ren Fall a;;(u(x,y)) kann der Typ einer Gleichung also im Losungsgebiet wechseln. Dies
ist bei der Gasdynamischen Gleichung gerade der Fall. Fiir

w? — (=) - >0 & u+oi>El
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ist hier a?; — aspape > 0, d. h.: Es existieren zwei charakteristische Richtungen im Punkt
(20, yo) mit den Steigungen

dy ayy a?, — axag: u Vu2 4+ 02— ¢?
- =My = — + .
+

= +
dx as asy v2 — 2 v2 — 2
0 0

Da die Richtungen m+ in jedem Punkt (xg,yo) von der aktuellen Losung {u,v} abhén-
gen, tun dies auch die Charakteristiken. Lediglich im Fall einer linearen Differentialglei-
chung, wie z. B. bei dem System der Wellengleichung

Ou— 0w =0, Oyu—0,v=0, (2.3.49)

bzw. 920 — 0;® = 0 fir u = 0,®, v = J,®, sind die Charakteristiken, d.h. deren
Steigungen my = £1, in jedem Punkt des Losungsgebietes a priori bestimmt.
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3.1 Mathematische Modelle

Wir betrachten nun die mathematische Beschreibung des Verhaltens elastischer Korper
unter dufleren Belastungen. Im Gegensatz zu den Fliissigkeiten, bei denen die ,, Verinde-
rungsgeschwindigkeit® der physikalischen Groflen interessiert, méchte man beim Festkor-
per das Resultat des Ubergangs von einer statischen Gleichgewichtslage unter Belastung
in eine neue Lage. Gesucht ist also der Verschiebungsvekor u(&,t) der Deformation

§:T(§7O) - ac(f,t):§+u(§,t), § € Qo,

eines Kérpers in der Ausgangskonfiguration € := Q(0) in die neue Konfiguration Q(t).
Dabei interessiert man sich meist fiir die Deformation in eine neue Gleichgewichtsla-
ge (1) mit Deformation u(&,1) oder ein angeregter Schwingungsvorgang, bei dem die
Deformation (&, t) einen zeitlich perodischen Verlauf hat. Bei der Beschreibung dieser
Vorgénge bedienen wir uns der Lagrangesche Koordinaten einer ausgewéhlten Referenz-
konfiguration (meist der unbelasteten Ruhekonfiguration).

3.1.1 Das allgemeine nichtlineare Modell

Wir betrachten zunéchst den allgemeinen Fall der durch eine instationdre Belastung mit
Volumenkraftdichte f(&,¢) und Oberflichenkraftdichte g(&,t) verursachten Deformation
u(€,t) aus der Ruhekonfiguration Q mit u(&,0) = u°(€). Als erstes miissen wir alle in
den allgemeinen Erhaltungssédtzen erscheinenden Groflen bzgl. des £-Systems ausdriicken.
Der einfachheithalber machen wir die folgenden Annahmen:

— Isothermer Prozess: Die Deformation des Korpers aus der Referenzkonfiguration
Q erfolgt isotherm, so dass keine durch Temperaturgradienten bedingte mechani-
sche Effekte auftreten. (Thermodynamische Effekte werden aber wichtig bei der
Betrachtung von Kérpern aus bestimmten nicht-elastischen Materialien.)

— Referenzkonfiguration: In der Referenzkonfiguration sind die Massedichte p°(&),
die Materialeigenschaften und die Volumenkraftdichte f°(¢,¢) bekannt.

Wir brauchen hier also nur die Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls (Drehimpuls)
zu berticksichtigen. Bezogen auf das Momentansystem des deformierten Korpers lauten
diese in integraler Form wie folgt:

— Masseerhaltung:

; /
— plx,t)de = 0; 3.1.1
i (3.1.1)
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— Impulserhaltung:

d

— px,tvx,td:z::/
iy, PO

V(t)

p(:p,t)f(m,t)der/ n(z) - o(x, ) doy, (3.1.2)

v (t)
mit der Massedichte p(x,t), der Volumenkraftdichte f(x,t), dem Geschwindigkeitsvektor

v(z,t) = v(§(z,1), 1) = (&, 1) = O{E+u(S, 1)} = Gu(&, 1),

und dem Cauchyschen Spannungstensor o(z,t). In der stromungsmechanischen Betrach-
tung werden aus diesen Gleichungen mit dem Reynoldschen Transporttheorem Gleich-
gewichtsgleichungen bezogen auf das Momentansystem = = xz(&,t) abgeleitet. In der
strukturmechanischen Betrachtung wollen wir anders vorgehen. Die Erhaltungsgleichun-
gen werden zunichst auf das Ausgangssystem & bezogen umgeschrieben und dann die
zeitlichen Ableitungen ausgefiihrt.

a) Masseerhaltung:

Sei V(t) C Q(t) ein (beliebiges) Volumenelement der Momentankonfiguration zum Zeit-
punkt ¢, welches durch Deformation des Volumens V C € in der Grundkonfiguration
entsteht:

xeV(t): x&t)=E+ul&t), eV
Die Transformationsformel (1.1.8) fiir Volumenintegrale ergibt
[ pletrdo= [ pla(e,0,0) et ) de
V() v
und bei Beachtung von det(z/(€,t)) = det(I+Vu(E,t)):

/ pz,t)de = / plx(&,t),t) det(T+Vu(,t)) dE.
V(t) Vo

Mit der bekannten Massedichte p°(¢) des Referenzsystems gilt daher:

p(&,1), 1) = det(I+Vu(&,t))~'p"(€). (3.1.3)
Die momentane Massedichte p(z,t) ist also bestimmt durch die als bekannt angenomme-
ne Referenzmassedichte p°(€) und die gesuchte Deformation (&, t). Sie wird daher im

folgenden nicht als eigenstidndige Unbekannte betrachtet. Die Bedingung der Masseerhal-
tung ist dabei automatisch erfiillt:

/ p(fr-,t)dx:/po(f)dg, t>0.
V() 1%

b) Impulserhaltung:
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Der Geschwindigkeitsvektor in der Momentankonfiguration v(z,t) hat bezogen auf das
Referenzsystem die Form v(z,t) = dyu(§,t). Also gilt

di plx)v(z)de = 4 p(x(&, 1), t)0u(&, t) det(I + Vu(, 1)) d€
L Jv dt Jy
d
~ 4 | renenoc= [ peotuenoe

Der Volumenkraftterm wird wie folgt umgeschrieben:
[ otz = [ plale.0).0) flae,t). ) derT4 V(e 1) ds = [ 2 €+ ulé0). 01
V() \% %
Mit dem oben abgeleiteten Kirchhoffschen Spannungstensor k(&,t) gilt weiter:
| nta)-owtydos = [ {T+Vulg, 0} Ke.t) - n(6) do
v (t) oV
= [ V- (U vuley pien) as

Die Impulserhaltung im Volumen V(¢) erhélt also die Form

/V P (€)Fu(E. ) O = /V {26 1€ 1) + V- ({T+Vu(E, )} (€, 1)) } de.

Da das Volumen V C Q beliebig gewéhlt ist, folgt wegen der angenommenen Stetigkeit
aller involvierten Gréflen die punktweise Gleichgewichtsbeziehung

P& u(8,t) = V- ({T+Vu(&, 1)} k(& 1) = P (§) F(§ +u(€, 1), ). (3.1.4)

Das allgemeine Anfangs-Randwertproblem der Elastizititstheorie

Mit den bisher bereitgestellten Begriffen und Beziehungen kann nun das allgemeine An-
fangs-Randwertproblem fiir die Deformation eines elastischen Korpers formuliert werden.
Vorgegeben seien:

1. ein physikalischer Korper, dessen Massepunkte im kriftefreien Grundzustand ein
beschriinktes Gebiet @ C R? mit den oben vereinbarten Regularititseigenschaften
einnehmen;

2. eine Massedichte p°(¢) in der Referenzkonfiguration;
3. eine duflere masse-orientierte Volumenkraft mit Kraftdichte f(z,¢) in Q(¢);

4. eine Oberflichenbelastung mit Dichte ¢?(x,t)) entlang einer Randkomponente
0Q,(t) C O0(t) ;

5. eine Randverschiebung u?(¢,t) auf der Randkomponente 99, := 90\, .
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Es sei weiter angenommmen, dass der Kérper unter der Einwirkung der dueren Krifte (3)
und (4) bei Beriicksichtigung der kinematischen Randbedingungen (5) eine Deformation

§— E+ulS 1)

erfahrt. Gefragt ist dann nach dem zugehérigen Verschiebungsfeld (&, t), nach dem Ver-
zerrungstensor €(€,t), welcher die Verformung des Kérpers beschreibt, und nach dem
Kirchhoffschen Spannungstensor k(&,t) , welcher die innere Belastung des Materials durch
diese Verformung wiedergibt. Zur Bestimmung dieser 15 unabhéngigen Groflen (in drei
Dimensionen und bei Beriicksichtigung der Symmetrie der Tensoren e und k) stehen
bisher die folgenden Gleichungen zur Verfiigung:

— 6 kinematische Gleichungen:
(&) = 3(Vu(&, t) + Vu(&, 1) + Vu(&, )T Vu(, t)) (3.1.5)
fir £€Q, t>0;
— 3 statische Gleichgewichtsbedingungen:
PO t) = V- ({T+ Vul€, O}k, 1) = p"(€)f(E +ul&t),t)  (3.1.6)
fir £€Q,t>0;
— kinematische Randbedingungen:

u(&,t) =u?(€,t) fiir €€ 0Q,, t>0; (3.1.7)

— statische Randbedingungen:

ne ({14 Vu(€ )} k(1) = ?(E+u( t),t) fir £€0Q,, t>0; (3.1.8)

— Anfangsbedingungen:

u(€,0) =u’(&), (&, 0) =€) fiir € €. (3.1.9)

Die noch fehlenden 6 Bestimmungsgleichungen werden durch das sog. ,, Elastizititsgesetz®
geliefert, welches Spannungs- und Verzerrungstensor verkniipft (homogenes Material):

k(1) = C(e(€, 1)) (3.1.10)

Fiir das Anfangs-Randwertproblem (3.1.5) - (3.1.10) in seiner vollen Allgemeinheit gibt
es keine mathematische Theorie, welche die Existenz von Losungen, deren Eindeutigkeit
und stetige Abhingigkeit von den Daten sichert (Wohlgestelltheit des Modells). Um sol-
che Aussagen zu gewinnen, miissen gravierende Einschrankungen an die Struktur des
Problems gemacht werden. Das ist der Gegenstand der folgenden Diskussion.
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3.1.2 Linearisierte Modelle

Ausgehend von dem obigen allgemeinen (nichtlinearen) Modell erhélt man durch vereinfa-
chende Annahmen verschiedene linearisierte Modelle von wesentlich einfacherer Struktur.
Wir werden im folgenden nur die sog. ,lineare Theorie“ elastischer Deformationen ent-
wickeln. Diese ist gekennzeichnet durch die Annahmen:

— Es treten nur (relativ) kleine Verschiebungen und Verzerrungen auf, |jul| < diam(f2)
und ||Vu|| < 1, so dass alle physikalischen Groen direkt auf ein festes kartesisches
Koordinatensystem bezogen werden kénnen. Man nennt die resultierende Theorie
,kinematisch linear®.

— Es liegt lineares Materialverhalten vor, d. h.: Verzerrungen und Spannungen sind
,proportional® zu einander. Man nennt die resultierende Theorie , statisch linear®.

— Das Materialverhalten ist isotherm und isotrop, d. h. temperaturunabhingig und
invariant gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems.

— Die Massedichte p bleibt unter der Verschiebung & — £ + u(§) gleich und wird
daher beim Deformationsvorgang nicht weiter betrachtet. Der Einfachheit halber
setzen wir daher im Folgenden p° = 1.

Die erste Annahme ist eine starke Einschrinkung, da sie grofie Deformationen, wie sie
z. B. bei Prozessen in der Umformtechnik (Karosserichau) oder in der Tragwerktechnik
(Briickenbau) auftreten, ausschliefit. In einer , geometrisch* nichtlinearen Theorie muss die
Lageveranderung des Ausgangskorpers bei der Beschreibung des statischen Gleichgewichts
berticksichtigt werden, was die resultierenden Gleichungen wesentlich verkompliziert. Die
Annahme der , physikalischen“ Linearitit im Materialgesetz ist bei den meisten Mate-
rialien (z. B. Stahl, Keramik, Hartplastik) ausreichend gut erfiillt. Speziellere Werkstoffe
wie Gummi, Weichplastik sowie komplexere Faser- und Verbundwerkstoffe erfordern aber
eine nichtlineare Beschreibung. Nicht-isothermes Materialverhalten liegt z. B. vor bei der
Beschreibung des Fahrverhaltens von Autoreifen und bei der Bearbeitung von Walzstahl.

Kinematische Linearisierung (kleine Verzerrungen)

Unter der Annahme kleiner Deformationen |[Vu(&,t)|| < 1 konnen Terme, welche qua-
dratisch in Vu sind, gegeniiber den linearen sowie solche linearen Terme gegeniiber kon-
stanten vernachléssigt werden. Dementsprechend werden der Verzerrungstensor in der
linearen Form

e~ H{Vu+vVu'}
und der Deformationsgradient in der konstanten Form
I+Vu=lI
approximiert. Letzteres impliziert wegen

det(2") = det(I + Vu) = 1, adj(9;z;) = 0y,
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dass Kirchhoffscher und Cauchyscher Spannungstensor zusammenfallen:

adj(0,z;) adj(Ox;)adj(Okx;)

kij(€) == A Ly = A o = 0i5(x(€)).

Dariiberhinaus werden das £-System (Lagrangesche Koordinaten) und das z-System (Eu-
lersche Koordinaten) identifiziert. Die Momentengleichung (3.1.6) kann unter diesen An-
nahmen also in der folgenden Form geschrieben werden:

Fu(é,t) — V- o(&,t) = f(&,t) fiir £€Q, t>0. (3.1.11)

Statische Linearisierung (Hooksches Gesetz)

Nach Satz 2.2 hat im Fall isotropen Materialverhaltens das Materialgesetz notwendig die
Form

k(& 1) = ol + pre(&, 1) + pae(&, 1)’ (3.1.12)
mit nur von den Tensorinvarianten
]1(]{3) = spur(k:), Ig(k’) = %{kljkﬂ — kiikjj}7 I3(k) = det(k),

abhéngenden Funktionen ¢; = ¢;(Iy, I, I3) . Unter der Annahme eines linearen Zusam-
menhangs zwischen Verzerrungen und resultierenden Spannungen ergibt sich aus der all-
gemeinen Theorie das Materialgesetz (fiir isotherme und isotrope Medien) in der Form

k = 2ue + Aspur(e) I (3.1.13)

mit den méoglicherweise ortsabhiingigen sog. ,, Laméschen! Elastizitéitskonstanten® g und
A. Diese Beziehung wird als ,,Hooksches? Gesetz“ bezeichnet. Bei gleichzeitiger kinema-
tischer Linearisierung erhalten wir also das voll linearisierte Materialgesetz

oc=u{Vu+Vul} + AV - ul. (3.1.14)

Bemerkung 3.1: Wir merken an, dass zur Herleitung der obigen einfachen Gestalt des
Materialgesetzes mit nur zwei Materialparametern g und A die Isotropie des Materialver-
haltens, d. h. seine Richtungsunabhingigkeit, angenommen wurde. In der Praxis spielen

!Gabriel Lamé (1795-1870): Franzosischer Mathematiker und Physiker; arbeitete zunéchst in Sankt
Petersburg und danach als Prof. an der Ecole Polytechnique in Paris; Beitriige zur Differentialgeome-
trie und mathematischen Physik, insbesondere zur Losung der Wirmeleitungsgleichung (Lamésche Kur-
ven), die nach ihm benannten Konstanten spielen eine wichtige Rolle in der Elastizitétstheorie und der
Stromungsmechanik.

2Robert Hooke (1635-1703): Englischer Universalgelehrter; Prof. fiir Geometrie am Gresham Colle-
ge in London; arbeitete als Zeichner, Vermesser, Architekt und Instrumentenbauer; Mitbegriinder der
Royal Society 1662; entdeckte den grofien roten Fleck auf dem Jupiter und prigte den Begriff ,,Zelle*,
hauptséchlich bekannt durch das nach ihm benannte Elastizitdtsgesetz.
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aber auch anisotrope Materialien eine grofie Rolle (z. B. geschichtete Materialien und
Verbundstoffe). Zu deren Beschreibung werden allgemeine lineare Beziehungen

o= Ce

mit einem Materialtensor C' = (Cyj)? k=1 verwendet. Die Zahl der im Materialtensor
enthaltenen freien Parameter wird eingeschrinkt durch die Forderung, dass symmetrische
Tensoren in symmetrische Tensoren abgebildet werden,

Cijrt = Cjire = Cjaw, 1,5, k,1 € {1,2,3}. (3.1.15)
Diese Symmetrieeigenschaft impliziert die Beziehung
Ce= %Cijkl{aluk + akul} = Cijkl(?kul = (C'Vu.

Der Korper heifit ,homogen*, wenn seine physikalischen Eigenschaften unabhéngig vom
Betrachtungspunkt sind, d. h.: C' ist ein Tensor elastischer Konstanten:

cE)=c, e

Héufig konnen Symmetrieeigenschaften des elastischen Verhaltens des Materials zur wei-
teren Reduzierung der Anzahl der freien Parameter verwendet werden. Dies wird im Fol-
genden erldutert. Zunéchst stellen wir fest, dass die Tensoren

Ciljkl = 6ij6k?la Cz'ijl = 5ik5jl + 6il(5jk

linear unabhéngig und invariant gegeniiber unitéren Transformationen D = (cl,-j)g’d-:1
(Drehungen, Spiegelungen) sind:

i ol disClory = dippdirdyy = dipd%did?, = Clyy

qrs ¥ 1,

und analog fiir C?. Aufgrund der Symmetrieeigenschaft (3.1.15) besitzt der Materialtensor
C' hochstens 36 verschiedene Elemente, die wie folgt angeordnet werden:

Cllll C(1211 C(1311 C2211 C(2311 C3311
01212 C11312 C42212 C(2312 C’3312

Cisis Cong  Cazis Chais

C =
C2222 02322 03322
Ciqu = Cpqij C2323 03323
03333

i) Spiegelungsinvarianz: Aus der Invarianz gegniiber Spiegelungen an der (z;, z;)-Ebene,
folgt notwendig fiir ¢ & {j, k,1}:

Cijii = —djidyrdyCijrg = —Clijia,
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d. h.: Es ist Cj = 0, falls ein Index 7 € {1,2,3} unter 4,7, k,! nur einmal vorkommt.
Dies reduziert die Anzahl der wesentlichen Elemente in C' auf 12 (gekennzeichnet durch
,Dickdruck").

ii) Drehinvarianz: Ferner ist C' invariant gegeniiber orthogonalen Drehungen, d. h. ge-
getiber Permutationen der Koordinatenindizierung. Dies impliziert

Cllll = CV2222 = C(33337 02211 = C’3311 = C’3322~

Dies reduziert die Anzahl der wesentlich verschiedenen Elemente von C' auf drei (gekenn-
zeichnet durch Unterstreichung). Schlieflich betrachten wir eine Drehung um die x3-Achse
mit Drehwinkel o — 0:

cos kinematischzu(a) —sin(a) 0 1+0(a?)  O(a) 0
D= sin(a) cos(a) 0| =] O(a) 140(a?) 0],
0 0 1 0 0 1

dij = (1 + O(a?))d;; + O(a)es;; , mit dem oben eingefiihrten e-Tensor. Dann ist

Cijrr = dipdjqQirdisChgrs
= ((1+0(a?))dp + O(a)esip) (1+0(a?))dj, + Oa)esjg) X
x ((1+0(a?))dr + O()esnr) (1+O0(02))d1s + O()esis) Cpgrs
= Cij + O(a) (53ipcpjkl + €3i¢Cigki + €31 Cijrt + €3lscijks) + 0(042)

und folglich bei Grenziibergang o — 0:
€3ipChjnt + €35qCigut + €360 Cijri + €315Cijks = 0.
Wir wihlen speziell ¢ =1, j,k,l =2 und finden
31209222 + €321C1122 + €321C1212 + €321 Cr221 = 0

bzw.
Ca299 — Chi22 — Clai2 = 0.

Dies reduziert die Anzahl der verschiedenen Elemente von C' auf zwei.

Wir betrachten nun das Materialgesetz fiir den ,homogenen®“ und ,isotropen* Korper
in etwas mehr Detail,

o = 2ue+ Aspur(e)l, (3.1.16)
wobei A(§) =X und p(§) = . Im Fall g # 0 und 3\ + 2u # 0 besteht die Umkehrbe-
ziehung

1 A
= —0 — ———————¢ 1. d.1
€ QHU SHETEE3Y spur(o) (3.1.17)
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Mit der sog. ,,Poissonschen®Querkontraktionszahl“* v und dem ,, Youngschen* Modul* E

definiert durch
A 2o L(3A +2p)

ST W) LD

schreiben wir dies in der Form

)

1
€= ;I/U— %spur(o)[. (3.1.18)

Wir wollen den physikalisch moglichen Wertebereich fiir die Elastizitdtskonstanten disku-
tieren. Im betrachteten Fall kleiner Verzerrungen ist:

— €; (1=1,2,3) relative Lingenédnderung in x;-Richtung;
~ ¢ = 3{3m—wy} (i #j) Winkelinderung in der (z;, z;)-Ebene;
— spur(e) = ¢; relative Volumenénderung;

— 045 zj-Komponente der Flachenkraft zu Flachenelementen normal zur z;-Achse.

Wir betrachten die folgenden Spezialfalle:

1. Gleichformiger Druck: Oij = —p .
Das Hooksche Gesetz (3.1.18) liefert die zugehorigen Verzerrungen
1+v v 1—-2v P
€ij = T Oij — Espur(o)5i- = 7PT6U = 7m62]

Da einem Druck (d. h. einer Kraft in negativer Normalenrichtung) eine Volumenver-
kleinerung entsprechen sollte, muss 3K = 3A+2u > 0 (K ,, Kompressionsmodul*)
sein.

2. Reiner Druck in xq-Richtung: 0ij = pdijoi;
mit den zugehorigen Verzerrungen
v

. . p
e; =0 (i #7), =g 7

Da ein reiner Druck in z;-Richtung einer Kontraktion in xs- und x3-Richtung ent-
sprechen sollte, muss v > 0 und E > 0 sein.

3Siméon Denis Poisson (1781-1840): Franzosischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Paris; Beitriige
zur mathematischen Formulierung der Physik, zum Magnetismus, zur Himmelsmechanik und Wahrschein-
lichkeitsrechnung; einer der Begriinder der Potentialtheorie.

4Thomas Young (1773-1829): Englischer Augenarzt und Physiker; Studium der Medizin in London
und Edinburgh, Promotion zum Dr. med. 1796 in Gttingen; 1801-1804 Prof. fiir Physik am Royal Insti-
tute, dann praktizierender Arzt; Beitrige u. a. zu den Gebieten Optik, Elastizitidtstheorie, Physiologie,
Sprachen und Agyptologie (Entzifferung der Hieroglyphen); postulierte u. a. den Wellencharakter des
Lichts und ma8 als erster dessen Wellenléinge (Doppelspaltexperiment).
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3. Reine Scherung in der (x;, xs)-FEbene:

a

010
c=a| 1 0 0 |, 6:5
0 0O

o = O
o o O

1
0
0

Da einer positiven Kraft in z,-Richtung entlang von Flachenstiicken normal zur
x1-Achse eine Winkelvergroferung entsprechen sollte, muss g > 0 sein.

Wir fassen die durch die obigen einfachen Tests gefundenen Bedingungen an die Elasti-
zititskonstanten zusammen:

v, u, £ >0, 3A+2u > 0. (3.1.19)

Insbesondere ist also fiir den isotropen Korper stets die Invertierbarkeit des Elastizitatsten-
sors gesichert. Bei Walzstahl verwendet man z. B. v = 0,3 und E = 0,001 . Hier ist das
lineare Hooksche Gesetz fiir einen ziemlich grofen Deformationsbereich gut erfiillt. Fiir
andere Materialien (z. B. Kunststoffe, ,,weiche* Materialien) geniigt ein linearer Ansatz
jedoch nicht mehr.

Bemerkung 3.2: Zur Aufstellung eines nichtlinearen Materialgesetzes wird ausgegan-
gen von den linearen Beziehungen oy = 3K¢y und o' = 2u€’, mit den Tensoren o :=
sspur(o) und ¢’ := ¢ — 0 und entsprechend fiir ¢. Man macht dann etwa den nichtli-
nearen Ansatz

o0 = 3K k(eg)eo, o' = 2uy(3)e

mit einer sog. ,Dehnungsfunktion® k() und einer ,Scherungsfunktion® ~(-) mit der
Eigenschaft k(t),v(t) — 1 (t — 0) und dem sog. ,,Schermafl*

1/2
Yo =2 ((e11 — €0)* + (€22 — €0)* + (€33 — €0)* + 3(€Ty + €35 + €13)) /

Die jeweilige Form der Funktionen x(-) und +(-), welche das nichtlineare Masterialver-
halten beschreiben, muss auf experimentellem Wege ermittelt werden.

3.1.3 Die Lamé-Naviersche Anfangs-Randwertaufgabe

Nach kinematischer und statischer Linearisierung und Annahme von isothermem und
isotropem Materialverhalten erhilt das allgemeine System (3.1.5-3.1.12) die folgende ver-
einfachte Form:

~ kinematische Gleichungen: € = ${Vu+ Vu'};
— statische Gleichungen: 0?u— V- o = f;

— Materialgesetz: o = Ce = 2ue + Aspur(e)l
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sowie die oben angegebenen statischen sowie kinematischen Randbedingungen und die
Anfangsbedingungen. Die Grundaufgabe der linearen Elastizitdtstheorie lautet demnach:

Zu(E,t) — V- {CVu(E, )} = f(&,1) fir £€Q, >0, (3.1.20)
u(é,t) =u?(€,t) fir £€€0Q,, t>0, (3.1.21)

n-CVu(&, t) =p(& t) fir €€ 09Q,, t >0, (3.1.22)

u(€,0) =u’(€), Ou(£,0) =) fiir £ €Q. (3.1.23)

Dieses System von Gleichungen wird als ,, Lamé-Naviersche® Anfangs-Randwertaufgabe®
bezeichnet. Bei Beachtung der konkreten Form von C' mit konstanten Elastizitétskoeffi-
zienten g und A lautet die statische Gleichgewichtsgleichung

Ou—pAu— A+ p)VV - u = f, (3.1.24)

im festen Referenzgebiet €.

Bemerkung 3.3: Zum Vergleich mit (3.1.20) rekapitulieren wir die entsprechende Mo-
mentengleichung der Stromungsmechanik (bei konstantem Viskositétskoeffizienten p ):

PO + pv - Vo — pAv — V'V v + Vp = pf. (3.1.25)

im iiblicherweise als fest angenommenem Lésungsgebiet Q(t) = . Die beiden Darstel-
lungen (3.1.24) und (3.1.25) stellen denselben Sachverhalt bzgl. des -Systems bzw. des
z-Systems dar. Allerdings ist die Elastizitiatsgleichung kinematisch und statisch lineari-
siert, wahrend die Stromungsgleichung lediglich statisch linearisiert ist.

3.1.4 Einfache Anwendungen (,,Semi-inverse Methode*)

Die im vorigen Abschnitt behandelten allgemeinen Randwertaufgaben der mathemati-
schen Elastizitatstheorie werden bei Konkretisierung fiir reale Systeme meist so kompli-
ziert, dass keine geschlossenen Losungen angegeben werden konnen. Einen analytischen
Néaherungsansatz macht die so genannte ,inverse Methode®. Dabei legt man a priori eine
Verschiebung fest und bestimmt aus dieser mit Hilfe der Grundgleichungen die zugehori-
gen Verzerrungen, Spannungen sowie den Korper mit seiner Belastung und Lagerung, fiir
welchen der angenommene Verschiebungszustand moglich ist. Die gebriuchlichere , semi-
inverse Methode® gibt nur einen Teil der Unbekannten vor und ergénzt dann die fehlenden
Stiicke, so dass die Grundgleichungen erfiillt sind. Auf diese Weise hofft man, Losungen fiir
praktisch vorkommende Aufgaben zu finden. Direkte numerische Ansétze zur Losung der
Randwertprobleme sind Gegenstand eines spiateren Abschnittes. Im Folgenden wird die
Arbeitsweise der semi-inversen Methode anhand zweier einfacher Probleme beschrieben.

5Claude (Louise Marie Henri) Navier (1785-1836): Franzosischer Bauingenieur und Mathematiker;
Prof. an der Ecole Polytechnique in Paris; Beitriige zum Briickenbau (erste Theorie der Hingebriicke),
Elastizitatstheorie und Stromungsmechanik.



56 Die Grundgleichungen der Strukturmechanik

Deformation eines Quaders unter Schwerkrafteinwirkung

Ein Quader aus homogenem, isotropem Material mit spezifischem Gewicht v nehme im
Ruhezustand ein Gebiet

Q={reR|-1<z<1(i=12),0<z3<L}

ein und unterliege der Schwerkraft K = (0,0, —7)7 .

K

Abbildung 3.1: Elastischer Quader: Konfiguration (links) und Deformation unter Schwer-
krafteinfluss (rechts)

Gefragt ist nach der Deformation des Quaders, wenn in seiner Deckfliche F die
gleichmiiBig verteilte Gegenkraft p = (0,0,7)T angreift, welche der Schwerkraft das
Gleichgewicht halt. Dabei sei angenommen, dass die auftretenden Verzerrungen klein sind,
und dass der Koérper dem Hookeschen Gesetz geniigt. Da zunéchst keine kinematischen
Randbedingungen vorgeschrieben sind, wird die (lineare) Randwertaufgabe (3.1.24) eine
Losung haben, welche nur bis auf ein Verschiebungsfeld der Form

u(r) =a+ Bx

mit einem konstanten Vektor a und einer schiefsymmetrischen Matrix B eindeutig be-
stimmt ist. Durch geeignete Wahl von u kann dann etwa eine Randbedingung der Art
(0,0, L) = 9;u(0,0,L) =0 (i = 1,2, 3) realisiert werden. Eine solche ,,Punktbedingung*
kann nicht a priori gefordert werden, da das zugehorige Randwertproblem im Sobole-
wraum H'(2)? dann nicht korrekt gestellt wire.

Im Sinne der semi-inversen Methode wird der Spannungsansatz gemacht

00 0
c=1020 0
0 0 ~as
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welcher offenbar der statischen Gleichgewichtsbedingung dive + K = 0 in ¢ und den
vorgegebenen statischen Randbedingungen o -n = p auf 9Q mit P = 0 auf 9Q \ F
geniigt. Aus dem Hookeschen Gesetz

1
= gya - %spur(a)[

gewinnen wir die zugehorigen Verzerrungen

€

1
€11 = €22 = —%71’3, €33 = E’W& €; =0 (i #J),
und aus den kinematischen Gleichungen € = (Vu” + Vu) die Verschiebungen
v 1 S,
Oruy = Oyug = — 5 O3uz = T8 Oju; + Oiuj (i # j).
Integration dieser Gleichungen ergibt (fiir die ausfiihrliche Rechnung siehe Leipholz [45]:
U = —V—;xlxg + axy — drs + b,
vy
Uy = *ffl’gl'g —axr; —exrs+c,
v
uz = %{x% +v(a] +23)} + doy + exs + f,

mit freien Integrationskonstanten a,b,c, d, e, f. Wie anfangs schon bemerkt, kénnen der
konstante Vektor a = (b, ¢, f)T und die schiefsymmetrische Matrix

0 a —d
B=| —a 0 —a
d e 0

so gewiihlt werden, dass z. B. u; = Q;u; = 0 ist im Punkt z = (0,0, L)” . Aufgrund der
noch zu zeigenden Eindeutigkeitssétze fiir die Elastizitétsaufgaben ist damit ,,die” Losung
des gestellten Problems bestimmt. Bei Beachtung der Punktbedingung finden wir

T
0= (o,o,—lﬁ) . B=0,

2F
bzw. y y 5
uy = f%mlx& Uy = 7%352353, ug = ﬁ{xg +v(x] +23) — L*}.
Die Gestalt des verformten Quaders ist bestimmt durch die Transformation z(¢) = € +
u(€), wobei & = (&)i=123 die raumfesten Lagrangeschen Koordinaten sind. Fiir die

Bodenfliche {3 =0} findet man
. gl v
n=6 (=12), m= L€+ 6) - L) = (vl +ad) - 1)
und fiir die Deckfliche F = {& = L}

i :gi(1—%L), i=1,2,

vy vy vy \ 2
2y =L+ (€ +8) =L+ﬁ(:r€+x§)<l— EL) .
Der Quader geht also iiber in einen Pyramidenstumpf, welcher durch zwei nahezu kon-
gruente Rotationsparaboloide abgeschlossen wird (s. Abb. 3.1).
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Torsion eines zylindrischen Stabes

Wir untersuchen die Torsion eines zylindrischen Stabes mit Querschnitt ¢ C R?, der an
einem Ende festgehalten und am anderen einem Drehmoment M unterliegt (s. Abb. 3.2).

i

Abbildung 3.2: Konfiguration eines Torsionsstabes

Das Material sei wieder homogen, isotrop, und die Verzerrungen seien klein. Es wird der

Spannungsansatz gemacht
0 0 013

g = O 0 093

o3 02 0

und die Volumenkraft vernachléssigt: K = 0. Dann folgt aus den statischen Gleichungen

03053 =0 = o033 =o053(21,22), 1=1,2,

3.1.26
01013 + 0093 = 0, ( )
iiber das Hoockesche Gesetz
14+v .
€nn=¢€p=€g=¢cp=0, €3=—1043, 1=12,
E
und aus den kinematischen Gleichungen
uy = uy(x9, x3), Uz = us(wy,x3), uz= uz(xs,ws),
1 1(@2, 3) 2 o(21, 73) 3 3(22, T2) (3.1.27)

Ostty + O1ue = 0.

Mit der so genannten , Prandtlschen® Torsionsfunktion® ® = ®(z,x;) machen wir den
zunéchst noch heuristischen Losungsansatz

013 ‘— 82<I>, 093 1— —61(1),

SLudwig Prandtl (1875-1953): Deutscher Ingenieur; Studium an der TH Miinchen, Promotion 1900
an der Univ. Miinchen; 1902 Prof. in Hannover, ab 1904 in Goéttingen, Leiter des neu gegriindeten
Kaiser-Wilhelm-Instituts fiir Stromungsforschung 1925-1946; bedeutende Beitrége zu den Grundlagen
der Stromungsmechanik, insbesondere der Aerodynamik, entwickelte 1904 die nach ihm benannte Grenz-
schichttheorie.
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welcher automatisch (3.1.26) erfiillt.

Bei der Torsion des Stabes um den Winkel 6 = 6(z3) geht der Punkt P = (x1,29) in
den Punkt P' = (x},a%) iiber. Wir nehmen an, dass die Torsion gering ist, || < 1, und
machen den linearen Ansatz

0= 5163,

wobei der Proportionalitdtsfaktor ¢ ,,Drilling” genannt wird (s. Abb. 3.3).

T2

€1

Abbildung 3.3: Querschnitt durch einen Torsionsstab

Dann ist ndherungsweise
Ty = cosOxy —sinfzy ~ 1 — Oxs, xh = sin Oz + cosOxy ~ 0y + X9,

bzw.
! !
U =] — a1 ~ —0T9T3, Uy = Ty — Ty ~ OT1T3.

Aus formalen Griinden wird noch gesetzt:
Uz = (S\D(Il, IQ)
mit der so genannten Verwolbungsfunktion W . Damit findet man fiir die Torsionsfunktion

FE
Oo® = = =
2 013 1 y€13

E E
T " o M)

(811L3 — (51’2),

(agul + 31u3) =

E E
2(1+v) 2(1 +v)

81(1) = —093 = — (82u3 + (51’1)7

E
2(1+v)
bzw. durch Differentiation
E

AD = PP+ 020 = —
1@+ 05 11u

0.

Ferner ist

1+v 1+v

81163 =-2 E 82<I> + 5I2, 62U3 = -2

D + by, (3.1.28)
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woraus man bei bekanntem ® durch Integration die Verwolbung us berechnet.

Zur Bestimmung der addquaten Randbedingungen fiir & auf 9@ sei daran erinnert,
dass entlang des Zylindermantels keine Oberflichenkréifte wirken, d. h.: o -n =0, bzw.

0= 031N + 039N — 02<I>n1 - 01<I>n2 = 81<I>Tl + 82(1)7'2 = 6TCI),

mit dem Tangentenvektor 7 = (11, 79)7 = (ng, —n1)T entlang 9Q . Also ist ® = konst.
auf 0Q , und wir setzen willkiirlich ® = 0 auf 0Q . Fiir die Torsionsfunktion ergibt sich
also die Randwertaufgabe

E .
—AP = m& 1 Q, $ =0 auf 8@/ (3129)

welche fiir glatten Rand 0@Q) stets eine klassische Losung besitzt.

Auf dem Randteil {z3 = 0} gilt die kinematische Randbedingung w = 0, wihrend
auf {x3 = L} eine statische Randbedingung durch das einwirkende Dreh- bzw. Tor-
sionsmoment M bedingt ist. Letzteres ergibt sich aus dem obigen Losungsansatz bei
Beriicksichtigung von n = (0,0, 1) auf {x3 = L} zu

TijNj = Pi bzw. p1 =00, po=-01P, p3=0.

Das erforderliche Torsionsmoment ist gerade
M:/K X TdF:/{Uggxl —Ulgmg}dF:/{81®x1+82®332}dF:2/ ddF.
Q Q Q Q

Wir fassen die bisherigen Resultate zusammen:

Zu gegebenem Zylinderquerschnitt ¢ und Drilling 6 (pro Léngeneinheit) sei ® die
Losung der Randwertaufgabe (3.1.29). Dann erhélt man durch

0 0 62(1) —T2T3
1+v
o= 0 0 0% |, e= 7o U= T3 (3.1.30)
62(1) —61(1) 0 \I/(.’L'l, IEQ)

eine (klassische) Losung der Grundaufgabe (3.1.24) zu den Daten K = 0 und p. Die
Verwdlbung U ermittelt man durch Integration aus (3.1.28).

3.2 Mathematische Theorie der Lamé-Navierschen Gleichungen

Fiir die linearen Lamé-Naviersche-Gleichungen steht eine vollstdndige Existenz- und Re-
gularitétstheorie zur Verfiigung. Deren wesentlichen Resultate werden im folgenden analog
zur entsprechenden Theorie fiir die Randwertaufgaben des Laplace-Operators entwickelt.
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3.2.1 Eigenschaften des Elastizitétstensors

Ein elastischer Korper erfahre wiahrend eines Zeitintervalls 0 < ¢ < T' eine Verschiebung
u(&,t) . Die zugehorige Familie (symmetrischer) Verzerrungstensoren e(t) = €(-,t) defi-
niert dann einen sog. ., Verzerrungsweg“ I'. = {¢(t), t € [0,7]}. Aufgrund des linearen
Elastizitétsgesetzes ergeben sich die zugehorigen Spannungstensoren

a(t) = Ce(t), 0ij = Cijmen (4,7 =1,....,3).

Wir fithren die folgende Grofie ein (im Sinne eines RiemannStieltjes-Integrals)

Ar, :/0 o(t) : de(t) = /0 o(t) : dee(t) dt,

welche die Dimension einer Arbeit hat (Kraft mal Weg) und interpretiert werden kann als
die Arbeit (pro Volumeneinheit), welche von den (inneren) Fliachenkriften o(t) wihrend
der Deformation mit den Verzerrungen e(t) geleistet wird. Aus physikalischen Griinden
wird angenommen, dass die zu einem geschlossenen Verzerrungsweg T'., €(0) = ¢(7T),
gehorende Spannungsarbeit Ap, > 0 ist (Wérmeverlust). Ferner sollte A, > 0 sein fiir
jeden in €(0) beginnenden, nicht geschlossenen Verzerrungsweg. Wir wollen zeigen, dass
diese Annahmen dquivalent zur Positivdefinitheit und Symmetrie des Elastizitatstensors
sind. Dazu dient der auf Green” (1839) zuriickgehende Begriff des ,, Dehnungspotentials®.
Dies ist eine Funktion ®(-) : R®3 — R mit den Eigenschaften

®(0) =0, V.P(e) = Ce, (3.2.31)

mit dem Gradienten

0
- 86137
Falls ein solches Potential ® existiert, gilt die Identitét

Ve®(e)s O(e) (4,5 =1,2,3).

Ay, = /0 Ce(t)  de(t) = /0 dD(e(t)) = D(e(T)) — D(e(0)). (3.2.32)

Lemma 3.1: Die folgenden Aussagen sind Aquivalent:
i) Die Spannungsarbeit zu einem geschlossenen Verzerrungsweg T erfillt Ap, > 0.
ii) Die Spannungsarbeit zu einem geschlossenen Verzerrungsweg T erfillt Ap, = 0.
iii) Der Elastizititstensor C ist symmetrisch: Cij = Chyj (i, J,k,1 =1,2,3) .

1

) Die Funktion ®(¢) := 5C¢: € ist ein Dehnungspotential.

"George Green (1793-1841): Englischer Mathematiker und Physiker; Autodidakt und Besitzer einer
Miihle; Mitbegriinder der Potentialtheorie und der Theorie des Elektromagnetismus; die Greensche Funk-
tion sowie die Greenschen Formeln gehen auf ihn zurck.
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Beweis: (i) = (#): Wir definieren fiir beliebigen geschlossenen Verzerrungsweg I'. den
umgekehrten Verzerrungsweg:

Too={e(t) == e(T — 1), t € [0, 7]},

und erhalten

Ar,. = /T Ce*(t) 1 de*(t) = /T Ce(T —t):de(T —1) = /O Ce(t) : de(t) = —Ar,.

Wegen Ap, >0 und Ap, > 0 nach Voraussetzung folgt Ar = 0.
(11) = (1i4): Fur zwei Verzerrungstensoren e, ¢ sei I'. der durch
€(t) := (cos(t) — 1)e +sin(t)e,, t e [0,2n],
definierte geschlossene Verzerrungsweg. Dann ist
Ce(t) : die(t) = C((cos(t) — 1)e +sin(t)e’) : (—sin(t)e + cos(t)e’)
= (sin(t) — sin(t) cos(t))Ce : € + (cos(t)? — cos(t))Ce : € — sin(t)*Ce : €
+ sin(t) cos(t)Ce : €
und somit geméaf (ii):
27
0= Ap, = Ce(t) : de(t) dt = (€' : Ce — e : C€).
0

Der Elastizitétstensor ist also symmetrisch auf symmetrischen Dyaden, d. h.:
€:Ce=c:C¢€, bzw. Cijii = Chaij (i,7,k,1=1,2,3).
(ii1) = (iv): Wir setzen ®(e) := 1Ce: ¢ und finden ®(0) =0 sowie

0 0
Des; d(e) = @ (%Opqrsepq6T8>

_ 1 _ 1 _ _
- §Cpqrs(6ip6jq6rs + quéir(;js) - §(Oijrs€rs + Cpqijepq) - Cijrse'rs = 0ij.

V€<I>(e)ij =

(iv) = (i): Fiir einen geschlossenen verzerrungsweg I'. gilt geméB der Identitét (3.2.32)
und der Annahme (iv):
Ar, = ®(e(T)) — ®(e(0)) > 0.

Dies vervollsténdigt den Beweis. Q.E.D.

Als Folgerung des vorausgegangenen Lemmas erhalten wir die fundamentale Aussage:

Satz 3.1: Die Spannungsarbeit Ar, entlang jedes nicht geschlossenen Verzerrungswegs
. mit €(0) =0 ist positiv genau dann, wenn der Elastizititstensor C' symmetrisch und
auf allen symmetrischen Dyaden positiv definit ist:

Ce:e>0, ecR¥3 e£0.

sym
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Beweis: =-: i) Wir zeigen zunichst die Symmetrie von C'. Sei dazu I'. ein beliebiger
geschlossener Verzerrungsweg mit €(0) = €(7) = 0. Es ist entweder €(t) =0, ¢ € [0,7T],
d.h. auch Ap, =0, oder €(t) # 0 fiir ein ¢ € [0,7]. Mit ¢ = sup{t € [0,T] : €(t) # 0}
ist dann nach Annahme

t—t’

Ap, = /0 ' Ce(s) : de(s) = lim /0 t Ce(s) : de(s) > 0.

Die Aquivalenz (i) <> (i) in Lemma 3.1 liefert dann die Symmetrie von C'.

ii) Fiir beliebiges € # 0 definieren wir den Verzerrungsweg I'. := {e(t) := te, t €0, 1]},
welcher offenbar nicht geschlossen ist. Nach Annahme ist dann Ap, > 0, d. h.:

1e:Ce=d(e(1)) — (e(0)) = /0 Ce(t) : de(t) = Ar, > 0.

«: Zu symmetrischem, positiv definitem Elastizititstensor C' existiert geméf der Aquiva-
lenz (i4i) < (iv) in Lemma 3.1 ein Dehnungspotential ® . Fiir jeden nicht geschlossenen
Verzerrungsweg I'. mit €(0) =0 und €(T) # 0 ist dann

Ar, = ®(e(T)) — ®(e(0)) = ®(e(T)) = LCe(T) : €(T) > 0.
Dies vervollsténdigt den Beweis. Q.E.D.

Speziell fiir isotropes Material ist der Elastizitdtstensor C' stets symmetrisch mit dem
Dehnungspotential

®(€) == pe® + LA spur(e)’ (3.2.33)
und dem zugehorigen Elastizitiatsgesetz

0=V .P(e) = 2ue + Aspur(e)l.

Lemma 3.2: Im Fall isotropen Materials ist der Flastizitdtstensor C' genau dann positiv
definit, wenn fiir die Materialkonstanten gilt:

w>0, 3A+2u>0 bzw. E>0, —-1<v<s. (3.2.34)

Beweis: i) Ist C' positiv definit, so gilt fiir alle symmetrischen Dyaden € = (e”)f’ i1 £ 0
Ce:e=2ue: e+ Aspur(e)] : e = 2,uefj + Aspur(e)? > 0.

Fiir € := I ergibt sich 64+ 9A > 0 und fiir € # 0 mit spur(e) = 0 weiter 2ue}; > 0.
Also muss 2+ 3A >0 und p > 0 sein.

i) Fiir eine symmerische Dyade € = (e;;)7;—; definieren wir den sog. ,deviatorischen An-
teil“ ¢ durch € := € — gspur(e)/ . Fiir diesen gilt dann konstruktionsgeméf spur(e’) =0
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und € : I =0.Seinun g > 0 und 2pu+3X\ > 0 angenommen. Fiir beliebige symmetrische
Dyade € #£ 0 gilt dann

Ce:e= (2ue + (3p+ Nspur(e)I) : (¢ + spur(e)])
=2u€e 1 € + (2p+ Nspur(e)] : € + 2uspur(e)e’ : I+ (3 + N)spur(e)] :
=2p€e" : € 4+ (2p+ N)spur(e)® > 0

fiir >0 und 3A+2u > 0. Q.E.D.

Bemerkung 3.4: Aus physikalischen Griinden hatten wir fiir die Materialkonstanten
bereits vorher die Eigenschaften v > 0, p > 0 und E > 0 ermittelt. Dies ist jedoch,
wie (3.2.34) zeigt, nicht notwendig fiir die Positivdefinitheit des Elastizitétstensors. Es
sei nochmals betont, dass die Positivdefinitheit des Elastizitétstensors C' nur auf den
symmetrischen Dyaden gefordert wird. Dies impliziert i. Allg. nicht seine Definitheit auf
allen Dyaden. Insbesondere kann nicht erwartet werden, dass

CVu:Vu>0

gilt fiir alle Verschiebungsgradienten Vu # 0. Dieser Umstand macht bei der Behandlung
der Existenzfrage von Losungen der Elastizitétsgleichungen einige Schwierigkeiten.

3.2.2 Eindeutigkeitsssatz und Extremalprinzipien

Im Folgenden wird die allgemeine Grundaufgabe der linearen Elastizitdtstheorie (3.1.20-
3.1.23) vom ,klassischen® Standpunkt aus betrachtet, d. h.: Es wird nach der Existenz
und FEindeutigkeit klassisch differenzierbarer Losungen sowie nach deren charakteristi-
schen Eigenschaften gefragt. Dabei beschrénken wir uns auf den Fall zeitlich unabhéngiger
(,stationdrer”) Deformationen, d. h. der Beschleunigungsterm 0?u wird vernachlissigt.

Wir fiithren zunéchst die folgenden Bezeichnungen ein: Ein , (klassisch) zuldssiger
Zustand“ eines elastischen Korpers bezogen auf einen kraftfreien Grundzustand ist be-
schrieben durch ein Trippel S = {u,€,0} bestehend aus einem Verschiebungsvektorfeld
u = (u;)}_, , einem (symmetrischen) Verzerrungstensorfeld € = (¢;;)?;_, und einem (sym-
metrischen) Spannungstensorfeld o = (oy;)7,_, mit den Regularitiitsseigenschaften

u; € C(QUIN,)NCAQ), €;€ CQANLAQ), o5 € C(QUIN,)NCHNR) N LQ).

Definition 3.1: Ein zuldssiger Zustand S = {u, e,0} heifit ,kinematisch zulissig*, wenn
im Fall hinrichend requlirer Daten 09, f, u?, o? gilt:

e=LVu+Vvd") in Q, (3.2.35)
o=Ce in Q, (3.2.36)
u=u’ auf O, (3.2.37)
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und ,statisch zuldssig®, wenn gilt:

—V.o=f inQ, (3.2.38)
e=C"o in Q, (3.2.39)
n-oc=n-0’ auf 0Q,. (3.2.40)

Der Elastizititstensor C(§) = (Ciju(§))F; 4= wird als symmetrisch und positiv defi-
nit (auf symmetrischen Dyaden) sowie als hinreichend regulér angenommen:

Oijkl € Oz(ﬁ), Cijlcl = Cklij7 Cijkleijekl >0, € 7é 0. (3241)

Definition 3.2: i) Die Grundaufgabe der linearen Elastizititstheorie (in sog. ,gemisch-
ter® Formulierung) besteht darin, einen Zustand S = {u,€,0} zu bestimmen, der sowohl
kinematisch als auch statisch zuldssig ist.

it) Eine Losung wird als ,klassisch® bezeichnet, wenn alle auftretenden Ableitungen und
Gleichungen im ,klassischen Sinne stetiger bzw. stetig differenzierbarer Funktionen ver-
standen werden konnen. Dieser Lisungsbegriff wird spdter im Rahmen einer ,variationel-
len Theorie“ verallgemeinert werden.

Neben dieser allgemeinen ,,gemischten® Formulierung sind von Bedeutung auch die
sog. ,primale“ Formulierung (,, Verschiebungsmodell“):

(P) Finde ein Verschiebungsfeld u mit den Eigenschaften u; € C(Q2U 9Q,) N CHQ U
0Q,) N C?*(Q) und

-V-CVu=f in Q, (3.2.42)
n-CVu=n-0? auf 9Q,, (3.2.43)
u=u’ auf 0Q,, (3.2.44)

sowie die sog. ,,duale® Formulierung (,,Spannungsmodell®):

(P*) Finde ein Spannungsfeld o mit den Eigenschaften o;; € C(QU 0Q,) N CHQ) und

V.eo=f in Q (3.2.45)
VxClo=0 in Q (3.2.46)
n-oc=n-0’ auf 9Q,. (3.2.47)

Dabei ist die Bedingung (3.2.46) gerade aquivalent dazu, dass eine Vektorfunktion u
existiert mit der Eigenschaft

e:=C"lo=1YVu+Vu").

Fiir die gemischte Formulierung der Grundaufgabe der linearen Elastizitdtstheorie gilt
der folgende fundamentale Eindeutigkeitssatz von Cosserat® (1898):

8Eugene Cosserat (1866-1931): Franzosischer Mathematiker und Astronom; lehrte Mathematik in
Toulouse (ab 1896 als Prof.) und wurde dort 1906 Prof. fiir Astronomie und Direktor des Observatoriums;
bekannt vor allem durch seine Arbeiten zur Elastizittstheorie teilweise zusammen mit seinem &lteren

Bruder Francois (,,Cosserat-Kontinuum!“), nach dem Tod des Bruders 1914 keine weiteren Arbeiten zur
Mechanik.
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Satz 3.2 (Satz von Cosserat): Unter den obigen Voraussetzungen unterscheiden sich
2wei klassische Losungen uY und u® der Grundaufgabe der linearen Elastizititstheorie
nur um einen Ausdruck der Art (Starrkorperbewegung)

u(€) —u?(§) = b+ Be

mit einem konstanten Vektor b = (b;)2, € R*® und einer konstanten schiefsymmetri-

schen Matriz B = (by;)} =, € R, bj; = —bj; . Enthilt der Randteil 0Q, wenigstens
drei linear unabhdngige Punkte, so ist notwendig b = 0, B = 0, d. h.: Fine klassische
(hinreichend regulire) Losung der Grundaufgabe ist eindeutig bestimmid.

Beweis: Seien S' = {u',¢,0’} und S” = {u”,€", 0"} zwei zulissige Losungen der Grund-
aufgabe. Dann ist der Zustand S = 5" — S” = {u,¢,0} eine Losung des zugehdrigen
Problems zu homogenen Daten f =0, ¢? =0, u? =0:

/Ce:edfz/a:ed&z%/Uij(ﬁjui—i—@iuj)dé
Q Q Q

= —% /Q(Gjoijui + aiO'i]"U,j) d§ + é /OQ(TLJ'O'UUZ‘ + niai]-nj) do

:—/V-U-ud§+/ n-o-udo=0.
Q o9

Da C als positiv definit vorausgesetzt ist, folgt notwendig ¢ = 0 bzw. d;ju; + du; =
0 (4,5 = 1,2,3). Durch Differentiation und Vertauschung der Ableitungen erhalten wir

26iajuk = &-@-uk + @-@-uk = —8;68]1% — (’?kazu] = 78]6(6]"1}41' + aluj) = 0.

Also hat das Vektorfeld u die Gestalt u(£) = b+ B¢ mit konstantem Vektor b € R3
und Matrix B € R*3. Aufgrund der Bedingung d;u; + diu; = 0 ist dann notwendig
bij = —bji, d. h.: Die Matrix B ist schiefsymmetrisch. Enthélt der Randteil 0, drei
linear unabhiingige Punkte £® i = 1,2,3, so besagt die kinematische Randbedingung
w(€®) = b+ BEW = 0. Hieraus erhalten wir auch

B(EW = ¢®) = B - ) = B(® - ¢¥) =0.

Da mit {£M, 6@ €31 auch die Differenzen {1 — ¢@) ¢ — ¢B) €@ _ ¢B)1 linear
unabhéngig sind, folgt B = 0 und damit auch b=0. Q.E.D.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die ingeneurwissenschaftliche Begriindung der sog.
»Finite-Elemente-Methode (FEM) zur numerischen Losung der Grundaufgabe ist das fol-
gende ,, Prinzip der virtuellen Arbeit®:

Satz 3.3 (Prinzip der virtuellen Arbeit): Fiir je zwei statisch bzw. kinematisch zu-
lassige Zustinde S = {u,e,o} und S" = {u' ¢ o'} gill

/J:e'dﬁ— n~a~uad0:/f-u’d§+/ n-o? - do. (3.2.48)
Q 9900 Q 90,
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Beweis: Definitionsgeméf ergibt sich bei Anwendung des Satzes von Gaufl

/J:e'd§:f/v-a-u'd§+/ n-o-u do
Q Q o0

/f-u’d§+/ n-oa-u’doJr/ n-o-u’do.
) 00, 09,

Dies ist gerade die behauptete Aussage. Q.E.D.

Bemerkung 3.5: Das ,,Prinzip der virtuellen Arbeit* besagt, physikalisch interpretiert,
dass die von den Spannungen eines statisch zuléssigen Zustandes mit den Verzerrungen
eines kinematisch zuléssigen Zustandes geleistete , virtuelle® Arbeit gerade gleich der von
den duBeren Belastungen f, ¢ mit den zugehorigen Verschiebungen geleistete Arbeit ist.

Wir wollen nun die Lésungen der Grundaufgabe mit Hilfe von Extremaleigenschaften
charakterisieren. Dazu greifen wir auf die oben definierte Spannungsarbeit

an = [ ottty

zu einem Verzerrungsweg I'. := {e(t), ¢t € [0, 1]}, zuriick. Mit dem zugehorigen Dehnungs-

potential ®(e) = $Ce: e gilt fiir die betrachtete Deformation des Kérpers aus dem stati-

schen Gleichgewichtszustand Sy = {0,0,0} in den Endzustand S; = {u(1),€(1),0(1)} =

{u,e,0}:
Ar, = @(e(1) — 2(e(0)) = D(e).

Da die Spannungsarbeit auf die Volumeneinheit bezogen ist, bestimmt sich die gesamte
,Dehnungsenergie” U.(S) bzw. die sog. ,,Spannungsenergie“ U,(S) zu

U(S) ::/Qq)(e)dfz%/QC’e:edfzé/QU:edfzé/QU:C10d§ =:U,(9).

Die ,potentielle Energie” des Systems ist dann definiert durch

E.(S) :US(S)/Qf'udf n-a? - udo,

0o

und die sog. , komplementére Energie durch

E,(S) :=U,(S) —/ n-o-u’do.
000

Lemma 3.3: Fiir jede klassische Losung S = {u,e,0} der Grundaufgabe der linearen
Elastizititstheorie gilt:

E.(S) + E,(S) = 0. (3.2.49)
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Beweis: Nach Definition ist U.(S) = U,(S) und somit

EE(S')—&—E(,(S)=U€(S)—/Qf-ud§— n~08-udo+Ug(S)—/ n-o-u’do

0o 0Qy

:/a:edg—/f'udg— n-aa-udof/ n-o-u’do
Q Q 00, 0
—/(V~U+f)~ud§+/ n~a-ud0—/ n-o?-udo

Q 20 09,

f/ n-o-u’do
0y

=0.

Dies war zu zeigen. Q.E.D.

Wir formulieren nun das wichtige ,,Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie®
(oder kurz ,,primales Prinzip“), welches auf Ideen von Green (1839) und Kirchhoff (1850)
zuriickgeht und erstmals von Hadamard? (1903) und Love!® (1906) mathematisch be-
griindet wurde.

Satz 3.4 (Primales Prinzip): Ein kinematisch zulissiger Zustand S = {u,e,c} ist
genau dann Liosung der linearen Grundaufgabe, wenn fir ihn die potentielle Energie ein
striktes Minimum bzgl. aller kinematisch zuldssigen Zustinde annimmt, d. h.:

E.(S) < E.(S") (3.2.50)

tir jeden kinematisch zulissigen Zustand S’ mit € # €.
J g

Beweis: i) Seien S = {u,¢,0} eine (klassische) Losung der Grundaufgabe und 5" =
{u',€',0'} ein beliebiger anderer kinematisch zuldssiger Zustand. Dann gilt:

E.(S") — E(S) = U.(S") = U(S) — / flu—)dé — n- o’ —u)do.
Q 09
Unter Ausnutzung der Symmetrie von C' gewinnt man die Identitét

Cle—e€):(—e)=Cc:e —2Ce:e +Ce:e

und damit
U(S") = U(S)=U(S" - 9) + / Ce: (€ —e)dé.
Q

9Jacque Salomon Hadamard (1865-1963): Franzdsischer Mathematiker; Prof. in Bordeaux und Paris;
viele wichtige Beitrige zur komplexen Analysis und speziellen Funktionen, zur analytischen Zahlentheorie,
zur Variationsrechnung und zu den Differentialgleichungen der mathematischen Physik.

10 Augustus Edward Hough Love (1863-1940): Englischer Mathematiker; seit 1899 Prof. fiir , Natural
Philosophy*“ in Oxford; bekannt durch seine Beitriige zur mathematischen Elastizitétstheorie (, Kirchhoff-
Love Plattentheorie®), Arbeiten zur Wellenausbreitung (,,Love-Wellen“) und Geophysik/Gezeiteneffekte
(,Love-Zahlen®).
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Da S eine Losung der Grundaufgabe ist, folgt Mit Hilde des Gaufischen Integralsatzes:
U(S) = U(S) =U(S" - S) + / Ce: (€ —e€)dE
Q
:UE(S’fS)f/V-a'(u'fu)dﬁ+/ n-o-(u —u)do
Q a0

=UE(S'—S)—|—/Qf~(u’—u)df—k/a n-o? - (u' —u)do.

Qo

Also ist aufgrund der Definitheit von C' fir € # e:
E(S') — E(S) = U(S' - §) = g/ Clé—€): (¢ —e)de >0,
Q

ii) Sei nun S = {u,¢,0} ein kinematisch zulissiger Zustand, d. h. € = (Vu+Vu”), o =
Ce und upg, = u?, welcher E.(-) zum Minimum macht bzgl. aller anderer kinematisch
zuldssiger Zusténde. Dann gilt fiir einen beliebigen zuldssigen Zustand S' = {u’, ¢, 0’}
mit g0, = 0 notwendig

%E((S + TSI)‘T:() = 0

Ausfiihrung der Differentiation in

E(S+rS") =1 i Cle+re) : (e+re)dE — i [ (utru’)dg — n n-o? - (utru')do

und Anwendung des Satzes von Gauf} ergibt daher
0=/(V-0+f)-u’d§+/ n-(o— o) do.
Q %

Variation von ¢’ ergibt dann mit Hilfe des sog. Fundamentalsatzes der Variationsrechnung
die Giiltigkeit der punktweisen Beziehungen

—V-o=f inQ, n-o=n-0 auf 0Q,,
d. h.: Der kinematisch zulédssige Zustand S ist Losung der Grundaufgabe. Q.E.D.

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagt, dass die Differenz zwischen
Spannungsenergie (im deformierten Korper ,,gespeicherte” Energie) und der von aufien
durch die gegebenen Belastungen geleisteten Arbeit (der ,Energieverlust® wihrend des
Deformationsvorgangs) minimal ist fiir die tatsdchliche Losung der Grundaufgabe bzgl.
aller anderen kinematisch zuldssigen Zustinde. Eine analoge Aussage gilt auch fiir die
komplementéire Energie. Dieses sog. ,Duale Prinzip“ geht auf &ltere Quellen zuriick und
wurde erstmals u, a. von Trefftz!! (1928) bewiesen.

UErich Immanuel Trefft (1888-1937): Deutscher Mechaniker und Mathematiker; Studium zunchst des
Maschinenbaus an der TH Aachen, dann der Mathematik in Géttingen und spéter in Straburg; Prof. der
Mathematik in Aachen 1919, dann ab 1922 Prof. fiir Technische Mechanik an der TH Dresden; Beitrige
zur Aero- und Hydrodynamik sowie zur Elastizitts- und Schwingungslehre (sog. ,, Trefftzsches Verfahren*
1926).
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Satz 3.5 (Duales Prinzip): Fiir jede klassische Losung S = {u,e, o} der linearen
Grundaufgabe hat die komplementdre Energie ein striktes Minimum bzgl. aller statisch
zuldssiger Zustinde, d. h.:

E,(S) < E,(S) (3.2.51)

fiir jeden statisch zuldssigen Zustand S’ mit o # o. Die Umkehrung dieser Aussage
(analog zum Primalen Prinzip) gilt unter der zusdtzlichen Annahme roto =0 und, dass
das Referenzgebiet Q) einfach zusammenhdingend und konvex bzgl. des Randteils 0S), ist.

Beweis: i) Seien S = {u,€,0} eine (klassische) Losung der Grundaufgabe und S’ =
{u',€,0'} ein beliebiger anderer statisch zuldssiger Zustand. Dann gilt:

E,(S") — E,(S) =U,(S") — U,(S) — / n- (o' — o) -u’do.

0Qy

Analog wie im Beweis von Satz 3.4 gilt

U,(S") —U,(S) =U,(S"— S) + / o:C o —o)dE.

Q
Dies impliziert
E,(S") — E,(S) = U,(S" — S) + /Qa O Yo' — o) dE — L (o' — o) -u’do
und weiter mit Hilfe des Satzes von Gauf}
E,(S") — E,(S) =U,(S" - 5) +/Qe (0! — o) dé — m (o' — o) -u?do

=U,(S —S’)—/QV~(J —a)-udf-i—/mn'(a —0)-ud
=U,(8"—8) > 0.

ii) Sei nun S = {u, ¢, 0} ein statisch zulidssiger Zustand, d. h. —dive = f, ¢ = C7lo
und n - gjpn, = n- oY, welcher E,(-) zum Minimum macht bzgl. aller anderer statisch
zuldssiger Zustdnde. Dann gilt fiir einen beliebigen zuldssigen Zustand S = {u/,¢, 0’}
mit dive’ =0 und n-0'jpq, = 0 notwendig

d

—E,(S+71S5),— =0.

dr (S +75)ir=0

Aus der Eigenschaft rotoc = 0 folgt, dass es zu den Verzerrungen ¢ = C~'o ein Ver-
schiebungsfeld « gibt mit e = %(Vu + Vul). Dann folgt folgt nach Ausfithrung der
Differentiation in

E,(S+rS) = %/(a +ro’): C Mo +ro’) dé — n-(oc+ra) u’do
Q 29,



3.2 Mathematische Theorie der Lamé-Navierschen Gleichungen 71

und Anwendung des Satzes von Gaufl

0:—/V-U'-ud£—|—/ n-a'~(u—u8)d0=/ n-o' - (u—u’)do.

Q 9 9,

Variation von ¢’ ergibt mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Variationsrechnung wieder
die punktweise Beziehung

w=1u’ auf 9Q,,

d. h.: Der statisch zulissige Zustand S erfiillt notwendig die Dirichletsche!? Randbedin-
gung und ist damit Losung der Grundaufgabe. Q.E.D.

Die beiden bisher formulierten Extremalprinzipien gelten fiir Funktionen, die entweder
den kinematischen oder den statischen Bedingungen geniigen. Man kann nun auch Prinzi-
pien finden, welche fiir allgemeine Zustinde gelten, d. h. obige Bedingungen noch zusétz-
lich als sog. ,natiirliche® Randbedingungen enthalten. Dies fithrt auf sog. ,,dual-primale’
(oder auch ,gemischte*) Formulierungen der Grundaufgabe. Aus der Vielzahl derartiger
Prinzipien seien die folgenden beiden zitiert. Das Variationsprinzip von Hellinger'® (1914),
Prange' (1916) und Reissner'® (1950) gilt fiir kinematisch zuléssige Zustinde und ergibt
die statische Zuléssigkeit als natiirliche Folgerung der Stationaritdtsbedingung.

Satz 3.6 (Dual-Primales Prinzip von Hellinger/Reissner): Ein gegebener zulissi-
ger Zustand S = {u,e,0} ist genau dann Lisung der Grundaufgabe, wenn er das Funk-
tional

O(S) = UU(S)+/(V~U+f)~ud£— n~0~uad0+/ n-(oc—oc%-udo
Q oM 9
stationdr macht bzgl. aller anderen derartigen Zustinde, d. h.:

d :
205+ 782 =0 (3.2.52)

fiir alle zulissigen S" = {u',€,0'} mit V-0' =0, n-0'jaq, =0 und u'|po, =0.

12Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): Geb. in Diiren (damals bei Frankreich; wirkte
in Berlin und Gottingen (Nachfolger von Gauss ); wichtige Beitriige zur Zahlentheorie, Analysis und
Differentialgleichungen (“Dirichletsches Prinzip”).

13Ernst David Hellinger (1883-1950): Deutscher Mathematiker; Studium der Mathematik in Heidelberg,
Breslau und Géttingen; arbeitete u. a. mit D. Hilbert (Hilbert-Hellinger-Theorie), bekannt insbesondere
durch seinen bahnbrechenden Artikel ,Die allgemeinen Anstze der Mechanik der Kontinua® in der En-
cyklopéidie der Mathematischen Wissenschaften, B.G. Teubner, Leipzig, 1914; seit 1914 Prof. an der neu
gegriindeten Univ. Frankfurt, nach Versetzung in den Zwangsruhestand wegen seiner jiidischen Herkunft
1939 Emigration in die USA; spiiter Beitriige zu Integralgleichungen und Spektraltheorie.

1 Georg (Heinrich Friedrich Wilhelm) Prange (1885-1942): Deutscher Mathematiker; Studium in
Gottingen und Miinchen, 1914 Promotion bei D. Hilbert, seine Habilitationsschrift 1916 befasste sich
mit den Grundlagen der Variationsverfahren in der Elastizittstheorie; ab 1921 Prof fiir angewandte Ma-
thematik an der TH Hannover.

5 Max Erich Reissner (1913-1996): Deutscher Baumechaniker; Studium der Ingenieurwissenschaften
an der TH Berlin, emigrierte 1936 in die USA, Prof. fiir Mathematik am Massachusetts Institute of
Technology (MIT, USA), dann ab 1970 Prof. fiir Angewandte Mechanik an der University California,
San Diego, USA); entwickeklte die u. a. nach ihm benannte , MindlinReissner-Plattentheorie* (1945).
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Beweis: i) Sei S = {u,¢,0} ein zuldssiger Zustand mit, welcher Losung der Grundaufga-
be ist. Dann gilt fiir alle zuldssigen Zusténde S" = {u', €, 0’} mit V-0’ =0, n-0’jpq, =0
und u'jp0, = 0:

d ’
d d

- — n-(o+ro’) - uldo+ — n-(o+ro’ —a?) - (u+ru')do
dr Jaq, T Joo,

(o+ra’): C Yo+ro')de + a4 /(V (o+rd’)+ f) - (u+rd) dE
Q dr Jg

und folglich
i@(S—!—?“S’)‘T:() = / Clo:o'dé+ / V.o udé+ /(V o+ f)-u'dg
dr Q Q Q

—/ n-o’-uad0+/ n-a’-udo—i—/ n-(oc—0o?) - do.
Col 09 9

Beachtung von C'o = ¢ = £(Vu + Vu') und der Satzes von GauB ergibt weiter

16(54’7“5/)‘7«:0:*/V'O'/'Udé‘i’/ n-a’-udoJr/V-a'-ud{
dr Q Q

00
—|—/(V~U—|—f)-u’d£— n-a’-uado—k/ n-a’-udo—k/ n-(oc—ao%) -u'do
Q ol 90 90

:/(V-U—l—f)-u’d{—i—/ n~a'-(u—ua)do+/ n-(oc—o%)-u'do
Q 00, 09,

und damit schliellich J
5@(54-7"5/)‘7.:0 = 0

ii) Seinun S = {u,€,0} ein zulSsiger Zustand, der stationdrer Punkt des Funktinals ©(-)
ist. Dann gilt wie in (i) gezeigt

0:/0710:J’d§+/V~0'~ud§+/(V'a+f) cdotu’ d€
Q Q Q
—/ n~a’ouad0+/ n~o"ud0+/ n-(oc—a’)-udo
oM 29, 29,

fiir beliebigen zuldssigen Zustand S" = {u',¢,0’} mit V-0’ =0, n-0'jpo, = 0 und
oo, = 0. Mit Hilfe des Satzes von GauB folgt weiter mit e(u) := 5(Vu + VuT):

O—/C o:0'd— / a’d£+/ann-a"ud0+/9(v-o+f)-u’df
/dﬂun o u d0+/dﬂgn-a’-udo+/mgn-(0—08)-u’d0
/O oo dé — / a’d§+/Q(V~a+f).u’d§

/na~(u—u)d0+/ n- (o —o%) - do.
Oy 0N
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Durch Variation von ¢’ und «' folgen mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Variations-
rechnung die punktweisen Beziehungen

Clo=¢u), V-o+f=0 in Q, u—uﬁm“:O, 0—0%90:0,

d. h.: der Zustand S ist Losung der Grundgleichungen. Q.E.D.

3.2.3 Existenz von Losungen und Wohlgestelltheit

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass klassische Losungen der Grundaufgabe der linea-
ren Elastizitéitstheorie eindeutig sind und sich durch gewisse Extremalitiatseigenschaften
charakterisieren lassen. Nun wollen wir uns mit der Existenzfrage beschéftigen. Da el-
liptische Randwertaufgaben bekanntlich nicht immer klassisch differenzierbare Losungen
haben, muss zunéchst der Begriff der ,,Zulassigkeit® geeignet abgeschwacht werden. Da-
zu bieten sich der Sobolew-Raum-Kalkiil an, den wir im Folgenden fiir die vorliegende
Situation bereitstellen werden.

Mit L?() wird der Hilbert-Raum der auf € im Lebesgueschen Sinne quadratintegra-
blen Funktionen bezeichnet, versehen mit dem iiblichen Skalarprodukt und der zugehori-
gen Norm

(woda = [ wlp©)de, lula = ( [ pepa)”

Der Raum der auf 2 messbaren und wesentlich beschrankten Funtionen wird mit L>(£2)
bezeichnet. Weiter sind auf C*°(Q2) die sog. ,Sobolew-Normen* m-ter Ordnung erklért:

n . 1/2
el = (2 I9%ul3)
k=0

mit den Tensorfeldern der k-ten Ableitungen

Vi = (i - - -8iku)?1,A.A,ik:1~
Durch Vervollstindigung des Raumes {u € C*°(Q)||[V*u| € L*(Q), k =1,...,m} glatter
Funktionen bzgl. der Normen |- |[|,.0 (Aquivalenzklassenbildung) erhilt man die bekann-
ten Sobolew-Raume H™(Q), m € N, bzw. L*(Q) fiir m = 0. Diese Konstruktion ldsst
auch Gebiete 2 mit Rissen zu. Fiir mehr Details {iber Sobolew-Réume und Eigenschaften
der enthaltenen Funktionen verweisen wir auf die Monographien Sobolew [19], Adams [4],
Wiloka [22] und auf den Band 3 in dieser Lecture Notes Reihe [3].

Fiir das Folgende machen wir eine Reihe grundlegender Voraussetzungen:

(V1) Das Grundgebiet Q@ C R3 besitzt einen Rand 0, welcher der ,eingeschrink-
ten Kegelbedingung® geniigt, d. h.: Es existieren eine endliche offene Kugeliiberdeckung
{0k, k=1,....N} von Q und zugehorige Kreiskegel Ko(Ty, R) mit Radius R > 0 und
FEinheitssphirenabschnitt Ty, C S1, |Tk] = v > 0, so dass fiir jeden Punkt & € QN Oy,
der Kegel K¢(I'y, R) C Q ist. O.b.d.A. kann angenommen werden, dass die Kugeln Oy
den Radius R und thren Mittelpunkt in Q0 haben.
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Diese Bedingung ist etwa erfiillt, wenn 9Q € C? oder stiickweise glatt ohne degenerierte
Randpunkte oder Kurven ist. Dann kann H™(2) , so wie wir ihn definiert haben, identifi-
ziert werden mit dem Raum der L*-Funktionen mit verallgemeinerten (distributionellen)
m-ten Ableitungen in L?(€2).

(V2) Der Randteil 9Q, C 0 besitzt ein positives Oberflichenmaf [0, > 0 und enthdlt
mindestens drei linear unabhdngige innere Punkte.

Dann ist der Abschluss Vg := H}(9Q,; Q) des Teilraums
{fueC™®(Q): u=0 aufdQ,} C H'(Q)

ein echter Teilraum von H'(f2). Er enthilt alle H'-Funktionen, welche im , verallgemei-
nerten Sinne“ auf 9, verschwinden. Fiir Vektorfunktionen v € H}(99,;Q)? gilt dann
die ,,Poincarésche Ungleichung:

[v]le < cpoinl| Vv[q- (3.2.53)

Dabei bezeichnen sinngemif H™(2)® den Raum der Vektorfelder mit Komponenten in
H™(Q) . Ferner gilt fiir jede lineare Funktion w(§) =a+b-£ mit w =0 auf 9Q, dann
notwendig w = 0 auf ganz Q. Fiir die ,Spur® von Funktionen v € C*(Q) gilt die sog.
»Spurabschétzung*:

[olloe < cspurl|vll10- (3.2.54)

Dies gestattet es, auch fiir H'-Funktionen eine Einschiinkung (ihre ,,Spur®) auf 9Q zu
erkliren. Seien namlich v € HY(Q) und v, € C*(Q), k € N, approximierende Funktionen
mit [Jvy — v])1 = 0 (K — o0). Dann bilden aufgrund der Spurabschitzung die Spuren
vgan eine Cauchy-Folge im Hilbert-Raum L*(92). Mit deren Limes ¢ € L*(99) wird
dann vjgq 1= 0, gesetzt. Die Spurabschétzung iibertrigt sich so auf ganz HY(Q).

(V3) Der Elastizidtstensor C = (Cijkl)?,j,k,lzl ist auf Q symmetrisch und gleichmiflig
beschrinkt,
Cijrt = Cij € L=(Q),  d,5,k,1=1,2,3, (3.2.55)
sowie positiv definit
Cijm€ijer > 0 (3.2.56)

fiir alle symmetrischen Tensoren € = (e;)? ;- # 0.

(V4) Die dufleren Belastungen erfillen f € L*(Q)3, o € L*(0Q)3%3, und die Randver-

sym’

schiebung ist gegeben als globales Felder bzw. als Spur eines solchen: u? € H(2)3.
Unter den Voraussetzungen (V1) - (V4) sind die Bilinearform
a(u,v) == [ Ce(u) 1 e(v)dé =% [ C(Vu+Vu'): (Vo+ Vo')d¢
Q Q

und die Linearform

l(v) == f~vd§+/ n-o? - vdo.
Q 00,
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wohldefiniert auf dem Hilbert-Raum H'(Q)? und offensichtlich auch beschrinkt (bzw.
stetig),

la(u, v)] < ellullialvlie, @) < Blvlhe,  u,ve HY(Q). (3.2.57)

Dariiberhinaus ist die Bilinearform a(-,-) definit auf Verschiebungen u mit zugehorigen
symmetrischen Verzerrungstensoren geméfl

a(u,u) > v|le(w)||d, we HY(Q) (3.2.58)

Definition 3.3 (Schwache Formulierung): Die sog. ,(primale) schwache® Formulie-
rung der Grundaufgabe der linearen FElastizititstheorie sucht ein Verschiebungsvektorfeld
u € HY(Q)® mit den Eigenschaften u—u? € Vy := H}(0Q,; Q)% und

a(u, ) =1l(p) Ve V. (3.2.59)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass jede klassische Losung u € C*(Q)* N CH(Q U
090> N C(QUI,)* der Grundaufgabe automatisch auch ,schwache* Losung ist. Um-
gekehrt geniigt jede solche ,schwache“ Losung, wenn sie reguldr genug ist, notwendigt
den Gleichungen einer klassischen Losung. Es handelt sich hierbei also um eine wirkliche
Verallgemeinerung der klassischen Formulierung der Grundaufgabe. Dass der so definier-

te ,,schwache® Losungsbegriff addquat fiir das vorliegende Problem ist, zeigt der folgende
Satz:

Satz 3.7 (Existenzsatz): Unter den Voraussetzungen (V1) - (V4) besitzt die Grundauf-
gabe der linearen Elastizitdtstheorie eine eindeutig bestimmte ,schwache® Lésung. Diese
st ein striktes Minimum des Energiefunktionals

E(u) == fa(u,u) — l(u) (3.2.60)
auf u® 4+ HE(0Q,; Q)3 . Ferner gilt die a priori Abschitzung
lullie < cap{cponll fllo + cspurlld®llo, + allu’[lual. (3.2.61)

mit einer Konstante cgar, > 0.

Beweis: i) Wir wollen zeigen, dass die Bilinearform a(-,-) auf dem Hilbert-Raum V ein
Skalarprodukt definiert, das dquivalent zum iiblichen Vj-Skalarprodukt ist:

clvlBa < awv,0) < cilplZe, v eV

Dazu bleibt aufgrund der vorausgesetzten Beschrénktheit der Bilinearform af(-,-), deren
Definitheit (bzw. Stabilitét) zu zeigen:

a(v,v) > csap vl v E Vo (3.2.62)
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Dann garantiert der Darstellungssatz von Riesz, dass zu der auf V; beschrankten Line-
arform

F(-):=1() —a(u’,)
ein eindeutig bestimmtes Element w € Vj existiert, mit dem gilt:
a(w, p) = F(p) = U(p) —a(u’, ) Vo €.

Das Element v :=w +u? € H'(Q)3 erfiillt dann u — u? € V; sowie

a(u,p) = l(p) Yo €W,

d. h. ist die gesuchte (eindeutig bestimmte) schwache Losung der Grundaufgabe.

ii) Der Beweis der strikten Minimalitidt des Energierfunktionals E(-) fiir v kann dann
analog zum Beweis des klassischen Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie er-
folgen. Der Vollsténdigkeit halber rekapitulieren wir den Beweis. Fiir die variationelle
Losung u € u? +V; gilt mit jeder anderen Funktion v € u? + Vj:

E(v) — E(u) = ja(v,v) — l(v) — 3a(u,u) + I(u)
za(v,v) = l(v — u?) — l(u®) — ta(u,u) + l(u— u?) 4 1(u?)
= ta(v,v) — a(u,v — u?) — 1(u?) — $a(u,u) + a(u,u — u?) + 1(u?)
= ta(v,v) — a(u,v) + ja(u,u)
= za(v—u,v—u) > 0.

Folglich ist u striktes Minimum des Energiefunktionals.

iii) Die a priori Abschédtzung fiir « erhalten wir aus der folgenden Abschitzung:

Cstab||u — ua||iﬂ <a(u—u?,u—u?) = alu,u—u?) —a(u’,u—u)
= (fyu—u") + (", u = u)r, — a(u’,u —u)

< A{epoinll flle + espuella” o, + allu?lliatlu — w1

iv) Die Definitheitsabschéitzung (3.2.62) ist eine Folgerung aus der sog. ,,2. Kornschen
Ungleichung*

[vlse < Nom{lle@)lla + vlla},  ve HY(Q), (3.2.63)

deren Beweis weiter unten gegeben wird. Mit Hilfe der Definitheit des Elastizitatstensors
auf symmetrischen Dyaden folgt daraus

allullie < {a(u,u) +ull}, ve HY(Q)

Wenn nun die behauptete Ungleichung nicht gélte, so géibe es notwendig eine Folge von
Feldern v € V;, k € N, mit den Eigenschaften

[ o =1, a(@® v®) =0 (k— oo).
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Der Kompaktheitssatz von Rellich besagt, dass die Einbettung H'(Q2) C L?(Q2) kompakt
ist. Folglich existiert ein Feld v € V{, so dass fiir eine Teilfolge N’ C N gilt:

||v(k) — |l = 0, (V(v(k) —v),Vp)g—0 (keN k— o).

Die letzte Aussage entspricht der ,,schwachen* Konvergenz im Hilbert-Raum V4. Damit
erschlieflen wir

afo™ —vlig < a(@® —v,0® —v) +[[v® —o]lg
= a(v®, v®) = 2a(v™ v) + a(v,v) + [[v® — 0|3,
— —a(v,v) <0 (keN k— o00),

d. h. die ,,starke Konvergenz [[v®®) —v||;.q — 0 (k € N,k — 00) . Wegen a(v®,v*)) — 0
impliziert dies notwendig a(v,v) = 0 bzw. €¢(v) = 0. Folglich ist das Feld von der Gestalt
v(€) = b — B mit einem konstanten Vektor b € R3 und einer konstanten, schiefsym-
metrischen Matrix B € R*®. Wegen v = 0 auf 08, folgt so gemif Voraussetzung
notwendig v = 0 und damit der Widerspruch |[v®||1.q — 0 (k € N,k — c0). Q.E.D.

Der zusammenhang zwischen der primalen ,schwachen® Formulierung (3.2.59) der
Grundaufgabe und der klassischen Formulierung (3.2.42-3.2.44) stellt das folgende Resul-
tat her.

Satz 3.8 (Regularitiit): Unter den Voraussetzungen (V1) - (V4) und den zusdtzlichen
Regularititsannahmen

00, 00, € C?Te CeC?(Q), feCQ)? e Q)23 we Q)3

sym?

ist die schwache H'-Lisung der Grundaufgabe auch klassisch, d. h.:
u € C*Q)PNCHAUIN)? NCO(QUIN,)>.

In den Berithrungspunkten der Randteile 02, und 0f2, weist die Losung wu i. Allg.
ein gewisses singuldres Verhalten auf (unbeschriankter Verschiebungsgradient bzw. Span-
nungstensor). Der tiefliegende Beweis dieses Satzes liegt auBerhalb des Rahmens dieses
Textes (siehe dazu die angegebene Literatur zur Theorie partieller Differentialgleichungen)

Der zu einer reguliren Losung u der primalen Formulierung Grundaufgabe gehorende
Zustand S = {u,e,0} mit € := $(Vu + Vu”) und o := Ce ist auch Losung im Sinne
der gemischten und der dualen Formulierung.

Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir die oben verwendete sog. ,, Kornsche
Ungleichung® (Korn'¢ 1906).

16 Arthur Korn (1870-1945): Deutscher Physiker und Mathematiker; Studium der Mathematik und
Physik in Freiburg und Leipzig; Habilitation 1895 in Miinchen, ab 1914 Prof. fiir Physik an der TU
Berlin; Arbeiten zu Elastizittstheorie, Potentialtheorie, theoretischer Mechanik, Integralgleichungen und
Problemen der Elektrotechnik und Quantenmechanik; konstruierte das ersten bildtelegraphische System
(1916); wegen seiner jiidischen Herkunft 1933 aus dem Universitéitsdienst entlassen, emigrierte aber erst
1939 in die USA, dort Prof. fiir Physik und Mathematik am Stevens Institute of Technology in Hoboken,
New Jersey.
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Lemma 3.4 (1. Kornsche Ungleichung): Im Fall 09, = 0Q gilt fir Felder v €
H}(Q)? die sog. ,1. Kornsche Ungleichung*

IVolle < ciom [l€(u) o (3.2.64)

An das Gebiet 2 (offene Punktmenge) missen in diesem Fall keinerlei einschrinkende
Regularititsbedingungen gestellt werden.

Beweis: Es geniigt, die behauptete Ungleichung fiir Felder v € C§°(Q)* zu beweisen.
Mit Hilfe des iiblichen Stetigkeitsarguments iibertriigt sie sich dann auf ganz H}(Q)?.
Durch mehrfache Anwendung des GauBschen Integralsatzes und Beachtung von v = 0
und Vo =0 auf 99 erhalten wir:

/aj’l)iai’l)j dfz/@lvﬁjvjdfz/|d1vv\2d§
Q Q Q

Die Beziehungen
le(v)]lg = i/ﬂ@w + Qvj)? dg = §/§2(|3jvi|2 + 9;0:00) d€ > || V]|

vervollstdndigen dann den Beweis. Q.E.D.

Die sog. ,,2. Kornsche Ungleichung® bezieht sich auf Felder, welche keinen Randbedin-
gungen unterworfen sind.

Lemma 3.5 (2. Kornsche Ungleichung): Fiir Felder v € H(Q)3 gilt die sog. ,2.
Kornsche Ungleichung“

[Vvlle < com {[e(w)]la + [[v]lo}- (3.2.65)

Diese Ungleichung gilt fiir Gebiete mit glattem Rand 0Q € C*, fiir Polygon- und Poly-
edergebiete und allgemeiner fiir Gebiete mit Lipschitz- Rand.

Beweis: Der vergleichsweise schwierige Beweis dieser Ungleichung wurde erstmals von
Friedrichs'”(1947) gegeben. Eine vereinfachten Variante geht auf Fichera'® (1965) zuriick,
die wir weiter unten darstellen. Ein weitgehend elementarer Beweis wurde von Nitsche'
(1981) gegeben, dessen Idee wir zunéchst skizzieren.

170tto Paul Friedrichs (1901-1982): Deutscher Mathematiker; Prof. in Braunschweig, emigrierte 1937
nach USA ans Courant-Institut in New York; wichtige Beitréige zu partiellen Differentialgleichungen der
mathematischen Physik.

18Gaetano Fichera (1922-1996): Ttalienischer Mathematiker; seit 1949 Prof. fiir Analysis in Triest, ab
1956 in Rom; Beitriige zu den Gebieten Variationsrechnung, Funktionalanalysis, Approximationstheorie,
Theorie partieller Differentialgleichungen, Potentialtheorie, Ma- und Integrationstheorie, Funktionentheo-
rie, Numerische Analysis, Differentialformen und deren Anwendungen u. a. in der Elastizittstheorie.

19Joachim A. Nitsche (1926-1996): Deutscher Mathematiker; Prof. in Freiburg; fundamentale Beitrige
zur Theorie der Finite-Elemente-Methode.
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i) Der wesentliche erste Schritt besteht in der Konstruktion eines Fortsetzungsoperators
E: H'(Q)* —» H}(R?)? mit der Eigenschaft

le(Eu)|lrs < cflle(u)lla + [lulla}-

Dabei ist H}(R?) die Vervollstindigung des Raumes C§°(R?)? der C°°-Funktionen mit
kompaktem Triger bzgl. der H'-Norm ||ul|1.ps = (||Vul|2s+ |lul|Zs)"/2. Diese nicht-triviale
Konstruktion ist der ,harte Kern“ des Beweises. Im zweiten Schritt wird der Rand 0f2)
des gegebenen Gebiets 2 durch eine endliche Menge von Kugeln K,,n = 1,... N, mit
Zentrum auf 0f) iiberdeckt,

0, =QNK,

Weiter wihlen wir ein Gebiet 0y CC Q, so dass €y und die €, eine Uberdeckung von
Q bilden. Sei {p,, n € Ny} eine zugehorige Zerlegung der Eins, d. h.:

N
Yn € C(C;O(Qn) Z‘pn =1
n=0
Fiir u € HY(Q)? definieren wir die Zerlegung
N
u = Z u™, u™ = Pnl.
n=0

Anwendung der 1. Kornschen Ungleichung fiir £« und der obigen a priori Abschitzung
impliziert
V™ lgs < clle(u™)]zs.

Wegen
ei]v(u(")) = Pn€ij + %(uiajg&n + u;0ipn)
ergibt sich
le(u®™] < eflle(w)lla + llulla}.
Summation dieser Abschitzung tiber n =0,1,..., N vervollstindigt den Beweis.

ii) Wir skizzieren nun noch den sehr technischen Beweis nach Fichera. Seien {O,,v =

1,...,N} eine (endliche) offene Uberdeckung von Q und {¢,, v = 1,..., N} eine zu-
gehorige ,,Zerlegung der Eins“ mit den Eigenschaften

N
w, € C5°(0,), ngyzl auf Q.
v=1

Damit ist fiir ein beliebiges v € H'(2)?

N N
/ REEDS / [pudkvi?dr < ey / 0k (po00)| dar + c]f3
Q v=1 Q v=1 Q
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Ferner ist aufgrund analoger Uberlegungen

N
D llelen)la < eflle@)lE + llvlig}-
v=1
Fiir den Beweis der Behauptung geniigt es also, fiir v € {1,..., N} zu zeigen:
/ |0k (puvi)? dz < C/ |0k (uv:) + Bi(uvr)|? da (3.2.66)
Q Q

Fiir beliebiges aber festes v € {1,..., N} sei gesetzt:
vi=pw, 0:=0, TI':=T,=00,,

wobei wieder 0.B.d.A. v € C®(f)) angenommen werden kann. Fiir beliebiges x € O NQ
ist dann (wegen v =0 auf O¢) mit einem festen Punkt w € I":

R
2
/0 dyv(z 4 pw)p dp.

K.(T',p) 1 R

Abbildung 3.4: Konfigurationsskizze zum Beweis

Die p-Ableitungen lassen sich schreiben als

831} = 0,0pv0,yr0,y1, aﬁyk =0,

(y — o)

y =2+ pw, 3pyk=m> ly—a|=p.

Also ergibt sich
/ 818kv ) (:E _ y)l dp.

-yl
Sei nun 1 = ¢(w) eine Funktion auf der Einheitssphéhre S; mit den Eigenschaften

bec(r /¢
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Damit wird dann nach Multiplikation mit ¢ und anschlieBender Integration iiber I':

() = /KI(F , d0w) @ = 9@ —yh, ( — ) dy,

|z —yl|? ly—x

// pdpdw—/ cody, w= g
K.(T,R) ly — z|

Mit Hilfe der folgenden Identitit fiir ¢ = e(v)

wobei

20,0,,v; = 8k(8lw + aﬂfl) + al(akvi =+ aivk) - ai(akvl + alvk)
= Orea + Oicir — Oicun

erhalten wir weiter
Ul((L’) = / (8k5il + O — 8i5lk)(y)Mkl(y — l‘) dy (3267)
Kao(T\R)

mit der ,, Kernfunktion*

o :(y*»’l?)k(y*ﬂ?)z y—r
My =) =S oy =)

Zur Abkiirzung wird nun gesetzt
afl(m) = / Oreit(y) My (y — x dy.
Ko(T,R)
Dann ist
@ozfl(a:) = / akgil(y)aTijl(y - ‘r) dy
Ku(T,R)

= lim oo dy,
P20 Ko (0 R\ K= (T p)

und nach partieller Integration nach y :

Gjozfl(x) = — lim/ €it(Y)Or; Oy, Mua(y — ) dy
Ka(I,R)\Kz(L,p)

p—0

+ lim/ €it(y)Oe; Mua(y — )0 dw.
p—0 r,

Auf dem kugelfldchenstiick I' und auf dem Kegelmantel verschwindet der Integrand nach
Konstruktion. Bei Transformation y = pw — w geht das Fliachenintegral iiber in

p—0

lim/ Oz, Miy(y — x)n; dQ = —lim / g + pw)0p; My (Q)w; dw.
r, p=0 Jp
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Wir finden also

@»ozfl(a;) = — /1)1_I>I(1J - sﬂ(y)S,Zl(y — ZL‘) dy — Eil(l‘),‘{kl (3268)

mit den Konstanten
Kyl = /(91.7.Mkl(w)wj dw
r
und den Funktionen

aﬂﬁjaykMkl( ) p< ‘t| <R,

0, sonst.

s0) = {

O.b.d.A. kann angenommen werden, dass Q in dem Wiirfel Q := {z € R*| |z < /2,1 =
2,3} enthalten ist und dass € = £(v) auflerhalb von  durch Null fortgesetzt ist. Dann
hat man

Fi(jp) (x) == / ea(y)Spy — ) dy = / ea(y)Sp(y — ) dy.
K(T,R) Q

Wir entwickeln nun FZ(JP ) in eine Fourier-Reihe. Die Fourier-Koeffizienten haben die Ge-
stalt, s € Z3:

/ Fi(jp)(x)eisr dr = / / ea(y)Sh(y — .’L‘)eiSm dy dx
Q QJQ
= / / ca(y)Sply — z)ee W) dy da
QJQ
= / fil(y)ewy(/ Sp(y — a)e W) dx) dy.
Q Q

Man iiberlegt nun, dass aufgrund der speziellen Struktur von Sy, die Integrale
I;, = / Spy — z)e B W) dy = / SP(2)e % dz
Q Q
unabhingig von y € Q sind. Dies zu verifizieren sei als Ubungsaufgabe gestellt. Wir
werden hierfiir zeigen, dass
I3 <c, seZ’ (3.2.69)

Dann folgt nach der Parsevalschen identitét fiir Fourier-Reihen

2
/ |F(P) |2 dr = Z ‘/ (ﬂ) el dZE‘

SEZ3

<CZZ’/51 ls”dy} <c /|Ezz )| dy.

=1 seZ3

Fiir z € O NQ konvergiert nun nach Konstruktion (3.2.68)

Fi(f)(x) N —83-0[2(90) — kpca(r)  (p—0).
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Das Lemma von Fatou liefert dann die Beziehung (ohne Summation)

3
/ B0 () Pz < e / lea()l” da.
0 =179

und damit schliefllich iiber (3.2.67)
3
/ Ojvi(z)Pdr < e / e (z)|? . (3.2.70)
Q ki=1"%

Dies beweist die gewiinschte lokale Abschétzung (3.2.66). Es bleibt nur noch, den Beweis
von (3.2.69) nachzutragen. Wir geben dazu nur eine Skizze und stellen die technischen
Einzelheiten als Ubung. Zunéchst gilt mit einer Funktion

TMECSO(F), /Tkl(w)dw:O,
T

die Darstellung

R
/ng(z)e_m dz = /Tkl(w)/ e "ptdpdw.
Q I p

Fiir s # 0 ist also mit « :=|s|™'s:

R
Ii:l = /Tkl(w)/ (e—ip‘s|a _ e_p‘sl)p_l dp dw
r p

Durch geeignete Aufspaltung des Integrationsintervalls und Reihenentwicklung ldsst sich
das Integral

R .
/ (PRl — e 1

0
im wesentlichen auf das Dirichletsche Integral

o .
‘/ e*“t*ldt’ < 00
1

zuriickfithren und erweist sich so als gleichméfiig beschrinkt bzgl. s € Z3. Damit folgt
schliefllich (3.2.69), was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

3.2.4 Inkompressible Materialien

Einige elastische Materialien wie z. B. Gummi verhalten sich unter Deformation ,,inkom-
pressibel“, d. h.: Die Deformation erfolgt so, dass materielle Volumina praktisch nicht
zusammengedriickt werden. Dies wird wieder durch die lineare Differentialgleichungsne-
benbedingung

V-u=0 (3.2.71)
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ausgedriickt. Zur Beriicksichtigung dieser Zusatzbedingung betrachten wir wieder das
Energiefunktional des linear-elastischen Korpers

E(u) := 1(Ce(u),e(u))a — (f,u)o — (n - % uw)aq,
und minimieren es nun auf der Mannigfaltigkeit «” + V"  mit
Vi = {v e Vo = H}(02,; Q)% V -v =0} C Vg,

der kinematisch zulissigen Verschiebungsfelder, welche zusitzlich , divergenz-frei“ sind.
Die Losung ist dann charakterisiert durch

E(u)= min FE(v).

veud +V0d'“’

Die Existenz eines eindeutig bestimmten Minimums zeigt man mit demselben Argu-
ment wie im obigen Fall. Das restringierte Minimierungsproblem lésst sich mit Hilfe des
sog Euler-Lagrange-Ansatzes in ein unrestringiertes umformen. Dazu betrachten wir das
,Lagrange-Funktional ¢

L(u,p) := %(C’e(u), e(w))g — (f,u)g — (n-0% waq, — (p,V -u)g

mit dem ,Lagrange-Multiplikator® p € H := L*(Q). Das Minimum u von E(-) auf
u? + V@ ist dann charakterisiert als stationiirer Punkt von L(u,p), d. h. als Losung des
Sattelpunkt-Systems

VuL(u,p)(du) =0 Vou € Vj,
V,L(u,p)(0p) =0 Vép € H,

bzw. ausgeschrieben:

(Ce(u), e(@)a = (0, V-9)a = (f,0)a + (n- o’ ©)oa, Ve €V, (3.2.72)
(V- u,x)a=0 VyxeH. (3.2.73)

Der Lagrange-Multiplikator p kann hier als ein ,,Druck® interpretiert werden, den man
auch tiber den Stokesschen Materialansatz

0 = —pl + 2pe + Aspur(e)]

erhalten hitte. Die Existenz dieses Druckes ergibt sich aus der allgemeinen ., inf-sup-
Abschétzung® fiir 0, # 0Q:

(@, V-v)a.

>8>0, 3.2.74
a€L?(@) vevs 1allel Vol ( :

oder deren speziellen Variante im Fall 09, = 0Q:

inf  sup {8,V v)a > (>0, (3.2.75)

0eL3@ vend(@p lgllellVollo

mit dem Funktionenraum L2(Q) := {q € L*(Q2) : (¢, 1)q = 0. Diesen Zusammenhang und
insbesondere den Beweis der ,,inf-sup-Abschéitzung” werden wir noch im Zusammenhang
mit inkompressiblen Strémungen ndher diskutieren.
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3.2.5 Die Lamé-Naviersche Schwingungsaufgabe

Wir betrachten nun die volle instationdre Variante der Grundaufgabe der linearen Elasti-
zitéitstheorie bestehend aus dem Differentialgleichungssystem

Ou—V-Ce(u)=f in Qx (0,7, (3.2.76)
kombiniert mit den Randbedingungen
u=u? auf 09, x (0,77, n-Ce(u)=n-o” auf 9Q, x (0,7, (3.2.77)
und den Anfangsbedingungen
u(-,0) =u’,  Gwu(-,0) =v" in Q. (3.2.78)

Der Elastizitiatstensor C' wird wieder als symmetrisch und positiv definit (auf symmetri-
schen Dyaden) angenommen; seine genaue Gestalt (z. B. fiir isotropes Material) spielt fiir
das Folgende keine Rolle. Diese Anfangs-Randwertaufgabe hat die Struktur der skalaren
Wellengleichung

Ofu — cAu =0 (3.2.79)

und wird daher zur Unterscheidung auch als ,,Elastische Wellengleichung* bezeichnet. Da
wir jetzt nur an freien Schwingungsvorgéngen interessiert sind, werden die Volumenkraft
sowie die Randdaten auf Null gesetzt, d. h.: f = 0, u? = 0 und ¢ = 0. Der ganze
Prozess wird also allein durch die Anfangsdaten bestimmt.

Die Eindeutigkeit von Losungen der elastischen Wellengleichung erschliefit man wie-
der am leichtesten mit ,,Hilbertraum-Argumenten®. Sei u(x,t) eine klassische Losung der
Anfangs-Randwertaufgabe (3.2.76 -3.2.78) mit endlicher ,,Energie* (kinetische + potenti-
elle Energie)

E(t) = 5l 0mu(®)[& + 5(Ce(u(t)), e(u(t))a < oo.

Multiplikation der Differentialgleichung mit d;u, Integration iiber 2 und anschliefende
partielle Integartion ergibt

0= (fu—V-Ce(u),hu)g = d; (1]|0ul|g + 3(Ce(u),e(u)a) = diE(t).
Dies impliziert, dass
E(t) = gllowu(®)]|* + 3(Ce(u(t),e(u(t))a

= 3ll"l15 + 3(Ce (), e(u”)a = E(0),

(3.2.80)

d. h.: Die Losung ist eindeutig und hangt bzgl. der natiirlichen Energienorm stetig von den
Anfangsdaten ab. Ferner bleibt die Gesamtenergie E(t) im System in der Zeit erhalten.
Dies entspricht der Vorstellung, dass bei der Schwingung eines elastischen Korpers (bei
Vernachlissigung von Dampfung) im Verlaufe der Zeit keine Energie verloren geht. Ein
wgutes Diskretisierungsverfahren fiir die Wellengleichung sollte diese kritische Eigenschaft
moglichst gut wiedergeben.



86 Die Grundgleichungen der Strukturmechanik

Zum Nachweis der Existenz von Losungen der elastischen Wellengleichung bedienen
wir uns der sog. Fourier-Methode. Der elliptische Differentialoperator L := —div Ce(+)
kann als ein linearer (unbeschrinkter) Operator im Hilbert-Raum L?*(2)® mit dichtem
Definitionsbereich

D(L):={veVy: Lv e L*(N)* im Distributionssinne}

definiert werden. Dieser Operator ist wegen der Symmetrie und Koerzitivitdt der Ener-
gieform (Ce(v),e(v))q selbstadjungiert und positiv definit und folglich injektiv. Da die
stationdre Randwertaufgabe mit homogenen Randdaten u? = 0 und ¢? = 0 fiir jede
rechte Seite f € L?(Q2)? eine eindeutig bestimmte ,schwache® Losung in V besitzt, ist
dieser Operator auch surjektiv und hat eine beschriinkte Inverse L' : L*(Q)% — L?(Q)3.
Wegen des Rellichschen Auswahlsatzes ist diese Inverse auch kompakt. Folglich ist die
Theorie Fredholmscher Operatoren anwendbar. Insbesondere gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.6: Das Spektrum des selbstadjungierten, positiv definiten Differentialoperators
L in L*(Q)* mit kompakter Invereser besteht nur aus reelle Eigenwerte, welche positiv
sind und sich nicht im Endlichen hdufen konnen

D<M < o< A<

Ferner eristiert ein zugehoriges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {w™ € Vi, k €
N}, mit Hilfe dessen sich jedes u € Vo darstellen lisst in der Form (verallgemeinerte
Fourier-Reihe und Parsevalsche Identitit)

u =

(w,w®)ow®, uldy =Y |(u,w®)ol?, (3.2.81)
k=1 k=1

wobei die Reihe bzgl. der L?-Norm sowie der H'-Norm konvergiert.

Satz 3.9: Die Anfangsdaten seien u® € D(L) und v° € Vi und haben die Entwicklungen

u’ = Zugw(’“, u’ = ngw(k).
k=1 k=1
Dann stellt die Reihe
o0 1 .
u(é,t) = Z {ug cos(v/ A t) + \/Tvg sin(v/ g t)}w(k)(g) (3.2.82)
k=1 k

eine Funktion dar, welche die Anfangs-Randwertaufgabe der elastischen Wellengleichung
lost. Dabei konvergieren die gliedweise differenzierten Reihen fiir 0?u und Lu im L*-
Sinne und auch die Anfangswerte werden im L?-Sinne angenommen.
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Beweis: Wir machen den formalen Losungsansatz (Separation der Variablen)

Z {uu® )+ opw™ (€)un(t) }

mit gewissen Funktionen ¢y (¢) und )y (t). Einsetzen in die Wellengleichung ergibt die
Bedingung (unter der Annahme der Konvergenz der Reihe)

0 = 07u — div(CVu)

Z {u w(k) // . ugv . (va(k))sﬁk( t)+v w(k)wff( t) — .V . (va(k))wk(t)}

I
MS I

{ufrw® () + ug Aw® op, () + vpw Y] () + vpAw ()}

=~
Il

1

Hieraus entnehmen wir die folgenden Gleichungen fiir die Funktionen ¢ und )y :

On(t) + Xepr(t) =0, >0, ¢p(0)=1, ¢
W)+ NR(t) =0, t>0, (0)=0, o

Die zugehérigen (eindeutig bestimmten) Losungen sind

T~ o~
—~
o O
— =
I

—_

0,

£) = cos(V/ b)) Ur(t) = ——sin(v/ A1), keN.

Damit ergibt sich der Lésungsansatz

Z{uk cos( \/_t vk sin( \/_t }w(k) (3.2.83)

k=1

Wenn v’ € D(L) und v € Vy ist, gilt:

lu(®)llg = Z i cos(v/ A t)[* + Z—Ivz¢ sin(v/ A )| < [|u”3, + 1Hvoll?p

k=1
10l = ZMIUE sin(v/ A £)[* + Z vk cos(V A )* < af V[ + [|v°][5,
k=1 k=1
107 u(t)]IE = Zkilui sin(v/ A £)[* + Z/\k\vg cos(v/ A ) < [[Lu’[[ + o[ VO,

| Lu(t))||3 = ZA |uf sin(y/ A t) |2+Z)\k\vk005 VARD <Ll ||3 + o[ VO3

Insbesondere sind alle diese Reihen im L2-Sinne konvergent. Die konstruierte Funktion u
erfiillt also die elastische Wellengleichung und die zugehorigen Anfangsbedingungen. Die
Uberlegung am Anfang zeigt auch, dass sie eindeutig bestimmt ist. Q.E.D.
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3.3 Theorie der Biegung diinner Platten

Unter eine ,,diinnen Platte® wird ein elastischer Korper verstanden, der eine ausgezeich-
nete Mittelflache €2 in der (xy, z9)-Ebene besitzt und dessen x3-Dicke d klein gegeniiber
den anderen Abmessungen ist. Der Einfachheit halber sei hier angenommen, dass das
Material homogen und isotrop und dass die Dicke konstant ist.

T3

A

L a3

Abbildung 3.5: Konfiguration einer , diinnen“ Platte

Auf die Platte wirke in x3-Richtung eine Belastung mit Dichte f = f(x;.29). Die
dadurch hervorgerufenen Verzerrungen sollen wieder so klein sein, |l¢|| < 1, dass die
lineare Theorie herangezogen werden kann. Dazu definieren wir die Gréfien

d/2
Nlj = / Oij dxg, ’L,] = 1, 2 (SChnlttkr&fte),
—d/2

/2
Qi3 = / oidrs, 1=1,2,3 (Querkrifte),
—d/2

/2
M;; :z/ oijxgdrs, 1,5 =1,2 (Momente).
—d/2

Die #uflere Belastung p wird als in z3-Richtung konstante Volumenkraft K = (0,0,p/d)”
interpretiert. Damit weichen wir etwas von der ingenieurwissenschaftlichen Literatur ab,
wo [ gewohnlich als Oberfliachenkraft aufgefasst wird, was jedoch zu gewissen Ungereimt-
heiten der Theorie fiihrt. Zu den typischen Eigenschaften einer Platte gehoren ferner die
statischen Randbedingungen

n-o=0 auf 0Q x {z3 = +d/2} (,freier® Rand) (3.3.84)
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und die kinematischen Randbedingungen
u=0 auf 90 x [—d/2,d/2] (,eingespannter Rand) (3.3.85)
u=0 auf 002 x {z3 =0} (,,gelenkig gelagerter* Rand). (3.3.86)
I - 1 R 1

| us

Abbildung 3.6: Randbedingungen der diinnen Platte: , eingespannter” Rand (links) und

»gelenkig gelagerter® Rand (rechts)

Die Auswertung der statischen Bedingungen (3.3.84) und dive + f = 0 ergibt

O3ijes=xd2 = 0, 1=1,2,3,

d/2
{810'11'4—820'22'4-830'32‘}1)36[1’3 :0, 1= 1,2,
—d/2
d/2 1 d/2
/ {810'13+620'23+83033}dl’3+*/ fdl’g =0.
—d/2 d —d/2

Folglich ist

O1 My + Oy Mg — Q13 = 0,
01 Mg + 0o Mas — Qa3 = 0,
01Q13 + 0aQa3 +p =0,
und bei Kombination dieser Identitéten fiir M = (M;;)?,_,
VQ M = a%Mu + 28182M12 + 8§M22 = —f.

Fiir die weitere Betrachtung wird der Ansatz gemacht

€33 = 8311,3 =0 und 0,3 = 0 (Z = 172,3),

(3.3.87)

(3.3.88)

welcher mit den statischen Randbedingungen (3.3.84) vertriglich ist und durch die geringe

Dicke d der Platte motiviert wird. Dies fiihrt iiber das Hookesche Gesetz

e=14+v)E o —vE 'spur(o)l
zu den Beziehungen

€3 = %(aﬂtg =+ 33u1) = 0, Z = 17 2, 37

(3.3.89)
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und

1 v 1 v 14+v
€11 = EOH - Eazg, €22 = EUQQ - EUH, €12 = T(flz; (3-3~90)
bzw.

E E E

71/2(611 +vex), 09 = 7(622 +ven), o= mﬁlz

3.91
- - (3.3.91)

o1 =

Wir bezeichnen nun mit u™ = uM(z,,z,) die Verschiebung der Mittelfliiche der Platte
und finden

T3
ui($17$2»$3) = Ufw(l‘h@) +/ 83“1’(331»332777) dn (Z = 172)-
0

Wegen d < 1 und Osu; = —d;us kann daher ndherungsweise gesetzt werden:
U = uf-u - mgaiuéw (i=1,2), Uy = ué” (3.3.92)
Die zugehérigen Verzerrungen ergeben sich dann unter Verwendung von (3.3.89) zu

fir 4,5 € {1,2} mit

e?f = %(@u;w + 0jul).
Zur Abkiirzung wird im Folgenden u := ul!(zy,zq) gesetzt, d. h.: Die Durchbiegung der
Platte wird durch die Durchbiequng ihrer Mittelfliiche beschrieben.

3.3.1 Das Kirchhoffsche Plattenmodell

Wir entwickeln nun zunéchst die auf Kirchhoff (1850) zuriickgehende Theorie ., (relativ)
kleiner Durchbiegungen® |u| < d. Dabei wird angenommen, dass die Verzerrungen der
Mittelfliche gegeniiber den anderen Groflen vernachléssigt werden kénnen:

M=0 (i,j=1,2). (3.3.94)

i)
Dies fithrt mit (3.3.93) zu dem Ansatz (beachte u := ul!)
€ij = —xg,@,-@ju (Z,j = 1, 2)

sowie

E
011 = 7_7V2T5(8%u -+ V@%u),

(2 2
O = ——— V2£3(82u +voju),

J12 = — Igalagu.
+v
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Fiir die Momente M;; erhalten wir also die Darstellung

My = —D(07u + vd3u),
My = —D(05u + viiu), (3.3.95)
—(1 - I/)Dalazu,

=
I

mit der ,, Plattensteifigkeit

E d/2 E &
D=~ 2y =

Kombination von (3.3.95) und der Momentengleichung(3.3.87) ergibt dann die bekann-
te Plattengleichung, der die Durchbiegung u = wu(zy,22) der ,Kirchhoffschen Platte®
notwendig geniigt:

DA*u=f in Q. (3.3.96)

Die zugehorigen , kinematischen* Randbedingungen sind

i) eingespannter Rand: u=0u=0 (i =1,2) baw. v = d,u =0 auf 9Q.

ii) gelenkig gelagerter Rand: u =0 auf 0.

Weitere , statische“ Randbedingungen, insbesondere am ,freien Rand, werden weiter
unten im Rahmen eines variationellen Ansatzes abgeleitet werden.

Bemerkung 3.6: Die Herleitung brauchbarer Gleichungen fiir die Durchbiegung der
diinnen Platte wurde erstmals auf direktem Wege von Sophie Germain?® (1811) und Na-
vier (1823) geleistet, allerdings noch unter Verwendung etwas zweifelhafter Annahmen.
Eine fundierte Ableitung aus den Grundgleichungen der linearen Elastizititstheorie, wie
hier durchgefiihrt, erreichten erstmals Poisson und Cauchy (1830). Wir werden weiter
unten die Plattengleichung (3.3.96) iiber den auf Green (1830) und vor allem Kirchhoff
(1850) zuriickgehenden Variationsansatz herleiten. Dies ist weitgehend dquivalent zu dem
Weg iiber die statischen Gleichgewichtsbeziehungen (3.3.87) fiir die Momente, gestattet
jedoch eine zwingendere Bestimmung der addquaten natiirlichen ,statischen“ Randbedin-
gungen. Ferner ist dadurch ein natiirlicher Ansatzpunkt fiir eine nichtlineare Erweiterung
der Theorie gegeben.

20Sophie Germain (1776-1831): Franzosische Mathematikerin; Kaufmannstochter in Paris, erwarb ma-
thematische Kenntnisse im Selbststudium, Briefwechsel mit Joseph-Louis Lagrange an der Ecole Poly-
technique in Paris und ab 1804 mit Carl Friedrich Gau; arbeitete u. a. an der letzten Fermat’schen
Vermutung und bewies, dass diese fiir eine Reihe von Primzahlen (den nach ihr benannten ,,Sophie-
Germain-Primzahlen“) zutrifft.; ab 1809 beschftigte sie sich mit der Beschreibung der Schwingungen
elastischer Platten. ihr Losungsansatz von 1811 war noch fehlerbehaftet, wurde aber spéter von anderen
weiterverfolgt.
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Zum Nachweis der Existenz von Losungen des Kirchhoffschen Plattenmodells gehen
wir wieder vom ,,Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie®

E(u) ::%/Qazedx—/gfud:p

aus, wie es oben fiir das allgemeine Grundproblem der (linearen) Elastizitdtstheorie disku-
tiert worden ist. Dieser Ansatz fithrt zu der Dehnungs- bzw. Spannungsenergie der diinnen
Platte mit kleiner Durchbiegung

1 d/2
U= */ {011611 + 2012612 + 022622} dz3 dS2
QJ-d/2

2
1 d/2
D) / / {01070 + 20150100 4 092 05u} das dQ
2 JaJ ap
1

:%LA{Mh%u+2Mﬁ&ﬂr%M@%uﬂdQ
bzw.
U= g/ﬂ {(0fu + vO3u)0iu + 2(1 — )91 Ou® + (B3u + vO{u)D5u} dQ
:?ZﬁAﬁ—2ﬂ—ﬂ@@%u—&@ﬁh&.
Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie postuliert dann, dass das Funktional
E(u) = g /Q {Au® = 2(1 = v)(Ofudzu — 0,0ou”) } d2 — /qu s
von der tatséchlichen Durchbiegung u zum Minimum gemacht wird bzgl. aller kinematisch
zuléissigen Funktionen (hier: v € H?(Q) mit u = d,u = 0 oder u = 0 auf 9Q). Die

Eulersche Differentialgleichung dieser Variationsaufgabe ist dann gerade die Kirchhoffsche
Plattengleichung

DA*u=f in Q. (3.3.97)

Dies liegt daran, dass
/{8fu8§v + D3udiv — 20,0,u0,0,0} dQY = 0,
Q

was man fiir hinreichend glatte Funktionen leicht durch partielle Integration sieht. Durch
Nullsetzen der ersten Variation, d. h.

d
%E(u + 50)|5=0 = 0

erhélt man wie iiblich die ,,schwache Formulierung* der Plattengleichung

a(u,v) =1(v) Yv el (3.3.98)
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mit der Bilinearform a(-,-) und der Linearform f(-),

a(u,v) = D/ {Aulv — (1 = v)(Ffudiv + Oudiv — 20,0,ud10pv) } dS2,
0

l(v) ::/vadx7

und dem Raum Vp C V := H?*(2) aller zuldssigen Variationen,
Vor={veV]jv=0w=0aufT,, v=0 auf I';}.

Dabei ist 02 = I'. UT'y UT'; mit den (abgeschlossenen) Randteilen I'., I'y und I'j,
entlang derer die Platte eingespannt (,clamped*), gelenkig gelagert (,,simply supported*)
bzw. frei (,,free”) ist. Hier und im Folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an, dass
die kinematischen Randvorgaben auf T'. und T’y homogen (d. h. gleich Null) sind. In den
Beriihrungspunkten der Randkomponenten bleiben die Randwerte zunéchst unbestimmt
und ergeben sich dann aus den Eigenschaften der erhaltenen Losung.

Satz 3.10: Die einzige lineare Funktion in Vy sei die Nullfunktion, und 0 < v < 1. Dann
existiert fir jedes Funktional () € V& eine eindeutige Losung u € Vy des variationellen
Plattenproblems (3.3.98), und es gilt die a priori Abschitzung

l
lollzz < el -2, [P ——— | (920)| .
vemz@) V24

(3.3.99)

Beweis: Der Beweis basiert auf der Anwendung des Rieszschen Darstellungssatzes fiir
Funktionale auf dem Hilbert-Rauzm V. Fiir den Parameterbereich 0 < v < 1 ist die
offensichtlich symmetrische Bilinearform a(-,-) ein Skalarprodukt. Allgemein gilt fiir jedes
feste v € [0,1):

a(v,v) > c()||[V*]]?, v € V.

Da V4 keine lineare Funktion aufler der Nullfunktion enthélt, ergibt eine Variante der
Poincaréschen Ungleichung

a(v,v) > cW)IV*0]| = c(v, Q)[vl| 52, v € V.

Der Beweis wird iiblicherweise mit Hilfe eines Widerspruchsarguments gefithrt und sei
als Ubungsaufgabe gestellt. Mit dieser Abschitzung ergibt sich u. a., dass ein lineares
Funktional der speziellen Form () := (f,¢), ¢ € Vi, bzgl. des Skalarprodukts af(-,-)
beschriankt ist. Nach dem Satz von Riesz gibt es dann fiir jedes Funktional [ € V' ein
eindeutig bestimmtes Element u € V5, so dass die variationelle Gleichung (3.3.98) erfiillt
ist. Ferner gilt die a priopri Abschitzung (3.3.99). Q.E.D.

Bemerkung 3.7: Im zugelassenen Grenzfall v =0 gilt

E 3
a(u,v):D/QV2u:V2vdx, DZQ—Z.
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Der andere (ausgeschlossene) Grenzfall v — 1 fiihrt zu einer singuldr werdende Plat-
tensteifigkeit D(v) — oo (v — 1), wihrend der reine Integralterm die folgende einfache

Gestalt annimmt:
/ AulAv dz.
Q

Dieser speziellen Situation werden wir wieder begegnen im Zusammenhang mit der sog.
moStromfunktionsformulierung® der Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible Newton-
sche Fliissigkeiten.

»Natiirliche* statische Randbedingungen

Wir wollen nun die in der variationellen Formulierung (3.3.98) der Plattengleichung impli-
zit enthaltenen | natiirlichen (statischen) Randbedingungen® entlang der Randkomponen-
ten I'y und I'y bestimmen. Sei dazu die Losung w € V' von (3.3.98) hinreichend regulr,
etwa u € H*(Q). Zweimalige Anwendung der Greenschen Formeln ergibt

AuAvdr = / Aud,vdo — | VAu-Voudr

Q o0 Q

= / {Au@nv - GnAuv} do + / A% dx
a0 Q

mit dem #uBeren Normaleneinheitsvektor n = (ny,n9)? zu 9Q und der Ableitung in
Normalenrichtung 0, = n -V = n;0; + na0s . Der zugehorige Tangenteneinheitsvektor
(positiver Umlaufsinn) ist dann gerade 7 = (71, 72)7 = (ng, —n1)T und die Ableitung in
Tangentenrichtung 0. = 7 -V = ny0; — n10, . Ferner gelten in jedem Punkt auf 0Q die
Identitéten

01V = n10,v + Nodrv, 0o = Nodpv — N0,

was man leicht mit Hilfe von n-n =1 verifiziert. Mit dem Vektorfeld

R —82U8182U + aﬂ)a%u
w =
—01v01 001 + Oyvdiu

lasst sich schreiben

/ {0Fud3v + O5udiv — 20,0,ud10sv} da = /
Q

divu_}darz/ n - wdo.
0 0

Unter Verwendung der obigen Beziehungen fiir v, d,v, d,;v folgt
/ n-wdo = {821}(—7’1162 + ngal)alu — aﬂ)(—nlag + ngal)ﬁgu} do
0 o0

= {821}&81”@ — 0100, 0hu} do = {(ng(?nv — n10,0)0; (n10,0 4+ 20, v)
o) '9)
— (n10,v + N20,v) 07 (N20,v — nlaTU)} do
= / {0,00*u — 8T118T8nu} do.
89
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Partieller Integration nach 7 ergibt schlieBlich

/ n-wdo= / {02ud,v + 0,02uv} do.
09 0

Wir fassen nun die gefundenen Identitéten fiir die Integrale in (3.3.98) zusammen zu
{A*uw— D 'plvdr + / {Au— (1-v)02u}d,vdo
Q a9

- {0,Au— (1-v)0,02u}v do = 0.
o0

Da dies fiir beliebige zuléssige Funktionen v gelten soll, ergeben sich notwendig die Dif-
ferentialgleichung (,,Plattengleichung*)

DA*u=1p in Q, (3.3.100)
und zusitzlich zu den erzwungenen (,kinetischen) Randbedingungen

uw=0 auf ' UL,

3.3.101
Opu=0 auf I, ( )
die natiirlichen (,,statischen®) Randbedingungen
Au—(1=0)Pu=0 auf T,UTy,
u—(1=»)ou=0 au ! (3.3.102)

OnAu — (1 —=v)20,u =0 auf I';.

Regularitit der ,,schwachen* Lésung

Im Allg. besitzt die ,,schwache* Losung u € Vg des Kirchhoffschen Plattenmodells hohere
Regularitét. Aus der Fiille der entsprechenden Resultate zitieren wir nur diejenigen fiir
den Spezielfall der ,eingespannten Platte, d. h.: fiir die Randbedingungen « = 0 und
O,u = 0 entlang des ganzen Randes I'c = 99 :

— Auf konvexen Polygongebieten ist u € H?(2), und es gilt die a priori Abschitzung

[(f, )l
lulls < @) Flns, Il = sup |
full i N

(3.3.103)

— Auf konvexen Polygongebieten mit maximalem inneren Winkel w < 126° ist u €
H*(€Q), und es gilt die a priori Abschétzung

[ull s < () |2 (3.3.104)

— Die obigen beiden Aussagen gelten auch, wenn der Rand 09 ,glatt® ist, d. h.
mindestens zweimal stetig differenzierbar parametrisierbar.
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— Im Fall nichtkonvexer Polygongebiete ist i. Allg. u & H3(Q), sondern weist in der
Umgebung der einspringenden Ecken mit Innenwinkel w > 27 ein wohl definiertes
singuldres Verhalten auf. Dieses ldsst sich mit den entsprechenden Polarkoordinate
wie folgt ausdriicken:

u(r, 0) = Ar®y(w) + a(r, ), (3.3.105)

mit dem sog. ,, Spannungsintensitiatsfaktor® A € R, einem ,,singuldren” Exponenten
1/2 < a = «a() <1, einer glatten Winkelfunktion (#) und einem ,reguléren”
Anteil @ € H3(Q) . Es gilt dann die a priori Abschiitzung

|l + |l s < e f - (3.3.106)

— Die obigen Aussagen gelten auch im Fall der rein ,, gelenkig gelagerten® Platte, d. h.
fiir die Randbedingung u = 0 und Au—(1-v)9%u = 0 auf I'y = 9 . Die vollstéindig
Jireie Platte, I'y = 092, ist in Satz 3.10 nicht zugelassen (Eindeutigkeitsproblem).
Im Fall von wechselnden Randbedingungen treten lokale Singularitéten analog zu
denen bei einspringenden Ecken auf, welche die Regularitéit der Losung reduzieren.
Hierzu gibt es in der Literatur eine vollstédndige Theorie (s. Grisvard [10] und [25]).

3.3.2 Das nichtlineare von Karmaéansche Plattenmodell

Bei der Betrachtung diinner Platten mit relativ ,grofer* Durchbiegung |u| ~ d diirfen
die Verzerrungen ef‘;f der Mittelflache nicht mehr vernachléssigt werden. Die zugehorige
Theorie geht auf von Kdrmén?! (1910) zuriick. Dabei werden zusétzlich noch gewisse qua-
dratische Terme im Verzerrungsansatz beriicksichtigt (geometrisch semi-lineare Theorie),
wahrend alle anderen aus der Annahme d < 1 begriindeten Ansétze der Kirchhoffschen
Theorie beibehalten werden:

;3 = €;3 :0 (Z: 172,3),
E
14+v

o = (€11 + vex), 0n= (€20 + ver), o019 = €12,

1— 12

sowie mit u := ul!:

1—12

M _ 230 (i=1,2),

i

62‘]' :GZ];[ — I38i8ju (Z,] = 1, 2)

U; =U

Fiir die Verzerrungen der Mittelfliche wird der nicht-lineare Ansatz gemacht

erl = 10" + 0u)") + J0us Oyuy" (1,5 =1,2), (3.3.107)

ij

21Theodore von Kérmén (1881-1963): Ungarischer Physiker und Luftfahrttechniker; gilt als Pionier
der modernen Aerodynamik und der Luftfahrt- und Raketenforschung; nach Studium in Budapest und
Gottingen 1910 Habilitation, ab 1913 Prof. in Aachen, nach 1929 Teiltdtigkeit am California Institute of
Technology (USA) und schlieBlich 1934 Emigration in die USA; nach dem Krieg ab 1956 Institutsleiter
des spiter nach ihm benannten ,,Von Karméan Institut fr Stromungsmechanik® in Belgien; bekannteste
Arbeit 1911/1912 ber die nach ihm benannten ,, Kdrménsche Wirbelstraen®, grundlegende Beitriige zur
Plastizitts- und Plattentheorie.
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wobei die anderen quadratischen Terme ;uld;u}’ (k = 1,2) vernachléssigt werden. Die
Dehnungsenergie ist dann

d/2
1 2 / / 611 + 622 - 2(1 - l/)(611622 — 612 } d.ngdQ
-V d/2

= 0 [+ e 20— (it - 4 ao

+ g/ {Au® = 2(1 = p)(FFudju — 8,10,u?) } d2.
Q

Dabei wurde berticksichtigt, dass die gemischten Terme vom Ausquadrieren alle den Fak-
tor x3 haben und folglich bei Integration ffﬁZ ... dx3 keinen Beitrag liefern.
Es sei darauf hingewiesen, dass zwar fiir die Verzerrungen ein nichtlinearer Ansatz

gemacht wurde, aber trotzdem weiterhin in Langrangeschen Koordinaten gerechnet wird.
Es handelt sich also nur um eine kleine nichtlineare Korrektur.

Fiir das Folgende wird angenommen, dass das Prinzip vom Minimum der potentiellen
Energie auch in der geometrisch nichtlinearen Theorie gilt. Wir haben es nun jedoch mit
drei unbekannten Funktionen zu tun: u (i = 1,2,3). Nullsetzen der ersten Variationen
bzgl. uM

4 {U(e[u + sv]) — / p(u + sv) dQ =0 Vu,zulaéssigt (i=1,2,3)
ds Q |s=0

fiithrt auf die notwendigen Beziechungen
D/ {AuAv — (1 — v)(F7udiv + O3udiv — 20105ud 02v) } dS2
Q

2Ed
1—v2

— €15 (O1udhv + Dyudiv) } } dQ = /pv Q)
Q

/ {(e{‘/{ + XN (0udiv 4 Doudav) — (1 — v){eM Doudyv + X201ud v
"

und

/ {(elf +e33)0v — (1 — ) (33010 — €1505v) } 2 = 0,

/ { M+ Mo — (1 —v)(eM oy — %8111)} dQ =0,
fiir alle ,,zulédssigen® Variationen v . Der Einfachheit halber beschrénken wir uns hier auf
den Fall der eingespannten Platte
uM = 0uM =0 auf (i=1,2,3).

Durch partielle Integration gewinnt man dann auf die iibliche Weise die zugehorigen Eu-
lerschen Differentialgleichungen
A%y = p d2 { el 4+ veds)du + (ebs + Ven)agu +2(1 — v)el3010su}

+ ﬁ{al(eﬁ +veyy) + (1 — v) el fOru —|— = {82 €3 +ven) + (1 —v)oiels }ohu.
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und
Oh(elf + vep) + (1 —v)drel; = 0,
82(6% + Z/Gi\/{) +(1- 1/)826% =0.

Waihrend in der (linearen) Kirchhoffschen Theorie die Schnittkréfte N;; verschwanden,
haben wir nun

42 Ed |
N11 S / 011 da:3 = 72 (Ei\{ + 1/69/21)7
—d/2 I-v

4/2 Ed
Ny = / 090 das = _—VQ(E% + 1/6{\/11),

—d/2 1
d/2 Ed
Nig = o dx M.
12 /d/2 12 3 = 1+ 12

Mit diesen Bezeichnungen schreiben sich die drei gefundenen Differentialgleichungen als

A%y g D —(N110Fu + Nyzd3 + 2(1 — v) N120100u), (3.3.108)
O N1y + 03 Nyp = 0, (3.3.109)
O1N11 + 01 Nig = 0. (3.3.110)

Fiir die allgemeine Losung der letzten beiden Gleichungen macht man mit einer ,,Span-
nungsfunktion“ ¥ den Ansatz

Ny =05V, Ny =PV, Nyy=—0,0,¥
Die Definitionsgleichungen fiir die Schnittkréifte ergeben dann

1 1 —|— v
611\{ = E—d(éa V@%\I/), e% = E—d(af\ll — VGS\I/), 6% = — 8182

wihrend die kinematischen Gleichungen (6.13) fiir E I erfordern
82 611 82622 28182612 = 816% + 81’11/]\4818211/ + 8282U + 82u8282u 8%82’[1,5/[

— 0,05ul — 01u0,02u — 0?2 0pudou + D10ou* — DPudiu
= 010u? — Pudiu.

Kombination dieser Beziehungen ergibt
1
E(@gﬁ/ — VPV 4+ 0NV 4+ 2(1 +v)0203V — v 02W) = 0,0,u* — DFudsu.

Damit haben wir die grundlegenden Gleichungen der Von Karménschen Plattentheorie
gefunden:

A2y = % += (82\11812u 4 PV — 20,0,V0,00u), (3.3.111)

A* = Ed(alaw — Pudiu). (3.3.112)
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Dies ist ein System semi-linearer Differentialgleichungen fiir die Normaldurchbiegung v :=

ud! der Mittelfliche der Platte und fiir die Spannungsfunktion W, aus der sich dann

die Mittelflichenverschiebungen u (i = 1,2) zuriickgewinnen lassen. Die zugehérigen
Randbedingungen der eingespannten Platte sind

u=0,u=0 auf 0Q, (3.3.113)
und (willkiirliche Festlegung!)
U=0,0 =0 auf 99. (3.3.114)

3.3.3 Physikalisch nichtlineare Plattentheorie

Wir verwenden wieder die Bezeichnungen
— 1g . 1g
09 1= 3spur(o), € = gspur(e)

fiir die mittleren Normalspannungen und Mitteldehnungen und o' = o0 —o0¢l, ¢ = e—¢ol .
fiir die zugehorigen Deviatoren. Es sei daran erinnert, dass ¢, die (lokale) Volumen&nde-
rung und €' die Gestaltdnderung beschreiben. Letztere wird mit Hilfe des Schermafles

2
¢§ = ﬁ{(ﬁn - 60)2 + (622 — 60)2 + %6%2}
gemessen. Das nichtlineare Materialverhalten wird nun mit Hilfe der Dehnungsfunktion

k(eg) > 1 (69— 0)
und der Scherungsfunktion
(W5 =1 (%o —0)
in einem verallgemeinerten Hookeschen Ansatz beschrieben:
o = 3Kk(eo)eol + 2uy ()€, (3.3.115)
mit dem Kompressionsmodul K = X + %M-

Wir definieren nun die , verallgemeinerte Querkontraktionszahl*

_ 13Kn(eo) — 2p7(vp)
2 3Kk(eo) + py(¥p)
sowie den ,verallgemeinerten Youngschen Modul“

E(eo, o) := 2p{1 — v(eo,%0)} — Eo (€0,%0 — 0),

welche nichtlinear von der Mitteldehnung ey und dem Schermafl 1), abhingen. Dann
lassen sich unter den obigen Annahmen der geometrisch linearen Kirchhoffschen Platten-
theorie die Spannungen wieder schreiben als

v(eg, o) — vy (€0,%0 — 0)

Er

=73 (02w + vdau) s,
Ery

TJ99 = *1 2(83“+V8%)3L’37
— UV
E

J12 = — 7 313211:1:3.

1+v
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Fiir die Mitteldehnung und das Schermafl gewinnt man analog zur linearen Theorie

50:*51_”)

yR = g{yl(agqf + 02u%) + 1y 02udRu + 30,00 b2

mit den Konstanten

120} 21/0
=41 = 1.
T e T T U

Aus der Gleichung (3.3.87) fur die Momente ergibt sich nun die folgende quasilineare
Plattengleichung

2
> %d(aiuddu) =p in Q, (3.3.116)

i,k l=1
mit den Randbedingungen der eingespannten Platte

0=0,u=0 auf 0Q (3.3.117)

und den Koeffizientenfunktionen

2 /2 B

v gl

ain = / 1-.2 23 dry = a2, (1122 1= / —— x5 dx,
a2+ —V -

d/2 E
T2
a = x5 drs, a; =0 sonst.
1212 /_d/2 13,080 jkl
Die teilweise etwas aufwendigen Zwischenrechnungen dieses Paragraphen findet man im
Buch von Kauderer (S. 143ff) ausgefiihrt.

3.3.4 Extremalprinzipien

Fiir den Ansatz numerischer Naherungsverfahren zur Lésung der Plattengleichung (3.3.96)
bzw. ihrer nichtlinearen Erweiterungen (3.3.108), (3.3.110) und (3.3.116) sind besonders
die variationellen Formulierungen geeignet. Eine erste haben wir bereits in Gestalt des
Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie kennengelernt. Wir betrachten hier nur
die eingespannte Platte mit hinreichend glatt berandeter Mittelfliche 2. Ferner werden
die folgenden Bezeichnungen verwendet:

V2= (aiaj)ij:l Matrix-Differentialoperator 2. Ordnung,
Viu = (0:0;u)F ;- Matrix der zweiten Ableitungen,
M = (My)7 Matrix der Biegemomente,

(u,v) :/uv dx L?-Skalarprodukt,
Q

(Ma N) = (Mij'/Nij)v D(U,M) = (aiu7ajMij)a
HY Q)22 = {M = (M;;); | Mi; € H(Q), My; = Mj;}.

sym
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Damit kann die Gleichgewichtsbedingung (3.3.87) geschrieben werden als

V2:M=—-p in Q (3.3.118)
und das Elastizitdtsgesetz als
M = Mu] := —vDAul — (1 — v)DV?u (3.3.119)
bzw.
1
2 M) = —2— spur(M) — —— M. 3.12
Viu = G[M] D(l—zﬂ)Spur( ) D=7 (3.3.120)

Kombination dieser Gleichungen ergibt dann wieder die iibliche Plattengleichung (3.3.96)
A*u=—-D7"'p in Q.

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagte dann, dass die Losung
charakterisiert werden kann als Losung von

E(u) = 3(M[u], V?u) — (p,u) — min! auf HF(Q). (3.3.121)
mit der zugehorigen Variationsgleichung
a(u, ) = (Mlu], V2¢) + (M[p], V?u) = (p, ) Vo € H7 (). (3.3.122)

Die Bilinearform a(-,-) hat auch die vertrautere Darstellung
a(u, p) = / {Aulp — (1= v)(OFudip + Dyudi — 2010,udDap} d.
Q

Analog zu den Existenzsatzen in Abschnitt 3.2.3 zeigt man mit Hilfe des Darstellungssat-
zes von Riesz, dass die Variationsgleichung (3.3.122) fiir jedes p € L?(f2) eine eindeutig
bestimmte ,schwache® Losung u € HZ(S2) besitzt. Der relativ einfache Beweis sei dem
Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Eine weitere Charakterisierung der Losung der Plattengleichung stellt das folgende
Sattelpunktprinzip dar. Dazu wird ein ,stationdrer Punkt {M,u} € H'(Q)252 x H; ()
des Funktionals

J(M,u) = 2(G[M], M) + D(u, M) + (u, p)

1
2

gesucht. Durch Auswertung von

d d
£J(M + sV, u)s=0 = £J(M, U+ 5¢)js—0 = 0

fiir zuldssige Variationen ¥ € H'(Q)25? und ¢ € Hj(Q) gewinnt man die zugehérigen
variationsgleichungen

D(p, M) = (¢,p) Ve € H)(), (3.3.123)
D(u, V) = (GIM],¥) V¥ € H'(Q)22. (3.3.124)

sym
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Durch partielle Integration und Anwendung des Fundamentalsatzes der Variationsrech-
nung iiberlegt man sich leicht, dass jede hinreichend regulére Losung {M, u} von (3.3.123),
(3.3.124) notwendig die folgenden Eigenschaften hat:

A’u=p in Q,
we HYQ), M:=Mlu in Q,

d. h.: u ist eine Losung der Plattengleichung. Umgekehrt erhdlt man zu jeder Losung
w € HZ(Q) N H3Q) der Plattengleichung durch {M,u} := {V?u,u} eine Lésung des
Systems (3.3.123) - (3.3.124). Da zumindest im Fall, dass € ein konvexes Polygongebiet
oder hinreichend glatt berandet ist, die schwache Losung der Plattengleichung stets in
H3() liegt, kann man die Problemformulierungen (3.3.122) und (3.3.123) - (3.3.124) als
weitgehend dquivalent bezeichnen. Der Vorteil von (3.3.123) - (3.3.124) ist, dass die in der
Praxis vor allem gesuchten Biegemomente M;; explizit als Unbekannte erscheinen und
folglich bei einem Approximationsverfahren auch unabhéngig von u berechnet werden.
Auf diesen Aspekt wird unten noch néher eingegangen werden.



4 Incompressible und schwach-kompressible Fluide
4.1 Inkompressible Fluide (Navier-Stokes-Gleichungen)

Im Gegensatz zu Gasen lassen sich Fliissigkeiten nur unter Aufwendung von sehr grofien
Kréften zusammendriicken. Dies bedeutet, dass sich der Inhalt materieller Volumina V' =
V(t) mit der Zeit praktisch nicht dndert, d. h.:

d
E | dr=0.
a ),

Nach dem Reynolds’schen Transporttheorem ergibt dies mit & = 1:
/V-vdxz() = V-v=0. (4.1.1)
v

Die Kontinuitétsgleichung wird in diesem Fall zu einer Transportgleichung fiir die (mogli-
cherweise variable) Dichte:

Op+v-Vp=0, (4.1.2)
Wegen g = konst. und V - v = 0 reduziert sich die Impulsgleichung zu
poyv + poVu — pAv + Vp = pf . (4.1.3)

In homogenen inkompressiblen Medien ist die Dichteverteilung im Ort (und damit not-
wendig auch in der Zeit) konstant:

p(z,t) = py = konst.

In diesem Fall ist dann die Kontinuitétsgleichung (4.1.2) trivialerweise erfiillt und es
bleibt die Inkompressibilitdtsbedingung (4.1.1). Mit der sog. ,kinematische Viskositét*
v = p/po erhalten wir schlieflich die klassischen (inkompressiblen) ,Navier-Stokes-
Gleichungen*:

O +v-Vo—vAv+p,'Vp=f. (4.1.4)

Diese repriisentieren zusammen mit der Inkompressibilitdtsbedingung (4.1.1) Masse- und
Impulserhaltung in einem homogenen inkompressiblen Newtonschen Fluid. Der Faktor
1/po im Druckterm wird explizit beibehalten, da zunéchst die Gleichungen noch dimensi-
onsbehaftet sind und p die Bedeutung eines ,,Druckes® behalten soll. Zu den Gleichungen
(4.1.1) und (4.1.4) kommen noch die Randbedingungen hinzu. Die Beobachtung zeigt,
dass reibungsbehaftete Fliissigkeiten an festen Wénden I'gy ,haften”. Man stellt also
iiblicherweise die (physikalischen) Randbedingungen

Urp, = 0, ‘xlllinoov(x) =V

103
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Im Fall sehr grofier Viskositdt (wie gewohnlich in biologischen Fluiden) kénnen die Be-
schleunigungsterme v+ (v-V)v vernachlissigt werden, und man erhélt die sog. ,,Stokes-
Gleichung® fiir inkompressible Fliissigkeiten

—vAv+py'Vp = f. (4.1.5)

In einer sog. ,idealen® Fliissigkeit wird der Einfluss der Reibung vernachléassigt, d. h.:
Man setzt 4 = 0 und beschreibt den Spannungstensor allein durch den Druck p. Die
Bewegungsgleichung reduziert sich so auf die sog. ,,Euler-Gleichungen* fiir inkompressible
Fliissigkeiten

dv+v-Vo+p,'Vp=f. (4.1.6)

Da Haftung entlang fester Wande wegen fehlender Reibung nicht erwartet werden kann,
wird in diesem Modell nur die reduzierte Randbedingung

n- U‘Ffest = 0

gefordert. Dies besagt, dass keine Fliissigkeitsteilchen den festen Rand durchdringen kon-
nen. Zur Beschreibung realer Fliissigkeiten ist die ,,ideale” Fliissigkeit in der Néahe fester
Wande ungeeignet; sie stellt jedoch ein einfaches Modell fiir sogenannte ,, Auflenstromun-
gen® dar. Bei Vernachlissigung der Reibung kann auch die Produktion von Wirbeln in
der Stromung vernachlissigt werden, d. h.: V x v = 0. Mit Hilfe der Identitit

v-Vu=_1V[|" —vx(Vxuv)
folgt damit aus den Euler-Gleichungen im Fall f =0:
V(LI + p3'p) = 0. (4.1.7)
Dies impliziert, dass im gesamten Stromungsgebiet das sog. ,, Bernoulli-Gesetz“ gilt:
Lv]* + pg'p = konst. (4.1.8)

d. h.: Eine lokale Erhohung der Geschwindigkeit geht notwendig mit einer Verminde-
rung des Drucks einher. Dieser fundamentale Zusammenhang besteht auch in allgemeinen,
leicht rotationsbehafteten und zihen Stromungen.

Zur Tllustration betrachten wir die ,Lenzpumpe® (,, Venturi'-Diise®) eines Segelboots
(s. Abb. 4.1). Die ,,Lenzpumpe* ist ein im Bootsboden installierte Vorrichtung zum Aus-
pumpen von Wasser wiahrend der Fahrt. Sie besteht aus einem in Fahrtrichtung ausge-
richteten Rohr, welches sich zunéchst verengt und dann wieder weitet. An der engsten
Stelle fiihrt eine Rohrverbindung ins Boot, durch welche bei ausreichend schneller Fahrt
das eingedrungene Wasser nach unten abgesaugt wird. Die dies bewirkende Kraft ist die

LGiovanni Battista Venturi (1746-1822): Italienischer Physiker; Prof. fiir Geometrie und Philosophie
an der Universitit von Modena und Reggio Emilia; Entdecker des nach ihm benannten ,, Venturi-Effekts®
(1797) als Grundlage von hydrodynamisxhen Berechnungen auf Basis der Bernoulli-Gleichung (,, Venturi-
Pumpe®).
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Druckdifferenz zwischen dem von oben wirkenden Luftdruck und dem in der Pumpe beste-
henden, verminderten Wasserdruck. Diese Druckverminderung in der Pumpe kommt wie
folgt zustande: Zunéchst wird wegen der Inkompressibilitédt das in die Pumpe stromende
Wasser durch die Verengung des Rohres ( |Tinnen| < |Tin| ) beschleunigt:

|Finnen| v = / v dS = / v dS = |Fin| T)in .
Tinnen Tin

Dies bewirkt dann nach obigem Bernoulli-Gesetz (4.1.8) in der Pumpe die Verminderung
des Drucks.

{ i e = :
NINERREE
WA

Abbildung 4.1: Schematisches Bild der Stromung durch die Lenzpumpe (,, Venturi-Diise*)
eines Segelboots; s. Turek [145].

Eine dhnliche Situation liegt bei der Umstrémung eines Hindernisses vor, z. B. ei-
nes Zylinders in einer Kanalstromung (s. Abb. 4.2). Die Verengung des Stromungbereichs
ober- und unterhalb des Zylinders bewirkt dort eine lokale Erhohung der Geschwindigkeit,
welche wiederum mit einer Absenkung des Drucks einhergeht. Dazu kommt als weiterer
Effekt der Ubergang der parallelen Anstromung in eine vertikal oszillierende Strémungs-
form (sog. ,,von Karmansche Wirbelstrafie“). Die stationdre Anstromung wird aufgrund
des Hindernisses und der dadurch bedingten Beschleunigung ,instabil“ und stromwérts
mnstationdr.

Abbildung 4.2: Umstromung eines Zylinders in einem Kanal (,,von Kdrmansche Wirbel-
straBe): 2-d Strémung im Experiment und in der Simulation (Was ist was?); s. Van Dyke
[66] fiir Experimente und Kilian/Turek [120] fiir Simulationen.
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Im Falle der Rotationsfreiheit ldsst sich die Zustandsgleichung weiter vereinfachen
durch Einfilhrung eines skalaren Potentials ® mit v = V@ (in einem einfach zusam-
menhéingenden Stromungsgebiet). Aufgrund der angenommenen Divergenzireiheit gentigt
dieses Potential dann der ,,Potentialgleichung*

AD = 0. (4.1.9)

Die zugehorigen Randbedingungen fiir & werden aus der Impulsgleichung abgeleitet.

4.1.1 Ahnlichkeitslosungen (Reynolds-Zahl)

Schwierige technische Stromungen werden meist durch Modellversuche im Wasser- oder
Windkanal untersucht. Dabei miissen Original- und Modellproblem so dimensioniert sein,
dass beide den gleichen physikalischen Sachverhalt wiedergeben. Die zugehérigen Losun-
gen sollten ,dhnlich“ sein, d. h. durch einfache Skalierungen der Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten auseinander hervorgehen. Dies ist gleichbedeutend mit einer Normalisie-
rung der Navier-Stokes-Gleichungen durch Einfithrung dimensionsloser Groflen. Die kine-
matischen Groflenverhiiltnisse des Problems sind bestimmt durch eine | charakteristische
Léange“ L (Mafeinheit Meter m ) und eine ,charakteristische Geschwindigkeit® U (ska-
lare GroBe; Mafleinheit ms=!). Fiir L wiirde man etwa die Linge des zu untersuchenden
Gegenstands wéhlen und fiir U den (maximalen) Betrag der Anstromgeschwindigkeit.
Fiir die normalisierten (dimensionslosen) Grofen

=z, v'=_v =— ==
L U ) L p U2 ,00’
gilt dann
ov* L Ov L? L
5 = U2 v 7 A, (v* - Vv i (v-Vv, V Uonvp

(Man beachte, dass der Druck die Dimension , Kraft/Fliche* ~ kgms™?m ™2 = kgs ?m™*

und die Dichte die Dimension ,,Masse/Volumen* ~ kgm™ haben.) Durch Einsetzen er-
geben sich die normalisierten Navier-Stokes-Gleichungen
ov* v

L
* Nyt = At — * ok -~
gr TV = G AT =V 15,

(4.1.10)

wobei als Volumenkraft die Schwerkraft mit Beschleunigung ¢ beriicksichtigt wird. In
dieser Gleichung stehen links die im Fluid wirkenden Beschleunigungen durch ,, Trégheits-
krafte“ und rechts die durch ,,Reibungskrifte und Schwerkraft. Diese nunmehr dimensi-
onslose (d. h. nicht mit physikalischen Dimensionen behaftete) Gleichung wird durch zwei
charakteristische Zahlen bestimmt, der ,,Reynolds-Zahl“

L
oo LU _ 2V
v 1
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die das Verhiltnis von Reibungs- zu Trigheitskriiften beschreibt, sowie der ,, Froude?-Zahl“

U2

Fr.= —
T Iy’

die das Verhéltnis von Schwerkraft zu Trigheitskraft beschreibt. In den meisten prak-
tischen Anwendungen spielt die Schwerkraft keine entscheidende Rolle, so dass oft die
,Reynolds-Zahl* wichtigster Parameter ist. Die Bedeutung dieser charakteristischen Zah-
len soll im Folgenden erklart werden.

Damit der oben angesprochene Modellversuch die wirklichen Strémungsverhéltnisse
wiedergibt, sollten die beiden Stromungsgebiete geometrisch dhnlich sein und die reali-
sierten charakterischen Zahlen Re und Fr denen des Originalproblems entsprechen. Dann
sind die zugehérigen Losungen {v*,p*} und {v,p} dhnlich (sog. ,Ahnlichkeitslosungen®):

v(z,t) = Uv* (L e, L7MUt),  p(x,t) = Ulpep* (L™ 2, L71UT).

Jede im Modell (oder durch numerische Rechnung) fiir {v*,p*} gefundene Eigenschaft
iibertrigt sich so auf die reale Losung {v,p}, etwa die an einem in einer Stromung be-
wegten Korper wirkende Widerstandskraft.

Beispiel: Sei z. B. S die Oberfliche eines querangestromten Kreiszylinders mit Durch-
messer D in einem Kanal der Breite H (sieche Abb. 4.3). Die Anstromung sei konstant
in z1-Richtung von der Grofle U, und die Schwerkraft wirke in xp-Richtung. Die zu-
gehorigen Richtungseinheitsvektoren seien e! bzw. e?. Die Reynolds-Zahl ist gebildet als
Re = UD /v mit der Viskositiat von Wasser.

0.15m U=v=0
- >
(O,H) -
0.16m U=V=0
outlet
Afront QAback iO 1m
inlet S y
0.15m| U=v=0
0.0 S —— *
- 2.2m -

Abbildung 4.3: Konfiguration der Umstromung eines Kreises in einem ebenen Kanal.

Die ,,Widerstandskraft“ ist gegeben als die totale in z;-Richtung auf den Korper
wirkende (Oberflichen)-Kraft (v, = 7-v die ,tangentiale“ Komponente von v)

Kw(S):—/STl'U'BldO:—/S{luanUTNQ—pnl}dO.

2William Froude (1810-1879): Englischer Schiffbauingenieur und Hydrodynamiker, ab 1870 Mitglied
der Royal Society; leitete erstmals eine brauchbare Formel zur Bestimmung des Widerstands eines Schiffes
in einer Wasserstromung und seiner Stabilitét.
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Diese Darstellungen ergeben sich bei Transformation auf das lokale (n,7)-Koordinaten-
system aus der Identitat

O‘TLTL 0-7LT

n-o-e = (1, 0)( >(n1, n2)" = Oy + Oprna

Orn Orr
= 200 vpny + p{0yvr + vy tng — pny
unter Beachtung der Inkompressibilititsrelation d,v, = —d,v, zusammen mit der Haft-

randbedingung vjsr,,.,, = 0. Die zugehorigen (dimensionslosen) Beiwert (,drag coeffi-
cient“) ist gegeben durch (in 2D):

2K, (S
Kw(S) = - /S{/Laanng _pnl} do7 cw(s’) = pOUQ(D) )

Entsprechend ist der ,, Auftrieb® (,,lift*) die totale in xo-Richtung wirkende (Oberflachen)-
Kraft gegeben durch

2K,(8)

N pOUQD '

K,(S)=— /S{;Laannl — pna} do, ca(S)

Der ,, Ahnlichkeitssatz* der Hydrodynamik besagt dann, dass ¢, und ¢, geometrisch
dhnlicher Korper in Stromungen mit gleicher Reynolds-Zahl gleich sind. Diese Aussage
gilt allgemein fiir alle aus den Stromungsgrofien gebildeten dimensionslosen Grofien.

Die Realisierung relevanter Reynolds- und Froude-Zahlen im Experiment ist aber oft
nicht moglich, wie das folgende Beispiel illustriert:

Beispiel: Es sei die Umstromung eines Schiffskérpers im Wasser im Hinblick auf den
zu erwartenden Reibungswiderstand zu untersuchen. Im Experiment (gesternte Grofien)
erfordert dann Gleichheit von Froude- und Reynolds-Zahl,

U U3 LU* LU

L~ L’ v v
die Verwendung einer Fliissigkeit mit wesentlich kleinerer Viskositdt v* < v. Sind z. B.
die GroBenverhéltnisse Lyjogen : Lsenig = 1: 25, muss notwendig Upogen : Useig = 1:5
sein. Dies wiederum impliziert notwendig Unioden : Vsemig = 1 : 125. Bei grofien Schiffen
(Tankern) kann die Reynolds-Zahl in der GréBenordnung von 107—10% liegen, wihrend im
Wasserkanal maximal Re ~ 5-10° erreichbar ist. Dies zeigt, wie wichtig eine numerische
Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen gerade fiir grole Reynolds-Zahlen ist.

Wir weisen daraufhin, dass in der quantitativen Festlegung der Reynolds-Zahl fiir ei-
ne reale Stromungskonfiguration eine gewisse Willkiir liegt. Hiufig lassen sich nicht , die*
charakteristische Geschwindigkeit U oder ,die“ charakteristische Lange L angeben; z. B.
gibt es bei der Umstromung einer Kugel in einem Kanal mehrere Moglichkeiten, die cha-
rakteristische Lange zu definieren, etwa als Kanaldurchmesser, Kugeldurchmesser oder
auch als der obere bzw. untere Abstand der Kugel von der Wand. Als charakteristische Ge-
schwindigkeit kann man die maximale Einstromung, aber auch die mittlere Einstrémung
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wihlen. Entsprechend koénnen sich sehr unterschiedliche Werte fiir die Reynolds-Zahl er-
geben. Zu deren Bewertung muss man sich in jedem Einzelfall die Bedeutung der zu-
gehorigen ,, Ahnlichkeitslosungen® vergegenwirtigen. Beispiele praxis-relevanter Reynolds-
Zahlen sind:

i) Wasser: =~ 1,238-10"%kg/ms, v~ 1,238-107m?/s (bei 12°C), p ~ 1,00-10*m?/s.
- Fiir ein U-Boot mit L =50m und U = 10m/s ist Re a4 -10%.
- Fiir einen Schwimmer mit L =2m und U = 0,5m/s ist Re ~ 8- 10°.

i) Luft: pa~1,79-10"°kg/ms, v~ 1,46 -107°m?/s, p~~1,2m?/s.

- Fiir einen Gleiter mit L =1m und U = 1m/s ist Re~ 7-10".

- Fiir ein Auto mit L =4m und U =50m/s ist Re~1,4-107.

- Fiir ein Flugzeug mit L =30m und U = 200m/s ist Re ~4,2-108.

(In astrophysikalischen Modellen kommen wegen der enormen raumlichen Dimensionen
Reynolds-Zahlen der Grofienordnung Re ~ 10 vor.)

i) Blut: p=~4-10"%kg/ms, v ~4-10"°m?/s, p~1,06-10>m?/s.
- An einer Herzklappe mit L ~ 0,02m und U = 0,1m/s ist Re ~5-102.

i) Honig: p~10kg/ms, v~ 7,14-1073m?/s, p~1,4-10°m?/s.
- Fiir eine Honigstromung von einem Loffel mit L ~ 0,01m und U = 0,01 m/s ist
Re~1,4-1072.

Der besondere Charakter von Stromungsproblemen mit hoher Reynolds-Zahl zeigt sich
auch in der Gleichung (4.1.10): Der Koeffizient des , Reibungsterms* Awv ist dann sehr
klein. Er ist von hoherer Differentiationsordnung als die anderen Terme und darf besonders
in der Néhe fester Rénder nicht vernachléssigt werden, da sich nur bei seiner Gegenwart
die ,,Haftrandbedingung® vjr,, = 0 realisieren lésst. Bei groBen Reynolds-Zahlen entsteht
durch die relativ geringe Reibungskraft ein ,,Sprung“ zwischen v = 0 an der festen Wand
und dem ,,Hauptstrom® mit |v| ~ U in geringer Entfernung zur Wand. Dies bedingt in
dieser schmalen sog. ,,Grenzschicht® einen groflen Geschwindigkeitsgradienten normal zur
Wand. Dort wirken einige fiir die Dynamik der Strémung wesentliche Mechanismen, welche
sich durch das Modell der ,idealen® (reibungsfreien) Strémung nicht erfassen lassen.

4.1.2 Beispiele: Couette- und Poiseuille-Stréomung

Wir betrachten zwei einfache Stromungskonfigurationen, fiir welche Losungen der Navier-
Stokes-Gleichungen explizit angegeben werden kénnen.

1) Scherstromung (,,Couette®-Stromung®): Wir betrachten die Strémung im Spalt zwi-
schen zwei unendlich ausgedehnten Platten konstanten Abstands L = 1, welche sich mit
konstanter Geschwindigkeit U = 1, gegeneinander bewegen. Die Wirkung der Schwer-
kraft wird vernachlédssigt. Wir legen fest, dass die untere Platte in der (zy,xs)-Ebene
in Ruhe ist, und die obere sich in x;-Richtung bewegt. Die Richtung normal zur Platte

3Maurice Couette (1858-1943): Franzdsischer Physiker; studierte u. a. bei dem Kontinuumsmechaniker
Joseph Boussinesq und dem Experimentalphysiker Gabriel Lippmann an der Sorbonne in Paris, Promoti-
on 1890 iiber Reibung in Fliissigkeiten; spéter Prof. an der Katholischen Univ. in Angers; arbeitete iiber
Fragen der Rheologie (FlieBverhalten von Materie).
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ist die z3-Richtung. Die Reynolds-Zahl Re sei durch Wahl von v beliebig gegeben. Das
Geschwindigkeitsfeld v = (v, v2,v3) mit den Komponenten

vi(z) =3, wva(x) =v3(x) =0,

ist divergenzfrei, V -v = 0, und erfiillt die Haftrandbedingung v(z1,x5,0) = 0 und
vy (21, 29, 1) = 1. Zusammen mit der trivialen Druckfunktion p = 0 geniigt v automatisch
fiir jede Reynolds-Zahl Re den stationdren Navier-Stokes-Gleichungen:

—Re 'Av+v-Vo+Vp=0.

Diese spezielle Losung wird ,,Couette-Stromung® genannt.

Abbildung 4.4: Geschwindigkeitsvektoren der ebenen Scherstromung (,Couette-Stro-
mung*)

2) Kanalstromung ( ,Poiseuille*-Strémung*):

Wir betrachten die Stromung durch einen (unendlich langen) Kanal © C R?® mit kreisfor-
migen Querschnitt () mit Radius L = 1. Die Wirkung der Schwerkraft wird wieder
vernachlissigt. Das Koordinatensystem sei so gelegt, dass die z1-Achse mit der Kanal-
mittelachse zusammenfillt. Die Reynolds-Zahl Re sei wieder beliebig gegeben. Das Ge-
schwindigkeitsfeld v = (v, v9,v3) mit den Komponenten

vi(z) =1—(25+123), va=v3=0,
erfiillt die Haftrandbedingung vp,, = 0, und es ist
v-Vo=0, Av =-—4.
Folglich gilt mit der , Druckfunktion® p(z) := —4Re 'y
—Re'Av+v-Vo+Vp=0,

d. h.: Das Paar {v,p} ist eine Losung der (stationdren) Navier-Stokes-Gleichungen zur
gegebenen Reynolds-Zahl Re . Diese spezielle Losung wird (drei-dimensionale) ,, Poiseuille-
Stromung® genannt.

4Jean Léonard Marie Poiseuille (1797-1869): Franzdsischer Physiker und Physiologe; Studium der
Physik und Mathematik an der Ecole Polytechnique in Paris, Promovierte 1828 mit einer Arbeit iiber
die Physiologie des Blutkreislaufs, weitere Arbeiten zu diesem Thema und u. a. zu Rohrstromungen;
beruflicher Werdegang unbekannt.
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Abbildung 4.5: Ebene Kanalstromung (,,Poiseuille-Stromung*)

Diese beiden Beispiele gehoren zu den ganz wenigen, fiir welche Losungen der Navier-
Stokes-Gleichungen in geschlossener Form (ohne Zuhilfenahme von Reihenentwicklungen)
angegeben werden konnen. Sie zeigen, dass es unter Umstanden zu jeder beliebig grofien
Reynolds-Zahl stationédre Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen geben kann. Wir wer-
den spater sehen, dass diese theoretisch wichtige Aussage auch in allgemeinen Situationen
gilt. Allerdings sind oberhalb einer problemabhéngigen ,kritischen“ Reynolds-Zahl die-
se ,mathematischen” Losungen instabil und in der Natur nicht realisiert. Wir werden
auf diesen kritischen Aspekt der Losungstheorie fiir die Navier-Stokes-Gleichungen spéter
noch zuriickkommen.

4.1.3 Laminare Grenzschichten

In viskosen Stromungen findet der Ubergang von der inneren Hauptstromung v zur
Haftrandbedingung vjr,,, = 0 innerhalb einer schmalen Schicht, der sog. ,,Grenzschicht®
statt. Die relative Breite & = dgren, dieser Grenzschicht hingt von der Viskositéit der
Fliissigkeit, genauer von der Reynolds-Zahl Re = UL/v ab. Zur Bestimmung dieser
Abhéngigkeit diskutieren wir die ,,Phanomenologie“ der Stromungsgrenzschicht.

Wir betrachten die Umstromung eines schlanken Korpers (siehe Abb. 4.6) der Linge
L mit (konstanter) Anstromgeschwindigkeit U. Die Reynolds-Zahl Re = UL/v sei
grof. Wir verwenden eine zweidimensionaler Ndherung im der (x,y)-Ebene, wobei die
z-Richtung die Anstromrichtung ist. Der Geschwindigkeitsvektor hat die Komponenten
(u,v). In Konturnidhe besteht ein groffer Geschwindigkeitsgradient normal zur Kontur
(d. h. in y-Richtung):

U

Grenzschicht

Abbildung 4.6: Schema der Umstrémung eines Korpers
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Das Auftreten der Grenzschicht kann anhand eines einfachen Beispiels illustriert wer-
den. Das eindimensionale lineare Randwertproblem

—vu’ +w' =0 in(=00,0),  lim w(y)=1, w(0) =0,

Yy——00

besitzt die exakte Losung
w(y) =1— e,

Deren Grenzschicht, innerhalb welcher die Losung vom Randwert v(0) = 0 auf die Hélfte
des Maximalwertes w = 1 anwiichst, ist {y|vIn(3) <y < 0}. Also ist

o~ v, Juw'(y)l < 1/v, =0 <y <0.

Geeigneter als Modell fiir das Grenzschichtverhalten einer viskosen Strémung wére aber
die nichtlineare Randwertaufgabe (stationére ,, Burgers®-Gleichung*)

—vu’ fww' =0 in (=00,0),  lm w(y) =1, w(0) =0.

y——00
Deren Losung ldsst sich ebenfalls explizit angeben (siehe Abbildung 4.7):

P

w(y) = 6—y/21/ _|_8y/21/ :

Die zugehorige Grenzschicht ist also charakterisiert durch

o~y W)l <1V, =0 <y <0.

w(y) I
11
2
— 00 §
5

Abbildung 4.7: Schema einer diffusiven Grenzschicht

Ubertrigt man dieses Resultat auf die reale Stromungssituation, so wire in einer nu-
merischen Berechnung zur Erfassung der fiir den Widerstand entscheidenden Grenzschicht
etwa bei Re ~ 10% eine Gitterweite von h ~ 10~* normal zum Rand erforderlich. Dies
bedingt auf jeden Fall die Verwendung von stark ,,anisotropen“ Rechengittern.

5Johannes Martinus Burgers (1895-1981): Niederlindischer Physiker; Studium der Physik in Leiden,
bereits 1918 Prof. an der TU Delft, 1955 Emigration in die USA zur Univ. of Maryland; Arbeiten zur
Stromungs- und Festkrpermechanik und zur Materialtheorie (Versetzungen in Kristallgittern).
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Beispiel: Die Stromung in derselben geometrischen Konfiguration kann zu verschiedenen
Reynolds-Zahlen sehr unterschiedlich aussehen. In Abb. 4.8 ist die Stromung in einer qua-
dratischen Nische (sog. “lid-driven cavity“-Stréomung) fiir Re = 1, Re = 1000 und Re
= 9000 gezeigt. Ab Re = 10000 wird die Stromung instationir. Zur Berechnung dieser
Stromung werden in der Regel anisotrope Gitter verwendet, deren maximaler Streckungs-
grad (sog. ,aspect ratio“) mit wachsender Reynolds-Zahl zunimmt (s. Abb. 4.9); s. Turek
[145] fur weitere Details.

Abbildung 4.8: Stationdre Nischenstromung fiir Re = 1, 1000, 9000 (von links nach
rechts); s. Turek [145].

Py

Hl

)
1 :w“_m

YT ——

E = —

Abbildung 4.9: Rechengitter fiir stationéire Nischenstromung fiir Re = 1, 1000, 9000 (von
links nach rechts); s. Turek [145].

Héufig sind ausreichend feine Rechengitter aber nicht erreichbar. In diesem Fall be-
hilft man sich mit zwei getrennten Rechnungen, eine auf groberen Gittern fiir die Haupt-
stromung auflerhalb der Grenzschicht und eine spezielle ,, Grenzschichtrechnung®. Dazu
muss man die ungefdhre Lage und das Verhalten der Grenzschicht kennen; gefragt ist also
eine Phénomenologie der Grenzschicht.

Die parallele Anstromung U erreicht vor dem Kopf des Korpers den sog. ,,Staupunkt*,
in dem die Stromlinien sich zerteilen. Lings der Vorderseite wird die Fliissigkeit beschleu-
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nigt, was mit einem Druckabfall einhergeht. In der Grenzschicht langs der Koérperober-
fliche gilt
Oyu > O,v.

Im Gegensatz zur nahezu rotationsfreien Auflenstromung gilt in der Grenzschicht natur-
geméf V x (v) = 0,uv—0,u # 0. Ab der hochsten Stelle der Korperkontur entsteht mit der
Abbremsung der Stromung ein Druck gegen die Stromungsrichtung, so dass sich die Grenz-
schicht am hinteren Ende des Korpers verdickt und schliellich ablost. Der Wirbelfluss der
Grenzschicht gelangt damit in die bisher als rotationsfrei angenommene Auflenstromung.
Die Trennfliche zwischen Grenzschicht und Auflenstromung rollt sich hinter dem Koérper
mehr oder weniger regelméfig zu Einzelwirbeln zusammen, welche sich ablésen und auf-
grund des Energieverlustes durch Reibung langsam abklingen (sog. ,,von Karménsche
Wirbelstrae®). Hinter dem Korper entsteht nach Ablésung der Grenzschicht ein Bereich
nahezu ruhender Fliissigkeit mit negativem Druck, das sog. ,, Totwasser“. Der negative
Druck im Totwasser bewirkt einen Sog nach hinten, welcher die eigentliche Ursache fiir den
Koérperwiderstand in der zdhen Fliissigkeit ist. Diese Vorginge konnen in zweidimensio-
naler Approximation fiir einfache Geometrien relativ kleine Reynolds-Zahlen (Re < 10?)
auch numerisch nachvollzogen werden. Fiir gréBere Reynolds-Zahlen (Re > 10%) iiber-
steigt die direkte numerische Berechnung echt dreidimensionaler Grenzschichtstromungen
meist noch die Kapazitat der verfiigharen Rechenanlagen.

Abloesepunkt

u l / Ruecklauf

Totwasser B
Staupunkt Nachlauf

L

Abbildung 4.10: Schema der Grenzschicht einer viskosen Kérperumstromung

Als Ausweg aus diesem Dilemma wird traditionell eine analytische Naherungsmethode,
verwendet, die ,, Grenzschichttheorie“ nach L. Prandtl (1904). Innerhalb der Grenzschicht
der Breite 0 werden dimensionslose Koordinaten eingefiihrt durch

- _Y
€_L7 77 5

und die Navier-Stokes-Gleichungen entsprechend normalisiert:

U 1 U
Z, ayu—ganUNg.

Die Kontinuitatsgleichung d,u + d,v = 0 ergibt dann

1
890 = — 0 ~
u 7 e

U U



4.2 Thermisch getriebene Stomungen 115

denn fiir 0 <y < ¢ gilt ja
y L
v=— [ Oyudy~ —4.
’ /0 T

In den Navier-Stokes-Gleichungen sind damit die einzelnen Summanden von den folgenden
Groflenordnungen

Optt + vy u — v(Pu + 02u) + py 1 0up = 0,
u0,u + v0yu — v(yu + dyu) + py Oup
A v v
L L L? 02
und
ud,v + vy — v(02v + Oov) + py  Op = 0.
A U u
L L 12 02
Da wir den ,kleinen® Term 0?u vernachlissigen kénnen und wegen des Kriiftegleichge-

wichts der Reibungsterm V@iﬁ und der Beschleunigungsterm ud,u + vO,u von gleicher
Groflenordnung sein miissen, folgt

v,
Y5 T L
und damit die ,,Grenzschichtformel“
L
0~ (4.1.11)

VRe
Fiir den Druck ergibt sich

U 2
POT "~ T —
L  LvVRe

Wir kénnen daher p als konstant in y-Richtung betrachten und erhalten die folgende sog.
, Grenzschichtgleichung*:

aypNV <1.

udyu + voyu — vdiu+ py ' 0pp = 0. (4.1.12)

Diese Gleichung ist vom parabolischen Typ in der (z,y)-Ebene; kann das Geschwindig-
keitsprofil als nahezu konstant in z-Richtung angenommen werden, reduziert sie sich auf
eine leicht l6sbare gewthnliche Differentialgleichung.

4.2 Thermisch getriebene Stémungen

Ein wichtiger Sonderfall kompressibler Stromungen sind die sog. ,,temperaturgetriebenen*
Stromungen, bei denen Dichteiinderungen durch ortliche Temperaturianderungen hervor-
gerufen wird, und die Stromungsgeschwindigkeit klein gegeniiber der Schallgeschwindig-
keit ist. In diesem Fall kann die Warmeerzeigung durch mechanische Effekte vernachlassigt
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werden. Ferner ist eine korrekte Beschreibung der diffusiven Effekte wesentlich, so dass
sich die Verwendung primitiver Variablen anbietet. In viskos-bestimmten Stromungen
konnen keine Unstetigkeiten in der Losung entstehen (nur Grenzschichten am Rand und
bei steilen Temperaturgradienten), und die Viskositdt p héngt von den , primitiven“ Va-
riablen p, T', v ab. Ebenso sind fiir diese die Randbedingungen formuliert. Daher bietet
sich die Verwendung der Formulierung in primitiven Variablen an. In den meisten prakti-
schen Anwendungen ist der Volumenkraftterm pf gegeben durch die Gravitation geméf
pf = pg. Das System der Zustandsgleichungen viskoser Fluide (,kompressible* Navier-
Stokes-Gleichungen) in nicht-konservativer Form:

Op+V - (pv) =0, (4.2.13)
poww + pv - Vo —V - (/L{VerVvT} — %/LV . v[) + Vp =pf, (4.2.14)
pcp0l + peyv - VO =V - (kVO) — Op—v-Vp—0:Vv=ph. (4.2.15)

Ferner wird ein ,jideales* Gas angenommen, so dass

-
RO’

mit der Gaskonstante R > 0. Mit Hilfe der Gasgleichung kann man die Kontinuitétsglei-
chung umschreiben zu

) (4.2.16)

V-v+p Y Op+v-Vp) =030 +v-V0) = 0. (4.2.17)

Fiir grofien Druck |p| > 1 und Temperatur 6 > 1 erscheint dies wie eine kleine Stérung
der Inkompressibilitdtsbedingung in einer inkompressiblen Stromung. Wir wollen diesem
Gedanken weiter nachgehen. Fiir mehr Details sei auf Braack/Rannacher [101] verwiesen.

4.2.1 Der Grenzprozess Ma — 0

Wir betrachten das vereinfachte Modell der isothermen Strémung eines nicht-viskosen,
barotropen Gases ohne duflere Einfliisse:

O+ V- (pv) =0, (4.2.18)
pov + pv - Vo + Vp =0, (4.2.19)
p=ap’,, (4.2.20)

mit Anfangsdaten p—o = p® und vy—o = v°. Mit der Schallgeschwindigkeit

d
= d_p = ayp’ "t R ay(p”) (4.2.21)
P
wird die Mach-Zahl als klein angenommen:

0
Ma::Mxm<<17
¢ ¢

Zum Beispiel ist die die Mach-Zahl in Luft bei Raumtemperatur bei einer mittleren
Stromungsgeschwindigkeit von 5m/s etwa Ma =2 0.015.
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Mit Hilfe des Gasgesetzes und der Kontinuitétsgleichung erschliefen wir, dass

Op=ayp’ '0p = —ayp’ 'V - (pv) (4.2.22)
= —awﬂ*l{v -Vp+pV . v} (4.2.23)
=—pc*V v —v-Vp, (4.2.24)
bzw.
p e {Op+v-Vpt+V-v=0. (4.2.25)

Fiir ¢ > 1 reduziert sich also die Kontinuitétsgleichung formal zu einer kleinen Stérung
der Inkompressibilitdtsbedingung V-v = 0. Wir wollen diesen Gedanken weiter verfolgen.
Dazu schreiben wir das ganze System der Euler-Gleichungen fir das Tripel {p,v,p} in
der Form

Op+v-Vp+p-Vu=0, (4.2.26)
ow+v-Vu+p 'Vp=0, (4.2.27)
Op+pV-v+v-Vp=0. (4.2.28)

In einer Raumdimension schreibt sich dies fiir u := {p, v, p} in der Form:
Oyu+ A(u)d,u = 0,

mit der Matrix

v p0
Aw)=|[ 0 wp?
0 c%p v

Die Eigenwerte von A(u) sind Ay = v and Ay 3 = v=£e. Sie entsprechen Konvektions- bzw.
Schallwellen. Fiir kleine Mach-Zahl wird A(u) schlecht konditioniert aufgrund des grofien
Unterschieds zwischen der Schallgeschwindigkeit und der charakteristischen Stréomuns-
ggeschwindigkeit. Im singulédren Limes ¢ — oo pflanzen sich die Schallwellen unendlich
schnell fort, und das Gas wird ,hydrodynamisch® inkompressibel. In diesem Fall fithren
nur thermodynamische Effekte (etwa Wiarmequellen) zu kompressibilitit.

Als néchstes fiihren wir unter Verwendung der Referenzgeschwindigkeit v°, der Refe-
renzdichte p° und der charakteristischen Linge L dimensionslose Variablen ein durch:

S T N [ N
T

t F:=L'z.

Al L

Dies resultiert in der folgenden dimensionslosen Form der Kontinuititsgleichung

0ip + V - (p7) = 0,
und der Impulsgleichung

pOFU + pv - Vi + || o] 25 10012 Vp(p) = 0,
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wobei
p(p) = ap’. (4.2.29)
Unter Beachtung der Beziehung (4.2.21) kann die Impulsgleichung in der Form
pOF0 + pi - Vo + A2 Vp(p) = 0, (4.2.30)

geschrieben werden mit der dimensionslosen Gréfie
o WP _ ol el

eI el e
Im Limes Ma — 0 wird der Faktor vor dem Druckgradienten in der Impulsgleichung
(4.2.30) immer groBer. Daher ist es bei der numerischen Approximation nicht sinnvoll,

den Druck aus der algebraischen Gasgleichung (4.2.29) zu bestimmen.

Wir lassen jetzt die ,~* weg und betrachten (formale) asymptotische Entwicklungen
nach Potenzen von \:

P = Do+ Ap1+ Npa + O\,
v = vy + Avy + Ny + O(\?),

mit gewissen Koeflizientenfunktionen p; and v;. Einsetzen dieser Entwicklung in die
Impulsgleichung (4.2.30) und Sortieren nach Potenzen von A ergibt dann

A"2(Vpo + AVp1) + pdvg + prg - Vg + Vpy = O(N).

Unter der (heuristischen) Annahme, dass die obigen Entwicklungen in einem geeigneten
Sinne konvergieren, erhalten wir hieraus mit Hilfe des Grenziibergangs A\ — 0:

Vpo = Vp1 =0, (4.2.31)
POy + pvg - Vug + Vpe =0, (4.2.32)

d. h.: Die Druckbestandteile pg, p; sind konstant im Ort, und das Tripel {p, vy, pa} ist
verkniipft durch die Impulsgleichung. Durch Weiterfithrung des Koeffizientenvergleichs
anhand der Kontinuitdtsgleichung und Impulsgleichung lielen sich auch Gleichungen fiir
die Entwicklungsterme hoherer Ordnung gewinnen:

O+ V- (puo) =0, (4.2.33)
Opr + V- (pv1 + provg) =0, (4.2.34)

sowie
pOyu1 + pvg - Vuy + pvy - Vug + Vps = 0. (4.2.35)

Wir fassen die ersten beiden (ortsunabhéngigen) Druckkomponenten zum sog. , ther-
modynamischen“ Druck zusammen:

pn(t) == pol(t) + X 'pi(t).
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Die sog. “low-Mach-number“-Approximation besteht nun in der vernachléssigung der wei-
teren Druckentwicklungsterme ps, ps, ... im Gasgesetz, d. h.: Die Dichte wird als Funktion
allein des thermodynamischen Drucks angesetzt geméaf:

p=(a " pu)7.

Es kann gezeigt werden (Majda [47]), dass unter gewissen Kleinheitsannahmen an die
Anfangsdaten fir Ma — 0 die Losung {v,p} der (isothermen) kompressiblen Euler-
Gleichungen gegen die Losung {vg,po} der inkompressiblen Euler-Gleichungen konver-
giert:

V- Vo = 0,
pOivo + pvg - Vug + Vpy =0,
p=(a"pw)".

Die Konvergenz ist in gewissen ,,schwachen® Normen auf einem festen Zeitintervall [0, Tp].
Den thermodynamischen Druck py, bestimmt man aus den Anfangsdaten {p",v°}. Dies
werden wir im néchsten Abschnitt genauer diskutieren.

4.2.2 Die ,,Jow-Mach-number“-Approximation

Wir betrachten jetzt wieder die allgemeinen Zustandsgleichungen in nicht-konservativer
Form. Unter der Annahme einer Stromung kleiner Mach-Zahl,

0
o O

Ma:M<< 1, ,
c dp

lasst sich der Druck aufspalten gemé&fl

p(x,t) = pin(t) + puya(z,t)

in einen im Ort konstanten ,thermodynamischen® Anteil py, (), und einen , hydrodyna-
mischen® Anteil |puya(,t)| < pu . Das Gasgesetz wird entsprechend vereinfacht zu

_ b

P~ Re
Das System der Navier-Stokes-Gleichungen schreibt sich dann in Anlehnung an (4.2.17)
in der sog. ,,low-mach-number“-Approximation wie folgt:

(4.2.36)

V-v—0190—0"v-V0 = —p;l0ipu, (4.2.37)
po + pv - Vo =V - (u{Vo+Vo'} =24V -0l) + Vpyga = py, (4.2.38)
pcp0i8 + peyv - VO — V- (KVO) — Oypiyy — OiPryd — U - Vprga —0: Vv = ph,  (4.2.39)

Wir nehmen wieder an, dass keine Wirmeentwicklung durch mechanische Effekte erfolgt.
Die Temperaturgleichung reduziert sich so auf

pcp0if + pepv - VO — V- (kV0) = Oypun + ph . (4.2.40)
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Die zeitliche Ableitung des thermodynamischen Drucks Oypy, kann man iiber eine alge-
braische Bezichung auf die Anfangsdaten zuriickfithren.

Bestimmung des thermischen Drucks:

Da der thermische Druck py, ortlich konstant ist, erhalten wir durch Mittelwertbildung
von (4.2.37) iiber © und Verwendung der Energiegleichung:

Oepen = *pthm\_l/ {V-v-— 00,0 +v - Vo)} dx

Q
= —p| Q| {/ v-nds — cp_l/ 0 pH{V - (kV0) + ph} dx} .
o0 Q
Mit Hilfe des Gasgesetzes pg,0~' = Rp folgt weiter
Oip = —p| Q| * / v-nds— c;1R QI /{V - (kVO) + Oypin + ph} dx
o0 Q
bzw,

b
Open = — ( P

i |
—_— v-nds — ————— V- (kV0)+ ph} dx
e R oo e+ )] 1V VO T

Wir unterscheiden nun zwei Spezialfille:

Fall 1: Die Stromung befindet sich in einem geschlossenen Behélter, so dass wegen der
Randbedingung vjgq = 0:

R
0 = V- (kVO h}dx.
tDth (Cp+R)|Q| ‘/Q{ (/{ )+p L} &

Im Fall thermisch isolierter Winde, 9,00 = 0, folgt weiter durch partielle Integration:

R
OiPth = =757 hdzx.
= ol

Im Fall von geheizten Wénden, d. h. 0, = 0p und 0,0, = 0, verbleibt ein Kopp-
lungsterm auf der rechten Seite der Kontinuitétsgleichung:

R R
Optn = — fﬁ@n@ds—i/phdx.
ST o+ R)9 )y, (e, +R)[Q Jo

Fall 2: Wenn das Stromungsgebiet €, offen® ist (z. B. bei einer Kanalstromung), muss der
thermische Druck entlang des ,, Ausstromrandes” vorgegeben werden, so dass er insgesamt
als bekannt angenommen werden kann:

Pen(t) = Denjra (1)



4.2 Thermisch getriebene Stomungen 121

4.2.3 Thermische ,,Konvektionsstromung* (Boussinesqg-Approximation)

Wenn die Temperatur ¢ nur wenig um eine konstante Referenztemperatur 6, variiert,
kann auch von nur geringen Dichtevariationen ausgegangen werden,

|9—90|<< 1, |p—p0|<< 1.

In diesem Fall kann die Viskositdt p ~ u(6y) als Konstante angenommen werden, so dass
der Diffusionsterm die Form erhalt

Ver=V-({Vo+Vu'} = 24V -vl) = pAv + 1V - v.

Wenn keine externen Warmequellen vorliegen, kann der thermische Druck py, als zeitlich
konstant angenommen werden. Die Wérmekapazitét ¢, sowie die Diffusionskonstante x
sind sehr viel groBer als eins. Unter diesen Annahmen reduziert die sog. ,Boussinesq®-
Approximation“ das ,, low-Mach-number“-Modell zunéichst auf die Form

Vo =0, (4.2.41)
PoOv + pov - Vu — puAv + Vpnya = pg, (4.2.42)
Cppo0id + cppov - VO — V- (kVO) = 0, (4.2.43)

wobei im Kraftterm der Impulsgleichung noch die variable Dichte p beibehalten wird. Im
reduzierten Gasgesetz wird nun die Temperatur um den Grundzustand 6, entwickelt:

DPth Pth DPth 2
== =— - 0—00) + O(|0—0y|7).
Dies ergibt bei Vernachlissigung des quadratischen Terms unter Verwendung des Gravi-
tationspotentials @ :

Pth Pth
~ D gy - Lo g
P R@OV Reg( 0)9

Mit der neuen , Druckfunktion® p := puyq — %Cb erhalten wir so die Gleichungen der
., Boussinesq- Approximation*:

V. =0, (4.2.44)
P00 + pov - Vo — pAv + Vp = —%(0—00)97 (4.2.45)
0
o0l + cppov - VO — V- (kVO) = 0, (4.2.46)

Dieses Modell wird verwendet fiir (langsame) temperatur-getriebene Stromungen, wenn
der Temperaturgradient und damit die Dichtednderungen relativ klein sind.

6Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929): Franzsischer Mathematiker und Physiker, Promotion 1867,
1872-1886 Prof. fiir Differential- und Integralrechnung in Lille und ab 1886 Prof. fiir Physik und Me-
chanik an der Pariser Sorbonne; fundamentale Beitriige zum Verstindnis der Turbulenz und der hy-
drodynamischen Grenzschicht sowie zu anderen Problemen der Mechanik (,, Boussinesq-Gleichungen* fiir
Flachwasserwellen).
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4.2.4 Ahnlichkeit kompressibler Strémungen

Wir betrachten wieder die Stromung eines ,perfekten®, viskosen Gases. Es werden die
folgenden grundlegenden Referenzgréfen eingefiihrt:

Lange L, Geschwindigkeit U, Dichte p*, Temperatur 6%,

sowie Referenzwerte p*, x* fiir die Viskositdat und die Warmeileitfihigkeit. Alle anderen
Referenzgrofien kénnen von diesen abgeleitet werden geméf:

___L * . xT72 * 2 *._U?)
t.—U, pt=pU", €=U~ q.—L.
Mit diesen Bezeichnungen sind die Reynolds-Zahl und Froude-Zahl definiert durch
*T, 2
Re := d U, Fr .= U—
w L
Wir definieren weiter die sog. ,,Prandtl-Zahl“

Definition der ,, Péclet®-Zahl“:

L
Pe .= —U = RePr.
K

Das Boussinesq-Modell lautet in dimensionsloser Form:

Vv =0, (4.2.47)
R
po0iv +v - Vo —Re 'Av+ Vp = Ta(e—eo)g, (4.2.48)
Re” Pr

0 +v-VO—Ra2A0 = 0, (4.2.49)
Wenn die Strémung allein durch den Temperaturgradienten getrieben ist, gibt es a priori

keine , charakteristische“ Geschwindigkeit, so dass die Reynolds-Zahl durch die anderen,
temperaturabhingigen Zahlen ausgedriickt wird: Re = Ra'/? /Pr.

"John William Strutt, 3. Baron Rayleigh (1842-1919): Englischer Physiker, Studium der Mathema-
tik in Cambridge, ab 1879 Prof. fiir Experimentalphysik in Cambridge; zuniichst theoretische Arbeiten
zur Optik und der Schwingungslehre, spiter zu praktisch allen damaligen Gebieten der Physik: Elek-
trizitt, Thermodynamik, Wellentheorie und Statistische Physik; bekannt u. a. durch das ,,Rayleighsche
Streugesetz“, 1904 Nobelpreis fiir Physik

8Jean Claude Eugene Péclet (1793-1857): Franzosischer Physiker, 1816 Prof. am College de Marseille,
ab 1827/1829 Prof. fiir Physik an der neu gegriindeten heutigen Ecole Centrale Paris; Beitriage u. a. zur
theoretischen Stromungsmechanik.
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4.2.5 Beispiel “heat-driven cavity“

Zur Mlustration der Diskussion in den letzten Abschnitten betrachten wir als konkretes
Beispiel die wiarmegetriebenen Stromung in einer quadratischen Box mit Seitenlange L=1
(sog. ,heat-driven cavity“) in zweidimensionaler Ndherung. Die Strémung wird durch
eine Temperaturdifferenz A0 = O0; —Ocolqa zwischen , heiflem® Rand I'y; und ,kaltem*
Rand T'iqq und der Gravitation ¢ in negativer y-Richtung getrieben. Fiir Details und
die numerischen Ergebnisse verweisen wir auf den Artikel Becker/Braack [97].

Die Randbedingungen sind fiir die Geschwindigkeit die iibliche ,Haftbedingung* ent-
lang des gesammten Randes, vjpo = 0, und fiir die Temperatur eine Neumann-Bedingung
(perfekte Wirmeisolation) entlang des oberen und unteren Randes, 0,0r, = 0, sowie

eine Dirichlet-Bedingung entlang des geheizten bzw. gekiihlten Randes O, = T.

adiabatic / v =0

Thot = 960K Toota = 240K

v=0 v=0
g

Thot Teota

adiabatic / v =0
0

X

Abbildung 4.11: Konfiguration der , heat-driven cavity” und Temperatur-Isolinien.

Abbildung 4.12: Sequenz von Stromlinien in der , heat-driven cavity* fiir wachsende Tem-
peraturdifferent A8 = Opor —Ocoia bzw. Rayleigh-Zahl Ra = 10%, 10°, 106 .
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Fiir die Viskositét g wird hier das sog. ,,Sutherland?-Gesetz®,
ONL/3O* + S

0 - ’ (7) ’

w0 = w\g) G35

verwendet, wobei Pr = 0,71 die Prandtl-Zahl, S := 110,5 K und 6* = 273 K sowie
p* = 1.68 - 10~°kg/ms gewisse Refrenzwerte sind. Die Wirmeleitfihigkeit ist bestimmt
durch #(T) = w(T)/Pr. Im stationdren Fall ist der hydrodynamische Druck gegeben

durch .
Dth = Po(/geo_ldx>(/99_ldx) ,

wobei 6y =600 K eine Referenztemperatur ist und Py = 101, 325 Pa. Entsprechend ist
die Rayleigh-Zahl bestimmt als

0,—0.
~ 10° = = 0.
0°, 5 0n 10, 0.6,

pPoL\20,—0.
— Pro (P~
Ra rg ( o ) %
wobei g = u(6y), po:= Fy/Rby, und R = 287 J/kgK.

In diesem Testproblem ist eine der zu berechnenden Grofien der mittlere Wirmefluss
durch den kalten Rand, welcher iiber die sog. ,, Nusselt'’-Zahl“ definiert ist durch

_Pbr
N 2,[1/0T06.

Na := c/ kO,0ds, c:
Tart

Tabelle 4.1: Berechnung der Nusselt-Zahl auf adaptierten Gittern: , glattheits-orientierte
Verfeinerung (links), ,sensitivitits-basierte“ Verfeinerung (rechts), J(e) Approximations-
fehler in der Nusselt-Zahl.

| N (Nw. Je | | N| e e |
945 | -8.67201 1.5e-2 945 | -8.71941 3.3e-2
1708 | -8.49286 1.9e-1 1717 | -8.66898 1.8e-2
3108 | -8.58359 1.0e-1 5530 | -8.67477 1.2e-2
5656 | -8.59982 8.7e-2 9728 | -8.68364 3.0e-3
18204 | -8.64775 3.9e-2 17319 | -8.68744 8.5e-4
32676 | -8.66867 1.8e-2 31466 | -8.68653 6.9¢-5

9William Sutherland (1859-1911): Australischer Physiko-Chemiker; Studium der Naturwissenschaften
in Melbourne, 1899 Prof. fiir Physik an der Univ. von Sydney; Arbeiten zur kinetischen Gastheorie (sog.
»Sutherland-Modell*)

0Ernst Kraft Wilhelm Nusselt (1882-1957): Deutscher Physiker, Studium der Maschinenlehre in Berlin
und Miinchen, 1907 Promotion mit einem Thema {iber Wiirmeleitfihigkeit von Isoliermaterialien, wichtige
Arbeit ,,Das Grundgesetz des Wirmeiibergangs® (1915), 1920 Prof. an der TH Karlsruhe, ab 1925 Prof.
fiir Thermodynamik an der TH Miinchen.
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T

Abbildung 4.13: Sequenz von verfeinerten Gittern fiir die , heat-driven cavity” mit N =
523, 5530, 56077 Zellen.

4.2.6 Chemisch regierende Stromungen

Als néchstes erweitern wir das ,,low-Mach-number“-Stromungsmodell (4.2.37) — (4.2.39)

zu einem , Mehrkomponentenmodell“ zur Beschreibung von chemisch-regierenden Strémun-
gen. Dazu werden die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie ergénzt um

Gleichungen fiir die Erhaltung der Speziemassen:

Voo—TY%-VI-—M ' -VM=0,
(pv-Vv+V - 74+ Vp=pfe,
pv - VT —c,'V - (A\VT) = ¢, f(T, w),
vawZ—V(pDZVwZ) :fZ(T,U)), L:L,IL

In diesem Fall erhélt das Gasgesetz die Form

_ penM
RT "’

(4.2.54)

mit der ,mittleren Molmasse* M := (37, w;/M;)~" und den Spezies-Molmassen M, .
Wegen ihrer exponentiellen Abhéingigkeit von der Temperatur (,, Arrhenius!'-Gesetz*) und
polynomialen Abhéngigkeit von w sind die Quellterme f;(T,w) hochgradig nichtlinear.
Im allgemeinen fiihren diese ,, Reaktionsterme* zu einer Kopplung zwischen allen Spezies-
Molanteilen w; .

"Svante Arrhenius (1859-1927): Schwedischer Physiker und Chemiker; Studium der Mathematik und
Naturwissenschaften in Uppsala und Stockholm, lange wissenschaftliche Wanderjahre durch Europa, ab
1891 , Laborator fiir Physik“ und spiter Prof. an der Univ. Stockholm, 1905 Prof. am Nobelinstitut
fiir Physikalische Chemie, fundamentale Beitrige zur elektrolytischen Dissoziation und zur chemischen
Reaktionskinetik, 1903 Nobelpreis fr Chemie.



126 Incompressible und schwach-kompressible Fluide

4.2.7 Beispiel “chemischer Stromungsreaktor*

Als ein praxis-relevantes Beispiel betrachten wir einen chemischen Strémungsreaktor (s.
Abb. 4.14), in dem durch Vergleich von Experiment und Simulation die kritischen Parame-
ter (z. B. Reaktionsgeschwindigkeiten) in den chemischen Reaktionsgleichungen bestimmt
werden sollen. Ein einfaches Beispiel ist der Austausch von Schwingungsenergie zwischen
Wasserstoff und Deuterium (fiir Details s. Waguet [146] und Carraro et al. [104]):

7P +pP — HY 4+ D,

measurement

computation domain

Abbildung 4.14: Konfiguration des chemischen Stromungsreaktors.

Das Experiment liefert sog. ,, CARS-Signale“ (Coherent Anti-Stokes Raman Spectros-
copy) der Form

R
J(c) = /@/ o(s)c(r—s)?ds,

-R
wobei ¢(r) etwa die Konzentration von Dél) entlang der Messstrecke ist. Tab. 4.2 zeigt
Resultate der Berechnung des Massenanteils von Dgl) und ng auf Folgen von gleichméfig
verfeinerten Tensorproduktgittern sowie lokal losungsangepasster Gitter. Auf den l6sungs-

angepassten Gittern beobachten wir neben einer hoheren Genauigkeit auch eine monotone
Konvergenz der interessierenden Grofe.

Tabelle 4.2: Resultate der Simulation im Strémungsreaktor.

Heuristische Verfeinerung Adaptive Verfeinerung

LN Dy Dy L[N | Dy | DY

2 | 481 | 0.742228 | 0.002541 || 2 | 244 | 0.738019 | 0.004020
311793 | 0.780133 | 0.002531 || 3 | 446 | 0.745037 | 0.002600
411923 | 0.782913 | 0.002729 || 4 | 860 | 0.756651 | 0.002010
512378 | 0.785116 | 0.001713 || 5 | 1723 | 0.780573 | 0.001390
6 | 3380 | 0.791734 | 0.001162 || 6 | 3427 | 0.785881 | 0.001130
715374 | 0.791627 | 0.001436 || 7 | 7053 | 0.799748 | 0.001090
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4.3 Mathematische Theorie der Navier-Stokes-Gleichungen

Von den Gleichungen der Strémungsmechanik gibt es fiir die (inkompressiblen) Navier-
Stokes-Gleichungen die vollstandigste mathematische Theorie. Dies betrifft die Grundfra-
gen nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sowie nach ihrer Regularitat und
Stabilitéat. Fiir die allgemeinen (kompressiblen) Zustandsgleichungen bzw. die Gasdyna-
mische Gleichung gibt es deutlich weniger starke theoretische Resultate und meist auch
nur fiir spezielle Konfigurationen. Da diese Resultate nur geringere praktische Bedeutung
haben, wird in diesem Rahmen nicht darauf eingegangen.

4.3.1 Die stationdren Navier-Stokes-Gleichungen

Wir beginnen mit den stationdren Navier-Stokes-Gleichungen und der zugehorigen In-
kompressibilitdtsbedingung

—vAv+v-Vo+ Vp=f, V-u=0. (4.3.55)

Die Dichte pg ist hier zu Eins normiert. Das Stromungsgebiet €2 sei ein beschréanktes
Gebiet des R? (d = 2 oder 3). Fiir den Rand 99 nehmen wir an, dass er stiickweise
yglatt ist; in der Umgebung von irreguldren Stellen (z. B. Knicken oder Ecken) des
Randes sei Q0 (lokal) konvex. Der Rand 0f) besteht aus einem , festen® Randstiick T ,
einem , Einstromrand® T, und einem , Ausstromrand® T, (s. Abb, 4.15):

o0 = Dfest U ein U Dags.

S
o Q >

Lo

T

Abbildung 4.15: Konfiguration der ebenen Umstrémung eines Hindernisses im Kanal

Entlang der Randkomponente ['p = Tgegy U 'y werden Dirichletsche Randbedingungen
gestellt: _
Ul et — 0, Ulein = v

ein ¢

Dabei sei v auf Iy, als ,,Spur® einer global auf ganz Q definierten Funktion v°" €
HY(Q)? gegeben. Die ,richtige* Randbedingung entlang I',,, muss noch bestimmt wer-
den. Zur Vereinfachung der Analyse setzen wir im Folgenden aber héufig 0Q = D,
d. h.: Die Strémung ist in einem festen Kasten eingeschlossen und wird allein durch die
Volumenkraft f getrieben.
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Zur Aufstellung einer variationellen Formulierung von (4.3.55) fithren wir die folgenden
Funktionenrédume ein:

HYQ;Tp) = {ve HY(Q)v=0 auf ['p}, LI(Q):={qe€ L*(Q)|(g,1)q = 0}.

Mit H := H}(;Tp)? und L := L?*(2) lautet die variationelle Formulierung des obigen
Problems wie folgt: Finde v € v*™ + H und p € L, so dass

v(Vo,V)+ (v-Vu, o) — (p,V-v)=(f,¢) Vo€ H, (4.3.56)
(V-u,x)=0 VxeL. (4.3.57)

Nehmen wir zunéchst einmal an, dass dieses Problem eine Losung besitzt, welche hin-
reichend regulér ist, um auch ,klassische® Losung zu sein. Durch partielle Integration in
(4.3.56) und Ausnutzung der Randbedingung ¢p,, = 0 erhélt man dann

/{quv +v-Vu+Vp— f}<pdx+/ {vo,v —pn}pdo = 0, ¢ € H.

Q Taus

Folglich geniigt jede (klassische) Losung des variationellen Problems auch der Momen-
tengleichung; ihre Divergenzfreiheit ist evident. Weiter sehen wir, dass zusétzlich eine
ynatiirliche* Randbedingung entlang I, erfiillt ist:

VO — Pryr,,, = 0. (4.3.58)

Diese Randbedingung vom Neumann'2-Typ ergibt sich zwangsliufig aus der gewahlten va-
riationellen Formulierung des Problems, in der entlang I',,s keine expliziten Vorgaben fiir
die Losung und die Testfunktionen gemacht werden; daher die suggestive Bezeichnung ,,do
nothing“- oder auch , freie“ Ausstromrandbedingung. Dies erscheint als die natiirlichste
Vorgehensweise, solange keine weiteren Informationen iiber das Verhalten der Strémung
yhinter® T',,s vorliegen. Fiir eine detaillierte Diskussion und numerische Tests siehe Hey-
wood et al. [39)].

Insbesondere wird (4.3.58) im geraden Kanal von der Poiseuille-Stréomung erfiillt, wenn
p auf T,y auf Null gesetzt wird. In diesem Fall (gerader Kanal) folgt aus (4.3.58) entlang
des geraden Randstiickes T'yys wegen der Divergenzireiheit V-v = 9,0, 40,0, =0 (v, v,
Komponenten von v in Normalen- und Tangentenrichtung und 9,0, die zugehorigen
Richtungsableitungen) und der Haftrandbedingung v, = 0 notwendig, dass

/ pndo =v O,vdo=v Opvy, do = —v 0;v,do = 0.
aus TCaus TCaus TCaus

Also enthélt die variationelle Formulierung (4.3.56) offensichtlich noch die zusétzliche
yhatiirliche® Randbedingung

/ pdo=0. (4.3.59)

12Carl Gottfried Neumann (1832-1925): Deutscher Mathematiker; seit 1858 Privatdozent und seit 1863
apl. Prof. in Halle. Nach Professuren in Basel und Tiibingen ab 1868 in Leipzig; lieferte Beitrdge zur
Theorie der (partiellen) Differential- und Integralgleichungen, insbesondere zum Dirichlet-Problem. Die
»Neumann-Randbedingungen“ sowie die ,,Neumann-Reihe“ sind nach ihm benannt; griindete zusammen
mit Alfred Clebsch die Zeitschrift Mathematische Annalen.
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Abbildung 4.16: Der Effekt der ,,do nothing“-Ausstrombedingung anhand der Druckisoba-
ren einer instationdren Stromung um eine schrig stehende Ellipse bei Re=500: Vergleich
der Losung auf einem langen mit der auf einem kurzen Kanal.

Bei der Verwendung dieses Ansatzes zur Realisierung von Ausstromrandbedingungen ist
also zu priifen, ob (4.3.59) fiir die vorliegende physikalische Problemstellung sinnvoll ist.
Probleme konnen sich z. B. bei der Betrachtung von Stromungskonfigurationen mit meh-
reren ,, Ausgingen“ ergeben, da hier die Festlegung der Druckmittelwerte iiber alle Kom-
ponenten des Ausstromrandes auf Null nicht sinnvoll sein konnte. In diesem Fall muss die
Randbedingung (4.3.59) als inhomogene Bedingung fiir jede Ausstréomkomponente i
getrennt formuliert werden:

/F“) pdo=P, (i=1,..,5).

Wie in Abb. 4.17 zu sehen ist, kann die unkritische Verwendung der ,,do nothing“-
Randbedingung bei Rohrverzweigungen zur Wiedergabe eines verflschtem Strémungsver-
haltens fithren.

Abbildung 4.17: Test fiir den Effekt der ,,do nothing“-Randbedingung: Rohrverzweigung
bei Re = 20.

In der Navier-Stokes-Gleichung erscheint der Druck p nur unter dem Gradienten, so
dass eine zusétzliche (skalare) Bedingung notwendig ist, um ihn eindeutig festzulegen. Fiir
Probleme mit , freiem® Ausstrémrand 'y, # 0 wird dies gerade durch die Zusatzbedin-
gung (4.3.59) erreicht. Im Fall T, = 0 wird stattdessen explizit verlangt, dass p den
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globalen Mittelwert Null hat, d. h.: p € L3(€2). Wir wollen als nichstes zeigen, dass die
variationelle Form der Navier-Stokes-Gleichungen wenigstens im Fall 0€) = I'p stets eine
Lésung besitzt.

Der Stokes-Operator

Wir betrachten zunéchst das lineare Stokes-Problem mit normalisierter Reynolds-Zahl

bzw. v = 1 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen (vjpq = 0). Entsprechend setzen
wir H := H}(Q)? und L := L3(9). Das Problem lautet dann:
Finde {v,p} € H x L, so dass

(Vu, V)= (p,V-¢)=(fp) Ype€H, (4.3.60)
(V-v,x)=0 VyxeL. (4.3.61)
Wir fithren nun die folgenden Réume ein:
J1(Q) = {v e Hy(Q)| V-v =0},
Jo(Q) == {v e L*(Q)* V- v =0, n-vjpg =0 im ,schwachen* Sinne}.
Der Raum J;(€2) ist versehen mit dem Skalarprodukt (V-,V:) ein Hilbert-Raum, also
insbesondere vollstéindig. Ebenso ist der Teilraum Jy(€2) C L?(Q)¢ abgeschlossen bzgl. des
iiblichen L2-Skalarprodukts. Die orthogonale Projektion in L*(Q)¢ auf Jy(Q) sei mit P
bezeichnet. Der Teilraumes ® := {p € C°(Q)¢| V- = 0} ist dicht in Jo(Q2) enthalten.
Mit Hilfe dieser Notation lésst sich Problem (4.3.60) in der folgenden kompakten Form
schreiben: Finde v € J;(2), so dass
(Vu, Vo) = (Pf,p) Yo e Ji(Q). (4.3.62)

Fiir f € L*(Q)? stellt die rechte Seite in (4.3.62) ein beschréinktes lineares Funktional
auf J1(Q) dar. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert also eine eindeutige Losung
v € Ji(Q2) von (4.3.62). Die Beziehung (4.3.62) definiert einen Operator

S D(S) C Ji(Q) C Jo(Q) = Jo(Q),

den sog. ,Stokes-Operator®. Als Operator in Jy(€2) hat er die Darstellung S = —PA
und ist offensichtlich symmetrisch und positiv-definit. Weiter ist er surjektiv und folg-
lich ,,selbst-adjungiert®. Wegen der Kompaktheit der Einbettung H'(Q) < L*(Q) bzw.
J1() — Jo(Q2) ist die Inverse S7!: Jo(Q) — Jo(©) kompakt. Die allgemeine Spektral-
theorie selbstadjungierter (positiv-definiter) Operatoren mit kompakter Inverser besagt,
dass ihr Spektrum nur aus reellen (positiven) Eigenwerten besteht, welche endliche Viel-
fachheiten haben und sich im Endlichen nicht hiufen koénnen:

D<A <. <A<,

Ferner existiert ein zugehériges System von L2-orthonormierten Eigenvektoren {wg}ren,
welches vollstindig ist sowohl in J5(Q) als auch in Ji(Q), d. h.: Jedes v € Jo(Q2) lésst
sich entwickeln geméf:

o0
v = Zakwk, o = (v, wy) .
k=1

Wir werden diese Eigenschaft noch weiter unten verwenden.
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Allgemeiner Existenzsatz fiir das Navier-Stokes-Problem

Wir betrachten wieder den Fall reiner Dirichlet-Daten: H := H}(Q)¢, L = L3(Q).
Es wird angenommen, dass die Einstromrandbedingung durch die Spur einer Funktion
v € HY(Q)? mit V-v = 0 gegeben ist. Unter Verwendung des Raumes J;(9) lisst
sich das stationédre Navier-Stokes-Problem (4.3.56) in einer kompakten Form schreiben,
in welcher der Druck eliminiert ist. Es wird ein v € v 4 J;(Q) gesucht, so dass

v(Vu, Vo) + (v-Vou,p) = (f,0) Yo e J1(Q). (4.3.63)

Dies wird Ausgangspunkt zum Nachweis der Existenz von Losungen der Navier-Stokes-
Gleichungen sein.

Die spezielle Struktur der Nichtlinearitét in den Navier-Stokes-Gleichungen ist ent-
scheidend fiir deren Analyse. Fiir Funktionen u,v,w € J;(2) gilt

(u-Vu,w) = (v,V(vw)) — (u-Vw,v) = —(V - u,vw) — (u- Vw,v) = —(u - Vw,v).
Setzt man hier v = w, ergibt sich die wichtige Identitét
(u-Vu,v)=0. (4.3.64)
Zur prézisen Beschreibung der Regularitdat der rechten Seite fithren wir die sog. ,,negative®

Sobolev-Norm .0
5%

| f[l-1 := sup
vt [Vl

ein als natiirliche Norm des Dualraums H~'(Q2) von H (Raum der stetigen, linearen
Funktionale auf H ). Offenbar gilt fiir Funktionen f € L*(Q)?

£l < &[LFI

mit der Konstante x > 0 in der Poincaréschen Ungleichung

lell <&lVel, @€ H.

Satz 4.1 (Existenzsatz): Das stationdre Navier-Stokes-Problem (4.5.56) besitzt im Fall
00 = T fiir beliebige Reynolds-Zahl Re = 1/v eine Lisung {v,p} € H x L. Fiir
hinreichend kleine Daten c2v=2||f||_1 < 1 ist diese Lisung eindeutig.

Beweis: i) Eristenz: Wir verwenden die Technik der , Galerkin'3-Approximation®. Mit
den Eigenfunktionen {w;};eny des Stokes-Operators definieren wir die endlich dimensio-
nalen Teilrdume H,, := span(wy, ..., w,,) C H . Problem (4.3.56) wird nun approximiert
durch die folgenden endlich dimensionalen Probleme: Finde v,, € H,,, so dass

V(VUm, Vo) + (U - VU, ©) = (f,0) Yo € Hy,. (4.3.65)

13Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945): Russischer Bauingenieur und Mathematiker; Prof. in St.
Petersburg; Beitréige zur Struktur-Mechanik, insbesondere zur Plattentheorie.
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Wir wollen zeigen, dass diese endlich dimensionalen (nichtlinearen) Probleme Losungen
besitzen, welche gleichméfig beschriankt in H sind. Mit Hilfe eines Kompaktheitsargu-
ments wird dann auch die Existenz einer Losung des (unendlich dimensionalen) Problems

folgen. Jedem v € H,, wird ein Element Q,,(v) € H,, zugeordnet als Losung der linearen
Aufgabe

V(VQm(v), V) + (v VQn(v),9) = (f,¢) Yo € Hp.
Da H,, endlich dimensional ist, folgt nach einem Resultat der Linearen Algebra die

Existenz einer solchen Losung aus der Eindeutigkeit moglicher Losungen des homogenen
Problems

v(Vw, V) + (v-Vw, o) =0 Ve € H,.
Sei w € H,, eine solche Losung. Wahl von ¢, := w ergibt dann
0= [Vl + (v Vw,w) = [|Vw|]?*,

und folglich w = 0. Also existiert zu jedem v € H,, ein @, (v) € H,, , wodurch eine
Abbildung Q,, : H,, — H,, definiert ist. Fiir diese erhalten wir durch Setzen von ¢ :=
Q. (v) in der Definitionsgleichung:

V[VQu()|I* = (£, Qu(v)) < [ f-1[VQm(v)ll

und folglich
11l

14

IV@m(v)[| < = R.

Die Abbildung @, bildet also die Kugel H,, N Bg := {v € H,,|||Vv|| < R} in sich ab.
Sie ist auBerdem stetig (sogar Lipschitz-stetig), denn fiir beliebige zwei v, w € H,, N By
ist

0=v(V[Qn(v) = @m(w)], Vo) + (v VQn(v) — w - VQm(w), ¢)
=v(V[Qm(v) = Qu(w)], Vo) + (v —w) - VQn(v), ¢)
+ (w - V[Qm(v) - Qm<w)]799) Vo € Hy,.

Wir erinnern an die in d = 2 sowie d = 3 Dimensionen giiltigen Ungleichungen
[wllzs < elVwll, el <edlVel,  w,e e H.
Wahl von ¢ := Q(v) — Qm(w) ergibt dann

VV[Qn(v) = Quw)]II* = —((v = w) - VQn(v), @ (v) — Qm(w))
< lv = wlzs [V () [[Qm(v) = Qm(w)]| s
< V@ = w)[VQu@)IIV(Qu(v) — Qu(w))ll

und weiter

IV1Qu(v) = Qu(w)]]| < ER[V (v —w).
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Nach dem Brouwerschen'* Fixpunktsatz besitzt @,, als stetige Selbstabbildung der ab-
geschlossenen Kugel H,, N Br des endlich dimensionalen Raumes H,, einen Fixpunkt
Up . Dieser erfiillt dann die Gleichung

V(VUWnV(p) + (Um : vvmv@) = (fv Cp) Vo € Hy,

und ist daher Lésung des Problems (4.3.65). Fiir diese gilt konstruktionsgemif die gleich-
miBige Schranke |[Vuv,| < R. Da der Funktionenraum J;(€2) ein Hilbert-Raum und
kompakt in Jo(€2) eingebettet ist, folgt fiir die beschrénkte Folge (v,)men C J1(2) die
Existenz einer Teilfolge (vp)mren, welche in Ji(Q) ,schwach® und in Jo(2) ,stark®
gegen einen Limes v € J;1(Q) konvergiert, d. h.:

(V(vm —v), Vo) 50 Vo e i(Q),  |lvw —v] =0 (m'— o0).

Diese Limesfunktion v € J;(2) ist dann auch Losung der Grenzgleichung (4.3.56). Um
dies zu sehen, wihlen wir ein beliebiges ¢ € J1(2) und eine Folge VON oy € H,., so
dass ||V(¢ = @ms)|| = 0 (m' — o0). Dann konvergiert fiir m’ — oo (Ubungsaufgabe):

(Vo Vo) = (V0,0), (0 - Vo o) = (0-V0,0)  (m' = o).

Folglich gilt im Limes:
v(Vo, V) + (v Vu,p) = (f,¢),

was zu beweisen war. Die Existenz eines zugehorigen (eindeutig bestimmten) Drucks p €
L ist durch Hilfssatz 4.1 (siche unten) gesichert.

ii) Eindeutigkeit: Zur Untersuchung der Eindeutigkeit der gefundenen Losung von (4.3.56)
nehmen wir an, dass v; und vy zwei Losungen sind. Wegen (4.3.64) gilt zunéchst

v Vol = (f,00) < [l Vo] (4.3.66)
und folglich ||Vuy|| < v7Y|f]|-1 . Fiir die Differenz w := v; — vy gilt dann

v(Vw, V) = (vy - Vug — v1 - Vur, @)
= ((v2 = v1) - Vg, ) = ((v2 — v1) - V(v = v1), ) + (01V(v2 — v1), )
= (w'VUh(p) - (w-Vw,<p+(vl-Vw,<p).,

fir beliebiges ¢ € J1(2). Wir setzen nun ¢ = w und finden mit Hilfe der Identitét
(4.3.64), dass

V|Vl = (w- Vo, w) < [lwllzs | Vo | Jw]lzs < IVl f]-1

Fiir 2v2||f]|-1 < 1 impliziert dies notwendig, dass w = 0. Die Eindeutigkeit der zu-
gehorigen Druckfunktion folgt aus deren Konstruktion geméfl Hilfssatz 4.1. Q.E.D.

ML uitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966): Niederlindischer Mathematiker und Philosoph; Be-
griinder des Konzepts des ,,Mathematischen Intuitonismus®, der Mathematik als Formulierung geistiger
Gedanken basierend auf evidenten Gesetzen auffasst (im Gegensatz zum axiomen-basierten System von
Hilbert und Russel); wichtige Beitrige zu den Grundlagen der Mengenlehre und Topologie.
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Wenn eine Losung v € Ji(Q) von (4.3.63) bestimmt ist, bleibt die Frage nach der
Existenz einer zugehorigen Druckfunktion p € L mit der Eigenschaft

(p,V-9)=(f,0)+v(Vu,Vp)—(v-Vu,p) VYoeH. (4.3.67)

Die rechte Seite von (4.3.67) stellt offenbar ein lineares Funktional [(-) auf H dar mit
der Eigenschaft I(¢) =0, ¢ € J;1(2). Die Existenz eines zugehorigen Druckes und dessen
Stabilitit wird nun durch den folgenden Hilfssatz sichergestellt.

Hilfssatz 4.1 (,inf-sup*“-Bedingung): i) Zu jedem linearen Funktional () auf H
mit der Eigenschaft (@) = 0, ¢ € Ji(2) gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion
p € L, so dass

(p,V-9)=1(p) Ve H. (4.3.68)
it) Zu jeder Funktion p € L existiert ein v € H mit der Figenschaft
p=V-v, [[Vu| <~lpll, (4.3.69)

mit einer von p unabhingigen Konstante ~ > 0. Ferner gilt die Stabilititsungleichung
( ,inf-sup-Bedingung®):

inf sup ———=— >~v>0. (4.3.70)
acL gen |lqll [V

Beweis: Wir verwenden eine funktionalanalytische Argumentation nach Girault & Raviart
[110]; ein alternativer potentialtheoretischer Beweis wird in Galdi [32] gegeben.

i) Wir betten die vorliegende Situation in einen abstrakten Rahmen ein. Ausgangspunkt
sind die Hilbert-Rdume L?(Q2) und H = H}(2)? mit den zugehérigen Normen || - || und
|V -] sowie deren Dualriume L*(Q)* = L[2(Q) und H* = H1(Q)? (bestehend aus
linearen stetigen Funktionalen). Durch

(—grad(p), ) = (p,div(p)), ¢ € H,

wird der Gradient (im Distributionssinne) als linearer Operator —grad : L*(Q2) — H*
erklart. Der zugehorige adjungierte Operator ist dann gerade der Divergenzoperator div :
H — L*(Q)* = L*(Q) . Fiir die Bildriume und Nullriume dieser Operatoren gilt aufgrund
allgemeiner Prinzipien

Blgrad) = N(div)° = J1(Q)°,  B(div) = N(grad)® = Jo(€).

Dabei ist N(div)?:={x € H*: (x,¢) =0, p € N(div)}. Ein tiefliegendes Resultat der
Distributionentheorie (Satz von De Rham) besagt nun: Der Bildbereich B(grad) C H*
ist abgeschlossen. Also ist B(grad) = J1(2)°. Dies impliziert die erste Behauptung (i).

ii) Weiter ist N(grad) = span{l}, so dass der eingeschrinkte Operator

grad : L = L3(Q) — J1(Q)°
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bijektiv ist. Da L und J;1(9)° (vollstindige) Hilbert-Réume sind, besagt ein weiteres
allgemeines Resultat, dass der Operator grad dann auch ein Isomorphismus ist, d.h.: Der
— 1
inverse Operator grad :.J;1(Q)" — L existiert und ist beschréinkt:
1 <U, 50>
lgrad — (v)[} < sup :
vert [Vl

Hieraus ersieht man unmittelbar, dass fiir beliebiges p € L gilt:

(grad(p), ¢) (p,V-9)
sup .
Vol wer IVl

Mit g/rgi ist auch der adjungierte Operator
div : (J1(Q)°)* — L*

llp|l <~ sup
peH

ein Isomorphismus. Der Raum J;(2)° € H* kann auf die iibliche Weise mit dem ortho-
gonalen Komplement von J;(€2) in H identifiziert werden:

L= () ={veH: (Vo,Vp) =0 Yo € J,()}.
Folglich existiert zu jedem p € L ein v € J;(Q)* mit
p=V-v, [[Vo| <~lpl.
Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Bemerkung 4.1: Zur Illustration der wichtigen Surjektivitéit des Divergenzoperators,
wollen wir noch ein heuristisches Argument geben. Sei p € L gegeben. Die Neumannsche
Randwertaufgabe

Az=p inQ, 0Oype =0,
hat eine eindeutige Losung z € H'(Q2) N LE(2), fiir welche (unter den obigen Vorausset-
zungen an das Gebiet ) die folgende a priori Abschétzung gilt:

V2] < ~llpll -
Die Funktion v := Vz hat dann offenbar die folgenden Eigenschaften:
Vev=p,  n-vpe=0, [Vvl| <~pl.

Die Behauptung wire also bereits bewiesen, wenn zusétzlich noch ¢ - wvjpq = 0 gelten
wiirde mit einem beliebigen Tangentenvektor ¢ an 0€2.

Die durch Satz 4.1 gelieferte sog. ,schwache* Losung {v,p} € H x L des Navier-Stokes-
Problems hat in Abhéngigkeit von den Problemdaten weitere Regularititseigenschaften.
Unter den oben formulierten Vorausetzungen an den Gebietsrand 0 ist v € H?(Q)?
und p € HY(Q), und es gilt die a priori Abschétzung

V20l + 11Vl < e {IIFIT+ V20 )1} (4.3.71)

Die Konstante ¢ héngt dabei linear von der Reynolds-Zahl ab: ¢, ~ Re = 1/v. Fiir
die (nicht-trivialen) Beweise dieser und weitergehender Regularititsaussagen sei auf die
angegebene Literatur verwiesen.
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Taylor-Problem

Es ist erstaunlich, dass die Navier-Stokes-Gleichungen trotz ihrer Nichtlinearitéit fiir be-
liebig groBe Reynolds-Zahl stets losbar sind. Die Losungen miissen aber anscheinend im
allgemeinen nicht eindeutig sein. Tatséchlich gibt es viele Stromungskonfigurationen, bei
denen fiir gleiche (stationédre) Daten durchaus mehr als eine stationéire Losung existiert.
Ein Beispiel ist die Stromung im Spalt zwischen zwei konzentrischen Kugelschalen (,, Tay-
lor’® -Problem*); s. Abb. 4.18.

Abbildung 4.18: Konfiguration des , Taylor-Problems* (Strémung im Zylinder- oder Ku-
gelspalt) und eine Aufnahme vom Experiment

Abbildung 4.19: Verschiedene stationire Stromungszustinde im Kugelspalt zu denselben
stationiiren Daten bei der iiberkritischen Reynolds-Zahl Re = R2w; /v = 2600

Bei drehender innerer und festgehaltener dufleren Schale treten hier unterschiedli-
che Stromungsformen auf (s. Fig. 4.19). Fiir kleine Drehgeschwindigkeit liegt eine einfa-
che (eindeutige) Grundstréomung vor. Bei Erhshung der Drehgeschwindigkeit entstehen

15Geoffrey Ingram Taylor (1886-1975): Englischer angewandter Mathematiker und Physiker, Studium
der Mathematik und Physik in Cambridge, arbeitete theoretisch und experimentell; ab 1923 Royal Society
Research Professor; Arbeitsgebiet Hydrodynamik mit Anwendungen von der Ozeanographie bis zum
I..chrschall{‘lug7 nach ihm benannt sind u. a. die ,, Taylor-Zahl“, “Taylor-Couette-Instabilitat*, ,, Taylor-
Wirbel“, , Rayleigh-Taylor-Instabilitédt* und ,, Taylor-Dispersion®.
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Stromungszustédnde mit unterschiedlicher Anzahl von ,, Taylor-Rollen® in Abhéngigkeit
von der Art der Beschleunigung. Diese ,,Losungen® existieren gleichzeitig zu identischen
stationdren Daten. Bei weiterer Erhohung der Drehgeschwindigkeit brechen die stati-
ondren Zustidnde zusammen, und es entsteht ein instationdrer Stromungszustand (wel-
lenartige Oszillation der Taylor-Rollen) zu nachwievor stationdren Daten. Wir werden
spater nochmal auf diese Phéanomene zuriickkommen.

Ausstromrandbedingungen

Wir betrachten nun wieder den Fall allgemeiner Randbedingungen mit Ty, # @ und fra-
gen nach der Existenz von Losungen der zugehorigen variationellen Formulierung (4.3.56)
im Funktionenraum H = HJ(Q,Tp). Der Beweis von Hilfsatz 4.1 verwendete an ent-
scheidender Stelle die Identitét (4.3.64). Diese gilt nun aber nur noch in der Form

(u-V,0) = §(n -, JoP)r,...
Das Randintegral rechts muss nun nicht notwendig positiv sein, z. B. bei dominierender
Einstromung durch die Randkomponente I',,s. Auf der Basis dieser Beziehung ldsst sich
nun mit der Argumentation des Hilfssatzes die Existenz von Lésungen nur noch unter
der Annahme hinreichend kleiner Daten in einer kleinen Kugelumgebung der Null in
J1(2; Tein U Test) zeigen. Ferner erhélt man die Eindeutigkeit dieser Losung auch nur in
dieser Kugelumgebung und nicht mehr, wie im Fall reiner Dirichlet-Randbedingungen, im
ganzen Raum Ji(€2; T U Test) . Insbesondere ist nicht bekannt, ob die triviale Lésung
v =0 und p =0 die einzige Losung des homogenen Problems

vAv+v-Vo+Vp=0, V-ov=0 in
mit den Randbedingungen
U gin Ul 'fest. — 0’ Vanv — PNy — 0>

ist. Im Fall reiner Dirichlet-Randbedingungen ist dies, wie man leicht zeigt, natiirlich
der Fall. Da die ,,do-nothing“-Randbedingung rein technischer Natur, ohne natiirlichen
physikalischen Gehalt ist, und insbesondere ein der Poiseuille-Stromung entsprechendes
Verhalten modellieren soll, wiirde die Existenz nicht-trivialer, sekundérer Losungen die
risikolose Verwendung dieser Randbedingung zur Beschreibung von Kanalstromungen in
Frage stellen. Es ist offen, ob dies ein modell-immanentes Problem ist, oder nur eine
Schwiche des Beweises darstellt. Ein scheinbarer Ausweg aus diesem Dilemma ist, den
Transportterm in der Formulierung (4.3.56) wie folgt zu ,,symmetrisieren:

(v-Vv,0) = a(v,v,9) == 3(v-Vo,¢) — (v V,v).
Fiir die neue nichtlineare Form gilt dann wieder

’Fl(u’,u?/u) = 07
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und die Aussage von Hilfssatzes 4.1 lasst sich mit analogen Argumenten beweisen. Diese
Modifikation erscheint vertriglich, da im Fall Ty = (0 gilt:

n(u,v,w) = (u-Vo,w).

Trotzdem ist diese Manipulation fragwiirdig, da durch sie der physikalische Gehalt des
mathematischen Modells wesentlich verdndert wird. Ausgehend von der variationellen
Gleichung

v(Vo, Vo) +n(v,v,0) = (p,V-v) = (f,9) Vo€ H,

erhdlt man fiir eine hinreichend glatte Losung {v,p} € H x L wieder durch partielle
Integration die Beziehung

/{—VAU + (v-V)v—Vp}pdr+ {vo,v—3(n-v)v—pn}-pdo =0, ¢eH.
Q TCaus

Hieraus ergibt sich fiir die modifizierte variationelle Formulierung die ,natiirliche* Aus-
stromrandbedingung

vO,v — (n-v)v — pnyr,,. = 0. (4.3.72)

Diese Bedingung ist offenbar bereits fiir die einfache Poiseuille-Stromung nicht erfiillt, so
dass sie als ungeeignet zur Modellierung von Kanalstrémungen erscheint. Die numerische
Berechnung einer Kanalstromung basierend auf dieser Formulierung ergibt tatséchlich
ein ,unphysikalisches“ Verhalten der Ausstromung; s. Abb. 4.20 (nach innen gebogene
Stromlinien).

Abbildung 4.20: Poiseuille-Stromung bei richtiger (links) und bei symmetrisierter (rechts)
Darstellung des Transportterms

4.3.2 Die instationidren Navier-Stokes-Gleichungen

Wir betrachten nun die instationdren Navier-Stokes-Gleichungen
ov—vAv+v-Vu+Vp=f, V-v=0, (4.3.73)
auf einem Orts-Zeit-Bereich  x [0,77, mit den Randbedingungen
U = 00 VUr, = v v, — P = 0,

und der Anfangsbedingung
Vjt=0 = UO .
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Die Existenz von Losungen fiir dieses variationelle Problem kann analog wie im stationéren
Fall mit Hilfe der Galerkin-Technik bewiesen werden unter Verwendung des vollstéindigen
Eigensystems {v;}ieny des Stokes-Operators in Jo(Q). Im Fall T, = 0 existiert fiir
beliebige Reynolds-Zahl Re = 1/v mindestens eine Losung. Die Eindeutigkeit dieser
Losungen erfordert wieder einschneidende ,, Kleinheitsbedingungen® an die Problemdaten.
Der Beweis basiert wieder auf einer charakteristischen Ungleichung fiir die Nichtlinearitét
des Problems. Zu (4.3.73) korrespondiert die variationelle Formulierung

(Oms @m) + V(VUm, Vo) + (U - VU, o) = (f, om) Vou € Hy, t >0, (4.3.74)

fiir die Galerkin-Approximationen v,,(t) = > " a(t)w; zu den Anfangsbedingungen

m

v (0) = Z(vo,wi)wi.

i=1

Die Existenz lokaler (eindeutiger) Losungen zu diesen Anfangswertaufgaben gewshnlicher
Differentialgleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen «;(t) ergibt sich mit Hilfe des Sat-
ze von Picard-Lindelof. Zum Nachweis ihrer Fortsetzbarkeit auf ganz [0,00) bendgen wir
eine gleichméBige a priori Schranke fiir die v,,(t) . Dazu wéhlen wir auf dem Existenz-
intervall [0,7] von v, als Testfunktion ¢ = v,,(t) in (4.3.74) und erhalten wieder bei
Beachtung der Identitét (v,,(t) - Vu,(t), v, (t)) =0:

1d
2dt
Durch Integration iiber [0,¢] C [0,T7] folgt:

[vm @ + VI Vem @I = (f(t), vm(t) -

t t t
om (82 + v / V02 ds < Lol |2 + Lo / V02 ds + 1! / 12 ds.
0 0 0

und damit die sog. ,,Energie-Ungleichung*

t t
lom(®)I + v / IVl dt < [0 + v / 12 dt. (4.3.75)

Diese Ungleichung liefert Kontrolle iiber die Galerkin-Approximierenden und erlaubt die
Konstruktion einer Grenzfunktion v = wv(t) € Ji(2), welche ,schwache* Losung von
(4.3.73) in folgendem Sinne ist:

T
0@ o@) = [ {(0.09) 4170, 99) + (0 To,) (4.3.76)
0
T
— [ e+ 00.000)

0
fiir alle hinreichend glatten Testfunktionen ¢ = ¢(¢). Fiir hinreichend kleine Problem-
daten ist diese schwache Losung wieder eindeutig. Die Frage nach der Regularitit der

schwachen Losung ist im instationdren Fall im allgemeinen noch offen. Bekannt sind fol-
gende Resultate:
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i) In zwei Raumdimensionen ist die schwache Losung eindeutig und fiir hinreichend glatte
Daten gleichzeitig auch , klassische“ Losung fiir alle Zeiten ¢ > 0.

ii) In drei Raumdimensionen ist die Regularitét der schwachen Losung fiir alle Zeiten
t > 0 ein offenes Problem. Bekannt ist die Existenz von glatten Losungen auf kleinen
Zeitintervallen 0 <t < T =T(v, | f], ) und auf ganz [0, c0) fur , kleine* Problemdaten.

iii) Der ,schwache® Existenzsatz liefert zeitlich ,,globale® Losungen mit der Eigenschaft

T «
/Hﬂ$ﬁ<m.
0

Eindeutigkeit (und hohere Regularitit) konnte bisher aber nur fiir Losungen mit der

Regularitét
T
/ |54 dt < oo
0

gezeigt werden. Die offensichtliche Liicke zu schlielen, ist eines der herausragenden un-
gelosten Probleme der angewandten Analysis.

4.3.3 Stabilitidt von Losungen

Wir wollen zum Schluss dieses Abschnittes noch einmal die Frage nach der physikali-
schen Relevanz der durch Satz 4.1 gelieferten ,mathematischen“ Losung der stationédren
Navier-Stokes-Gleichungen fiir groe Reynolds-Zahlen aufgreifen. Fiir Spalt- und Kanal-
stromungen sind z. B. durch die Couette- und die Poisseuille-Stromung solche Losungen
explizit gegeben.

Durch Vergleich mit dem Experiment sieht man, dass fiir groflere Reynolds-Zahlen
diese ,,mathematischen® stationdren Losungen nicht realisierbar sind, vielmehr tritt ein
Umschlag in instationéres bis hin zu chaotischem Verhalten (, Turbulenz“) auf. Wir wollen
uns hier aber nicht mit der Frage nach dem Wesen und der mathematischen Beschreibung
von Turbulenz beschéftigen. Vielmehr ist zunéchst zu untersuchen, wie der Umschlag von
einer zunédchst stationdren Stromung in eine instationére zustande kommt und ob dies
durch das vorliegende mathematische Modell beschrieben wird.

Dazu betrachten wir zunéchst wieder den Idealfall 9Q = I'p. Sei v € Ji(2) eine
stationére Losung des variationellen Navier-Stokes-Problems

v(Vu, V) + (v-Vou,p) = (f,p) Yo e 1(Q). (4.3.77)

Wir wollen nun untersuchen, wie sich diese Losung unter kleinen Storungen verhélt. Dazu
betrachten wir fiir eine Stérung 60° € J;(Q) das instationiire Problem

(00, 0) +v(VO, V) + (0-Vi,0) = (f,¢) Yo e Ji(2), t>0, (4.3.78)

mit der Anfangsbedingung —o = v+ 0v”. Wir nehmen an, dass dieses gestérte Problem
eine (eindeutige) Losung mit o(t) € J;1(Q) besitzt. Die Differenz w(t) := v — 0(t) erfiillt
dann die ,,Storungsgleichung*

(Ow, @) + v(Vw, Vo) + (w - Vo, @) + (v-Vw,p) = (w- Vw, ), (4.3.79)
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fir v € J1(2), t > 0, und wy—g = 6v°. Die Frage nach der ,Stabilitét* der stationéren
Losung v ist nun gleichbedeutend mit der Frage nach dem Verhalten der Stérung w(t) fiir
t — oo. Wir unterscheiden (fiir kleine Stérungen §v° € Jo(Q2)) ,,exponentielle Stabilitéit*,

lw(®)]] ~ Ae™]|6v°[l, ¢ >0,
und ,,exponentielle Instabilitat,
lwt)|| ~ AeTet||50°)|, ¢ > 0.
Dieses Konzept ist orientiert am Modellfall der (verallgemeinerten) Stokes-Gleichung
(Oyw, @) + v(Vw, V) + (aw,p) =0 Yo € J;(Q),

bei der Wachsen oder Fallen charakterisiert ist durch den kleinsten Eigenwert A; > 0 des
Stokes-Operators S geméf

lw(@)]| ~ e @800, t > 0.

Exponentiell instabile Losungen lassen sich naturgeméf experimentell nicht realisieren, da
hier die unvermeidbaren kleinen Stérungen (Randrauhigkeit, Einstromprofil, etc.) sofort
exponentiell verstarkt werden und die ,,ideale* Losung verdecken.

Wir beweisen dazu als erstes den folgenden Satz:

Satz 4.2 (Hydrodynamische Stabilitéit): Fine Lisung v € J1(Q) der Navier-Stokes-
Gleichungen mit 0Q) =T'p ist (unbedingt) exponentiell stabil unter der Bedingung

v Vol <1 baw. Ev7?flloi< 1. (4.3.80)
Beweis: Ausgehend von der Stérungsgleichung (4.3.79) erhalten wir mit ¢ = w fiir ¢ > 0
die Abschétzung

1d
s llel” +vIVelP = =(w- Vv,w) < [ Vul?[[ Vel

bzw. J
@wa +2(v = & Vo) Vw|* <0.

Wir multiplizieren diese Ungleichung mit e,

d
2 (llwl?) +2(v = 2 Vol)e™ [ Vw|* < ae™w]* < aye™|[ Ve,

und erhalten nach Integration iiber die Zeit

t
lw(®)]* + 6_”’5/0 e (2(v = E[IVul]) — ay) ds < e lov”||.
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Dies impliziert, dass die stationdre Losung v exponentiell stabil ist unter der Kleinheits-
bedingung ¢?||Vo|| < v. Im Hinblick auf die Abschiitzung (4.3.66) ist diese Bedingung
erfiillt, wenn gilt: 2| f||-1 < 2. Q.E.D.

Wir sehen, dass dieselbe Kleinheitsbedingung, welche die Eindeutigkeit der stationdren
Losungen sichert, auch deren exponentielle Stabilitat garantiert. Schiarfere Aussagen zur
Stabilitdt von stationédren Losungen liefert die sog. ,lineare Stabilitdtstheorie® der Hy-
drodynamik. Diese sucht Kriterien fiir Stabilitdt oder Instabilitdt durch Untersuchung
des unsymmetrischen Eigenwertproblems zur (linearisierten) Storungsgleichung (4.3.79)
Zu gewinnnen:

v(Vw, Vo) + (w -V, @) + (v-Vw,p) = MNw,p) Yo e Ji(Q). (4.3.81)

Wenn alle Eigenwerte positiven Realteil haben, Re A > 0, wird in Analogie zum linearen
Modellproblem Stabilitéit erwartet, anderfalls Instabilitdt. Das Eigenwertproblem muss
im Fall einer konkreten Losung v numerisch gelost werden. Nur in Ausnahmefillen fithrt
eine analytische Untersuchung zu brauchbaren Resultaten. Auf diesem Wege kénnen aber
nur Aussagen iiber , bedingte® Stabilitéit, d. h. Stabilitét fiir hinreichend kleine Storungen,
gemacht werden.

Satz 4.3 (Lineare Stabilitit): Wenn alle Figenwerte der Aufgabe (4.3.81) positive Re-
alteile Re A > 0 haben, so ist jede stationdre Lisung der Navier-Stokes-Gleichungen mit
00 = I'p bedingt, d. h. gegeniiber kleinen Storungen, exponentiell stabil. Andernfalls ist
sie instabil.

Beweis: Wir verweisen im wesentlichen auf die Literatur. Das Eigenwertproblem (4.3.81)
ist das des Operators (fiir festes v € J;(£2))

Lw)w := Sw+ (v-V)w+ (w- V),

in Jo(€2), wobei S : D(S) C Jo(Q) — Jo(£2) wieder der oben eingefiihrte Stokes-Operator
ist. Der Operator L(v) ist auch auf D(S) C Jo(2) definiert und stellt eine ,relativ-
kompakte“ Storung des Stokes-Operators dar. Die Spektraltheorie invers-kompakter Ope-
ratoren im Hilbertraum liefert daher die folgenden Aussagen:

i) Das Spektrum des Operators L(v) besteht nur aus abzdhlbar vielen Eigenwerten
Ax € C, welche endliche Vielfachheiten haben und sich im Endlichen nicht h&ufen kénnen.
Ferner gibt es eine untere Schranke fiir ihre Realteile.

ii) Es existiert ein in Jo(2) und Ji(2) vollstdndiges System von Hauptvektoren {wy, k €
N}, so dass jedes w € Jo(2) eine Entwicklung der folgenden Form besitzt:

o0
w = E AWy ,
k=1

mit gewissen Koeffizienten ay, = ax(w) .

Die Eigenwerte A seien nach der Grofle ihrer Realteile geordnet:

Red < ... <Rel, < ...
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Die Anfangsstérung habe die Entwicklung

o0

5v° = Z ajwy, .
k=1
Dann erhélt man durch den Ansatz
o0
w(t) == Zagpk(t)e_)"“twk, t>0,
k=1

die (eindeutige) Losung der linearisierten Stérungsgleichung
ow+ Sw+ (v-Vyw+ (w-Vvo=0, t>0, w(0)=d"

Dabei sind pi(t) geeignete Polynome mit p(0) = 1, welche von der Nichtnormalitéit
des Problems herrithren. Im Falle Re ), > 0 fiir alle & € N erschlieft man hieraus
(nicht-triviall), dass

Jw(t)|| < A(L+#)"e M50, ¢ > 0.

mit gewissen von dv° unabhingigen Konstanten A > 0 und m € N. Wir bemerken, dass
diese Aussage im Fall symmetrischer Probleme mit A =1 und m = 0 gilt. Dies beweist
die Aussage des Satzes fiir den Fall einer linearen Storungsgleichung. Fiir die Ubertragung
dieser Aussage auf die uspriingliche nichtlineare Storungsgleichung muss auf die Literatur
verwiesen werden. Q.E.D.

Die Aussagekraft von Satz 4.3 fiir reale Strémungen ist eine delikate Frage. Wir wollen
dies durch zwei Beispiele illustrieren.

Beispiel 1: Couette-Stromung
Die Couette-Stromung v = (v, v9, v3) mit den Komponenten

vi(z) =23, o) =v3(x) =0,

erfiillt die Haftrandbedingung v(z1, z2,0) = 0 und auerdem die (,kiinstliche®) Randbe-
dingung vy (z1,x9,1) = 1. Zusammen mit der trivialen Druckfunktion p = 0 geniigt sie
den Navier-Stokes-Gleichungen. In diesem Fall erhélt die Eigenwertgleichung (4.3.81) die
Form

v(Vw, Vo) + (ws, ¢1) + (23010, ) = Mw, @) Ve € J1(Q).

Es lidsst sich zeigen, dass alle Eigenwerte positive Realteile haben. Dies fiihrt zu dem
Schluss, dass die Couette-Stromung fiir alle Reynolds-Zahlen stabil ist. Dies widerspricht
aber der experimentellen Beobachtung, dass diese stationdre Stromungsform im Bereich
Re ~ 300 — 1500 (je nach experimenteller Sorgfalt) instabil wird.

Beispiel 2: Poiseuille-Stromung
Die Poiseuille-Stromung v = (v1, vg, v3) mit den Komponenten

(@) =1— (23 +23), vy=v3=0,
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ist zusammen mit der Druckfunktion p(x) := —4Re 'z, eine Losung der Navier-Stokes-
Glei- chungen. In diesem Fall erhélt die Eigenwertgleichung (4.3.81) die Form

v(Vw, V) + (—2z5ws — 2z3ws, 1) + (1 — 23 — 23)01w, ) = Mw, ) Vo € J1(Q).

Es lésst sich zeigen, dass bis zu einer , kritischen* Reynolds-Zahl Rey,.; ~ 5772 alle Eigen-
werte positive Realteile haben. Fiir kleinere Reynolds-Zahlen ist die Poiseuille-Strémung
also gemafl der Theorie stabil. Dies widerspricht aber wieder der experimentellen Beob-
achtung, dass diese stationdre Stromungsform irgendwo im Bereich 1000 < Re < 10000
(je nach experimenteller Sorgfalt) instabil wird.

Eine Erklarung fiir dieses Versagen der Theorie besteht in der Unsymmetrie des Ei-
genwertproblems (4.3.81). In diesem Fall geniigt es zur Bestimmung der Stabilitét nicht,
nur die Eigenwerte zu betrachten; stattdessen muss auch der Wachstumsfaktor A(1+¢)™
in Betracht gezogen werden. Selbst bei Eigenwerten mit positivem Realteil kann dieser so
grof sein, dass auch kleine Storungen zunéchst so verstiarkt werden, dass der Giiltigkeits-
bereich der Linearisierung verlassen wird und nichtlineare Mechanismen die Losung zum
sexplodieren bringt. Der im Rahmen der linearen Approximation spéter einsetzende ex-
ponentielle Abfall kommt dann gar nicht mehr zur Wirkung. Bei der Poisseuille-Stromung
ist der Verstirkungsfaktor fiir Re > 549 bereits grofler als 1000 .

Wir wollen den erwdhnten Mechanismus anhand zweier einfacher Beispiele illustrieren.

a) Ein ODE-Modell:
Als erstes betrachten wir das einfache System von gewthnlichen Differentialgleichungen

w1 + vwy, + we = 0, (4.3.82)

Hier stehen vwv; fiir die Diffusionsterme und ws in der ersten Gleichung fiir die Kopplung
im Transportterm der linearisierten Storungsgleichung der Navier-Stokes-Gleichungen.
Die zugehorige Koeffizientenmatrix
v 1
A fr—
0 v

ist unsymmetrisch; der einzige Eigenwert A = v hat die algebraische Vielfachheit 2. Es
liegt hier also gerade die oben beschriebene Situation vor. Fiir dieses lineare System lésst
sich die Losung zum Anfangswert w(0) = w® explizit angeben:

0 0 0

wy(t) = e ) —te ™ wy,  wy(t) = e M ws.

Wir erkennen den exponentiellen Abfall der zweiten Komponente und das zunéchst li-
neare zeitliche Wachstum der ersten Komponente iiber ein Anfangsinterval [0,v7!] auf
GroBe wi(r™) = vte twy, bis der exponentielle Abfall eintritt. Die Komponente ws
wirkt also in der ersten Gleichung wie ein Katalysator, der obwohl selbst exponentiell
abnehmend doch w; zunéchst einmal zum anwachsen bringt. Dieser spétere exponenti-
elle Abfall ist dann irrelevant, wenn durch das Wachstum auf GroBe v—'w{ bereits der
Giiltigkeitsbereich fiir die linearisierte Betrachtung verlassen wird.
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b) Ein Stromungsmodell:

Als néchstes betrachten wir eine sehr einfache Stromungskonfiguration: die Stromung in
einem unendlich langem geraden Rohr ©Q = R X w mit der x;-Achse als Mittelachse und
ebenem Querschnitt w in der (xq,x3)-Ebene. Getrieben wird die Stromung durch eine
Volumenkraft (z.B. Schwerkraft) f = (fi(x2,23,t),0,0)7 in z;-Richtung. Die Losung
habe eine Form wie die Poiseuille-Stromung (x;-unabhéngig):

v = (v(@,23,1),0,0)",  p=p(z,t).
Die Navier-Stokes-Gleichungen lauten hierfiir:
Oy —vAv +0ip= f1 inw, vy, =0.
Die zugehorige linearisierte Storungsgleichung lautet:

Qtwl — Z/Aw1 + vlalwl + 821)11112 + 831}1’1113 + 81q = 0,
c?twg — VAU)Q + vlﬁlwg + 02(1 = 0.,
8tw3 — VAwg + 1)18111)3 + 83(] = 07

mit der Inkompressibilitdtsbedingung dyws + d3ws = 0 und den Rand- sowie Anfangs-
bedingungen wya, = 0 und wy—o = w?. Selbst dieses einfache Problem ist noch zu
kompliziert, um es analytisch zu losen. Wir nehmen daher zur weitern Vereinfachung an,
dass die gestorte Losung {w, ¢} unabhingig von z; sind. Dies korrespondiert etwa zur
Annahme einer Fliissigkeit in einem langen vertikalen Rohr unter Einwirkung der Gra-
vitation oder in einem langen rotierenden Rohr mit variabler Rotationsgeschwindigkeit.
Unter dieser zusétzlichen Annahme vereinfacht sich die Strérungsgleichung zu

Orwy — vAw; + Gyv1wy + O3v1w3 =0,
Oywy — vAw, + +0:q =0,
Oyws — vAws + +03g=0.

In diesem System bilden die Gleichungen fiir die Komponente @ := {ws, w3} zusammen
mit der Inkompressibilitdtsbedingung Oyws + 03wz = 0 ein zweidimensionales Stokes-
Problem. Wir sind also in einer dhnlichen Situation wie im obigen ODE-Beispiel. Fiir
das definite Stokes-System erhélt man unabhéngig von der ersten Gleichung eine a priori
Abschiitzung der Form (Ubungsaufgabe)

lo@)l < e fla"|l, t>0,

mit £ = diam(w) . In der ersten Gleichung tritt der Druck nicht mehr auf. Unter Ausnut-
zung des Resultats fiir @w gewinnt man daher fiir die erste Komponente w; wieder eine
Abschétzung der Form

lwr ()] < ce™ " {tllwil| + [|0°]}, > 0.
Bemerkung 4.2: Eine alternative Erklarung fiir das Versagen der auf Eigebwertabschéit-
zungen basierten Stabilitéitstheorie verwendet das Konzept der ,,Pseudo-Spektren® nicht-
normaler Operatoren (s. die Monographie von Trefethen & Embree [63] und den numerisch
orientierten Artikel von Gerecht et al. [109] sowie die dort erwihnte Literatur).



146 Incompressible und schwach-kompressible Fluide

Nichtlineare Stabiliit

Wir haben gesehen, dass die lineare Stabilitdtsanalyse bei stationdren Losungen der
Navier-Stokes-Gleichungen kein sicheres, hinreichendes (wohl aber ein notwendiges) Kri-
terium fiir Stabilitdt liefert. Eine weitere Schwéche besteht in der Beschrénkung die-
ses Ansatzes auf stationdre Losungen. Im allgemeinen Fall kann man eine sog. ,nicht-
lineare® Stabilitdtsanalyse durchfiihren, die ein hinreichendes (aber i. Allg. sehr pessi-
mistische) Stabilitdtskriterium ergibt. Sei v eine (nicht notwendig stationire) Losung
der Navier-Stokes-Gleichungen und w wieder eine Stérung, welche die Stérungsgleichung
(4.3.79) erfiillt. Durch Wahl der Testfunktion ¢ = w und Ausnutzung der Eigenschaft
(v-Vw,w) = (w- Vw,w) =0 erhalten wir

1d, 5 B
i%HwH +v||Vw||* + (w - Vo, w) = 0.

Durch Integration itber [0,¢] und Verwendung der Schreibweise (w- Vv, w) = (Vv w,w)
folgt

Iw(t)||2+2/0 IVl + (Vow,w)} ds = [lw(0)||*.

Strikte Stabilitéit
sup [lw(t)]] < [Jw(0)]],
>0

liegt also vor, wenn v||Vwl||? + (Vow,w) > 0 ist. Letzteres ist dquivalent dazu, dass die
symmetrische Eigenwertaufgabe

v(Vw, Vo) + 2({Vo+ Vo' Y w, ) = Mw, p) Ve € J1(Q), (4.3.84)

nur nicht-negative Eigenwerte hat. Dies ldsst sich bei bekannter Grundlosung v wieder
numerisch durch Berechnung der kleinsten Eigenwerte iiberpriifen. Wir betonen, dass
dieses Kriterium fiir Stabilitéit zwar hinreichend aber i. Allg. nicht notwenig ist. In der Tat
sind die so gewonnenen Stabilititsgrenzen fiir praktische Zwecke meist zu pessimistisch.

4.3.4 2D-Approximation und Stromfunktionsformulierung

Héufig kann die reale Stromungskonfiguration durch ein zweidimensionales Modell aus-
reichend genau angenédhert werden. Beispiele sind die Kanalstréomung in rotationssymme-
trischer Néherung (Zylinderkoordinaten) oder die Stromung iiber eine sehr breite Stu-
fe (kartesische Koordinaten); s. Abb. 4.21. In diesen Féllen konnen die Navier-Stokes-
Gleichungen durch Einfithrung einer sog. ,,Stromfunktion“ in einfacherer Form geschrie-
ben werden; insbesondere kann man sich von der Nebenbedingung V - v = 0 befreien.

Ein Beispiel fiir ein wesentlich zweidimensionales Problem ist die Stromung durch
einen sehr breiten Kanal, wobei der Stromungszustand bzgl. der so ausgezeichneten z-
Richtung als konstant angenommen wird. Wir beschrinken uns der Einfachheit halber
auf den stationaren Fall, d. h.: dyv = 0. Erweiterungen fiir die instationdren Navier-
Stokes-Gleichungen sind leicht moglich. Weiter seien zunéchst entlang des ganzen Randes
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Abbildung 4.21: Konfiguration einer wesentlich zweidimensionalen Stufenstromung

Dirichlet-Bedingungen gestellt, 02 = I'p. Der Einfachheit halber habe 92 nur eine
Randkomponente. Wir fithren als neue Stromungsgréfien eine sog. ,,Stromfunktion® W
und eine ,, Wirbelstédrke* w ein durch

v =10t(V) = (0¥, — V)T, w=rot(v) = Dvy — vy = —AV.

Dabei ist die ,skalare Rotation rot(¥) gerade L*-adjungiert zur iiblichen , vektoriellen*
Rotation rot(v):

(rot(v), ®) = (v,Tot(®)), v € Hy(Q)? &€ HY (D).

Die Setzung v = rot(¥) ist zunichst heuristisch. Wegen div(rot(¥)) = 0 entsteht
aber kein Widerspruch zur Divergenzfreiheit von v. Wir setzen diese Beziehungen in die
Navier-Stokes-Gleichungen ein und wenden den Rotations-Operator an,

—vrot(Av) + rot(v - Vo) + rot(Vp) = rot(f).

Dies ergibt unter Ausnutzung der Identitdt rot(v - Vv) = rot(v)div(v) + (v- V)rot(v) die
sog. ,, Wirbeltransport-Gleichung*:

—vAw + (rot(¥) - V)w = rot(f). (4.3.85)

Durch Anwendung des Divergenz-Operators auf die Navier-Stokes-Gleichungen erhalten
wir eine Gleichung fiir den Druck:

Ap=V-[f—2{(0,0¥)* — 0; 0OV }. (4.3.86)
Fiir die Stromfunktion W ergibt sich weiterhin wegen w = —AW die Gleichung
VAR — (1ot (V) - V)AY = vA?U + 05 (9, WAY) — 91 (0, WAY) = rot(f).  (4.3.87)

Dies ist eine skalare (nichtlineare) Differentialgleichung 4-ter Ordnung. Sie ist vom ellip-
tischen Typ. Die Existenz von Losungen werden wir im Anschluss untersuchen. Zu jeder
Losung W erhilt man durch v := rot(¥) eine (divergenzfreie) Losung der (stationdren)
Navier-Stokes-Gleichungen. Damit ist die Losung dieses Systems von Gleichungen mit
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der Zusatzbedingung V - v = 0 reduziert auf die Losung einer skalaren Gleichung oh-
ne Zusatzbedingung; diese ist allerdings eine Gleichung 4-ter Ordnung. Die Losung von
(4.3.87) erfordert die Angabe von konsistenten Randbedingungen. Sei ein Punkt a € 99
fixiert und s der Bogenldngenparameter mit Ursprung in «. Dann setzen wir mit der
Randvorgabe v? = Vjoq

U(s) := /05 n(s)-v(s)ds, 0,9(s) =71-0%(s) aufdQ. (4.3.88)

Fiir das durch v :=rot(¥) definierte Vektorfeld gilt dann unter Beachtung von

62\11 _ ’I’Lgan\IJ + 7-287—\1’ _ an\ll no + (97-\1/ T2 )
—81\11 —nlan\I’ — 7'187—\1/ —nNnq —T1

automatisch auf 9 :
v = (n-rot¥)n + (110t W) = 8,¥n + 9,97 = n - von + 7097 = 1?2,

Eine Stromfunktion mit diesen Eigenschaften gehort damit zu einer Losung des gestellten
Navier-Stokes-Problems. Nachdem W und v bestimmt sind, erhélt man einen zugehérigen
Druck etwa aus der Poisson-Gleichung (4.3.86) mit den Randbedingungen

p(s) == /OST- (f +v(Av) = (v-V)v)ds auf 9Q.

Die Existenz einer Stromfunktion wird wieder mit Hilfe der Variationsmethode bewiesen.
Wir verwenden die Sobolew-Raume

H*(Q) = {p € L*(Q)| Vi € L*(Q)?, V¢ € L} (Q)*?},
H3(Q) = {p € H*(Q)| pjoa = Oupjon = 0}.

Auf H?(Q) wird die folgende semi-lineare Form definiert:
CL(\I/, CI)) = V(A‘I’, A‘I)) — (31\IJA\I/, 82‘1)) =+ (aQ\I/A\I/, 81<I>)

Die variationelle Formulierung der Gleichung (4.3.87) fiir die Stromfunktion sucht nun ein
U € H?(Q), welches die Randbedingungen (4.3.88) erfiillt und

a(U; ®) = (rot(f),®) VP € H2(Q). (4.3.89)

Satz 4.4 (Stromfunktion): i) Die variationelle Formulierung der Ranwertaufgabe
(4.5.89) und (4.3.88) besitzt fir jeden Wert von v eine Losung VW € H?*(Q) . Fir hinei-
chend kleine Daten ist diese Lisung wieder eindeutig bestimmit.

ii) Durch v = rot(V) erhdlt man dann eine (schwache) Losung v € J1(Q) +v? der
Navier-Stokes-Gleichungen

v(Vu, Vo) + (v- Vo, ) = (f,9) Ve € L1(),

zu der Dirichlet-Randbedung vjpn = v,
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Beweis: i) Wir skizzieren den Beweis fiir den Spezialfall v9 = 0 Die Bilinearform
(AT, AD)

ist ein Skalarprodukt auf HZ(L2). Dies folgt aus Regularititsresultaten fiir den Laplace-
Operator; insbesondere ist A : H} () N H*(Q2) — L*(Q) ein Isomorphismus,

V20| < c|A®|, @€ Hy(2) N H*(Q).

Ferner definiert die rechte Seite (rot(f),¢) ein stetiges lineares Funktional auf HZ(€2).
Der Darstellungssatz von Riesz liefert damit die (eindeutige) Losbarkeit der linearen Glei-
chung
v(Ay, A®) = (r0t(f),) VP € Hi(Q),
zu den Randbedingungen (4.3.88). Das entsprechende Resultat fiir das nichtlineare Pro-
blem ergibt sich wieder mit Hilfe der Galerkin-Technik. Diese basiert in diesem Fall auf
der Identitét
(TAT, ,0) — (VAT 0, ¥) = 0.

Als Nebenproduckt folgt noch die Eindeutigkeit der Losung fiir kleine Daten. Die Ver-

vollstédndigung dieses Argument sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

ii) Fiir v:=rot(¥) und ¢ :=rot(P) gilt dann wegen AV = rot(rot(¥)) weiter
V(rot(v)xot(ap)) + (U : VU7 (10) = V(VU, v(p) + (1} : VU? (10) = (f7 (10)

Jedes ¢ € J1(Q) ldsst sich nun als Rotation eines ® € HZ(Q) darstellen, was wir im
Anschluss noch beweisen werden. Damit ergibt sich dann, dass v € J;(£2) Losung der
Navier-Stokes-Gleichungen in schwacher Form ist. Die Existenz eines zugehorigen Drucks
p € L3(Q) folgt dann wie in Satz 4.1.

iii) Wir wollen nun noch die Beziehung rot(HZ(Q2)) = Ji(2) beweisen. Die Inklusi-
on rot(HZ(Q)) C Ji(2) ist offensichtlich. Zum Nachweis von J;(2) C rot(HZ(Q)) sei
zuniichst ¢ € J; N C(Q)?, d. h. als beliebig oft differenzierbar und mit kompaktem
Trager in €, angenommen. Mit einem beliebigen aber fest gewéhlten Punkt a € 09
definieren dann fiir = €

O(z) := / - nds, (4.3.90)

wobei C, eine beliebige, stiickweise glatte Kurve in { von a nach z ist. Diese Definition
ist unanhéngig von der speziellen Wahl vom Aufpunkt a und der Kurve C,, da wegen
V - =0 fiir jede geschlossene Kurve C' gilt:

/go-ndS: V.pdr =0,
c Qc
wobei Q¢ das von C' umschlossene Gebiet bezeichnet. Aus der Identitét

/ rot(®) - nds = {n102® — ny0, P} ds = 0;® ds

© Ce Cy

:q)(x)—@(a):/ p-nds

x
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ergibt sich wegen der Beliebigkeit der Kurve C,, dass ¢ = rot(®). Die so konstruierte
Funktion ® ist in HZ(Q). Dies sieht man durch Ausnutzung der folgenden Identitéit fiir
x € 00:

@(x)—@(a)z/xgp-ndSZO.

Dieses Argument ist nun fiir Punkte = in einem ganzen Randstreifen anwendbar, woraus
auch V®5o = 0 folgt. Um uns von der Glattheitsvoraussetzung zu befreien, verwen-
den wir ein Approximationsargument. Sei ¢ € J1(€) beliebig und (g )reny C P(Q) eine
approximierende Folge: ||[V(or — ¢)|| — 0. Fiir die zugehérigen, gemif (4.3.90) kon-
struierten Funktionen @, € HZ() ist dann (Vrot(®;))ren eine Cauchy-Folge in L*(Q)
mit Limes V. Da ||[Vrot(-)|| dquivalent zur Norm von HZ(Q2) ist, wird (®x))ren auch
eine Cauchy-Folge in HZ(Q) mit Limes ®. Offenbar ist rot(®) = ¢, was den Beweis
vervollstandigt. Q.E.D.

Die Ubertragung der obigen Diskussion fiir a) den Fall einer freien Ausstromrandbedin-
gung und b) fiir die instationdren Navier-Stokes-Gleichungen ist mit einigem technischen
Mehraufwand mdoglich und wird dem Leser als Ubungsaufgabe gestellt.

Bemerkung 4.3: Auf mehrfach zusammenhéngenden Gebieten (wie z. B. bei der Um-
stromung eines Hindernisses im Kanal) liegen die Dinge etwas komplizierter. Wir bezeich-
nen den dufleren Rand des Gebiets mit I'y und die Rénder im Inneren mit I';, i =1,..., N .
Auf Ty werden an die Stromfunktion ¥ wie vorher die Randbedingungen (4.3.88) ge-
stellt. Im Innern werden dagegen ausgehend von der Haftbedingung vy, =0, ¢ =1,..., N,
die Bedingungen

U=g¢, 0,0 =0 aufl; (i =1,...,N),

gestellt, wobei ¢; freie Konstanten sind. Diese Konstanten miissen zusammen mit W
durch Losung des Randwertproblems bestimmt werden.

4.3.5 Konfigrationen mit Rotationssymmetrien

Im Gegensatz zu den ebenen Stomungen, welche mehr Modellcharakter haben, besitzen die
rotationbssymmetrischen Strémungen auch eine gewisse praktische Bedeutung. Zu diesen
gehoren z. B. Umstromungen rotationssymmetrischer Kérper und Stromungen im Spalt
zwischen rotierenden konzentrischen Zylindern oder Kugeln bei kleinen bzw. moderaten
Reynolds-Zahlen. Zur Ausnutzung der Rotationssymnmetrie miissen die Zustandsglei-
chungen in ein Koordinatensystem transformiert werden, welches die Winkelkoordunate,
bzgl. derer Invarianz vorliegt, explizit enthalt. Bei der Umstromung rotationssymmetri-
scher Korper und beim Zylinderspaltproblem leisten dies das Zylinerkoordinatensystem
und fiir das Kugelspaltproblem das Kugelkoordinatensystem.
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Zylinderkoordinaten

Die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) sind gegeben durch die folgenden Beziehungen zu den
kartesischen Koordinaten (x,v, z):

x=rcos(p), y=rsin(y), z=z,
mit der lokalen Basis

e, = (cos(x),sin(x),0), e, = (—sin(y),cos(p),0), e.=(0,0,1).

Yy

Abbildung 4.22: Konfigurationsskizze zu Zylinderkoordinaten

Der Geschwindigkeitsvektor @ = (u,v,w) hat dann die Darstellung
U = ue, + vey, + we,
wobel man beachten muss, dass @(x,y,z) = U(r,¢,z) die Momentangeschwindigkeit

in ,Richtung® ¢, aber nicht die Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Fiir einen Skalar
O(x,y,2) = O(r, v, z) ergibt sich

1
VO =0,De, + ;QO(I) e, +0,Pe,

1 1
div(v) = ;8,»(7‘“) + ;Qov + d,w,
1 1 1
rot(v) = (;Qow — 8ZU) e, + (0.u — d,w)e, + (;&(rv) - ;Qou) €.

Mit der Bezeichnung
1 1., 9
A= ;&(r&) + ﬁag, + 02
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fiir den transformierten Laplace-Operator gehen die Navier-Stokes-Gleichungen (im Fall
f=0) tber in

1 1 1 1
Oy — V(Au — U - 2—2@1}) +udyu + —voy,u + wou — —v2 4+ 0,p =0,
r r r r

1 1 1 1
v — V(Av - v = 2—28¢u> + u0,v + —v0,v + wo,v — —uv + Opp = 0, (4.3.91)
r r r r
1
Ow — vAw + ud,w + —vd,w + wo,w + 0.p = 0.
r
Bei rotationssymmetrischen Stromungen sind alle Geschwindigkeitskomponenten sowie

der Druck unabhéngig von der Winkelvariablen ¢, d. h.: Insbesondere gilt d,u = 0,v =
OJ,w = O,p = 0. Die Navier-Stokes-Gleichungen vereinfachen sich dann zu

1 1
ou — V(Au - —2u) + udu + wou — —v* + 0.p =0,
r r

1 1
v — y(Av - —21)) + udv + wd,v — —uv =0, (4.3.92)
r r
ow — vAw + ud,w + wo,w + d,p = 0,
mit A :=7r719,(rd,) + 92 . Die Divergenzbedingung
1
div(v) = ;Gr(m) +0,w=0 (4.3.93)

kann wieder durch Einfithrung einer ,,Stromfunktion“ ¥ erfiillt werden:
1 1
u=-0,v, w=-—-0,V.
r r
Die neuen Zustandsvariablen sind dann:

- Stromfunktion W,

- Umfangskomponente v,

- Umfangswirbelkomponente ¢ := d,u — 0w,
- Moment der Umfangskomponente & :=rv,
- Druckfunktion p.

Zur Herleitung von Differentialgleichung zur Bestimmung dieser Zustandsvariablen
fithren wir den folgenden Differentialoperator ein:

D= rar(%ar) + 2.
Die Stromfunktion ¥ ist mit der Wirbelkomponente verkniipft durch die Beziehung
DV = r¢. (4.3.94)
Fiir das Moment der Umfangskomponente haben wir

0P —vDO® 4+ 10, P + wd, P = 0.
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und durch Einsetzen der Stromfunktion
1
0P —vD®+ -0,(0,90,® — 0,V0,P) = 0. (4.3.95)
T

Fiir die Wirbelkomponente erhalten wir aus den Navier-Stokes-Gleichungen die zugehorige
Wirbeltransportgleichung

0, — VA + Opu€ + ud,£ + O, wé + wo. € — gvazv =0, (4.3.96)
T

mit dem Term 1
A= 0.(Du) — 5 0.u — 0,(Dw).
r

Die Divergenzbedingung (4.3.93) ergibt 0,u = —r~'u — d,w und somit weiter
1 2
& — VA — —ué 4+ u0,& + wd.& — —vd,v = 0. (4.3.97)
r r
Der Term A lésst sich noch weiter vereinfachen:
1 2 1 3 1 2 1 3 2
A= -0,0u+ 0.0:u— =0u—0.w— —-0:w+ 0w+ J;u — 0w
r r2 r r2
1 1
=0+ -0,6 — 5E+ 02
r r
1 1
= 0,(;0.(r9)) + 02 = ~D(r¢).
Mit der neuen Variable 7 :=r¢ geht daher (4.3.97) tiber in

1
o —vDn+udn + 2;u77 + wd,n — 2v0,v = 0.

Kombination dieser Beiechung mit DW = 7 liefert dann eine Differentialgleichung vierter
Ordnung fiir die Stromfunktion:

DO — vD*U + 18,2\118T(D\IJ) — 2%8Z\IJD\IJ — 18,0\1182(D\Il) —2v0,v =0,
r r r
bzw.
DOV — vD*WU + 1((9,ﬂ(8Z\I!D\I!) — GZ(GT\I/D\I!)) — %GZ\I/D\I/ — 200,v = 0. (4.3.98)
r r

Mit Hilfe der Gleichungen (4.3.95), (4.3.98) und der Navier-Stokes-Gleichung (4.3.92)
konnen nun die Groflen @, U und v berechnet werden. Da diese Zustandsgleichungen
nicht den Druck p enthalten und keine Nebenbedingung wie die Divergenzfreiheit zu
berticksichtigen ist, gestaltet sich die Losung dieses parabolischen Systems einfacher als
die der urspriinglichen Gleichungen (4.3.92). Nach Bestimmung der Groflen ®, ¥ und
v konnen die weiteren Groflen uw,w und p aus (4.3.92) ermittelt werden. Geeignete
Randbedingungen ergeben sich aus den Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit o'.
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Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten (r,¢,#) sind gegeben durch die folgenden Beziehungen zu den

kartesischen Koordinaten (z,y,2):

x =rcos(p)sin(f), y=rsin(p)sin(d), z=rcos(d),

mit der lokalen Basis

e, = (cos(p) sin(0), sin(p) sin(d), cos(h)),
€p = (7 Sin(‘P)v COS(‘P)? 0),
eg = (cos(p) cos(h), sin(p) cos(d), — sin(6)).

P

Yy

Abbildung 4.23: Konfigurationsskizze zu Kugelkoordinaten

Die Geschwindigkeitskomponenten in r, ¢, -Richtung bezeichnen wir mit w, v, w. Fiir

einen Skalar ®(x,y,z) = ®(r, p,0) gilt dann

1
Vo =09.de, + 0, e, + —0pP ey,
r

1
rsin(yp)
und fiir den Geschwindigkeitsvektor ' = ue, + ve, 4+ wey :

1 1

div(v) = T%ar(ﬁu) + rsin(0) 0,0 + rsin(0) Op(sin(0)w),
rot(v) = rsirll(é’) (Dp(sin(0)v) — O w)e, + %(r@rw — Dpu)e, + (

1
rsin(f) Opu

- %&(rv)) eq.
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Die Navier-Stokes-Gleichungen gehen dann fiir f =0 iiber in

2 2 2 2 cot(6)
8tu - I/(Au - ﬁu - m@,v — ﬁagw - 7"2 U})

v w 1
Oy ——F—0 —Opu — —(v* N+ 0.p=0
T u+rsin(9) Pt ot o T(U Fw)+0p =0,

2 2 cos() v
A+ —=2 Bk S
O V( v r2 8111(9) Opu ¥ 72 sin?(6) o sin2(9)>
w u  cot(h)
+u8rv+ ( ) vv—k—@gv—&——v—k " vw+rsin(9)8v,p:0,

2(:0:5( ) w
Ow —v(A ——— -0, 8 -3
o V( Y s 2(0)7 v R r2 sin2(0))
t(60 1
+udw + —— aww—l—g@gw—i—%——co ( )v2+—89 =0,
rsin(f) r r r r

mit dem transformierten Laplace-Operator

1 1 1
A= — 2 2
r2 On(r°0,) + r2sin®(6) a“" + r2 Sin(é)a (sm( )80)

Im Falle der Rotationssymmetrie sind der Geschwindigkeitsvektor # sowie der Druck p

wieder unabhéngig von ¢ und die obigen Gleichungen vereinfachen sich zu

2 2 2 cot(6
o — Z/(Au — T—2u - ﬁagw - Cig( )w>

1
+ ud,u + %8914 — ;(v2 +w?) 4+ 0,p =0,

Oy — V(AU — %) + udv + Eagv + Ev + Mvw =0,
72 sin”(6) r r r

2 w
Ow — y(Aw + ﬁagu ~ ank(@) sinQ(H))

w uw  cot(f 1
+udrw + —Opw + — — Jlﬁ + =0gp =0,
r r r r

wobei in diesem Fall

1., 1
A= =0.(r*0,) + m@ b (sin(0)dp) .

Die Divergenzbedingung
———y(sin(f)w) =0

P G
(@) = S0+ 1)

kann wieder mit Hilfe einer Stromfunktion ¥ erfiillt werden:
1 1
— OV =
r2sin(f) Y sin(6)

o, \.

(4.3.99)

(4.3.100)
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Als Zustandsvariablen haben wir nun

- Stromfunktion W,
- Umfangskomponente v,
- Umfangswirbelkomponente ¢ := (19, (rw) — 1dyu)rsin(6),
- Druckfunktion p.
Aus technischen Griinden empfiehlt sich die Einfiihrung des Momentes der Umfangs-

komponente ¢ := rsin(f)v als neue Variable. Fiir diese schreibt sich die Navler-Stokes-
Gleichung in der vereinfachten Form

1
0P —vDP + ———(0,V0p® — 0y V0, ®) =0 (4.3.101)
r2sin(6)
mit dem ,, Pseudo-Laplace-Operator*

cot(0)

r2

1
D:=83+ﬁa§— 0y .
Die Stromfunktion ¥ und die Wirbelkomponente £ sind verkniipft durch die Beziehung
DV =¢.

Ferner folgt aus der Navier-Stokes-Gleichung die sphérische Wirbeltransportgleichung

€ — vDE + u0.€ + Eagf — 2(u + cos(@)w)§
r r
) (4.3.102)
O (sin(0)0p® — r cos(0)0,®) = 0.

r3sin(f)
Fiir den Druck bekommen wir
B 1 B 1 9 cot(0) 9
P=2 sin(f) Or(ruwe) r2sin(0) Do(ut) + 3 sin?() O+ 4 sin®(0) %
9 (4.3.103)

1
Lt B A ).
r4sin®(6) 2 (w” +w’)
Aus den obigen Gleichungen lassen sich nun die vier Zustandsgrofien &, W, ¢ und p

bestimmen. Geeignete Randbedingungen ergeben sich wieder aus den Randbedingungen
fiir das Geschwindigkeitsfeld .
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Im Folgenden wird die ,Methode der finiten Elemente* (kurz , FEM = Finite-Elemente-
Methode“) zur approximativen Losung der Probleme der Elastizitéitstheorie diskutiert.
Wir beginnen im ersten Abschnitt mit dem ingenieurwissenschaftlichen Ansatz (,,natural
approach®), welcher zwar den Vorteil einer unmittelbaren physikalischen Anschaulich-
keit besitzt, jedoch einer mathematischen Analyse nur schwer zuginglich ist. Letztere
wird dann Gegenstand der beiden néchsten Abschnitte sein. Es wird sich zeigen, dass
beide Formulierungen, die ,intuitive* ingenieurwissenschaftliche und die , strenge“ funk-
tionalanalytische, nur formal differieren und inhaltlich dasselbe Verfahren beschreiben. Es
handelt sich dabei im wesentlichen um eine Variante des klassischen Ritzschen Projekti-
onsverfahrens mit stickweise polynomialen Ansatzfunktionen.

Als Beginn der Historie der FEM mag man die lesenswerte Arbeit von Courant!(1943)
ansehen, in welcher bereits die wesentlichen Ideen des Verfahrens enthalten sind. Leider
fand diese wichtige Anregung damals bei den Praktikern noch keine angemessene Beach-
tung; dies wohl vor allem wegen der noch nicht verfiigharen Rechenkapazitidten. Ferner
muss auch der Beitrag von Prager/Synge (1947) zur sog. ,,Hyperkreis-Methode“ erwahnt
werden. In den 50-er Jahren wurde die Methode dann unabhingig von Ingenieuren neu
yentdeckt* und im Zuge der Entwicklung leistungsfahiger Rechenanlagen zum wichtig-
sten numerischen Hilfsmittel der Ingenieurwissenschaften ausgebaut. In diesem Zusam-
menhang sind vor allem die grundlegenden Arbeiten von Argyris? (1954/55) und von
Turner /Clough/Martin/Topp? (1956) zu nennen. Der Name ,,Methode der finiten Eleme-
net“ geht wohl in direkter Ubersetzung aus dem Englischen ,Finite Element Method*
auf Clough?* (1960) zuriick. Die mathematische Analyse des Verfahrens setzte erst in den
60-er Jahren ein. Ein qualitativer Konvergenzbeweis wurde zunéchst in der ingenieur-
wissenschaftlichen Literatur von McLay® (1967) und von Pian/Tong® (1967) gegeben.
Die erste mathematische Fehleranalyse der eigentlichen FEM, so wie wir sie heute ver-
stehen, geht auf Zlamal” (1968) zuriick. Fiir weitere historische Hinweise und fiir einen
Uberblick iiber den weiten Anwendungsbereich der FEM verweisen wir besonders auf die

'Richard Courant (1888-1972): Deutscher Mathematiker; Prof. in Miinster und Gottingen, nach Ver-
treibung 1933 Prof. an der New York University, Griinder des nach ihm benannten ,,Courant-Instituts®;
Beitriage zur Funktionentheorie und Methmatischen Physik, , Erfinder* der Idee der FEM: , Variational
methods for the solution of problems of equilibrium and vibrations®, Bull. Amer. Math. Soc. 49 (1943).

2John Hadji Argyris (1913-2004): Griechischer Bauingenieur; Prof. in Stuttgart; einer der , Erfinder®
der Finite-Elemente-Methode: Energy theorems and structural analysis, part I: General theory, Aircraft
Engineering 26 (1954), 27 (1955).

3M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin, L. J. Topp: Stiffness and deflection analysis of complex
structures, J. Aero. Sci. 23 (1965).

4Ray William Clough (1920-2016): US-Amerikanischer Bauingenieur; Prof. em. fiir Baustatik an der
Univ. of California, Berkeley; Experte fiir Erdbebensicherheit von Strukturen; Mitbegrnder der Finite-
Elemente-Methode: The finite element method in plane analysis, in Proc. Sec. ASCE Conf. Electronic
Computation, Pittsburgh, 1960.

5R. W. McLay: Completeness and convergence properties of finite element displacement functions - a
general treatment, ATAA Paper 67-143 1AA5, Aerospace Science Meeting, New York, 1967.

ST. H. H. Pian, P. Tong: The convergence of the finite element method in solving linear elasticity
problems, Int. J. Solids Struct. 3 (1967).

"M. Zlamal: On the finite element method, Numer. Math. 12 (1968).
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ingenieurwissenschaftlichen Arbeiten von Zienkiewicz® (1967) und auf die mathematisch
orientierten Beitrdge in dem Sammelband Aziz [73] (1972) und die Monographien von
Strang/Fix [93] (1973) und Ciarlet [80] (1978), welche eine umfassende Bibliographie fiir
die Anfangsphase der FEM enthalten.

5.1 Die klassische ,,Methode der finiten Elemente*

Im folgenden werden wieder die Begriffe und Bezeichnungen der vorangehenden Abschnit-
te verwendet. Ausgangspunkt der Betrachtung ist die stationéire lineare Grundaufgabe der
Elastizitétstheorie:

(GAE) Finde einen zulissigen Zustand S = {u,€, 0}, welcher den kinematischen Bedin-
gungen

e=2(Vu+Vu") in Q, (5.1.1)
o=Ce n Q, (5.1.2)
u=u’ auf O, (5.1.3)

und den statischen Bedingungen

—dive = [ in Q, (5.1.4)
e=C"lo in Q, (5.1.5)
n-oc=n-0 auf 0Q,, (5.1.6)

gentigt.

Der Elastizitidtstensor C' wird wieder als symmetrisch und positiv definit (auf sym-
metrischen Dyaden) angenommen:

Ce- =¢-C€, Ce-e> el (5.1.7)

Ferner sollen alle Daten hinreichend glatt sein, so dass eine eindeutig bestimmte ,,schwa-
che* Losung S = {u,€,6} der linearen Grundausgabe existiert. Unter zusétzlichen Re-
gularitdtsannahmen ist diese auch , klassische* Losung. Diese Losung soll im folgenden
numerisch approximiert werden. Dazu sei zunéchst an das ,, Prinzip der virtuellen Arbeit*
erinnert.

(PvA) Flir einen statisch zuldssigen Zustand S = {u,e, 0} gilt mit jedem kinematisch
zuldssigem Zustand S" = {u',€',0'} :

/a:e'df— n-o~uad0=/f-u’d§+/ n-o? - do. (5.1.8)
Q 09 ) 00,

80lgierd Cecil Zienkiewicz (1921-2009): Polnisch-Englischer Mathematiker und Bauingenieur; zuletzt
Prof. im Department of Civil Engineering, Univ. of Wales Swansea, Institute of Numerical Methods in

Engineering; einer der Pioniere der FEM und Verfasser des ersten Lehrbuchs darber: The Finite Element
Method in Structural Mechanics (1967).
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Die Vorgehensweise der Methode der finiten Elemente (FEM) in ihrer Version als sog.
,, Verschiebungsmethode“ besteht nun in den folgenden Phasen:

I) Geometrische Approximation: Das Volumen ) wird in (abgeschlossene) Teilvolu-
men (,Zellen“) K zerlegt, Dreiecke oder Vierecke in 2D bzw. Tetraeder oder Hexaeder
in 3D, geméf

T, = {K}, Q= O, U Sh, Qp = U{K S Th}

Dabei sollen sich zwei verschiedene Zellen hichstens in einer Seite/Kante/Seitenfliiche oder
einem Eckpunkt {iberschneiden und Sy, ist ein schmaler ,Randstreifen (s. Abb. 5.1). Im
Falle eines Polygongebiets in 2D oder Polyeders in 3D ist S, = (. Im Folgenden werden
wir der Ubersichtlichkeit halber nur Dreiecks- oder Tetraederzerlegungen (sog ,Trian-
gulierungen) betrachten. Fiir Vierecks- oder Hexaederzerlegungen gelten mit gewissen
Modifikationen analoge Aussagen. Die , Feinheit® der Zerlegung T), := {K} wird durch
einen Parameter h € R, beschrieben, etwa der maximale Durchmesser der Zellen:

hi = diam(K), h:=max{hg: K €Ty}, dist(0Qs,0Q) = O(h?).

Abbildung 5.1: Dreiecks- und Viereckszerlegungen

Die Familie {T}},~¢ von Zerlegungen soll gewissen gleichméBigen Regularititsbedin-
gungen geniigen, damit die Stabilitdt und Konvergenz der darauf definierten FEM gesi-
chert ist. Dazu gehort vor allem die ,,Formregulariat®, d. h.: Die Zellen K € T, diirfen
fiir A — 0 nicht degenerieren. Die inneren Winkel der Zellen diirfen nicht beliebig klein
(sog. , Minimalwinkelbedingung®) oder grofl werden (sog. ,,Maximalwinkelbedingung*) (s.
Abb. 5.2):

min {Innenwinkel(K)} > « > 0, (5.1.9)

KeETy

max {Innenwinkel (K)} < g < 7. (5.1.10)
KeTy
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PE

PK

Abbildung 5.2: Illustration der Minimal- und der Maximalwinkelbedingung

IT) Wahl der Ansatzfunktionen: Auf jeder Zelle K € T), wird fiir den Verschiebungs-
vektor @ des gesuchten statisch und kinematisch zuldssigen Zustands S = {,¢,0} ein
polynomialer Ansatz gemacht, hier der Einfachheit halber ein linearer (in 3D):

K K K K
ug(z) =y + o'z + oy za+ a5 x5, x € K.
Mit der sog. ,,Formmatrix“

1 =1 29 x3
Dp(z) = Iz x w3

1 21 29 3

und dem Koeffizientenvektor ax = (af, adf ok off) ldsst sich dies in kompakter Form

schreiben als
ug(x) = Pg(x)ak. (5.1.11)

Auf dem Zellrand 0K werden sog. , Knotenpunkte® a; (k = 0,...,3) gewihlt, so dass
sich der polynomiale Ansatz ug eindeutig durch die zugehorigen Vektoren &x = (ug(ag),
...,ug(az)) der Knotenverschiebungen charakterisieren ldsst geméaf

ag =Gk, uk(r) = Px(r)Gkék,

mit einer reguléren , Geometriematrix“ Gy . Dies ist bei dem hier betrachteten linearen
Ansatz durch Wahl der Zelleckpunkte als Knotenpunkte gewéhrleistet. Der Verschiebungs-
ansatz in der Zelle K wird also durch seine Werte in den Knotenpunkten beschrieben.
Aus dem Verschiebungsansatz uyx werden dann die zugehorigen Verzerrungen ey und
Spannungen ok iiber die kinematischen Gleichungen und das Elastizitdtsgesetz ermittelt:

6]((1') = D[UK](’L') = D[@K](x)GKﬁK, (5112)
ok () = Ceg(x) = CD[Pk](2)G Kk, (5.1.13)

mit dem Deformationstensor Dlug] := (Vug + VVug).
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IIT) Lokales Gleichgewicht: Fiir die Verschiebungsansitze auf den Zellen K € T,
und die zugehorigen Spannungen wird nun im diskreten Sinne die Giiltigkeit des Prinzips
der virtuellen Arbeit gefordert, d. h.: Mit beliebigen, auf dieselbe Weise konstruierten
virtuellen Verschiebungen ¢y bzw. zugehorigen Verzerrungen e(py) soll fiir ,innere®

Zellen gelten:
/OKZE(QOK)CZ%:/ f'<PKd$+/ ¢*" - o do,
K K K

wobei ¢?% die von den Nachbarzellen auf K wirkenden Oberflichenkrifte sind. Fiir
Zellen mit einer Seitenfliche I' C 992, bzw. I' C 9, wird dabei zur Vereinfachung der
Schreibweise gefordert, dass

wr =0 auf ' C 00, /n-aK-goKdOZ/qawpKdo fir T' C 09,.
r r

Werden die virtuellen Knotenverschiebungen ¢x genauso durch einen Koeffizientenvek-
tor ng = (¢x(ao),...,pKr(az)) beschrieben, so kann die obige Beziehung dquivalent in
folgende Form umgeschrieben werden:

/ CD[(I)K}GKfK . D[@K}GK’I]K d’L’ = / f . (I)KGKnK d’L +/ an . qDKGK’I]K dO7
K K oK
bzw. in kompakter Matrixform

NicAkEr = Nk, (5.1.14)

mit der sog. ,,Elementsteifigkeitsmatrix*
Ay = / G D[®k]"CD[®K]Gk dx
K
und dem sog. ,, Elementlastvektor

b ;:/ Gf(cp};de/ GEDL 4K do.
K oK

IV) Assemblierung des globalen Systems: Im vorigen Schritt wurde das statische
Gleichgewicht fiir den Niherungsansatz Sx{ur,€x,ox} zunichst auf den einzelnen Zel-
len K € Ty separat gefordert. Nun werden alle diese zellweisen Verschiebungsanséitze zu
einer globalen Funktion zusammengesetzt. Der damit einhergehenden Prozess der Zusam-
mensetzung globaler Vektoren und Matrizen wird auch ,, Assemblierung® (im Englischen
yassembling®) genannt. Durch Kombination der obigen Zellgleichungen gewinnt man

KeZTh/KUK:e(cpK)da::KEZTh{/Kf.<pde—|—/BKq8K.@Kdo}_

Da der Verschiebungsansatz global kinematisch zuléssig sein soll, miissen die Knotenpunk-
te auf den Zellrandern so gewéhlt sein, dass die zugehorigen uy zu benachbarten Zellen
automatisch stetig ineinander {ibergehen. Dies ist bei dem betrachteten linearen Ansatz
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sicher gewéhrleistet. Dann reduziert sich das zusammengesetzte System bei Berticksichti-
gung des Richtungswechsels des Normalenvektors beim Ubergang von einer Zelle zu ihrer
Nachbarzelle auf

S [onictonri= 3 { [ sooxtrs [

¢ pxcdo}. (5.1.15)
KeTy, KETy, KNOQe

Die Knotenwerte zu den Knotenpunkten in € werden nun einer beliebigen Nummerie-
rung k = 1,..., N folgend in dem , Vektor der Gesamtknotenverschiebungen* ¢ € RY
zusammengefasst

€= (ug(ay) : ar € QUIN, Knotenpunkt)y_,.

Wenn die virtuellen Knotenverschiebungen ¢x(a;) auf dieselbe Weise angeordnet sind,
stellt die Beziehung (5.1.15) ein lineares N x N-Gleichungssystem fiir den Vektor ¢ dar:

AE =b. (5.1.16)

Die globale ,, Steifigkeitsmatrix® A € RV*N und der globale , Lastvektor® b € RY ergeben
sich dabei wie folgt: GemiB der gewihlten Numerierung der Knotenpunkte {ax, k =
1,...,N} werden die Elementsteifigkeitsmatrizen Ax und die Elementlastvektoren by
durch Nullen aufgefiillt zu ,,globalen® N x N-Matrizen Ay bzw. N-Vektoren by , so dass
gemif (5.1.14) gilt:

Y A€ =Y M (5.1.17)

KeT), KETy,

Durch Beriicksichtigung der kinematischen Randbedingungen sowie der Stetigkeitseigen-
schaften des Ansatzes fir @ reduziert sich dann (5.1.17) entsprechend der Beziehung
(5.1.15) auf

nTAE =n"b VneRY,

was gleichbedeutend mit (5.1.16) ist. Nach Konstruktion ist die Gesamtsteifigkeitsmatrix
A symmetrisch und positiv semi-definit, wenn der Elastizititstensor C' diese Eigenschaf-
ten hat. Durch Berticksichtigung der kinematischen Randbedingung in Knotenpunkten
ap € 08, in der Form ug(az) := u?(az) sind die Knotenwerte der ux auf 02, festge-
legt. Mit dieser Nebenbedingung wird das System (5.1.16) eindeutig losbar. Das Resultat
ist eine Approximation ¢ € RY zu den Knotenverschiebungen der unbekannten Losung
@. Daher ist dieser Ansatz auch unter dem Namen ., Verschiebungsmethode® (Englisch
,displacement method*) bekannt, im Gegensatz zu der sog. ,Kraftmethode® (Englisch
yequilibrium method“), bei der entsprechende polynomiale Ansétze direkt fiir die Span-
nungen gemacht werden. Der Vorteil dieser Matrizenformulierung der FEM liegt vor allem
in dem systematischen Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix und der Lastvektoren aus den
entsprechenden Zellgrofien. Dies entspricht dem natiirlichen Vorgehen bei der Implemen-
tierung der Methode auf dem Computer. Leider wird dadurch aber der Blick auf die
eigentliche Struktur der Methode verstellt und eine Konvergenzanalyse fiir gegen Null
gehende Gitterweite h stark erschwert. Diese ermoglicht erst eine Formulierung der FEM
in der Sprache der Funktionalanalysis.
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5.2 Die ,,mathematische“ Finite-Elemente-Methode

5.2.1 Abstrakte Formulierung der FEM

Zunichst wird die lineare Grundaufgabe der Elastizitdtstheorie in dem fiir die Existenz-
theorie verwendeten abstrakten Rahmen gestellt. Dadurch gewinnt man einen Ausgangs-
punkt fiir eine Reihe von numerischen Naherungsansitzen, welche die im vorigen Ab-
schnitt formulierte ,, Verschiebungsmethode® als Spezialfall enthalten. Auf verhaltnisméafig
elementarem Wege ergeben sich dazu auch allgemeine Konvergenzbedingungen und Feh-
lerabschétzungen. Wir verwenden wieder die Bezeichnungen und Voraussetzungen von
Abschnitt 3.2.3.

Mit L?*(Q) wird der Hilbert-Raum der auf € im Lebesgueschen Sinne quadratintegra-
blen Funktionen bezeichnet, versehen mit dem iiblichen Skalarprodukt und der zugehori-
gen Norm

(u,v)g/gu(f)'u({)dx., llullo = /|u |2dfc

Die Normen der Sobolew-Raume m-ter Ordnung H™(Q)) sind

m 1/2
b = (D IV allF)
k=0

mit den Tensorfeldern der k-ten Ableitungen V*u = (9;, ... 9, u)? iv—1 - Die Bilinear-
form

a(u,v) := /QCe(u) ce(v)de = }l/ﬂC(Vu +VauT) : (Vo + VoT) de

) :/f-vda:+/ n-o? - vdo.
Q 0o

sind wohldefiniert auf dem Hilbert-Raum V := H'(€2)* und dort auch beschrinkt (bzw.
stetig),

und die Linearform

la(u, v)| < allulliellvllie, @) < Bllvllie,  wveV. (5.2.18)

Dariiberhinaus gilt fiir die Bilinearform a(-,-) auf Verschiebungen w mit zugehorigen
symmetrischen Verzerrungstensoren e(u):

a(u,u) > ylle(w)||d, ueV. (5.2.19)
Mit der Kornschen Ungleichung folgt daher, dass sie auf dem Teilraum
Vo= Hy(0Q,;Q)° CV

ein Skalarprodukt ist. Die dazu gehorende Norm, die sog ,,Energienorm®, ist || - ||g =
0“('7 ')1/2 .
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Ausgangspunkt der Betrachtung ist wieder die ,,schwache” Formulierung der linearen
Grundaufgabe im Hilbert-Raum Vj: Gesucht ist ein Verschiebungsfeld @ € V' mit den
Eigenschaften @ — u? € V und

a(d, ) =1U(p) Ve €V, (5.2.20)
wobei
a(i, ) = 5(CVa, Vol )= (f,@)a+ (n-0,¢)an,-

Diese Aufgabe besitzt, wie in Abschnitt 3.2.3 (Satz 3.4) gezeigt wurde, eine eindeutig
bestimmte Losung S = {4, €, 6}, fiir den die potentielle Energie

E.(u) == ta(u,u) — l(u)
ein striktes Minimum bzgl. aller kinematisch zuléssiger Vergleichszustdnde annimmt.

Zur Formuliewrung der entsprechenden dualen und dual-primalen (gemischten) Varia-
tionsprinzipien fiihren wir die Rdume X := L*(0)3X3 fiir Verzerrungen und

sym
W= {r € L*(Q)¥3 : divr € L*(Q)%},

sym

Wo:={reW:divr=0in Q, n-o=0 auf 09,}.

fiir Spannungen ein. Mit dieser Notation ist V' x X xW der Raum der allgemein zuldssigen
Zustinde S = {u,e,0}. Bin zulissiger Zustand S = {a,¢,6} ist dann kinematisch
zuldssig, wenn @ € u? + V4 ist und die Variationsgleichung (5.2.20) erfiillt. Sei o* € W
ein beliebiges, festes Spannungsfeld mit den Eigenschaften

—dive*=f in Q, n-o*=n-0° auf 9Q,.

Dann ist ein Zustand S = {u,é,6} statisch zulissig, wenn & € Wy + o* ist und die
folgende Variationsgleichung gilt:

(1,6)0 = (n-1,u%) a0, V€W, (5.2.21)

Dies ist nach Abschnitt 3.2.3 (Satz 3.5) dquivalent damit, dass 6 € Wy + o* {/iir das
komplementéren Energiefunktional

E*(J) = —%(O’, O_IO')Q + (’n -0, Ua)agu

ein striktes Maximum ist bzgl. aller statisch zuldssiger Vergleichszusténde. Der folgende
Satz bietet die Grundlage fiir eine Reihe von Verfahren zur numerischen Lésung der
Grundaufgabe (5.1.4) - (5.1.3).

Satz 5.1: i) Mit der eindeutigen Lisung S = {t,¢, 6} der Grundaufgabe (5.1.4) - (5.1.3)
qgilt
max FE*(0) = E*(6) = E.(0) = min FE,(u). (5.2.22)

ceWy+o* u€Vo+ud

ii) Ferner gilt fir beliebige u € Vo +u? und o € Wy + o* mit der sog. ,Energienorm*
7]z = (CT,7)g* auf X :

All5(e(w) + C7lo) — (@)l = lle(u) — C7 ol = 2E.(u) — 2E7(0). (5.2.23)



5.2 Die ,,mathematische* Finite-Elemente-Methode 165

Beweis: i) Die Bezichung (5.2.22) ergibt sich mit denselben Argumenten wie die in den
Beweisen von Lemma 3.3 und der der Sitze 3.4 und 3.5 verwendeten.

ii) Zum Beweis von (5.2.23) beachten wir, dass v —4 € Vj und o — & € Wy und folglich
wegen (5.2.21):

(e(u — 1), 0 — Ce())g = (0 — 6, Ce(u) — 6)a — (n- (0 — 6),u?) a0,
= (e(u),0—6)q — (n- (o —8),u")oq,.

Dies impliziert dann

Als néchtes schreiben wir

le(u) — Clol|% = (Ce(u), e(u))o — 2(e(u), 0)a + (0,C'0)q
= a(u,u) — 2(e(u),0)q + (0,C o)
=a(u,u) = 2(f,u)q — 2(n - o?, w)aq, — 2(n - o, ua)@gu +(0,C70)a

= 2(E.(u) — E*(0)),
was zu zeigen war. Q.E.D.

Die Identitédten (5.2.22) stellen gerade die ,schwachen* Formen der Prinzipien vom
Minimum der potentiellen Energie und der komplementiren Energie dar. Die Beziehung
(5.2.23) ist das sog. ,,Hyperkreisprinzip“ von Prager® und Synge'® (1947).

Korollar 5.1: Fiir beliebige Verschiebungen u € u? +Vy und Spannungen o € o* + W,
liegt die gesuchte Verzerrung e() der Grundaufgabe auf dem ,Hyperkreis® in L2(Q)§yxnf
mit dem Mittelpunkt %(e(u) + C~'o) und dem Radius 3|e(u) — C~'ol|q.

Aus Satz 5.1 lassen sich zunéchst vier grundlegende Verfahrensansétze zur Bestim-
mung der Verschiebung u ableiten. Mit einen Diskretisierungsparameter h € R, (z. B.
maximale Gitterweite bei der FEM) seien V; o C Vp und W, o C W, endlich dimensio-
nale Teilrdume mit Basen {cpgf), k=1,...,N}, bzw. {7’,51)7 I=1,...,M}. Ferner seien
uf € V,, und o} € W), gewisse Approximationen zu u? und o*.

William Prager (1902-1980): Deutscher Ingenieur und angewandter Mathematiker; 1932 Prof. fiir
Technische Mechanik an der TH Karlsruhe, wegen seiner jiidischer Abstammung 1933 aus dem Amt
entlassen und Emmigration in die Trkei, Prof. fiir Theoretische Mechanik in Istanbul, 1940 Ubersiedlung
in die USA an die Brown University in Providence, ab 1965 Prof. fiir Angewandte Mechanik an der
Univ. of California, San Diego; hauptséchlich bekannt fiir seine Beitrége zur Plastizittstheorie, aber auch
Beitridge zur Numerik: Approzimation in elasticity based on the concept of function space, Quart. Appl.
Math. 5 (1947).

10John Lighton Synge (1897-1995): Irisch-Kanadischer Mathematiker und theoretischer Physiker; Bei-
trige zur Allgemeinen Relativittstheorie, Differentialgeometrie, geometrischer Mechanik und Optik; 1941
Gastprofessor an der Brown University; Professuren an mehreren Forschungsinstitutionen in England,
Kanada, USA und Irland.
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I) Verfahren von Ritz (1908) und Galerkin (1915):
Das urspriingliche Ritzsche'! Verfahren sucht ein 4, € ug + V}, zu bestimmen durch die
Bedingung

E(ip) = min  E(up). (5.2.24)

uh6u2+Vh
Dies ist wieder dquivalent zu der Variationsbeziehung fiir @, € Vj o + ugs
a(tin, on) = l(on) Ve € Vio. (5.2.25)

Auf Galerkin geht die Verallgemeinerung des Ritzschen-Verfahrens fiir unsymmetrische
und nichtnotwendig definite Probleme zuriick, bei denen direkt von der Variationsglei-
chung (5.2.25) ausgegangen wird und kein Minimierungsproblem im Hintergrung steht.

Wegen @ — uf € Vi, o besteht eine eindeutige Basisdarstellung
N
A~ o j
Up — Up = Z§j¢§)~
j=1
Dies fiihrt zu

a(ed), g = Upl) —aul, o)), i=1,...,N,

M-

1

J

bzw. zu dem N x N-Gleichungssystem
AE =10 (5.2.26)

fiir den Knotenverschiebungsvektor & = (&)Y, € RY mit der Steifigkeitsmatrix A =
(ai)Y;=y € RN und dem Lastvektor b= (b;);L; € RY mit den Elementen

() (i))

;5 1= a(<ph » Ph (i))~

bi = 1(g})) — aluf, o}
Die Matrix A ist nach Konstruktion symmetrisch und wegen der Definitheit der Biline-
arform a(-,-) auf V auch automatisch positiv definit. Das algebraische System (5.2.26)
ist offensichtlich dquivalent zu dem oben abgeleiteten System (5.2.20). Durch Vergleich
der kontinuierlichen Variationsgleichung fiir @ mit ihrem diskreten Gegenstiick fiir 1y,
erhalten wir die Beziehung (sog. ,, Galerkin-Orthogonalitit“)

CL(’& — Up, (ph) =0, ¢,€ Vh,0~ (5227)

d. h.: Der Fehler @ —1y, steht bzgl. des Energie-Skalarprodukts a(-, ) orthogonal auf dem
Ansatzraum Vj . Dies erklért die Bezeichnung ,,Projektionsverfahren fiir das Ritzsche
Verfahren. In diesem Fall gilt weiter:

HWalter Ritz (1878-1909): Schweizer Physiker; Prof. in Ziirich und Géttingen; Beitrige zu Spektral-
theorie in der Kernphysik und Elektro-Magnetismus; ,, Vater der auf Variationsprinzipien basierenden
Approximationsverfahren: Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme der mathe-
matischen Physik, J. Reine Angew. Math. 135 (1908).
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Lemma 5.1: Im Fall 00, = 090 gilt fiir das Ritzsche Verfahren die folgende sog. Best-
approximationseigenschaft bzgl. der Energie-Norm.:

| — tpl| g = min ||& — @pl|E. (5.2.28)
PrEVR

Beweis: Zunéchst ist mit einem beliebigen ¢, € V), o gemif (5.2.27):
| — tn||% = a(ti—dp, @ —ap) = a(t—dp, @ —pp) +al(i— b, on — @) = alt—ap, @ — pp).
Hieraus folgt mit der Schwarzschen Ungleich fiir Skalarprodukte
i = anll% < [la — anllglla — nlle
und damit die Behauptung. Q.E.D.

Als Folgerung aus diesem Lemma sehen wir, dass das Ritzsche Verfahren genau dann
konvergiert, d. h. ||u, —u||g — 0 (h — 0) , wenn die Familie der Ansatzraume (Vj,o)ner.
den Losungsraum Vg ausschopft, d. h.:

inf ||&—gpllz =0 (h—0). (5.2.29)

[AS

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Ritzschen Verfahrens, und allgemeiner der Projek-
tionsmethoden, ist die Moglichkeit bzgl. ,schwicherer Normen, wie z. B. der L?-Norm,
verbesserte Konvergenzeigenschaften zu erzielen. Zu einem beliebigen g € H := L?(Q2)3
sei vy € Vp die eindeutige Losung der ,,dualen” Variationsgleichung

a(p,vy) = (p,9) Ve € V0. (5.2.30)
Speziell fiir g := 4 — 4y, gilt dann konstruktionsgemaf
la =l = ali — an, v,)
und weiter mit der Orthogonalititsbeziechung (5.2.27) mit beliebigem ¢y, € V-
@ — llg = a(i — an, vy — on)

und folglich

il < sup (_ing 1% = nlle
b \oBs Tigllo

Yt = inll (5:231)
In der Regel konvergiert der erste Faktor mit A — 0 ebenfalls gegen Null, so dass der
Fehler des Ritzschen Verfahrens bzgl. der L?-Norm schneller konvergiert als bzgl. der
Energienorm. Diese Argumentation wird , Dualitdtsargument® genannt.
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IT) Verfahren von Trefftz (1926):
Das Trefftzsche'? Verfahren approximiert im Gegensatz zum Ritzschen Verfahren direkt
die gesuchten Spannungen. Gesucht ist ein &5, € o} + W), o, mit der Eigenschaft

E*(6,) = max  E*(oy)

ap GU;‘L+W}L,0

bzw.
—(Th, C_l&)g = (’/l - T, ug)agu Y1y, € Wh,0~ (5232)

Mit der Basisdarstellung &;, = Zj\il 777',(Lj ) ist diese Variationsgleichung dquivalent zu dem
M x M-Gleichungssystem
Bn=c

fir den Vektor 1 = (n;)}2,, wobei die Systemmatrix B = (b;)!_, und der Vektor
c = (c;)™, gegeben sind durch
by = —(r,ﬁj),C*lr,ﬁ“)Q ¢ = (n- T,‘f),uﬁ)mu.

Kombination der Gleichungen (5.2.21) fiir ¢ und (5.2.32) fiir &5, ergibt die Orthogona-
litdtsbeziehung

(Th,Cil(& — &h))g =0, 1€ Wh,o- (5233)

Unter der (nicht sehr realistischen) Annahme o} = o*, ergibt diese wieder die Bestappro-
ximationseigenschaft

g+ = min
TEWHR 0+0*

bzgl. der dualen Energienorm

g = (0, C’_lo)gz.

o]

Diese Abschitzung ist im wesentlichen von derselben Struktur wie die fiir das Ritzsche
Verfahren gewonnene Abschétzung (5.2.28). Das Verfahren von Trefftz ist eine abstrak-
te Formulierung der sog. , Kraftmethode“ in der FEM. Wihrend aber beim Ritzschen
Verfahren kinematisch zuldssige Ansétze u, € Vio + u‘Z verwendet werden, erfordert
das Trefftzsche statisch zuléssige Ansitze o), € Wy + o;, welche in der Regel nur sehr
schwer, oder auch gar nicht, konstruierbar sind. Dies macht das Trefftzsche Verfahren fiir
die Praxis wenig geeignet.

III) Hyperkreismethode von Prager/Synge (1947):
Man bestimme wu;, € Vj 0 + ug und oy, € Wy, 0+ 0* mit den Eigenschaften

||éh — éh”E = min{Hsh — eh||E, en €V + 50, ey, € N, + 60}. (5.2.35)

12Erich Immanuel Trefftz (1888-1937): Deutscher Mechaniker und Mathematiker; Studium des Maschi-
nenbaus an der TH Aachen und Mathematik in Géttingen und Strafiburg, 1919 Prof. fiir Mathematik in
Aachen, 1922 Prof. fiir Technische Mechanik an der TH Dresden; Arbeiten zur Aero- und Hydrodynamik,
Elastizittstheorie und Schwingungstheorie; 1926 verdffentlichte er das nach ihm benannte ,, Trefftzsche
Verfahren®: Ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfahren, Verh. Int. Kongr. Techn. Mech., Ziirich (1926).
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Dies ist dquivalent zu den beiden linaren Gleichungssystemen: Bestimme

Th mp
A 0 k_k 5 0 k k
Ep=¢€ + E Ehehs ep =€ + E Nhen
k=1 k=1

aus
i
Z a(eh, el =a(eh ® — <%, i=1,... n, (5.2.36)
k=1
np ) )
alelepny = ale),e® —€%), i=1,...,my,. (5.2.37)
k=1
N N +¢°

V 4+ e

Abbildung 5.3: Skizze zur Hyperkreismethode

Dies sind offensichtlich gerade die vom Ritzschen und Trefftzschen Verfahren erzeugten
Systeme. Die Identitét (5.2.23) ergibt somit fiir das arithmetische Mittel aus Ritz-Néhe-
rung €(@) und Trefftz-Néherung C~'6 die Fehleridentitét (s. Abb. 5.3)

15(e(@n)) = C™'6lle = 3llén — énlle- (5.2.38)

Der numerische Mehraufwand bei der Bestimmung beider Naherungen w; und &, wird
also durch das Bestehen einer scharfen, berechenbaren Fehlerschranke belohnt. Fiir die
Energien der Néherungslosungen gilt

) } < E.(2). (5.2.39)

IV) Gemischtes Verfahren von Hellinger /Reissner (1950):
Die Kraftmethode von Trefftz und ebenso die Hyperkreismethode erfordern die Kon-
struktipon statisch zuldssiger Ansatzfunktionen. Dies ist mit stiickweise polynomialen
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Ansitzen, wie sie die FEM verwendet, in der Regel nicht moglich. Daher ist es wiinschens-
wert, sich von dieser Zwangsbedingung zu befreien. Ein Weg dazu ist die Verwendung des
ydual-primalen® bzw. ,gemischen Variationsprinzips nach Hellinger/Reissner. Nach Ab-
schnitt 3.2.3 (Satz 3.6) ist der Losungszustand S = {@,6,6} € (Vo + u?) x X x W
charakterisiert als stationdrer Punkt des dual-gemischten Funktionals

O(9) :—UU(S)—i—/Q(divcr—i—f)~ud§— " n~0~u0d0—|—/aQ n-(oc—0o%)-udo

Ein solcher stationdrer Punkt erfiillt notwendig die Variationsgleichungen
(C7'6 —e(t),0)q + (n -0, —u?)sq, =0, (5.2.40)
(dive + f,u)q — (n- (6 — 0%),u)sq, =0, (5.2.41)

fiir beliebige zuldssige Testzustinde S = {u,€,0} € Vo x X x Wy . Durch Variation von
o€ W und v €V folgt unter der Annahme ausreichender Regularitdt von S':

—dive =f inQ, n-6=n-0" auf 9, (5.2.42)
Clo=e(t) nQ, a=u’ aufd,. (5.2.43)

Seien nun analog zu oben Hj, C H endlich dimensionale Teilriume mit Basen {ef, k =
1,...,1,} . Das gemischte Verfahren Approximation der Losung € bzw. des Sattelpunkts
{¢,é} von O(S) lautet dann: Bestimme ein Paar {éy,&,} € Hy x {Vj, + €%}, fir das
O(:) stationdr wird auf Hy x {Vj, +&°}.

Dies ist wieder dquivalent zu der Variationsaufgabe: Bestimme ein Paar {é,,,} € Hj, x
(Vi + €% mit den Eigenschaften

aen,en) = l(en) Ven € Vi, (5.2.44)
a(eh, éh) = a(eh, éh) Ve, € Hy,, (5245)
bzw. zu dem linearen Gleichungssystem fiir

ln ny

en :Zn’,jefl € Hy, §h=€°+25ﬁ52 eV, +¢e
k=1

k=1
aus
ln
Z a(ef, ey = 1), i=1,... n,, (5.2.46)
k=1
Th . b . .
ale), eR)er — Z ale), epny = —alel, &), j=1,...,1. (5.2.47)
k=1 k=1

Die Koeffizientenmatrix dieses Systems hat die Gestalt

—M B

c R(lh+nh)x(lh,+nh)7
BT 0O
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mit den Teilmatrizen

B = (a(8275§))¢:1 ,,,,, Upk=1,.mp M = (a(egl’ei))i,jzl ,,,,, L

Sie ist somit wieder symmetrisch, aber im Gegensatz zu den bisher betrachteten Féllen
nicht definit. Dies erweist sich als nachteilig bei der Anwendung effizienter Algorithmen
zur Losung des Systems. Ferner ist die Matrix A nur dann reguldr, wenn die Ansatzraume
Vi, CV und Hj, C H einer Vertréglichkeitsbedingung geniigen. Um diese zu bestimmen,
betrachten wir eine Losung {éy,, &} € Hj, x V3, des zugehorigen homogenen Problems mit
I()=0 und €% = 0. Fiir diese gilt dann offenbar

a(€n, en) = alen,én) =0,

und
a(eh,éh) =0 Ve, € Hy.

Dies impliziert zwar €, = 0, aber i. Allg. noch nicht &, = 0. Unter der folgenden
Zusatzbedingung an die Ansatzraume:

(P) Fir &, € Vi, folgt aus
a(ehfh) =0 Ve, € Hp,

notwendig &, = 0.

ist dann jedoch die Injektivitdt und damit auch die Regularitit der Matrix A gewéhr-
leistet. Das gemischte Verfahren liefert simultan Approximationen o, = C[e;] zu den
Spannungen o und e = %(Vuh, + Vul) zu den Verzerrungen e bzw. Verschiebungen
w. Dabei ist natiirlich im diskreten Fall i. Allg. nicht o, = C[gs] zu erwarten.

Neben den bisher formulierten Methoden fiir die allgemeine lineare Grundaufgabe der
Elastizitdtstheorie sind von besonderer Bedeutung natiirlich entsprechende Ansétze fiir
spezielle Konfigurationen, wie etwa die oben diskutierten Plattenmodelle. Hier treten dann
oft zusétzliche Schwierigkeiten bei der Anwendung der FEM in den Vordergrund. Da fiir
das (lineare) Plattenmodell zu den obigen analoge Extremalprinzipien gelten, sind auch
hier leicht die Naherungsansitze nach Ritz, Trefftz, Prager /Synge und Hellinger /Reissner
formulierbar. Dabei sind im Falle des Ritz-Verfahrens jedoch mindestens (global) stetig
differenzierbare Ansatzfunktionen, d. h.: Vj, € H?(Q), erforderlich, was besonders bei den
nur stiickweise polynomialen finiten Elementen auf technische Schwierigkeiten stot. Von
Vorteil sind daher Verfahren, die auf dem modifizierten gemischten Prinzip basieren. Dies
benotigt dann nur Ansatzriume N, C H*(Q)® und V;, € HY(Q), fithrt allerdings wieder
auf nicht definite Sattelpunktprobleme. Die Existenz eindeutiger diskreter Losungen erhélt
man dann analog zum oben diskutierten allgemeinen Fall. Weitere Moglichkeiten zur
Umgehung der Zwangsbedingung Vj, C H?*(Q) bieten die sog. ,nicht-konformen* und
,hybriden“ Ansétze. Dabei wird wieder vom Ritz-Ansatz ausgegangen. Statt kinematisch
zulédssiger Ansatzraume Vj, C V' verwendet man nun jedoch ,nichtkonforme® Ansétze der
Art V, € H aber V, zV:

V, 1= {5 € Hlug € Po(K), K € T, e)x = (u)x; uund gewisse Ableitungen
von u sind stetig in Knotenpunkten und verschwinden in
entsprechenden Knoten auf dem Randteil dg, . }
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Ferner wird die Bilinearform a(-,-) (und erforderlichenfalls auch das Lastfunktional I(-))
auf natiirliche Weise auf V}, fortgesetzt:

an(engh) == Y (Clenl b -

KeTy,
Das Niherungsproblem lautet dann: Bestimme &), € Vi, + ) mit der Eigenschaft
ah(éh,éh) = l(€h) Vé‘h S ‘N/h. (5.2.48)

Ausgehend von dem entsprechenden Funktional der potentiellen Energie erhédlt man eine
analoge Formulierung auch fiir das Plattenproblem. Beispiele dafiir werden weiter unten
besprochen.

5.2.2 Praktische Realisierung der FEM

Wie in Abschnitt 5.1 bei der ingenieurwissenschaftlichen Formulierung der ,,Methode der
finiten Elemente® beschrinken wir uns im Folgenden auf die Diskussion der ,,Verschie-
bungsmethode*. Diese ergibt sich aus dem Ritzschen Nédherungsansatz bei spezieller Wahl
von Teilrdumen Vj, C V stiickweise polynomialer Funktionen. Das Volumen  sei wie-
der zerlegt in Simplizes (oder Dreiecker) K, die fir h € R, eine ,reguldre Familie
von Zerlegungen T, = {K} bilden. Der Einfachheit halber sei das Gebiet 2 zunéchst
als ein Polyeder bzw. Polygongebiet angenommen. Im Falle ,krummer Randstiicke muss
besonderes Augenmerk auf eine addquate Approximation der Randbedingungen gerichtet
werden. Die Feinheit der Zerlegung T, wird gemessen durch den Gitterweitenparameter

h := max diam(K).
Ke€Ty,

Auf jedem Simplex K € Tj wird mit P,(K) der Vektorraum der Polynome vom Grad
kleiner oder gleich %k bezeichnet. Zu fest gewéhltem m seien dann auf dem Rand von
K ,Knotenpunkte“ a; gegeben, so dass jedes Polynom aus Fj(K) eindeutig durch ge-
wisse Funktionswerte (moglicherweise auch Ableitungswerte) in den a; charakterisiert ist
(sog. ,, Unisolvenz® des Finite-Elemente-Ansatzes). Da im folgenden nur die Grundziige
der FEM dargestellt werden sollen, begniigen wir uns wieder mit der Betrachtung des
einfachsten Falles k = 1:

P (K) = {lineare Polynome p(x) = ¢y + ¢;z;},

Knotenpunkte a; = Eckpunkte der K € T},

Knotenwerte = Funktionswerte in a;.
Fiir alle Knotenpunkte a; € {0 sei eine geeignete Durchnumerierung festgelegt:
{a; € Qi=1,...,0,}, {a; € Q\0,i=1,...,n4}.
Durch
Sp={p e L*N): px € P(K), K €Ty,
© stetig in allen Knotenpunkten a; € O},
Spo={p €S, ¢ =0 in Knotenpunkten a; € 0, }.
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sind dann Teilrdume S, C H*(Q) bzw. S0 € H(99,; ) erklirt. Eine Basis von Sh
(sog. ,Knotenbasis“) erhélt man durch
{@ELZ) S Sh,Oai = 17 <oy Npy QOE—LZ)(ak) = 5ik}7

wobei die Basisfunktionen in 2D die Gestalt von Pyramiden haben (s. Abb. 5.4).

Abbildung 5.4: Knotenbasisfunktionen: lineare sowie bilineare Ansétze.

Damit lassen sich dann auch Basen der Réume Vj, o = Sj , der Verschiebungsansitze
up = (upi)i_, angeben:

{@;LZIZ - @5:)(6k17 6k27 6k3)T7i = 17 ceey Npy,y k= 17 27 3}

Jedes Verschiebungsfeld wuy, lasst sich so darstellen in der Form

up(z) = Z Zuhk(ai)@fﬁ(w), e

=1 k=1

4

Fiir die gegebene Randverschiebung «° kann als Approximation etwa die , natiirliche’
Interpolierende gewéhlt werden, d. h.:

u) €V, : u(a;) = u(a;), a; € Oy,
Das Ritzsche Verfahren bestimmt dann
"th 3 . .
iy =uf + Y Zfﬁ?ﬂwiﬁl € Vo +ujy
i=1 k=1
aus der Beziehung

np 3
SN ealen o)) =10 —al, o) =1, m, 1=1,2,3,  (5.2.49)
i=1 k=1

bzw. den Vektor der Knotenverschiebungen &, = ( S,z = upg(a;))ip aus

Apn = ba, (5.2.50)
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mit der ,,Steifigkeitsmatrix“ und dem ,,Lastvektor*

Ap = (a(gogf,i, (pgl]l)))i,j:l,...,nh;k,l=1,2,3’ by = (1(90/(%]1)) - a(ug, gDELJI)))j=1,...,nh;/!c=1,2,3'
Durch Vergleich von (5.2.50) mit (5.1.16) schen wir, dass der mathematische Ansatz der
FEM dasselbe Gleichungssystem liefert wie der ingenieurwissenschaftliche. Damit erweist
sich die der Formulierung (5.1.16) zugrunde liegende intuitive Verschiebungsmethode als
Spezialfall des klassischen Ritzschen Verfahrens wenn man Teilrdume kinematisch zuléssi-
ger, stiickweise polynomialer Ansatzfunktionen und die zu den jeweiligen Knotenpunkten
gehorenden  natiirlichen“ Basisfunktionen verwendet.

Die abstrakte Fehlerabschétzung (5.2.28) liefert dann ein notwendiges und hinreichen-
des Kriterium fiir die Konvergenz der FEM fiir h — 0:

V(@ —an)lle = min V(@ = pp)lo- (5.2.51)

@hEVh 0tuy

Bei kinematisch zuléssigen Ansétzen Vi, o C Vo = Ha(9Q; Q) bleibt also, die Vollsténdig-
keit der Familie von Teilrdumen (V},0)ner, in Vo nachzupriifen. Diese ergibt sich fiir finite
Elemente aus rein lokalen Approximationseigenschaften. Von entscheidender Bedeutung
sind dabei die Regularitdtsanforderungen an die betrachteten Zerlegungen T, , die jetzt
formal definiert werden sollen. Dazu sei jedem Simplex K € Tj eine kleinste umbeschrie-
bene Kugel B¥" mit Radius 7x und eine grofite einbeschriebene Kugel B® mit Radius
pr zugeordnet. Ferner erinnern wir an die Bezeichnung

h := max hy, hg = diam(K).

KeTy,

Definition 5.1 (Winkelbedingungen): Die Zerlequngsfamilie (T})ner, gentigt der
SMazimalwinkelbedingung“ , wenn mit einer Konstante ¢ € Ry gleichmdfig fir h € R
und K € Ty, gilt:

T < chi. (5.2.52)

Sie gentigt der , Minimalwinkelbedingung“, wenn mit einer Konstante ¢ € Ry gleichmdfig
fir he Ry und K €Ty, gilt:

hi < cpi. (5.2.53)

In der Analyse der Finite-Elemente-Methode wird der Einfachheit halber meist die
Giiltigkeit der Minimalwinkelbedingung vorausgesetzt. Fiir praktische Belange ist die
schwichere Maximalwinkelbedingung aber niitzlicher. Diese geht auf Babuska!® und Aziz'#

13Tvo M. Babuska (1926-): Tschechischer Mathematiker, Promotion 1955 in Prag, aus politischen
Griinden Emmigration in die USA, 1968-1996 Prof. an der Univ. of Maryland (College Park), danach
Prof an der Univ. of Texas (Austin); fundamentale Beitriige zur Finite-Elemente-Methode; initiierte ei-
ne Reihe von Forschungsrichtungen, z. B.: Behandlung von Eckensingularitéten, Sattelpunktprobleme
(Babuska/Brezzi-Bedingung, 1970/1971), ,h“-, ,p“- und ,hp“-adaptive FEM, Zerlegung der Eins.

141, Babuska, A.K. Aziz: On the angle condition in the finite element method, SIAM J. Numer. Anal.
13, 214-226 (1976)
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(1976) zuriick. Im Folgenden wollen wir auch nur diese als gegeben annehmen. Der Na-
me ,, Winkelbedingung“ geht auf ihre Charakterisierung in zwei Dimensionen durch die
erlaubte Grofle der Innenwinkel der Dreiecke zuriick: Die Minimalwinkelbedingung ist
dquivalent dazu, dass die Innenwinkel aller Dreiecke gleichméflig von Null wegbeschrankt
sind, wihrend die Maximalwinkelbedingung nur fordert, dass sie gleichméflig nach oben
von 180° wegbeschrénkt sind. Dieser Sachverhalt ist in Abb. 5.2 illustriert. Wir merken
an, dass eine entsprechende Regularitatsbedingung fiir Vierecks- bzw. Hexaederzerlegun-
gen anders formuliert werde muss, um Degenerierungen zu verhindern; hier bedient man
sich Annahmen an die Transformationen zwischen den Zellen K € T, und einer Refe-
renzeinheizzelle K.

Satz 5.2 (Interpolationssatz): Die Zerlequngsfamilie (Ty)per, geniige der Mazimal-
winkelbedingung (5.2.52). Dann gilt fiir Verschiebungsfelder uw € Vi,o N H*(Q)3 mit der
zugehorigen ,Knoteninterpolierenden “

np 3
Ihu = Z Zuk(ai)@% € Vho,
=1 k=1

und einer Konstante ¢y € Ry gleichmdfig fir h € Ry und K € T, die Abschitzung

IV (u— Lw)|x < crhil| Vil k. (5.2.54)

Die zellweise Interpolationsabschétzung (5.2.54) kann aufsummiert werden und ergibt
dann die globale Abschétzung

19— Ll = (32 190~ Bl)

KeTy,

1/2
<o Y MIvRul) < el VRullo,
KeTy,

(5.2.55)

Da der Raum Vj, o N H?*(Q)? dicht in Vo ist, impliziert die Abschitzung (5.2.55) die
Dichtheitseigenschaft
min ||V(@—¢p)|la =0 (h—0)
©h€Vh,0
und damit die Konvergenz der betrachteten FEM unter der minimalen Regularitétsan-
nahme @ € V4. Fiir reguldrere Losungen @ € Vi, 0 N H(Q)? ergibt sich die (optimale)
sog. ,, Energiernorm-Fehlerabschatzung*

IV (i — i) |lo < ch||VZi|q. (5.2.56)

Die abstrakte L?-Norm-Fehlerabschitzung (5.2.31) erhélt im vorliegenden Fall die Gestalt

v _
4 — dinlo Ssup< inf V(v = en)lle
geH \NPr€Vho lglle

I (=)l
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mit der schwachen Losung v, € V der ,,dualen” Aufgabe

a(p,vg) = (@, 9) Yo € V.

Auf konvexem Polyedergebiet besitzt diese die Regularitit v, € H*(Q)? und geniigt der
a priori Abschitzung ||V2v,lla < ||g|la . Mit Hilfe der Interpolationsabschétzung (5.2.55)
und der Energienorm-Fehlerabschétzung (5.2.56) ergibt sich dann

— 1
i~ inflg < sup (Vs = Il g5 g
A
V2 o o
< chsup (L0212 9 — o < AV G — ) o
geH ||g||Q

und somit die verbesserte L?-Fehlerabschéitzung
i — dnlla < k[ Vil (5.2.57)

Fiir weitere Resultate bzgl. der Konvergenz der Methode der finiten Elemente in anderen
Normen (z. B. der Maximumnorm fiir Verschiebungen oder Spannungen) sowie fiir Po-
lynomansétze hoherer Ordnung verweisen wir auf die Darstellungen in der angegebenen
Literatur (z. B.: Ciarlet [80] und Brenner/Scott [78]). Dort wird meist die stérkere ,, Quasi-
Gleichformigkeit® der Zerlegungsfamilie (T), (d. h.: gleichméfBige Form- und Grofien-
regularitét) angenommen, was Gitteranisotropien und lokale Verfeinerungen ausschliefit.
Viele der fiir diesen Fall bewiesenen Fehlerabschétzungen bleiben auch auf allgemeineren
Gitter giiltig (s. Apel [72]); allerdings ist der Beweisaufwand deutlich hoher und viele
dieser Resultate sind noch nicht in der veroffentlichten Literatur enthalten.

Zum Abschluss dieses Abschnitts skizzieren wir noch den Beweis des obigen Interpo-
lationssatzes

Beweis: i) Aufgrund der Winkelbedingung (5.2.52) existieren invertierbare affin-lineare
Transformationen
x— 1" =Tk(x)=Tkr+tx, z€K,

welche die Simplizes K € Tj auf rechtwinklige Simplizes K* mit drei achsenparallelen
Kanten abbilden, wobei mit gewissen Konstanten ¢, ¢ € R, gleichméBig fir A € R, und
K e Th gllt

Tkl + 1T < e 0 < ¢ < |det(Tk)| < c.

Dabei werden die Eckpunkte und Kanten von K auf die Eckpunkte und Kanten von
K* abgebildet (s. Abb. 5.5). Diese Aussagen sind fundamental fiir den Beweis des Inter-
polationssatzes unter Annahme der Maximalwinkelbedingung und kann mit elementaren
Mitteln bewiesen werden. Zu Funktionen u auf K gehéren Funktionen w*(x*) := u(x)
auf K*. Da die lineare Interpolierende Iu einer skalaren Funktion u € H?*(Q) auf
K Dbei affin-linearer Transformation in die lineare Interpolierende I,u* der Funktion
u*(x*) = u(Tx'(x*)) iibergeht, geniigt es die Behauptung fiir solche rechwinklige Simpli-
zes K* zu beweisen. Fiir allgemeine Simplizes erhélt man sie dann einfach durch Koor-
dinatentransformation. Diese Aussage zu verifizieren sei dem Leser iiberlassen.
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|hi| < h

T

hy
Abbildung 5.5: Tranformation eines Tetraeders auf den Referenztetraeder.

ii) Sei nun 0.B.d.A. K ein rechtwinkliges Simplex der beschriebenen Art mit den Aus-
dehnungen hj in Richtung der x;-Achsen, k = 1,2, 3. Durch die Skalierung

r— &= Lgw, L =diag(hy*, hy' h3t),
wird K auf das Einheitssymplex K abgebildet. Wir setzen wieder
a(2) == u(L(2)), Iz0(2):= Ixu(Ly'?)

und finden mit Hilfe der iiblichen Transformationsformeln fiir Integrale und Ableitungen:

/|V u — Iru)|? da:—Z/]@k (u — Iu) |2dw—zh1h2h3/\3k — [4)|* da.

Mit Hilfe eines Widerspruchsarguments basierend auf der Kompaktheit der Einbettung
HY(K) C L*(K) zeigt man auf K die folgende Abschitzung vom , Poincaré-Typ*

/ |0 (it — T0)|? dit < c/ \Voyal|® di. (5.2.58)
K K

Die Ausarbeitung der Details seien wieder dem Leser iiberlassen. Durch Riicktransforma-
tion & — x = L' folgt dann
3

3
o ~ A h#h?
V@kﬂ 2 dr = / 8[81(& 2 dr = Lk / 818ku 2 dx.
/f( | | ; K | | =1 hihahs [ | |
Alle bisherigen Abschétzungen Zusammengenommen ergibt sich schlieflich

hyhah
/|V(u—IKu)|2dI= e 3/ |0 (0 — I0)| di
K

k=1

hihahs
hi

IN

é

/ |V8ku|2 dz
k 1

3
hohol h2h2
ey “5 l /\818ku|2d9:
k=1 h1h2

IN

3
=y h?/ |valu|2da;géh§</ \V?ul|? da,
=1 K K

was zu zeigen war. Q.E.D.
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Die im Beweis verwendete Argumentation lédsst sich natiirlich auf beliebige Dimensionen
d > 1 sowie auf die Interpolation mit Polynomen hoherer Ordnung und beziiglich ande-
rer Normen iibertragen. Dabei verwendet man eine entsprechende Verallgemeinerung der
Ungleichung (5.2.58).

Bemerkung 5.1: Die beschriebene FE-Methode lésst sich auch zur Losung nichtlinea-
rer Probleme der Strukturmechanik anwenden, z. B.: im Fall geometrisch nichtlinearer
Modelle (,,groBe* Deformationen) und/oder nichtlinearem Materialverhaltens wie etwa in
der Elasto-Plastizitéit; fiir letztere Anwendung s. Suttmeier/Rannacher [138].

5.3 Finite-Elemente-Methoden fiir die Kirchhoffsche Platte

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Anwendung der FEM zur numerischen Losung
des Kirchhoffschen Plattenmodells. Dieses Randwertproblem vierter Ordnung ist beson-
ders gut geeignet, die verschiedenen Formen des Finite-Elemente-Ansatzes zu studieren.
Auf natiirliche Weise ergeben sich neben den klassischen ,primalen® Approximationen
als deren Verallgemeinerungen zunéchst die ,nichtkonformen“ Ansétze und dann durch
Ubergang zu einer anderen variationellen Formulierung auch ‘gemischte’ Verfahren. Die
anhand dieser Beispiele gewonnenen Erfahrungen werden spéter in den folgenden Ab-
schnitten bei der Diskretisierung von Modellen der Stromungsmechanik niitzlich sein.
Um den exemplarischen Charakter dieser Diskussion zu wahren, werden wir uns auf die
einfachsten Randbedingungen der ,,eingespannten® Kirchhoffschen Platte und auf den (ei-
gentlich unphysikalischen) Fall v = 0 beschrinken. Das Gebiet 2 wird als polygonal und
die vertikale Belastung als f € L*() angenommen.

Wir formulieren nochmals die Variationsgleichung fiir das Kirchhoffsche Plattenmodell
unter den o. a. Bedingungen: Gesucht ist ein v € V := HZ(Q2) mit der Eigenschaft

(V2u, Vi) = l(¢) VeV, (5.3.59)

wobei [(-) : V — R ein gegebenes lineares stetiges Funktional ist. Wir betrachten die
beiden Varianten, dass [(-) durch Funktionen f € L?(Q2) oder g € L*(Q)? gegeben ist
in der Form

Up):=(frp)s  Up):=1(9, Vo),

mit den Normen

fre g,V
e = sup Sy e = s 10V
©EL2(Q) el peHL(Q) Vel

< gl-

Auf dem Raum V' gilt

= (Ay, Ap),
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was man leicht durch partielle Integration und Ausnutzung des Randverhaltens von Funk-
tionen in V' verifiziert. Das Plattenproblem (5.3.59) kann also in der folgenden #dquiva-
lenten variationellen Form geschrieben werden:

(Au, Ap) =1(p) YpeV. (5.3.60)
Wir werden im Folgenden dennoch meist die Formulierung (5.3.59) verwenden, um néher

am allgemeinen Fall v € [0,1) mit allgemeinen Randbedingungen zu bleiben.

Das variationelle Problem (5.3.59) bzw. (5.3.60) besitzt nach der vorausgehenden Dis-
kussion eine eindeutige Losung u € V', die bei ausreichender Regularitét Losung der
folgenden Randwertaufgabe ist (im Fall I(-) = (f,-):

Au=f in Q ulpgo=0, dyulsg=0. (5.3.61)

Es sei an die folgenden Regularititsresultate fiir die ,,schwache® Losung u € V' erinnert:

i) Auf konveren Polygongebieten ist u € H3(QY), und es gilt die a priori Abschitzung

[ull s < (]9l (5.3.62)

il) Auf konvezen Polygongebieten mit maximalem inneren Winkel o < 126° ist im Fall
I(-) = (f,-) die Losung v € H*(Q), und es gilt die a priori Abschitzung

[l s < ()] 2. (5.3.63)

Diese Aussagen gelten auch, wenn der Rand 02 ,glatt® (d. h. zweimal stetig differen-
zierbar parametrisierbar) ist. Auf nichtkonvexen Polygongebieten ist i. Allg. u & H3(12),
sondern weist in der Umgebung der einspringenden Ecken mit Innenwinkel w > 7 ein
wohl definiertes singulédres Verhalten auf.

Die Regularitdtsstufe u € V N H3(Q) erscheint also als generisch fiir die Losung
der Plattengleichung auf konvexen Gebieten und wird im Folgenden immer als gege-
ben angenommen. Die Annahme eines Polygongebiets vereinfacht die Konstruktion der
FE-Approximation, da dadurch die technischen Komplikationen der Approximation eines
krummen Randes vermieden werden. In diesem Fall gilt

—(V - V2u, V) = —(VAu, V) = l(p) Yo € Hy(Q), (5.3.64)
was man durch partielle Integration in (5.3.59) und Ausnutzung der Dichtheit von V' in

H}(Q) erschlieft.

5.3.1 Konforme primale Ansitze

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass die verwendeten Gitter T, struktur- und form-
reguldr sind. Grofenregularitét ist fiir die meisten Resultate nicht notwendig, was z. B.
lokale Gitterverfeinerung im Rahmen adaptiver Techniken erlaubt. Fiir spétere Zwecke
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definieren wir noch die Mengen 9T, = {I'} und 9*T, = {a} aller Kanten I' sowie
der aller Eckpunkte a von Zellen in T, . Auf den Gittern T) werden FE-Ansatzraume
definiert:

Vi, :={pn € L*(Q)] onx € P(K), K € Ty, ¢y stetig und ¢ = 0 auf 0Q
bzgl. gewisser Knotenfunktionale x()}.

Dabei sind P(K) gewisse Vektorrdume von Polynomen auf der Zelle K. Meist ist
P(K) = P.(K) ein voller Polynomraum (Polynome vom Grad k), oder P(K) = P,(K)®
span(py, . .., p,) mit gewissen Polynomen p; hoherer als k-ter Ordnung. In diesen Raum-
en werden Approximationen wuy, € Vi, zu u € V := HZ(Q) gesucht. Die konkreten FE-
Ansitze auf den einzelnen Zellen K € T}, ergeben sich dabei mit Hilfe einer linearen bzw.
bilinearen Transformation ¢y : K — K von einer »Referenzzelle” K (z. B. Einheitsdrei-
eck oder Einheitsviereck im R?) auf K :

o () = 0n(pg'(2), z€K.

Definition 5.2: Der FE-Ansatzraum Vi, wird konform (bzgl. V = HZ(Q) )* genannt,
wenn Vi, CV ist, andernfalls ,nichtkonform®.

Konformitét bzgl. H(2) bedingt bei einer stiickweise polynomialen Ansatzfunktion wy,
die Stetigkeit von w;, und Vuy, iiber die Zellgrenzen hinweg sowie das Verschwinden von
up, und Vuy, auf dem Polygonzug 0f).

Fiir einen konformen Ansatz lautet die Gleichung zur Bestimmung von uy, € Vj,:
(V2up, Vi) = l(pn) Veon € V. (5.3.65)

Die eindeutige Losbarkeit folgt mit demselben Argument wie fiir das zugehorige kontinu-
ierliche Problem (Darstellungssatz von Riesz). Analog zur Finite-Elemente- Approximation
der Poisson-Gleichung gilt wieder die Orthogonalitdtsbeziehung (sog. ,, Galerkin-Orthogo-
nalitédt®) fiir den Fehler e := u — uy,:

(V2e, Vi) =0, on € Vi (5.3.66)

Die Zuordnung uy, := Rpu ist daher eine orthogonale Projektion bzgl. des Skalarprodukts
(V%.,V?.). Daher gilt wieder die Bestapproximationsbeziehung

V2| = min [|[VZ(u— ¢n)]l, (5.3.67)
PhEVR

womit die Frage nach der Konvergenz der Approximation, u, — u (h — 0) zuriickgefiihrt
ist auf ein lokales Approximationsproblem. Fiir die iiblichen Finite-Elemente-Réume V},
(mit mindestens quadratischen Ansatzfunktionen) gibt es einen zellweise definierten ,,In-
terpolationsoperator® I, : VN H3(Q) — Vj,, so dass

HVZ(U — ]hU)HK < cihK|\V3uHK, K e T}“ (5368)
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bzw. nach Summation iiber alle Zellen K € Ty, ,
V2(u — )| < c;h||[V3ul|. (5.3.69)

Mit Hilfe dieser Abschiatzung und der a priori Abschéitzung fiir die Losung uw € V N
H3(Q) gewinnt man direkt die erste Fehlerabschitzung fiir die FE-Approximation des
Kirchhoffschen Plattenproblems:

IV2ell < chlgll. (5.3.70)
Mit Hilfe des tiblichen Dualitéitsarguments folgt weiter die verbesserte Fehlerabschiatzung
IVell < ch?lgl). (5.3.71)
Dazu betrachtet man das Hilfsproblem
(VZp,V22) = (V,Ve) Vo €V,

welches nach Voraussetzung eine eindeutige Losung 2 € V N H3(Q) besitzt, fiir welche
die a priori Abschétzung gilt:

I2llgs < ¢ sup Ve, Ve)

< c||Ve|.
peHL(Q) Vel

Damit gilt dann unter Ausnutzung der Orthogonalitdt und der obigen Abschitzungen:

[Ve|? = (V?e,V?2) = (V?, V(2 — I,2))

= (

< IV2elll V(2 = In2)ll < chl|[Velllzllzs < chl[V2ell]| Vel

Dies impliziert zusammen mit (5.3.70) die behauptete H'-Fehlerabschiitzung (5.3.71).
Eine weiter verbesserte L2-Fehlerabschitzung ist i. Allg. fiir ,nur* quadratische Ansitze
nicht zu erwarten, da die Interpolationsabschitzung (5.3.69) nicht verbessert werden kann.
Fiir mindestens kubische Ansétze erhilt man dagegen auf Polygongebieten mit maximalem

Innenwinkel w < 126° wegen der hoheren H*-Regularitéit der primalen Losung uw und
der entsprechenden dualen Losung z die optimale L2-Fehlerabschitzung:

el < ch?| £]I. (5.3.72)

Die Durchfithrung des Beweises sei als Ubungsaufgabe gestellt.

Beispiele H:-konformer Ansitze
Zur grafischen Beschreibung der verschiedenen Finite-Elemente-Typen verwenden wir die

folgenden Symbole, wobei a stets fiir einen Eckpunkt der Zelle und b fiir einen Punkt
auf der Zellkante (meist der Mittelpunkt) stehen.

e ¢(a) in Eckpunkten a: /
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e Vip(a) (zwei Freiheitsgrade) in Eckpunkten a: 4@\

e V2p(a) (drei Freiheitsgrade) in Eckpunkten in a:

Onp(b) in Kantenmitten b: N

¢r Mittelwert |K|™' [ pdr :

Die jeweiligen FE-Ansétze werden definiert durch Vorgabe des lokalen Polynomrau-
mes ¢ € P(K) und eines zugehérigen , unisolventen® Satzes von Knotenfunktionalen
{xi(-), i=1,...,m =dimP(K)} . Dabei werden Knotenfunktionale, die sich auf innere“
Knotenpunkte beziehen, allgemein mit yo und solche, die sich auf Randknoten beziehen,
mit xgq bezeichnet. Der zugehorige Ansatzraum ist dann wie folgt definiert:

Vi :={p € L*(Q)| ¢ix € P(K), K € Ty, ¢ stetig bzgl. aller Knotenfunktionale yq
und gleich Null bzgl. der Knotenfunktionale xsq entlang 092}
Eine (stiickweise) polynomiale Funktion ist genau dann , H?-konform®, wenn sie samt
ihrer Ableitungen iiber die Zellkanten hinweg stetig sind. Dies steht in Analogie zur not-
wendigen Stetigkeit auf den Zellkannten bei H'-Konformitiit. Wir werden sehen, dass die
Konstruktion HZ-konformer Ansitze nicht ganz einfach ist. Bei den folgenden Beispie-
len von sog. ,,Plattenelementen® zeigt der Vergleich der Anzahl der Freiheitsgrade in den

Spuren r und J,pr auf den Zellkanten I' mit der Anzahl der zugehérigen Knotenfunk-
tionale, dass alle diese Ansiitze HZ-konform sind.

Beispiel 5.1: Das quintische Argyris-Element:

P(K) = P5(K), dimPy(K) =21,
XQ(SD) € {‘P(a)v V@(a)v 8n(p(b) Vz(ﬁ(a)}v
xox (0) € {@(a), V(a), Onp(b), 02p(a), 0:0,0(a)}. :

Beispiel 5.2: Das kubische Clough-Tocher-Element:

P(K) = {QD € Cl(K)| PlK; € PJ(Kz)v i = 17253}7
dim P(K) = 12,

xa(p) € {p(a), Vi(a), 0up(b)},

xoa(p) € {¢(a), Vo(a), 0,p(b)}.

Dieses Element hat eine Variante, bei der durch die Zusatzbedingung 9,pr € Py(T") die

drei Freiheitsgrade 0,p(b) elimiert werden und damit die Dimension auf dimP(K) =9
reduziert ist.
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Beispiel 5.3: Ein bikubisches Vierecks-Element:

P(K) Qd(K), lele( ) =16,
xa(p) € {¢(a), Vio(a), Onp(b)}
)

xoa(#) € {p(a ), () P (D)}

Die beschriebenen konformen Finite-Elemente-Anséitze haben Systemmatrizen

Ay = (V2 V2o Ny o= dim Vi,

3,j=1

mit einer groflen Bandbreite wegen der Kopplung der vielen lokalen Freiheitsgrade. Ferner
bedingt die Verwendung hoherer Ableitungen als Knotenwerte unterschiedliche Skalierung
(mit h-Potenzen) der Matrixelemente. Die Verwendung niedriger Polynomgrade wire da-
her wiinschenswert. Die Konditionierung der Systemmatrizen ist aber in Abhéngigkeit
von der Ordnung des zugrunde liegenden Differentialoperators A? fiir alle Ansitze sehr
schlecht, ndmlich (auf quasi-gleichférmigen Zerlegungen)

condy(Ay) = O(h™4).

Fiir feine Gitter (etwa bei der Auflésung von Grenzschichten) oder , Eckensingularitéten®
erfordert dies den Einsatz von , direkten® Losern (LR-Zerlegung durch Gauf-Elimination)
oder speziell angepassten iterativen Verfahren.

5.3.2 Nichtkonforme primale Anséitze

Die Schwierigkeit bei der Konstruktion Hg-konformer FE-Ansitze legt es nahe, die Ste-
tigkeitsforderungen abzuschwéchen, um mit niedrigeren Polynomgraden auszukommen.
Wir beginnen als einfachstes Beispiel mit dem quadratischen , Morleyschen'® Dreiecksele-
ment*.

Beispiel 5.4: Das quadratische Morley-Element: Der Ansatzraum ist auf Triangulierun-
gen Ty definiert durch

Vi i ={p € L*(Q)| ¢ix € Po(K), K € Ts, Xa(0), x0()
stetig und gleich null fiir Knotenpunkte auf 9Q},

mit den Knotenfunktionalen (a Eckpunkte, b Seitenmitten):

P(K) = Py(K), dimPy(K)=6,
xa(p) € {¢(a), 0,p(D)},
Xoa(s) € {p(a), Onp(b)}. - : °

5Leslie Sydney Dennis Morley (1924-2011): Englischer Ingenieur; wirkte an der Brunel University in
Uxbridge, England; Beitrige zur FEM fiir nichtlineare Schalenmodelle.
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Alternativ kann man als Knotenfunktionale fiir das Morley-Element statt der Funktions-
werte 0,¢(b) auch die Mittelwerte

xr(p) = | / Do ds
T

iiber Zellkanten I' verwenden. Diese Wahl hat den Vorteil, dass die zugehorige natiirliche
Knoteninterpolation (im Gegensatz zu ersteren) dann fiir alle Funktionen aus HZ ()
definiert ist.

Wegen der Nichtkonformitét des Ansatzes ist die Bilinearform (V?-,V?.) nicht fiir
Funktionen aus Vj, definiert. Es ist naheliegend, stattdessen die ,stiickweise“ definierte
Form

(V2, V20) = Y (V2, V),

KeTy,

zu verwenden, wobei der Index K wieder Integration iiber die Zelle K bedeutet. Analog
wird gegebenenfalls auch eine rechte Seite aus H*(Q2)? modifiziert zu

(@) = (9, V) = D> _ (9, V).

KeTy,

Fiir I(-) = (f,-) ist zwar eigentlich keine derartige Modifikation erforderlich, trotzdem
schreiben wir auch in diesem Fall [,(-) = (f, ). Im diskreten Plattenproblem ist dann
ein uy, € Vj, zu bestimmen mit der Eigenschaft

(V2un, V2u)n = w(¥n)  Yon € Vi (5.3.73)

Wir werden noch sehen, dass dieses Problem wohl gestellt ist. Wir fithren im Folgenden
einige weitere Beispiele nichtkonformer Elemente an.

Beispiel 5.5: Das (reduzierte) bikubische ,Adini*S-Viereckselement*:

® ®

P(K) = P3(L) @ {123, 2325}, dim P(K) = 12,
xa(p) € {p(a), Vo(a)},
xoa(p) € {p(a), Viy(a)}. ® ®

16 Avner Adini (??7??-): Promotion 1961 an der Univ. of California (Berkeley, USA) als Bauingenieur;
Beitrdage u. a. zur Finite-Elemente-Methode in der Plattenstatik.
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Beispiel 5.6: Das kubische Dreieckselement von de Veubeke'™ :

P(K) = P;(K), dimP(K) = 10,
Xa(p) € {p(a),0np(b), K}, °©
xoa(p) € {¢(a), dnp(b)}. . = : o

Beispiel 5.7: Das kubische ,Dreieckselement von Zienkiewicz*:

P(K) = Py(L), dimP(K) =10,
XQ(QP) € {(p(a’)v V(p(a‘)v @K}7 ©
xoa(p) € {»(a), Ve(a)}.

Wir diskutieren jetzt die Morley-Approximation in etwas mehr Detail. Der zugehori-
ge Ansatzraum sei mit V;¥ bezeichnet. Zunéchst bemerken wir, dass die symmetrische
Bilinearform (,, Energieform*)

an(up, vp) = (Vup, Vo),

auf dem Morley-Raum VM ein Skalarprodukt definiert. Dies erschlieft man leicht wie
folgt: Ist ||[V2pn|ln = 0, so folgt V2<ph|K = 0 auf jeder Zelle K € T). Also ist o5
linear. Wegen der geforderten Stetigkeit in den Eckpunkten ist ¢, € H(Q). In allen
Zellen am Rand ist dann notwendig ¢ux = 0 wegen der Randbedingung 0,¢x(b) = 0.
Dies iibertragt sich induktiv auf alle Zellen, so dass sich ¢, = 0 auf ganz 2 ergibt. Damit
definiert dann ||[V?2- ||, auch eine Norm auf V;M . Das zugehorige diskrete Problem lautet
dann: Finde u, € VM, so dass

an(un, on) = n(en)  Von € VM. (5.3.74)
Wegen der gezeigten Definitheit von ap(-,-) ist diese (endlich dimensionale) Aufgabe fiir

jedes h eindeutig losbar.

5.3.3 Konvergenzanalyse fiir nichtkonforme Ansitze

Wir wollen einen allgemeinen Konvergenzsatz herleiten, welcher auf verschiedene nicht-
konforme Ansitze anwendbar ist. Mit [,1) € V,, wird die natiirliche ,, Knoteninterpolie-
rende“ von v € V N H3(Q) bezeichnet. Fiir diese gilt allgemein

v — Iyv|| + AV (v — Lv)|[n + B2 V(v — L) ||n < ch®|| V3] (5.3.75)

"Baudouin M. Fraeijs de Veubeke (1917-1976): Belgischer Ingenieurwissenschaftler; Prof. an der Uni-
versité de Lige; wichtige Beitrige zur Methode der finiten Elemente, insbesondere gemischte Formu-
lierungen und Plattenstatik: A conforming finite element for plate bending, in: J. C. Zienkievicz and
G. S. Holister, eds., Stress Analysis, pp. 145-197, Wiley, New York, 1965.
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Fiir die Losung v € V N H3(Q2) der Randwertaufgabe
(V20,V3%) =1(p) VeV, (5.3.76)
zu | € HH(Q) definieren wir auf Vi, +V :={on + ¢ : oy € Vi, € V} die Form
Nu(v, on) = an(v,on) —Upn), @n € Vi@ V.
Speziell fiir die Losung u der Plattengleichung (zur rechten Seite [ € H~1(2)) ist dann

Ni(u, ) = an(u, ¢) — l(p) = (V?u, V) = l(p) =0, @€ V. (5.3.77)
Wir definieren nun die Groflen (MaB fiir die Approximationsgiite)
2(y _
T}(Lk) ‘= sup inf —||V (w ; wh)Hh, k> 2,
veEVNHF(Q) YhE€VR [VEo|

sowie (MafB fiir die Nichtkonformitt)

5 .= [ Na(v, 9] k> 9

sup sup =
veEVNHE(Q) VBV, V|| V2[5’

Hilfssatz 5.1: Sei die Lisung des Plattenproblems u € V N H3(Q) und u, € VM die
durch (5.3.74) definierte, nicht-konforme Approximierende. Dann gelten fiir den Fehler
e:=u—uy die Abschitzungen

IV2elln < {r? + 82 U1, (5.3.78)
IVelln < {r® 4+ 68V 11| 1. (5.3.79)

Beweis: i) Sei 1, € V}, eine beliebige Approximierende der Losung w. Wir schétzen
zunéchst die Differenz é := 1, — uy € Vj, ab. Es gilt
IV2el[}, < an(&,) = an(vn — u, €) + an(u — up, €)
= ap(tp — u, ) + ap(u,e) — 1(é)
= ah(¢h —u, é) + Nh(u é)

Ny (u,é)]
<3V (u — | \Vars
< {2t =l + el M ovap,
und folglich
) Ny (u, op)|
Ve, <2 inf [|[Vu—vn)|n+ su ”7’ 5.3.80
Vel <2 jnf, 90— i)+ sup Lt (5.3.80

Diese Abschiitzung ist eine Verallgemeinerung der iiblichen ,, Bestapproximation® fiir nicht-
konforme Ansitze (sog. ,2. Strangsche'® Lemma‘“). Mit den oben definierten Grofen er-
halten wir also

V2%l < efr? + 82 HIVPul| < efr + 852 1|

18Gilbert Strang (1934-): US-Amerikanischer Mathematiker; seit 1962 Prof. fiir Mathematik am Massa-
chusetts Institute of Technology (MIT) in Cambridge, Massachusetts; fundamentale Beitréige zur Finite-
Elemente-Methode, Variationsrechnung und Wavelet-Analysis, starkes Interesse auch an der Didaktik der
Mathematik.
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Dies impliziert die Abschitzung (5.3.78).

ii) Zum Nachweis von (5.3.79) verwenden wir ein Dualitdtsargument. Sei z € V' Losung
des Hilfsproblems
(V2,V22) = l(p) :== (Voo Ve)u Vp e V.

Die rechte Seite definiert offenbar ein stetiges lineares Funktional auf HJ (). Folglich ist
z € H3(Q), und es gilt die a priori Abschitzung

Izllzs < cf|Vel|n. (5.3.81)
Aufgrund der Definition der Form Nj(z,e;,) gilt dann
Ni(z,€) = an(e, 2) = U(en) = an(e, z) — [ Velly.
Mit der Knoteninterpolierenden I,z € V), folgt weiter
IVellz = an(e, z — I,2) + an(e, [,2) — Ni(z, €)
=ap(e, z — Inz) + an(u, Inz) — an(un, Inz) — Np(z,e)
=ap(e,z — Inz) + ap(u, Inz) — (I2) — Np(z,e)
:ah(eaz_]h ) +Nh(u -[h ) Nh(z; 6)
=ap(e,z — Inz) + Np(u, Inz — z) — Np(2).
Unter Verwendung der obigen Bezeichnungen kénnen wir also wie folgt abschétzen:
[Velli < IV2ellall V(2 = Iu2)lln + 057 [ V°ull [1V2(2 = In2)lln + 67 [ V22| [ Vel
3 3)_(3) || 3
< {n21V2elln + 5707 IV%ul + 67 V%]l V2]
Mit Hilfe der a priori Abschétzung (5.3.81) erschliefen wir weiter
3 3 3) (3
Vel < em? + a0 IV2elln + 677 [Pul
und unter Beriicksichtigung der bereits gezeigten Abschitzung (5.3.78):
IVelln < e(m? + 572 19%ul + 57 R IVPull < e(n? + 67 -1

Hieraus ergibt sich die Abschitzung (5.3.79), was den Beweis vervollstandigt.  Q.E.D.

Bemerkung 5.2: Eine verbesserte Konvergenzabschiitzung bzgl. der L2-Norm ||ey|| er-
fordert etwas strengere Annahmen an die Regularitéit des Gebiets 2. Wenn der Rand
0) glatt ist, oder alle Innenwinkel kleiner als w =~ 126° sind, gilt fiir die Losung z € V
des ,,dualen* Problems

(V?2, Vo) = (e,9) Vo€V,
die Regularitit z € H*(Q2) sowie die a priori Abschiitzung ||V*z| < cle||. Dies fiihrt
dann zur Fehlerabschitzung

lell < efrt? + 55 Y2 1 £1l- (5.3.82)

Der einfache Beweis dieser Aussage sei als Ubungsaufgabe gestellt.
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Die Anwendung von Hilfssatz 5.1 auf konkrete nicht-konforme Approximationen er-
fordert die Abschitzung der Grofien T}(Lk) und 521@). Dies erfolgt unter Ausnutzung der
jeweiligen Struktur der verwendeten Ansatzfunktionen.

Satz 5.3 (Morley-Element): Die Lisung des Plattenproblems erfille uw € V N H3(Q) .
Dann gilt fiir den Fehler e := u — wy, der Morley-Diskretisierung die a priori Fehler-
abschdtzung

Velln + 2| V2e|ln < ch?||l|| -1 (5.3.83)

Beweis: Wir haben die Grofien 7',(13) und (5,(13) fiir das Morley-Element abzuschétzen. Die
behauptete Fehlerabschiitzung wird sich dann mit Hilfe von Hilfssatz 5.1 ergeben.

i) Mit der Knoteninterpolierenden gilt fiir v € V N H3(Q) :
V(v — L) ||n < ch||VP0].

Dies impliziert T}(L?’) <ch.

ii) Sei u € VN H3(Q) Losung des Plattenproblems zur rechten Seite [ € H'(Q2). Zur
Abschétzung von 6,(L3) schreiben wir mit beliebigem ¢, € VM @V :

an(u, on) — In(n) = ap(u, on) + a(u, on) — (en)
mit den Termen
ap (u, pn) = (Au, App)n,
ay(u, pn) = 2(0105u, Didapn)n — (9w, Dyipn)n — (D5, Opn)n.
Durch zellweise partielle Integration ergibt sich

ap(u, o) — n(en) = Ry (u, on) — (VAU Vo) — l(on)
mit
Ry (u, n) = Z (Au, Ippn)or -
KeTy,

Wir behandeln zunéchst die letzten beiden Terme rechts. Wegen (5.3.77) kann die stiick-
weise lineare Knoteninterpolierende ¢ € HJ(Q) von ¢, eingeschoben werden. Fiir diese
gilt aufgrund ihrer zellweisen Approximationseigenschaften

IV (o = oi)lln < chlIVglln.

Da ¢f global stetig ist, folgern wir weiter mit Hilfe der reduzierten Variationsgleichung
(5.3.64) und der a priori Abschitzung ||[V3u| < c||g]|:

[(VAu, Veor)n + In(en)| = [(VAu, V(en — ) + l(en — ¢5)]
< |IVAuUl [V (en — i) ln + gl IV (n — o)l
< ch|lgll]|V?enlln-
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iii) Wir behandeln nun den Term aj (¢, ¢5,) . Dabei verwenden wir dieselbe Argumentation
wie schon bei der Herleitung der natiirlichen Randbedingungen fiir die starke Losung des
Kirchhoffschen Plattenproblems (Transformation von kartesischen Koordinaten {z1,zs}
in die lokale Koordinaten {n,7} entlang der Rénder JK ). Entlang der Kante T" lassen
sich Normal- und Tangentialableitungen schreiben wie

8n == n181 + ﬂQaQ, 8T = n281 - ’I’Llaz.

Ferner gilt |n| = |7| =1 und (n,7) = 0. Mit Hilfe des Satzes von Gauf} ergibt sich die
1. Greensche Formel

/ AulApdr = —/ VAu-Vedr+ / Aud,p ds.
K K oK
Weiter gilt
/ {afuagcp — 8182u8182<,0} dx = / {82(8@32(,0) — 81(8182u82<p)} dl‘
K K
= {n202u0yp — 10, 0udap} ds
oK
und analog
/ {aguafga — alagualf)ggo} dl’ = / {31(822U81(,0) — 82(8281u81<p)} da:
K K
= {n102u01 0 — n20,01ud1p} ds
oK

Unter Verwendung der obigen Beziehungen fiir n,7 und 0,, 0, verifiziert man leicht
N202Usp — 110,05udsp + 11 0201u0 p = 0, 0rudrp — O2ud,p.

Es folgt
/ {0202 + 03ud?p — 20,0,ud Osp} & = {0,0,u0,;0 — P*ud,p} ds,
K K

bzw.

G}L(U, 30) = Ri(”v 90) = Z {(ana'ru7 87'90)81{ - (872LU, an(;D)BK}

KeTy,

Wir fassen das Resultat der bisherigen Abschétzungen zusammen:
lan(u, on) = Wn(on)| < chllgll IVnlln + [ R (u, on)| + | Ry (u, n)]- (5.3.84)

iv) Zur Abschitzung der Terme R) und R, beachten wir, dass die Spuren aller Ablei-
tungen 0,0;ju auf den Kanten I' € OT), stetig sind. Mit [-]r seien die Spriinge iiber die
Kante I' bezeichnet. Mit dieser Notation gilt dann bei Beachtung von :

Ry (u,0n) = Y (Au, [Oupnlr)r,

TeoTy,
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sowie

Ri(u,on) = Y {(0n0-u, [0-pnlr)r — (Oru, [Oupnlr)r }-

TedTy,

Hierbei wird im Fall T' C 99 die Konvention [0,¢4]r := 0,¢y verwendet. Fiir Funktionen
on € VM @V ist nach Konstruktion des Morley-Ansatzes

/F[an%]r ds = /[afsﬁh]r ds = 0.

r

Folglich kénnen iiber jeder Kante die lokalen Mittelwerte 9;0;up := [I'|™! [.9;0;uds von
0;,0;u eingeschoben werden, und wir erhalten

Ry(¥, 1) = Z (Au — Aur, [0,¢n]r)r,

reory,

sowie

Rllz(uv en) = Z {(&ﬁTu — OnOrur, [Gr@h]r)r — (0ru — mr’ [ansﬁh]r)r}

TeaTy,

Fiir eine Funktion ¢ mit verschwindenden Mittelwerten auf der Kante I' C 9K gilt die
verallgemeinerte Poincarésche Ungleichung

_ 1/2
le — Brlle < chiIVellx.

Mit Hilfe dieser Abschéitzung ergibt sich also mit der Notation T'= K N K" :

|RY(u, on)| < ch Y IVl o {IVenllx + 1V}
reat,

|Bi(uon)l < ch Y IV%ullkore {I1V%0nllx + 1 V20nll 5},

reoTy,

und folglich
| By, on)| + | By, (w, 00)| < | VPl [V 00

In Kombination mit der bereits gezeigten Abschitzung (5.3.84) erhalten wir nun das
néchste Zwischenresultat:

|an (u, on) = ln(en)| < chllgll IV@nlln-

Hieraus folgt nun unmittelbar die gewiinschte Abschétzung 5,(13) < ch. Die behauptete
Fehlerabschétzungen ergeben sich dann mit Hilfe von Hilfsatz 5.1. Q.E.D.

Bemerkung 5.3: Fiir das Morley-Element ist eine verbesserte L?-Fehlerabschitzung der
Ordnung |ley]| < ch®||f|| nicht méglich (auch nicht im Fall eines geniigend reguldren
Gebietsrands 0€2). Dies liegt daran, dass im Dualitédtsargument die hohere Regularitit
z € H*(Q) durch den P,-Ansatz nicht ausgenutzt werden kann, d. h.: Es gilt lediglich die

suboptimale Konvergenz T,(f) =O(h).
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Zum Abschluss formulieren wir noch ein Satz 5.3 entsprechendes Resultat fiir das
nicht-konforme Adini-Element.

Satz 5.4 (Adini-Element): Die Ldsung des Plattenproblems erfille u € V N H3(Q).
Dann gilt fir den Fehler e := u — uy der Adini-Diskretisierung die a priori Fehler-
abschdtzung

IVelln + Rl V2elln < ch?|lg]. (5.3.85)

Wenn alle Innenwinkel von Q Fkleiner als w ~ 126° sind und I(-) = (f,-), gilt die
verbesserte Fehlerabschditzung

lell + R[| Vel + R*|| Vel < ch*||f]|. (5.3.86)

Beweis: Wir haben wieder die Grofien T}(Lk) und (5,(1]9) fiir das Adini-Element abzuschatzen.

Dabei verfahren wir &hnlich wie fiir das Morley-Element. Die Ausfiihrung des Beweises
wird als (nicht ganz einfache) Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Bemerkung 5.4: In der Praxis erweist sich das Adini-Element als weitaus genauer als
das Morley-Element. Wir bemerken, dass allerdings bereits eine kleine Erweiterung des
Adini-Ansatzes auf das oben aufgefiihrte konforme Viereckselement fiihrt. Zu einem Ge-
nauigkeitsvergleich gehort natiirlich auch eine Aufwandsabschétzung, welche den Losungs-
aufwand (Anzahl der Unbekannten) und den Speicherbedarf (Besetztheitsdichte der Sy-
stemmatrix) beriicksichtigt. Auf einem gleichméfliigen Gitter des Einheitsquadrats mit
Gitterweite h gilt
dim VM ~ 4h72  dim V;* ~ 3h72

Vor diesem Hintergrund erscheint das Morley-Element also wenig attraktiv. Wir bemer-
ken noch, dass das oben angegebene Hi-konforme bikubische Viereckselement die Kom-
plexitit dim Vj, ~ 5h~2 besitzt; fiir das ,, reduzierte® Clough-Tocher-Element ist sogar nur
dim V,¢T ~ 3n72.

5.3.4 Gemischte Ansitze

Wir haben gesehen, dass die Konstruktion konformer Ansitze fiir das Plattenproblem
nicht einfach ist und gewisse praktische Nachteile besitzt. Nicht-konforme Anséitze haben
wiederum andere Nachteile; z. B. konvergieren bei der Approximation von Eigenwert-
problemen die diskreten Eigenwerte i. Allg. nicht monoton ,, von oben®. Ein alternativer
Weg ist die Verwendung sog. ,,gemischter® Methoden; dazu wird von einer anderen, ,,ge-
mischten® variationellen Formulierung des Problems ausgegangen. Dazu schreiben wir
die Differentialgleichung vierter Ordnung als ein System von zwei Gleichungen zweiter
Ordnung fiir die Verschiebung v und den Tensor der Biegemomente M := —V?u:

M=-Vu, -V*:M=f. (5.3.87)
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Gesucht ist also nun ein Paar {u, M} € HZ(Q) x L*(Q)2X2 so dass

sym ?
—(M,V?p) =l(p) Vp e Hy(Q), (5.3.88)
(M, 0) + (VPu,¥) =0 VU e L* Q)% (5.3.89)

wobei wieder () = (f,-) oder I(-) = (g, V+). Dies ist keine fiir unsere Zwecke brauchbare
variationelle Formulierung, da sie nach wie vor Hg-konforme Ansitze erfordert. Um dies zu
umgehen, wird in den obigen Gleichungen partiell integriert und wir erhalten die folgende

sog. ,,gemischte® variationelle Formulierung des Plattenproblems: Finde {u, M} € H x
W= H}Q) x HY(Q)2%2 mit

sym
(V-M,Vp)=1(p) Ve H:=H}Q), (5.3.90)
(M, 0) = (Vu,V-U)=0 Y¥eW:=H Q)72 (5.3.91)

In dieser Formulierung tritt die Randbedingung 0,u|sqo = 0 nicht mehr explizit auf. Sie ist
zu einer , natiirlichen® Randbedingung geworden, die von jeder hinreichend glatten Losung
des Problems (5.3.90,5.3.91) automatisch erfiillt wird. Wir halten fest, dass fiir jede Losung
ue VN H3Q) der ,primalen* Formulierung des Plattenproblems mit M := —V?u eine
Losung {u, M} € H x W der ,gemischten* variationellen Formulierung (5.3.90,5.3.91)
gegeben ist. Diese Formulierung kann dann als Basis fiir eine FE-Diskretisierung dienen.

Bemerkung 5.5: Im Fall eines nicht-konvexen Polygongebiets ist v ¢ H3(Q) und folg-
lich M := V?u ¢ H'(Q)2:2. Die gemischte Formulierung (5.3.90), (5.3.91) sollte dann
also nicht dquivalent zur primalen Formulierung (5.3.59) sein. Dies ist aber nicht wirklich
der Fall, denn diese Aquivalenz lisst sich erreichen, wenn fiir die Biegemomente nur die

Regularitit M € {¥ € L*(Q)22| V- M € L*(0)?} gefordert wird.

sym

Satz 5.5: Die gemischte Formulierung (5.58.90,5.3.91) besitzt eine eindeutig bestimmte
Lisung {u, M} € Hx W := H}(Q) x HY(Q)2X2 | und es gilt die a priori Abschitzung

sym ’

IVull s + | M < elgll- (5.3.92)

Beweis: Die Existenz einer Losung ergibt sich mit der obigen Argumentation aus der
Losbarkeit der primalen Formulierung des Plattenproblems. Wir beweisen nun die Ein-
deutigkeitsaussage. Fiir die Differenz {u, M} = {u' — u?, M — M?} zweier Losungen
{u', M*} und {u? M?} gilt dann

(V- M, Vo) =0 Vo€ H(Q),

(M, 9) — (Vu,V-¥)=0 VU e Hl(Q)zyxn%.

Wir setzen ¢ :=u, ¥ := M und erhalten durch Kombination der beiden Gleichungen

IM]* = (Vu, V- M) =0,

und damit M = 0. Mit ¥ := diag(u) € H'(Q)%<2 folgt dann weiter

sym

[Vu|? = (Vu, V - diag(u)) = 0, (5.3.93)
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und damit auch u = 0. Die a priori Abschitzung (5.3.92) ergibt sich aus der entsprechen-
den fiir die (dquivalente) primale variationelle Formulierung. Q.E.D.

Bemerkung 5.6: Da man in (5.3.90) nicht mit ¢ := M;; & H}(2) testen darf, gibt die
Variationelle Formulierung (5.3.90), (5.3.91) direkt keine Kontrolle tiber ||V - M]||. Diese
gewinnt man erst auf dem Umweg iiber die primale Formulierung aus der (nicht-trivialen)
a priori Abschétzung

IV M| < [[VPu]| < cllgll. (5.3.94)

,Primal-gemischte* Diskretisierung

Zur Diskretisierung der gemischten Formulierung (5.3.90), (5.3.91) verwenden wir einen
H'-konformen Ansatz:

Hy, == {¢n € Hy(Q)| pni € P'(K), K € Ty},
Wy, = {0, € H(Q)Z2| Vi, € P(K), K € Ty}

sym

Die Polynomriume P(K), P°(K) sind im einfachsten Fall gerade P(K) = PY(K) =
P (K) lineare Dreieckselemente) oder deren quadratischen Gegenstiicke. Die sog. primal-
gemischte Finite-Elemente-Diskretisierung im Sinne eines ,, Galerkin-Verfahrens® lautet

dann wie folgt:
Finde {up, My} € H, x Wy, , so dass

(V - My, V@h) = l((ph) Vgﬁh € Hy, (5395)
(Mh, \IJh) — (Vuh, A ‘I/h) =0 YU, eW,. (5396)

Seien {¢},i=1,...,N¥:=dim H,} sowie {®} i=1,...,NM :=dim W,} die iiblichen

Knotenbasen von Hj, und W), . Dann schreibt sich das gemischte Schema (5.3.95, 5.3.96)
in Form eines Block-Gleichungssystems
0
- (5.3.97)
Tp bh

fiir die Knotenwertvektoren &, = {y, z} € R¥\"*Ni' zu den Darstellungen

Ah Bh

Anén = B 0

NM Ny

i i

Yn = E ¥y, up = E iy,
i=1 i=1

mit den zugehorigen Matrizen sowie dem Lastvektor

NM
i,j=1’

. . . . M u .
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Die ,Massematrix“ Ay ist reguldr. Folglich kann die Komponente v, aus dem System
eliminiert werden:
Yh = 7A;IBh.Z'h, B?;A;IB}L.Z'}I = bh-

Die Matrix ¥, := BL A, ' By, wird das ,,Schur!?-Komplement“ von A, in der Blockmatrix
Ap, genannt. Mit ihr besteht die Block-Dreieckszerlegung

Ah Bh
-BF 0

Ay 0
BT %,

I, A'By,
0 Iy

Ay = (5.3.98)

Die Matrix Aj, ist offenbar genau dann regular, wenn die Matrix >;, regulér ist. Zunéchst
folgt aus der Struktur von X, , dass sie positiv semidefinit ist. Sie ist genau dann (strikt)
definit, wenn die Matrix B}, maximalen Spaltenrang hat bzw. injektiv ist. Die Injektivitét
von By, ist mit der Korrespondenz z, < ¢, yn <> V), wegen (Eckige Klammern (-, -)
bezeichnen jeweils das euklidische Skalarprodukt.)

<thha yh> - (V@h, V : \Ilh)>
gleichbedeutend mit

sup (Von, V- U,) = sup (Bpap,yn) >3, >0, @n € Hy. (5.3.99)

Wy, eWp, W, eWy,

In der betrachteten Situation (I'. = 09 und Polynomansitze gleicher Art fiir Ver-
schiebungen und Biegemomente) ist fiir jedes ¢, € Hj, der zugehorige Diagonaltensor
P8 .— diag(p) automatisch in W, . Dies impliziert, dass

(V<Ph, Y (I);Lﬁag)

Vonll? = (Vi V - d028) = :
|| S@h” ( Pt h ) ||V.q)zhag||

IVenll,
und folglich

. (Ven, V- W)
inf  sup P VIR S 5.3.100
enett gy, [VenllIV - @l = ( )

hier mit der Konstante v =1.
Bemerkung 5.7: Die Ungleichung (5.3.100) (i. Allg. mit einer Konstante v > 0 un-

abhéngig von h gefordert) wird in der Literatur als ,inf-sup-Bedingung“ (auch , Babuska-
Brezzi?’-Bedingung“ oder kurz , BB-Bedingung“) bezeichnet. Sie ist wesentlich fiir die

9Tssai Schur (1875-1941): Deutscher Mathematiker, geb. in Mogiljow (RuBland), Studium der Ma-
thematik und Physik in Berlin, 1901 Promotion und danach Privatdozent, 1913 Prof. in Bonn und ab
1919 wieder Prof. in Berlin, in den 30-er Jahren wegen seiner jiidischen Herkunft aus dem Dienst entlas-
sen, 1939 Enigration nach Paléstina; Arbeiten iiber Darstellungstheorie von Gruppen, Zahlentheorie und
theoretische Physik, am besten bekannt durch die ,,Schur-Zerlegung* von Matrizen.

20Franco Brezzi (1945-): Italienischer Mathematiker, Forschungsprof. an der Univ. von Pavia; bekannt
durch seine Beitriige zur Finite-Elemente-Methode in der Struktur- und Fluidmechanik sowie im Elek-
tromagnetismus, die nach ihm benannte ,,Babuska/Brezzi-Bedingung® sichert die Konvergenz der FEM
bei (indefiniten) Sattelpunktproblemen.
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Konvergenz der Niherungen {up, My} — {u, M} (h — 0). In der hier betrachteten Si-
tuation ist der Nachweis dieser Eigenschaft trivial; im Fall allgemeiner Randbedingungen
kann dies aber schwierig sein. Insbesondere erzwingt dies, dass der Ansatzraum W), fir
M, ausreichend . gro3“ bezogen auf den fiir u;, sein muss. Dies ist z. B. bei der im Hin-
blick auf die Regularitiitseigenschaften von {u, M} € H N H3*(Q) x W naheliegenden
Kombination P, x P; nicht der Fall.

Bemerkung 5.8: Die Matrix 4; hat eine Kondition O(h™*). Bei moderater Dimension
N+ NM 2~ 10 wird zur Losung des Systems am besten die robuste LR-Zerlegung (Gauf-
Elimination) verwendet. Bei hoheren Dimensionen ist ein populérer Weg die sog. ,,Schur-
Komplement-Tteration“, bei der die (symmetrische, positiv-definite) Schur-Komplement-
gleichung

thh == B;{Anghl'h = bh (53101)

mit Hilfe des CG-Verfahrens gelost wird. Da die Kondition von 3, sich immer noch wie
cond(¥;,) ~ h~* verhilt, ist dabei zusitzlich Vorkonditionierung durch ILR-Zerlegung
oder Mehrgitterschachtelung erforderlich. Da wir spéter noch auf die Losung von dhnli-
chen indefiniten Gleichungssystemen zuriickkommen werden, wird dieses Thema hier nicht
weiter verfolgt.

Im Hinblick auf die vorausgehende Bemerkung betrachten wir im Folgenden nur den
Standardfall, dass die Ansétze fir {uy, M)} € H;, x W), vom gleichen Polynomgrad sind
(und dass wieder T'. = 09 ). Grundlage fiir die Fehleranalyse des gemischten Verfahrens
ist wieder seine Galerkin-Orthogonalitéit, welche hier die folgende Form besitzt:

(V . (M — Mh), V@h) =0, o€ Hy, (53102)

(M - Mh, \I/h) - (V(’U, - uh), V- \Ifh) = 07 ¢h S Wh. (53103)

Satz 5.6: [Primal-gemischt] Fiir die primal-gemischte Diskretisierung (5.8.95, 5.3.96)

mit quadratischen Ansdtzen gilt fir die Fehler e* = u — up und e = M — M, die
Abschdtzung

Vet || + hlle™]| < eh?|[1]|z-1. (5.3.104)

Beweis: Im Folgenden bezeichnen P,u € H, sowie P,M € W), geeignet zu wéhlende

Approximierende von u bzw. M (Knoteninterpolierende, L?-Projektion, Ritz-Projektion,
etc.) mit den Eigenschaften

lu — Poul| + h||V(u— Pyu)|| < ch®||ullgs, (5.3.105)

[M — B, M| 4+ h||V - (M — P,M)|| < ch||M| g (5.3.106)

all

i) Wir beginnen mit der Abschétzung von [|e™||. Unter Verwendung der Orthogonalitéts-

beziehungen (5.3.102) und (5.3.103) ergibt sich
le™]|* = (e, M — PuM) + (", PuM — My)
(eM M — P,M) + (Ve",V - (PyM — My))
= (M, PyM) + (Ve",V - (PyM — M)) + (Ve*,V - M)
(BM PyuM) + (Ve', V- (PoM — M)) + (V(u = Pyu), V - ),

Ve,
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bzw.

11 < e [[I[M = PuM || + [[Ver[[[[V(M = PM)|| + [V (u = P [[[V - ]
< chlle" ||| M| + | Ve [ M ]| + ch? [l ||V - €]

Mit Hilfe der ,inversen Beziehung* fiir finite Elemente ||[Vy|| < ch™!py|| folgt weiter
IV - eM IV - (M = B M)|| + |V - (PM — M)
<V (M = BM)|| + ch™ || PoM — M|

<V (M = M) + ch7H [P M — M| + ch™[|eM]
< c|[ Ml + ch™H|eM|].

(5.3.107)

Damit folgt aus der vorletzten Abschétzung

™1 < chlle™ M|+l Ve M |z + ch?[[ull s (1M]] 212 + B {[€M]])

< 1P 4 o2 M + Y|P
mit beliebigem ¢ € (0,1] bzw.
lleM|| < eh™Y|Ve || + ce || M| g1 (5.3.108)

ii) Als néchstes schitzen wir ||Ve"|| ab. Dazu verwenden wir wieder ein Dualitédtsargu-
ment. Sei z € VN H3(Q) die (eindeutige) Lésung des Hilfsproblems

(V2p,V?2) = (Vp,Ve") Yo e V. (5.3.109)

Fiir diese gilt die a priori Abschitzung ||z||gs < ¢||Ve||. Wir setzen N := V?z € W.
Damit gilt dann

—(Ve,V-N) = (Vp,Ve') Vo € H, (5.3.110)
(N, U) = (Vz,V-0)=0 YU eW. (5.3.111)

Im Folgenden verwenden wir die durch die Gleichung
(V-U,, V- (RyN —N)) +6h (¥, RN —N) =0 YU, W, (5.3.112)

definierte Ritz-Projektion Rj, : W — W), . Da die Bilinearform (V-,V-) + dh~!(,-) ein
Skalarprodukt auf W ist, gilt die ,,Bestapproximationseigenschaft

19 (N = RuN)IP + b IN = RyN|2 = min {9+ (N = )|+ 6hH [N — W2},
h h

woraus folgt:

IV - (N = RaN)|| + 6"2h 2N — RyN|| < ¢||N |l < el Ve"|. (5.3.113)
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Wir setzen nun ¢ :=¢e" in (5.3.110) und erhalten mit Hilfe der Orthogonalitétsbeziehun-
gen (5.3.102) und (5.3.103)

||V€”||2 —(Ve',V-N)
(Ve“, V. (N RhN)) — (Ve“, V. RhN)
—(Ve", V- (N — RyN)) + (", R,N)
—(Ve",V - (N — RyN)) + (e, RyN — N) + (eM V?z)
—(Ve",V - (N — R,N)) + (™, RyN — N) — (V- M V2)
—(Ve",V - (N = RyN)) + (", RN — N) — (V- M, V(2 — P,2))
Wir ordnen den Funktionen u und e* € H die Tensorfunktionen U := (Us;)7 ;= =

(udi;)7 j—, € W und analog E* := (¢"6;;)7,;-, € W zu. Damit gilt dann unter Verwendung
der Definition der Ritz-Projektion R, :
[Ve'||* = —(V - E*,V - (N — RyN)) + (e, RyN = N) — (V- ", V(2 — P;2))
=—(V-E“V-(N—RyN))—5h(E*,N — R,N)
+6h Y E",N — RyN) + (™, RyN — N) — (V- M V(2 — P,2))
=—(V-(U-1,U),V-(N—R,N))—6h (U~ I,UN — R,N)
+6h Y E",N — RyN) + (™, RyN — N) — (V- M V(2 — P,2)),

mit der Knoteninterpolierenden I,U € W), . Dies fithrt zu folgender Abschétzung

Ve[| < IV - (U = LUV - (N = RpN)|| + 6h7HU = LUJIN = RN
+ 2007 "IN = RuN || + e[| RaN = N[+ |V - " [[[[V (2 = Pu2)|
< ch?ull gl Nllzre + coh|[ull o | Nl 2 + 26| V| e
+ chll e[| Nl + h? ||V - e[| 2] o
< ch?[lull = [[IIVe* | + coh?||ull gal| Ve || + 20]|e" [[[[Ve|
+ chlle™[[|Ve"|| + ch?||V - eM[[[|Ve"|

bzw.
Ve || < ch?||ul|gs + cSh||ullgs + 28|e*|| + chlle™ || + ch?||V - eM ||

Verwendung der Abschitzung (5.3.107) ergibt weiter
Vet || < ch®|lull s + coh®[|ullzs + 28]l (| + chlle™ || + ch* {| M|z + ch™{|e™||},
und bei hinreichend kleiner Wahl von 46,
IVe |l < ch?|ullzs + chlle™]].
Durch Kombination dieser Abschéitzung mit (5.3.108) ergibt sich

||eM|| < Eh_l{ch2||u||Ha + chHeMH} + ce_thM||H1 (5.3.114)
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und folglich bei Wahl von e hinreichend klein,
Vet + hlle ]| < chllull .

Dies vervollsténdigt den Beweis. Q.E.D.

Die primal-gemischte Diskretisierung mit quadratischen Ansétzen hat auf gleichférmi-
gen Gittern die Komplexitidt dim(H, x Wj) = (4 + 12)h~2, d. h. ist bezogen auf die
erreichbare Ordnung ||V (u — uy)|| = O(h?) verglichen mit dem nicht-konformen Morley-
oder Adini-Verfahren recht teuer. Daher lohnt es sich, auch die billigere Variante einer
primal-gemischte Diskretisierung mit nur linearen Ansétzen zu betrachten. Diese hétte
die reduzierte Komplexitdt dim(H, x W}) ~ (1 4 3)h~%, welche derjenigen der nicht-
konformen Verfahren entspricht. Der Nachweis einer entsprechenden Konvergenzordnung
ist bisher aber nur unter zusétzlichen Strukturannahmen an die verwendeten Gittern ge-
lungen.

Definition 5.3: Fin (ebenes) Dreiecksgitter Ty, heifit ,Dreirichtungsgitter®, wenn alle
Seiten der Dreiecke T € Ty parallel zu drei festen Richtungsvektoren sind. Es heifst
sinneres Dreirichtungsgitter®, wenn es ,Dreirichtungsgitter bis maglicherweise auf einen
Streifen entlang des Randes der Dicke O(h) ist.

Satz 5.7: [Primal-gemischt] Fiir die primal-gemischte Diskretisierung (5.58.95, 5.3.96)
mit linearen Ansdtzen auf inneren Dreirichtungsgittern® gilt die Fehlerabschitzung

IV (w = wn)l| + | — M| < ch*?||1]| -+ (5.3.115)

Beweis: Der technisch aufwendige Beweis wird hier nicht gegeben. Q.E.D.

Bemerkung 5.9: Wir stellen wieder einen Leistungsvergleich mit den anderen Ansétzen
fiir das Plattenproblem an. Die Komplexitdt der Diskretisierung ist im Falle eines ein-
fachen linearen oder bilinearen Ansatzes dim(Vjo x W,) &~ 4h™%, also vergleichsweise
niedrig. Allerdings ist die erzielbare Genauigkeit auch nicht sehr hoch. Dazu kommt die
Schwierigkeit bei der Losung der indefiniten, algebraischen Systeme. Dies ldsst den be-
trachteten ,,primal-gemischten Ansatz als wenig attraktiv im Vergleich etwa zum Adini-
Element erscheinen.

sDual-gemischte® Diskretisierung

Wir wollen noch einen weiteren gemischten Ansatz erwidhnen, der einige Probleme des
eben betrachteten primal-gemischen vermeidet. Das Ziel ist es, die Anzahl der lokalen
Freiheitsgrade fiir wj, zu erhohen, ohne notwendig den Polynomgrad heraufzusetzen.
Ausgangspunkt ist wieder die primal-gemischte Formulierung fiir das Paar {u, M} =
{u,VZu} € Hx W := H}Q) x H(Q)?%2 der Verschiebung und Biegemomente:

sym

(V-M,Vp)=I(p) VYpeH, (5.3.116)
(M, V) — (Vu,V-U)=0 VIeW (5.3.117)
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In dieser Formulierung brauchen die Biegemomente statt M € W eigentlich nur die
folgende reduzierte Regularitéit zu haben:

MeW :={We X)XV -0 = (90,2, € L*(Q)?},

sym

was offenbar schwiicher ist als die Forderung M € W = H'(Q)27% . Die zugehérige sog.

»dual-gemischte” Formulierung des Plattenproblems lautet dann:
Finde ein Paar {u,M} € H x W, so dass
(V-M,Vp)=I1(p) Y€ H, (5.3.118)
(M, V) — (Vu,V-0) =0 Y¥eW. (5.3.119)
Die Existenz von eindeutigen Losungen erschlieft man dann analog zur primal-gemischten
Formulierung wieder aus den Resultaten fiir die primale Formulierung.
Auf | zuldssigen® Dreieckszerlegungen T, = {K} werden hierzu fiir m € N die fol-
genden modifizierten Ansatzriume definiert:
Hh = {(,Oh S H&(Q” (;Dh\K S Pm(K), K S Th}:
W, = {0, € L(Q)22| Upyie € Pror (K22, K € Ty, Uy stetig, T € O},

Sym sym?
mit der Bezeichnung M} := n - M}, - n. Auf jeder Zelle K € T, der 3-dimensionale
Ansatz ¥,k € PO(K);;I% durch Vorgabe der 3 Knotenwerte n-W,-np, I' C 0K eindeutig

festgelegt. Durch partielle Integration erhalten wir

(V- My, Vign) = 3 (V- M, Vigw)e = 3 {0 Mo, Vndow — (Mo, Vi) |

KeT), KeT,
= Z {(n My, - n, Onon)ax + (n- My - 7,0-0n)ox — (Mp, VQ@h)K},
KeT,,

und folglich wegen der Stetigkeit von ¢, iiber die Zellrinder 0K ,
(V- My, Vo) = Z {(My, VPon) ik — (M}™, 0npn)or b =: br(Mp, on).
KET),

Mit dieser Notation lautet die diskrete dual-gemischte Formulierung wie folgt:
Finde {up, My} € Hy, x Wy, , so dass
bh(Mh, gﬁh) = —l((ph) V(,Oh S Hh, (53120)
(My, U3) + b (U, up) =0 Y, € W (5.3.121)

Satz 5.8 (Dual-gemischt): Fir das,dual-gemischte® Schema (5.8.120), (5.5.121) mit
linearen (m = 1) oder quadratischen (m = 2) Verschiebungsansditzen und zugehdrigen
konstanten (m — 1 =0) bzw. linearen (m — 1 = 1) Biegemomentansdtzen gilt die Fehler-
abschdtzung

IV (u—up)|| + h||M — M| < ch™| V™|, m e {1,2}. (5.3.122)
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Beweis: i) Ahnlich wie beim primal-gemischten Verfahren kann die behauptete Fehler-
abschitzung (5.3.122) direkt aus den Variationsgleichungen (5.3.120), (5.3.121) unter Ver-
wendung von Galerkin-Orthogonalitit und einer ,inf-sup“-Stabilitdtsungleichung abgelei-
tet werden. Wir werden hier einen anderen Beweisweg beschreiten, der bereits gewonnene
Ergebnisse fiir nicht-konforme Platten-Elemente verwendet. Wir skizzieren den Beweis
nur fiir den einfachsten Fall m = 1 linearer Verschiebungs- und konstanter Biegemomen-
teanséatze.

ii) Die Stetigkeitsforderung an Tensorfunktionen ¥, € Wh kann auch variationell ausge-
driickt werden wie folgt:

en(pn, @) == > (un, [P3")r =0 Vpw € L,
TedTy,

mit dem Kantentestraum
Eh = {/\h S L2(U{F S 8’H‘h}) | )\h‘p S PO(F), )\h\l‘c = 0}

und dem Sprung [¥}"] von W™ iiber die Kante I'; fir I' € 0Q wird wieder [¥}"] = U™
gesetzt. Damit ist das diskrete Sattelpunktsproblem (5.3.120) -(5.3.121) dquivalent zur
folgenden Formulierung;:

bh(M}“(ph) = *l((ph) VQDh S Hh, (53123)
(M, U3 + b (W, up) + ca(An, U) =0 V0, € Wy, (5.3.124)
ch(uh,Mh) =0 V/,Lh € Ly,. (53125)

Offenbar ist dieses Problem genau dann losbar, wenn es die Formulierung (5.3.120)-

(5.3.121) ist; in diesem Fall stimmen die ersten beiden Komponenten {uwy, M} € Hy, x Wh
mit der Losung von (5.3.120), (5.3.121) iiberein. Wir wollen nun zeigen, dass dieses modi-
fizierte System algebraisch dquivalent zu einer Variante des nicht-konformen Plattenele-
ments von Morley ist. Der zugehorige Ansatzraum ist

VM .= {p, € L*(Q)] onk € Po(K), K € Ty, ¢y stetig in Eckpunkten,
Oniop stetig in Seitenmitten und beide jeweils gleich Null auf dem Rand 9Q}.

Das Morley-Verfahren bestimmt dann u} € V;M als Losung der Gleichung
(V2u, V2on)n = (I on)  Vn € VM, (5.3.126)

wobei ]}(Ll)gph € Hi(Q) wieder die lineare (stetige) Knoteninterpolierende von ¢, bezeich-
net. Hierfiir haben wir oben bereits die folgende Fehlerabschiatzung gezeigt:

IV (= wp) I + AV (u = i)l < ch?|lull . (5.3.127)

Zu der Morley-Losung u} € V;M definieren wir durch die Setzung

Up|k = I;(Ll)u;m, My g = Vzu’,;‘K, Apyr = T / Opuy, ds
r
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ein Tripel {uy, My, \p} € Hy, x Wh X L}, . Dieses ist dann Losung der modifizierten dual-
gemischten Formulierung (5.3.123) - (5.3.125). Dies sicht man wie folgt: Zunéchst gilt mit
wp € Hy definitionsgeméf

bp(My, on) = Z {(My, Von)x — (M, 0non)or } = —(V - My, Vo)

KeT,
Als niichstes gilt (Ubungsaufgabe)
en(pin, Mp) = ...
Schlieflich gilt (Ubungsaufgabe)
a(My,, V) + by (up, Ui) + cn(An, Up) = . ..
Mit Hilfe der obigen Fehlerabschitzung (5.3.127) fiir das Morley-Verfahren folgt damit
IV(u—un)|| + [[M = Mp|| < chllul s,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Bemerkung 5.10: Die lokale Dimension der einfachsten Variante (k = 1) dieses dual-
gemischten Ansatzes ist dim(Hj, x Wj,) ~ 4h~2, was der des nichtkonformen Morley-
Elements entspricht. Ebenso sind offenbar die erreichbaren Konvergenzordnungen diesel-
ben.

Bemerkung 5.11: Das modifizierte dual-gemischte Schema (5.3.123) - (5.3.125) ist von
eigenem Interesse, da die Momentenansitze in /th unstetig und folglich die zugehorige
,Massematrix“ A, zur Bilinearform a(+,-) blockdiagonal und damit explizit invertierbar
ist. Durch Verwendung der Inversen A;l erhalten wir ein reduziertes System fiir die
Knotenvariablen {xy, z,} zu {up, \p} € Hy x L, der Form:

— [“”h] - lbh] . (5.3.128)

Die Koeffizientenmatrix ist symmetrisch und positiv-definit.

By A 'BF BLACT
CLATYBI CyAtCF







6 FE-Methoden fiir inkompressible Stromungen

In diesem Kapitel diskutieren wir die Anwendung der Methode der finiten Elemente zur
numerischen Losung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. Fiir weitere Details
sei auf die Ubersichtsartikel Glowinski [111], Becker et al. [99] und [131, 132, 133, 134,
135, 136], verwiesen.

6.1 FEM fiir die Stromfunktionsformulierung

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Anwendung der Methode der finiten Elemen-
te zur numerischen Losung der stationdren Stromfunktionsformulierung der inkompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen. Die Diskretisierung dieses Randwertproblems vierter
Ordnung folgt denselben Prinzipien wie die bei der schon betrachteten verwandten , Plat-
tengleichung“. Wir betrachten zunchst wieder die klassischen , primalen® Approximatio-
nen, als deren Verallgemeinerungen die ,nicht-konformen® Ansitze und dann durch Uber-
gang zu einer anderen variationellen Formulierung auch , gemischte* Verfahren. Um den
exemplarischen Charakter dieser Diskussion zu wahren, werden wir uns auf die einfachste
Randwertaufgabe der Stromfunktionsgleichung beschréanken, d. h. werden nur homoge-
ne Dirichlet-Randbedingungen betrachten und uns meist sogar mit dem linearen Fall
begniigen. Dasselbe gilt fiir die betrachteten Diskretisierungen. Im Interesse einer leichten
Versténdlichkeit werden jeweils wieder nur die einfachsten Vertreter der verschiedenen
Verfahrensklassen beschrieben, auch wenn diese vielleicht nicht die ,besten* Verfahren
fiir die allgemeinen Praxis sind. Beweise werden nur gegeben, wenn diese von der entspre-
chenden Argumentation bei der Plattengleichung abweichen.

Wir formulieren nochmals die (nichtlineare) Stromfunktionsgleichung in variationeller
Form mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen:
(P) Gesucht is ein U € HZ(Q)) mit der Eigenschaft

V(AT Ap) — (D1 TAY, Dyp) — (AT, i) = (f,rote) Vo € Hi(Q). (6.1.1)

Zur Abkiirzung wird im Folgenden v = 1 gesetzt und meist nur die lineare Gleichung
betrachtet

(AV, Ap) = (f,totp) Vo € HF (). (6.1.2)

Wenn in der urspriinglichen Navier-Stokes-Gleichungen die Volumenkraftdichte die ,,mi-
nimale* Regularitit f € L*(Q) besitzt, definiert F(¢) := (f,roty) offenbar ein stetiges
lineares Funktional auf H}(Q2), d. h.: F(-) € H7Y(Q). Der Stromfunktionsoperator A?
(Biharmonischer Operator) sollte Funktionale in H~'(Q) in Lésungen in H3(Q), dem
Sobolew-Raum der L2-Funktionen mit verallgemeinerten Ableitungen bis zur Ordnung
drei in L?(Q), abbildet. Auf Gebieten mit den bereits oben beschriebenen Eigenschaften,
Q konvex oder 0f) glatt, ist dies tatséchlich der Fall. Der Operator

A HI Q) NHY(Q) — HY(Q)

203
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ist dann ein Isomorphismus, und es gilt insbesondere die a priori Abschétzung

,TOot
VU] < Py = sup LX)

<11l (6.1.3)
peHL(Q) Vel

Diese Regularitiitsstufe ¥ € HZ(Q) N H3(Q) erscheint also als generisch fiir die Strom-
funktion und wird im Folgenden immer als gegeben angenommen. Zur einfacheren Kon-
struktion der FE-Approximation wird weiter das Gebiet (2 als ein konvexes Polygongebiet
angenommen. Die Losung ¥ € HZ(Q) N H3(Q) erfiillt dann auch die Beziehung

—(VAU, V) = (f,rotp) Vo € Hy(Q),

was man durch partielle Integration in (6.1.2) und Ausnutzung der Dichtheit von HZ()
in H}(Q) erschliefit.

6.1.1 Konforme primale Anséitze

Der Vollstdndigkeit halber werden im Folgenden die wesentlichen Begriffe und Tatsa-
chen aus dem Kapitel iiber die Numerik der Plattengleicung wiederholt. Wir betrach-
ten zunédchst das lineare Problem (6.1.2). Seien T, = {K} wieder Zerlegungen von
Q) in abgeschlossene Zellen K (Dreiecke oder Vierecke) der maximalen Weite h :=
maxger, diam(K) . Diese Zerlegungen sollen die folgenden, iiblichen Regularititseigen-
schaften haben, deren Formulierungen auf Dreiecks- und Viereckszerlegungen zugeschnit-

ten sind:

1. Strukturregularitit: Je zwei Zellen haben hochstens eine ganze Kante oder einen
Eckpunkt gemeinsam.

2. Formregularitit: Es bezeichnen hx den Durchmesser und pg den minimale Ab-
stand eines Eckpunkts der Zelle K zu der gegeniiberliegenden Seite. Es gibt eine
Konsatnte ¢; > 0, so dass

K
sup max — < ¢j.
h>0 K€Tn P

3. Groflenregularitat: Es gibt eine h-unabhédngige Konstante ¢y > 0, so dass

max hx < ¢ min hg.
KeTy, KeTy,

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass die verwendeten Gitter Tj struktur- und form-
reguldr sind. Groflenregularitét ist fiir die meisten Resultate nicht notwendig, was z. B.
lokale Gitterverfeinerung im Rahmen adaptiver Techniken erlaubt. Fiir spitere Zwecke
definieren wir noch die Menge 0T, = {I'} aller Kanten von Zellen in T}, .

Auf den Gittern T}, werden Finite-Elemente-Ansatzraume definiert:

Vi, == {on € L*(Q)| pni € P(K), K € T),, ¢y, stetig und ), = 0 auf 05
bzgl. gewisser Knotenfunktionale x(-)}.
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Dabei sind P(K) gewisse Vektorrdume von Polynomen auf der Zelle K. Meist ist
P(K) = Py(K) ein voller Polynomraum (Polynome vom Grad < k), oder P(K) =
Py(K) @ span(py, ..., p,) mit gewissen Polynomen p; hoherer als k-ter Ordnung. In die-
sen Rdumen werden Approximationen ¥, € Vj, zu ¥ € V := HZ(Q) gesucht. Die
konkreten FE-Ansitze auf den einzelnen Zellen K € T ergeben sich dabei mit Hilfe
einer linearen bzw. bilinearen Transformation ¢g : K — K von einer , Referenzzelle*
K (z. B. Einheitsdreieck oder Einheitsviereck im R?) auf K (sog. ,isoparametrischer*
Ansatz):

o () = on(pE'(2)), =€ K.

Definition 6.1: Der Finite-Elemente-Ansatzraum Vi, wird ,konform (bzgl. V = HZ(Q) )
genannt, wenn Vi, C 'V ist, andernfalls ,nicht-konform*.

Konformit#t bzgl. HZ(Q) bedingt bei einer stiickweise polynomialen Ansatzfunktion W,
die Stetigkeit von ¥, und VW, iiber die Zellgrenzen hinweg sowie das Verschwinden von
Uy, und V¥, auf dem Polygonzug 0. Giingige Beispiele HZ-konformer Ansiitze sind
im Kapitel zur Numerik der Plattengleichung angegeben und werden deswegen nicht noch
einmal wiederholt.

Fiir einen konformen Ansatz lautet die Gleichung zur Bestimmung von ¥, € Vj,:
(A\I/;“ Agoh) = (f7 r0t<ph) Vop € V. (614)

Die eindeutige Losbarkeit folgt mit demselben Argument wie fiir das zugehorige kontinu-
ierliche Problem (Darstellungssatz von Riesz). Analog zur FE-Approximation der Poisson-
Gleichung gilt wieder die ,,Galerkin-Orthogonalitiat fiir den Fehler e := W — Uy, :

(Aen, Apn) =0, @p € Vi, (6.1.5)

Die Zuordnung W, := R,V ist daher eine orthogonale Projektion bzgl. des Skalarprodukts
(A-; A-). Daher gilt wieder die Bestapproximationsbeziehung

|Aer| = min [|A(Y — o), (6.1.6)
PhEVR

womit die Frage nach der Konvergenz der Approximation, ¥, — ¥ (h — 0) zuriick-
gefiihrt ist auf ein lokales Approximationsproblem. Fiir die iiblichen FE-Raume V}, gibt
es einen zellweise definierten , Interpolationsoperator® I, : V. N H3(2) — V},, so dass

V20 — 1,0)| i < c;hig|| VPV, K €Ty (6.1.7)

Mit Hilfe dieser Abschiatzung erschliefit man direkt dier erste Fehlerabschiatzung fiir die
FE-Approximatioin:

V22 — )|| < chl|f] (6.1.8)

Die konformen FE-Ansétze haben Systemmatrizen

j D\ NV .
A= (g, 80), 0 N = dimV,
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mit einer groflen Bandbreite wegen der Kopplung der vielen lokalen Freiheitsgrade. Ferner
bedingt die Verwendung hoherer Ableitungen als Knotenwerte unterschiedliche Skalierung
(mit h-Potenzen) der Matrixelemente. Die Verwendung niedriger Polynomgrade wire da-
her wiinschenswert. Die Konditionierung der Systemmatrizen ist in Abhangigkeit von der
Ordnung des zugrunde liegenden Differentialoperators A? fiir alle Ansétze sehr schlecht,
namlich

condy(A) = O(h™).

6.1.2 Nicht-konforme primale Ansitze

Die Schwierigkeit bei der Konstruktion konformer Finite-Elemente-Ansétze legt es na-
he, die Stetigkeitsforderungen abzuschwéichen, um mit niedrigeren Polynomgraden aus-
zukommen. Wir betrachten wieder als einfachstes Beispiel das quadratische ,,Morleysche
Dreieckselement® mit den Ansatzraumen

Vi = {90 € Lz(Q)| PlK € PQ(K)a K e T;“ Xa(cp%Xb((p)
stetig und gleich null fiir Knotenpunkte auf 90},

mit den Knotenfunktionalen (a Eckpunkte, b Seitenmitten):

P(K) = Py(K), dimPy(K) =6,
xa(p) € {¢(a), 0np(D)},
Xoo(p) € {p(a), Onp(D)}. ¢ : o

Alternativ kann man als Knotenfunktionale fiir das Morley-Element statt der Funktions-
werte O,¢(b) auch die Mittelwerte

xr(p) = T]! / Onpds
T

iiber Zellkanten I" verwenden. Diese Wahl hat den Vorteil, dass die zugehorige natiirliche
Knoteninterpolation dann fiir alle Funktionen aus HZ(Q2) definiert ist. Weitere Beispiele
nichtkonformer finiter Elemente finden sich im Kapitel iiber die Numerik der Plattenglei-
chung.

b
b

Wir wollen nun Modifikationen der variationellen Formulierung (6.1.2) der Stromfunk-
tionsgleichung fiir nichtkonforme Ansétze diskutieren. Dabei wird sich erweisen, dass ein
zu ,naiver® Diskretisierungsansatz leicht in die Irre fithren kann. Wegen der Nichtkonfor-
mitét des Ansatzes ist die Bilinearform (A-, A-) nicht fiir Funktionen aus V), definiert.
Es ist naheliegend, stattdessen die , stiickweise® definierte Form

(AQOAw)h = Z (A<}9>A¢)K
KeTy,

zu verwenden, wobei der der Index K wieder Integration iiber die Zelle K bedeutet.,
Analog wird die rechte Seite modifiziert zu

(f.rot())n ==Y (f,rot(¥))x.

KeTy,
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Als diskretes Problem ist dann ein ¢, € V}, zu bestimmen mit

(Agﬁh, Ad}h)h = (f7 rOt(,L/Jh))h vdjh S Vh~ (619)

Dieses Problem ist aber nicht wohl gestellt, da die Bilinearform (A-, A-), nicht notwendig
definit ist. Dies wird anhand des folgenden, einfachen Beispiels belegt.

Beispiel 6.1: Auf einem Gitter bestehend aus vier Zellen betrachten wir die Funktion

z(1—2)—y(l—y) auf K,
z(1+2)+y(l—y) auf Ky,
—z(l+z)+y(l+y), auf Kj,
—z(1—2)—y(l+y), auf K.

oz, y) =

Diese Funktion hat die Eigenschaften ¢(a;) = 0 (1 = 1,...,5), und J,¢(b;) = 0 in
Seitenmitten auf dem Rand. Ferner ist 0,p(b;) stetig in inneren seitenmitten. Es gilt
jedoch ||Apll,=0.

Wir diskutieren jetzt die Morley-Approximation in etwas mehr Detail. Der zugehorige
Ansatzraum sei mit VM bezeichnet. Aufgrund der vorausgehenden Uberlegung muss
das variationelle Problem zur Verwendung des Morley-Elements angepasst werden. Eine
Stabilisierung der Bilinearform (A-, A.) ist erforderlich. In Anlehnung an die Situation
bei der biharmonischen Gleichung in der Plattenstatik (Kirchhoffsches Plattenmodell)
fithren wir den folgenden Ausdruck ein:

AV, V2] = Ap Ay + 0{20100001000 — 00031 — D3007}
mit einer Konstanter o € (0,1]. Offenbar gilt A[V2p, V2] = A[V?), V2] und wegen
AV, V2] = (07)" + (03)* + 2(1 — 0) 010050 + 20(0102p)*
auch
| Vp|* < AV, Vi¢] < 2|V79|%.
Es wird dann gesetzt:

Z/ V2, V2] da.

KeTy,

Die modifizierte Bilinearform Ay(-,-) ist dann fiir 0 < o <1 bzgl. des diskreten Skalar-
produkts
(V2o, V) = > (V2o V)i

KeTy,
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koerzitiv, d. h.:
An(p, ) 2 0l V20l;, peVaVM (6.1.10)

Dass hierdurch tatséchlich eine definite symmetrische Bilinearform und damit ein Skalar-
produkt definiert ist, erschlieft man leicht wie folgt: Ist ||V, |, = 0, so folgt VZpux =
0 auf jeder Zelle K € Tj . Also ist ¢ linear. Wegen der geforderten Stetigkeit in den
Eckpunkten ist dann ¢, € Hj(2). In allen Zellen am Rand ist dann notwendig ¢px = 0
wegen der Randbedingung 9,,¢5,(b) = 0. Dies {ibertrigt sich dann induktiv auf alle Zellen,
so dass sich ¢, = 0 auf ganz Q ergibt. Folglich definiert ||[V?- ||, eine Norm auf dem
»Morley-Raum* VM .

Das zugehérige diskrete Problem lautet dann: Finde ¥, € VM | so dass

Ap(Up, 0n) = (f,rotn)n  Ven € VM. (6.1.11)

Wegen der Koerzitivitédtsbeziehung (6.1.10) ist diese Aufgabe stets eindeutig losbar.

6.1.3 Konvergenzanalyse fiir nichtkonforme Anséitze

Wir wollen einen allgemeinen Konvergenzsatz herleiten, welcher auf verschiedene nicht-
konforme Ansétze anwendbar ist. Mit [, € V}, wird die natiirliche ,, Knoteninterpolie-
rende” von ¢ € V N H3(2) bezeichnet. Fiir diese gilt allgemein

[0 = Il + RV (¢ = L) || + W[V (& = L)l < ch®([ V0. (6.1.12)
Fiir die Losung ¢ € V N H3(Q) der Randwertaufgabe
(A, Ap) = (g,10tp) Vi €V, (6.1.13)
definieren wir auf Vj, &V die Form
Ni(¥, ¢n) = An(¥, 1) — (g, 10t@n), wn € Vi@ V.

Speziell fiir die Losung ¢ = ¥ (zur rechten seite g = f ) und ¢y, € V}, ist dann

Nu(¥,9) = A(¥, ) — (g, rot) =0, @€V (6.1.14)

Wir definieren nun die Grofien (Maf fiir die Approximationsgiite)

20 —
T}(Lk) ‘= sup inf —||V (v k wh)Hh, k> 2,
YeEVNHE(Q) Yr€Vh ||V 1/1”
sowie (Ma$ fiir die Nichtkonformitét)
N
6;]6) = sup sup M k

vevnak@) vevevi, [[VFOIIV2el|n’ B
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Hilfssatz 6.1 (Stromfunktionsapproximation): Fir die Stromfunktion ¥ € V N
H3(Q) sei vy, € VM die durch (6.1.11) definierte, micht-konforme Approzimierende.
Dann gelten fir den Fehler e, := VU — Wy, die Abschdtzungen

IV2%enlln < efr” + 87} I£1 (6.1.15)
IVenlln < et +57¥ 1111 (6.1.16)
Beweis: (i) Sei ¢, € V}, eine beliebige Approximierende der Losung W . Wir schétzen
zunéchst die Differenz €, := ¢, — ¥, € V}, ab. Es gilt
|| Venlli, < An(en, én)
= Ap(thn — VU, 8,) + Anlen, €n) = Ap(n — W, 1) + Nio(V, é),
und folglich
240

. 1 Na (P,
IV2en])? < Jnf [V = )l + — sup 2, pn)] (6.1.17)
h h

T onevi IV2nlln

Diese Abschétzung ist eine Verallgemeinerung der iiblichen ,, Galerkin-Bestapproximation*
fiir nicht-konforme Ansitze (sog. ,,2. Strangsche Lemma“). Mit den oben definierten
Grofen erhalten wir also

IVenlln < efr? + 07 HIVPw)
Dies impliziert die Abschétzung (6.1.15).

(ii) Zum Nachweis von (6.1.16) verwenden wir ein Dualitéitsargument. Sei z € V' Losung
des Hilfsproblems
(Ap, Az) = (rotp,rotey), Yo € V.

Die rechte Seite definiert offenbar ein stetiges lineares Funktional auf Hj (). Folglich ist
z € H3(Q), und es gilt die a priori Abschiitzung

V32| < cllroten]|n- (6.1.18)
Aufgrund der Definition der Form N, (z,e;,) gilt dann
||rotes |7 = Ap(en, 2) — Ni(z.ep).
Mit der Knoteninterpolierenden I,z € V), folgt weiter
rotes |2 = An(en, 2 — Inz) + Anlen, Inz) — Nu(z, ep)
= Ap(en, 2 — Inz) + Np(U, I;,2) — Ni(z, en)
= Ap(en, 2 — Inz) + Np (U, Iz — z) — Ni(z, ep).
Wir kénnen also wie folgt abschétzen:
Irotenll; < 2[V2enllnl V2(z = Lz)l|n + 8,7 | V20| [V2(z = L2)][n
+ 8 [ Ve
< {20 1V2%enlln + 6 (IV20 7Y + 671V 2en | } [ V2.
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Mit Hilfe der a priori Abschitzung (6.1.18) erschlieflen wir weiter
lrotenlln < 2737 [ V2enlln + 61 (V2@ 7Y + 671V 2en|n,
und unter Beriicksichtigung der bereits gezeigten Abschiitzung (6.1.15):
Irotenlln < e(m” + 57 IVPE| + 757 V¥,
Hieraus ergibt sich die Abschitzung (6.1.16), was den Beweis vervollstandigt.  Q.E.D.

Die Anwendung dieses Hilfssatzes auf konkrete nicht-konforme Approximationen er-
fordert die Abschitzung der Groflen T}(Lk) und 5,(1k), Dies erfolgt unter Ausnutzung der
jeweiligen Struktur der verwendeten Ansatzfunktionen.

Satz 6.1 (Morley-Approximation): Die Lisung der Stromfunktionsgleichung erfiille
U e VN H3Q). Dann gilt fir den Fehler e, := W — W, der Morley-Diskretisierung die
a priori Fehlerabschditzung

IVenlln + hl[V2en|ln < ch?[| f]. (6.1.19)

Beweis: Die Argumentation ist analog zu der bei dem entsprechenden Resultat fiir das
Plattenproblem. Q.E.D.

Als Folgerung aus Satz 6.1 erhalten wir fiir das zur Stromfunktion ¥ gehorende Ge-
schwindigkeitsfeld v = rot¥ sowie die Wirbelstéirke w = —AW und die zugehorigen
Approximierenden vy = rotWy bzw. wyx = =AWy die Abschitzung

lv = wnll + hllw — wh|l < ch?||f]]- (6.1.20)

Zum AbschluBl formulieren wir noch ein Satz 6.1 entsprechendes Resultat fiir das nicht-
konforme Adini-Element.

Satz 6.2 (Adini-Approximation): Die Lisung der Stromfunktionsgleichung sei W €
VN H3(Q). Dann gilt fiir den Fehler e, := W — W, der Adini-Diskretisierung die a priori
Fehlerabschdtzung

IVenll + AlIVenlln < ch?|If]]- (6.1.21)

Wenn alle Innenwinkel von € kleiner als o, ~ 126° sind und rotf € L*(Q) ist, gilt die
verbesserte Fehlerabschditzung

lenll + Rl Ven|| + R?||V2en||n < ch*|rotf]|. (6.1.22)
Beweis: Wir haben wieder die Gréfien T,gk) und 5,(Lk) fiir das Adini-Element abzuschétzen.

Dabei verfahren wir &hnlich wie fiir das Morley-Element. Die Ausfiihrung des Beweises
wird wieder als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.
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6.1.4 Gemischte Ansitze

Wir haben gesehen, dass die Konstruktion konformer Ansétze fiir das Stromfunktions-
problem nicht einfach ist und gewisse praktische Nachteile besitzt. Ein alternativer Weg
ist wieder die Verwendung sog. ,,gemischter Methoden; dazu wird von einer anderen,
,gemischten® variationellen Formulierung des Problems ausgegangen. Wir schreiben die
Differentialgleichung vierter Ordnung wieder als ein System von zwei Gleichungen zweiter
Ordnung fiir die Streomfunktion ¥ und die Wirbelstarke w:

AV =w, —vAw+ (0 VYw) + 01 (0, Yw) = rotf. (6.1.23)
Gesucht ist also nun ein Paar {w, U} € L*(Q) x HZ(Q), so dass

(w, ) + (AU, ) =0 Yo € L*(N), (6.1.24)
V(Vw, V) — (019w, hp) — (0 ¥w, 1) = (f,rotp) Vo € HY(RQ). (6.1.25)

Dies ist keine fiir unsere Zwecke brauchbare variationelle Formulierung, da sie nach wie
vor HZ-konforme Ansitze erfordert. Um dies zu umgehen, wird wieder in den obigen
Gleichungen partiell integriert und wir erhalten die folgende ,gemischte“ variationelle
Formulierung der Stromfunktionsgleichung: Finde {w, ¥} € H'(Q) x HL(Q), so dass

(w, ) — (VU, V) =0 Vo € H(Q), (6.1.26)
V(Vw, V) — (01Tw, yp) — (0 ¥w, 1) = (f,rotp) Vo € HY(Q). (6.1.27)

In dieser Formulierung tritt die Randbedingung 0, ¥|sq = 0 nicht mehr explizit auf. Sie
ist zu einer ,natiirlichen® Randbedingung geworden, die von jeder hinreichend glatten
Losung des Problems (6.1.26,6.1.27) automatisch erfiillt wird. Eine Komplikation stellen
die nichtlinearen Terme dar, die fiir den gewéihlten Losungsraum H'(Q) x HJ (Q2) gar nicht
definiert sind. Sie erfordern etwas mehr Regularitéat fiir die Stromfunktionskomponente
als im Ansatz W € Hi(Q) verlangt wird. Die Formulierung (6.1.26, 6.1.27) kann aber
trotzdem als Basis fiir eine Galerkin-Diskretisierung dienen. Wir konzentrieren uns im
Folgenden wieder auf den linearen Fall und setzen v = 1. Die gemischte variationelle
Formulierung erhélt dann die Gestalt:

(w, ) — (VU, V) =0 Yo € H(Q), (6.1.28)
(Vw, Vi) = (f,rotp) Ve € Hi(S). (6.1.29)

Wir halten fest, dass fiir jede Losung ¥ € V N H3(Q) der ,primalen” Formulierung der
Stromfunktionsgleichung mit w := —AU eine Losung {w, ¥} € H'(Q) x HL(Q) der
»gemischten® variationellen Formulierung (6.1.28,6.1.29) gegeben ist.

Satz 6.3: Im linearen Fall hat die gemischte Formulierung (6.1.28,6.1.29) hiochstens eine
Lisung {w, ¥} € HY(Q)x H} (), und fiir jede solche Lisung gilt die a priori Abschitzung

[l + IV < <[ £l (6.1.30)
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Beweis: Wir beweisen zunéichst die Eindeutigkeitsaussage. Seien {w!, U'} und {w? ¥?}
zwei Losungen. Fiir die Differenz {w, U} := {w! — w? ¥ — U2} gilt dann

(Waw) - (V\I/, Vw) =0 Vw € Hl(Q)v
v(Vw, V) =0 Ve e Hy(Q).

Wir setzen ¢ := w, ¢ := ¥ und erhalten
lw]* = (V¥, Vw) =0,
bzw. w= 0. Mit ¢ := ¥ folgt dann auch
VY2 = (w, ¥) =0, (6.1.31)

bzw. U = 0. Weiter erhdlt man bei der Setzung ¥ := w in (6.1.28) und ¢ := ¥ in
(6.1.29):

loll* = (V¥, Vw) = (f,rot®) < [[f[IIVY], (6.1.32)
und bei Setzung von ¢ := ¥ in (6.1.28):
12]* = (w, ) < c|lwllIVE]. (6.1.33)

Kombination dieser Abschitzungen ergibt die a priori Schranke (6.1.30). Q.E.D.

Bemerkung 6.1: Da man in (6.1.29) nicht mit ¢ = w ¢ HJ(Q) testen darf, gibt
die Formulierung (6.1.28,6.1.29) direkt keine Kontrolle iiber [[Vw| . Letztere gewinnt
man erst auf dem Umweg iiber die primale Formulierung aus der (nichttrivialen) a priori
Abschétzung

IVw| < [V2o] < ] (6.1.34)

Zur Diskretisierung der gemischten Formulierung (6.1.28, 6.1.29) verwenden wir einen
H'-konformen Ansatz:

Vi = {tn € H'(Q)| Ynx € P(K), K € Ty},
Vi) = {pn € Hy(Q)| pnx € PY(K), K € Ty}

Die Polynomridume P(K), P°(K) sind im einfachsten Fall gerade P(K) = PY(K) =
Pi(K) lineare Dreieckselemente) oder P(K) = P°(K) = Q:(K), (isoparametrische bili-
neare Viereckselemente). Die gemischie Finite-Elemente-Diskretisierung lautet dann wie
folgt: Finde {wn, ¥} € Vi, x V¥, so dass

(Why ) — (VU3 Vb)) =0 Yy, € Vi, (6.1.35)
(Vwn, Veor) = (f,roter) Ve, € V2. (6.1.36)
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Im Hinblick auf die vorausgehende Bemerkung betrachten wir im Folgenden nur den
Standardfall, dass die Ansétze fiir {wp, ¥} € Vi, x V)? die Eigenschaft V) C V}, besitzen
und insbesondere vom gleichen Polynomgrad sind, d. h.:

Vi) = {on € Vil pjon = 0}.

Dabei konzentrieren wir uns auf den einfachsten Fall linearer oder bilinearer Ansétze.
Grundlage fiir die Fehleranalyse des gemischten Verfahrens ist wieder seine Galerkin-
Orthogonalitit, welche hier die folgende Form besitzt:

(W= wn, ¥n) = (V(V = W), Viby,) =0, ¢y, € Vi, (6.1.37)
(V(w—wn),Veon) =0, @n eV (6.1.38)

Satz 6.4 (Gemischte Approximation): Fir die Diskretisierung (6.1.35,6.1.36) mit
linearen (oder bilinearen) Ansditzen gelten fiir die Fehler € := w—wy, sowie e} := VU —,
die a priori Abschdtzungen

ez |l + [ Vey | < ek L(R)?| f]], (6.1.39)
wobei L(h) := |In(h)| + 1. Fiir quadratische (oder bi-quadratische) Ansdtze gilt

leill + Rl Vey || < ch?|| fII. (6.1.40)

Beweis: Im Folgenden bezeichnen P¥ € V¥ sowie P,w € Vj, Approximierende von W
bzw. w (Knoteninterpolierende, L?-Projektion, etc.) mit den Eigenschaften

@ — PYP|| + A V(¥ — PYW)|| < ch?||[ V2P|, (6.1.41)
|l — Puw|| + AV (w — Pow)|| < || Vw]|. (6.1.42)

i) Wir beginnen mit der Abschitzung von ||[Ve}| . Unter Verwendung der Orthogona-
litatsbeziehung (6.1.37) folgt

IVelll = (Ve , V(U — P)W)) + (Ve V(P - 0,))
— (Vel, V(¥ — PD)) + (¢, P)¥ — ¥y)
= (Ve , V(¥ — PPV)) + (¢, PY¥ — 0) + (¢, e})
< [VeF NIV (Y — PRI+ [l {11 — PRl + eI}

Mit der Poincaréschen Ungleichung, |||l < ¢[|Vell, ¢ € Ha(Q2), folgern wir, dass
IVey || < chl[V®]| + clle;. (6.1.43)

ii) Als néchstes wird ||ef|| abgeschitzt. Dazu verwenden wir eine Hilfskonstruktion. Sei
Ry, : HY(Q) — V;, die orthogonale Projektion bzgl. des Skalarprodukts (V-,V:) + (-, -):

(V(p — Ru), Vo) + (¢ — Ru, ) =0 Vaby, € V. (6.1.44)
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Fiir diese gilt die iibliche L2-Fehlerabschiitzung
le = Buell + BIV(e — Rr)| < B[Vl e {1,2} (6.1.45)
sowie die Maximumnorm-Fehlerabschétzung (s. Ciarlet [80])
I = Ruglloe < ch®L(R)?*]|V0]]. (6.1.46)
Unter Verwendung der Orthogonalitidtsbeziehungen (6.1.37) und (6.1.38) erschlieen wir
e ]I* = (e, w — Raw) + (e, Rnw — wn)
= (¥, w — Rpw) — (Ve , V(Ryw — wy))
= (%, w— Rpw) — (Vey , V(Ryw — w)) + (Ve , Ve¥)
+ (&), Rpw — w) — (&), Rpw — w)
= (e,w — Rpw) — (V(VU — RyT),V(Rpw —w)) + (¥ — Ry ¥, Rpw — w)
— (e}, Rpw — w) — (Ve , Ves),

und weiter
lexl” < [lei e = Ruwl| + [V (¥ = Ry©)|[[|V(w = Rpw)|

10— Ry ¥ [lw — Ryl + [ley [[llw — Rnwll + |(Vey, Ve))|
< ch{lleill + L+ IV} Vw] + chlle; [[IVwll + [(Vey, VeR)-

Kombination der bisherigen Abschétzungen ergibt dann
lexll* < chllV2T|* + [ (Vey, Ver)]. (6.1.47)
Fiir den letzten Term rechts erhalten wir mit Hilfe der Orthogonalitétseigenschaften, dass
(Ve ,Ve) = (VU,Vey) = (V(T — R,T),Ves) + (VR T, Vey),

Man beachte, dass zwar U € H}(Q) ist, aber im Allgemeinen R,U & V)| so dass der
letzte Term rechts nicht verschwindet. Damit folgt weiter

(Vey , Ve¥) = (V(U — R, 1), Ve¥) + (VR T, Vey)
= (V(¥ — Rp0),V(w — Rpw)) + (¥ — BV, w — Ryw)
— (U — RV, er) + (VR,Y, Vey)
<[V = Ry [[[[V(w = Rpw)]| + [V — RpV|[[|w — Ryw]|
+ [V = Ry V[l || + [(VR,T, Vey)|
< c(h+ 1) | V2O |||Vl + ch? | V2P|l e ]| + [(VRL P, VeR)].

Dies liefert zusammen mit (6.1.47), dass

ex)? < ch|| V3|2 + |[(VRLT, Vey))|. (6.1.48)
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iii) Der letzte Term rechts erfordert eine spezielle Behandlung. Seien mit a die Kno-
tenpunkte der Zerlegung Ty, und mit 1, € V}, die zugehorigen Knotenbasisfunktionen
bezeichnet. Wegen der Orthogonalitdtsbeziehung (6.1.37) gilt dann

(VRLU,Ves) = > RyU(a)(Vi, Vey).

acdQ

Mit Hilfe von
R0 ()] = (R — 0)(@)] < R — U]l < ch2L(R? |V
und |Vipy,| < ch™! sowie ||1]|s, < ch'/? folgt
(RuT, V)| < ch2L(RP |50 VeS|,
wobei Sy, := UzeanTréger(y,) . Die inverse Beziehung ergibt wieder
IVes | < ch e + el T,

und folglich

(VR W, Vei)| < ch*PL(0)* V2O {n ei ]| + I Vwll}
< gllei I + chL(R)* V22|,

Einsetzen dieser Abschétzung in (6.1.48) ergibt schlielich
leiII* < chL(h)* V22|
Zusammen mit (6.1.43) und der a priori Abschitzung (6.1.34) liefert dies
e/l + 1Vey || < eht2L(R)?||£1I,

was den Beweis von (6.1.39) vervollsténdigt. Der Beweis der Abschétzung (6.1.40) verwen-
det wieder Galerkin-Orthogonalitidt und ein Dualitétsargument analog zur Argumentati-
on im Fall der Plattengleichung und sei als (nicht ganz einfache) Ubungsaufgabe gestellt.

Q.E.D.

Bemerkung 6.2: Fiir die gemischte Approximation der Stromfunktionsgleichung kann
auch fir lineare Ansétze auf allgemeinen Gittern Konveregenz garantiert werden, was an
der Verwendung einer skalaren Variablen w = —AW liegt. Dies macht den ,, Trick® in o. a.
Beweisteil (iii) moglich. Im Fall der Plattengleichung ist die entsprechende Variable ein
Tensor M = V?u, fiir den diese Argumentation nicht funktioniert. Hier wird fiir Konver-
genz eine gewisse Gleichméfigkeit des Gitters gefordert, um Superapproximationseffekte
ausnutzen zu kénnen. Ob das wirklich notwendig ist, bleibt eine noch offene Frage fiir
weitere Forschung.
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6.2 FE-Diskretisierung des Stokes-Problems

Wir betrachten nun die direkte Diskretisierung des linearen Stokes-Problems. Die dabei
verwendeten Finite-Elemente-Ansitze werden ,, Stokes-Elemente® genannt. Sei W € W :=
HZ(Q) Losung der (linearen) Stromfunktionsgleichung

(AT, AD) = (f,10td) Vb € W. (6.2.49)

Fiir einen Moment werde ¥ € H3(Q)) angenommen. Mit der Zuordnung v := rot¥ und
w :=rotd folgt wegen rotrot = —A durch partielle Integration:

(AT, AD) = — (AT, rotrot(P)) = —(rot(AT), rot(P)) = —(Arot(¥), rot(P))
=—(Av,p) = (Vv, Vo).

Die Randintegrale sind wegen 0,¥|pq = 0 gleich Null. Die Annahme ¥ € H*(Q2) kann
wegen der Dichtheit von H?*(Q) C H*(Q) durch das iibliche Approximationsargument zu
U € W abgeschwiicht werden. Es gilt also allgemein fiir v :=rot¥ und ¢ :=rot®:

(Vo, V) = (AT, AD) = (f,p) Ve eV, (6.2.50)

wobel V' := rot(W) gesetzt wird. Wenn iiber den Stromfunktionsansatz ein divergenz-
freies Geschwindigkeitsfeld v gewonnen worden ist, muss noch ein zugehériger Druck
bestimmt werden. Dies geschieht iiber die variationelle Gleichung

(p, V@)= (Vu, V) — (f,p) Vo€ H:=H;(Q). (6.2.51)

Wie wir im Theoriekapitel gesehen haben, besitzt dieses Problem eine Lésung p € L?(),
welche bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Fiir diese gilt die sog. ,,inf-sup*-
Stabilitédtsungleichung

7V :
it s VO Lo gy (6.2.52)
xel3@ | gempip2 XV

Diese gibt Kontrolle iiber den Druck durch die Daten des Problems. Unter Verwendung
der a priori Abschétzung fiir das Geschwindigkeitsfeld

Vol < [[fll-1,

mit der dualen Sobolew-Norm

loy= sup W29
e HL ()4 Vel

folgt

bl < 60 sup VO —(S¢)

<267 fl|-1. (6.2.53)
peHL(Q)d Vel
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6.2.1 ,,Exakt“ divergenzfreie Stokes-Elemente

Wir betrachten zunéchst einen konformen Finite-Elemente-Ansatz fiir die Stromfunktions-
Gleichung: Finde W, € W), C H3(Q), so dass

(A\I/h, Aq)h) = (f, I‘Ot(q)h)) V®, € W), (6254)
Dieses Problem ist im Hinblick auf die Abschitzung
IV < | V2P| < c|AT|, e HF ()

stets eindeutig losbar. Analog zu der Beziehung v = rot¥ ordnen wir der diskreten Strom-
funktion einen , diskreten“ Geschwindigkeitsvektor zu durch v, := rotW; . Der zugehorige
diskrete ,, Geschwindigkeitsraum® ist

Vi, i=rot(W3,) € J1(R) € Hg ()%
Mit der Zuordnung ¢y, := rot®;, fir ® € W), erhalten wir unter Beachtung von (6.2.50):
(VU}“ V(,Dh) = (A\I/h, Aq)h) = (f, I"th)h) = (f, Lp}L) VQ,O}L eV, (6255)

Die so gewonnene Geschwindigkeitsnédherung v, € Vj, ist offensichtlich ,exakt® diver-
genzfrei. Man mache sich diesen Zusammenhang zwischen konformen Ansétzen fiir die
Stromfunktionsgleichung und entsprechenden, divergenzfreien Stokes-Elementen anhand
des Argyris-Elements klar. Hier ist

Vi, = rOt(W}?rgyris) C H, = {(ph € H&(Qy | PhKk € P4(K) K e Th}

Um direkt mit dem zugehorigen Ansatzraum Vj, C J1(Q2) arbeiten zu kénnen, benotigen
wir eine Knotenbasis von Vj,. Da der Rotationsoperator rot = (—dy,d;)7, auf W,? reyrs
injektiv ist, erhalten wir eine solche Basis direkt durch Anwendung von rot auf die Ele-

O . A is
mente der natiirlichen Knotenbasis von W, """

Bestimmung des ,diskreten® Drucks: Es bleibt, einen zugehérigen , diskreten® Druck zu
bestimmen. Offenbar ist V, = {¢), € H,| V- ¢, = 0} C Hy, . Wir wihlen einen ,,Druckan-
satzraum® L, C L3(Q). Der zu v, € Vj, gehorende diskrete Druck p, € L;, wird dann
durch die folgende variationelle Gleichung bestimmt:

(pr V- on) = (Yo, Veou) — (f,0n)  Yion € Hy,. (6.2.56)

Lemma 6.1 (Druck): Fir jede Wahl von Ansatzriumen Vi, := rot(W},) und L, C L
existiert ein Lisungspaar {vn, pr} € Vi, x Ly, der Gleichungen (6.2.55) und (6.2.56).

Beweis: Die Existenz einer (eindeutigen) Losung v, € Vj, von (6.2.55) haben wir bereits
oben begriindet. Die Existenz dieses zugehdrigen Drucks geméfl (6.2.56) diskutieren wir
auf dem Algebra-Level. Seien {¢},i=1,..., Ny := dim H,} sowie {x},j=1,..., N :=
dim L,} Knotenbasen der Finite-Element-Riéume Hj, bzw. L, und z € RM# sowie
y € RV die zugehorigen Knotenvektoren:
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Ny

erm ph = Z YiX:

Mit den Matrizen und dem Vektor
N] NH NH

= (Ve V), Bi= (G, Voel)) ™ b= (Fel)

ist Problem (6.2.56) dquivalent zu dem folgenden linearen Gleichungssystem
By = Ax —b. (6.2.57)

Wegen Bild(B) = Kern(BT)* ist dieses System genau dann 16sbar, wenn die rechte Seite
Az — b orthogonal zu Kern(B7T) ist, d. h. wenn

(Az —b,2) =0 Vz € Kern(B").
Der Kern von BT ist charakterisiert durch

(B'z,y) = (Veon.xn) =0 Vxi € Ly,

d. h.: Alle Funktionen ¢, € V, haben Knotenvektoren x € Kern(BT). Dies ist aber
wegen

(Vun, Veor) = (foon) =0, op € Vi,
automatisch der Fall. Q.E.D.

Die Existenz eines diskreten Drucks p, € L; besagt aber noch nicht, dass dieser
auch eine brauchbare Approximation zum Druck p ist. Dazu sollte er eindeutig (bis auf
Konstanten) bestimmt sein, stetig von den Problemdaten abhingen und einer Fehler-
abschitzung geniigen. Der Schliissel zu all diesen Forderungen ist das diskrete Analogon
der ,inf-sup“-Ungleichung (6.2.52), ndmlich

min { max M} > 6, > 6. >0, (6.2.58)
xneLn Lenctn [|xnl [V
moglichst gleichméfig fiir A — 0 nach unten beschrankten Stabilit dtskonstanten gy, .
Diese Bedingung wird in der Literatur aus historischen Griinden auch ,,Babuska-Brezzi“
oder kurz ,BB-Bedingung® genannt. Aus (6.2.58) folgt unmittelbar die Eindeutigkeit des
diskreten Drucks p;, bis auf Konstanten. Weiter erhalten wir analog wie im kontinuierli-
chen Fall fiir p;, € L;, die a priori Abschétzungen

IVonll < Ifll-1s llpwll < 287111

Die Giiltigkeit der Stabilitédtsabschéitzung héngt von der ,richtigen* Wahl des Druckan-
satzraumes L, ab; dieser darf offenbar nicht zu ,,groff* sein verglichen mit dem Geschwin-
digkeitsansatzraum Hj . Wir werden weiter unten sehen, dass z.B.

LY = {xn € L*(Q)| xujx € Po(K), K € Ty}

zusammen mit dem Argyris-Element gewonnenen Geschwindigkeitsansatz zuléssig ist. Die
zugehorige Fehlerabschiitzung formulieren wir nun als Satz.
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Satz 6.5 (Druckapproximation): i) Es gelte die gleichmifige ,inf-sup“-Stabilititsun-
gleichung (6.2.58). Dann gilt fiir den durch (6.2.56) eindeutig definierten diskreten Druck
pn € Ly die allgemeine Fehlerabschitzung:

Ip=pull < (1+c8,) min o=l + 5" min V20— @, (6:2:59)

I3
it) Im Fall des Argyris-Elements gilt die inf-sup“-Stabilititsungleichung (6.2.58) gleich-
majsig bzgl. h und es gilt mit py, € Lf) :
D = pull < e{R*[Ipllas + W [v]| a5 }, (6.2.60)

vorausgesetzt, dass v und p diese Regularidt besitzen.

Beweis: i) Durch Vergleich der kontinuierlichen Gleichung (6.2.51) mit ihrem diskreten
Analogon (6.2.56) folgt die Beziehung

(P =pn,Von) = (V0 =vn), Vion),  @n € Hp. (6.2.61)
Mit Hilfe der inf-sup-Stabilitdtsabschitzung (6.2.58) und der Beziehung (6.2.61) schétzen
wir wie dann folgt ab:
lp = pall < llp = xull + [Ixn = pal

— ) 7p7v
< llp = xall + B! max O =11, V - 1)

pneH}, ||V</9h||
_ (xn =0, V-on) (p— 1 V- 01)
< — + 1 ma. r—— Jr ma. e
Sllp=oall+ By max =g N A T

_ _ (p—pn, V- n)
< (L4 e, Hp — xall + 5h1¢1hng§h Vel

(V(U — Uh), chh)

1+ eBYp — vill + 871 max
B Illp = xull + 5" max IVenl|

)

+ e )l = xall + B IV (0 = o)
+ B D = xall + B V(T = @)
(L+ B Dllp = xull + B IIA(Y — )|

mit einem beliebigen xj, € Lj. Dies impliziert die erste behauptete Ungleichung:

_ < —1 3 _ —1 ; _
lp=pull < (1 +e5) min =l + 50 i AW =) (6.2:62)

(
(1
(1

VANVANRVAN

ii) Als niichstes bemerken, dass fiir das oben definierte Raumpaar {Hy, Ly} mit Hj, =
HY = {p) € Hy(Q)? | ¢k € Pi(K), K € Ty} und Ly, = L'? die gleichméBige ,inf-
sup“-Stabilititsbedingung (6.2.58) erfiillt ist (Ubungsaufgabe).

Aus der allgemeinen Fehlerabschétzung (6.2.59) folgt damit fiir das Argyris-Element:

— ol < (1+¢B7Y) min ||p— ~1 mij 2P —
lp—pull < (1 +cB; )nggh\lp xull + 8; Juin [V*( |
< c{P?|Ipll > + WP g },

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.
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Als zweites Beispiel betrachten wir das nicht-konforme Morley-Element. In diesem
Fall ergibt sich durch Rotationsbildung Hj, := rot(V,M) ein wieder nicht-konformer , li-
nearer* Geschwinfigkeitsansatz, der zusammen mit stiickweise konstanten Druckanséitzen
der inf-sup-Bedingung geniigt. Das resultierende ‘Stokes-Element* wird unten noch ge-
nauer diskutiert werden. Fiir die Knotenbasis {0} } des Morley-Ansatzes erhilt man dann
durch Setzung 1; := rotW,i eine lokale Basis des Teilraums der diskret divergenz-freien
Geschwindigkeitsansétze Vi, := {vy, € Hp | (V- v, xn)n =0 Vxn € Li}.

6.2.2 Allgemeine ,,Stokes-Elemente“

Wir betrachten nun die Diskretisierung des allgemeinen, stationdren Stokes-Problems
losgelost von der Stromfunktionsformulierung. Dies eroffnet insbesondere den Weg zur
Behandlung auch des 3-dimensionalen Falls. Der Einfachheit halber wird die Stokes-
Gleichung wieder auf einem polyedrischen Gebiet Q C R? (d = 2 oder d = 3) betrachtet,
und es werden homogene Dirichlet-Randbedingungen vjgq = 0 gestellt. Mit dem entspre-
chenden technischen Mehraufwand ist auch die Behandlung von Gebieten mit krummen
Réndern sowie inhomogene Einstromdaten und freie Ausstromrénder moglich.

Ausgangspunkt ist die variationelle Formulierung in den Rdumen H := H}(2)? und
L:=L}(Q): Finde {v,p} € H x L, so dass

(Vo, Vo) = (p,V-9) = (f,¢) VpeH, (6.2.63)

(x,V-v)=0 VYyelL. (6.2.64)

Auf konvexen Polyedern oder allgemeinen glatt-berandeten Gebieten hat die (eindeutige)

Losung dieses Problems wieder die Regularitit {v,p} € H*(Q)? x H'(Q) und es gilt die
a priori Abschiatzung

[0l + [Pl < call £I (6.2.65)
Seien nun Hj, C H und L, C L FE-Teilrdum, welche ,,diskret* inf-sup-stabil sind:
V-
min { max M} > B (6.2.66)
xneln Lenetn [[xnl[|Veon]|

mit moglicherweise von h abhéngigen Konstanten (3, > 0. Die approximierenden Pro-
bleme lauten dann: Finde {v,pn} € Hy X Ly, so dass

(Von, Veon) = (pr, V- on) = (f,n)  Von € H, (6.2.67)
(Xn, V-vp) =0 Vxyp € Lp. (6.2.68)

Die Ansatzraume Hjp, x L, wird wegen Hy, C H (und L, C L) als ,konform* bezeichnet.
Wir werden spéater auch noch ,,nicht-konforme* Ansitzraume kennenlernen. Wir bezeich-
nen wieder mit

Vi, = {’Uh S Hh| (V : U}uXh) =0 vxh S Lh}

den Teilraum der diskret divergenz-freien Geschwindigkeitsansétze.
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Aufgrund der Diskussion im vorigen Abschnitt besitzen die diskreten Stokes-Probleme
(6.2.67) - (6.2.68) eindeutig bestimmte Losungspaare {vy,pn} € Hy x Ly . Fiir die Kon-
vergenz {vn,pn} — {v,p} fiir h — 0 ist erforderlich, dass die Rdume V}, ausreichend
,eroff* sind, um damit Funktionen aus V' approximieren zu konnen. Dazu fordern wir die
folgende Approximationseigenschaft:

i - in [lp— xall < ch{[lv] < chl|f]- 6.2.69
min [[V(v =)l + min flp—xall < ch{llo]z + llpla} < chllf] (6.2.69)

Lemma 6.2 (Quasi-Bestapproximationseigenschaft): Die konforme Approzimation
(6.2.67) - (6.2.68) des Stokes-Problems (6.2.63) - (6.2.64) besitzt die ,,(quasi)-Bestapprozi-
mationseigenschaft* bzgl. der Ansatzrdume Vj, :

V(v —up)| < ef min [|V(v — @) + min p— xal}- 6.2.70
IV(v = va)]| < ef min [[V(v—n)ll + min [lp =} (6:2.70)

Beweis: Die Subtraktion der diskreten Stokes-Gleichungen von den kontinuierlichen er-
gibt die ,,Galerkin-Orthogonalitdtsgleichungen*

(Vv =), Veor) = (p—pn,V-on) =0, ¢n € Hy. (6.2.71)
(Xn, V- (v =) =0, xn€ L. (6.2.72)
Wegen vy, € Vj, folgt fiir beliebiges ¢, € V}, und x;, € Lj, wegen (6.2.71) und (6.2.72):
IV —vn)|* = (V(v =), V(0 = @n) + (V(v = vn), V(on — vn))
= (Vv =), V(v —n) +(p—pr, V- (on — vp))
= (V(v—=wn), V(v —n) + (@~ xn, V- (prn—0)) + (0= xn, V- (v —v)).
Daraus folgt mit Hilfe der Youngschen Ungleichung ab < a? + 1b*:
IV~ )l < eIV~ enll + I — )

Da ¢, € V,, und x; € Ly, beliebig gewdhlt waren, ergibt sich durch Infimumbildung die
behauptete Abschéitzung. Q.E.D.

Die obige Fehlerabschitzung (6.2.70) ist unbefriedigend, da es nicht offensichtlich ist,
wie man eine geeignete Approximierende i,v € V,, zu v € V mit bekanntem Fehler-
verhalten konstruieren kann. Dies dndert sich, wenn die Raumpaare Hj, x L, C H X L
gleichmdfig inf-sup-stabil sind:

min { max M} > B (6.2.73)
xneln Lenen | xnll[Vienll

mit einer festen Konstante 5, > 0.

Lemma 6.3: Erfillt das Teilraumpaar Hy, x L, C H x L die gleichmdfige inf-sup-
Stabilititsungleichung (6.2.73), so gilt auch die dazu ,adjungierte® Abschitzung

min < max ——————— & > [3,. 6.2.74
neH, {XheLh IxellIVerll ] — ’ ( )
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Ferner gilt fir veV:
min |V(v —op)|| < (148 ml}ﬁ} IV (v—n)- (6.2.75)
h

Ph€EVL (23S

Beweis: i) Wir beweisen zunéchst (6.2.74). Durch

(Buns xn) == (Xn, V- on)  Yxn € La,
wird ein linearer Operator By, : Hp, — L} definiert. Der zugehérige adjungierte Operator
Bf « L, — Hy ist definiert durch
(BhXns ¢n) = (Bun, xn) = (xn, V - o) Von, € H.
Da die Rdume Hp, und L, endlich dimensional sind, gelten die Beziehungen
Bild(By,) = Kern(B;)*, Bild(B,)* = Kern(B;),
Bild(B;) = Kern(By,)*, Bild(B;)* = Kern(By,).

Die Stabilitdtsungleichung (6.2.73) impliziert dann

(
) ) v v
g+ = Sup (Bixn, on) = sup bt V- 21) w) = Bulxall,  xn € L.
on€Hp ”v@hH on€Hp HV ”
Der Operator Bj ist also injektiv, d. h. Bild(By,)* = Kern(B;) = {0} mit beschrénkter
Inverser B; ' : Kern(By,)* € H* — Ly,

1B, < B

Dann ist auch By, : H — Kern(Bj)* C L; invertierbar mit derselben Schranke

1B < Bt
Dies wiederum impliziert
Bren, x Xn, V¢
BVl < 1 Bugnlsy = sup BEmxel _ g, (0 V- on)
Xn€ELR HXh” XnELR HXhH

was zu beweisen war.
ii) Es bleibt, (6.2.75) zu zeigen. Seien v € V| v, € V}, und ¢, € Hy, beliebig. Damit gilt
dann unter Verwendung von (6.2.74):

V(v = vl < IV(v = n)ll + [[V(en — va)ll

< IV = gn)l| + Bt sup XY (en=vn))

Xh€LR HXhH
V- (o —
= V(- )l + 55 sup XY 2=V
Xh€ELR HXh”

< L+ eIV = en)ll
Wegen der beliebigen Wahl von v, € V}, und @), € H;, folgt hieraus (6.2.75). Q.E.D.
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Satz 6.6 (Bestapproximationseigenschaft): Die konforme Approzimation (6.2.67) -
(6.2.68) des Stokes-Problems (6.2.63) - (6.2.64) besitzt im Falle gleichmdfSiger inf-sup-
Stabilitat die Bestapproximationseigenschaft:

V(v — + |lp — pr|| < min ||V(v —¢p)|| + min ||p — 6.2.76

H (U Uh)“ ” h” C{ sohleth ” (U h)” XhEth || XhH}a ( )
— <ch{ min ||V(v—¢ + min — . 2.

||1) UhH =S¢ { Lph,Eth, ” (U h)” XhEth, ||]9 XhH} (6 77)

Mit der Approximationsiegenschaft (6.2.69) ergibt dies die Fehlerabschitzungen:

V(v —wp)l| + [lp = pull < ch| f], (6.2.78)
o —wnl < ch?|If]. (6.2.79)

Beweis: Zunichst ergibt die Subtraktion der diskreten Stokes-Gleichungen von den Kon-
tinuierlichen die Galerkin-Orthogonalidtsgleichungen

(Vv =), Von) — (p—pn,V-0n) =0, ¢ € Hy. (6.2.80)
(th V- (U — Uh)) =0, xne€ Ly, (6281)

i) Wir beginnen mit der Abschitzung von ||V (v —uwy)||. Wir werden hierfiir nicht das Re-
sultat von Lemma 6.3 heranziehen, sondern stattdessen eine davon unabhéngige, alterna-
tive Argumentation verwenden. Damit bereiten wir schon den spéiter im Zusammenhang
mit sog. ,stabilisierten* Stokes-Elementen verwendeten Beweisgang vor. Fiir beliebiges
o, € Hy, folgt mit Hilfe von (6.2.80):

V(v —wn) | = (V(v = vn), V(v —@n) + (V(v = vp), V(en — va))
= (V(v =),V —wn)+{@—pn V- (on—1m))
= (V(v—=un),V(v—=0n)+ @ =10, V- (on—=0)) + (=0, V- (v—u4)),

und weiter mit Hilfe von (6.2.81) mit beliebigem x, € L, :
[V (v—vp)|I>= (Vv —2v), V0 —=1)+@—0r V" (on—0)+ (= x0 V- (v—13)).
Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung ab < £2a? + (4€2)7b* folgern wir weiter
IV =wn)ll < {1+ DIV =)l + lIp = xall} +ellp = pall- (6.2.82)

ii) Als néchstes wird ||p — ps| abgeschétzt. Mit Hilfe der inf-sup-Ungleichung (6.2.66)
folgt

Il = pull < llp = xull + lIxa — pall

_ (xn —pn, V - ¢p)
< ||p — X + ﬁ ! sup ——<=
W67 s ]
_ (xn—p, V- 1p) _1 (p—pn, V- 1p)
SHP_Xh +,B ! sup —JFB sup — =
157 s Il S V]
(p—pn, V- 1y)

<148 Yp—xull + 57" sup
Yp€Hp ”vwh”
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Weiter impliziert die Galerkin-Orthogonalitit (6.2.81)

- _ Vv—u,),V
lp—pull < c(1+ B Yp—xull + 87" sup (V( n), Vr)
Yn€Hp [Vl

L+ B7N)p = xaull + el V(v = vl

Durch Kombination dieser Abschitzung mit (6.2.82) erhalten wir

IV(w = wn)ll < c{lIV(v = @n)ll + Ip = xall}
+efe(@+ 8P = xall + ¢l V(v =)}

Bei hinreichend kleiner aber fester Wahl von ¢ > 0 folgt

IV —w) < c{IVw =)l + @+ B8P~ xall}-
Da ¢, € H, und x; € Ly beliebig gewihlt waren, ergibt sich durch Infimumbildung die
erste Abschitzung (6.2.76).

iii) Zur Abschitzung von |[v — vy|| verwenden wir wieder ein Dualitétsargument. Sei
{z,q} € H x L die Losung des ,dualen Stokes-Problems*

(Vp,Vz) — (¢, V - ¢) = (p,v —vp)||v —on|| ™ Ve € H, (6.2.83)
(x,V-2)=0 VxeL. (6.2.84)

Diese ist in H?(2)? x H'(Q) und es gilt die a priori Abschétzung
zllz + llallm < cllv—wnllllo—val ™ =c. (6.2.85)

Mit der Testfunction ¢ := v — v, ergibt sich dann unter Verwendung der Galerkin-
Orthogonalitdt mit den natiirlichen Knoteninterpolierenden i,z € Hy, und ju,q € Ly, :

), Vz) = (q. V- (v —vn))
v =), V(z —inz)) + (V{0 =), Vinz) = (¢ — jng, V - (v — v3))
v —wy), V(2 = in2)) + (p = pn, V- in2) = (¢ — jng, V - (v —vp))
), V(z = in2)) + (p = pn, V- (inz = 2)) = (¢ = jnq, V - (v = v3)).

V(v —u,
V(
(
(

[o = vall =

\Y

V(v—uy

(
=
(
=

Mit Hilfe der Fehlerabschétzungen fiir die Knoteninterpolierenden schétzen wir weiter ab:

lo—=vnll < IV0=vn)[IV(z=in2) || + lp=palllIV - (inz=2) || + llg—Jnalll[V - (v=vn)]]
< chl|[V(v=wvn)|[lI2ll2 + chllp=pulll| 2l 2 + chllgllm [V (0—=uva)|
< h{[IV(v=uvi)ll + lp—pul }-

Dies vervollstéindigt den Beweis. Q.E.D.
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I) Beispiele von , konformen* Stokes-Eelementen

a) Elemente mit unstetigem Druck: Diese Ansitze zeichnen sich dadurch aus, dass sie
lokale Masseerhaltung garantieren

/ n~vhd0=/V~vhda:=0, K eT,. (6.2.86)
0K K

Ferner ist wegen der fehlenden Kopplung zwischen den Druckfreiheitsgraden zu verschie-
denen Zellen die Massematrix des Druckansatzes block-diagonal bzw. im einfachsten Fall
sogar diagonal. Die verschiedenen Stokes-Elemente werden im Folgenden wieder durch
Angabe der Knotenwerte fiir Geschwindigkeit- und Druckansatz beschrieben. Wir be-
schranken uns auf Beispiele in 2 Dimensionen; in den meisten Fillen existieren natiirliche
Analoga in 3 Dimensionen.

i) Das P;/P{¢-Element (a) und das Q$/Pd-Element (b):
a) Py(K) = P{(K). Py(K):=F(K);

b) Pu(K):=Qi(K), Pr(K):= Podc(K)§

°p

Abbildung 6.1: Die konformen Stokes-Elemente vom Typ Pf/FP¢ (links) und Q$/FPg*
(rechts).

Das einfachste P;/F,-Element ist unbrauchbar, da hier der Teilraum Vj, der , diskret di-
vergenzfreien“ Geschwindigkeiten fast nur die Null enthélt. Das @1/ P, -Element ist wegen
seiner Einfachheit bei Ingenieuren sehr beliebt, erweist sich aber haufig als instabil, was
sich in unphysikalischen Oszillationen im Druck zeigt. Die inf-sup-Stabilitétsbedingung
ist hier nicht (oder nur mit h-abhéngiger Konstante 3}, ) erfiillt.

ii) Das Ps/Pdc-Element (a), das erweiterte P?/Pjc-Element (b), und das Q5/ Pi*-Element
(c):

a) Py(K) = P§(K), Pr(K):=F(K);
b) Py(K) = P5(K) & spanf{bj, bk}, Pr(K) = P{°(K);

¢) Pu(K):=Q5(K), Pr(K):=Pi(K).
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Dabei ist b}, = (bg,0)T und b% = (0,bx)?, mit der (eindeutig bestimmten) kubischen
,,bulb-Funktion*

b € P3(K):  bgox =0, |K|_1/bKda::1.
K

Wir werden unten sehen, dass alle diese Stokes-Elemente gleichmBig ,inf-sup*“-stabil sind.
Dabei wird die Konstruktion des erweiterten Ansatzes Py durch den Beweis der Stabi-
litdtsabschéitzung motiviert. Diese Konstruktion léasst sich auch fiir hohere Polynomgrade
r > 3 verallgemeinern. Das QS/Pi¢-Element erweist sich in der Praxis als besonders gut
geeignet hinsichtlich Komplexitdt und Genauigkeit.

o
4

v,p

Abbildung 6.2: Die konformen Stokes-Elemente vom Typ Ps/Pg¢ (links), P§ @
span{bk, b%} /P& (mittig) und Q5/P (rechts).

Lemma 6.4 (,inf-sup“-Bedingung): Die konformen ,Stokes-Elemente® vom Typ
Py/Pic, PY/P und Qqof P{¢ geniigen der gleichmdfigen ,in-sup“-Bedingung (6.2.58).

Beweis: i) Der Beweis basiert auf der kontinuierlichen inf-sup-Abschétzung (6.2.52) und
den lokalen Eigenschaften der verwendeten Ansatzfunktionen. Die einzelnen Beweisschrit-
te kénnen dabei Hinweise zur Konstruktion von stabilen Stokes-Elementen geben. Sei
qn € Ly, beliebig gegeben. Aufgrund der kontinuierlichen inf-sup-Abschétzung gilt dann:

(g, V - ¢)
< su . 6.2.87

Hiermit erhalten wir die Beziehung

Bllgnll < sup
peH

(qn, V - 1) IIV%I} (g0, V- (¢ — ¢n))
+ su , 6.2.88
{ Nl Vol T8 Vel (6.2.88)

fiir beliebiges ¢, € Hj,. Ein Weg zum Beweis der Behauptung ist nun die Konstruktion
eines Interpolationsoperators r, : H — Hj mit den folgenden Eigenschaften:

(a) (X}H V- T‘h’U) = (Xh; V- ’U)7 Xh € Lh7 (6289)
(b) V|| < || Vo). (6.2.90)

Damit folgt dann iiber (6.2.88):

(qn, V - 1190) ||VTh<P|} (qn, V - ¢n)

< sup e
[Vraell Vel enety |Vl

Bllanll < sup {
peH

Die diskrete inf-sup-Bedingung ist also erfiillt mit der Konstante S, := 3/c; .
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ii) Die Konstruktion des Interpolationsoperators r;, ist orientiert an den kritischen Eigen-
schaften (a) und (b) und natiirlich an der Forderung r,v € Hj, . Mit Hilfe von partieller
Integration erhalten wir

(@, V-0)= > (g0, V-0)k = > {(gnn-v)oe — (Vau,v)k}

Ke|T, KET,

Eine lokale Konstruktion des Operators r, muss also die folgenden Bedingungenerfiillen:

(g, - v)r = (gn,n-pv)r, T € 9Ty, (6.2.91)
(Van,v)x = (Van, 7o)k, K € Ty (6.2.92)

Diese Bedingungen sind fiir Funktionen v € H stetig definiert. Im jeweiligen konkreten
Fall miissen sie durch weitere Bedingungen ergénzt werden, um einen geeigneten Operator
r, zu erzeugen. Dazu gehort dann noch der Nachweis der Stabilitidtseigenschaft (b). Wir
wollen diese Konstruktion fiir die betrachteten Stokes-Elemente kurz skizzieren. Der de-
taillierte Nachweis der Unisolvenz, der Konformitit sowie Stabilitéit sei als Ubungsaufgabe
gestellt. Fiir ein v € H sei v, € H, die globale Ritz-Projektion mit den Eigenschaften

(V’Uh, V(ph) = (V’U, V(ph) V(ph S Hh, ||V’Uh|| < ||VUH (6293)

iii) Das P,/ F{-Element: Der zugehorige Interpolationsoperator rj, wird durch folgende
lokale Bedingungen definiert (beachte Vg, x =0):

rpo(a) = vp(a), a € &PTh, (Grav)r = (X, v)r, /;x € Po(D), T € 9Ty,

Fiir den Beweis fiir das P?/Pj-Element und das Q5/P{°-Element verweisen wir auf die
einschligige Literatur, z. B.: Girault/Raviart [110] und Matthies/Tobiska [122]. Q.E.D.

Bemerkung 6.3: Die Existenz eines (linearen) Operators r, : H — H, mit den Ei-
genschaften (6.2.89)-(6.2.90) ist sogar notwendig fiir die Giiltigkeit der gleichmdfligen
diskreten inf-sup-Stabilitit. Sei diese gegeben. Dann gilt auch (Hinweis: Man betrachte
den durch (xn, Bhvn) == (xn, V - v), definierten Operator By, : H, — Lj und seine
Adjungierte Bj: Ly, — Hj.)

. (Xh7 v : Uh)
inf sup =————-
on€tin yery, [ Vol lxnll

> B

Fiir jedes v € H existiert dann ein eindeutiges Element r,v € V;I'| so dass

(Xn: V -1p0) = (xn, V- v)  Vxi € Ly,

und

(xn, V- 1p0) (xn, V- 0)

Bel[ V|| < sup < sup

< ||V
Xn€Lp HXhH Xnh€Lp ”Xh”

Dadurch ist offensichtlich ein linearer Operator r, : H — Hj, mit den gewiinschten
Eigenschaften definiert.
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b) Elemente mit stetigem Druck:
Diese Elemente zeichnen sich durch eine geringe Zahl von Knotenfreiheitsgraden aus,
besitzen aber nicht die lokale Masseerhaltungseigenschaft.

i) Das P?/P¢-(MINIY)-Element (a), das Ps/Pf-(Taylor-Hood)-Element (b) und das ent-
sprechende Q$/QS-Element (c):

a) Py(K):= P (K)®span{bk, b%}, Py (K):=P{K);
b) Py(K):=P§(K), P,:=P;K);
¢) Pu(K):=Q5K), Pr(K):=Qi(K).

Dabei ist wieder bl = (bx,0)” bzw. b% = (0,bx)” mit der oben definierten kubischen
,bulb-Funktion® by .

v,p v,p ® v, p

Abbildung 6.3: Die konformen Stokes-Elemente vom Typ P; & span{bk, b% }/Pf (links),
Ps/Pf (Mitte) und Q5/Qf5 (rechts).

Alle drei Stokes-Elemente sind inf-sup-stabil. Allgemein ist der stetige P¢/P¢ ,-Ansatz
(fiir » > 3) inf-sup-stabil. Die Kombination P¢/P¢ ; (verallgemeinerte Taylor-Hood-
Elemente) ist nicht stabil und erfordert eine Anreicherung des Geschwindigkeitsansatzes
(s. Brenner/Scott [78]).

Lemma 6.5 (,inf-sup“-Bedingung): Das ,MINI-Element“ vom Typ P?/P¢ sowie die
» Taylor-Hood-Elemente vom Typ Ps/Pf und QS5/Q5 geniigen der gleichmdfigen inf-
sup “-Bedingung (6.2.58).

Beweis: Der Beweis verwendet dhnliche Argumente wie der von Lemma 6.2.2. Ausgangs-
punkt ist wieder die Beziehung

(qn, V - on) || Venl| (qn, V- (0 — 1))
Bllanl|| < sup{ + sup , 6.2.94
L A 2 B 7% I A A 1 2 (06299

fiir beliebig gewéhlte ¢, € L, und ¢, € Hj, . Ziel ist dann wieder die Konstruktion eines
Interpolationsoperators 7, : H — Hj;, mit den Eigenschaften (a) und (b). Dies kann beim
MINI-Element analog wie oben erfolgen. Wegen der Stetigkeit der Druckansiitze ist

(qn, V- ) = =(Van, p),

'F. Brezzi, M. Fortin: A minimal stabilization procedure for mized finite element methods, Nu-
mer. Math. 89, 457-491 (2001).
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so dass fiir den Operator 7, neben der H -Stabilitét nur die Eigenschaft

(Van, ) = (Van, rne)xk =0, K € Ty,

zu fordern ist. Hierfiir stehen beim MINI-Element die zusétzlichen zwei Bulb-Freiheitsgra-
de pro Zelle K im Geschwindigkeitsansatz zur Verfiigung. Der Stabilitédtsbeweis fiir die
Taylor-Hood-Elemente erfordert eine modifizierte Argumentation und ist wesentlich auf-
wendiger. Hierfiir wird auf die o. a. Literatur verwiesen. Q.E.D.

II) Beispiele von ,nicht-konformen“ Stokes-Elementen

Wir haben gesehen, dass die Stabilitdtsbedingung (6.2.58) die Konstruktion von Stokes-
Elementen niedrigsten Polynomgrads verbietet; die P¢/Pgc- und Q$/Pd-Elemente sind
nicht brauchbar. Die Erzeugung stabiler Anséitze erfordert hier die Verwendung von nicht-
konformen, d. h. nicht vollstandig stetigen, Geschwindigkeitsanséitzen. Diese Elemente
verwenden unstetige Druckansitze zur Gewihrleistung der lokalen Masseerhaltung und
Geschindigkeitsansétze niedriger Ordnung.

Bei Verwendung von {iber die Zellkanten unstetigen Geschwindigkeitsansitzen muiissen
die Ableitungen 0; bzw. der Operator V zellweise definiert werden:

(vhvh)\K = V(Uh|K), K e Th.
Mit dieser Notation ist dann ein Paar {v,,pp} € Hy, X Lj, gesucht mit

(Vuvn, Vaen) = (0n, Vi on) = (f, o) Veou € Hy, (6.2.95)
(Vh - Up, Xh) =0 vxh € Ly,. (6296)

Beispiele: Das PP¢/Pd-(Crouzeix?/Raviart®)- (a) und das Qt°*/Pd*-Element (b):
a) Pu(K):=P(K), PL(K):= FK);
b) Pu(K):=Qi°(K), Ppr:=F(K).

mit dem ,rotiert-bilinearen“ Ansatz (auf dem Referenzelement)

Ql(K) = span{l,xl,xg,x% — :cg}

2Michel Crouzeix (7??7-): Franzosischer Mathematiker; Studium in Paris, Promotion 1975 bei Pierre-
Arnaud Raviart; Prof. an der Univ. de Rennes 1; Arbeitsgebiet Numerik, speziell Matrix-Analysis, Nu-
merische Lineare Algebra und Finite-Elemente-Methode.

3Pierre-Arnaud Raviart (1939-): Franzosischer Mathematiker; Prof. an der Univ. Paris 6; fundamentale
Beitriige zur Methode der Finiten-Elemente und ihrer Anwendung (u. a. Interpolationsabschétzungen,
FEM fiir Navier-Stokes-Gleichungen, ,,unstetige* Galerkin-Verfahren - DG-Methode - fiir hyperbolische
Erhaltungsgleichungen).
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Diese Modifikation gegeniiber dem tiblichen bilinearen Ansatz span{l,zi,zs, 1z} ist
erforderlich, da letzterer bzgl. der Kantenmittenwerte oder der Kantenmittelwerte nicht
unisolvent ist. Dies erkennt man anhand des Polynoms p(x) := z125, welches in den 4 In-
terpolationspunkten (£1,=41) Null ist. Der modifizierte Ansatz Qi (K) geht aus Q;(K)
durch Koordinatenrotation um 90 Grad hervor (daher die Bezeichnung , rotiert-bilinearer
Ansatz) und ist folglich unisolvent bzgl. dieser Knotenwertsétze. Auf allgemeinen, nicht-
kartesischen Gittern kénnte man, dem allgemeinen Konstruktionsprinzip folgend, die lo-
kalen Formfunktionen durch Transformation vom Referenzelement (Einheitsquadrat) er-
zeugen. In diesem Fall ist die Transformation im allgemeinen aber bilinear, und damit
der kombinierte Ansatz nicht im strengen Sinne isoparametrisch. Dies fiihrt auf stark ver-
zerrten Gittern zu Konsistenzdefekten, welche durch einen nicht parametrischen Ansatz
vermieden werden. Dabei wird die Formfunktion separat auf jeder Zelle bzgl. eines loka-
len (fast) kartesischen Koordinatensystems (&,7) durch span{l,&,n, &2 —n?} definiert.
Diese Stokes-Elemente haben natiirliche 3-dimensionale Analoga, z. B.:

Q1(K) :=span{1l, x1, xq, 3, a:f — zrg, Ig — x%}

Abbildung 6.4: Die nichtkonformen Stokes-Elemente vom Typ PP/P, (links) und Q/ P,
(rechts).

Zum Nachweis der Existenz von Losungen des Systems (6.2.95), (6.2.96) im nicht-konfor-
men Fall betrachten wir wieder eine Losung {vy,, py € Hj x Ly, des zugehérigen homogenen
Problems, d. h. fir f = 0. Fiir diese gilt dann notwendig

[Vhon|| = 0.

Dies impliziert Vuvp g = 0 auf jeder einzelnen Zelle K € Tj und folglich aufgrund der
Stetigkeitseigenschaften von v, € H, und der Randbedingungen notwendig v, = 0.

Lemma 6.6 (,inf-sup“-Bedingung): Die nicht-konformen Stokes-Elemente vom Typ
Pre /P und QY[ Py geniigen der gleichmdfSigen ,inf-sup “-Bedingung:

sup (qn: Vi - on)

> Bullanll,  an € L (6.2.97)
ph€EHp thS@hH
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Beweis: Wir werden wieder einen Interpolationsoperator r, : H — Hj konstruieren mit
den folgenden Eigenschaften:

|Virpv|] < 1| V||, v e H, (6.2.98)
(gn, Vi -rpv) = (qn, V-v), v € H, g, € Ly. (6.2.99)

Mit dieser Konstruktion kénnen wir wieder wie folgt schlieflen:

(g, V-9) {(CIh; Vi @) | Varnenl| } < (qh: Vi - 1)
=T = <¢ sup ————2
Vel verr U IVarnenll (Ve

pn€H) ||v¢hH ’
was die Stabilititsabschitzung (6.2.97) impliziert mit der Konstante B, := Bc;'. Wir
kommen nun zur Konstruktion des Operators 7, . Durch die Vorschrift

/rhvds:/vds, I'e aTy,
r r

wobei 0T}, wieder die Menge aller Zellkanten der Zerlegung T}, bezeichnet, ist auf jeder
Zelle K € T}, ein lokaler Interpolationsoperator ri : H'(K)* — Pi(K)?* definiert. Fiir
v € H konnen die Stiicke T,If v zu einer Funktion rpv € H), zusammengefiigt werden. Die
(sogar zellweise) H'-Stabilitéit dieses Interpolationsoperators ergibt sich unter Beachtung
von Arfu =0 und 9,rfvr = konst. direkt aus seiner Konstruktion wie folgt:

Bllgn|| < sup
peH

|Vriv||% = / Oprivrfvds — (Arfv, riv) g = / Oprisvv ds
oK oK
= (Vrfv, Vo) + (Arfu,v) g < || Vrio|||| Vo)l &
Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Der Interpolationsoperator ry ist fiir den betrachteten, nicht-konformen Ansatzraum
H), gerade die natiirliche Knoteninterpolierende r, =i, : H — Hj, . Fiir diese erhélt man
mit Hilfe des iiblichen Transformationsarguments die Fehlerabschitzung

v — inv|| + Al V(v — )| < k|| V0. (6.2.100)

Unter der Annahme der Giiltigkeit einer diskreten Variante der Poincaréschen Unglei-
chung (Ubungsaufgabe: Der Beweis verwendet dieselben Argumente wie der des nachfol-
genden Satzes 6.7.)

[onll < ANIVhvnll, v € Hp, (6.2.101)
folgt die Stabilitat der diskreten Geschwindigkeiten. Dazu beachten wir, dass

thl}h”2 - (ph7 Vh : 'Uh) = (f, ’Uh)’
(ph> Vh : Uh) = 07

und folglich

IV nonll < I IonlIVmonlI7F < AIIF- (6.2.102)
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Satz 6.7 (Fehlerabschitzungen): Fir die nicht-konformen Stokes-Elemente vom Typ
Pre/Pge und Q4¢/ P (nicht-parametrisch) gelten die a priori Fehlerabschditzungen:

IVa(v = vn)ll + llp = pull < A (6.2.103)
[v —vall < ch?|| f]. (6.2.104)

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir das einfachere PP¢/Pg-Element.
i) Sei wieder e, := v — v, und ny, := p — p, gesetzt. Mit einem beliebigen ¢, € H), gilt

IVhenl® = (Vhen, Va(v — ¢n)) + (Vien, Valpn — vn)),
sowie fiir beliebiges i, € Hj, :

(Vien, Vathn) = (Vv, Vin) — (Vow, Vi)
= (Vu,Vithn) — (f,¥n) — (0n: Vi - ¥n)
= (Vo,Vptn) — (0, Vi - ) — (f, ) + (h, Vi - Un).

Ferner ist mit beliebigem x;, € Ly, :

(ks Vi - (o = vn)) = (s Vi (o — v)) + (1n, Vi - €n)
= (M, Vi (on = v)) + (M1, V- 0) = (11, Vi - vp)
= (M Vi (on —v)) + (p — Xn: Vi - €n).

Durch Kombination der vorausgehenden Beziehungen erhalten wir

IVrenll? < IVaenllIVa(v — on)ll + An(v, p) {IIVa(en — 0) Il + I Vaenll}
+ 1ll[IV (v = @)l + [Ip = Xu IV aenll,

mit der Abkiirzung

o (V’U, Vhwh) - (p> vh : Z/Jh) B (f) 1/)h)
Yn€Hp IV rtnll 4

Unter Verwendung der Abschitzung ab < iaaQ + e 12, fiir a,b € Ry und beliebiges
€ > 0, erschlielen wir weiter

IVhenl* < Serl Vaenl? + e {IVa(v — @) lI* + lp — xall* + An(v, p)*}
+3eallml® + {e3 + 3} AR(0, ) + 5l Valv — @),
und bei Setzung ¢, = 1:
[Vhen||* <6 min [[Vi(v —@n)||* +4 min [|p— x|
en€H), Xn€Ln (6.2.105)
+{ez " +6}A4(v,p) + &2l

Dieses Zwischenresultat wollen wir uns merken.
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ii) Zur Abschitzung des Druckfehlers ||n,| bedienen wir uns der inf-sup-Ungleichung
(6.2.97). Mit einem beliebigen x;, € Ly, ergibt sich dann

]l < llp = xall + [Ixn — pall
(Xh — Ph, Vh : QOIL)

<llp = xall + 87" max

$nEHn Vil
_ Xh =0, Vihwn) | o (1hs Vi - 1)
<|lp—xnll + 87" max 21" 4 gl gy A0 S0 T
” H en€Hy, HVhSOhH pneHp ||Vh80h“

- B ) vh . SOh)
- L Dp = yall + 87 max L
< (B4 Dl —all+ 67 max oo

Weiter gilt
(0, Vi - on) = (0, Vi - on) — (Pn, Vi - 1)

= (p, Vi - n) — (Von, Vaen) + (f, on)
= (0, Vi on) = (Vo, Vi) + (f, on) — (Ven, Viapn)

und folglich

(s Vi - on)
max ——— = < Ap(v,p) + || Vren||.
ot [ Vaenll n(v,p) + [[Vaenl|

Dies ergibt

nall < (B~ + Dlp = xall + 87 {An(v,p) + [ Vel }- (6.2.106)

Durch Kombination der Zwischenresulate (6.2.105) und (6.2.106) und Wahl von &, := 13
erhalten wir schlieSlich mit einer generischen Konstante ¢(f) ~ 71+ 1>0:

I¥nenll + llmall < e(8){ min [1V4(0 = gn)| + min [p =l + An(v,p) ). (6:2.107)
wnEH), XELp,

iii) Es bleibt, den Nichtkonformititsterm Ay (v,p) abzuschitzen. Dazu formen wir unter
Beachtung von —Av + Vp = f wie folgt um:

(Vo, Vidn) — (0, Vi - bn) — (f, n) = Z {(=Av+ Vp— f,0n)k + (00 — pn, ) o }

KeTy,
= Z (anv —pn, wh)@K = Z (anv — pn, wh)l—‘v
KeTy, redTy,

wobei JTj wieder die Menge aller Kanten I' der Zellen K € T} bezeichnet. Jede Kante
I’ € 9T, ist entweder gemeinsame Kante zweier Zellen K, K’ € T} oder Teil von 9. Die
Funktion 0,v—pn auf I' C K hat wegen der Stetigkeit von Vv und p entgegengesetztes
Vorzeichen zu d,v — pn auf I' C K. Daher kénnen wir schreiben

> @ —pn,n)r = Y (Guv —pn, [a])r

TedTy, TeoTy,
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mit der Bezeichnung

[Wn]r = { %(wh\FnK —Ynrok), '=KNK',
M wh‘l—‘a F C aQ

Auf einer Kante T' € 9T, hat [¢5] aufgrund der speziellen Eigenschaften von ¢, € Hy,
Mittelwert Null. Folglich ist

(Onv — o1, [hn])r = (Onv — o, [n] — [Wn]p)r = (Opv — pn— (00 — pn)r, [Un] — [Wn]p)r

mit den Mittelwerten
(Opv — pn)p := I 7! /(anv — pn)ds, [Un]p = 1N /W)h] ds.
r r

Aufspaltung von [¢,] in die Beitrdge der beteiligten Zellen K, K’ ergibt dann

(Onv = 1, [n])r = (Gnv — pr = (Dv = pr)r, Ynikx — Unr)r — (Gav — pr)r, Yk = Yap)r-

Mit Hilfe der iiblichen Transformationstechnik zeigt man die folgenden Fehlerabschéitzun-
gen fiir die Mittelwertapproximation:

180 — pn — (@ — pr)r|lr < ch*{||[V20[|lx + | Vpll},
[ — Unrle < cih?|| V| k,

und entsprechend fiir die Zelle K. Unter Verwendung der vorausgehenden Ergebnisse
erhalten wir nun fiir ' = K N K':

(80 — pr, [Wn))r| < (1800 — pr = (0 — pr)rlle{|¥nx — Yarlle + [[¥nxr — Yrrlir}
< ER{IV?0ll + VPl & HIVaenll koke,

und entsprechend fiir I' C 9€2. Hiermit erschlieflen wir
| S @ —pn e < (V0] + 90}Vl
T'edTy,

und folglich, mit einer von g unabhéngigen Konstante ¢ > 0,
An(v,p) < ch{|[V*] + [[Vpll} < | f]I. (6.2.108)
Zusammen mit den bekannten Approximierbarkeitsabschéitzungen

min ||V, (v — )| + min [|p — xal < ch{||V?0] + [ Vpll} < chl £l
pr€HR XELp

erhalten wir somit schliellich die Fehlerabschitzung (6.2.103).

iv) Zum Nachweis der L?-Fehlerabschitzung (6.2.104) verwenden wir wieder ein Dua-
litdtsargument. Die Details werden hier nicht ausgefiihrt (siehe die entsprechende Argu-
mentation bei dem nichtkonformen Morley-Element fiir das Plattenproblem). Q.E.D.
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6.2.3 Stabilisierte Stokes-Elemente

Es gibt Griinde, moglichst einfache, knoten-orientierte Elementansétze zur Diskretisie-
rung der Stokes-Gleichungen zu verwenden, wobei die Freiheitsgrade fiir Geschwindigkeit
und Druck in denselben Knotenpunkten ,leben®. Einfachste Beispiel sind die konformen
P{/Pf- und Qf/Q5-Stokes-Element, welches leider nicht inf-sup-stabil sind. Wir wollen
im folgenden eine Technik zur Stabilisierung solcher Ansétze diskutieren.

Wir rekapitulieren aus dem Beweis der Stabilitdatseigenschaft fiir konforme Stokes-
Elemente die folgende Beziehung fiir ¢, € Ly, :

(an. V- 1) IIVthI} (qn, V- (¢ — 1))
+ sup .
IVerll Vel H Vel

Dabei ist ¢y, := i} € Hj, eine H'-stabile (modifizierte) Knoteninterpolierende, fiir die
auf jeder Zelle K € T}, gilt:

Bllan]| < sup { (6.2.109)
peH

o —irellx + hil|V(e —ine)llx < chilVeol

mit der Vereinigungsmenge K aller Zellen, die mit K einen nicht-leeren Schnitt haben.
Ferner gilt wie fiir die iibliche Knoteninterpolierende fiir ¢ € H*(K):

le = inellx + hic V(e = o)k < cihic V¢l

Fiir den zweiten Term rechts in (6.2.109) erhalten wir damit nach partieller Integration
(beachte ¢ — it € H):

(a0, V - (0 = o)l = [(Vans o — i)l < D IVallxlle — inellx

KeTy,
1/2
<o Y hel Varlal Velz < e X mvati) " (X 1v6l)
KeTy, KeTy, KeTy,
1/2
<ca( Y MVali) CIvel,
KeTy,

mit einer fiir regulire Triangulierungsfamilien (T},),~o fest wéhlbaren Konstante ¢, > 1.
Fiir den ersten Term in (6.2.109) haben wir wieder

ap (@ BTN o @7 00)
[Virel Vel

preH} ”v@hH
Zusammengenommen ergeben die beiden letzten Abschitzungen

peH

@V - on)?
Billan|l* < sup (@, V- on)” ol T > B Valk, (6.2.110)
pn€H}, Ph KeT,),

mit der Konstante 3j, := (c.c;)"'3. Dieses Resultat legt die folgende Modifikation des
Approximationsschemas (6.2.67 - 6.2.68) nahe:

(Von, Vo) = (on, V - on) = (f,0n)  Von € Hy, (6.2.111)

(Xh, V- Uh) + 3h(Xh7ph) =0 Vyxn€ Ly, (6.2.112)
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mit der ,,Stabilisierungsform*

$n(Xn, Pn) 1= o Z hic(Vxn, Von) i
KeTy,

wobei « > 0 eine (geeignet gewéhlte) Konstante ist.

Lemma 6.7 (Stabilitit): Das modifizierte Approzimationsschema (6.2.111) - (6.2.112)
besitzt eine eindeutige Losung {vn, pn} € Hy X Ly, , und es gilt die Stabilititsabschitzung

IVonll + lpall + sn(pn, o) < cll£]]- (6.2.113)

Beweis: Zum Nachweis der Existenz von Losungen geniigt es wieder, die Eindeutigkeit
derselben zu zeigen. Dazu setzen wir in (6.2.111) ¢ := v, und in (6.2.112) x;, = py
und erhalten

||VUhH2 - (pha V- Uh) - (fa vh)7
(phv V- vh) + Sh(phvph) = 0.

Addition der Gleichungen ergibt

Vo2 + su(pr. pn) = (f,vn)-

Im Fall homogener Daten, d. h. f = 0, folgt hieraus v, = 0 sowie Vp, = 0, d. h. die
Eindeutigkeit einer Losung (und damit auch deren Existenz). Weiter ergibt sich iiber die
Beziehung

(fson) < 1 fHlvall < el ATV onl
die Stabilitédtsabschétzung
IV ORll* + s1(pas o) < €l fII*.

Mit Hilfe der Bezichung (6.2.110) gewinnen wir zusétzlich die Stabilitétsabschétzung

Il < el £1I;

was den Beweis vervollstéandigt. Q.E.D.

Satz 6.8 (Stabilisierte Stokes-Elemente): Fir die Lisung {vn,pn} € Hy X Ly, des
modifizierten Approzimationsschemas (6.2.111) - (6.2.112) gelten die a priori Fehler-
abschdtzungen

IV (v = va) || + [[p = pall + sn(p — P, 0 — p1)"/? < ch|f]], (6.2.114)
v — v < ch?| £ (6.2.115)
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Beweis: Subtraktion der diskreten Stokes-Gleichungen von den kontinuierlichen ergibt

(V(v—wn), Vo) — (@ —pn, V- -or) =0, @y € Hy. (6.2.116)
(Xn, V- (v —=vn)) + sn(Xn, P — Pr) = sn(Xn, D) (6.2.117)

i) Wir beginnen mit der Abschitzung von ||V(v — vp)|| und s,(p — pr,p — pn). Mit
beliebigem ), € H;, folgt wegen (6.2.116)

V(0 = on)[I> = (V(v = vn), V(v =) + (V(v = vn), V(en — vn))
= (V(v =), V(v —n)+ (@ —pn V- (pn—1m))
=(Vw =),V =) +@—=pn, V- (on—0)+@—pn V- (v—up)),

und weiter wegen (6.2.117) mit beliebigem x;, € Ly,

V(v — Uh)”2 =(V(—=o),V( =) +@=0r V- (on—0)+{@—=xnV-(v—11))

+ (xh —pn, V- (v =)

= (V(v—vn), V(v —0p) + (0 =11, V- (pn—0)) + (p— X0, V- (v = v3))
+(xn —pn V- (v =)

=(V(—=v),V( =) +@=0r V- (on—20)+@—=xn V- (v—11))
— 8n(Xn — Ph> P — Pr) + $0(Xn — Ph, D)

= (V(v—vn), V(v =0p) + (=11, V- (pn—0)) + (= X0, V- (v —v4))
= sn(Xn = 0,0 = pn) = (P — Pr, 0 — D) + Su(Xn — P, D)-

Also gilt

V(= oa)I* + s1(p — prop —pn) = (Vv —04), V(v — 1) + (0 — P, V - (01 — v))
+ (= xn V- (v—11)) = sn(xn — P, — pn) + su(Xn — Pn, D)
<V =)V = @ull + llp = pullIV - (on = v)||
+ o = xallllV - (0 = o)l + su(xn = 2o xn — 2)2s0(p — s p — 1)
+ su(xn — Prs X — 1) s (p, p) "2

1/2

Unter Beachtung von ||Vp| < c¢||f|| folgt

o) = (0 32 Wl vnlie) " < en( 3 19l) " = chl vl < enl .

KeTy, KeTy,

(6.2.118)

Ferner ergibt sich mit Hilfe der inversen Beziehung von finiten Elementen

sn(Xn — P, Xn — pr)"? = (a > BV (en — pa HK) ( >l _thK)

KeTy, KeTy
<c{llp—pull +llp = xall}-
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Damit erschlieen wir wieder mit Hilfe der Youngschen Ungleichung ab < 2a®+(4e?)~10?
IV (@ = on)lI* + sn(p = pn.p = pu) < c(L+7){IV(0 =) I* + Ip = xall®
+ (P = xns 2 = xu) + 217} +ellp — pall*.

ii) Als néchstes wird ||p—ps| abgeschétzt. Mit Hilfe der Stabilitdtsungleichung (6.2.110)
und der Galerkin-Orthogonalitit (6.2.116) folgt

(6.2.119)

llp = pnll < llp = xall + lIxn — poll
(Xh, —Dn, V- 1/Jh)

<|lp—xall + 8" sup + B s (xh — Py xn — pn)?
Y E€Hp ||v¢hH
_ (Xh_vawh) —1 (p_pfmvwh)
SHP_XhH‘f'ﬁ ! sup —"‘6 Sup ——= o
vneH, V| vne, V]|
+ B su(xn — Py X0 — ph)1/2
, (Xn =0,V -p) -1 (V(v —vn), Viby)
= lp— xall + B, sup ="+ 3, sup
YrE€H ||V1/)hH Yp€Hp ||V7r/}hH

+ B su(xn — Py X0 — ph)1/2

und damit

Ip—pull < (L4 B8P — xall + BV (0 — o4

N (6.2.120)
+ 3, lsh(Xh — Dhs Xh — ph)l/Q-

Durch Kombination dieser Abschitzung mit (6.2.119) erhalten wir

V(= va)* + su(p = prop — i) < c(1+ H{IIV(0—@n)|I*+ IIp — xall”
+ sn(p = Xnp — xn) + P2 f|I*}
+ce{(1+ 8.1 — xall® + 821V (0 — vi) I + B, sn(Xn — Prs Xn — pn) }-

Bei hinreichend kleiner aber fester Wahl von ¢ > 0 folgt

IV (0=0m) |45 (p=pn, =pn) "> < {1V (0=n) [+l = xRl +51(p—=x0, D=x8) >+ B f 1}

Fiir ¢, =4;v und x;, = i;p ergibt sich Mit Hilfe der obigen Interpolationsabschétzungen
IV (0 = vn) | + 0 (p = pa,p — p)"* < h{|| V20| + VoIl + (I £1} < ehl|f]]-

Damit folgt aus (6.2.120) auch

P — pnll < ch| f].

iii) Zur Abschitzung von |lv — vy,|| verwenden wir wieder ein Dualitdtsargument. Sei
{z,q} € H x L die Losung des ,,dualen® Stokes-Problems

(Vo,Vz) = (¢, V-¢) = (g0 —wp)llv — v ™" Ve € H, (6.2.121)
(x,V-2)=0 VxeL (6.2.122)
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Diese ist in H*(2)? x H*(Q) und es gilt die a priori Abschétzung
1zllz + Nl < ellv—wnllllo—val ™ = c. (6.2.123)

Mit der Testfunction ¢ := v — v, ergibt sich dann unter Verwendung der Galerkin-
Orthogonalitédt mit der Knoteninterpolierenden iyz € H), und ;g € Ly,

[v=vnll = (V(v—w4), V2) = (¢, V- (v —vp))
= (V(v =), V(z = 32)) + (V(v = vn), Viyz) = (¢ = i3, V - (v — vn))
= (i34, V- (v — vp))
=(Vw—m),V(z—i32) + 0 —pn V- ipz) — (¢ —i5q, V- (v — 1))
+ sn(ing,p — pn) — sn(i34,p)
=(V(v—wn),V(z —=332)) + (p —pn, V- (iz — 2)) = (¢ —i3,¢, V- (v — vn))
+ 81439, — pn) — su(i3q, p).

Mit Hilfe der Fehlerabschétzungen fiir die Interpolierenden schitzen wir dies weiter ab:

o — o]l < IV(0 = o) [[IIV(z = 32) | + lp = pull IV - (G2 — 2)[| + lg — GRaqllIV - (v —vp) |
+ sn(ing, iZQ)1/2Sh(P — PhsP— ph)l/Q) + sn(ixq; iZQ)WSh(P’p)l/?
< ch||V (v —op)llll2]l = + chllp — palllll| g2 + chllgllm |V (0 — va) |
+ ch|[Vllsn(p = pr,p — pn)"? + ch? (| V||| V|
< {1V (0 =) + lIp = pall + su(p — s p — )2} + || f]].

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Die Konvergenzabschétzungen (6.2.114) und (6.2.115) sind optimal bzgl. der h-Ordnung
sowie der Regularitdtsanforderungen an die Losung {v,p}. Dasselbe Stabilisierungskon-
zept kann auch fiir die P°/P¢- und QF/QS-Stokes-Elemente des Polynomgrades r > 2
angewendet werden. In diesem Fall wird die Approximationsordnung aber durch die Sta-
bilisierung in (6.2.112) zu O(h?) limitiert. Diese Ordnungsbarriere kann durch einen
modifizierten, voll-konsistenten Stabilisierungsansatz {iberwunden werden:

(Von, Vo) = (n, V - on) = (f,0n)  Von € Hy, (6.2.124)
(Xh7 A Uh) + S}L(Xh? vPh) = gh(Xh) th S Lh; (62125)

wobei

n(xn) = o Z Wi { (Vxn, fx + (Vxn, Av)c )

KeTy

In diesem Fall wird das diskrete System von der kontinuierlichen Losung {v,p} exakt
erfiillt, so dass volle ,,Galerkin-Orthogonalitéit® besteht.

Das stabilisierte Py/Pf-Stokes-Element hat eine enge Beziehung zum inf-sup-stabilen
MINI-Element. Um diese zu verstehen, zerlegen wir den Geschwindigkeitsansatzraum des
MINI-Elements in einen rein ,,bilinearen* und einen ,,bulb“-Anteil:

v, = v,(ll) —l—vz € H,(ll) EBHZ.
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Dies ist wegen

(Voh. Vo) = > {(wh. 0.0y)ox — (v}, Ao} =0

KET,

tatsdchlich eine H-orthogonale Aufspaltung. Das zugehorige diskrete Stokes-System lésst
sich damit in folgender dquivalenten Form schreiben:

(VUS): Vion) = (pn, V- on) = (f, 0n)  Ven € H,(ll)7 (6.2.126)
(Vol, V) — (pn, V- @2) = (f,¢h) Vb € HY, (6.2.127)
(xn, V- o) = (Vxn, v2) =0 Vi € L. (6.2.128)

Aus der zweiten Gleichung entnehmen wir die Beziehungen
IVEilE + 0L 9}k = (fi i)k, KeT
; Cillk th|K y P ) K iv Pi ) K hs

mit den Koeffizienten o? von vp i bzgl. der Basis-Bulbs ¢, i =1,2. Dies ergibt

(LQP?)%(JF(JC, b) (Dixn, )k

(th’”z)K = a?(aiXh’QD?)K = iph\KaiXh\KW i Pi KW.
il il

Damit lésst sich die dritte Gleichung umformen zu

0x|K
(xn, V- 03 + Z O (Vxn, Von)xk = — Z Lb'

KeT,, KeT, ( 7‘:01)1(

mit den Parametern .
(17 ‘PK)K 2
O = —— =22 2 hye.
IK|IVebll% — %

Bis auf die rechte Seite entspricht dies gerade der modifizierten Gleichung (6.2.112) des
druck-stabilisierten Verfahrens.

6.2.4 Losung der diskreten Stokes-Probleme

Wir betrachten im Folgenden einheitlich sowohl inf-sup-stabile als auch stabiliserte Anséitze.
Mit den natiirlichen , Knotenwertbasen“ der Ansatzraume H; und Ly .

{f i=1,...,Ng:=dimH,}, {x,,i=1,...,Np:=dimL,},

schreiben sich die Approximationsschemata (6.2.67) - (6.2.68), (6.2.95) - (6.2.96) bzw.
(6.2.111) - (6.2.112) einheitlich in Form eines Blocksystems

x] - [b] =8 (6.2.129)

y C

A B

A =
¢ -BT C
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fiir die Knotenwertvektoren € = {z,y} zu den Darstellungen

NH NL

i i

Un = E xﬂﬁh’ Pn = E YiXhns
i=1 i=1

mit den zugehorigen Matrizen sowie den rechten Seiten

Nu

A= (Ve Ve) T Bi= =06, Vo))", b= ((F )0,

C = ( Z 5K(inaVX;L)K)f]L=1’ C .= ( Z 5K(VX§17f)K)jV:Ll

KeT), KET,

6.2.5 Schur-Komplement-Verfahren

Die ,,Laplace-Matrix“ A ist symmetrisch und positiv-definit und somit regulér. Folglich
kann die Komponente x aus dem System eliminiert werden:

YSy:=(BTA'B+C)y=B"A"v+¢, z=A""— A'By. (6.2.130)

Die Matrix ¥ := BTA"'B+C wird das ,,Schur-Komplement* von A in der Blockmatrix
A genannt. Mit ihr besteht die Block-Dreieckszerlegung

A 0 I A™'B
-BT ¥ 0 1

A B
-BT C

: (6.2.131)

Uzawa-Algorithmus:

Die ,klassische* Methode zur Losung des (quasi) Sattelpunktproblems (6.2.129) ist das
, Uzawa®-Verfahren“. Ausgehend von einem Anfangswert 3° wird fiir [ € N berechnet:

Azt =b— By, (6.2.132)

Y=y (BT + Oyt —¢), (6.2.133)

wobei 6 > 0 ein geeignet zu wihlender Relaxationsparameter ist. Diese Iteration erfolgt
im Raum der Druck-Knotenwerte. Um eventuelle Irregularitéten des Gitters T, (Zell-

Anisotropien, heterogene Gitterweiten) auszugleichen, empfiehlt es sich, das System mit
der Massematrix des Druckansatzraumes,

M= M, = ((X;;’X{z);vjzv

4Hirofumi Uzawa (1928-2014): Japanischer Mathematischer Okonom; Studium der Mathematik in
Tokio 1951 und Okonomie in Stanford 1956; Prof. fiir Okonomie an verschiedenen Universitiiten in den
USA und in Japan; Mitinitiator der sog. ,Mathematischen Okonomie*; die nach ihm benannte ,, Uzawa-
Iteration® erschien urspriinglich im Rahmen der ,,Konkaven Optimierung®.
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vorzukonditionieren. Der so modifizierte Uzawa-Algorithmus lautet dann:

Azt =b— By, (6.2.134)
My' = My'=' +0(BT2! + Cy'~' + ¢), (6.2.135)
Jeder Iterationsschritt erfordert im wesentlichen die Invertierung der ,, Laplace-Matrix“ A
sowie der , Masse-Matrix“ M , was etwa mit dem CG- oder einem Mehrgitter-Verfahren

erfolgt. Durch Elimination von z! erhalten wir den Uzawa-Algorithmus in Form einer
Fixpunktiteration:

yl _ ylfl + Qlel(BTAfl(b o Bylfl) + Oy171 4 C)
=T —0M ')yt + oMY (BTA b+ ¢).
Der Uzawa-Algorithmus ist also eine geddmpfte Richardson-Iteration zur Losung der

Schur-Komplementgleichung. Fiir diese ergibt sich mit Hilfe des Banachschen Fixpunkt-
satzes das folgende Resultat.

Satz 6.9 (Uzawa-Algorithmus): Der Uzawa-Algorithmus konvergiert unter der Bedin-
gung 0 < Apax(M™X)"Y mit dem maximalen (reellen) Eigenwert von M™Y. gegen die
Lisung {x,y} des Sattelpunktproblems (6.2.129). Dabei gilt mit

0 <1 —Apin(M D) Apax (M IE) =1 —condy(M'E) =g < 1

die Fehlerabschitzung

ql

1—

ly' =y < y" —yl. (6.2.136)
q

Beweis: Die exakte Losung y erfiillt die Fixpunktgleichung
y=1—-0M'S)y+0M (B"A b+ c).
Fiir den Iterationsfehler ¢! :=y — y' gilt daher:
el =(I—-0M'x)e

Folglich liegt Konvergenz fiir beliebigen Startwert genau dann vor, wenn fiir den Spek-
tralradius der Iterationsmatrix gilt spr(/ — M%) < 1. Aus der Darstellung

M—IE _ M—1/2(M—1/22M—1/2)M1/2

folgt (Ahnlichkeitstransformation)7 dass die Eigenwerte der Matrix M ™'Y gleich denen
der symmetrischen und positiv definiten Matrix M~Y2%M~1/2 sind. Daher sind alle
Eigenwerte von MY reell und positiv, und es gilt aufgrund der Voraussetzung an den
Parameter 0:

Amin(]\4_12)

spr(l — OM~'%) = - Iy < o fmind =)
spr(l —OM %) = max{l — AN M)} <1 N (M13)
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Die Behauptung folgt dann aus einem allgemeinen Resultat fiir die sukzessive Approxi-
mation (Fixpunktiteration). Q.E.D.

Wir werden weiter unten zeigen, dass condy(M 1Y) < ¢ gleichmiiflig fiir alle Gitter-
weiten h. Der Uzawa-Algorithmus konvergiert also mit einer von der Gitterfeinheit un-
abhéingigen Rate, vorausgesetzt der Relaxationsparameter @ ist ausreichend klein gewéhlt.
Durch variable Wahl von 6 = 6; ldsst sich die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens
optimieren. Dann entspricht es gerade dem Gradientenverfahren zur Losung der Schur-
Komplement-Gleichung. Wir verzichten auf die zugehorige Analyse und betrachten lieber
gleich das noch bessere CG-Verfahren.

CG-Verfahren (,, Konjugierte-Gradienten-Verfahren*)

Ahnlich wie beim Uzawa-Algorithmus wird das System mit der Druck-Masse-Matrix M,
vorkonditioniert, d.h.: Das CG-Verfahren wird als ,, PCG-Verfahren“ auf das modifizierte
System

MYy =M"*(B"A'b+¢) (6.2.137)

angewendet. Dies ist gleichbedeutend mit der Anwendung des CG-Verfahrens auf die sym-
metrische und (modulo der Mittelwertbedingung) positiv-definite Matrix M ~Y/2¥)/~1/2
die Spektralkondition

Amax (M 1Y)

R = COIldQ(M_lz) m

bestimmt geméf
~1/2

L 1-s"7
v -yl < “<1+,@—1/2

wobei y° der Startwert der Iteration ist.

1
)Iyo—yl, €N,

Satz 6.10 (Schur-Komplement): Fiir das Schur-Komplement ¥ = BYA~'B gilt

condy (M%) < 0. (6.2.138)
h
mit der Konstante By, > 0 in der inf-sup“-Stabilititsungleichung des jeweiligen Finite-
Elemente-Ansatzes Hy /Ly zur Diskretisierung der Stokes-Gleichungen. Im konformen
Fuall H, C H ist co = 2, wogegen im allgemeinen Fall nur co =5 gezeigt wird.

Beweis: Wir notieren zunéchst die Beziehungen

- C (Zyy) . (BTA'By+Cy,y)
Amin (M 1Y) = min < = min
( ) yerVe (My,y)  yerML (My,y)
—1 —1
— min {<AA By, A~'By) <Cy,y>}‘

(My,y) (My,y)

yeRNL
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Fiir ein beliebiges Skalarprodukt etwa der Art (-, )4 := (A-,-) gilt

, z€RM,

|z|4 = max 2)a
zeRNH ‘Z|A

Unter Verwendung dieser Beziehung fiir z := A~'By folgt

AA™'By,2)?  (Cy,y
)\min M—IE _ . < ) + )
( ) yeRN: {zgﬁ«%r (Az, 2)(My,y)  (My,y }

= min { max (By. 2)° + (Cy.y }
yerVL UzerNu (Az, 2)(My,y)  (My,y))’

-~

~

-

Im Hinblick auf Definition der Systemmatrizen A, B, C' und M ergibt sich bei Zuord-
nung y € RV < p, € Ly, und z € RV# <5 o)y, € Hj, somit

o (71%) = iy { e B S G wa ) =
yeRNL \ zeRNH ”q’lH |‘Vh¢h|| ||qh|| KeT,

Analog erschlieffen wir

_ 2y,y)
Amax (M 1Y) = max (>,
( ) yerNL (My,y)

(Qh; vh : T/Jh)Q 1 9
= max § max 4 x| Vg }S5.
e, Liney lan PV nionl? thn%g, el

Dabei wurde die Abschéitzung (giiltig in d < 3 Dimensionen)

IV -l < el Vatnl?

mit ¢, = 4 verwendet. Im konformen Fall H, C H kann man dies verschérfen zu ¢, = 1.
Damit ist die behauptete Schranke fiir « bewiesen. Q.E.D.

Als Nebenprodukt des Beweises von Satz 6.2.5 erhalten wir auch die oben angekiindigte
Normschranke fiir das Schurkomplement

M5 < 4. (6.2.139)

Bei der praktischen Durchfithrung des CG-Verfahrens fiir die Matrix M 1Y ist zu beach-
ten, dass jeder Iterationsschritt im wesentlichen aus einer Matrix-Vektor-Multiplikation
mit M 'Y besteht. Dies erfordert als , teuersten® Schritt die Lésung eines Gleichungssy-
stems mit der Laplace-Matrix A:

y—>M1'Yy < y—By—A'By— (BTAT'B+C)y— M Y (BTAT'B+C)y.

Da A~! i. Allg. nicht exakt zur Verfiigung steht, muss die Auswertung von A~ By ite-
rativ erfolgen. Fiir die Matrix A (Diskretisierung des Vektor-Laplace-Operators) stehen
auch auf | schlechten* Gittern sehr leistungsfahige PCG- oder Mehrgitterverfahren zur
Verfiigung. Diese ,,inneren® Iterationen im Rahmen der ,dufleren” CG-Iteration werden
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durch ein Abbruchkriterium gesteuert, welches sich an der Entwicklung des jeweiligen
Residuums orientiert. Dies bedeutet, dass die in der dufleren CG-Iteration zur Defekt-
berechnung verwendete Matrix M A~ erstens fehlerhaft ist (z. B. mit elementweisem
Fehler in der Gréfenordnung O(107%) ) und sich zweitens stéindig dndert. Damit sind die
Voraussetzungen fiir die Konvergenz des dufleren CG-Verfahrens nicht voll erfiillt, was
sich in der Regel in einem , Festfressen* des Residuums auf dem Genauigkeitslevel 1078
der inneren Iteration duflert. Diesen unangenehmen Defekt kann man dadurch beheben,
dass die PCG-Iteration fiir die Schur-Komplementmatrix M 'Y in eine #uere Defekt-
korrekturiteration eingebettet wird. Die ,,ungenaue” PCG-Iteration wird dabei quasi als
,, Vorkonditionierung* S einer einfachen Richardson-Iteration verwendet:

y—=d =My - MY BTAT b+ ¢) =t =57 =y =yt 4l

Auf diese Weise erhélt man eine sehr einfache, robuste und effiziente Losungsmethode fiir
die diskreten Stokes-Gleichungen. In neuerer Zeit sind aber auch konkurrierende Mehr-
gitterverfahren entwickelt worden, welche direkt an der Blockmatrix A orientiert sind
und die beschriebene , stabilisierte“ Schur-Komplement-CG-Iteration noch an Effizienz
iibertreffen (s. etwa Turek [145]). Dabei muss allerdings besondere Sorgfalt auf die Wahl
des ,,Gldtters® verwendet werden. Wir werden dies spéter direkt fiir die allgemeinere Si-
tuation der linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen diskutieren.

6.3 Losung der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen

Die Losung der nichtlinearen Navier-Stokes-Gleichungen erfolgt zwangslaufig iterativ. Da-
bei sind einige besonders im Fall dominanter Nichtlinearitét (d. h. fiir hohere Reynolds-
Zahl) kritische Punkte zu beachten.

6.3.1 Diskretisierung des Konvektionsterms

Ausgangspunkt sind die (stationiren) Navier-Stokes-Gleichungen in dimensionsloser Form
—vAv+v-Vo+Vp=f, V-v=0 in (6.3.140)

auf einem Gebiet Q C RY(d = 2,3) mit ausreichend regulirem Rand 9. Hier steht v
wieder fiir einen Parameter, welcher das Groflenverhéltnis zwischen Diffusion und Kon-
vektion beschreibt. Im Fall einer charakteristischen Linge L ~ 1 und Geschwindigkeit
U ~ 1 ist v ~ Re . Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im Folgenden auf die
Betrachtung reiner homogener Dirichlet-Randbedingungen, vjsq = 0. Im Fall inhomoge-
ner Randbedingungen (z. B. vorgegebene Einstromung im Kanal oder feste Randstromung
in der Nische) oder Neumann-Randbedingungen (,freie“ Ausstromung im Kanal oder im
AuBenraum) gelten analoge Aussagen.

Bei Verwendung eines der oben beschriebenen Stokes-Element-Raumpaare Hj, /Ly, ~
H/L ergibt sich aus der variationellen Formulierung die folgende Diskretisierung des
Konvektionsterms:

(v- Vo, ) = (v - Vo, ¥n),
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wobei V), wieder die im nicht-konformen Fall notwendige ,,zellweise“ Interpretation des
V-Operators bezeichnet. Bei der iiblichen Finite-Elemente-Approximation triagt dieser
Term vor allem zu den Nebendiagonalen der Systemmatrix A bei, wodurch diese ihre
Definitheitseigenschaften verliert. Dies wiederum bewirkt auf gréberen Gittern unphysi-
kalische Oszillationen in der Losung sowie das Versagen der iiblichen iterativen Losungs-
verfahren.

Stabilisierung im eindimensionalen Fall

Wir wollen diese Aussagen anhand einer einfachen Modellsituation illustrieren. Auf dem
eindimensionalen Gebiet Q = I := (0,1) € R! wird die singulir gestirte Randwertaufga-
be (Sturm-Liouville-Problem)

—eu(z) + q(z)u(x) =0, z €I, wu(0)=1, u(l)=0, (6.3.141)
betrachtet. Im Fall ¢ =1 hat die eindeutige Losung die Gestalt (Abb. 6.5)
e 61/5 _ 696/5
u (3’1):761/5_1 .

ImFall e<1listfir a=1—6 und § > ¢:

€ 61/6 /e ~ el ~ 2
u(l—é):m(l—e )Nl, stgl)\u ()] = e™?,

was den Namen ,, Grenzschichtlosung” rechtfertigt. Fiir € = 0 ergibt sich die Grenzlosung
u® =1, welche die Randbedingung bei z = 1 nicht erfiillt.

us(t) | uO(t)

€1

Abbildung 6.5: Losung des singulédr gestorten Sturm-Liouville-Problems fiir € = 0.1.

Die Approximation dieses Problems mit dem iiblichen (zentralen) Differenzenschema
zur (dquidistanten) Schrittweite h = 1/(N + 1) ergibt

—(e4 3P Yn—1+2eyn — (= 3h)Yns1 =0, 1<n <N, yo=1, yny1 =0.
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Die zugehorige Kooeffizientenmatrix ist offenbar nur unter der restriktiven Bedingung
h < 2e (6.3.142)

diagonal-dominant. Fiir h > 2¢ zeigt die diskrete Losung ein unphysikalisches Verhalten.
Um dies zu sehen, machen wir wieder einen Losungsansatz der Form y, = A". Die
moglichen Werte fiir A sind gerade die Wurzeln Ay der quadratischen Gleichung

2e %h—i—s

A2 A =
+%h—5 +%h—5

Beriicksichtigung der Randbedingungen 7o =1 und yy41 =0 in dem Losungsansatz
Yn = C4 A+ AT
ergibt fiir die Koeffizienten die Beziehungen ¢, +c¢_ =1, c+/\f+1 + e AN =0 und
folglich
)\f‘%l )\4]\»7+1 )\N+1

C+:1— = — .
N+1 N+1 N+1 N+1
ANFT_\N ANFE AN

.=
)\f+1 AN

Die Losung hat also die Gestalt

)\N+1>\n _ )\N+1)\n
Tt n=0,...,N+1. (6.3.143)

Yn = )
)\ﬁ-ﬂ-l _ )\i\’-ﬁ-l

Im vorliegenden Fall sind die Wurzeln gegeben durch

—ai\/52 (Ah+e)(ih—e¢) _eFin e+ Lh
1 )\4,:17 )\, .
sh—e 6*—h 6*—h

-

Fir e < %h ist A_ ~ —1. In diesem Fall wird also eine oszillierende Losung erzeugt,

A — \NHL
yTL:71_)\]7\/+1, n:O7,N+1
welche qualitativ nicht den richtigen Losungsverlauf wiedergibt. Zur Unterdriickung dieses
Defekts gibt es verschiedene Strategien, die im Folgenden skizziert werden.

i) Upwind-Diskretisierung: Zunéchst kann der Term erster Ordnung «/(x) in der Dif-
ferentialgleichung statt mit dem zentralen mit einem der einseitigen Differenzenquotienten

w(x + h) — u(z) u(z) —ulx — h)

h ’ h
approximiert werden. Bei der Wahl des rickwdrtigen Differenzenquotienten A, wird dem
physikalischen Vorgang eines Informationstranbports in positive z-Richtung Rechnung ge-
tragen (vergl. die Form der Grenzlosung u°(z) ). Dies fithrt auf die Differenzengleichungen

Afu(z) = Aju(z) =

(—e 4+ h)Yn—1 + (26 + h)yn — €Yp1 = 0.
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Die zugehorige Systemmatrix Ay ist fiir beliebiges h > 0 wieder diagonal dominant; sie
ist sogar eine M-Matrix. Der Losungsansatz y,A\" fiithrt in diesem Fall auf die Gleichung

2e+h h
Pl W ()
mit den Wurzeln
2 +h 2c+h+h h
Ap = E;’i\/(25+h)2—45(5+h):€+T, A+=i A =1

Die kritische Wurzel A, ist hier stets positiv, so dass in der diskreten Losung

AV
Yn = %7
AT

keine ungewollten Oszillationen in der Naherungslosung entstehen. Diese spezielle Art der
einseitigen Diskretisierung des Terms u/(x) nennt man , Riickwértsdiskretisierung® oder
auch englisch ,,upwind discretization®. Da der verwendete einseitige Differenzenquotient
aber nur die Approximationsordnung O(h) hat, ist auch das Gesamtverfahren nur von
erster Ordnung genau. Dies limitiert die Approximationsgenauigkeit in Bereichen, in denen
die Losung glatt ist, selbst wenn die Gitterweite in der Grenzschicht ausreichend fein
gemifl h ~ ¢ gewdhlt wird.

ii) Kiinstliche Diffusion: Unter Beibehaltung der zentralen Diskretisierung des Terms
u'(x) wird der Diffusionskoeffizient ¢ auf einen grofleren Wert ¢, := e+ d0h gesetzt. Dies
fiithrt auf die Differenzengleichungen

_(Eh + %h)yn—l + 25hyn - (gh - %h)yn+1 = O, 1 <n< N.
Fiir die zugehorige Losung erhélt man wieder durch einen Potenzansatz die Darstellung

A en+ 5h
yn:W» + =

Eh—%h'

Offenbar ist in diesem Fall A, > 0 fiir e+dh > %h, d. h. fiir die Wahl ¢ > % . Mit diesem
Ansatz erhilt man also ebenfalls wieder eine M-Matrix und somit eine stabile Diskretisie-
rung. Allerdings wird nun die Grenzschicht stark verschmiert auf das Intervall [1—egy,1],

und die globale Approximationsgiite ist aufgrund der Stérung des Differentialoperators
ebenfalls lediglich O(h).

Fiir allgemeinen Transportkoeffizienten ¢(x) muss das ,,Upwinding®* abhingig vom
Vorzeichen von ¢, = q(x,) angesetzt werden. Die einseitigen Differenzenquotienten wer-
den geméf der folgenden Schaltvorschrift angesetzt:

+1: A7

Sign(Qn) = { 1 At
: b

Dies fithrt dann wieder auf eine fiir alle A > 0 diagonal dominante Systemmatrix A, .
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Anhand des obigen einfachen Beispiels haben wir gesehen, dass bei singulédr gestorten
Problemen die einfachen Dampfungsstrategien Riickwdirtsdiskretisierung oder kinstliche
Diffusion zwar auf stabile Diskretisierungen fiithren, die Approximationsanordnung aber
auf O(h) reduzieren. Die Frage nach einer optimalen Dampfungsstrategie héherer Ord-
nung zur Diskretisierung von Transporttermen ist noch nicht vollstandig geklart. Ansétze
in diese Richtung bedienen sich z. B. einseitiger Differenzenquotienten hoherer Ordnung
(beim Upwinding) oder kiinstlicher Diffusionsterme der Form dh?u(™) . Allerdings kann
die starke M-Matrixeigenschaft nur mit Diskretisierungen erster Ordnung erreicht wer-
den. Diese Beschrankung kann durch eine Modifikation der ,kiinstlichen Diffusion® im
Rahmen des Galerkin-Verfahrens mit finiten Elementen tiberwunden werden.

iii) ,,Stromliniendiffusion®: Wir betrachten wieder den Spezialfall ¢ = 1. Bei der sog.
»Stromliniendiffusions-Methode* wird die iibliche variationelle Formulierung der Rand-
wertaufgabe (6.3.141),

e, )+ (W +au,0) = (f,9), Vo H:=HI), (6.3.144)
mit « > 0, modifiziert zu
e(u, @)+ (W +au,o+06¢") = (f,o+d¢"), Vo€ H. (6.3.145)

mit einer Parameterfunktion 4 , die an die Gitterweite h gekoppelt wird. Die resultierende
Bilinearform

as(u,v) :==e(u,v") + (v + au,v + ')
ist dann bzgl. der modifizierten Energie-Norm

1/2
[vlls = (ellv'|]* + 16Y20'][* + o v]|?)

koerzitiv gemé&f
as(v,v) > |lvl|3, veH. (6.3.146)

Zum Nachweis dieser Beziehung nutzt man die Identitét

/0 v'(x)v(z) de = 2/0 0¥ (z) dr = L{v*(1) —v*(0)} = 0.

Es sei betont, dass der Parameter ¢ i. Allg. eine Funktion von z ist (stiickweise kon-
stant auf der Zerlegung 0 = x9 < ... < xyy1 = 1) und folglich innerhalb der Norm
|61/20/|| stehen muss. Analog verwenden wir im Folgenden auch das Symbol h = h(x)
fiir eine stiickweise konstante Gitterweitenfunktion mit h, = h,(n = 1,...,N 4+ 1).
Das zugehorige FE-Galerkin-Verfahren (mit linearen Ansatzfunktionen) im Ansatzraum
H, C H lautet nun: Finde uj, € Hj,, so dass

as(un, pn) = ls(pn) Veon € Hp, (6.3.147)

mit dem modifizierten Lastfunktional Is(v) := (f,v + 6v’). Durch Kombination der Va-
riationsgleichungen fiir v und wu, erhalten wir die folgende gestorte Orthogonalitétsbe-
ziehung fiir den Fehler e := u — uy,

as(e,on) = (U +au — f,0p,) = e(u”,dp}). (6.3.148)
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Fiir die FE-Diskretisierung mit Stromliniendiffusionsstabilisierung (kurz ,,SD-FEM*) hat
man dann das folgende Resultat:

Satz 6.11 (Konvergenzsatz fiir SD-FEM): FEs sei ¢ < hy, und der Stabilisie-
rungsparameter in der Stromliniendiffusion sei auf jedem Teilinterval I, wie 6, = h,
gewdhlt. Dann gilt fir den Fehler e := u — uy, bzgl. der modifizierten Energienorm die
a priori Abschdtzung

llells < elln®u"||, (6.3.149)

mit einer von h (und § ) unabhdingigen Konstante c.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis fiir den Fall o« = 1. Mit Hilfe der Koerzitivitétsbe-
ziehung (6.3.146) und der Orthogonalitétsrelation (6.3.148) erhalten wir mit beliebigem
Ph S Hhi

lell? < as(e,u— on) +e(u”,6(pn —upn)). (6.3.150)
Der erste Term rechts wird weiter abgeschéatzt durch

|as(e, u—@n)| < el(e, (u—n) )| + (€' + &, u—on + 6(u— @n))|
< elle =)'l + {1182/ + llel HI8~ (u — n)ll
+{[18%€/|| + 1182l }162(w — en)'ll

Fiir die Wahl ¢, := i,u folgt mit Hilfe der iiblichen lokalen Interpolationsabschétzungen
bei Beachtung von d =h <1 und & < hyn:

las(e, u — )| < celle'|l|[hu”|| + ][5 2e'|| + lle][ }Io™h%"|
+c{[10M2e || + [lell} 182"

< gllell3 + clln®2u"|?.
Fiir den zweiten Term rechts in (6.3.150) folgt fir @), := ipu mit analogen Argumenten

el(u”, (i — wi)')| < <182 [ {18V (i — )| + 1672/}
< Yel + clp®2u |

Kombination der bisher gezeigten Abschiitzungen ergibt das gewiinschte Resultat. Q.E.D.

Die Fehlerabschitzung (6.3.149) besagt insbesondere, dass im Fall einer glatten Losung
u (ohne Grenzschicht), oder wenn die Gitterweite in der Grenzschicht hinreichend klein
gewihlt wird, die SD-FEM bzgl. der ,Energie-Norm* mit der Ordnung O(h*/?) kon-
vergiert. Damit ist die einfachste SD-FEN im transport-dominanten Fall von hoherer
Ordnung als das Upwinding stabilisierte Differenzenverfahren. Allerdings muss bemerkt
werden, dass die zugehorige Systemmatrix Agf) zwar definit ist, aber keine M-Matrix-
Eigenschaft hat; insbesondere liegt in der Regel keine Diagonaldominanz vor.
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Stabilisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Die beschriebenen Methoden zur Transportstabilisierung im eindimensionalen Fall besit-
zen natiirliche Verallgemeinerungen fiir die d-dimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen.

i) ,,upwind“-Stabilisierung: Wir beschreiben diese Stabilisierungstechnik exemplarisch
fiir das nichtkonforme ,rotiert-bilineare“ Stokes-Element. Jedes Viereck K € T, wird
gemdfl Abb. 6.6 zerlegt in acht Teildreiecke S;;. Weiter wird fiir jede Kante I'; und
deren Mittelpunkt my; eine sog. ,lumping region® R; definiert durch R; := Upgea, ik,
wobei A; := {k|m; und m;, gehoren zur selben Zelle K} . Der Rand der ,, lumping region®
R, besteht aus den Kanten I'y, := 9S), N OISk, d. h.: OR; = Ugep, . Auf diesem
Wege erhalten wir eine kantenorientierte Zerlegung des Gitterbereichs €, = U;R; (s.
Schieweck/Tobiska [140]).

m7l
Snk Sn K K’
Skn Sm
m Mm
Skl Sml
Slk Slm
"y 'renk

Abbildung 6.6: Zerlegung einer Rechteckzelle in ,, lumping regions®.

Mit diesen Bezeichnungen wird nun die folgende Modifikation der nichtlinearen Form
n(,-, ) definiert:

ﬁ(uh, Uh, wh) = Z(l — Alk(uh)){vh(mk) — vh(ml)}wh(ml) / Up, - Ny dS,

Kl I,
wobei die Parameter Aj, von der lokalen , Flussrichtung® abhéngen. Mit der Setzung

1
Ti=— Up - g ds ,
VJry

sind populdre Abhingigkeiten etwa das sog. ,einfache upwinding® oder das ,Samarski®
upwinding®):

= einfaches ,, upwindin
" 0 fir =<0, bW &
Ny = {(;+x))/(1+$) fir x>0,

yoamarski upwinding*).
1/(2—2z) fur z<0 ( P 5")

5Alexander Andrejewitsch Samarski (1919-2008): Russischer Mathematiker; ab 1953 Prof. an der
Lomonossow-Universitit in Moskau; fundamentale Beitrige zu Differenzenverfahren fiir Probleme in der
Mathematischen Physik.
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Eine Fehleranalyse zeigt, dass diese Modifikation auf ein Diskretisierungsschema erster

Ordnung in der Gitterweite fithrt. Die Stabilisierung driickt sich darin aus, dass die Haupt-

diagonalblécke der Matrix A+ N(-) M-Matrizen werden. Dies ist die Schliisseleigenschaft

fiir die Konvergenz verschiedener iterativer Losungsverfahren inkl. Mehrgitterverfahren.

Die beschriebene ,,upwind“-Diskretisierung kann auf natiirliche Weise auf drei Raumdi-

mensionen iibertragen werden. Ferner ist eine analoge Konstruktion auch fiir das konforme
¢ /Q5-Element mit Druckstabilisierung méglich.

ii) Stromliniendiffusion® : Die Idee der ,Stromliniendiffusion® ist es, kiinstliche Diffu-
sion nur in Transport- bzw. Stromlinienrichtung so einzufiihren, dass die volle 2. Ordnung
der Diskretisierung bewahrt bleibt. Dies kann man auf zwei (im Grunde dquivalenten)
Wegen erreichen:

a) durch Erweiterung der Testfunktionen um transport-orientierte Anteile, was auf ein
sog. ,,Petrow’-Galerkin-Verfahren“ fiihrt, oder

b) durch Hinzufiigung von gewissen ,least-squares Termen zur variationellen Formulie-
rung des Problems.

Wir beschreiben im Folgenden eine einfache Variante fiir die (stationédren) Navier-Stokes-
Gleichungen: Bestimme v, € v +H,, und p, € Ly, so dass

an(vn, ©n) + 14 (Vn- Uk, ©n) + On(Ph, on)+sn({vn, pr}, {©n: Xa})

= (f,on) + ra({vn, o}, {on xn}) (6.3.151)

fiir alle Paare {©n, xn} € Hy, x Ly, , wobei
sn({vn, P}, {¢n, xn}) = Z S {(Vpn + v - Vo, Vu + 0. Ven)k + (V- on, V- o)k |

KETy,
rn({on,pn}s fomxn}) = Y Ok (f + vAvy, Vo + 0n - Veou)
KeTy
mit einer Referenzgeschwindigkeit vy . Die Stabilisierungsparameter dx werden gemdyfs
der folgenden Vorschrift gewdhlt:
h? h
§x = min {—K, 4} (6.3.152)
v vl
Diese Diskretisierung hat mehrere spezielle Eigenschaften. Der erste Term in der Summe

> 0k {(Vpn, V) k + (vn - Vo, By - Vor)k + (V- 0n, V- )i }

KeTy,

stabilisiert den Druck fiir das konforme Q$/QS-Element (inf-sup-Bedingung), der zwei-
te Term stabilisiert den Transportoperator (Stromliniendiffusion), und der dritte Term
verstirkt die Masseerhaltuung (Inkompressibilitédt). Die anderen Terme dienen nur zur
Korrektur, um die 2. Ordnung der Diskretisierung zu erhalten.

ST. J. R. Hughes, A. N. Brooks,Brooks: Streamline upwind/PetrovGalerkin formulations for con-
vection dominated flows with particular emphasis on the incompressible Navier-Stokes equation, Com-
put. Meth. Appl. Mech. Engrg. 32, 199-259 (1982).

"Georgi Iwanowitsch Petrow (1912-1987): Russischer Ingenieur; 1965-1973 Direktor des Instituts fiir
Raumfahrtforschung; Publ.: “Application of the Galerkin method and the problem of flow stability of a
viscous liquid” (russ.), Prikl. Mat. Mekh. 4, 36-47 (1947)
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Bemerkung 6.4: Eine theoretische Analyse (s. etwa Tobiska/Verfiirth [144]) zeigt, dass
die beschriebene Art der Stabilisierung im Rahmen des Galerkin-Verfahrens tatséichlich zu
einer Verbesserung gegeniiber dem standard ,,upwind“-Schema fiihrt; genauer verhélt sich
der Fehler fiir das Q¢ /Q$-Element i. Allg. wie O(h?/?) . Diese asymptotische Aussage wird
allerdings dadurch relativiert, dass in die Fehlerkonstante Schranken fiir die H2-Norm des
Geschwindigkeitsfeldes eingehen, welche sich im Falle einer Grenzschichtlosung natiirlich
wie O(v~!) verhalten. Um die hohere Approximationsordnung zu realisieren, muss die
Grenzschicht also gegebenenfalls durch lokale (anisotrope) Gitterverfeinerung aufgelost
werden. Dies wére natiirlich auch bei jeder anderen Transportstabilisierung erforderlich.

iii) Lokale Projektionsstabilisierung (LPS): Vom praktischen Gesichtspunkt hat
die oben beschriebene Stromlinien-Stabilisierung gravierende Nachteile. Thre Verwendung
in Verbindung mit der Neumann-Ausstromrandbedingung (,,do-nothing® Bedingung) in
Kanélen fiihrt zu unphysikalischem Stréomungsverhalten (,,numerische® Grenzschicht) ent-
lang des Ausstromrandes; Stromlinien erscheinen nach auflen gebeugt. Ferner ist die Aus-
wertung der vielen Zusatzterme in den Stabilisierungsformen ¢, (xpn, pr) and gn(vn; xn)
insbesondere in 3D, sehr aufwendig.

Diese Probleme koénnen behoben werden durch Verwendung der sog. ,,lokalen Projekti-
onsstabilisierung® (LPS) nach Becker/Braack [98]. Hier werden die Stabilisierungsformen
r, =0 und

sp = (V(pn — monpn), V(Xn — TonXn)) + (On - V(vn — Tapv), 6,0 - V(@ — Tang)),

verwendet. Dabei ist mo, eine Projektion oder Interpolation in den Ansatzraum Loy, ,
welcher auf einem groberen Gitter Tgy, definiert ist. Das resultierende Verfahren ist von 2-
ter Ordnung genau, die Auswertung der zugehorenden Systemmatrizen ist vergleichsweise
billig, und der Konsistenzfehler am Ausstromrand wird vermieden. Der Parameter d;, wird
wieder zellweise in Abhéngigkeit der lokalen Konvektion und Diffusion gewéhlt.

6.3.2 Linearisierung

Wir beschreiben zunéchst die verschiedenen Linearisierungstechniken auf dem kontinuier-
lichen Level. Dabei wird ausgehend von einem Startwert v* € H eine Folge von Iterierten
{v',p'} € H x L (I € N) bestimmt, welche gegen die exakte Losung {v, p}, konvergiert.

i) Stokes-Linearisierung:
Im Falle kleiner Reynolds-Zahl Re = 1/v < 1 (zédhe Fliissigkeit, kleine Geschwindigkei-
ten, kleine Abmessungen) geniigt oft die einfache ,,Stokes-Linearisierung*

—vA + Vph = f o VT (6.3.153)
Vol =0. (6.3.154)

Die Nichtlinearitit v - Vo wird hier voll explizit behandelt. In jedem Iterationsschritt ist
der symmetrische und positiv-definite Stokes-Operator zu invertieren.
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ii) Oseen-Linearisierung:
Bei grofieren Reynolds-Zahlen wird die sog. ,,Oseen®-Linearisierung® verwendet:

—vAV + TV V=, (6.3.155)

Vol =0. (6.3.156)

Hier ist ¥ &~ v! eine geeignete Approximation, z. B. im einfachsten Fall v := v!~! (kon-
stante Extrapolation). Die resultierende Iteration wird auch ,Funktionaliteration“ ge-
nannt. Im Rahmen eines Pseudo-Zeitschrittverfahrens kann zur Erzielung hoherer Ge-
nauigkeit auch o := 207! — v!=%2 (lineare Extrapolation) verwendet werden. Der in
jedem Schritt zu invertierende Operator ist ein unsymmetrischer Diffusions-Transport-
Operator. Zur Verbesserung der Konvergenz sollte diese Funktionaliteration in Form einer
Defektkorrektur-Iteration durchgefiihrt werden. Dazu wird mit dem Defekt

A1 = f— pAU — Lt - !
eine Korrektur berechnet aus der Gleichung

—vAW +7-Vu' + V¢ =d?, (6.3.157)

V-w =0, (6.3.158)

und anschlieBend gesetzt: v' := v/t 4+ \w!, p' := p!=' + N\¢' . Der Parameter )\; wird zur
Démpfung der Iteration verwendet und muss adaptiv angepasst werden. Zur Kostenein-

sparung wird der unsymmetrische Term ©-Vw! meist nicht in jedem Iterationsschritt neu
aufgebaut, sondern es wird im Extremfall mit einer festen Niherung o ~ v° gearbeitet.

iii) Newton-Linearisierung:
Durch Umschreiben erhélt die Iteration (6.3.157), (6.3.158) die Gestalt
—vAV o Vol 40l VT P = f ol Vel (6.3.159)
V-0l =0, (6.3.160)

Dies entspricht gerade dem klassischen ,,Newton-Verfahren“ zur Berechnung einer Null-
stelle des Gleichungssystems

—vAv+v-Vo+Vp— f=0, (6.3.161)
V.vu=0. (6.3.162)

6.3.3 Algebraische Losung der linearisierten Probleme

Wir betrachten wieder stabile Stokes-Elemente gegebenenfalls mit Druckstabilisierung.
Mit den natiirlichen ,Knotenwertbasen“ der Ansatzriume Hj; und L; schreiben sich
z. B. die diskreten Oseen-Gleichungen (6.3.157), (6.3.158) in Form eines Blocksystems

8Carl Wilhelm Oseen (1879-1944): Schwedischer theoretischer Physiker; 1909-1939 Prof. fiir Mechanik
und Mathematische Physik in Uppsala, 1933 Vorstand des Nobelinstitutes in Stockholm; formulierte die
Grundziige der Elastizitidtstheorie flSsiger Kristalle und fithrte 1904 die sog. ,Oseen-Gleichungen* als
Linearisierung der nichtlinearen Navier-Stokes-Gleichungen ein.
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I] - [b] . (6.3.163)
Y c

fiir die Geschwindigkeits- und Druckknotenwertvektoren & = {x,y} mit den zugehorigen
Matrizen sowie den rechten Seiten

A) = (Y, Viy) + (0 Vithj, ) + .. B = ((xng', Vi)
Np,

C= (6 Vo) + )Y b= (L)) = (o)™

Dabei steht eC' gegebenenfalls fiir die durch Druckstabilisierung entstehende Matrix. Die
Transportstabilisierung ist in der Matrix A(7) enthalten, wird aber zur Vereinfachung
der Notation nicht explizit dargestellt. Die Matrix A(¢) ist zwar unsymmetrisch, aber
(unter natiirlichen Bedingungen) reguldr. Folglich kann die Komponente x wieder aus
dem System eliminiert werden:

A(v) B

A(0)§ = BT

Ny
i,j=1’

Np,Nu

ig=1 7

BTA0)™'By = BTA(0) "0 —¢, 2= A(®) " (By+b). (6.3.164)
Mit dem ,,Schur-Komplement“ 3 := BT A(7)~!'B besteht die Block-Dreieckszerlegung

A(v) B A(w) 0 I Aw'B
A(v) = = 6.3.165
®) -BT 0 -BT % 0 1 ( )
Die modifizierte Uzawa-Iteration lautet dann entsprechend:
A(@)z' =b— By, (6.3.166)
My' = My + 0,(BT2' — ¢). (6.3.167)

Jeder Tterationsschritt erfordert im Wesentlichen die Intervenierung der ,,Systemmatrix®
A(0) sowie der ,Masse-Matrix“ M , was etwa mit dem GMRES- oder einem Mehrgitter-
Verfahren erfolgt. Fiir die Uzawa-Iteration lédsst sich wieder eine gitter-unabhéngige Kon-
vergenz beweisen. Wegen der durch den Transportterm verursachten Instabilitdt im Sy-
stem (6.3.163) ist diese aber mit zunehmender Reynolds-Zahl immer langsamer, so dass
das Uzawa-Verfahren schnell zu ineffizient wird. Eine Alternative bietet das Mehrgitter-
Verfahren, welches im Folgenden beschrieben wird.

6.3.4 Mehrgitter-Verfahren

Die dem ,,Mehrgitter-Verfahren“ zugrunde liegende Hauptidee ist die schnelle Reduzierung
,hoch-frequenter Fehleranteile (,smoothing*) durch , billige* Relaxationsverfahren (z. B.:
Punkt-Jacobi- oder GauB-Seidel-Iteration) auf dem feinen Gitter und die Reduzierung
des verbleibenden ,glatten®, nieder frequenten Fehleranteils durch Defektkorrektur auf
groberen Gittern (,, Grobgitterkorrektur®). Wir wollen diesen Ansatz kurz beschreiben.

Die Mehrgitteriteration verwendet die Hierarchie von Finite-Elemente-Teilrumen

VWwcWVvic...cVy,
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die etwa im Zuge eines systematischen Gitterverfeinerungsprozesses gewonnen wird. Die
Verbindung zwischen diesen Réumen wird durch ,, Fortsetzungsoperationen“ (,prolonga-
tion“) P!, :Vi.; — Vi und ,Restriktionsoperationen® (,restriction*) R~ :V; — Vi,
hergestellt. Im FE-Kontext wird hierfiir die folgende natiirliche Wahl getroffen

P} | natiirliche Einbettung, Rf‘l L*-Projektion.

Der Hauptbestandteil eines Mehrgitteralgorithmus sind die Gléattungsiterationen S; :
V; — V; auf den verschiedenen Gitterleveln 0 < | < L (I = 0 korrespondiert zum
grobsten Gitter und [ = L zum feinsten Gitter.). Die Mehrgitteriteration

ME = M(1,2°,€) (6.3.168)

auf Level [ zum Anfangswert 2° und mit m; Vor- und ms, Nachglittungsschritten ist
rekursive definiert wie folgt:

Mehrgitteralgorithmus M(1.z° &) fiir [ >0:
Fir [ = 0 ist der Mehrgitteralgorithmus gegeben durch einen exakten Loser, d. h.:
M(0,2°,€) == A(v)~1€. Fiir [ > 1 wird die folgende Tteration durchgefiihrt:

1. Vorglidttung my-mal: 2! := 520

2. Residuum auf Level 1@ rl:= ¢ — A(v)2°.

3. Restriktion zu Level [ —1: #~1:= Rl

4. Grobgitterkorrektur beginnend mit ¢ :=0: ¢ := M(l —1,¢° 7#1).
5. Prolongation zu Level 1: z%:=z'+ P |q.

6. Nachglittung mo-mal:  M(1, 2%, &) := S22

£ < g <=

Abbildung 6.7: Schema des Mehrgitter-V-Zyklus (oben links), des F-Zyklus (oben rechts)
und des W-Zyklus (unten)
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Wird der Mehrgitteralgorithmus v-mal angewendet auf jedem Gitterlevel, so spricht
man im Fall v = 1 vom ,V-Zyklus* und im fall v = 2 vom ,,W-Zyklus“ (Abb. 6.7).
Die Varianten mit v > 3 sind zu aufwendig und kommen in der Praxis nicht vor. Wird
der Mehrgitteralgorithmus nur zur Vorkonditionierung einer robusten dufleren Iteration
(z. B. dem GMRES-Verfahren) verwendet, so geniigt in der Regel der V-Zyklus. Wenn
der Mehrgitteralgorithmus der primére Loser ist, erweist sich insbesondere bei unsym-
metrischen Problemen der W-Zyklus als robuster und wird daher bevorzugt. Der sog.
,F-Zyklus® ist ein attraktiver Kompromiss zwischen V- und W-Zyklus.

Das Design eines Mehrgitterverfahrens zur Losung des Sattelpunkt-Systems (6.3.163)
erfordert Sorgfalt. Insbesondere die Wahl der Glittungsiteration ist delikat, da die iibli-
chen Fixpunktiterationen wie , Punkt-Jacobi-“ oder ,Gauf-Seidel-Verfahren“ hier nicht
funktionieren. Dieses Problem kann auf verschiedene Weise angegangen werden:

1) Gedimpfter Jacobi-Glitter: Im Fall ¢ > 0 ist die Matrix A(7) schwach-definit, wo-
durch sogar die Anwendung von standard Methoden wie die geddmpfte Jacobi-Iteration
moglich wird. Aber die resultierenden Algorithmen sind wenig robust und die Wahl der
Iterationsparameter erfordert grofie Sorgfalt. Fiir grofiere Reynolds-Zahlen wird diese Me-
thode schnell ineffizient und Konvergenz geht verloren.

2) Block-Gauf-Seidel-Glitter (,Vanka®-Glitter”): Einen einfachen, aber sehr erfolgrei-
chen Glétter fiir die Matrix A(0) erhalt man durch zellweise Blockung der Freiheitsgrade
aller physikalischen Variablen innerhalb einer globalen GauB-Seidel-Iteration. Dies war
urspriinglich fiir eine Finite-Differenzen-Diskretisierung vorgeschlagen worden. Wir wol-
len kurz die Realisierung dieser Idee fiir das nicht-konforme ,rotierte* Qt/Pd Stokes-
Element beschreiben. Die Geschwindigkeits- und Druckfreiheitsgrade zu einer Zelle K
oder einer Gruppe von Zellen werden zusammengefasst, d.h. fortlaufend nummeriert, und
die entsprechenden Element-Systemmatrizen durch den Index ,loc* gekennzeichnet. Die-
se lokalen Freiheitsgrade werden nun im Rahmen einer Gauf-Seidel-Iteration simultan
iteriert:

=\ .,k k « T .k «
Stoc(0)Vi . + Biocllye = »bekannt®, By, vp. = ,bekannt®,

wobei Sjoe 1= Al(T). Diese Iteration lauft iiber alle Zellblocke. Die lokalen Stokes-
Probleme haben die Dimension dj,e =9 (in 2D) bzw. di,c = 19 (in 3D). Die zugehérigen
Matrizen (in 2D) haben die folgende Gestalt:

a) Das nichtkonforme @Q}°"/Pj°-Stokes-Element:

% - Knot i Sloc,l ) Bloc,l
N noten 1ur v
O . Aloc - 0] Sloc,Q Bloc,Q
(O Knoten fiir p
_BlToc,l _Blj:)c,Q 0

9Surya Pratap Vanka (????7-): US-Amerikanischer Ingenieurwissenschaftler indischer Herkunft; Prof.
em. Department of Mechanical Science and Engineering, Univ. of Illinois, Urbana; Beitrige zur nu-
merischen Stromungsmechnik: Block implicit multigrid solution of Navier-Stokes equations in primitive
variables, J. Comp. Phys. 65, 138-158 (1986).
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b) Das konforme Qf/QS-Stokes-Element:

Sloc,l ) Bloc,l
Aloc = 0 Sloc,Q Bloc,Z

T T
_Bloc,l _Bloc,Q EC(lac

X : Knoten fiir v
(O : Knoten fiir p

Zur Kostenreduktion kénnen die Hauptdiagonalblocke Sio.; noch , gelumped” werden,
Stoc,i & Dioc,i - Weiter wird die Iteration zur Erhohung der Robustheit gedampft, v,’f“ =
vf + w(@F T —oF) mit w € (0,1).

Wir illustrieren die Eigenschaften dieses Mehrgitteralgorithmus fiir das Qi°t/ Pg°-Stokes-
Element anhand von Resultaten fiir die sog. ,lid-driven cavity“ (s. Turek [145]).

Abbildung 6.8: Resultate fiir das ,driven cavity“-Testproblem: Rechengitter (links),
Druckisolinien (Mitte) und Geschwindigkeitsvektoren (rechts).

Tabelle 6.1: Mehrgitterkonvergenzraten (2 Vor- und 1 Nachgldttungsschritte mit dem
» Vanka-Glatter®) und Anzahl der dufieren Fixpunktiterationen auf gleichformig verfei-
nerten Gittern.

#Zellen 1600 6400 25600 | #Iterationen
Re=1 0.081 0.096 0.121 4
Re =100 | 0.098 0.099 0.130 6
Re = 1000 | 0.227 0.245 0.168 9
Re = 5000 | 0.285 0.368 0.370 18

Da der Vanka-Glatter wie ein ,, Punkt“-Gauf-Seidel-Verfahren auf den Geschwindig-
keitsunbekannten wirkt, erwarten wir Probleme im Fall stark gestreckter Gitter. Diese
Schwierigkeit kann aber {iberwunden werden. Die Zellstreckungen sind i. Allg. grof§ nur
in einem kleinen Teil des Rechengebiets, so dass man einen ,adaptiven® Glatter verwen-
den sollte. Wir werden dabei den konventionellen ,, Punkt-Glitter mit einem robusteren
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Glétter kombinieren, nur wo es erforderlich ist, z. B. auf Zellen mit grofler Streckung.
In diesem Fall werden die Knoten in der Richtung der anisotropen Gitterverfeinerung
zu Gruppen zusammengefasst, was im Rahmen der globalen Gauf-Seidel-Gliattung zur
Bezeichnung ,,stringwise® Block-Gauf3-Seidel-Glattung fiihrt.

Bemerkung 6.5 (Mehrgitteriteration als Vorkonditionierer): Sei A die Finite-
Elemente-Systemmatrix der linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen oder der Approxi-
mation derselben. Wihrend die Theorie von Mehrgitterverfahren fiir skalare Probleme
sehr gut entwickelt ist, erscheint die Situation von Systemen weniger klar. Seitens der
theoretischen Analyse wissen wir, dass die Verwendung von Mehrgitteriterationen als Vor-
konditionierer innerhalb einer &ufleren Iteration (z. B. Krylov-Raum-Methode wie GM-
RES) weniger einschrinkende Voraussetzungen erfordert als ihre direkte Verwendung als
Loser. Bezeichnet M den Operator eines Mehrgitterschritts, so ist es ausreichend, ei-
ne obere Schranke fiir die Kondition des Produkts M.A(%) zu haben, wogegen sonst
die Eigenwerte der Iterationsmatrix B := Z — MA(7v) alle gleichmiifiig von eins weg
beschrénkt werden miissen. Daher verwenden wir meist bei der Lésung von Stromungs-
problemen das Mehrgitterverfahren nur als Vorkonditionierer innerhalb einer robusten,
dueren GMRES-Iteration. Hier wird der Mehrgitteroperator M als eine approximative
Inverse interpretiert, M ~ A(7) . Dabei ist es natiirlich nicht notwendig, diese Matrix ex-
plizit zu berechnen; vielmehr geniigt es, Matrix-Vektor-Produkte M¢ auszuwerten, d. h.
den Mehrgitterprozess fiir eine feste rechte Seite durchzufiihren.

6.4 Losung der instationidren Navier-Stokes-Gleichungen

Wir haben oben gesehen, dass die stationdren Navier-Stokes-Gleichungen im Fall von
Dirichlet-Randbedingungen fiir beliebig grofle Reynolds-Zahl eine Losung besitzen. Diese
Losung ist aber i. Allg. nicht eindeutig und auch nicht stabil, d. h. physikalisch nicht
realisiert. Fiir hohere Reynolds-Zahlen beobachtet man nur noch instationére Stromungen,
die natiirlich auch aus den instationdren Navier-Stokes-Gleichungen berechnet werden
miissen. Hierfiir gebrauchliche Diskretisierungsmethoden werden im Folgenden diskutiert.

Der Ubergang von stationdrer zu instationdrer Losung erfolgt je nach Stromungskon-
figuration bei sehr unterschiedlichen Reynolds-Zahlen. Z. B. geschieht dies in 2D bei der
Nischenstrémung (,,lid-driven cavity*; Fig. 6.9) bei Re ~ 10?, dagegen bei der Kanals-
stromung um einen Zylinder bereits bei Re ~ 80 (Fig. 6.10). Die Grofie der Reynolds-Zahl
allein sagt also noch nicht notwendig etwas iiber die Komplexitéit einer Stromung aus.

Ein weiterer, fiir die Schwierigkeit der numerischen Simulation instationéirer Stromungs-
vorgange wichtiger Aspekt ist die Quelle der Instationaritat. Wir unterscheiden:

- erzwungene” Instationaritdt: Die zeitliche Varianz des Stromungsfelds wird aufge-
priagt durch eine gegebene Verdnderung der treibenden Daten (z. B. Einstrémung,
Volumenkraft, u.s.w.).
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Abbildung 6.9: Stationére Nischenstromung (getrieben durch konstante Uberstrémung)
fir Re =1, 1000, 9000 (von links nach rechts); s. Turek [145].

- yinhdrente” Instationaritit: Trotz stationédrer Daten zeigt die Stromung aufgrund
einer sog. ,,Hopf-Instabilitdt“ ein instationires, oft periodisches Verhalten. Ein ty-
pisches Beispiel ist die ,, von Karménsche Wirbelstrale* in Abb. 6.10.

Die numerische Berechnung einer erzwungenen instationéren Strémung entspricht im we-
sentlichen der mehrfachen Berechnung einer stationdren Strémung, wiahrend die Berech-
nung einer inhérent instationdren Strémung sehr schwierig und aufwendig sein kann.

Abbildung 6.10: Instationére ,,von Karmansche Wirbelstrafie* bei Re = 100 (Experiment
im Stromungskanal).

6.4.1 Zeitschrittschemata

Das System der instationdren Navier-Stokes-Gleichungen
ov—vAv+v-Vo+Vp=f V.v=0, (6.4.169)

bildet in der Sprache der Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen ein , differentiell-
algebraisches System* (,DAE®). Die ,algebraische® Nebenbedingung V-v =0 bestimmt
eine lineare Mannigfaltigkeit im sog. ,, Phasenraum® H = HZ}(Q)¢, auf der sich die Dyna-
mik abspielt.
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Zur numerischen Losung dieses Problems betrachten wir eine Diskretisierung nach
dem ,, Rothe!%-Verfahren“, d. h.: Es wird zunéchst in der Zeit und dann in jedem einzelnen
Zeitschritt das auftretende quasi-stationiare Problem im Ort diskretisiert. Seien

O=th<th < <ty <--<ty=T

diskrete Zeitpunkte, k,, = t,, — t,—1 die einzelnen Zeitschrittweiten und k := sup,, ky, -
Zur Bestimmung von Néherungen {v™,p™} = {v(-,t,,),p(-, t,)} betrachten wir zunécht
das sog. ,,Einschritt-f-Schema“ mit dem Parameter 6 € [0, 1]:

k;ll{v’m _ U'rn—l} _ VA{HU"I + (1 _ e)vm—l} < Q™ . vv’m + (1 _ 0)v7n—1 . vv’m—l
+ OV 4 (1 —O)Vp™ = 0f™ + (1 —0)f™ !,

mit f™ := f(¢,), wobei noch die Nebenbedingung
Voo =0 (6.4.170)

einzuhalten ist. Dieses Schema ist generisch ,,implizit“. Selbst wenn, etwa im Fall 6 = 0
(,explizites Euler-Verfahren“), das Geschwindigkeitsfeld rein explizit fortgepflanzt wird,
erfordert die Nebenbedingung (6.4.170) die Losung eines impliziten Gleichungssystems.
Wir werden diesen Schritt weiter unten noch im Zusammenhang mit sog. ,,Projektions-
verfahren“ diskutieren.

Da das explizite Euler-Verfahren (Fall § = 0) nur von erster Ordnung ist und aulerdem
einer Schrittweitenbedingung der Form
k<cvr'hi, (6.4.171)
unterliegt, wird es hier nicht weiter diskutiert. Wir konzentrieren uns im Folgenden auf voll
implizite Verfahren, d. h. auf den Parameterbereich % < 6 < 1. Von besonderem Interesse
sind die Spezialfille § = 1 (,implizites Euler-Schema® erster Ordnung) und 6 = %
(,,Crank'*-Nicolson!2-Verfahren (Trapezregel) zweiter Ordnung). In jedem Zeitschritt z. B.
des impliziten Euler-Schemas ist ein quasi-stationires Problem der Form

ko to™ — vA™ 0™ - Vo™ + Vp™ =, bekannt* (6.4.172)
V.-o™ =0, (6.4.173)
zu losen. Mit derselben Argumentation wie im Fall der einfachen stationdren Navier-

Stokes-Gleichungen zeigt man auch hier die Existenz (fiir hinreichend kleine Schrittweite
k eindeutiger) Losungen {v™, p™} .

19Erich Rothe (1895-1988): Deutscher Mathematiker; Promotion und Habilitation in Berlin (1928),
danach Assistent in Breslau, wegen seiner jiidischen Herkunft Entlassung aus dem Staatsdienst und 1937
Emigration in die USA, ab 1955 Prof. an der University of Michigan, Ann Arbor; Arbeitsgebiete Analysis
und Nichtlineare Funktionalanalysis (Abbildungsgrad).

1 John Crank (1916-2006): Englischer Mathematiker; Prof. an der Brunel University, Uzbridge; Bei-
trige zur Numerik partieller Differentialgleichungen, bekannt durch das ,Crank-Nicolson- Verfahren*.

12 phyllis L. Nicolson (1917-1968): Englische Physikerin; Lecturer an der Univ. Leeds und an der Univ.
Manchester; bekannt durch das ,Crank-Nicolson-Verfahren®.
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Das implizite Euler-Schema ist ,stark A-stabil“ | wihrend das Crank-Nicolson-Schema
nur einfach ,, A-stabil“ ist. Diese Eigenschaften werden sichtbar, wenn man die Schemata
auf die skalare ,, Testgleichung*

y'(t) =qy(t), t>0, qeC, y(t)=e"y(0), (6.4.174)
anwendet. Ein Zeitschritt y™ ' — y™ mit Schrittweite % ist dabei gegeben in der Form
y™ = R(kq)y™ " (6.4.175)

mit einem ,, Verstiarkungsfaktor® R(gk) . Fiir diesen gilt
R(gk) = e* + O(k™). (6.4.176)

mit der ,Ordnung® r > 1, des Verfahrens. Im Folgenden setzen wir A := ¢k . Fiir das
Einschritt-0-Schema gilt:

1+(0—3)A

=+ (0 - DA +HO(AP), N <1

Das robuste implizite Euler-Schema (6 = 1) ist sehr , dissipativ®, d. h. ddmpft besonders
zeitlich hoch-frequente Anteile in der Losung sehr stark, und ist daher wenig geeignet fiir
die Berechnung inhérent instationédrer Stromungen. Im Gegensatz dazu ist das Crank-
Nicolson-Schema nur sehr gering dissipativ, leidet aber unter einer geringen Stabilitét
gegeniiber hochfrequenten Stérungen (fehlende starke A-Stabilitét). Diese Effekte werden
wir unten anhand von Beispielen illustrieren.

Ein ,gutes® Zeitschrittverfahren chracterisiert durch seine Approximation R(\) der
Exponentialfunktion sollte die folgenden Eigenschaften haben:

- A-Stabilitit (= lokale Konvergenz): |R(\)| < 1.

- Globale Stabilitit (= globale Konvergenz): limgey 00| R(A)] < 1 — O(k).

Starke A-Stabilitit (= Glittungseigenschaft): limgey o] R(A)| <1 -6 < 1.

Geringe Dissipation (= Energie-Erhaltung): |R(\)

=1—-0(Im(N)|), Re(A) — 0.

Alternative Verfahren hoherer Ordnung basieren auf sog. ,,diagonal impliziten“ Runge-
Kutta-Formeln oder auf sog. , Riickwértsdifferenzenformeln. In der Praxis werden aber
hauptséchlich das Crank-Nicolson-Verfahren und Varianten davon verwendet. Eine sehr
erfolgreiche Variante ist das sog. ,, Teilschritt-6-Schema* (Fractional Step-6 Scheme®) nach
Glowinski/Periaux [112, 111]. Zu seiner kompakten Beschreibung fiihren wir die folgende
an der algebraischen Schreibweise orientierte Notation ein:

A:=—-vA, N":=¢™.V, A":=A+N™, B:=V, Bl :=vV..
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Teilschritt-6-Verfahren: (drei Teilschritte: -1 — tm_119 — tm—o — tm)

) [M + afk Am=140)ym=140 4 g Bpm =140 = [M — BOKA™ o™=t 4 gk fm—1
( ) —BTUm71+0 =0.
@) { [M + BOkA™ O om0 + 0kBp™Y = [M — af' kA= 1H0)ym=140 4 ¢'f fm=0,
—BTym= =0,
3) { [M + afkA™v™ + 0k Bp™ = [M — BOkA™ O)om=0 4 gk fm=0,
—BTym = 0,
wobei 0 € (0,%), # =1—-20, a €[0,1], und B =1 — a. Dieses Verfahren entspricht
2
einer rationalen Approximation der Exponentialfunktion der Form
(1+afd'N)(1+ BON)?
(1 —abA)2(1 — po'N)

Ry(N) = =+ O(AP), A <L

Fiir =1 —1/v/2 =0.292893. .. ist das Verfahren von zweiter Ordnung und fiir o > 3
stark A-stabil:

litrer oo | Ro(—N)| = 2 < 1. (6.4.177)

Fiir die spezielle Wahl a = (1 —26)/(1 —0) = 0.585786... gilt af = (6, so dass die
Hauptteile der in jedem der drei Teilschritte zu bildenden Systemmatrizen gleich sind.

Dieses Verfahren war urspriinglich in Form eines ,, Operatorsplitting-Schemas® vor-
geschlagen worden, um die Komplikationen ,Nichtlinearitat“ und ,,Inkompressibilitat®
innerhalb des Zyklus t,,_1 — t;_119 — tm_g — L, zu separieren:

1 (M + afkAjv™= 0 + 0kBp™ =140 = [M — BokA™ o™t + 0kt — gk N™tym—L,
( ) _BT,Um—1+9 — 0’
(2) { [M + BG’kAm‘e}vm_o 4 e/kBpm—G — [M _ aH’kAm_Hg]vm_He + Q/kfm—é7

[M + afkAjv™ + 0kBp™ = [M — B0kA™0lvm=0 + 0k fm=0 — gk N™0ym=0

—B'v™ =0.
Das Teilschritt-6-Verfahren besitzt aber auch wesentliche Vorziige als ein einfaches Zeit-
schrittschema. Es ist von zweiter Ordnung und stark , A-stabil“ fiir jede Wahl von « €
(3,1] (im Gegensatz zum Crank-Nicolson-Verfahren), und sein Verstérkungsfaktor hat Be-
trag |R(—A)| = 1 fiir A\ nahe bei der imagindren Achse (z. B.: |R(—0.8¢)] = 0.9998...),

was eine sehr geringe Dissipation bedeutet. Hinsichtlich Genauigkeit entspricht ein Zyklus
des Teilschritt-0-Verfahrens in etwa drei Crank-Nicolson-Schritten.

Numerischer Test

Wir prisentieren einige Resultate numerischer Tests aus Miiller et al. [125] fiir das implizi-
te Euler-, das Crank-Nicolson- und das Teilschritt-0-Verfahren. Die Strémungskonfigurati-
on ist in Abb. 6.11 gezeigt: Stromung um eine schrig angestellte Platte in einem Kanal fiir
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Re = 500. Die Ortsdiskretisierung erfolgt mit dem oben beschriebenen, nicht konformen,
,rotiert-bilinearen® Q1°*/ Pd-Stokes-Element auf einem gleichformig verfeinerten Gitter
mit ca. 13.000 Zellen. Die Rechnung erstreckt sich iiber das Zeitintervall I = [0,60] .

$

Abbildung 6.11: Konfiguration des Plattenumstromungstests: grobes Ausgangsgitter
(links) und Stromlinien (rechts).

Der erste Test betrifft die Genauigkeit. Abb. 6.12 zeigt, dass das implizite Euler-
Schema (BE) nicht geeignet zur Berechnung freier, zeitperiodischer Strémungen ist, wih-
rend das Crank-Nicolson-Schema (CN) und das Teilschritt-6-Schema (FS) etwa gleich
gut sind. Diese gleiche Approximationsqualitéit wird auch bestdatigt durch den Vergleich
anhand einer sensitiven Fehlerquantitit, der mittleren Druckdifferenz zwischen Vorder-
und Riickseite der Platte in Abb. 6.13:

AP = / pds — / pds.
Tvorn r

hinten

Abbildung 6.12: Druck-Isolinien: BE-Schema mit 3k = 1 (oben links), BE-Schema mit

3k = 0.1 (oben rechts), CN-Schema mit 3k = 1 (unten links), FS-Schema mit k£ =1
(unten rechts).
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10 20 30 40 650 60 10 20 30 40 60 60

Abbildung 6.13: Mittlere Druckdifferenz mit voll-impliziter Behandlung der Nichtlinea-
ritét: CN-Schema mit 3k = 0.33 (links), FS-Schema mit & = 0.33 (rechts), beide vergli-
chen mit einer Referenzlosung (gestrichelte Linie)

Schliefflich vergleichen wir die Robustheit der Verfahren; Abb. 6.14 zeigt den Mangel
an Robustheit des Crank-Nicolson-Schemas (in Verbindung mit linearer Extrapolation
zur Approximation der Nichtlinearitét) fiir grofere Zeitschritte.

A

10 20 30 40 650 60 10 20 30 40 650 60

Abbildung 6.14: Mittlere Druckdifferenz mit linearer Zeitextrapolation der Nichtlinearitét
(ohne Defektkorrektur): CN-Schema mit 3k = 0.11 (links), FS-Schema mit k£ = 0.11
(rechts), beide verglichen mit einer Referenzlosung (gestrichelte Linie)

6.4.2 Projektionsverfahren

Das klassische ,,Chorinsche Projektionsverfahren® nach A. Chorin'® (1967) ist physika-
lisch motiviert und umgeht das Problem der ,teuren* Losung eines Sattelpunktsystems
in jedem Zeitschritt durch die Verwendung eines sog. ,,Operator-Splittings“. Verwand-
te Vorgehensweisen findet man auch bei der Behandlung von DAEs in der Numerik von

13 Alexandre Joel Chorin (1938-): US-Amerikanischer Mathematiker (geb. in Warschau); Studium
zunéichst in Lausanne (Diplomingenieur), dann in New York, Promotion bei P. Lax (1966), Prof. fiir
Mathematik an der Univ. of California, Berkeley, seit 1989 auch Prof. an der Univ. Tel Aviv; fundamen-
tale Arbeiten zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen: Projektionsmethode (parallel zu
R. Temam, 1968), Methode der kiinstlichen Kompressibilitit, Vortex-Method.
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gewohnlichen Differentialgleichungen. Dabei wird in jedem Zeitschritt zunéichst einmal die
Losung geméafl des ODE-Anteils, unter Vernachlassigung der algebraischen Nebenbedin-
gung fortgepflanzt und dann auf die Mannigfaltigkeit zuriickprojiziert. Die sachgerechte
Wahl dieser Projektion ist im Rahmen von PDEs wesentlich kritischer als bei ODEs.

Das urspriingliche Chorin-Verfahren basiert auf dem impliziten Euler-Schema:

E- o™ — o™ — vA0™ 4™ Vo 4+ VP = f Vo™ = 0. (6.4.178)

Ausgehend vom Losungspaar {v™! p™~!} zum vorausgehenden Zeitpunkt ¢, ; wird
zunichst das Geschwindigkeitsfeld fortgepflanzt (bei Vernachldssigung des Drucks):

EHo™ — o™ — vADT T VT = f7 (6.4.179)

Die so gewonnene Zwischenlosung ¢ € H ist i. Allg. nicht divergenzfrei. Dies wird
nun korrigiert, indem man 9™ orthogonal auf die Mannigfaltigkeit der divergenz-freien
Vektorfelder projiziert. Diese Projektion erfolgt aus Kostengriinden im L2-Sinne:

=P e Jo(Q): (v )= (0™, 9) Ve € Jo(Q).

Dabei ist Jo(£2) der schon oben eingefiihrte Teilraum der im , schwachen® Sinne divergenz-
freien Vektorfunktionen:

Jo(Q) := {v e L*(Q)| (v, Vx) =0 Vx € C(Q)}.

Die Funktionen in Jo(2) erfiillen also im ,schwachen® (bzw. distributionellen) Sinne
V-v =0 und n-vjpg = 0. Man erhélt Jy(Q2) auch als Abschluss des Raumes ®(£2) =
{p € C(Q)4 V- =0} bzgl. der L>-Norm.

Zur Berechnung dieser Projektion betrachten wir die Neumannsche Randwertaufgabe

A¢" =KV 0™ in Q, 9,0 ]sq = 0. (6.4.180)

/Vﬂmdm:/ n-09"ds=0
Q 20

existiert eine (schwache) Losung q € H'(Q), welche durch die Zusatzbedingung ¢™ €
L%(Q) eindeutig bestimmt ist. Die Funktion

Wegen

V™= 0" — kVq™ € HY(Q)*
ist dann wegen
(W™ ) = (0", 0) = k(Vq™, ) = (0", 0) + k(¢",V - ) = (0", 0), ¢ € Jo(),
die gesuchte L2-Projektion von o™ in Jy(f2). Sie erfiillt

Voum =V " —kV Vg™ =V - i™ — kAg™ = 0 (6.4.181)
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und
n-v" a0 = —0,q"an = 0.

I. Allg. ist aber 7-v™|s50 = 0,q¢™|aq # 0, d. h.: Die projizierte Naherung v™ ist zwar di-
vergenzfrei, erfiillt aber nicht vollsténdig die Haftbedingung am Gebietsrand. Trotz dieses
Mankos wird v™ als Approximation zu v(-,t,,) akzeptiert. Weiter wird die Hilfsfunktion
q"™ als neuer Druck verwendet
pri=q"

Im néchsten Zeitschritt wird dann analog verfahren. Ein Zeitschritt ¢, 1 — t,, zerfillt
also im wesentlichen in die Losung eines d-dimensionalen (nichtlinearen) Konvektions-
Diffusions-Systems (,,Impulstransport-Gleichung®) fiir die Geschwindigkeit 9™ und eines

skalaren Neumann-Problems (,, Druckkorrekturgleichung®) fiir den Druckterm ¢™ . Durch
die Modifikation

k—l{,arn _ ,U’m—l} _ VA,Z"}’"L + U"L_l . vf}’m _ f’m (64182)

wird die Impulstransport-Gleichung linearisiert. Wir fassen das ,klassische* Chorinsche
Projektionsverfahren wie folgt zusammen:

Chorinsches Projektionsverfahren:

i) Impliziter ,, Transport-Diffusions-Schritt*:
E~Ho™ — o™ 1 — v AT + 0™ VO™ = f™ in Q, 97pq = 0.
ii) Druck-Poisson-Gleichung:
A¢" =KV 0™ in Q, 9, ]sq = 0.
iii) Druck- und Geschwindigkeitskorrektur:
o™= 0" = kg, p"i=q™.

Dieses Verfahren wurde in Verbindung mit einer Finite-Differenzen-Diskretisierung im
Ort erfolgreich zur (qualitativen) Losung der instationdren Navier-Stokes-Gleichungen
eingesetzt. Es bestehen aber mehrere zu kléarende Fragen:

1. Die physikalische Rolle der Zwischenlosung ©™ sowie des Druckterms ¢™ ist unklar.

2. Es zeigt sich ein besonders grofier Fehler in den Spannungen o) := 2ue(vj") — pitl
am Gebietsrand.

3. Das Verfahren ist ungeeignet zur Berechnung ,stationdrer Limiten® fiir ¢, — oo.
4. Das Verfahren besitzt nur eine geringe Zeitgenauigkeit O(k) .

5. Das Verfahren funktioniert auch in Verbindung mit ,instabiler® Ortsdiskretisierung,
z. B. mit den Q$/Pg°- oder Q$/Q5-Stokes-Elementen ohne explizite Druckstabilisie-
rung.
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Wir wollen die Quellen und Losungen dieser Probleme im Einzelnen diskutieren. Zunéchst
kann aufgrund seiner Konstruktion das Verfahren hochstens von erster Ordnung O(k)
sein; tatsdchlich ergibt eine globale Fehleranalyse sogar nur:

IV (0(tm) = ™)l + [lp(tm) — ™|l = O(VE).

Ferner wird die Folge der Tterierten (v™)eny auch im Falle der Konvergenz der exakten
Losung gegen eine stationdre Losung, v(t) — v™ (t = 00), wegen des zwischengeschal-
teten Projektionsschrittes i. Allg. ebenfalls nicht gegen diesen Limes konvergieren. Selbst
wenn mit der exakten (stationiiren) Losung v° := v, p? := p™, gestartet wird, erzeugt
das Verfahren fiir Vp™ 2 0 im ersten Schritt eine leicht gestorte Néherung

ot = kf + 0™ + kvAD — ko™ - Vo # 0™,
—A¢' =V -3 #£0,
v =o' — kVq #£ v,

Die Frage nach der Relevanz der Druckapproximation war lange Zeit ungekléart. Gele-
gentlich wurde sogar in Zweifel gezogen, dass p" iiberhaupt eine brauchbare Naherung zu
p(+, tm) darstellt. In der Tat ist in der Regel die Geschwindigkeitsapproximation recht gut,
die Druckapproximation aber besonders entlang des Randes fast unbrauchbar schlecht.
Diese Einschéitzung wurde erst korrigiert durch die Beobachtung , dass der grofie Druck-
fehler (sowie die damit zusammenhéngende grofie Divergenz V - 9™ ) auf eine sehr kleine
Grenzschicht entlang des festen Randes beschriinkt ist und ins Gebietsinnere exponentiell
abfallt. Genauer gilt fiir die Chorin-Ndherung:

m N d(x)
™ (x) — pla, tm)| ~ K + exp (M)\/E (6.4.183)
wobel d(z) := min{|z — y| : y € 9Q}. Die Breite der ,Druckgrenzschicht® verhilt sich
demnach wie O(v/vk). Auf jedem Teilgebiet Q' C Q mit positivem Abstand zum Rand
002 hat man sogar die optimale Approximationsordnung

1™ = p(tm) o = O(k). (6.4.184)

Dieses Resultat ist aber nur von zweifelhaftem Wert, da der Druck als Bestandteil der
Spannungskrifte in der Praxis gerade entlang fester Rénder zu bestimmen ist.

Wir wollen die beim Projektionsverfahren wirksame Quelle des groflen Fehlers am
Rand durch eine Modellbetrachtung zu verstehen versuchen. Einsetzen von ™1 = v™ =1+
kEVgm™ ! und p™! = ¢™ ! in die Impulstransportgleichung (6.4.179) ergibt in diesem Fall
zusammen mit der Beziehung (6.4.181):

EHo™ — 0™ — v AT ™ VT 4+ V™ = (6.4.185)
Vo™ — kAp™ = 0. (6.4.186)

Dies kann wie folgt interpretiert werden: Das im Projektionsverfahren erzeugte Paar
{t™,p™} € H x L entspricht einer aus der impliziten Euler-Approximation des Navier-
Stokes-Problems mit Druckstabilisierung (Stabilisierungsparameter k) bei expliziter An-
kopplung des Drucks gewonnenen Néaherung. Dies legt es nahe, zunéchst unter Ver-
nachléssigung der Zeitabhingigkeit sowie Nichtlinearitit den Effekt des Stérungsterms
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—eAp im linearen Modell

—vAv. + Vp. = f, (6.4.187)
Vv, —eAp. =0, (6.4.188)

zu untersuchen. Dieses Problem besitzt natiirlich fiir jedes € > 0 eine eindeutige Losung
{ve,p-} € HX L.

Satz 6.12 (Druckstabilisierung): Fiir den durch die Druckstabilisierung in (6.4.188)
hervorgerufenen Fehler gilt die globale Abschdtzung

V[V = o)l + llp = pell < ev/vel|Vpl|, (6.4.189)
v[jo—vell + llp = pell-1 < cvel|Vpl|, (6.4.190)

mit der ,dualen” Norm ||p|l-1 := sup,cpioy{(p, x), Vx| = 1}, sowie auf Teilgebieten
Q' C Q mit poitivem Abstand zu Rand 0S) die jinnere® Abschitzung

Ip = peller < c()ve{[|Vpl + [|Ap]}- (6.4.191)

Beweis: i) Die Fehler e” := v, — v und e? := p. — p erfiillen die Beziehungen

—vAe” + Ve’ =0 inQ, e'pa =0, (6.4.192)
Ve’ —eclAef = EAp in Q, 8n€p39 = —O0pPoQ- (64193)

bzw. in variationeller Form:

v(Ve', Vo) — (!, V- 9) =0 Vpe H,
(Ve x) +e(Ver, Vy) = e(Vp, Vx) Vx € H'(Q).

Wir testen hier mit ¢ :=e” bzw. mit y := e? und kombinieren die Resultate zu
v||Ve'||? + €| Ve ||? = —e(Vp, VeP).
Dies impliziert die erste Fehlerabschétzung
vIVerll + Ve Vel < ev/ve| [ Vpll. (6.4.194)
ii) Zur Abschitzung des Druck-L?-Fehlers verwenden wir die Stabilitéit des div-Operators:

(e?, V- ) v(Ve’, Vo)
Blle?|| < sup ~—=—"> = sup ————= < v||[Ve"||.
eer IVl ecr Vel

Dies vervollstandigt den Beweis von (6.4.189).

iii) Als néichstes bedienen wir uns eines Dualitdtsarguments. Sei {z,r} € H x L die
(eindeutige) Losung des Stokes-Problems

—VvAz+Vr=e", V-z=0 inQ, zp9=0.
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Hierfiir gilt die a priori Abschitzung ||Vr|| < c|/e’||. Damit erhalten wir (V -z =10)
le”||* = v(Ve", Vz) = (V- e",7) = e(V(e” + p), Vr) < el[Vpe[[[Vr],
und folglich unter Beachtung von (6.4.194):
le? || < e[ Vpll. (6.4.195)

iv) Zur Abschitzung des Druck-H ~!-Fehlers verwenden wir wieder die Stabilitéit des div-
Operators in einer modifizierten Form wie folgt:

P Y - Ve, V
Bl < sp  Cv @y MVEVR)
PEHNH2(Q)? V2| ©EHNH2(Q)? V2|

Dies vervollstandigt den Beweis von (6.4.190).

v) Zum Beweis der ,inneren“ Abschétzung (2.5.172) wéhlen wir eine ,, Abschneidefunkti-
on“ ¢ € C§°(Q2) mit der Eigenschaft 0 <o <1 und oo = 1. Hierfiir gilt

|Vo?| < cso, & := dist{, 00},

sowie
V[IVer|[gy +ellVer|[& < vlloVel|? + ellaVe?| .

Wir wollen nun die ,,gewichteten“ L2-Fehlernormen abschitzen. Mit Hilfe der Fehlerglei-
chungen (6.4.192), (6.4.193) und Beachtung von ojpq = 0 erhalten wir

v||oVe'||? + g||loVer|* = v(Ve', V(o%e") — v(Ve', e’ Vo?)
+e(VeP, V(o%e?)) — e(VeP, e’ Vo?)
= (e?,V - (0%e")) — v(Ve', e"Va?)
—(V -e",0%P) +&(Vp, V(a?eP)) — e(VeP, e’ Vo?)
= (e, 2V- )+ (e, e'Vo?) — v(Ve', e'Va?)
—(V-e',0%) +&(Vp, V(a?e?)) — v(Ve', e'Vo?)
= (e?,e"Vo?) — v(e"Vo?,Ve') — e(Ap, o%e?) — e(VeP, e’ Va?).

Die vier Ausdriicke auf der rechten Seite werden wie folgt abgeschétzt:

N

(¢9,°V0?) < floe’|* + carle”|?,
—v(e"Va?,Ve') < evfe”|?,
—e(8p,0%) < e+ cavs| B,
—&(VeP,e’Vo?) < celle’||?.

Kombination dieser Abschiatzungen ergibt dann

vljoVe’|| < al|loe?|| + caa{u||e”|| + \/VE||€pH} + cqrve||Ap||. (6.4.196)
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Jetzt verwenden wir wieder die Stabilitdt des div-Operators:

(ce? —ger, V - p)
IVell ’

BHoep — oer|| < sup
%S

wobei ceP der Mittelwert von oe? iiber ) ist. Wegen
|oe?| < cl|Vall[e”]| 1

erhalten wir folglich
v
loe?]| < csup L2V )
eeri Ve

Weiter gilt unter Verwendung von (6.4.196):

+clle’] 1

(0e?, V- ¢) = (¢",V - (9¢)) = (¢, ¢ - VO)
=v(oVe', V) —v(Ve', ¢ - Vo) — (e, ¢ Vo).

Hiermit erschliefen wir, dass
loe?|| < ce{vlloVer|| + vl + [le”[| -1}

Dieses Resultat wird in (6.4.196) eingesetzt und bei geeignet kleiner Wahl von « ergibt
sich
viloe"| + lloe?|| < {vlle’|l + Vvelle”|| + [le”l| -1 } + cvel| Ap]|.

Die Resultate von Schritt (1) liefern dann schlieflich die Abschétzung
vlloVe'|| + lloe?|| < cve{[[Vp[ + [|Ap},

womit die gewiinschte lokale Abschitzung auf €' folgt. Q.E.D.

Satz 6.13 (Druckgrenzschicht): Fir den durch die Druckstabilisierung in (6.4.188)
hervorgerufenen Fehler gilt auf Teilgebieten Qs := {x € Q| dist(xz, Q) > §} :

=0

5 W_E)ﬁnwu +ve|Apll}- (6.4.197)

lp = pella, < {GXP(

Beweis: Wir skizzieren einen Beweisansatz, in welchem aber eine Liicke besteht, die leider
als Problem offen bleibt. Ausgangspunkt sind wieder die Fehlergleichungen (6.4.192) und
(6.4.193):

—vAe’" 4+ Ve =0 inQ, €"gn =0, (6.4.198)
Ve’ —eAe? =eAp inQ, 0,€"|on = —Dup|oq- (6.4.199)
Sei Ap: HY} Q)4 — L*(Q)? und Ay : HY(Q) — L*(Q) der Laplace-Operator auf  zu

homogenen Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen. Mit diesen Bezeichnungen kann
das System der Fehlergleichungen umgeformt werden zu

(V_1V . ABIV —eApn)eP =cAp inQ, 0,€P|sq = —0nploq. (6.4.200)
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Der Operator v~V -A}L'V ist von 0-ter Ordnung, auf ganz L*(Q) definiert, symmetrisch
und positiv-definit. An dieser Stelle entsteht eine Liicke im Beweis, da wir im folgenden den
vereinfachten (,lokalen*) Operator v='I —eAy betrachten werden. Wir setzen d(z) :=
dist(z,9Q) und ¢ := ve und definieren die Gewichtsfunktion

o(x) := min {ed(m)/‘@, 66/\/;}.

Damit gilt
e llas + &' VeP|la, < eV (ae?, eF) + ' (aVer, Ver)} = e=/VE A,
Weiter ist
A= (oe?,e?) + ' (V(oeP),VeP) — &' (e’Va, VeP)
und, wegen |Vo| < o/Ve,

£'|(e?, Vo, VeP)| < H{(oe”, e”) + €' (oVe?, VeP) }.
Hiermit erschliefen wir
A< H{(oe?, ") +€'(aVeP, VeP)} = 2¢'(Ap, oe?) + 2" (ae”, Opp) o
Unter Beachtung von olgq =1 folgt
g'(oe?, 0,p)aa = €' (VeP, Vp) +&'(e?, Ap) = £'(VeP, Vp) +€'(e?, Ap).

Hieraus folgern wir

(oeP,eP) + &' (V(oeP), VeP) < 2A1/2{5/265/\@||APH2 + 5/||VPH2}1/2

und schliellich
A< eV Apl? + €| VplP}-

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Diese Argumentation kann auf die Situation des Chorin-Verfahrens zur Approximati-
on der instationédren Navier-Stokes-Gleichungen iibertragen werden. Die Beweise werden
allerdings sehr technisch und konnen hier nicht présentiert werden. Die Bedeutung des
Resultats von Satz 6.4.2, d. h. der exponentielle Charakter der Grenzschicht des Druck-
fehlers, wird durch Abb. 6.15 illustriert.

Das Resultat von Satz 6.13 legt es nahe, dass durch Extrapolation der ,guten* Druck-
werte aus dem Innern von 2 zum Rand auch dort ausreichend genaue Druckapproxima-
tionen gewonnen werden kénnen. Dies wird bestétigt durch das in Abb. 6.16 dargestellte
Resultat eine Testrechnung.

Ein wichtiger Schritt in Richtung auf ein randfehler-freies Projektionsverfahren ist das
von A. Prohl [129] vorgeschlagene ,,Chorin-Uzawa-Verfahren®, das wie folgt lautet:
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Abbildung 6.15: Folge von Druck-Isolinien berechnet mit dem Chorin-Verfahren mit Zeit-
schrittweiten k = 2.5-1072, 6.25-1073, 1.56 - 10~ (Modellproblem auf dem Einheitsqua-

drat mit » = 1 mit polynomialer Losung).
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Abbildung 6.16: Druckfehler fiir eine polynomiale Losung vor (links) und nach (rechts)
Korrektur durch Extrapolation zum Rand.

Chorin-Uzawa-Verfahren:

i) Impliziter ,, Konvektions-Diffusions-Schritt*:
EHo™ — o™ — v AT 0™ VI 4+ V(¢ = p™ ) = ™ in Vo = 0.
ii) Druck-Poisson-Gleichung:
Ag" =Ek7'V 0™ inQ, 0,¢™|oq = 0.
iii) Druck- und Geschwindigkeitskorrektur (o € (0,1)):

V=" — kYT, pTi=pm Tt —aV o™

Der Namensbestandteil ,,Uzawa“ deutet an, dass dieser Algorithmus von seiner Struk-
tur her zum Uzawa-Algorithmus zur Losung der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen
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korrespondiert. Mit derselben Argumentation wie oben sehen wir, dass das Chorin-Uzawa-
Verfahren einer Druckstabilisierung der Form

V-v+a 'kdp=0. (6.4.201)
entspricht. Diese Stabilisierung bewirkt keine ,singuldre” Stérung in der Druckgleichung,

so dass keine Grenzschicht im Fehler auftreten sollte. Diese Erwartung wird durch die
Ergebnisse einer Testrechnung mit polynomialer Losung bestétigt (siehe Abb. 6.16).

Abbildung 6.17: Druckfehler fiir eine polynomiale Losung mit dem , klassischen® Chorin-
Verfahren (links) und dem Chorin-Uzawa-Verfahren (rechts); Rechnung fiir v = 1 mit
dem Q5 /Q5-Stokes-Element auf einem dquidistanten Gitter mit A = 1/64 und k = 1/100.

Die geringe Approximationsgenauigkeit des Chorin-Verfahrens kann formal behoben
werden, indem das Verfahren zu einer ,Defektkorrektur-Iteration® aufbauend auf dem
Crank-Nicolson-Schema erweitert wird zum sog. ,, Projektionsverfahren von van Kan'“.
Hier erfolgt der Schritt t¢,,_1 — t,, geméf

van Kan-Verfahren:

i) Impliziter ,, Konvektions-Diffusions-Schritt*:

L LR W Y VAN G WU Vi vZ AR PP
_ %{f’m + f""L—l} _ vpm—l in Q, {)‘,SQ = 0.

ii) Druck-Poisson-Gleichung:

A" =kT'V 0™ in Q, g™ 190 = 0.
iii) Druck- und Geschwindigkeitskorrektur:

"= 0" 4 kY, pT =" g™

m—2

Dabei ist o™ := ¢™ (nicht-lineare Formulierung) oder o™ := 20™~! — (Linearisie-
rung durch Zeitextrapolation zweiter Ordnung). Dieses Verfahren ist formal von zweiter

4Jos van Kan (1944-): Niederlindischer Mathematiker; Prof. em. fiir Mathematik an der Delft Uni-
versity of Technology; Beitriige zur Numerischen Strémungsmechanik (Druckkorrekturverfahren).
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Ordnung, O(k?), und erzeugt im Fall der Konvergenz o™ — v>, ¢™ — 0 (m — o0)
Limiten, welche Losungen der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen sind:

—UAD™ + MmN pm + me,1 _ fm — k.fl(,[}m 7,Um71)

I ! TR Il (m = o0)
—vAv>® + v>®-Vo>* + Vp — f = 0.

Das van Kan-Verfahren erlaubt eine Fehlerabschétzung der Form

") = plasta)| =+ exp () (6.4.202)

Vvk

und korrespondiert zu einer Druckstabilisierung der Form

V-v+a 'kd,Ap = 0. (6.4.203)

Wir fassen zusammen, dass alle bisher betrachteten Projektionsverfahren (und einige
Vorlaufer) zu Spezialfillen aus einer Familie von Druckstabilisierungsansétzen wachsender
Komplexitét korrespondieren:

v+ep=0 inQ, (,, Penalty-Methode®).
v+edp=0 inQ, pyo=p" (,Chorin-Uzawa-Verfahren“).

w+eAp=0 inQ, Jyppso =0 (,Chorin-Verfahren’).

4 <4 a4«

w+edAp=0 inQ, Jpppo =0, pu=o=p" (,van Kan-Verfahren®).

Zum Abschluss unserer Diskussion wollen wir kliren, wieso beim Chorin-Algorithmus
auch in Verbindung mit ,instabilen” Stokes-Elementen h#ufig keine Probleme mit un-
physikalischen Oszillationen im Druck beobachtet werden. Wir haben gesehen, dass der
Chorin-Algorithmus implizit eine Modifikation der Kontinuitatsgleichung der Form

V-v—kAp™ =0
enthilt. Wenn die Zeitschrittweite nicht zu klein wird, k > h?, wirkt dies in Verbindung
mit einer Ortsdiskretisierung wie eine Druckstabilisierung. Im Gegensatz dazu korrespon-
diert das van Kan-Verfahren zu einer Stabilisierung der Form

V-v+a ko, Ap =0,

welche bei Konvergenz gegen eine stationdre Losung, d;p(t) — 0 (t — oo) nur erhalten
bleibt, wenn die Zeitschrittweite entsprechend vergréflert wird.
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6.4.3 Losung der algebraischen Teilprobleme

Bei den beschriebenen Zeitschrittverfahren miissen in jedem einzelnen Zeitschritt im Rah-
men eines Linearisierungsprozesses mehrere lineare Sattelpunktprobleme der Form

‘ ] - [ b ] (6.4.204)
Yy c

gelost werden. Dabei sind wieder {x,y} die Koeffizientenvektoren der Geschwindigkeits-

und Druckvariablen bzgl. geeigneter Knotenbasen der Ansatzriume H; und Lj , und die
Systemmatrizen M, A, N(-), B und A(-) = vA+ N(:) sind gegeben durch

M + akA(z) kB
—-BT eC

Ny

M = ((wﬁw ¢;7,))NH A= ((vhlﬁu vlﬂﬁi))m:p B = _(<X§L7 vh : 7/);1))

ij=1’
N(@) = (- Vg, v)) s Ci= ((Vaxhs Vixd)) oy

Np,Nug

ij=1 7

wobel o der zum (geschitzten) Vektor Z korrespondierende Geschwindigkeitsvektor ist.
Die Matrix C' reprisentiert die Druckstabilisierung (wenn notwendig) und der Vektor ¢
die zugehorigen Korrekturterme. In diesem Fall ist der Hauptdiagonalblock

S(z) =M + akA(z)

nicht symmetrisch, aber bei geeigneter Stabilisierung (z. B.: ,upwinding®, Stromliniendif-
fusion, u.s.w.) regulér. Folglich kann die Komponente x wieder aus dem System eliminiert
werden:

[kBTS(z)'B+eCly=B"S(7) 'b+¢, x=3S@) 'b—kS(@) 'y (6.4.205)
Das resultierende Schur-Komplement
¥(z) := kBTS(z)7'C +<C

kann dann etwa mit dem Uzawa-Algorithmus oder mit einer angepassten Variante des CG-
Verfahrens fiir unsymmetrische Matrizen (GMRES- oder BiCGstab-Verfahren) invertiert
werden. Auch hier ist wieder die Kondition bzw. die Norm von Y(Z) entscheidend fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit.

Nun sollte man annehmen, in Analogie zur Situation der Warmeleitungsgleichung, dass
fiir kleiner werdende Zeitschrittweite k& die Losung der linearen Gleichungssysteme immer
leichter wird. Dies ist aber beim Schur-Komplement X(Z) wegen des DAE-Charakters des
Systems nicht der Fall, da hier fir £ <1 (und ¢ < 1)

(%) = kB"S(z)'B+¢C ~ kB"M'B.

Die Grenzmatrix BTM~!B ist eine Approximation des Laplace-Operators mit der Kon-
dition (auf gleichférmigem Gitter)

condy(BYM™'B) = O(h™?).
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Dies bedeutet, dass die bisher zur Invertierung von 3(z) diskutierten Verfahren fur klei-
ne Zeitschrittweiten zunehmend langsam werden. Also ist ,, Vorkonditionierung® notwen-
dig. Diese wird aber schwierig, da die Matrix X(Z) nicht elementweise zur Verfiigung
steht, so dass die iiblichen punkt- oder blockweisen Iterationsschemata wie ,Jacobi“-
, ,GauB-Seidel“-, ,SOR*“-, ,ADI“. und ,ILR“-Iterationen nicht unmittelbar anwendbar
sind. Dasselbe Problem ergibt sich bei der Anwendung von Mehrgitter-Algorithmen fiir
das Schur-Komplement bei der Konstruktion von Gléttern. In diesem Fall bietet sich der
Uzawa-Algorithmus selber als ,,Gldtter” in einem &uferen Mehrgitterverfahren an.

Mehrgitter-Algorithmus

Zum Abschluss wollen wir noch einen Mehrgitteralgorithmus préasentieren, welcher speziell
auf die Losung ,instationédrer Systeme zugeschnitten ist. Dieser Ansatz ist besonders
effizient im Fall

1w
TR TR
Die Losung der Schur-Komplement-Gleichungen
BYS™'Bp™ = BT'S g™, v™=S"' (g™ — Bp™), (6.4.206)

durch CG-artige Verfahren erfordert die Auswertung von S~!, was zunehmend ineffizi-
ent wird fiir kleine Zeitschrittweiten k., groflere Reynolds-Zahlen und auf stark aniso-
tropen Gittern. Dieses Problem kann gemeistert werden durch die Verwendung einfacher
Richardson-Iterationen fiir die Schur-Komplement-Gleichung mit einem Vorkonditionierer
der Art BTC~'B . Populire Beispiele solcher Vorkonditionierer C' sind:

- O0h=1,
- Cli=MT
- C':=M'+a'BTB.
Die resultierende Iterationsmethode, sog. ,,diskrete Projektionsverfahren, lautet:
pmtt =p™ — (BTCT'B) (BT ST Bp™ — BTS1g™). (6.4.207)

Nach L Iterationsschritten wird p™ := p™% gesetzt, und man berechnet die zugehorige
Geschwindigkeitskomponente aus

Sv™ = g™ — Bp™ + o Hal — SC”l)B(pm’L - pm’Lfl). (6.4.208)

mit einem Relaxationsparameter « € (0,1) . Diese Konstruktion von v™ garantiert, dass
die resultierende Geschwindigkeit im diskreten Sinne ,,divergenz-frei“ ist, BTv™ = 0, und
motiviert damit den Namen , diskrete Projektionsmethode® fiir das gesamte Verfahren.
Dieses Iterationsverfahren wird dann als Gléatter in einem &ufleren Mehrgitterverfahren
eingesetzt.

Im Spezialfall L = 1 entspricht dieses Verfahren einer diskreten Version der Pro-
jektionsverfahren nach Chorn (fiir die Wahl p™° := 0) und Van Kan (fiir die Wahl
p™Y = pm~1). Diese Operator-Splitting-Schemata haben die Form
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1. So™ = g™ — kBp™ ' (Transport-Diffusions-Schritt).
2. BTM~'Bq™ = k'BT#™  (Druck-Poisson-Gleichung).
3. ™ =" — kM 'Bq™  (Geschwindigkeitskorrektur).

4. pm=p" 1t +ag™ (Druckkorrektur).

Der Mehrgitter-Algorithmus mit Glattung durch die , diskrete“ Projektionsiteration hat
sich in praktischen Tests als sehr effizient zur Losung der voll-gekoppelten instationéren
Navier-Stokes-Gleichungen erwiesen. Er ist robust fiir alle relevanten Reynolds-Zahlen
(laminare Stromung) und alle physikalisch realistischen Zeitschrittweiten. Er basiert auf
optimalen ,inneren“ Mehrgitterkomponenten fiir die Teilprobleme ,, Transport-Diffusions-
Problem* und , Druck-Poisson-Gleichung*“. In Beispielen erfordert der Gesamtalgorithmus
bei Verwendung z. B. des nicht konformen @Q%°*/ Pg°-Stokes-Elements in 3D pro Zelle etwa
1 KByte Speicher, so dass Simulationen mit mehr als 107 Unbekannten auf Workstati-
ons mit 2 GByte Arbeistspeicherspeicher moglich sind; fiir Details verweisen wir auf die
Monographie Turek [145]).
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In diesem Kapitel wollen wir numerische Methoden fiir kompressible Stromungen disku-
tieren. Dabei ist es erforderlich, die unterschiedlichen Quellen der Kompressibilitdt zu
briicksichtigen, da diese wesentlichen Einfluss auf die Struktur der Verfahren haben. Die
typischen Fille sind:

— Hydrostatisch ,,inkompressible“ oder nur ,;schwach kompressible®, viskose Stromung
(0 < Ma < 0,5) mit Dichtedinderungen bedingt durch Temperaturgradienten (z. B.
als Folge &uflerer Warmequellen oder Warmeentwicklung durch chemische Reak-
tionen; Prototypen: temperaturgetriebene Konvektion, Verbrennungsprozesse). Das
zugrunde liegende Modell sind die Navier-Stokes-Gleichungen in primitiven Varia-
blen {p, v, 0}, wobei hier der Druck anstelle der Dichte als primale Variable verwen-
det wird. Im Extremfall Ma < 1 wird die ,,low-Mach-number“-Approximation ver-
wendet. Zur Diskretisierung betrachten wir hier einen konformen Finite-Elemente-
Ansatz, der in Anlehnung an den ,,inkompressiblen* Grenzfall aufgebaut ist.

— Schnelle Gasstromungen mit Dichtednderungen bedingt durch ,, Verdichtungsstofie®
im Bereich Ma > 0,5 (z. B. als Folge der Abbremsung durch ein Hindernis; Proto-
typen: Flugkorperumstromung, Detonationswellen). Das zugrunde liegende Modell
besteht aus den Navier-Stokes-Gleichungen in konservativen Variablen {p, pv, pE}
welche sich im Extremfall vernachléssigbarer Viskositét auf die Euler-Gleichungen
reduzieren. Zur Diskretisierung betrachten wir hier einen , unstetigen® Finite-Ele-
mente-Ansatz (,dG-Verfahren*), der insbesondere die lokalen Erhaltungseigenschaf-
ten bewahrt.

In der Praxis konnen diese Situationen natiirlich auch simultan innerhalb derselben Stro-
mungskonfiguration auftreten (Beispiel: Akkretionsscheibenstromung um junge Sterne).
Wegen der in den beiden Stromungstypen wesentlich verschiedenen Mechanismen der
Informationsausbreitung (elliptisch versus hyperbolisch) werden auch die zugehérigen nu-
merischen Verfahrern sinnvollerweise getrennt behandelt.

7.1 Berechnung von Stréomungen kleiner Mach-Zahl

7.1.1 Das zugrunde liegende ,,Jow-Mach number“-Modell

Es sei zunéchst an die frither beschriebene Modifikation der allgemeinen Navier-Stokes-
Gleichungen fiir Stromungen kleiner Mach-Zahlen erinnert. In der Praxis zeigt sich nun,
dass im Fall kleiner Mach-Zahl die durch die Auspaltung des Drucks p = pu, + piya
induzierten Anderungen im Modell sehr klein sind und nur geringen Einfluss auf die Ge-
nauigkeit der Losung haben. Daher kénnen sie auch ebensogut weggelassen und weiter
mit den urspriinglichen Gleichungen gearbeitet werden. Wesentlich ist, dass in diesem Fall
der Druck p die Dichte p als primale Variable ersetzt. Dadurch kénnen auch Konfigu-
rationen behandelt werden, bei denen die Mach-Zahl nicht iiberall , klein“ ist, d. h. der
ganze ,subsonische® Bereich 0 < Ma < 1.

279
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Ausgangspunkt sind die allgemeinen Zustandsgleichungen in nicht-konservativer Form:

V-v—p Hop+v-Vp} =0, (7.1.1)
poww+pv-Vo—V-74+Vp= g = fo, (7.1.2)
pcp0l + peyv - VO — V- (V) = Oipen + ph =: fg. (7.1.3)

mit dem Tensor der Reibungsspannungen
7= p{Vu+Vo'} = 24V -0l

Ferner wird wieder das ideale Gasgesetz in der folgenden Form angesetzt:

p

- . (7.1.4)

P

Bei Verwendung des Drucks als primale Variable erhilt die Kontinuitéitsgleichung unter
Ausnutzung des Gasgesetzes die Gestalt

V-v—p Hop+v-Vp}—000+v -V} = 0. (7.1.5)

Die zugehorigen stationédren Gleichungen lauten wie folgt:

Vov—plw-Vp—0tv-Vo=0, (7.1.6)
pv- Vo=V -7+ Vp= [, (7.1.7)
peyv - VO =V - (kV0) = fy. (7.1.8)

7.1.2 Finite-Elemente-Diskretisierung im Ort

Als Diskretisierung betrachten wir in Anlehnung an den ,inkompressiblen“ Fall einen
konformen Q1/Q1/Q1-Ansatz auf Vierecks- bzw. Hexaedergittern. Da die Diskretisierung
auch robust fiir den Grenziibergang Ma — 0 sein soll, verwenden wir wieder ,least-
squares® Stabilisierung fiir den Druck sowie ,,Stromliniendiffusion® fiir die Transportter-
me. Da die Details dieser Diskretisierung gegeniiber dem intensiv untersuchtem ,,inkom-
pressiblen” Fall keine wesentlich neuen Einsichten liefern, werden sie hier nicht weiter
ausgearbeitet.

7.1.3 Projektionsverfahren

Zur Behandlung instationérer Probleme bieten sich wieder Operatorsplitting-Verfahren in
Anlehnung an die Projektionsverfahren im , inkompressiblen* Fall an. Wir verallgemeinern
im Folgenden das klassische Chorinsche Projektionsverfahren fiir das Modell kompressibler
Stromungen. Zur Vereinfachung der Darstellung werden dabei fiir die Geschwindigkeit
homogene Dirichlet-Randbedingungen,

V9o = 0,
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und fiir die Temperatur homogene Neumann-Randbedingungen gestellt,
Onb)aq = 0.

Alle anderen Groflen sind am Rand unbestimmt. Daneben werden Anfangsbedingungen
gestellt:
Plt=0 = ,00, V=0 = UO, 9|t:0 =0’

Projektionsverfahren: Ausgehend von den Startwerten {p°, p°, 0% 6°} mit p° := Rp°0°
und einer Hilfsgrofe ¢° := 0 lautet der Schritt vom Zeitlevel t,,_; zum Zeitlevel t,, =
tmfl + k )

{pmfl’pm717 ,Umfl’ gmfl’ qul} — {pm7pm’ 1)m7 gm’ qm}’

wie folgt:
1. Pradiktorschritt fiir Geschwindigkeit:
T @) 4 VT = VT = = (g ),

wobei 7™ = p{ V™ +(Vo™) '} — 24V - 0™ und g = 0.

2. Pradiktorschritt fiir Temperatur:

™ RTHO™ — 0™ e p ™ VO = V- (kYO = f

wobei 0,090 = 0.

3. Prédiktorschritt fiir Druck:

4. Druck-Poisson-Gleichung;:
—Aq" = kI ™ — (p™) Hdp™ + 0™ V™) — (™) Hd 0™ + 5™ - VO™,
where dip™ := k= (p" —p™ ") und d 0™ = k70" —0""1) sowie Ouql, = 0.
5. Korrekturschritt:
"= 0" 4+ kEV g™, pm = Rp™o™.

Der letzte Korrekturschritt erzeugt eine Geschwindigkeitsndherung o™ mit der Eigen-
schaft

Vo™=V 0"+ kAT
= () M + TV (07) A" + 5 VOm,

d.h.: Das vorgeschlagene Projektionsverfahren ist konsistent mit den Grundgleichungen
(7.1.1) - (7.1.3). Durch eine Symmetrisierung des Verfahrensschemas kann auf dieser Basis
auch ein Projektionsverfahren 2. Ordnung im Zeitinkrement & aufgebaut werden. Die
praktische Realisierung und systematische Untersuchung dieses Verfahrens steht aber noch
aus und wird Gegenstand zukiinftiger Forschung sein.
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7.2 Losung der Euler-Gleichungen

In schnellen Gasstromungen kénnen innere Reibungseffekte und Wéarmetransport durch
Diffusion ndherungsweise vernachléssigt werden. Damit reduzieren sich die in konser-
vativer Form geschriebenen (kompressiblen) Navier-Stokes-Gleichungen auf die Euler-
Gleichungen fiir ein reibungsfreies Gas:

O+ V- (pv) =0, (7.2.9)
O(pv) + V- (pv@v) + Vp = pf, (7.2.10)
&0 (pE) + ¢,V - (pEv+pv) = h, (7.2.11)
mit der Gasgleichung
p=(y=1)(pE — ;pv°). (7.2.12)

Im Fall fehlender &ufierer Volumenkréfte ldsst sich dieses System in Form einer (hyperbo-
lischen) ,, Erhaltungsgleichung® fiir den Vektor der konservativen Variablen Dichte, Impuls
und spezifische Gesamtenergie, u := (p, pv, pE)T , schreiben:

u+V-F(u)=0, (7.2.13)
mit der , Flussfunktion®
pU
F(u)=| plvev +pl)
(pE +p)v

Schreibt man n - F(u) = B(u,n)u, so sind die Eigenwerte der Matrix B(u,n) gegeben
durch

M =v-n-—c A =A3=wv-n, M=v-n+ec,
wobei ¢ = \/yp/p fiir die Schallgeschwindigkeit steht.

Bei der Diskretisierung dieses Systems ist insbesondere darauf zu achten, dass die
lokalen Erhaltungseigenschaften auch nach Diskretisierung erhalten bleiben:

/ n-F(uy)do=0, K €T,
oK

Dies ist im Rahmen der Finite-Elemente-Methode mit den sog. ,,unstetigen® Galerkin-
Verfahren (,, DG-Verfahren“) moglich. Diese werden im Folgenden beginnend mit einfachen
skalaren Modellproblemen eingefiihrt.

Die unstetigen Galerkin-Verfahren sind in den letzten Jahren zunehmend populérer
geworden (s. Cockburn et al. [81] und Di Pietro/Ern [82]). Die urspriingliche Idee des
DG-Verfahrens erscheint erstmals in einer Arbeit von Reed/Hill' (1973) im Zusammen-
hang mit der Approximation der Neutronentransportgleichung; eine erste mathematische
Analyse stammt von Lesaint/Raviart® (1974).

'W. H. Reed and T. R. Hill: Triangular mesh methods for the neutron transport equation, Tech. Report
LA-UR-73-479, Los Alamos Scientic Laboratory, 1973; in Proc. Amer. Nucl. Soc.

2P. Lesaint; P. A. Raviart: On a finite element method for solving the neutron transport equation,
Publications mathrhatiques et informatique de Rennes, Issue: S4, pp. 1-40 (1974).
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Die DG-Methoden bilden die natiirliche Verallgemeinerung der Finite-Volumen Verfah-
ren, die gerade dem unstetigen Galerkin-Verfahren mit stiickweise konstanten Ansatzfunk-
tionen (DG(0)-Verfahren) entsprechen. Die DG-Methode bietet die Moglichkeit, einfach
durch Erhéhung des Polynomgrads systematisch eine hohere Ordnung des Verfahrens zu
erreichen, was dagegen bei Finite-Volumen-Verfahren nur mit sog. ,,recovery“-Techniken
moglich ist, die insbesondere auf unstrukturierten und lokal verfeinerten Gittern auflerst
kompliziert sind. Die beim unstetigen Galerkin-Verfahren, im Vergleich zu stetigen Finite-
Elemente Verfahren, einfach zu realisierende, lokale (d. h. auf einzelnen Zellen) Erhéhung
des Polynomgrads kann zur sog. ,hp-Verfeinerung“ genutzt werden. Diese hp-Methode
erzeugt Verfahren beliebig hoher Ordnung bis hin zu exponentieller Konvergenz.

7.2.1 DG-Verfahren fiir lineare Transportprobleme

Zur Einfithrung des ,junstetigen®“ Galerkin-Verfahrens (,,discontinuous Galerkin method*
oder kurz ,DG method*) betrachten wir zunéchst die lineare, stationéire Transportglei-
chung fiir u = u(x):

b-Vu=0 (7.2.14)

auf einem Gebiet 2 C R?, mit einem , Transportvektorfeld® b = b(x) = (by(x), ba(x))" .
Die Randbedingungen sind dann gestellt als sog. ,,Einstromrandbedingungen®

u=g auf 00Q_:={xe€dQ b -n(xr) <0}, (7.2.15)

mit einer gegebenen Randbelegungsfunktion g(x) und dem nach aufien gerichteten Nor-
maleneinheitsvektor n = (n1,ny)” entlang des Randes 92 von . Der andere Teil des
Randes 0y := 90\ 0Q_ wird sinngemif als ,, Ausstromrand“ bezeichnet. Durch Um-
schreibung der Transportgleichung (7.2.14) in ,, Erhaltungsform® ergibt sich fiir divergenz-
freies Transportfeld, V -b =0, die lineare Erhaltungsgleichung

V() =b-Vo+V-bv=0. (7.2.16)

Wir werden daher fiir das Folgende stets V - b =0 annehmen.

Ausgangspunkt der Galerkin-Diskretisierung der Transportgleichung (7.2.14) ist wie-
der eine variationelle Formulierung. Da die reine Transportgleichung unstetige Losungen
zuldsst (bei unstetigen Einstromdaten), wird auch der Diskretisierungsansatz mit Form-
funktionen arbeiten, die bzgl. einer (zulissigen) Zerlegung T), = {K} von () ,unstetig®
sein diirfen. Die Stetigkeit entlang der Charakteristiken (hier der Transportrichtung) wird
nur in einem ,schwachen® (d. h. variationellen) Sinne verlangt. Die Zerlegung T) muss
nicht unbedingt struktur-regulir sein, aber sog. ,hangende Knoten* sind hier der Einfach-
heit halber nicht erlaubt. Die Gitterfeinheit wird wieder beschrieben durch die Parameter
hg = diam(K) sowie h := maxg hy . Fiir jede Zelle K definieren wir ihren Ein- sowie
Ausstromrand durch

OK_:={r€0dK|b-n(z) <0}, O0K,:=0K)\0K_.
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Bzgl. der Zerlegungen 7}, fithren wir Finite-Elemente-Ansatzraume bestehend aus stiick-
weise polynomialen Funktionen ein:

VP = {v,: Q> R upi € Py(K), K € Ty} .

Man beachte, dass Funktionen in S}(f )i Allg. unstetig iiber Zellkanten hinweg sind.
Desweiteren umfasst der Triiger einer Basisfunktion dieser unstetigen Ansatzriaume nicht
wie bei stetigen Ansatzriaumen mehrere Zellen sondern nur eine Zelle. Zur Motivation der
unstetigen Galerkin-Diskretisierung betrachten wir nun zunéchst die konservative Form
der Transportgleichung. Wie bei Finite-Elementen Verfahren iiblich, multiplizieren wir die
Gleichung mit einer Testfunktion ¢, integrieren iiber das Gebiet 2 und erhalten nach
partieller Integration auf jeder Zelle

Z {—/Kub-vtpdx“‘/m(b'”u@ds}:o-

KE€T),

Die Funktionen u und ¢ werden nun durch diskrete Funktionen wup, @) € S,(f ) ersetzt.
Da wy, i. Allg. unstetig iiber Zellkanten hinweg ist, gibt es an jedem Punkt = € 0K einer
Zelle K mehrere Moglichkeiten, u(z) durch Werte von wu;, zu ersetzen, z. B. durch den
Funktionswert von wuj, im Inneren der Zelle K, durch den Funktionswert von wu;, auf
der Nachbarzelle, oder eine Kombination von beiden Werten. Dazu fithren wir folgende
Bezeichnungen fiir den inneren Wert w,(z) und den duseren Wert 4y,(x) einer diskreten
Funktion auf dem Randpunkt z € 0K einer Zelle K ein:

uplo(z) == lm  up(y), nlox(z):= lLm  wuu(y), (7.2.17)
y—=a,yel y—z,yeK(x)
wobei K (z) die im Punkt = € 0K an die Zelle K anschlieende, d. h. benachbarte,
Zelle ist. Es ist nun sinnvoll, u auf dem Ausstromrand einer Zelle durch w; und auf
dem Einstromrand durch 4y, zu ersetzen, was der Idee des ,,upwinding® entspricht. Somit
ergibt sich folgende Diskretisierung:

DG(p)-Verfahren: Finde wuy, € S}(lm , so dass fiir alle ¢, € S,(Lp) gilt:

Z {—/ uhb-Vc,ohdac+/ b-nahaphds—&-/ b~nuh<,9hds} =0. (7.2.18)
X .

KeT), oK _ K

Dies ist die allgemeine Form des DG-Verfahrens zur Diskretisierung von (skalaren) Er-
haltungsgleichungen. Fiir jede Zelle K € Tj folgt bei Wahl der Testfunktion ¢ x =
1, onrr =0, K’ # K die Beziehung

/ n~buhd$:/ b~n1lhds+/ b-nu,ds =0, (7.2.19)
oK oK _ oK.

d. h. die lokale Erhaltungseigenschaft des numerischen Schemas. Mit demselben Ansatz
lassen sich auch Systeme von Erhaltungsgleichungen

V- F(u) =0, F = (Fi(w)L,, u=(u))]

=D
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diskretisieren. Wir werden dies unten anhand der Euler-Gleichungen demonstrieren.

Fiir die lineare Transportgleichung (7.2.14) ist es aber iiblich, die Zellrandterme in w,,
und u; darzustellen, wobei

v (z) = Sl_i)r}rlov(a:—sb), vh(x) = sl—iffov(x—’—Sb)’ [v] ;=0T —v~

Dazu wird Gleichung (7.2.18) zunéchst wieder partiell (zuriick-)integriert
Z{/b-Vuhaphdach/ b‘nﬁmphdsf/ b'nuhgohds}:(),
Ker, JK oK _ oK _

so dass sich die unstetige Galerkin-Diskretisierung der linearen Transportgleichung schrei-
ben ldsst als: Finde uy, € S,(Lp) , s0 dass

a(up, on) =0 Ve € S,(fj)7 (7.2.20)
mit der (affin)-bilinearen Form
a(v,w) == Z {/ b-vad.rf/ b-nfvlwtds}.
Ket, K OK_

Man beachte, dass hier die Einstromrandbedingung so in das Verfahren eingebaut ist,
dass implizit u, = g auf O€)_ realisiert wird. Die exakte Losung erfiillt offensichtlich
ebenfalls die Galerkin-Gleichung (7.2.20), so dass wir fiir den Fehler e = u—w,), wieder
die Orthogonalitédtsbeziehung

ale,pn) =0, @greSY (7.2.21)

haben. Zunichst untersuchen wir die Stabilitdt der unstetigen Galerkin-Diskretisierung.

Hilfssatz 7.1 (DG-Stabilitéit): Mit der Seminorm
1/2
[v]p :== (% Z / |b.n\|[v]|2d8+%/ |b-nl |U_|2d8) ,
ey, oK~ o0y

qilt die Beziehung
ofo.0) =l =3 [ In-d)lgfds.
o0

Beweis: Aus

/b~Vvvd:v=/ b-n|v’|2d5—|—/ b-n|v+\2ds—/vb-Vvdx,
K oKy oK K

erhalten wir

/b-Vvvd:cz%(/ b-n|vi|2d5—/ b nl |U+|2d‘9)
K OK 4 oK
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und damit

2a(v,v) = Z {/{9K+b~n|v_|2ds+/aK b n| |v+|2ds+2/6 |b~n|v_v+ds}.

KeTy, K-

Ersetzung von UgdK, durch UgdK_ U0Q, \ 0Q_ ergibt

dao) = S { [ a2

KeTy,

+/ b-n|v_|2ds—|—/ |b~n||v_\2ds},
o0y 00—

und damit die Behauptung. Q.E.D.

Fiir konstantes b(x) = b ist |- |, eine Norm auf dem Raum der stiickweise konstanten
Ansatzfunktionen S}(LO) . Hilfssatz 7.1 zeigt also die Stabilitdt des DG(0)-Verfahren bzgl.
dieser (fiir das DG(0)-Verfahren) natiirlichen ,,Energienorm* |-|,. Auf den Ansatzraumen
hoherer Ordnung S}(Lp ), p >0, ist ||, nicht positiv definit und somit keine Norm. Man
kann jedoch die lineare Transportgleichung (7.2.14) durch die Variablentransformation
u— w = e "%y in die Gleichung

b Vw + [b*w =0 (7.2.22)

iiberfithren. Analog zu Hilfssatz 7.1 gilt fiir die zu dieser Gleichung gehorenden Bilinear-
form af(-,-)
ato,0) =l = [ bl s,
o0
wobei die natiirliche ,, Energienorm® des unstetigen Galerkin-Verfahrens fiir die Gleichung

(7.2.22),

[vlly == [ols +lv]l;
nun auch auf S}(Lp ) mit p > 0 eine Norm ist. Dies zeigt die Stabilitit des DG(p)-Verfahrens
auch fiir p > 0.

Bemerkung 7.1: Die oben erwdhnte Variablentransformation ist analog zu der Trans-
formation

bzw.

e *u(0) —|—e’x/ e*u'(s)ds,
0

welche die Gleichung «'(z) = 0 in die Gleichung w'(z) + w(z) = 0 iberfiihrt.

g
8
S~—
|

Die DG(p)-Diskretisierung der linearen Transportgleichung fithrt bei geeigneter Num-
merierung der Freiheitsgrade (,downstream“-Nummerierung) auf eine untere (Block-)
Dreiecksmatrix, die mit Hilfe eines (Block-)GauB-Seidel-Schrittes direkt gelost werden
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kann. Die Blockmatrizen sind von der Grofle [ x [ wobei hier [ fiir die Anzahl der Frei-
heitsgrade pro Zelle steht. Fiir das DG(0)-Verfahren (I = 1) ist die Systemmatrix eine
untere Dreiecksmatrix wobei der GauB-Seidel-Schritt einem Vorwértseinsetzen entspricht.
Fiir diesen Spezialfall gilt auf jeder Zelle b - Vv, = 0, wodurch sich (7.2.20) fir p = 0
auf eine Beziehung fiir die Zellwerte Uy := uyx reduziert

-1
UK:(/ b~nds) / b-nuyds, KeTy. (7.2.23)
0K _ 0K _

Dieses lokal gekoppelte System von Gleichungen kann wieder (wie beim impliziten Diffe-
renzenverfahren) ausgehend vom Einstromrand sukzessiv aufgelost werden, was letztlich
dem schon erwdhntem Vorwirtseinsetzen entspricht.

Die DG(0)-Diskretisierung stellt eine Verallgemeinerung des einfachen Upwind-Dif-
ferenzenverfahrens (1. Ordnung) auf kartesischen Tensorproduktgittern fiir allgemeine,
unstrukturierte Triangulierungen dar. Hierfiir gilt das folgende Konvergenzresultat:

Satz 7.1 (Konvergenz des DG(0)-Verfahrens): Ist die Lisung des Transportpro-
blems (7.2.14) in H*(Q), so gilt fir die DG-Methode (7.2.20) fir p = 0 die a priori
Fehlerabschdtzung

lu — uply < chY?|Vul| . (7.2.24)
Beweis: Zu der Losung u definieren wir eine zellweise Interpolierende @, € S;Lp ) durch

die Setzung ayx = |K|™* fKudx. Fiir diese gilt die wohl bekannte Fehlerabschitzung
(nutze Spursatz und Interpolationsabschitzung)

/ b-n||(u—15)" > ds < ¢; hi||Vul% . (7.2.25)
K —
Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitit (7.2.21) und unter Beachtung von u, = g auf
O0f)_ erschlieen wir fiir den Fehler e := u — uy, :
le]? = a(e,e) = ale,u—1y) .
Da auf jeder Zelle b - Vu, = 0, folgt mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung
lefp < [Ib- Vulllu—a]| + A- B,

wobei

A:(Z/@Kb-n

KeTy,

[e]? ds)l/Q7 B:= ( Z /3K |b-n| |(ufﬁh)+|2ds)1/2.

KeTy,

Unter Beachtung von b-Vu =0, A < |e|, und der Interpolationsabschitzung (7.2.25)
ergibt sich hieraus die Behauptung. Q.E.D.

Fiir das unstetige Galerkin-Verfahren mit beliebigen Polynomgrad p > 0 zitieren wir
folgenden Konvergenzsatz ohne Beweis:
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Satz 7.2 (Konvergenz des DG(p)-Verfahrens): Ist die Lisung des Transportpro-
blems (7.2.14) in H*(Q), so gilt fiir die DG(p)-Methode (7.2.20) die a priori Fehler-
abschdtzung

lu—uply < ch* V2|V, s =min(p+1,k). (7.2.26)

Fiir glatte Losungen verliert man also eine halbe h-Potenz gegeniiber der optima-
len O(h**!) Ordnung der Interpolationsabschitzung. Auf unstrukturierten Gittern kann
tatséichlich auch nicht mehr gezeigt werden, wohingegen auf strukturierten Gittern nu-
merische Test eine volle Ordnung O(hP*1) zeigen. Dieses Verhalten stimmt mit dem
der Stromliniendiffusionmethode iiberein. Auch fiir Stromliniendiffusion kann z. B. fiir
p = 1 nur eine Konvergenzordnung O(h*?) bewiesen werden, wobei numerische Tests
auf strukturierten Gittern jedoch die volle Ordnung O(h?) zeigen.

7.2.2 Das DG-Verfahren fiir hyperbolische Systeme

Im Folgenden soll die unstetige Galerkin-Methode fiir hyperbolische Systeme verallgemei-
nert werden, d. h. fiir Systeme der Form

d
O+ Y OF(u) =0, (t,z)€[0,T]xQ (7.2.27)
i=1
mit u(0,z) = u’(z), bzw. in Kurznotation mit F(u) = (Fy(u),..., Fy(u)):
Ou+ V- F(u) =0. (7.2.28)
Die Beschreibung der Randbedingungen fiir diesen Fall erfolgt spéter.
Beispiel 7.1 (Lineares hyperbolisches System): Fiir d =1, F(u) = Bu, u € R"
und B € R™" erhilt man folgendes lineare hyperbolische System
Owu + Boyu = 0. (7.2.29)

Sei B eine diagonalisierbare Matrix mit Eigenwerten \; und Eigenvektoren r;, d. h.
Br; = N1t = 1,...,n, dann lédsst sich dieses System losen durch Transformation in
charakteristische Variablen w, mit

u = Pw, (7.2.30)

wobel P = [rq,...,r,] fiir die Matrix der Eigenvektoren steht. Multiplikation von (7.2.29)
mit P~ von links, Substitution von u mit (7.2.30) ergibt

atw + B@Iw = 0,

wobei B = P~'BP und B = diag{);} die Diagonalmatrix der Eigenwerte \; bezeichnet.
Dies ist ein System entkoppelter Gleichungen

atwt—"_ALa‘EwL:O? Z.:]-a"wnv
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in den charakteristischen Variablen w;, mit den Losungen
w;(t, ) = w;(0, z—N\;t).
Die Losungen von (7.2.29) erhélt man nun durch Anwendung der Riicktransformation

(7.2.30).

Beispiel 7.2 (Vektor-Burgers-Gleichung): Ausgehend von den instationdren Navier-
Stokes-Gleichungen

—vAv; +v -V, + 0;p = fi, i=1,....d
V-v=0,

und unter Ausnutzung von V- (vv;) = (V-v)v;+ (v-V)y; und V-0 =0 erhilt man die
Navier-Stokes-Gleichungen in der Form

—yAvi+V-(vUi)+8ip: fi, Z:L,d
V.v= 0.

Vernachldssigt man nun den diffusiven Term und die angekoppelte Inkompressibilitéitsbe-
dingung, so erhélt man folgende Verallgemeinerung der nicht-viskosen Burgers-Gleichung:

at’Uz' + V- (U’Uz') == fi, 1= 1, cey d. (7231)

Dies ist die gewiinschte Form (7.2.27) fiir d = 2 mit

F@):( u ““’2>, (7.2.32)

V1U2 U%

Im Folgenden betrachten wir die DG-Diskretisierung im Ort. Wir kénnen uns also auf
die Betrachtung der stationédren Gleichungen

V- F(u)=0 (7.2.33)

zuriickziehen. Wie im Fall der linearen Transportgleichung ist der Ausgangspunkt der
unstetigen Galerkin-Diskretisierung die mit ¢ getestete und partiell integrierte Gleichung

> {—/KF(UWWIJF/MF(U)-wds} =0. (7.2.34)

KeT,

Bei der Ersetzung von u und ¢ durch diskrete Funktionen wuy,, ¢, € S}(Lp ) muss wegen
der Unstetigkeit von wu; iiber Zellkanten auch der Fluss F(u)-n auf 0K durch einen
sog. ,numerischen Fluss® H(up, Gy, n) ersetzt (approximiert) werden, wobei w;, bzw.
u, auf OK die Funktionswerte der diskrete Funktion auf der Zelle K bzw. der der
Kante gegeniiberliegenden Nachbarzelle bezeichnen; siehe auch (7.2.17). Dies fithrt nun
zu folgender Diskretisierung:
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DG(p)-Verfahren: Finde uy, € S,(f'), so dass fiir alle @}, € S,(lp) qgilt:
Z { - / F(up)Vep dx + H(up, Up,n)on ds} =0. (7.2.35)
KeT, K oK

Die Randbedingungen werden wieder durch das Setzen von w, = g auf dK in schwacher
Form realisiert. Als numerischer Fluss H(-,,-) kann jede Funktion genommen werden,
die folgende Bedingungen erfiillt:

1. H(-,-, ) ist konsistent mit dem Fluss F(:)-n, d. h.:

H(v,v,n)|ox = F(v) - n.

2. H(-,-,-) ist konservativ, d. h.:
H(v,w,n) = —H(w,v, —n).
Beispiel 7.3 (Numerischer Fluss der linearen Transportgleichung):

Als einfachstes Beispiel greifen wir noch einmal auf die Diskretisierung der linearen Trans-
portgleichung (7.2.14) zuriick. Hierfiir gilt

F(u) = bu,
und der Fluss F(u)-n wurde fiir alle z € 0K durch den numerischen Fluss

b-ni fiir b - 0, d.h. 0K _
Hup,ip,n) =4 i romm s 8@ how e O (7.2.36)
b-nup, firb-n >0, dh. x € dK,.

ersetzt. Dieser numerische Fluss nimmt den Funktionswert immer von der Seite der Zell-
kante an, von der die Information herkommt, d. h. von der Nachbarzelle falls = € 0K _
oder von der Zelle selbst, falls x € 0K, .

Im folgenden werden mehrere numerische Fliisse fiir Systeme von hyperbolische Glei-
chungen beschrieben. Dazu sei wieder B(u,n) so definiert, dass gilt:

F(u)-n = B(u,n)u.
Die Aufgabe des numerischen Flusses H (u,u,n) ist es, F(u)-n zu ersetzen (zu approxi-

mieren). Die folgenden zwei gebriduchlichen Fliisse approximieren nun gerade B(u,n)u .

Beispiel 7.4 (Vijayasundaram Fluss): Unter Benutzung der Notationen B = P~'BP
aus Beispiel 7.1 und der Definitionen

A7 = min{0, A}, AT = max{0, A},
sowie

B* = diag{\*}, B*(u,n):= (P'B*P)(u,n), B (u,n):= (P B~ P)(u,n)
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lésst sich der Vijayasundaram-Fluss schreiben als (s. LeVeque [46]):
Hv(uh,ﬂh,n) = B+(ﬁh,n)uh+37(ﬂh,n)ﬁh, (7237)

wobel 1, = %(uh +y,) fir den Mittelwert der Funktionswerte auf beiden Seiten der Zell-
kante steht. Der Vijayasundaram Fluss transformiert also den Fluss in charakteristische
Variablen und sortiert anhand der Eigenwerte \; die iiber den Punkt der betrachteten
Kante hinaus- und herein weisenden charakteristischen Richtungen in die Matrizen B
und B~ . Diese werden in konservativen Variablen zuriicktransformiert und mit up, bzw.
up, multipliziert. Der Vijayasundaram Fluss sucht sich von den beiden Funktionswerten
up, und U, also gerade die Anteile heraus, die, in charakteristische Variablen transfor-
miert, zum hinaus- bzw. zum hereinstromenden Anteil gehoren. Diese Unterscheidung
héngt von den charakteristischen Richtungen ab, die durch die Eigenwerte \; gegeben
sind; \; < 0 bedeutet Einstrom, A; > 0 Ausstrom der charakteristischen Variablen w; .

Der Vijayasundaram Fluss wertet die Matrizen Bt (u,n) und B~ (u,n) an der Stelle
Up, = %(uh + 4y,) aus. Dies muss aber nicht sein, wie der folgende numerische Fluss nach
Steger/Warming [142] (1981) zeigt.

Beispiel 7.5 (Steger-Warming Fluss):

HST(Uh> ﬁ}u n) = BJF(’LL}“ n)uh + Bi(fbh, n)ﬁh (7238)

Ein weiterer, etwas weniger komplizierter, aber auch wesentlich diffusiverer Fluss ist
der folgende Lax-Friedrichs-Fluss (s. LeVeque [46]).

Beispiel 7.6 (Lokaler Lax-Friedrichs-Fluss):
HLF(Uha ﬁh» ’I’L) = %(F(’U,h) ‘n+ F(’[Lh) ‘n+ O[(’U,h—’[l,h)), (7239)
mit « := max{grofiter Eigenwert von B(u,n),u = up, Uy} .

Es sei angemerkt, dass jeder dieser Fliisse, wenn er auf die lineare Transportglei-
chung angewendet wird, sich zu dem numerischen Flu§ (7.2.36) der linearen Transport-
gleichung reduziert. Die oben definierte Matrix B(u,n) und insbesondere ihre Eigenwer-
te A; konnen, wie in Beispiel 7.2.37 schon ansatzweise geschehen, anschaulich interpre-

tiert werden. Auf dies soll nun anhand der beiden abschlieBenden Beispielen noch einmal
ausfithrlicher eingegangen werden.

Beispiel 7.7 (Burgers-Gleichung): Wir erinnern uns an die Flussfunktion (7.2.32) der

Vektor-Burgers-Gleichung
2
o= ()
ViU V5
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und erhalten damit
v vin
B(v,n) = My vz
VoM  VaNg
was anhand der Bestimmungsgleichung F(v) - n = B(v,n)v von B(v,n) leicht nachzu-
priifen ist. Die Eigenwerte dieser Matrix sind

)\1:0, )\221}1711+U2n2:U'n.

Wie zu erwarten war, greift der Vijayasundaram-Fluss genauso wie der Steger-Warming-
Fluss auf 4, zu, wenn v-n < 0, d. h. wenn x auf dem Einstromrand 0K _ der Zelle
liegt; und er greift auf w; zu, wenn v-n > 0, d. h. wenn x auf dem Ausstromrand 0K
der Zelle liegt.

Beispiel 7.8 (2d Euler-Gleichungen): Die Euler-Gleichungen in d = 2 Dimensionen
lassen sich in konservativer Form (7.2.27) schreiben als

8tu + 01F1(u) + 62F2(u) = 0,

mit
0 ov1 0U2
2
oy ovy +p 0U1V2
U= , Fi(u) = ! , Fy(u)= )
V2 QU1 V2 ov; +p
pe vi(pE +p) v2(pE +p)

wobei p, v = (v1,v2)", E und p = (y—1)(E — spv*) wie iiblich die Dichte, den Ge-
schwindigkeitsvector, die Gesamtenergie und den Druck bezeichnen. Die Eigenwerte der
entsprechenden Matrix B(u,n) sind

A =v-n—a, A =A3=0"n, A =v-n+a,

wobei a = /vp/p fiir die Schallgeschwindigkeit steht. Hier sind nun 4 Félle zu unter-
scheiden:

1. Supersonische Einstromung: X\; <0, i=1,...,4,
2. Subsonische Einstromung: X\; <0, i=1,...,3, Ay >0,
3. Subsonische Ausstromung: A\, >0, i=2,...,4, A <0,
4. Supersonische Ausstromung: A\, >0, i=1,...,4.

Fiir die Realisierung einer (adaptiven) DG-Diskretisierung der Euler-Gleichungen verwei-
sen wir auf Hartmann [114].
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Randbedingungen

Wie man am letzten Beispiel sieht, gibt es Félle, bei denen nicht klar zwischen Ein- und
Ausstromrand zu unterscheiden ist. Im Fall der 2-dimensionalen Euler-Gleichung diirfen
zum Beispiel auf einem subsonischen Einstrémrand nur drei der vier charakteristischen Va-
riablen vorgegeben werden, die vierte ergibt sich dann durch die Rechnung automatisch.
Ein subsonischer Finstromrand ist damit tatsdchlich Ausstromrand einer charakteristi-
schen Variablen. Analog hierzu ist ein subsonischer Ausstromrand ein Ausstromrand fiir
drei charakteristische Variablen, aber Einstrémrand der vierten. Deswegen darf man einen
subsonischen Ausstromrand nicht , frei“ lassen, sondern man muss den Wert mindestens
einer Variablen (in diesem Fall ist das meist der Druck p) festlegen, um vollstéindige
Randbedingungen vorzugeben.

Es macht also keinen Sinn, bei hyperbolischen System von 0d€2_ und 02, zu reden.
Stattdessen muss die Beschreibung des hyperbolischen Problem (7.2.28) mit folgenden
Randbedingungen vervollstandigt werden:

B~ (u,n)(u—g) =0, (t,x)€0,T] x 99,

wobei B~ an jedem Punkt des Gebietsrandes 0f2 die richtige Anzahl von einstrémen-
den charakteristischen Variablen herausfindet und die entsprechende Kombination und
Menge an Information an der Randbelegungsfunktion g ,abgreift”. Fiir die Spezialfille
supersonischer Ein- oder Ausstromrandern reduziert sich diese Randbedingung auf einem
supersonischer Einstréomrand zu

B(u,n)(u—g) =0;

Dagegen verschwindet die Randbedingung auf einem supersonischen Ausstromrand voll-
standig, da dort alle Eigenwerte von B positiv sind und damit gilt:

B~ (u,n) = 0.

Bemerkung 7.2: Die reibungsfreie Euler-Gleichung ist die einfachste Grundgleichung
der Gasdynamik. Zu ihrer numerischen Losung kann die beschriebene DG-Methode ver-
wendet werden. Zur Behandlung des vollen gasdynamischen Modells mit Temperatur-
abhéngigkeit und diffusiven Termen muss die DG-Methode erweitert werden Hierzu gibt
es bereits eine Reihe von Ansétzen (dhnlich wie bei der élteren Finite-Volumen-Methode);
es besteht aber noch erheblicher Forschungsbedarf).
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