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0 Einleitung

Gegenstand dieses Textes sind numerische Algorithmen zur ndherungsweisen Lésung von
partiellen Differentialgleichungen. In der Regel lassen sich fiir die in der Praxis auftre-
tenden partiellen Differentialgleichungen keine Lisungen in analytischer Form angeben.
Man ist also auf numerische Approximation angewiesen. Dabei wird das kontinuierliche
Ausgangsproblem durch ein , diskretes”, d. h. endlich dimensionales, ersetzt und dieses
dann mit Hilfe des Computers geliist.

0.1 Notation

Wir stellen zufchst einige der im folgenden verwendeten Begriffe und abkiirzenden Be-
zeichnungen zusammen.

i) Unabhingige Variable: Wir betrachten (offene beschrinkte) Gebiete 0 — R? fiir d =
1,2,3 mit Rand 0. Der #ufere Normaleneinheitsvektor zu 81 ist n. Punkte im R?
sind = = (xy,...,74)7 oder speziell (z,y)" im R? und (r,y,z)" im R?®. Die Zeitvariable
ist t. Fiir d-dimensionale Vektoren a,b wird das iibliche euklidische! Produkt mit (a, b)
oder anch mit a-b bezeichnet. Die euklidische Vektornorm ist ||a| := (a,2)"? und die
zugehorige natiirliche Matrizennorm || A|| := max,ecps{ || Az|, ||z|| = 1}

ii) Funktionen: Wir betrachten i. Allg. skalare Funktionen u = u(r) oder u = u(r,t) fiir
Argumente = € R? bzw. ¢ € R. In einigen Fillen treten auch vektorwertige Funktionen
auf u = (uy,...,ug)7, die i. Allg. wie skalare Funktionen bezeichnet werden. Analog wer-
den Skalarprodukte und Normen iiber ein Gebiet (2 unterschiedslos fiir skalare wie fiir
vektorwertige Funktionen verwendet.

iii) Ableitungen: Fiir Funktionen w(t), u(r) bzw. wu(r,{) werden totale sowie partielle
Ableitungen abgekiirzt geschrieben als

du du fu du
St 1= e dou i 1= Bz,

= E.l_

dyu

= 1LE.W.

und analog auch fiir hithere Ableitungen, z. B.: &u und &%u. Mit dem Nabla-Operator
W werden der Gradient einer skalaren Funktion sowie die Divergenz einer Vektorfunktion
geschrieben als gradu = Vu := (A, ..., 8u)T und dive =V -u = dju; + ...+ 3uy. Zu
einem Vektor 8 € R? wird die Ableitung in Richtung A mit fgu 1= B - Vu bezeichnet.
Entsprechend ist z. B. d,u = n-Vu die Ableitung in Richtung der &ufleren Normalen ent-
lang des Gebietsrandes 0. Kombination von Divergenz- und Gradientenbildung ergibt

!Euklid (ea. 355290 v. Chr.): Griechischer Philosoph und Mathematiker; wirkte in Alexandria; sein
mehrbindigen Lehrbuch , Die Elemente® fasste die Grundlagen der klassischen Geometrie zusammen; von
ihm stammt das klassische mathematische Ausdrucksschema ,Voraussetzung - Behauptung - Beweis®.

1



2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

den sog. ,Laplace? -Operator®
V- (Vu) = Au=Hu+ ... + Fu

Mit dem Symbol V™u bezeichnen wir den Tensor aller partiellen Ableitungen der Ord-
nung m von u; z B. in zwei Dimensionen V?u = (F3u);yj-a.

iv) Integralsatze: Fiir stiickweise glatt berandete Gebiete £ © R? und hinreichend glatte
Funktionen u,v gelten der klassische Integralsatz von Gaufi®

f‘?-udz=f n-udo, (0.1.1)
0 !
sowie als Folgerung die Integralformel von Green?
fvu-v'udz= f ul,vdo — f‘uﬂudz. (0.1.2)
v} ! v}

v) Funktionenrdume: Auf Punktmengen € € R? verwenden wir die iiblichen Vektorriume
von stetigen bew. stetig differenzierbaren Funktionen

c@@, Cc™Q), CFQ).
Der Raum C(T1) ist, versehen mit der Maximumnorm
llellc;3 := max ju(z)],
.':En
vollstindig, d. h. ein Banach®-Raum. Weiter ist L?(Q2) der Raum der auf 2 messbaren

und im Lebesgueschen Sinne quadratintegrablen Funktionen. Versehen mit dem Skalar-
produkt und der zugehdrigen Norm

(u,v)q 1= j; u(z)o(z)de, |lulln = (u,u)g

ist L*(Q2) vollstindig, d. h. ein Hilbert®-Raum. Wenn der Definitionshereich 0} aus dem
Zusammenhang klar ist, wird er in der Bezeichnung von Skalarprodukten und Normen

IPiorre Simon Marquis de Laplace (1749-1827): Franzosischer Mathematiker und Astronom; Prof. in
Paris; begrundete u. a. die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

3Carl Friedrich GauB (1777-1855): bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
wirkte in Gottingen.

4G eorge Green (1723-1841): Englischer Mathematiker; Autodidakt und Besitzer einer Miihle; Beitrige
zur Potentialtheorie.

SStefan  Banach (1802-1945): Polnischer Mathematiker; Prof. in  Lvov; begrindete die
Funktionalanalysis.

SDavid Hilbert (1862-1943): bedeutender deutscher Mathematiker; wirkte in Konigsberg und Gottin-
gen; begrindete u. a. den axiomatischen Aufban der Mathematik; zum Wesen der Axiomatik (in der
Geometrie) sagte er ,Man muss jederzeit anstelle von Punkten, Geraden, Ebenen - Tische, Stuhle, Bier-
apidel sagen kbnnen®.
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meist weggelassen; z. B.: ||u|| = ||u||n. Weitere Funktionenrdume werden spéter an den
Stellen eingefiihrt, wo sie gebraucht werden.

vi) Ungleichungen: Wir listen einige der im Folgenden hinfig verwendeten Ungleichungen
fiir Funktionen aus den oben definierten Funktionenriumen. Fiir Funktionen u, v € L*(£2)
gilt die , Holdersche” Ungleichung®

|LE(I]U(IHI| < (j;|u|[zy|2dz)m(j;|u{z]|“dz) . (0.1.3)

bzw. in kompakter Schreibweise: |(u,v)|np < ||lulln|lv||g. Fiir Funktionen u € C(Q2) N
C'(f2) mit den Eigenschaften wjpn = 0 und |Vu| € L*(Q) gilt die ,Poincarésche® Un-
gleichung*

(Llu{zil“dz)m Edﬂ(‘/;lvu{r]lzdz)ui (0.1.4)

bzw. in kompakter Schreibweise: ||ul|g < dn||Vulln, wobel dg := diam(2) .

0.2 Ableitung von partiellen Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen werden meist als mathematische Modelle zur Beschrei-
bung physikalischer Vorginge abgeleitet. Ziel ist es, die Eigenschaften dieser Vorginge
durch die Gleichungen mdglichst vollstandig zu erfassen und davon ausgehend dann ihren
Ablauf vorherzusagen. Bei der Konstruktion solcher Gleichungen geht man hiufig nach
recht formalen Regeln vor und verwendet Analogieschliisse. Villig unterschiedliche physi-
kalische Prozesse lassen sich h#ufig durch Gleichungen sehr dhnlicher Gestalt beschreiben.
i) Harmonische (d. h.  schwingende®) Ausbreitungsvorginge sind z. B. die Ausbreitung
einer Wasserwelle (lokale Storung der Wasseroberfliche) oder eines Gerduschs (lokale
Storung der Luftdichte). Es erscheint sinnvoll, diese im einfachsten Fall durch eine Funk-
tion u = u(x,t) im Ort = und der Zeit ¢ der Form wu(x,t) = sin(z) sin(t) zu beschreiben.
Diese geniigt der Differentialgleichung

Hu = Fu. (0.2.5)

Es zeigt sich, dass diese sog. ,,Wellengleichung” tatsdchlich die in der Natur auftretenden
Schwingungsvorgiange beschreibt. Sie ist der Prototyp einer , hyperbolischen” Differenti-
algleichung.

ii) Andere Ausbreitungsvorginge sind dadurch gekennzeichnet, dass lokale Stérungen

TLudwig Otto Hélder (1858-1937): Deutscher Mathematiker; Prof. in Tiibingen; Beitriige zunfchst zur
Theorie der Fourier-Reihen und spéter vor allem zur Gruppentheorie; fand 1584 die nach ihm benannte
Ungleichung. .

8 Jules Henri Poinearé (1854-1912): Franzosischor Mathematiker; Prof. an der Ecole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; eins der letzten mathematischen Universalgenies; fundamentale Beitrage zu allen
Bereichen der Mathematik, zur Himmelsmechanik, Stromungsmechanik und Wissenschaftsphilosophie.
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nicht schwingend, sondern ,, diffundierend” und sich abschwichend fortgepflanzt werden,
z. B.: Temperaturausbreitung in einem Leiter {Warmeleitung) oder Verteilung einer Dich-
tekonzentration in einer Fliissigkeit (Stofftransport). Zur Beschreibung solcher Vorginge
dienen Funktionen der Form w(z,t) = sin(x) %, Diese geniigen der Differentialgleichung

Byu = . (0.2.6)

Es zeigt sich, dass diese sog. ,, Warmeleitungsgleichung® tatsdchlich die in der Natur auf-
tretenden Diffusionsvorginge beschreibt. Sie ist der Prototyp einer , parabolischen® Dif-
ferentialgleichung. In Fall zweier Ranmdimensionen, u = wiz,y,t), lautet die Wirmelei-
tungsgleichung unter Beriicksichtigung von externen Wirmequellen

Beu = Bou+ Fu = Au+ f. (0.2.7)

iii) Der Grenzzustand fiir £ —+ oo eines Diffusionsprozesses u(r,y,t), z. B. beschrieben
durch die Warmeleitungsgleichung (0.2.7), ist als Lésung der sog. _Poisson”-Gleichung

—Au = —8u— du = f, (0.2.8)

gegeben. Diese ist der Prototyp einer ,elliptischen® Differentialgleichung.

0.3 Beispiele

Die folgenden Beispiele aus verschiedenen Wissenschaftsdisziplinen vermitteln einen Ein-
druck von der Vielfaltigheit der auftretenden Probleme.

1. Erhaltungsgleichungen

Die Grundgleichungen der (klassischen) Kontinuumsmechanik basieren anf dem physi-
kalischen Grundprinzip der  Erhaltung®, d. h.: Zustandsgrifien wie z. B. Massedichte
plz,t), innere Energie bew. Temperatur Tz, ), Impuls p(z, )0(r,t), wsw., werden als
Dichtefunktionen beschrieben, deren Integrale iiber beliebige bewegte ,Kontrollvolumen®
sich beim Fehlen von dufieren Einfliissen nicht verfindern. Fiir die zeitliche Verinderung
der Masse my-(t) eines solchen mit dem Geschwindigkeitsfeld v = (v, 12, v3) bewegten
Volumens V(t) gilt (sog.  Reynoldsches'® Transporttheorem®)

0=dmy(t) =di | plz,t)dr= | {Bp+V-(pv)} dr. (0.3.9)
Vit) ViE)

95iméon Denis Poisson (1781-1840): Franzdsischor Mathematiker und Physiker; Prof. in Paris; Beitrige
zur mathematischen Formulierung der Physik, zum Magnetismus, zur Himmelsmechanik und Wahrschein-
lichkeitsrechnung; einer der Begrunder der Potentialtheorie.

0shorn Reynolds (1842-1912): Englischer Ingenicur und Mathematiker; Prof. in Manchester; Beitrage
zur Theorie des Elektro-Magnetismus und der Stromungslehre, Fundamente der Turbulenzbeschreibung
und der hydrodvnamischen Stabilitst,
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Dia dies fiir beliebige Volumen V(#) gelten soll, ergibt sich fiir stetige Dichtefunktionen
die folgende Erhaltungsgleichung 1. Ordoung (sog. ,Kontinuitdtsgleichung):

Bip + V - (pv) = 0. (0.3.10)

Auf analogem Wege erhiilt man aus dem Erhaltungssatz fiir die Temperatur unter Beriick-
sichtigung von Quelltermen und Warmediffusion in einem ruhenden Medium { @ = 0) die
folgende Erhaltungsgleichung 2. Ordnung (sog. ,, Wirmeleitungsgleichung®):

8T —V-(aVT) =V - q, (0.3.11)

Physikalische Anschauung erfordert, dass Losungen zu diesen Gleichungen bei physikalisch
sinmvollen Anfangs- und Randbedingungen stets positiv sind: p > 0, T = 0. Wir werden
sehen, dass dies tatsfchlich der Fall ist. Die entsprechenden Erhaltungssitze fiir Impuls
und Drehimpuls fiihren unter geeigneten zusétzlichen Annahmen zusammen mit der Kon-
tinuitatsgleichung auf die bekannten  Navier'!-Stokes'2-Gleichungen® fiir inkompressible,
Newtonsche!? Fluide mit konstanter Dichte und Temperatur ( p = konst., T = konst.):

v —vhv+ov-Ve+Vp=f V-v=0 (0.3.12)

Diese werden hier aber nur der Vollstindigkeit halber formuliert und im Laufe dieses
Textes nicht naher betrachtet.

2. Variationsgleichungen

Die Grundgleichungen der (klassischen) Elastizitdtstheorie basieren anf dem physikali-
schen Prinzip der ,Energieminimierung”, d. h.: Der von einem elastischen Korper unter
statischer duflerer Belastung eingenommene Zustand ist so betimmt, dass er die potentielle
Gesamtenergie des Systems minimiert. Zur Beschreibung eines elastischen Systems wer-
den in der linearen Theorie die folgenden Grifien verwendet: der Verschiebungsvektor u
der Verzerrungstensor £(u) 1= %{?u+?u7} , der flichenorientierte (symmetrische) Span-
nungstensor o und die Volumenkraft f. Die Spanmungen o sind die Reaktionskrifte des
Kérpers auf von aufien erzwungene Verzerrungen =(u) und werden idealisierend in einer
linearen Beziehung angenommen, dem sog. (elastischen) ,Materialgesetz”, o = As(u),
mit dem symmetrischen und positiv definiten Elastizitdtstensor A. Die potentielle Ge-
samtenergie des belasteten, elastischen Kérpers schreibt sich dann in der Form:

"'Clande (Louise Marie Henri) Navier (1785-): Franzdsischer Bauingenieur und Mathematiker; Prof.
an der Eecole Polytechnique in Paris; Beitriige zum Briickenban (erste Theorie der Hangebriicke), Elasti-
gitdtstheorie und Strimungsmechanik.

138ir Georg Gabriel Stokes (1819-1903): Englischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Cambridge;
Beitrige zur Differential- und Integralrechnung, zur Hydrodynamik und zur Theorie des Lichts, Spek-
tralanalyse und Fluoreszens.

13zane Newton (1643-1727): Englischer Physiker und Mathematiker; Profossor an der Universitat
Cambridge; entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik und der Differentialrechnung.
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E{u}=%La:g{ujﬁ—qudz=%LAf{u}:E{u}dz—qudz_ (0.3.13)

Die sich unter der duferen Belastung einstellende Verschiebung in einen neusn Gleich-
gewichtszustand w, verleiht dann E{-) einen minimalen Wert unter allen zuldssigen
Verschiebungen, d. h. solchen mit denselben Randwerten. Fiir einen solchen optimalen
Zustand w, gilt dann notwendig

d
EE{H‘ + E*'P}IE=U =0,

fiir beliebige  zuldssige” Variationen . Auswertung dieser Beziehung liefert die sog.
» Variationsgleichung*

(As(u),e(@))a = (fivln V ,zuldssigen” . (0.3.14)

Dabei bedeutet  zuldssig” fiir eine Testfunktion ¢, dass sie hinreichend glatt ist und
entlang des Randes 0 verschwindet. Nimmt man an, dass das Minimum u hinreichend
glatt ist, so folgt durch partielle Integration

(V- As(u) + f@la =0V ,zuliissigen® o,

und hierans das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung (in kompakter sowie ausfiihrli-
cher Schreibweise)

d d

—V-As(u)=f & =3 Y BAgusu(u) = (=1,...d). (0.3.15)

i=1 k,l=1

Der wohl einfachste {mehrdimensionale) Spezialfall eines elastisch deformierten Korpers
ist die ,eingespannte Membran® in einem (beschrinkten) Gebiet @ ¢ R? (Trommelfell).
Hier wird eine Belastung nur in vertikaler Richtung zugelassen f = (0,0, f) und entspre-
chend auch nur die Auslenkung in vertikaler Richtung o« = (0,0, u) beriicksichtigt. Der
Elastizitdtstensor ist diagonal und wird hier der Einfachheit halber zu 4 = al gesetzt.
Diann nimmt das obige Funktional der potentiellen Gesamtenergie die Form an

E(u) = 3al[Vull§ — (f, u)a, (0.3.16)
und die zugehdrige Differentialgleichung (,,Poisson-Gleichung®) lautet
—atu=f, infdL (0.3.17)
Da die Membran am Rand eingespannt sein soll, muss weiter wasn = 0 sein.

In einer elastischen Membran wirken als Gegenkréifte zur Belastung reine Federkrifte
(iIn vertikaler Richtung) und keine Biegemomente. Dies ist begriindet durch die Ver-
nachlissipung der Dicke der Membran. Flache Korper mit (konstanter) positiver, aber
geringer Dicke werden als | Platten® bezeichnet. Im Rahmen der linearen  Kirchhoffschen
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Plattentheorie® werden zwar Biegemomente beriicksichtigt, aber nur vertikale Verschie-
bungen zugelassen (, Kirchhoff-Hypothese*). Im Fall kleiner Verschiebungen (gegeniiber
der Plattendicke) erhilt dann die potentielle Gesamtenergie die Form

E(u) = 3D||Aulfg + (1 — o) D {(Bfu, Hu)a — |8:8uld} — (f, u)a,

mit Materialparametern o € (0,1), I = 0. Die zulissigen Funktionen miissen in diesem
Fall quadratintegrable zweite Ableitungen besitzen. Durch den Variationsansatz wie oben
erhalt man als notwendige (und hinreichende) Bedingung fiir ein Energieminimum die
sog. ,Plattengleichung*

DA = f. (0.3.18)

Aus naheliegenden Griinden wird der Operator 4. Ordnung A? auch | biharmonischer
Operator® genannt. Ist die Platte am Gebietsrand | eingespannt®, so miissen die Randbe-
dingungen wgy =0, Jaugn = 0 erfilllt sein. Wir merken an, dass ein identisches Modell
bei der Beschreibung viskoser, inkompressibler Strimungen in zwei Raumdimensionen als
Gleichung fiir die sog. , Stromfunktion® ¢ auftritt; das Geschwindigkeitsfeld ergibt sich
dabei durch Rotationsbildung u := (8¢, —8,x)" .

3. Schwingungsgleichungen

Wenn der elastische Korper unter Belastung zeitliche Schwingungen ausfiihren kann, so
wird die zugehfrige Auslenkung eine Funktion des Orts und der Zeit, w(z,t), und geniigt
im Rahmen der linearen Theorie der sog. , elastische Schwingungsgleichung*

Fu— V- As(u) = f. (0.3.19)
Die Gleichung fiir die frei schwingende Membran ist die klassische ,, Wellengleichung*
#u = aAu. (0.3.20)

Diiese beschreibt allgemein die Ausbreitung von Wellen in schwingfihigen Medien (z. B.
Schallwelle in einem Gas, Auslenkung einer elastischen Membran oder die Amplitude eines
elektrischen Feldes). Sie wird iiblicherweise zusammen mit ,Randbedingungen® wjan =0
sowie , Anfangsbedingungen® wy_g = u%, Gpup_g = u' betrachtet.

0.4 Numerische Methoden

Aus den oben skizzierten Wegen zur Herleitung von partiellen Differentialgleichungen
gewinnt man unmittelbar Ansitze zu deren Diskretisierung.
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1. Differenzenverfahren

Ersetzt man die Ableitungen in den Differentialgleichungen (0.2.5), (0.2.6), (0.2.7) und
(0.2.8) durch geeignete Differenzenquotienten beziiglich eines reguliren Punktegitters, ge-
winnt man lineare Gleichungen fiir die zugehdrigen , diskreten® Funktionswerte. Dies ist
eine sog. ,,Differenzenapproximation” der Differentialgleichung. Die Eigenschaften solcher
Differenzengleichungen, d. h. ihre Lisbarkeit und A pproximationsgiite, werden weiter un-
ten eingehend behandelt.

2. Finite-Volumen-Verfahren

Diie lokale Erhaltungseigenschaft (0.3.9) fiihrt dadurch auf ein numerisches Verfahren, dass
man fiir die Lésung einen bzgl. einer endlichen Zerlegung des Gebiets  in Teilvolumina
(2. B. Dreiecke oder Vierecke) stiickweise konstanten Ansatz macht und die Giiltigkeit der
Erhaltungseigenschaften dafiir auf jedem der sog. ,, Kontrollvolumen, fordert. Dies fiihrt
auf ein algebraisches Gleichungssystem fiir die zugehrigen Zellmittelwerte. Dieser Dis-
kretisierungsansatz wird , Finite-Volumen-Methode® genannt. Derartige Methoden finden
hauptsiichlich im Bereich der numerischen Strémungsmechanik Anwendung. Wegen ih-
rer eingeschrinkten Anwendbarkeit und schwierigen Analysierbarkeit werden wir uns mit
dieser Methodenklasse in dieser Vorlesung nicht weiter befassen.

3. Variationsmethoden (,,Methode der finiten Elemente*)

Die Variationsgleichung (0.3.14) fiihrt durch Einschrinkung auf einen endlich dimensio-
nalen Teilraum V, des Lisungsraums des kontinuierlichen Variationsproblems auf eine
diskrete Variationsaufgabe

(As(up), e(en))a = (fienla ¥ ,zuldssigen® o, € V. (0.4.21)

Diies ist Aquivalent zu einem linearen (quadratischen) Gleichungssystem fiir die Entwick-
lungskoeffizienten der diskreten Lisung wuy; bzgl. einer geeignet gewihlten Basis des An-
satzranmes Vy . Sind die Funktionen in Vy stiickweise polynomial bzgl. einer Zerlegung
des Gebiets 1 z. B. in Dreiecke oder Vierecke gewihlt, liegt eine sog. , Finite-Elemente-
Methode® vor. Diese Methoden werden unten sehr ausfiibrlich behandelt.



1 Theorie partieller Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wird eine Einfiithrung in die Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen pegeben, soweit sie fiir deren numerische Behandlung relevant ist. Wir betrachten
zunichst lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form

d d
Lu = — Z a;0:0;u + Zﬂjajﬂ +au=f, (1.0.1)

ij=1 =1

mit gegebenen Koeffizientenfunktionen ag;, a;, a und rechter Seite f. Wenn diese Funk-
tionen nicht zusitzlich von der unbekannten Lédsung w abhfingen, nennt man die Gleich-
Fung , linear*. Wegen der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ableitungen kann o.B.d. A.
a;; = a;; angenommen werden. Fiir allgemeine nichtlineare Gleichungen

F(z,u,Vu,Vu) =0 (1.0.2)

gibt es keine einheitliche Lisungstheorie. Wir beschrinken uns im Folgenden daher im
‘Wesentlichen auf lineare Probleme.

Differentialgleichungen werden in der Regel auf (beschrinkten oder halbbeschrinkten)
Gebieten 2 ¢ R? betrachtet. Dazu kommen dann noch Bedingungen entlang des Randes
80 Die geeignete Wahl dieser ,, Randbedingungen® ist eine sehr delikate Sache und erfor-
dert eingehende Beriicksichtigung der speziellen Figenschaften des Differentialoperators.
Diesen wird der nichste Abschnitt gewidmet sein.

Damit eine Differentialgleichung mit den zugehirigen Randbedingungen ein sinnvol-
les Modell eines realen physikalischen Vorgangs ist, sind eine Reihe von Forderungen zu
stellen:

i) Eristenz von Losungen in einem moglicherweise verallgemeinerten Sinne; unter einer
»klassischen” Lisung versteht man eine solche, fiir die alle anftretenden Ableitungen im
Gebietsinnern im strengen Sinne definiert sind und die bis an den Rand stetig ist, d. h.
u € C(Q) N C(Q).

ii) Findeutigkeit der Losungen moglicherweise unter Hinzunahme von weiteren physika-
lisch motivierten Bedingungen.

iii) Stetige Abhdngigkeit von den Daten wegen der meist inexakten Verfiigharkeit von
Koeffizienten und Randdaten in den physikalischen Modellen; Liisungen sollten sich unter
kleinen Datenstérungen auch nur wenig &ndern.

Eine Aufgabe, welche diesen Minimalforderungen gentigt, nennt man  wohl-gestellt* (im
Sinne von Hadamard!).

Bei Anfangs- oder Randwertaufgaben gewdhnlicher Differentialgleichungen war die

Jaeque Salomon Hadamard (1865-1963): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Bordeaux und Paris;
viele wichtige Beitrige zur komplexen Analysis und speziellen Funktionen, zur analytische Zahlentheorie,
gur Variationsrechnung und #zu den Differentialgleichungen der mathematischen Physik.

9
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Regularitit der Lisung kein besonderes Thema, da sich die Regularitit der Daten direkt
auf die entsprechende der Losung iibertriagt. Bei partiellen Differentialgleichungen ist dies
nicht immer der Fall und bedarf fiir verschiedene Typen von Differentialgleichungen ge-
sonderter Untersuchung.

1.1 Typeneinteilung

Partielle Differentialgleichungen lassen sich in drei Haupttypen einteilen: die ,ellipti-
schen®, die ,parabolischen® und die ,hyperbolischen® Gleichungen. Wir werden das die-
ser Unterteilung zugrunde liegende Prinzip anhand einer leicht iiberschaubaren Situation
erldutern. Dies sind die linearen, skalaren Gleichungen 2. Ordmung in zwei Variablen:

Lu = ﬂnﬂEu + 2ay28.0,u + aggﬂiu +a1fu + asfyu + au = f

mit konstanten Koeffizienten ag;. Dabei sollen nicht alle drei Koeffizienten aii, a9, am
der Ableitungen zweiter Ordnung gleichzeitig Null sein. Diese Gleichung wird auf einem
Gebiet @ ¢ R? betrachtet.

Ausgangspunkt ist ein direkter Losungsansatz, wie er auch bei gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen angewendet werden kann. Fiir die Anfangswertanfgabe
u(t) = f(Eut), £20, u(0)=1u"
erhdlt man aus der Vorgabe u(0) — u” durch sukzessives Differenzieren von f(¢,x)
Formeln fiir alle Ableitungen von w:
i-1

d"
Wiy =
u { } di—1

f{n:“u} = .f(i_l}{u: “u}'.- i=123,...

Wenn die Ableitungen f%-! nicht zu schnell wachsen (fiir f(¢,z) = sin(z) sind sie z. B.
gleichméafBig beschrankt), konvergiert die Taylor®-Reihe

u(t) =u®+3° ;,f'i"—”m, u’)
i=1

fiir alle ¢ > 0 absolut und stellt die (eindeutige) Losung der Anfangswertaufgabe dar.

Wir versuchen, diese Konstruktion auf partielle Differentialgleichungen zu iibertragen.
Dazu sei I' ein Jordan®-Kurvenstiick in € mit beliebig oft differenzierbarer Parametrisie-
rung ' = {(z(7),y(7)), = € [0,1]}. Entlang I" seien fiir die Losung u(z,y) der Differen-
tialgleichung die Funktionswerte u sowie ihre Ableitungen 4, u in Normalenrichtung n

?Brook Taylor (1685-1731): Englischer Mathematiker und Schuler Newtons; die nach ihm benannte
Reihenentwicklung war im Kern bereits Gregory, Newton, Leibniz und Johann Bernoulli bekannt.

3Marie Ennemond Camille Jordan (1838-): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Paris; Beitrage zur
Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.
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zu I' vorgegeben. Dies entspricht der Tatsache, dass wir es mit einer Differentialgleichung
2. Ordnung zu tun haben. Mit « und 8,u ist der ganze Gradient Vu = {ﬂxu,ﬁyu]T ent-
lang I' bekannt. Wir wollen versuchen, aus diesen Vorgaben alle weiteren Ableitungen
von u entlang I' zu bestimmen, um damit wieder einen Taylor-Heihenansatz fiir w in
einer Umgebung von ' zu machen. Zu diesem Zweck fiihren wir die Abkiirzungen ein:

pi=0u, qi=du, 1= Fu, s:= edyu, t:= ﬂgu.

¥

X

Abbildung 1.1: Konfiguration der allgemeinen partiellen Differentialgleichung

Differentiation von p und g entlang I', d. h. bzgl. des Parameters +, ergibt

thp = deplez + Bypd,y = r8 .z + sy,
Orq = deqlez + Oyqlry = stz + t0-y.

mit den bekannten tangentialen Ableitungen 4 r und & y entlang I'. Zusammen mit der
Differentialgleichung Lu = f ergibt dies ein 3 x 3-Gleichungssystem fiir die drei gesuchten

Ableitungen r, s, ¢
ay T + 2agas + amt = f — ayp — asqg — au
d-rr + d.ys =d.p
d-rs + Ayt = 3.q

mit entlang ' bekannter rechter Seite. Die Determinante der Koeffizientenmatrix B
erhalt man durch Entwicklung nach der ersten Zeile zu

det B = ay18,y° — 20128, 8,y + and. "

Wir unterscheiden jetzt zwel Fille.

i) Fall det B + 0 entlang ganz [

In diesem Fall sind alle zweiten Ableitungen r,=,# von u durch Vorgabe von wu, d,u
entlang I (eindeutig) bestimmbar. Durch weitere Differentiation des Gleichungssystems
nach r und y erhilt man wieder ein System fiir die dritten Ableitungen 3.r, d.s, 8¢
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sowie d,r, dys,d,¢ jeweils mit derselben Koeffizientenmatrix. Durch weiteres Differenzie-
ren lassen sich so alle hoheren Ableitungen von w entlang ' bestimmen. Durch den

Reihenansatz ( o )
B T —xp)ly —wol ..
u(z,y) = H;n Gtg) & d4ulzo, yo)

bzgl. eines Punktes (zg,yp) € I' erhilt man dann in einer Umgebung der Kurve I' eine
Losung der Differentialgleichung, die auf I' die vorgegebenen Werte annimmt. Diese nennt
man Lésung der ,,Canchyschen! Anfangswertaufgabe® der Differentialgleichung bzgl. der
pAnfangskurve® I

ii) Fall det B =0 in einem Punkt (rg,w) <[
Die quadratische Gleichung

anﬂ',.yﬂ — a8 xd y + amd. > =0

bestimmt gewisse Richtungen 8.y /8. r = dy/dr bew. d.x/0.y = dr/dy von Kurven (mit
Graph y = y(r) oder = = =(y)) durch den Punkt (zgp,yy). Zu deren Bestimmung sei
etwa angenommen, dass ayp # 0 und &.x # 0. Dann besitzt die Gleichung

dyy?  2ays pdy o9
() e (&) "o -
die Lilsungen p .

5] _ 2 a

(E)H— = o + a; V 4i2 — anaz.

Diese entsprechen Steipungen von Kurven durch den Punkt (xg,w) € I', entlang welcher
die héheren Ableitungen von u sich nicht aus den Vorgaben entlang I' bestimmen lassen.
Entlang dieser kritischen, auch _charakteristisch® genannten Kurven (sog.  Charakteri-
stiken“ des Differentialoperators [) ldsst sich also die Lésung der Differentialgleichung
nicht aus den obigen Vorgaben konstruieren. Entlang solcher Kurven kiinnen Unstetighei-
ten in der Lésung oder ihres Gradienten anftreten. Es ist also sehr wichtig, die Existenz
von Charakteristiken und deren Gestalt fiir den zu betrachtenden Differentialoperator
vor Ansatz eines numerischen Verfahrens genan zu bestimmen. Offensichtlich hiangt die
Existenz von Charakteristiken allein von den Koeffizienten der hichsten Ableitungen des
Operators L, d. h. seinem sog. | Hauptteil* ay;82u +2a420. . O,u+ amﬁﬁu, ab. Diesem wird
die quadratische Form

glz,y) == apt® + 2a1aTy + any”

zugeordnet. Die Gleichung g(x,y) = 0 beschreibt Kegelschnitte in der (z, y)-Ebene:
<0: Ellipse,

aly —agjam{ =0: Parabel,
=0: Hyperbel

4 pugustin Louis Canchy (1789-1857): Ingenieur, Physiker und bedentendster franztsischer Mathema-
tiker seiner Zeit; wirkte an der Ecole Polytechnigue und der Sorbonne in Paris; gilt als Begrunder der
modernen Analvsis und der Funktionentheorie.
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WVon dieser rein formalen Charakterisierung stammen die obigen Bezeichnungen fiir die
drei Typen von partiellen Differentialgleichungen. Die Klassifikation eines Differentialope-
rators als ,elliptisch®, , parabolisch® oder ,hyperbolisch® wird fiir jeden einzelnen Punkt
(zo,yo) separat vorgenommen. Im Falle variabler Koeffizienten a;; = ay(z,y) oder im
nichtlinearen Fall a;;(u(z,y)) kann der Typ einer Gleichung also im Ldsungsgebiet wech-
seln. Wir werden im Folgenden nur Gleichungen eines einheitlichen Typs betrachten; in
vielen Anwendungen spielt aber gerade der Typwechsel eine wichtige Rolle.

Als Nichstes wollen wir die prototypischen Vertreter von (linearen) elliptischen, para-
bolischen und hyperbolischen Differentialgleichungen ableiten. Dies wird uns erneut auf
die obige Typenunterteilung fiihren. Dazu schreiben wir den Hauptteil Ly des Differen-
tialoperators in Matrix-Vektor-Form:

T

Lo — and? + 21,0, +amﬁg B i ayy 449 a, _vT Ay
ay a3 i,

¥
Die symmetrische Matrix A besitzt zwel reelle Eigenwerte A, u und ein zugehiriges
Orthonormalsystem von Eigenvektoren {£,n}. Mit der Spaltenmatrix Q = [£,n| gilt

QQ" =1, Q"AQ =D =diag(\ p).

Damit konnen wir schreiben:

Ly=V'QDQ'V = (Q"V)"'D(Q"V)
_ ’Elaz + 'Eﬂal.l' ! A D ilaz + gﬂay
m: + mby, 0 pf \md: +md,

Lo = AM(&18; + £8,)° + p(m8: +md,)",
oder mit den Richtungsableitungen & =£-V und 8, =n-V:

Ly = A + pbh.
Die Eigenwerte erhalt man als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

bzw.

det(A — zI) = (a1 — z)(a — z) — aly = 2° — (@11 + am)z + ay1a93 — ajs
=(z=A)z—p) =22 —(A+p)z+ An

Durch Koeffizientenvergleich findet man (,, Vietascher® Wurzelsatz).

A+ p = ay + am, Ap = ajjam — ajs.

%Francois Viete, lat. Franciscus Vieta (1540-1603): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten tther alge-
braische Gleichungen und spharische Trigonometrie; gab trigonometrische Tafeln heraus und fohrte die
systematische Buchstabenrechnung ein.
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a) ,Elliptischer* Fall ﬂ?ﬂ —aygpax < 0

Beide Eigenwerte A, p sind ungleich Null und haben dasselbe Vorzeichen. Die Losungen
der charakteristischen Gleichung sind nicht reell, d. h.: Es existieren keine charakteristi-
schen Kurven durch den Punkt (zg, yn). In diesem Fall ist der Konstruktionsprozess fiir die
hoheren Ableitungen von = durchfiihrbar. Die Normalform eines elliptischen Operators
L ist im Fall A=p=1:

Lu= f-’f“ + ﬁ'ﬁu + (€, m,u, a-t‘u'.- aﬂ“}

Der ,Hauptteil® dieses Operators ist also gerade der ,Laplace-Operator® A, der sich
somit als prototypischer Vertreter elliptischer Differentialoperatoren 2. Ordnung erweist.
Wir werden uns daher im Folgenden hauptsichlich mit der zugehérigen Poisson-Gleichung
beschiftigen:

B2u+ Fu = f. (1.1.3)

b) ,,Parabolischer® Fall: a}, — ajjas =0

Einer der Eigenwerte ist Null; der zweite ist dann notwendig ungleich Null. Es existiert ge-
nau eine charakteristische Richtung im Punkt (xg, yp) mit der Steipung dy/dr = aja/aq; .
Diie Normalform eines parabolischen Operators L ist im Fall A=1, p=0:

Lu = ﬁgu + (€, m,u, Ogu, 3 u).

Der Hauptteil dieses Operators ist im linearen Fall gerade der sog. , Warmeleitungsope-
rator®, der prototypische Vertreter parabolischer Differentialoperatoren 2. Ordnung. Wir
werden uns daher im Folgenden mit der zugehdrigen Warmeleitungsgleichung beschifti-
gEen:

Ayu — Pu = f. (1.1.4)

c) »Hyperbolischer* Fall: af; — ajjas. >0

Beide Eigenwerte sind ungleich Null, haben aber verschiedene Vorzeichen. Es existieren
zwei charakteristische Richtungen im Punkt (zp,yp) mit den Steigungen (dy/dz)y =
apafay + aﬁl\.-"aﬂm — aq1ags . Die Normalform eines hyperbolischen Differentialoperators
ListimFall A=1, p=—1:

Lu = &u— F2u+ (€, n, u, Geu, Fyu).

Dier Hauptteil dieses Operators ist der sog.  'Wellenoperator®, der prototypische Vertreter
hyperbolischer Differentialoperatoren 2. Ordoung. Wir werden uns daher im Folgenden
mit der zugehdrigen Wellengleichung beschiftizen:

72u — 52u — f. (1.1.5)

Wir haben pesehen, dass die | Cauchysche Anfangswertaufgabe® durch Reihenansatz
ldsbar ist, wenn die  Anfangskurve® [ nirgends mit einer Charakteristik des Differential-
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operators rusammenfillt. Andernfalls kann die Situation eintreten, dass zu beiden Seiten
der Kurve I" eine Losung existiert, diese aber nicht anf I' stetig-differenzierbar fortsetzbar
ist. Im Folgenden werden wir die fiir die drei Gleichungstypen geeigneten Randbedingun-
gen diskutieren und dabei ganz unterschiedliche Ergebnisse erhalten.

1.2 Elliptische Probleme

Wir haben gesehen, dass fiir (im ganzen Lisungsgebiet () elliptische Differentialoperato-
ren die |, Cauchysche Anfangswertaufgabe® fiir jede (analytische) | Anfangskurve* I' C 0
lgsbar ist. Die Verallgemeinerung dieser Aussage fiir nichtlineare Differentialoperatoren
der Art

L(u) = #u— F(z,y,u, ﬂxu,a.yu,ﬁ';u} (1.2.6)

ist der beriihmte Satz von Cauchy-Kovalevskaya® Dieser sehr allgemeine Existenzsatz fiir
elliptische Differentialgleichungen ist aber fiir die Praxis nur von geringer Bedeutung. Die
iiber einen lokalen Reihenansatz konstruierte Losung » hingt ndmlich i. Allg. nicht stetig
von den vorgegebenen Anfangswerten entlang ' ab. Dies ist aber eine unverzichtbare
Bedingung an ein physikalisch sinnvolles Modell.

Beispiel 1.1: In der Halbebene Q = {(z,y) € R? : = > 0} seien entlang der Randkurve
I' = {(0,y) € R?} die Randwerte u(0,y) = ud(y) = 0, J;u(0,y) = ul(y) = O gegeben.
Die zugehorige Losung der Poisson-Gleichung Aw = 0 ist uw = 0. Mit £ = 0 seien die
Randdaten nun gestirt zu u2(y) =0, wul(y) = =sin(y/s), wobei lim.gul(y) = 0. Die
zugehirige gestirte Lisung der Poisson-Gleichung (nachrechnen!)

(e —e™),

ue(x,y) = £ sin(y/e) sinh(z/e), sinh(z) = 3

konvergiert aber fiir = — 0 nicht gegen Null. Es zeigt sich, dass in diesem Fall entlang
der Anfangskurve I' nicht gleichzeitiz Werte fiir u wund 3,u vorgegeben werden diirfen,
wenn man an physikalisch sinnvollen Lasungen interessiert ist.

Wir haben gesehen, dass man bei der Wahl von Randbedingungen fiir elliptische Ope-
ratoren vorsichtig sein muss, wenn das resultierende Randwertproblem wohl-gestellt sein
soll. Sei also @ ¢ R? ein beschrinktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand 80. Wir
wollen dabei Rander mit einer glatten Parametrisierung ({mindestens zweimal stetig diffe-
renzierbar) oder ein Polygongebiet (mit endlich vielen Ecken) zulassen. Als prototypischen
Modellfall betrachten wir die , Poisson-Gleichung*

58ofia Vasilyevna Kovalovskaya (1850-1891): Russische Mathematikerin, eine der ersten Franen mit
Universitsitskarriere; 1869 Studium in Heidelberg als , Gasthorerin®, da hier fuir Frauen ein offiziclles
Universititsstudium noch nicht moglich war; ab 1871 Studinm in Berlin bei Weierstrass und danach in
Gottingen; eine ihrer ersten Veroffentlichungen enthalt den nach ihr benannten ,Existenzsatz®; ab 1884
Stelle als Privatdozentin in Stockholm; leistete Beitrige sur Analysis und zur Theorie von Differential-
gleichungen der Physik.
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—Au—=f auf Q. (1.2.7)

Es gibt drei Typen von Randbedingungen und zugehorige Randwertaufgaben (,, BWAR*):
a) Dirichletsche’ Randbedingungen (1. RWA®): u— g anf 80Q.

b) Neumannsche® Randbedingungen (,2. RWA®):  8,u— g auf 80.

¢) Robinsche® Randbedingungen {,3. RWA®):  8,u+ ou— g anf 0.

Die Randfunktionen g werden i. Allg. als glatt und o > 0 angenommen. Alle diese KWAnD
sind, wie wir zum Teil zeigen werden, unter geeigneten Zusatzbedingungen an die Daten
wohl gestellt.

Q

Abbildung 1.2: Konfiguration der elliptischen Randwertaufgabe

1.2.1 Existenz von Lisungen

Die Frage nach der Existenz von Lisungen der 1. EWA ist wesentlich schwieriger als bei
den RWAnR gewdhnlicher Differentialgleichungen. Als Vorbereitung fiir analoge Argumente
im Zusammenhang mit den Diskretrisierungsverfahren wollen wir zwei vollig unterschied-
liche Zu- gange zu dieser Frage diskutieren, den , klassischen®, potentialtheoretischen und
den ,modernen®, funktionalanalytischen. Der Einfachheit halber wird nur der Fall , ho-
mogener® Dirichlet-Randbedingungen wjan = 0 betrachtet.

1) Potentialtheoretische Methode:

Zundchst ist der Begriff einer | klassischen* Lasung fiir die Dirichletschen Randbedingung
zu prézisieren. Wir verstehen darunter eine Funktion u» € C%(02)nC(01), welche im Innern
von {1 der Differentialgleichung und entlang des Randes 80} der Randbedingung geniigt.

Tlohann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): Geb. in Diren (damals bei Frankreich; wirkte
in Berlin und Gaottingen (Nachfolger von Gauss ); wichtige Beitrige zur Zahlentheorie, Analysis und
Differentialgleichungen (yDirichletsches Prinzip®).

8Carl Gottfried Neumann (1832-1925): Deutscher Mathematiker; seit 1858 Privatdozent und seit 1863
apl. Prof. in Halle; nach Professuren in Basel und Tiibingen ab 1868 in Leipzig; lieferte Beitrige sur
Theorie der {partiellen) Differential- und Integralgleichungen, insbesondere zum Dirichlet-Problem. Die
Neumann-Randbedingungen® sowie die ,Neumann-Reihe® sind nach ihm benannt; grundete zusammen
mit Alfred Clebsch die Zeitschrift Mathematizche Annalen.

MWietor Gustave Robin (1855-1807): Franzosischer Mathematiker; lehrte an der Sorbonne in Paris;
Beitrige zur Potentialtheorie und Thermodynamik; hat die nach ihm benannte 3. Randbedingung an-
scheinend selbst gar nicht benutzt.
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Ferner soll (aus physikalischen Griinden) ihr Gradient (moglicherweise im uneigentlichen
Riemannschen'® Sinne) quadratintegrabel sein: [Vu| € L2(02). Zur Konstruktion solcher
klassischer Losungen postulieren wir zunichst die Existenz einer Funktion &z, y) auf
0xQ,

GeC*({ax M\ {z=yPnCHRxQ}\{z=y}),
mit den Eigenschaften

~AG(y) =0 in Q\{y}, G(,y)=0 auf 80\ {y}, (1.2.8)

fiir beliebiges festes y € Q. Fiir = — y habe G(z,y) eine dimensionsabhingige Singu-
laritét, die so beschaffen ist, dass sich —A_G(-,y) wie die Distribution &(-,y) verhélt,
d. h.: Fiir v € C(Q) gilt mit den Kugelumgebungen B, = Be(z) == {y € 0 : |y—z| < =},
=0

zel: lim —A Gz, y) vly) dy = v(x), (1.2.9)
£+ 0 B
zedl: lm oGz, y) viy) dy = v(z). (1.2.10)
£+ LY B

Eine solches G(r,y) wird ,Greensche Funktion (1. Art)* genannt. Wir machen damit
den Ldsungsansatz

ulx) ;= Gl d g Gz do .
(z) j; (,9)f(v) y+j;m Gz, y)g(y) do,

Die formulierten Eigenschaften der Greenschen Funktion erlauben es, zu zeigen, dass
dieser Ansatz tatsichlich eine klassische Lasung der 1. BWA liefert. Diese Rechnung ist
aufwendig und kann z. B. im Buch von Hellwig [5] nachgelesen werden.

Die Konstruktion einer Greenschen Funktion fiir allgemeine Gebiete im B ist schwer.
Im Fall 4 = 1 ist aber eine explizite Konstruktion mdglich und fiir 4 = 2 folgt ihre
Existenz mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes ans der Theorie komplexer Funk-
tionen (siehe Hellwig [5]). Auch fiir sehr spezielle Konfigurationen, wie z. B. Halbebenen
oder Kreise, 1dsst sich hier die Greensche Funktion explizit angeben.

Beispiele: (i) Fall R': In einer Dimension lautet die 1. RWA des Laplace-Operators auf
dem Gebiet @ = (0,1) mit homogenen Randdaten

—u'(z) = flz), =€ (0,1), u(0)=ul)=0
Wir suchen eine Losung G(r,y) der RWA

—Gi(z.y) =d(x—y), z€(0,1), G(0,y)=GC(l,y)=0, ye(0,1)\{z}

WBernhard Riemann (1826-1866): Deutscher Mathematiker; Prof. in Gottingen als Nachfolger Di-
richlets; Mithegrunder der Funktionentheorie und der modernen Geometrie; einer der bedeutendsten
Mathematiker seiner Zeit, von grofiem Einfluss auch auf die theoretische Physik.
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Deren erste Ableitung muss fiir © = y einen Sprung der Hohe 1 aufweisen. Zweimalige
Integration ergibt

cg, D<z<y
Gua) {3 SZY
a—-1, y<r<l,
und o cir+eca, O0<z<y,
(x,9) = ey — 1z +ey, y<r<L

Die Stetighkeit von G(z,y) bel = =y bedingt cjy+ o =(c1—ljy+ e bew. ;s =ty

und folglich
cir+eo, O0<zr<y,

P _
() {{c1—1}1+c\2+y, y=r=l

Die Randbedingungen G(0,y) = G(l,y) =0 erfordern cs =0 und ¢y — 14+ o +y=10
und folglich o =0 sowie ¢y = 1 — y. Die Greensche Funktion lautet also

(1-y)zr, 0<x<y,

Glzy) = {yu 1), y<zr<l

Nach Konstruktion hat die Greensche Funktion die Symmetriecigenschaft Giz,y) =
G(y,z) und fir = # y gilt G (r,y) = G (y,x) sowie G[(r,y) = Gjly,z) = 0. Fir
eine Funktion v € C§7(0,1) (Raum der , Testfunktionen®) gilt dann im Distributions-
sinmn:

IG'" d IG" d
- ﬁ "(z,y)o(y) dy = — l | "(y, z)oly) dy
= L Gly, 2)v"(y) dy

1
A Glz,y)v"(y) dy
1
=L G, (z,y)v'(y) dy — G(0, y)v'(0) + G(1,y)'(1)

v 1
=c1j’ v'(z)dr + (e1 — l}f v'(x) dr
0 ¥
= c1(v(y) — v(0)) + (e — 1)(w(1) — v(y))
= v(y),
d. h.: Die Funktion &(x,y) hat die Eigenschaften einer Greenschen Funktion.
(ii) Fall B2 Auf dem Kreis 2 := {z € R?: |z| < R} ist durch

6(z,9) = - { og(lz — i)+ 1og (2) —og | e —]) ). =20,

]
1
Glz,y) = —5-{ log(lyl) — log(R)}, = =0,

eine Greensche Funktion gegeben.
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Die Existenz Greenscher Funktionen lasst sich fiir sehr allgemeine Gebiete Q1 nach-
weisen, auch fiir die anderen RWAnD. Das Konzept der ,klassischen® Losung ist in vielen
Anwendungsfillen zu restriktiv, z. B. wenn die rechte Seite f nicht regulir genug ist,
um eine C%-Lasung zuzulassen. Die Greensche Funktion selbst ist ein Extremfall in dieser
Hinsicht. Als ndchstes werden wir eine Abschwichung dieser Anforderungen kennemnler-
nen, welche mehr Flexibilitdt bietet und fiir die man vergleichweise leicht die Existenz
von Losungen garantieren kann.

ii) Funktionalanalytische Methode:

Wir haben bereits in der Einleitung diskutiert, dass eine enge Beziehung zwischen der
Poisson-Gleichung und der Minimierung des zugehorigen Energiefunktionals besteht. Dies
kann man zum Nachweis der Existenz von Losungen ausmitzen. Wir betrachten das Funk-
tional

E(v):=1 f Vo2 dz — ffudz
v} ]
auf dem Vektorraum V, der  zuldssigen® Funktionen:
r={v: Q=2 R:ve Q) NC), vea =0, [Vu| € L} (D)}
Dieser Raum wird mit der natiirlichen sog. ., Energie-Norm*
lvlle == IVella, veVa,

versehen. Dass dies wirklich eine Norm ist, folgt aus den entsprechenden Eigenschaften
der L2-Norm || -|| = || - |l . Aus der Poinearéschen Ungleichung

lvlla < dal|Volle, ve Va,

mit dy = diam() folgt weiter, dass diese Norm stérker ist als die L>-Norm. In kompakter
Schreibweise ist E(v) = 1|IVvl* — (f,v). Wir verwenden jetzt eine Argumentation aus
der Variationsrechnung, die dort als die ,direkte Methode® bekannt ist.

i) Wir zeigen zundchst, dass E(-) nach unten beschriinkt ist. Fiir v € V; folgt mit Hilfe
der Hiélderschen und der Poincaréschen Ungleichung

E(v) = 3IIVoll? = £l lle]l = 31IVo)® — dall Il [V2]l-
Anwendung der Ungleichung ab < la® + 15 liefert weiter
dallfI| IVl < 3IVeI? + 3dall fII°,

und folglich :
E(v) 2 —3dg||f* > —00, ve€ V.

ii) Sei nun (u)rew C Vo eine  Minimalfolge® des Funktionals FE(-), d. h.:

E{u) — inf E(v) =1d > —oc.
vl
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Wir wollen zeigen, dass (ug)eey eine Cauchy-Folge bzgl. der Energie-Norm ist. Wichtiges
Hilfsmittel dazu ist die sog. ,Parallelogrammidentitat®

lo —wliE + [l + wlif = 2|lvlE + 2wz,
die man durch direktes Nachrechnen verifiziert. Fiir beliebige Indizes n,m € M gilt folglich

[t — tm |7 = 2l[ttn [ + 2|teml|E — 4113 (1 + 1) |
= 4E(u,) + 4(f, u,) + 4E(u,,) + 4(f, u,) — 8E(§(u, +u,,))
— B(f, 3{tn + um))
— 4E(uy) 4 4E () — 8E(3(tn + 1))

Wegen im {E(u,) + B(u,)} =24, B(3(u,+u,))>d,
n,m—+00
folgt damit lim sup ||u,, — u,,||% < 0,
Mmoo

d. b (ug)nen ist wie behauptet eine Cauchy-Folge.

Die Cauchy-Folge (up)new besitzt i Allg. keinen Limes im normierten (unvollstindi-
gen) Raum Vg, Durch Vervollstindigung von V; erhilt man den sog. ,Sobolew!!-Raum*
Vo = H3(0). Die Elemente von H}(0) sind zunéchst als Aquivalenzklassen von Cauchy-
Folgen (analog wie bei der Konstruktion der reelen Zahlen aus den rationalen) definiert;
sie lassen sich aber wieder als Funktionen interpretieren. Sie sind L*-Funktionen, deren
erste Ableitungen (im Distributionssinne) wieder in L? liegen und die in einem abge-
schwichten Sinn anf 80 verschwinden (siehe die angegebene Literatur zur Theorie parti-
eller Differentialgleichungen). Wir werden unten in Abschnitt 1.3 die Eigenschaften dieser
»30bolew-Riume* genauer diskutieren. Der Limes u € H}(Q) der Folge (u,).en wird als
die ,schwache” oder auch ,variationelle* Lisung der 1. RWA des Laplace-Operators be-
zeichnet. Als Minimalpunkt des Funktionals E{-) geniigt sie, wie wir schon frither gesehen
haben, notwendig der Beziehung

(Vu, Vo) = (f,¢) Vg € Hy(Q). (1.2.11)

Umgekehrt gilt fiir eine Funktion u € H}(Q), welcher dieser Variationsgleichung geniigt,
mit jeder anderen Funktion v € H}(1)

E(v) — E(u) = 3||[Vu|* — (f,v) — §||Vul® + (f,u)
= YIVu|? = (Vu,Vv) — 1|Vau|? + (Vu, Vu)
= Vo] = (Vu, Vo) + L Vu|? = L V(v —u)|? > 0.

USergei Lvovich Sobolew |1008-1989): Russischer Mathematiker; wirkte zunschst in Leningrad (St.
Petersburg) und dann am berthmten Steklov-Institut for Mathematik der Akademie der Wissenschaf-
ten in Moskan; fundamentale Beitriage zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Konzept der
verallgemeinerten (distributionellen) Losung, Sobolew-Raume; beschiftigte sich anch mit numerischen
Methoden, numerische Quadratur.
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Folglich ist u automatisch auch Minimum des Energiefunktionals und somit schwache
Losung.

Wenn die schwache Lisung u reguliirer ist, etwa sogar die Regularitit einer klassischen
Lasung besitzt, so kann partiell integriert werden, und wir finden

(—Au, @) + (Bau, )on = (f, ) Ve € Hy()
bzw. wegen der Randbedingung jan =0
(—Au—f,0) =0 Vyp € Hy(Q).

Hieraus folgt mit den iiblichen Argumenten, dass —Aw = f, d. h.: « ist sogar klassi-
sche Losung der RWA. Umgekehrt erfiillt natiirlich jede klassische Lisung « & ca)n
C(Q), |Vu| € L*(9), die Variationsgleichung

(Vu, Vi) — (f,9) = (—Bu — f,¢) + (Gau,0)on =0 Vi € Hy().

Damit ist der  schwache* Losungsbegriff vertrfiglich mit dem urspriinglichen | klassi-
schen®. Der Nachweis htherer Regularitét der schwachen Losung u € H}(Q) ist allerdings
schwierlg und kann im Rahmen dieser Vorlesung nur andiskutiert werden (siehe wieder
die empfohlene Literatur).

Wir wollen noch kurz diskutieren, wie das obige Argnment verwendet werden kann, um
die Existenz von schwachen Lisungen der 1. RWA auch im Fall inhomogener Randdaten
wan = g zu sichern. Dazu nehmen wir an, dass die Randfunktion g als  Spur® einer auf
ganz () definierten Funktion § € H'(Q)) gegeben ist; g = gan. Dann wire die Funktion
v:=u — g formale Losung der RWA

—Av=f—A§ in Q, veg=0.

Hierfiir garantiert nun die variationelle Methode die Existenz einer (eindeutigen) schwa-
chen Losung v € H}(€2) mit der Eigenschaft

(Vo,V) = (f,9) + (V§, Vi) Vo € H3(D).

Die schwache Lisung der urspriinglichen RWA ergibt sich dann als w:=v + g.

1.2.2 Findeutigkeit von Lisungen

Die Eindeutigkeitsforderung an Lisungen dieser RWAnD ist leicht zu gewdhrleisten. Wir
diskutieren hier wieder nur die 1. RWA. Die entsprechenden Argumente fiir die 2. und die
3. BWA seien als Ubung gestellt.

(i) Besonders einfach ist der Beweis fiir die schwachen Losungen. Seien also u'", u® €
H}(2) zwei schwache Lésungen der 1. RWA, d. h.:

(Vu®, Vo) = (f,¢) Vy € Hy(R).
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Dann gilt fiir die Differenz w = u™ — o'®

(Vu, Vi) =0 Vi e Hi(Q).

Mit ¢ = w folgt |Vw| = 0 und folglich w = konst. bew. w = 0 wegen der Randbe-
dingung.
(ii) Die Eindeutigkeit von klassischen Lasungen folgt unmittelbar aus der gerade bewiese-

nen Eindeutigkeit von schwachen Lésungen, da jede klassische Lésung ja auch schwache
Lisung ist. Eine direktere Argumentation ergibt sich mit Hilfe des , Maximumprinzips®.

Hilfssatz 1.1 (Maximumprinzip): Fir den elliptischen Operafor
Lu = —Au+au

mit a = 0 auf einem Gebiet (2 € B? gilt das sog. ,Mazimumprinzip®, d. h.: Fine Funktion
u € CYQ)NC(Q) mit der Eigenschaft Lu <0 hat in 0 kein positives Mazrimum. Dies
bedeutet, dass entweder w < 0 auf ganz Q ist, oder

MAX u < MAax u. (1.2.12)
i i

Beweis: Wir filhren den Beweis nur fiir den Fall, dass a = 0 auf . Der allgemeine Fall
a = 0 erfordert eine anfwendigere Argumentation (siehe z. B. das Buch von Hellwig [5]).
Ferner sei d = 2. Angenommen, die Funktion u habe im Fall « £ 0 in einem Punkt
z € {1 ein positives Maximum, w(z) = 0. Dann ist notwendig

Vu(z) =0, &u(z) <0, 8lu(z) <0.

Damit folgt 0 > Lu(z) = —Awu(z) + au(z) = au(z), was wegen a > 0 den Widerspruch
u(z) <0 erzwingt. Q.ED.

Das Maximumprinzip fiir elliptische Operatoren 2. Ordnung ist die natiirliche Verall-
gemeinerung der Tatsache, dass in einer Raumdimension aus w"(z) = 0 die Konvexitit
von u folgt.

u(x)

Q) X

Abbildung 1.3: Maximumprinzip in einer Dimension
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Aussagen vom Typ des obigen Maximumprinzips lassen sich fiir sehr allgemeine (auch
nichtlineare) elliptische Operatoren 2. Ordoung herleiten. Wir betonen, dass das Maxi-
mumprinzip i. Allg. fiir elliptische Operatoren hoherer Ordnung (2. B. den , biharmoni-
schen Operator® A%u) und fiir elliptische Systeme (z. B. die Gleichungen der linearen
Elastizitatstheorie) nicht mehr gilt.

Als erste, einfache Anwendung des Maximumprinzips erhalten wir einen alternativen
Beweis fiir die Eindeutigkeit (klassischer) Lésungen der 1. RWA des Laplace-Operators.
Sind u'?, u'? zwei Losungen, so gilt fiir die Differenz w = u'" — u'® wieder

—Aw=0 infl, w=0 aufd

Anwendung des Maximumprinzips auf w sowie —w impliziert dann, dass notwendig
w < 0 sowie —w <0,d h: w=0.

1.2.3 Stetige Abhlingigkeit der Lsungen von den Daten

(i) Die Frage nach der stetigen Abhingigkeit der Lasungen der 1. HWA von den Daten
wollen wir wieder sowohl mit Hilfe des klassischen Ansatzes als auch mit der variationellen
Methode angehen. Seien zundchst u'", u® zwei Lésungen (klassisch oder variationell)
der 1. RWA des Laplace-Operators zu unterschiedlichen rechten Seiten f™), . Fiir die
Differenz w = u'" — u® folgt dann

IVal® = (£ = £, w) < |79 — fPlallw|.
Unter Ausnutzung der Poincaréschen Ungleichung folgt daraus
IVl < dall £ — £,
d. h. die Stetigkeit der Lisung (in der Energie-Norm) gegeniiber Stérungen der rechten
Seite.

(i) Als nichstes betrachten wir Storungen der Randdaten. Dazu verwenden wir wieder
das Maximumprinzip. Seien dazu »™), u® zwei Losungen zu den Randdaten gV, g,
Fiir die Differenz w = u™™) — «® gilt dann

—Aw=0 inQ, w=g:=g"—g? aufan.

Mit dem Maximumprinzip erschlieflen wir hieraus, dass w = 0 (was natirlich i. Allg.
nicht eintritt) oder

maxw < MAaXyg, MAX —w < IMAX —g.
i i i a0

Dies impliziert maxgg |w| < maxagn |g].
Schliefilich ergibt sich mit Hilfe des Maximumprinzips noch, dass eine Lisung der 1.
RWA des Laplace-Operators zu nichtnegativer rechter Seite und ebensolchen Randdaten,

~Au>0 inQ, u>0 aufdQ,
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notwendig iiberall nicht-negativ ist: u > 0. Dies gilt dann z. B. auch fiir die zugehdrige
Greensche Funktion: g(-,-) = 0. Durch schirfere Argumente kann man dariiber hin-
aus zeigen, dass die Greensche Funktion im Innern des Definitionsgebiets (1 positiv ist.
Dies bedeutet u. a., dass bei einem elliptischen Problem lokale Storungen in den Daten
die Lisung im gesamten Lasungsgebiet verindern. Es liegt also gewissermafien eine ,un-
endliche Ausbreitungsgeschwindighkeit® von Information vor. Dies ist charakteristisch fiir
elliptische Randwertaufgaben.

1.2.4 Regularitit von Lisungen

Auf glatt berandeten Gebieten ! besteht, dhnlich wie bei gewGhnlichen Differentialglei-
chungen, fiir (lineare) partielle Differentialgleichungen vom elliptischen Typ die Regel, dass
sich die Regularitit der Daten (rechte Seite und Randwerte) auf natiirliche Weise auf die
Lisung iibertrigt. Der Rand 80 sei aus der Klasse C? (2-mal stetig differenzierbar para-
metrisierbar). Dann besitzt die schwache Losung u € H}(Q) im Falle f € L%(Q) zweite
Ableitungen mit der Regularitit |V2u| € L*(Q2), und es gilt die a priori Abschitzung

2 12
(Z ||vkﬂ||2) <<l fll- (1.2.13)
k=0

Diese Aussage bleibt giiltig, wenn Q ein konvexes Polygongebiet im R? oder ein konvexer
Polyeder im R ist. Ist dariiber hinaus f Holder-stetig, so ist die schwache Lisung
u € H}(Q) sogar klassische Lasung. Hohere Regularititseigenschaften von 0 und f
iibertragen sich entsprechend auf u.

Im Fall von Gebieten mit Ecken, insbesondere  einspringenden” Ecken (Innenwinkel
w = ) treten allerdings dort Irregularititen in der Lésung auf; z. B. ist die in ebenen
Polarkoordinaten (r,#) ausgedriickte Funktion u(r,#) = i sin{%f?} anf der gelochten
Ebene B?\ {0} harmonisch, d. h. Au= 0. Auf dem , Tortenstiick*

Q:={(r,y) eR|0<r<1,0<0<jn}

mit einer rechtwinkligen einspringenden Ecke ist Vu € L2(Q)?, und u ist daher (klassi-
sche) Losung der Poisson-Gleichung Aw = 0 zn den Randbedingungen

u(r,8) =0 fir # € {0,3r}, u(r,)=sin(3r) fir r=1.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass  klassische® Lisungen elliptischer Gleichungen nicht
unbedingt regulir bis zum Rand &0 zu sein brauchen. Fiir allgemeinen Innenwinkel
w € (0,2x] (Der Fall w = 27 entpricht einem sog. ,Schlitzgebiet®.) erhdlt man ana-
loge klassische Losungen in der Form u(r,8) = rZ sin(Zf). Fir w > m, d. h. fiir eine
Leinspringende” Ecke hat die Lasung bei r = 0 singulére erste Ableitungen. Diese sog.
oEckensingularititen® sind gut analysiert und abschitzbar. Sie haben einen signifikan-
ten, negativen Einfluss auf die Approximationsgiite von Diskretisierungen und erfordern
besondere Vorkehrungen.
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1.3 Hilfsmittel aus der Theorie von Funktionenraumen

In diesem Abschnitt stellen wir einige Aussagen iiber Riume verallgemeinert differenzier-
barer Funktionen, sog.  Sobolew-RAume*, rusammen, soweit sie spiter bei der Analyse
von Diskretisierungsverfahren bendtigt werden.

1.3.1 Sobolew-Riume

Sei 1 ein Gebiet im R? (d = 2,3) mit Rand 40 . Der Rand wird als ,,ausreichend® glatt
angenommen, was von der betrachteten Situation abhingt; diesbeziigliche Einschrinkun-
gen werden von Fall zu Fall angegeben. Wir nehmen generell an, dass 902 eine Lipschitz-
stetige Parametrisierung besitzt und iiberall bis auf endlich viele Punkte oder Kanten eine
wohl-definierte Auflere Normale n besitzt.

Auf einem solchen Gebiet 1 definieren wir zunéchst fiir Funktionen aus C{Q2) (Vek-
torraum der stetigen Funktionen auf dem Abschluss ) das sog. L?-Skalarprodukt und
die zugehdrige Norm

o= [wep@ds,  luloa = [ ol )"

‘Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, wird auch die kiirzere Notation (-,-) = (-,*)n
sowie |- || =l-|lo= |- |lan verwendet. Die Vervollstindigung von C({1) bzgl. der Norm
| - |lo:x liefert den ,Lebesgueschen'? Hilbert-Ranm* L2(Q) der auf 2 im Lebesgueschen
Sinne messbaren und quadratintegrablen Funktionen. Eine  Funktion® v» € L?(1) ist
dann dadurch charakterisiert, dass es eine Folge glatter Funktionen (vg)ren © C(02) gibt,
welche bzgl. der L2-Norm Cauchy-Folge ist und _fast iiberall* (im Lebesgueschen Sinne)
gegen v konvergiert. Mit einem einfachen Approximationsargument ldsst sich zeigen, dass
sich L?(2) auch als Vervollstindigung des Raumes der , Testfunktionen® (Begriff aus der
Distributionen-Theorie)

Ceo () == {v e C=(Q) : Trg(v) = {z € Q, v(z) £0} C @ kompakt}

gewinnen ldsst. Auf analoge Weise gewinnt man fiir 1 < p < oo die sog. , LP-Rdume*

Lr((}) als Vervollstindigung von C(€) bzgl. der Norm

o]l egey == (Lm{znpﬁ)ml

Der Fall p=oc bedarf einer gesonderten Betrachtung. Der Lebesgue-Raum L>(}) be-
steht aus allen auf ¢ definierten, im Lebesgueschen Sinne messbaren und ,wesentlich

IHenri Léon Lebesgue (1875-1941): Franzosischor Mathematiker, Prof. am College de France in Paris,
lieferte grundlegende Beitrige zur modernen Integrationstheorie |, Lebesgue-Integral®)
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beschrankten® Funktionen; seine Norm ist

o]l z=g2) := esssup eqlv(z)|-

Man beachte, dass sich L>(f) nicht als Vervollstandigung von C(f1) bzgl. der Norm
| “ |loc:n gewinnen ldsst, denn dies ergibt wieder C({1). Wenn Missverstindnisse ausge-
schlossen sind, werden die LP-Normen auch kurz mit ||-||, = ||-|ltr = || ||er@y bezeichnet.

Die funktionalanalytische Methode zum Nachweis der Existenz von , schwachen® Lsun-
gen der Poisson-Gleichung

—Au=finQ, wugg=0, (1.3.14)

bedient sich als natiirlichen , Losungsraum® des Sobolew-Raums HZ (). Dieser ist Teil-
raum des Sobolew-Raums H'(1), welchen man erhilt z. B. durch Vervollstindigung des
Vektorraums C'(Q) bzgl. der sog. H'-Norm

. 2 o, 1/2
lllls == (llella + IVellg)

Entsprechend ist HJ(Q2) definiert als der Abschluss von C5°(2) in H().

Die Definition des Sobolew-Raums H'(Q) als Vervollstindigung von C'(Q) besagt
zunichst, dass seine Elemente als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen (ve)ren © C1(12)
bzgl. der H'-Norm definiert sind. Dies ist ein sehr unhandliches Konzept, mit dem man
schlecht arbeiten kann. Daher werden diesen Aquivalenzklassen Funktionen auf Q zuge-
ordnet durch folgende Konstruktion:

{(ve)ren} = veE HY(Q) 1 vi= lim v, Vo:= lim Vi,

wobei die Konvergenz jeweils im L%-Sinne zu verstehen ist. Umgekehrt existiert dann
fiir jede solche Funktion v € H'(f) eine approximierende Folge ,glatter® Funktionen
(v )ren mit der Eigenschaft ||[v — w|ly = 0 (E — o0). Auf diesem Wege, d. h. durch
Konstruktion einer solchen approximierenden Folge wird auch fiir eine gegebene Funktion
v € L*(?) gegebenenfalls v € H'(Q2) gezeigt. Die Limiten #v := limy, ., G;vx werden
»verallpemeinerte® (oder auch ,schwache”) Ableitungen von v genannt. Sie sind i. Allg.
nicht stetig oder beschrinkt und existieren nur im L2-Sinne, d. h. im Lebesgueschen Sinn
»fast iberall®. Zum Nachweis, dass eine in fast allen Punkten = € @ definierte Funktion
v in HY(f1) liegt, geht man iiblicherweise wie folgt vor: Zunfchst wird aus Kenntnis
der Struktur von v eine Folge approximierender ,glatter* Funktionen (vg)rew C C(12)
konstruiert, welche fiir & — oo samt ihrer ersten Ableitungen (fast iiberall) punktweise
gegen v konvergieren. Kann dann noch gezeigt werde, dass

Tim ||u||1:0 < oo,

so folgt (nach dem Satz von der , dominierten Konvergenz® der Mafi-Theorie), dass (vg)ren
eine Cauchy-Folge bzgl. der H!'-Norm ist und den Limes v besitzt; d. h. v € H'(Q).
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Beispiel 1.2: i) L*-Funktionen: Sei € zunichst die gepunktete Kreisscheibe
Qo={zeR?: 0<|z| <1}

Auf 1 ist die Funktion w(r) = In(|z|) stetig, aber unbeschrinkt. Auf der vollen Kreis-
scheibe €} = {r € R? : |z| < 1} ist u(z) = In(|z|) aber als Funktion in L?(02) erklart.
Diies wird klar bei Betrachtung der approximierenden, stetigen Funktionen

(z) In(|z|) fiir 7! < |z| <1,
UElI) =
* In(k~!) fiir 0 < |z| < kL.

Man rechnet leicht nach, dass (ug)rew eine Cauchy-Folge bzgl. der L2-Norm auf Q ist
und in allen Punkten = € @ (bis auf = =0) wug(x) — u(z) (k — oo) konvergiert.

Wir betrachten nun die Funktion u(z) := |z|~!, welche ebenfalls anf £y stetig und
unbeschrinkt ist. In diesem Fall bilden die approximierenden Funktionen

(z) = |z~ fiir B! < |z < 1,
T R fir 0 < 2] < K1,

WEZET

k-t 1
e[|y = ij; Krdr + 2w fH r~tdr = 2r(3 +In(k)) =+ 00 (k- co)

keine Cauchy-Folge bzgl. der L?-Norm, d. h.: Dieses u ist zu singulér, um als L*-Funktion
auf € erkldrt zu sein. Bei der analogen Betrachtung auf der Einheitskugel im R? ergibt
sich dagegen, dass u(z) = |z|~' in diesem Fall sehr wohl in L*(12) liegt. Die Zugehdrigkeit
von Funktionen mit lokalen Singularititen zum Lebesgue-Raum L?(0}) hingt also von
der jeweiligen Ranmdimension ab. Wir werden denselben Effekt anch beim Sobolew-Raum
H() finden.

i) H'-Funktionen: Wir betrachten wieder die Funktion u(x) = In(|z|) auf der punktierten
Kreisscheibe €y ¢ R?. Thr Gradient Vu(z) = |z| 2z verhilt sich bei Anndherung an
z = 0 wie |Vu(z)| = |z|~!. Im Hinblick auf das eben diskutierte Beispiel ist Vu also
nicht zu einer L2-Funktion auf die volle Kreisscheibe 1 fortsetzbar. Folglich ist u auch
nicht in H!(Q). Wir sehen, dass insbesondere die Greensche Funktion zum Laplace-
Operator in zwei Raumdimensionen nicht im , Energie Ranm* H!(Q) liegt. Man beachte,
dass v(z) = In(z) in drei Raumdimensionen aber sehr wohl in H'(Q) liegt; der kritische
Grenzfall ist hier die stirker singulire Funktion w(z) = |z|~!.

Als zweites Beispiel zeigen wir, dass H'-Funktionen in mehr als einer Dimension nicht
beschrinkt sein miissen. Auf 5 sei die Funktion

u(z) = In{ln(|z| ") + 1)

betrachtet. Da |Inln(r—')| fiir r — 0 langsamer wichst als |In(r)|, ist u sicherlich zu
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einer L2-Funktion auf 0 fortsetzbar. Wir berechnen nun den Gradienten

T

|z (In(]=|~1) + 1)

Vu(r) =—

Die zugehérigen ,,abgeschnittenen® Funktionen

_ [In(n(j=[7) +1) fiir 7 < 2] <1,
u{z) = {lu{ln{k} +1)  fiir 0< |z] < kY,

haben die  stiickweise® definierten Gradienten
z soop—1
Vaug(z) — § FP00T) fir k7 <] <1,
fiir 0 < |z| < k7Y,
welche iiberall (bis auf © = 0) gegen Vu konvergieren. Aus der Abschitzung

1 r ] 1 1
- | Tdr =27 ——— T R
Ve _2'”_/. |rﬂ{1n{r—1}+1] dr =2 j,; PG + 12 ¢ (1.3.13)

D 2
S — __T <3 1.3.16
In(r— +1|:=- A ST e (1.3.16)

ersehen wir ferner, dass (Vuy)rew bzgl. der L?-Norm eine Cauchy-Folge ist. Folglich ist
u zu einer Funktion im Sobolew-Raum H!(f1) fortsetzbar. Mit der eben verwendeten
LAbschneidetechnik® erhalten wir approximierende Funktionen wuy, welche i Allg. nur
stiickweise stetig differenzierbar sind, d. h. nicht im strengen Sinne in C'(0}) liegen und
somit nicht direkt in das oben formulierte Approximationskonzept fiir H!-Funktionen pas-
sen. Dieser Mangel kann behoben werden, in dem man statt abzuschneiden regularisiert,
Z. B. gemiss
ug(z) = In(In((|=| + k)™") + 1).

Diese up € C'(12) bilden dann ebenfalls eine approximierende Folge von u bzgl. der
H'-Norm. Eine &hnliche Modifikation (schon bei der Definition der Sobolew-Riume)
muss auch vorgenommen werden, um spegielle Gebiete @ mit ,schlitz-artigen” Rand-
einspriingen einbeziehen zu kénnen. Solche |, Schlitz-Gebiete® spielen eine wichtige Rolle
Z. B. in der Baumechanik, wenn die Ausbreitung von Rissen in Bauteilen beschrieben
werden soll.

Analog zu dem Sobolew-Raum H'(f) _erster Ordnung® quadrat-integrabler Funktio-
nen kann man auch Sobolew-Riume H™#({}) hiéherer Ordnung m € M, bestehend aus

p-integrablen Funktionen (1 < p < o), definieren. Diese erhilt man durch Vervollstandi-
gung des Raumes C™(£) bzgl. der Norm

ol = (lev*vllu{m)

Der Fall p = oo bedarf wieder einer gesonderten Betrachtung. Die Riume H™=((1)
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werden iiber die Gleichsetzung H™"((}) := W™ ({1} als Riume sog. , verallgemeinert
differenzierbarer Funktionen mit distributionellen Ableitungen in L7°(02) definiert. Wir
wollen anf diese Begiffshildungen nicht weiter eingehen und verweisen statt dessen auf die
einschligige Literatur iiber Sobolew-Riume (z. B.: Wloka [10]).

1.3.2 Figenschaften von Lebesgue- und Sobolew-Riumen

Wir wollen im Folgenden einige wichtige Eigenschaften von Lebesgue- und Sobolew-Raum-
en zusammenstellen, welche spiter bei der Analyse numerischer Verfahren bendtigt wer-
den.

Sei 1 < p < oo und g := pf(p — 1). Dann gilt fir Funktionen » € LP(01) und
v e Li(11) die allgemeine , Héldersche Ungleichung®

|Lu{r]v|[z}dz| < (Lh.:l[zﬂ”dr) HP(LW{I}MI)W, (1.3.17)

bzw. in Kurzform |(u, v)a| < ||u|lceiyl|v]lzeg - Fiir die Grenzfille p = oo bew. g = 1
gilt

|(u, v)al < [Jullp=mllv]lLm)- (1.3.18)

Die variationelle Methode zum Nachweis von ,schwachen® Lésungen der Poisson-
Gleichung basierte auf der Eigenschaft der bilinearen Form (Vu, Vv)g , auf dem Teilraum
H}(Q) ¢ HY() ein Skalarprodukt zu sein.

Hilfssatz 1.2 (Poincarésche Ungleichung): Fir Funktionen v € H}() gilt die sog.
oPoincarésche Ungleichung®

lvlle < da[[Vvlla, (1.3.19)

mit dem Durchmesser dp = diam(Q) des Gebiets 1.

Beweis: Wir geben den Beweis nur in zwel Haumdimensionen. In hiheren Dimensionen
verlduft die Argumentation ganz analog. Sei () eine Quadrat der Kantenlinge [ = dg , in
welchem das Gebiet (1 enthalten ist. O.B.d.A. sei das Koordinatensystem so verschoben
und gedreht, dass @ = (0, L) x (0, L) . Fiir irgendein v € H}(Q) sei (vi)ren C CF2(12)
eine approximierende Folge. Mit ¢, bezeichnen wir die trivialen Fortsetzungen der w,

auf :
tg(z) = { vi(z) fir z €1,

0 fiir =€ Q\

Diese sind dann ebenfalls in CF°(6}) . Wir setzen nun w = ¢ . Zunichst gilt in Punkten
(z,y) € Q-

w(z,y) = w(0,y) + L Bew(€,y) dt,
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und folglich, bei Beachtung von w(0,y) =0,

L
julz, )2 < L f |Bew(€, )P de
i]

Integration zunichst iber y < (0, L) und danach iiber = € (0, L) ergibt

fu ) j; " o,y dyds < L2 f; ’ f; " |cw(e, )P de dy.

lwllg = LIVwllg.

Dies bedeutet

und wegen w =iy =0 anf Q4 02:
lvelle < LIV vk||n.
Fiir k — oo iibertriigt sich diese Beziehung durch Stetigkeit auf v € H}(Q). Q.ED.
Die variationelle Methode liefert auch die Existenz von Lasungen der 1. KWA des
Laplace-Operators, wenn die Randwertvorgaben inhomogen sind. Im allgemeinen Fall
findet man eine schwache Lésung v € H'(€2). Wir haben gesehen, dass H'-Funktionen

Sinpularititen haben kéinnen. Es stellt sich also die Frage, in welchem Sinne die Randwerte
von der ,schwachen® Lisung fiberhaupt angenommen werden.

Hilfssatz 1.3 (Spur-Lemma): Fiir Funktionen v € C'(Q1) gilt die sog. ,Spur-Abschatzung®
Ivllz2em < () ||vlla @) (1.3.20)

mit einer (}-abhdngigen Konstanfe (1) .

Beweis: Zuerst betrachten wir den Spezialfall des Einheitsquadrats 0 = (0, 1) x (0, 1}.
Sei v € C'(Q2). Fiir Punkte (0,y) € 80 gilt

u(0,y) = — j; Beu(€, y) dE + vlz,y), =€ [0,1)
und folglich

1 ] 1
0P < ([ 10eo€,)l de + ot w)l) <2 [ 1000(6, 0 de + 2l

Integration zunichst iiber y < (0,1) und dann iiber = € (0,1) liefert

ful [0(0, )P dy < ZLI f Gev(€, )| dE dy + zfnl ful jo(z, )P dy dz.

Dieselbe Argumentation kann auch fiir die drei anderen Randkomponenten von 0 ange-
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wendet werden. Zusammenfassung der sich ergebenden Abschitzungen ergibt dann

2 3
lollzaiany = 8llwllzm-

Die gezeigte Argumentation fiir das Finheitsquadrat 18sst sich ohne Probleme fiir allge-
meine Polygongebiete modifizieren. Im allgemeineren Fall eines krumm berandeten Ge-
biets Q1 erhilt man dasselbe Resultat mit Hilfe lokaler Transformationen, welche krumme
Randstiicke lokal gerade transformieren, so dass wieder das obige Argument angewendet
werden kann. Q.ED.

Mit Hilfe des Spurlemmas kénnen wir Funktionen v € H'(Q) eine ,Spur® wan €
L2(8%) zuordnen, was die Frage nach der Annahme von Randwerten durch die schwache
Lasung der 1. RWA beantwortet. Sei v € H(Q) und (vg)gen € C'(£1) eine approximie-
rende Folge. Aufprund der Spurabschiatzung gilt dann

||[ve — wll2gemy < (92) [|lox — willgngm. K, 1€ N.

Da die Norm auf der rechten Seite fiir k.1 — oo gegen Null konvergiert, folgt, dass
die Spuren wvyan (k € M) auf 81 eine Cauchy-Folge im Lebesgue-Raum L*(#0Q) bilden.
Deren Limes vjgn € L?(3Q) wird dann als die , Spur® der Funktion v € H'(Q2) bezeichnet.
In diesem Sinne nehmen schwache H'-Losungen vorgegebene Randwerte an.

Das Variationsargument liefert zunfchst nur die Existenz einer | schwachen® Lasung
u € H'(Q) der Poisson-Gleichung. Um zu sehen, dass diese im Fall _glatter* Daten auch
oKlassische® Lisung ist, zeigt man (mit einigem Aufwand) « € H™({) fiir sukzessive an-
steigendes m > 2. Hieraus kann dann geschlossen werden, dass u auch bis zur gewiinsch-
ten Stufe klassisch differenzierbar ist. Dazu bedient man sich einer sog. | Sobolewschen
Ungleichung®. Zur Motivation sei zunichst der eindimensionale Fall betrachtet.

Beispiel 1.3: Wir betrachten das Intervall @@ = (0,1)  R!. Fiir eine Funktion u €
C'(11) impliziert der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung, dass

u(z) = u(y) + f W) dE, zye.

¥

Daraus folgt nach Integration iiber y € [0,1]:

1 1
sup Ju(z)| < f | dE + f ful d€ = Jullam),
xhl i 0

mit der Norm des Sobolew-Raums H'-'(01). Dies bedeutet, dass in einer Raumdimen-
sion eine H''-Funktion beschrinkt ist. Dariiber hinaus ist sie sogar stetig (genauer im
L2-Sinne Aquivalent zu einer stetigen Funktion), was man mit Hilfe des iiblichen Appro-
ximationsarguments erschliefit. Hierfiir reicht hier schon die L'-Integrabilitit der ersten
Ableitung aus.

In héheren Dimensionen ist die Situation komplizierter. Wir haben schon am Beispiel
der Funktion v(x) = In(In(|z|~')+1) gesehen, dass Funktionen in H'(f2) (im R?)i. Allg.
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unbeschrankt sein kinnen und man ihnen folglich auch nicht iiberall Punktwerte zuordnen
kann. Dies ist aber mdglich fiir Funktionen in Sobolew-R&nmen héherer Ordnung. Wir
prasentieren hier als Beispiel die folgende ,,Sobolewsche Ungleichung®.

Hilfssatz 1.4 (Sobolewsche Ungleichung): Fir Funktionen v € C*(11) gilt in zwei

Raumdimensionen die Abschdtzung
5‘;5 lv(x)| < e(f2) ||lv|la2gm (1.3.21)

mit einer (}-abhdngigen Konstanfe (1) .

Beweis: Fiir den nicht trivialen Beweis verweisen wir auf die einschligige Literatur iiber
Sobolew-Réume (z. B.: Wloka [10]). Q.E.D.

Analog wie schon vorher bei der Spurabschitzung dient die Sobolewsche Ungleichung
(1.3.21) zur Definition von Punktwerten von Funktionen in Sobolew-Riumen. Fiir ein
v € H*(Q) sei wieder (vp)rew € C?*(Q) eine approximierende Folge. Mit der Sobolew-
schen Ungleichung (1.3.21) erschlieflen wir, dass (vg)iew auch Canchy-Folge bzgl. der
Maximumnorm ist. Folglich kbnnen fiir v € H*(Q2) Punktwerte definiert werden durch

v(zr) = lim w(z), Tl
k—oo
In diesem Sinne besteht also eine (, stetige*) Einbettung H?(Q) — C(0Q1) . Die Abschit-

zung (1.3.21) lasst sich (im R?) iibertragen auf die Normen der Sobolew-Riume H>!((1)
und H*(11) fiir p > 2. Folglich bestehen die stetigen Einbettungen

H()u H™(Q) — C(f), p=2, imR~L (1.3.22)
Weitere Sobolewsche Ungleichungen filhren auf die stetigen Einbettungen
HYQ) — IP() (1<p<o) imB% | RI(Q) — L5(Q) im R

Von fundamentaler Bedeutung ist der sog. ,Rellichsche'® Auswahlsatz. Wir formulieren
hier nur eine einfache Variante, welche weiter unten bendtigt wird.

Hilfssatz 1.5 (Rellichscher Auswahlsatz): Die natirliche Einbettung des Sobolew-
Raumes HY(Q) in LX(Q) ist kompakt, d. h.: Aus jeder bzgl. der H'-Norm beschrankten
Folge (vi)rew © HY(Q) C L2(Q) lasst sich eine Teilfolge auswihlen, welche in L2(01)
gegen einen Limes v konvergiert. Dieser Limes ist dann auch wieder in H'($1).

13Franz Rellich {1906-1955): Deutscher Mathematiker; Promotion 1920 in Gottingen bei R Courant;
Prof. in Dresden und ab 1946 Institutsleiter in Gottingen; wichtige Beitrage zur Mathematischen Physik
und Theorie partieller Differentialgleichungen.
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Beweis: Fiir den Beweis wird auf die Literatur verwiesen; z. B. Wloka [10]. Q.ED.

Der Rellichsche Auswahlsatz ist das Sobolew-Raum-Analogon des Auswahlsatzes von
Arzeld-Ascoli fiir ,,gleichgradig stetige® Folgen stetiger Funktionen (siehe den Band ,Nu-
merik 1° dieser Reihe, Rannacher [2]).

1.3.3 Elemente der Spektraltheorie elliptischer Operatoren

Eine der wichtigsten Anwendungen des Rellichschen Auswahlsatzes findet sich in der
»opektral-Theorie® elliptischer Differentialoperatoren, speziell des Laplace-Operators. Wir
wollen deren Elemente hier kurz entwickeln. Dabei haben wir vor allem deren Anwendung
in der Losungstheorie fiir parabolische Anfangs-Randwert-Aufgaben im Auge. Ferner wer-
den Resultate der Spektraltheorie bei der Analyse der Finite-Elemente-Approximation von
Eigenwertaufgaben des Laplace-Operators bendtigt.

Wir haben gesehen, dass fiir jede rechte Seite f € L*(Q) eine eindeutige ,schwache®
Losung u € H}(Q) der 1. RWA des Laplace-Operators existiert:
—Au=f in @, wen=~0 (1.3.23)

Diiese ist bestimmt durch die variationelle Beziehung

(Vu,Ve) = (f.¢) Yy € Hy(R). (1.3.24)

Die Zuordmung f ++ Sf := u definiert dann einen linearen Operator S : L*(Q) — L%(Q),
der in diesem Sinne als die ,, L*-Inverse* des Laplace-Operators auf 2 unter Dirichlet-
Randbedingungen bezeichnet werden kann. Der Beziehung

IVull® = (f,u) < £ llllull < dall £I[[|Vul

entnehmen wir, dass

IS£Il < dallVSFI < dallf1I,

d. h.: Der Liasungsoperator S : L(Q) — L*(Q) ist beschrinkt und wegen der kompakten
Einbettung H'(Q) — L*(0) sogar kompakt. Wir haben schon gesehen, dass der Laplace-
Operator als Operator im Hilbert-Raum L*(Q) symmetrisch und positiv-definit ist:

(—Au,v) = (Vu, Vo) = (u,—Av),  (—Au,u) = ||Vul* = dg?||ull®.

Dies gilt fir Funktionen w,» € D(A) im Definitionsbereich der ,L*-Realisierung® des
Laplace-Operators, welcher definiert ist durch

D(A) = {v € HY(®) : |(Vo, V)| < c(v)llell, v € HYO)} C LA(€).

Fiir glatt berandete Gebiete oder konvexe Polygongebiete (! kann man zeigen, dass
D(A) = H} () n H*(). Im Fall einspringender Ecken ist dagegen D(A) ¢ H?*(Q).
Wir haben damit eine Realisierung des Laplace-Operator im Hilbert-Raum L*(Q) kon-
struiert, welche auf ihrem Definitionsbereich I{A) symmetrisch ist, diesen ein-eindeutig
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auf ganz L*(Q?) abbildet, also bijektiv ist und deren Inverse § = (—A)~! kompakt ist.
Diamit ist der Rahmen fiir die Anwendung abstrakter Resultate der Funktionalanalysis
kompakter Operatoren geschaffen.

Fiir das Eigenwertproblem des Laplace-Operators
—Aw=Aw in I, wen=0 (1.3.25)

mit Eigenfunktion w € H}(?) und Eigenwert A € R gelten die folgenden Aussagen:

— Das Spektrum (Menge der ,singuldren” Werte) besteht aus rellen, positiven Eigen-
werten 0 < A < ... < A; < .., welche sich im Endlichen nicht hiufen kinnen. Die
zugehorigen Eigenrdume E(};) sind endlich dimensional.

— Es existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {w;)ien C
L3(9) , d. h.: Fiir jedes u € L*(Q) gilt die L*-konvergente Fourier' -Entwicklung®

oo

u=Y " (u,w) w. (1.3.26)

— Mit Hilfe der Eigenwerte A; (ihrer Vielfachheiten entsprechend oft gezdhlt) und zu-
gehérigen (orthonormierten) Eigenfunktionen w; lassen sich allgemeine Funktionen
des Laplace-Operators definieren. Sei ®(z) eine meromorphe Funktion, so dass die
Eigenwerte J; keine Pole sind. Dann wird durch

B(—A)u =Y BN (u, ws) wy (1.3.27)
i=1
ein linearer Operator in L?(Q) erklirt. Wenn &(z) beschriankt ist, wird auch
&(—A) beschrankt und ist anf ganz L*(Q) erklért.

Diiese Aussagen zeigen die starke Parallelitit zwischen kompakten Operatoren bzw. von
(dicht definierten) Operatoren mit kompakter Inverser im Hilbert-Ranum und durch Ma-
trizen dargestellte linearen Abbildungen im R™.

1.4 Parabolische Probleme

Diie sog. ,eindimensionale Warmeleitungsgleichung*

Ay = Fu, (1.4.28)

14 Jean-Baptiste Baron de Fourier (1768-1830): Franztsischer Mathematiker und Physiker; Mitglied
dor Pariser Akademie lehrte an der Ecole Polytechnige; begleitete Napoleon auf seinem Feldzug nach
Agypten; zahlt zu den bedeutendsten Mathematikern des 19. Jahrhunderts; fand bei seinen Arbeiten zur
Theorie der Warmeleitung die Darstellbarkeit periodischer Funktionen durch triginometrische Reihen.
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oder allgemeiner in hoheren Ortsdimensionen
Fyu — Au = f, (1.4.29)

wird iiblicherweise auf Zylindern Gy =  x I des Orts/Zeit-Raumes betrachtet. Dabei
sind Q C R? ein Ortsgebiet und I := (0, T ein Zeitintervall. Im &rtlich eindimensionalen
Fall (d = 1) ist die natiirliche Anfangskurve I' = {(z,t) € B* : t = 0} gerade Charak-
teristik, so dass das zugehérige Cauchysche Anfangswertproblem i. Allg. nicht losbar ist.
Entlang I'" diirfen, wie wir noch sehen werden, nur Anfangsbedingungen an u selbst ge-
stellt werden: wy—g = u%x). Entlang eines nicht-charakteristischen ,@rtlichen Randes
{{z,t) e R¥! : £ € 8Q, ¢ > 0} gilt dagegen dasselbe wie im elliptischen Fall, d. h.: Die
zugehdrige Anfangswertaufgabe ist losbar, doch diirfen nur u oder &,u vorgeschrieben
werden, wenn man stetige Abhfingigkeit von den Randdaten gewdhrleisten will.

Analog zum elliptischen Fall bieten sich drei verschiedene Typen von Randbedin-
pungen entlang des ortlichen Randes 90 x I' fiir die Anfangs-Randwert-Aufgabe (kurz
»ARWA®) der Warmeleitungsgleichung an. Zusitzlich zu der Anfangsbedingung

ujpp = u” (1.4.30)

wird gefordert:

a) Dhirichletsche Randbedingungen (1. ARWA®): wu=g anf 80 x I;

b) Neumannsche Handbedingungen (2. ARWA®): G u=g auf 30 = I;
¢) Robinsche Randbedingungen (,3. ARWA®): du+tou=g auf 30 x 1.

Die Randfunktionen g werden i. Allg. als glatt und o > 0 angenommen. Alle diese
ARWAnD sind, wie wir zum Teil zeigen werden, unter geeigneten Zusatzbedingungen an
die Diaten ebenfalls wohl gestellt. Unter einer ,klassischen Lisung® verstehen wir eine
Funktion u € C(Qr) N C}Qr) , welche der Differentialgleichung sowie den Anfangs-
und Randbedingungen geniigt. Ahnlich wie bei elliptischen Problemen gibt es auch im
parabolischen Fall den Begriff der ,schwachen Lésung®, den wir hier aber wegen seiner
Kompliziertheit nicht definieren wollen.

Zunichst diskutieren wir die Eindeutigkeitsfrage. Seien «, u™® wieder zwei klas-
sische (analog zum elliptischen Fall definiert) Losungen der 1. ARWA des Wirmelei-
tungsoperators, fiir die ||Vu'(t)||p existiert und beschrinkt ist. Fiir die Differenz w :—
u® — 4@ gilt dann

5¢w—ﬂw=ﬂ inﬂxf, tL?|i=u=ﬂ.l_ W|m=ﬂ.

Multiplikation mit w, Integration iiber {1 und anschliefiende partielle Integration im Ort
ergeben analog zum elliptischen Fall

0 = (Bew, w) — (Aw,w) = §dy||w]|* + || Vao||%.

Dies impliziert, dass ||w(t)|| < ||w(0)|| = 0 fiir ¢ > 0, und somit die Eindentigkeit der
Lisung und deren stetige (genauer sogar L-stetige) Abhingigkeit von den Anfangsdaten.
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Die Existenzfrage ldsst sich im Prinzip mit &hnlichen Methoden behandeln wie im
elliptischen Fall. Wir wollen das hier aus Zeitgriinden nicht weiter verfolgen. Im Grtlich
eindimensionalen Spezialfall ! = (—o0o0,00) und f = 0 ldsst sich die Ldsung der An-
fangswertaufgabe explizit angeben:

u(z,t) = j' ﬁe-h—*]‘“‘u"{s) ds. (1.4.31)

oo

Diies wird durch Nachrechnen verifiziert, wobei speziell anf die Existenz der anftretenden
Integralterme zu achten ist. Man beachte, dass durch den Ansatz

—x 42
s(r, t) = _\.ﬂlﬁﬂ !

eine spezielle Lasung (sog.  Fundamentalldsung®) der Warmeleitungsgleichung gegeben
ist.

Im Fall allgemeinerer, beschrinkter Ortsgebiete 2 ¢ R? gewinnt man eine zu (1.4.31)
korrespondierende Lésungsdarstellung mit Hilfe der | Methode der Variablenseparation®.
Einsetzen des Losungsansatzes u(r,t) = v(z)il(t) in die Wirmeleitungsgleichung ergibt

u'(t) _ Av(z) _ o
WO o) et

fiir alle Argumente (z,t) € Qr. Die Separationsfaktoren v(-) € C(Q2) NC?*(£1), vjan =0,
und (-} € C(I) sind also notwendig Lésungen der Eigenwertprobleme

P(t)v(z) = P(t)Av(z) =

—Av(z) = dv(z), € R, —P(t)=A(t), >0,

unter den Nebenbedingungen wsp = 0 bzw. 4(0) = 1, mit Parametern A € R. Die
Eigenwertaufgabe fiir v(z) besitzt, wie schon oben diskutiert, eine abzahlbare Folge von
Losungen A; =0 und wy:

—ﬂi.'j = }I.jﬂj {j = 1,2,3,...}.

Die Eigenfunktionen (v;)jew bilden ein vollstindiges Orthonormal-System im Hilbert-
Raum L?*(f}) der auf © Lebesgue-messbaren und quadratintegrablen Funktionen.

Die zugehorigen Lasungen fiir ¢(t) sind 1;(t) = e~**. Die Anfangsfunktion besitzt
die (verallgemeinerte) Fourier-Entwicklung:
u’(z) = Zugvj{zj.l_ ug = ‘/;uul[zjvj{r]dz.
=0

Durch Superposition der Einzelldsungen fiir j € M,

u(z, t) i= Y ulv;(x)e ™", (1.4.32)
i=1
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erhalten wir folglich eine Losung der Warmeleitungsgleichung, welche den Randbedingun-
gen und insbesondere den Anfangsbedingungen geniigt. (Zum Nachweis {iberpriife man
die Konvergenz der Reihen der jeweils nach r sowie ¢ abgeleiteten Einzelldsungen.) Im
eindimensionalen Spezialfall Q = (0,1) C R! ist gerade

—1/2
v(z) = azsin(jmz), A; =%, a; — (fsinz{jwzjdz) (j € N),
I
und die Lisungsdarstellung erhilt die explizite Form

u(z,t) = Y ua; sin(jmr)e (1.4.33)

=1

Anhand dieser Losungsdarstellungen lassen sich einige wichtige Eigenschaften der ARWA
der Warmeitungsgleichung ablesen. Wie bei den gewdhnlicher Differentialgleichungen ent-
wickelt sich die Losung ausgehend vom Anfangswert in der Zeit. Der adiquate numeri-
sche Ansatz wird also wieder ein Teilschrittverfahren in der Zeit sein. Im Ort pflanzen
sich Storungen wie im elliptischen Fall ,unendlich schnell* fort. Irregularititen in den
Anfangs- oder Randdaten werden sofort ansgeglattet, d. h.: im Innern des Zylindergebiets
Qr =2 x (0,T) ist die Losung (im Falle glatter rechter Seite f) stets glatt.

Im Folgenden wollen wir einige qualitative Eigenschaften von Liosungen der Warme-
leitungsgleichung diskutieren. Die Warmeleitungsgleichung wird u. a. verwendet, um (ih-
rem Namen entsprechend) Warmeausbreitungs- bzw. allgemein instationire Diffusions-
vorgange zu beschreiben. Es ist wichtig, garantieren zu kinnen, dass ihre Lisungen bei
kompatiblen Daten auch stets positiv sind. Dies wird durch ein (dem elliptischen Fall
dhnliches) Maximumprinzip geleistet.

Ly

Qx(0,T]
2Qx (0, T]

Qx {0} X
Abbildung 1.4: Parabolisches Raum-Zeit-Gebiet
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Satz 1.1 (Parabolisches Maximumprinzip): Fir jede klassische Losung der Warme-
leitungs-Ungleichung
Gu—Au<0 in 0, (1.4.34)

gilt das sog. ,Matimumprinzip®, d. h.: Sie nimmt im [(halboffenen) Zylinder Qp =0 x
(0,T| kein striktes Marimum an.

Beweis: Wir geben den Beweis nur fiir eine Raumdimension. Die Verallgemeinerung fiir
hihere Dimensionen ist dann evident. Fiir eine Lésung « der Warmeleitungs-Ungleichung
setzen wir v; 1= u — =t, mit beliebigem £ > 0. Da v, stetig auf Qr ist, nimmt es in
einem Punkt (xp,fp) € Qr sein Maximum an. Angenommen, (xg,ty) € Qr. Dann gilt
(o, tp) < 0, und folglich
Byve(zo,to) < Byuc(xo, to) — B2v (g, fy) = Byulzo, o) — £ — Fou(zg, tp) < —=.
Aus Stetigheitsgriinden ist dann auch pvo(zg,t) < —%E fiir tg —h < £ < {5, mit einem
geeigneten h > 0. Hiermit folgern wir, dass
1]
ve(xo, to) — ve(xo,to — h) = f Byve(zo, t) dt < —Jeh < 0.
t—h

Diies fithrt auf den Widerspruch v (xg, fg) < ve(zg, tp— k). Also nimmt v, notwendig sein
Maximum fiir £ =0 an. Da = = 0 beliebig klein gewahlt werden darf, gilt diese Aussage
auch fiir den (stetigen) Grenzfall £ =0, d. h. fiir die Lisung u. Q.ED.

Als Konsequenz des ,,parabolischen” Maximumprinzips sehen wir insbesondere, dass
eine Lésung der (homogenen) Wirmeleitungsgleichung

Fu—Au=0in 0, u=0 aofdf, (1.4.35)
zu nicht-negativen Anfangsdaten u® > 0 (wsn = 0) nicht-negativ bleibt fiir alle ¢ = 0:
wW >0 = 0<u(r,t)<maxgu®, (r,1)€Qr. (1.4.36)

Ferner sind wieder ,klassische® Lasungen u € C(Qr) NC?(Qr) eindeutig bestimmt.

Satz 1.2 (Globale Beschriinktheit): Fir jede Lasung der inhomogenen Warmeleitungs-
gleichung (1.4.29) gilt die a priori Abschdtzung

()] < e lu’|| + 271 Télgll.fll, (1.4.37)

mit dem kleinsten Figenwert A > 0 des elliptischen Operators —A auf @ zu homogenen
Dirichlet- Randbedingungen.
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Beweis: Wir betrachten die beiden Hilfsprobleme

Fv—Av=0inQr, vym=0, vjeo=1", (1.4.38)
Bw — Aw = f inQr, wpn =0, wyo=0. (1.4.39)

Offenbar ist dann u = v 4+ w wegen der Linearitit des Wirmeleitungsoperators (Super-
positionsprinzip). Wir schitzen nun die beiden Lésungsanteile v und w separat ab.

i) Multiplikation von (1.4.38) mit » und Integration im Ort ergibt
3dellv]® + | Vo))* = 0.

24 nd finden

Wir multiplizieren dies mit e
$e (e )v]|*) + e®[Vul|* — Ae™jw|* = 0.
Wegen Aljv|? < ||Vv|* impliziert dies d,(e*¢||v||) < 0, und Integration bzgl. ¢ ergibt
e o) < [|u°)
bzw. wieder
()l < el
ii}) Multiplikation von (1.4.39) mit w und Integration im Ort ergibt
dillw]® + [Vw|® = (f,w) < §Allwl® + SAT I
Mit Hilfe von Aljw|? < ||[Vw|? folgern wir
dif|wl]* + [|Vel® < A7 £
Wir multiplizieren diese Ungleichung nun mit &** und finden
dy (¥ [lw]®) + &)V ® — AeX]w]|* < A7) £,

bzw.
d (]|w]?) < A7) £

Integration bzgl. ¢ ergibt
£
HMu()]? < At j' &£ ds,
o

lw(®)* < J'FIE"’“*_/:-3""|I.i"llz-f='3-

Die Abschitzung
£
e_‘uf e ds < AL
0



40 KAPITEL 1. THEORIE PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

impliziert dann |Jw(t)|] < )u._lmax[gl.;] [|f]l . Kombination der Resultate fiir v und w
liefert die behauptete Abschitzung. Q.ED.

Als Folgerung aus diesem Satz ersehen wir insbesondere, dass bei einem parabolischen
Problem der Einfluss der Anfangsdaten exponentiell mit der Zeit abklingt. Weiter inter-
essiert das Losungsverhalten fiir Anfangsdaten »” mit minimaler Regularitét.

Satz 1.3 (Glittungseigenschaft): Fir jede Lisung der homogenen Warmeleitungs-
gleichung (1.4.29) mit f =0 gelten die a priori Abschitzungen

I8eu(®)]| + [Au(®)]| < [|A], =0, (1.4.40)
IBeu(®)]| + [[Au(t)]| < ¢t Hu®)l, ¢>0, (1.4.41)

vorausgesetzt, der Anfangswert u® besitzt die erforderliche Regularitat.

Beweis: Wir bedienen uns zum Beweis der sog. | Spektral-Methode®, welche aber auf
symmetrische und autonome (d. h. nicht explizit von der Zeit abhingige) Operatoren be-
schrinkt ist. Alternative Zuginge sind die  Halbgruppen-Methode® | welche nicht die Sym-
metrie des Operators erfordert, sowie die ,, Energie-Methode®, welche im allgemeinen Fall
und sogar fiir nichtlineare Probleme anwendbar ist. Aus der Losungsdarstellung (1.4.32)
mit dem Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {v;};cy des Laplace-Operators,

t) = Z '1.|:_E-'*.*.?_,—|[:L:]E_‘,‘-“*.IL
=1

Buu(z,t) = Au(z,t) = Zu Ajuy(z)e it

j=1

folgern wir

Aufgrund der (verallgemeinerten) Parsevalschen'® Identitdt gilt demnach

oo

”a!:ullﬂ = ||ﬂu||2 = Z{ug}ﬂl?ﬂ_nji_

=1
Als erstes Resultat entnehmen wir dieser Beziehung, dass

[Beul|® = (| Aul? <Y (ud)?AF = |Au”|2.
i=1
Hieraus folgt wegen e < 1, z = 0,:
N|Beus]|® = || A —rﬂz 2%t < 7 " (ud)? = 7P,
j=1 =1

was den Beweis vervollstindigt. Q.ED.

150fare- Antoine Parseval des Chénes (1755-1836): Franzosischer Mathematiker; Privatgelehrter; Bei-
trige su Reihen, insbesondere Fourier-Reihen.
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Als Folgerung ans diesem Satz finden wir nochmal bestitigt, dass die Warmeleitungs-
gleichung die , Glattungseigenschaft” besitzt, d. h.: Irregularititen in den Anfanpgsdaten
werden fiir £ > 0 aunsgeglittet. Durch Weiterfiihrung der Argumentation im Beweis von
Satz 1.3 lassen sich analog beliebig hohe Ableitungen der Lasung abschitzen:

| u(t)l| + |V*u(t)|| < c(p) [|AP")|, ¢ =0, (1.4.42)
sowie
I u(t)]| + [VPu(t)]| <clp)t Plu®), t=>0, pe N (1.4.43)

Spéter werden wir uns mit der Frage beschiftigen, ob und unter welchen Bedingungen
auch numerische Verfahren zur A pproximation der Warmeleitungsgleichung ein solches
»Glttungsverhalten® in der Zeit aufweisen, d. h.: ob auch bei irreguldren Anfanpgsdaten
dennoch bei festernt = 0 die volle Approximationsordnung garantiert ist.

1.5 Hyperbolische Probleme

Die Wellengleichung
Fu—Au=0 (1.5.44)

wird in der Regel wieder auf einem Zylindergebiet Q¢ = 1 x I mit einem (meist be-
schrinkten) Gebiet 2 € B? und einem Intervall I = (0,T| betrachtet. Die Frage nach
der Wohlgestelltheit zugehdriger Anfanpgs-Randwertaufgaben wollen wir nur fiir den &rt-
lich eindimensionalen Fall diskutieren. Die charakteristischen Steigungen der (@rtlich)
eindimensionalen Wellengleichung

#Fu = Fu (1.5.45)

sind gerade gegeben durch 4t /dr = +1, d. h.: die Charakteristiken sind alle Geraden in der
(z,t}-Ebene mit der Steigung +1. Die natiirliche Anfangskurve I' :== {(z,#): z €, £ =
0} ist also keine Charakteristik, so dass pemiB der Theorie die zugehérige Cauchysche
Anfangswertaufgabe bei Vorgabe von Werten u(z,0) = u%(z) und Bu(z,0) = u'(z)
losbar ist. Diese Lisung lasst sich im Fall einer Raumdimension leicht angeben. Wir
betrachten den Sonderfall  — R' . Die Koordinatentransformation £ =z +¢, 5=z — ¢
iiberfiihrt die Wellengleichung in die Form

Oedpu = 0.
Diese hat die Lisungen der Form

u(f,n) = F(£) + G(n)
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mit beliebigen, hinreichend glatten Funktionen F(-} und &{-). Die allgemeine Lasung
der Wellengleichung lantet demnach

u(x,t) = Fz + 1)+ Gz — t).
Zur Erfiillung der Anfangsvorgaben auf I' muss nun gelten:
F(z) + G(z) = u%z), F'(z)—G'(z) = u'(z).

Hieraus entnehmen wir, dass

Flz+t)+ Gz +t) + Flz —t) + Gz — t) = u"(z + 1) + vz — 1), (1.5.46)
Flz+t)—Glz+t)—Flz — )+ Gz —t) = jz“ull[s} ds, (1.5.47)

und folglich,
x4

u(z,t) = %{un{z +8)+ul(z—t) + f

x—iE

u'(s) ds}.
Diies ist die (eindeutige) klassische Liosung der Wellengleichung zu den vorgegebenen An-

fangsdaten u’(x), u'(z). Eine analoge Konstruktion ist auch in héheren Raumdimensio-
nen maglich.

L

Alx, ) X X

Abbildung 1.5: Hyperbolisches Raum-Zeit-Gebiet

Die Form der Lisung uir,t) zeigt, dass bei einem hyperbolischen Problem die Aus-
breitungsgeschwindighkeit von Information endlich ist. Lokale Stérungen pflanzen sich ent-
lang der Charakteristiken (Geraden mit Steigung +1) fort. Insbesondere erzeugen un-
stetige Anfangsdaten notwendig auch unstetige Losungen. Dies erfordert im Falle irre-
puldrer Anfangs- oder Randdaten einen neuartigen Losungsbegriff, der auch Unstetighkei-
ten zulisst. Fiir jeden Punkt (zp,tn) € Qr gibt es demnach einen ,Abh#ngigkeitsbe-
reich® A(xg,tp) sowie einen | Bestimmtheitsbereich® Bz, fy) , innerhalb deren sich das
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Anfangswertproblem unabhéngig vom restlichen Bereich losen 1dsst:
Alzo,to) = {z € R: |z — x| <to}, Bzo,to) = {(z,t) ERx Ry : |z — x| < o}

Die Eindeutigkeit von Lésungen der Wellengleichung erschliefit man wieder am leich-
testen mit  Hilbertraum-Argumenten”. Sei uir,#) eine klassische Lisung der ARWA

Fu=Au in€Q, wupp=1u", Gupp=u', wan =0, (1.5.48)
mit endlicher ,Energie® (kinetische + potentielle Energie)
E(t) := [|Bou(®)|lf + IVu()lig < oo

Multiplikation der Differentialgleichung mit &u, Integration iber @ und anschliefende
partielle Integration ergibt

0= (Bu — Au,Feu) = 3d; (|Gl + |Vul?).
Diies impliziert, dass
Beu(t)]| + V()] = [Ju']® + | V|12, (1.5.49)

d. h. die Lésung ist eindeutig und. h.angt bzgl. der natiirlichen Energie-Norm stetig von
den Anfangsdaten ab. Ferner bleibt die Gesamtenergie E(t) im System in der Zeit erhal-
ten. Dies entspricht der Vorstellung, dass bei einem Schwingungsprozess, etwa der Schwin-
pung eines elastischen Kérpers oder einer Schallwelle, bei Vernachlissigung von Dampfung
im Verlaufe der Zeit keine Energie verloren geht. Ein  gutes® Diskretisierungsverfahren
fiir die Wellengleichung sollte diese kritische Eigenschaft méglichst gut nachbilden.

1.6 Ubungen

Ubung 1.1: Gegehen sei die Anfangswertaufgabe (AWA) einer skalaren ODE
u(t) = f(tult), t=to, ulto)=u’

mit einer analytischen Funktion f(f, ) mit gleichmafig beschrinkten Ableitungen
sup I1BBEf(t, )| < K < 00, t2>fo,

(z. B. die Funktion f{t, r) = sin(z) ). Man zeige, dass man durch den Taylor-Ansatz

=, fD(to, %)
u(t) =u+ Y H“

k=1

(t — to)*

mit f(tg, u") = (d/dt)f(t,u(t))=s, eine globale (d. h. fiir alle t > #, existierende)
Losung der AWA erhalt.
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Ubung 1.2: Im Text wurde die Typeneinteilung von linearen Differentialoperatoren 2.
Ordnung mit der Aufgabe motiviert, ans gegebenen Werten w(xg, yo) und 3,u(xy, yo) ent-
lang einer Kurve I' die Losung u(r,y) iiber einen Taylor-Reihenansatz zu bestimmen.
Diese Konstruktion wurde allerdings nur bis zu den drei zweiten Ableitungen #u(zg, ),
deiyulzp, yo) und ﬂf,u{zn,yu] durchgefiihrt und hing von der Regularitit einer gewissen
Matrix A ab. Man zeige, dass nach Bestimmung der zweiten Ableitungen die Konstrukti-
on der vier dritten Ableitungen #u(zg, w) , 28, u(ro.y0) , ﬂzﬂgul[zu,yu] und ﬁﬁu{:ﬁu,yﬂ}
anuf dieselbe Matrix A fithrt. Diese Aussapge gilt auch fiir die weiteren, hoheren Ableitun-
gen. Die Vorgenommene Klassifizierung des Differentialoperators als ,elliptisch®, ,para-
bolisch* oder ,hyperbolisch® basierend auf der Konstruierbarkeit der Lisung aus den
Randdaten ist also sinnvoll.

Ubung 1.3: Man bestimme den Typ der Differentialgleichungen

a) Aty — dyu =10,
b)  Bu+ 8.0,u+ ydu + du =0,
€) 28+ 8,)u+ Fyu=0.

(Hinweis: Das im Text angegebene Kriterium fiir den Typ einer Gleichung kann auch bei
variablen Koeffizienten separat in jedem einzelnen Ortspunkt verwendet werden.)

Ubung 1.4: Eine (skalare) lineare partielle Differentialgleichung (PDE) 2. Ordnung der
Form

a11F u + a1261Fqu + andoPhu + apdsu = f

lisst sich durch Setzung wy = Jju, us = fhu in ein System von PDE 1. Ordung umfor-
men:

fauy — Bhua =0,
a1 ug + apafhug + andhuy + apdhus = f.

Man zeige, dass sich die in der Vorlesung fiir (skalare) lineare PDE 2. Ordnung durch-
gefiihrte Typeneinteilung analog auch fiir Systeme 1. Ordnung der allgemeinen Form

biyBiuy + bigBius + by Fauy + bhaBaus = fi,
by Byuy + bia8yug + by Gguy + biabhus = fa,

vornehmen lisst (mit analogen Resultaten). Ziel ist dabei die Bestimmung von Kurven
I' ¢ R?, bei denen die Vorgabe von Anfangswerten fiir u; und us entlang I' die Kon-
struktion aller Ableitungen von uy und us, beginnend mit den zweiten Ableitungen &uy,
Oyihuy, HBuy, FFua, F1fhus, Fus und damit einen Taylor-Reihenansatz fiir die Lisung
erlaubt. (Bem.: Wenn die Konstruktion von w; und ws auf diesem Wege moglich ist,
erhilt man fiir die gegebene PDE 2. Ordnung dann durch weitere Vorgabe von u entlang
I' aus der Kenntnis von dyu = wy; und &u = ws im ganzen Losungsgebiet dort auch eine
Losung « durch einfaches Aufintegrieren.)
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Ubung 1.5: Im Text wurde die Poincarésche Ungleichung
f |u(z)|*dr < d%;f IVu(z)[*dr, dg:= diam(G),
G G

nur fiir Funktionen u € V(&) formuliert, d. h. welche auf dem ganzen Rand &G null sind.
Der Beweis funktioniert aber auch fiir Funktionen, die nur entlang eines Teils I' € 85
des Randes mit Lainge || # 0 null sind, d. h. auf dem Raum

Vo(l;G) = {v € CHG)NC(G) : Vv e L}G)™, v = 0}
(1) Man fiihre den Beweis dieser Verallgemeinerung der Poincaréschen Ungleichung fiir das
Einheitsquadrat @ = (0,1)2 € R? und den Randteil I' := {z = (z1,0): 0 <y < 1}.

(i1) Kann die Poincaredche Ungleichung giiltig bleiben, wenn der Randteil I' < 4G trivial
ist, etwa nur aus einem Punkt besteht? Man untersuche diese Frage anhand der in (i)
gegebenen Situation mit ' := {(0,0)}. Welche Konsequenzen hat die Antwort auf diese
Frage fiir die 1. RWA des Laplace-Operators? (Hinweis: Man betrachte die Folge der
Funktionen wug(r,#) = /%))

Ubung 1.6: Auf einem beschrinkten Gebiet @  R™ mit glattem Rand 40 werden die
folgende (a) zweite und (b) dritte Randwertaufgabe betrachtet:

{a) —Autan=f in 0 Jou =g anf 30,
(b) —Autau=f in 0, dou+ou=g auf 90,

mit Konstanten a > 0 und o > 0. Man zeige, dass diese RWAD jeweils hochstens eine
klassische* Losung u € C?(2) N C*(1?) haben kinnen. Welches Problem ergibt sich im

Fall a =0, d. h. fiir den reinen Laplace-Operator?

Ubung 1.7: Fiir die klassische Losung der Randwertaufgabe
—Au=1 in 0, u=0 aunf 30,
auf einem glatt berandetem Gebiet © € @y := {(x,y) € B*|0 < z,y < 1} zeige man mit

Hilfe des Maximumprinzips die Einschliefung 0 < wir) < é. (Hinweis: Man vergleiche u
mit der quadratischen Funktion v = }z(1 — ) + y(1 —y).)

Ubung 1.8: Der Laplace-Operator A — divgrad hat fiir Funktionen u = u(r,#) in
Polarkoordinaten (r,8) € [0,00) x [0,2x] die folgende Form:

HAu = {Ef'? +rla, + T_E:ag}u.

(i) Fiir ein w € (0,2x] sei S, = {(r,#) : r = 0,8 € (0,w)} der zugehdrige Sektor der
{z,y)-Ebene. Man zeige, dass die auf dem Gebiet G := 5, M K(0) definierte Funktion

s,(r, #) = r™/* sin(fx fw)
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harmonisch ist, d. h. As, =0, und den Randbedingungen s,(r,0) = s,(r,w) = 0 sowie
s,(1,0) = sin(f7/w) geniigt.

(11) Man zeige, dass im Fall # < w < 27, d. h. im Fall eines stumpfen Innenwinkels, die
ersten Ableitungen dieser Funktion zwar unbeschrinkt aber noch (uneigentlich) quadrat-
integrabel sind, dass ihre zweiten Ableitungen aber nicht mehr quadrat-integrabel sind.
Wie sieht das bel spitzen Innenwinkeln, d. h. 0 < w = w, ans?

Diieses Beispiel zeigt, dass klassische Lisungen von elliptischen BWAn auch zu glatten
Diaten am Gebietsrand nicht regular zu sein brauchen.

Ubung 1.9: Man untersuche, ob die folgenden Funktionen auf dem Einheitsquadrat € =
{(z,y) € R?0 < z,y < 1} im Sobolew-Raum H'(f2) liegen:

a) u(z,y)=|r—y"% B ulz,y)—sin(n(1/r), r=(2+2)"

(Hinweis: Man untersuche die “uneigentliche” Riemann-Integrabilitit der Ableitungen.)

Ubung 1.10: Man zeige, dass fiir Funktionen u € H'({2) unter der Mittelwertbedingung

Lu{z]dz='|]

ebenfalls die Poincarésche Ungleichung gilt (mit einer Konstante eq ):
lulla < cal|Vullq-

(Hinweis: Zum Beweis gibt es zwel alternative Wege: Modifikation des direkten Beweises
aus dem Text unter Verwendung von ,Randwerten® wyr = 0, oder Widerspruchsargument
unter Verwendung des Rellichschen Auswahlsatzes.)

Ubung 1.11: Man zeige mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung aus Aufgabe 3.2 die
eindeutige Losbarkeit der ,Neumannschen Randwertaufgabe® (2. RWA)

—Au=f inQ, Bu=0 aufdQ,

im Quotientenraum H'(Q)/R fiir rechte Seiten f € L*() mit Mittelwert Null:

j;f{:]dz —0.

(Hinweis: Man modifiziere den Existenzbeweis fiir schwache Losungen der 1. RWA des
Laplace-Operators im Sobolew-Raum Hi(Q) fiir die 2. RWA im Sobolewschen Quotien-
tenraum H!(Q2)/R. Dabei bedeutet ,Eindeutigkeit in H(02)/R “, dass eine ,schwache®
Lisung in H'(f) existiert und bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist.)
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Ubung 1.12: Auf welchem der folgenden Gebiete ist die RWA
—Au=10 in ﬂ, wan = ﬂ,

wohl gestellt, d. h. besitzt eine eindentige schwache Lisung u € H}(Q) (mit Begriindung)?
a) gepunktete Kreisscheibe

N={zeR)0<|z| <1} C R
b) geschlitzte Kreisscheibe
Q={reR?|z| < 1}\T, I={zrecR? —%5115%}13=G}CR2.
Ubung 1.13: Man gebe eine variationelle Formulierung der folgenden Randwertaufgabe

an:
—Autu=Ff in £}, Gu+uem=g,

und begriinde, dass deren Léisung im Falle ansreichender Glattheit die RWA list.
Ubung 1.14: Welche von den folgenden Sobolewschen Ungleichungen sind richtig?

a) lullp=g < cllullpagm, uwe HYQ), 2 C R
B |ulli=m < cllullma@, e HY(Q), 2 CRY
c) |ullp=y < cllullggy, ue H(Q), @ CRY
d) ullpen < clluflanm, e HY(Q), Qc R

Man erklire die Bedeutung der verwendeten Funktionenriume und Normen.

Ubung 1.15: Fiir die (klassische) Losung der Wirmeleitungsgleichung
Gyu(z,t) — Au(z,t) =0 in Qr:=0x(0,T), ule=p= u?(z), ulan =0,
zeige man mit Hilfe der ,Spektraltechnik® fiir »” € H3(Q2) die a priori Abschitzung

[Beu(-, )| + | Au(-, )] < 2V, ¢ 0.

Ubung 1.16: Man konstruiere mit Hilfe der Methode der Variablenseparation eine Lésung
der sog. 1. Anfangs-Randwert-Aufgabe (1. ARWA)“ der Wellengleichung

Bu(z,t) — Au(z,t) =0, uleg=1", Guulep=1u', ulpp=0.

Welche Regularitit muss dahbei fiir die Anfangswerte «” und »' gefordert werden? (Hin-
weis: Man orientiere sich am entsprechenden Beweis fiir die Warmeleitungsgleichung unter
Verwendung des ONS von Eigenfunktionen des Laplace-Operators. )






2 Differenzen-Verfahren fiir elliptische Probleme

In diesem Kapitel werden wir zunichst die klassischen Differenzenapproximationen zur
Losung elliptischer Randwertaufgaben (RWAn) diskutieren. Der Ubersichtlichkeit halber
beschrinken wir uns dabei auf das Modellproblem der Poisson-Gleichung in zwei Raum-
dimensionen mit Dirichletschen Randbedingungen, d. h. auf die 1. RWA:

Lu:=—Au—=f in ©, u=g auf a0 (2.0.1)

Das Definitionsgebiet 2 ¢ R? wird zunéchst wieder als glatt berandet oder als konvexes
Polygongebiet vorausgesetzt. Die Problemdaten f, g sind ebenfalls glatt, so dass die im
vorigen Kapitel beschriebenen Resultate anwendbar sind. Erweiterungen fiir Probleme mit
variablen Koeffizienten oder anderen Randbedingungen sowie auf den dreidimensionalen
Fall werden gegebenenfalls in Bemerkungen diskutiert.

2.1 Allgemeine Differenzenapproximationen

Zur Definition einer sog. ,,Differenzenapproximation® der RWA wird das Losungsgebiet
1 durch ein endliches (nicht notwendig dquidistantes oder kartesisches) Punktgitter iiber-
deckt. Wir definieren disjunkte Punktmengen

), == {,innere” Gitterpunkte in 0}, 8% := {,Rand-Gitterpunkte” nahe bei 90},

und setzen 0 = O U 3 . Welche Punkte zu 0 gehdren, hingt von der Eigenart
der gewihlten Differenzenapproximation ab; im folgenden werden verschiedene Beispiele
betrachtet. Der Parameter h > 0 beschreibt wie iiblich die ,Feinheit” des Gitters {1,
d. h. so etwas wie den maximalen (horizontalen oder vertikalen) Abstand benachbarter
Gitterpunkte. Die Gitterpunkte in (), seien &hnlich dicht verteilt wie die in . Die
Differentialgleichung wird nun in den Punkten in €1y betrachtet und jede Ableitung durch
einen Differenzenquotient ersetzt. Diese Differenzenappoximation greift dabei auch auf
Randpunkte in 81}, zuriick. So ergibt sich ein Differenzenschema zur Bestimmung einer
diskreten Lisung uy : 0y — R der allgemeinen Gestalt

Liun(P) = fu(P) fir P € Qn, un(P) = gu(P) fiir P € 80, (2.1.2)

wobei f, und g, geeignete Approximationen der rechten Seite f bzw. der Randwerte g
sind (im einfachsten Fall etwa fi,(P) = f(F) und g,(FP) = g( P} ). Auf natiirliche Weise
verstehen wir die Anwendung des Operators L, anch anf die kontinuierliche Lasung
u € (). Zur Konstruktion konkreter Differenzencperatoren definieren wir zu jedem
Punkt eine Umgebung von (verschiedenen) Punkten

N(P):={Q;,i=0,..,rp} (Konvention: Qp := P),

auf denen eine Differenzenapproximation des Laplace-Operators definiert ist. Der Diffe-
renzenoperator hat dann die folgende Form:

49
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Luun(P) = Y o(P,Q)un(Q), (2.1.3)

QeN(P)

mit gewissen Koeffizienten (P, Q). Diese sind so zu bestimmen, dass die folgenden For-
derungen erfiillt sind:

1) Konsisfenz: Das Schema ist  konsistent”, d. h.: Fiir den | Abschneidefehler”
Th(P) == Lyu(P) — fu(P), P e,
gilt
max |n(P)| =0 (h—0). (2.1.4)

Wiinschenswert wire eine moglichst hohe , Konsistenzordnung® m = 1, d. h.:

max [7(P)| = O(h™). (2.1.5)

Wir werden uns im Folgenden iiblicherweise meist mit m = 2 begniigen. Aus Okonomie-
griinden wird man rp von moderater Grifie wihlen (rp =~ 4 — 24 in zwei Raumdimen-
slonen).

ii) Stabilitat: Das Differenzenschema ist wohl-gestellt, d. h.: Es bestimmt eindeutige
diskrete Lisungen (ux(FP))p.g, . welche gleichméafig bzgl. h stetig von den Daten des
Problems abhfingen. Dazu wire z. B. eine Stabilititsabschitzung der folgenden Form zu
beweaisen:

= .
max us(P)| < cauo{ x| Lnun(P)| + gmax fun(P) }, (2.16)

mit einer von h unabhingigen Konstante cgap > 0.

iii) Vertraglichkeit: Der Differenzenoperator Ly soll analoge charakteristische Eigenschaf-
ten wie der kontimierliche L besitzen; z. B.: Symmetrie, Definitheit, Maximumprinzip
ete.

Das Hauptziel der Konvergenzanalyse von Differenzenschemata ist der Nachweis, dass
eine Konsistenzordnung m auch eine Konvergenzordnung m des Fehlers e 1= u — uy,
impliziert:

max |ex(P)| = O(h™), (2.1.7)
Pelly,

vorausgesetzt, die Lisung u ist ausreichend regulér.



2.1. ALLGEMEINE DIFFERENZENAPPROXIMATIONEN 51

2.1.1 Konsistenz

Fiir den Fall fi(FP) = f(FP) betrachten wir 0. B.d A. den Punkt P = Jy = 0 und die
Punktumgebung N(P) = {Q; = (z;,%), 1 = 0,...,rp}. Taylorentwicklung ergibt:

u(Q;) = u(P) + z:0;u(P) + yifyu(P) + Sxi02u(P) + ryi0:0,u(P) + Syidiu(P) + - - .

Wir wollen ans diesem Ansatz die Koeffizienten o; == o(FP, ;) im Differenzenoperator
s0 bestimmen, dass eine vorgegebene Konsistenzordnung garantiert ist. Mit dem Ansatz
Th(FP) = O(k™) erhilt man durch Koeffizientenvergleich als notwendige und hinreichende
Bedingung fiir Konsistenz:

(B0} Konsistenz: Fiir die Koeffizienten des Differenzenschemas gilt:

g

rzpf".' = rzpzif"i = rzpyi i = i Ty,0; =0, %rzpz?f"i = %nygi =1 (2.1.8)
i=0 i=0 i=0 =l i=0

i=0

Aus diesen Beziehungen sind die Koeffizienten oy, ¢ = 0, ..., rp, im Differenzenoperator
Ly zu bestimmen. Fiir Konsistenz sind also im allgemeinen Fall eines villig unstruktuo-
rierten Gitters mindestens 6 Punkte in N{P) erforderlich. Die Konsistenz des Diffe-
renzenschemas ist offenbar Aquivalent dazu, dafi der Differenzenoperator  exakt” ist fiir
quadratische Polynome:

w€ Py Lyu(P)=Lu(P), Pe,. (2.1.9)

Da man in der Regel Diskretisierungen auf Folgen von Gittern mit Gitterweiten h — 0
betrachtet, fiihrt man skalierte Parameter & — h~!z;, n; = h~ly; ein, um sich von der
h-Abhingigkeit in den Koeffizienten zu befreien. Wegen

T T
WY o =37 mlei=1,
i=0 i=0

ist o; = 0 oder o; ~ h~2. Wenn also eine Lasung fiir (oq,...,o,,) existiert, dann ergibt
sich fiir den Konsistenzfehler

m(P) = (Lyu — Lu)(P) = O(K*&%, + ...) = O(h). (2.1.10)

Auch bei ganz irregulirer Gitterpunktsanordnung erhilt man somit schon mindestens eine
Konsistenzordnung m = 1. Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Ordnung zu erhihen:

— Man nimmt mehr Gitterpunkte in die Menge N(F) anf.

— Man ordnet das Gitter reguldr an, um in der Taylor-Entwicklung des Abschneide-
fehlers Weghebeffekte zu erzielen.
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]| Q
rf"""_"' / ’ Quh « innere Knoten
/ d rj an; o Psendo-Randknoten
]
_,,_..-r""'# ElQh & Randknoten
h

Abbildung 2.1: Gitter fiir Differenzenapproximation

Wir werden uns nun im Folgenden mit reguliren, speziell Aquidistanten, kartesischen
Gittern beschiftigen. Der Einfachheit halber sollen die Gitterpunkte &quidistant entlang
von Parallelen zu den Koordinatenachsen angeordnet sein. Dabei bezeichnet R das ge-
samte den R? iiberdeckende Punktgitter. Die Schnittpunkte der Gitterlinien mit dem
Rand &0 bilden dabei natiirliche Stiitzpunkte fiir die Approximation der Randwerte.
Die  Gitterweite* h hat auf solchen Gittern eine natiirliche Bedeutung.

Die einfachste Approximation Ay /= A des Laplace-Operators verwendet zentrale Dif-
ferenzenquotienten 2. Ordnung in jeder der Koordinatenrichtungen. Man erhilt den sog.
»a-Punkte-Operator®:

1
AP uy(x,9) = 5 {u(rth,y) + u(r, yh) - du(z,y) }

fiir innere Gitterpunkte F = (z,y) € . Wir verwenden hier die Konvention, dass
»+=h" abkiirzend fiir die Summe der beiden Terme ,+A" und ,,—&" steht. Die Konsisten-
zordnung dieser Differenzenapproximation ist wegen der Aquidistanz des Gitters und der
symmetrischen Plazierung der Stiitzpunkte m = 2:

1A u(P) — Au(P)| < LMa(u)h?, (2.1.11)

wobei My(u) := maxg{|d;u|, i+j = 4} . Diese Aussage bleibt sinngeméf giiltig, wenn
das Gitter nur in jeder einzelnen der Koordinatenrichtungen fquidistant ist. Dagegen
ginge die Konsistenzordnung anf m = 1 zuriick, wenn das Gitter zwar kartesisch, aber
innerhalb einer Koordinatenrichtung nicht &quidistant wire. Hohere Approximationsord-
nungen lassen sich z. B. anf einem gleichfirmigen Gitter durch Hinzunahme von weiteren
Punkten in der Umgebung des Auswertungspunkts (r,y) erzielen:

i) Approximation der zweiten Ableitungen im Laplace-Operator durch zentrale Differen-
zenquotienten anf jeweils 5 Punkten ergibt den ,gestreckten” 9-Punkte-Operator:

1
AP w(z,y) = 155] —u(k2h, y)+ 16u(sth, y) —u(z, y£2h) + 16u(z, yh) —60u(z,y) }.
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Dieser Differenzenoperator hat offensichtlich die Konsistenzordnung m = 4, doch hat die
zugehirige Koeffizientenmatrix wegen des Vorzeichenwechsels ungiinstige Eigenschaften.

ii) Der kompakte* 9-Punkte-Operator verwendet neben dem Auswertungspunkt (z,y)
die & direkten Nachbarpunkte (r+ h,y), (z + h,yxh), (z,yLh):

APup(z,y) = E—:Iz{dlul[zzlzh?y] + du(z, y£h) + u(zth,y+h) — Eﬂu{z.l_y]}.
Dieses Schema hat zundchst auch nur die Ordnung m = 2, doch kann man es durch
eine Modifikation bei der Auswertung der rechten Seite anf die Ordnung m = 4 bringen
(Ubungzaufgabe):

flz,y) = falz,y) == flz,y) + SR2AL f(z,y). (2.1.12)

Approximation entlang des Randes: Bei der Approximation am (méglicherweise ge-
kriimmten) Rand des Gebiets gibt es verschiedene Maglichkeiten, die, wie wir spéter sehen
werden, durchaus auf unterschiedliche Approximationsordnungen fiihren. Wir betrachten
wieder den 5-Punkte-Operator und definieren zunfichst die folgenden Gitterpunktmengen:

O = {PeR|N(P)CQ}, a0 := ] N(P)\
Pelly

1) Konstante Randwertertrapolation: In Punkten von 1y wird der 5-Punkte-Operator
angesetzt, und in Punkten P € ), werden die Randwerte uy(P) = g(P") verwendet.
Dabei ist P° der P entlang einer der Koordinatenachsen am néchsten gelegene Punkt
auf 0. Dies ergibt entlang des Randes nur eine Approximationsordonung m = 1.

Abbildung 2.2: Schema der konstanten Randapproximation

i) Lineare Randwertinterpolation: Jeder Punkt P € 90 liegt in x- und /oder y-Richtung
zwischen zwel Punkten Fp € 80 und F; € O mit Abstinden 0 << ah < h zuo Fy und
h zu P . Man setzt dann (lineare Interpolation):

1
un(P) = 7 {9(Po) + cun(P)}. (2.1.13)

Diamit wird eine implizite Kopplung der Randwerte an die | inneren” Lésungswerte be-
wirkt. Diese Randwertapproximation hat die Ordoung m = 2.
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Abbildung 2.3: Schema der linearen Randapproximation

iii) Shortley'-Weller*-Approzimation: Wir definieren die folgenden Punktmengen:

Oh = {PeRi|N(P)CQ}, 8% := ] N(P)\ s,
Pem,
O, = Q) U, 80 = {Schnittpunkte der Gitterlinien mit 50}
In Punkten P € £} wird wieder der normale 5-Punkte-Operator und in den | fiktiven®

Randpunkten P < 91 der modifizierte 5-Punkte-Operator verwendet (siehe die sche-
matische Darstellung):

2 2 2 2
~Ajun(z,y) = b (3 + 5 )mley) - o pmlethy) - S m(E—ah.y)
2 2
T th) - gy | = fE).
gemAaf
—Ajup = f auf 803, (2.1.14)

mit den Werten wu(F) = g(FP) auf 8, . Fiir diesen Differenzenoperator gilt
|Abu(P) — Au(P)| < §Ma(u)h, (2.1.15)

wobei Ma(u) = ma}cﬁﬂﬁiﬁiuh i+j=3}.

!George H. Shortley (1910-7777): US-Amerikanischer Astro-Physiker; wirkte 1935-2011 als Prof. an
der Johns Hopking University.

Royal Weller (?777-2177): US-Amerikanischer Physiker und Ingenicur; die nach ihm und G. H. Short-
ley benannte Methods findet zich in , The numerical solution of Laplace’s equation®, J. Appl. Physics 9,
334 (1938); Mitherausgeber zweier Lehrbocher ,Modern Physics for the Engineer® (1954) und ,Modern
Mathematics for the Engineer” (2013).
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x, 3+
h
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Abbildung 2.4: Schema der Shortley-Weller- Approximation

Die Verwendung dieser Differenzenapproximationen fithrt auf Schemata der Form
L;.'u,h = _f;. in nh-. R,:.tr,h = gk auf aﬂi, {2116}

wobei der ,Randoperator® K, die jeweilige Randwertapprosdmation beschreibt. Dabei
werden die echten Randwerte von w, auf 80, unter Umstinden implizit mit Werten im
Innern verkoppelt. In diesem Fall sind alle Werte uy(P), P € Q, zu bestimmen. Der Dif-
ferenzenoperator [y steht fiir den normalen 5-Punkte-Operator in €, und gegebenfalls
den modifizierten Shortley-Weller-Operator auf 902 . Im einfachsten Fall der trivialen
Randwertapproximation Hpup = uw; konnen die Randwerte ug(P) = gn(P), P € 911y,
direkt eliminiert werden. Wir werden im folgenden nur diesen Fall weiter diskutieren.

Bemerkung: Die obigen Differenzenschemata haben natiirliche Analoga in drei Raum-
dimensionen. Man spricht dann aus naheliegendem Grund vom ,7-Punkte-Operator.
Diessen Abschneidefehler geniigt der Abschitzung

|AT W(P) — Au(P)| < 1 My(u)h®. (2.1.17)

2.2 Eigenschaften der Differenzengleichungen

Ausgangspunkt der folgenden Untersuchungen ist das Differenzenschema der Gestalt

Liun(P) == ) o(P,Qua(@) = fu(P), P €, (2.2.18)
QeEN(F)

up(P) = gu(P), P € 0, (2.2.19)
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mit gesigneten Approximationen fi(-) zu f und gu(-) zu g. Wir definieren die Koeffi-
zenten o P, Q) ;= 0 fiilr Punkte Q@ & N(FP). Fiir P € 3, gilt dann

> o(P,Qu(Q) = fulP) = Y o(P,Q)g(Q)- (2.2.20)

Gy Qs

Bei (beliebiger) Numerierung der Gitterpunkte etwa gemif Qp = {F,, n = 1,..., N},
0y, = {F,n=N+1,.,N+ M} ergibt sich ein quadratisches Gleichungssystem fiir
den Vektor der (inneren) Knotenwerte 7 = (/)Y ,, 7, == ux(P,):

AU = F, (2.2.21)

mit 4 = {A"m}f::mp F= {Fn}:;l 1 wobei

N+M

Aum 1= 0(Pa, Pr);  Fai=fa(Pa) = Y 0(Pa, Pu)ga(Pa).

m=N-+1

1 [z B 4

—FF k h= 15 Gitterweite

g T | 12

N =m?  innere* Gitterpunkte

I 13 |'|4 M 6
]

Abbildung 2.5: Differenzengitter

Beispiel (,Modellproblem™): Im Fall des Einheitsquadrats € = (0, 1)* ergibt sich fiir
den 5-Punkte-Operator bei zeilenweiser Durchnumerierung des Gitters 0 — {Rj}:j,

die folgende diinn-besetzte Matrix der Dimension N = m?®:

B, —I. 4 -1

.»"-'l. 1 _Im Bm _-'rm hr B‘m —1 4 —1

— = T
h? —I. B, . -1 4 --.

mit der mxm-Einheitsmatrix I,,,. Die rechte Seite ist F := (f(z11),..., f(Tmm))" . Die
Matrix A ist eine diinn besetzte Bandmatrix mit der Halbbandbreite m , symmetrisch
und (irreduzibel) diagonal-dominant. Damit ist sie auch reguldr und positiv definit.

Bemerkung: In drei Raumdimensionen hat die entsprechende Matrix die Dimension
N = m® und die Halbbandbreite m?. Ansonsten hat sie dieselben Eigenschaften wie in
zwel Dimensionen.
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Im allgemeinen Fall ist fiir moderates rp die Matrix A diinn besetzt, aber hiufig we-
gen der Randwertapproximation nicht symmetrisch. Dies wire ein schwerwiegender Nach-
teil, etwa bei der Approximation von Figenwertaufgaben zum Laplace-Operator. Um die
Regularitdt von A bzw. die Losbarkeit der Differenzengleichung garantieren zu kinnen,
formulieren wir die folgenden Strukturbedingungen in numerierungs-unabhingiger Form:

(Bl) Erweiterte Diagonaldominanz: Fiir Punkte P € Oy gilt:
(1) > e(PQ) < |o(P,P), (2.2.22)
Qelly,, Q#F
und fiir Punkte P € :={Q € 0 : N(Q) Ny, # 0} :

(i) Y e(P,Q) <|o(P,P)|. (2.2.23)
Qetle, QP

(B2) Nicht-negativer Typ: Fiir Punkte P € Qy und Q € O\ { P} gilt:

o(P,P)>0, o(P,Q)<0. (2.2.24)

(B3) Zusammenhang: Esist 80 # 0, und mit N(P) := {Q € Oy, o(P,Q) # 0} gilt
fiir jede echte Teilmenge Sy < Oy :

(U N®)n(@\S) #0. (2:2.25)

Pesy,

Die ersten beiden Bedingungen (B1) und (B2) werden von vielen Differenzenschema-
ta, insbesondere solchen hoherer als zweiter Ordnung (z. B.: der  gestreckte” 9-Punkte-
Operator), nicht erfiillt. Die hier betrachteten 5-Punkte-Schemata mit Randapproximati-
on geniigen ihnen aber. Wir zeigen im Folgenden, wie bei den einzelnen Randapproxima-
tionen die Bedingung (B1ii) erfiillt ist.

i) Konstante Randwertextrapolation: Fir P € Qf gilt

> le(PQ) <3k =3 |o(P,P)|,
Qe Q#P

ii) Lineare Randwertinterpolation: Fiir P (3 gilt

Y. o(P@)I<(4-5)h " <4h7 = |o(P,P)],
Qefly, Q#P
iii}) Shortley-Weller-Randwertapproximation: Fir P < 0 gilt

Y PRI ()R < 2+ DR 2= 1o(P,P).
Qeil, . Q#F
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Die dritte Bedingung (B3) sichert die Kopplung eines jeden inneren Gitterpunktes
P € (3 mit allen anderen, inshesondere mit den Randpunkten. Die Eigenschaft des
kontinuierlichen Problems, dass sich eine kleine Stérung in einem Punkt global bemerkbar
macht, spiegelt sich hier wider.

Die obigen Eigenschaften des Differenzenschemas korrespondieren zu den bereits be-
kannten der zugehérigen Koeffizientenmatrix A . unabhingig von der gewdhlten Numerie-
rung der Gitterpunkte implizieren die Bedingungen (B1) und (B3) zunichst die einfache
Diagonaldominanz von A, dariiber hinaus aber anch die stirkere ,irreduzible Diago-
naldominanz” (analog dem ,schwachen Zeilensummenkriterium® fiir die Konvergenz des
bekannten Jacobi- oder des Gauf-Seidel-Verfahrens). Die Bedingung (B2) entspricht einer
analogen fiir 4.

Um Existenz und Eindeutigkeit einer Liisung fiir das allgemeine Differenzenschema ga-
rantieren zu knnen, geht man &hnlich wie im Kontinuierlichen vor und nutzt ein diskretes
Analogon des | Maximumprinzips”.

Satz 2.1 (Diskretes Maximumprinzip): Unfer den Voraussetzungen (Bii), (B2) und
(B3} geniigt das zugehdrige Differenzenschema einem _diskreten Marimumprinzip®, 4. h.:
Gitterfunkfionen u, mit der Eigenschaft

Lyup(P) <0, P ey, (2.2.26)

1

haben in €, kein positives Marimum. Genauer gilt u, <0 auf Q) oder

MAaX uy <= MAX . (2.2.27)
R L

Beweis: Wir nehmen an, dass (2.2.26) fiir ein wuy erfiillt ist, und fiihren den Beweis
indirekt. Es gebe also einen Punkt Fy € 02, , so dass

M:=uy(F) = u%isi.x uy, = 0, %af uy = M.
Ausgehend von Lpuy(P) < 0, folgt mit Bedingung (B2):

w(B) <= 3 ZBuQ) = Y | Z i u(@)

g7r, 7P &3, o(Po, o)
{;., |J{§::E: un(Fy) +§J%|{uﬁ(m —un(Po)}.
Weiter gilt wegen Bedingung (B1i)
oD

Q#Fa
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und folglich (ux(Py) = M)

o(Fo, Q)
M<M+ 3 {un(Q) — M}.
QEN(H:]"-.{Fh}| {Pn Pu}|

Da nach Voraussetzung wg(()) < M ist, muss also wi()) = M in allen Punkten
Q€ N{Fy) (d. h. solchen mit o(F, Q) # 0) sein, da sonst ein Widerspruch entsteht.
Anwendung derselben Schlussweise fiir alle Punkte in N({Fy) liefert

w(@Q =M, Qe |J NP

PeN(Fo)

Mit Hilfe der Bedingung (B3) erschliefien wir dann durch sukzessive Fortsetzung dieses
Arguments, dass up, = M auf Q. Nach Voraussetzung ist @0 # 0, so dass es wegen
(B3) einen Punkt @ € 80y N N(F) mit einem ,inneren” Punkt P < {1, geben muss.
Fiir diesen folgt dann ws(€}) = M, was im Widerspruch zur Annahme maxsn, up < M
steht. Q.ED.

Das diskrete Maximumprinzip hat eine Reihe von wichtigen Folgerungen fiir die obigen
Differenzenschemata.

Korollar 2.1 (Eindeutigkeit): Unter den Voraussetzungen {B1), (B2) und {B2) besitzi
das Differenzenschema (2.2.18), (2.2.19) genou eine Lisung uy . Im Falle f, = 0 folgt
aus gy = 0 auch uy = 0.

Beweis: i) Wegen der Aquivalenz von (2.2.18), (2.2.19) zu dem Gleichungssystem Apl/ =

Fy geniigt es, die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien also um und “E.} zwel Lisungen:

Lyul = f in Qn, ul” =gy auf 30,

m_ @

Fiir die Differenz wy, := u, gilt dann

L;.tr.?h =0 in ﬂ{” wp = 0 auf aﬂh.

Nun wird das diskrete Maximumprinzip auf Lypwy, < 0 sowie auf Ly(—uwy) < 0 angewen-
det. Ersteres ergibt wy < 0 und letzteres wy = 0 und folglich wy = 0.

ii) Sei nun fi = 0 und gy = 0. Dann impliziert das diskrete Maximumprinzip angewendet
fiir —up , dass entweder up = 0 oder ming, up = —maxgp, (—us) = —maxsn, (—gr) =
MiNgn, gn, Was 21 beweisen war. Q.ED.

Im nfchsten Abschnitt werden wir das diskrete Maximumprinzip verwenden, um die
stetige Abhingigkeit der Lisungen von den Problemdaten zu zeigen. Dies wird sich als
Nebenprodukt einer sehr viel stirkeren Stabilitdtsungleichung ergeben.
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Korollar 2.2 (Inverse Monotonie): Unier den Voraussetzungen (B1), (B2} und (B3)
ist die zum Differenzenoperator Ly bei beliebiger Numerierung der Gitterpunkte gehoren-
de Koeffizientenmatric A eine sog. ,M-Matric” [invers-monotone Matriz), d. h.: Thre
Inverse A~ ist elementweise nicht negativ:

At =0. (2.2.28)

Beweis: Die Matrix A wird wie {iblich geschrieben als Summe A = L + ) + R einer
linken unteren Dreiecksmatrix L, einer Diagonalmatrix [0 und einer rechten oberen
Dreiecksmatrix K. Die Bedingungen (B1), (B2) und (B3) implizieren, wie oben bereits
bemerkt, die (irreduzible) Diagonaldominanz von 4 und damit 1) die Regularitit von
A und D und 2) die Kontraktivitit spr(J) < 1 der Jacobi-Matrix J:= —D~Y(L + R).
Diann existiert eine (natiirliche) Matrizennorm || - ||, bzgl. derer ||J|| = 1 ist. Hiermit
folgt die Existenz der Reihe (im Sinne der Matrizenkonvergenz)

Y JE=(I-J)
k=0
Bedingung (B2) garantiert, dass (elementweise) J — —D~'(L+ R) = 0 und folglich auch
ATD=(DT' AT =T+ D NL+R) T =(I-J)T =) T >0
k=D

Wegen D! > 0 impliziert dies A~! > 0. Q.ED.

Die Matrix A~! ordnet der rechten Seite f; und den Randwerten g; eindeutig den
Lasungsvektor U7 der Differenzengleichung zu:

AV A fugnt = U=A"F(fi, gn)-

Damit ist A™' das algebraische iquiva.lent der kontinuierlichen Greenschen Funktion
G(0):
G 1.9}~ ulo) — [ Cefwdy— [ 0.6 wow)dv.

Als Folgerung des Maximumprinzips ist Giz,y) = 0, © s y, was analog zur gerade
gezeipten Eigenschaft A™' > 0 ist.

2.2.1 Das Konvergenzverhalten von Differenzenverfahren

Die Grundlage der Fehleranalyse fiir die oben eingefiihrten Differenzenschemata ist wie
im Fall von Differenzenverfahren fiir gewihnliche Differentialgleichungen eine asymptoti-
sche Stabilitdtsabschitzung. Wir formulieren diese im folgenden Satz fiir ein allgemeines
Differenzenschema

;[.-;,‘i..l:;1 = _f;, in ﬂ;., Uy = gh auf ﬂﬂ;.. {2’229}



2.2, EIGENSCHAFTEN DER DIFFERENZENGLEICHUNGEN 61

Wir setzen im folgenden stets voraus, dass dieses Schema konsistent mit der RWA ist.

Satz 2.2 (Stabilitét): Das Differenzenschema (2.2.29) sei konsistent und geniige den
Bedingungen (B1), (B2) und {B3). Dann gilt fiir jede Gitterfunktion uy die Stabilitdts-
abschitzung

F
max lun(P)| < dﬂ%“}ﬁx | Lnun(P)| + max lun(P)], (2.2.30)

wobei dg = diam(2) .

Beweis: Wir argumentieren im folgenden &hnlich wie auf der kontinuierlichen Ebene.
Durch die folgende Vorschrift fiir beliebiges, festes Q < 0,

LyGa(-,Q) =h7%(,Q) in D, Gi(-,Q)=6(-,Q) auf 8, (2.2.31)

wird ein diskretes Analogon Gi(P,Q) : @y x £, — R zur kontinuierlichen Greenschen
Funktion (des Laplace-Operators) definiert. Dabei ist 4(P, () das iibliche ,Kronecker®-
Symbol”. Aus dem diskreten Maximumprinzip folgt, dass Gp(P, Q) = 0. Fir Gitterfunk-
tionen wuy, gilt dann die diskrete ,,Greensche ldentitat™

w(P)=h Y GuP.Q)Lun(@)+ Y Gu(P,Qua(Q), Pely (2232

Qelly Qedily

Um dies zu sehen, bezeichnen wir die rechte Seite von (2.2.32) mit wy und erhalten mit
den Eigenschaften der Greenschen Funktion

Lﬁiﬂﬁ = L;I'U;I in ﬂh, Wy, = U auf ﬂﬂﬁ.

Die Eindeutigkeit der Lisungen des Diffenzenschemas impliziert dann wy, = vy, . Aus der
diskreten Greenschen Identitdt folgt fiir jede Gitterfunktion vy

lon(P)| < h? Z Gu(P,Q) M | Lyvn| + Z G(F, Q) max lowl, Pefl,. (2233)
Qeily Qedily

i) Wegen der Konsistenz des Schemas gilt fiir die Gitterfunktion wy, = 1 notwendig
Lywy, =0, s0 dass aus der Greenschen Identitit folgt:

1=K Y GUP.QLu@+ Y. Gi(P.Qui@ ~ Y Gu(PQ). (2231)

Qeiln Qedily, Qe

Diies impliziert eine Schranke fiir die zweite Summe in (2.2.33).

eopold Kronecker (1823-1801): Deutschor Mathematiker; wirkee in Berlin als ,Privatgelchrter®;
betrich die Arithmetisierung der Mathematik; wichtiger Vertreter des , Konstruktivismus®, welcher die
generelle Verwendung des Widerspruchsheweises und des ,aktual Unendlichen® in Form z. B. der allge-
meinen reellen Zahlen ablehnt.
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i) Jeder Punkt Py € §1;, ist Mittelpunkt eines Q enthaltenden Kreises mit Radius dp .
O.b.d.A. sei hier Fy = 0. Fiir die Funktion w(F) = ;}|F|2 gilt in Punkten P € (3 :

Lyw(P) = Lyw(P) + Aw(P) — Aw(P) = My(w)O(h) — Aw(P) = —1,

da Ms(w) = 0. Wir definieren nun die Gitterfunktion

vi(P):=h" ) Gu(P.Q).

Qe
Durch elementares Nachrechnen verifiziert man, dass
Lpvp =1 in Qp, wvy=0 auf 90,
Lp(on +w) =0 in Qf, vy+w< idy auf 80,
Aus dem diskreten Maximumprinzip folgt dann wegen w > 0 notwendig

max vy, < max (v, + w) < max (v + w) = max w < 145
i nh( ) a-n,l{ ) 1 190,

und somit

h? Z Gu(P,Q) < idy, Pelh (2.2.35)
Qefly

Die Abschitzungen (2.2.34) und (2.2.35) ergeben zusammen mit (2.2.33) die Behanptung,.
Q.ED.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2.2 erhalten wir (in Analogie zum kontinuierlichen
Fall) die stetige Abhingigkeit der Lésung von den Daten. Das wichtigste Resultat ist eine
a priori Konvergenzabschitzung fiir das Differenzenschema (2.2.29).

Korollar 2.3 (Allgemeines Konvergenzresultat): Unter den Voraussetungen von
Satz 2.2 gilt fiir das Differenzenschema (2.2.29) die a priori Konvergenzabschditzung

pP)|<i P P 2.2.36
max |ex(P)| < §do max [m(P)| + max |ex(P)) (2:2.36)

mit dem Fehler ey = u — uy, und dem Abschneidefehler m,(P) := Lyu( P) + Au(P) .
Beweis: Fiir den Fehler e gilt die Differenzengleichung

Lpen(P)=m(P) P ey,
so0 dass die Stabilitdtsungleichung (2.2.30) unmittelbar die Behauptung liefert. Q.E.D.

Die Abschitzung (2.2.36) garantiert wieder, dass fiir ein ,gutes” Differenzenschema der
globale Diskretisierungsfehler mit derselben Ordnung wie der lokale Abschneidefehler kon-
vergiert. Wir wollen diese allgemeinen Resultate fiir die obigen speziellen Diskretisierungen
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anwenden. Dabei wird wieder die folgende Bezeichnung fiir Normschranken der exakten
Losung verwendet:
M. (u) = m&xﬂﬂ;ﬁ;uh i+j=m}

Korollar 2.4 (Konvergenz des 5-Punkte-Operators): [nier den Voraussetungen
von Satz 2.2 gilt fiir den Fehler den 5- Punkte-Operator mit konstanter Randwertertrapo-
lation die a priori Fehlerabschitzung

max |e,(P)] < aadnMa(u)h? + M (u)h. (2.2.37)
P

h

Beweis: Fiir den Abschneidefehler gilt

2
max |m| < gMy(u)h’,

und in Randgitterpunkten

max len| = Thax [u(P) — u(P*)| < Mi(u)h.

Diie Stabilititsabschitzung (2.2.30) impliziert damit die Behauptung. Q.ED.

Der ordnungsreduzierende Effekt der mangelhaften Randwertapproximation kann durch
die oben beschriebene lineare Randwertinterpolation® behoben werden. Fiir das so mo-
difizierte 5-Punkte-Schema erhflt man &hnlich wie eben die a priori Fehlerabschitzung

max |ey(P)| < tadaMa(u)h® + 5 My(u)h®. (2.2.38)
F

Korollar 2.5 (Konvergenz des Shortley-Weller-Operators): Unter den Vorausse-
tungen von Satz 2.2 gilt fir den modifizierten 5-Punkte-Operator nach Shortley- Weller
die a priori Fehlerabschatzung

max [en(P)| < ggdaMa(u)h® + 5 Ms(u)h’. (2.2.39)

Beweis: Fiir den Fehler e, gelten die Bezichungen
—ﬂﬁﬁh =T in ﬂ;” —ﬂ:-;ﬁh = T}: auf m;, Ep = 0 auf ﬂﬂ;r
Fiir die Abschneidefehler gilt

max [m < AMy(u)h?,  max 73] < 2Ma(u)h.
(1 o

In diesem Fall kéinnen wir nicht direkt die Stabilitdtsungleichung (2.2.30) anwenden, da
sie nur auf eine reduzierte Konvergenzordnung O(h) fiihren wiirde. Statt dessen modi-
fizieren wir in geeigneter Weise den Beweis dieser Abschitzung. Mit den Bezeichnungen
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des Beweises von Satz 2.2 ergibt die Greensche Identitit ( ey = 0 auf 30 )

en(P)=h' Y Gu(P.Qm(Q)+k Y Gi(P.Q)7(Q)
Qeng Qeom;,

und folglich

ea(P)| <h? Y- Gu(P,Q)max|m|+h Y Gu(P,Q)max|r]|. (2:2.40)
oy . L
Qe Qean
Wie im Beweis von Satz 2.2 folgt
By GUPQ) <K Y Gu(PQ) < idy. (2:241)
Qe Qs
Wir wollen jetzt zeigen, dass
> G(PQ) <3 (2.2.42)

Qesny,
Dazu definieren wir die Gitterfunktion wy, durch
wy,=11in8y, w,=0 aufd.
Fiir diese verifiziert man durch Nachrechnen
—Apuwp =0 in 0, —Ajw, = 2h72 auf a0,
Mit Hilfe der Greenschen Identitat folgt damit

1=1 )" GuPQ(-A)w(@) 22 Y Gu(PQ),

Qedtly Qesny,
was (2.2.42) impliziert. Dies vervollstindigt den Beweis. Q.ED.

Bemerkung: In drei Raumdimensionen gelten Satz 2.2 und Korollar 2.3 mit der Kon-
stante én‘% . Hiermit und der zugehérigen Abschitzung (2.1.17) fiir den Konsistenzfehler
ergeben sich dann auch die a priori Fehlerabschitzungen der Korollare 2.4 und 2.4 mit
der fithrenden Konstante Ld3 .

Bemerkung: Wir betonen, dass die Konvergenz der betrachteten Differenzenschema-
ta eine vergleichsweise hohe Repularitit der zu approximierenden Lisung erfordert. Das
Shortley-Weller-Schema erfordert z. B. fiir seine , maximale® Konvergenzordnung m = 2,
dass u beschrinkte vierte Ableitungen auf ganz 11 besitzt ( My(u) < oc). Dies ist ei-
ne sehr einschneidende Forderung, wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben. Sie kann
i. Allg. nur fiir glatt berandete Gebiete sowie unter gewissen Zusatzbedingungen fiir spe-
zielle Geometrien wie z. B. Rechtecke garantiert werden. Weiter erfordert sie auch hohe
Glattheit der Daten f und g. Auf Gebieten mit einspringenden Ecken oder sonstwie
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reduzierter Repularitit von u konnen diese Sdtze nicht verwendet werden. In solchen
realitdtsnaheren Situationen werden sich die im nichsten Abschnitt behandelten ,,Finite-
Elemente-Verfahren® als flexibler erweisen.

2.3 Losungsaspekte

Wir diskutieren nun die Losung der durch eine Differenzendiskretisierung entstehenden
algebraischen Gleichungssysteme. Zugrunde gelegt wird wieder die Situation des Modell-
problems der 1. RWA des Laplace-Operators

Lu:=—Au—=f in Q, u=g auf 8Q, (2.3.43)

auf einem Gebiet 2 ¢ R?. Erweiterungen fiir Probleme mit variablen Koeffizienten, an-
deren Randbedingungen, Unsymmetrien sowie auf drei Raumdimensionen werden wieder
in Bemerkungen beriicksichtigt. Die zugehorigen algebraischen Systeme haben die Gestalt

Az — b, (2.3.44)

Die Matrix A = (Gnm)Nme1 und der Vektor b = (b,))_; haben die Dimension N :=
Anzahl der inneren Gitterpunkte bzw. Knotenfreiheitsgrade. In der Praxis ist meist N =
1000, so dass neben dem Rechenanfwand auch der Speicherbedarf ein wichtiger Aspekt
ist. Die Matrix ist extrem diinn besetzt und besitzt abhingiz von der gewihlten Nume-
rierung der Gitterpunkte bzw. Knoten eine Bandstruktur. Fiir die Wahl eines geeigneten
(d. h.: m&glichst sparsamen) Lisungsverfahrens ist die zu erwartende Dimension N ent-
scheidend.

Wir orientieren die folgende Diskussion an der Modellsituation der Poisson-Gleichung
auf dem Einheitsquadrat € = (0,1)? und der Diskretisierung mit dem iiblichen 5Punkte-
Schema auf einem &quidistanten, kartesischen Gitter 1, = Q U 80}, der Gitterweite
h. Das Gebiet 02 = (0,1)? hat den Durchmesser dp — /2. Wir wihlen die Funktion
u(zx,y) = sin(wz) sin(wy) als Lésung der Randwertaufgabe

~Au=27%—f inQ, wu=0 auf 5O (2.3.45)

Es ist My(u) = «!. Die a priori Fehlerschranke (2.2.39) fiir die Shortley-Weller-A pproxi-
mation liefert damit die (pessimistische) Fehlerschatzung

max |u — up| & Sdpmth? s 8k (2.3.46)
3

h

Zur Erreichung garantierter 3-stelliger (relativer) Genauigkeit, TOL = 102, ist in diesem
Fall also eine Gitterweite h = 102 erforderlich. Dies fiihrt auf ein (symmetrisches)
Gleichungssystem der Dimension N == 10%.

Bemerkung 2.1: Die Fehlerabschitzung (2.3.46) ist in der Tat sehr pessimistisch. Der
wirkliche Fehler ist ungefihr um einen Faktor 10~! kleiner. Dies zeigt, dass unsere a
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priori Fehleranalyse selbst fiir ein so einfaches Modellproblem zu unscharf und fiir prak-
tische Zwecke nur bedingt brauchbar ist.

Bemerkung 2.2: In drei Raumdimensionen ist dy — +/3, und die a priori Fehler-
abschitzung (2.3.46) liefert den Wert = 12h?, so dass hier mindestens auch h — 102
und damit N == 10° erforderlich wire.

Die Struktur der Matrix A hingt von der gewihlten Nummerierung der Gitterpunkte
ab. Die gingigen Alternativen sind:

1) Zeilenweise Nummerierung: Die lexikographische Anordming der Gitterpunkte,
(zi,y5) < (Tp,yy) Wenn j<gq oder j=gq,1<p

fiihrt auf eine Bandmatrix mit Bandbreite 2m + 1 = AL,

§l|22 I 4 25

16| 17| 18] 19] 20

11 12| 13] 14] 15

6| 7| & 9] 10

1) 2 3] 4] 5

Abbildung 2.6: Lexikographische Nummerierung

2) Diagonale Nummerierung: Die sukzessive Numerierung diagonal zu den Koordinaten-
richtungen fiithrt auf eine Bandmatrix mit geringem ,Bandinhalt* (= Speicherersparnis
beim Gaufischen Eliminationsverfahren).

712 17 21] 24

4] B| 13] 18] 22

Abbildung 2.7: Diagonale Nummerierung
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3) Schachbrett-Nummerierung: Die versetzte zeilenweise- sowie spaltenweise Nummerie-
rung fiihrt auf eine 2 x 2-Blockmatrix mit diagonalen Hauptblocken.

11| 24| 12] 25] 13 \
7 9] 2] 10] 23 \
5[ 9] 71 20] ®
&l 4| 7] 3] 18 \
@] 2 13 3

Abbildung 2.8: Schachbrett-Nummerierung

a) Direkte Lisung: Prinzipiell wire das klassische Gaufische Eliminationsverfahren
zur Lisung des Systems (2.3.44) peeignet. Zu seiner Durchfithrung bendtigt man bei
zeilenmweiser Nummerierung und Ausnutzung der Symmetrie etwa m/N Speicherpliatze
(im Folgenden abgekiirzt als ,SP*) und m?N arithmetische Operationen (im Folgenden
abgekiirzt als ,OP*). Im Falle N = 10* sind dies etwa 10° SP und 10° OP. Die kur-
ze Uberschlagsrechnung zeigt, dass direkte Losungsmethoden fiir das Gleichungssystem
(2.3.44) pur in speziellen Situationen in Frage kommen. Sie spielen eine Holle bei geringer
Problemgrifie ( N < 10°) oder im Falle sehr uniformer Matrixeintrige (bei der Appro-
ximation von Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten) (N < 10%). Speziell
fiir die 5-Punkte-Approximation des Laplace-Operators auf Rechtecken gibt es sehr effizi-
ente direkte Lésungstechniken auf Grundlage der sog. ,schnellen Fourier-Transformation
(FFT)* (N < 107). Diese sind aber bei allgemeineren Problemstellungen meist nicht
anwendbar und werden daher hier nicht weiter diskutiert.

Bemerkung 2.3: Zur Illustration machen wir dieselbe Uberschlagsrechnung auch fiir
die entsprechende dreidimensionale Situation € = (0,1)*. Hier hat die Matrix A die
Dimension N = m® =~ 10° und die Bandbreite 2m? + 1 = 10*. Folglich betriige der
bendtigte Losungsaufwand = 10'° SP und = 10'* OP, was noch jenseits der Kapazitit
von Arbeitsplatzrechnern liegt.

b) Iterative Lidsung: Wie bereits erwihnt, iibertragen sich die wichtigen Eigenschaften
(B1), (B2) und (B3) des Differenzenschemas unabangig von der gewfhlten Numerierung
auf die jeweilige Matrix A . Diese ist (irreduzibel) diagonaldominant und von nichtnega-
tivem Typ und folglich eine M-Matrix, d. h.: Es gilt elementweise A~! > 0. Zusitzlich
ist A oft auch symmetrisch und positiv definit. In diesem Falle konvergieren die meisten
gingigen iterativen Verfahren. Ausgehend von einem Defektkorrekturansatz

d=F—At, Cvt=d, =1+, (2.3.47)
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mit einer reguliren Matrix ' (, Vorkonditionierer”) wird die Iteration zundchst als Fix-
punktiteration geschrieben

o' =Crf+b—-Art & M =(J-c'At+0 (2.3.48)
Fiir den Fehler £ := %) — ¢ gilt

= (I-cA) V-2
—(I-c A" Vo - (I-Cc Az —C (2.3.49)
=(I-C AN — ... — (T —C14)D.
Dies zeigt, dass die Iteration konvergiert, wenn die ,Iterationsmatrix® B == I—C ' A eine

Kontraktion ist, d. h.: p(B) := max{|A|, A Eigenwert von B} < 1. Die ,Konvergenzrate®
der lteration ist dann gegeben durch

Nz — )\ 1
= | —_— = p(B). 2.3.50
pi= o i () = e®) 2350
Es ist dann ndherungsweise
29 — z|| < 6| — z]. (2.3.51)

Die Anzahl der zur Erreichung einer Heduktion des Anfangsfehlers um = erforderlichen
Iterationsschritte ergibt sich damit zu

~ D) 9.3.59
<™ n(p)’ (2.3.52)

Der , Vorkonditionierer® ' sollte folgende Bedingungen erfiillen:

— einfache Invertierung (mit O{N) OP und Speicherbedarf O(N) SP);

— maglichst kleines p(I — C~'A).

Diies sind leider gegenlanfige Zielsetzungen. Die einfachsten Verfahren dieses Typs verwen-
den ausgehend von der natiirlichen Aufspaltung A = L + D+ R die Vorkonditionierer:

1. (Gedimpftes) Richardson®- Verfahren: 0 < 8 < 2X..(A)7!

C=0I, B=I-0A. (2.3.53)

4Lewis Fry Richardson {1881-1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer *angewandter Mathematiker™; leistete Pionierbeitrige
zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.
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2. Jacobi *-Verfahren {Gesamtschrittverfahren):

C=D, B=-DYL+R). (2.3.54)

3. Gauf-Seidel ®-Verfahren {Einzelschrittverfahren):

C=D+L, B=—(D+L'R (2.3.55)

4. SOR-Verfahren (,Successive Over-Relazation®): w = wepe € (0,2)

C=D+wL, B=(D+wl)™{(1-w)D—wR}. (2.3.56)

5. ILU-Verfahren {  Incomplete LU Decomposition®):
C=LR, B-=I-R‘'L'A (2.3.57)

Fiir eine symmetrische, positiv definite Matrix wird das ILU- zum ILLT-Verfahren
(»Incomplete Cholesky” Decomposition“). Die ILU-Zerlegung erhilt man mit Hilfe
des tiblichen, rekursiven Prozesses zur Bestimmung der LU-Zerlegung aus der Glei-
chung LU = A durch Nullsetzung aller Matrixeintrige zu Indexpaaren {n,m} mit
Ay = 0

n—1
=1, N fipn =y — Y lnillin, (m=1,..,N)

i=1

n—1
=1, L= ﬁ;,:{a..-“ -y Eijﬁj,,} (i=n+1,..,N)
=1

lim =0, iy =0, wenn a,, =0.

6. ADI-Verfahren (,Alternating-Direction Implicit Iteration®):

C = (A + wI)(A, +w),

B=(A,+ [.:JI}_’{.:..JI —AA + L:-'f]_ll[u.rf —A). (2.3.58)

Das ADI-Verfahren ist fiir beliebige Wahl des Parameters w > (0 konvergent. Wenn
die Struktur der Matrix seine Anwendung zulfisst, ist es bel optimaler Wahl von w
mindestens so schnell wie das optimale SOR-Verfahren.

“Carl Gustav Jakob Jacobi {1804-1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind. b chbegabt; wirkte
in Kinigsherg und Berlin; Beitrige zu vielen Bereichen der Mathematik: zur Zahlentheorie, zu ellipti-
scher Funktionen, #n partiellen Differentialgleichungen, zu Funktionaldeterminanten und zur theoreti-
achen Mechanik.

SPhilipp Ludwig von Seidel (1821-1896): Deutscher Mathematiker; Prof. in Muonchen; Beitrage zur
Analysis (u. a. Methode der kleinsten Fehlerquadrate) owie Himmelsmechanik und Astronomie.

TAndré Louis Cholesky (1975-1918): Franzosischer Mathematiker; Militdrkarriere; Beitrige zur Nu-
merischen Linearon Algebra
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Die Konvergenzraten dieser einfachen Iterationsverfahren verhalten sich in Abhangig-
keit von der (gleichformigen) Gitterweite wie

p=p(I-C7A)=1-O(K),

in Abhingigkeit von der Gitterweite h der Diskretisierung (bei fester Problemkonfizura-
tion) mit einem geeigneten + > 0. Die Anzahl T der zur Gewinnung einer Dezimalstelle
Genanigeit erforderlichen Iterationsschritte ist also ungefihr bestimmt durch

(o) .,
In(p) '

Hierzu beachte man, dass In(1 — ¢h™) = —ch”™ + O(h*). Da die Durchfiihrung eines
Iterationsschritts approximativ N = h~2 OP (in zwei Raumdimensionen) kostet, ergibt
sich ein Gesamtaufwand pro Dezimalstelle an Genaunigkeit von = k2" OP. Der fiir die
Durchfithrung dieser Iterationsverfahren bendtigte Speicherplatz entspricht etwa dem zur
Speicherung der wesentlichen (d. h. von Null verschiedenen) Elemente der Matrix A er-
forderlichen. Fiir das Jacobi- und Gauf-Seidel-Verfahren ist » = 2 und fiir das (optimale)
SOR-Verfahren ist + = 1. Das ILU- und das ADI-Verfahren liegen bei speziellen Kon-
figu. a.ionen etwa gleich anf zum SOR-Verfahren. Damit ergibt sich ein Gesamtlisungs-
aufwand von jeweils @(N?) bzw. @(N¥?) OP fiir die einzelnen Verfahren. Ein wirklich
peffizientes® Verfahren sollte ein méglichst kleines r aufweisen; optimal wire r = 0. Dies
ldsst sich durch den Finsatz von sog.  Multi-Level-Techniken® |, Mehrgitterverfahren®)
erreichen, welche spiter im Zusammenhang mit den Finite-Elemente-Diskretisierungen
diskutiert werden.

A=l = Ta (2.3.59)

2.3.1 Aufwandsanalyse: ein Beispiel

Wir wollen das Konvergenzverhalten der bisher betrachteten Iterationsverfahren und de-
ren sich daranus ergebende Effizienz anhand des obigen Modellproblems eingehender disku-
tieren. Diabei soll insbesondere die Bedeutung der Formel (2.3.59) fiir die Konvergenzrate
illustriert werden.

Fiir die obige Modellsituation (5-Punkte-Differenzenoperator auf einem Aquidistanden,
kartesischen Gitter des Einheitsquadrats) lassen sich die Eigenwerte und zugehérigen Ei-
genvektoren der Systemmatrix A explizit angeben. Fiir &£,1 = 1,...,m ergibt sich mit
der Bezeichnung Aw®™ = Agw™ :

A = h™2{4 — 2 (cos(khm) + cos(lhm))}, k,I=1,...,m,
w* = (sin(ikhw) sin(jlhm)); j=1, _m (h=1/(m+1)).
Also ist (fiir k< 1)
Amax = h™2{4 — 4 cos (1 — h)w} = Bh2,
Amin = h™2{4 — 4 cos (hm)} = h2{4 —4(1 — }r*h* + O(h"))} =~ 27°.
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und somit
4
g = condy(A) m= g2 (2.3.60)
Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix J = —D~!(L + R) sind
HEl = %{cus{khw] + cos(lhm)) (k1I=1,...,m)
Folglich wird
T 4
f7 = pmax = cos(hw) = 1— 5 R+ O(R"). (2.3.61)

Fiir die Iterationsmatrizen des Gaufi-Seidel- und des (optimalen) SOR-Verfahrens folgt:

PEs = Pg;_g = 1—n’h? +G{hd}:

1—\;1—? 1 —wh + O(h*
PSOR = 1 — mh+OR) _ 1—2xh+O(R?).
1+1-3 1+xhtO(R)

Fiir die [terationszahlen | pro Dezimalstelle Fehlerreduktion) ergibt sich also asymptotisch:

In(10) 1,6

TJm_ln{l—‘;h“] T2h2 mghN,
In(10) 2,3

Tes ™ — ooy ™ 2z~
In(10) 2,3

Tsor ™ —pq o = ouh VN

Der Vollstindigkeit halber geben wir hier auch die entsprechenden Werte fiir das CG-
Verfahren (, Verfahren der konjugierten Richtungen®):

Toe = L v/ In(20) ~ % ~ VN .

Dias CG-Verfahren ist zwar langsamer als das optimale® SOR-Verfahren, erfordert aber
nicht die Bestimmung eines lterationsparameters.

Zum Vergleich der Effizienz der Iterationsverfahren muss natiirlich auch der Aufwand
pro lterationsschritt beriicksichtigt werden. Fiir die Anzahl OF der arithmetischen Ope-
rationen pro Iterationsschritt gilt {optimistische Schitzung)

GPJ.I_ DPGS? GPSDR =] EN, DPGG a2 10N,

Als Endresultat finden wir, dass zur Bestimmung der Lisung des diskretisierten Modell-
problems das Jacobi-Verfahren, das Gaufi-Seidel-Verfahren und das Gradientenverfahren
O{N?) OP beniitigen. Das direkte Cholesky-Verfahren wiirde fiir die Berechnung der _ex-
akten* Losung (auf Rundungsfehlergenaunigkeit) ebenfalls O(m?N) = O(N?) OP bendti-
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gen, erscheint also dem Gaufi-Seidel-Verfahren iiberlegen zu sein. Es ist jedoch zu bertick-
sichtigen, dass letzteres nur O(N) SP ben6tigt, im Gegensatz zu den O(mN) = O(NY?)
SP fiir das Cholesky-Verfahren. Die schnelleren, anf Mehrgitterkonzepten basierenden Ite-
rationsverfahren sind dagegen dem einfachen direkten Loser asymptotisch klar tiberlegen.

Fiir das Beispiel mit N = 10* ergibt sich iiberschlagsméBig der folgende Gesamtauf-
wand ,,GA*® zur sicheren Lisung des Systems (2.3.44) unter die Diskretisierungsgenanig-
keit (TOL = 107%, h = 10~2, N = 10*):

GA;(TOL) =~ 4-3N? =~ 1,2.10° 0P,
GAgs(TOL) = 4-1,5N? = 6-10°0P,
GAsor(TOL) =~ 4-2NY? =~ 8. 108 0P,

GApg(TOL) =~ 4-10N*Y? = 4. 1070OP.

Fiir ein ,optimales® Verfahren wie z. B. das Mehrgitterverfahren ,MG* wiirde man hier
wesentlich bessere Werte erwarten: GApz(TOL) = 4-25N == 10°0P.

Bemerkung: In drei Raumdimensionen erhalten wir ndherungsweise

8

-2 2
)'mazgjlgh:l )'T:m'ngsgw‘r Eﬁm:

und folglich im wesentlichen dieselben Abschidtzungen fiir gy, pgs und pspr sowie fiir die
lterationszahlen T;, Tgs, Tsor und Typm wie im zweidimensionalen Fall. Der Aufwand
fiir die Durchfiihrung eines Iterationsschritts ist hier OP;, OFgs, OPgop == 3N baw.
OPpg = 12N . Fiir den Gesamtldsungsaufwand ergibt dies danm:

A(TOL) =~ 4-4N? = 1,6- 108 0P,
GhGS{TDL} as 4-2N? = 8-102 0P,

GAsor(TOL) = 4-3N*? =~ 1,2.10'% 0P,
GApg(TOL) = 4-12NY? ~ 4,810 0P.

Der Aufwand des Mehrgitterverfahrens erhiht sich aber nur vergleichsweise unwesentlich
auf GApgl(s) = 4-50N =~ 2-10°OP. Zur Bewertung dieser Komplexitétsschitzungen
muss man sich die Leistung verfiigharer Hechner vergegenwirtigen. Ein Arbeitsplatz-
rechner leiste real etwa 200 MFlops (200 Millionen . Floating-Point* Operationen pro
Sekunde). Das SOR-Verfahren braucht dann auf einem solchen Rechner zur Losung des
Gleichungssystems (auf Diskretisierungsfehlergenanigkeit) etwa 1, 5 Minuten, wogegen das
Mehrgitterverfahren ,nur* 1 Sekunde benotigt.

2.4 Ubungen

Ubung 2.1: Man betrachte die Diskretisierung der 1. RWA des Laplace-Operators auf
dem FEinheitsquadrat des R? mit dem 9-Punkte-Differenzenschema (sog. , Mehrstellenfor-
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mel*)
o
~Aw(z,y) = f(x,y), (z,9) € M,
mit dem , gestreckten” Differenzenoperator

{—u{z:l:?h,y}+lEru{I:l:h,y}—u{z.}y:tih}+lﬁrul[z,y:|:h}—ﬁﬂu{z1_y]}

1
9 .
Ay ulx,y) = 1952

und dem 9Punkte-Differenzenschema

—A un(z,y) = flz,9) + Hh*Af(5,y), (z,y) € %
mit dem ,kompakten* Differenzenoperator

1

ADu(z,y) = @{41‘{1 +hy) +du(z,yth)+u(zLhyth)— Eﬂu{z,y]}.

Man zeige, dass dies Approximationen mit der Konsistenzordnung m = 4 sind.

Ubung 2.2: In vielen Fillen kann die asymptotische Konvergenzordnung eines Differen-
zenverfahrens nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekannter exakter
Lsung fiir zwei Schrittweiten h und h/2 die Fehler ep := u —up und ey == u —upp
berechnet und dann die Ordnung « iiber den formalen Ansatz ||u— wg ||, = h™ mit einer
geeigneten Gitternorm || - ||, aus der folgenden Formel ermittelt:

_ log([lenlln/llensalln)
log(2)

a) Man rechtfertige diese Formel und iiberlege, wie man vorgehen kann, wenn keine exakte
Losung « bekannt ist.

b) Man bestimme die inhirente Konvergenzordnungen der folgenden Zahlenfolgen:

h=2" 33627 26570
h=2"2 30318  27.008
h=2"% 920100 27.883
h=2"% 9858  28.072
h=2"° 928351 28117

Ubung 2.3: Man betrachte die Diskretisierung der 1. RWA des Laplace-Operators auf
dem Einheitsquadrat des R? mit dem 9-Punkte-Differenzenschema

AP un(z,y) = falz,y) == flz,y) + Sh2Af(z,y), (z,y) € D,
mit dem ,kompakten® Differenzenoperator

1

ADy(z,y) = m{du{z +hy) +du(z,yth)+u(zLhyth)— Eﬂu{z,y]}.
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Diiese Approximationen hat nach Aufgabe 2.1 die Konsistenzordnung m = 4.
a) Man zeige mit den Mitteln der Vorlesung die Fehlerabschitzung

max |u(P) — uy(P)| < eMg(u)h'.
Pelly,

b) (Zusatzaufgabe fiir Leser mit Ergeiz und Zeit) Im Falle eines allgemeinen, glattbe-
randeten Gebiets 2 ¢ R? werde entlang der gekriimmten Randabschnitte die Shortley-
‘Weller- Approximation betrachtet:

—ADuy, = f+ SR2Af nQp, —Afup—f inQf, u—g auf 5.
Man zeige hierfiir mit den Mitteln des Textes die Fehlerabschiatzung

max |u(P) — ur(P)| < ¢ {Ms(u)h + Ma(w)h}.
Pelly

Ubung 2.4: Sei A, die zum 5Punkte-Operator auf dem Einheitsquadrat gehérende
N x N-Matrix (bei zeilenweiser Nummerierung der Gitterpunkte mit m Punkten in jeder
Zeile). Die N = m® Eigenvektoren w**, v, p— 1,...,m, und die zugehérigen Eigenwerte
Aup vVon Ay sind gegeben durch:

1
w*(z,y) = sin(vrr) sinfumy), (z,y) € Qp,  Aup = F(ﬂl — 2(cos(vhw) + cos(uhm)).

Man zeige, dass fiir die Spektralkondition von Ay gilt:

J"max{Aﬁ} . 1

conds( Ag) =: em(An) 2R

-+ O(1).

Ubung 2.5: Eine Matrix A € RM*V heifit ,M-Matrix“, wenn sie von nichtnegativem
Typ und regulir ist und wenn ihre Inverse A~ = {a,i-;l}],{:-:l elementweise nichtnegativ
ist: EE_,-_H = 0. Das 5-Punkte-Differenzenschema (bzw. das Shortley-Weller-Schema) zur

Approximation der 1. RWA des Laplace-Operators fithrt z. B. auf eine solche M-Matrix.

a) Man zeige, dass M-Matrizen _invers-monoton® sind, d. h.: Fiir Vektoren v,w € RV
gilt komponentenweise:
AvZzAw = vZ=w.

b) Ist ferner Ayw > (1,...,1)T fiir einen Vektor w € R" | so folgt bzgl. der Maximum-
norm bzw. Maximalen-Zeilensummen-Norm:

-1
|45 oo < o]l

¢) Man zeige mit Hilfe von (b), dass fiir die Systemmatrix A; des 5-Punkte-Schemas auf
dem Einheitsquadrat die Abschitzung

47 e < 1/8
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gilt, und folgere hiermit fiir die [__-Kondition von Ay, :
condeo(An) = [| Anllacll A7 o < A7

Die l__-Kondition von Ay verhilt sich also in Abhangigkeit von der Gitterweite h genauso
wie die Spektralkondition. (Hinweis: Man versuche es mit der mit wiz,y) = =(1—x)/2+
y(1 —y)/2 gebildeten Gitterfunktion.)

Ubung 2.6: Gegehen sei die 1. RWA des Laplace-Operators
—Au=f in N, u=0 aof 3,

auf dem Dreiecksgebiet Q = {(z,y) € R*| z,y = 0,z+y < 1}. Man stelle zu einem &quidi-
stanten, kartesischen Gitter das Gleichungssystem der 5-Punkte-Differenzenapproximation
auf und vergleiche (a) die zeilenweise, (b) die diagonale und (c¢) die schachbrettartige Git-
terpunktnummerierung in Bezug auf Matrixstruktur, Speicherplatzbedarf und Rechenauf-
wand bei der Lésung mit der LR-Zerlegung unter Ausnutzung der Bandstruktur.

Ubung 2.7: Zur Auffrischung der Kenntnise iiber iterative Lésungsverfahren: Eine Ver-
einfachung des Jacobi-Verfahrens zur Lisung eines linearen N x N-Gleichungssystems
Ax = b ist das sog. , Richardson-Verfahren”. Dabei wird ausgehend von einem beliebigen
Startvektor =” € BY mit einem Dampfungsparameter # € R wie folgt iteriert:

ot g(A —b), t=0,1,2,....

a) Im Falle, dass A nur reelle Eigenwerte Agip, < -+« < A < -+ < Apg besitzt, zeige
man fiir den Spektralradius p{By) der zugehdrigen Iterationsmatrix By = I — 84 die
Gleichung

p(Bs) = max {|1 — BAmia, |1 — BAmac| }-

b) Im Falle, dass zusitzlich alle Eigenwerte positiv sind, zeige man
2
plByl =<1l = 0<f<—.
)"max

¢) Fiir welchen Wert von & wird p(By) in dieem Falle minimal?

Ubung 2.8: Betrachtet werde wieder das Modellproblem
—Au=f in 2, u=0 auf J02,

auf dem Einheitsquadrat @ ¢ R2. Die Systemmatrix des 5-Punkte-Diffrenzenoperators
auf einem &Aquidistanten, kartesischen Punktgitter lisst sich schreiben als Summe der
Anteile der beiden Differenzenquotienten in x- und y-Richtung: A = A, + A,. Bei lexiko-
graphischer Numerierung sind dabei A, und A, regulire Tridiagonalmatrizen mit den
Eintrigen 2h~? auf den Hauptdiagonalen und —h=2? verteilt auf den Nebendiagonalen.
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Dias zugehirige Gleichungssystems ALY = F' besitzt damit die Squivalenten Formen
(el + AU = (el — AU+ F, (ol + A0 = (al — AU+ F

mit einem beliebigen Parmeterwert o = 0. Dies legt das folgende zweistufige Iterations-
verfahren (sog. ,ADI-Verfahren* = | Alternating Direction Implicit Iteration*) nahe:

(o + AU = (o] — AU + F, (ol + AU = (o] — AU + F.

Man zeige die Konvergenz dieses Verfahrens. Fiir welche Wahl von o wird die Konvergenz
am schnellsten? (Hinweis: Man {iberlege sich, dass die Zerlegungsmatrizen A, und A,
ein gemeinsames System von Eigenvektoren besitzen und folglich vertauschbar sind.)



3 Finite-Elemente-Verfahren fiir elliptische Probleme

In diesemn Kapitel werden wir die modernen Finite-Elemente-(Galerkin)-Methoden zur
Lasung elliptischer Randwertaufgaben (RWAn) diskutieren. Der Ubersichtlichkeit halber
werden wir uns dabei auf das Modellproblem der Poisson-Gleichung mit Dirichletschen
Randbedingungen, d. h. auf die 1. EWA, beschrinken:

Lu:=—Au—=f in ©, u=g auf Q. (3.0.1)

Das Definitionsgebiet 2 € R? wird zunéichst wieder als glatt berandet oder als konvexes
Polygongebiet vorausgesetzt. Die Problemdaten f, g sind ebenfalls glatt, so dass die im
vorigen Kapitel beschriebenen Resultate anwendbar sind. Erweiterungen fiir Probleme mit
variablen Koeffizienten oder anderen Randbedingungen sowie auf drei Raumdimensionen
werden wieder in Bemerkungen beriicksichtigt.

3.1 Allgemeine Projektionsverfahren

Ausgangspunkt ist die variationelle Formulierung der RWA. Wir erinnern an den oben
diskutierten Ansatz zu einer allgemeinen Lésungstheorie. Eine ,schwache* bzw. ,verall-
gemeinerte® Losung der 1. RWA des Laplace-Operators (zu den Randdaten g = 0) ist
definiert als das (eindeutige) Minimum auf dem Sobolew-Raum H}(Q2) des Energiefunk-
tionals

E(v) == }|IVo|* - (f,v) — min.

Wir verwenden hier und im folgenden wieder die Bezeichmingen

()= [ s de, ol = ([ pEPd) ", 190 = ([ [9o0)Pd)

Uber den Variationsansatz

1z

d
ZEutep)eo=0 Ve e Hy(),
erhalten wir die Gquivalente Variationsgleichung (Stationfirititsbedingung)
weV: (Vu,Vp)=(f,p) V< Hy(Q). (3.1.2)

Wir erinnern daran, dass das natiirliche Skalarprodukt des Raumes Hj({) gerade durch
das sogen. | Dirichlet-Produkt® (Vv, Vw) gegeben ist. Zum Nachweis der Definitheit die-
ses Ausdrucks haben wir die Poincarésche Ungleichung verwendet:

lell < dallVell, v e Hy(Q). (3.1.3)

Bemerkung 3.1: Im Falle inhomogener Randbedingungen wsn — g geht man wie folgt
vor. Wir nehmen an, dass die Randwerte als Spur einer Funktion g € H'(f}) gegeben

T
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sind: g — gan . Fiir die Funktion v := u — g € Hj(2) gilt dann im Falle Ag € L*():

(Vo, V) = (£,9) — (Ag,9) = (f,9) Ve € H3(Q),

d. h.: Die Funktion v geniigt einer Variationsgleichung der Art (3.1.2). Im folgenden
kinnen wir also 0.B.d.A. stets homogene Dirichlet-Randbedingungen annehmen.

Bemerkung 3.2: Im Fall von Nevmannschen Handbedingungen O,upn = g wird der
Sobolew-Raum H'({}) (ohne Vorgabe von Randwerten) verwendet und die zugehdrige
variationelle Formulierung lautet

we H(Q): (Vu,Vy) = (f,9) +(9.9)n Ve € H'(Q). (3.1.4)

Um die eindeutige Lisbarkeit zu sichern, muss in diesem Fall noch eine Zusatzbedingung
gestellt werden, um konstante Losungen auszuschliefien, z. B.: die Normierungsbedingung
(u,1)g = 0. Ferner muss die Vertraglichkeitsbedingung (f,1) + (g, 1)ag = 0 erfiillt sein.
Jede hinreichend glatte Lésung von (3.1.4) erfiillt dann neben der Differentialgleichung
—Au = f auch notwendig die in der variationellen Formulierung implizit enthaltene
natiirliche Randbedingung &,uj3p = g (Beweis dhnlich wie im Fall der 1. RWA durch
partielle Integration und Variation der Testfunktion). Eine &hnliche Konstruktion liefert
auch die variationelle Formulierung im Fall der 3. RWA, d. h. fiir Robinsche Randbedin-

pungen.

Bemerkung 3.3: Nicht alle elliptischen BWAnR lassen sich nicht iiber den Energiemini-
mierungsansatz behandeln. Ein typisches Beispiel ist die Diffusions-Transport-Gleichung

—Au+du=Ff in ), u=g anfI (3.1.5)
Ihre variationelle Formulierung lantet
(Vu, Vi) + (B, 0) = (f,0) VY € Hy(). (3.1.6)

Diese besitzt ebenfalls eine eindeutige Lisung u € H}(Q), was sich weiter unten als
Folgerung eines allgemeineren Resultats ergeben wird.

Die folgende Diskussion wird in einem etwas abstrakteren Rahmen durchgefiihrt, wel-
che an den obigen Beispielen orientiert ist und diese als Sonderfille beinhaltet. Sei-
en V' ein allgemeiner Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, -)y und zugehdriger Norm
I-lIlv == (-,-)y/* und a(-,-): VxV — R eine beschrinkte Bilinearform sowie I(-): V — R
eine beschrankie Linearform:

la(v, w)| < allllv|lwly, i) <Alvlly, vweV (3.1.7)

Mit diesen Bezeichnungen betrachten wir die folgende allgemeine Variationsgleichung:
Bestimme « € V', s0 dass

a(u,p) = l{g) Vel (3.1.8)
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Zum Nachweis, dass diese Aufgabe auch eine Losung besitzt, postulieren wir, dass die
Bilinearform af(-,-) ,(stark) V-elliptisch® ist, d. h.:

a(v,v) = «flvlly, veV, (3.1.9)

mit einer Konstante « > 0. Allgemeiner wird die Bilinearform af-,-) ,koerzitiv® (oder
Hreguldr®) genannt, wenn gilt:

alv,y alp, v
28 5 v, sp X8 Sy, veV, (3.1.10)
weV ||'=F||V wel ||'iF'||V

mit einer Konstante + = 0.

Hilfssatz 3.1: (Lax'-Milgram?®-Lemma) Unter den obigen Voraussetzungen besitzt die
Gleichung (3.1.8) eine eindeutige Losung u € V', fur welche die a priori Abschatzung gilt:

1
llully < —iHlv- (3.1.11)

mit der ,,.D"l‘.i.B-E‘F'Ivlﬂl!!"."i’illH ””lV' = Sup{wal lellv=1} |!|::\'F]| .

Bewaeis: Fiir jedes feste v & V' definiert a(v,-) ein lineares, stetiges Funktional auf V.
Nach dem Rieszschen® Darstellungssatz existieren Elemente Av € V und f € V', so dass

a(v, @) = (Av,elv,  Up)=(fielv, peV
Die Zuordnung v+ Av definiert eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft
Av|lv. < allvllv,
d. h.: A ist beschrinkt. Die Aufgabe (3.1.8) ist offenbar &quivalent zu der Gleichung
Au=f. (3.1.12)
Wir wollen zeigen, dass die Abbildung

velV = Too=v—-8Av—f)eV

! Peter David Lazx (1926-): US-Amertkanischer Mathematiker ungarischer Abstammung; Prof. an der
New York University und am Courant-Inatitut; wichiige Beifrige zur Analysis, msbesondere zu den par-
tiellen Differentialgleichungen der Math. Physik, und zur Numenk.

* Arthur Norton Milgram {1912-1961 ): US-Amerikaniacher Mathematiker; Prof. an der Univ. of Min-
nesota, Minneapolia, USA; Beitrige u. a. zur Funkfionalanalysis und thren Anwendungen in der Theorie
partieller Differentialgleiochungen; am besten bekannt durch das soq. Loz Milgram-Lemma® zus. mit P.
Lax (1954).

IFrigyes Riesz (1880-1956): Ungarischor Mathematiker; Prof. in Szeged und Budapest; fundamentale
Beitrige zur Funktionalanalysis, insbesondere der Fourier-Analyvsis im Hilbert-Raum als theoretische
Grundlage der frihen Quantenmechanil.
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fiir einen geeigneten Wert 4 = 0 eine Kontraktion anf ganz V' ist. Dann besitzt die
Fixpunktgleichung
Tsv=uw

eine eindeutige Lésung w € V', welche wegen (0 = v — Tjv = d(Av — f) dann auch
(eindentige) Lisung von (3.1.12) bzw. (3.1.8) ist. Die Kontraktionseigenschaft ergibt sich
aus der Beziehung

v — 84v|l§ = |lv|l} — 28 a(v, v) + 67| Av|}
< (1- 28k + &%) ||vl7,

fiir 0 < 4 < 2x/a”. Die a priori Abschitzung (3.1.11) ergibt sich dann direkt durch
Testen mit ¢ = u in der Variationsgleichung (3.1.8). Q.ED.

Die beiden obigen Beispiele zur 1. RWA passen in diesen Hahmen mit den natiirlichen
Setzungen V := H}(Q), I(v) := (f,¢) und

alv, w) == Vv, Vw), alv, w) = (Vuv, Vu) + (Gyv, w).

Diie Beschrinktheit dieser Formen ergibt sich direkt mit Hilfe der Hilderschen und der
Poincaréschen Ungleichung. lhre V-Elliptizitdt ergibt sich unmittelbar:

a(v,v) = [|[Vol* = |lull¥,
bzw. unter Beachtung von wvan =0:

a(v,v) = |[Vo|? + (Byv,v) = | Vv|* + (8107, 1)
= ||Vo||? + L(nyw?, 1)an = V]| = v}

Durch geeignete Setzungen lassen sich auch die variationellen Formulierungen der 2. und
3. RWA in diesen abstrakten Rahmen einordnen.

Zur Approximation der Variationsgleichung (3.1.2) werden endlich dimensionale Teil-
riume
VoV (0<h<hg)

ausgewdhlt, deren Feinheit durch einen Diskretisierungsparameter b (z. B.: Gitterweite)
charakterisiert ist.

i) Im Fall einer symmetrischen Bilinearform a(-,-) bestimmt das klassische ,Ritzsche!
Projektions-Verfahren® Niherungslosungen wy € Vi durch die Vorschrift

E(up) = min E(uvs) (3.1.13)

AWalter Ritz (1878-1009): Sehweizer Physiker; Prof. in Zurich und Gottingen; Beitrage zu Spektral-
theorie in der Kernphysik und Elektro-Magnetismus.
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oder Aquivalent durch die diskrete Variationsgleichung

alun, ¢n) = (fi9n) Viu € Vi (3.1.14)

Die (eindeutige) Existenz der diskreten Losung wy € Vy, folgt mit demselben Argument
wie beim kontinuierlichen Problem. Diese Analogie der Schlufiweisen von kontinuierli-
cher und diskreter (endlich dimensionaler) Situation ist die charakteristische Starke der
Projektionsmethoden im Gegensatz zu den Differenzenverfahren. Die Bezeichnung Pro-
jektionsverfahren ist motiviert durch die Beziehung

alu —up,pn) =0 pn € W, (3.1.15)

welche man durch Subtraktion der Gleichungen (3.1.2) und (3.1.14) erhilt. Sie kann geo-
metrisch dahingehend interpretiert werden, dass der Fehler ep := u — uwy, bzgl. des Ska-
larprodukts a(-,-) senkrecht auf dem Ansatzraum Vj steht. Dies impliziert auch die sog.
,Bestapproximationseigenschaft® fiir den Approximationsfehler e, bzgl. der natiirlichen
oEnergie Norm* ||- ||, := a(-,-)!?, denn mit beliebigem ¢, € V; gilt:

llen||2 = alen, en) = alen,u — wn) + alen, on — un) < |lenllallu — @alla

lenlla < inf |lu— whlla (3.1.16)
whEVR

Da die Normen ||-||, und |||y auf V dquivalent sind, ist die Frage nach der Konvergenz
des Projektionsverfahrens,

lenlly = 0 (R—=0), (3.1.17)

damit zuriickgefithrt auf die Frage der Approximierbarkeit von Funktionen « € V' durch
Ansatzfunktionen oy, € V!

inf Jlu—sllvy = 0 (h—D0). (3.1.18)
wrEVE
ii) Wenn die Bilinearform a(-,-) nicht symmetrisch ist, wie beim obigen Diffusions-
Transport-Problem, kann die zugehdrige RWA nicht mehr durch ein Minimierungsproblem
charakterisiert werden. Das allgemeine ,Galerkinsche® (Projektions)-Verfahren® geht di-

rekt von der Variationsgleichung (3.1.2) aus und bestimmt Niherungen durch die Bezie-
hung

alun, ¢n) = (fi9n) Viu € Vi (3.1.19)

Wegen der V-Elliptizitit der Bilinearform a(-,-) auf dem endlich dimensionalen Teil-
raum Vj, folgt unmittelbar die Existenz der (eindeutigen) Lisung wy € V3 . Die Ortho-

%Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945): Russischer Baningenieur und Mathematiker; Prof. in St
Petersburg; Beitrage zur Struktur-Mechanik, insbesondere sur Plattentheorie.
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gonalitatsbeziehung (3.1.15) bleibt dabei giiltig. Damit erschliefen wir die Quasi-Best-
Approximationseigenschaft (Ubungsaufgabe)

‘1 *
lleallv = — min flu — enllv (3.1.20)

iii) Eine noch allgemeinere Variante, bei der Ansatzraum V*** und Testraum V=
unterschiedlich gewihlt werden,

ue V™ a(up,on) = (fon) Vion € ™, (3.1.21)

ist das sog.  Petrow® -Galerkin-Verfahren“. Wir werden spéter Beispiele fiir diesen un-
konventionellen Ansatz kennenlernen.

Zur praktischen Realisierung des Projektionsverfahrens muss die zundchst abstrakte
Variationsgleichung (3.1.19) im Funktionenraum algebraisiert werden, d. h.: in ein Aqui-
valentes algebraisches Gleichungssystem umgewandelt werden. Dazu wahlen wir zundchst
eine Basis {.:pflﬁi =1,..,N}, N :=dim W, von V, aus und machen fiir die zu bestim-
mende diskrete Lasung den Ansatz u, = 30, &l . Wird dies in (3.1.19) eingesetat
und lisst man die Testfunktionen ¢y € V4 alle Basisfunktionen durchlaufen, ergibt sich
ein lineares (algebraisches) N x N-Gleichungssystem

N
Y Gale o) = (fiel), i=1,..,N,
=1

fiir den Vektor £ = (£;)’_; der Entwicklungskoeffizienten, bzw. in kompakter Schreibweise

=1
ARE — by (3.1.22)

Dabei sind die Koeffizientenmatrix Ay = (ay;)Y,_, sowie die rechte Seite b, = (b)Y,
durch die spezielle Wahl der Basis bestimmt:

Gy (i) 6]
i = alwy ,¥h )s -5j = (f.en)-

Die Entwicklungskoeffizienten £; konnen sehr unterschiedliche Bedeutung haben; z. B.:
Monom-Koeffizienten einer Polynomdarstellung, Fourier-Koeffizienten einer trigonome-
trischen Entwicklung, Knotenwerte einer stiickweise polynomialen Funktion, usw.. Die
Eigenschaften der Bilinearform af(-,-) ibertragen sich direkt auf die zugehdrige Matrix
Ay . Ist af-,-) symmetrisch, so auch Ay,

i = E{FE}:FE}] = '1{5‘:'5:1+5"E]} = iy

SGeorgi Iwanowitseh Petrow (1912-1987): Russischer Ingenieur; 1965-1973 Direktor des Instituts for
Raumfahrtforschung; Publ: , Application of the Galerkin method and the problem of flow stability of a
viscous liguid® (russ.), Prikl. Mat. Mekh. 4, 36-47 {1947)
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und die V-Elliptizitit von a(-,-) impliziert die Definitheit von Ay , denn fiir = € B™\ {0}
gilt:

N N
(Apr, ) = Z G5 TiLj = Z al[:,aE},gaE:j]I.-Ij
ig=1 ig=1

N N N
. ; TH
- a( E IJ;gc:lE"'1 E :L:.-:,QL}) = K.” E Ii.:;:}.]”V = 0.
j=1 i=1 i=1

3.1.1 Beispiele von Galerkin-Ansatzriumen

Wir wollen einige konkrete Realisierungen fiir den beschriebenen abstrakten Rahmen dis-
kutieren. Bei der Wahl der Ansatzriume Vi, € V = HA(02) sowie der Basen zur Aufstel-
lung der Gleichungssysteme (3.1.22) sind einige Bedingungen zu beachten:

— Die Berechnung der Matrixelemente a;; = ﬂ{tpE},tpE]} sowie die der rechten Seite
(.} sollte ,billig* sein.

— Aus Genanigkeitsgriinden wird die Problemdimension in der Regel sehr grofi sein:
Nz 100. Die Matrix A sollte daher mglichst diinn besetzt sein, d. h. miglichst
viele Nullen enthalten.

— Die Matrix A sollte nicht zu schlecht konditioniert sein; akzeptabel sind z. B.
beim vorliegenden Problem conds(Ax) = O(N) — O(N?), wogegen conda(A) =
O(N*) — O(e™) nicht praktikabel wiren.

Beispiele von solchen Ansitzen sind:

1) Globaler Polynomansatz: Auf einem Quadrat € = (0,1)* wird der Tensor-Produkt-
Ansatz gemacht

Vii=Qn(®) = {p(x.,y) = Y eyz'y’}, hi=1/m N=(m+1)".

ig=0
Als Basen kommen dabei in Frage:
a) Monomhasis 1, z, y, 2, =y, y°, ... ; die zugehdrige Matrix A mit den Elementen

1 1
ﬂij=j' j' Vit Vi dedy, 0<i,j<m,
0 1]

verhilt sich dann wie die bekannte Hilbert-Matrix mit exponentiell mit N wachsender
Kondition conds(Ag) = O(e"). Dieser Ansatz ist also praktisch unbrauchbar.

b) Tensorprodukt-Basen L?-orthogonaler Polynome wie z. B. Legendre-Polynome oder
Tschebyscheff-Polynome; die zugehdrige Matrix 4, mit den Flementen

1 1
a-.-;-=£ j; VL™ VL™ drdy, 0<ij<m,
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ist dann zwar voll besetzt, hat aber eine wesentlich giinstigere Kondition, conds(Ag) =
O(N). Dieser Ansatz filhrt auf die sog. ,,Spektral-Galerkin-Verfahren®, welche bei Pro-
blemen auf geometrisch einfachen (rechteckigen) Gebieten sehr leistungsfihip sind. Die
Bezeichnung ,,Spektralverfahren® riihrt daher, dass man die orthogonalen Polynome auch
als Eigenfunktionen gewisser Differentialoperatoren 2. Ordnung charakterisieren kann.
Wegen ihrer konzeptionellen Beschrinkung auf einfache Geometrien wollen wir derar-
tige Methoden hier nicht weiter diskutieren. Stichworte fiir Entwicklungen in Richtung
auf eine Uberwindung dieser Restriktion sind z. B. ,Spektral-Elemente-Methoden® und
»h/p-Finite-Elemente-Methode®.

2} Globaler trigonometrischer Ansatz [ echte Spektralverfahren®): Wieder auf einem Qua-
drat 22 = (0,1)? wird der Tensor-Produkt-Ansatz gemacht

Vi = Tn(9) = {t(z,y) = Y _ csin(imz)sin(jzy)}, h:=1/m, N = (m+1)%.
i =0

Als Basen verwendet man dabei die trigonometrische Basis {1, sin(nrz) sin(mmy), ...} .
Die zugehdrige Matrix Ay ist dann vergleichsweise gut konditioniert, conds(Ag) = O(N).
In diesem Fall gibt es mit der schnellen Fourier-Transformation ( ,FFT*) einen fast opti-
malen Algorithmus mit der Komplexitdt O N log{ N)) zur Losung des Gleichungssystems
(3.1.22). Der Nachteil dieses in Spezielfillen sehr leistungsfihigen Ansatzes ist wieder seine
Beschrinktheit auf einfache Rechteckgeometrien und sog. | separable* Differentialopera-
toren mit konstanten Koeffizienten.

3) Stiickweise polynomialer Ansatz [ Finite Elemente®): Um das Problem der Approxi-
mation allgemeiner Gebiete zu lbsen, werden Ansatzfunktionen (auch Formfunktionen®
genannt) verwendet, welche bzgl. einer Zerlegung von 2 in einfache Teilgebiete T, sog.
»Zellen®, stiickweise polynomial sind. Gangige Beispiele von Zellen sind Dreiecke oder
(konvexe) Vierecke in zwei bzw. Tetraeder oder (konvexe) Hexaeder in drei Dimensionen.
Der Parameter h ist in diesem Fall etwa der maximale Zelldurchmesser.

Wir illustrieren diesen Finite-Elemente-Ansatz anhand eines einfachen Beispiels. Die
1. RWA (3.1.2) sei anf einem (konvexen) polygonalen Gebiet @ ¢ R? mit homogenen
Randwerten wpp = 0 und rechter Seite f € L%(12) gestellt. Die zugehorige Losung
u € H}(R) ist dann auch im Sobolew-Raum H?(Q) und geniigt der a priori Abschitzung

V2| < es|| ]I, (3.1.23)

wobel cg = 1 im Falle eines konvexen Gebiets.

Weiter sei eine Folge von Zerlegungen Tj, = {T'} des Gebiets 1 in abgeschlossene
Dreiecke T (, Triangulierung®) gegeben mit h = maxy diam(T) — 0. Wir stellen die
folgenden Regularititsbedingungen an diese Triangulierung:

i) Strukturregularitit: Je zwei Dreiecke der Zerlegung 1 = | J{T € T4} iiberlappen sich
hichstens in gemeinsamen Eckpunkten oder in ganzen Seiten, d. h.: Sog.  hingende®
Knoten auf Dreiecksseiten sind hier nicht erlaubt.
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ii) Formregularitat: Alle Dreicke der Triangulierungen T & T, sind von dhnlicher Ge-
stalt, d.h.: Fiir den Inkreisradius pr und Umkreisradius hy eines jeden Dreiecks T' gilt
gleichméafig fiir k — 0:

max T < o (3.1.24)
TeTy pr

iii) Gridfenregularitdt: Alle Dreiecke einer Triangulierung Ty sind von gleicher Grifen-
ordnung, d. h.: Es gilt gleichmé&fig fir h — 0:

max hy < o Min Ay (3.1.25)

TETY, TET,
a*o a,y¥+o
B,¥>ao B+ 180"
erlaubt verboten!

Abbildung 3.1: Finite-Elemente: Dreiecks- bzw. Vierecksgitter

Auf den Triangulierungen Ty definieren wir Ansatzriume stiickweise linearer Funk-
tionen (,lineare finite Elemente”: Verallgemeinerung des Konzepts eines Polygonzugs anf
hihere Ranmdimensionen):

V" = (v, € C(0)| viyr € PA(T), T € T4, vian = 0}

Diabei bezeichnet allgemein P.(T) den Vektorraum der Polynome bis zum Grad » = 0
iiber T. Man iiberlegt sich leicht, dass dadurch tatsichlich Teilriume V") ¢ H}(1)
erkliart sind. Sei N die Anzahl der  inneren“ Knoten (Dreieckseckpunkte) der Trian-
pulierung. Jedes vy, € V,f”' ist als stiickweise lineare Funktion eindeutig durch Vorgabe
ihrer Funktionswerte (, Knotenwerte®) in den _inneren® Dreieckseckpunkten (,Knoten*)
festgelegt. In den Eckpunkten auf dem Gebietsrand 80 ist v, = 0 wegen der Dirichlet-
Randbedingung. In ],;51‘.' gibt es daher eine natiirliche Basis, die sog.  Knotenbasis® in
Analogie zur ,Lagrange” -Basis* bei der eindimensionalen Lagrange-Interpolation. Jedem
Knoten a; wird durch die Bedingung

‘F};{ﬂ'j] = J'l'j: i=1,.,N,

Tloseph Louis de Lagrange (1736-1813): Franzosischer Mathematiker; 1766-87 Direktor der mathem.
Klasse der Berliner Akademie, dann Prof. in Paris; hahnbrechende Arbeiten zur Variationsrechnung, sur
komplexen Funktionentheorie sowie zur theor. Mechanik und Himmelsmeochanik.
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eindeutig eine Funktion s} € Vﬁm zugeordnet. Damit gilt dann fir jedes wy, < V,fl} die

Darstellung
N

v = Z”ﬁ{ﬂi)‘f?}:]'
i=1

Daraus folgt, dass {:,e:-f:}, i = 1,..,N} tatsdchlich eine Basis von V,f” ist. Umgekehrt

ldsst sich jeder kontinuierlichen Funktion » € C(f1) durch die Vorschrift

N
Iyw = Ztl{ai}gaﬁ:}

eindeutig eine (stickweise lineare) |, Interpolierende® [v € V,fn zuordnen. Offenbar ist
Tpyvy = vy filir vy € V;fn .

Dieser Diskretisierungsansatz erfiillt offensichtlich die oben formulierten Anforderun-
gen an ein brauchbares Galerkin-Verfahren: Die resultierende Systemmatrix Ay ist diinn
besetzt (wegen der geringen Uberlappung der Triger der Basisfunktionen), und ihre Ele-
mente sind sehr leicht zun berechnen. Wir werden die praktische Berechoung von 4y im
Zusammenhang mit allgemeineren Finite-Elemente-Ansfitze dieser Art noch eingehender
diskutieren.

Abbildung 3.2: Knotenbasisfunktionen: Lineare und bilineare FE-Ansitze

Fiir die Kondition der Matrix A werden wir spéter in zwei Dimensionen conda(Ay) =
O{h™?) = O(N) zeigen (&hnlich wie bei der 5-Punkte-Differenzendiskretisierung). Wir re-
kapitulieren fiir das Galerkin-Verfahren mit dem Finite-Elemente-Raum V;f”' die asymp-
totische Abschitzung fiir den Fehler e, 1= u — uy :

Vex|| = min [IV(u —ws). (3.1.26)

'?T-EV*

Die Frage ist also, ob es ¢, € V(! gibt, so dass |V(u — @3)|| = 0 (h — 0). Wenn man
nur weifi, dass u € H}(€) ist, dann kann man nur qualitative Konvergenz zeigen. Viel
interessanter wire es, wieder die Konvergenzgeschwindigkeit in Potenzen der Gitterweite
h #u kennen. Hierzu ist aber natiirlich mehr Regularitit der Lisung » erforderlich. Fiir
den stiickweise linearen Ansatz werden wir spéter im Rahmen einer allgemeinen Theorie
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die folgende Interpolationsabschitzung zeigen:
IV (v~ )l < erh [V?oll, v e Hy(R) N H(Q). (3.1.27)

(Man vergleiche die analoge Abschitzung, welche in einer Dimension bei der Finite-
Elemente-Approximation eindimensionaler Sturm-Liouville-Probleme verwendet wird. ) Un-
ter den bisher formulierten Voraussetzungen lasst sich eine erste quantitative Konvergenz-
aussage fiir das Finite-Elemente-Verfahren ableiten.

Satz 3.1 (Konvergenzsatz): Fir die Galerkin- Approrimation von Problem (8.1.2) mit
Jlinearen® finiten Elementen gelten unter den obigen Voraussetzungen die Fehlerabschat-
zungen

| Venll < cresh £, (3.1.28)
lewll < eresh® [ £1], (3.1.20)

mit den Konstanten cf, cg aus den Ungleichungen {3.1.27) und (5.1.23).

Beweis: (1) Die Abschitzung des sog. , Energienorm-Fehlers® ergibt sich unmittelbar aus
der Best-Approximationsbeziehung (3.1.26), der Interpolationsabschitzung (3.1.27) und
der Repularitatsabschatzung (3.1.23):

IVenll < IV(u — Inu)|| < erh|[V?ull < cresh |f]-
(ii) Zum Beweis der Fehlerabschitzung in der L®-Norm verwenden wir ein sog. ,Dua-
lititsargument® (,Aubin® -Nitsche® -Trick*). Sei z € H}(Q?) die (schwache) Lisung des

Hilfsproblems
—Az = |lex||'en inQ, zan=0.

Diese ist dann auch in H*(Q), und es gilt die a priori Abschitzung
V2| < esl|Az]| = es,

wobei wieder cg = 1 auf konvexem Gebiet 2. Nach Konstruktion folgt mit Hilfe der
Galerkin-Orthogonalitit:

lewll = (Ver, Vz) = (Vep, Viz — Inz))
< Vel [V(z — In2)|| < etk ||Ven|| V22| < cresh ||Vesl.

Mit dem Ergebnis (i) ergibt sich damit die gewiinschte Abschitzung. Q.ED.

Die im Beweis von Satz 3.1 verwendete Schlussweise iiber ein Dualitdtsargument ist
»das® zentrale Hilfsmittel bei der Konvergenzanalyse von Finite-Elemente-Verfahren. Die-

& Jean-Pierre Aubin (1939-): Franzosischer Mathematiker; Prof. an der Univ. Paris-Dauphine (2004)
emeritiert); Beitrige zur Theorie partieller Differentialgleichungen und ihrer Numerik.

9Joachim A. Nitsche (1926-1906): Deutscher Mathematiker; Prof. in Freiburg; fundamentale Beitrage
#zur Theorie der Finite-Elemente-Methode (u. a. L=-Fehlerabschatzungen).
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ses abstrakte Argument entspricht der allgemeinen Regel, dass sich die Analyse der Pro-
jektionsverfahren eng an die abstrakten Hilbertraum-Methoden zur Behandlung des kon-
tinuierlichen Problems anlehnt. Das zentrale Hilfmittel bel der Untersuchung von Dif-
ferenzenverfahren war dagegen das ,(diskrete) Maximumprinzip®, welches sich mehr an
den klassischen Techniken fiir partielle Differentialgleichungen orientiert. Wir wollen die-
sen Vergleich ,, Finite-Elemente (FEM) - Finite-Differenzen (FDM)* anhand des Resultats
von Satz 3.1 noch etwas weiterfiihren.

Die a priori Fehlerabschatzung (3.1.29) fiir das Finite-Elemente-Verfahren ist zu ver-
gleichen mit der Abschitzung (2.2.37) fiir das Differenzenverfahren (5-Punkte-Diskretisie-
rung mit Shortley-Weller-Randapproximation auf polygonalen Gebieten):

max |ex| < LdfMy(u)h® + O(R?), (3.1.30)
(1]

mit der Schranke AMy(w) fiir die vierten Ableitungen von «. Beide Abschitzungen zeigen
dieselbe asymptotische Konvergenzordnung O(h?) , was aufgrund der verwendeten Diskre-
tisierungsanséitze auch zu erwarten ist. Die Unterschiede liegen zum einen in der Art der
Norm, in der der Fehler gemessen wird, und zum anderen in der bendtigten Regularitit der
approximierten Lasung. Beim Differenzenverfahren erhilt man wegen der Verwendung des
Maximumprinzips punktweise Abschitzungen, wie sie auch der Anwender gern hat. (Der
Ingenieur ist z. B. an der maximalen Auslenkung einer belasteten Briickenkonstruktion in-
teressiert. ) Dagegen liefert die Hilbert-Raum-Theorie fiir das Finite-Elemente-Verfahren
zunichst nur Abschitzungen im quadratischen Mittel, was etwa lokale , Ausreifier” an
kritischen Stellen nicht ausschliefit. (Dem Briickenbauer geniigt so etwas nicht, wenn Feh-
lerspitzen etwa in kritischen Lagerungspunkten der Briicke auftreten kiinnen.) Wir werden
spiter die Frage diskutieren, ob und wie man auch fiir das Finite-Elemente-Verfahren Feh-
lerabschitzungen in der Maximumnorm herleiten kann. Die in der Abschitzung (3.1.30)
geforderte hohe Repularitat der Losung ist ein sehr viel schwerwiegender Nachteil unserer
Analyse des Differenzenverfahrens, da diese Regularitdtsstufe i. Allg. auf Polygongebieten
und unter realistischen Annahmen an die Problemdaten nicht erwartet werden kann. Wir
bemerken, dass man fiir das Finite-Elemente-Verfahren mit wesentlich mehr technischem
Aufwand ,optimale” Maximumnorm-Fehlerabschitzungen der Form (h > hg = 1)

max |e| < eMa(u) k2| log Al (3.1.31)
i1

beweisen kann. Allerdings ist auch die abgeschwichte Annahme Ms(u) < oo i Allg. noch
zu restriktiv. Fiir das Finite-Elemente-Verfahren ist auch noch unter der Minimalvor-
aussetzung u € H}(f1) wenigstens qualitative Konvergenz gesichert. Seinen eigentlichen
Vorteil, ndimlich die grofie Flexibilitdt bei der Approximation von komplizierten Geome-
trien auf unstrukturierten Gittern werden wir spiter im Zusammenhang mit der Frage
nach adaptiver Gitterstenerung und Fehlerkontrolle erkennen.
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3.1.2 Diskretes Maximumprinzip fiir Finite-Elemente-A ppraximationen

Als nédchstes wollen wir zeigen, dass Galerkin-Verfahren mit finiten Elementen als An-
satzfunktionen tatsdchlich eng verwandt mit Differenzenverfahren sind. Dazu werden die
Elemente der ,, Steifigkeitsmatrix® A des Finite-Elemente-Verfahrens fiir den Fall , linea-
rer” Ansatzfunktionen auf einem Dreiecksgitter explizit bestimmt.

Dazu wird zunfichst ein einzelnes Dreieck T mit den Eckpunkten F; (i =1,2,3) be-
trachtet (siehe Abb. 3.3). Die dem Eckpunkt F; gegeniiberliegende Seite sei mit S; und
die zugehdrige Hohe mit H; bezeichnet. Die Seiten werden dabei als im Gegenuhrzeiger-
sinn und die Héhen gegen den Eckpunkt orientierte Vektoren aufgefasst. Weiter bezeichne
iy die (stiickweise lineare) Knotenbasisfunktion zum Punkt F,;, welche auf T definiert
ist durch ;(Fi) = d, i,k =1,2,3.

o

i 8

-
-

[
I

il - ——

Abbildung 3.3: Dreiecksschema

Es gilt Vi = konst. und wegen «5(F;) = ¥(F:) = 0, © # j, &, hat Vi in Richtung
5; die Komponente Null. Folglich zeigt Ve in Richtung H; und hat wegen ;(F;) = 1
den Betrag |H;|~!:

H;

Vv N = =
%=

Wir erhalten also (H., H.)
Vb, Viij)r = |T| e,
|:: ill!; a ilﬂ'_iI}T | | IHillejlz

Fiir den Winkel ~;; zwischen den Hhen H; und H; gilt

(H;, Hy)

Co8( i) = W
¥ 3

und, da 7, gleich dem Winkel #;; zwischen den Seitenvektoren S; und S ist, auch
(Man beachte die Orientierung von S; und S;.):
(S, 55)
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Diamit folgt bei Beachtung von 2|T| = |H;| |5;| die Bezichung

(S:,5)  _ (5:5;5)
|Sil 1551 | Hal |[Hy| 4T

(Vi Vi) = [T
Hieraus lesen wir ab, dass

(Vibs, Vil )r = 0, (Vi Viiy)r =0, 145, (3.1.32)

falls alle Winkel im Drejeck T kleiner oder gleich «/2 sind. Weiter ist nach Konstruktion

]
Yovi=1 (Vi) Vir =0,

j=1 =1

N
3 (Ve Viby)r| < (Ve Vi), i=1,2,3.

j=1j#i

Fiir die Elemente a;; = ETETh{‘F Yy, Vaiy)r der Matrix Ay erhalten wir somit, dass
a; = 0, ‘Iiji"ﬂ (i 7).

wenn alle Dreiecksinnenwinkel in der Triangulierung kleiner oder gleich «/2 sind. Dariiber
hinaus gilt dann

D lagl aw Y laws] < Gise fiir ein do. (3.133)
i F##in
Diie Steifigkeitsmatrix Ay ist in diesem Fall also , (irreduzibel) diagonal-dominant®, ,von

nicht-negativem Typ* und eine , M-Matrix*. Wir fassen die sich daraus ergebenden Kon-
sequenzen in einem Satz rusammen.

Satz 3.2 (Maximumprinzip fiir finite Elemente): Wenn alle Innenwinkel der Tri-
angulierung Ty, kleiner oder gleich w/2 sind, genigt das Finite-Elemente-Schema mit
stiickweise linearen Ansatzfunktionen einem diskrefen Marimumprinzip, d. h.:

Vo, Vi) <0 (n=1,.,N) = maxguv, < max{0, maxsguvs}.  (3.1.34)
Ferner ist die Steifigheitsmatriz Ay eine M-Matriz, d. h.: Es gilt AEI = 0 sowie

ceRY, 4yz=0 = z=0. (3.1.35)

Diieses Resultat kann so interpretiert werden, dass unter den gegebenen Voraussetzungen
auch die Finite-Elemente-Diskretisierung ein ,,diskretes Maximumprinzip® erfiillt. Leider
gilt die kritische Figenschaft (3.1.32) praktisch nur in der oben beschriebenen Situation.
Insbesondere Finite-Elemente- Ansitze héherer Ordnung erfiillen dies nicht (z. B. quadra-
tische Ansitze nur auf ,gleichseitigen® Triangulierungen).
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Bemerkung 3.4: Im Spezialfall einer gleichformigen, kartesischen Triangulierung (mit
Kantenlinge h) des Einheitsquadrats erhalten wir aus der obigen expliziten Darstellung
fiir die Matrixelemente a; = (Vf;, Vi) die Beziehung:

a; =4, i =1, e =1

alle anderen Elemente a;; sind Null. In diesem Fall stimmt die Steifigkeitsmatrix A} EM
also bis auf den Faktor h~2 mit der Matrix AI'™™ des ,5Punkte-Operators* iiberein:

AFEM _ p2AfOM (3.1.36)

Fiir die Elemente des zugehirigen , Lastvektors® gilt entsprechend:
BFEM f fedz ~ B(P)+O(h) = K2BEPM 1 O(hY). (3.1.37)
v}

Diies zeigt, dass auns algebraischer Sicht FEM und FDM eng verwandt sind. Fiir eine
stiickweise bi-linearen® Ansatz auf einer gleichférmigen Quadratzerlegung erhilt man
ein Analogon zu einem  kompakten 9-Punkte-Operator® (siehe Abb. 3.4):

(1)
(D—E—() O
0 ﬂzﬂfﬁ

Abbildung 3.4: Differenzensterne: ,5-Punkte-Stern® (links) zur Approximation von A
und ,,9-Punkte-Stern® (rechts) zur Approximation von —A.

3.1.3 Approximation krummer Rfinder

Zum Abschluss dieser einfithrenden Diskussion wollen wir noch darstellen, wie in der FEM
krumme Rénder approximiert werden. Dazu sei angenommen, dass der Rand 80 regulir
genug ist, dass die schwache Lésung u € V := H}(Q?) auch in H*(2) ist und der a priori
Abschitzung

lullg= < sl £l (3.1.38)

geniigt.

i) Der ,konvexe Fall“: Sei 2 ¢ R? ein glatt berandetes, konveres Gebiet. Dieses sei
iiberdeckt durch eine regulire Triangulierung Ty, = {T}, so dass alle Eckpunkte des
Polygongebiets

Q= U{T eTpy} C Y,
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auf dem Rand 80 liegen. Die Lange der Polygonkanten von 90 ist dann durch die
Gitterweite h der Triangulierung Ty beschrankt (siehe Abb. 3.5).

Auf 11 wird nun zunéchst der einfachste Finite-Elemente-Ansatz (mit linearen Form-
funktionen) wie folgt definiert:

ViD= {un € C(@)| vy € P(T), T € Th, vy, =0} € V = Hy(9).
Die zugehdrigen Galerkin-Approximationen wy € V;f”' gind durch die Variationsgleichung

(Vun, Vion) = (fion) Vi € Vi (3.1.39)

bestimmt. Wegen der Teilraumbeziehung V3 < V' gilt dann wieder fiir den Fehler e :=
u — uy, die Bestapproximationsbeziehung (3.1.26).

Abbildung 3.5: Polygonale Approximation eines krumm berandeten Gebiets; Randstreifen
Sy = {Sr} schraffiert.

Satz 3.3 (FEM auf konvexem Gebiet): Fur das FE-Schema (5.1.29) auf einem glatt
berandeten, konveren Gebiet 1 gelten die a priori Konvergenzabschatzungen

IVenl| < (erten)esh || fll, (3.1.40)
lenl| < (er+en)*czh? ||fll, (3.1.41)

mit Stabilitdts- und Interpolationskonstanten cg, ¢; und einer generischen Konstante cp ,

die nur vom Gebiet {1 abhangt.

Beweis: i) Sel lyu € l’;fn die natiirliche Knoteninterpolierende von u, welche anf dem
Streifen S, = 04 2y zu Null gesetzt wird. Fiir diese gilt wieder auf jeder Zelle T € Ty
{(wird spéiter gezeigt werden)

IV (u— Iyw)llr < erhr||Viullr, (3.1.42)
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und folglich
IV (u — Thu)|la, < crh|VZullq,.

Mit Hilfe der Approximationsbeziehung (3.1.26) ergibt sich somit
IVenli3 < G2V, + [Vl (3.143)

Es bleibt, das Integral iiber den Randstreifen S, zu behandeln.

ii) Fiir ein glatt berandetes Gebiet (d. h.: 0 ist C2-parametrisiert.) ist nun |Sy| = @(h?).
Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass der Randabschnitt &0y , welcher durch ' von
80 abgetrennt wird, als Graph einer Funktion /(=) der Bogenlinge iiber I' anfgefasst
werden kann. Diese nehme ihr Maximum «y fiir = = sp an, so dass

(¥ —dio)(so) =0, (¥ —0)'(s0) =0.
Durch Taylor-Entwicklung von o — ¢y um sy ergibt sich dann
max [3(s)| = max [(s) — vo| < & := 5 max|y| hf.
Folglich ist |S,| < ch®. Damit ist bewiesen, dass
IVen|la < chllul|gze. (3.1.44)

iii) Zur Abschitzung des Integrals iiber Sp gehen wir dhnlich vor wie beim Beweis der
Poincaréschen Ungleichung. Sei T € Ty ein Randdreieck und Sy der zugehérige Teilab-
schnitt des Randstreifens Sy, welcher von der Kante I' von T begrenzt ist. O.B.d.A.
sei angenommen, dass ein Rechteck (J}p mit ' als kurzer Seite und Lénge L = 0 (un-
abhingig von h) ganz in 1 enthalten ist (s. Abb. 3.6).

Abbildung 3.6: Schema der Randapproximation

Sei nun weiter v € C*(0Q2) beliebig. Es bezeichne np(x) den bzgl. S, nach innen gerich-
teten Normaleneinheitsvektor zu I' im Punkt = € I' mit Parameterwert s. Damit gilt
fir 0<t<éd:

v(r + tnp(x)) = viz) +‘/; vz + rop(x)) dr,
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bzw.

wia)

lv(z + tnr(z))|* < 2v(z)* + 26 f; Vo(z + rap(z)) dr.

Wir integrieren dies zunfchst iiber 0 < ¢ < ¢(s) <4 (Man beachte, dass fiir = € I' gilt:
T + ¢(s)nr(z) € M .),

¥i(a) (=)
f |w(z + tnp(x))| dt < 28ju(z)]? + ziﬂf |Vu(z + rap(x))|? dr,
0 o
und dann iiber = € I' und erhalten
f Jo(z)|*dr < 2.5] Jw(z)|? ds + 25’2[ [Vo(z)* dz.
Sy r Sy
Fiir das Randintegral rechts erhalten wir mit Hilfe der Spurabschiatzung
[ 1) ds < calllfian)

mit einer von maxp |¢»'| abhingigen Konstante op . Damit gewinnen wir schliefilich
[} @ < kol (3.1.45)
h

mit einer generischen Konstante cp. Durch das {ibliche Stetigkeitsargument iibertrigt
sich diese Abschitzung auf alle Funktionen v € H'(2). Wir wenden die Abschitzung
(3.1.45) nun fiir die Funktion |Vu| € H'(Q) an und erhalten

IVullg, < eah®|lullfa,
s0 dass sich mit (3.1.43) schliefilich das erste gewiinschte Resultat ergibt:
Vel < crh||[V?ull + cahllullaz < (er+ea)esh | f]- (3.1.46)

iv) Zur Abschitzung des L®-Fehlers wird wieder ein Dualititsargument verwendet. Sei
z € H}(Q) N H}() die Lésung des Hilfsproblems

—Az=|e] e in @, zan=0.
Wie im Fall eines Polygongebiets argumentieren wir nun wie folgt:
lell = (Ve,Vz) = (Ve,V(z — Iz)) < |[Vel [|[V(z — Tnz)l-

Mit Hilfe der Interpolationsabschitzung (3.1.42) sowie der Abschitzung (3.1.45) fiir v :=
|Vz| folgt weiter

lell < IVell{erhl| V2]l + cqhllzlluz} < (e +en)hl| Vel ||zl 5.
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Hiermit folgt dann unter Verwendung des ersten Resultats (3.1.46) sowie der a priori
Schranke ||z]|g2 < cg auch die zweite gewiinschte Ungleichung

lell < (ci+ea)’csh® | £]. (3.1.47)
Dies vervollstandigt den Beweis. Q.ED.

ii) Der ,,nicht-konvexe Fall“: Sei 2 ¢ R? ein glatt berandetes, aber nicht notwendig
konveres Gebiet. Dieses seil wieder iiberdeckt durch eine regulire Triangulierung Ty =
{T}, so dass alle Eckpunkte des Polygongebiets €, := | J{T € T} auf dem Rand a0
liegen (s. Abb. 3.7). Die Linge der Polygonkanten von 802, ist dann durch die Gitterweite
h der Triangulierung T, beschriinkt. Ist £ nicht konvex, so ist 2, ¢ @. Der auf 0, =
|{T € T} definierte Finite-Elemente-Raum l’}f” ist dann auch nicht in V' enthalten,
und die Approximation wird ,nicht-konform* (bzgl. V = H3(€)) genannt. Die Analyse
dieser Approximation gestaltet sich technisch etwas schwieriger als im konformen Fall.
Doch auch hierfiir kann man Konvergenz mit der optimalen Ordnung beweisen.

/%

h

2

Abbildung 3.7: Approximation nicht-konvexer Randteile

Satz 3.4 (FEM auf nicht-konvexem Gebiet): Fur des FE-Schema (3.1.39) auf ei-
nem glatt berandeten, nichi-notwendig konveren Gebiet {1 gelten die a priori Konver-
genzabschitzungen

IVerlla < (ertea)esh| flla (3.1.48)
lenlla < (c1+ea)’csh® | flla, (3.1.49)

mit Stabilitats- und Interpolationskonstanten cg, cf und einer generischen Konstante cg ,
die nur vom Gebiet {1 abhangt.

Beweis: i) Das Problem beim Beweis des Satzes besteht in der  Nicht-Konformitdt® der
Diskretisierung, d. h.: V;fn 7 V. Zunéchst gilt auch im Fall eines nichtkonvexen Gebiets

IV (u — Inu)|la < erh||V2ulla < creshl| fllo- (3.1.50)
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Weiter haben wir

IV enlf = (Ven, V(u — Iyu))a + (Ven, V{lyu — up))a
= (Ve Viu— Inu))o + (Vu, Vilpy —up) o — (Vug, Vil — up))o
= (Vep, Viu — Iyu) o+ (Vu, Vilgu —up) o — (f, Jpu —ug g
< (Vey, V(u — fyu))g + Ni(u)|V(Iiu — uy)|lo,
it IV, Vil — (f, n)al
u, Vg o — L, Welo
g IVealla |

Nplu) =
Hieraus ergibt sich
IVenlld < 31V (u — Tyu) g + 2Na(u)®.
ii) Zur Abschitzung des Nichtkonformititsterms schitzen wir wie folgt ab:

(Vu, Vi )a — (f, ¥n)a = (—Au — fidn)o + (Fau, ¥n)an
= (Gnu, Yr)an < ||Gnul|an||tnl o

Zundchst gilt aufgrund einer bekannten Spurabschitzung und der iiblichen Regularitfits-
abschatzung auf glatt-berandeten Gebieten

Fnullan < callully: < ccs||fllo- (3.1.51)

Zur Behandlung des Terms ||¢iy||an benttigen wir etwas zusitzliche Notation. Da wir nur
lineare oder (isoparametrische) bilineare Ansatzfunktionen betrachten, gibt es anf 40

ein stetiges (nach aufen orientiertes) Richtungsvektorfeld r(x), so dass jedes «y, < l’;f”
entlang der von r(r) aufgespannten Gerade {z + sr(z), s € R} linear ist. Fiir den
Schnittpunkt =z, = = + d(z)r(z) dieser Gerade ausgehend von r € A1 mit dem Rand
a0y, gilt wieder |z — =] = d(x) < cgh® . Durch Taylor-Entwicklung folgt dann

0 = tn(zr) = ¥nl(x) + Oripn(z)d(z),
und bei Integration iiber 90 :

lnllan < cah®||8,vul|an- (3.1.52)

Diies impliziert inshesondere, dass

[ellan < cohl|V |,
und damit
Nil(u) < cpesh|| flla.

Diies in Verbindung mit der Interpolationsfehlerabschitzung (3.1.50) beweist die Energie-
normfehlerabschitzung,

iii) Zum Beweis der L2-Normfehlerabschatzung verwenden wir wieder ein Dualititsragu-
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ment. Sei z € H}(2) N H2(Q) die (eindeutig bestimmte) Lisung des Hilfsproblems
—Az —epleg] ™t inQ, z|an = 0. (3.1.53)
Auf dem Gebiet € gilt die a priori Abschatzung ||z||g2 < cpl|dz||lg < cp . Damit gilt

llerlle = (en, —Az)a = (Ven, Vz)a — (er, Oaz)an
= (Veg, Vi(z — Iiz))a + (Vey,, VIz)g — (en, Onz)an
= (Ven, V(z — Inz))a + (Vu, VIpz)a — (f, Inz)a — (en, Onz)an
= (Ver, Viz — Ipz))a + (Oau, Inz)en + (up, 3az)an-
Wie oben unter (i) und (ii) schatzen wir ab

l(Ven, V(z — Inz))al < ||Venllal|V(z — Inz)lla < crh||Ven|lal|V:zlla < cresh|| Ve ||a.

Weiter folgt mit Hilfe der Abschitzung (3.1.52) und den schon oben verwendeten Interpo-
lations-, Spur- und Regularitdtsabschitzungen:

|(Bart, Tnz)an| < ||Bnullon|lInzllen < cocsl fllah®||8, Inz|lan
< eqes||fllab* {18 (Inz — 2)l|on + |18,z]|an}
< encs|| fllah*{crh'?||z||m2 + enllz||ln2} < encresh®||flln-

Analog erschliefien wir

(1, Bnz)on| < |lusllonl|lfnzllan < cacsh®|| usllsallAz|la
< enesh® {3 (un — Tu)|lon + (|6 (Tnu — u) oo + [|8rulon}
< enesh® (W2 (un — Tuu)lla + erh™||ull 2 + collull}
< cacsh®{h™2||Venlla + k7| V(u— L) la + 18- (Tnu—u)||oa + [|8ufl sa}
< epesh®{(er + en)esh'?||flla + creaesh|| flla + cacs|| flla}
< (er + en) 5| flla-
Combination der obigen Abschitzungen liefert schliefilich

lenlln < eresh||Ven|la + encresh?|| flla + (er + ca)®c2k|| fla.

Diies zusammen mit der schon bewiesenen Energienormfehlerabschitzung (3.1.48) ergibt
die behauptete L?-Fehlerabschitzung. Q.ED.

3.2 Allgemeine Finite-Elemente- Ansitze

Wir wollen nun Finite-Elemente- Ansatzriume allgemeineren Typs konstruieren und Fra-
gen der praktischen Realisierung der Methode diskutieren. Zunéichst wird 1 als ein Poly-
gongebiet (Polyeder in 3-D) angenommen. Seien T} Zerlegungen von 11 in Dreiecke oder
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Vierecke (Tetraeder oder Hexaeder in 3-D)), welche den im vorigen Abschnitt formulierten
Bedingungen geniigen. Fiir die folgenden Konstruktionen von Finite-Elemente- Ansitzen
verwenden wir die Bezeichnungen

P {p@) = Y crid), @ —{a@) - Y eyaizh),

D<itj<r D<ij<r

fiir Polynom-Vektorrdume im R? (analog fiir solche im R*). Ein Finite-Elemente-Ansatz
ist definiert durch Vorgabe eines Polynomraumes P{T) € F.(T) oder P(T) < Q.(T)
auf T £ T}, sowie eines Satzes von , Knotenwerten® (gegeben durch lineare , Knotenfunk-
tionale*), z. B.

{vn(a), va(m), Gpvn(m), Vun(a), (va, L)r, (vs, Uy, ...},

welcher Polynome aus FP(T') eindeutig bestimmit.

Vs

- B

Abbildung 3.8: Funkfionswerte wvg(a) sowie wyl(a), Vuvp(a) (links), Normalableitung
Anvp(m) in Seitenmitten (Mitte), Funktionswerte vy(a), Vun(a), Viun(a) (rechis).

Wir verwenden die Bezeichnungen

Tr = {T} Zerlegung von (1,
Ty = {I'} Menge aller Kanten (bzw. Flichen),
Ty, = {a} Menge aller Eckpunkte (,Knoten*),

sowie die in Abb. 3.8 skizzierte Symbolik fiir einige typische Knotenwertevorgaben.

Definition 3.1 (Unisolvenz): Fin Polynomraum P(T) und ein zugehdriger Satz von
linearen ,Knotenfunkfionalen® K(T) heiflen ,unisolvent®, wenn jedes p € P(T) eindeu-
tig durch die Vorgabe von y(p) fiir alle y € K(T) bestimm{ ist.

Definition 3.2 (Lagrange- und Hermite-Ansatz): Man spricht bei einem FE-Ansatz
FP(T) mit zugehdrigem Satz von Knotenfunktionalen K(T) = {x,,v = 1,...,R} von
JLagrange-Elementen®, wenn die Knotenfunktionale nur auf Funktionswerte zuriickgrei-
fen; werden auch Ableitungswerte verwendet, spricht man von ,Hermite'’-Elementen®.

10Charles Hermite (1822-1901): Franzosischer Mathematiker; Prof. an der Eeole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; Beitrige zur Zahlentheorie und zur Theorie elliptischer Funktionen; Beweis der
Transzendenz von .
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Notwendig fiir Unisolvenz ist offenbar dim P(T") = #K(T') und hinreichend, dass fiir ein
pe P(T) aus y(p) =0 fir alle y € K(T") notwendig p =0 folgt. Dies wird in der Regel
zum Nachweis von Unisolvenz verwendet.

Definition 3.3 (Interpolation): Fir jede Zelle T & Ty sei ein Polynomraum FP(T)
mit Dimension B und ein Satz Ky = {x,, v = 1,..., R} von Knotenfunktionalen

xe! HMT) =R (r=1,...R),
spezifiziert, welche  unisolvent® sind. Durch die Vorgabe
Xr{Iﬁv] = Xr{v}:l r= 11" LR R:l

ist dann eindeutig eine ,Finite-Elemente-Interpolierende® Iyv € P(T') definiert.

Durch Zusammensetzen der zunichst zellweise definierten Formfunktionen vp € P(T)
erhilt man global definierte Funktionen

vhlﬁ—PR.l_ Uy = Ur, TET;..I_

mit denen der Finite-Elemente-Ansatzraum V}, gebildet wird. Durch Gleichsetzen geeig-
neter Knotenwerte auf dem gemeinsamen Rand I' = T M 7" jeweils benachbarter Zel-
len wird Stetighkeit, Differenzierbarkeit und auf analogem Wege auch die Randbedingung
vpen = 0 implementiert. Die Dimension des endlich dimensionalen Teilraumes V, C V
ist dann gleich der Anzahl der Knotenfunktionalwerte zur eindeutigen Festlepung einer
Funktion o, € V.

Definition 3.4 (Konformitht): Ein Finite-Elemente-Ansatzraum Vi, dieser Art heifii
oHi-konform*®, wenn Vi C HYQ), und andernfalls ,nicht-konform*.

A) Dreieckselemente im R?: Als erstes betrachten wir Finite-Elemente-Ansétze auf
Triangulierungen von Polygongebieten.

1) Konstanter Ansatz: P(T) = Fy, dim P(T)=1.

Mit konstanten Polynomansitzen kann offensichtlich fiir die Variationsgleichung (3.1.2)

keine konforme Diskretisierung gewonnen werden. Diese spielen aber bei anderen Typen
von variationellen Formulierungen, den sog. ,,dual-gemischten®, eine Rolle

2a) Linearer Ansatz: P(T) =P, dm P(T)=3.

Abbildung 3.9: Knotenpunkte des (konformen) linearen Ansatzes (e = T)
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Der Polynomraum F;(T) und der Satz von Knotenfunktionalen {y:(p) = pla:), 1 =
1,2,3} sind unisolvent, denn fiir p € F(T) mit p(a;) = 0 gilt notwendig pjgr = 0 und
damit auch p=0. Mit dem Ansatz

V,f”' = {vn : 0 = R| vy € P, v stetig in Eckpunkten, v, = 0 in Eckpunkten auf 80}.

erhiilt man einen Hj-konformen Finite-Elemente-Raum. Denn der Sprung von [w] iiber
eine gemeinsame Kante I' zweier Dreiecke T3 und T3 ist in Fy(I") . Folglich ist vy stetig,
da seine Hestriktionen auf 77 und T3 gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten von
I' haben.

2b) Einen nichi-konformen linearen Ansatz erhilt man durch
f’;f” = {vg : 0 — R| vy € Py, v, stetig in Kantenmitten, v, = 0 in Kantenmitten anf 80}.

Diie Unisolvenz folgt analog wie die des entsprechenden konformen Ansatzes. Dieses nicht-
konforme | lineare® Element spielt z. B. eine Holle bei der Diskretisierung der Navier-
Stokes-Gleichungen in der Strémungsmechanik.

3) Quadratischer Ansatz: P(T) = B, dim P(T) =6.

Der Polynomraum F5(T) und der Satz von Knotenfunktionalen {x;(p) = p(a:),%:(p) =
p(m;),

i = 1,2,3} sind unisolvent. Fiir p € F(T) mit p(a;) = p(m;) = 0 gilt notwendig
pigr = 0. Dies impliziert, dass Vp(a;) = 0, woraus wegen &p € F(T) wiederum Vp =10
und schliefilich p =0 folgt. Mit dem Ansatz

l’;fm = {vp : 0 — R| vy € P, v, stetig in Eckpunkten und Kantenmitten,
vy, = 0 in solchen Punkten auf 50}.

erhiilt man einen Hj-konformen Finite-Elemente-Raum. Denn der Sprung von [vn] fiber
eine gemeinsame Kante I' zweier Drelecke T} und T3 ist in Fy(I) . Folglich ist v, stetig,
da seine Restriktionen auf 77 und T; gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten
und dem Mittelpunkt von I' haben. Alternativ zu den Werten in den Kantenmitten m
kann man auch die Mittelwerte |['|7? f[. vpds ilber Kanten I' € 8T, als Knotenwerte
verwenden.

e o

Abbildung 3.10: Knotenpunkte des (konformen) quadratischen Ansatzes (e = T')
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Der naheliegende nichi-konforme Ansatz

i},fm = {vp 1 Q2 = R|vyr € Py, vy, stetig in jeweils zwei Gaufi-Punkten anf Kanten,
vy, = 0 in solchen Punkten auf 90}

ist micht unisolvent, denn es existieren nicht-triviale, stiickweise quadratische Funktio-
nen, welche in allen Knotenpunkten verschwinden. Man betrachte dazn auf jeder Kante
die Legendre-Polynomen [, zweiten Grades, deren Nullstellen gerade die beiden Ganfi-
Punkte m, mq sind. Sie kiinnen wegen ihrer Symmetrie zum Kantenmittelpunkt so nor-
miert werden, dass sie in den Eckpunkten a gleiche Werte La(a) = 1 haben. Dann ldsst
sich eine Funktion L £ F4(T) finden, durch konforme Interpolation in Eckpunkten und
Seitenmitten: L{a) =1, L{m) = La(m). Auf jeder Kante ist dann L = Ls, so dass sich
ein Widerspruch zur Unisolvenz des Ansatzes ergibt.

Eine weitere nicht-konforme Variante des quadratischen Elements (das sog. ,Morley!!-
Plattenelement®) erhilt man bei Wahl der Knotenwerte {vg(a), Gavs(m)} . Dieser Ansatz
ist wieder unisolvent. Fir p € (T folgt aus pla;) = Gup(m;) = 0,7 = 1,2, 3, notwendig
d.p(m;) = 0 und somit Vp(m;) = 0. Wegen d;p € Fi(T) folgt Vp =0 und damit auch
p=0.

+ Seitenmitten

=]

Abbildung 3.11: Knotenpunkte des (nicht-konformen) quadratischen | Morley-Elements®
(e=T)

Das Morley-Element ist zwar nicht-konform bzgl. der H'- wie auch der H*-Norm, trotz-
dem kann es bei geeigneter Modifikation der variationellen Formulierungen,

w € VRt Y (Vi Vir)r = (fen) Vien € Vi,

sogar zur Approximation des biharmonischen Operators A%u = f verwendet werden.
5) Kubischer Ansatz (sog. kubisches Membran-Element®: P(T) = P, dim P(T) = 10.
Mit dem Ansatz

Vi —{vg : 71— R| vwr € Pa, vy, stetig in Eckpunkten und in je
zwei Gaufi-Punkten auf Kanten, v, = 0in solchen Punkten auf T}

ULLpslie Sydney Dennis Morley (1924-2011): Englischer Ingenieur; wirkte an der Brunel University in
Uxbridge, England; Beitrige zur FEM fur nichtlineare Schalenmodelle.
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ist Hl-konform. Denn der Sprung von |vg] iiber eine gemeinsame Kante I' zweier Drei-
ecke Ty und T3 ist in Fy(I"). Folglich ist vy, stetig, da seine Restriktionen auf T3 und
T5 gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten und zwei Gauf-Punkten auf I' haben.
Alternativ zu den Gauf-Punkten auf den Kanten kann man auch in jedem Knoten die
beiden partiellen Ableitungen, d.h. den Gradienten Vuy(a), als Knotenwerte verwenden.
Auch damit erhilt man einen H}-konformen Ansatzraum f,;fﬂl ; dieser ist offenbar echt

kleiner als 1,;53] (Ubungsaufgabe).

Abbildung 3.12: Knotenpunkte der (konformen) kubischen Ansitze (e = T')

Zur Diskretisierung der biharmonischen Gleichung kann man wieder eine nicht-konforme
Variante mit den Knotenwerten {vg(a), Gavn(m1), Guva(ma), va(z)} (m1,ma zwei Gaufl-
Punkte auf T und z der Mittelpunkt von T') verwenden. Ein H?-konformes Platten-
Element erhilt man durch den sog. , Clough-Tocher-Ansatz® als  znsammengesetztes®
Element (v, € CY(T) stiickweise kubisch).

GauBpunkte
2 .0rdnang

Abbildung 3.13: Knotenpunkte des (nicht-konformen) kubischen ,Platten-Elemente®
(e =)

6) Quartischer Ansatz: P(T) = Fy(T), dim P(T) = 15.

Mit dem Satz von Knotenwerten {ws(a), Vun(a),va(mi),va(ma)} (mq, ma die beiden
GaufB-Punkte auf jeder Kante ' € dTy) erhélt man hier einen H'-konformen Ansatz
(Ubungsaufgabe).

7) Quintischer Ansatz {sog.  Argyris'? -Plattenelement®): P(T) = F(T), dim P(T) =
21. Mit dem Satz von Knotenwerten {wy(a), Vus(a), V?vx(a),d,vs(m)} erhilt man hier
sogar einen H2-konformen Ansatz (Ubungsaufgabe). Dieses finite Element ist ein Beispiel
fiir einen konformen Ansatz zur Losung der biharmonischen Gleichung A?u — f, fiir
welche stetig differenzierbare Ubergiinge von Zelle zu Zelle erforderlich sind.

12John Hadji Argyris (1913-2004): Griechischer Baningenieur; Prof. in Stuttgart; einer der ,Erfinder®
der Finite- Elemente-Methode.
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Abbildung 3.14: Knotenpunkte des (konformen) quintischen ,, Argyris-Elements® (e = T)

B) Viereckselemente: Als nichstes betrachten wir Finite-Elemente-Ansitze auf (kar-
tesischen) Rechteckszerlegungen.

1) Bi-linearer Ansatz: P(T) = ¢y = span{l,zy, To, Tyxa}, dim P(T) =4.

Der Polynomraum 4(7T) und der Satz von Knotenfunktionalewn {x:(p) = pl(a:),1 =
1,...,4} sind unisolvent. Ein p € Q4(T) ist entlang der Kanten von T linear. Aus
pla;) = 0 folgt also par = 0, und weiter Vpla;) = 0. Wegen &;p € F(T) impliziert
dies Vp =0 und schliefilich p= 0. Der Ansatz

V;f”' = {vn : 0 = R|vpr € @4, v, stetig in Eckpunkten, v, = 0 in Eckpunkten auf 50}

ist H}-konform, da die Spriinge von v, entlang von Kanten linear sind.

e

—

Abbildung 3.15: Knotenpunkte des (konformen) bi-linearen Ansatzes (e =T')

Der naheliegende nichi-konforme Ansatz
f’;fn = {vg 1 0 = R|vpr € Q1, vy, stetig in Kantenmitten, v, = 0 in diesen auf 8Q}

ist aber 1. Allg. nicht unisolvent, da z. B. die Funktion wg(xy,zs) = ryrs in den Kan-
tenmitten des Quadrats Ty = [—1,1] x [-1,1] verschwindet. Auf T; erhilt man aber
durch P(T) = span{l,zy,z9,77—73} einen mit den Kantenmitten als Knotenfunktionale
unisolventen Ansatz. Alternativ zu den Funktionswerten in den Seitenmitten kann man
auch die Mittelwerte ||~ [, ds iiber die Kanten als Knotenwerte verwenden. Dies

ergibt aber einen von f’,f” verschiedenen Ansatzraum. Beide Ansdtze sind offensichtlich
nichi-konform.

2) Bi-quadratischer Ansatz: P(T) = Qg = span{l, 1, Ta, 73, 71 T3, T3, T, T3, T1 T3, Iil'%} ;
dim P(T) = 9. Die Konstruktion eines  zulissigen* Satzes von Knotenwerten ist Ubung.
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3) Reduzierter bi-quadratischer Ansatz (sog. ,Wilson'® -Membran-Element*):

P(T) = P3(T) @ span{zizs, 173} , dim P(T) = 8. Dieser Ansatz wird mit den Knoten-
werten {wvy(a),va(m)} H'-konform.

4) Bi-kubischer Ansatz: P(T) = Q3 = Sp‘ﬂ.ﬂ{l.l_I],Ing?.l_“., I?IE} , dim P(T) =16

Die Konstruktion eines  zulissigen® Satzes von Knotenwerten wird als Ubung gestellt.
5) Reduzierter bi-kubischer Ansatz (sog. ,Adini''-Platten-Element®):

P(T) = B(T) & span{zire, myr3}, dim P(T) = 12. Dieser Ansatz wird mit den Knoten-
werten {v(a), Vug(a)} unisolvent und H'-konform, ist aber nicht H%-konform.

® @

= 4y

Abbildung 3.16: Knotenpunkte des (nicht-konformen) , Adini-Plattenelerments“(e = T')

Viele der anfgefiihrten zwei-dimensionalen Finite-Elemente- Ansitzen haben natiirliche
Erweiterungen auf drei Dimensionen. Die gebriuchlichsten Beispiele sind:

1) Lineares Tetraederelement: P(T) = span{l,z;, 13,13}, dim P(T) = 4. Mit den Funk-
tionswerten in den Eckpunkten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent und H'-
konform.

Abbildung 3.17: Knotenpunkte des (konformen) linearen Ansatzes (e =T)

2) Nicht-konf., lineares Tetraederelement: P(T) = span{l,z, T2, z3}, dim P(T) =4.
Mit den Funktionswerten in den Flachenmitten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisol-
vent, aber nicht-konform.

3) Quadratisches Tetraederelement: P(T) = span{l, 11, Ta, T3, T1T2, T1 T3, TaT3, T1, T3, T3 } ,
dim P(T) = 10. Mit den Funktionswerten in den Ecken und den Kantenmitten als Kno-
tenwerte ist dieser Ansatz unisolvent und H'-konform.

BFdward L. Wilson (1931-): US-Amerikanischer Ingenicur; Prof. for Ingenicurwissenschaften an der
Univ. of California (Berkley, USA); ein froher Pionier der (praktischen) Finite-Elemente-Methode; Ko-
autor des Buches ,Numerical Methods in Finite Element Analysis*(zus. mit K. J. Bathe), 1976.

Wavner Adini (??777-): Promotion 1961 an der Univ. of California (Berkeley, USA) als Bauingenicur;
Beitrige u. a. zur Finite-Elemente-Methode in der Plattenstatik.
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Abbildung 3.18: Knotenpunkte des (konformen) quadratischen Ansatzes (e = T')

4) Kubisches Tetraederelement: P(T) = Py ,dim P(T) = 20.
Mit den Funktionswerten in den Ecken, in zwel Gaufi-Punkten auf den Kanten und in
den Seitenmitten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent und H'-konform.

Abbildung 3.19: Knotenpunkte des (konformen) Kubisches Tetraederelement (e = T')

5) Tri-lineares Quaderelement: P(T) = span{l, 1, T2, Ta, T1T2, T1 T3, TaTy, T1TaTs },
dim P(T) = 8. Mit den Funktionswerten in den Eckpunkten als Knotenwerte ist dieser
Ansatz unisolvent und H'-konform.

1
!
| =

R —

—

Abbildung 3.20: Knotenpunkte des (konformen) tri-linearen Quaderelements (e = T')

Ein zugehoriges nicht-konformes Quaderelement erhilt man durch den Ansatz

P(T) = span{1,zy, ra, T3, 71 — 73,77 — 73}, dim P(T) = 6. Mit den Funktionswerten in
den Flachenmitten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent.

6) Tri-quadratisches Quaderelement: P(T) = span{1,y, s, 13, ..., 111313 },

dim P(T) = 27. Mit den Funktionswerten in den Eckpunkten, den Kantenmitten, den
Seitenmitten und dem Mittelpunkt als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent und H'-
konform.

In allgemeinen Situationen kinnen die Zellen bzgl. des Koordinatensystems gedreht
oder gezerrt werden. Daraus folgt, dass es Fille gibt, in denen man fiir zwei Zellen der
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Zerlepung Ty nicht denselben Ansatz nehmen kann (z. B. das bi-lineare Vierecksele-
ment). Deshalb miissen wir uns bei der Definition von Finite-Elemente-Ansatzen von
dem festen Koordinatensystem befreien. Dies induziert die Idee des , Referenzelements®.
Wir verwenden als Referenzelement ein natiirliches Einheitselement T' (Einheitsdreieck,
Einheitsviereck, ...) und definieren zunichst einen Polynomansatz P(T) auf diesem Re-
ferenzelement.

Sel o eine (polynomiale) Transformation des Referenzelements auf das (,physikali-
sche*) Element mit der Inversen o7! : T — T. Der Ansatz auf der Zelle T ist dann
gegeben durch

P(T) == {v : T = R| w(or(-)) € P(T)}. (3.2.54)

Der Funktionenraum P(T) ist nicht notwendig ein Raum von Polynomen, auch wenn
P(T) ein solcher ist. Dies liegt daran, dass i. Allg. die inverse Abbildung oy ! und damit
die Funktion wy(z) = wa(o(e=1(-))) nicht polynomial ist, z. B. im Fall (echt) bilinearer
Abbildungen op. Wenn man T aus T durch eine Verschiebung, eine Rotation, eine
Scherung und eine Skalierung gewinnen kann, so ist op eine affin-lineare Transformation:

or(z) = Bri + by

mit einer Matrix Br € R¥*? und einem Verschiebungsvektor by € R?. Dies ist moglich
bei Dreiecken (in 2-D) bzw. Tetraedern (in 3-D) sowie bei Parallelogrammen (in 2-1) bzw.
Parallelepipeden (in 3-D). Fiir allgemeine (konvexe) Vierecke (in 2-D) oder Hexaeder (in
3-D) bendtigt man fiir die Transformation echt bi- bzw. tri-lineare Abbildungen.

Wir gehen nun zum allgemeinen d-dimensionalen Fall iiber und betrachten Zerlepungen
Tr = {T'} des Abschlusses eines Gebiets 2 C R? in d-Simplizes. Dabei ist ein (nicht
degeneriertes) Simplex T C R? die konvexe lineare Hiille von d + 1 linear unabhingigen
Punkten o' € RY, i = 0,....d:

d d
T={IERJ|I=Z);,-&'-,ZJL.-=1,GEAEEI}. (3.2.55)
i=0 =l

Das System {a’,: = 0,...,d} heifit linear unabhingig, wenn die erzeugenden Vektoren
{w' =a'—a® i=1,..,n} eine Basis des R bilden. Die einfachsten Beispiele sind wieder
Dreiecke fiir d = 2 und Tetraeder fiir d = 3. Sei T das Einheitssimplex im B¢, welches

von den Punkten & :=0, & = (8, ...,d5), i = 1,...,d, aufgespannt wird.
Hilfssatz 3.2 (Referenztransformation): Jedes (nicht degenerierte) Simpler T © R?
lisst sich mittels einer umkehrbaren affinen Abbildung

r =or(#) = Bri + br, Br e R™, br e RY, (3.2.56)

aus dem Einheitssimpler T gewinnen: T = BrT + by. Dabei ist die Umkehrabbildung
gegeben durch T = o' (x) = Bplz—Brlbr.
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Beweis: Wir lassen im Folgenden den Zusatz T weg. Sei A € R¥? die regulire Matrix,
welche die Basis {w' = a* —a”, i = 1,...,d} auf die kartesische Einheitsbasis {e*, i —
1,...,d} abbildet: &' = Aw*, i=1,...,d. Man gewinnt ihre Elemente a,, als Losungen
der Gleichungssysteme

Y aul=e, i=1,..d,

=1
fir v = 1,...,d. Die Koeffizientenmatrix {w,‘;];-{F, enthilt die linear unabhingipen Vek-
toren w', i = 1,...,d, als Zeilenvektoren und ist folglich regular. Die affine Abbildung
# = Ar — Aa" ist dann umkehrbar und bildet das Simplex T auf das Einheitssimplex T
ab, denn fiir £ — 3% ) \a® € T ist (Man beachte 3% X\, = 1))

d d
Az — Ad® =Y MA@ —a") =) A e T,
i=0 i=ll

und umgekehrt fiir £ = 35 Aef € T

d d d d
AlE+a" =Y AATE +a” =) A +d" =) Na'+(1-) M) €T,
i=l =l i=0 i=1

Dies komplettiert den Beweis mit Br := A~! und by ;= ap. Q.ED.

Bemerkung 3.5: Zu Hilfssatz 3.2 gibt es ein Analogon fiir Vierecks-Zerlegungen im R?
sowie Hexaeder-Zerlegungen im R*. Zu jedem konvexen Viereck T < R? oder Hexaeder
T € R* (,6-Flichner“) existieren bi- bzw. tri-lineare Abbildungen or : T — T des
Einheitsquadrats bzw. Einheitswiirfels T' anf T'. Dabei werden die Eckpunkte von T auf
die Eckpunkte von T sowie die Kanten bzw. Seitenflichen von T anf die Kanten bzw.
Seitenflichen von T abgebildet (jeweils in derselben Orientierung).

Die Erzeugung von Finite-Elemente-Ansitzen iiber Transformation von einem Refe-
renzelement hat auch den Zweck, auf allgemeinen Vierecks- oder Hexaeder-Zerlegungen
konforme Ansitze zu gewinnen. Wir wollen das anhand des bi-linearen Ansatzes disku-
tieren:

V,f”' ={vn : Q = B| var € Q1 vy, stetig in Knoten, v, = 0 in Knoten anf 80}.

Wir betrachten allgemeine Vierecke T und T, die eine gemeinsame Kante I' haben,
und setzen P(T) = P, & span{r;z,}. Der Sprung von v, ist zwar gleich Null in den
Endpunkten von I', doch ist er i. Allg. nicht linear auf I'| so dass die Stetigheit iiber T’
nicht gesichert ist. Hierfiir muss erreicht werden, dass die Restriktion von w, € V,f”' anf
alle Kanten I' € dT, linear ist. Dies kann durch Konstruktion von V,f” mit Hilfe der
bilinearen Transformationen op : T — T erreicht werden.

Fiir eine bi-lineare Transformation oy : T — T ist die Inverse o' : T — T i. Allg.
nicht bi-linear. In diesem Fall ist der gem&f (3.2.54) erzeugte lokale Ansatzranm P(T')
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auch kein Polynomraum. Dennoch ist vy auf jeder Kante I' € T}, linear, so dass Ste-
tigkeit in allen Eckpunkten auch auntomatisch globale Stetigheit auf @@ sowie wan = 0
garantiert. Dieser Transformationsansatz lost also das Problem der globalen Stetigheit.

Definition 3.5 (Parametrischer Ansatz): Der Ansatz P(T) wird  parametrisch® ge-
nannt, wenn er durch Transformationen op : T — T wvon einem Referenzelement T
erzeugt wird. Er heifit isoparametrisch®, wenn die Transformation o vom selben Poly-
nomtyp wie die Ansatzfunktionen in P(T) ist.

Der Begriff des isoparametrischen® Finite-Element-Ansatzes ldsst sich auf héheren Po-
lynomgrad r > 2 iibertragen. Dies wird wichtig bei der Approximation eines krummen
Randes bei Verwendung von Ansitzen héherer Ordnung. (s. Abb. 3.21). Die einfache
Polygonzugapproximation wiirde hier zu einer Ordnungsreduktion fithren:

IV (u — up)l| < c{hT[|ull, + Allulls},

im Gegensatz zur optimalen Abschitzung

IV(u —un)|| < ch™[|ul|-

Abbildung 3.21: Parametrische Randapproximation

3.3 Interpolation mit finiten Elementen

Diieser Abschnitt ist dem grundlegenden Aspekt bei der mathematischen Analyse der Me-
thode der finiten Elemente gewidmet: Wie gut lassen sich hinreichend glatte Funktionen
durch stiickweise polynomiale approximieren? Wir gehen von der im vorigen Abschnitt
anhand von Beispielen beschriebenen abstrakten Situation aus. Sei T C R? eine Zelle ei-
nes Finite-Elemente-Gitters Ty ; der Durchmesser von T wird wieder mit diam(T) = hy
und der Radins einer (maximalen) einbeschriebenen Kugel mit pp bezeichnet.

Wir betrachten im Folgenden ausschliefilich , parametrische® Finite-Elemente-Ansitze.
Jedes T € Ty sei Bild eines ,Referenz-Einheitselements® T C R? mit Durchmesser
diam({T) = h = 1 und Inkugelradius g > 0. Die zugehdrigen Abbildungen or : T — T



3.3. INTERPOLATION MIT FINITEN ELEMENTEN 109

seien der Einfachheit halber als affin-linear angenommen:
= op(i) = Bri+bp, Bre R™, bpe R4 (3.3.57)

Der Fall allgemeiner Vierecke mit erzeugenden bi-linearen Transformationen wird gegebe-
nenfalls in Bemerkungen berficksichtigt werden.

Allgemeine Interpolationsaufgabe: Auf einem beliebigen, aber festen Element T
(z. B. dem Einheitselement T') seien ein Vektorraum P(T) von Polynomen iiber T' mit
dim P(T) = R sowie ein System von linearen ,Knotenfunktionalen® Ky = {x,,r =
1,..., R} gegeben, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

i) Der Ansatz ist unisolvent:

g€ P(T): x(q)=0 (r=1,.,B) = g=0. (3.3.58)

ii) Fiir ein m > 1 gilt B,y < P(T).
iii) Die Knotenfunktionale ans Ky sind stetig auf H™(T):

Ixr(¥)| < allvllmr, ve H™(T), r=1,...R (3.3.59)

Unter der Bedingung (i) ist die zugehérige Lagrangesche bzw. Hermitesche Interpolati-
onsaufgabe eindeutig 1dsbar, d. h: Zu jeder Funktion v &€ H™(T') existiert ein eindeutig
bestimmtes , Interpolationspolynom® Irv € P(T) mit den Figenschaften

xelIrv) = o (v), r=1,. R

Wenn die Knotenfunktionale zu ,singular* sind, um fiir Funktionen aus H™({}) definiert
zu sein (z. B. die Ableitung ™ 'v(m) in einer Seitenmitte m € AT ), kann auch ein
stirkerer Sobolew-Raum H™®((1) mit p > d verwendet werden. Wir werden diesen Fall
hier aber nicht weiter verfolgen.

Notation: Im folgenden verwenden wir eine gebrauchliche ,, Multiindex*-Schreibweise fiir
mehrfach indizierte Grofen. Fiir einen Indexvektor a = (o, ...,04)7 € Mg mit ganzzah-
ligen, nichtnegativen Komponenten setzen wir

d d d
|ex] :=Zr:r,-, I“:=HI?“, D“:=Hﬂf“', Pk={q{:i:}= Zauz“}.
i=1 i=1 i=1 lal<k

Mit dieser Notation schreiben sich z. B. die Sobolew-Normen bzw. -Halbnormen iiber T
in der Form

lollor = (30 107013) ™, ol = (3 10%0i3) "

0<lal<m |ex|=m

Wir leiten nun eine Reihe von technischen Hilfssitzen ab, die am Schluss zu den
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gewiinschten allgemeinen A bschitzungen fiir den Interpolationsfehler bei Finite-Elemente-
Ansitze fiihren werden. Die dabei verwendete Schlussweise geht in diesem Zusammenhang
auf Bramble!® und Hilbert!® (1971) zuriick, weswegen die ganze Theorie auch , Bramble-
Hilbert-Theorie* und das Hauptresultat ,Bramble-Hilbert-Lemma® genannt werden.

Hilfssatz 3.3 (Nullraum von Ableitungsoperatoren): Jede Funktion v € H™(T)
mit der Eigenschaft

Dy =0, |a=m, (3.3.60)
ist fast uberall gleich einem Polynom aus F,_1(T).

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt D?D=v = 0 fiir beliebiges 8 und somit v €
Miey H*(T) . Nach dem Sobolewschen Einbettungssatz ist damit v € C™(T'), so dass sich
die Behauptung mit Hilfe ,klassischer” Argumente ergibt. Q.ED.

Hilfssatz 3.4 (Polynomprojektion): Zu jeder Funktion v € H™(T) existiert ein ein-
deutig bestimmtes Polymom q € Pp_1(T) mit der Eigenschafi

fﬂ“{u—q}dzﬂ? 0<|a|<m—1. (3.3.61)
T

Beweis: Zur Lisung der Aufgabe machen wir den Ansatz

alr)i= Y €28 €Pny(T)

|8 =m—1
mit unbekannten Koeffizienten £ = (£°)\gcm—1 (bei lexikographischer Anordnung der
Indexkomponenten). Dies fiihrt auf das quadratische, lineare Gleichungssystem
> Eﬂfﬂnz'&dz=fﬂ"‘vd1$ 0<|al <m—1.
0<|Bl<m—1 T T
Dessen Koeffizientenmatrix

M= ( ‘/; D=’ dI) 0<jal,|8|<m—1

ist regulir. Andernfalls gibe es ein £ = (£7),g2m-1 # 0 mit M£ = 0. Das damit gebildete
Polynom g(z) = Eﬂgl ﬂlﬁm_lfﬂz'ﬂ € Prn1(T) hitte dann die Eigenschaft

fD“‘qdz=[], D<o <m—1, (3.3.62)
T

15 James H. Bramble (1932-): US-Amerikanischor Mathomatiker: Prof. an der Cornell University und
dor Toxas A&M University; fundamentale Beitrige zur Theorie der Finite-Elemente-Methode und von
Iterationsverfahren, inshesondere Mehrgitterverfahrens.

185 tephen B Hilbert (7777-): US-amerikanischer Mathematiker: Prof am Ithaca College, New York;
Student von J. Bramble; bekannt durch das sog. ,Bramble-Hilbert-Lemma® (1970).
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woraus offensichtlich g = 0 und damit der Widerspruch £ =0 folgte. Also existiert ein
eindeutig bestimmtes Polynom mit den verlangten Eigenschaften. Q.ED.

Hilfssatz 3.5 (Verallg. Poincarésche Ungleichung): Fir jede Funktion v € H™(T)
mit der Eigenschaft

“LD“udI=D? 0<|a]<m—1, (3.3.63)

gilt mit einer Konstante oy = ofd, m, T

”y”m;']" = o |i‘||'n1,"]" : {3.3.64}

Beweis: Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann existiert eine Folge von Funk-
tionen v = H™(T) ,k € I mit den Eigenschaften

1 = ||lv|lmer = k|vg|mr, k€N, (3.3.65)

Aufgrund der Kompaktheit der Einbettung von H™(T) in H™ !(T) konvergiert eine
Teilfolge, welche wir wieder mit (), bezeichnen, in H™~*(T) gegen ein v € H™(T):

vk — vllm-1,r =0 (k — o0). (3.3.66)

Mit der Annahme folgt |vg|mas —+ 0 (F — o<). Also ist (we)eew Cauchy-Folge in H™(f1)
mit Limes v € H™(T). Wegen v, —gm— v muss v = v sein. Damit folgt |v|mr = 0.
Nach Hilfssatz 3.3 ist also v € F__;(T") und besitzt die Eigenschaft

fD“‘udz= lim fD“v;‘dz=[], 0<|a|<m—1. (3.3.67)
T T

k—oo

Dies bedeutet aber wegen Hilfssatz 3.4 notwendig v = 0, was im Widerspruch zur An-
nahme ||v||mr = Mg ||ve|lma = 1 steht. Q.ED.

Nach diesen Vorbereitungen kiinnen wir das zentrale Resultat dieses Abschnitts, das

sog.  Bramble-Lemma®, beweisen.

Satz 3.5 (Bramble-Hilbert-Lemma): Sei F(-): H™(T) —+ B ein beschrinktes, sub-
lineares Funktional, welches auf P, 1(T) verschwindet, d. h.:

i) |F(v)| <cillvllmr (Beschrinktkeit),
i) |F(u+v)| < oo|F(w)| + [F(v)[} (Sublinearitit),
ii) Fig)=0, ge& Fa1(T) (Annulierungseigenschaft).
Dann gilt mit der Konstante cp aus Hilfssatz 3.5:

|F(v)| < cocrea|vfmr, ve H™(T). (3.3.68)
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Beweis: Fiir ein v € H™(T) gilt mit beliebigem g € Pru_1(T):
|F(v)] = |F(v—q+q)| € ec{|F(v—g)l +|Fi(g)} < creallv — gllmar-

Wir wihlen nun g € F,—1(7T) als das gemaf Hilfssatz 3.4 zu v gehérende Polynom, so
dass pemAfl Hilfssatz 3.5 folgt:

lv — gllmsr = co|v — glma = 0 |v]mr-
Diies impliziert dann
|F(v)| < eg [v|mer,

mit ey = opeyjos, Was zu beweisen war. Q.ED.

Korollar 3.1 (Allgemeiner Interpolationssatz): Seien die obigen Voraussetzungen
erfiillt. Fiir jede Funktion v € H™(T) und das zugehdrige interpolierende Polynom
Iyv € P(T) gilt mit einer beliebigen beschrinkten Halbnorm || awf H™(T):

v —Irv| < cl|v|mr (3.3.69)

mit einer Konstante ¢ = ofd,m, R, T,|-|).

Beweis: O.B.dA. sei |v| < ||v||lmr, v € H™(T). Durch F(v) := |v — Irv| wird auf
H™(T)} ein sublineares Funktional definiert. Die Interpolierende Ipv besitzt die Darstel-
lung

R
Irv =) x: (v}

=1
mit der durch die Bedingung x. (%) = 4., (r,s = 1,..., R) eindeutig bestimmten ver-
allgemeinerten Lagrange-Basis {p™, = 1,..., R} des Polynomraums P(T). Wegen der
Beschrianktheit der Knotenfunktionale y, folgt
R

[F(2)] < o] + [ < [o] + Z} (@)l 1] < (1+ Rey, max [o)) [ollmer
und damit die Beschranktheit von ?F‘{-}_ Wegen Irg =g fiilr g € P(T) gilt weiter
Fig) =0, ge Pny(T).
Aus Satz 3.5 folgt damit die behauptete Abschitzung. Q.ED.

Beispiele von Halbnormen, fiir die das obige Resultat angewendet wird, sind etwa:

1/2
lv — Ipv| == (j' lv — .rTuF.iz) )
T

1. I2-Norm iiber T:
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2. [*-Norm iiber den Rand 8T :

172
lv — Ipv| == (j' |u—f-r'u|2dz) )
5T

3. Mittelwert iiber eine Kante ' 8T :
v — Iyv| == |f{u - IT'LI]dI| .
r

4. Maximum-Norm iiber T':

|l — Irw| == m';l'.xh? — Irv|.

5. Wert in einem Punkt P <

|v — Ipv| == |(v — Irv)(P)|.

Als néchstes greifen wir nun unser eigentliches Problem an, nimlich den Interpolati-
onsfehler auf den einzelnen Zellen T der Zerlegung Ty abzuschatzen. Wir tun dies fiir
den reprisentativen Spezialfall der klassischen Lagrange/Hermite-Interpolation, bei der
die Knotenfunktionale y, als Punktfunktionale fiir Funktionswerte sowie Ableitungswerte
in gewissen Knotenpunkten a, € T'(r=1,..., B) gegeben sind.

Sei T das Referenzelement der Grife h := diam(T) = 1 und Inkreisradius 5 > 0.
Fiir eine einzelne Zelle T € T, bezeichnen wir mit a, = Ba, + b die aus den Stitz-
stellen a, € T durch Anwendung der Transformation o(1) = Bz + b erzeugten Punkte
a, € T. Entsprechend seien hr := diam(T) sowie pr > 0 der Inkreisradius von T .
Die Umkehrabbildung ¢! : T — T hat die Darstellung ¢ '(z) = B!z — B~'b mit
der inversen Matrix B~ = (b;")¢,_,. Unter Verwendung dieser Abbildung r — o(%)
werden fiir Funktionen v: T — R und w:T = R zugehorige Funktionen o : TR
und w: T — R definiert durch

#(2) = v(z), wlr) = W(Z). (3.3.70)

Entsprechend lassen sich die partiellen Ableitungen nach © und = durch die jeweils
anderen ausdriicken: : :
8= b0, 8:=Y b1,
j=1 i=1

Wir nehmen an, dass der Polynomansatz P(T') unisolvent ist mit einem Satz von Kno-
tenfunktionalen der Form D,o(a,), r = 1,..., R, wobei die Punkte &, auch mehrfach
auftreten konnen und die Ableitungsoperatoren die Gestalt D), — " mit geeigneten
Multiindizes o = (af,...,a}) haben. Der Ansatzraum P(T) habe die Lagrange Basis
{¢r,r=1,...,R},dh: )

Dr':!.?‘a{&r] = d,.
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Wir nehmen weiter an, dass alle auftretenden Ableitungen D, auf H"‘{f’} wohl definiert
und stetig sind: . i
|Dyo(ar)| < elltllg, @€ HT(T).

Die lokalen Polynomréume P(T) werden wieder erzeugt via Koordinatentransformation
aus dem Ansatzraum P({T") auf dem Referenzelement:

P(T):={q:T = R| q(o(")) € P(T)}.
Dasselbe gilt fiir die zugehorigen Basen {x'™) r=1,..,R} von P(T)

¢r(z) = @elo7!(x)), z€T.
Fiir Funktionen v € H™({}) erhilt man dann durch Setzung

R
Irv =Y Dian)e. € P(T)

=1

eine zellweise Lagrange/Hermite-Interpolierende Irv € P(T) mit den Eigenschaften
{Man beachte D g (a.) =é&..):

R R
D Irv(ar) =) Dai(as) Drpa(ar) = Y Dub(@n) Dy ou(ar)
==1 a=1

= D,ila,) = Dyv(a,), r=1,...R.

Je nach Art der Ableitungsoperatoren D), ldsst sich dies gegebenenfalls auch als eine
Interpolation mit lokal auf den Einzelzellen T definierten Ableitungsoperatoren ). bzgl.
der (physikalischen) Variablen = ausdriicken; z. B. in den einfachsten Féllen D via ) :=
v(a,) bzw. D, v(a,) = Vuv(a,).

Wir beweisen nun den Hauptsatz dieses Abschnittes zur Polynominterpolation.

Satz 3.6 (Spezieller Interpolationssatz): Fir jedes v € H™(T) und die zugehdrige
Interpolierende Ipv € P(T) auf der Zelle T € T, gilt:

™

lv— Irvler < o % lmr, 0<k<m, (3.3.71)

mit Durfhmssser und Inkreisradius hy bzw. pr von T und einer Konstanle cf =
cpld,m,T).

Beweis: i) Fiir eine Funktion f € L'(T) bezeichnet f € Ll{f"] die zngehiirige Transfor-
mierte

fl&):=flx), t=e¢Yr)=B 'z—BbeT. (3.3.72)
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Die Transformation ¢ hat die Funktionalmatrix Vo' = B!, so dass gilt:
f_f{i]di — |det B7Y| (Lf{g-i{zn.ﬁ — | det B|‘1/ flz)dz. (3.3.73)
T T

Wir schitzen nun die Elemente b; sowie bl';_l._” der Matrizen B und B! ab. Jedes r €
R? mit |z| = p gestattet mit zwei Punkten £, n € T die Darstellung = = £ — n, wobei £
etwa als Mittelpunkt der Inkugel von T gew&hlt werden kann. Dann sind £ = B-1¢— B~15,
#j = B~'y — B~'b € T, und wir erhalten

|B'z| = |B"Y% — B %W—B 5+ B = £ -5 <h (3.3.74)

Da alle Matrizennormen anf R?*¢ Aquivalent sind, gilt mit einer Konstante ¢ = ¢(d)

-1 —1 i
ax [b")| < csup Bzl uplB 2l B (3.3.75)
ig=1,....d rERd |II [ — |I| 2
Analog wird bewiesen: L
max |b;| <ec-—. (3.3.76)
igj=1,....d

ii) E= seien nun T € Ty, sowie v € H™(T) beliebig gegeben. Es ist frv € P(T) die
Interpolierende von v anf T und

Ipi(") = Irv(o()) € P(T) (3.3.77)
die Interpolierende der Transformierten & € H™(T) anf 7. Nach Korollar 3.1 gilt auf T:
[0 — Ipt|p < €|0]pp, O k< m, (3.3.78)

mit einer festen Konstante ¢ = ¢(d,m, f’}_ Durch Koordinatentransformation zwischen
T und T werden wir nun zeigen, dass

i - -
|v — Frojer < - | det B2 | — T30,
|6] e < ch™ | det B|™ [,

mit Konstanten ¢ = o(d, m, f‘}. Diese beiden Beziehungen ergeben dann zusammen mit
(3.3.78) die Behauptung.

iii) Fiir die Ableitungen von v bzw. ¢ gilt mit £ = o~ (z) = B~z — B~ 'h:
- d - J -
Bio(#) = () = B0 (z) = Y G;0(2) Bio; '(x) = Y G;0(2) BV,
i=1

j=1

d d d
Bii(#) = Boo(o(£)) = 3 Bo(x) Bioy(#) = Y Bo(x)b = Y Bju(E)bys,
=1 j=1

j=1
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und folglich

o h - h
-k . o
G()| < e max |;0(2)| 1000 < e 5 max [5e(E)]

Fiir allgemeine Ableitungen D bzw. D= der Ordnung k = |a| gewinnen wir durch
k-malige Anwendung dieser Beziehungen:

S E_ || -

- (=1} || - ~
D= < k. {
|Dv(z)| < c Jmff‘_f_d b | lgllaixl ID'&'UI[IJI c( ) |.IEI|1aIJ-‘=::I |D'Eul[z]|.l_

Ry el ——
D) < c. II]ﬂ.x L l=d II]E.}E Do < max |Dfu(z).
D7i@)| < e max byl max |DPu(@)] <) max [DPu(d)

Mit Hilfe dieser Abschitzungen und der Substitutionsformel (3.3.73) folgt nun
f|D“‘u{z}|2dz=|detB|L|E{i}|2di
T
i e .
< c|det B|{ - max | |D%(z)]*di
<l |( )" max |f| o)l

"o Y
[ 1pro@ras <. |m|a|L'D (@) az

I |
-r:c|detB|‘1 ma |f| )| dz.

Damit ist filr 0 < k& < m bewilesen:
ol < c| det B2 ( ) loler,  loler < c|det B (P) loler -

Anwendung dieser Beziehungen fiir v und v— fpv ergibt schliefilich wegen 0 < p < h < 1
die behauptete Abschitzungen (3.3.71). Q.ED.

Bemerkung 3.6: Die Fehlerabschiatzung (3.3.71) fiir die Polynominterpolation hat natiir-
liche Verallgemeinerungen auf andere Halbnormen |- |y sowie auf andere Regularititsstu-
fen v € H™P(T), 1 < p < oc. Wir geben chne Beweis das folgende allgemeine Resultat
an:

m—d/p
|v — Irv|ggr = crk_—mlvlmap;'r, (3.3.79)
Pr

fir0<k<m, 1<p<g< oo,miteiner Konstante oy = o (d, k,m,pﬁq}f'}.Fﬁr spitere
Zwecke sind hiervon insbesondere die Fille p =g= 1 (fiirm > 2), p = g = oo sowie
p=2 g=oo(firk<m+ 2) von Interesse; z. B. gilt fiir d =2, m =2, g=o00, p=2:

max |v — Ipv| < erhrlv|oar. (3.3.80)
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Auf dhnliche Art wie im Beweis von Satz 3.6 gewinnt man durch Transformation auf
das Finheitselement T die folgende sog. ,inverse Beziehung® fiir finite Elemente:

Satz 3.7 (Inverse Beziehung): Unfer den obigen Voraussetzungen gilt auf jeder Zelle
T € Ty, fur Finite- Elemente-Funktionen v € P(T) mit einer Konstante ¢ = o(d, pr, k, 5):

3

[l < C% ey, 0<s<k<m. (3.3.81)

Beweis: Fiir Polynome § € P(T) gilt wegen der Aquivalenz von Normen auf dem (endlich
dimensionalen) Quotientenraum FP(T)/Fy_1(T') mit einer Konstante ¢ = &(d, m, T :

lilyr = €lglyp, 0=s<k<m. (3.3.82)

Die Behauptung ergibt sich nun wieder durch Transformation auf die Zelle T . Q.E.D.

Bemerkung 3.7: Analoge Abschitzungen wie die in Satz 3.6 und Satz 3.7 gelten auch
fiir Tensorprodukt-Polynomansitze auf Vierecken bzw. Hexaedern.

Wir wollen diese Resultate auf die obigen konkreten Beispiele anwenden. In diesen sind
alle formulierten Bedingungen erfiillt. Insbesondere gilt die uniform shape” Bedingung

b
SUp MAX =z = o
k0 TED, pr

Dann folgt aus Satz 3.6 fiir die FE-Ansatzraume V;fm_” C H}(2) vom Polynomgrad
m—1 € My die Interpolationsfehlerabschitzungen

lv— Frvler < chP* ), k=0,..,m, T€T,, (3.3.83)

mit Konstanten ¢ = efd, m, f"}_ Manchmal méchte man den Interpolationsfehler auch
iiber den Rand der Zelle oder punktweise abschitzen. Hierfiir gilt

v — Irvllsr < chF ™ ? V20| e, (3.3.84)
und z. B. in zwei Dimensionen
max |v — frv| < chp ™ |[V20lmr. (3.3.85)

Als Folgerung aus diesem lokalen Abschitzungen erhalten wir die folgenden globale Ap-
proximationsabschatzungen

lv— Lwle < ch™ % |u|m, k=0,..,m. (3.3.86)

1

Fiir lineare* finite Elemente gilt also speziell

llw — Inull + BV (u — Tau)|| < ch®(|V2ul. (3.3.87)
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In diesem Fall ergibt die ,inverse* Beziehung (3.3.81):
IVonll < B~ onll, vse Vi (3.3.88)
Entsprechend gilt fiir ,quadratische® finite Elemente
[l — T| + B[V (u — Tau)|| < ch®[[Vul], (3.3.89)
und
V20l < B2 lunll, wn € V. (3.3.90)

Diamit ist jetzt die theoretische Grundlage fiir die a priori Fehlerabschitzungen fiir das
Galerkin-Finite- Elemente-Verfahren ans Satz 3.1 geschaffen.

3.4 A priori Fehleranalyse

Die in Abschnitt 3.3 hergeleiteten Abschitzungen fiir den Fehler bei der Interpolation
mit stiickweise polynomialen Funktionen sind die Basis fiir die a priori Fehleranalyse des
Finite-Elemente-Verfahrens. Wir formulieren die folgende Verallgemeinerung von Satz 3.1
fiir FE-Approximationen allgemeiner Ordnung m > 2,

(Vun, Vion) = (fien)  Vion € Va, (3.4.91)

der Poisson-Gleichung. Dabei ist die sog. ,,Ordnung® eines FE-Verfahrens im wesentlichen
durch den Polynomgrad der verwendeten Ansatzfunktionen bestimmt, d. h. durch die
Beziehung F,,—1 < P(T) firalle T € T}, .

Korollar 3.2 (Allgemeine FE-Konvergenz): Fir den Fehler ey 1= u —uy, einer FE-
Methode mit Ansatzrdumen Vi, C H}(Q) der Ordnung m > 2 zur Approzimation der
Poisson-Gleichung gilt die a priori Fehlerabschatzung:

lleall + RlIVen|| < ch™ |[V™ul| . (3.4.92)

Wir wollen eine Schwiche dieses Resultats nicht unerwihnt lassen. Im allgemeinen sind
Losungen u € H}(f2) elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung iiber Gebieten mit Poly-
gonrand nicht aus H™((}) fiir m > 3. An den Ecken von 90 treten starke Sinpularitfiten
der Ableitungen von = auf. Die obige Voraussetzung » € H™((}) ist also fir m = 2
unrealistisch. Finite Elemente hiherer Ordnung m > 2 kinnen jedoch bei Gebieten mit
hinreichend glattem Rand &0 erfolgreich verwendet werden, denn in diesem Fall kann
die Regularitdtstheorie meist w € H™({}) sichern. Dabei sind aber besondere Mafinah-
men, wie z. B. die Verwendung isoparametrischer Ansfitze zur Approximation entlang
des krummen Randes erforderlich.

Wir haben gesehen, dass der Fehler z. B. bei | linearen® finiten Elementen gemessen in
der L*-Norm eine verbesserte Konvergenzordnung (k%) gegeniiber der von (k) in der
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Energie-Norm zulisst. Es stellt sich die Frage, ob man durch weitere Abschwiachung der
Norm vielleicht noch hohere Konvergenzordnungen erzielen kann. Diese Hoffnung wird
zuniichst bestirkt durch die Beobachtung, dass dies fiir die L>-Projektion durchaus der
Fall ist. Die in Frage kommenden Normen werden illustrativ als ,negative® Sobolew-
Normen (genauer als Sobolew-Normen mit ,negativer Ordnung®) bezeichnet und sind in
den einfachsten Fillen definiert durch

(v,4) (v, )

lvll-1 == sup -— lvll-2 := .
pel llslle wEVRH2{0) {713

wobei wieder V := H} ().

Hilfssatz 3.6 (L>-Projektion): Fir die L*-Projektion P, : V — Vi auf den Raum
V;.El] der linearen® finiten Elemente gilt die Fehlerabschdtzungen

llw — Puull—2 + hllu — Paull—1 + h?[lu — Pou| < ch® |V (3.4.93)

Beweis: Zunichst rekapitulieren wir die ,, Bestapproximationseigenschaft* der L2-Projek-
tion:

lle — Pyul| = min - flu — gg[| . (3.4.94)

'?T-EVh

Daraus folgt mit der lokalen Interpolationsabschitzung (3.3.83) die Beziehung
[l — Paul| < ch® [[V?u]| . (3.4.95)
Mit einem beliebigen ¢ € H}(02) gilt entsprechend fiir k € {1,2}:

(u — Fru, ) = (u — Fu, ¢ — Fuy)
< lu— Paull |l — Puell

< k™ ||Vl V¥l

Dies impliziert
u— P
sup { hy ':F} _q_: ChE-H: ”vﬂu” ,
wEH A1) llelx

was 711 beweisen war. Q.ED.

Der Beweis von Hilfssatz 3.6 zeigt, dass eine weitere Erhohung jenseits @(h*) der Ap-
proximationsordnung der L?-Projektion auf den Ansatzraum V,f” auch in einer noch
schwicheren Norm nicht mehr méglich ist. Fiir die | Ritz-Projektion® Ry @V — V;fl} ist
in diesem Fall sogar @(h?) die Obergrenze fiir die erreichbare Ordnung. Dies zeigt der

folgende Satz.
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Satz 3.8 (Ritz-Projektion): Fiir die Ritz-Projektion Ry : V — V"' auf den Raum
der linearen® finiten Elemente gilt die Abschatzung

llw — Ruull-1 = o(£) |V (u — Ryu)|)?, (3.4.96)

mit einer positiven Konstante o f) = 0.

Beweis: Sei f € H}(f). Fiir die Losung u € V der Gleichung —Au = f gilt unter
Ausnutzung der | Galerkin-Orthogonalitdt®:

(u— Ryu, f) = (V(u — Ryu), Vu) = [[V(u — Ryu)|.

Wegen
qup (4= Rt ®) | (u— i, f)
eV |llle £l
impliziert dies die Behauptung. Q.ED.

Da die Energie-Fehlerabschitzung
IV (u — Rpu)|| < ch ||V

bzgl. der Ordnung bestmoglich ist, folgt aus (3.4.96) die Unmoglichkeit einer Fehler-
abschatzung mit einer Ordnung grofier als zwei fiir ,lineare” finite Elemente.

3.4.1 Punkitweise Fehlerabschiitzung

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, dass die Methode der finiten
Elemente als Projektionsmethode zunfichst ganz natiirlich zu a priori Abschitzungen in
der Energienorm® ||Ve|| und dann iiber ein Dualititsargument auch zu verbesserten
Abschitzungen in der L:-Norm ||e|| fiihrt. Diese Konvergenzanssagen im ,quadratischen

Mittel* gestatten aber noch keinen unmittelbaren Schluss anf die punktweise Konver-
genz des Verfahrens. Dieser Frage soll jetzt wieder anhand des einfachen Modellproblems
,Poisson-Gleichung®,

—Au=f inQ, u=0 aufdqQ, (3.4.97)

auf einem (konvexen) Polygongebiet €2 ¢ R? nachgegangen werden. Wir beschrinken

uns dabei auf die Approximation (3.4.91) mit stiickweise linearen Ansitzen V,fl} C V anf
reguldren Triangulierungen. Wir rekapitulieren hierfiir die a priori Fehlerabschitzung

llell + k|| Vel < ch? ||V2ul, (3.4.98)

wobei die Konstante ¢ wesentlich durch die Konstante in der Interpolationsfehlerabschit-
zung

IV (u— L) |lr < ek [[VPullr, T € T, (3.4.99)
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bestimmt ist. Wir erinnern daran, dass im vorliegenden Fall eines konvexen Grundgebiets
jedes v € V mit Av € L*(02) automatisch in H?(Q) ist und der a priori Abschitzung
geniigt:

V2] < ||Av. (3.4.100)

Satz 3.9 (Sub-optimale [*-Norm-Fehlerabschitzung): Unter den obigen Voraus-
sefzungen konvergiert die Methode der finiten Elemente punktweise mit der Ordnung
O(hk) :

max|e| < ch||V2ul| . (3.4.101)

Beweis: Sei T ein beliehiges Dreieck aus Tj. Fiir eine Funktion vy € V" gilt dann
max oy £c|T|_lf|v;,|d'I. (3.4.102)
T

Dies folgt leicht mit Hilfe der Transformation auf die Referenzzelle T (dz = |T|dz ) und
der dort geltenden Beziehung (Aquivalenz von Normen)

max i < & f on] .
T P
Mit der Knoteninterpolierenden Inu € V" zn u € V 1 HY(R) gilt
max |u — yu| < chrl[V2ulr. (3.4.103)
Damit erschliefien wir dann:
max [e| < max |u — Jnu| + max |xe|
< max |u — Iyu| + ¢ T|™} f | Ine| dz
T T
< mpx|u— Tyl + T [ |elds < chrlVPulr + chg el
T

Mit Hilfe der L?-Fehlerabschitzung (3.4.98) folgt also die Behauptung. Q.ED.

Bemerkung 3.8: Unter der blofen Annahme u € V 1 H2((2) ist die Fehlerabschitzung
(3.4.101) bzgl. der h-Potenz optimal. Um dies einzusehen, betrachte man z. B. auf dem
Einheitskreis By = {z € R?| |z| < 1} die Funktionen

uh(z) 1= (|zf? + h*)'/2
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Offenbar ist u" € H2(By), und es gilt
1/2
19, < e [ (1 b)) < clmGu) 2
B

Wir nehmen nun an, dass unser Lasungsgebiet 2 den Kreis B; enthilt und die Funk-
tionen u® geeignet zu Funktionen uh € H}(Q) N H%(Q) fortgesetzt sind. Ferner gehére
zu jeder der Triangulierungen T} ein Dreieck Ty mit Durchmesser & und dem Inkreis-
mittelpunkt ap = 0. Dann ist in den Eckpunkten a; und dem Mittelpunkt ap von Tj
stets

i*a;) > h, u"(ag) = k"

Wiirde nun fiir die Ritz-Projektion @} € V4, zu 4" mit einem = > 0 gelten

max|a” — | < ch'*¥|V?a" |,
a

so ergiibe sich fiir hinreichend kleines h im Widerspruch zur Linearitét der a? auf Tj:

|#(a0)| < [uR(a0) — a*(a0)| + |a"(a0)| < k™, 0 <& <,
[k (as)| = [a"(as)| — |a*(as) — wR(as)| = ch.

Numerische Experimente zeigen, dass im Falle héherer Regularitit von w (etwa u €
C?(11)) die optimale Ordmung O(h?) des L?-Fehlers auch fiir die punktweise Konvergenz
vorliegt. Ein dhnliches Phinomen haben wir bereits bei der Differenzenapproximation
mit dem 5-Punkte-Operator gesehen, bei dem sich anf gleichfdrmigen Gittern die Kon-
vergenzordnung O(h) im Falle u € C*Q) auf O(h?) im Falle u € C*(0Q2) erhoht. Fiir

die Methode der finiten Elemente beweisen wir nun das folgende optimale Resultat auf
allgemeinen reguliren Gittern:

Satz 3.10 (Optimale L=-Abschitzung): Im Falle v € V N C%(Q1) gilt die Konver-
genzabschatzung

sup |e| < ch2L{k) sup [V2ul (3.4.104)
i (1]
mit dem logarithmischen Faktor L{h) = |log(h)| +1.

Beweis: Wir notieren zunéichst die Interpolationsfehlerabschitzung

sup |u — Iyu| + hsup [V{u — Iyu)| < ch?sup |Vl (3.4.105)
1] o 1]

i) Firein h =0 sei T, € T}, beliebig, aber fest gewihlt. Mit der Knoteninterpolierenden
Iyu e V;f”' von u gilt wieder (5. Beweis von Satz 3.9):
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max le| < cmax |u — Tpu| + €T, |t ,L le] d
< chf, max [V2ul +ciT. | [ el d.
. T,

Damit ist die Abschitzung des L*-Fehlers zuriickgefiihrt auf eine lokale L'-Fehlerab-
schitzung. Mit der durch

&= |T,| 'sign(e) in T,, 4" :=0 sonst,
definierten Funktion &* € L?(Q) (,regularisierte* Dirac!'” -Funktion) gilt weiter

T, L le] dx = (&, ¢).

ii) Jetzt wird wieder ein Dualitdtsargument verwendet. Wir betrachten das Hilfsproblem
—Agt=6&"inQ, g¢"=0 auf 3N (3.4.106)

Die Funktion ¢" kann als ,regularisierte* Greensche Funktion angesehen werden. Damit
gilt

|7t f le| dr = (Ve, Vgh). (3.4.107)
T.
Unter Verwendung der durch

(Vgk, Vior) = (V" Viou) Vion € VI,

definierten , Ritz-Projektion* g} € V;fl} von g" erhalten wir durch zweimalige Anwen-
dung der Galerkin-Orthogonalitit die Beziehung

T “L le| dz = (Ve,V(g" — gh)) = (V(u — Inu), V(g" — k). (3.4.108)
Mit der Hélderschen Ungleichung folgt
7 [ leldz < max V(L] [ V(6" — gl (3.4.109)
Unter Beachtung der Abschitzung (3.4.105) erhalten wir schliefilich die Beziehung

max |e| < ch{h+ f V(" — gb)| dz}sup|‘?2u|. (3.4.110)
T. 01 1]

17Panl Adrien Maurice Dirae (1902-1984): Franzosischer Physiker und Mathematiker; Prof. in Cam-
bridge; wichtige Beitrage zur Quanten Mechanik und Kosmologie, 1933 Nobel-Preis.
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Die punktweise Abschitzung des Fehlers e ist also zuriickgefiihrt auf eine globale L'-
Fehlerabschitzung fiir den Gradienten der ,Greenschen Funktion®: V(g" — g). Dieser
wird unten weiter abgeschitzt. Dazu bendtigen wir einige a priori Abschétzungen fiir g"
die im folgenden bereitgestellt werden.

iii) Sei z, der Inkreismittelpunkt von T, . Wir definieren die Gewichtsfunktion
a(z) == (|z — =.|* + &2 RH)V2
Durch Nachrechnen verifiziert man leicht die Beziehungen
kh<o<e, |Vo|<e, |Vio|<eo™, o7 <cL(h)"?,
mit von k und s unabhingigen Konstanten. Fiir die Gréflen or := maxy ¢ und oy 1=
miny o gilt daher
or < oy + hmax|Vo| < oy +c.h,

und bei Wahl von & = 2¢, (unabhingig von h):

und damit o -9 (3.4.111)

Hilfssatz 3.7 (Greensche Funktion): Fir die regularisierte ,Greensche Funktion® g"
gelten die a priori Abschatzungen

sup |g"| < e L(h), (3.4.112)
Vg"|| + loV2g"|| < cL(h)'?, (3.4.113)
IV?g"] < ek, (3.4.114)

mit von h unabhangigen Konstanten c.

Beweis: i) Die  richtige* Greensche Funktion g(-) = g{z,,-) zum Aufpunkt =, erlaubt
die Abschitzung (Beweis mit Hilfe des Maximumprinzips)

|lg(=)] < c{|In(|z —=,])] +1}.

Konstruktionsgemaf folgt damit
lg"(z)| = (V4" Vg)| = (6", 9)al < ch‘ﬂj; |g| dx < eL(h).

Dies impliziert die Abschitzung (3.4.112).
ii) Zum Beweis von (3.4.114) verwenden wir die iibliche a priori L?/H?-Abschitzung

IV2g*|| < cllé?|| < eh™™.
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iii) Als nichstes notieren wir die einfache a priori Abschiatzung
[W2g%|| < |Agh| < ch™'. (3.4.115)

Weiter gilt
IVg"|® = (8", ¢") < csgplg"l < eL(h).

Diies impliziert den ersten Teil der Abschitzung (3.4.113).

iii) Schliefilich setzen wir £ := r — r, und finden wegen

|6V < [V (&g™)| + V4

die Beziehung \
loV2g® 12 =3 16V2g" I + &h? (V25"
i=1
2
< Y {IVH&EI® + IV} + RV 2.
i=1

Mit Hilfe der iiblichen a priori L?/ H*-Abschitzung (3.4.100) folgt

V€0 < 1AESH)] < [EAG] + Vo]
< €™ + Vgl < e+ cL(h)"2.

Diie vorausgehenden Abschitzungen implizieren dann
leV2g"|| < eL(h)'/2,

woraus (3.4.113) folgt. Dies vervollstindigt den Beweis von (3.4.113). Q.ED.

iv) Wir kehren nun zum Beweis des Satzes zuriick und schitzen wie folgt ab:

flv —gp)ldz < |lo7 || leV(g" — gh)ll < cL(h)"*[oV(g" — gi)ll-
Durch Ausdifferenzieren folgt weiter

eV (g" — gi)lI* = (V(g" — g), V(e*(g" — ai))) — (V(g" — gb), (¢" — gp) V)
= F — Es.

Die Terme E; und E; werden im folgenden separat abgeschitzt. Im Hinblick auf die
Galerkin-Orthogonalitit gilt

= (V(g" — ), V(e*(g" — g}) — ¥n))
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mit der Knoteninterpolierenden by, := In(o%(g* — g')) € V;". Dies wird abgeschitzt
durch

E1 <Y |oV(g" — gn)lirlle™ V(e (g" — gk) — dn)llr

TET,

<4oV(g" — g+ Y o7V (e (g" — gh) — en)liz-
TeTH

Mit Hilfe der Interpolationsfehlerabschitzung (3.4.103) werden die einzelnen Summanden
wie folgt abgeschitzt:

le V(e (g" — gi) — en)llF < er V(e (g" — gf) — vn)lF
cor b |[Vi(e?(g" — giNIT
cor hr{llg" — gtllF + [loV(g"* — gf)|F + I° V25”7 }

k2 —-2-2 ;32 h k|2 2 k2
ellg” — gl + cor’arhz{IV(g" — gz + loV7q"Il7}-

A 1A A A

Diies ergibt wegen (3.4.111):
Ei < 1lloV(g" — gh)I® +cllg” — ghll* + cR*{|IV(g" — gh)|* + V24" %}
Die schon bekannten L?-Fehlerabschitzungen liefern weiter
By < YoV(g" — gh)|? + ch* {K2V2g"|? + loV25"|*},
sowie unter Beachtung der Abschatzungen von Hilfssatz 3.7
E; < 3lloV(g" — gi)|* + ch?| In(h)].
Fiir den zweiten Term gilt wegen |Vo?| < eo:
Bz < c|oV(g" — gp)llllg" — ghll < §lloV(g" — gi)I* + ellg” — ghl®
sowie mit den Argumenten von eben:
By < 3oV (g" — g)||* + ch®.
Kombination der Abschitungen fiir Ey und Es ergibt schliefilich
eV (g* — gi)II* < 3lloV(g" — gi)II* + ch®L(h),

und damit die Behauptung. Q.ED.

Der logarithmische Term L(k) := |In{h)| + 1 in der Abschitzung (3.4.104) l&sst sich
auf allgemeinen Gittern nicht vermeiden. Dies wird durch numerische Tests und auch
durch theoretische Analyse bestitigt. Auf gleichfdrmigen Gittern (Je zwel benachbarte
Dreiecke bilden ein Parallelogramm. ) erhiilt man unter der stirkeren Glattheitsbedingung
u € C**=(Q) allerdings die optimale Konvergenzordnung O(h?). Vergleicht man dieses
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Resultat mit dem entsprechenden fiir die Differenzenapproximation mit dem 5-Punkte-
Operator, so stellen wir eine deutliche Abschwichung der Regularitdtsanforderungen um
fast zwel Stufen fest.

Auf Polygongebieten ist die Bedingung u € H>™((1) fiir die schwache Losung von
(3.497) im allgemeinen unrealistisch. Bei den Ecken kénnen die zweiten Ableitungen
Singularitaten haben. Auf konvexen Polygongebieten ist gerade die Voraussetzung w €
H?*(12) natiirlich, d. h. stets erfiillt, wogegen u € H>*({};) nur auf Teilgebieten (¥ c
mit positivem Abstand zu den Eckpunkten gilt. In diesem Fall haben wir das folgende
H»lokale® Resultat:

Satz 3.11 (Lokales Fehlerverhalten): Sei {4 C @ ein Teilgebiet mit positivern Ab-
stand &; zu den Eckpunkten von @ und u € HY{(Q)NC?(1Y). Dann gilt auf jedem zweiten
Teilgebiet 1o C 1y mit Abstand 8 > & zu den Eckpunkten die Fehlerabschdtzung

sup |e| € chﬂ{L{h} sup |V2u| + ||v5u||n}. (3.4.116)
I ih

Beweis: Der technisch anfwendige Beweis kann im Rahmen dieses Textes nicht gefiihrt
werden; wir verweisen dafiir auf die entsprechende Literatur. Q.ED.

Bemerkung 3.9: Zum Abschluss bemerken wir noch, dass sich fiir finite Flemente hiher-
er Ordnung (Polynomgrad m—1 > 2) zu (3.4.104) analoge punktweise Fehlerabschitzun-

gen unter der Voraussetzung uw = C™({}) herleiten lassen:

sup |e| < ch™ sup [V™ul. (3.4.117)
(1] (1]

Bemerkenswerterweise tritt dabei ab Polynomordnung m—1 = 2 der stérende logarithmi-
sche Term L{h) nicht auf. Dasselbe gilt anch fiir den niedrigsten Ansatzgrad m—1 =1,

wenn der maximale Fehlergradient betrachtet wird:

sup |Ve| < chsup [V2ul. (3.4.118)
o 0

3.5 Implementierungsaspekte

Im folgenden wollen wir einige Fragen im Zusammenhang mit der praktischen Realisierung
der Finite-Elemente-Methode diskutieren. Dazu betrachten wir als Modellfall die 1. EWA
eines (elliptischen) Differentialoperators,

Lu:= —V{aVu} = f in©, u=0 aufdQ, (3.5.119)

mit méglicherweise variablem Koeffizienten a = a{zr) > a > 0 auf einem (konvexen)
Polygongebiet €@  R?. Die Diskretisierung erfolgt wieder auf Ansatzriumen Vi, ¢ H}(0Q)
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zu einer Folge von (gleichméBig) reguliren Zerlegungen T, = {T} des Grundgebiets
QcR?(d=23),

alu, ) =) Vin € V. (3.5.120)
mit den bilinearen bzw. linearen Formen

a(u, i) == (aVup, Vigr),  Uw) = (f,n)-

Die Aufstellung des zugehdrigen linearen Gleichungssystems erfordert in der Regel die
Anwendung numerischer Integration, was zu einem zusitzlichen Fehler fiihrt.

3.5.1 Aufbau der Systemmatrizen und Vektoren

Im Gegensatz zu den Differenzenverfahren anf strukturierten Gittern lassen sich die alge-
braischen Gleichungssysteme der Finite-Elemente-Methode auf allgemeinen Zerlegungen
Ty in der Regel nicht explizit ,,per Hand* aufstellen.

Mit der Knotenbasis {¢\"), n = 1,.., N} des Finite-Elemente-Raumes V;, C H}({2)
sind die Systemmatrizen (unter Weglassung des Index h) A4 = {am]""‘: mei |noteifigkeits-
matrix*) und M = (Mnm)Nme1 (»Massenmatrix“) sowie der ,Lastvektor® b = (b,)I;
gebildet gemif

[} {m) cn}}
)

Gnm = 2y, 0)y Mo = (B0 ).

bn = I{'Fﬁ
Beide Matrizen sind konstruktionsgem&fi symmetrisch und positiv-definit. Thre grofiten
und kleinsten Figenwerte seien Apay(A), Amin(A4) bzw. Agpe(M), Agin(M), und die
zugehidrigen Spektralkonditionen:

Amax (A)
Amin(A) '

ra(M) = M

=al4) =  Amin(M)

Wir rekapitulieren die folgenden Beziehungen zwischen einer Finite-Elemente-Funktion
vy, € V4 und ihrem zugehirigen Knotenvektor £ = (£,)Y_, € RV:

N

vh= Eaphs  Ilul® = (ME,E), alvs,vn) = (AE,£),

wobei (-, -} das euklidische Skalarprodukt bezeichnet; die euklidische Vektornorm ist |-|.
Der Knotenvektor £ ist bestimmt durch das lineare Gleichungssystem

Af =B (3.5.121)

Zur Aufstellung des Systems (3.5.121) bedient man sich in der Praxis eines zell-orientierten
Prozesses, des sog.  Assemblierens® (englischen ,assembling”). Dabei wird das Konzept
der | Element-(Last)-Vektoren* und _ Element-{Steifigkeits)-Matrizen” verwendet. Fiir ei-
nen Knotenvektor £ € BY und eine Zelle T € Ty ist dabei & = (&7,.. &8, .., &8
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mit
g, falls oV #£0 auf T, £7:=0 fallsp!™ =0 auf T.
Die zugehirigen Element-Matrizen und -Vektoren haben die Form

™, n N
Ar = (a0 )N ey = ((aV™, Vo)1)

nm=1"
-AJT = {mm}n,m=1 = ( *pﬁ;m}‘rgaﬁ }} }" m=1"
— s = ()
Diabei werden natiirlich nur die wesentlichen, von Null verschiedenen Elemente von Ag,

My und by gespeichert. Die einzelnen Gesamtmatrizen und Vektoren werden dann ge-
bildet durch Assemblierung der entsprechenden Element-Matrizen und -Vektoren gemafi

A=A, M=) My, b= br

TeTs TET TETs
Entsprechend gilt

(A£,6) = Y (Arbr.&r),  (MEE) =Y (Mrér,&r).

TETh TETx

Die Element-Beitrige werden in der Regel durch Transformation auf ein Referenzelement
berechnet. Wir diskutieren hier nur den Fall von Dreieckszerlegungen. Sei also wieder
or : T — T die affin-lineare Abbildung des Einheitsdreiecks T auf das Dreieck T':

r = or() = Bri +br, #=o7'(x) = By'z — Bylbr.

Die charakteristischen Parameter von T sowie T sind mit hy, pr bzw. .F;,, £ bezeichnet.
Fiir transformierte Funktionen ©{z) = v(r) gilt dann

.,L v(x) dz = | det By L () d,

woraus insbesondere |det By| = |5t“||5r:‘|‘1 == h$ folgt. Ferner ist mit der Inversen B;’ =
{bf 11.'} .

ij=1"

()b .

Mn.

d
Fo(z) = B(x) = Bi(E) = Y 8,8(2)8,2;
i=1 i=1

bzw. ﬁ{i] = B;T‘ﬁt?{i}. Die Elemente der Element-Matrizen Ap und My sowie des
Element-Vektors by transformieren sich wie folgt:
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o, — f V™Vl dx — | det Br| f Vor Ve di
T T

— | det Br| ‘/; aBr TV By TVE™ di —: | det Br|al,,,
o = [ A7 dz = | det Br| [ 4767 42— | det Br| o
T
o — f Fo™ dz — | det By| Lf@},"’di —: | det Br| b,.
T

Die Werte a’  m! und 7 auf der Referenzzelle werden nun mit Hilfe von Quadra-
turformeln anf T berechnet. Dazu werden wir weiter unten noch mehr Details angeben.
Wichtig ist, dass diese Quadratur nur auf der Referenzzelle stattfindet und die tatsichlich
verwendeten Grifen a,_ , m,,, und b, im wesentlichen durch Skalierung mit | det By|
gewonnen werden.

3.5.2 Konditionierung der Systemmatrix

Wir wollen zunichst die Stabilitat (fiir A — 0) der diskreten Finite-Elemente-Gleichung
(3.5.121) gegeniiber Storungen der Daten untersuchen. Diese treten z. B. auf durch die
Fehler bei der Berechnung der Elemente a,, und m,, bei Verwendung von numeri-
scher Intergration. Durch rein algebraische Argumente erhalten wir zundchst eine Stabi-
litdtsabschidtzung fiir allgemeine lineare Gleichungssysteme (5. den Band ,Numerik 0 -
Einfithrung in die Numerische Mathematik®).

Satz 3.12 (Allgemeiner Stirungssatz): Seien Stdrungen dA der Matricr A und §b
der rechten Seite b gegeben, so dass p = wa( A)||dA||/|All = 1. Dann gilt die Fehler-
abschitzung

56 malA) (15 | |68
8 <1l el (8.5.122)

Zur quantitativen Auswertung dieser Abschitzung miissen wir die Spektralkondition der
Steifigkeitsmatrix A in Abhingigkeit von der Gitterweite h abschitzen. Dazn nehmen
wir an, dass die betrachtete Familie von Zerlegungen (Tp)p-p gleichméfiig form- und
grofen-regular® ist, d. h.:

k max
sup (max —T) <c, sup (— Teln hr) e
k=0 \TET, pr kw0 \Milper, by

Diann ergibt sich analog zum Differenzenverfahren das folgende allgemeine Resultat.
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Satz 3.13 (Konditionierung): Auf einer Folge von (gleichmafig) regularen Zerlegun-
gen Ty gilt fur die Spekiralkonditionen der (symmetrischen und positiv definiten) Steifig-
keitsmatrizen A und der Massenmatrizen M

wa(A) = O(h™Y),  wke(M)=0(1) (h—0). (3.5.123)

Beweis: i) Fiir die grifiten und kleinsten Eigenwerte von M gilt

MEe, Mg,
MEE) < oy MED _o1)

M) = min
n:un'[ } EERN |E|E _EEE"‘

In der folgenden Argumentation werden wieder die Element-Matrizen My . Ferner be-
zeichne dp;, und 4, die kleinste bzw. die grifite Anzahl von Zellen, die in einem
Knoten der Zerlegung T, zusammentreffen. Mit dieser Notation ergibt sich:

(Mrér, &r)
(Mg, ) — T;jhwr&r )z min e T; \Erl* > goin {Awin( M)} drl€],
(Me,&) = 3 (Mrtr, &) < SIELED) 5™ lerl® < ax{hmae(Mr)} dma %

EEE-"’ TET N

TeTh TeTh

Mit Hilfe der Beziehung |det Br| = h% ergibt sich mit der (festen) Matrix M =
(O

ﬂm:ln,m.:l:
Amac(Mr) = | det Br| Amax (M) < chp,  Amin(Mr) = | det Br| Amin(M) > chy,

und folglich xy(M) = O(1).

ii) Fiir die kleinsten und grofiten Eigenwerte von A gilt:

Aan(A4) > min VAEE) g (MEO L alon,w)

o (ME,E) ¢er® €2 weVa [Jual?

(AE,E)  (MEE  a(va,u)
Amac(A) < TN INE 6) b 67 mmn [l

Wir schitzen weiter ab durch

}l-m.m{M]'.v

Amax(M).

alvy, vy) - . alv,v) _
oV [l T eeli@ ||v]?

min( L)

mit dem kleinste Eigenwert des Differentialoperators L auf dem Gebiet 2. Ferner ergibt
sich mit Hilfe der ,inversen Beziehung® fiir Finite-Elemente-Funktionen:

a(vn, ) < llalle ¥ IVosllf < cllalle > pp2llowlF < clalle max oz [Jug |,
TETy, TET,
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bzw. Amax(A) < cmaxrer, o5 Amax(M) . Wir gewinnen so die Abschitzung

Amin(L)Amin (M) < Amin(A) £ Amax(A) < c;ﬂ&xﬁﬂim(ﬂﬂ-

Also ist xa(A) < ¢ maxrer, p;ﬂ, was im Hinblick auf die Gleichformigkeitsannahmen an
die Zerlegungsfolge den Beweis vervollstandigt. Q.ED.

Bemerkung 3.10: Wir betonen, dass die Asymptotik (h~?) der Kondition der Stei-
figkeitsmatrix durch die Ordoung des zugrunde liegenden Differentialoperators [ be-
stimmt ist; sie hat nichis mit dem Polynomgrad m — 1 des Finite-Elemente- Ansatzes
oder der Raumdimension d zu tun. In der Tat wurde der Beweis von Satz 3.13 allgemein
fir d = 1 und fiir beliebigen Polynomgrad m — 1 = 1 gefiihrt. Die Abhingigkeit von
g = minyer, pr kommt iiber die Verwendung der inversen Beziehung zur Abschitzung
VO Amae(A) ins Spiel. Dabel ergibt offenbar jede Ableitungsstufe in der Energieform
af-,-) genan eine negative p-Potenz. Der Exponent —2 ist also gerade durch die Ordnung
des betrachteten Differentialoperators bestimmt. Bei der Finite-Elemente-Diskretisierung
von Differentialoperatoren héherer Ordnung 2 > 2 verhilt sich die Kondition der Stei-
figkeitsmatrix dementsprechend wie wa(A) = O(h™>). Zum Beispiel treten in der Plat-
tenstatik Randwertaufgaben vierter Ordoung (r = 2) mit dem biharmonischen Operator
A? auf. In diesem Fall verhilt sich die Kondition der zugehérigen Steifigkeitsmatrix wie
O(h™) . Fiir eine Gitterweite der Grifenordnung h ~ 102 in zwei Dimensionen ergibt
sich damit a(A) ~ 10*, was Rechnung in mindestens doppelt-genauer Arithmetik nahe

legt.

Die Fehlerabschitzung (3.5.122) ist am Extremfall einer Stérung des Eigenvektors
wmae 10 Richtung des Eigenvektors wpgy, orientiert. Sie erfassen also den ungiinstigsten
Fehlereinfluss, wie er in der Praxis kaum auftreten wird. Tats&chlich erweist sich (3.5.122)
als viel zu pessimistisch zur realistischen Erfassung des Einflusses von Datenfehlern bei
der Lisung der Finite-Elemente-Gleichungen Ar = b. Zur Verdeutlichung betrachten wir
im folgenden aunsschliefilich den Fall von Stérungen in der rechten Seite &, welche durch
fehlerhafte Auswertung (z. B. durch numerische Integrartion) der gegebenen rechten Seite
f der Differentialgleichung entstehen.

Satz 3.14 (Spezieller Storungssatz): Auf einer Folge von (gleichmafig) reqularen Zer-
lequngen Ty gilt die Fehlerabschatzung

\8€| _ ma(M) 1] |b]

€= A Thasll 18]
mit dem kleinsten Eigenwert A der 1. RWA des Differentialoperators L auf (1.

(3.5.124)
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Beweis: Aus der Identitit A4 4d¢ — 6b folgt |6€] < ||A™Y|| |6b| = Amin(A)~!|8b| . Weiter ist

. {Az, z) . Az z) . (Mzz)

Amin(A) = > ’
winl4) = M0 o 2 I 2y e
_ (v, vg)

weVi  ||ua?

Amin(M) = AApin(M)

und somit |§€| < A~ A (M) ™1 |8b| . Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

S chp*"* @) < 1Al chp*"* o)

n=1

Wegen
N
|30 - Z{f A, AN o) = (MbB) < Aa(M) 2
n=1

folgt dann [b] < Amax(M)Y/2 || f|| . Ferner gilt wegen (ME,£) < Amac(M)[|€]12:
€] 2> Amax(M) ™2 (ME, E)Y? = Anax(M) ™2 |ju ||

Wir kombinieren die obigen Beziehungen und erhalten

0€] _ \-1Amaz(M) |8b] ||F]

€l =7 Amin(M) ] Jlusll’

was 711 beweisen war. Q.ED.

Wir haben in Satz 3.13 gesehen, dass die Massenmatrix M eine gleichméfiig bzgl.
h beschrankte Spektralkondition hat xa(M) = @(1) (h — 0). Ferner folgt aus der
Konvergenz des Verfahrens die Beziehung

lluall = [Jull + O(R) (h —0).
Diamit erhalten wir aus Satz 3.14 die folgende asymptotische Abschitzung fiir die Fehler-
fortpflanzung im Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren
|6b]

lag]
< of,u, Q) =7, (3.5.125)
I€] ’ L
mit einer nur von f, w und @ abhingigen Konstante of f,u, ). Dies besagt, dass die
Finite-Elemente-Methode stabil ist (fiir & — 0) bzgl. Stérungen der rechten Seite f. Die
Ausdehnung dieser Aussage anf Stérungen in der Matrix selbst ist noch offen.
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3.5.3 Aufstellung der Systemmatrizen mit numerischer Integration

Im folgenden analysieren wir den zusitzlichen Fehler, welcher bei niherungsweiser Be-
rechnung der Matrix- und Vektorelemente a,,, und b, mittels mumerischer Quadratur
entsteht. Im Zuge der Matrix-Assemblierung miissen Integrale iiber Gitterzellen T € Ty, |

“La.{:i:}?:p {I}v I}d‘I.l_ ‘/;_f I}gc:lﬁ:'{r}d:r (3.5.126)

berechnet werden, wobei n;p {z} die Knotenbasisfunktionen sind. Wenn die Datenfunk-
tionen a(r), f(r) konstant oder auf der Zelle durch Polynome approximiert sind, so sind
Integrale der Form

fI'IIEdm p,q € My,
T

zu berechnen. Hierfiir gibt es z. B. auf Dreiecken explizite Formeln. Sei T ein Dreieck
in der [z, y)-Ebene mit den Eckpunkten (r;, w;), i = 1,2,3. Ist der Ursprung des Koor-
dinatensystems im Schwerpunkt von T, dh. oy + o+ 13 =+ o+ = 0, 50 gilt
z. B.:

j'mm; i,
T

Azd{nyh/’yd{z,yh

‘/;Ind{z.l_y] I '{zl+z”+z§L
‘/;Iyd{z.ry] = u{mm + Toys + Tays),

._L"" d(r,y) = (62 + 43+ 4d)

Nicht exakt berechenbare Integrale werden durch numerische Integration angenihert.
Diazn dienen sog. ,,Quadraturformeln®, welche analog wie anf 1-dimensionalen Intervallen
auch auf 2- oder 3-dimensionalen Zellen tiber einen Interpolationsansatz erzeugt werden.
Dies geschieht zundchst auf der Referenzzelle T und ergibt dann durch Transformation
T 5T = or(T) = Bri + by auch Quadraturformeln auf den einzelnen Zellen T & Ty, .
Wir beschreiben diesen Prozess im folgenden nur fiir Quadratur basierend auf Lagrange-
Interpolation.

Auf der Referenzzelle T' seien ein Polynomraum P(T) mit S := dim P(T) sowie
ein Satz von Stitzpunkten {z, € T,s=1,.,8 } gewihlt, welche unisolvent sind. Die
Stiitzpunkte I, brauchen nicht mit den Knotenpunkten des Finite-Elemente-Ansatzes
fibereinzustimmen. Seien weiter L, € P(T) die zugehérigen Lagrangeschen Basispolyno-
me, welche durch die Eigenschaft [.(%,) = 8., charakterisiert sind. Dies erlaubt wieder
die explizite Darstellung des zu einer stetigen Funktion ©(z) gehérenden Interpolations-



3.5. IMPLEMENTIERUNGSASPEKTE 135

polynoms durch
g

pE) = Y i) Lo().

==1

Diies fiihrt zu folgendem Ansatz fiir eine Quadraturformel auf T:

S -
p(0) =Y @ilE), @, :=£L,{i)df;—_ (3.5.127)

==1

Die Stiitzpunkte 7, werden so gewihlt, dass Polynome von moglichst hohem Grad durch
die Formel exakt integriert werden. Dabei ist aus Stabilitdtsgriinden wieder daranf zu
achten, dass die Gewichte &, positiv sind.

Mit den Bezeichnungen
= or(f,), w,:=|detBr|@, (s=1,..,5),

erhalten wir durch
g
Orlv) = Zw,v{z,] = Z | det Br|w, 0(£,) = | det Br| Q1) (3.5.128)
=1

Quadraturformeln (-} auf den einzelnen Zellen T & T}, . Die gebriuchlichsten solcher
Formeln fiir Dreiecke sind in Abb. 3.22 zusammengestellt. Dabei bedienen wir uns der
gebrauchlichen Schreibweise mit sog. ,baryzentrischen Koordinaten®. Fiir ein d-Simplex
T mit Eckpunkten {ap,...,a4} besitzt jeder Punkt = € T eine eindeutige Darstellung als
konvexe Linearkombination der Eckpunkte:

I_ZA..I,, D<A<1, Zl,-—l

i=0

Die Koeffizienten {Ag, ..., Ag} sind dann die baryzentrischen Koordinaten von r im Sim-
plex T'. Zum BEISplel sind {1,0,...,0} die baryzentrischen Koordinaten des Eckpunkts
ap und { dj-: 3 +1} die des Mltt.elpuukt.es zr . Die einfachsten Quadraturformeln auf
Dreiecken /Simplizes sind die ,Mittelpunktregel* und die , Trapezregel” (s. auch Abb.
3.22):

Qr(v) == |Tlv(ar), Qrlv):= mITIZ

Definition 3.6 (Quadraturformel): FEine interpolatorische Quadraturformel der Ari
(3.5.127) auf einer Referenzzelle T heifft von der Ovdnung r ¥, wenn durch sie Polynome
bis zum Grad r—1 {und nicht héher) exakt integriert werden. Sie wird zuldssig® fiir den
Polynomansatz P(T) genannt, wenn ihre Stitzstellenmenge reichhaltig genug ist, so0 dass

geP(T): Vq(z,)=0 (s=1,..,5) = gq= konst. (3.5.129)

P
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MusERICAL INTEGRATION FORMULAS FOR TRIANGLES

Oieder Fig. Ercor Poants Trizmpular Weights
Coondinutes W,

Limenr o= uh®) o [

Quusdratic R. - (A .n':
r
| k

L |

o L3 §

Lo i

(1} = I. -1

Cubic Rt b LR i
i :t-\.- i
i . |I

o L4 . E&
i . L0
i n.g,é } Jﬁ
Cubic R o= D) i Lol '
& Lo,
v 01,4 } s
o 0,01
a L 0225 with
L . iy, @, = [MIS971547
v [T 01323941 % By o= 047014
Quintic £ = 0™ d B, : ; A
X ;_I‘ﬂ_:‘jlil 2y = DTIT42650
1 Faa iy = 0
£ Heowgfly D-125934 1% Pe=< Rk
] My gy

Abbildung 3.22: Beispiele von Quadraturformeln auf Dreiecken.

Auf Vierecken bzw. Hexaedern werden sog. | Tensorproduktformeln® verwendet. Diese
erhilt man ebenfalls fiber Transformation von der Referenzzelle. Demgem&f lauten auf
dem Quadrat/Cuader mit Mittelpunkt zr und Eckpunkten {ai,...,as.} die Mittelpunkt-
regel sowie die (Tensorprodukt)-Trapezregel:

1 2d
Qr(®) == [Th(ar),  Qr(v) = 5ITI Y v(as).
i=0
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Zur Erzielung hitherer Genanigkeit werden extrapolierte Trapez-Formeln (z. B. Tensorpro-
dukt-Simpson-Regel) oder Tensorprodukt-Gaufi-Formeln verwendet, welche dhnlich wie
im eindimensionalen Fall konstruiert sind. Ein der gebrauchlichsten Formeln fiir Quadrate
ist die 4-Punkt-Gaufi-Formel

1 4
Qr(v) = 7 3 v(&),

i=1
mit den GauB-Punkten & = (y-,n-), &2 = (n-.n4), &3 = (n+,7-) und &u(ns, 74 ), wobei
Tt 1= %{1 +4/1/3).

Satz 3.15 (Quadraturfehler): Fir eine interpolatorische Quadraturformel Qp(-) der
Ordnung v > d auf einer Zelle T € T, angewendet auf eine Funktion v € HY(T) gilt

|fvdz—£}r{v}| g.c,,h;fwrvuz, (3.5.130)
T T
mit einer von T und v € H™(T) unbhingigen Quadraturkonstanten cg = 0.

Beweis: Der Beweis verwendet das Bramble-Hilbert-Lemma 3.5 in Verbindung mit dem
Transformationsargument von Satz 3.6. Auf der Referenzzelle T" definieren wir das Feh-
lerfunktional

F(#) == Ma{ﬂc& — Qp(9)].

Zur Definition von F(-) bendtigen wir Punktwerte von . Diese sind aufgrund des Sobo-
lewschen Einbettungssatzes in zwei Dimensionen fiir v € H%!(f2) und in drei Dimensionen
fir v € H*(Q) wohl definiert. Es gilt dann

|F(0)] < cllt]am:.

Ferner ist F(-) offensichtlich sublinear und verschwindet nach Voraussetzung anf F,_;.
Nach der L'-Variante des Bramhle-Hilbert-Lemmas gilt dann

|F(8)] < el V75l epy-

Sei mm o7 wieder die affin-lineare Transformation von T auf die Zelle T'. Dann gilt fiir
eine Funktion v € H™!(Q2) und ihre Transformierte @(z) := v(x), = = or(f):

| [ @) dz = Qr(w)] — | det Br| IFG3)

sowie .
IVl gy < el det Br|~ ALV vl ry.-
Kombination der letzten beiden Beziehungen ergibt die Behauptung. Q.ED.

Bemerkung 3.11: Die Voransssetzung r > 4 in Satz 3.15 dient zur Vereinfachung der
Formulierung des Resultats. Wegen der Einbettung H%!(T) < C(T) sind fiir Funktionen
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v e H™YT) die fiir die Anwendung der Quadraturformel erforderlichen Punktwerte wohl
definiert. Dies ist aber auch gerade die ,richtige” Regularititsstufe fiir die maximale Aus-
nutzung der Approximationsgiite der Quadraturformel. Dies ist wichtig fiir die folgende
Untersuchung des Einflusses des Quadraturfehlers auf den Gesamtfehler. Im Ubrigen ist
jede der gebriuchlichen Quadraturformeln (z. B. Mittelpunkts- oder Trapezregel) min-
destens von der Ordnung + = 2, s0 dass in zwel Dimensionen gar keine Finschrinkung
besteht. In drei Dimensionen bedarf der Fall r = 2 eine gesonderte Betrachtung, die
obwohl nicht schwer, hier nicht durchgefiihrt wird.

Im Folgenden werden wir uns auf die Quadratur anf Dreiecken bzw. Simplizes be-
schrinken und nehmen aufierdem an, dass der Polynomansatz ein voller Polynomraum
ist: P(T) = Pn_1(T). Analoge Resultate gelten auch fiir die Quadratur auf Vierecken
bzw. Hexaedern, doch erfordern deren Formulierung und Beweis eine aufwendigere Nota-
tiom.

Die Anwendung von Quadraturformeln zur Berechnung der Zellintegrale (3.5.126) er-
gibt eine gestorte Bilinearform und rechte Seite
an(, @) = Y Qr(aVuVe), (o)=Y Qr(fe)
TET, TET,
sowie zugehdrige gestorte Steifigkeitsmatrix- und Lastvektorelemente
iy = ) QraVelVe)), b= 3 Qr(re)).
TET, TeT,

Statt der exakten Finite-Elemente-Lisung uy € V), ist dann eine gestirte Approximation
up, & Vi 2o bestimmen durch

an(tn, or) = lulpn)  Yin € Vi (3.5.131)

Satz 3.16 (Numerische Integration): Die Quadraturformel auf der Referenzzelle
Qi) sei zulissig® fiir den Finite-Elemente-Ansatz P(T) und von der Ordnung v > d.
Dann besitzen die gestdrten Finite-Elemente-Gleichungen {3.5.131) eindeutige Lisungen
iy € Vi. Ist a € C7(Q), so gilt fiir das gestirte Finite-Elemente- Verfahren der Ordnung
m = 2 die Fehlerabschitzung

llu — anll + B[V (u — Ga)|| < ™My (3.5.132)

Zur Erzielung einer marimalen Konvergenzordnung ist also v > 2m — 3 zu wdhlen.

Beweis: i) Koerzitivitat: Auf einer Zelle T € T, gilt unter Verwendung der Transforma-
tion T = op(T) wegen a = a > 0:
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5 5
Qr(a|Vun*) = waa(z.)|Ven(z.)* = @ w, [Von(z,)|?
=1

==1

g 5
—ay_|det Br| @, |By'Vin(.)? = e Y _ | det Br|d, || Br|| = Vin(.)?

a=1 ==1

5
> ac|det Brlhs? Y &, |Vin(2)%,

==1

wobei #,(%) = w(z), £ = o7'(z). Analog gilt

IVinllg = c| det Br|~"h [Volf7-

Durch g .
v Mol = (3 @ Won(z)?)
a=1

ist auf dem Quotientenraum P(T)/Fy eine Norm definiert. Dazu muss nur noch die
Definitheit gezeigt werden. Aus |||is]|ly = 0 folgt offenbar Vip(i,) =0 (s =1,...,5),
so dass wegen der vorausgesetzten | Zuldssigkeit® der Quadraturformel notwendig o, =
konst. ist. Da auch |[Viy|p auf P(T)/Py eine Norm ist, gilt wegen der Aquivalenz aller
Normen auf einem endlich dimensionalen Vektorraum mit einer Konstante ¢ = 0:

lEallle = Vinlie-
Diies impliziert dann
Qr(alVun|*) = c| det Br|hz? |||n]||} = c| det Brlhz® [VinllF > ¢ Vualft,
bzw. die gleichm&fige Koerzitivitit der Bilinearformen ag(-,-):
an(vh, vs) 2 e[ Vunl®,  wvn € Vi (3.5.133)

ii) Fehlerabschitzung: Mit Hilfe der Koerzitivititsabschitzung (3.5.133) folgt fiir den
Fehler mp := up, —ag € V!

c||Val? < an(un — i, mw) = an(un, m4) — anlin, )
< (ap — a)(up,mn) + (I — Ig)(mm)-

Dies impliziert

ap — a)(up, vs)| n (I — !ﬁ}{'”h}l}l

I
\% < ma.x{
IVl < & B8 ™ e Vol

Zusammen mit der bekannten H'-Fehlerabschitzung

IV (u — up)|| < ch™|ul| g
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folgt

[(an — a)(un,vn)| N (1 —fh]'(ﬂ:.ﬂ}_

Viu— i)l < ch™ + max{
1V (we — )| lellzm +c 1 Vol Vs

nEVR

Im nfchsten Schritt werden wir zeigen, dass

|(an — a)(up,vn)|  |(I— !a]{t'a}l} o
: < ¢ pmin{mr-m+l} - 3513
L L T el (8.5.130)

Diies impliziert dann den ersten Teil der Behauptung
V(2 — iy )| < eh™ 0= 42 ||| gom. (3.5.135)

iii) Konsistenz: Als nichstes schitzen wir den , Abstand” zwischen a(-,-) und ag(-,-)
sowie [{-) und In(-) ab. Fir wg, vy, € V3 folgt mit Hilfe der Abschitzung des Integrati-
onsfehlers in Satz 3.15:

(@ — an)(un,va)| < ) |favuﬁvvﬁdI—Q~r{avuﬁvuh}|
TETh
<y h;j;wf(avu,,vvﬁndz.

TET,

Durch Ausdifferenzieren erhalten wir

(2 — ap)(up, vp)| < ¢ Z IF1‘5'"1'?‘";.||1r='\-.['1"',|||1'F1?'Jl;||1r='rf1"]:.
TeTs,

wobei die Konstante ¢ wesentlich durch Schranken fiir die Ableitungen der Koeffizienten-
funktion a(z) bestimmt ist. Bei Beachtung von wyr € Fn—1 ergibt sich

I{a —an)(un,wn)| < ¢y Bpl|Vun|lgm-2m) || Von|lzm-2q)-
TEeT,

Mit Hilfe der ,inversen Beziehung fiir finite Elemente gilt

IVl gm-2ery < chy ™| Vg,

womit folgt:

— 12
(@ — an)unwn)] < k™2 (Y IVunlfimozgry) I Veall
TET,,

Die Terme in up, werden unter Verwendung der Knoteninterpolierenden [pu € V, und
mit Hilfe der inversen Beziehung sowie der lokalen Interpolationsabschitzungen wie folgt
abgeschitzt:
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< llun — Inullgm-a(ry + [ Ioe — vl gm-rqry + [l g1y

< chf ™ luy, — Iyull gagry + chol| V™ully + ||ullgm-1 g,

< ehy " lun — ullasery + chp ™ |u — Dl + llullrmern)
< chy ™||jur — ullmyry + ||ulla=).

||V 2up || rm-2ry

Zusammenfassen der bisherigen Abschitzungen ergibt
l(a — an)(un, va)| < k™™ {B* ™ |up, — ullms + [Jufl = Vo],
und unter Verwendung der bekannten H'-Fehlerabschatzung ||up —ul|g: < ch™ ! ||ul|gm:
|(a — an)(uh, vn)] < k™ ||ul| g || Vo (3.5.136)
Auf analoge Weise erschliefien wir
(1 = Ip)(va)| < chm=™ 42| V|| ||ul| g (3.5.137)

Die Abschitzungen (3.5.136) und (3.5.137) ergeben (3.5.134) und damit das Resultat
(3.5.135).

iv) L*-Fehlerabschitzung: Zur Abschitzung des Fehlers in der L?-Norm bedienen wir uns
wieder eines Dualititsarguments. Sei z € V' die (eindeutige) Lisung des Hilfsproblems

-V -{aVz}=uy—u, inf, =z=0 aofd

Wegen der angenommenen Glattheit von o und der Konvexitit von Q ist z € H2(1)
und geniigt der a priori Abschitzung

lzlle2 < ellun — ual|-

Sei z, £ V), die Ritz-Projektion von z. Mit dieser Konstruktion erhalten wir mit Hilfe
der Galerkin-Orthogonalitit:

aluy — g, z) = aluy — uy, z)
= alup, z5) — (@ — ap) (U, zn) — an(tn, 1)
= (I = In)(zn) — (a — an)(tn, zn).

Die beiden Stérungsterme werden nun analog wie unter (iii) abgeschétzt. Zunichst gilt
wieder mit Hilfe der inversen Beziehung:

lln — i

(@ —an)(@, z)| < ¢ hpl[Vinllam-ae |V 2l ge-sry
TETH

(3 Vinlyean) (3 IValan)

TeTh TeTy

s
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Fiir die beiden Summen erhalten wir analog wie oben unter (iii):

} /2 -
(X IVtnldmaary) < chd ™l — ullm + =,
TET,
sowie 1/2 .
(X IValiag) < ezl < cllun— il
TeETH
Kombination dieser Abschitzungen und Beriicksichtigung der schon bewiesenen H'-Feh-
lerabschitzung ergibt dann:

l(a — ap) (@i, zn)] < ch™™™||up — dig|||e] gy (3.5.138)

Analog erschliefien wir
(1= I)(z)| < ch™ ™3 |uy — . (3.5.139)
Kombinieren aller vorausgehenden Beziehungen ergibt
lup — @)l < ch™ ™ |u|grm.

Zusammen mit der bekannten Lﬂ—Fehlerah-schﬁ,tzung filr ey = u—up erhalten wir schliefi-
lich
”'LI _ 'ﬂ'ﬁ |I "_: chmin{m,r—m-l-ﬂ]- ”'LI”Hm.I_

was den Beweis vervollstindigt. Q.ED.

Bemerkung 3.12: Die Aussage von Satz 3.16 kann so interpretiert werden, dass zur
Vermeidung einer Reduzierung der Konvergenzordnung @(hk™!) in der Energie-Norm
eine Quadraturformel der Ordnung r > 2m — 3 verwendet werden sollte. Damit wiirden
dann im Falle eines konstanten Koeffizienten a die Matrixelemente a,,, exakt berechnet
werden. Fiir blofie Konvergenz a, — u (h — 0) wire die Wahl r > max{d,m — 2}
ausreichend, voransgesetzt die Zulissigheitsbedingung ist erfiillt.

3.6 A posteriori Fehleranalyse und Gittersteunerung

Eine wichtige Holle bei der Liésung von partiellen Differentialgleichungen spielen die bei-
den Aspekte Fehlerkontrolle und Gittersteuerung. Hat man eine approximative Lasung
uy, berechmet, ist es von Interesse, den Fehler zwischen dieser Niherung und der exak-
ten Lisung u bzgl. eines geeigneten Mafes abzuschitzen. Zu diesem Zweck dienen sog.
8 posteriori Fehlerschitzer”, welche im besten Fall ausschlieflich von berechneten Gréfien
und den Daten f abhingen. In diesem Abschnitt wollen wir einfache residuen-basierte
Fehlerschiitzer fiir das Modellproblem der 1. RWA des Laplace-Operators herleiten.

Fine globale Verfeinerung des ganzen Rechengebietes ist in drei Dimensionen in der
Regel nicht realisierbar, da der Speicherplatz auf den verfiigharen Rechnern dazu nicht
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ausreicht. Deshalb versucht man, nur dort lokal zu verfeinern, wo es die Losungsstruktur
bzw. die Genanigkeitsanforderungen verlangen. Unter optimaler Gittersteuerung wird da-
bei verstanden, méglichst wenige markierte Elemente des Gitters zu verfeinern, so dass der
Fehler in moglichst wenigen Schritten unter eine vorgegebene Toleranz gedriickt wird. Die
Wahl der zu verfeinernden Elemente trifft man aufgrund sog. ,lokaler Fehlerindikatoren®,
aus denen sich der globale Fehlerschitzer zusammensetzt. Solche Gittersteuerungsmetho-
den werden wir im zweiten Teil dieses Abschnitts diskutieren.

3.6.1 Allgemeine a posteriori Fehlerabschfitzung

Aus der a priori Fehlerschatzung aus Abschnitt 3.4 konnten wir die Konvergenzordnung
des Diskretisierungsfehlers ep = u — uy, schon fiir verschiedene Normen herleiten:

— Energienorm-Fehlerabschitzung: IWenl| =< cres b |lu|| g2,
— L*-Norm-Fehlerabschitzung: lenll < ereg A ||ul|ge,
— I=-Abschitzung: maxg |en| < eres h2L(R) Ma(u),

mit lokalen Interpolationskonstanten o und globalen Stabilitdtskonstanten cg. Leider
sind diese Abschitzungen fiir eine quantitative Fehlerkontrolle nicht zu gebranchen, da die
nitigen Informationen iiber die héheren Ableitungen der exakten Lésung = fehlen und
insbesondere prizise Abschitzungen fiir die Stabilititskonstanten cg i Allg. nicht zur
Verfiigung stehen. Ist aber der Charakter einer lokalen Singularitit der Losung bekannt,
wie z. B. im Fall von  Ecken- oder Kantensingularititen®, so kann diese Information zur
vorab Anpassung des Gitters verwendet werden. Dabei wird die Gitterweite & in Richtung
auf die singulére Stelle hin systematisch verkleinert, etwa gemif h(r) =~ hyr* wobei der
Exponent « > 1 aus dem bekannten singuliren Verhalten der Ableitungen der Lisung
abgeleitet wird.

In allgemeinen Situationen muss man sich aber heuristischer Methoden zur Bestim-
mung der Regularitit der Lisung bedienen. Dies lanft (in Anlehnung an die traditionelle,
abschneidefehler-basierte Vorgehensweise bei Differenzenverfahren) auf die Schatzung der
lokalen Glattheit der unbekannten Lisung aus der berechneten numerischen Approxima-
tion hinaus. Zum Beispiel kann man versuchen, auf einem Zellblock (etwa ans 29 Zellen)
aus einer linearen Naherungslosung w, durch Anwendung eines Differenzenquotienten
Vi zweiter Ordnung im Schwerpunkt zr einer Zelle T € T} eine Schitzung der zweiten
Ableitungen von » aunf T zu gewinnen:

max [Vulgr & nr = [Vius(ar)|r- (3.6.140)

Auf der Basis dieses Indikators liefen sich dann Strategien zu lokaler Gitterverfeinerung
oder -vergroberung aufstellen: Ist zum Beispiel pr auf einer Zelle T < T, {iberdurch-
schnittlich grofi, so wird diese in Teilzellen zerlegt. Diese Strategie der ed hoc Gitteran-
passung erfordert keinen grofien Aufwand und funktioniert in der Praxis in vielen Féllen
erstaunlich put. Daher sind Varianten dieser Strategie derzeit auch in vielen kommerziellen
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Programmen realisiert, wenn diese iiberhaupt Gitteradaption beinhalten. Dabei bestehen
aber die folgenden grundsitzlichen Schwichen:

— Die Auswertung von (3.6.140) liefert keine Aussage iiber die tatsichliche Griofe des
Fehlers e, = w — ug .

— Die auf den lokalen Indikatoren wp basierende Gitterverfeinerungsstrategie geht
davon aus, dass der ,gemessens® Fehler in T auch dort entstanden ist und durch
lokale Verfeinerung von T reduziert werden kann. Dies ist aber i. Allg. nicht richtig,
da dabei das Phinomen der globalen , Fehlerakkumulation® (auch ,,pollution effect®
genannt) vernachlissigt wird.

Ziel der folgenden Diskussion ist es, fiber eine a posteriorl Fehleranalyse via Dualitfits-
argumente systematisch auswertbare und (asymptotisch) zuverldssige Fehlerschitzer zu
entwickeln, ans denen auch effiziente Kriterien zur lokalen Gitteranpassung abgeleitet
werden kinnen.

Wir betrachten dazu wieder das Modellproblem
—Au=f infl, u =0 auf 30, (3.6.141)

auf einem (nicht notwendig konvexen) Polygon- oder Polyedergebiet £  R?. Die durch
die Variationsgleichung

(Vu, V) = (fip) Yo €V = Hy(Q), (3.6.142)

definierte schwache Lasung u € H}(f2) wird durch ein Galerkin-Finite-Elemente-Verfahren
approximiert. Wir konzentrieren uns im folgenden aunf die Approximation mit , linearen®
finiten Elementen. Die Niherungslisung uy = Hpu £ V;f”  V ist bestimmt durch die
Gleichung

(Vun, Vion) = (fion)  Vion € Vi (3.6.143)

Bei der Schatzung des Fehlers e muss man sich fiir ein geeignetes | Fehlermafi* entschei-
den, welches sich am Bedarf der betrachteten Anwendung orientieren sollte. Beispiele sind
etwa wie schon oben erwihnt die traditionellen Mafie Energienorm®, L>-Norm sowie L™=-
Norm. Weitere Beispiele sind:

— Mittelwerte: l(en,¥)al, o€ C(),
— Linienintegrale: len,d)rl, € C(a10),
— Ableitungswerte: |Zen(a)], acfl

Um alle diese Sonderfille im Hahmen einer einheitlichen Theorie behandeln zu kéinnen,
filhren wir zunfichst den Begriff des | Fehlerfunktionals® ein. Dies ist ein (der Einfachheit
halber als linear angenommenes) Funktional

J():V =R,
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bzgl. dem der Fehler e, geschitzt werden soll; d. h.: Gesucht ist eine berechenbare Schran-
ke fiir J{ey) = J(u) — J{uy) . Zu einem solchen Fehlerfunktional gehdrt eine (eindeutige)
nduale Lisung® =z £ V', welche als Lisung des zugehérigen ,,dualen Problems® bestimmt
ist:

(Ve,Vz) = J(g) VYeeV. (3.6.144)

Testen wir in (3.6.144) mit ¢ = e, € V', so ergibt sich unter Beriicksichtigung der
Galerkin-Orthogonalitit die Fehleridentitat

Jlen) = (Ven,Vz) = (Ver, V(z — ),  tn € Vi (3.6.145)

Diies wird nun weiter mit Hilfe von elementweise partieller Integration numgeformt zu

J(en) = Y { — (Den,z — )1 + (Buen, = — ¥n)or }

TeETh

= 3" {(f + Aun, 2 — gn)r — (Batin, = — )ar }-

TeETh

Da z —fy, stetige Spuren entlang 7 hat und in der obigen Summe jede Kante zweimal
auftritt mit wechselnder Richtung der Normalableitung &, uy, erhalten wir

J(en) = 3 {(f + Aup, z — ¥n)r — 2([Barn], 2 — vn)or}, (3.6.146)

TET,

wobei anf ,inneren® Kanten [Gn,up|r = Onupr + Gwupr: jeweils den Sprung der Nor-
malableitung iiber I' € T zur Nachbarzelle bedeutet. Entlang von Kanten am Rand,
' C 912, setzen wir [G,up|;p == 20,uy . Diese Fehleridentitdt beinhaltet Information iiber
die Abhéingigkeit des Fehlerterms J(e,) von den lokalen ,Residuen® Ry := (f + Aug)pr
und Tar = —%|ﬂnuﬁ]|ﬂr:

aJ(e aJ(e
—ﬁ.f?:] ~ (2 — dw)prs ajﬂ:] 7 (z — tn)jar- (3.6.147)

Diamit kénnen wir hoffen, auf das spezielle Zielfunktional J{ep) bezogene Kriterien fiir
lokale Gitterverfeinerung und damit Reduzierung dieser Hesiduen zu gewinnnen. Dabei
omisst® das | Zellresidunm® K(w,) das Erfiilltsein der Differentialgleichung durch die
Naherungslosung w, und das  Kantenresiduom® r{w,) deren , Glattheit”.

Von der exakten Fehlerdarstellung (3.6.146) kinnen wir nun in mehreren Schritten
weitere, pegebenenfalls leichter auswertbare Fehlerabschatzungen ableiten. Zunichst ist

[J(en)| = | > A{(f + Aup,z — ) — 3([Oaun], z — '!,E";.]ﬂr}|, (3.6.148)

TET,

und weiter
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Jen) < Y |(F + Dup, z — vn)r — 2([Baus], z — vn)ar|- (3.6.140)
TET,

Bei Beachtung von z—uyap = 0 folgt dann mit Hilfe der Holderschen Ungleichung:

[T (en)l < Y {IIf + Aunllr |z — Yallr + 51| [@aunlloron |z — ullar }- (3.6.150)
TeTH

Diie letzte Abschitzung schreiben wir in der kompakten Form

| T (en)| < m(un) ==Y {pr(us) wr(z) + por(us) wor(z) } (3.6.151)
TET,,

mit den ,Zellresiduentermen®

pr(ug) == ||f + Auglr, par(un) == 3hy |"anuﬁ]“ﬂ'l"'l.,ﬂﬂ1-

und den ,, Zellgewichten®
wr(z) = ||z — Inzllr,  wer(2) == ||z — Inzllar-

Die Fehlerdarstellung (3.6.146) bzw. die Fehlerabschitzung (3.6.151) sind nicht unmlttel—
bar auswertbar. Zwar sind die ,, Residuenterme® R(uy) = f+ Aup und riug) = [B,,u;,]
aus der Niherung w, berechenbar, doch die Wichtungsfaktoren z — 4y, sind nur lmphzlt
iiber das duale Problem (3.6.144) gegeben und miissen gesondert bestimmt werden. Wit
dieser kritischen Frage werden wir uns im Folgenden noch eingehender beschéftigen.

Die Zellgewichte lassen sich bei Wahl oy := Iz mit Hilfe der lokalen Interpolations-
fehlerabschitzungen aus Abschnitt 3.3 weiter abschitzen durch

wr(z) < crhi max{|V?z[}. (3.6.152)

Hierbei muss natiirlich vorausgesetzt werden, dass die duale Lisung z € H>=(0Q2) ist. Wir
werden spidter sehen, wie man sich von dieser sehr einschrinkenden Annahme in gewis-
ser Weise befreien kann. Die Interpolationskonstante c; ist von verschiedenen Faktoren
abhingig: Von dem Polynomgrad der verwendeten Interpolierenden, vom Referenzelement
T sowie von den Transformationen or : : T — T. Sie stellt einen Unsicherheitsfaktor dar.
Genaneres Nachrechnen ergibt eine Gréfenordnung von ecp = 0,1 — 10.

Die a posteriori Fehlerabschatzung (3.6.151) ist ,zuverlissig” im Sinne, dass sie eine
sichere obere Schranke fiir den Fehler |J{eg)| liefert, vorausgesetzt, es liegen zuverldssige
Werte fiir die Gewichte wr(z) und wer(z) vor. Sie wire auch ,effizient”, wenn fiir den
zugehorigen , Effektivititsindex* (, Uberschatzungsfaktor®) gilt:

j - I?T{{::;I ~1 (h—0). (3.6.153)
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Bemerkung 3.13: Es ist zu bemerken, dass bereits der Ubergang von der ,,Fehleriden-
titdt* (3.6.146) zur ,Fehlerabschitzung” (3.6.148) in gewissen Fillen zu einer groben
Uberschiitzung des tatsichlichen Fehlers fiihren kann. Betrachten wir hierzu folgendes
Beispiel: Auf dem Quadrat 2 = (—1,1) = (—1,1) gilt es, fiir die Poisson-Gleichung den
Punktfehler im Ursprung zu finden: J{ey) = ex(0) . Es ist méglich, die rechte Seite f und
das Gitter Ty so anti-symmetrisch bzgl. r =0 zu konstruieren, dass u(0) = 0 = wg(0}.
In diesem Fall wird aber in der Regel n(uy) = k% = 0 sein, d. h.: g = 0o.

3.6.2 Spezielle a posteriori Fehlerschfitzer

Der oben abgeleitete allgemeine Fehlerschatzer wird nun fiir verschiedene spezielle Fehler-
funktionale ausgewertet. In den betrachteten Fallen kann man die Gewichte wy(z), war(z)
analytisch abschiatzen. Wir beschrianken uns hier auf die Betrachtung von Pj-Elementen.

a) Energienorm-Fehlerschitzer:

Zur Abschitzung des  Energienormfehlers” ||Weg| wihlen wir das Fehlerfunktional
J(p) == [Venl| 7 (Vip, Ven),

so dass wir fiir ¢ = e, automatisch J{e,) = ||Veg|| haben. Fiir die zugehirige Lisung
z € V' des dualen Problems

(V,Vz) = J(g) VoeV (3.6.154)

gilt dann
IWz|* = |[Ven|| "' (Vz, Ver) < V2],

woraus sich die einfache a priori Abschitzung ||Vz|| < 1 ergibt. Ausgehend von der
allgemeinen Fehlerabschitzung (3.6.150) erhalten wir

|Venl| < Z {Ilf + Augllr |z — tnllr + 31l [Faus)lloran |z — nllar }-
TETh

Wir wiahlen nun 4y, := Ipz als eine ,verallgemeinerte” Knoteninterpolierende von z,
fiir welche die folgende lokale Fehlerabschitzung gilt (Fiir deren technisch aufwendige
Konstruktion verweisen wir auf die einschligige Literatur, z. B. Brenner/Scott [13]):

Iz — Ihzllr + h* ||z — Inzller < &he||Vall7, (3.6.155)

wobei T := U{T" €Ty, : T'NT # B}. Damit folgt dann mit den Residuen pr(us) und
por(us):
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A,

Vel < &Y hr{llf + Aunllr + bz |[Buren)llamon IV Il
TeTH

e( Y hr{pr(us)? + par(un)?}) > ”vz"%}m-

TET, TET,

1M

Wegen

(Y IV22)" < ef|Val| < e,
TEeT,

ergibt sich schliefilich das folgende Resultat:

Satz 3.17 (a posteriori Energienormfehler): Fiir den Fehler e '= u — uy, gilt die
a posteriori Abschdtzung bzgl. der Energienorm:

12
IVenll < ne(un) =e( > h%{pr{u;.]“ +par{uh}i’}) . (3.6.156)
TeT,
Diese Abschatzung ist in folgendem Sinne “scharf*:
12
me(u) < o[ Vesl| +¢( D BRlfIT) - (3.6.157)

TETH

Beweis: Es bleibt, die Abschitzung (3.6.157) zu beweisen. Auf jeder Zelle T & Ty ist
upr € Pi(T) und folglich

pr(un)® = ||If + Aw| = |If]3-

Es bezeichne wieder 9T die Menge aller (inneren) Kanten I' der Triangulierung Ty, .
Wegen der Formregularitdtsbedingung gilt chy < hy = || < by, [' C 8T, gleichméfig
fiir alle Zellen T = T, mit Kanten I' € 3T, und h € B . Folglich ist

> Brpar(u)? <c Y hel|[GauslIfen-

TET, r'chT,

Fiir ¢ine Kante I' € T, seien T und 7' die beiden benachbarten Zellen mit I' als
gemeinsamer Kante. Bezogen auf den Mittelpunkt ap wvon [' definieren wir die C==-
Funktion

r(z) = {EIP (_ ﬁlﬁl%), z € B, {ar), wp(z) = hp(f.:::'pl[zj ds)_lﬁ.-‘p{I},
ﬂ, I e Br{ﬂI‘}E: r

wobeil r = ~hr so gewidhlt ist, dass B, (ar) == {r € B?||r —ap| < rr} € TUT". Diese
Funktion hat konstruktionsgemaf die Eigenschaften:



3.6. A POSTERIORI FEHLERANALYSE UND GITTERSTEUERUNG 149

wlmr} = [].l_ a“ﬁ.l.?]"lﬂ]" = a"[-l-"[‘lﬂl"' = an'i-'-?l‘ll‘ = u:l

LWMh=M=Lﬁ

-1 2 -2
lerlle < e, [Vwrlle < chp’y ||V wrl|ae < chp”,

wobei die Konstanten unabhfingig von T und h gewdhlt werden kénnen. Entlang der
Kante I' ist der Sprungterm |8,us| konstant und es gilt daher wegen der Stetigkeit von
d,u iiber die Kante I' mit der gerade definierten Funktion wp

l[[Baun] I = [Baunlp j; ds = [Bau? j; wr ds = [Buulr j; [Ga(up — u)wr ds

_ [a,,u;,][-{ f B, (1n — u)wr ds + f Bn(up — w)oop ds}_
T a1
Partielle Integration ergibt dann
[Buus]I2 = [Baualr f {A(un — wwr(x) — V(up — u)Vur} dr
TUT
~wunle | {~ fur(@) ~ V(n — w)Vur}
TUT
Unter Beachtung der obigen Eigenschaften der Funktion wp folgt

I [5-1“!;] ||12* = |[3n“ﬁ]r|{||f lrur llwrellpur + "veh”'l"l_ﬂ"‘”va‘”TLﬂ"‘}
= Cl[an“ﬁ][‘l{h'r".f”']"l._ﬂ"‘ + ||vﬂ;.||mrf}-

Diies impliziert dann die folgende Abschatzung:
> hrlBausllipngn < ¢ Y hel@auslel{hr || flirur: + | Venllrur }

T'edT, I'efT,

<e( 3 h%l[a“u;,]rlﬂ)m( > (B + IV enlur) v

T, edTy,
172 12
<o X melltuulleor,) (3 (B3I +IVenl?)
I'efT, TeT,

> helll@aunllifen < ¢ Y ATIIF T + el Veal .

T'e6T,, TeTx
Diies ergibt die behauptete Abschitzung (3.6.157). Q.ED.
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Bemerkung 3.14: Mit einer etwas aufwendigeren Argumentation kann man die folgende
verschirfte a posteriori Abschitzung herleiten:

me(us) < e( Y h?f{hniuvfn?- +pwtuh)2})”2-

TeETH

Diiese besagt, dass im Fehlerschitzer mg(wug) in der Regel der Einfluss der Gleichungs-
residuen ||f + Auwg|lr gegeniiber den Regularititsresiduen |||3,ug)||armen vernachlissigt
werden konnen. Dies ist in dieser Form allerdings nur richtig fiir lineare bzw. bilineare
finite Elemente.

b) L*-Norm-Fehlerschiitzer:
Zur Abschitzung des L2-Fehlers ||es|| wihlen wir das Fehlerfunktional
() == lleal ™ (s, en),
womit automatisch J{e) = ||e;|| gilt. Die zugehérige Lisung =z € V' des dualen Problems
(Ve,Vz)=J(p) VoeV (3.6.158)

ist dann auf dem konvexen Gebiet 2 auch in H?(1Q2), und es gilt die a priori Abschitzung
|W2z|| < ||Az|| = 1. Ausgehend von der Fehlerabschatzung (3.6.150) erhalten wir wieder

lleall = Z {Ilf + Augllr ||z — nllr + 31[Faun)llaran |z — vnllar}-

TET,

Wir kénnen nun +y, := Iz als die normale Knoteninterpolierende von = wihlen:
|z — Inzllr + by |z — Inzllar < crhg||V22||r. (3.6.159)

Diamit folgt dann wieder mit den oben definierten Residuen pp(uy) und geriug):

leall < cr Y B3{IF + Augllr + Sy (| [Baus) lomon HIV2]lr

TeETh
< o Y Bi{pr(un)? + par(ua)?}) P (3 1V2=)3) %
TETY, TET,

Wegen
1/2
(2 1v=3) " = vl < 1,
TET,
ergibt sich schliefilich das folgende Resultat:
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Satz 3.18 (a posteriori L-Normfehler): Fiir den Fehler e, == u — uy, gilt die a po-
steriori Abschitzung bzgl. der L?-Norm:

1/2
leall < nea(us) == e 3 hi{or(us)® + por(us)}) . (3.6.160)
TeETh
Diese Abschatzung ist ebenfalls scharf* in folgendem Sinne:
a2y
ma(us) < cllenll +e( Y- BHIFIE) - (3.6.161)

TET,

Beweis: Der Beweis verlduft analog wie bei der Energienorm-Fehlerabschitzung. Ein
kleiner Zusatzschritt ist

,L {&{uh—u}u.r{zj—?{u;.—u}vw} dr = ,L {ﬂl[uh—u}u.r{zj+{u;.—u}ﬂr.q~} dr,
ur’ T

wobei l:lerl_Randterm wegen J,wrlar = Gawrlsr = 0 verschwindet. Die weiteren Details
seien als Ubungsaufgabe gestellt. Q.ED.

c) Punktfehler-Schitzer:

Zur Abschatzung des Fehlers ep(FP) in einem festen Punkt P € @ wiirden wir gern das
Fehlerfunktional J{y) = (P) wihlen. Dieses ist zwar auf stetigen Funktionen, aber
nicht auf dem ganzen Losungsraum V = H}(Q) definiert, so dass die oben entwickelte
allgemeine Theorie nicht unmittelbar anwendbar wire. Deshalb wihlen wir eine Kuge-
lumgebung B; := {r € BR?: |t — P| <c} des Punktes P und arbeiten statt dessen mit
dem regularisierten Funktional

J(g) = | Be| ! f pd,

B

welches sicher auf ganz V' definiert und beschrinkt ist. Der Regularisierungsparameter =
wird iiblicherweise gleich einer vorgegebenen Fehlertoleranz TOL gesetzt. Fiir hinreichend
glatte Funktionen ¢ ist dabei (Fehler der Mittelpunktregel)

l(P) — Je(i)| < c€2. (3.6.162)
Wir betrachten den Fall d = 2. Die Losung z € V' des zugehorigen dualen Problems
(Ve Vz) = J(p) VpelV, (3.6.163)
ist dann eine ,regularisierte” Greensche Funktion und verhalt sich wie

z(z) = |log(|z—P| +¢)|,  |[V%a| = |[z—P|+2| .
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Diie Gewichte in der a posteriori Fehlerabschitzung (3.6.151) gestatten daher die Abschit-
zung
wr(z) +wor(z) < chyl|Viallr < chidr?,
mit dp := max,er{|z—a| + £} . Wir finden also als obere Schranke fiir den Punktfehler:
2 12 o= h_%' 2
lea(P) < ¢ 3 priumhi|Vialr + = < ¢ 3 pr(us) g+

TET, TeT,

In diesem Fall ist aber die a-priori Bestimmung der Konstante ¢ praktisch unmoglich.

d) Ein hyper-singulirer Fall
Einen kuriosen Sonderfall stellt die folgende Auswertungsgriofie dar:

J(u) := fma,,uds (=LM&:=-L;¢;).

Dieser , mittlere Normalfiuss” liefie sich offenbar auch direkt aus den Daten f berechnen.
Zur Nustration wollen wir aber annehmen, dass diese Information nicht ausgenutzt wird,
sondern statt dessen J(u) durch J(wg) approximiert wird. Das Funktional Ji-) ist wieder
nicht auf dem ganzen Lisungsraum V definiert (wohl aber auf der regulireren Lasung
u € VNH?(Q) ). Zur Anwendung unserer allgemeinen Theorie muss das Funktional daher
zunfchst regularisiert werden. Fiir das Folgende nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass Q) der Einheitskreis im R? ist. Fiir £ = TOL setzen wir S; := {r € Q,dist{z, 8Q} <
£} und erhalten fiir glattes :

Jt{gc:l}:=E_1f 5,_v:pdr=f 8,0 ds + O(c).
S i

Dabei ist d, anf 5, auf natiirliche Weise durch Fortsetzung von 80 definiert. Die Lisung
z; € V des zugehidrigen dualen Problems

(Vo,Vz) = J(p) VpeV,
ist dann gegeben durch
w=-1 mO\S, z(r)=—"(1—|z) aufS.

Hieraus ergibt sich die Fehlerabschitzung

[elen)] < e Y hipr(us)|Vialr = 3 ..,

TET,, TS0

d. h.: Die Zellen im Innern von £ tragen nicht zum Gesamtfehler bei. Daher wire die
beste Strategie zur Gitterverfeinerung, in jedem Verfeinerungszyklus jeweils nur die Zel-
len entlang des Randes 30 zo verfeinern. Dies setzt aber vorans, dass die Elemente des
Lastvektors, b, — (f, ¢ )q, exakt berechnet werden. Abbildung 3.23 zeigt ein automa-
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tisch verfeinertes Gitter nach 7 Verfeinerungszyklen sowie die mumerisch bestimmte duale
Losung auf diesem Gitter. Die zugehtrigen Ergebnisse sind in Tabelle 3.1 gelistet.

Abbildung 3.23: Verfeinertes Gitter nach 7 Verfeinerungszyklen (links) und die auf diesem
Gitter numerisch bestimmte Lisung (rechts).

Tabelle 3.1: Resultate mit dem Energienorm-Fehlerschiitzer ng(uy) und der  optimalen® Stra-
tegie.

=3

e -0ptimale” Strategie
L N Jien) L N Jier)
1 1024 29140 1| 550 | 290+0
2 4096 150+ 0 2 1204 | 1.50+0
3 | 16384 7.49 -1 3| 3079 | 748 -1
4| 64768 377 -1 4| 7174 | 3.62 -1
5 | 253858 1.73-1 5| 16738 | 1.67—1
6 | memory | echausted || 6 | 38146 | 693 — 2

Numerische Auswertung des a-posteriori Fehlerschiitzers

Wir wollen mun kurz die numerische Auswertung der Fehleridentitat (3.6.146) diskutieren:

Jler) = nlun) = Z {(f + Aup, z — tn)r — 2([Faun), 2 — Yn)ar}. (3.6.164)
TeT,

Wir wihlen dazu oy, := I}z, die Knoteninterpolierende von =z . Die Qualitit der Auswer-
tung wird durch den sog.  Effektivititsindex® gemessen:

i us) |

L 1= 25
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Alle Methoden der Auswertung von (3.6.164) bedienen sich einer numerischen Lisung
zp € Vi des dualen Problems, welche im einfachsten Fall durch direkte Diskretisierung
von (3.6.164) mit Hilfe des vorliegenden Verfahrens gewonnen wird:

(Vion,Vzr) = J(wn) Vin € Vi (3.6.165)
Wir unterscheiden zwei Anwendungen der Fehleridentitit (3.6.164):

— Uberpriifung der Genauigkeit einer auf dem Gitter Ty, berechneten Niherungslosung
uy, und Abbruchkriterium fiir einen Gitterverfeinerungsprozess: nuy) < TOL7

— Grundlage zur Gewinnung von Kriterien (,, Verfeinerungsindikatoren® spp ) zur loka-
len Gitteranpassung.

Die folgenden Strategien zur Auswertung von 7(wy) kommen in Betracht (hier beschrie-
ben fiir den Fall d-linearer Ansitze auf Rechteckgittern im R¥):

1. Die duale Lsung = wird durch eine Naherung hoherer Ordoung approximiert. Zum
Beispiel liefert die Approximation z == zf]' mit der d-guadratischen Ritz-Projektion

das gewiinschte asymptotische Verhalten limpor oflw=1.

2. Die duale Losung z wird durch eine zellblockweise (je 2¢ Zellen) d-quadratische
Interpolierende der d-linearen Ritzapproximation approximiert (s. Abb. 3.24): z &
119z, . In diesem Fall beobachtet man limyor o feg < 1 (= 0.5 — 0.9).

Abbildung 3.24: Blockweise bi-quadratische Interpolation (rechts) bilinearer Knotenwerte
{links).

3. Die Differenz z — Iz wird iIn Anlehnung an die oben zitierte Interpolationsfeh-
lerabschitzung mit Hilfe eines skalierten Differenzenquotienten der d-linearen Ritz-
Proktion approximiert: |z — Iyz| & c,rh} V32, F| . Dies fiihrt in der Regel auf eine
grobe Uberschitzung des Fehlers.

In der Praxis wird meist die  billige* und ausreichend genaue Prozedur (2) verwendet.
Diabei branchen insbesondere keine Interpolationskonstanten ¢ spezifiziert zo werden.
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3.6.3 Strategien zur Gitterstenerung

Ziel ist es, den Fehler in dem durch das Fehlerfunktional Ji-) beschriebenen Mafi unter
eine gewisse vorgegebene Toleranz |J(ey)| < TOL zu bringen und dabei mit dem vor-
handenen Speicher auszukommen. Es kinnen also nur eine bestimmte Anzahl von Zellen
N < Npga, verwaltet werden. Die Gitterverfeinerung erfolgt dabei standardméfiig durch
»Kantenbisektion®, d. h. durch Unterteilung einer Zelle T in 2¢ Teilzellen. Bei Gitterver-
groberung werden mehrere Zellen zu einer Makrozelle zusammengefafit. Wir werden im
folgenden hauptsichlich Vierecks- oder Hexaedergitter betrachten. Bei Unterteilung einer
Zelle entstehen sog. hingende* Knoten auf den Zellrfindern, so dass das neue Gitter
zunfchst nicht zuldssig wire. Diese Unzuldssigkeit kann durch verschiedenen Methoden
aufgehoben werden. Die meist gebriuchliche ist die Elimination der zu den hingenden
Knoten gehfrenden Freiheitsgraden durch lineare Interpolation, wodurch der entstehende
diskrete Ansatzranm wieder konform wird: Vi € V' (s. Abb. 3.25). Dabei wird der fiktive
Knotenwert vy(FP) in einem hingenden Knoten P auf einer Kante I' € 8T mit End-
punkten P', P" durch die Interpolationsvorschrift vy (P) := J{va(P"Hun(P")} festgelegt.
Alle im folgenden gezeigten Beispielrechnungen bedienen sich dieser Technik.

Abbildung 3.25: Verfeinertes Rechteckitter mit ,hingendem* Knoten sowie die Basisfunk-
tion zum Mittelknoten.

Ausgangspunkt zur Gewinnung von Kriterien fiir die lokale Gitteranpassung ist eine
a-posteriori Fehlerschitzung der Form

[ T(ea)l = Y nr, (3.6.166)
TEeT,

mit lokalen ,, Fehlerindikatoren® np , welche durch Auswertung der Fehleridentitét (3.6.146)
mit Hilfe einer der oben beschriebenen Methoden gewonnen werden. Wir erhalten bei Ver-
wendung von Methode (2):

mr o= |(f + Aup, 1720 — z0)r — 2([Oaun), I 20 — 20)eman)| (3.6.167)
und mit Methode (3):

nr = erhi {pr(un) + par(us)} |Vizsllr - (3.6.168)
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Wir beschreiben im folgenden das allgemeine Schema eines auf lokalen Fehlerindikatoren
nr basierenden Gitteranpassungsprozesses:

Nachdem iiber das Gebiet ! ein Grobgitter Tp := Ty, mit einer Gitterweitenvertei-
lung hy gelegt worden ist, sel der Prozess der adaptiven Gittersteuerung schon I-mal
durchlaufen worden. Wir bestimmen nun auf dem Gitter Ty, := Ty, die approximative
Losung wuyp € Vg := V.. Ebenso wird die diskrete duale Losung =z, € Vg auf Ty berech-
net. Nun konnen die lokalen Fehlerindikatoren np gem&f (3.6.167) oder (3.6.168) fiir jede
Zelle T € Tp, ansgewertet werden. Wir bezeichnen mit Ny = dim(Vg) die Anzahl der
Zellen des Gitters Ty, .

Abbruchabfrage: Ist das Abbruchkriterium m{wug) < %TDL anf dem Gitter Ty, erfiillt,
wird der Adaptionsprozess abgebrochen und wy als Niherung zu u akzeptiert, welche
die Zielgrifie J(u) durch J(wg) mit der gewiinschten Genanigkeit TOL approximiert.
Andernfalls wird ein nener Adaptionszyklus begonnen.

Adaptionszyklus: Der Ubergang vom Gitter T; zum nichsten Gitter Tp.y erfolgt
nach einer der im folgenden beschriebenen | Adaptionsstrategien”. Zunfchst werden die
Zellen T' € Ty, nach der Grifie ihrer Indikatorwerte mr angeordnet,

{Thi=1,,No}: a2 20 2 gt 2 o 2 oy

) Fehlerbalancierungs-Strategie: Das Ziel ist, die Indikatorwerte so zu balancieren, dass

TOL
e, TEeTL. (3.6.169)
L

Diann wiirde wie gewiinscht gelten:

TOL
Ne

|J(eL)| = nluL) == Z TOL.

TeT,

Dias Problem bei dieser Strategie ist zum einen, dass die Zahl Np sich wihrend des
Verfeinerungsprozesses stindig &ndert, und zum anderen, dass die Balancierungsvorschrift
(3.6.169) die delikate Wahl von Parametern 0 < a < 8 < 1 erfordert:

TOL TOL
— = < f—.
N T 4 N
Fiir die folgende Diskussion setzen wir der Einfachheit halber o = 1/2, § = 1. Im ersten
Schritt testet man, ob nry < TOL/Np ist. Wenn ,ja”, ist das Abbruchkriterium erfiillt,
wenn  nein®, wird die Zelle 77 wverfeinert. Dies fiihrt zu einer ErhShung von Ny, auf
Np + 3. Danach wre es méglich, dass fiir alle {ibrigen Zellen Tp; gilt:

TOL _  _TOL
Ny +3 - Mi="§N "

Der Verfeinerungszyklus wire also bereits nach dem ersten Sehritt zu beenden und anf
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dem erhaltenen Gitter T,y eine neue Niherungslisung wupyy #zo berechnen. Dies wire
aber sehr ineffizient. Der Verfeinerungsprozess sollte daher beschleunigt werden. Dazu
iiberpriift man von dem Indikator sr; ausgehend und beginnend mit j =0, ob

TOL
N +35

i =

Ist dies nicht erfiillt, wird das Element T; geteilt, die Zahler 7 und ¢ um Eins erhiht,
und man geht zum nachstkleineren mr; iiber. Ist die Bedingung allerdings erfiillt, hat
man das neue Gitter Tp,, gefunden. Diese Balancierungsstrategie ist zwar potentiell
optimal, jedoch mit aufwendigen Abfragen verbunden. Mdgliche alternative Strategien,
die einfacher sind, aber weniger gute Ergebnisse liefern, sind die folgenden.

IT) ,Fest- Raten-Strategie®: Ziel ist es, in jedem Adaptionszyklus die Anzahl der Gitter-
zellen Ny mit einer festen Hate zu erhfhen oder den Fehlerschitzwert w(uwg) mit einer
festen Rate zu verkleinern. Ausgangspunkt ist wieder eine Anordnung der Zellen von Tp,
nach der Grifie der zugehdrigen Indikatorwerte. Zu vorgewihlten Prozentsitzen X% und
Y% werden die Zellen so gruppiert, dass (and der Zellanzahl orientierte Strategie)

X Y
#{T;, ... Ty = 100 Ve #{Tn, w1, T } = 700 Ve

oder alternativ (am Schitzwert orientierte Strategie)

N. Ny
> mrs & Ynlug), S e ™ Xnlug),
i=1 i=Np—-N*+1

Dann werden die Zellen T;,..., Ty, verfeinert und die Zellen Ty, _weg1,..., Ny ver-
grobert.

sExakte®* Gitteroptimierung
Zum Abschluss wollen wir noch diskutieren, dass die Fehlerschitzung (3.6.151)
|T(en)| = mi=">" prius)wr(z) (3.6.170)
TETH

im Prinzip auch zur direkten Bestimmung eines ,optimalen” Gitters mit Gitterweiten-
funktion h = h(r) verwendet werden konnte. Dies wird als Nebenprodukt auch eine
Rechtfertigung fiir die , Fehlerbalacierungsstrategie” liefern. Zu lisen sind die folgenden
Optimierungsanfgaben:

{OP 1) Bei vorgegebener Fehlertoleranz TOL soll die zu deren Erreichung bendtigte Anzahl
von Zellen N (d. h. der numerische Aufwand) minimiert werden:

N — MIN, 5<TOL. (3.6.171)
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(OP II) Bei vorgegebener maximalen Zellzahl N... (d. h. begrenzter Speicherkapazitat)
soll der Fehler {genaner der Fehlerschiatzer) minimiert werden:

17— MIN, N < Npax. (3.6.172)

Wir diskutieren im Folgenden nur die fiir die Praxis relevantere Fragestellung (OP
IT). Das Optimierungsproblem (OP I) lisst sich mit analogen Argumenten behandeln
(Ubungsaufgabe). Die grundlegende Annahme ist, dass die GréBen pr(ug) sowie wr(zy)
(nach geeigneter Skalierung) fiir TOL — 0 zunehmend bessere, lokale Approxdmationen
gewisser kontinuierlicher Funktionen &®(x) bzw. U(z) sind:

htpr(up) = hp'||f + Augllr + a5 Ry [Gaun] laman = ®ulzr), (3.6.173)
hwr(an) = max {hz*llz = hallr, hy*llz — hzllor} — Wo(er),  (36174)

wobei zp ein gemeinsamer Punkt einer Folge von Zellen T ist. Diese Annahme ist
natiirlich im strengen Sinne nicht realistisch, da auf allgemeinen Gitterfolgen (Ty)n—o
ein sehr unregelmifliges Konvergenzverhalten auftreten kann. Unter der obigen Annahme
gilt mit der Funktion A(x) = ®{c)¥(z):

S pr(u)wr(z) = 3 Kb {hptor(u) wr(z)} =~ j; h(z)?A(z)dr.  (3.6.175)

TeT, TET,

Fiir die Zellzahl N haben wir die Darstellung

N=3%1=3 hh’= ‘/;h{z}‘ﬂdz. (3.6.176)

TET, TET,

Diamit konnen wir die Optimierungsaufgabe (OF 11) niherungsweiser in kontinuierlicher
Form schreiben als:

F(hR) = f h(z)?A(z)dr —+ MIN, N(h):= f h(z) 2 dr = Ny (3.6.177)
v} 1]
Hierbei haben wir 0.B.d.A_ die Ungleichungsbedinpung N < Npg, durch eine Gleichungs-
bedingung N = Npa ersetzt, da sich ein minimaler Fehler sicherlich unter maximaler
Ausnutzung der miiglichen Zellzahl ergibt. Dieses restringierte Optimierungsproblem wird
nun mit dem Lagrange-Formalismus der Variationsrechnung geltst. Dazn definieren wir
die  Lagrange-Funktion®

L(h,A) == F(h) + A {N(h) — Npx }

mit einem skalaren Lagrange-Parameter A € B. Jede Losung des Optimierungsproblems
ist dann notwendig stationdrer Punkt (Sattelpunkt) von L . Zur Bestimmung eines solchen
Sattelpunkts machen wir den folgenden Ansatz



3.6. A POSTERIORI FEHLERANALYSE UND GITTERSTEUERUNG 159

d —
EL{h +ig, A +ip)=o =0 Ve C(), Vue R

Auswertung dieser Beziehung ergibt

2 | hin)A(z)e(z)dr —2) | B3 (z)p(z)dr =0 Ve e[l
j;uupu j; (=)o) 0 € C(@)
sowie
p{fh{zrﬂdz—nrm}=n YueR,
Y]

bzw. notwendig
h(z)A(z) — A3 (z) =0, j' h(z) 2 dr = Npax.
1}

Hieraus ergibt sich, dass
Ay —1/4
e =(3)

und weiter
W= f A(z)? dr = AY2 Ngax .
2

Diamit erhalten wir einerseits den Lagrange-Parameter,

A= (%)2, (3.6.178)

und andererseits eine Gleichung fiir die gesuchte ,,optimale” Gitterweitenverteilung

W

hopt() = (m)mﬂ{z}—”‘. (3.6.179)

Als Nebenprodukt dieser Rechnung ergibt sich fiir die optimale Gitterweite die Beziehung
nr = hy Ar = A = konst., (3.6.180)

d. h.: Die an der Aquilibrierung der lokalen Fehlerindikatoren nr orientierten Gitterstene
rungsstrategien fiithren tatsfchlich anf optimale Gitterweitenverteilungen.

Wir erwihnen noch, dass das zu (OP 11}  duale® Optimierungsproblem (OP 1) auf die
folgende Lésung fiihrt:

TOLy 12 14
hope(2) = () A) (3.6.181)
Die Grofie W ist bei den iiblichen Fehlerfunktionalen wohl definiert; dies beinhaltet sogar
so singulire Fille wie die Punktanswertung von Ableitungen J{u) = Sula), A(zx) ~
|z — a|~®. Erst die Auswertung von zweiten Ableitungen J(u) = #2u(a) macht hier
Probleme.
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3.6.4 Ein Testbeispiel
Wir wollen die bisher erzielten Ergebnisse anhand eines konkreten Beispiels illustrieren.
Diazn wird wieder das iibliche Modellproblem betrachtet:

—Au=f inQ, u=0 aofd (3.6.182)

Wir wollen den Punktwert &yu(P) fiir ein P € {} berechnen. Das zugehorige Funktional
ist wieder nicht auf dem ganzen Losungsraum V = HZ(£2) definiert und muss regularisiert
werden. Wir setzen dazu mit = := TOL:

Je(w) == |Be|™" | Byudr. (3.6.183)

B

Testfall 1: Sei Q2 :=(—1,1)® und P =0 (siehe Abb. 3.26). Die zu dem Funktional J.(-)
gehirige duale Lésung z verhilt sich dann wie |V2z(z)| = (|z| 4 £)~*. Dies impliziert

4
|Bren(0)| =~ cr Y %P’T{Hh}‘ (3.6.184)
TeTH

mit dr = |zr| + £ und dem Mittelpunkt =7 von T'. Wir wollen hierfiir eine optimale
Gitterweitenverteilung bestimmen. Ausgangspunkt ist die Aquilibrierungsbedingung

h“ TOL g o TOLy 1/2
Hieraus ergibt sich

N=Zh%hfz=(%)1fzzh%d;mﬁ(%)m

TeTy TeT,

und folglich N, = TOL™!. Bei Verwendung des Energienorm-Fehlerschitzers (3.6.156)
zur Gitterverfeinerung ergibt sich dagegen die Gitterkomplexitit Ny, = TOL™2.

Abbildung 3.26: Verfeinerte Gitter und numerisch bestimmte duale Lisung zur Berech-
nung von Ghu(l) auf dem Quadrat bei Verwendung des a posteriori Fehlerschitzers
Thweight (up) mit TOL = 474,
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Tabelle 3.2: Resulte der Berechnung von &ju(0) unter Verwendung des gewichteten a
posteriori Fehlersch&tzers tjweigh: (ua) filr verschiedenen Verfeinerungslevel L ; der , Effek-
tivitdtsindex® ist definert durch Iog i= |fweign:(ur)/Pren(0)].

TOL| N | L ||01en(0)] | thwaign: (un) | Les
472 | 148 7.5lel | 5922 |0.08
47 | 940 4.10e-1 | 142e2 |0.03
474 | 4912 | 12| 4.14e3 | 3.50e-3 | 0.65
475 | 20080 | 15 | 227e4 | 9.25e4 |4.16
475 | 86740 | 17 | 5.82e5 | 2.38e4 | 4.16

Das vorhergesagte Verhalten der verschiedenen Gitterverfeinerungsprozesse wird durch
die numerischen Ergebnisse in Tabelle 3.2 put bestatigt. Wir betonen, dass die richtige
Wahl des Regularisierungsparameters £ = TOL in (3.6.183) fiir den Lésungsprozess wich-
tig ist. Die triviale Alternative £ = hp, ist automatisch realisiert, wenn zur Berechnung
der Gewichte wyp(z) die numerisch bestimmte, diskrete, duale Lasung z; € Vy, verwendet
wird (siehe Abb. 3.26). Dies kann bei sehr ,singuliren® Funktionalen zu starker lokaler
Uberverfeinerung, d. h. zu unnétig vielen Verfeinerungsschritten, fiihren.

Testfall 2: Sei nun ! das Rechteckgebiet € = (—1,1) = (—1,3) mit Schlitz bei (0, 0)
(siehe Abb. 3.27). Die Prisenz der (einspringenden) scharfen Ecke mit Innenwinkel w = 2=
bewirkt in der schwachen Lésung eine  Fckensingularitit® der Form = = o(8)r'/?, d. h.
eine Sinpularitit im Gradienten. Wir wollen illustrieren, wie diese Eckensingularitit mit
der durch die Gewichte wy(z) im Fehlerschitzer induzierten zusammenspielt.

1

;ﬁ;:::::

Abbildung 3.27: Verfeinerte Gitter mit ungefahr 5000 Zellen zur Berechnung von &yu(FP),
erzeugt mit dem gewichteten Fehlerschatzer fjweigt:(us) (mittig) sowie dem Energienorm-
Fehlerschitzer ng(uy) (rechts).
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Wir sehen in Abb. 3.27, dass der gewichtete Fehlerschiatzer Zellen sowohl bei der
Schlitzspitze (zur Unterdriickung des ,Pollutionseffekts”), aber anch beim Auswertungs-
punkt konzentriert, wihrend der Energienorm-Fehlerschiatzer wesentlich starker an der
Schlitzspitze und natiirlich gar nicht im Auswertungspunkt verfeinert.

o w2 5)

10000 00000 1
Murnber of elements N Nurnber of elements N

Abbildung 3.28: Vergleich der Effizienz von ng(ug) und mweigne(us) auf dem Schlitzgebiet.

3.7 Ubungen

Ubung 3.1: Man formuliere das Ritzsche Verfahren mit endlich dimensionalen Teilrium-
en geeigneter Sobolew-Raume H™(() fiir die folgenden Aufgabenstellungen:

a) Neumannsche RWA des Laplace-Operators:
—Au=f in N, du=g aunf L
b) Figenwertproblem des Laplace-Operators:
—Au=2Au in 2, u=0 auf J0
¢) Dirichletsche RWA des  biharmonischen® Operators:
—Alu=f in 0, uwu=~du=0 auf 50

Diabei seien jeweils das Gebiet 1 sowile die Daten f, g als geniigend regulir und kom-
patibel angenommen. Man versuche, hierfiir analog zur Vorlesung , Bestapproximations®-
Aussagen herzuleiten.

Ubung 3.2: Seien V ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, -)y und zugehériger Norm
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|| - |lv und a(-,-) sowie I{-) bilineare bzw. lineare Formen auf V' mit den Figenschaften

la(v, w)| < aljv|lv||lw|ly, v,weV  (Beschrinktheit),
la(v,v)| = &||v|l3, v,weV  (V-Elliptizitat),
ll(v)] < Bllv|lv, vV  (Beschrinktheit).

Diann hat die Variationsgleichung

alu,p) =llg) YeeV

nach dem Satz von Lax-Milgram eine eindeutige Lisung » £ V. Fiir endlich dimensio-
nale Teiltdume Vy, © V werden approximative Lisungen wup € Vy bestimmt durch die
»Galerkin-Gleichungen*

alun, @r) = ln)  on € Va.
a) Man zeige hierfiir die (eindeutige) Existenz der ,diskreten” Lésungen uy, € Vy, und die
Fehlerabschitzung

(a3
— < — inf —y .
le — unllvy < < of [le — sonlv

b) Man wende das Resultat von (a) zum Nachweis der Konvergenz der Galerkin-A pproxi-
mation des Diffusions-Konvektions-Problems

—Au+Bu=f inQ u=0 auf 59,

auf einem reguliren Gebiet ) ¢ B? mit rechter Seite f € L*(Q) an.

¢) Man versuche das Resultat von (a) fiir den Fall zu verallgemeinern, dass die Biliearform
af(-,-) micht V-elliptisch sondern nur ,koerzitiv® ist, d. h.:

afv, ) a(yp, v)
p >qllvll, sup —
wevyioy |l@llv wenifo} lellv

2 qell, veV.

Worin bestehen hierbei die Probleme?

Ubung 3.3: Das Modellproblem
—ﬂu=_f in ﬂ, A =[],

auf dem Einheitsquadrat € = (0,1)® werde auf einem Aquidistanten, kartesischen Gitter
mit der Gitterweite h mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode mit stiickweise bilinearen
Ansatzfunktionen diskretisiert. Man stelle die zugehérigen Systemmatrizen auf:

a) mit exakter Integration,

b) unter Verwendung der 2-dimensionalen “Tensorprodukt-Trapezregel”

4
Qrif) = % Zf{a,—}, a; Eckpunkte der Zelle T.

‘Welche Besonderheit ergibt sich?
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Ubung 3.4: Man iiberlege (etwa durch Konstruktion von Beispielen), in wie weit die
folgenden Bedingungen an eine Folge von (im Sinne des Textes reguliren) Zerlegungen
{Ts}r=0 eines Gebiets © ¢ R® (in Dreiecke oder Vierecke) quivalent sind:

a) Die inneren Winkel aller Zellen T £ T}, sind gleichmifig fir T € Ty, und h = 0 von
Null wegbeschrankt (“minimum angle condition™).

b) Fiir die Inkreisradien pr und Umkreisradien hy der Zellen T € Ty gilt (“uniform
shape condition” ):

sup {h} < o0,
TETh, hx0 “ T
¢) Fiir die Seiten I' C 8T jeder Zelle T € T} gilt
max || < ¢ min |[|
rcar rCHT

mit einer von T unabhingigen Konstante c.

Ubung 3.5: Sei V,fn C HY(Q) der Raum der stiickweise linearen finiten Elemente bzgl.
einer reguliiren Triangulierung von 2 C R?. Mit Hilfe des L?-Skalarprodukts (-,-) ist die
sog. “L2:-Projektion” B, : L2(02) — V! definiert durch die Vorschrift

(Pau,on) = (u,0n) Vion € i

a) Man leite eine Fehlerahschitzung fiir die L?-Norm ||u — Fyul| her, zunichst unter der
Annahme v € H?(Q2). Was wiirde man unter den schwicheren Regularititsannahmen
v e HY(Q) oder v e L*(N) erhalten?

b) Welche verbesserte Abschitzung erhilt man bzgl. der  negativen® Sobolew-Norm

lu— Poull—y = sup B IR8@) o gz g

wEHLM) IVl
Ubung 3.6: Man begriinde anhand der eindimensionalen Poisson-Gleichung
—u'(z) = f(z) n 2=(0,1), u(0)=u(l)=0,
dass fiir die Ritz-Projektion Ry, : H1(©2) — V") eine Abschiitzung wie in Aufgabe 6.3b
nicht gelten kann. (Hinweis: Man verifiziere, dass in diesem Fall die Ritz-Projektion Rpu
identisch mit der Knoteninterpolierenden [pu ist.)

Ubung 3.7: Die Dirichletsche Randwertanfgabe

—Au=f inQ, u=0 auf 40,
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auf einem konvexen Polygongebiet €@ ¢ R? werde mit einem Galerkin-Verfahren mit
Ansatzranmen V;fl} C V := H}{) von ,linearen” finiten Elementen approximiert. Mit
welcher Ordnung konvergieren

i) der gewichtete Mittelwert fiber £ (w € H'(0) eine glatte Gewichtsfunktion):

f’uhwdz—}j’wdr (h—=0)7
1] 1)

ii) der quadratischen Mittelwert fiber einen glatten geschlossenen Weg I' C 02

fuﬁds—?f’uﬂds (h—=0)7
I I

(Hinweis: Zur Erzielung eines optimalen Hesultats verwende man die Variante des Spur-
lemmas fiir Funktionen in H'!(}) und die Fehlerabschitzungen aus dem Text.)

Ubung 3.8: Man untersuche, ob die folgenden S#tze von Funktionalen fiir die angege-
benen Polynomriume ,unisolvent” sind. Dabei bezeichnen a; die Ecken, m; die Seiten-
mitten sowie by; (7 = 1,2) jeweils zwel Gaufi-Punkte auf der Kante I';, i =1,...,d+ 1,
und =z den Schwerpunkt des Elements T'.

i) T (kartesisches) Einheitsdreieck:

P(T) = R(T), plas), Vplas), p(=);
P(T) = Py(T), plas), plb), p(z);
P(T) = P(T), plas), Vpla:), Vp(as), Bup(ms).

-

ii) T' (kartesisches) Einheitsquadrat:

P(T) = c;rl (T) == P(T) & span{z® — y°}, p(my);
P(T) = Qs(T) := P5(T) @ span{z’y, zy’}, p(as), Vp(a:).

Ubung 3.9: Man leite mit den Argumenten des Textes fiir die Knoteninterpolierende
I : C(0) — V;fl} zu stiickweise linearen finiten Elementen auf einer quasi-gleichformigen
Folge reguldrer Triangulierungen (Th)pem. eines Polygongebiets (in 2D) bzw. Polyeders
(in 3D) die folgenden Fehlerabschiatzungen her:

ch||[V?v|g, in 2D,

iy
max *'”l—{ch?uvﬂuum in 3D.

Ubung 3.10: Welche der folgenden (zellweisen) ,inversen Abschitzungen* fiir Finite-
Elementefunktionen v, € V4 sind in 2 Dimensionen giiltig und welche nicht (mit Be-
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griilndung):

(1) IVusllaay < chyllvnllez,
(i) |Gavallerery < ch || VunllLa,
(iii)  |Vuallp=gry < chp®llvnllzacrys
(@)  |lllezy < ehptllonlloay-

Ubung 3.11: Sei 02 ¢ R? ein Polygongebiet und Ty, = {T'} eine Triangulierung von 1.
Man betrachte die beiden mit den oben definierten kubischen Ansitzen gebildeten An-
satzrinmen S,ESJ und 5‘,53] und bestimme deren Dimensionen asymptotisch in Abhingig-
keit von h auf gleichmifigen Triangulierungen. Wieviele von Null verschiedene Elemente
haben die zugehirigen Steifigkeitsmatrizen pro Zeile bei der Approximation der Laplace-
Gleichung?

Ubung 3.12: Die Neumannsche Randwertaufgabe
—Autu=f in 2, Fu=0 auf 70,

auf einem konvexen Polygongebiet 2 ¢ R? soll mit einem Galerkin-Verfahren mit An-
satzrinmen l’;f” C V = H}(f) von ,linearen” finiten Elementen approximiert werden.

a) Man formuliere diese Approximation, d. h. die Ansatzriume Vi, ¢ V = H'(Q) und
die zugehdrigen Variationsgleichungen.

b) Man leite Fehlerabschitzhungen in der H!- und der L?-Norm her.

¢) Wie muss dieser Ansatz im Fall eines krumm berandeten Gebiets und einer inho-
mogenen Neumann-Randbedingung d,u = g auf 80 zur Erzielung einer konformen
Approximation modifiziert werden?

Ubung 3.13: Die Randwertaufgabe
—Au = f in ﬂ, ulﬂn = [],

auf einem Gebiet 2 ¢ R? mit (stiickweise) kubisch (z. B. CAD-Daten mit kubischen
Spline-Funktionen) parametrisiertem C>-Rand 80 soll mit einem (isoparametrischen)
kubischen Finite-Elemente-Ansatz diskretisiert werden. In diesem Fall hat die Lasung
mindestens die Regularititsstufe u € H*(Q) (i. Allg. aber u ¢ H*(2)), und es gilt die a
priori Abschiatzung

lull2+e < cf|Aully, &=0,1.
a) Man gebe einen geeigneten Ansatzraum an. Welche Konvergenzordnungen sind dafiir

zn erwarten bzgl. der Energie-Norm (H'-Seminorm) und der L?-Norm, und welche Regu-
laritit muss dabei jeweils fiir die Lisung u vorausgesetzt werden?
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b) Welche Fehlerordnung lasst sich mit Hilfe eines Dualititsarguments fiir die Mittelwerte

zeigen, d. h.:
|j' udr — f‘uhdzl < ch||ull2 7
0 ]

Ubung 3.14: Sei T c R? ein Dreieck mit Durchmesser hy und Inkreisradius pp mit
hy < cpp , und sei [,v die lineare Interpolierende mit den Funktionswerten in den Eck-
punkten von T als Knotenwerte. Man zeige mit den Mitteln des Textes die Abschitzung

o — Iyvllar < chy ||V 20])r.
Hierdurch wird auch die Abschitzung
v — Inv|ler < chd?(|Vullr

nahegelegt. Kann diese gelten?

Ubung 3.15: Man gebe die bestmdglichen h-Potenzen in den folgenden Interpolations-
fehlerabschitzungen fiir die Lagrange-Interpolation in P(T) := F(T) an:

(i) V(v — Frv)llr < erhp||VPo|lr;
(i) (v — Frv)(a)| < erhg||V30|r;
(@)  ||Ba(v — Irv)|lor < erh’||V 30l
(iv) v — Frollr < erh||V2ollr.

Ubung 3.16: Zur Finite-Elemente-A pproximation des sog. _ Plattenbiegeproblems” (Rand-
wertproblem des  biharmonischen” Operators)

Alu—=f inQ u—==8u=0 auf 80,

wird wieder von einer zugehdrigen variationellen Formulierung ausgegangen. Diese ist auf
natiirliche Weise im Scbolew-Raum V := H3(Q) = {ve H () upn = Guupn = 0}
definiert: Finde uw € V' mit

a(u, ) = (Au, Ap) = (f,p) YpeV.

Die Bilinearform ist a(-,-) V-elliptisch, so dass die betrachtete EWA eine eindeutige
wichwache” Lisung w € V' besitzt. Auof einem Rechteck (0 ist diese schwache L&sung
sogar in H*(Q)) und geniigt der a priori Abschitzung

lullas < <l £Il.

Fiir einen konformen Finite-Elemente-Ansatzraum V, muss nun gelten Vi, © V', d. h.:
Diie stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen miissen global stetig differenzierbar sein.
Dias Grundgebiet 0 sei als konvex polygonal angenommen.
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a) Einen konformen Finite-Elemente-Ansatzraum V, < V' erhilt man mit Hilfe des gquin-
tischen Argyris-Elements. Man gebe hierfiir eine Fehlerabschitzung in der , Energienorm”
sowie in der L*-Norm an. (Hinweis: Dualitdtsargument.)

b) Welche Spektral-Kondition in Abh&ngigkeit von der Gitterweite h ist fiir die zugehdrige
Steifigkeitsmatrix A, zu erwarten?

Ubung 3.17: Die Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor eines kubischen FE-Ansatzes zur
Approximation der EWA
—Au=10 in ﬂ, wan = ﬂ,

auf einer Triangulierung von €2 € B? werde mit Hilfe numerischer Quadratur berechnet.

a) Von welcher Ordnung sollte die verwendete Quadraturformel sein, damit (i) Konvergenz
des resultierenden Verfahrens bzgl. der Energienorm garantiert ist, und (ii) seine Ordnung
optimal i5t? Man gebe jeweils ein Verfahrensbeispiel (Quadraturformel) mit méglichst
geringer Komplexitidt {Anzahl der Funktionsanswertungen) an.

b) Zur Iustration der Notwendigkeit bzw. Nichtnotwendigkeit der im Text abgeleiteten
Bedingungen an die numerische Quadratur betrachte man die Approximation der 1. RWA
des Laplace-Operators auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen finiten Elementen anf ei-
nem Aquidistanten, kartesischen Gitter. Welches Differenzenschema erhilt man, wenn die
Elemente der Systemmatrix mit der Mittelpunktsregel berechnet werden? Diese Situation
ist durch die Theorie aus der Vorlesung nicht abgedeckt. Ist das resultierende Verfahren
dennoch konvergent?

Ubung 3.18: Fiir die Systemmatrix A, einer Finite-Elemente-Diskretisierung fiir die
1. BWA des Laplace-Operators

—Au=f inQ, wu=0 aofdQ,

wurde in der Vorlesung fiir ,,quasi-gleichformige® Triangulierungsfolgen (Ty )0 die Kon-
dition conda(Ag) = @(h~?) gezeigt.

(i) Man rekapituliere, was fiir eine Triangulierungsfolge , quasi-gleichformig* bedeutet.

(i) Wie hiingt die Kondition von Ay von den Inkreis- bzw. Inkugelradien der Zellen ab,
wenn die Triangulierungsfolge nicht ,, formregular® ist?

(iii) Man untersuche die Abhingigkeit der Kondition der Systemmatrix ss(A) der 5
Punkte-Differenzendiskretisierung auf &quidistanten Tensorproduktgittern mit unterschied-
lichen Gitterweiten h. # h, vom Seitenverhdltnis h./h, (“aspect ratio”). (Hinweis: Man
verallgemeinere die in einer fritheren Ubungsaufgabe hergeleiteten expliziten Formeln fiir
die Eigenwerte der 5-Punkte-Matrix fiir die vorliegende Situation.)

Ubung 3.19: Man rekapituliere den Beweis der Konditionsabschitzung sa(Ag) = @(h™2)
aus dem Text fiir die Systemmatrix einer FE-Diskretisierung der 1. EWA (Dirichletsche
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RWA) des Laplace-Operators auf einer ,quasi-gleichformigen® Triangulierungsfolge fiir
die FE-Diskretisierung der 2. RWA (Neumannsche RWA):

—Au=f in®Q, Bau=0 aufd.

Ubung 3.20: Es werde die inhomogene Neumannsche RWA
—V-(aVu)+vyu=f in @, n-(aVu)=g anf 3,

auf einem konvexen Polygongebiet 2  R? betrachtet. Die Daten o, ~, f und g seien
glatt und ferner o, = 0. Mlt Hilfe der FEM mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen
wird eine Naherung wy € Vh C H'(Q) berechnet.

a) Man gebe die zugehérige variationelle Formulierung an.

b) Man leite eine a posteriori Fehlerabschitzung fiir den Energie-Norm-Fehler her:
12
llerlle := ((aVey, Veg)a + (ven. en)a)

¢) Man leite eine a posteriori Fehlerabschitzung fiir den L?-Norm-Fehler ||eg||2 her.

Ubung 3.21: Die 1. RWA des Laplace-Operators auf einem konvexen Polygongebiet
1 ¢ R? werde durch ,lineare” finite Elemente auf einer Triangulierung Ty von Q ap-
proximiert. Man zeige, dass die in der Vorlesung abgeleitete a posteriori Abschitzung fiir
den L>-Norm-Fehler,

|lw — unll2 < enra(us)

mit dem ,Schiatzer”
4 2 1p—1 2 12
ma(ua) == (D B{IIf + DunlBr + $hr' | Buill3aman})
TET,,
asymptotisch optimal ist, d.h.
4 2 172
mua(un) < ellu—wnlla + (Y BHILF + Aunl)
TETy,

Diazn verwende man die ,, Spur-Abschitzung”

1/2 —3/2
Fnvllzer < chy || Avllar + by " |lvll2,

deren genaue h-Potenzen man mit Hilfe des iiblichen Transformationsarguments aus der
entsprechenden Ungleichung auf einer , Finheitszelle” (Beweisskizze zur Wiederholung)
erhalt.

Ubung 3.22: In Anlehnung an die Argumentationsweise des Textes leite man eine For-
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mel fiir eine Gitterweitenfunktion h{zx) her, welche in folgendem Sinne ,optimal® ist:
N — min!, m(up) < TOL,

wobei

N := hix)~ 2 dx up) = hiz)*A(x) dz.
fnu () j;uu

Ubung 3.23: Dem in der vorigen Aufgabe verwendeten Optimierungsargument liegt die
Annahme zugrunde, dass sich die Zellresiduen im wesentlichen wie

pr = || f + Augllr + 1hy”||[Baun]|lar = O(hr)

verhalten. Man zeige, dass dies im Fall linearer Ansatzfunktionen auf einer quasi-gleichftr-
migen (regulir mit “uniform shape”- und *“uniform-size”-Eigenschaft) Folge von Triangu-
lierungen im R? mit hy ~ h tatschlich der Fall ist. Dazu verwende man die bekannte
a priori Fehlerabschitzung

IV (1 — up)l|oo < bl Vullo

unter der Annahme u € W2=(0) , sowie die gleichfalls bekannten lokalen Interpolations-
fehlerabschitzungen und ,,inversen® Beziehungen fiir Finite-Elemente-Funktionen. (Bem.:
Die Annahme der Quasi-Gleichformigkeit ist natiirlich unrealistisch, da ja im Endeffekt
gerade lokal verfeinerte Gitter erzeugt werden sollen.)

Ubung 3.24: Man gebe die bestméglichen h-Potenzen in den folgenden Interpolations-
fehlerabschitzungen fiir die Lagrange-Interpolation in P(T) := F4(T) auf formreguliren
Gittern an (Begriindung nicht erforderlich):

(3) V(v — Irv)|lr < eh ||Vl
(id) (v — Ipv)(a)| < c;hd|IV40]lr;
) 8alv — Irv)|lar < c:h|[V |7
) o — Frollr < cihi||V2olr.

(iii

(i
Ubung 3.25: Es werde die Dirichletsche RWA
—V-(aVu)+yu=f in 2, u=0 aunf 30,

auf einem konvexen Polygongebiet @ ¢ R? betrachtet. Die Daten «, v und f seien
hinreichend glatt und ferner o > 0,~+ = 0. Mit Hilfe der FEM mit stiickweise linearen
Ansatzfunktionen wird eine Niherung uy, < Vﬁm C H}(Q) berechnet.

a) Man gebe die zugehérige variationelle Formulierung an.

b} Man gebe eine a posteriori Fehlerabschiatzung fiir den Energie-Norm-Fehler an:

lenlle == +/(@Ven, Ver)a + (venen)a < 7
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¢) Man skizziere die Herleitung einer a posteriori Fehlerabschitzung fiir den L:-Norm-
Fehler:
llenll = 7

Ubung 3.26: Zur Lasung der 1. RWA der Laplace-Gleichung
—Au=f in Q, u=0 aufd},

auf dem Einheitsquadrat €@ = (0,1)? werde auf einer Folge &quidistanter, kartesischer
Gitter T; mit Gitterweiten h; — 2! mit Hilfe bilinearer finiter Elemente approximiert.
Die diskrete Gleichung anf Gitterlevel I werde dabei mit einem MG-Verfahren geldst,
wobei das Richardson-Verfahren zur Glattung, die natiirliche Einbettung zur Prolonga-
tion und die L?-Projektion zur Restriktion verwendet werden. Die Anzahl der Vor- und
Nachglattungsschritte sel v = 2 und pg = 0. Wieviele a. Op. kosten dann ungefihr ein
V-Zyklus und ein W-Zyklus ausgedriickt in Vielfachen der Dimension N; = dim V7

Ubung 3.27: Zur Uberpriifung des bisherigen Lernerfolgs versuche man, hne Rékgriff
auf den Text die folgenden Fragen zu beantworten:

a) Welches Differenzenschema erhilt man, wenn bei der Approximation der 1. EWA des
Laplace-Operators auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen finiten Elementen auf einem
Aquidistanten, kartesischen Gitter die Elemente der Systemmatrix mit der Tensorprodukt-
Trapezregel berechnet werden?

b) Was unterscheidet bei Familien von Triangulierungen {T}};.o von Gebieten Q C R?
die  Minimalwinkelbedinpung® von der A Maximalwinkelbedingung®, und wie hingt das
mit den Bedingungen , formregular® und , grofenregular® zusammen?

¢) Auf einem Tetraeder T € R® seien ein Polynomraum P(T) und ein Satz von Funk-
tionalen y, : CY(Q}) — P(T) (r = 1,..., R) gegeben. Was bedeutet die Aussage, dass
{%r}r=1,_Rr ,unisolvent* bzgl. P(T) ist?

d) Welche Dimensionen haben auf dem R? die Polynomriume P, P; und Qg7

e) Die 1. RWA des Laplace-Operators auf dem Einheitswiirfel © = (0,1)* ¢ R® sei
mit stiickweise quadratischen finiten Elementen auf einer reguliren Folge von Gittern

T, approximiert. Welche Spektralkondition haben die zugehérigen Systemmatrizen (der
Knotenbasen) in Abhingigkeit von der Gitterweite h7






4 Losung der FE-Gleichungen

In diesem Kapitel werden iterative Lisungsverfahren fiir die durch Anwendung einer
Finite-Differenzen- oder Finite-Elemente-Diskretisierung entstehenden (linearen) Gleich-
ungssysteme diskutiert. Dies sind neben den traditionellen Fixpunktiterationen vor allem
sog.  PCG-Verfahren” (preconditioned conjugate gradient methods) und die modernen
»Mehrgittermethoden”. Zugrunde gelegt wird dabei meist wieder das Modellproblem der
1. BWA des Laplace-Operators

Lu:=—Au—=f in Q, u=g auf 8Q, (4.0.1)

auf einem (konvexen) Polygongebiet 2 ¢ R?. Erweiterungen fiir Probleme mit variablen
Koeffizienten, anderen Randbedingungen, Unsymmetrien sowie auf drei Ranmdimensio-
nen werden wieder in Bemerkungen beriicksichtigt. Die zugehdrigen algebraischen Systeme
haben die Form

Az — b, (4.0.2)

mit Matrizen A = (@nm)],,—; und Vektoren b = (b,)._, der Dimension N .In der Praxis
ist meist N Z 1000, so dass neben dem Rechenaufwand auch der Speicherbedarf ein
wichtiger Aspekt ist. Je nach der gewihlten Numerierung der Gitterpunkte bzw. Knoten
haben die Matrizen in der Regel Bandstruktur und sind extrem diinn besetzt. Ist das
kontinuierliche Problem selbstadjungiert sowie definit, wie z. B. im Fall der 1. RWA des
Laplace-Operators, so iibertragen sich diese Figenschaften bei FE-Diskretisierungen direkt
auf die Systemmatrizen A.

4.1 Krylow-Raum-Methoden

Wir diskutieren jetzt sog. ,, Krylow!-Raum-Methoden®, zn denen auch das klassische Ver-
fahren der konjugierten Gradienten (,, CG-Verfahren®) gehért. Im folgenden werden enkli-
disches Skalarprodukt und Norm auf BY mit (r,y) bzw. |z| bezeichnet. Die Koeffizi-
entenmatrix A € RY*Y sei zunéichst als symmetrisch und positiv definit angenommen.
Diann lasst sich die Gleichung (4.0.2) dquivalent charakterisieren durch ein quadratisches
Minimierungsproblem:

Ar=b = Qz)= :Eﬂ]itl}‘ Qly) (4.1.3)

mit
Qly) == }{Ay,y) — (b, y).

! Aleksei Nikolaevich Krylov (1863-1945): Russischer Mathematiker; Prof. an der Sov. Akademie der
Wissensch. in St. Petershurg; Beitrige zu Fourier-Analysis und Differentialgleichungen, Anwendungen in
der Schiffstechnik.
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Wegen V2Q = A folgt aus der Positiv-Definitheit von A die Existenz eines eindeutig
bestimmten Minimums von €}-), welches notwendig Losung von (4.0.2) ist. Diese Kon-
struktion ist analog zu der beim Nachweis von ,schwachen® Lisungen der 1. BWA des
Laplace-Operators. Wir halten fest, dass der Gradient von ( in einem Punkt y € R
gegeben ist durch

VQ(y) =3(A+AT)y—b= Ay —b. (4.1.4)

Dies ist gerade der ,,Defekt” im Punkt },-2 Fiir jede symmetrische, positiv definite Matrix
B e BRY*N ist durch ||y||g := (By,y)"" eine sog. ,EnergieNorm* definiert. Mit dieser
Notation gilt dann

2Q(y) = (Ay,y) — 2(b,y)

= (Ay,y) — (b,y) — (Ay, A7'b) + (b, A7'b) — (b, A7'b)

= (Ay—b,y— A7'8) — (b, A7)

= (A7H(Ay — b), Ay — b) — (b, A7) = | Ay — b3-2 — [bl3s

= (y—A7'b, A(y — A7'B)) — (AATTB, ATIB) = |y — =[5 — =3,
d. h.: Die Minimierung des Funktionals ¢J{-) ist &quivalent zur Minimierung der Defekt-
norm |Ay — b| 41 bzw. der Energie-Norm |y — x4
Die sog. ,, Abstiegeverfahren® bestimmen nun ausgehend von einem geeipneten Startvektor
z!® € R™ eine Folge von Iterierten =9, t € N, durch

£ — O 4 4,49 (4.1.5)

Dabei sind die d vorgegebene oder auch erst im Verlauf der Iteration berechnete ,Ab-
stiegerichtungen®”, und die , Schrittweiten® o, € R sind durch die Vorschrift bestimmt
(sog. “line search"):

Q1) = min Q(z® + ad®). (4.1.6)

Die notwendige Optimalititsbedingung
d
EQ{IM + ﬂd(ﬂ} _ vQ{Iii} + udm] N (- {_.4_'1:“]' —b, d(*‘.l} + u{Adm,dm) =0

ergibt mit dem Residuum r® = b — Azl® — —VQ(=¥):

{(ri®) 4ty
(4d®, d0)
Dias allgemeine Abstiegsverfahren lantet also wie folgt:

g =

Startwert: @ e RV,
fiir t >0:  Iterierte =¥, Residuum r® =b— Az"®),  Abstiegsrichtung 4*,

() Jie)

-

'[ild(i:.l d'{j}"‘ D — 20 4 ﬂed{*]-
¥

¥y =
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Praktisch giinstiger ist die folgende Schreibweise, bei der man eine Matrix-Vektor-Multi-
plikation spart, wenn man den Vektor Ad" abspeichert:

Startwert: P e R, % :—p— A9,
fiir t >0:  Iterierte ¥, Residunm %, Abstiegsrichtung 4'9,

g
{E:di;lddii':;}ﬁ Y = 2 4 aud®, D =70 — a0 449,
1

¥y =

Die verschiedenen Abstiegsverfahren unterscheiden sich im wesentlichen durch die je-
weilige Wahl der Abstiegsrichtungen d®). Die einfachste Moglichkeit wire, die Richtungen
d'®) zyklisch die kartesischen Einheitsvektoren {e) ... e} durchlanfen zu lassen. Die
so erhaltene iterative Methode wird | Koordinatenrelaxation® genannt. Ein voller Relaxa-
tionszyklus ist Aquivalent zum Ganf-Seidel-Verfahren (Ubungsaufgabe).

Naheliegender ist die Wahl der Richtung des stirksten Abfalls von €{-) im Punkt
z!®) , d. h. des Gradienten bzw. Residuums, als Suchrichtung 4% = —gl¥) — —VQ(z®) =
i) Diese  Gradientenverfahren® ist aber relativ langsam (vergleichbar mit dem Jacobi-
Verfahren). Je zwei aufeinander folgende Abstiegsrichtungen sind dabei orthogonal zu
einander, (d®*!) d¥) — 0, aber 4%+ hraucht nicht einmal annihernd orthogonal zu
d® zu sein. Dies fiihrt zu einem stark oszillatorischen Konvergenzverhalten des Gradi-
entenverfahrens besonders bei Matrizen A mit weit auseinander liegenden Eigenwerten.
Dies bedeutet etwa in Fall NV = 2, dass das Funktional (){-) stark exzentrische Nivean-
linien hat und sich die Iterierten in einem Zickzackkurs der Losung anndhern (s. Abb.
4.1).

Abbildung 4.1: Niveaulinien des quadratischen Funktionals in zwei Dimensionen und
»Aickzacking® des Gradientenverfahrens

4.1.1 Verfahren der konjugierten Richtungen (CG-Verfahren)

Dias Gradientenverfahren nutzt die Struktur des quadratischen Funktionals ¢J{-), d. h. die
Verteilung der Figenwerte der Matrix A, nur lokal von einem Schritt zum néchsten aus.
Es wiire giinstiger, wenn bei der Wahl der Abstiegsrichtungen auch die bereits gewonnenen
Informationen iiber die globale Struktur von ¢}(-) beriicksichtigt wiirden, d. h. wenn etwa
die Abstiegsrichtungen paarweise orthogonal wiren. Dies ist die Grundidee des sog. | Ver-
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fahrens der konjugierten Gradienten® nach Hestenes® und Stiefel® (“conjugate gradient
method” oder kurz ,,CG-Verfahren®), welches sukzessive eine Folge von Abstiegsrichtun-
gen d® erzeugt, die bzgl. des Skalarprodukts (-,-)4 orthogonal sind (,A-orthogonal®).
Zur Konstruktion dieser Folge macht man den Ansatz

K; = span{d™, ..., d* 1}

und sucht, lterierte in der Form

i—1
10— 20+ 3 ad® €20 + K, (4.1.7)
=l

zi bestimmen, so dass
1y — mi {0
Q") = min Q™" + y).
Diies ist Aquivalent zu den ,, Galerkin-Gleichungen®

(z9 —z,d%)4 = (A2 —b,dP) =0, j=0,..

et —1 (4.1.8)

1

bew. zu v — b— Ar® | K. Setzt man den Ansatz (4.1.7) in (4.1.8) ein, so erhilt man
das Gleichungssystem

i—1
3 a(Ad®,dD) = (b— A0 F), j=0,..t-1, (4.1.9)
i=l

mit der reguliren Koeffizientenmatrix My = {{Ad{"hd‘-"}}]ﬂl:u.
Fine natiirliche Wahl der Ansatzriume K, sind die sog. ,Krylow-Raume*
Ki(r™; A) := span{r @ A-® . 4710
zum Residuum +® = b — Az® des Startvektors ='”. Nach Konstruktion ist stets
PO AL 0 @y 4
= 4+ Az — 2¥) € rO 4 AK(r'™; A) C Kypa (r'; A).
Da nach Konstruktion r'¥ | K, ist also stets

(G 0y =0, i=0,...,t— 1

1

Ferner folgt im Fall A" e K,(r@; A) notwendig +® = 0 baw. Az® —b.
Ausgehend von der Formulierung (4.1.8) konstruiert das CG-Verfahren eine A-orthogo-

IMagnus R. Hestenes (1906-1991): US-amerikanischer Mathematiker; Prof. an der UCLA, USA, fun-
damentale Beitriige wa. zur Numerischen Linearen Algebra.

Eduard Stiefel (1909-1978): Schweizer Mathematiker; Prof. an der ETH Zurich; fundamentale Bei-
trige u.a. gur Numerischen Linearon Algebra.
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nale Folge von Abstiegsrichtungen d, die eine Basis des Krylow-Raumes K,(r'"; A)
bildet. Dies lieBe sich etwa mit Hilfe des klassischen Gram? -Schmidt® - Algorithmus leisten,
was aber numerisch sehr instabil ist. In Analogie zur vergleichbaren Situation bei der
Konstruktion orthogonaler Polynome (z.B. die Legendre®-Polynome) ist aber zu erwarten,
dass dasselbe durch eine zweistufige Rekursion erreichbar ist.

Ausgehend von einem Startpunkt = mit Residuum (negativer Gradient) @ = b —
Az® seien Iterierte =) und zugehérige Abstiegsrichtungen d%)(i = 0, ...,#—1) bestimmt,
so dass {d9 ... d* Y} eine A-orthogonale Basis von Ki(d'%; 4) ist. Zur Konstruktion
des néchsten d¥ € K, 1(d”; A) mit der Eigenschaft d*) 1, K,(d"™; A) machen wir den
folgenden Ansatz:

-1
d® =r® + 3" 1) € Kypy(d; A). (4.1.10)
=0

Dabei wird 0.B.d.A. angenommen, dass r'¥ — b — Ac® ¢ K,(d'"; A) ist, da andernfalls
) =0 bzw. £ = & wire. Zur Bestimmung der Koeffizienten 8{~' beachten wir fiir
i=0..,¢t-1:

-1

0= (d®, Ad®) = (r®), Ad®) + 3 " gt=1(dD, AdD) = (rl®) + g1 D), AdY)) .

=0
Fiir i <t —1 ist (r®, Ad®) = 0 wegen Ad®) € K,(d"”; A) und demnach A! = 0. Fiir
i =t—1 fiihrt die Bedingung

0= (r®, Ad®D) + gim}(dtD, Adt-D) (4.1.11)

i1 den Formeln

{.,-{*J \ Ad(*—”)

— @@ gty 40 =0+ Aead Y. (4.1.12)

Bt =B i =

Die néchsten Iterierten 1 uynd 1 = p — Ar™1) gind dann bestimmt durch

(r®,d®)

= —{d'{*l Ad0y LD — 0 4 o 40 . pEH 0 4g0 (4.1.13)
¥

Oy

4Jargen Pedersen Gram (1850-1916): Danischer Mathematiker, Mitarbeiter und spéter Eigentiimer
einer Versicherungsgesellschaft, Beitrge zur Algebra (Invariantentheorie), Wahrscheinlichkeitstheorie,
Numerik und Forstwissenschaft; das wa. nach ihm benannte Orthogonalisierungsverfahren geht aber
wohl anf Laplace zuriick und wurde bereits von Cauchy 1836 verwendet.

SErhard Schmidt (1876-1959): Deutscher Mathematiker, Prof. in Berlin, Griinder des dortigen In-
atituts fur Angewandte Mathematik 1920, nach dem Krieg Direktor des Mathematischen Instituts der
Akademie der Wissenschaften der DDR; Beitrdge sur Theorie der Integralgleichungen und der Hilbert-
Raume sowie spiter zur Topologio.

& Adrion-Marie Legendre (1752-1833): Franzosischer Mathematiker; Mitglied der Pariser Akademie der
Wissensch_; Beitrige zur Himmelsmechanik, Zahlentheorie und Geometrie.
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Dies sind die Rekursionsformeln des klassischen C'G-Verfahrens. Wegen '@ L K,(r'@; A)
und K,(r'; A) = span{d®, ... d% "} ist

(r® . d9y =0, i=0,...,t—1

Damit lassen sich die Formeln fiir die Koeeffizienten o, und 5; vereinfachen. Mit

[r® 12 = (d® — Bp_1d®V ) 4 0, 4dY) = oy (dP, AP, (4.1.14)
[r D2 = (5 — a AdD, r ) = —q, (AW, rHD) (4.1.15)
ergibt sich
Ir(t‘,l |2 |r|{£+l}|2

% @@, aqey P e L

solange die Iteration nicht mit r*! — 0 abbricht. Diese Konstruktion fiihrt auf den fol-
genden | CG-Algorithmus*:

Startwert: D er, £U.—p— ALY

. [rop?
fiir ¢ = by = ————
= t {Ad{*]?ﬂ:{i}}’
L _ ﬂ'gd{*], LS o I o Ad[‘],
|rit+11|2
B, = —0, dittD — ) 4 g4l

P

In jedem Iteratiomsschritt ist dabel eine Matrix-Vektor-Multiplikation und fiinf Opera-
tionen der Méchtigkeit eines Skalarproduktbildung durchzufiihren. Im Falle einer diinn
besetzten Matrix vom Typ der Modellmatrix sind das etwa 10N arithmetische Operatio-
nen. Das CG-Verfahren erzeugt eine Basis von Abstiegsrichtungen, so dass es zwangslaufig
nach spitestens ¢ = N — 1 Schritten mit der Losung = des Gleichungssystems (4.0.2)
abbricht. Es handelt sich hierbei also formal um ein ,direktes* Losungsverfahren. Bei
groBer Dimension N > 10? geht die A-Orthogonalitit der Folge {d@,...,d* 1} wegen
des unvermeidlichen Rundungsfehlereinflusses schnell verloren, und das Verfahren wird
zu einem nicht terminierenden, iterativen Prozess. Auflerdem wire die Durchfithrung von
nahezu N — 1 Iterationsschritten wegen der damit verbundenen Zahl von O(N?) arith-
metischen Operationen viel zu hoch. Man wird also mit einer wesentlich geringeren Anzahl
von t < N Schritten auskommen miissen. Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften des
C'G-Verfahrens in folgendem Satz zusammen.

Satz 4.1 (CG-Konvergenz): Das CG-Verfahren bricht fiir jeden Startvektor =@ £
RY nach spatestens N —1 Schritten mit ' — = ab. Fur 0 < t < N—1 gilt die
Fehlerabschatzung

1—1/vky\eE
|e*"|ﬁgz(ﬁ) €@y, t>1, (4.1.17)
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mit der Spekiralkondition k = ka(A) = Apae(A)  Amin(A) von A. Zwr Reduzierung des
Anfangsfehlers um den Faktor £ sind hochstens

te) < % Ve lIn G) +1 (4.1.18)

Tterationsschritte erforderlich.

Dieses Resultat zeigt die Wichtigkeit der Kondition s(A) fiir die Konvergenzgeschwin-
digkeit des CG-Verfahrens. Fiir das Modellproblem ist x(A) = @(h~2), was eine Ge-
samtlisungskomplexitit von O(N*?) bedeutet. Das CG-Verfahren ist daher i.a. dhnlich
effizient wie das ,optimale® SOR-Verfahren, allerdings mit einer grofieren Fehlerkonstan-
ten. Im Gegensatz zu letzterem erfordert das CG-Verfahren aber nicht die Bestimmung
eines optimalen Helaxationsparameters. Diafiir ist das Resultat (4.1.17) auf den Fall einer
symmetrischen, positiv definiten Matrix A beschrinkt.

Beweis: i) Unter Beachtung der Beziehung

(£} _ :
T — I = min — T
| la 204K, ly |4,

K, = K,(r'; A) = span{d™, ... d* "} = span{A%® .. 41

finden wir
() JE— (m ()
T |4 = min |z T+ pl(A)r .
| |a o | p(A)r 4

Wegen r'? = b — ALY = A(z — £ folgt weiter
[=® —zla = min |[I - p(A)4)(z" —z)la

< p(A)]a |2 — 2|4,

< min |F+ Ap(A)|4 |z — 2|4 < min
_PE-Fz_ll p(A)a| |4 oAt

wobei die zu der Vektornorm |- |4 assoziierte natiirliche Matrizennorm der Einfachheit
halber ebenfalls mit |- |4 bezeichnet ist. Fiir beliebiges y € BY haben wir mit einer
Orthonormalbasis {w!®, ... w'¥} aus Eigenvektoren von A die Entwicklung

N
y=>3 e, %=(yu"?),

i=1

und folglich
N N
P(AyE =Y Ap(A)*? < MY Ad = M2yl
i=1 i=1

wobei

M = sup |p(p)|, A:=Amm(A), A= Amx(A).
A<pTA
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Diies impliziert dann

A
p(A)a = sup [P(Ala

< M.
yein y20  |Y|a

ii) Wir haben gefunden, dass

£ _ < i m _
T TIa = min =10 T IT|A -
| W<, min_ { s lp(l}| |

Dies ergibt die Behanptung, wenn wir zeigen konnen, dass

, 1— /AR
i, s p(n)} <2 (1Yn)

Diabei handelt es sich um ein Problem der Bestapproximation mit Polynomen bzgl. der
Maximumnorm (Tschebyscheff”-Approximation). Die Losung p ist gegeben durch
_ A+A—2u A+
P“‘}_T*( A—X ) *(h—l) ’

mit dem #-ten Tschebyscheff-Polynom T; aunf [—1,1]. Dabei ist

sup plp) =T
Agph

A4 Ayt
()

Aus der Darstellung
Tip) =3 [(u+ V2 =1) + (= V2 - 1)"], pe(—o0,00),
fiir die Tschebyscheff-Polynome folgt iiber die Identitét

K.+1:|: K+ 142 1_H+1ﬂ:2ﬁ_{ﬁi1}2_ﬁﬂ:1
k—1 (»-;-1)_ T k—1"k—-1 k-1 — Jrxl

die Abschitzung nach unten

A+ k+1y  LrpE+ Iy pfm—1 1 R+ 14t
n(xoy) = R(y) = () + () 122 ()

Also wird

awp () <2 (YE2)'

AZpsh
was (4.1.17) impliziert.

"Pafnuty Lvovich Tschebyscheff (russ.: Chebyshev) (1821-1894): Russischer Mathematiker; Prof. in
St. Petersburg; Beitrige zur Zahlentheorie, Wahrsejheinlichkeitstheorie und vor allem #ur Approximati-
onstheorie; entwickelte allgemeine Theorie orthogonaler Polsynome.
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iii) Zur Herleitung von (4.1.18) fordern wir

2 (..;’E — I)HE} < = tEe)=In (%) In (ﬁ_i_ 1)_1.

VvE+1 VE—1
Wegen
z+1 1 11 11 2
1 =2 - F_-—+... b=
n(I—l) {I+3I3+5I5+ }_I
ist dies erfiillt fiir ¢{z) = %\,.-".-_. In(2/=). Q.ED.

4.1.2 CG-Verfahren fiir unsymmetrische und indefinite Probleme

Zur Lisung allgemeiner Gleichungssysteme Ar = b mit einer reguliren, aber nicht not-
wendig symmetrisch und positiv definiten Matrix A € B® mit Hilfe des CG-Verfahrens
kann man etwa zu dem Aquivalenten System

ATAr = ATh (4.1.19)

mit der positiv definiten Matrix AT A iibergehen. Hierauf angewendet, schreibt sich das
CG-Verfahren wie folgt:

Startwerte: ™ e RN, 4O =+ — AT (b — Az,
[r®?
" |Adwp®
g 8y u;dm . N o ) O L r:qATAd“} .

[rt+)2 e (L) )
R d =700 4 fd®)

fiir ¢ = O oy

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist dabei charakterisiert durch x(AT A). Das ganze Ver-
fahren beruht offenbar auf der Minimierung des Funktionals

Qly) = 5 (AT Ay, y) — (A"b,y) = §| Ay — b — § b (4.1.20)

Da wx(ATA) ~ x(A)? ist, muss man mit einer recht langsamen Konvergenz dieses  qua-
drierten® CG-Verfahrens fiir nicht symmetrische Systeme rechnen.

Auf der Basis der Charakterisierung (4.1.3) ist das beschriebene CG-Verfahren auf
symmetrische, positiv definite Matrizen beschrinkt. Geht man allerdings von der ,not-
wendigen Optimalititsbedingung® (4.1.8) aus, so ist dieser Ansatz auch fiir allgemeine
Matrizen sinnvoll. Tatsichlich lassen sich anf diesem Wege leistungsfihige Verallgemei-
nerungen des CG-Verfahrens auch fiir unsymmetrische und indefinite Matrizen ableiten.
Dabei werden in der Galerkin-Formulierung (4.1.8) als Ansatzriume meist wieder die
Krylow-Hiume

K, = span{r®, Ar©____ A+-170))
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verwendet. Als ,, TestrAume® treten gleichfalls K} = K, oder auch
K; = span{r®, AT+ __ (AT)y1A0}

auf. Die resultierenden Verfahren GMRES (,, Generalized Minimal Residual® von Y. Saad
und M. H. Schultz, 1986), ORTHOMIN (,,Orthogonalization-Minimization® nach P. K. W.
Vinsome, 1976, und Fisenstat et al., 1983), CRS (,Conjugate Residual Squared” nach P.
Sonneveld, 1989), BiCGSTAB (,Biconjugate Gradient Stabilized” nach H. A. Van der
Vorst, 1992) uw.s.w., haben dann jeweils die eine oder die andere Eigenschaft des normalen
CG-Verfahrens, lassen aber keine so vollstindige Konvergenzanalyse zu.

4.1.3 Vorkonditionierung (PCG-Verfahren)

Diie Fehlerabschatzuung fiir das CG-Verfahren garantiert eine besonders gute Konvergenz,
wenn die Kondition der Matrix 4 nahe bei FEins liegt. Daher wird eine ,, Vorkonditionie-
rung* vorgenommen, d.h.: Das System Ar = b wird in ein dquivalentes umgeformt,
Ar = b, dessen Matrix A besser konditioniert ist. Sei ' eine symmetrische, positiv
definite Matrix, welche explizit in Produktform

C=KK" (4.1.21)

gegeben ist mit einer reguliren Matrix K. Das System Ar = b wird dann in der dqui-
valenten Form geschrieben

K-1A(KT)y' KTz — K-1b. (4.1.22)
e S \-'V'-"'
A T b

Dias CG-Verfahren wird nun auf das System AT =b angewendet. Die Beziehung
(KT AKT = (K"K 'A(KT)7'KT = ¢7'A (4.1.23)

zeigt, dass fiir €' = A die Matrix A &hnlich zu I, d. h. x(A) = &(I) = 1 ware. Folg-
lich wird man C~! als moglichst gute Approximation von A~' wahlen, wobei natiirlich
die Zerlegung ¢ = KK7 bekannt sein muss. Das CG-Verfahren fiir das transformierte
System Af — b kann in den urspriinglichen GréBen A, b und z als ,PCG-Verfahren®
geschrieben werden:

Startwert: @ e RY, d@ =0 —p_ A0 O — 1O
(9, p)

(Ad®, d®)’

£ O 4 0 g® ) 0 a0

IrJ{!=+ 1y _ o 1 rfi+1 1 .

fiir ¢ = 0: by =

{T{*+11'|+ P{Hn} (£+1) (t+1) t)
O e
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Verglichen mit der einfachen CG-lIteration erfordert das PCG-Verfahren in jedem Schritt
zusitzlich die Losung des Systems C'p®* =+ was unter Ausnutzung der Zerlegung
C = KK7 erfolgt. Zur Erzielung einer Komplexitit von @(N) a.Op. pro Schritt sollte die
Dreiecksmatrix K eine dhnliche Besetzungsstruktur wie der untere Dreiecksanteil [ von
A haben. Ausgehend von den oben betrachteten einfachen Fixpunktiterationen werden
in der Praxis die folgenden Vorkonditionierer verwendet:

1) Diagonal-Vorkonditionierung (Skalierung): C = DY2DV?,
Die Skalierung bewirkt, dass die Elemente von A auf etwa gleiche Grofenordnung ge-
bracht werden, insbesondere wird a; = 1. Dies reduziert die Kondition, denn es gilt:

w(A) > A <iaN Gis (4.1.24)
MDY i Qi
Beispiel: Die Matrix A = diag{\ = ... = Ay1 = LAy = 105} hat die Kondition
conda(A) = 10%. Die skalierte Matrix A = D~"2AD~/2 hat dagegen die optimale Kon-
dition conds(A) =1.

2} S50R- Vorkonditionierung: Mit einem Parameter w wird gesetzt

C = (D +wL)D™Y(D +wR) = (D'? + wLD'?)(D'? 4+ wD™'R).
K KT

Offenbar besitzt die Drelecksmatrix K dieselbe schwache Besetzung wie A. Pro ltera-
tionsschritt erfordert das so vorkonditionierte Verfahren etwa doppelt so viel Aufwand
wie das einfache Verfahren. Dagegen gilt fiir die Modellmatrix bei optimaler Wahl des
Parameters w (1. Allg. nicht leicht zu bestimmen!)

k(A) = /k(A4).

3) ICCG-Verfahren (Incomplete Cholesky Confugate Gradient):

Die symmetrische, positiv definite Matrix A besitzt eine Cholesky-Zerlegung A — LI
mit einer unteren Dreiecksmatrix L = “ii]-{ii=1 . Die Elemente von L sind bestimmt durch
die folgenden Rekursionsformeln:

I = ( - I-E_l 2 )1.-'2 i =1 N
i i " 1 [
et k 1 1 1

i—1

cj.-=é(aj.-—§zjk3,-k)i j=i+1,..,N.

Die Matrix L hat i. Allg. innerhalb der Hiille von A wvon Null verschiedene Elemente,
erfordert also in der Regel weit mehr Speicherplatz als A selbst. Dies wird jedoch dadurch
ausgeglichen, dass man nur eine "unvollstindige Cholesky-Zerlegung” vornimmt, d. h.: Im

Cholesky-Algorithmus werden einige der [; Null gesetzt, z. B.: I;; =0, wenn a;=0.
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Diies ergibt dann eine Zerlegung
A=LL"+E (4.1.25)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L = {f.—_,—].— =1, Welche eine &hnliche (diinne) Be-
setzungsstruktur wie A besitzt. Man spricht von der ICCG(0)-Variante, wenn (4.1.25)
gefordert wird. Werden im Fall einer Bandmatrix A weitere p Nebendiagonalen mit von
Null verschiedenen Elementen in L hinzugefiigt baw. weggestrichen, so nennt man dies
die ICCG(+p) bew. ICCG(—p)-Variante. Zur Vorkonditionierung verwendet die ICCG-
Methode die Matrix

C=KKT = LI". (4.1.26)

Obwohl keine strenge theoretische Begriindung fiir den Erfolg dieses Ansatzes vorliegt, so
zeigen doch numerische Tests an Modellproblemen, welchen Einfluss diese Konditionierung
auf die Verteilung der Eigenwerte der Matrix A hat. Zwar wird die Konditionszahl «(A)
nicht deutlich kleiner als «(A), doch die Eigenwerte von A hiufen sich im Gegensatz zu
denen von A stark bei A = 1. Dies bewirkt, wie eine feinere Analyse zeigt, eine deutliche
Beschleunigung der Konvergenz.

4) ADI-Vorkonditionierung:  C = (A + wI)(A, + wl)( A} + wI)(A] +wl).
Auch hier muss zur Bewahrung der Symmetrie von A eine symmetrisierte Variante des
ADI-Matrix verwendet werden.

Eine gute Vorkonditionierung der Modellmatrix bewirkt eine Verbesserung der Kon-
vergenzrate von p(A) = 1 — (k) auf p(A) = 1 — (hY?) und damit auf die Lésungs-
komplexitit @(N%*). Besonders die ILU-Vorkonditionierung hat sich in der Praxis bei
vielen Problemen als effizient und robust erwiesen. Sie reduziert zwar nicht die Kondition,
doch bewirkt eine Konzentration der Eigenwerte um den Wert A = 1, was ebenfalls eine
dentliche Beschleunigung der CG-Konvergenz mit sich bringt.

4.2 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren gehoren zum Typ der (verallgemeinerten) Defektkorrekturiterationen
und verwenden eine Folge von Subproblemen &hnlicher Struktur, aber sukzessive kleiner
werdender Dimension. Sie sind speziell zugeschnitten auf die Lisung der Gleichungzsy-
steme, wie sie bel der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen mit Differenzen-
oder Finite-Elemente-Verfahren entstehen. Die Idee ist die eines allen diskreten Proble-
men zugrunde liegenden iibergeordneten, kontinuierlichen Problems und der fortgesetzten
Aufspaltung von Fehlern und Defekten auf den verschiedenen Gittern in  niedrig- und
hochfrequente® Anteile, die separat behandelt werden. Bei richtiger Zusammenstellung
der einzelnen Verfahrenskomponenten erhilt man Idealfall das gewiinschte optimale®
Lisungsverfahren mit arithmetischem Aufwand O(N) fiir die Berechnung der N Un-
bekannten auf dem feinsten Gitter. Die Grundidee des Mehrgitterverfahrens geht auf die
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russischen Mathematiker R. Fedorenko® und N. Bachwalow® in den 1960-er Jahren zuriick.
Dianach wurde der prinzipielle Ansatz in den spaten 1970-er Jahren unabhngig vonein-
ander von A. Brandt!® und W. Hackbusch!! zu einem allgemein anwendbaren Verfahren
entwickelt. Die im Folgenden dargestellte Konvergenz- und Komplexititsanalyse ist in
ihrer rigorosen Form fiir Differenzenverfahren in Hackbusch [19] beschrieben.

Zum Einstieg betrachten wir das Gleichungssystem auf dem Gitter Ty :
Apzp = by, (4.2.27)
und approximieren die Losung mit dem Richardson-Verfahren
it = 2 4 O (br — Anzfl)) = (I — OhAR)z}y) + Oubi (4.2.28)

mit einem Dimpfungsfaktor 0 < #, < 1. Die symmetrische, positiv definite Matrix A,
besitzt ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren {w}:]? i =1,.., N} zu den geordne-
ten Eigenwerten Amip(Ax) = A < .0 < Ay = Apo(Ax) = Ay . Entwickelt man den
Anfangsfehler in der Form

e}l} = IFl — Ty = ZE 'u.r':']',

so gilt fiir die iterierten Fehler entsprechend

el — (In— O As)tel) = Zztfa—eﬁah) ZE 1— 8)) w.
i=1

#Radi Petrowitsch Fedorenko (1930-2000): Russischer Mathematiker; arbeitete ab 1953 am Keldysh-
Institut fur Angewandte Mathematik der Russischen Akademie der Wissenschaften; numerische Beroch-
nungen fr das sowjetische Kernwaffen- und Kerntechnikprojekt sowie fr Luft- und Raumfahrt; erste Ar-
beiten unterlagen der Geheimhaltung, erste Vertffentlichung 1958 fiber ein Problem der Magnetohvdro-
dynamik; Pionier der Mehrgittermethode mit Arbeiten Anfang der 1960-er Jahre in Zusammenhang mit
der numerischen Lsung der Poisson-Gleichung in der Wettervorhersage.

INikolai Sergejewitsch Bachwalow (1934-2005): Russischer Mathematiker; Arbeiten zur Numerik; Pro-
motion 1958 in Moskan bei A. Kolmogorow; ab 1966 Prof. an der Lomonossow-Universitat und 1981
Abteilung Numerische Mathematik; Pionier der Mehrgitterverfahren und Beitrage zur Numerik von Wel-
lenphnomenen und Verbundmaterialien (Methode der Homogenisierung und der ,Fietitious Domain®-
Methode); Autor verbreiteter russischer Lehrbeher ber Numerik.

10 4 chi Brandt (1938-): Israelischer Mathematiker; Arbeiten iiber partielle Differentialgleichungen und
Numerik; Prof. am Weizmann-Institut in Rechovot (Israel) und an der Univ. of California (Los Ange-
les, USA); einer der Pioniere der Mehrgittermethode (sog. ,Full Approximation Scheme®, FAS, 1977);
behauptet, jede partielle Differentialgleichung sei durch Mehrgitterverfahren effizient und schnell losbar;
Mitgrnder der Softwarefirma VideoSurf,

UWolfgang Hackbusch (1948-): Deutscher Mathematiker; Studium in Marburg; Promotion 1973 und
Habilitation 1979 in Koln R. Bulirsch; Professuren for Praktische Mathematik in Bochum und Kiel;
1999/2000-2014 Direktor am MPT for fr Mathematik in den Naturwissenschaften in Leipzig; wichtige
Beitrige zur Numerik von partiellen Differentialgleichungen und Integralgleichungen; am besten bekannt
durch seine Arbeiten zur ,Mehrgittermethode®, dem =og. ,Panel Clustering” und der ,H-Matrizen®.
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Folglich ist

Ny
e 2 =3 e2(1 - 800, (4.2.20)

Die Bedingung 0 < #, < A;! ist hinreichend fiir die Konvergenz der Richardson-
Iteration. Wegen |1 — #pA;| <2 1 fiir grofe A; und |1 — #,A1| = 1 werden offenbar
hoch-frequente” Komponenten des Fehlers sehr schnell, aber | niedrig-frequente® nur sehr
langsam geddmpft. Dasselbe gilt auch fiir das Residuum ri? — b, — Azl = Apel?  d.h.:
Bereits nach wenigen Iterationen gilt:

N/
i [P = Y €31 — a0, (42.30)

i=1

wobei [N/2] := max{n € N|n < N/2} ist. Dies kann so interpretiert werden, dass der
iterierte Diefekt rf:l auf dem Gitter T, glatt ist. Daher sollte er auf einem gréoberen Gitter
Tsy, mit Gitterweite 2k gut approximierbar sein. Die resultierende Defektgleichung zur
Berechnung der Korrektur zur Naherung zf] auf T} wiirde dann wegen ihrer geringeren
Dimension Na, s N /4 auch weniger Aufwand kosten. Dieser Defektkorrekturprozess
in Verbindung mit sukzessiver Vergriberung kann weitergefiihrt werden bis zu einem
gribsten Gitter, auf dem die Defektgleichung dann exakt geldst wird. Die wichtigsten Be-
standteile eines solchen Mehrgitterprozesses sind die | Glattungsiteration® IL"] =57 {z}lm}
sowie geeignete Transferoperationen zwischen den Finite-Elemente-Riumen auf den ver-
schiedenen Gittern. Die Glattungsoperation Sj(-) ist gewdhnlich gegeben in Form einer
Fixpunktiteration (z.B. der Richardson-Iteration)

I;::,{.n _ Sﬁ{IE}] — {‘rh _ G;’Aﬁ}:s;::’] + G;lbﬁ‘.-

mit der Iterationsmatrix Sy = I — C LA, .

4.2.1 Mehrgitteralgorithmus im Finite-Elemente-Kontext

Zur Formalisiernng des Mehrgitterprozesses betrachten wir nun eine Folge von Gittern
T; = Tw,, I = 0,..., L, zunehmender Feinheit hp > ... = hy > ... = hp sowie zugehorige
FE-Ridume Vj:= Vs, < V. Der Einfachheit halber sei angencommen, dass die FE-Raume
hierarchisch geordnet sind, d.h.: Vo € Vi © ... © ¥ C ... C V. Diese Voraussetzung
erleichtert die Analyse des Mehrgitterprozesses, ist aber nicht entscheidend fiir sein Funk-
tionieren. Zwischen den Funktionen v € V; und den zugehéirigen Knotenwertevektoren
y € BYt gilt der iibliche Zusammenhang w(a,) = yia, n = 1, ..., N;. Wie iiblich schreiben
wir das kontimiierliche Problem und sein FE-Analogon in variationeller Form als

a(u,p) = (f,p) YoV, (4.2.31)
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bzw. auf dem feinsten Gitter Tp als

a(ur,pr) = (f,er) Ver € Vi (4.2.32)

Dabei sind a(u,) = (Lu, ) die zum (elliptischen) Operator L gehorende “Energie-
Form* und (f, ) das L*-Skalarprodukt auf dem Lisungsgebiet 1. Die ,exakte® diskrete
Ldsung ur € Vi geniigt der a priori Fehlerabschétzung

llu —ug| < chL|If]- (4.2.33)
Ziel ist es, einen Losungsprozess zu finden, der eine Approximation wy, & uy, liefert mit
lur — ]l < ek |I£]l- (4.2.34)

Ist der dazu erforderliche Aufwand (N ) und zwar gleichméfiig bzgl. L, so nennt man
diesen Prozess | komplexitits-optimal®. Wir werden sehen, dass der Mehrgitteralgorithmus
bei richtiger Wahl der Verfahrenskomponenten in diesem Sinne | optimal® ist.

Sel u'fJ e Vi eine Schitzung fiir die exakte Losung up € Vi anf Gitterlevel L.
Zunfchst wird ufﬂ ~geglittet”. Dazu werden ausgehend von ﬁfﬂ = ”E]} z. B. v Schritte
des Richardson-Verfahrens durchgefiihrt. In variationeller Schreibweise lautet dies:

(@, o0) = @5V, L) + 0L{(f,oL) —a@f ™, e1)} VL € Vi, (4.2.35)

wobei 8, = A_ .. (A4,)"!. Mit der geglitteten Approximation wird der Defekt d; € V}
gebildet (ohne ihn wirklich zu berechnen):

(de,er) i= (f, o) —alig o), L € Vi (4.2.36)

Wegen Vp_y C Vi erbilt man anf dem nichst groberen Gitter Tp_y die Defektgleichung
(,Grobgittergleichung*)

a(gr-1,¢1-1) = (dp,or-1) = (f,p2-1) —a(@y”, pr-1) Vr-1. (4.2.37)

Die Korrektur gr1 € Vp—y wird nun entweder exakt berechnet (etwa mit einem ,di-

rekten® Liser) oder nur niherungsweise mit Hilfe einer Defektkorrekturiteration qﬂ, -

qﬁ’l unter Verwendung der noch griberen Gitter Ty_a, ..., Ty . Das Ergebnis qiﬂ e Vo1

wird dann als Element von Vg interpretiert und zur Korrektur von EE’} verwendet:
= (0 -
i) =l + wegh oy (4.2.38)

Dabei wird der Dimpfungsparameter wy, € (0, 1) verwendet, um das Residuum von ay, zu
minimieren. Auf diesen in der Praxis sehr niitzlichen Trick wollen wir hier nicht weiter ein-
gehen. Die erhaltene korrigierte Niherung uy wird nun nochmals g-mal ,nachgeglittet®.

Ausgehend von EE]’ = uy, wird etwa wieder mit dem Richardson-Verfahren iteriert:

(@P, o) = @, o) + 0.{(f.01) —alay ", 0r)} Ver € Vi (4.2.39)
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Dias Ergebnis wird schliefllich als die nichste Mehrgitteriterierte ugl = ﬁ%] akzeptiert.

Diamit haben wir einen Schritt des Mehrgitterverfahrens (einen ,Zyklus*) auf dem Gitter-
level I beschrieben. Jeder solche Zyklus beinhaltet also neben v+p Richardson-Schritten
{auf Level L), welche jeweils eine Inversion der Massematrix erfordern, die Losung des
»Grobgitterproblems® (4.2.37).

Wir wollen nun den beschriebenen Mehrgitteralgorithmus in etwas abstrakterer Form
darstellen, um seine Struktur besser zu verstehen und ihn auch leichter analysieren zu
kinnen. Yu den Matrizen A4; = Ay, auf den Gittern T; sind Operatoren 4; : V| — W
assoziiert durch

(Awwy, wn) = a(ve, wi) = (A, 21y Yo, wn € W (4.2.40)

Weiter seien &(-) die zugehdrigen Glattungsoperationen mit (linearen) Iterationsopera-
toren S;. Beim Richardson-Verfahren ist der Iterationsoperator & = I;—#.4; . Schliefilich
filhren wir noch Transferoperatoren zwischen aufeinander folgenden R&iumen ein:

ri ' 1 Vi = Vi1 (Restriktion), pj_,: Vi_s — Vi (Prolongation).

Im Finite-Elemente-Kontext ist natiirlicherweise rl_l — F_; die L’-Projektion und
i_y = id. die natiirliche Einbettung. Wir beschreiben nun den Mehrgitterprozefi zur
Berechnung der Lasung des Sytems

Apug, = fr (4.2.41)

auf dem ,,feinsten® Gitter Ty, .

Mehrgitterprozess: Ausgehend von einem Startwert uiu]' € Vi werden Iterierte ugl durch
den folgenden rekursiven Prozess

uf ™ — MG(L,u’, f1) (4.2.42)

erzengt. Sei also die ¢-te Mehrgitteriterierte uf" bestimmit.
Grobgitterldsung: Fir [ = 0 bedeutet MG(0,-, gy) stets die exakte Lisung des Systems
Apug = gp (2.B. mit Hilfe eines direkten Losungsverfahrens), d. h.:

w = MG(0,-,g0) = A5 'g0. (4.2.43)

Rebursion: Sei fiir ein 1 <[ < L das System A4jq = g zu lGsen. Mit Parameterwerten
v, p = 1 ist dann

MG, @) == v =y (4.2.44)

rekursiv definiert durch die folgenden Schritte:

i) Vorglattung:
o =8 (y"); (4.2.45)

ii) Defektbildung:
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dy == @ — Ay, | (4.2.46)
iii) Restriktion: }
iy =1y (4.2.47)
iv) Defektgleichung: Ausgehend von gy = 0 wird fiir 1 <r < R iteriert:
a7y = MG — 1,477, dpy); (4.2.48)

v) Prolongation:
@ = Piad; (4.2.49)

vi) Korrektur: Mit einem Dimpfungsparameter w; € (0, 1] wird gesetzt:
U=+ wiq; (4.2.50)

vil) Nachglatfung:
ui = 8 () (4.2.51)

Im Falle I = I wird schliefilich gesetzt:
uftt . (4.2.52)
. - - 1
Schematische Darstellung des Mehrgitterschritts uE] — uf"‘ ¥

E] — EE} St(u m} —+ dp=fi _-AL_M
} dp-1 =vf7'dr_1 (Restriktion)
qr—1 = -*1511&:.—1 { A-malige Defektkorrektur)

} gr=pf_ig.—1 (Prolongation)

o) —af vwrg — uft™ = sr@Ed)
Wenn die Defektgleichung Ap_1q.-1 = Jg,_l auf dem griberen Gitter Tp_y ,exakt®
gelost wird (z. B. durch Gaufi-Elimination), spricht man von einer ,, Zweigittermethode®.
In der Regel wird der Prozess aber rekursiv zum Mehrgitterverfahren bis zum gribsten
Gitter fortgesetzt. Dabei kann der wvollstindige Mehrgitterzyklus auf verschiedene Art
organisiert werden. Seine Struktur ist im wesentlichen durch den Parameter B bestimmdt,
der festlegt, wie oft der Defektkorrekturprozess auf jedem Gitterlevel durchgefiihrt wird.
In der Praxis spielen nur die Félle B = 1 oder K = 2 eine Rolle. Dem entsprechen der
im schematischen Bild gezeigte sog. ,\V-Zyklus® und der sog. ,, W-Zvyklus*. Dabei stehen
die Punkte ,e* fiir Glittung und Defektkorrektur auf den Gittern Ty, und die Linie ,—*
fiir den Transfer zwischen aufeinander folgenden Gitterniveaus.
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Vo

Abbildung 4.2: Schema eines Mehrgitterverfahrens mit V- (oben links) F- {(oben rechts)
und W-Zyklus (unten).

£ 2 g2

L N A

Der V-Zyklus ist sehr effizient (wenn er funktioniert), krankt aber oft an Instabilititen,
welche durch Irregularititen im Problem (starke Unsymmetrien, Eckensingularititen, Git-
terunregelmafigkeiten u.s.w.) hervorgerufen werden. Der W-Zyklus ist dagegen sehr ro-
bust, aber auch teurer. Methoden mit R > 3 sind gewdhnlich zu ineffizient. Ein gu-
ter Kompromiss zwischen V-Zyklus und W-Zyklus stellt der sog. ,,F-Zyklus® dar. Dieser
wird gewdhnlich auf Gitter Ty, gestartet mit einem beliebigen Startvektor uim { meist
ufﬂ = 0). Wird dieser Prozess allerdings zur Lisung eines nicht linearen Problems im
Rahmen einer Newton-lteration angewendet, so kann dieser Startwert zu ungenau sein,
und die ganze lteration divergiert. In einem solchen Fall startet man zur Generierung
einer hinreichend genaunen Anfangsapproximation den Mehrgitterprozess gewShnlich auf
dem gribsten Gitter Tp. Wir beschreiben dieses sog. | geschachtelte® Mehrgitter-Schema
(“nested multigrid™) fiir das lineare Problem.

Geschachteltes MG: Ausgehend von dem Startwert ug := Ay fp auf dem gribsten Gitter

Ty werden fiir I = 1,..., L rekursiv Niherungen wu; == wy; berechnet nach der Vorschrift:
u” = pi_yiirs

uf) = MG ™, f), t=1oti, | —wl < RIS,

= u}i'}.

Es gibt nicht ,,den Mehrgitteralgorithmus®. Die erfolgreiche Realisierung des Mehrgit-
terkonzepts erfordert eine sorgfiltige Balance der verschiedenen Bestandteile wie Glitter
& und Gitteroperatoren .4; sowie der Gittertransfers rf‘l und pl_; jeweils fiir das zu
losende Problem. Im folgenden werden wir diese Verfahrenskomponenten im Rahmen des
Finite-Elemente-Kontexts diskutieren.

i) Gldtter: | Glatter” sind fiblicherweise einfache Fixpunktiterationen, die auch als  Laser®
verwendet werden kinnen, aber mit einer sehr schlechten Konvergenzrate. Sie werden auf
jedem Gitternivean nur ein paarmal angewendet (v, g ~ 1 — 4), um die hochfrequenten
Fehleranteile anszuddmpfen. Wir betrachten im folgenden nur das klassische Richardson-
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Verfahren,
Si=Ti— 0A1, 0= Aae(A) (4.2.53)

welches aber nur bei sehr ,putartigen” Problemen funktioniert. Leistungsfahiger und ro-
buster sind das Gaufi-Seidel- und das ILU-Verfahren. Diese funktionieren auch noch gut,
wenn das Problem gewisse Pathologien beinhaltet. Im Fall eines starken Advektionsterms
besitzt die Systemmatrix bei Numerierung der Knotenpunkte in Transportrichtung einen
dominanten unteren Dreicksanteil I, fiir den die Gauf-Seidel-Methode ,, exakt® ist. Fiir
Probleme mit degenerierten Koeffizienten in einer Raumrichtung sowie auf stark aniso-
tropen Gittern besitzt die Systemmatrix einen dominaten Tridiagonalanteil, fiir den wie-
dernm die ILU-Iteration ,exakt* ist. Fiir echt indefinite Probleme werden spezielle, der
jeweiligen Struktur des Problems angepasste Gléitter verwendet, deren Diskussion aber au-
Berhalb des Rahmens dieses einfiilhrenden Textes liegt. Auf lokal verfeinerten Gittern darf
die Glattung im Wesentlichen nur anf den jeweils nen hinzugekommenen Zellen operieren,
da sonst der arithmetische Aufwand pro Gitterlevel zu grofi wird.

il) Gittertransfers: Im Kontext einer Finite-Elemente-Diskretisierung mit geschachtelten
Ansatzriumen Vg < Vi C ... C V< ... C Vy ist die generische Wahl fiir die Prolongation
Py Vioy = V; die zellweise Einbettung und fiir die Restriktion +-! : V; — V_; die
L2-Projektion. Bei anderen Diskretisierungen (z. B. Differenzenschemata) verwendet man
geeignete Interpolationsprozesse (z. B. bilineare Interpolation).

iii) Grobgitteroperatoren: Die Operatoren 4; auf den verschiedenen Gitterniveaus miissen
nicht notwendig zur selben Diskretisierung des Ausgangsproblems gehiren. Dies wird
z. B. wichtig bei der Beriicksichtigung von gitterweitenabhingiger kiinstlicher Diffusion
(,upwinding®) zur Behandlung von Transporttermen. Wir beschrinken uns hier aber anf
den Idealfall, dass alle 4; durch dieselben FE-Diskretisierungen auf der Gitterhierarchie
{Ti}i=o, 1 erzeugt sind. In diesem Fall gilt die fiir die theoretische Analyse niitzliche
Beziehung

(A1, wi1) = alvi—1, wi—1)
[ [
= a(p;_1vi-1,P_Wi-1)

= {AiPLﬁ’I—hPL:W—l] = {r:_l-AJP:_]l'i—l;wI—l} .
dh: A =rAp,.

iv) Korrekturschritt: Im Korrekturschritt wird ein Dampfungsparameter wy € (0,1]
verwendet, der im einfachsten Fall wy = 1 pgesetzt ist. Es hat sich als sehr wirksam

erwiesen, ihn so zu wihlen, dass der Defekt A;m; — d;_; minimal wird. Dies fiihrt auf die
Formel

(A, di_y — Aifiy)
[l A2

In der folgenden Analyse werden wir der Finfachheit halber stets wy = 1 setzen.

w =

(4.2.54)
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4.2.2 Konvergenz- und Aufwandsanalyse

Die klassische Analyse des Mehrgitteralgorithmus basiert auf seiner Interpretation als
eine Defektkorrekturiteration und dem Konzept einer rekursiven Anwendung des Zwei-
gitterverfahrens. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass mur Vorglittung angewendet
wird (d. h.: v = 0, g = 0) und dass im Korrekturschritt keine Ddmpfung erfolgt (d. h
wy = 1). Der Zweigitterprozess lisst sich dann in der folgenden Form schreiben:

ug ™ = Sp(u’) + o ALl (fr — AuSE(u)
= S7(u) + 1 Agtyr T Aw (ur — S ().
Fiir den Iterationsfehler e': = uE] — uy, gilt daher
e = (T — P Aptyrt AL (SE(up)) — ur). (4.2.55)
Die Glattungsoperation ist gegeben in der (affin-linearen) Form
Splve) = Spv + 4.

und erfiillt als Fixpunktiteration die Bedingung Sp{up) = wup . Darans erschliefit man
rekursiv, dass © @ “
St(up’) —ur = Sp(Sy Yup') —up) = ... = Steg .

Mit dem sog. , Zweigitteroperator®
ZGr(v) == (Tn — pE1 ALt irE " AL)SY,
gilt daher
e — zGp(v)el . (4.2.56)

Satz 4.2 (Zweigitterkonvergenz): Fir hinreichend haufige Glattung, v = 0, ist der
Zweigitteralgorithmus konvergent mit einer bzgl. L gleichmafigen L?-Konvergenzrate:

IZGL(v)|| < pza(v) =ev! < 1. (4.2.57)
Beweis: Wir schreiben
ZGp(v) = (AL — pE_1 AL L) ALSE (4.2.58)
und schitzen ab:
1ZGL(w)l < IlAL! — pE_ AL I ALST - (4.2.59)

Der erste Term rechts beschreibt die Qualitit der Approximation der Feingitterldsung auf
dem griberen Gitter, wihrend der zweite Term den Glittungseffekt enthélt. Die Idee fiir
die weitere Analyse ist nun, zu zeigen, dass der Gliatter Sp(-) die sog.  Glattungseigen-
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schaft®,
Il ALSEve |l < e R\l vr € Vi, (4.2.60)
und die Grobgitterkorrektur die sog. ,Approximationseigenschaft” besitzt,
(AL =i Azl Dol < cahiflocll, vr€ Vi, (4.2.61)

mit positiven Konstanten c,, ¢, gleichméfiig bzgl. L . Kombination dieser beiden Abschit-
zungen ergibt dann die behauptete Ungleichung (4.2.57). Fiir hinreichend hinfige Glat-
tung ist pzg == cr~! < 1, und der Zweigitteralgorithmus konvergiert gleichmiBig bzgl.
L. Alle im Folgenden auftretenden Konstanten sind unabhéngig von L.

i) Glittungseigenschaft: Der selbstadjungierte Operator 4; besitzt reelle, positive Eigen-
werte 0 < Ay < .0 < A < 0 < Ay, =0 Ap mit einem zugehdrigen L2-Orthonormalsystem
von Eigenfunktionen {w'?, ..., w™t1}  so dass sich jedes v, € V¢, in der Form

N
v = yw®, %= (vr,u?) (4.2.62)
i=1

darstellen lasst. Fiir den Richardson-lterationsoperator

Sp=Tp — 0L AL: Vi = Vo, 6p=A;, (4.2.63)
gilt dann Ny, AV @
ALShuy, = ; ’:ri};,-(l - ﬁ_:.) w® (4.2.64)
und folglich:
N
A S = Zﬁxf(l -2
Ny

<at o () (-2} 2

“at e {(3) (- 3) et

Mit Hilfe der Beziehung (Ubungsaufgabe)

max {z2(1 — £)*} < (1 + v)~2 (4.2.65)

[IE T |
ergibt sich

I ALSzve |* < AL+ v) 72 o] (4.2.66)
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Die Beziehung Ay < chp? liefert dann schlieflich die behauptete Ungleichung fiir den
Richardson-Iterationsoperator

IASEl < e 'hp?, v 1. (4.2.67)

ii) Approcimationseigenschaft: Wir erinnern daran, dass im vorliegenden Kontext ge-
schachtelter FE-Riume Prolongationen und Restriktionen gegeben sind durch

pr_y = id. (Identitdt), ri~' = Pp_; (L>-Projektion).
Ferner erfiillt der Operator A : Vp — Vi definitionsgem&f
(Arve, o) = alve,en),  ve,er € Vi

Fiir ein beliebiges, aber fest gewdhltes fp € Vi gilt demnach fiir die Funktionen wp :=
Ap'fp und vy = Aptyrp T e

a(ve, L) = (fL,ee) Vo € Vi,
alvr—1,¢0-1) = (fr,v0-1) Vr—1 € V.

Der Funktion vy € V; ordnen wir eine Funktion v € V n H%(Q) zu als Lisung der
Randwertaufgabe

Lv=fr in, v»=0 anf 30, (4.2.68)
bzw. in ,schwacher® Formulierung
alv,p) = (fL.e) VeelV. (4.2.69)
Diafiir gilt die a priori Abschitzung
V22| < el fell. (4.2.70)
Dann ist

a(ve,wr) = (foowe) = a(v,eL), L € Vi,
alvp—1,90-1) = (fL,er—1) = alv,pr-1),  wr—1 € Ve,

d. h: vy und vy sind gerade die Ritz-Projektionen von v auf Vi bew. Vp_y. Fiir
diese gelten die L?-Fehlerabschitzungen

oz —vfl < ch2[[V2ull, floe-1 — vl < ch?_;|V2u]. (4.2.71)
Diamit erhalten wir wegen hy_y < 4hy und der a priori Abschitzung (4.2.70):

llog, — vl < chi | V]| < chillfLll- (4.2.72)
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Diies bedeutet mit der obigen Setzung, dass
IAZ" fr — PEa AT i fel < chilfell. (4.2.73)
Diamit folgt die gewiinschte Abschitztung
AL — pE AL rE 7| < chi. (4.2.74)
Dies vervollstindigt den Beweis. Q.ED.

Das Resultat fiir den Zweigitteralgorithmus wird nun verwendet zum Nachweis der
Konvergenz des vollen Mehrgitteralgorithmus.

Satz 4.3 (Mehrgitterkonvergenz): Es sei angenommen, dass der Zweigitteralgorith-
mus konvergiert mit einer L?-Konvergenzrate pzo(v) — 0 fir v — oo, gleichmafig
bzgl. L. Dann konvergiert fiir hinreichend haufige Glattung der Mehrgitteralgorithmus
mit R > 2 (W-Zyklus) mit einer von L unabhingigen L*-K onvergenzrate pyg < 1,

lur, — MG(L,u?, fr)|| < puc llur —uf?||. (4.2.75)

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach dem Gitterlevel L gefiihrt. Wir be-
trachten nur den relevanten Fall B = 2 (W-Zyklus) und werden uns der Einfachheit
halber nicht bemiihen, die anftretenden Konstanten zu optimieren. Sei » so grofi, dass
die Konvergenzrate des Zweigitteralgorithmus pze < L i lst Wir wollen zeigen, dass dann
die Konvergenzrate des Mehrgitteralgorithmus ppye { 1st gleichméafig bzgl. L. Fiir
L =1 ist dies dann offenbar richtig. Sei nun auch gy { fiir Gitterlevel L — 1. Auf

Gltterlevel L gilt dann ausgehend von der Iterierten u” mlt der approximativen Lisung

qL 1 (nach 2-maliger Anwendung der Grobgitterkorrektur) und der exakten Lsung q;_,
der Defektgleichung anf Level L —1:

uf ™ — MG(L,uf, fr) = S(uf) + pE_1afy
= St(uf?) + pEsdr-1 +pE_1(a?y — Gu-1) (4.2.76)
— ZG(L,up, fi) + pE-a(afy — 1)
Nach Induktionsvoraussetzung ist (Man beachte, dass der Startwert der Mehrgitteritera-
tion auf Level L —1 gleich Null ist und pr_q = A7, rf~'dp):
|lgr—1 —":'L._j | = P2MG lgr—1ll = PMG”AL_FL_IALSL{H - “L ]” (4.2.77)

Kombination der letzten Beziehungen ergibt fiir den Iterationsfehler EEJ = 'u':;} —ugL!

lef N < (pze + page AL T ALSE]l) el (4.2.78)

Diie Norm rechts ist bereits im Zusammenhang mit der Knnvergenz des Zweig'lttera.lgorith—
mus abgeschitzt worden. Mit dem Zweigitteroperator ZGp, = (A '—pk_ A7 rE 1 ALSY
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gilt
Al i ALSE = SE — (AL — pE o ALLrE T DALSE = SE - ZGy,

und somit
AL AcSEll < ISEI+ 1 ZGLll < 1+ pze < 2. (4.2.79)
Diamit erhalten wir schliefilich
lef™ N < (pze + 26kc) llet|l (4.2.80)
Mit Hilfe der Annahme iiber pze und der Induktionsannahme folgt
1S < (5 +25) 191 < 5121, (4.2:81)
was den Induktionsbeweis vervollstindigt. Q.ED.

Fiir  gutartige” Probleme (symmetrischer, positiv definiter Operator, glatte Koeffi-
zienten, quasi-gleichférmige Gitter u.s.w.) erreicht man in der Regel Mehrgitterkonver-
genzraten im Bereich ppe = 0,1 — 0,3. Die obige Analyse ist nur fiir den W-Zyklus
giiltig, da im Beweisteil (ii) K = 2 bendtigt wird. Der V-Zyklus kann nicht auf Basis
nur einer Zweigitteranalyse behandelt werden. In der Literatur finden sich allgemeinere
Ansitze, die Konvergenz von Mehrgitterverfahren auch in weniger reguliren Situationen
garantieren.

Als nichstes diskutieren wir die numerische Komplexitit des Mehrgitteralgorithmus.
Diabei werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

OP(T) = Anzahl der a.0Op. zur Durchfiihrung einer Operation T,
R = Anzahl der Defektkorrekturschritte auf den einzelnen Gitterniveaus,
N; :=dim V; = k¢ (d = Raumdimension),

K= l{IgLNl_lfN[ < 1,

Cp = O_P{AEIHNEH
C. = max{OP(8)/Ni}, Cq:= max{OP(d)/Ni},

Cr == max {OP(n)/Ni},  Cp:= max{OP(m)/Ni}.

i<l<

In der Praxis ist meist =27, €, & Cy 5 O, 5 Cp & #{apm # 0} und CoNp < Ni.

Satz 4.4 (Mehrgitterkomplexitft): Unter der Bedingung g := Hx < 1 gilt fiir einen
Mehrgitterzyklus MGy, :

OP(MGy) < CiNp (4.2.82)
mit
. {V+F}Ga+cd+cr+cp

C
L 1_gq

+ GEIQ'L'.-
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Der Mehrgitteralgorithmus liefert die Np,-dimensionale diskrete Losung up € Vy, auf dem
Gitter Ty, im Rahmen der Diskretisierungsgenauigkeit O(hi) bzgl. der L*-Norm mit
O(NpIn(NL)) a.Op. und hat damit (fast) optimale Kompleritat.

Beweis: Wir setzen Cp .= OP({MG|)/N;. Ein Mehrgitterschritt beinhaltet die R-fache
Anwendung desselben Algorithmus auf dem néchst groberen Gitter. Bei Beachtung von
Ni—i < &N gilt mit O = (v 4+ p)C, + Ca+ Cr + Gt

CLNp = OP(MGy) < CN+R-OP(MGp_;) = CNp+R-C._1Np_1 < CNp +qCp_1 Nz,

und folglich Cf < C+ qCr—1 . Rekursive Anwendung dieser Beziehung liefert

. c
CL<Cl+q+qd+..+¢d" )+d"Co< T +q"Co.

Dies impliziert die behauptete Abschitzung (4.2.82). Die Komplexitit des Gesamtalgo-
rithmus ergibt sich dann aus den Beziehungen

_ In(Ng)

tooms b2 N t s .
Pua L L s In(pac)

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.ED.

Wir bemerken, dass im Beweis der Aussage (4.2.82) die Bedingung

q:=Rx=REﬁM-1!M{1

wesentlich ist. Dies besagt fiir den W-Zyklus (R = 2), dass sich beim Ubergang vom
Gitter Ty_y zum néchst feineren T; die Anzahl der Gitterpunkte (bzw. Freiheitsgrade)
hinreichend stark erhéhen muss, etwa wie bei einer gleichférmigen Verfeinerung

N; =] 4N;_1.

Bei einem adaptiv gesteuerten Verfeinerungsprozess mit tellweise nur lokaler Gitterverfei-
nerung ist dies meist nicht erfiillt; selbst bei Verwendung der Fest-Raten®-Strategie ist
z. B. oft nur N == 2N;_; . In solchen Fillen muss der Mehrgitterprozess zur Aufwands-
ersparnis modifiziert werden. Dies geschieht dadurch, dass die kostenintensive Glattung
sowie die anderen Operationen nur jeweils auf den beim Ubergang von T;_; zu T; neu
hinzugekommenen Gitterpunkten durchgefiihrt werden. Bei der Implementierung eines
Mehrgitteralgorithmus auf lokal verfeinerten Gittern ist viel Fingerspitzengefiihl erforder-
lich, wenn der resultierende Gesamtalgorithmus komplexitits-optimal sein soll.

Fiir das geschachtelte MG-Schema erhilt man sogar im strengen Sinne ,optimale®
Losungskomplexitit C{Np), da aunf jedem Gitternivean bestmdgliche Startwerte verwen-
det werden.

Satz 4.5 (Geschachteltes Mehrgitterverfahren): Das geschachielte MG-Schema ist
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kompleritats-optimal, d.h.: Es liefert die diskrete Losung uy, € Vi, auf dem feinsten Git-
ter Ty im Rahmen der Diskretisierungsgenauigkeit Q(h1) bzgl. der L*-Norm mit einem
Aufwand von O(NL) a.Op.

Beweis: Die Genanigkeitsanforderung fiir die Mehrgitteriteration auf Gitterlevel Ty, ist
lef|| < énd|If 1l (4.2.83)

i) Wir wollen zunfchst zeigen, dass (4.2.83) beim geschachtelten MG-Schema unter den
Voraussetzungen des Mehrgitterkonvergenzsatzes 4.3 auf jedem Level L mit einer (hinrei-
chend grofien) festen Zahl ¢, von Mehrgitterschritten erreichbar ist. Sei e‘;} = uf" — uy,
wieder der Iterationsfehler auf Level L. Nach Annahme ist e = 0,¢ > 1. Im Fall

ufﬂ = ugl_l gilt dann

3 0 (3
le | < phacllet’ | = pheclluf’y — uLll
t
< phea(llul)y — up—sl + llur—s — ull + |Ju — ug|)
i @
< phac (el + chE I £1)-

Rekursive Anwendung dieser Beziehung fiir L > 1> 1 ergibt dann (wegen kb < &"Thp )

3 i a 2
el < phea(Pirclle ol +chd_lIF1) + ch2lIF1)

I i 2 2 I 2
< pitclleSll + (crhech? + comighi—_y + ... + caiich?) I f
2 2 —-21 a2 —2.2 L —af,
= chyx {Pha” +opah e+ Paggi ) ILAI
-“_Eanch

< 2.2
< chie|| £l 1— w2,

vorausgesetzt k phyg < 1. Offenbar gibt es also ein ¢, , so dass (4.2.83) fiir ¢ > ¢, erfiillt
ist, und zwar gleichméifig begl. L.

ii) Wir kommen nun zur Aufwandsanalyse. Satz 4.4 besagt, dass ein Zyklus des | einfa-
chen® Mehrgitteralgorithmus MG&(I,-,-) auf dem I-ten Level W < ¢, N; a.0p. bendtigt
(zleichméBig bzgl. 1). Sei nun W) die Anzahl der a.Op. des geschachtelten Schemas auf
Gitterlevel [. Dann gilt konstruktionsgeméf:

Wi < Wiy + £, Wy,

Durch Iteration dieser Beziehung erhalten wir mit & 1= maxjcrer Ni—i /N < 1:

cf,.c,

1—&

Wi < tuea{Np + .. + No} < ctuc, Np {1+ ... + £F} < Ng,

was 711 beweisen war. Q.ED.
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4.3 Ubungen

Ubung 4.1: Das allgemeine  Ahstiegsverfahren® zur iterativen Losung des Gleichungs-
systems Az — b mit symmetrischer, positiv-definiter Matrix A € RV*¥ lantet:

Startwert: P er®, 1@ :=p- A,
fiir > 0:  Abstiegsrichtung 4%,
{18, dthy
(Ad®) JE0°
£ _ 20 o g® ) 0 gl

g =

Die sog. ,Koordinatenrelaxation® erhilt man durch zyklische Wahl der Abstiegsrichtun-
gen d aus den kartesischen Einheitsvektoren {e®), ... ™)} . Man zeige, dass jeder
N-Zyklus der Koordinatenrelaxition Aquivalent ist zum iiblichen Ganfi-Seidel-Verfahren.
Bemerkung: Fiir eine typische FE-Matrix hat die zyklische Koordinatenrelaxation also
das Konvergenzverhalten:

(EN)

|c®™) — | < eqf, g=1—condg(A) ' 1— A

Ubung 4.2: Die erste RWA des Laplace-Operators
—Au=f inQ, u=0 aufd}

auf einem ,reguliren” Gebiet @ C R? werde mit einem FE-Verfahren mit stiickweise
linearen Ansatzfunktionen auf einer Folge von quasi-gleichfdrmigen Gittern (d. h. grifen-
und form-reguldr) der Weite h diskretisiert. Dies fithrt auof lineare Gleichungssysteme
Ar = b mit symmetrischen, positiv definiten (N x N)}-Matrizen A, wobei N die Anzahl
der Knotenpunkte ist.

Welchen arithmetischen Aufwand (ausgedriickt in Potenzen von h) erfordert dabei die
Lasung dieser Gleichungssysteme mit dem CG-Verfahren mit der Genanigkeit des Diskre-
tisierungsfehlers gemessen in der  Energie-Norm” ||V{u — wg)|| 7 Dazu verwende man die
folgende bekannte Fehlerabschitzung fiir das CG-Verfahren:

_1-1)VE
q .= HI—N.*_:’

mit der diskreten ,Energienorm” ||z||4 := (Az,x)"* und der Spektralkondition x :—
wa(A) von A.

Hinweis: Man verwende die bekannte Beziehung fiir die Spektralkondition von A so-
wie die aus der obigen Fehlerabschitzung abgeleitete Abschitzung fiir die Anzahl der
lterationsschritte. Der Aufwand pro CG-5chritt entspricht etwas der zweimaligen Defekt-
berechmung «© —+ d:= Az —b.

|z — 2*|4 < 2g*|z — 274,

Ubung 4.3: Man versuche, den Beweis der Konvergenz des Zweigitterverfahrens ZG aus
dem Text fiir den Fall zu verallgemeinern, dass die Restriktion ri—l : Vi — Vi1 mit Hilfe
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lokaler, bilinearer Interpolation (anstelle der L2-Projektion) auf dem Gitter T;_; definiert
ist. Wo ist dabei das Problem, und wie kann man damit fertig werden?

Ubung 4.4: Die FE-Diskretisierung des Konvektions-Diffusionsproblems
—Au+du=f in @ wu=0 aufd,

filhrt auf unsymmetrische Systemmatrizen Ap . In diesem Fall erfordert die Analyse des
Mehrgitterverfahrens einige Modifikationen. Man iibertrage den Beweis aus dem Text
fiir die Konvergenz des Zweigitteralgorithmus, wenn als Glatter wieder das Richardson-
Verfahren

ol =t (At — b)), t=0,1,2,..,

mit den DAmpfungsparametern &; 1= %HA;,H" verwendet wird.

Ubung 4.5: Zur Losung der 1. RWA der Laplace-Gleichung
—Au=f in Q, u=0 aufd},

auf dem Einheitsquadrat €@ = (0,1)? werde auf einer Folge &quidistanter, kartesischer
Gitter T; mit Gitterweiten h; — 2! mit Hilfe bilinearer finiter Elemente approximiert.
Die diskrete Gleichung anf Gitterlevel I werde dabei mit einem MG-Verfahren geldst,
wobei das Richardson-Verfahren zur Glittung, die natiirliche Einbettung zur Prolongation
und die lokale bilineare Interpolation zur Restriktion verwendet werden. Die Anzahl der
Vor- und Nachglattungsschritte sei v = 2 und p = 0. Wieviele a. Op. kosten dann
ungefihr ein V-Zyklus und ein W-Zyklus ansgedriickt in Vielfachen der Dimension N; =
dim 1} 7

Ubung 4.6: Die erste RWA des Laplace-Operators
—Au=f inQ, wu=0 aofd,

auf einem _reguliren” Gebiet @ C R? werde mit einem FE-Verfahren mit stiickweise
linearen Ansatzfunktionen auf einer Folge von quasi-gleichférmigen Gittern (d. h. grifen-
und form-reguldr) der Weite h diskretisiert. Dies fithrt aunf lineare Gleichungssysteme
Ar = b mit symmetrischen, positiv definiten (N x N)}-Matrizen A, wobei N die Anzahl
der Knotenpunkte ist. Das  Richardson-Verfahren® iteriert zur Losung des Gleichungzsy-
stems Ar — b ausgehend von einem Startwert = € RY mit einem Dampfungsparameter
# e R gemil
= 1t — (At —b), t € Ny

Im Falle, dass A nur reelle positive Eigenwerte 0 < Agip < - -+ < Apae besitzt, ist der
Spektralradius der Iterationsmatrix By = I — 8A gegeben durch

p(Bg) = max{|1 — OAmin|, |1 — BAmax|}-

Fiir welches # wird p(B) minimal, d. h. konvergiert die Iteration am besten, und fiir
welches # hat die Iteration die beste Glattungseigenschaft?
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Ubung 4.7: Man beschiftige sich mit den folgenden Fragen:

a)

b)

d)

Wie lautet die variationelle ( schwache*) Formulierung der Randwertanfgabe
—V-(aVu)+bu=f in, ulagn=0,

auf einem konvexen Polyeder 2 ¢ R* und unter welchen Bedingungen an die Ko-
effizientenfunktionen a € C'(2) und b < C((1) ist diese ,wohl gestellt*.

Die Randwertaufgabe in a) werde durch einen konformen ,quadratischen® Finite-
Elemente-Ansatz mit Gitterweite h € B, diskretisiert. Man beschreibe die einzel-

nen Schritte (Gitter, Knotenbasis, Systemmatrix) zur Aufstellung der zugehorigen
algebraischen Gleichungssysteme

Apzy = by,

Man gebe fiir die Diskretisierung in b) optimale a priori Fehlerabschitzungen in
der Energie- und der L*-Norm an. Wie hingt in diesem Fall die Kondition der
Systemmatrix A, von der Gitterweite h ab?

Man formuliere i) das Gaufi-Seidel-Verfahren und ii) das Gradienten-Verfahren zur
iterativen Lisung des Gleichungssystems in b). Wieviele [terationsschritte sind mit
diesen Verfahren in Abhangigkeit von der Anzahl der Unbekannten Ny = dimV
notwendig, um den Anfangsfehler um 10~* zu redugzieren?






5 Verfahren fiir parabolische Probleme

Wir diskutieren zunichst wieder die klassischen Differenzenapproximationen zur Lisung
parabolischer Anfangs-Randwert-Aufgaben (AREWAR). Der Ubersichtlichkeit halber be-
schrinken wir uns dabei auf das Modellproblem der Wirmeleitungsgleichung in zwei
Ortsdimensionen mit Dirichletschen Randbedingungen, d. h. anf die 1. ARWA:

Bu+Lu=f in Qx(0,T), wuen="0, upo=u’, (5.0.1)

mit einem elliptischen Operator L, der hier exemplarisch als [ = —a/A mit einer Kon-
stanten a > 0 gewihlt wird.

Das Definitionsgebiet 0 € R? wird wieder als glatt berandet oder als konvexes Poly-
gongebiet vorausgesetzt. Die Problemdaten f, g, u” sind ebenfalls glatt und kompatibel,
so0 dass die Lisung ebenfalls als glatt angenommen werden kann. Erweiterungen fiir Pro-
bleme mit weniger reguliren Diaten oder anderen Randbedingungen sowie auf den drei-
dimensionalen Fall werden gegebenenfalls in Bemerkungen beriicksichtigt. Gelegentlich
wird auch das eindimensionale Analogon von (5.0.1) betrachtet. Als Basis von Finite-
ElemFente-Diskretisierungen dient wieder die variationelle Formulierung von (5.0.1):

(Fpu, o) +alu,p) = (fi0) VoeV, t>0, wuwo=0, (5.0.2)
mit dem iiblichen Sobolew-Raum V := H3(0) und der symmetrischen und positiv defi-
niten ,Energie-Form® a(u, ) == (eVu, Vo .

Bei der Diskretisierung von instationiren Problemen gibt es drei verschiedene Vorge-

hensweisen, die wir im Folgenden kurz beschreiben wollen.

i) ,Linienmethode*: Zunichst wird eine Diskretisierung bzgl. der Ortsvariablen vorge-
nommen, d.h.: mit Hilfe eines Finite-Differenzen- oder Finite-Elemente-Ansatzes werden
ydiskrete® Funktionen wug(t) = ug(-,¢) bestimmt aus der Gleichung

uh(t) + Awus(t) = falt), >0, up(0) =uj. (5.0.3)

Im Falle eines Differenzenverfahrens auf einem Ortsgitter {z;},—;__n ist die diskrete
Funktion ug(t) = (un(t))¥_, der Vektor der Knotenwerte w,(t) = u(z,,t), Ar = Ay :
RY —+ RY die zum verwendeten Differenzenoperator korrespondierende Matrix und fj, =
by = (f(zn))¥,. Beim Finite-Elemente-Ansatz ist wux(t) € V, eine Finite-Elemente-

n=1 *

Funktion, A4y =: Vp — V das durch

{J"I.h'l"h-,.'iﬁh] = ﬂ{l"h:':ﬂl]'.- Uh, ¥R € an

definierte diskrete Analogon zum Differentialoperators L und fi, = Pif € V, die L*-
Projektion der rechten Seite f auf Vj . Die Aufgabe (5.0.3) lantet demgeméif in variatio-
neller Form wie folgt:

(uh,(£), on) + aun(t), on) = (f,0n) Vion € Vi, t€ 1, up(0) = Pou. (5.0.4)

203
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Nach Einfiihrung einer Knotenbasis {,x\", n = 1,..., N = dim(V;)} geht dieses Problem
iiber in ein System fiir den Vektor Uy(t) = (U,(#))}¥_, der zugehirigen Knotenwerte,

MuUL(E) + AnUn() = ba(t), £ =0, Un(0) = Uy, (5.0.5)
mit der ., Steifigkeitsmatrix® und ,,Massenmatrix®

n m N n T, N
A= (alef oMY i Ma= (e, o™ DY s

der Finite-Flemente-Basis. In beiden Fillen, (5.0.3) oder (5.0.5), handelt es sich um ein
System von (linearen) gewdhnlichen Differentialgleichungen. Dieses wird nun mit einem
der ublichen Schemata bzgl. der Zeit diskretisiert. Nach Wahl einer (zunéchst konstanten)
Zeitschrittweite k& werden zu den | diskreten® Zeitleveln ¢, = mk Approximationen
Um = (U™ zu u(-,t,) bestimmt. Wir sprechen von einem ,Einschritt-* bzw. einem
waweischrittverfahren”, wenn U aus den vorausgehenden Werten gemé&f einer Formel
der Form
U = F(UR, U™ bew. Up = F(UR,UR, U2

berechnet wird. Im Falle
Up = F(UP~Y) bzw. Up = FUP~, U2

heifit die Methode | explizit®. Zur Durchfiihrung einer nicht expliziten, d.h. impliziten®,
Methode miissen in jedem Zeitschritt Gleichungssysteme gelost werden. Die hohe Dimen-
sion des Systems, N = #{Gitterpunkte a,} bzw. N = dim(V}), mit N ~ 10° — 10°
impliziert im Hinblick auf die Losungsikonomie Einschrinkungen bei der Wahl der Verfah-
ren. Es kommen in der Regel nur Schemata einfacher Struktur, d.h. mit wenigen Matrix-
Vektor-Multiplikationen, und niedriger Ordnung r = 1 —4 in Frage. Eine weitere wesent-
liche Einschrinkung besteht in der generischen Steifheit des Systems. Die Systemmatrix
Ay hat in Abhingigkeit von der (gleichformigen) Gitterfeinheit h die Kondition

ra(Ap) =~ h2

Bei erpliziten Zeitschrittschemata sind also einschneidende Schrittweltenrestriktionen ein-
zuhalten, welche deren Verwendung in der Regel verbietet. Der formale Vorteil der expli-
ziten Verfahren, dass in den einzelnen Zeitschritten keine impliziten Gleichungssysteme
zu lésen sind, wird besonders in héheren Ranmdimensionen (d = 2,3) durch die hohe
Zahl von durchzufiihrenden Zeitschritten (besonders bei Verwendung lokal verfeinerter
Ortsgitter) schnell aufgehoben.

Beispiel numerischer Instabilitit: Wir wollen dies anhand einer einfachen Modellsi-
tuation illustrieren. Die eindimensionale, homogene Version der ARWA (5.0.1)

Bu—Fu=0 in Q=(0,1), wan=0, upp=ru" (5.0.6)

wird auf einem Hquidistanten Gitter (0 = oy < .. < =, < ... < Ty = 1 mit Hilfe
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zentraler Differenzenquotienten 2. Ordnung,
BRu(n, 1) 5 b U1 (8) — 2Ua(t) + Una(9)}

diskretisiert. Die Vektorfunktion [7;(t) = (I/,(t))¥_; geniigt dann dem System gewdohnli-
cher Differentialgleichungen

Un(t) — b {Un-1(t) — 2Un(t) + Unss(£)} =0,

wobei bei Berficksichtigung der Handbedingungen Uy = Uyyy = 0 gesetzt ist. Die An-
fangswerte sind naturgemif [/, (0) = u%(x,). Dies kann kompakt geschrieben werden als

Ui+ ApUx(t) =0, >0, Uy(0)=U", (5.0.7)

mit der (V x NV)-Matrix

A, = b2

0 1 -2

Diese Matrix hat, wie wir bereits wissen, die Eigenwerte

D<M <..<hy= % + O(RY), (5.0.8)
d. h.: Das nach Ortsdiskretisierung entstandene System (5.0.7) wird fiir kleines h zuneh-
mend steif mit Steifigkeitsrate x — (?(h~2). Beim expliziten Euler'-Schema (,Polygon-
zugmethode*) ist z. B. aus Stabilitatsgriinden die Schrittweitenbedingung

Ak €[-2,00 & k<lh? (5.0.9)

einzuhalten. Diese Schrittweitenbeschrinkung fiir explizite Verfahren hat entscheidende
praktische Bedeutung. Wir wollen das Phiinomen der numerischen Instabilitdt illustrie-
ren. Dazn betrachten wir als einfachstes explizites Zeitschrittschema das klassische Euler-
Verfahren (Polygonzugmethode) mit quidistanter Schrittweite k. Dies fithrt auf die fol-
genden Differenzengleichungen fiir die Approximationen U™ = u(z,,tm):

k

m+1 m m m ™
g g +F(Uu_1 —ouT +U,,+1). (5.0.10)

Leonhard Euler (1707-1783), geb. in Basel: universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster
und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.
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Fiir k = h? ist dann
Urt =Up, - U+ URy.

Im Fall oszillierender Anfangsdaten u? = (—1)" ergibt sich

Up = (=)' = (=) + (=)™ = =3(-1)" = -30]

ni

und bei Fortsetzung dieses Arguments:
U =(-3)"U), m>1,n=1,.,N. (5.0.11)

Dieses Verhalten bedeutet numerische ,, Instabilitat”. Es mag unrealistisch erscheinen, eine
oszillierende Anfangsbedingung der Art [/ — (—1)" anzunehmen, doch bedingt durch
Rundungsfehler kimnte gelten:

U2 =v0yg(—1)m (5.0.12)

mit _glatten* exakten Anfangsdaten V?. Wegen der Linearitit der betrachteten Diffe-
renzengleichungen folgt

U™ = Vm 4g(—3)™(—1)", (5.0.13)

so dass die anfanglich kleinen AnfangsstGrungen schnell anwachsen; z. B. ist diese fiir
£ = 1015 = 3~ hereits nach nur 32 Zeitschritten auf Griofie = 1 angewachsen und
zwar unabhingig von der Grife von k.

ii) ,,Rothe-Methode*“: Bei der Rothe’-Methode wird die Differentialgleichung als gewdhn-
liche Differentialgleichung fiir eine Hilbertraum-wertige Funktion [7(¢) € V' aufgefasst und
zunfchst mit einem A-stabilen Verfahren in der Zeit diskretisiert. Bei Verwendung z. B.
des impliziten Euler-Schemas ergibt sich eine Folge von speziellen Randwertaufgaben

U™ + kLU™ =U™ Y 4 kf™, m>1, U%z)=u"%x).

Diiese Probleme werden nun nacheinander auf méglicherweise wechselnden, dem Lisungs-
verlauf angepafiten Ortsgittern diskretisiert. Das Problem ist dabei der adiquate Transfer
der jeweiligen Startlisung /™! vom alten auf das neue Ortsgitter. Hier zeigt sich wie-
der der systematische Vorteil einer Finite-Elemente-Galerkin-Methode, bei der sich ganz
automatisch als richtige Wahl die L?-Projektion von /™! auf das neue Gitter ergibt.

iii) Globale Orts-Zeit-Diskretisierung: Ahnlich wie bei den Transportproblemen in
zwel Dimensionen konnte auch bei der Wiarmeleitungsgleichung eine simultane Diskreti-
sierung (etwa mit einem Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren) auf einem unstrukturierten
Gitter der ganzen (r,t)-Ebene erfolgen. Dieser theoretisch durchaus attraktive Ansatz
wird aber bei hoher dimensionalen Problemen wegen der globalen Kopplung aller Unbe-
kannten sehr rechenaufwendig und spielt daher bei parabolischen Problemen in der Praxis
keine wesentliche Rolle.

?Erich Rothe (1805-1988): Deutscher Mathematiker; Promotion und Habilitation in Berlin (1928),
danach Assistent in Breslau, nach dem Krieg Prof. an der University of Michigan, USA.
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Im Folgenden Abschnitt werden wir Differenzenapproximationen in Verbindung mit
der Linienmethode betrachten. Die Rothe-Methode wird in Verbindung mit Finite-Elemente-
Verfahren im Ort diskutiert. Dies miindet dann auch ohne Probleme in Galerkin-Diskreti-
sierungen simultan in Ort und Zeit, den sog. ,unstetigen“ oder ,stetigen” Galerkin-
Verfahren (sog. ,dG(r)-* oder ,cG(r)-Verfahren®).

5.1 Differenzenverfahren fiir parabolische Probleme

5.1.1 Zeitschrittverfahren

Wir beginnen mit der Diskussion der Linienmethode® zur Diskretisierung von paraboli-
schen ARWARD der Art

Bu+Lu=f in Qpri=QxI, wgg=0, ug—u’ (5.1.14)

mit I := —aA auf einem beschrankten (regulir berandeten) Gehiet @ ¢ B? und einem
Zeitintervall T = [0, T]. Der Einfachheit halber wird die rechte Seite f gelegentlich als
Null angenommen.

Ortsdiskretisierung von (5.1.14) mit einem der iiblichen Differenzenverfahren (z. B.
dem 5-Punkte-Operator mit geeigneter Randapproximation) fithrt auf ein System gewdhn-
licher Differentialgleichungen

UL(t) + AnUk(t) =0, t>0, Un(0)=0U", (5.1.15)

fiir den Vektor Uy(t) € RY der Knotenwerte. Da die Eigenwerte der Systemmatrix Ay
alle reell sind (oder wenigstens nahe an der rellen Achse liegen), kime zur stabilen In-
tegration des Systems (5.1.15) jede A(0)-stabile Formel in Frage. Dabei muss aber der
hohe numerische Aufwand bei der Durchfiihrung komplizierter impliziter Verfahren hoher
Ordnung beriicksichtigt werden. Durch Ubertragung der klassischen Zeitschrittformeln fiir
gewidhnliche Differentialgleichungen anf das System (5.1.15) erhalten wir unter Benutzung
der oben eingefiihrten Bezeichnungen die folgenden einfachsten Einschrittverfahren:

1) Explizites Euler-Verfahren {Polygonzugmethode):
EHUT - UR T+ AT = 7 m2 1,
2} Implizites Euler- Verfahren:

EHUR —UP "} + AU = ™, m21,
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3) Crank®-Nicolson®- Verfahren (Trapezregel):
KHUR = U+ g AnUT + U = 3(™ + 71, m> 1,
und die Zweischrittverfahren: 4) BOF(2)-Verfahren [Ruckwartsdifferenzenformel):
THBUR — AU U + AU = ™, m =2,
5) Mittelpunkis- Verfahren:
WHUr — U+ AU = ™ m>2,
6) Simpson-Verfahren:
WHUR —Ur D+ 3AUR + AU U = Y, m2 2,

Als Startwerte werden gewdGhnlich (im Fall glatter Anfangsdaten) einfach die Restriktionen
U2 — u%a,) verwendet. Bei den Zweischrittverfahren wird der zweite erforderliche Start-
wert [/} durch Anwendung einer Einschrittformel entsprechender Ordnung gewonnen.
Wegen ihrer inharenten Instabilitat {triviales Stabilitatsgebiet) kommen die Mittelpunkts-
Jormel und die Simpson-Formel fir die praktische Anwendung nicht in Frage.

Wie bei der Analyse von Differenzenverfahren iiblich verwenden wir den ,, Abschneide-
fehler* =7y = (r™)¥_, der Differenzenformeln. Diesen erhilt man wieder durch formales

n

Auswerten der Differenzenformeln anf der exakten Losung:
ki = u™ — Flu™ o™ u™ 7).

Bei einer Ortsdiskretisierung der Ordnung p verhilt sich der Abschneidefehler dann
geméaf
T = O(R" + K7),

wobei g die ,Ordoung® des Zeitschrittverfahrens ist. Von der Fehleranalyse der Zeit-
schrittverfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen wissen wir bereits, dass die ein-
fachen Euler-Verfahren die Ordnung g = 1 und das Crank-Nicolson- sowie das BDF(2)-
Verfahren die Ordnung g = 2 haben. Spéter werden wir noch Verfahren der Ordnung
g =3, 4 kennenlernen. Bei der Analyse dieser Zeitschrittschemata fiir parabolische Pro-
bleme ist die genaue Abhfngipgkeit des Abschneidefehlers von der drtlichen und zeitlichen
Regularitit der Lésung interessant.

#John Crank {1916-2006): Englischer Mathematiker; Prof. an der Brunel University, Uxbridge, Eng-
land; Arbeiten zur Numerik partieller Differentialgleichungen.
4Phyllis L. Nicolson (1917-1968): Englische Physikerin; Lecturer in Leeds und Manchester.
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Hilfssatz 5.1 (Konsistenz): Fuar die ARWA (5.1.14) genigen die Abschneidefehler der
betrachteten Differenzenverfahren den folgenden (scharfen) Abschatzungen:

i) Explizites und implizites Euler- Verfahren:

max |7y| < max || + 1k max |82ul; 5.1.16
erhal erﬁlgt}rltl ( )

it} Crank-Nicolson- Verfahren:

m m 2 .
max |7y | < max 7| + §5K° max|Ful; (5.1.17)
iii) BDF(2)-Verfahren:
max |77 < max [rf"| + 3k max|Fu| . (5.1.18)
O ' Gr G

Dabei ist " = Q(h?) der Abschneidefehler der Ortsdiskretisierung.

Beweis: Der Abschneidefehler der Ortsdiskretisierung geniigt i. Allg. der Abschiatzung
77| = |Lu™ — Lw™| < ch® M (u),

wobei L der Ortsdifferenzenoperator ist und Mj(u) := maxg |[V*u™|. Speziell in einer
Raumdimension mit € = (0, 1) gilt

7| = |82u™ — Lyu™| < &h® max |Fpu™.
i) Fiir die explizite Euler-Formel gilt
£
™ — ™) + L™ = |J.:‘1 j' By dt + Lyu™ |
tm—1

tem
- |.i.:_lj' Fudt — Gu™ ! — Lu™ ! + Lyu™ !
Em—1

<k!| f'" {8 — 8™} ds| + |Lu™" — Lyu™"|
-1

b
<k t—tm1)dt max |6lu| + |
<kt [ oyt max oful 417

Es folgt
max |77%| < 3k max |8 u| + max |71
Qr Or Qr

Dieselbe Abschatzung gilt auch fiir die implizite Euler-Formel.
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ii) Fiir die Crank-Nicolson-Formel gilt

k7 (™ — w™ ) 4 La(u™ 4w )| = |J.;-if Byudt — 3(Bpu™ + Fu™ )
]

+ L{Lu™ — Ly™) + L(Lum™ — Lyu -1}|

1

—i—im t— bt dil
|.[ 2 N ) [*r-Hm] O
+ 27 + D

I.-"\

Wir erhalten damit
max |7 | < Lk* max |6 u| + max |7
; Ak 13 ; t ; h

iii) Fiir die BDF(2)-Formel gilt

3™ — du™ T w4 L™} = 3™ — du™ ! 4 u™ T — 2kFu™)
+ Lpu™ — Lu™

Taylor-Entwicklung um ¢, liefert
3u™ — 4u™ ! 4 ™ - 2Fu™ = K G u(-, ™)
mit gewissen Zwischenstellen 5™ € [t,,_2, ] . Damit erhalten wir

max [7™ | < 2k? max |#u| + max |7"|.
Or h ke 3 Oy Or [

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.ED.

Die Lasung der ARWA (5.1.14) besitzt die explizite Darstellung

Zﬁw e, (z,8) €Qr, (5.1.19)

mit den Figenwerten und (orthonormierten) Eigenfunktionen des reguliren _elliptischen®
Operators L = —aA: V C L2(2) = L),

l=sM<.<A <. (nel), vNz)eV: L™ =273 _o

und den Entwicklungskoeffizienten der Startwerte
w'(x) =Y we™(z), ol = (0.
n=l

Diese Darstellung ldsst sich wegen der gleichméfigen Konvergenz der Reihen wie folgt
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umformen:
ulz,t) = Zunu{,,}{r (i ) Z{ 1) —(iﬂgﬁ;u("}{r )
=1 i=0 n=1
- Zi—ll‘%(Z uf Lo () = Z{—l)fﬁﬁ(iugutnﬁ{z})
=0 =1 i=0 i n=1

- (i{—l}ii—lll.i)un{z} = e_iLuu{I}.
i=0 )

Die Definition der Operatorfunktion L iiber eine konvergente Taylor-Reihe ldsst sich
auf beliebige analytische Funktionen iibertragen. Wir betonen, dass eine solche kompakte
Lasungsdarstellung nur im Fall zeitlich konstanter Koeffizienten a maglich ist. Auf dem
diskreten Zeitgitter gilt dann

ul-, tm) = e " Fu(- tm_1), me M. (5.1.20)

Diies legt es nahe, den Zeitschritt ¢,y — f,, mit Hilfe einer rationalen Approximation
R(z) == ¢ der Exponentialfunktion der ,,Ordnung® g+ 1 anzusetzen,

R(z) = @ — &5+ Oz, =<0, (5.1.21)

Q=)

mit geeigneten Polynomen P £ F, und @ € F,, wobei natiirlich @ auf z € B_ keine
Nullstellen haben darf. Das Diskretisierungsschema lantet dann

Up = R(—kA)UR™" baw.  Q(—kAWUT = P(—kARUT. (5.1.22)

Diie oben betrachteten Einschrittverfahren lassen sich in diesen Rahmen einordnen geméf:

oExpliziter Euler” : Riz)=1+ =z,
Impliziter Euler* : R(z)=(1—-2)",
,Crank-Nicolson® : R(z) = (1+32)(1—32)7".

Durch die Ordnungsbedingung
e Qralz) — Pro(z) = O(|2"H*), 2z <0, (5.1.23)

fiir den Ansatz P, € P, },. € P. wird man auf die sog. ,Padé®-Schemata®“ gefiihrt.
Diiese sind eindeutig bestimmt und werden gewdhnlich in der sog. ,Padé-Tafel* dargestellt:

"Henri Eugéne Padé (1735-1836): Franztisischer Mathematiker; Prof. in Poitiers und Bordesux; ent-
wickelte die sog. Padé- Approcimation.
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1 1 1
1 14z l+3+§32 l+:|:+§3ﬂ+E_=r3
1 11 2 ! 1 3 11 1
1 1+§3 l+§3+Ezi 1+4—3+Ezg+ﬂ33
I-z 1—%3 11—%31 1—413
1 1+Ez 1+§3+E32

1 2 1 i il
l—3+§32 1—§3+§32 l—i.—,,3+ﬁ_=r2 . . .
1+33+—39+ T

= = .2 _- _3
l-5=4+ 15"~ 120°

Abbildung 5.1: Padé-Tafel.

Offensichtlich sind alle bisher betrachteten Finschrittschemata Padé-Formeln und da-
mit in diesem Sinne ordnungsoptimal. Aus der Padé-Tafel erhalten wir nun weitere Zeit-
schrittverfahren héherer Ordnung. Dabei kommen aus Okonomiegriinden nur die | dia-
gonalen® oder  subdiagonalen® Padé-Schemata in Frage; z. B. die folgenden impliziten
Verfahren 3. bzw. 4. Ordnung:

(I + SRADU = (I = 3kA, + SR ADUR (4= 3),
(I + 3kA + SEADUR = (I — 3kAn + SEARUST (q=4).

Wir bemerken fiir die weitere Analyse, dass eine rationale Approximation F(z) der
Exponentialfunktion (der Ordnung r > 1) die folgende Eigenschaft hat:

|R(z)| <e®, -1<z<0, (5.1.24)

mit einem geeigneten 4 = 0. Die Wirkung der Zeitschrittschemata des Typs (5.1.22) lasst
sich mit Hilfe der Spektralzerlegung der Matrix 4, wieder beschreiben durch:

N
Up =3 USR(—kA)™®™, m>1,

bzw. (mit der Euklidischen Vektornorm |- |)

N
U2 = IR |R(—kXR) ™

n=1
Ihr qualitatives Verhalten 1sst sich also weitgehend durch die Eigenschaften der verwen-
deten rationalen Funktion H(z) charakterisieren. Wir stellen einige wichtige Bedingungen
fiir die folgende Analyse zusammen.
i) Die A-Stabilitdt

|R(z)| =1, =z<0.
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sichert die ,Stabilitat® der Zeititeration sup,,.q |Ug'| < co.
ii) Die strenge A-Stabilitat

|R(z)| €1 —ck, z<-1

1

sichert die Beschrinktheit der diskreten Lisung auch im Fall inhomogener rechter Seiten,
SUP 5o [UR| < c8UPLug [ ™)
iii) Die starke A-Stabilitdt

|R(z)| =<1, z2=-1,
sichert die (exponentielle) Dampfung , hochfrequenter” Lésungsanteile und macht das
Verfahren robust gegeniiber lokalen Storungen der Daten (,, Glattungseigenschaft*).

iv) Zur korrekten Wiedergabe von Schwingungsprozessen (im Ort oszillierenden Lisun-
gen) sollte
R{+i) ~1

sein, um diese Schwingungen moglichst wenig zu dimpfen (,numerischen Dissipativitat®).

Offensichtlich kénnen nur implizite Verfahren die gelisteten Eigenschaften haben. Das
implizite Euler-Schema (und genauso alle sub-diagonalen Padé-Schemata) ist stark A-
stabil (mit Limes & = 0), neigt aber zur Uberddmpfung: |(1 +i)~!| = 1/+/2. Dagegen
ist das Crank-Nicolson-Schema (und genauso alle diagonalen Padé-Schemata) nur einfach
A-stabil, .

lim 2% _

=+—oa]l— 3z

besitzt aber praktisch auch keine numerische Dissipation: |(1 —#/2)(1 +4/2)7! = 1.

Die fehlende starke A-Stabilitit hat nachteilige Konsequenzen im Fall von irreguldren

Anfangswerten u® (z.B.: lokalen Temperaturspitzen). Die durch diese Anfangsdaten in-

duzierten hochfrequenten Fehleranteile werden durch das Crank-Nicolson-Schema nur un-

zureichend ausgeddmpft, so dass sich ein unphysikalisches Lisungsverhalten zeigen kann.
Es sei daran erinnert, dass der kontinuierliche Differentialoperator stark ddmpfend ist:

_11_

lu(e)]l < e ==, ¢=0,

mit dem kleinsten Eigenwert des Ortsoperators, A, = 0.

Bei Verwendung des Crank-Nicolson-Schemas fiir Rechnungen iiber lange Zeitriume
sollte es stabilisiert werden, um wenigstens strenge A-Stabilitit zu sichern. Dies kann ohne
Reduktion der Konsistenzordnung durch einen leichten k-abhingigen Schift erfolgen:

(I +3(1 + ck)kAy) U™ = (I — 3(1 — ck)kAy) U™ (5.1.25)

Verfahren héherer Ordnung erfordern die Invertierung der Operatorfunktion Q(—kAg) .
Dies ist in der Regel zu teuer. Einerseits ist die Besetzungstruktur von Q(—kA) selbst
bei Polynomgrad j = 2 bereits deutlich dichter als die von Ay, andererseits wiirde das
Arbeiten mit der Linearfaktorzerlegung €z) = (z — p)(z —pg) die Verwendung (kostspie-



214 KAPITEL 5. VERFAHREN FUR PARABOLISCHE PROBLEME

liger) komplexer Arithmetik erfordern. Geeignet wiren dagegen Schemata, bei denen das
Nennerpolynom in reelle Linearfaktoren zerfillt: Q(z) = ]_[;=,{z — 5}, p; € R, Durch
diesen Ansatz sollten sich systematisch Verfahren mit giinstigeren Eigenschaften als die
der einfachen Basisschemata gewinnen lassen.

Ein Beispiel fiir einen solchen Ansatz ist die parameter-abhingipe rationale Funktion

~ (1+abz)(1+ 802" 5
Rs(z) = (1 — afiz)2(1 — 86'z) =e +0(z), =<0,

mit # = 1—12',.-'"i= 0,292893..., # = 1—28 und beliebigen Werten o € {%, 1], f=1-0.
Dias anf dieser rationalen Funktion basierende Schema ist wegen

Ro(2)| <1,2<0, lm |Re(z)| =2 <1.
stark A-stabil. Die Entwicklung
Ro(z) =1+ z+ 32 {1 — (@ — B)(26* — 48 + 1)} + 1r(8,2)2* + O(|2|")

zeigt, dass fiir die obige Parameterwahl von der Ordnung (k?) ist. Fiir die Giite die-
ser Approximation im Vergleich zu der des Crank-Nicolson-Schemas ist die Grife der
filhrenden Fehlerkonstante r(a) bestimmend. Fine Taylor-Entwicklung ergibt

r(0,a) = (180" + 246%)a® + (426°¢' + 1200” + 300”)a’8
+ (126% + 30020 + 24007 + 607)a 2 + (66%0' + 12007 + 607).
Im betrachteten Bereich {0,5 < o < 1} ist |r(f,a)| < 0,5. Damit ist die Fehler-
konstante dieser Approximation mur in akzeptablem Maf grifier als die entsprechende

Fehlerkonstante T1§ der Trapezregel. Das rugehirige Verfahren lasst sich in Form eines
Teilschrittschemas schreiben (hier fiir den inhomogenen Fall),

Teilschritt-f- Verfahren (Fractional-Step-8-Method):

(I + afk A, )U™1+8 — (] — BOKA U™ + 0k fr1, (5.1.26)
(I + BORA)U™ = (I — ol kA)U™ T L @R f0, (5.1.27)
(I + abkAR)U™ = (I — BOKA)U™® + ok f°. (5.1.28)

Jeder der Teilschritte hat die Form eines geschifteten Crank-Nicolson-Schritts, so dass
der Gesamtaufwand pro Zeitschritt dem von drei Crank-Nicolson-Schritten entspricht.
Fiir den speziellen Wert

a=(1—20)(1 — )" = 0,585786...

ist of = 88", 50 dass die zu invertierenden Matrizen in den drei Teilschritten fibereinstim-
men, was z.B. bei der direkten Lisung der Gleichungssysteme ausgenutzt werden kann.
Eine genaue Analyse des Abschneidefehlers des FS-Schemas zeigt, dass seine fiihrende
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Fehlerkonstante nur wenig grofer als die von drei kombinierten Crank-Nicolson-Schritten
ist:
T =&k + O(K), érs ~ éaxon.

Dies bedeutet, dass das FS-Schema gegeniiber dem CN-Schema bzgl. Genanigkeit und
Aufwand gleichwertig ist, aber iiber eine héhere Robustheit verfiigt. Das FS-Schema hat
sich in der Praxis als besonders geeignet zur Behandlung von parabolischen Problemen
mit nicht notwendig reguliren Daten und geringer natiirlicher Eigendissipation erwiesen.

5.1.2 Stabilitit und Konvergenz

Wir wollen nun die Stabilitdt und Konvergenz von Diskretisierungen der Warmeleitungs-
gleichung untersuchen. Dabei bedienen wir uns exemplarisch verschiedener Techniken, die
alle diskrete Analoga von Analysemethoden beim kontinuierlichen Problem sind.

i) wMaximumprinzipmethode®
Eine einfache, direkte Variante der Maximumprinzipmethode kann bei gewissen expliziten

Differenzenschemata angewendet werden. Die Ortsdiskretisierung fithre auf eine M-Matrix
Ay, . Fiir die explizite Euler-Formel

U = U™t — kAU
gilt dann wegen der Diagonaldominanz von Ay :

U] = |1 — k| [UZ7 4+ B Y lan| (U
v#En
< |1 — bt |U™ Y| + K, max [U'|
Unter der Schrittweitenbedingung
k < max{a_'} ~ ch® (5.1.29)
folgt daher die L==-Stabilitit des Verfahrens

max U] < max[UmY| < ... < max|UZ], m > 1. (5.1.30)

Im Fall des 5-Punkte-Schemas ist a,, — 4h~?, so dass die Stabilititsbedingung (5.1.29)
die Form

k< ih? (5.1.31)

erhilt.
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Satz 5.1 (Explizites Euler-Verfahren): Unier der Schrittweitenbedingung (5.1.29) gilt
Jiir das explizite Euler-Verfahren die Konvergenzabschatzung

™m 15 m
max U7~ u( )| < T{ Yoy [oPu + msx 17} (5.1.32)

mit dem drilichen Abschneidefehler 77" = O(hT) .

Beweis: Der Fehler £™ 1= u(-,t,,) — U™ geniigt der Gleichung
EHe™ — ™) + Ape™ = 1

mit dem Abschneidefehler

max |77 | < 1k max|62u| + max |7
Qr ' Qr Gr

Dias bei der Herleitung der Stabilitdtsbedingung (5.1.29) verwendete Argument liefert

™| < ™1 4k ™
max |e™] < max ™| + r%gxla,al
Durch Iteration dieser Abschitzung folgt weiter wegen & = 0:

max|e™ < kY [y
p=1
< Lt kmax |62u| + ¢, max |7
e Qv

Diies impliziert die behauptete Fehlerabschitzung. Q.ED.

Fine wichtige Figenschaft des kontinuierlichen Warmeleitungsoperators ist seine | in-
verse Monotonie®, d. h.: Ldsungen zu nicht-negativen Anfangsdaten und rechter Seite
bleiben nicht-negativ. Diese Eigenschaft iibertrigt sich auf die diskretisierten Probleme,
wenn die Systemmatrix 4, M-Matrix ist.

i) Fiir das explizite Euler-Verfahren folgt unter der Schrittweitenbedingung (5.1.29) aus
Um=1 =0 und f™ >0 notwendig auch

U = (1~ kana) U™ + ) lan | U + K£T 20,
rER
ii) Fiir das implizite Euler-Verfahren ist im Falle /™' >0 und f™ >0
(In + kAU = UM 4 kf 2 0.

Da mit A natiirlich anch I + kA, M-Matrix ist, gilt (I + kA4,)~! = 0. Es folgt
e =0.

In beiden Fillen ist also auch das diskrete Schema | invers-monoton®. Dies ist i.a. fiir das
Crank-Nicolson-Schema nicht der Fall.
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ii) »Von Neumannsche Methode* (Fourier-Methode)

Wir beschrinken uns bei der Beschreibung der auf von Neumann® zuriickgehenden Ana-
lysemethode auf den drtlich eindimensionalen Fall mit @ = (—w, ),

du—FPu=0 in Qp,
mit ,periodischen” Dirichlet-Randbedingungen
u(—m, t) =u(m,t), t=0.
In diesem Fall kann die Lisung der ARWA nach trigonometrischen Funktionen entwickelt
werden (Fourier-Entwicklung). In komplexer Schreibweise lautet dies

u(z,t) = i ale et (5.1.33)
=0

mit den Entwicklungskoeffizienten a” der Anfangsbedingung. Auf einem aquidistanten
Punktgitter {z, = —7 + nh, n = 0,..., N = 2r/h} machen wir fiir die diskrete Lisung
U ={Ur, n=0,..,N}, m = 0, den analogen Entwicklungsansatz

mn 1

N N
Ur =Y arermh = " adurethin (5.1.34)
w=l =l

mit 8, := vh und zu bestimmenden Parametern w, € C. Wir fragen nach der Stabilitit
fiir m — oo der Differenzendiskretisierung bzgl. der diskreten Spektralnorm

7= (S laz) "
n=1

Die Wirkung des (linearen) Differenzenschemas kann fiir jede einzelne Fourier-Komponente
separat untersucht werden. Gesucht sind Bedingungen an k& und k| unter denen |w,| <1
ist fiir alle méglichen A, . Dann liegt Stabilitit vor in dem Sinne, dass

N N
1UIE =3 el Pl ™ < Y el = U113 (5.1.35)

n=1 n=1
Wir fithren diese Analyse wieder exemplarisch fiir das explizite Euler-Schema durch. Mit
ri=kh™? gilt
Uzt — sl + (1 - 200U + rUmy.

&John von Neumann (1903-1957): US-Amerikanischor Mathematiker dsterreichisch-ungarischer Her-
kunft; Studium in Budapest, Berlin und Zurich; 1927 Privatdozent in Berlin; arbeitete dann mit Hilbert
in Gittingen; ab 1933 Prof. in Princeton (USA); bedeutende Beitrg zur mathematischen Logik, Funktio-
nalanalysis, Quantenmechanik und Spieltheorie; gilt als einer der Vater der Informatik.



218 KAPITEL 5. VERFAHREN FUR PARABOLISCHE PROBLEME

Einsetzen von U™ :=w™e¥™ ergibt
wm+lei,ﬂn _ rw"'e'-'ﬂ':“_l} + {1 _ ET]thEI-'Bn + mmﬁiﬂ("-'-l],
und nach Vereinfachung
w=re P4+ (1—2)+re®.
Es liegt Stabilitit vor, wenn |w| << 1 fiir beliebiges g . Unter Ausnutzung der Beziehungen

e = cos(B) +isin(B8), ecos(B8) = 1 — 2sin*(38),
folgt
w=r (Ei‘g + E_'-'H] +(1 —2r) = r(cos(8) + isin(F) + cos(B) — isin(F)) + (1 — 2r)
=r(2—4sin*(38)) + (1 — 2r) = 1 — 4rsin®(38).

Stabilitat liegt vor fiir
~1<1-4rsin’(38) <1 VB,

was dquivalent ist zn
rsiﬂﬂfé.ﬂ} = %
Diies fiihrt auf die schon bekannte Stabilittsbedingung

k< %hﬂ. (5.1.36)
Die Fourier-Methode kann anch fiir ,exotischere® Differenzenformeln angewendet wer-
den. Wir demonstrieren dies anhand des klassischen ,,Du Fort™-Frankel®-Verfahren* (1953):

2_11.; (vt —ur) - %(U:_l - (U URTY 4 U, ) =0 (5.1.37)

Sein Abschneidefehler verhilt sich wie

max || = O(K*/h + E* + h?). (5.1.38)

Die von Neumannsche Stabilitdtsanalyse liefert fiir die Verstarkungsfaktoren die Darstel-
lung (v := k/h?)

TE.C. Du Fort (7777-7777): US-Amerikanischer Physiker; Publ. mit 5. P. Frankel: Stability conditions
in the numerical tratment of parabolic differential equations, Math. Tables and other Aids to Comput.
(jetzt Math. Comput.) 7, 135-152 (1953).

85tanley Phillips Frankel {1919-1978): US-Amerikanischer Informatiker; Mitglied der theoretischen
Abteilung des ,Manhattan Project® in Los Alamos 1943 (Bau der ersten Atombombe); arbeitete mit dem
ENIAC-Computer und in verschiedenen Instituten an der Nutzung mehrerer frither Computer-Systeme;
Gruppenleiter am California Institute of Technology (CalTech) in Passadena, USA; Entwicklung der sog.
Monte-Carlo-Methode® in der statistischen Physik.
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e 2reos(B) 41— 4r25iuﬂ{,3}

14 2r

(5.1.39)

Dies impliziert , dass |w| < 1 fiir alle 4, d.h.: Das DuFord-Frankel-Schema ist unbedingt
stabil. Analog zeigt man, dass das sog. , Richardson-Verfahren®

1 1 -1 1 m m m

o (Ut = Up™) — (U, — 207 + Ugz) = 0 (5.1.40)
unbedingt instabil ist. Obwohl es die  optimale* Konsistenzordnung O(h? + k?) besitzt,
ist es also praktisch unbranchbar. Dies ist nicht verwunderlich, da dieses Schema ein
Derivat der Mittelpunktsregel mit dem Stabilititspolynom w(z, hA) und den Wurzeln
31,2 = hA £ {hﬂjl-z + l]lfﬂ ist.

Die von Neumann'sche Fourier-Methode zur Stabilititsanalyse von Differenzensche-
mata ist auf den Fall periodischer Dirichlet-Randbedingungen bew. den Grenzfall von
»Ganzraum-Problemen* ( €2 = B! ) beschrinkt und erfordert Aquidistante Ortsgitter. Fiir
allgemeinere Ortsdiskretisierungen anwendbar ist die im folgenden prisentierte ,Spektral-
methode®.

iii) Spektral-Methode:
Diie symmetrische, positiv definite Matrix A, habe die Eigenwerte und zugehfrigen (la-
orthonormierten) Eigenvektoren

D<A .. A, {win]'.tﬂ:l:-"?N}‘

Jede Gitterfunktion besitzt dann eine Entwicklung der Form
N

Up =) _anuw®™,  an= (U7, u®).
n=1

Diabei ist das Skalarprodukt ({-,-} fiir eine FD-Diskretisierung im Ort wieder ein diskretes
Analogon der kontinuierlichen L2-Norm,

N
(v,w) == Z hil'nwn:a

n=1

und fiir eine FE-Diskretisierung gerade diese: (v, w) = (v,w)q. Entsprechend sind die
zugehorigen Normen ||u|| := (v, v)!? definiert. Wir analysieren im folgenden isoliert den
Zeitschrittfehler im Rahmen der Linienmethode.

Satz 5.2 (Gliattungseigenschaft): Jedes stark A-sfabile Einschrittschema vom Typ
(5.1.22) der Ordnung v besitzt die Glattungseigenschaft:

kr
IUR —ui’ll £ e l[ukll, m >0. (5.1.41)

™m
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Beweis: Nach Voraussetzung ist sup,.q|R(—z)| <1, lim. . |R(—z)| <w <1 und
|R(—z) —e®| < clz|"*!, D<z<1.

O0.B.d.A. nehmen wir an, dass |H(—z)| < w < 1 fiir z > 1. Wir verwenden wieder das
Spektralargument von oben. Mit den Eigenwerten 0 < A; < ... < Ay von A und einem
zugehdrigen Orthonormalsystem {w™ n = 1,.., N} von Eigenvektoren gilt wieder fiir
den Anfangswert

N
ug = Znnwi“}

n=1

die Abschitzung (m, == kA, )

N
2
U —u? = 3" 02| R(—kAw)™ — e

=n§:...+ oo

Tl T 1

Fiir die erste Summe rechts gilt mit einem geeigneten 4 = 0:

> =Y R - |2|mfﬂ{—?n}m_l_“e_“’" a?
=

L | L |
< CE :T2r+2mﬂﬂ—35|:m—]}rnai < cm—ﬂrluglﬂl

Tmil

Fiir die zweite Summe rechts gilt entsprechend mit einem 4 = 0:

> <2 Y ad{IR(m) 4 e

Tnlx1 Tn 2l
—fm 2 —2r ) 02
< ce E o, = om o |ug |t

s |
Kombination dieser beiden Abschitzungen liefert wegen m = ¢, /k:

kﬂr
U —up* < e

P (5.1.42)

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.ED.

Das populire Crank-Nicolson-Schema
UR = (In + 3kA) ™ (I — $R AU

besitzt als nicht stark A-stabiles Schema nicht die volle Glattungseigenschaft. Wir wollen
diesen Defekt anhand einer Modellbetrachtung erliutern.
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Sei
L o - 1—KA/2Y\™ (o
Up =Y alu® = Uf E: (1+kuz) w®,

n=1

Die Losungskomponente zur hichsten Frequenz A = Ay, verhilt sich wie

b

m (L—EA2\m
"= (1 T EA ;2) ¢
was dem Abfall der ,exakten” Losung entspricht.

i) Fiir kA <2 (& k ~ h?) ist

lw| <e8, §=0,
was den korrekten exponentiellen Abfall e~ impliziert.

ii) Im Fall kA ~ k/h? ~ 4/h (< k ~ h) ist

1

1—h/2
1+ h/2

was oszillierendes Verhalten (—1)™e~*™ impliziert.

Zur Dampfung dieser Oszillationen in den  hochfrequenten” Komponenten kénnen
folgende Strategien verwendet werden:
a) Mittelbildung:

lk,x,, 11— 2kAa\2y
alUR +20; + U3} = Z {4 i, +3(1+§Hﬂ) .

Auswertung des Ausdrucks in der Klammer ergibt

=l =

1+ kA + 3K22 42— JE2 +1— kA, + (K202 1
4(1 + LkA,)? (14 1kN,)2

und somit
o

i n (m).
k giui‘m"]ﬂw

b) Euler-Dampfung: Der Zeitschrittprozess wird mit zwei impliziten Euler-Schritten mit
halber Schrittlinge gestartet. Dies ergibt

2
2 (1+’k,1 ) v
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Satz 5.3 (Gedimpftes Crank-Nicolson-Verfahren): Das durch zwei Euler-Schritte
gedampfte Crank-Nicolson- Verfahren besitzt die Glattungseigenschaft:

kﬂ
IO —ufll < ez (A8 (5.1.43)
Beweis: Fiir =z = 0 gilt
—= 1 - %Z z3 —z 1 '-:2
e — i = > —1 1 .
+ 3z 1+ 5% +z +z

Wir verwenden dies in der folgenden Abschitzung:

m N 1— L1EA,\m-2 1 2 a2
07— =3 (T ) () — )

1

Wir bezeichnen den Inhalt der &ufieren Klammer mit 7 und setzen T, = kA, . Es gilt

s G (L= B B B (s 0 (U

e ) )

+ §Tn + 5Tn
1-—1ig 1 a ™3 1—Lryn3-u
- a'm —pT, a'n
S G v = Corm =) B0 D Corm = M
1+‘ET“ 1+'§Tn p=0 1+§Tn
i) Fall , <2:
1—1ir, 1
?T{e_?"‘
1+§

Dies sieht man wie folgt: Wegen & > z gilt —1 + ze=* < 0. Die Funktion f(z) :=
1—z—(1+ z)e = hat die Eigenschaften f(0) =0 und f'{z) = -1+ ze™= < 0 und
folglich f(z) < 0. Damit erschlieflen wir

m—3
—Trn 2 3 _—wmre 2 —HTn,
|cr:|£r:{e"“7'“+1'ie mTn/ Ze ’”‘m}

. ;21 — g (m—2)ma/2 o &2
< —mrfis 7 b e T el
_c{ T + e T S ctEn.
ii) Fall =, = 2:
L=7/2 _ oy

1+r,/21=
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Damit erschliefien wir:

lo| < efemme + e/ 2

2
Ta

1 my2 1 1 K?
2 —mry —2mfrn —
Ec{l[m'rn} € §+e (E) E}ECE_CE-
Zusammenfassung der Resultate (i) und (ii) liefert nun:
e — o) < E—Za (5.1.44)
Dies vervollstindigt den Beweis. Q.ED.

Auch die Spektralmethode ist auf den Fall parabolischer Probleme mit zeitunabhingi-
gen, selbstadjungierten Operatoren wie dem Laplace-Operator A beschriankt. Die weitrei-
chendste Analysetechnik ist die sog. ,Energie-Methode* (Hilbertraum-Methode), welche
auch fiir Probleme mit unsymmetrischen Operatoren mit zeitabhingigen Koeffizienten
anwendbar ist. Wir demonstrieren diese Technik hier aber nur fiir die vorliegende Modell-
situation.

iv) Energie-Methode:
Wir betrachten das populire Crank-Nicolson-Schema. Fiir Funktionen (v,)"_, auf einem
Aquidistanten Quadratgitter sind

N
. d . 1/2
(v,whh = B Y vawn,  [vlla = (v,v)y"

n=1

diskrete Analoga des L2-Skalarprodukts und der zugehdrigen L2-Norm.

Satz 5.4 (Crank-Nicolson-Verfahren): Das Crank-Nicolson- Verfahren hat fir hinrei-
chend glatte Losung w den globalen Diskretisierungsfehler

max u — Ul < () T{R* + K%}, (5.1.45)

mit einer Konstanite cfu) = Inax{:,.,_,.{|ﬁfu| + a|Viu|} .

Beweis: Fiir den Fehler £™ 1= u™ — U™ pgilt
Ele™ —e™ ) + JAp(e™ + ™) = 17
Multiplikation dieser Identitit mit e™ + ™! und Summation iiber m ergibt

EHlle™z — le™ IR} + 3(An(e™ + ™), e™ + e™ g = (T, €™ + €™ )i
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Der kleinste Eigenwert von A, ist A = 0. Damit erschliefien wir
-1 w2 m—1)2 1 m m—12 1 m m—1)2 1y—1)_m 2
E75{lle™lln = le™ lla} + gAlle™ + €™ ln < 5Alle™ + €™ |la + 527 l7nklla
bzw.
m |2 m—1)2 14-1 m |2
le™ % < le™ " llx + A kllmlln -

Wir summieren nun iiber g =m,...,1 und erhalten

m
2 Oy 2 14—1 2
le™ 1% < MR + 3A7 Y lid Ll

p=1

Mit & — 0 und der obigen Abschatzung fiir den Abschneidefehler folgt schlieflich die
Behauptung. Q.ED.

5.2 FE-Galerkin-Verfahren fiir parabolische Probleme

Wir diskutieren nun die Rothe-Methode zur Lésung des Problems
Gu—Au=f in Qr=0x[0,T], (5.2.46)

mit den Nebenbedingungen up_g = u® und wpn = 0. Da die folgende Analyse exem-
plarischen Charakter hat, betrachten wir nur das implizite Euler-Schema. Dieses lautet
angewendet auf das kontinuierliche Problem (5.2.46)

EY U™ —Um™ ) —AU™ = fm, U% =40, (5.2.47)

wobei die rechte Seite im zeitlichen Mittel ausgewertet wird gemaf

=k f(t)dt = f™ + O(ks).

tm_1
Die Zeitschrittweite k, = &, — t;—1 darf hier variieren, um eine mdglichst gute An-
passung an die Lisungseigenschaften zu erreichen. Mechanismen zur adaptiven Wahl der
Zeitschrittweiten auf der Basis von a posteriori Fehlerabschitzungen werden weiter unten
diskutiert.

Die einzelnen Feitschritte seien mit Hilfe eines FE-Verfahrens mit Ansatzraumen
Vi® V' aof moglicherweise von Zeit zu Zeit wechselnden Gittern T} diskretisiert:

(UF ) + km(VUT, Vip) = (U™, 0) + kn(f™,0)  Vip € Vi (5.2.48)

Diie Varianz der Ortsdiskretisierungen im Verlaufe der Zeititeration ermdglicht die dyna-
mische adaptive Anpassung der Ortsgitter an die momentane Lésungsstruktur. In Ope-
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ratorschreibweise lantet das Schema (5.2.47)
(R + kmAR)UR = FPUR ™ + kPR F™, UR = P4, (5.2.49)

mit der L2-Projektion P auf V™. Beziiglich der iiblichen Knotenbasen {y}™" n =
1,0s Ny = dimVy™} der Réume V§™ ldsst sich dies als lineares Gleichungssystem zur
Bestimmung der zugehdrigen Knotenwertevektoren = € BY¥= schreiben. Dazu fiihren
wir zusitzlich zu Massematrizen, Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren

b = (o)

oss AT = (Vo Vi),

ig=1"

N.

= (k" en) o1

ij=1"

auf dem Gitter T noch Transfermatrizen zwischen den Raumen V™' und V;™ ein:

—1m _ —1 1 Wem
M e () e

Damit schreibt sich

m— m.n m— m—1,j m.n —1m m—
(Uy 1:5‘?';; )= ZI 1':‘#‘;. L) =My T '

und folglich
(M + E AP )2l = M,‘;"‘l'"‘rf‘l + kM. (5.2.50)

Wir wollen dieses Verfahren im folgenden im Hinblick auf Stabilitit, Konvergenz sowie a
priori und a posteriori Fehlerabschitzung untersuchen.

5.2.1 A priori Konvergenzabschiitzungen

Der natiirliche Ansatz zur Analyse von FE-Diskretisierungen ist die , Energie-Methode®.
Wir geben zunichst einen einfachen Beweis fiir das implizite Euler-Verfahren unter reali-
stischen Annahmen an die Regularitit der Losung. Wir setzen (Die Zellen der Zerlegung
T werden ab jetzt mit K bezeichnet.)

P 1= ety diam(K), - k=, e, Fom

und ef = U —u™ mit a™ 1= ul-, tm).

Satz 5.5 (Implizites Euler-Verfahren): Fir das implizite Euler-Schema in Verbin-
dung mit einer FE-Diskretisierung 2. Ordnung gelten die folgenden Fehlerabschatzungen:

i) Fiir beliebig variierende Ortsdiskretisierung:

M fm 1/
max ||ef'| < .cT”“umax m ||'F2 M||}+C(Zk£,f ||?ﬁiu||2di) : (5.2.51)
m=1 Em—1

1<m
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it} Im Spezialfall Vi* = Vy gleich fiir alle m :

1<m< M

M - 1/2
m| o o2 2 172 m 3 g
max [ef| < eT"? max {h,|V*u ||}+.c(§_1: k,,,j;l |V B di) . (5.2.52)

Beweis: Wir bezeichnen mit Rf'u € V™ die ,elliptische” Ritz-Projektion der Lsung
u™ zum Zeitlevel t, auf den Finite-Elemente-Raum V™, definiert durch

(VRyw,Ven) = (Vo, Vr) Veon € Vi (5.2.53)

Fiir deren Fehler gilt
lv — Bvll + bl [V (v — Bw)|| < chiy|[ V2. (5.2.54)

Wir betrachten nun zunichst die Differenz 5f® = U* — REfu™ . Fiir beliebiges oy, € V™
ist dann unter Ausnutzung der Identitit

(U = U™ om) + b VU, Vior) = k(™ 1)
und der Projektionseigenschaft von R :

(7 = mp =t en) + KV, Vion)
= kn(F™,08) — (RTu™ = R~ 0™ on) — (VAT Vips)
— k(™ 08) — (RPw™— BP0 on) — kn(V™, Vipn).

Wir setzen nun ¢y, = nf* und erhalten mit Hilfe der Identitit (a — bja = %uﬂ - %bﬂ +
1(a—b)* die Beziehung

Sl l® = 2l 1P + Sl — 1P + el Vi
= km{fmﬂ?]' - {Rnﬁium - Rr_lum_laﬂ?} - km{vum:vﬂf}
= ke (f™, ) — (0™ — u™ ' ) — K (VU™ Vi) (5.2.55)
+ (u™ — Rpu™, ) — (u™ ' — Rp—tu™ )
+ (™ — Rt g — ).

Weiter haben wir
k(™ m) — (u™ — u™ 1 i) — k(Vu™, Vi)

tm
_ f (f — Bu,mp) dt — kp(Vum, V)

tm
= |7 (Vu, Vi) d — ko (Vum, Vi) (5.2.56)

ten
— [ to) (VB V)

< ko [V |2 + 32, j' 18:Vul| dt
trm—1
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sowie
(@™ = Ryt ) < sl o ek VTR (5.2.57)

ader
(@™ = Ry =) S Rl — a1 kb [V THP(5.2.58)

i) Wir betrachten zun#chst den Fall allgemein variierender Ortsdiskretisierung. Kombi-
nation der Beziehungen (5.2.55), (5.2.56) und (5.2.57) und Absorption von Termen in die
linke Seite ergibt

sl ll® — 3o 17 < (w™ — Rtu™, ) — (™ — Ry )

b
+ k2, 186V u|[* dt + chy, [V um—2 |2,
tm—1

Wir wenden diese Abschitzung rekursiv fiir m,m — 1,...,1 an und finden
i I? < llmkll® + 2(u™ — Rpu™,ni) — 2(u” — Rpu®, mp
+.:Z{kﬂf |8Vl dt + chy ||V }
p=1

bzw.
N l® < llmpl® + §llmell® + 3llw™ — Rpw™|* — (u® — Rju®,n})
+CZL«"f 18V u|® dt + ctrm max{.i.. TRy [V w7}

=1

Mit Hilfe der Abschatzung

lu* — R + || — Piu®|| < chg[V2u®|l, p=1,...,m, (5.2.59)

folgt
legll < llmgell + llu™ = Rpa™|| < llitll + chy, V™I, (5.2.60)
lImall < llu® — RRu®|| + [[u® — PR’ < chg|[ V)| (5.2.61)

und damit schliefilich die Fehlerabschatzung (5.2.51):

ler|? < ctm Jnax {k_lhpllvﬂifllz} +cz kﬂf ||V By |2 . (5.2.62)
p=1 fat
ii) Wir nehmen nun an, dass V™ = V, baw. Hp® = Hy fiir m = 1,..., M. Kombination
der Beziehungen (5.2.55), (5.2.56) und (5.2.58) und Absorption von Termen in die linke
Seite ergibt:
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gl I — Sl 1 < (™ — Ry, ) — (™" — Ry )
2 [ IO+ P kb
1
Wir wenden diese Abschitzung rekursiv fiir m,m — 1,...,1 an und finden:
i ll? < lmal® + 2(u™ — Rpu™, mit) — 2(u” — Rju®,m})

+cz{fr‘* f 10Vl de -+ kb 4k k™ — )

baw. mit den Abschitzungen (5.2.59), (5.2.60) und (5.2.61),

legll? < ctm ms.x{h“uv”u“n“HZL ™" — w1
u=t (5.2.63)

+CZJ¥[ 18,V u|? dt.

p=1 —1

Im letzten Schritt schitzen wir die mittlere Summe rechts ab. Jetzt kann o = ¢ ==
o — g ~! €V}, als Testfunktion verwendet werden, und wir erhalten wie oben

112 + B[V — B[V + Lo [V
= km(f™, i) — (Bpu™— Ry '™ o) — km(VRRU™, VF)
= kn(f™, ) — (u™ —u™ o) — K (Vu™, Ve
+ (u™ — u™ ! — Ra(u™ + u™ ), 7).

Weiter haben wir
k(™ @) — (u™ — u™ 1, ) — km(Vu™, Vigl)

b
=f (f — By, @) dt — (V™ Vi)
i

b
[ ) = b (Vum, V)

tm
f (t — t1) (VBe, Vi) it
ftm—1

1M

| -
Lk VP2 + A2 f 18:Vul[? dt
fm—1

sowie

{_um _ um—l _ Rh{um L“ﬁgh} E :”Ec;lr” + Chz ||v|:: — um—l}llﬂ
L -
< el + chikm IV Beu|| dt.
tm—1
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Kombination dieser Abschdtzungen und Absorption von Termen in die linke Seite ergibt

lefI? + kml[ Vi l|* — k| Vo~ |1? < {2 + chlkm} r ||V Be|* dit.
Em—1

Wir wenden diese Abschatzung wieder rekursiv fiir m,m — 1, .., 1 an und finden

m m g“
S MR+ VAR )® < IVaRl® + ey {k + B} [ 118:Vul*dt.
p=1 p=1

f—1

Mit [|Vr2)|2 < chd||V2u?|? folgt schlieflich

> ki — P < chglI VPO 4 e {ka + B3} f |8V ul®dt.  (5.2.64)
Ep—1

=1 p=1

Wir setzen dies in (5.2.63) ein und erhalten die behauptete Abschitzung (5.2.52):

m m i“
e ? < et gmax (B2} + Yk ™t =3 K2 [ vl e,
.1 tp—1

p=1 =1
was den Beweis vervollstandigt. Q.ED.

Die Konvergenzordnung in (5.2.51) ist nicht optimal. Unter der Bedingung hi® < ck,,
ergibt sich aber die zeit-optimale Konvergenzordnung (k). Das optimale Resultat
(5.2.52) ldsst sich auch unter den weniger einschrinkenden Bedinpungen V,:"'l i i
oder h2 k7! < x hinreichend klein beweisen.

Hilfssatz 5.2 (A-priori Schranke): Fiir die Ldsung der ARWA (5.2 46) gilt die a prio-
i Abschatzung

T 1/2
max || V2u|| + T‘lf V au? dt < ¢|[V3P|| + ¢ max +18f1}.  (5.2.65
max V2l + (T | [V8ulPdt) < |Vl +cmax (7] + 18]} (5:2:65)

Beweis: Der Beweis verwendet die  Energie-Technik”, wird hier aber nicht ausgefiihrt.
Q.ED.

Wir wollen noch die Frage nach der | inversen Monotonie® der Orts-Zeit-Diskretisierung
diskutieren. Unter bestimmten Bedingungen an das Ortsgitter (z.B. alle Innenwinkel einer
Triangulierung w < «/2) ist die Steifigkeitsmatrix A, eine M-Matrix. Die Systemmatrix
My, + Ay, muss aber nicht automatiseh M-Matrix sein. Um dies dennoch sicherzustellen,
werden die Elemente von M, ,

my = (eR " eh )
mit Hilfe der Trapezregel ansgewertet. Bei stiickweise linearen Ansftzen liefert dies eine
Diagonalmatrix My = My + @(h?) mit positiven Diagonalelementen, so dass My + kAy
M-Matrix wird. Dieser Mass-Lumping® genannte Prozess erhilt die Konvergenzordnung
des Gesamtschemas und stellt seine inverse Monotonie® sicher (Ubungsanfgabe).
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5.2.2 Fehlerkontrolle und Schrittweitenstenerung

Zur Herleitung von a posteriori Fehlerabschitzungen erweist sich eine globale Betrachtung
simultan in Ort und Zeit (ochne die bisherige Aufspaltung in Orts- und Zeitdiskretisierung)
als angemessen. Wir fithren dazu das Konzept der ,unstetigen Galerkin-Verfahren® fiir
parabolische ARWAnD ein, als deren einfachster Spezialfall das implizite Euler-Verfahren
(5.2.48) erscheinen wird. Die Vorgehensweise entspricht der bereits von den gew@hnlichen
AWAnD her bekannten, erginzt um die Aspekte der Ortsdiskretisierung.

Ausgehend von oben formulierten Diskretisierungen TF = {K} des Ortsgebiets Q
und 0 =ty < ... < £, < ... < tyy = T des Zeitintervalls I = [0,T] fiithren wir die
folgenden Bezeichnungen ein (Man beachte, dass die Zeitschrittweite nicht bzgl. des Orts
variiert.):

-'rm = {tm—ljtm]; km == im - tm—];

k= max k = max h h:= max h
m=1,.. M i hm KeTy K m=i,__ M

v = IHJ':] O b £ 8),  [o]™ =™ — 0™

Or =Ko x1l,, 0807 =0K] xI, Qg =0xI,.

Die ARWA (5.2.46) lasst sich Aquivalent schreiben in der Form

M
Byu, VuVe) b dt + ([u]™ L, o™ D) L = [(f,0)d 5.2.66
;{L{( @)+ (VuVg)}dt + ([u]™, 1} ff(wn (5.2.66)

fiir beliebige in der Zeit stetige Testfunktion (-,#) € V', wobel die Anfangsbedingung
durch die Setzung u” := u” beriicksichtigt ist. Jede (glatte) Losung von (5.2.46) erfiillt
offenbar die Beziebhung (5.2.66), und umgekehrt muss jede Losung von (5.2.66) in den
Teilintervallen [, der Wirmeleitungsgleichung geniigen und bei ¢, auch stetig sein.
Diamit folgt dann wieder, dass es sich um eine Lisung der ABWA handeln muss. Dieses
Problem wird nun mit einem Galerkin-Ansatz auf dem ganzen Orts-Zeit-Zylinder Gy
diskretisiert. Dazu fithren wir die folgenden Finite-Elemente-Hiume ein:

Vi ={v: Qr = R| veer. (-, ) € W, viera (z,°) € Pe(Im), (z,1) € Qr}.

Die Funktionen in V4 sind also bzgl. des Ortes stiickweise in V™ (d.h. linear oder bilinear
und stetig) und bzgl. der Zeit stiickweise polynomial vom Grad r (und unstetig). Der
(Galerkin-Ansatz sucht dann Approximationen Uy € V, zu bestimmen durch die Vorschrift

M
> { L{{Mﬁ,m + (VUy, Vigy)} dt + {[Uﬁ]“-’,wﬁ:’"”*:} = j; (fren)dt  (5.2.67)

fiir beliebige Testfunktion w € Vi mit dem Anfangswert U} = Plu® (P! die L>-
Projektion auf V)2 ). Da die Testfunktionen unstetig in der Zeit sein diirfen, zerfallt dieses
formal zeitlich global gekoppelte System in lokale Teilprobleme auf jedem Zeitstreifen
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Q™ = 0 x I, . Dieses Schema wird ,unstetiges Galerkin-Verfahren® (abgekiirzt ,,dG(r)-
Verfahren*) genannt. Wir wollen im folgenden nur den einfachsten Fall » = 0, d.h. das
dG(0)-Verfahren, betrachten. In diesem Fall reduziert sich das globale Schema (5.2.67) auf
die folgende Sequenz von lokalen Gleichungen auf den Zeitintervallen I, m=1,..., M:

ff {(BUn, on) + (VUs, Vign)} dt + (U™, 08) = j; (. on) dt (5.2.68)
fiir beliebiges @, € V™. Mit der Setzung U™ := U™ ergibt sich wegen &U = 0 auf I, :

kn(VUR Vion) + (U — U™, on) = k(™ 0) (5.2.69)

fiir beliebiges , € V™. Dies ist gerade das implizite Euler-Verfahren (5.2.48), welches
sich also in diesemm Rahmen als dG{0)-Verfahren interpretieren lisst. Diese Sicht dndert
zwar nichts am Verfahren selbst, bietet jedoch einen systematischen Zugang zu seiner
Fehleranalyse.

Bemerkung 5.1: Die dG/(r)-Verfahren hoheren Grades r > 1 entsprechen keinem der
oben diskutierten Zeitschritt-Schemata, sie sind vielmehr Varianten gewisser impliziter
Runge®-Kutta'® -Verfahren. Wir bemerken aber, dass sich auch das populire Crank-
Nicolson-Verfahren in den Rahmen der Galerkin-Verfahren einordnen lisst. Dazu macht
man einen modifizierten Ansatz mit bzgl. der Zeit stiickweise linearen, aber diesmal global
stetigen Funktionen. Der Raum der Testfunktionen ist dagegen derselbe wie beim dG(0)-
Verfahren. Dies wird dann ein ,Petrow-Galerkin-Verfahren® (sog. of7(1)-Verfahren), wel-
ches sich dhnlich analysieren lasst wie das dG/(0)-Verfahren:

(U, on) + 3km(V(UF + U ™"), Vion) = (U771 ) + ke (F™ 00), (5.2.70)

fiir beliebige Testfunktion s € V™.
Wir wollen jetzt eine a posteriori Fehlerabschitzung fiir das dG{0)-Verfahren ableiten,
welche als Basis fiir eine simultane Anpassung des Ortsgitters und der Zeitschrittweite an

den Lasungsverlauf dienen kann. Dazu setzen wir ey == Uy —u . Ein typisches Beispiel ist
die Kontrolle des L2-Fehlers zum Endzeitpunkt J(es) := ||lef T .

Satz 5.6 (A posteriori Fehlerschranke): Fir das dG(0)-Verfahren gilt bei Kontrolle
des artlichen L*-Fehlers zum Endzeitpunkt, J(ep) = ||ef+ ||, die a posteriori Fehler-
abschatzung

Jew) Sn(Un)i=ay Y AaUn)uhi(z), (5.2.71)

r=1KEeT)

Y Carle David Tolmé Runge (1856-1927): Deutscher Mathematiker; Prof. in Hannover und Géttingen;
Beitrige rur Spektroltheorie mit Anwendungen in der Atom-Physk.

10 Martin Wilhelm Kutta {1867-1944): Deutscher Mathematiker; Prof. in Stuttgart: Beitrage zur Aero-
dynamik und zur Numerik von Differentialgleichungen.
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mit den Residuentermen
Aa(Un) == | R(Un)llgx + kY| [Balk] lomccre + k2 2 [URF 1k,

R(UL) == f— gl + AUy, und einer ,Interpolationskonstante® c; . Mit der Losung =
des ,dualen Problems®

—thz—Az=0 in Ax [0 tn), zZn=0, zp=. = [le™ ||~ te™*. (5.2.72)
haben die Gewichte w¥(z) die Gestall:

wh(z2) == kullBezll gz + k211822l gz + B2V 2]l gs.

Beweis: i) Das erste  Standbein“ des Beweises ist ein (parabolisches) Dualitdtsargument.
Wir fiihren zunéichst fiir ein festes ¢ € I das (kontinuierliche) ,duale Problem* ein:

—Fz—Az=1 in Qun:=0x[0tn], zen, z=t.=21x. (5.2.73)
bzw. in semi-variationeller Formulierung
—(Bez,0) +(Vz, V) = (P, ) Veel (5.2.74)

Umschreiben in die Form (5.2.66) ergibt

S{ [ (0.0 + (Vo Ve (4 21} - [, e

p=1

fiir beliebige in der Zeit stetige Testfunktion (-,#) € V', wobel die Anfangsbedingung
wieder durch die Vorschrift =™ := y beriicksichtigt ist. Durch partielle Integration in
der Zeit wird dies umgeformt zn

Zl { ‘/f“{{aﬁgi.- z) + {vﬁ?,vZ}} dt + {[\’Q p_l.l_z':-"‘_1]+}}
F (5.2.75)

= (™t ) di
(¢ ,xll+_[wm]{5c' %)

fiir beliebige in der Zeit (stickweise) differenzierbare Testfunktion (-, 4) € V.

ii) Das zweite | Standbein® des Beweises ist die Galerkin-Orthogonalitit des Fehlers des
dG(0)-Verfahrens. Durch Vergleich der beiden Gleichungen (5.2.66) fiir « und (5.2.67)
fiir [V}, erhalten wir fiir den Fehler ¢, ;= U — u die  Galerkin-Orthogonalitit®:

M
> { fr {(Been, wn) + (VenVign)}, dt + ([ﬂa]""l,wﬁf"”*}} -0 (5.2.76)
m=1 m

fiir beliebige stetige Testfunktion wg(-,1) € Vi. Wir wihlen nun in (5.2.75) die spezielle
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Testfunktion ¢ := e, und erhalten:

> { [ (@) + (Ven, Vo)t (e~ )} =t + [ (envi e
[Okem]

=1

Unter Ausnutzung von (5.2.76) erhalten wir damit die allgemeine Fehleridentitat:

ert € dt = 3 Eh, T — 3 Ver, Viz— d
@0+ [ @pa=D{ [ (@) + (Ve Ve - )

=1
+(lenl™, (z = 20) ) }

(5.2.77)

mit einer beliebigen Approximation zp, € V,, zur dualen Lisung z. Wir setzen mun im
dualen Problem t,, = T, v := 0 und y := ||e¥*||~'e¥*. Aus der allgemeinen Fehleri-
dentitdt (5.2.77) folgt

Prl= Z { f {(Guen,z — 20) + (Vew, V(z — 2} dt + ([enl ™, (2 — 2)4) }
p=1

(5.2.78)

mit einer beliebigen Approximation =z £ V,, zur dualen Lisung z. Wir nutzen nun die
Lésungseigenschaften von u und integrieren auf jeder Zelle KT partiell bzgl. des Orts:

||eﬁ+||_z > f{@u—ai[rﬁ,z—zﬁ] k2 — (Au— AU,z — 2) g

p=1l KReTy

— (u(Un —w), s — oz} dt + (U — ™, (2 — )"z .

Diies ergibt

m Z Z { f {(R(Un), z — )iz — 3([8aUn), 2 — z8)grcs } dt

p=1 KReTy L

+ (U (2 — ) ® D ) gen }+

mit dem Residuum R(U) := f — &U, + AUy und dem Sprung [3,07%| von 8,Us iiber
die Zellkanten. Durch Anwendung der Hilder'schen Ungleichung erhalten wir
et <Y 3 {IROllz — s
p=1 KheTs (5.2.79)
+ 318U loqzllz — 7allaq} dt + [T lxx (= — )~ Il },

‘Wir wihlen nun fiir z; die natiirliche Interpolierende Ijzz € V4 , welche zellweise definiert
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ist durch die Vorschrift

Ihgzy, = k;l f zdt, Iypzge = konstante Interpolation von z. (5.2.80)
L

Diann gelten die Interpolationsabschitzungen | Beweis mit Hilfe einer Variante des Bramble-
Hilbert-Lemmas)

|z — Inxzllge < csui(2), (5.2.81)
B2z — Ingzllage < eiufi(2), (5.2.82)
k(2 — Dupz)® M || < ciuhi(2), (5.2.83)

wobei
wh(2) == kul|Bezllge + K2 N18F zllge + hal|V2z]|ga.

Die ,Interpolationskonstante® o;, welche in die a posteriori Fehlerabschatzung (5.2.71)
eingeht, hat dabei in der Regel die Grife ¢; ~ 0,1—1. Einsetzen dieser Abschatzungen
in (5.2.79) und Anwendung der Schwarz'schen Ungleichung ergeben

Pl<ad 3 {IROos + A IEUlngs + kTPl ut(2),
p=1 KReTy
Dies impliziert die Behauptung. Q.ED.

Zur konkreten Auswertung der a posteriori Fehlerabschitzung (5.2.71) miissen die Ge-
wichte w™(z) berechnet werden. Dazu wird analog zum stationfren, elliptischen Fall das
duale Problem (5.2.72) numerisch auf dem aktuellen Gitter geltst. Mit der resultierenden
diskreten dualen Lésung z;, wird dann approximiert gemé&fi:

wh(z) ~ @t = kg [l e + B2 Viaal e, (5.2.84)

wobei V3z, ~ V2z ein geeigneter Differenzengotient ist. Auf der Basis der approximati-
ven a posteriori Fehlerabschitzung

llem || = 7(Us) : —c.z Y AU @(2) (5.2.85)
p=1 KEETE

kinnen nun simultan das Ortsgitter und die Zeitschrittweite adaptiert werden. Dabei
werden in einem iterativen Prozess die Ortsresiduen

P (Un) = | R(Un)llgz + by /2 1|[8.Unlllas

und Zeitresiduen
P (Un) = k2 [Un) | ks,

durch Anpassen von h, und k. balanciert, bis (U} < TOL fiir eine vorgegebene
Fehlertoleranz TOL.
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Analoge Resultate gelten fiir andere FehlermaBe, z. B. den globalen L2-Fehler auf Qy:

1/2
Hen) = lleslon = ([ esla) " (5.2.86)
I
In diesem Fall gilt die a posteriori Fehlerabschiatzung (5.2.85) mit dem dualen Problem

—8ez — Az = [lenllgen 0 QX [0,tm], ze0 =0, Z. =0. (5.2.87)

Die Wirksamkeit der adaptiven Steuerung der Ortsgitterweite auf der Basis dieser a po-
steriori Fehlerabschiatzungen wird anhand eines einfachen Beispiels demonstriert.

Beispiel 5.1: Wir lésen die inhomogene Wirmeleitungsgleichung
Gu—Au=f I Qp, wsp=0, uyo= u?, (5.2.88)
auf dem Einheitsquadrat @ = (0,1)%. Als ,exakte* Lisung wird angesetzt:

1

n1 1 1 1 1 - T
Ttaz—p * 7 (3 + zcos(2mt), 5 + 3 sin(2wt))"

ufr,t) =

woraus sich Anfangswert und rechte Seite ergeben zu
u'(z) == u(z,0), f(z,t) = Bulz,t) — Aulz,1).

Diese Lisungsfunktion beschreibt einen , Hiigel“ im Gebiet (0,1)?, der wihrend des Zei-
tintervalls T = [0,1] einmal im Kreis um den Punkt (3,3) herumliuft. Die Grife bzw.
Steipung des Hiigels 18sst sich durch Wahl des Parameters o stenern. Fiir den Test wird
ca = 50 gesetzt. Die sich damit ergebenden Gitter sind in Abb. 5.2 und 5.3 gezeigt.

T = il
c [l ] [ e
e ) LriL| 17

Abbildung 5.2: Gittersequenzen bei Kontrolle des Endzeit-L2-Fehlers ||ex||n ; Quelle: R.
Hartmann, A posteriori Fehlerschitzung ... fiir die Warmeleitungsgleichung®, Diplom-
arbeit, Univ. Heidelberg, 1995,
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Abbildung 5.5: Gittersequenzen bei Kontrolle des globalen L2-Fehlers €|l (unten); Quelle:
R. Hartmann, A posteriori Fehlerschatzung ... bei Galerkin- Verfahren far die Warmeleitungs-
gleichung®, Diplomarbeit, Univ. Heidelberg, 1095,

5.3 Verallgemeinerungen und Losungsaspekte

Wir haben als Modellfall die Warmeleitungsgleichung

fu—aAu=f in Qr=0x|0,T), (5.3.89)
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen wsn = 0 und einem konstanten , Diffusions-
koeffizienten” a = 0 betrachtet.

i) Verallgemeinerungen:
Wir lassen mun zu, dass der Koeffizient a = a(r,t) vom Ort und von der Zeit abhingt.
Das Problem schreibt sich dann in der Form

Bu—V-{aVu}=f in Qr =Qx[0,T). (5.3.90)

Die oben betrachteten Zeitschrittverfahren lassen sich in der Regel leicht auf diesen allge-
meineren Fall iibertragen. Wir wollen dies anhand des Crank-Nicolson-Verfahren disku-
tieren:

U U ) + 3 (AP0 + AU = 5 (R + 0T, (5.3.91)
mit der Ortsdiskretisierung Ag(f) des Operators —V - (a(-, t)V) . Dabei werden fiir Funk-

tionen w(t) die abkiirzenden Bezeichnungen w™ = w(ty), w™ Y2 1= w(t,_1;2) und
b ypa 1= %{tm + tm—1) verwendet. Dies entspricht der sog.  Sehnentrapezregel*; Anwen-
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dung der ,, Tangententrapezregel® fiilhrt anf das Schema:

-1/2 172

RO - URT) g Ay U+ U = £ (5.3.92)
Beide Verfahrensvarianten sind unbedingt stabil und von der Konvergenzordnung (k2 +
h?) . Zu Threr Analyse ist das elegante Spektralargument aus dem vorigen Abschnitt leider
nicht mehr geeignet, da der Operator Ag(t) nun mit der Zeit variiert. Statt dessen verwen-
det man die flexiblere ,, Energietechnik” und behilt im wesentlichen dieselben Aussagen
wie im autonomen Fall, allerdings mit wesentlich mehr Aufwand. Im (praktisch wichti-
gen) nichtlinearen Fall a = a(u(t)) wird zweckmifigerweise die Tangententrapezform des

Crank-Nicolson-Schemas verwendet:
K (UR - U 4 A (AU UPTY) = VR (5.3.93)
Hier ist auch die BDF(2)-Formel gut anwendbar:
2% (3UR —AUP—Y + UP2) + AL (UP) = f. (5.3.94)

Eine Stabilitits- und Konvergenzanalyse steht aber auflerhalb des Rahmens dieses Textes.

ii) Berechnung der Startwerte:

Bei der Durchfiihrung jedes Zeitschritts ist die rechte Seite anfzrubauen, welche die In-
formation vom vorausgehenden Zeitlevel beinhaltet. Dabei ist unter Umstinden eine L*-
Projektion auf das aktuelle Gitter vorzunehmen.

a) Anfangswert: Die Auswertung des Anfangswerts U} kann meist durch einfache, lokale
Interpolation (oder Restriktion) des kontinuierlichen Anfangswerts u” auf das Gitter
erfolgen. Im Fall eines irreguliren Anfangswerts, etwa u® ¢ C(0), ist jedoch Vorsicht
geboten. Zur Gewdhrleistung der vollen | Glattungseigenschaft” der Diskretisierung (im
Ort sowie in der Zeit) sollte /) als L2*-Projektion ausgewertet werde gemaf:

(Uh,on) = (u®, o) @n € Vi (5.3.95)

b) Ortsgitterwechsel: Verindert sich die Ortsdiskretisierung vom Zeitlevel ¢, _; zum Zeit-
level ¢, , so muss die voransgehende Niherung U,‘;"_l W ! auf das neue Gitter trans-
feriert werden. Im FE-Kontext geschieht dies zwangslaufip pemaf

Uyt en) Vone W, (5.3.96)

was gleichbedeutend mit der Auswertung der L2-Projektion PrU™~' € V™ ist. Dieser
unscheinbare Schritt kann unter Umstinden die , teure” Komponente des ganzen Lisungs-
prozesses sein. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden Gitter Tp*~! und Tp vollig un-
abhingig voneinander erzeugt werden. Zur Auswertung von (5.3.96) miissen Zellintegrale
iiber Produkte von Knotenbasisfunktionen berechnet werden:

m—1,5, _mn
f A 2
Kr
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Normalerweise geschieht dies mit Hilfe von Quadraturformeln. Da die Funktion gaf_l‘j anf
der Zelle K" aber in der Regel nur stiickweise glatt ist wire das zu ungenan. Der dadurch
in jedem Zeitschritt eingeschleppte Fehler wiirde im Verlaufe der Rechnung akkumulieren
und das Ergebnis stark verfilschen. Die Verwendung von Quadraturformeln besonders
hoher Ordonung (z.B. 3 x 3-Gaufi-Formeln) behebt diese Schwierigheit nicht, da letztere
zur Erreichung ihrer hohen Genaunigkeit natiirlich anch eine entsprechend hohe Regularitit
des Integranden bendtigen. Gerade diese ist aber im betrachteten Fall nicht gegeben. Es
gibt im wesentlichen drei Wege zur Losung dieses technischen Problems:

- Es werden ,summierte* Quadraturformeln auf den einzelnen Zellen K verwendet;
etwa durch Unterteilung in 4 — 16 Unterzellen. Dies erhéht zwar nicht die Ordnung der
Integration, vermindert aber die relevante Fehlerkonstante.

- Die Integration wird fiir den stiickweise polynomialen Integranden ,exakt® durchgefiihrt.
Dazu ist die Bestimmung aller Teilstiicke von KT erforderlich, auf denen o} ~LJ glatt
ist. Dies wird bei, unstrukturierten Gittern in 3-D allerdings sehr anfwendig.

- Gehéren die Gitter Ty~ und T zu einer Familie von hierarchisch verfeinerten Git-
tern, kann diese Strukturinformation zur effizienten Berechnung der Integrale verwendet
werden, da die Lage der kritischen Knicklinien von ga;:"l‘j durch die regulire Verfeine-
rung bestimmt ist.

iii) Lisungskomplexitht:
Wir betrachten wieder den Modellfall der homogenen Wiarmeleitungsgleichung anf dem
Einheitsquadrat Q = (0,1)? C R?,

Bu—Au=0 in Qr, (5.3.97)

welche anf einem Aquidistanten Gitter mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator diskretisiert
sei.

— Explizite Verfahren (etwa das explizite Euler-Schema) erfordern in jedem Zeitschritt
eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit einem arithmetischen Aufwand @Q(N). Die Stabi-
litatsbedingung k < ch® erzwingt etwa M ~ h~2 ~ N Zeitschritte pro Zeiteinheit. Dies
bedeutet einen Gesamtanfwand von @(N?) OP.

— Implizite Verfahren erfordern in jedem Zeitschritt die Losung eines linearen Gleichungs-
systems, erlauben aber profere Zeitschritte. Zur Uberbriickung einer Zeiteinheit sind aus
Genanigkeitsgriinden in der Regel M ~ h~! Zeitschritte erforderlich. Wir diskutieren ex-
emplarisch das Crank-Nicolson-Verfahren. Bei zeilenweiser Numerierung der Gitterpunkte
haben die resultierenden Gleichungssysteme

(In + Lak AR)U™ = (I — lakA)U™! (5.3.98)
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die Koeffizientenmatrix Ly = Ip + %akﬂﬁ, wobel wieder

B, —I. 4 -1
—In Bn —In -1 4 -1
Ap = N B, = m

—In. B. . -1 4

mit der mxm-Einheitsmatrix I, . Die Eigenwerte dieser Matrix sind gegeben durch:

Ma(Ly) = 1+ Lakh™2{4 — 2(cos(khr) + cos(lhx))}, k,I1=1,..,m.

Diamit ergibt sich ihre Spektralkondition zu
Mmac(Lp) 14 dakh™2
Armin{Ln) 1+ ak=?

Wir haben also unterschiedlich kritische Konditionierung abhéngig von der Relation zwi-
schen & und k. Im Hinblick auf eine Balancierung von Orts- und Zeitfehler ist die Wahl
k ~ h sinnvoll. In diesem Fall ist dann

conds(Ly) = (5.3.99)

ra(Ly) = O(h7). (5.3.100)

Im parabolischen Fall ist in der Regel die Konditionierung der zu lGsenden impliziten
Gleichungssysteme also weniger kritisch als bei elliptischen Problemen. Bei Einhaltung
der (natiirlich unrealistischen) Schrittweitenrelation k ~ h® wird sogar sa(Ly) = ©(1),
und der Losungsaufwand der impliziten Verfahren nihert sich dem der expliziten.

Zur Lisung des Systems (5.3.98) kinnen alle oben diskutierten Methoden verwendet
werden. Da sich im autonomen Fall die Matrix Ly von Zeitschritt zu Zeitschritt nicht
dndert, bietet sich die direkte Lésung mit Hilfe einer einmaligen Cholesky-Zerlegung zu
Beginn der Rechnung an (wenn dies speichertechnisch mdglich ist). Dieser Ansatz er-
fordert es aber, den Zeitschritt & konstant zu halten, was in den meisten praktischen
Fillen nicht dkonomisch ist. 1. Allg. muss in jedem Zeitschritt eine  neue* Matrix in-
vertiert werden, was die Verwendung iterativer Losungsverfahren impliziert. Dabei steht
mit U™! ein meist recht guter Startwert zur Verfiigung. Bei Verwendung eines Mehr-
gitterverfahrens bietet sich daher die Organisation im F-Zyklus an. Hiufig ist wegen der
vergleichsweise moderaten Konditionierung der Matrizen Ly (bei kleiner Zeitschrittwei-
te) zu ihrer Invertierung ein normales CG-Verfahren ausreichend schnell, so dass sich
der Einsatz der komplizierten Mehrgitteriteration eriibrigt. Dies hingt aber sehr von der
jeweiligen konkreten Situation ab.

iv) Splitting-Methoden (ADI-Verfahren):

In hiéheren Raumdimensionen ist die Losung der Gleichungssysteme in jedem Zeitschritt
eines impliziten Verfahrens kostspielig und kann Rechnungen iiber sehr lange Zeitinter-
valle T % 1 unméglich machen. Der Ubergang zu expliziten Schemata ist in der Regel
wegen der damit verbundenen Zeitschrittrestriktion auch nicht sinnvoll. In dieser Situa-
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tion stellen die sog. ,Splitting-Methoden® eine attraktive Alternative dar. Diese zerlegen
die Losung der vollen d-dimensionalen Gleichungssysteme in eine Folge von tridiagona-
len Systemen (wie im 1-dimensionalen Fall), welche mit optimaler QN }-Komplexitét
gelost werden kinnen. Ein Vertreter dieses Verfahrenstyps ist das ,ADI-Verfahren® (Al-
ternating Direction Implicit Iteration) nach Peaceman-Rachford, welches wir bereits im
Zusammenhang mit iterativen Losungsverfahren fiir spezielle ,separable® Gleichungssy-
steme kennengelernt haben. Bei mehrdimensionalen, parabolischen Problemen wird es
nun als Diskretisierungsverfahren eingesetzt.

Wir betrachten wieder die Warmeleitungsgleichung auf dem FEinheitsquadrat 0 =
(0,1),

Bu —alu =0 in Qr, (5.3.101)

welche anf einem Aquidistanten Gitter mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator diskretisiert
sei. Bel zeilenweiser Numerierung der Gitterpunkte haben die aus dem Crank-Nicolson-
Verfahren resultierenden Gleichungssysteme die Gestalt

Iy + Lak Ap)U™ = (I, — LakAy)U™ L. 5.3.102
3 3

Der Differenzenoperator Ay wird anf dem kartesischen Tensorprodukt-Gitter in seine
Bestandteile bzgl. der einzelnen Koordinatenrichtungen zerlegt gem&f

."1.;1 = A;.,]_ + A}Hﬂ'
Entsprechend erhilt das Gleichungssystem (5.3.102) des Crank-Nicolson-Schemas die Form
(In + 3ak(An1 + Ap2))U™ = (I — jak(Ap1 + An2)) U™

Die Ap; sind Tridiagonalmatrizen. Es wird dann unter Einfithrung von Zwischenwerten
Ut wie folgt iteriert:

(In + YakAp YU = (I — Lak Ap2)UP!

(I + LakAp2)U = (I — LakAg ) UF2,

Die ADI-Methode kann als ein Mehrschritt-Differenzenschema interpretiert werden, wo-
bei allerdings die Zwischenwerte keine physikalische Relevanz haben. In jedem Teilschritt
miissen Gleichungssysteme mit Tridiagonalgestalt gelGst werden. Wir wissen bereits von
der Diskussion der iterativen Lisungsverfahren, dass der ADI-Algorithmus fiir jeden Wert
des Parameters ak = 0 gegen die Losung Up® des Gleichungssystems Apl7p® = 0 konver-
giert. Dies ist auch  physikalisch® sinnvoll, da ja im homogenen Fall | f = 0) auch fiir die
exakte Losung gilt u(t) — 0(f — oo). Damit erweist sich das ADI-Verfahren automatisch
als unbedingt numerisch stabil. Durch Elimination des Zwischenwertes U;"~'/* erhalten
wir

(1 + $kAp 1) (T + 3EAR U = (I — $kAR1) (T — §RAR2) U (5.3.103)
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Der Abschneidefehler dieser Differenzenformel erlaubt die Abschatzung
7 < ef K max |67u) + h¥ max [V u }. 5.3.104
Il 18 |8 ul o |V ul ( )

Eine Konvergenzanalyse ist leicht méglich, wenn wir wieder annehmen, dass die Zerle-
gungsmatrizen Ap; und Aps kommutieren, d.h.: Ap1Aps = Apsdny . In diesem Fall
besitzen sie ein gemeinsames ONS von Eigenvektoren {v™ n =1,..,N} zu Eigenwer-
ten A, = A, (Apq) und p, = p,(Ays). Die Koeffizienten in der Entwicklung

N
U =Y eyl
=1

werden dann durch das ADI-Schema wie folgt fortgepflanzt

e LR (1 — Skp,)
"+ SR (1 Dkpn)

a™ 1, (5.3.105)

Hieraus folgt wieder, analog zum Crank-Nicolson-Schema, direkt die unbedingte Stabi-
litdt des ADI-Schemas. Fiir die Fourier-Koeffizienten «,(t) der &rtlich semi-diskreten
Approximation wg(t) gilt

Op(tm) = e EO=FH=l g (3 4. (5.3.106)
Aus der Beziehung fiir z = 7y + z, 7 < 0,

1+%31 1+%3:!

T T {e7 + 0|21} {7 + O|z2*)} = & + O(|z*) (5.3.107)

erhilt man durch Adaption des Arguments, welches bei der Konvergenzanalyse der Padé-
Verfahren verwendet wurde, den folgenden Satz.

Satz 5.7 (ADI-Verfahren): Angewendet auf die 5-Punkte- Diskretisierung der Wdarme-
leitungsgleichung auf dem Einheitsquadrat ist das A DI-Verfahren fiir jede Zeitschrittweite
ki stabil und mit 2. Ordnung konvergent:

U™ — wm||s < .:{H:%ix |8u) + 2 max |v"u|}. (5.3.108)

Beweis: Der Beweis bedient sich wieder der Spektralmethode und wird ausgelassen.
Q.ED.

Der ADI-Ansatz ist generell anf (kartesischen) Tensorproduktgittern in beliebigen
Raumdimensionen miglich, wenn der zugrunde liegende Differentialoperator | separabel®
ist, d.h. additiv in eindimensionale Operatoren zerfillt, wie z.B. der Operator

Lu=—5‘12u—a§u+§1u+32u+u.
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In allgemeineren Situationen (z. B. bei Auftreten gemischter Ableitungen & dhu oder auf
unstrukturierten Gittern) sind additive Zerlegungen von Ag in tridiagonale Teilmatrizen
nicht mehr méglich, und der Wert des ADI-Ansatzes wird zweifelhaft.

5.4 Ubungen

Ubung 5.1: Das implizite Euler-Verfahren angewendet auf eine FE-Diskretisierung des
{homogenen) Warmeleitungsproblems

Gu—Au=0, t=0, u|;=u=un? upen = 0,
mit linearen oder bilinearen Ansatzfunktionen fiihrt auf eine Folge von linearen Systemen
M;IU"I + kAﬁUm = J‘-’Ihbm_l.l_ m E 1, Uﬂ = Fhuu,

mit der zugehorigen Massematrix M, und Steifigkeitsmatrix A . Man zeige:

a) Die Auswertung der Elemente der Massematrix mit der Trapezregel ergibt eine Diago-
nalmatrix (sog. ,Masse-Lumping*).

b) Auf Triangulierungen ohne stumpfe Innenwinkel ist die durch Masse-Lumping entste-
hende Systemmatrix M), + kA, diagonal-dominant und vom nicht-negativen Typ, d. h.
eine M-Matrix.

¢) Anspruchsvolle Zusatzaufgabe: Der Lumping-Prozess bewirkt einen Zusatzfehler der
Grife |U™ —U™| = O(k?).

Ubung 5.2: Man leite eine Bedingung fiir die L2-Stabilitit sowie die L=-Stabilitit des
Warmeleitungsproblems ans Aufgabe 13.1 auf dem Einheitswiirfel im R* her. Die Orts-
diskretisierung erfolge mit dem 7-Punkte-Differenzenoperator auf einem (Aquidistanten)
kartesischen Gitter mit Gitterweite h. (Hinweis: Man iibertrage die Argumentation aus
der Vorlesung von zwei auf drei Ranmdimensionen. )

Ubung 5.3: Die Wirmeleitungsgleichung
Bu—alu=f, t=0, wg=u" wan = 0,

auf einem Polygongebiet © C R? mit Warmeleitkoeffizient a > 0 werde im Ort mit
einem linearen FE-Ansatz auf einer quasi-gleichfirmigen Folge von Triangulierungen der
Gitterweite h und in der Zeit mit dem impliziten Euler-Schema mit Schrittweite k dis-
kretisiert:

MU™ + kAR U™ = MyU™ ! k6™, m>1, U”= P’

Man untersuche die Abhingigkeit der Konditionierung der zugehérigen Systemmatrix
Mu+kAy von den Diskretisierungsparametern b und k. (Hinweis: Man betrachte zunfchst
den Spezialfall, dass 1 das Einheitsquadrat mit einem gleichftrmigen Rechteckgitter ist
und die Massematrix My unter Anwendung der Trapezregel (,Masse-Lumping”) nur
niherungsweise berechnet wird.)



6 Verfahren fiir hyperbolische Probleme

Wir diskutieren zunidchst wieder die klassischen Differenzenapproximationen zur Lasung
hyperbolischer Anfangs-Randwert-Aufgaben (ARWAn). Der Ubersichtlichkeit halber be-
schrianken wir uns dabei anf das Modellproblem der Wellengleichung in einer Ortsdimen-
sion mit Dirichletschen Randbedingungen, d.h. auf die 1. ARWA:

Fu—Pu=f in Qr:=(0,1)x[0,T], (6.0.1)
u(0,£) = u(l,8) =0, u(z,0) =1’ Bu(z,0)=1"

1

bzw. deren drtlich zweidimensionales Analogon

iu—FAu=f in Qr =0 x[0,T], (6.0.2)

_ — g0 — 40
'T.I!-lm = D, u’|i=ﬂ =u-, El'iuu:u = .

Dias Definitionsgebiet 2 wird wieder als glatt berandet oder als konvexes Polygonge-
biet vorausgesetzt. Die Problemdaten f, u°, v" sind ebenfalls glatt und kompatibel, so
dass die Losung ebenfalls als glatt angenommen werden kann. Unsere theoretischen Uber-
lepungen haben gezeigt, dass bei hyperbolischen Problemen Irregularititen in den An-
fangsdaten oder der rechten Seite entlang der Charakteristiken fortgepflanzt werden. Im
Gegensatz zu den elliptischen und parabolischen Problemen besitzen hyperbolische kei-
nerlei ,, Glattungseigenschaft®. Lokale Stérungen (bzw. Wellen) werden ungedampft fort-
geplanzt. Insbesondere gilt das Prinzip der ,Energieerhaltung®, d.h.: Fiir f = 0 bleibt
die Gesamtenergie (Summe aus kinetischer und elastischer Energie) in der Zeit erhalten:

()1 + SIVu(@)* = 01 + [ Vu®|I*. (6.0.3)

Diiese charakteristische Figenschaft sollten auch Diskretisierungen der Wellengleichung
besitzen.

6.1 Differenzenverfahren fiir die Wellengleichung

Wir beginnen mit der drtlich eindimensionalen, homogenen Wellengleichung

Fu—cPu=0 in Qr:=(0,1)x[0,T], (6.1.4)
u(0,) =u(l,t) =0, u(z,0)=u" Bu(zrt)=1"

1

Auf einem (&quidistanten) Orts-Zeit-Gitter {r, = nh,t,, = mk} mit Ortsgitterweite h
sowie Zeitschrittweite k lautet die zentrale Differenzenapproximation 2. Ordmung

KHUT — 2077 + U = SRTHUTS - U+ U (6.1.5)
zur Bestimmung der Approcdimationen UT ~ wizy, ty) . Dies ist eine (explizite) ,,Zwel-
schrittformel“. Die Startwerte /Y und 7! werden aus den Anfangsbedingungen berechnet
gemAaf:

243
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[’f = uu{I"]?

sowie unter Beachtung von

(Tn, k) = u(Tn, 0) + kBpu(zn, 0) + 1k u(za, 0) +
= u®(z,) + ko"(z,) + écﬂkﬂafunl[ﬂ:n} + ..

durch
UL = u®(z) + ko%(zn) + 3R H{u (zam1) — 2u%(zn) + u®(zns) }

Mit dem CQuotienten o = k/h gilt fiir den zugehérigen Abschneidefehler:
Tk = {Fru — APu} + Hh(0? — c)Fu + gphl(e? — e H)Fu + ...
Offenbar ist 7,3 =0 fiir & = ¢!, d.h.: Die explizite Differenzenformel
vr =Urt um —Um?

ist eine ,exakte® Differenzendarstellung der Wellengleichung. Das Abhéngigkeitsgebiet
der Differenzenformel hingt offenbar von der Schrittweitenrelation o = k/h ab.

1. Fall 0 < & < ¢! Abhéngigkeitsgebiet der Differenzenformel enthilt das der Diffe-
rentialgleichung;

2. Fall & = ¢ !:  Ubereinstimmung*;

3. Fall & > ¢ !: Abhéingigkeitsgebiet der Differenzenformel ist enthalten in dem der
Differentialgleichung.

Satz 6.1 (CFL-Bedingung): Notwendig fiir die Konvergenz
Ur — w(z,,t™) (hk—0), (6.1.6)

fiir beliebige Anfangsdaten ist die Schrittweitenbedingung (sog. Bedingung von Courant'-
Friedrichs®-Lewn® | kurz ,CFL-Bedingung®)

<e (6.1.7)

Z-:I“I?i'

! Richard Courant (1885-1972): Deutscher Mathematiker; Prof. in Minster und Géttingen, nach Ver-
treibung dureh die Nazis 193% Prof. an der New York University, Grinder des beriithmten, apiter nach thm
benannten ,Courant-Instituts®; Beitrige mur Funkfionentheorie und Methmatischen Physik, Erfinder®
der Idee der Finite-Elemente-Methode [(publiziert 1943 nach Voarbeiten aus 1922).

Otto Paul Friedrichs {1901-1982): Deutscher Mathematiker; Prof. in Braunschweig, emigrierte 1937
nach USA ans Courant-Institut in New York; wichtige Beitrige m particllen Differentialgleichungen der
mathematischen Physik.

* Hans Lewy (1904-1988): Deutacher Mathematiker; 1927 Promotion in Géttingen bei F. Courant, dort
auch Privatdozent; die u. a. nach thm benannte ,CFL-Stabilitatebedingung® 1ot in einer Arbeit von 1928

oUber die particllen Differenzengleichungen der mathematischen Physik® (Math. Annalen 100, 52-74)
mtﬁuften 1938 Entlassung aus dem Staatsdienst und Emigration in die USA, ab 1935 Prof. in Berkeley;
Beitrige rur Theorie partieller Differentialgleichungen.
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Beweis: Sei ¢ > ¢~ !. Wenn in irgendeinem festen Gitterpunkt (z,,t.) fiir eine spezi-
elle Anfangsbedingung U7 — wiz,,t,) konvergiert fiir h, k — 0, so kinnen wir diese
Anfangsdaten aufierhalb des Abhfngigkeitsintervalls von (r,,t,) bzgl. der Differenzen-
formel beliebig &ndern, ohne dass U7 verindert wird. In diesem Fall kann also U7 nicht
gegen die verinderte Losung u(r,,{,) konvergieren. Q.E.D.

Bemerkung 6.1: Wir weisen darauf hin, dass fiir spezielle Anfangsdaten durchaus (theo-
retische) Konvergenz auch fiir & > ¢! eintreten kann; in diesem Fall liegt aber nume-
rische Instabilitit vor. Die Schrittweitenbedingung (6.1.7) ist weniger restriktiv als die
entsprechende Bedingung k < lah? bei der Wirmeleitungsgleichung,

Im folgenden werden wir die Konvergenz des Differenzenschemas (6.1.5) untersuchen.
Diabei bedienen wir uns der Spektraltechnik, die wir bereits bei parabolischen Problemen
kennengelernt haben. Der drtliche Differenzenoperator

2
i
AU = Uz — 207 + U (6.1.8)

(U5 = URy, = 0) ist symmetrisch und positiv definit bzgl. des diskreten Skalarprodukts

N

. . . /2

(v, wh =Y vpwn,  vlla = (v,0)%
n=1

Seine Eigenwerte seien 0 < A; < ... < Ay ~ 4c%/h? mit einem zugehérigen Orthonormal-
system {w™ n=1,.., N} von Eigenvektoren. Insbesondere gilt

(Anv, v)n 2 Aol (6.1.9)

mit einer von h unabhingigen Konstante A = 0.

Satz 6.2 (CFL-Bedingung): Die erplizite Differenzenformel (6.1.5) ist genauw dann
numerisch stabil, wenn die CFL-Bedingung k/h < ¢! erfiillt ist. Im Falle einer hin-
reichend glatten Lésung gilt dann die Konvergenzabschitzung

max U — u(-, tm)|ln < c(u)T?{E* + %} (6.1.10)

Beweis: i) Fiir die Entwicklungskoeffizienten in
N
Up -3
n=1

gilt
a™ —2am™ ! +am 2 4 A ™l =0
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a™ + (KA, —2)a™ 4 am 2 = 0. (6.1.11)
Diese homogene Differenzengleichung hat die allgemeine Lsung
a7 = o7 + oy

mit den Wurzeln r; des charakteristischen Polynoms p(r) =2 + (K*\, — 2)r + 1:

2 — kM £ /2 X2 — 1
5 _

T3 =

Im Fall K2\, < 4 ist |ria| < 1, d. h.: Es liegt Stabilitdt vor. Im Fall k2, > 4 ist
|ra| = 1, d. h.: Es besteht Instabilitit. Offenbar gilt fiir b — 0:

EFia <4 & o<l f.1.12
( )

i) Sei nun k?A_ <4 und die Lésung u glatt. Wir betrachten den Fehler der Ortsdiskre-
tisierung getrennt von dem der Zeitdiskretisierung:

€™ = w(Tn, ) — U™ = (T, Erm) — Un (T brm) + Un (s ) — U™ =2 ER (T, ) + B
Fiir den Ortsdiskretisierungsfehler = gilt ) = 8,28 = 0 und
Bien + Apsh = O(RP).
Wir multiplizieren diese Identitit mit &=y, ,
1d, {1|18eenll; + (Anen,en)n} = (O(h?), Becn ),

und integrieren {iber [0,¢]:
£
18 (@17 + (Anen(®), €nlE)n = llEn(O)IE + (Anen(0), £4(0)) +j; (O(h?), 3,£1) ds.
Diies impliziert
H[lni.iz]x {l1Beenllf + (Aner,n)n} < t O(R?) T';ﬁi-‘f || ezl |n

bzw. nach Aufintegrieren bzgl. der Zeit:

max llenlln < ct® b2, (6.1.13)

Der Faktor #2 ldsst sich hier nicht vermeiden, da bei der Wellengleichung (im Gegensatz
zur Wirmeleitungsgleichung) lokale Stérungen nichi ausgedimpft werden.
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iii) Fiir den Zeitdiskretisierungsfehler gilt
EHE™ —2B™ ! ¢ E™?) 4+ ALE™ = O(FY). (6.1.14)

Die Konstante in ¢@(k?) hangt dabei von den Zeitableitungen von wug(t) bis zur Ordnung
4 ab. Diese lassen sich durch die entsprechenden Zeitableitungen von u beschranken, was
hier jedoch nicht ausgefiihrt wird. Fiir die n-te Fourier-Komponente E™ — (E™, w'™);
gilt
Ep — 2B~ + B2 4 ALER = (O(kY), w™)s,

gleichméfig bzgl. n . Das charakteristische Polynom dieser Differenzengleichung ist p(r) =
™ + (K*A.—2)r + 1 mit Wurzeln |ris| = 1. Die a priori Abschitzung fiir Lésungen
inhomogener Differenzengleichungen aus Hilfssatz 6.1 liefert also:

-----

1B =Y 1B < c{IIE°I; + | B} + cti k.

=1

Offenbar ist EY =0 und
E' = up(ty) — U' = up(ty) — u” — ku' — Jk* Apu”
= —&(t1) +u(ty) — u® — ku' — JK228%u(0) + O(K*h?)
= —&(t1) +u(ty) —u® — ku' — JK27u(0) + O(K*H?)
= O(K* + E*h%) + O(K).
Dies fithrt auf
IE™; < ety {h* + K}, (6.1.15)

Kombination der Abschitzungen (6.1.13) und (6.1.15) vervollstandigt schliefilich den Be-
weis., Q.ED.

Hilfssatz 6.1 (Differenzengleichungen): Die Folge {ym}men geniige der linearen, in-
homogenen Differenzengleichung

R

Y GYmiv = gmy m =0 (6.1.16)
=0

Wenn alle Nullstellen A, des charakteristischen Polynoms

R
plz) =) a2
=0
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Betrag |A.| <1 haben, gilt die a priori Abschatzung

< 2 >R. 1.
oax |yl < cp{ max || +m® max |g|}, m>R (6.1.17)

Beweis: Siehe das Kapitel iiber Mehrschrittmethodenden im Band ,Numerik 1 (Numerik
gewdhnlicher Differentialgleichungen)® [2]. Q.ED.

Bemerkung 6.2: Die bisher erhaltenen Aussagen bleiben giiltig, wenn man das expli-
zite Differenzenschema auf das reine Anfangswertproblem (,Cauchy-Problem®) der Wel-
lengleichung anwendet. In diesem Fall ist man auf explizite Verfahren angewiesen, da zur
Verwendung impliziter Formeln die notwendigen Randwerte fehlen.

Bei der ARWA der Wellengleichung kann man sich von der einschrinkenden CFL-
Bedingung durch Verwendung impliziter Differenzenformeln befreien, etwa der Art

EHUP — U 1 UP 2 4 adlUP + (1 — 20) AU 4 AP 2 =0 (6.1.18)
mit einem Parameter o« € [0,1]. Diese Formel hat den Abschneidefehler
™ = k{0 — 1) — ac’}Tu + O(R")};

Sie ist also fiir beliebiges o von zweiter Ordnung. Fiir ein implizites Differenzenschema
enthilt ihr Abhingigkeitsbereich offensichtlich den der Differentialgleichung,

Satz 6.3 (Konvergenz impliziter Verfahren): [Die implizite Differenzenformel
{6.1.18) ist im Falle o« = 1/4 unbedingt stabil und im Fall 0 < o < 1/4 stabil fur

1
Do < ——; 6.1.19
7= /1 —4a’ ( )
Fiir andere o ist sie instabil. Im stabilen Fall gilt die Konvergenzabschdtzung
max [[Uf — u(, tm) s < e(u)T{k? + h2}. (6.1.20)

[0.1]

Beweis: Fiir die Entwicklungskoeffizienten in
N

Up -3
n=1

gilt
am —2a™ ! + a2 4 B A {adl + (1 —2a)a™ ! + aa™ %} = 0.
Das charakteristische Polynom dieser Differenzenformel

p(r) = (1+ ak®A)r? + (FPAa(1 — 20) = 2) 7 + (1 + K*Aq0)
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hat die Wurzeln

2 — kE2A,(1 — 2a) + /(B0 (1 — 2a) — 2)2 — 4(1 + K2A,a)?
(1 + ak?),) :

rig=

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden:
a) Stabiler Fall:

(A1 —2a) — 2 < 4(1 + K*Ape)® = |rig| =1 (6.1.21)
b) Instabiler Fall
(A1 —2a) -2 = 4(1 + E*Xpe)? = |m| > L (6.1.22)

Der Kette Aquivalenter Ungleichungen

EAa(1—22) —2< 2+ 2K\ 0
A, — 20k, < 4+ 2ak’A,
B, —dak®A, <4

422
(1 4a) <4
2
a(l—da) < 2

entnehmen wir die Bedinpungen « > 1/4 oder

1
= ——— L.
0<a<li/t, o< —u (6.1.23)

Dagegen ist
A (1 —2a)—2> -2 - 2K\ a
KA, — 20k*A, > —2ak®A,
A, =0,
stets erfiillt. Dies beweist den die Stabilitat betreffenden Teil des Satzes. Die Konvergenz-

abschatzung wird dann dhnlich wie im expliziten Fall gezeigt. Wir lassen die Details weg.
Q.ED.

In zwei Raumdimensionen ist der Abhingigkeitsbereich der Wellengleichung kegelfiir-
mig (z. B. Kreiskegel bei kreisformigem Grundgebiet). Die obigen Aussagen fiir den ein-
dimensionalen Fall gelten sinngem&fl auch in zwei Dimensionen. Bei Ortsdiskretisierung
mit dem 5-Punkte-Operator Ay lautet das Analogon des expliziten Schemas (6.1.5)

2 {Um —up U+ AAU =0 (6.1.24)

und hat die Stabilitdtsbedingung
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1
o< —. (6.1.25)
i

In drei Raumdimensionen verschérft sich diese Bedingung zu ¢ < (1/3¢)"!.

6.2 Finite-Elemente-Verfahren fiir die Wellengleichung

Als Basis von Finite-Elemente-Diskretisierungen dient wieder die variationelle Formulie-
rung von (6.0.2):

(BFu, ) + (aVu, V) = (f,9) VeV, t>0, weo=0, (6.2.26)

mit dem iiblichen Sobolew-Raum V := H}(f2). Im Sinne der ,Rothe-Methode* kinnten
diese Gleichung nun zunfichst wieder mit einem Differenzenschema 2. Ordnung in der Zeit
und anschlieflend die einzelnen Zeitschritte mit FE-Ansitzen im Ort diskretisiert werden.
Diies fiithrt wie bei den Differenzenverfahren zwangslinfic anf Zwei-Schritt-Schemata, mit
denen die Energieerhaltung nicht zu bewerkstelligen ist. Wir wollen daher jetzt einen ande-
ren Weg beschreiten, der etwas niher an der Vorgehensweise bei parabolischen Problemen
ist. Durch Einfiihrung der zusitzlichen Unbekannten v = du geht die Wellengleichung
iiber in das System

du—v=10, (6.2.27)

By — EAu = f, (6.2.28)

mit den natiirlichen Randbedingungen wsn = van = 0 sowie den Anfangsbedingungen
up—p = u? und w—p = v?. In variationeller Form schreibt sich dies wie

(Bev,0) — (v,9) =0 VeV, te,T), (6.2.20)
(Beu, $) + HVu, V) = (f,0), Ve eV, (6.2.30)

mit den Anfangsbedingungen uy_g = u” und wy_g = v”. Dieses System von Differenti-
algleichungen ist wieder ,hyperbolisch®, da alle Eigenwerte der Koeffizientenmatrix rein
imaginir sind. Zur Diskretisierung wire also ein Zeitschrittverfahren giinstig, bei dem die
imaginfiire Achse gerade der Rand des Stabilitdtsgebiets ist. Das Crank-Nicolson-Verfahren
besitzt diese Eigenschaft.

Zur Diskretisierung dieses Systems verwenden wir das Rothe-Verfahren, d. h.: Zunéichst
wird bzgl. der Zeit diskretisiert. Dazu verwenden wir auf einem Zeitgitter

O=th<ti=<. . <t <. <ty=T,

™m

mit Schrittweiten &k, = t;, — tm—1 das Crank-Nicolson-Schema:

(™ —um, ) = Shm@™ 40", ) =0,
(@ =™, ) + SV (™ +um1), Vig) =0,

fiir alle Testfunktionen » und ¢ mit Anfangswerten »” und v". Bei diesem Zeitschritt-
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verfahren bleibt die totale Energie in jedem einzelnen Zeitschritt erhalten. Dazu setzen

wir im variationellen Schema ;= v™—u™ ! und + := v™—v™ ! und kombinieren die
beiden resultierenden Gleichungen zu

sl + gllevu™|? = o™ 1® + glleVum . (6.2.31)

Die einzelnen Probleme in jedem Zeitschritt ¢,-; — ¢, werden nun mit Hilfe eines
FE-Verfahrens diskretisiert. Dazu werden zu jedem Zeitlevel ¢, FE-Ansatzriume V™ C
V = H}(Q) anf Gittern TP der iiblichen Art gewdhlt. Im folgenden betrachten wir
zunfichst den Fall, dass die Gitter und Ansatzriume zu allen Zeitpunkten dieselben sind.
Die allgemeine Situation von mit der Zeit variierenden Ortsgittern ist in Abb. 6.1 skizziert.

Zu dem FE-Ansatz gehdren wieder die Masse- und Steifigkeitsmatrizen
My = (my;)i5 = {'[*FEJNFEJH,-J-: Ap = (as5)i5 = [{cﬁvﬁﬂf}szﬁ:}”w
wobei {4,91':.:}, i = 1,...,N} die Knotenbasis von V4, ist. Dabei wird angenommen, dass
beide Unbekannte wp sowie vy, in demselben Ansatzraum V, bestimmt werden. Dies
ist wegen der physikalisch vorgegebenen Randbedingung wen = fiupg = 0 sinnvoll.
Eigentlich briuchte vy im Hinblick auf die gew#hlte variationelle Formulierung aber nur
in L*(Q) gewihlt zu werden.

.

Abbildung 6.1: Raum-Zeit-Gitter mit ,,hingenden Knoten*®

Bezeichnen wir nun die zugehdrigen Knotenwertvektoren von o und «f* ebenfalls
mit uf* und v, so erhilt das Zeitschrittschema die Gestalt

My (U = Up™) + §ka Mu (V" = Vim ') =0,
Mu(Vi — Vi) + Lk An (U + UPY) =00
Dies kann nun so umgeformt werden, dass ein System von zwei sukzessive losbaren Pro-
blemen entsteht:
(My + 1ho AU = MU + kMR VP! — TRS AWUTY,
MV = My Vit — Sk AR(URT + U H).

In jedem Zeitschritt sind also eine (modifizierte) Ritz-Projektion sowie eine L-Projektion
durchzufiihren. Die Konvergenzanalyse dieses Verfahrens kann wieder mit Hilfe der oben
schon beschriebenen | Energie-Technik® erfolgen, was hier aber nicht ausgefiihrt wird.
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6.3 Losungsaspekte

Bei der Anwendung unbedingt stabiler, impliziter Differenzenschemata miissen in jedem
Zeitschritt lineare Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrizen der Form Iy + ak®Ay
gelost werden. Deren Kondition verhilt sich im Falle k ~ h wie

ra(Ag) ~ 1. (6.3.32)

Auf solchen gleichférmigen Gittern sind implizite Verfahren also verhiltnismafiig kosten-
giinstig. Dies indert sich aber, wenn das Ortsgitter zur Anpassung an irregulire Lisungs-
strukturen lokal verfeinert wird.

6.4 Ub ungen

Ubung 6.1: Zum Abschluss noch ein paar Testfragen zum vorausgegangenen Stoff:
1. Wodurch unterscheiden sich das | Ritzsche Projektionsverfahren® vom allgemeinen
»Galerkin-Verfahren®, und was ist ein ,Petrow-Galerkin-Verfahren“?

2. Was ist neben der Grobgitterkorrektur der wichtigste Bestandteil eines Mehrgitter-
verfahrens?

3. Welche ist die mit einem ,,quadratischen” Finite-Elemente-Ansatz maximal erreich-
bare Konvergenzordnung Q(h") (bzgl einer ,minimalen® Fehlernorm)?

4. Was versteht man unter der , Maximalwinkel-* bew. der , Minimalwinkel-Bedingung*
fiir Triangulierungen?

5. Was versteht man unter ,, Glattungseigenschaft® eines Zeitschrittverfahrens, und be-
sitzt das Crank-Nicolson-Verfahren diese Eigenschaft?

6. Was ist ein ,isoparametrischer” Finite-Elemente-Ansatz?

7. Was ist die Faustregel hinsichtlich der erforderlichen Ordnung von Quadraturformeln
zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Finite-Elemente-Verfahrens?

8. Welcher Schrittweitenbedingung unterliegt das explizite Euler-Verfahren zur Lsung
der mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator im Ort diskretisierten Warmeleitungs-
gleichung?

9. Welche Kondition in Abhingigkeit von der Gitterweite hat die Steifipkeitsmatrix
einer Finite-Elemente-Diskretisierung der , Plattengleichung” (biharmonischer Ope-
rator)?

10. Was ist eine ,M-Matrix®*, und welche Eigenschaften folgen daraus?



A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Lésungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufga-
ben rusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um ,,Musterlosungen® mit vollstindig
ausformuliertem Losungsweg, sondern nur um Lisungsansitze in knapper Form.

A.1 Kapitel 1

Lisung A.1.1: Aus der Beschrianktheit der ersten Ableitung von f folgt die Lipschitz-
Stetigkeit von f bzgl. =, und es ist

I (£, ) [l < [If (£, 2) F = (£,0) lloe + 11 (2,0) floo < Kl|z]loc +[1F (£,0) ||

Somit existiert nach dem globalen Existenzsatz genau eine globale Lisung der AWA. Und
diese ist nach dem Regularititssatz ans C™.

Sel nun u diese Lisung. So ist
ul®) — fl-1)

Und damit hat die Taylor-Reihe von u im Entwicklungspunkt ¢y gerade die angegebene
Form. Es bleibt zu zeigen, dass die Taylorreihe fiir alle £ > t; konvergiert. Dazu betrachten
wir das (n + 1)-te Restglied der Taylorentwicklung von wu.

_ ™ (Eu©)

i to)""’

Rot

mit £ € (g, t). Aus der gleichméfigen Beschrianktheit der Ableitungen von f folgt
Hoy1 =0 (n— o0).
und damit die Behauptung.
Losung A.1.2: Wir setzen p:= 8,u, q:= Gyu, r = &u, s == 8.0,u, t == Fu und
o 1= Oou, Bi=820,u, v =8.05u, § = Fu.
Differenzieren der Differentialgleichung ergibt

a”ﬁfu + Eamﬂzﬁgu + ﬂmﬂzaiﬂ. =d. f— a.mﬂfu — agad:dyu — aggdou
a”ﬁfayu + 211125:531.: + amﬂﬁu = dyf — and:0,u — augﬂiu — agpfyu

Differenzieren von r,s,t entlang I' ergibt

er = Gprdhes + Oyrdhy = ad.x + By
Ors = dpslhex + Oysbdry = Bz + vy
Ot = Otz + Bytdry = vOrx + 6,y

253
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Zusammengenommen ergeben sich zwei 3 x 3-Gleichungssysteme fiir die gesuchten Ablei-
tungen o, 4, 7y, 4

ai1c + 2ag0f + asey = 8. f — amr — aps — app
d.ra+ d.yfb =dar
.8+ 8.yy = O.s

a118 + 2a1zy + agd = 8, f — ams — apat — apog
d.xf+ d.yy =3
Oy + doyd = d.t

Beide haben dieselbe Koeffizientenmatrix B wie das entsprechende System zur Bestim-
mung der zweiten Ableitungen:

agr + 2a59s + agat = f — app — agg — agu
exr + doys =d.p
8xs + doyt = Beq.

Man iiberliegt sich leicht, dass im Falle det B +# 0 die durch die beiden Gleichunsgsysteme
bestimmten vier dritten Ableitungen eindeutig (und widerspruchsfrei) bestimmt sind.

Lﬂsung A .1.3: Der Differentialoperator L = ay18; +2a128.0, +ﬂg§§2+ . Ist Elliptisch“
fiir a}, — ajjage < 0, ,parabolisch™ fiir al, — ayjas9 = 0 und h:,rperbullseh“ fiir al, —

apaz = 0.
a) Der Operator L = 8,8, — 8, ist wegen aj; — ajjas = % = [} hyperbolisch.

b) Der Dpers,tnr L=& +a8.4, + yd + 4 ist wegen ‘312 — agjass = 1 — y hyperbolisch
fiir y <: , parabolisch fﬁr y= — um:l elliptisch fiir y = —

¢) Der Operator L = 2(8, +8,)* + 8, = 252 + 48,8, + 295 + 8, ist wegen afy — ajjag =
4 — 4 = 0 parabolisch.

Lisung A.1.4: Wir wollen im Folgenden die ersten partiellen Ableitungen der w; (i =
1,2) bestimmen. Dazu filhren wir folgende Abkiirzungen ein:

T = oo 8 1= Oyu;
Durch Ableiten in Tangentialrichtung erhalten wir

tou; =10, 1 + sy
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Zusammen mit den 2 Differentialgleichungen ergibt sich das folgende LGS:

bh b%? blﬂl béz 1 fi

5%1 b%ﬂ bgl b?n Ta| f2

dr 0 Ay 0 |]|s| |8u
0 8-« 0 dy g (i K17

Wir erhalten fiir die Determinante der Matrix
by bla by by
By by B b 2
_ 5,.1 lbﬂ _ 3l g2
Bz 0 By 0 (8;x)” (baybag — baabiyy )
0 dz 0 dauy

+ (B,y)° (By1b3y — b3y by)
+ drxiy (512551 — by by + b — bilbg?} :

Durch Setzen von . ,
1y 1= by b3y — by
o = byy b3, — by by
. 1
412 = 5 (bigbds — b1 bia + baabi; — biibd)
ehen wir, dass die Lésbarkeits-Eigenschaften wieder von dem Vorzeichen des Terms
afy — dyyda
abhingt. Im Vergleich dazu liefert die PDE 2. Ordnung

&11 = ap
day 1= —ayy
. a2 + a9y
anp = ——p
und somit im Fall ays = any

-2 P 2
Qs — 211433 = 4y — @11339.

Beide Vorgehensweisen liefern also die gleiche Typen-Einteilung.

Lisung A.1.5: (i) Wir verwenden den Beweisgang aus dem Text in leicht modifizierter
Form. Fiir einen beliebigen Punkt = = (xq,z3) € @ ist

o(z) = v{z1,2) — vlzs, 0) = fu " Byv(e1, €) de.
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Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt

P < ([~ ot g i) < ' Baves, ).

Wir integrieren diese Ungleichung unter Verwendung des Satzes von Fubini nacheinander
bzgl. der Variablen =y, xa:

j; o) 2dz < j; 1 j; 1 ( fu 1 |52”'[I1:§}|25§) dxydry
-/ l ( / 1 / 1 |azm:zh£)|ﬂdz1d£) dry = L |Byo() 2 dz

(ii) Fiir I' := {(0,0)} kann die Poincarésche Ungleichung nicht gelten. Zum Beweis kon-
struieren wir eine Folge von Funktionen w € V(I'; @) mit den Eigenschaften

lim inff |ug|* dz = 0, f (IVug|?dz — 0 (k — o0).
E—oo Q Q

Diazn setzen wir unter Verwendung von Polarkoordinaten (r, 8) :

ug(r, 8) =k,

Fiir diese Funktionen ist |[Vug| = |Gux| = &~ v~ +Y* und folglich:

w2
fl'u'kl dr }f f ykrdrdw _ E[ 1+2ﬂ:d’_

oo 1 T
22;k+2 0o 22+2/k 4

1 Iy = [ —143/k
IV ||“dz=—f-.— kg _— [ r dr
.,[; : 2 2 )y

T k |_'n'2
T 9k279 o 4 k

sowie analog

50 (k— o).

Als Konsequenz dieses Hesultats ist in diesem Fall die in dem Text verwendete  direkte
Methode der Variationsrechnung® (d. h. das Minimalfolgenarpument®) zum Nachweis
der Existenz  schwacher” Lésungen der zugehdtigen 1. RWA des Laplace-Operators nicht
anwendbar, da das Energiefunktional J{u) auf V,(I';()) nicht nach unten beschrinkt
ist. Tats&chlich bedeutet dies, dass in zwel (und héheren) Dimensionen die 1. RWA mit
solchen einpunktigen Dirichlet-Randbedingungen nicht  wohl gestellt® ist.

Losung A.1.6: a) Seien u,v € C?(2)NCY(Q) Losungen derselben 2. RWA. Dann erfiillt
w = u— v die Gleichungen —Aw +aw =0 in  und J,ws, = 0. Mit Hilfe partieller
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Inegration folgt unter Aussnutzung der Randbedingung d,wjsn = 0

f {||‘F'1.r.r||2 + a|'u.r|2} dr = f{—ﬂw + aw)w dr +/ d ww do = (.
n n i1

Dies impliziert w=10.

b) Mit denselben Bezeichnungen wie in (a) gilt min (G.w + ow)jsn = 0. Damit ergibt
sich dann wegen o > 0:

f{||vw||?+a|w|“}dz = f{—ﬂw +aw}urdz+f Bpww do = —f aw’ do < 0.
i i a1l i

Dies impliziert wieder w = 0.

Fiir a = 0 kann in beiden Fillen nur auf Vw =0 bew. w = konst geschlossen werden.
Es fehlt aber eine zusitzliche Bedingung, um hieraus w = 0 folgern zu kinnen. Eine
solche Zusatzbedingung kinnte z. B. die Forderung sein, dafl nach Lisungen der RWAR
mit verschwindendem Mittelwert gefragt ist: fnudz =0.

Lisung A.1.7: Wir zeigen die beiden Ungleichungen einzeln:

i) Wir wollen zeigen u = 0. Es ist
“A(—u)=-1<0 infl, u=0<0 aufdld
Nach dem Maximum-Prinzip ist also

—u <0 oder max-—u < max-—u=I0.
] a0

Also uw >0 auf 00

ii) Nun zeigen wir u < % . Dazu betrachten wir die Funktion v = %{I (1—z)+y(l—y))
mit
~Av=1(2+2) =1

Wegen

sowie
v(3,3) =41  v=0 aufdQy
liegt in (r,y) = (1/2,1/2) ein Maximum von v, und es ist v > 0 in @y. Wegen 0t C
folgt nun
—Alu—v)=0<0 inQ
sowie
u—v=—v<0 aufd.
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Nach dem Maximumprinzip ist also

u—uv =0 oder mr?xu—ugmagxu—ugﬂ

und somit
Uy

Lisung A.1.8: Zur Wiederholung: Wir setzen =1 = roos#, rg = rsind und u(r) =
u(xy,ra) = u(reosd, rsinfd). Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

u(r, ) = Fu(x) cos® § + aByu(z) sin f cos§ + 3 Fyu(x) cossin b + dau(z)sin’ g,
Hu(r, 8) = PFu(x)r? cos’ § — Gedyu(z)r sinf cosf — Fydau(z)r” cosfsin f
— Bhu(z)rcosd — Byu(r)rsind + H3u(x)r? cos? 4.

Also ist (82 + 7718, +r7233)u(r, 0) = (87 + 82)u(z) = Au(z).
i) Die Randbedingungen lieft man direkt ab. Wir setzen o := «/w und finden

Asy(r,0) = (@ +r 718, + v 280)(r*sin fa)

= (o — 1)ar®* ?sinfa + or® 2sin fa — r=2

a’sinfa = 0.

ii) Die Funktion s, ist im Innern des Sektorabschnitts & beliebig oft differenzierbar.
Ihre ersten und zweiten Ableitungen verhalten sich dort wie

|ai3w{r+ E}l = CT"IM_l-,, |ﬁ.—ﬂ_,—sm{r,f?}| = cr"l'r“'_ﬂl

Zu iiberpriifen ist also die Existenz der (uneigentlichen) Integrale

w el 1

Ti(w) == f P22 g f f P2t g — f Pl gy
G o i} i}
w 1 1

n@) = [ttan = [ [ rtaran—o [t
= 0 J0 V]

Fiir # < w < 27 ist 27/w—1 = 0 und folglich Jy(w) existent, aber 27 /w—23 < —1 und
folglich Ja(w) nicht existent. Im Fall w < = ist Vs, beschrinkt und somit (eigentlich)
quadrat-integrierbar. Ferner ist 27 /w—3 > —1 und somit auch V2s,, wenigstens quadrat-
integrierbar.

Lisung A.1.9: a) Es ist

1 -1
slz—y)*, zzy,

ﬁ‘zu{z,y}={__l g
g{y ) y=x

1

und du = —&.u, so dass es geniigt, d.u zu betrachten. Wir betrachten dazu die
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Ausschopfung 2 == {(z,y) € B:r<y—coderz>y+ £} und wir erhalten

fl[ﬁ‘u} d(z,y) ffy_il{y—r drdy+-/:-/:_ri{z—y}_1dzdy

Wir begniigen uns damit, das erste Integral auf der rechten Seite zu betrachten:

b 1 ' —ln(y—x)
(y—x) M drdy= | —= —*
fuj: 4@ ) y ‘/; 1 .

=—_ID{E]+I ln{y}d — o0 (g—+0)
o

y—E

dy

4 4

Also ist @,u nicht in L? () und somit u ¢ H'(12).
b) Durch Anwendung der Kettenregel erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen von w:

s -ox () F amten-on(e()) 2

Somit erhalten wir

VuVu = (#u)’ + (F,u)’ = (ln (r)) Iﬂ: v _ (ln G))ﬂ%

Wir betrachten jetzt nur die Kreisbogen S; = {(z,y) e R?:z < z? + y* < 1}. Und be-
stimmen das Integral

‘/;: cos I[II:E[%})it d(z.y) - [L% cns(lrr;[%}]ﬂr 6 dr
B %f’ mﬁ[“;[%}]ﬂ J

2
= — cos (z)° dr
2 In{E)

=31 {cm{z] sin (x) +z}||] .
= T {ms{ln (g)isin{ln(g))+1In(=)) oo (== 0)

Also ist u ¢ H' (Q).

Losung A.1.10: Zunichst eine Feststellung, die Menge

M= {ueﬂimjzj;uqzy dz='|]}

ist konvex und abgeschlossen bzgl. der L:-Topologie. Die Konvexitit folgt sofort aus der
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Linearitit des Integrals, die Abgeschlossenheit, da

/;uizl dz| < Lmun dz < cllullg-

Wir zeigen die Aussage durch ein Widerspruchsargument. Angenommen es gibe keine
Konstante cp mit der Eigenschaft. Dann gibt es eine Folge w, aus M, so dass

lunlln = n [[Vanllg

bzw. T, = ||1.L,.,||E,1 —+ 0 (n — oc). Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dafi 00 < =, <
1, neM. Dale M und M konvex, ist anch v, 1= Tou, € M, und es gilt ||v.|g = 1.
Aus der Ungleichung fiir «,, erhalten wir

z vall
1V0ullg = Za I Vitallg < 2 funlg = 1212 = 0 (n — o0).

Also ist v, in H' () beschrinkt. Es gibt also eine Teilfolge, wir wollen 0.B.d.A. annehmen
dies wiire v, die schwach gegen v € H' () konvergiert. Insbesonder konvergiert Vu,
schwach in L? gegen Vv. Wegen obiger Ungleichung konvergiert aber Vu, stark in L?
gegen 0, folglich ist Vo = (0. Da Q ein Gebiet ist (also insbesondere zusammenhingend)
folgt daraus v = konst fast {iberall in 2.

Mach dem Rellichschen Auswahlsatz gibt es eine stark in L? konvergente Teilfolge
VOl vy, die wir wieder mit v, bezeichnen, wegen ||u,||, = 1 folgt also aus der starken
Konvergenz ||v||p = 1, und somit v = 1 fast fiberall auf {2. Andererseits ist M beziiglich
der Norm ||-||, abgeschlossen, also folgt v € M im Widerspruch zu v = 1. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Lisung A.1.11: Wir kinnen im allgemeinen nur Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
u € V der zugehdrigen schwachen Formulierung, d. h. beziiglich

(Vu, Vo) =(f,p) VeV (1.1.1)

erwarten. Wir zeigen zunichst die Fxistenz und Eindeutigheit einer Lisung fiir den Raum

Vi {u e HY(Q) : ‘/;u{z}dz - n}_

Die Existenz einer solchen Lasung ist gegeben, wenn wir zeigen konnen, dass das Funk-
tional ,

E(v) = 3 IVvlig — (f,v)a
in V ein Minimum annimmt. Zunfchst zeigen wir, dass E in V' nach unten beschrinkt
ist. Mithilfe der Poincaréschen Ungleichung aus der vorausgehenden Aufgabe

j; fodz < | fllavlla < e llflla | Vellq.
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Mithilfe der Youngschen Ungleichung folgt weiter
ez, L 2
fvdz < 2| £+ 51Vl
v}
und damit die Beschrinktheit von FE({-) nach unten:
ch | 2
E(v) = -3 I3

Sel mun (vg)gen, ve € V' eine Minimalfolge beziiglich FE{-):
Elw) = d:= ég‘f’ E{v).
Wie im Skript zeigen wir mithilfe der Parallelogramm-ldentitit, dass (wv) Cauchy-Folge

beziiglich der Energienorm
Ivlle = IVv|la

ist:

Ve — vmllZ = 2llvallE + 2llvmllE — 413 (vn + vm) B
< 4E(va) + A(f, vn) + 4E(vm) + 4(f, vm) — BE(L (v + vm)) — 8(F, 1(vn + vm))
= 4E(v,) + 4E(vm) — 8E(L(va + v))

Unter Beriicksichtigung von limg_, . E{w) =d und F {%l{vﬂ + v )) = d folgt

lim sup [jva — vm||E < 0.

I 00
Aufgrund der Poincaréschen Ungleichung auf V' gilt weiter
v — vmller @) < Cllvn — vmlle,

d. h. (vg)rew ist Caunchy-Folge beziiglich der H'-Norm und konvergiert folglich gegen
einen Limes v € H'(R2). Um v € V zu garantieren, miissen wir noch zeigen, dass auch
die Mittelwertbedingung im Limes erhalten bleibt

|ft:'dz| =|fu—ukdz|£ v — vl — O(k — 00).
Y] i

Wir haben also eine schwache Losung v € V' gefunden. Aufgrund der Mittelwertbedin-
gung an f bleibt (1.1.1) auch giiltig, wenn man den Testraum auf H'(Q) erweitert (Fiir
w € HY(Q) liegt ¢ = — Q! fnga in M und

(Vu, V) = (Vu, V), (f,e) =(f.¢).
Wir haben also eine schwache Lisung v € H'(Q2) fiir das Problem

(Vu,Ve) = (f,9) Yee H'(Q)
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gefunden. Seien nun vy, we Ewel Losungen, so gilt fiir w = v — g
(Vuw, Vuw) =10

und daher vy = v9 + const.

Lisung A.1.12: a) Die RWA auf der gepunkteten Kreisscheibe ist nicht wohl gestellt,
da das Energiefunktional

E(v) = §|[Vul§ — (f,v)a

auf H}(Q) kein Minimum besitzt. Es existiert eine Folge (vg)ren © H3(Q), welche bzgl.
der H!'-Norm eine Cauchy-Folge ist, fiir deren Limes aber u(0) # 0 ist. Eine regulire
schwache Lésung geniigt also nicht der geforderten Randbedingung in © = 0.

b) Die BWA auf der geschlitzten Kreisscheibe ist wohl gestellt, denn zu jeder Cauchy-Folge
(v )kenw C H3(Q2) gehért aufgrund der Spurabschitzung

lvllL2my < cllvllay,

eine Cauchy-Folge (v )rew C L*(I') von Spuren. Der H!-Limes v = limy .. v hat also
automatisch die Spur wyr = 0. Jede regulire schwache Lésung geniigt also der geforderten
homogenen Dirichlet-Randbedingung anf I'.

Lisung A.1.13: Gesucht ist u € H'(Q) mit der Eigenschaft
(Vu, Vela + (u,9)a + (w,9)m = (f,e)n+ (g, 9)m Ve € H'().
Fiir eine hinreichend reguldre Losung folgt durch partielle Integration
(—Au+u—f,p)a+ (Guu+u—g,0)en =0 Ve H'(Q),

und damit die Giiltigkeit der gegebenen Differentialgleichung sowie der Randbedingung.

Lisung A.1.14: Fiir die Ungleichungen gilt:

a) ullp=wy < cllullmgm, we HYQ), QCRY;  (richtig)
B Nullp=@ < cllullmag, «weHY(Q), QCRY  (richtig)
) |ulle=@) < cllullm@, ueH'(Q), QCR* (falsch)

d) ullyen < cllullpag, uwe HYQ), QCR® (richtig).

Losung A.1.15: Wir betrachten zunichst die rechte Seite der Ungleichung. Sei u” <
H'{(€1). Wir verwenden die L*-Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen des Laplace-Opera-
tors (vg)ren. Fiir u” gelte die Darstellung

[=_=]
ul(z) = Z ugv_,-.
=0
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Die n-te Partialsumme .
) 0
8p 1= Zujvj{r}.
=0

konvergiert in H'(€) gegen u”. Insbesondere gilt
T 2
IV'lla = lim [[Vsq|lg.

Fiir die Partialsumme kinnen wir Integration und Differentiation mit der Summation
vertanschen

(Vsn, Vsa)g = 3 uluf (Vu;(x), Vue(z))g
k=0

Wir nutzen auns, dass v; auch schwache Liosungen des Eigenwertproblems des Laplace-
Operators sind, d. h.

(Vuy, Vil = Aj(ws,0) Vo € Hy(Q).

Wir bekommen

(Vsa, V) = Z wlupd; (v;(x), vk(x))g, -
k=0

Schliefilich nutzen wir die Orthonormalitatseigenschaft der v;. Insgesamt haben wir ge-

zelgt
- 2
IVald = (u3)" A (1.1.2)
5=0
Fiir die Losung der Warmeleitungsgleichung gilt die Darstellung
ulz,t) = Zu_?v_,—{z]g""j*‘
=1
Differenzieren ergibt

Feu(z,t) = Au(z, t) = — Z U jo;(z)e M.

j=1
Mit der Parsevalschen ldentitdt gilt

(= =]

|Beu(z, 1)l = [|Au(z, )5 = " (u])*(A;)%e 4"

j=1
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Die Funktion re™>* nimmt ihr Maximum auf [0,00) in == 0.5 an. Es gilt
re = < %e_l.

Mit diesem Resultat kénnen wir weiter abschatzen
1 B [=_=]
1Beu(z, D) = | Au(z, )lf = 5567 ().
=1
Zusammen mit (1.1.2) haben wir gezeigt

|Beulz, 1)l = | Au(z, B)|7 < 577" Vu®|lg-

1
2
Wegen
%e—l = 0.428858... < 0.5

folgt daraus die Behauptung
Lisung A.1.16: Wir machen den Ansatz w(r,t) = o(f)v{r). Damit ergibt sich

#Fu — Au = P"(t)v(z) — Y(t)Av(z) =0

Pt Awlz)
w(E)  v(x)
Diies fiihrt auf die Eigenwertprobleme

—Av = v, —¥"(f) = Mp(t)

mit den in der Aufgabenstellung gegebenen Randwerten. Die Eigenfunktionen v; fiir das
Laplace-Problem mit Nullrandbedingungen definieren ein Orthonormalsystem in L2(12).
Wir wissen, dass die zugehdrigen Eigenwerte A; positiv sind. Die Differentialgleichung in
der Zeit hat dann die Fundamentallsung

const = —A.

Wit) = iajsin{ﬁ-t: + bicos(y/Ast).
=0

Zusammen ergibt sich

ule,t) = v(@)(t) = 3 vs(e) (asin(y/2st) + bieos(v/25t))

=0

Machen wir fiir die Funktionen w’(z),w'(z) den Ansatz

u?(z) = Zugvj{z]? ul(z) = Zu}vj{r}
=0 =0
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erhalten wir durch Koeffizientenvergleich b; = u_E.' sowie nach Ableiten a; = —ﬁ: Wir
erhalten die Darstellung ’
(==} uj

1
u(z,t) =3 vi(z)(—A=sin(y/At) + uleos(y/A;t) ).
j=0 (V/)'_J )

Es bleibt zu untersuchen, welche Regularitdtsanforderungen wir an »® und u! stellen
miissen, um
Fu, Au € LH(Q x (0,T))

garantieren zu konnen. Differenzieren fiihrt zu

[=_=]

BPu = Au=—Y " v,() (u_}lfsin{v/’rjt} +ullseos(v/358))

F=0

Mithilfe der Parsevalschen Identitit erhalten wir

2
T oo 1
182222 0y = j; ‘/; (Z v(z) (u;xgsmhnjt)+u§'1jms{,njt))) drdt
=D

_ ‘/: (i (u}fsm{ﬁt} +uj.',1jms{v/,x_jt}))ﬂdf_
=0

Wir ziehen Betragsstriche unter die Summe und schitzen die trigonometrischen Terme ab

a — 02 1,2 3. 0.1
|82l aqory < T (Agul)® + Az (u5)” + 2A7ufu;.
j=0

Ausnutzen der Youngschen Ungleichung fithrt auf

- 2
|8 ulE 2oy < Ty (Agu9)* + 25 ()" (1.1.3)
=0

Wir wollen nun «” € H2(Q) annehmen. Wir definieren die n-te Partialsumme

8p 1= Zu?vj{r}.
=0
Diese konvergiert dann in H2(Q) gegen »”. Damit folgt insbesondere
00 > [|Au’|f = lim || Asy[|f.
T—+o0

Fiir die Partialsumme kénnen wir Integration und Differentiation mit der Summation
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vertauschen

(Asn,Asp)g = Y ufuf (Avj(x), Avk(z))g
3.=0

- Z udu (Av;(z), Agvg()) g -

3.k=0

Schliefilich folgt aufprund der Orthonormalit&tseigenschaft der w,
o = 2
0o > lim M7 (ufd;)” =D (ufh;)"
=0 =0

Dies ist genau der erste Teil der Summe in (1.1.3). Sei nun «' € H'(f2). Die n-te Parti-
alsumme

T 1= Zu;vj{:i:].
=0
konvergiert in H'(f}) gegen u! und wir haben
00 > ||Vu'llg = Jim [V rallf-

Nutzen wir aus, dass v; auch schwache Losung des Eigenwertproblems sind, erhalten wir

mit derselben Argumentation wie oben

(Vra, Via)g = 3 ujui (Vu;(z), Vir(z))g
3.k=0

= 3w (v5(2), ve(x))g -
k=0
Schliefilich folgt wieder mit der Orthonormalititseigenschaft der v,
- 2
00>y (ul)" A
=0

Wir haben gezeigt, dass (1.1.3) und damit sowchl #7u als auch Au in L*(2 x (0,T))
wohldefiniert sind. Unter den getroffenen Repgularititsvoraussetzungen ldst das oben kon-
struierte u(z,t) die Wellengleichung also in einem (starken) L2-Sinne.
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A.2 Kapitel 2

Lisung A.2.1: Wir bestimmen den Abschneidefehler
m(z,y) == —APulz,y) - fulzy) = A u — f — HHAS.
Taylor-Entwicklung von w{z £ h,y),u(z,y £+ h) und u(z + h, y+ h) ergibt:

u(z £ h,y) = (1 £ hd, + Jh?8 + Lh%62 + L1092 + %68 )u(z, y)
+ mhﬁﬁf_u{&nh
u(z,y+h) = (1+hd, + 12!:265 lhﬂﬁ@ + & h"'ﬂ'i + 155 hsﬂﬁ)u T,y)
+ eghfdu(€,m),
u(z+h,y+h) = (1+hd, + hd, + Jh*32 + k8,6, + Fh*; + LT + h°320,
+ 183,82 & 1h%83 + Lh'a! + Lntdta, + Lh'e20? £ Lh'a, 88
Lh'T + h565 + 1!:55 & + { hsaﬂag + hsaﬂaﬂ + L hsa‘a
h5§5] u{m + (158 + hﬁﬁ%‘g + 4 hﬂmaﬂ + hﬁaﬁaﬂ
1hﬁa452i %005 + mhﬁaﬁju{g,q

Diamit folgt fiir den kompakten 9-Punkte-Operator:

APy (z,y) = o {ah;(: + h,y) + du(z,y + h) + u(z + h,y + k) — 20u(z, y}}
- 6}12 ({8+8+4 20) + h(0 + 0)8, + k(0 + 0)3,
+ Sh*(8 +4)82 + h*(0)8,8, + FR* (B + 4)85

+ R0+ 0)82 + §h3(0)328, + 3h(0)3, 57 + (h*(0 + 0)F)
+ 57h*(8 + 4)8% + LAY (0)828, + 1hY(4)F2F + Lh*(0)8. 3] + th*(8 + 4)8;
+ LR (0+04+0+0+0+ n)aﬁ) (z,3) + O(Mg(u)h®)
= (82 + B)ulz,y) + s5h* (8% + 2028 + 8)ulz, y) + O(Mg(u)h?)

= au{z,yﬂmh”a“ (z,y) + O(Ms(u)h?)

= —f(x,y) — HR*Af(x,y) + O(Mg(u)h®).

Also ist m(z,y) = @(h*), d. h.: Die Diskretisierung hat die Konsistenzordnung m — 4.

Lisung A.2.2: a) Zur Rechtfertipung der Formel schreiben wir

llealls A=

= =2
lenllnz  (R/2)=
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und erhalten durch Logarithmieren

_ log(llenlln/llenllns2)
log(2)

Wenn die Ldsung « unbekannt ist, machen wir mit einer h-unabhingigen Verteilungs-
funktion <{r) den (heuristischen) Ansatz

Up — Upja = Up — U +u — Upga = epyz — eq = c(h/2)" — ch®

—1)

Upgo — Uppg = Uppn — U+ U — Upyy = Epgq — eppa = c(hf4)® — e(h/2)™

Folglich gilt
||un — wnsalln 92
||luwnsa — ungalln

_ 9% — ke — 1),
bow. o — log(||lus — unsal|n/llun2 — unsalln)
log(2)

b) Die inhirenten Konvergenzordnungen der gegegebenen Folgen sind:

 log(HERTw)  loa(35% log(2716) 09994
log(2) log(2) log(2) 06931
 log(HIERY)  log(RH5)  log(2.360)  0.8624 .y
log(2) log(2) log(2) 06931
o log( BU=2258)  jog(25) 1og(2.187) L0782
log(2) log(2) log(2)  D.6931
und
_ log(oronsvas) _ 108(Zoms) _ log(0.500)  —0.6920 oo
log(2) log(2) log(2) 0.6931 '
_ log(Frmsamom) _ los(Sofm)  log(4620) 1532
log(2) log(2) log(2) 06031
L loe(GEmrany)  log(Shos) | log(42) 1435
log(2) log(2) log(2)  0.6031

Lisung A.2.3: a) Wir verwenden wieder die Greensche Identitit

w(P)=h Y Gu(P,Q)Liww(Q) + > Gu(P,Qu(Q)

Gy
mit der durch

LiGw(P,Q) = h*3(P,Q), P €y,

Qe

Gi(P,Q) =4(P,Q), Pedl, Q€
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definierten diskreten Greenschen Funktion Gj : 0 x 0, — R. Da der kompakte 9-
Punkte-Operator konsistent ist und die Bedingungen (B1), (B2) und (B3) erfiillt, gilt fiir
ihn das diskrete Maximumprinzip sowie die Abschitzungen
0<h?) Gﬁ{PQ}{ﬁ.
e | ] e | 4
Qe

Anwendung der Greenschen ldentitdt fiir die Fehlerfunktion e = u — uy, ergibt dann
wegen e = 0 anf 902 :

d

MAX |ep| < 1

max |Lye
a mlﬁﬁl

max |Lyu — Lyu
ﬂ*|a hith)

.n-|:'§’g. .n-|m“.¢.

n‘rllax|L;,u — f— LhPAf| < ¢ Mg(u)h.

¢) Wir konnen denselben Ansatz wie in Teil (b) verwenden, da auch das modifizierte
9-Punkte-Schema konsistent ist und den Bedingungen (B1), (B2) und (B3) geniigt. Aus-
gehend von der diskreten Greenschen Identitit erhalten wir

en(P) = h? Y Gu(P,Q)Laen(Q) + 12 Y Gu(P,Q)Lyex(Q)

Qeng Qs

Mit Hilfe der anch hier giiltigen Abschitzungen

1
0<K Y Gu(PQ) < % > GuPQ) <3
Qen,, Qeony;
folgt
1
g}sﬂﬁﬁle;.li %&HI AL u—.fa|+MJ ax | — Aj — f|

< eMg(u)h® + cMg(u)h®.

Lisung A.2.4: a) Wir priifen zunachst die Formel fiir die Figenwerte von Ay nach. Es
gilt (nachrechnen):

Apu™ = ..

b) Der Darstellung der Eigenwerte von A und der Taylor-Entwicklung des Cosinus

cos(z) =1 — ? +0(zh
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entnehmen wir, dass
Ama(An) = h72(4 — deos((1 — h)w)) = h™2(4 + 4 cos(hm)) =8~ + O(1)
Amin(As) = h2(4 — dcos(hm)) = h~2(4 — 4 + 2n%h? + O(hY))

und somit

ma(h) 8O 4 1+O0) 4
conds(Ag) =: Nemin(An) T 92 ¢ G”ﬂ} T2hl + D{hz] - w2h?

+O(1).

Losung A.2.5: a) Seien =,y € RY mit der Eigenschaft = > y gegeben. Dann gilt fiir

beliebige nicht-negative Zahlen af.;n, dass:

Z ﬂij_ﬂzi > Z ﬂ,';_,-_ﬂy-'-
) i

Angewendet auf die Multiplikation mit A~ folgt:
AvzAw = A'AwzA'4w = v>w

und somit die Behanptung.

b) Fiir den Vektor w € BY sei Apw > (1,...,1)7. Die Matrix Ay ist invers-monoton,
dh. A;' > 0. Also ist
w= A7 Apw = A1 1

d. h.: Der Vektor w ist komponentenweise grifier oder gleich den jeweiligen (nicht-
negativen) Zeilensummen von A,:l . Folglich gilt fiir die Maximale-7eilensummen-Norm
von At

IEEER]

45 oo < Nlewlloe.

¢) Fiir die Maximale-Zeilensummen-Norm der Matrix A gilt offenbar || Ag||.. < 8R72.
Fiir die Funktion w = (1 — z)/4 + y(1 — y)/4 gilt

—APw — —Aw = 1.
Dies ist gleichbedentend mit Apw > (1,...,1)7 . Nach Teil (b) folgt daraus
145 e < ) —
oo = || Wllee = 5
. 8

Dies impliziert
conda(An) = || Anl|ac]| A7 lee < B2

Lisung A.2.6: Wir bezeichnen die Anzahl der inneren Gitterpunkt mit der y-Koordinate
h mit n. Insgesammt gibt es dann gerade N = %{n2 + n) innere Gitterpunkte.
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a) Bei zeilenweiser Nummerierung, erhalten wir folgende Nummerierung

N
N-2 N-1
n+l n+2 --- In-—1
1 2 v o m—1 mn

dabei ist die Differenz der Nummer zwischen zwei benachbarten Punkten kleiner oder
gleich n. Man beachte, das dieser Abstand fiir Punkte mit grisseren Nummern kleiner
wird. Die Systemmatrix hat damit die Form

B, I, 0 - 0}
—dip-1 Bn—] _-'rn—?
0 0
: ; —Is By —-L
0 0 —;r1 B])_J
Dabei sind
4 -1
1 -1 4 -1
Ii= < i B‘_= c Rixi
1 -1 4 -1
-1 4

und an der oberen linken Ecke sind entsprechen (en zu erginzen. Damit ist der Speicher-
aufwand O (Nn) = O(n?) und der Rechenaufwand ist O (Nn?) = O (N?).

b) Mit der Nummerierung

N—n+1

erhalten wir die folgende Systemmatrix:
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45 My
M Al
M}
4l 1 May
Mt_, Al
Wobei M, durch
-1 -1
M, — e Rix6+1)
-1 -1

gegeben ist. Insgesammt liegen zwischen den Nummern der 4 benachbarten Felder héchs-
tens die Nummern entlang einer Diagonalen, die Bandbreite ist also n + 1. Damit ist
entsprechend zu Teil (a) der Speicheraufwand O (Nn) = O (n?) und der Rechenaufwand
ist durch O (Nn?) = O(N?) gegeben.

¢) Im Falle der schachbrettartigen Nummerierung liegen zwischen den Indizes benach-
barter Elemente hochstens N/2 + n/2 Zahlen. Die entstehende Systemmatrix hat also
die Bandbreite M/2 + n/2. Der Speicherbedarf ist demnach O (NN) = O(n') und der
Rechenaufwand O (NN?) = O (N*). Die Systemmatrix hat die Form

(4.f.-: * )
k3
* Alx
T

wobei + eine Matrix mit héchstens vier von Null verschiedenen Eintraegen pro Zeile ist.
Wir erkennen, das die Zerlegung nur anf den mit * gekennzeicheten Eintrigen operieren
muss, so dass sich der Rechenaufwand anf O (n®) verringert.

Lisung A.2.7: a) Die Eigenwerte der Iterationsmatrix By = 1 — 84 sind u=1—#A
und folglich pmae = 1 — @Apin s0Wie pmin = 1 — @Apax bew.

p(Bs) = max{|u|} = max{|1 — BAmax|, |1 — BAmin|}.

b) Im Falle 0 < Anin < Amac gilt

2
D=l =— = 0<0Mgin < 0pae <= 2.
)"max

Dies wiederum ist &quivalent mit max{|l — #Amin|, |1 — #Amax|} < 1.

¢) Ein einfaches peometrische Argument ergibt

2

o = ~————————.
opt )"min + Jl1:t|:=c.':
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Lisung A.2.8: Durch Nachrechnen erhalten wir das fiir 1 < kI < N die Funktionen

kmzx Irx
B -
L Sm(!‘u’+1) s (N+1)
Eigenfunktionen von A, zum Eigenwert A¥ — 2 — 2cos (5 +1) — 4sin? [E{N +1]] und

Eigenfunktionen von A, zum Eigenwert A} = 2 — 2cos (%) = 4sin® (2{!'1’ y) sind.

Wir haben also N? Eigenfunkt.iuneu von A; bzw. A, aus Dimensionsgriinden sind diese
gerade ein vollstindiges System von Eigenvektoren. Insbesondere ist 4.4, = A, A, . Die
zum ADI-Verfahren gehdhrige [terationsmatrix hat gerade die Form

B, =(o+4) " (0 - 4) (0 +A) " (0 - As)

und hat die Eigenwerte

Diese sind fiir & > 0 wohldefiniert, da die Eigenwerte von A, und A, positiv sind. Nun
ist
lo — ¢l
<
o + ¢l
fiir jedes feste ¢ > 0 und beliebieges o = 0, so dass fiir den Spektralradius von B, gilt:

p(B,) < 1.

Dias ADI-Verfahren ist also unabhiangig von o = (0 konvergent. Die Konvergenz ist am
schnellsten falls p(B,) minimal ist. Wir suchen also

. J—A:iﬁr—);fl
min max .
e>0 kIl o4+ AH g AH

Da A¥ von [ unabhingig und A¥ von k unabhangig ist, sowie MK = AlF ist

T — /',LH Aki )Lkllﬂ
I&ﬁx|g+l§‘a+ﬁ"i| |4:r+;’|."1|2

le—=|

Wir betrachten jetzt den Graphen der Funktion r — T

Maximum der Beziehung

, und erkennen, dass das

2 1,2 N2
0 =2 _ g (I =P o = N1

ALzl |o + xf? |+ AL2" |o 4+ A2
geniigt. Damit erhalten wir, dass fiir den optimalen Parameter die Beziehung

o = AL | — AP
loe + A2 |o+ AN)2
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gilt. Aus Monotoniegriinden kann dies nur fiir o € [AL, AY] der Fall sein. Wir erhalten:

x1 X

cr—li Jl.f—r:r
g+ Al o+ A
o ot —oAl A ALY — el A ALY

& a= /AL,

Im speziellen Fall erhalten wir also

: [ N
o = dsin (E{NW+ 1]) = (Q{N i 1})
und mit diesem o ist

cos® (¥57)

(1+sin (5%))°

p(B;) =

A.3 Kapitel 3

Lisung A.3.1: a) Wir suchen zunfchst eine geeignete schwache Formulierung. Durch
Multiplikation mit einer Funktion @ € V = H!, Integration iiber 2, und anschlieBende
partielle Integration erhalten wir:

(Vu,Vip)g — (Onu, plan = (fipln Ve eV

Indem wir die Neumann-Randwerte einsetzen, folgt die schwache Formulierung:

(Vu,Velg=(f.ela +igvlem YeelW

Wir wissen bereits, dass obiges Problem nicht eindeutig lésbar ist, wir kinnen also auch
keine Bestapproximationseigenschaft erwarten. Fordern wir zusitzlich, dass [, u =0 fiir
alle u € V', um eine eindentige Losung zu erhalten, so ist anfgrund der Poincaréschen

Ungleichung fiir « € V
[ull i < ey/(Vu, Var)g,

Also ist +/(Vu, Vu)g, eine zu ||lul|p Squivalente Norm anf V. Sei nun Vy ein endlich-
dimensionaler Teilraum von V', dann lautet das Ritz-Verfahren gegeben durch

(Vun,Vn)g = (fienla + (9. ¢0)an  Yien € Ve
Wir erhalten durch Galerkinorthogonalitit fiir beliebiges vy, € Vi

(V(u—un), V(u—un))g = (V(u—us),V(u—v}lg +(V(u—u),V(va —un)lg
= (V{u—up),V (u—w)lg
< IV (u—un)lig IV (2 — vn)llq -
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Und somit, da vy, € V beliebig war,
IV (= wn)llg < B, IV (u = wn)lg-

b) Um eine variationelle Formulierung #zu erhalten, betracheten wir den Rayleigh-Ouo-
tienten
(Vu, Vulg

{u:u}n
Es kann gezeigt werden, dass R (v) = A, falls A der kleinste Eigenwert des Laplace-
Operators ist. Fiir einen Eigenvektor « zum Eigenwert A ist R (u) = A. Das Eigenwert-
problem zum kleinsten Eigenwert lasst sich, mit V' := H}, schreiben als

R(u) =

151613 Riu) =X

Entsprechend ist das Rayleigh-Ritz-Verfahren mit einem endlich-dimensionalen Teilraum
VnCcV

i = Ap.
iy R () =

Wir sehen hierhaus sofort:
A=< Ap

Fiir einen beliebigen Eigenwert A; gilt das min-max-Prinzip

M= min  max R(v)
SV dim{5)=l v£5

sowie im Endlichdimensionalen

M= min max B(w).
SOV dim(S, )=l mES;

Mit Mitteln, die fiber den Stoff dieses Textes hinausgehen, zeigt man fiir einen konformen
Finite-Elemente-Ansatz der Ordoung k die Fehlerabschitzung

|h — Al < CR¥* AL,

¢) Wir erhalten wieder durch Multiplikation mit einer Funktion + und partieller Integra-
tion

(ﬂﬂu,v) = — (VAu, Vv) + (8, Au, v}
= (Awn, Av) + (G, Au, vy — (Au, J,v)
= (Au, Av),

und somit als schwache Formulierung

(Au,Av) = (—f,v) Vve H3(Q).



276 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

Entsprechend ist das Ritzverfahren mit V, © H3(02) endlichdimensional:
(Aup, Avp) = (—f,vn)  Von € Vi
Um die Bestapproximationseigenschaft zu erhalten bendtigen wir Stetigkeit und Koerzi-
tivitdt von (A-, A-) auf H3(0). Die Stetigkeit ist klar. Um die Koerzitivitit zu zeigen,
beachten wir, dass aufgrund der Poincaréschen Ungleichung
llullge < clulgs

gilt. Um nun die 2. Ableitungen durch den Laplace-Operator abzuschitzen betrachten wir
das Vektorfeld
(o)
w = .
—UilUi

Es gilt nach dem Ganssschen-Integralsatz unter Beriicksichtigung der Randwerte

fu11um—uff2=fv~w=f n-w=0.
1) Y] i v

Zusammengenommen ergibt sich

(A, Au) = L|ﬂu| —?(unun —'u:fg] = ‘/;uriil +u§2+ H?E = |'u.|i.g

und somit die Koerzivitit.

Lisung A.3.2: a) Die Galerkin-Gleichungen entsprechen einem quadratischen linearen
Gleichungssystem der Dimension N = dim(Vy) fiir die Entwicklungskoeffizienten von uy
bzgl. einer beliebigen Basis von Vy,. Zum Nachweis der eindeutigen Lsbarkeit geniigt
also der Nachweis der Eindeutigkeit. Fiir zwei Losungen u} uf” erfilllt die Differenz
wp 1= uf} — uf" die Gleichung

a(wy, ) =0 Yooy, € Vi,
Bei Wahl von ¢y, = wy, folgt daher mit Hilfe der V-Elliptizitat
0 = |a(wp, wy)| > k|wn|? = wp=0.

Zum Nachweis der Fehleranschitzung verwenden wir zunachst die V-Elliptizitit, dann die
Galerkin-Orthogonalitit mit einem beliebigen ¢y € V;, und schliefilich die Beschrinktheit:

1 1 I
llu — us||* < Clalu —up u —up)| = —la(u —up,u —on)] < —lu—uallllu — eall-

Dies impliziert offensichtlich die behanptete Ungleichung.
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bi) Wir diskutieren zunichst die Losbarkeit der Variationsaufgabe
alu,p) =lp) VeV,
unter der Voraussetzung, daf a(-,-) folgende Koerzitivitatseigenschaften besitzt:

a(v, ¢} a(yp,v)
sup ——— = qflvll,  sup—=t= =], veW
wev Il wev Il

Dies bedeutet, dafi a(-,-) und die durch a*(v, @) := a(, v) definierte zugehdrige  adjun-
gierte” Bilinearform koerzitiv sind. Die Bilinearformen a(-,-) und a*(-,-) definieren mit
Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes durch
(Av,p) =a(v,p), (A'v,p) =a(v,9) =(pv), peV,

lineare Operatoren A: V — V und A* 1 V — V. Diese sind wegen der Koerzitivitiat der
definierenden Bilinearformen injektiv:

a(v, )

llsll

29l = v=0

1

Av=0 = (0=sup
wel

und analog fiir A*. Wir definieren die symmetrische und positive Bilinearform
[v,¢] == (A"v, A%), v,peV.
Mit der zugehorigen Norm |v| := [v, v]Y/2 = || A*v|| gilt dann:

alp,v) —su (1, A*v)
lell  wev el

Yl < sup <A = o] < Il
wel
mit "
)
wev ||l
Folglich definiert |[-,-| ein Skalarprodukt auf V', welches zu dem auf V' gegebenen Ska-
larprodukt (-,-) Aquivalent ist. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert daher zu
jedem linearen Funktional [ € V* ein w € V', so dass

() = [0, v] = (A0, A'w) = (p, AA'w) = (p, Av) Vp eV,

mit v = A*w. Also ist v (eindeutige} Lisung der obigen Variationsaufgabe.

(bii) Die Koerzitivitit von a(-,-) auf V' reicht allein nicht aus, um die gewiinschten Kon-
vergenzaussagen zu erhalten. Setzt man aber voraus, daf a(-,-) auch auf den TeilrAumen
Vi < V' koerzitiv ist und zwar gleichméifig bzgl. h,

vk, Pn)
sup ———— Z Wllwll, meEVW, m=Zw=0,
wnevn U]l
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s0 lassen sich die obigen Aussagen beweisen. Mit beliebigem ooy € V4, gilt:

| — up|| < |lw— wall + llen — uall

1 ﬂ{"Fﬁ - uh:%{’.ﬁ]
< lu— +— sup —— T
G A P
<l + L sup Slermw¥n) 1 a(u— k)
LCT L M oinete el

< (14 =) len —ul.

Der Nachweis der der ,diskreten Koerzitivitit® erfordert spezielle Bedingungen an die
Bilinearform a(-,-) und den Ansatzraum V. Zum Beispiel ist die Bilinearform

a(+,+) = (V, V) —p(-,-),

wenn p kein Eigenwert des Laplace-Operators ist, koerzitiv aber nicht V-elliptisch. Die
Giiltigkeit der (gleichmifigen) diskreten Koerzitivitat folgt dann iiber ein Widerspruchs-
argument mit Hilfe der Kompaktheit der Einbettung H}(Q) c L*(Q). Angenommen, die
Bilinearform a(-,-} ist nicht gleichm#fig koerzitiv auf V. Dann existieren eine Folge von
Gitterweiten (hg)een und Funktionen w € Vi := Vi, mit den Eigenschaften

IVapl =1, sup 2eer) 10

1
Vi IVl k’

Wegen der Kompaktheit der Einbettung HJ(Q) C L*(Q2) existieren fiir die H'-beschrink-
te Folge (vp)pen eine Teilfolge (vp)pen und ein v € L2(£)) mit

|I'U;=r — 'Ll” —0 {H —* DCI}

Wegen der schwachen Kompaktheit der Einheitskugel in H}(Q) kann o.B.d.A. erreicht
werden, daf die Folge (vp)pen auch schwach in H}(0) gegen v konvergiert, d.h.: v €
H}(©) und

(Vow, Vi) = (v,9), ¢ € Hy(9).

Dies impliziert zunéichst fiir beliebiges ¢ € HI():
[V, V) — p(v, )| = Im [(Vop, Vig) — plue, ¢)| =0,
und folglich v =0, da p nach Voraussetzung p kein Figenwert ist. Dies impliziert dann

(Mo, Vo) — plow, ver) sup (Vo Vip) — ploe, o)

< -0 (= =)
IV ol hLEV IVl

und folglich ||Wog|| = 0 (K" — oo) im Widerspruch zur Annahme |[WVo| =1.
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Lisung A.3.3: a) Exakte Integration ergibt die Werte

F1 j='i!|
a; = (Veh, Vi) =4 —5, jefitlitmitm=1},
0, sonst.

b) Verwendung der 2-dimensionalen “Tensorprodukt-Trapezregel” ergibt:

_ 4:: j=1,
ag = (Veh, V) = -1, jef{i£litm},
0, s=sonst.

Der Finite-Elemente-Ansatz mit bilinearen Formfunktionen ergibt bei Verwendung der
Trapezregel bis auf den Vorfaktor k= dieselbe Systemmatrix wie der 5-Punkte-Differen-
zemoperator.

Lisung A.3.4: Wir betrachten zunfchst Dreicke. Dann sind anfgrund des Zusammen-
hangs
pr = hysin (a) sin (8) sin ()
die Bedingungen (a) und (b} dquivalent.
i) Sei nun a) erfilllt. Dann sind ferner alle Winckel gleichméassig von = wegbeschriankt.

Somit gilt fiir jeden Winkel o
smia)=c=0

und somit
sin (o) < s -
m = CEIn {ﬂ.} =
Aus dem Sinussatz
sinfa) a
sin (@) b

folgt also Bedingung (c). Die Umkehrung gilt nicht, wie man sich anhand der Abb. A1
klar macht.

Abbildung A.1: Gegenbeispiel zur Aquivalenz der Formregularitit bei Dreiecken

ii) Bei Vierecken sind zusftzlich die Implikationen (a) = (b),(c) sowie b = (c) falsch,
wie man sich leicht anhand des ersten bzw. zweiten Rechtecks in Abb. A 2 iiberlegt.
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Abbildung A.2: Gegenbeispiele zur Aquivalenz der Formregularitit bei Vierecken

Losung A.3.5: a) Mit beliebigem i € V;\" gilt
llu — Prul® = (u — Pou,u — Pru) = (u— Pou,u— op) < |lu— Paul|[lu — |

und folglich
llu — Phul| = min - |lu— .
el

Mit Hilfe der Abschétzung fiir die Knoteninterpolierende Ihu € Vi fiir u € H3(0),
lu — Tpul| < ch®||VPul,

folgt ||u — Pau|| < ch?||V2u||. Im Falle der Minimalregularitdt u € L?(2) kann keine
h-Potenz in der Fehlerabschatzung erwartet werden; es gilt aber:

|lu — Phu|| = min ||lu— sl < ||Jull.
op €V D)

Fiir u € H'(Q2) ist in mehr als einer Dimension die Knoteninterpolierende Iyu gar
nicht definiert. In diesem Fall mufi mit einer modifizierten ,Quasi-Interpolierenden” I, :
HY(02) — V" gearbeitet werden, welche H!-stabil ist. Dazu ordnen wir jedem Gitter-
knoten a den umgebenden Zellbereich S(a) = U{T € T4, a € T} zu und setzen

Thu(a) := |5{a}|_1f u(z) dr.

S(a)
Fiir die so definierte Funktion Tyu € V;'" gilt dann die Fehlerabschitzung
llu— Fuul| < chljulls.

Den recht komplizierten Beweis kinnen wir hier nicht geben.

Alternativ kann man im Falle eines reguldren Gebiets (glattberanded oder konvexes
Polygon, Polyeder) auch die Ritz-Projektion Pou € S\ verwenden. Fiir diese gilt mit
der zugehdrigen ,dualen Lisung” z € H}(Q)NH(Q) von —Az = ||ju— R~ }(u— Ryu):
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lu — Rpull = (V(u — Ryu),Vz) = (V(u — Ryu), V(z — Ryz)) = (Vu, V(z — Rpz))
< ||Vul||[V(z — Raz)|| < [|Vull|[V(z — Inz)]|
< h||Vul|||[V22]| < cic|| Val.

Diamit ergibt sich dann
llu — Prul| < [lu — Bru|| < cicahl[Vul|.

b) Fiir die negative Sobolew-Norm erhilt man mit Hilfe der obigen Abschitzung fiir den
Interpolationsfehler:

|| — Prul|-1 = sup w — sup (u— FPr,o — Iny)

wertiy IVl pEH (M) IVl

4 R
<llu— Pl sup IRl o o0 vy,
eertiy Vel

Lisung A.3.6: In einer Dimension, d. h. ©2 = (0,1}, gilt mit der Knoteninterpolierenden
Tu € V" fiir beliebiges 5 € V'

N+1 N+1 T
(I, i0,) = Zf Thu'y) dr = Z { —j; Tyugy dz + fhu(,o’ﬁlz 1}

i=1
N+1

N+1
{ j' wpy dr + 'Lll.(,c:l"ﬁ Zf u'y} dr = (', ¢},).

In diesem Fall stimmen also Ritz-Projektion Hpu und Knoteninterpolierende [pu iiber-
ein. Fiir die Interpolierende gilt nun i. Allg.:

— I
lu— Tl = sup T89S 42
wertiy €]l

Lisung A.3.7: a) Mit Hilfe der Hilderschen Ungleichung folgt
| [ o] < ol o=,

d. h.: Die abzuschitzende Grife ist durch die L?-Norm des Fehlers beschrénkt. Also gilt
nach einem Resultat der Vorlesung:

| [,1“ ~ un)wda| < eh?|V7u] < chl .

b) Zun&chst gilt:

| [ —adas

_ |fpm_m”u+uﬁ]d§| < (j;h:—uﬁ|2d3)1f?(£lu+uhlﬂds)lﬂ
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Fiir den zweiten Faktor folgt mit Hilfe der L2-Spurabschitzung aus der Vorlesung

(ﬁlu+w‘|2ﬂh)”2 Ec(‘/;lu+m|2ds)m+ (/;|v{u+u;,}|2ds)m <e.

Fiir den ersten Faktor erhalten wir mit der L!-Spurabschéitzung angewendet fiir {u—uwuy)?:

f|u—uﬁ|2d3£cf|u—uﬁ|2dz+cf|v{u—uﬁ]2|dz
r i 0
ch|u—u;,|2d'z+cf|u—u;.||v{u—uh}|dz
i 0

1/2 1/2
gcf|u—u;,|“dz+c(f|u—u,,|“dz) (fwm-m,)ﬁdz)
i i Y]

Die L2-Fehlerabschitzungen aus der Vorlesung ergeben also

| [~y as

Lisung A.3.8: ai) T kartesisches Einheitsdreieck:
P(T) = K(T), pla:), Vp(aw), p(z),  P(T) = A(T), plas), p(bi;), pl(2).

Sei p € P(T), welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann ist pp, = 0.
Auf dem FEinheitsdreieck ist folglich p(r,y) = cry(r — y), da jedes entlang von 8T
verschwindende Polynom die drei Faktoren =, y und x=—y enthalten mufi. Wegen p(z) =
0 folgt notwendig e=0,d h. p=10.

aii) Ein Polynom p € P5(T) mit p(a;) = 0, Vp(a;) = 0, V2p(a;) = 0, 8,p(m;) = 0 hat
auf dem Einheitsdreieck notwenig die Gestalt p({r,y) = ry(l — r — y)g(x,y) mit einem
g € By(T). Wegen V2p(0,0) = 0 gilt:

< ch2|[V || < ch¥2||f]].

0 = 8,8,p(0,0)
= (Beby(xy(1 — = — y))g + Fy(zy(1 — = — y))dq
+ Oz (zy(1 — = — y))8yg + zy(1 — = — y)B.8,q)(0,0) = q(0,0).
Dies impliziert g(0,0) = 0. Analog folgt g(1,0) = g(0,1) = 0. Weiter gilt
0 = B.p(m1) = —3, (zy(1 — = — y)q)(5,0)
= (—=(1 —z —y)g+ zyqg — zy(1 — = — y)B,yq)(5,0) = —1g(m1)

und analog g{mg) = g(mg) = 0. Wegen der Unisolvenz von Fh(T) mit dem Satz
{g(a;),g(m;),7 = 1,2,3} von Knotenwerten folgt schliefilich g =0. baw. p=0.

aiii) T kartesisches Einheitsquadrat:

P(T) = Qu(T) := A(T) @span{z® — %}, p(mi), i=1,...,4.
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Sei p e P(T) mit p(m;) = 0. Auf dem Einheitsquadrat ist p linear entlang der schrigen
Verbindungslinien zwischen den Mitten benachbarter Kanten und folglich gleich Null ent-
lang dieser Linien. Damit ist auch Vp{m;) = 0. Entlang jeder Linie durch eine Seitenmitte
m; verschwindet damit p in mindestens zwei Punkten und seine Richtungsableitung in
mindestens einem Punkt. Da p entlang jeder Linie hichstens quadratisch ist, folgt p=0.

P(T) = Qs(T) := Ps(T) & span{z’y,xy’}, plas), Vplas), i = 1,...,4.

Sei p € P(T), welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann ist par = 0.
Folglich miifite p den Faktor ecry{l — z)(1 — y) enthalten mit einer Konstante ¢ € |.
Da der Term z?y? aber nicht durch Elemente des Raumes P(T) erzeugt werden kann,
mufl ¢ =0 sein. Dies bedentet auch p=10.

b) Bei der Approximation der Laplace-Gleichung auf einem Aquidistanten kartesischen

Gitter gilt:

dim V¥ = %_

Die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente pro Zeile der Systemmatrizen ist

dim V¥ — %,

vi®: N.=10, N,=16, N,=37, V¥®: N =10, N, =27

Losung A.3.9: Wegen der Giiltigkeit der Einbettung H ) ¢ L™(2) in 2 und 3 Di-
mensionen erfiillt das Funktional F: H}(T) — R,

Flv) = mjg.x |v — Ipv|

die Voraussetzungen des Bramble-Hilbert-Lemmas. Demnach gilt auf dem Referenzele-
ment T X
max|i — | < ol V33l

Die Transformationsargumente aus der Vorlesung ergeben

max|v — Lol = max|s — L] < | V2%l < ch?h=f| V2]
T

Diies impliziert die behauptete Abschitzung in 2 Dimensionen. Fiir d = 3 folgt

max |v — Iyv| < ch?||V2u||q.
il

Lisung A.3.10: Alle 4 Abschitzungen sind richtig:

i) Auf dem Referenzelement T sind fiir den endlich dimensionalen Polynomraum P(T)
alle Normen #quivalent, d. h. es gilt mit einer h-unabhingigen Konstante ¢ = 0, so dass

IV3*nlle < lonllar < cllonlls-
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Diie iblichen Transformationsargumente liefern nun

Vuallr < eh 2R||V2inllp < ch™ ||onlly < ch~?|vallr.

ii) Auf dem Quotientenraum )
P(T)

R
sind die Normen ||V - ||; 7 und [|[V- ||z &quivalent. Mit dem Spurlemma gilt

|1Bntinllop < llVanllyr < el Vinllp-
Mit Transformationsargnmenten folgt nun
|Bntnllor < ch™'ch? |Bubnllgr < ch™3|IVinlly < ch™*|[Voulr.
iii) Wir nutzen die Aquivalenz der W'e=- und der L2:-Norm auf P(T)
IVihllpeery < lonllwrecry < cllinlle-
Nach Transformation folgt
IVonlle=ry < ch™ [Vinllpmgiy < b~ [linlly < ch™?|vnllr.

iv) Ausnutzen der Aquivalenz von L!- und L*-Norm anf P{T] ergibt mit den Transfor-
mationsargumenten

lonlleary < chllonllpagry < chlltnllagry < eh™ llonllaery.
Lisung A.3.11: i) T kartesisches Einheitsdreieck:

P(T)=HR(T), pla), Vpla), p(z), P(T) = R(T), pla:), p(by;), p(z).

Sei p € P(T), welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann ist pr, = 0.
Auf dem Einheitsdreieck ist folglich p(r,y) = cxy(l — = — ), da jedes entlang von 8T

verschwindende Polynom die drei Faktoren =, y und 1 — r — y enthalten mufi. Wegen
plz) =0 folgt notwendig c=0,d. h. p=10.

i) Ein Polynom p € P5(T) mit p(a;) = 0, Vp(a;) = 0, V?p(a;) = 0, 8np(m;) = 0 hat
auf dem Einheitsdreieck notwenig die Gestalt p({r,y) = ry(l — r — y)g(x,y) mit einem
g € By(T). Wegen V2p(0,0) = 0 gilt:
0=a.8,p(0,0)
= (B8 (zy(1 — 2 — y))g + By(zy(l — z — y))Bzq
+ Oz(xy(1 —x — y))Fyq + zy(1 — = — y)B:0,9) (0, 0) = g(0,0).
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Dies impliziert g(0,0) = 0. Analog folgt q(1,0) = 8,8,p(1,0) = 0 und ¢(0,1) =
8,0,p(0,1) = 0. Weiter gilt

0 = dap(mi) = =8y (zy(1 — 2 — y)q) (3, 0)
= (—=(1 -z — y)g +zyq — (1 — = — y)3y) (3,0) = —a(m1)
und analog g{ma) = g(ms) = 0. Wegen der Unisolvenz von FPs(T) mit dem Satz
{g(a;),g(m;),7 = 1,2,3} von Knotenwerten folgt schliefilich g =0. baw. p=0.
iii) T kartesisches Einheitsquadrat:

P(T) = Qu(T) := P(T) &span{z® -y}, p(mi), i=1,...,4

Sei p e P(T) mit p(m;) = 0. Auf dem Einheitsquadrat ist p linear entlang der schrigen
Verbindungslinien zwischen den Mitten benachbarter Kanten und folglich gleich Null ent-
lang dieser Linien. Damit ist auch Vp{m;) = 0. Entlang jeder Linie durch eine Seitenmitte
my; verschwindet damit p in mindestens zwei Punkten und seine Richtungsableitung in
mindestens einem Punkt. Da p entlang jeder Linie hichstens quadratisch ist, folgt p=0.

P(T) = Qs(T) := Ps(T) @ span{z’y,xy’}, plas), Vplas), i = 1,...,4.

Sei p € P(T), welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann ist par = 0.
Folglich miifite p den Faktor ecry{l — z)(1 — y) enthalten mit einer Konstante ¢ € |.
Da der Term z?y? aber nicht durch Elemente des Raumes P(T) erzeugt werden kann,
muf ¢ =0 sein. Dies bedeutet auch p=0.

Lisung A.3.12: a) Sei Ty eine Triangulierung von  durch Dreiecke. Dann wihlen wir
als Ansatz- und Testraum

Vi = {peC®plr € PL(T) VT €Th}.

Die zugehtrige Variationsgleichung lautet dann: Finde ein u, € V,f”, s0 dass

(Vun, Vion) + (un,on) = (fron)  Vion € V1.

b) Zundchst gilt fiir die H'-Norm und eine beliebige Funktion &, € V,fn aufgrund der
Galerkin-Orthogonalitit

llu — wnll} = (V(u — un), V(u— up)) + (u — up, u — up)
= (Vv —un), V{u — @n)) + (u — up,u — on)
IV (2 — g )| [V (2 — pm )| + e — wn| | — o
IV (u — un)|I® + IV (u — en)lI® + |lu— ual® + [Ju — @al?)

3
3

1 2 2
gl —ua|ly + [|u — walli)

und somit

le —uplls < inf [lu— gl
wnev
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Unter Verwendung der Standard-Approximationsabschitzungen folgt also
e — walls < ch||Vu]
Fiir die L?-Norm betrachten wir das duale Problem

—x‘lz+z=ﬁ in Q, Gyz—0 auf 0,
=

wobei e — u — uy, ist. Es gilt hierfiir die a priori Abschitzung ||[V2z|| < ¢ und es folgt

llell = (Ve,V(z — Ixz)) + (e,z — Inz)
< |leflillz — Izl < ch®||V2ull|| V22| < ch?||V2ul.

¢) Wir erhalten einen konformen FE-Ansatzraum, indem wir zunfichst fiir unsere Trian-
gulierung Ty fordern, das alle Rand /Eckpunkte der Triangulierung auf dem Hand von 0
liegen. Dann definieren wir unseren Ansatzraum wie in (a), wobei wir im Falle das 30
ausserhalb von 03, liegt, die Testfunktionen linear bis zum Rand von 0 fortsetzen. Im
umgekehrten Fall, ist unsere Testfunktion lediglich anf Q My, zu definieren. Im Falle
nichthomogener Neumann-Bedingungen lautet die variationelle Formulierung

(Vun, Vign) + (un, 0n) = (F,900) + (9, 0n)an  Vien € V.
Lisung A.3.13: a) Als Ansatzraum verwenden wir

Vi = {vn € HY(W)| v € B(T), T € Ta}

wobei die Drelecke entlang des Randes 30 kubische Handkurven haben. Es sind die
folgenden Fehlerabschitzungen zu erwarten:
IV (2 — )i, < ch®flulls,
llu— unlla, < chllulla,
vorausgesetzt die Losung ist uw € H4(0Q).
b) Fiir den Fehler im Mittelwert ergibt sich mit Hilfe eines Dualititsarguments:

|fudz—fu;,dz| < eh®||ula.
Y] i

Losung A.3.14: a) Fiir das Referenzelement T definieren wir das Funktional F : H¥(T)
— P (T} durch
F(v) == |lv — Inv||g7-

Fiir dieses gilt dann aufgrund des Spursatzes und der Interpolationsabschatzung bzgl. der
L*- und der H'-Norm:
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|F(v)| = llv — Iwllar < cllv — Iwvllyg < cl|vllaF,
[F(v+w)| < |lv+w—In(v+w)|lgr < [lv — Iwvllgr + |lw — awllgr = |[F(v)] + |F(w)],

Fig) =0, qe RA(T).
Nach dem Lemma von Bramble /Hilbert folgt die Abschitzung
|F(v)] < ¢l VP07
Dias Transformationsargument aus dem Text ergibt dann
by 2w — Lwller < chiphz'|IV?v]lr,

woraus die behauptete Abschitzung folgt. Alternativ kann man auch wie folgt argumen-
tieren: Mit Hilfe des Spursatzes auf der Zelle T' mit Durchmesser by ergibt sich zunfchst
die Abschiatzung

v — Lwllar < chy' v — Ll + chy|[V (v — L)l
und dann mit Hilfe der schon bekannten Fehlerabschitzungen iiber T':
lv — Invller < chy 3V 20llr + chy! by V2ul|r = chy ||V 2u]r.

b) Die Abschitzung
v — Inwllar < chy®|Vollr
kann nicht gelten, da fiir Funktionen v € H'(f2) im Allg. die Knoteninterpolierende

Iyu  Pa(T) gar nicht definiert ist. Sie wire aber giiltig mit der ,, Quasi-Interpolierenden”™
Iyu (diskutiert in einer spateren Aufgabe) in der Form

v — Invllar < chy! " [Wollg, T =U{r € Ta, 7NT # B}

Die direkte Anwendung des Bramble/Hilbert-Lemmas ist hier aber nicht méglich, da die
dort definierte Quasi-Interpolierende i. Allg. Polynome nicht reproduziert. Der Beweis
dieser Abschatzung bedarf also noch einiger Arbeit.

Lisung A.3.15: Fiir die Lagrange-Interpolation in P(T') := F4(T) gelten die Fehler-
abschitzungen

(4) IV} v — Irv)|lr < cihr|[V3o)lr;
(i) (v — Frv)(a)| < ehd||Vv]lr;
(iii)  [|Ba(v — Ipv)|lar < ch¥?|V20lr;
(iv) v — Irv|lr < ek || V0|7

Lésung A.3.16: a) Auf dem konvexen Polygongebiet () ist jede Losung v € H}(Q) der
Variationsgleichung
(Vu,Ve) = (f,9) Ve € Hy(9),
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auch in V = H*(Q), und es gilt die a priori Abschitzung

vl < call fll = enllAv|l.
Auf dem Teilraum HF(2) ¢ HI(2) gilt also

a(v,v) == [|Av|* = ep? ||l

d. h.: Die Bilinearform a(-,-) ist V-elliptisch. Folglich hat die Variationsgleichung

alu, @) = (f,9) VoV,
fiir jedes f € L*(Q) eine eindeutige Losung u € V. Diese ist dann die sog.  schwache”
Lisung der biharmonischen Gleichung. Auf einem Rechteckgebiet ist » € H*(Q) und
geniigt der a priori Abschitzung

2
llullas < eof| A%u|| = e[ £]I-

b) Sei l’}fs:' < V der Finite-Elemente-Raum basierend auf dem quintischen Argyris-
Element. Die durch die Galerkin-Gleichungen

alun,vn) = (f,n) Vion € Vi,
definierte Ritz-Approximation uy € ],;ESJ besitzt die Bestapproximationseigenschaft

[Af — )l = min_{JA(u — ).

Ph EVp.

Aufgrund der Sobolewschen Einbettung H*(02) ¢ ©%(Q1) ist die Knoteninterpolierende
Iwu € V¥ von u wohl definiert, und es gilt (Bramble/Hilbert-Lemma):

A — Tnu)|| < ch®|lul|ms.
Dies impliziert die Energie-Fehlerabschatzung
llu — unllarz < ell Afu — un)|| < ch®|lullas.

Zur Abschiitzung des Fehlers bzgl. der L?-Norm verwenden wir ein Dualititsargument.
Sei z € V' die schwache Losung der Variationsgleichung

(Bp,Az) = (pyu—u)llu—w] ™" VeV

Dann ist z € HY(0), und es gilt ||z|]|g+ < ¢. Damit folgt mit Hilfe der Galerkin-

Orthogonalitit und der Interpolationsabschitzungen

e — up|| = alu — up, z) = a(u —up,z — Ipz) < [|Au — up)|| |A(z — Iz)||
< ch?||ullgs B2 2l g < ch?|ul|ga.
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¢) Die Spektral-Konditionen der zugehérigen Steifigkeitsmatrix Ay = (a(i, })) ;; und
Massematrix M = ({y}i.}tpﬁ.})ﬁ sind gegeben durch

Amae(Ar) Amac (M) _
A A M =

wlAy) =
(4e) Ao (M) =
Mit Hilfe der inversen Beziehung folgt

(Anz,7) _  (Aaryz)  (Maz,a)

Amax(An) =
max (A1) =¥ |z|2 T zem¥ (Miz.T) zem¥  |x|?
— max 20 )\ (0fy) < ch~ A (M)
Ferner oev®  [luall
. [Apz, 1) . (Apz, ) . (Myzx, 1)
Amin(An) = >
min(As) = MU0 e 2 I o) P
= min, SR 5 (1) > min 22 A (M) = A (A%) A (M)

vl

mev®  [[vall?
Dies impliziert

K(Ap) < ch-Ag(a2)~1 2mzx(Ms)

IJ:IJ.IJ.{'ﬂJh}

Da die Kondition der Massematrix w(My) = O(1) ist, folgt &(Ay) = O(h~Y).

< ch™ Agin (A7)~ (M)

Lisung A.3.17: a) Konvergenz in der Energie-Norm ist garantiert, fiir Quadraturord-
nung v = m — 2, mit der Ordonung m des FE-Ansatzes (Polynomgrad m — 1) ist. Die
optimale Konvergenzordnung wird erreicht fiir r > 2m — 3. Im Fall  kubische” Elemente,
d. h. m = 4, bedeutet dies r = 2 fiir Konvergenz und r > 5 fiir optimale Konvergenz.
Geeipnete, maglichst dkonomische Quadraturformeln wéren fiir Konvergenz z. B. die Mit-
telpunktsregel und fiir optimale Konvergenz eine | Quasi”-Gaufi-Formel 5-ter Ordnung.

b) Die 1. KWA des Laplace-Operators sei auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen fini-
ten Elementen anf einem Aquidistanten, kartesischen Gitter diskretisiert. Die Elemente
(Vi1,, Vi) der Systemmatrix werden mit der Mittelpunktregel berechnet:

Die Koordinaten (a;, b;) beschreiben einen Gitterpunkt auf einem &quidistanten karte-
sischen Gitter mit der Gitterweite h. Die quadratischen Zellen um (a,,b;) sollen der
Einfachheit halber mit lo, ro, lu und ru fiir links oben ete. bezeichnet werden. Diann
ergibt sich fiir die Basisfunktionen die Darstellung

_EIJ{I —(a;i —h))ly— (b +h)) (z,y)€lo

oo | BE- @@= (b +R)  (@my)Ero
YT A (m—h)y—(b;—h)  (zy) €l

)
)
)
—mlr— (@ +h))(y—(b; —h) (z,y)€

mit dem Gradienten
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, —y+bi+h
,,%( : )(z,y)eza

—T+a; —h

—b.—h
f:(y i ) (z,9) € 7o
T—a;—h

Vipi; = 1
1 y’—b_-,-i—h
T € lu
F(I—ai+h) (z,y)
—y+b;—h
e B (z,9) € Tu
—r+a;+h

Diamit berechnen sich die Skalarprodukte mit Hilfe der Mittelpunktsregel zn

2
4 f fbj+h —y+bj-+h
Piis Vigii) = — d
(Vi Vigis) i s rta—h Iy
4 (h* R
r\1 1)

9 +h ebith (b p —y+biy+h
v‘v i = — ! ’ dz
(Vi3 Vi) h"j: j: T—a; —h —r+a,;—h !

b

1 etk phith (b R\ (y—bi+h
v'."v i ] =~ 74 i J o
(Veig, Vit 1) h"[ ‘/;' r—a;—h T—aiy1+h !

Die Steifigkeitsmatrix hat damit die Blockform

DN 0 0
N D N 0
0 N DN ---|

mit den Untermatrizen

0 -1/2 0 0
~1/2 0 -1/2 0

] N =
0 -1/2 0 —1/2
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Dieses Verfahren entspricht dem 5-Punkte-Differenzenoperator, wobei hier die Richtungen
zur Bestimmung des Differenzenquotienten diagonal zu den kartesischen Achsen verlau-
fen. Es handelt sich aber trotzdem um eine konsistente (Ordoung 2) Approximation des
Laplace-Operators, da dieser invariant gegeniiber Rotation des Koordinatensystems ist.

Losung A.3.18: i) Eine Triangulierung T, heifit ,quasi-gleichformig® falls sie formre-

guldr,
sup | max h) <
k=0 \T€Te o1

max hy
a1 - <
h:-E (mm hy )

ii) Die negative h-Potenz bei der Konditionsabschatzung stammt von der Benutzung einer
inversen Beziehung zur Abschitzung von a (vy, vy ), diese und alle weiteren Schritte sind
unabhingig von der konkreten Diskretisierung V4, < V, wie man sich beim Durchgehen
des Beweises iiberzeugt:

und , grofenregular®,

ist.

(A€, &) (M¢, &) . a(vk,vh)

I (D2 AR M TR €D k(D
. a(vv), e _
Z I;EEIE,I "u”g Amin (M) = Ay (—A) Ay (M)
und
Amax (A) =< (A€, ) (ME,£) o a (vh, vg)

er (ME,€) ter (€,6) —,,*Ethrkm{M]_

Mit der inversen Beziehung folgt:
a(vn,vn) =Y [Vonlly < € p7” lluwlly < e(maxpz”) [lowl®.
T T

Es gilt weiterhin conds (M) = O (1) und somit folgt zusammen mit der Formregularitit:
conds (A) < emax g7 conda (M) — O (max pr?) = O (h72) .

iii) Fiir den Fall, dass die Anzahl der an einer Ecke zusammenstofienden Zellen beschrankt
bleibt, gilt auch ohne Formregularitdt weiterhin conds (M) = O(1). Die Argumentation
in (ii) bendtigte nur im letzten Schritt Formregularitit, so dass folgt:

conds (4s) = O (p77) ,

wobei p der minimale Innenkreisdurchmesser ist.
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Lisung A.3.19: Es ist

_ C(AEE) . (MEE) . a(umwm),
Awin (4) 2 W0 e oy WE ) i o (M)
. alv,v) x )
2 mip % A (M) = A () A (M)
und (AE,€)  (ME,£) (vhy 1)
1 " - fud Uh?'l.'ﬁ
Aoae () SR e ) TR (68 Bk o M-

Mit der inversen Beziehung folgt:

2 —2 2 —1 2
a(vnv) = ) |Venlly < e pr” [lonlly < cmax pr! sl
T T

Aufgrund der Formregulatitit ist conds (M) = O(1) und es folgt insgesamt

conds (A) < cmax p7” conds (M) = O (m;aﬁp?-ﬂ) -

Lisung A.3.20: a) Die variationelle Formulierung lautet:

fﬂ?u~?gadz+fwtpdz=ffgadz+f g do,
v} o o !

b) Analog zum Vorgehen in der Vorlesung formuliert man das duale Problem: Finde

z € H', so dass
(Ven, Vi)

favga-vzdz+f7wzdz =
0 n llexlle

Setzen von ¢ = g, liefert die Fehleridentitét

leslls = [ fe+dwdr+ [ gle+dn)ds — (@YU, Vs + V) — (00, -+ )
fiir beliebiges 4, € V. Zellweises partielles Integrieren fiihrt auf die Ungleichung

lealle < Y- {ll7 +AU =1Ulir |12 + blir + 31(8U]lor 1= + nllar },
TeT,,

hierbei sei |8,07] | areon = 2(g—8,U7), ansonsten der iibliche Sprung iiber eine innere Kan-
te. Man wihlt nun wieder vy = fpz und folgert mit der Clément-Interpolationsabschit-
ZUNE,

Iz — Inzllr + by’ ||z — Inzllor < chr|[Vzlif

die Abschitzung:
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lenlle < Y- chr {IIf + AU = AUlir + §hz B lor } [ Vzllz

TETh
< (32 e {I1f + AU = U1 + S 0UEY) (3 IVaAR
TET, TET,

< (X e {17 + AU — 1012+t 0.0)13})

TeTh
since ||Vz|? <c.

¢) Die Arpumentation verlduft analog zu (b) mit dem modifizierten dualen Problem

(en, )
llerlle

fﬂ?w-?zdz+‘/’ﬂazdz=
v} v}

Im Gegensatz zum dualen Problem in (b) ist hierbei aber die rechte Seite aus L?, so dass
z € HYQ) erwartet werden kann. Dies erméglicht daher die Nutzung der herkéimmlichen
Knoteninterpolierenden fiir /4, mit der Interpolationsfehlerabschiatzung

12
lz — Inzllr + hyl" ||z — Inzllor < chd|[V2z]|r.
mit ||WV2z|| < c. Dies Liefert
1/2

leall < (3 b {ILf + AU — U1} + 1k [8U)I37} )

TET,

Lisung A.3.21: Wir rekapitulieren die Spurabschitzung

llollr}-

32

|Bavllor < c{hy | Av||r + hy
Wegen [8,ul =0 ergibt sich

118t 5700 = I [Onenllzrman < €Y 10uenlzran

TCT
<c Y {hrllAenl} + bz lexlF }
TT
<c Y {brllf + Aunllf + hz®lleallz}
TCT

und damit
4 2 1 1 2 172
mea(un) = (30 WIS + Aual + 3z Buus) o0}

TeT,

12
<clleallo + ( D BHIF + Ausl)

TET,
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Lisung A.3.22: Fir die Nebenbedingung n(h) < TOL wird im Optimum Gleichheit
angenommen. Wir suchen also stationfire Punkte des Lagrangefunktionals

L(h,A)=N(h)+A(n(h)—TOL).
dies sind gerade solche Punkte in denen
d
LB+t A+ ti)lio =0

fir alle pe (ﬁ} und alle g = R. Indem wir zundchst g =0 und dann ¢ = 0 wihlen
erhalten wir die beiden Variationsgleichungen

2 f w(—h + hAA) dr =0 ¥y e C(0)
2

und
g([h“ﬂdz—TGL) =0 VpeR.
2

Aus der ersten folgt
h = (24"

durch dieser obiger Beziehung in die zweite Gleichung folgt

AV2TOL = f AP dr — W

v}
Somit ist W2
= (or)
und es folgt:
v = () e,

Losung A.3.23: Mit u € W2=(Q) liegt f in L>=(Q). Da u, stiickweise linear ist, folgt:

If + Auplly = Ifllr < |Iflloc hr-

Wir betrachten nun den zweiten Summanden:
l[Bnurllgr = lEnelllar < l|8nellar + ||8néllar
< ||Vellgr + IVell g7
1/2 2~
< chl/ (IIWIIW,T +|v e”m',r—)
< ch®? || V2|, = eh®? ||V,

wobei & der Fehler auf den an 8T angrenzenden Zellen ist. Insgesamt folgt somit die
Behauptung.
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Lisung A.3.24: Fiir die Lagrange-Interpolation in P(T') := Fy(T) gelten die Fehler-
abschatzungen

(i) V3w — Irv)||r < cihrl|V70||r;
(i) (v — Itv)(a)| € eh3|[V0|lr;
(#ii)  ||Balv — Irv)llar < ch™?|V 0|r;
(iv) v — Irvllr < cchd V207

Losung A.3.25: a) Variationelle Formulierung im Raum V = HY(Q): Finde u € V' mit

alu, @) == (aVu, Vg)a + (7u,¢)a = (f,¥)la + (g, ¢)en, Ve e V.

Diie Bilinearform a(-,-) ist offenbar symmetrisch, V-elliptisch und beschrinkt anf V. Nach
dem Darstellunsgsatz von Riesz (oder dem Lemma von Lax-Milgram) existiert also eine
eindentige Lésung w = V. Ist diese hinreichend glatt, folgt durch partielle Integration

(=V-(aVu)+yu—fipln+(n-(aVu) —g,p)in =0, veV

Nach dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung impliziert dies, dass u klassische
Losung der RWA ist:

—V-(aVu)+yu=f in @, n-(aVu)a =g

b} Zur Herleitung der a posteriori Energienorm-Fehlerabschiatzung schreiben wir mit Hilfe
der Galerkin-Orthogonalitit

Y = (aVer, Verln + (ver, en)n = (aVer, Vier —inen))a + (ver, e — inen)n-

Zellweise partielle Integration ergibt weiter

Y= Z {{—‘F NaVey),en —inendr + (ven, en — ihen)r + (n- (aVer), en — *.E;,e;,}m-}
TET,

= 3 { (R, e —inenlr + (r(un), en — inewler |

TETs
mit den ,Zell- und Kanten-Residuen” (bzw. , Gleichungs- und Sprung-Residuen”)

i (@Vuy)),  fiir I' C 8T\89,

R U = +v N uvu — U T =
{ ;.:I|T f ( h) — ik, T { n-(aVuy) —g, fiir ['cC 80

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt hieraus

%4l < Y {IR@n)lIrllen — inenllr + lir(un)llarlles — inenllar }
TET,,

Wir wihlen die Approximation ipey als verallgemeinerte Knoteninterpolierende mit der
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Eigenschaft ,
len — inenllr + hr'”llen — inenllor < &hr||Venll,
wobei T := U{T" € Ty| T" hat gemeinsame Kante mit T} . Damit ergibt sich weiter

1Zal <& Y {hrllR(un)|lrl|Venlls + by lir(us)llar|[Veall}

TET,
<a( X IR+ ki) (X 1venld)
TeT, TET,

Wegen

Y IVenlF < el Venll§y < c(aVen, Vera + (ver, en)n = cZi.
TeETh

ergibt sich die gewiinschte a posteriori Fehlerabschitzung:

12
lealls < & 3 B {IR@)IE +hr'Ir()ldr}) -

TeETh

¢) Zur Herleitung der L?-Norm-Fehlerabschitzung verwenden wir wieder ein Dualitéitsar-
gument mit dem Funktional

J(g) == llenllg!(w:enda,  J(en) = |lenlla-
Sei z € VN H*Q) die Lisung des dualen Problems
alp,z) =J(p) Yeel,
bzw.
—V - (aVz) +7z = |leallg’en in Q, n-(aVu)an=0+.

Fiir diese gilt auf dem konvexen Polygongebiet die a priori Abschitzung ||V2z|gp < ¢, .
Damit erschliefien wir wie zuvor:

llenll = J(en) = alen, z) = alen, z — inz)
= Z {R(up),z — inz)r + (r(un), z — inz)ar }
TETh

<a Y {IR(wa)|rh V22l + v (us) lorhy [V 22]|r}

TET,

= ( Z b { || B(un) |l + h-;lllr{u;,}”gr})m( Z IIsz"?,)m

TET, TeTy
Diies ergibt die gewiinschte a posteriori Fehlerabschitzung
1/2

leall < (3 IR e + bz lir(es) 37 })

TET,



A3 KAPITEL 3 207

Lisung A.3.26: Ein Glittungsschritt des Richardson-Verfahren bendtigt im Wesentli-
chen eine Matrix-Vektor-Multiplikation. Die Matrix-Vektor-Multiplikation Apzy, kann mit
9N; a. Op. ausgefithrt werden, da Ay maximal 9 Nicht-Nulleintrige pro Zeile hat. Ein
Glattungsschritt braucht damit 12N; a. Op.

Die Berechnung des Defekts d; — f; — A;z' kostet 10N; a. Op. Fiir die L?-Projektion auf
das nichstfeinere Gitter miissen wir nun

3_1 = !"[ ld;

berechnen. Innerhalb das Mehrgitter-Algorithmus kann die L2-Projektion sehr effizient
berechnet werden. Wir bezeichnen die Basisfunktionen auf Gitterlevel [ mit ! Nach
Definition der L2-Projektion ist die i-te Komponente von &~ durch

dt = (i ldl ) = (d, V).

gegeben. Da Vi_y C V), kiinnen wir .:p:_’ darstellen als

Ny
— I
= E Hii s
i=1

wobei fiir einen Index ¢ maximal 9 Werte p;; nichttrivial sind. Daher reduziert sich die
Berechnung der L?-Projektion anf

Ny N
&= ZFij{dINF!} = ZFijdi'
i=1 i=1

und bendtigt 9N; Operationen.
Diie Prolongation kostet 2 aop. fiir die Interpolation in jedem neuen Knoten (bei weniger
als N solcher Knoten). Zusitzlich kostet das Aufaddieren der Korrektur Ny Operationen.
Zusammen sind das

(2-124+ 104+ 942 4+ 1)N; = 46N,

Operationen auf Gitterlevel I. Die Dimension der diskreten Riume verhilt sich wie
Np_g = E_EkNi

Innerhalb eines V-Zyklus, miissen wir die genannten Operationen genau einmal pro Git-
terlevel ausfiihren. Fiir geniigend grofies [ kiinnen wir die Kosten zum Lisen auf dem
gribsten Gitter vernachlissigen. Daher kostet ein V-Zyklus insgesamt

! L. 46 4 4
§:4EN_ =§:—N=—4EN 1 — 9@y = Z4B N,

-k 22,:; 3 i( ]_3 1
=0 =0

Innerhalb eines W-Zyklus, fithren wir auf Gitterlevel I — k 2F Schritte mit oben gezihlten
Operationen durch. Zusammen kostet das:
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I
22*463\.;_,:_ ;ENI—E 46N, (1 —2751) < 2- 46N,
=i

arithmetische Operationen.

Lisung A.3.27:

a) Man erhilt den 5-Punkte-Differenzenoperator.

b) ,Unisolvenz® bedeutet, dass fiir ein Polynom p € P(T) aus y(p) =0(r=1,..., R)
notwendig p =0 folgt.

¢) Die ,Minimalwinkelbedingung® besagt, dass alle Winkel der Dreiecke gleichméfig von
Null weg beschrinkt sind; dagegen besagt die , Maximalwinkelbedingung®, dass alle die-
se Winkel gleichméfig von = wegbeschrinkt sind. Die Minimalwinkelbedingung® ist
Aquivalent zur ,Formregularitdt® (Quotient ans Umkreis- und Inkreisradius gleichméafig
beschrankt), wihrend die ,,Grofenreguliritit® damit gar nichts zu tun hat.

d) Es ist dim(F,) =6, dim(F;) = 21, dim({s) = 9.

&) Die Spektralkondition der FE-Matrix wird durch die Ordoung des Differentialoperators
bestimmt; im gegebenen Fall gilt @(h~?).

A.4 Kapitel 4

Lisung A.4.1: Wir betrachten O.B.d.A. nur den ersten N-Zyklus. Das Gauss-Seidel
Verfahren hat gerade die Form

9= L ot~ ).

kg

Aufgrund der Wahl der Abstiegsrichtung d% — e,,; gilt fiir die Iterierten des Koordina-
tenrelaxationsverfahrens I_EH-:I} m fir j # t+ 1. E= geniigt also zu zeigen, dass im
Schritt ¢ — ¢+ 1 die ¢ + 1-te Knmpc:rneute von z'**1) auf den Richtigen Wert gesetzt
wird, der Rest folgt per Induktion.

Hierzu beachten wir v = b — A" und somit ist
T££1
O] = = (5i+1 ZﬂHlka )

Q] 441 Tpgq g4

Durch Einsetzen in die Verfahrensvorschrift folgt:

LD _ (0 beys 1 )
1 1+ — E i1 kT
e e Ceierl Tepladl k
1

= (bH'l —_ Z ﬂi'l'l.kI{:] - Z ﬂi+1|kI{:]) .

i
14+ FetH Gt
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Verwendet man nun die Induktionsannahme I{;] = if,:” fir k<{#+1 und If" = z"{,‘m fiir

k >t + 1, so folgt die behauptete Aquivalenz.

Lisung A.4.2: a) Wir rekapitulieren aus einer fritheren Aufgabe: Die Eigenwerte der
lterationsmatrix By = I — #A sind g = 1 — #A und folglich ppae = 1 — @Apin soWie
Lmin = 1 — BAmay bzw,

p(Bg) = max |y = max [1— 8.
Im Falle 0 < Amin < Amax gilt

D{E{% = 0= 0dg < 0., <2

Tax

Dies wiederum ist &quivalent mit max{|l — #Amin|, |1 — #Amax|} < 1. Ein einfaches geo-
metrische Argument ergibt den Wert

2
By ——
o )"min + J‘mn
fiir minimales p(By), d. h. fiir schnellste Konvergenz.
b) Die beste Glattungseigenschaft ist aber charakterisiert durch

|1 — Bdmax| = E=I§_i_l_1ﬂ [1—8Al,

da dann die hochfrequenten Fehleranteile in der Darstellung

Ny
e[ = €1 - 8x)™

i=1
am schnellsten geddmpft werden. Dies ist der Fall fiir

1
Bt = —— .

)'-'III L

Diass in diesem Fall die niederfrequenten Fehleranteile nur sehr langsam gedampft werden,
spielt keine Holle, da man ja nur an dem Glittungseffekt interessiert ist.

Lisung A.4.3: Es gibt Probleme beim Beweis der Approximationseigenschaft. Im Be-
weis aus dem Text ist

vy = Aphyrp T L, w = AL
Aufgrund der Definition der Operatoren A; folgt
a(ve,on) = (froer) Ve € Vi

sowie
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alve-1,00-1) = (£ fr,pr-1) Vpr—1 € Vioi.
Da 1" nicht die L2-Projektion ist, ist i. Allg.
(rE 1 fron-1) # (frovr—1)

somit sind v;, und v;_; nicht die Ritz-Projektion der selben kontinuierlichen Funktion.
Was bleibt ist, dass v; die Ritz-Projektion von

a(v,p) = (fr,v) YeeV

sowie vy die Ritz-Projektion von

a(B, @) = (rf ' frp) VeeV

ist. Damit ist
oz — vl| < ehf V]| < chf || fil
sowie
lvp—1 — 8| < ehi_y V5] < ch [Irf ™" fLll-

Diamit bleibt noch zu zeigen, dass

-1
I~ fell < el fell
sowie
- 2
lv — |l < ehg || fell -

Wiahrend man die erste Ungleichung unter Ausnutzung der endlichen Dimension des
Raumes Vi zeigen kann, ist die 2. Ungleichung i. Allg. nicht giiltig.

Lisung A.4.4: Hier tritt das Problem bei der Glattungseigenschaft anf. Mithilfe einer
inversen Ungleichung kénnen wir zwar zeigen

ALl < ch™>.

Es bleibt zu zeigen, dass
ISl <c <1

fir 5;, = Iy, — #4; mit einer L-unabhingigen Konstante . Da Ay nicht symmetrisch
ist, kiimnen wir die Spektralarpumente aus dem Text hier nicht direkt iibertragen. Ay ist
jedoch positiv definit. Um das zu sehen, wenden wir den Gauflschen Integralsatz an:

(Byu,u) = 1 A (u?) dr = 1 nutds =0
2 Ja 2 Jan

fiir u € H}(Q). Es folgt
a(u,u) = ||[Vulf*.
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Diamit sind die Realteile der (komplexen) Eigenwerte von Aj, positiv
RN =0 i=1.Ng
Die Eigenwerte von Sp = I — 84 sind 1 —8A;,i = 1. N Es gilt
163 = [1 - 6R() — 63()] = {(1 - 6R()? + (SN}
= {1 —20R(N) + (M) + R{l}ﬂj}%

Wihlen wir IR(A:)
# < max =
i=1_.Np I)|_I-I2

S0 ist spr(Sp) — max |1—6X] <e< 1.
i=1_.N,

gleichméfig in L. Somit gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Norm |-||, mit
5], <c+e

Es bleibt noch die Frage offen, inwieweit die L-unabhingige Konvergenzrate in der Norm
||| erhalten bleibt.

Lisung A.4.5: Ein Glattungsschritt des Richardson-Verfahren bendtigt im Wesentli-
chen eine Matrix-Vektor-Multiplikation. Die Matrixz-Vektor-Multiplikation Agry, kann
mit 9N; a. Op. ausgefiihrt werden, da Ap maximal 9 Nicht-Nulleintrige pro Zeile hat.
Ein Glattungsschritt brancht damit 12N, a. Op.

Die Berechmung des Defekts d; — f; — A;z' kostet 10N; a. Op. Fiir die L?>-Projektion auf
das néchstfeinere Gitter miissen wir nun

F1 e iy

berechnen. Innerhalb das Mehrgitter-Algorithmus kann die L2-Projektion sehr effizient
berechnet werden. Wir bezeichnen die Basisfunktionen auf Gitterlevel | mit !. Nach
Definition der L2-Projektion ist die i-te Komponente von 4! durch

dit = (it P = (&, ).

gegeben. Da Vi_y € V;, kiinnen wir !~! darstellen als

Ny
‘P!_l = ZFij'F;-.-
j=1

wobei fiir einen Index iv maximal 9 Werte py; nichttrivial sind. Daher reduziert sich die
Berechnung der L?-Projektion anf
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Ny Ny
‘;'i_l = ZFij{dINF::’ = ZFijdi'
i=1 i=1

und benttigt 9N, Operationen.

Die Prolongation kostet 2 a. Op. fiir die Interpolation in jedem nenen Knoten (bei we-
nigwe als N; solcher Knoten). Zusitzlich kostet das Aufaddieren der Korrektur N; Ope-
rationen. Zusammen sind das

(2-124+ 104+ 942 4+ 1)N; = 46N,
Operationen auf Gitterlevel [. Die Dimension der diskreten R&ume verhilt sich wie
Np_g = E_EkNi

Innerhalb eines V-Zyklus, miissen wir die genannten Operationen genau einmal pro Git-
terlevel ausfithren. Fiir geniigend grofies [ konnen wir die Kosten zum Losen auf dem
grobsten Gitter vernachlissigen. Daher kostet ein V-Zyklus insgesamt

] ]
D 46Nk = gm = §4EN; (1—27@+) < %mm_
=0 =0

Innerhalb eines W-Zyklus, filhren wir auf Gitterlevel [ —k 2* Schritte mit oben gezihlten

Operationen durch. Zusammen kostet das die folgenden a. Op.:

I I
S KN =) ;—EN; = 2-46N; (1 —2757") < 246N,
k=0 k=0

Lisung A.4.6: a) Die Eigenwerte der Iterationsmatrix By = 1 — 84 sind p=1—#A
und folglich pp. =1 —0Ag, sowie g =1 —8A,, bew.

p(Bs) = max{|u[} = max{|l — #Amax|, |1 — OAmin}-

b) Im Falle 0 < Anin < Amac gilt

D{E{i = 0= 0Agin < OAgpae < 2.
Amax

Dies wiederum ist dquivalent mit max{|l — #Amin|, |1 — #Amax|} < 1.
¢) Ein einfaches peometrische Argument ergibt

2

oy = ———————.
o )"min + Jl1:t|:=c.':

Lisung A.4.7: a) Die schwache Formulierung lautet



A4, KAPITEL 4 303

Finde uwe HY(Q), so dass

(aVu, Vi) + (bu, ) = (f,¢) Vi € Hy(R).
Wir definieren die Bilinearform
a(u, ) = (aVu, Vi) + (bu, p)

Um Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung zu gewéhrleisten (mit dem Lax-Milgram-
Lemma oder dem Rieszschen Darstellungssatz) brauchen wir die Abschitzung

2
a(u,u) = ‘1”””5"(9].
fiir eine Konstante o > 0. Sei
g 1= IJI_IEIHG.{I}, by = E}Elgb{zj.
Es gilt
a(u, u) > ag||Vull? + byljull.

Diaher sind die Bedingungen ag = 0 und by > 0 hinreichend, denn es folgt mit der
Poincaréschen Ungleichung

ap
cp+1

2 2
alu, u) = ag||Vul|” = el g2y

b) Wir definieren eine regulire Triangulierung Ty des Polyeders {1 in abgeschlossene Te-
traeder T' sowie einen Satz von linearen Funktionalen A" auf P(T), so dass ein Polynom
pr € F(T) eindeutig durch die Werte von A'(p) festgelegt ist. Fiir den Fall quadrati-
scher Polynome ist das einzig iibliche konforme Element das Lagrange-Element, welches
Punktwerte in Knotenpunkten und Seitenmittelpunkten verwendet. Der dazugehdrige An-
satzraum ist

ViD= {vs € C(Q) | v € Po(T) YT € T, vy, = 0 anf 5Q}.
Eine Basis von l’;fmu wird durch
wila;) =i, 1,7 =L.N,

definiert, wobei die Menge {a;,7 = 1...N} aus Knoten- und Seitenmittelpunkten bestehe.
Die Steifigkeitsmatrix Ay = (a;;)Y,_; und der Lastvektor b, = (b)), berechnen sich zu

Tji = ﬂ{‘FiHF‘jL b = (f, %)

Dias diskrete System
a(un, ¢3) = (fr00) Vips € Vi



304 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

ist nun Aquivalent zum linearen Gleichungssystem
Apzp = by,
wobei r; die Komponenten von wy begziiglich der oben definierten Basis bezeichne:
N
Uy = ZIE'{FE.
i=1

¢) Unter der Annahme u € H*(Q), kiinnen wir mit Standardargumenten (Galerkin-
Orthogonalitit, Bestapproximationseigenschaft, Interpolationsabschitzungen) zeigen, dass

e — wnll = alu,u)? < ch¥|VPul.
Mithilfe eines Dualititsarguments bekommen wir in der L®-Norm
llu —unl] < ch®|[VEul|.

Die Spektralkondition hiingt von der Ordonung des Differentialoperators ab. Fiir den ge-
geben elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung gilt

Ka(Ap) = O(R72).

di) Von einem Startwert ='” definiert das Gaufi- Seidel-Verfahren Iterierte durch

£ Y agr® - Y aga®, i 1N,
jck ink
Ein Ganfi-Seidel-Schritt reduziert den Gesamtfehler um den Faktor
p=1—0(R%).

Die Anzahl an Iterationen T, die man bendtigt, um den Anfangsfehler um den Faktor
e = 10~? zu reduzieren, ist daher
T _In(e) In{10)

= T = =-3 ~ ch2
P = m(p) (1 — ch?) :

da In(1 —ch") ~ ch” + @(h®). Eine Iteration besteht aus 2N Subtraktionen und N —1
Matrix-Vektor-Multiplikationen. Da die Matrix Ay diinn besetzt ist, kostet jede Iteration
@(N) a. Op.. Da N = h~*, brauchen wir insgesamt D{N?i} a. Op..

dii) Das Gradientenverfahren ist ausgehend von einem Startwert =¥ definiert durch

()2
(t4+1) _ (&) 0 _
T '+ ﬂ:i{'i' }:I ey {AﬁT{i],T{H}J

wobei 7 = by — Apr'® das Residuum in Schritt ¢ bezeichnet. Ein Schritt des Gradien-
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tenverfahrens reduziert den Fehler um den Faktor

1— x(A)!

1 _ a9, —1= _ 2
=1 T~ |~ 2 =1 O(?).

Hier haben wir benutzt, dass die Spektralkondition x(Ay) sich wie ¢(h~?) verhilt. Eine
lteration besteht im Wesentlichen wieder aus einer konstanten Zahl an Matrix-Vektor-
Multiplikationen und kostet daher @(N) a. Op. Die Iterationszahl ist wieder QN ?i}.
Ein besseres Ergebnis liefert das CG-Verfahren. Ein Schritt des CG-Verfahrens reduziert
den Fehler um einen Faktor

L 1=
1+ w(Ap)"

[~ Lo S L

p= a1 — 2%(An) % = 1 — O(h).

Die Anzahl Iterationen T, um den Anfangsfehler um den Faktor e zu reduzieren, kann

daher mit 1 N
T < E\,,.-"K,{A;.] In{=) + 1.
£

abgeschitzt werden, d. h. |
TeO(Ne).

Die Anzahl a. Op. ist damit O(N3).

A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: a) Es geniigt zu zeigen, dass bei numerischer Integration iiber dem Ein-
heitsdreieck T" mit Hilfe der Dreiecks-Trapezregel fiir die drei Knotenbasisfunktionen gilt:

Qr{ﬁff‘i‘f?j] = 5-::"
Paarweises Einsetzen der Basisfunktionen
P1=1, Ya=y, Pa=l—-1—y,

in die Quadraturformel liefert aber sofort:

s 1 . . . . . . 1
Qr(geps) = 5 {#:(0,0055(0,0) + Gu(1,0065(1,0) + 4:(0, 1)5(0, 1)} = 285
Durch Riicktransformation auf die Gitterzellen und ,, Assemblierung” erhilt man:
Y 17|
(Mh)s; =15.'_;'_Z N
Tazu
Durch Masse-Lumping erhilt man also eine positive Diagonalmatrix

b) Nach dem diskreten Maximumsprinzip fiir finite Elemente ist im Fall, wenn alle In-
nenwinkel der Triangulierung kleiner oder gleich /2 sind, die Steifigkeitsmatrix A, eine
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M-Matrix Es muss also nur gezeigt werden, dass beim Skalieren mit & und Addieren der
zelumpten® Massematrix M die M-Matrixeigenschaft nicht verloren geht:

1. Die Diagonaldominanz,

Z diz = i,

i
bleibt unter Skalierung und Addition positiver Beitrige anf der Diagonalen erhalten.
2. Die Eigenschaft ,,von nicht-negativen Typ”, au = 0, ay; < [, ¥4, j # 4, ebenso.
3. Da durch die Addition positiver Diagonalelemente keine Eintrige der Steifigkeits-

matrix ausgeldscht werden kénnen, ist die resultierende Systemmatrix wieder irre-
duzibel.

¢) Nicht ausgefiihrt.
Lisung A.5.2: Nicht ansgefiihrt.

Lisung A.5.3: Nicht ansgefiihrt.

A.6 Kapitel 6

Lisung A.6.1:

1. Das Ritzsche Projektionsverfahren ist fiir variationelle Probleme mit symmetrischer
Bilinearform af.,.) definiert. Ausgangspunkt ist die Formulierung iiber das Opti-
mierungsproblem

1
min E(un);  E(p) = zale,¢) — (f,9)-

Dem gegeniiber ist das Galerkinverfahren auch fiir nicht-symmetrische Bilinearfor-
men definiert. Es bedient sich direkt der variationellen Formulierung: Finde wuy, € V4,
80 dass:

a(up, wn) = (f,on) Vion € Vi

Die Petrov-Galerkin-Verfahren verwenden unterschiedliche Ansatz- und Testriume
fiir die variationelle Formulierung:

up € L,.-:Lma.tsj won € VﬁTbSt_

2. Der Glitter auf den feineren Gitterlevel.
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3

T

8

10

. Fiir einen quadratischen Ansatz erhilt man in der Energienorm ||Veg|| < h2||Vul|
und der L:-Norm ||en|| < AV ull. Es ist aber sogar méglich die Norm noch eine
Stufe auf eine sog. ,negative Sobolevnor® abzuschwichen und damit 4te Ordnung
4 zu erhalten: Zu beliebigen v € H' sei z Lisung des dualen Problems

(%)
llelly -

Ve, Vz) =

Es gilt die a priori-Abschitzung ||zl|s < ||‘t,':?f||'!|{f||1||1 < ¢ unibhingig von . Fin-
setzen von e in die Gleichung:

L=
—{”’;jlif} < [IVenlllIV=]l < ch2[V3u]| ch[V3z]| < ché[Vul.

Die Maximalwinkelbedingung fordert, dass alle in einer Gitterhierarchie auftreten-
den Innenwinkel gleichméfig nach oben von 180° weg beschrinkt sind; analog for-
dert die Minimalwinkelbedingung eine Abschitzung nach unten von (F weg.

Unter der Glattungseigenschaft versteht man die Giiltigheit einer Abschitzung der
Form

kr
M 1]
IR — | < e,

™m

wobei r die Ordmung des Verfahrens, und U™ die FE-Naherung an die kontinuier-
liche Lisung uf' zum Zeitpunkt ¢, ist.

Das Crank-Nicolson-Schema ist zwar A-stabil aber nicht stark A-stabil. Eine Glat-
tungseigenschaft ist deshalb nicht zu erwarten und tatsfchlich zeigen numerische
FErgebnisse, dass das Crank-Nicolson-Schema keine Glittungseigenschaft besitzt.

. Bei einem isoparametrischen Ansatz ist die Transformation einer lokalen Zelle (Drei-
eck, Rechteck) auf die Referenzzelle vom selben polynomialen Ansatzranm wie der
FE-Ansatz.

. Die Ordoung r der Quadraturformel sollte so gewihlt werden, dass er zum einen
zulissig ist und zum anderen r = 2m — 3.

. Es ergibt sich eine Schrittweitenbedingung der Form

1
kiﬂﬁ.

. Der biharmonische Operator ist von 4dter Ordnung, die Kondition ist also
conda(Ap) = O (h74).
. Eine M-Matrix ist eine quadratische Matrix mit starker Diagonaldominanz:

Zﬂij < a;; Vi, und 3k s.d. Z&.-u- = Okk,
i 7
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und von nicht-negativen Typs:
Qi }Da Oy ED I'ﬁﬁj ?éi‘-

Fine M-Matrix ist regulir und ihre Inverse ist elementweise nicht negativ, A,:l =0



Index

5-Punkte-Operator, 52, 63, 70, 91
T-Punkte-Operator, 55
9-Punkte-Operator

gestreckter, 52

kompakter, 53, 91
L*-Norm-Fehler, 143
L2-Norm-Fehlerschitzer, 150
L*-Projektion, 119, 164, 251
L~-Norm-Fehler, 121, 143
M-Matrix, 90
V-elliptisch, 79
dG({0)-Verfahren, 231
dG(r)-Verfahren, 231
h/p-Finite-Elemente-Methode, 84

A-orthogonal, 176
A-Stabilitat, 212

starke, 213, 219

strenge, 213
Abhingigkeitsbereich, 42, 249
Ableitung

partielle, 1

schwache, 26

verallgemeinerte, 26
Abschneidefehler, 50, 208, 241, 248
Abstiegerichtung, 174
Abstiegsverfahren, 174
Adaptionsstrategie, 156
ADI-Verfahren, 69, 239, 241
Adini (7777-), 104
Adini-Plattenelement, 104
Allgemeiner Storungssatz, 130
Anfangs-Randwert-Aufgabe, 35
Approximationseigenschaft, 193
Argyris (1913-2004), 102
Argyris-Plattenelement, 102
Assemblierung, 128
Aubin (1939-), 87
Aubin-Nitsche-Trick, 87

Bachwalow (1934-2005), 185

Banach (1892-1945), 2

Bandmatrix, 56, 66

Baryzentrische Koordinaten, 135
BDF-Verfahren, 208, 209
Bestapproximationseigenschaft, 81, 119

Bestimmtheitsbereich, 42

Biharmonischer Operator, 7, 23, 101, 132,

167
Bramble (1932-), 110
Bramble-Hilbert-Lemma, 111, 137, 234
Brandt (1938-), 185

Canchy (1789-1857), 12
Cauchy-Problem, 12, 248
CFL-Bedingung, 244, 245
CG-Verfahren, 176, 178, 200, 239

quadriertes, 181
Charakteristik, 12
Charakteristisches Polynom, 247
Cholesky (1975-1918), 69
Cholesky-Zerlegung, 69, 230
Courant (1888-1972), 244
Crank (1916-2006), 208

Crank-Nicolson-Verfahren, 200, 213, 223, 231,

236, 238, 240, 250
geddmpftes, 222
Sehnentrapezform, 236
Tangententrapezform, 237

Dampfung, 191
Defekt, 174
Defektgleichung, 139
Defektkorrektur-Iteration, 67
Diagonaldominanz
erweiterte | 57
irreduzible, 58
Differentialgleichung
2. Ordmung, 10
gewdhnliche, 10
lineare, 9
nichtlineare, 9, 15
Differentialoperator
elliptischer, 13
hyperbolischer, 13
parabolischer, 13
Differenzenappoximation, 49
Differenzengleichung, 247
Differenzenoperator, 49
Differenzenverfahren
A(D)-stabil, 207
explizit, 204



310 INDEX

implizit, 204 konstant, 99
Diffusions-Transport-Gleichung, 78 kubisch, 101, 166
Dirac (1902-1984), 123 linear, 85, 99, 104
Dirac-Funktion, 123 nicht-konform, 59
Direkte Methode, 19 parametrisch, 108
Dirichlet {1805-1859), 16 quadratisch, 100, 104
Divergenz, 1 quartisch, 102
Du Fort (7777-7777), 218 quintisch, 102
Du Fort-Frankel-Verfahren, 218 tri-linear, 105
Duale Losung, 145 tri-quadratisch, 105
Duales Problem, 145 Finite-Elemente-Interpolierende, 99
Dualitdtsargument, 87, 232 Finite-Elemente-Raum, 230

Fixpunktiteration, 68
Formfunktion, 84
Formregularitat, 85
Fourier (1768-1830), 34
Fourier-Entwicklung, 34
Frankel (1919-1978), 218
Friedrichs (1901-1982), 244

Eckensingularitit, 24, 45, 161
Effektivitdtsindex, 146, 153
Eigenwerte, 74
Eigenwertproblem, 34
Einschrittverfahren, 204
Element-(Last)-Vektor, 128
Element-{Steifigkeits)-Matrix, 128

Energie, 43 Galerkin (1871-1945), 81
gigg?ifg;‘;g?ﬁugﬂ Galerkin-Gleichungen, 176

gt > & Galerkin-Orthogonalitit, 232
Energie-Norm, 19, 81, 174 Galerkin-Verfahren, 81
Energieerhaltung, 243 Gaub-Seidel-Verfahren, 69
Energiefunktional, 77 Gaufisches Eliminationsverfahren, 67
Energienorm-Fehler, 87, 143 Gauf (1777-1855), 2
Energienorm-Fehlerschitzer, 147 g teltes M C:—‘».-"e rfahren. 190
Euklid (ca. 355-200 v. Chr.), 1 Gmitt erfmdeilnheit 10 ’
Euklidische Vektornorm, 1 Gi t.te:mumme;'iemng
Euklidisches Produkt, 1 disconale. 66
Euler (1707-1783), 205 G
Explizites Euler-Verfahren, 207, 215 seilenweise ?EE

)

F-Zyklus, 190, 239 Gittersteuerung, 155

Fedorenko (1930-2009), 185 Gittertransfer, 191

Fehler Glatter, 190
lokaler, 127 Glattungseigenschaft, 40, 193, 213, 219, 222,

Fehlerfunktional, 144 237

Fehlerindikator, 155 Glittungsiteration, 186

Finite Elemente, 84 Grifenregularitit, 85
bi-kubisch, 104, 105 Gradient, 1
bi-linear, 103 Gradientenverfahren, 175
bi-quadratisch, 103 Gram (1850-1916), 177
isoparametrisch, 108 Gram-Schmidt-Algorithmus, 177

konform, 99 Green (1793-1841), 2



INDEX 311

Greensche Funktion, 17, 123, 124 Konsistenz, 50, 51, 208
Greensche Identitat, 61 Konsistenzordnung, 50
Grobgitteroperatoren, 191 Kontinuititsgleichung, 5
Grobgitterproblem, 138 Konvergenz, 62
Konvergenzordnung, 50, 73
hingender Knoten, 251 Konvergenzrate, 68
Holder (1859-1937), 3 Koordinatenrelaxation, 175
Holdersche Ungleichung, 3, 29 Kovalevskaya (1850-1891), 15
Hackbusch (1948-), 185 Kronecker (1823-1891), 61
Hadamard (1865-1963), 9 Kronecker-Symbol, 61
Halbbandbreite, 56 Krylov (1879-1955), 173
Halbgruppen-Methode, 40 Krylow-Raum, 176
Hauptteil, 12, 14 Krylow-Raum-Methode, 173
Hermite (1822-1901), 98 Kutta (1867-1944), 231
Hermite-Element, 98
Hestenes (1906-1991), 176 Losung
Hilbert (1862-1943), 2 klassische, 16, 35
Hilbert (7777-), 110 schwache, 20, 46
Lésungskomplexitit, 238
ILU-Verfahren, 69 Lagrange (1736-1813), 85
Implizites Euler-Verfahren, 207, 200, 225, Laprange-Basis, 85
23 Lagrange-Element, 98
Integralformel von Green, 2 Lagrange-Hermite-Interpolation, 114
Integralsatz von Ganfi, 2 Lagrange-Interpolation, 85
Interpolationsabschiatzung, 112, 114 Laplace (1749-1327), 2
Interpolationskonstante, 232, 234 Laplace-Operator, 2, 14, 33, 45, 52, 65, 173
Interpolierende, 86 Lastvektor, 128, 225
inverse Beziehung, 117 Lax (1926-), 79
inverse Monotonie, 59, 74, 216 Lax-Milgram-Lemma, 79
[terationsmatrix, 68 Lebesgue (1875-1941), 25
Lebespue-Ranm, 29
Jacobi (1804-1851), 69 Legendre (1752-1833), 177
Jacobi-Verfahren, 69 Legendre-Polynom, 177
Jordan (1838-1922), 10 Lewy (1904-1988), 244
. Line Search, 174
Kantenresiduum, 145 Linienmethode, 203, 207
Kegelschnitt, 12
Knoten, 85 M-Matrix, 60, 74, 216, 229
Knotenbasis, 85 Mass-Lumping, 229
Knotenbasisfunktion, 86 Massematrix, 128, 204, 225, 251
Knotenfunktional, 98 Matrix
Knotenwert, 85, 98 diagonal-dominant, 90
Koerzitivitdt, 70 von nicht-negativem Typ, 57, 90
Konditionierung, 130, 167 Matrizennorm, 1
Konditionszahl, 74 Maximumnorm, 2

Konformitét, 99 Maximumprinzip, 22, 124



312 INDEX

diskretes, 58 Poincaré (1854-1912), 3

elliptisches, 22 Poincarésche Ungleichung, 3, 29, 45, 46, 111

fiir finite Elemente, 90 Poisson (1781-1840), 4

parabolisches, 37 Poisson-Gleichung, 4, 6, 14, 15, 77, 120
Maximumprinzipmethode, 215 Pollution-Effekt, 162
Mehrgitter-Zyklus, 188 Polygonzugmethode, 205
Mehrgitterverfahren, 184, 239 Projektionsmethode, 81
Mehrstellenformel, 72 Prolongation, 188, 189
Milgram (1912-1961), 79 Punktfehler-Schitzer, 151
Minimalfolge, 19 Punktgitter, 49
Mittelpunktregel, 135
Mittelpunkts-Verfahren, 208 Quadraturfehler, 137
Monombasis, 83 Ouadraturformel, 135

Morley (1924-2011), 101

Riickwartsdiff formel, 208
Morley-Plattenelement, 101 Hekw R

- Randbedingungen
Multiindex, 109 Dirichletsche, 16, 35, 77
Nabla-Operator, 1 natiirliche, 78
Nachglittung, 189 EEE'.MTSB?E* ;g ?3 78
Navier (1785-1836), 5 obmsche, 1o, 4a,
Navier-Stokes-Gleichungen, 5 Randwertaufgabe, 16, 45
Neumann 1832-1925, 16 Referenzelement, 106, 113, 129
Newton (1643-1727), 5 Referenztransformation, 106
Nicolson (1917-1968). 208 Rellich (1906-1955), 32
Nitsche {igiﬁ_lggﬁ]}g? Rellichscher Auswahlsatz, 32
Normaleneinheitsvektor, 1 Residuum, 145
Numerische Dissipativitét, 213 Restriktion, 188, 189
Numerische Integration, 134, 138, 168 Reynolds (1842-1912), 4
Richardson (1881-1953), 68
Operator Richardson-Verfahren, 68, 185, 187, 200, 219
kompakt, 34 Riemann (1326-1866), 17
positiv-definit, 33 Riesz (1880-1956), 79
symmetrisch, 33 Rieszscher Darstellungssatz, 79
Orthonormalsystem, 193 Ritz (1878-1909), 80
Orts-Zeit-Diskretisierung, 206 Ritz-Projektion, 119, 226, 251
Ritzsches Projektions-Verfahren, 80
Padé (1785-1836), 211 Robin (1855-1897), 16
Padé-Schema, 211 Rothe (1895-1988), 206
Padé-Tafel, 211 Rothe-Methode, 206, 224, 250
Parallelogrammidentitiat, 20 Runge (1856-1927), 231
Parseval (1755-1836), 40 Runge-Kutta-Verfahren, 231
Parsevalsche Identitét, 40
PCG-Verfahren, 182 Satz
Petrow (1912-1987), 82 Mehrgitterkomplexitit, 196
Petrow-Galerkin-Verfahren, 82, 231 Mehrgitterkonvergenz, 195

Plattengleichung, 7 von Cauchy-Kovalevskaya, 15



INDEX

313

von Lax-Milgram, 162
Schlitzgebiet, 24
Schmidt (1876-1959), 177
Schnelle Fourier-Transformation, 67
Schrittweitensteunerung, 230
Seidel, von (1821-1896), 69
Separabilitdt, 240
Shortley (1910-7777), 54
Shortley-Weller-A pproximation, 54, 57, 63,

65, 73, 88

Simplex, 106
Simpson-Verfahren, 208
Sobolew (1908-1989), 20
Sobolew-Raum, 20, 26, 29, 77
Sobolewsche Ungleichung, 32, 47
Sobolow-Raum, 46
SOR-Verfahren, 69
Spektral-Elemente-Methode, 84
Spektral-Galerkin-Verfahren, 84
Spektral-Methode, 40, 219
Spektral-Theorie, 33
Spektralkondition, 179, 239
Spektralnorm, 217
Spektralverfahren, 84
Spezieller Storungssatz, 132
Splitting-Methode, 239
Spur-Abschitzung, 30
Spur-Lemma, 30
Stabilitdt, 50
Startwert, 237
Steifigkeitsmatrix, 128, 204, 225, 251
Stiefel (1909-1978), 176
Stokes (1819-1903), 5
Strukturregularitit, 84

Taylor (1685-1731), 10
Taylor-Reihe, 10
Teilschritt-8-Verfahren, 214
Tensorprodukt-Basis, 83
Tensorprodukt-Gaufi-Formel, 137
Tensorprodukt-Simpson-Regel, 137
Tensorprodukt-Trapezregel, 163
Tensorproduktformel, 136
Transfermatrix, 225

Trapezregel, 135

Triangulierung, 84

Tschebyscheff (1821-1894), 180
Tschebyscheff- Approximation, 130
Typeneinteilung, 10, 44

Unisolvenz, 98, 109, 164, 170
Unstetiges Galerkin-Verfahren, 231

V-Zyklus, 189
Variablenseparation, 36
Variationelle Formulierung, 78, 203, 250
Variationsgleichung, 6, 78, 81
Verfeinerungsstrategie
Fehlerbalancierung, 156
Fest-Raten, 157
Gitteroptimierung, 157
Vertriglichkeit, 50
Vieta (1540-1603), 13
Vietascher Wurzelsatz, 13
von Neumann (1903-1957), 217
Von Neumannsche Stabilitdtsanalyse, 218
Vorglattung, 188
Vorkonditionierung, 68, 182
ADI, 184
Diagonal, 183
ICCG, 183
SSOR, 183

W-Zyklus, 189

Wirmeleitungsgleichung, 4, 5, 14, 34, 203,
235

Wellengleichung, 3, 7, 14, 41, 243, 250

Wilson (1931-), 104
Wilson-Plattenelelement, 104
Wohlgestelltheit, 9, 15

Zellensummenkriterinm
schwaches, 58
Zeitschrittverfahren, 207
Zeitschrittweite, 204, 230, 243
Zelle, 84
Zellgewicht, 146
Zellresiduum, 145
Zusammenhang, 57
Zweigittermethode, 189



314 INDEX

Zweigitteroperator, 192
Zweischrittformel, 243
Zweischrittverfahren, 204









Uber dieses Buch

Dieser einfihrende Text basiert auf Vorlesungen innerhalb eines
mehrsemestrigen Zyklus "Numerische Mathematik®, den der Autor
Uber einen Zeitraum von 25 Jahren an der Universitdt Heidelberg
gehalten hat. Im vorliegenden dritten Teil werden numerische Ver-
fahren zur approximativen Losung partieller Differentialgleichungen
behandelt. Dabei finden wieder sowohl theoretisch-mathematische
als auch praktische Aspekie Berlicksichtigung.

Das Verstdndnis der Inhalte erfordert neben dem Stoff der ersten bei-
den Bande ,Numerik O (Einfllhrung in die Numerische Mathematik)®
und ,Numerik 1 (Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen)” nur
solche Vorkenntnisse, wie sie (blicherweise in den Grundvorlesungen
Uber Analysis und Lineare Algebra vermittelt werden. Zur Erleichte-
rung des Selbststudiums dienen wieder theoretische und praktische
Ubungsaufgaben mit Lisungen.

Uber den Autor

Rolf Rannacher, Prof. i. R. fir Numerische Mathematik an der
Universitdt Heidelberg; Studium der Mathematik an der Universitat
Frankfurt am Main — Promotion 1974; Habilitation 1578 in Bonn;
1979/1980 Vis. Assoc. Prof. an der University of Michigan (Ann
Arbor, USA), dann Professor in Erlangen und Saarbricken — in
Heidelberg seit 1988; Spezialgebiet ,Numerik partieller Differential-
gleichungen®, insbesondere ,Methode der finiten Elemente® mit
Anwendungen in Natur- und Ingenieurwissenschaften; hierzu Gber
160 publizierte wissenschaftliche Arbeiten.

ISEN 978-3-346054-38-2

UNIVERSITAT
HEIDELBERG

ZUKUNFT

SEIT 1386

47783946 054382



	Cover
	Titelei
	Inhaltsverzeichnis
	Literaturverzeichnis
	0. Einleitung
	0.1 Notation
	0.2 Ableitung von partiellen Differentialgleichungen
	0.3 Beispiele
	0.4 Numerische Methoden

	1. Theorie partieller Differentialgleichungen
	1.1 Typeneinteilung
	1.2 Elliptische Probleme
	1.2.1 Existenz von Lösungen
	1.2.2 Eindeutigkeit von Lösungen
	1.2.3 Stetige Abhängigkeit der Lösungen von den Daten
	1.2.4 Regularität von Lösungen

	1.3 Hilfsmittel aus der Theorie von Funktionenräumen
	1.3.1 Sobolew-Räume
	1.3.2 Eigenschaften von Lebesgue- und Sobolew-Räumen
	1.3.3 Elemente der Spektraltheorie elliptischer Operatoren

	1.4 Parabolische Probleme
	1.5 Hyperbolische Probleme
	1.6 Übungen

	2. Differenzen-Verfahren für elliptische Probleme
	2.1 Allgemeine Differenzenapproximationen
	2.1.1 Konsistenz

	2.2 Eigenschaften der Differenzengleichungen
	2.2.1 Das Konvergenzverhalten von Differenzenverfahren

	2.3 Lösungsaspekte
	2.3.1 Aufwandsanalyse: ein Beispiel

	2.4 Übungen

	3. Finite-Elemente-Verfahren für elliptische Probleme
	3.1 Allgemeine Projektionsverfahren
	3.1.1 Beispiele von Galerkin-Ansatzräumen
	3.1.2 Diskretes Maximumprinzip für Finite-Elemente-Approximationen
	3.1.3 Approximation krummer Ränder

	3.2 Allgemeine Finite-Elemente-Ansätze
	3.3 Interpolation mit ﬁniten Elementen
	3.4 A priori Fehleranalyse
	3.4.1 Punktweise Fehlerabschätzung

	3.5 Implementierungsaspekte
	3.5.1 Aufbau der Systemmatrizen und Vektoren
	3.5.2 Konditionierung der Systemmatrix
	3.5.3 Aufstellung der Systemmatrizen mit numerischer Integration

	3.6 A posteriori Fehleranalyse und Gittersteuerung
	3.6.1 Allgemeine a posteriori Fehlerabschätzung
	3.6.2 Spezielle a posteriori Fehlerschätzer
	3.6.3 Strategien zur Gittersteuerung
	3.6.4 Ein Testbeispiel

	3.7 Übungen

	4. Lösung der FE-Gleichungen
	4.1 Krylow-Raum-Methoden
	4.1.1 Verfahren der konjugierten Richtungen (CG-Verfahren)
	4.1.2 CG-Verfahren für unsymmetrische und indefinite Probleme
	4.1.3 Vorkonditionierung (PCG-Verfahren)

	4.2 Mehrgitterverfahren
	4.2.1 Mehrgitteralgorithmus im Finite-Elemente-Kontext
	4.2.2 Konvergenz- und Aufwandsanalyse

	4.3 Übungen

	5. Verfahren für parabolische Probleme
	5.1 Differenzenverfahren für parabolische Probleme
	5.1.1 Zeitschrittverfahren
	5.1.2 Stabilität und Konvergenz

	5.2 FE-Galerkin-Verfahren für parabolische Probleme
	5.2.1 A priori Konvergenzabschätzungen
	5.2.2 Fehlerkontrolle und Schrittweitensteuerung

	5.3 Verallgemeinerungen und Lösungsaspekte
	5.4 Übungen

	6. Verfahren für hyperbolische Probleme
	6.1 Differenzenverfahren für die Wellengleichung
	6.2 Finite-Elemente-Verfahren für die Wellengleichung
	6.3 Lösungsaspekte
	6.4 Übungen

	A Lösungen der Übungsaufgaben
	A.1 Kapitel 1
	A.2 Kapitel 2
	A.3 Kapitel 3
	A.4 Kapitel 4
	A.5 Kapitel 5
	A.6 Kapitel 6

	Index
	Backcover
	Leere Seite


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




