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0 Einleitung

Gegenstand dieses Textes sind numerische Algorithmen zur n̈aherungsweisen L̈osung von
partiellen Differentialgleichungen. In der Regel lassen sich f̈ur die in der Praxis auftre-
tenden partiellen Differentialgleichungen keine L̈osungen in analytischer Form angeben.
Man ist also auf numerische Approximation angewiesen. Dabei wird das kontinuierliche
Ausgangsproblem durch ein

”
diskretes“, d. h. endlich dimensionales, ersetzt und dieses

dann mit Hilfe des Computers gel̈ost.

0.1 Notation

Wir stellen zuächst einige der im folgenden verwendeten Begriffe und abk̈urzenden Be-
zeichnungen zusammen.

i)Unabḧangige Variable:Wir betrachten (offene beschränkte) Gebiete Ω⊂Rd f̈urd=
1,2,3 mitRand∂Ω. Deräußere Normaleneinheitsvektor zu∂Ωistn. Punkte imRd

sindx=(x1, ..., xd)
T oder speziell (x, y)T imR2und (x, y, z)T imR3. Die Zeitvariable

istt.F̈ur d-dimensionale Vektorena, bwird dasübliche euklidische1Produkt mit (a, b)
oder auch mita·bbezeichnet. Die euklidische Vektornorm ist a := (a, a)1/2und die
zugeḧorige naẗurliche Matrizennorm A := maxx∈Rd{Ax,x =1}.

ii)Funktionen:Wir betrachten i. Allg. skalare Funktionen u=u(x)oderu=u(x, t)f̈ur
Argumentex∈Rdbzw.t∈R. In einigen F̈allen treten auch vektorwertige Funktionen
aufu=(u1, ..., ud)

T, die i. Allg. wie skalare Funktionen bezeichnet werden. Analog wer-
den Skalarprodukte und Normenüber ein Gebiet Ω unterschiedslos f̈ur skalare wie f̈ur
vektorwertige Funktionen verwendet.

iii)Ableitungen:F̈ur Funktionenu(t),u(x)bzw.u(x, t) werden totale sowie partielle
Ableitungen abgek̈urzt geschrieben als

dtu:=
du

dt
, ∂tu:=

∂u

∂t
, ∂xu:=

∂u

∂x
, ∂iu:=

∂u

∂xi
, u.s.w.

und analog auch f̈ur ḧohere Ableitungen, z. B.:∂ptuund∂
q
xu. Mit dem Nabla-Operator

∇werden der Gradient einer skalaren Funktion sowie die Divergenz einer Vektorfunktion
geschrieben als gradu=∇u:= (∂1u, ..., ∂du)

T und divu=∇·u:=∂1u1+...+∂dud.Zu
einem Vektorβ∈Rdwird die Ableitung in Richtungβmit ∂βu:=β·∇ubezeichnet.
Entsprechend ist z. B.∂nu=n·∇udie Ableitung in Richtung der̈außeren Normalen ent-
lang des Gebietsrandes∂Ω . Kombination von Divergenz- und Gradientenbildung ergibt

1Euklid (ca. 355–290 v. Chr.): Griechischer Philosoph und Mathematiker; wirkte in Alexandria; sein
mehrb̈andigen Lehrbuch

”
Die Elemente“ fasste die Grundlagen der klassischen Geometrie zusammen; von

ihm stammt das klassische mathematische Ausdrucksschema
”
Voraussetzung - Behauptung - Beweis“.

1



2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

den sog.
”
Laplace2-Operator“

∇·(∇u)=Δu=∂21u+...+∂
2
du.

Mit dem Symbol ∇mubezeichnen wir den Tensor aller partiellen Ableitungen der Ord-
nungm vonu;z.B.inzweiDimensionen∇2u=(∂ix∂

j
yu)i+j=2.

iv)Integrals̈atze:F̈ur sẗuckweise glatt berandete Gebiete Ω⊂Rdund hinreichend glatte
Funktionenu, vgelten der klassische Integralsatz von Gauß3

Ω

∇·udx=
∂Ω

n·udo, (0.1.1)

sowie als Folgerung die Integralformel von Green4

Ω

∇u·∇vdx=
∂Ω

u∂nvdo−
Ω

uΔvdx. (0.1.2)

v)Funktionenr̈aume:Auf Punktmengen Ω∈Rdverwenden wir diëublichen Vektorr̈aume
von stetigen bzw. stetig differenzierbaren Funktionen

C(Ω), Cm(Ω), C∞0(Ω).

Der RaumC(Ω) ist, versehen mit der Maximumnorm

u∞;Ω:= max
x∈Ω
|u(x)|,

vollsẗandig, d. h. ein Banach5-Raum. Weiter istL2(Ω) der Raum der auf Ω messbaren
und im Lebesgueschen Sinne quadratintegrablen Funktionen. Versehen mit dem Skalar-
produkt und der zugeḧorigen Norm

(u, v)Ω:=
Ω

u(x)v(x)dx, uΩ=(u, u)
1/2
Ω ,

istL2(Ω) vollsẗandig, d. h. ein Hilbert6-Raum. Wenn der Definitionsbereich Ω aus dem
Zusammenhang klar ist, wird er in der Bezeichnung von Skalarprodukten und Normen

2Pierre Simon Marquis de Laplace (1749–1827): Franz̈osischer Mathematiker und Astronom; Prof. in
Paris; begr̈undete u. a. die Wahrscheinlichkeitsrechnung.
3Carl Friedrich Gauß (1777-1855): bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;

wirkte in G̈ottingen.
4George Green (1793–1841): Englischer Mathematiker; Autodidakt und Besitzer einer M̈uhle; Beitr̈age

zur Potentialtheorie.
5Stefan Banach (1892–1945): Polnischer Mathematiker; Prof. in Lvov; begr̈undete die

Funktionalanalysis.
6David Hilbert (1862–1943): bedeutender deutscher Mathematiker; wirkte in K̈onigsberg und G̈ottin-

gen; begr̈undete u. a. den axiomatischen Aufbau der Mathematik; zum Wesen der Axiomatik (in der
Geometrie) sagte er

”
Man muss jederzeit anstelle von Punkten, Geraden, Ebenen - Tische, Stühle, Bier-

seidel sagen k̈onnen“.
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meist weggelassen; z. B.: u = uΩ. Weitere Funktionenr̈aume werden sp̈ater an den
Stellen eingef̈uhrt, wo sie gebraucht werden.

vi)Ungleichungen:Wir listen einige der im Folgenden häufig verwendeten Ungleichungen
f̈ur Funktionen aus den oben definierten Funktionenr̈aumen. F̈ur Funktionenu, v∈L2(Ω)
gilt die

”
Ḧoldersche7Ungleichung“

Ω

u(x)v(x)dx≤
Ω

|u(x)|2dx
1/2

Ω

|v(x)|2dx
1/2

, (0.1.3)

bzw. in kompakter Schreibweise:|(u, v)|Ω ≤ uΩ vΩ.F̈ur Funktionenu∈C(Ω)∩
C1(Ω) mit den Eigenschaftenu|∂Ω= 0 und |∇u|∈L

2(Ω) gilt die
”
Poincaŕesche8Un-

gleichung“

Ω

|u(x)|2dx
1/2

≤dΩ
Ω

|∇u(x)|2dx
1/2

, (0.1.4)

bzw. in kompakter Schreibweise: uΩ≤dΩ ∇uΩ,wobeidΩ:= diam(Ω) .

0.2 Ableitung von partiellen Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen werden meist als mathematische Modelle zur Beschrei-
bung physikalischer Vorg̈ange abgeleitet. Ziel ist es, die Eigenschaften dieser Vorg̈ange
durch die Gleichungen m̈oglichst vollsẗandig zu erfassen und davon ausgehend dann ihren
Ablauf vorherzusagen. Bei der Konstruktion solcher Gleichungen geht man ḧaufig nach
recht formalen Regeln vor und verwendet Analogieschl̈usse. V̈ollig unterschiedliche physi-
kalische Prozesse lassen sich ḧaufig durch Gleichungen sehr̈ahnlicher Gestalt beschreiben.

i) Harmonische (d. h.
”
schwingende“) Ausbreitungsvorg̈ange sind z. B. die Ausbreitung

einer Wasserwelle (lokale Sẗorung der Wasseroberfl̈ache) oder eines Ger̈auschs (lokale
Sẗorung der Luftdichte). Es erscheint sinnvoll, diese im einfachsten Fall durch eine Funk-
tionu=u(x, t)imOrtxund der Zeittder Formu(x, t)=sin(x) sin(t) zu beschreiben.
Diese gen̈ugt der Differentialgleichung

∂2tu=∂
2
xu. (0.2.5)

Es zeigt sich, dass diese sog.
”
Wellengleichung“ tatsächlich die in der Natur auftretenden

Schwingungsvorg̈ange beschreibt. Sie ist der Prototyp einer
”
hyperbolischen“ Differenti-

algleichung.

ii) Andere Ausbreitungsvorg̈ange sind dadurch gekennzeichnet, dass lokale Sẗorungen

7Ludwig Otto Ḧolder (1859–1937): Deutscher Mathematiker; Prof. in T̈ubingen; Beitr̈age zun̈achst zur
Theorie der Fourier-Reihen und sp̈ater vor allem zur Gruppentheorie; fand 1884 die nach ihm benannte
Ungleichung.
8Jules Henri Poincaŕe (1854-1912): Franz̈osischer Mathematiker; Prof. an derÉcole Polytechnique und

der Sorbonne in Paris; eins der letzten mathematischen Universalgenies; fundamentale Beitr̈age zu allen
Bereichen der Mathematik, zur Himmelsmechanik, Str̈omungsmechanik und Wissenschaftsphilosophie.
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nicht schwingend, sondern
”
diffundierend“ und sich abschẅachend fortgepflanzt werden,

z. B.: Temperaturausbreitung in einem Leiter (Ẅarmeleitung) oder Verteilung einer Dich-
tekonzentration in einer Fl̈ussigkeit (Stofftransport). Zur Beschreibung solcher Vorg̈ange
dienen Funktionen der Formu(x, t)=sin(x)e−t. Diese gen̈ugen der Differentialgleichung

∂tu=∂
2
xu. (0.2.6)

Es zeigt sich, dass diese sog.
”
Wärmeleitungsgleichung“ tats̈achlich die in der Natur auf-

tretenden Diffusionsvorg̈ange beschreibt. Sie ist der Prototyp einer
”
parabolischen“ Dif-

ferentialgleichung. In Fall zweier Raumdimensionen,u=u(x, y, t) , lautet die Ẅarmelei-
tungsgleichung unter Ber̈ucksichtigung von externen Ẅarmequellen

∂tu=∂
2
xu+∂

2
yu=Δu+f. (0.2.7)

iii) Der Grenzzustand f̈urt→ ∞ eines Diffusionsprozessesu(x, y, t) , z. B. beschrieben
durch die Ẅarmeleitungsgleichung (0.2.7), ist als L̈osung der sog.

”
Poisson9-Gleichung“

−Δu=−∂2xu−∂
2
yu=f, (0.2.8)

gegeben. Diese ist der Prototyp einer
”
elliptischen“ Differentialgleichung.

0.3 Beispiele

Die folgenden Beispiele aus verschiedenen Wissenschaftsdisziplinen vermitteln einen Ein-
druck von der Vielf̈altigkeit der auftretenden Probleme.

1. Erhaltungsgleichungen

Die Grundgleichungen der (klassischen) Kontinuumsmechanik basieren auf dem physi-
kalischen Grundprinzip der

”
Erhaltung“, d. h.: Zustandsgr̈oßen wie z. B. Massedichte

ρ(x, t), innere Energie bzw. TemperaturT(x, t), Impulsρ(x, t)v(x, t), u.s.w., werden als
Dichtefunktionen beschrieben, deren Integraleüber beliebige bewegte

”
Kontrollvolumen“

sich beim Fehlen von̈außeren Einfl̈ussen nicht ver̈andern. F̈ur die zeitliche Ver̈anderung
der MassemV(t) eines solchen mit dem Geschwindigkeitsfeldv=(v1,v2,v3) bewegten
VolumensV(t) gilt (sog.

”
Reynoldsches10Transporttheorem“)

0=dtmV(t)=dt
V(t)

ρ(x, t)dx=
V(t)

{∂tρ+∇·(ρv)}dx. (0.3.9)

9Siḿeon Denis Poisson (1781–1840): Franz̈osischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Paris; Beitr̈age
zur mathematischen Formulierung der Physik, zum Magnetismus, zur Himmelsmechanik und Wahrschein-
lichkeitsrechnung; einer der Begr̈under der Potentialtheorie.
10Osborn Reynolds (1842–1912): Englischer Ingenieur und Mathematiker; Prof. in Manchester; Beitr̈age
zur Theorie des Elektro-Magnetismus und der Str̈omungslehre, Fundamente der Turbulenzbeschreibung
und der hydrodynamischen Stabiliẗat.
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Da dies f̈ur beliebige VolumenV(t) gelten soll, ergibt sich f̈ur stetige Dichtefunktionen
die folgende Erhaltungsgleichung 1. Ordnung (sog.

”
Kontinuiẗatsgleichung“):

∂tρ+∇·(ρv)=0. (0.3.10)

Auf analogem Wege erḧalt man aus dem Erhaltungssatz f̈ur die Temperatur unter Ber̈uck-
sichtigung von Quelltermen und Ẅarmediffusion in einem ruhenden Medium (v≡0) die
folgende Erhaltungsgleichung 2. Ordnung (sog.

”
Wärmeleitungsgleichung“):

∂tT−∇·(a∇T)=∇·q, (0.3.11)

Physikalische Anschauung erfordert, dass L̈osungen zu diesen Gleichungen bei physikalisch
sinnvollen Anfangs- und Randbedingungen stets positiv sind:ρ>0,T>0. Wir werden
sehen, dass dies tats̈achlich der Fall ist. Die entsprechenden Erhaltungss̈atze f̈ur Impuls
und Drehimpuls f̈uhren unter geeigneten zus̈atzlichen Annahmen zusammen mit der Kon-
tinuiẗatsgleichung auf die bekannten

”
Navier11-Stokes12-Gleichungen“ f̈urinkompressible,

Newtonsche13Fluide mit konstanter Dichte und Temperatur (ρ≡konst., T≡konst.):

∂tv−νΔv+v·∇v+∇p=f, ∇·v=0. (0.3.12)

Diese werden hier aber nur der Vollsẗandigkeit halber formuliert und im Laufe dieses
Textes nicht n̈aher betrachtet.

2. Variationsgleichungen

Die Grundgleichungen der (klassischen) Elastiziẗatstheorie basieren auf dem physikali-
schen Prinzip der

”
Energieminimierung“, d. h.: Der von einem elastischen K̈orper unter

statischer̈außerer Belastung eingenommene Zustand ist so betimmt, dass er die potentielle
Gesamtenergie des Systems minimiert. Zur Beschreibung eines elastischen Systems wer-
deninderlinearenTheorie die folgenden Gr̈oßen verwendet: der Verschiebungsvektoru,
der Verzerrungstensorε(u):=1

2
(∇u+∇uT),der fl̈achenorientierte (symmetrische) Span-

nungstensorσund die Volumenkraftf. Die Spannungenσsind die Reaktionskr̈afte des
K̈orpers auf von außen erzwungene Verzerrungenε(u) und werden idealisierend in einer
linearen Beziehung angenommen, dem sog. (elastischen)

”
Materialgesetz“, σ=Aε(u),

mit dem symmetrischen und positiv definiten ElastiziẗatstensorA. Die potentielle Ge-
samtenergie des belasteten, elastischen K̈orpers schreibt sich dann in der Form:

11Claude (Louise Marie Henri) Navier (1785–): Franz̈osischer Bauingenieur und Mathematiker; Prof.
an derÉcole Polytechnique in Paris; Beitr̈age zum Br̈uckenbau (erste Theorie der Ḧangebr̈ucke), Elasti-
ziẗatstheorie und Str̈omungsmechanik.
12Sir Georg Gabriel Stokes (1819–1903): Englischer Mathematiker und Physiker; Prof. in Cambridge;
Beitr̈age zur Differential- und Integralrechnung, zur Hydrodynamik und zur Theorie des Lichts, Spek-
tralanalyse und Fluoreszenz.
13Isaac Newton (1643–1727): Englischer Physiker und Mathematiker; Professor an der Universiẗat
Cambridge; entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik und der Differentialrechnung.
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E(u)=
1

2 Ω

σ:ε(u)dx−
Ω

fudx=
1

2 Ω

Aε(u):ε(u)dx−
Ω

fudx. (0.3.13)

Die sich unter deräußeren Belastung einstellende Verschiebung in einen neuen Gleich-
gewichtszustandu∗ verleiht dannE(·) einen minimalen Wert unter allen zul̈assigen
Verschiebungen, d. h. solchen mit denselben Randwerten. F̈ur einen solchen optimalen
Zustandu∗gilt dann notwendig

d

dε
E(u∗+εϕ)|ε=0=0,

f̈ur beliebige
”
zul̈assige“ Variationenϕ. Auswertung dieser Beziehung liefert die sog.

”
Variationsgleichung“

(Aε(u),ε(ϕ))Ω=(f, ϕ)Ω ∀
”
zul̈assigen“ϕ. (0.3.14)

Dabei bedeutet
”
zul̈assig“ f̈ur eine Testfunktionϕ, dass sie hinreichend glatt ist und

entlang des Randes∂Ω verschwindet. Nimmt man an, dass das Minimumuhinreichend
glatt ist, so folgt durch partielle Integration

(∇·Aε(u)+f, ϕ)Ω=0 ∀
”
zul̈assigen“ϕ,

und hieraus das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung (in kompakter sowie ausf̈uhrli-
cher Schreibweise)

−∇ ·Aε(u)=f ⇔ −
d

i=1

d

k,l=1

∂iAijklεkl(u)=fj (j=1, ..., d). (0.3.15)

Der wohl einfachste (mehrdimensionale) Spezialfall eines elastisch deformierten K̈orpers
ist die

”
eingespannte Membran“ in einem (beschr̈ankten) Gebiet Ω⊂R2(Trommelfell).

Hier wird eine Belastung nur in vertikaler Richtung zugelassenf=(0,0,f) und entspre-
chend auch nur die Auslenkung in vertikaler Richtungu=(0,0,u)ber̈ucksichtigt. Der
Elastiziẗatstensor ist diagonal und wird hier der Einfachheit halber zuA=aIgesetzt.
Dann nimmt das obige Funktional der potentiellen Gesamtenergie die Form an

E(u)=1
2
a∇u2Ω−(f, u)Ω, (0.3.16)

und die zugeḧorige Differentialgleichung (
”
Poisson-Gleichung“) lautet

−aΔu=f, in Ω. (0.3.17)

Da die Membran am Rand eingespannt sein soll, muss weiteru|∂Ω= 0 sein.

In einer elastischen Membran wirken als Gegenkr̈afte zur Belastung reine Federkr̈afte
(in vertikaler Richtung) und keine Biegemomente. Dies ist begr̈undet durch die Ver-
nachl̈assigung der Dicke der Membran. Flache K̈orper mit (konstanter) positiver, aber
geringer Dicke werden als

”
Platten“ bezeichnet. Im Rahmen der linearen

”
Kirchhoffschen
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Plattentheorie“ werden zwar Biegemomente ber̈ucksichtigt, aber nur vertikale Verschie-
bungen zugelassen (

”
Kirchhoff-Hypothese“). Im Fallkleiner Verschiebungen (gegen̈uber

der Plattendicke) erḧalt dann die potentielle Gesamtenergie die Form

E(u)=1
2
D Δu2Ω+(1−σ)D (∂21u, ∂

2
2u)Ω− ∂1∂2u

2
Ω −(f, u)Ω,

mit Materialparameternσ∈(0,1),D>0. Die zul̈assigen Funktionen m̈ussen in diesem
Fall quadratintegrable zweite Ableitungen besitzen. Durch den Variationsansatz wie oben
erḧalt man als notwendige (und hinreichende) Bedingung f̈ur ein Energieminimum die
sog.
”
Plattengleichung“

DΔ2u=f. (0.3.18)

Aus naheliegenden Gr̈unden wird der Operator 4. Ordnung Δ2 auch
”
biharmonischer

Operator“ genannt. Ist die Platte am Gebietsrand
”
eingespannt“, so m̈ussen die Randbe-

dingungenu|∂Ω=0,∂nu|∂Ω=0 erf̈ullt sein. Wir merken an, dass ein identisches Modell
bei der Beschreibung viskoser, inkompressibler Str̈omungen in zwei Raumdimensionen als
Gleichung f̈ur die sog.

”
Stromfunktion“ϕauftritt; das Geschwindigkeitsfeld ergibt sich

dabei durch Rotationsbildungu:= (∂yϕ,−∂xϕ)
T.

3. Schwingungsgleichungen

Wenn der elastische Körper unter Belastung zeitliche Schwingungen ausf̈uhren kann, so
wird die zugeḧorige Auslenkung eine Funktion des Orts und der Zeit,u(x, t), und gen̈ugt
im Rahmen der linearen Theorie der sog.

”
elastische Schwingungsgleichung“

∂2tu−∇·Aε(u)=f. (0.3.19)

Die Gleichung f̈ur die frei schwingende Membran ist die klassische
”
Wellengleichung“

∂2tu=aΔu. (0.3.20)

Diese beschreibt allgemein die Ausbreitung von Wellen in schwingf̈ahigen Medien (z. B.
Schallwelle in einem Gas, Auslenkung einer elastischen Membran oder die Amplitude eines
elektrischen Feldes). Sie wird̈ublicherweise zusammen mit

”
Randbedingungen“u|∂Ω=0

sowie
”
Anfangsbedingungen“ u|t=0=u

0,∂tu|t=0=u
1betrachtet.

0.4 Numerische Methoden

Aus den oben skizzierten Wegen zur Herleitung von partiellen Differentialgleichungen
gewinnt man unmittelbar Ans̈atze zu deren Diskretisierung.
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1. Differenzenverfahren

Ersetzt man die Ableitungen in den Differentialgleichungen (0.2.5), (0.2.6), (0.2.7) und
(0.2.8) durch geeignete Differenzenquotienten bez̈uglich eines regul̈aren Punktegitters, ge-
winnt man lineare Gleichungen f̈ur die zugeḧorigen

”
diskreten“ Funktionswerte. Dies ist

eine sog.
”
Differenzenapproximation“ der Differentialgleichung. Die Eigenschaften solcher

Differenzengleichungen, d. h. ihre L̈osbarkeit und Approximationsg̈ute, werden weiter un-
ten eingehend behandelt.

2. Finite-Volumen-Verfahren

Die lokale Erhaltungseigenschaft (0.3.9) f̈uhrt dadurch auf ein numerisches Verfahren, dass
man f̈ur die L̈osung einen bzgl. einer endlichen Zerlegung des Gebiets Ω in Teilvolumina
(z. B. Dreiecke oder Vierecke) sẗuckweise konstanten Ansatz macht und die G̈ultigkeit der
Erhaltungseigenschaften daf̈ur auf jedem der sog.

”
Kontrollvolumen

”
fordert. Dies f̈uhrt

auf ein algebraisches Gleichungssystem f̈ur die zugeḧorigen Zellmittelwerte. Dieser Dis-
kretisierungsansatz wird

”
Finite-Volumen-Methode“ genannt. Derartige Methoden finden

haupts̈achlich im Bereich der numerischen Str̈omungsmechanik Anwendung. Wegen ih-
rer eingeschr̈ankten Anwendbarkeit und schwierigen Analysierbarkeit werden wir uns mit
dieser Methodenklasse in dieser Vorlesung nicht weiter befassen.

3. Variationsmethoden (
”
Methode der finiten Elemente“)

Die Variationsgleichung (0.3.14) f̈uhrt durch Einschr̈ankung auf einen endlich dimensio-
nalen TeilraumVh des L̈osungsraums des kontinuierlichen Variationsproblems auf eine
diskrete Variationsaufgabe

(Aε(uh),ε(ϕh))Ω=(f, ϕh)Ω ∀
”
zul̈assigen“ϕh∈Vh. (0.4.21)

Dies istäquivalent zu einem linearen (quadratischen) Gleichungssystem f̈ur die Entwick-
lungskoeffizienten der diskreten L̈osunguh bzgl. einer geeignet geẅahlten Basis des An-
satzraumesVh. Sind die Funktionen inVh sẗuckweise polynomial bzgl. einer Zerlegung
des Gebiets Ω z. B. in Dreiecke oder Vierecke geẅahlt, liegt eine sog.

”
Finite-Elemente-

Methode“ vor. Diese Methoden werden unten sehr ausführlich behandelt.



1 Theorie partieller Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wird eine Einf̈uhrung in die Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen gegeben, soweit sie f̈ur deren numerische Behandlungrelevant ist. Wir betrachten
zun̈achst lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form

Lu:=−
d

i,j=1

aij∂i∂ju+
d

j=1

aj∂ju+au=f, (1.0.1)

mit gegebenen Koeffizientenfunktionen aij,aj,aund rechter Seitef. Wenn diese Funk-
tionen nicht zus̈atzlich von der unbekannten L̈osunguabḧangen, nennt man die Gleich-
Fung

”
linear“. Wegen der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ableitungen kann o.B.d.A.

aij=ajiangenommen werden. F̈ur allgemeine nichtlineare Gleichungen

F(x, u,∇u,∇2u) = 0 (1.0.2)

gibt es keine einheitliche L̈osungstheorie. Wir beschr̈anken uns im Folgenden daher im
Wesentlichen auf lineare Probleme.

Differentialgleichungen werden in der Regel auf (beschr̈ankten oder halbbeschr̈ankten)
Gebieten Ω⊂Rdbetrachtet. Dazu kommen dann noch Bedingungen entlang des Randes
∂Ω. Die geeignete Wahl dieser

”
Randbedingungen“ ist eine sehr delikate Sache und erfor-

dert eingehende Ber̈ucksichtigung der speziellen Eigenschaften des Differentialoperators.
Diesen wird der n̈achste Abschnitt gewidmet sein.

Damit eine Differentialgleichung mit den zugeḧorigen Randbedingungen ein sinnvol-
les Modell eines realen physikalischen Vorgangs ist, sind eine Reihe von Forderungen zu
stellen:

i)Existenzvon L̈osungen in einem m̈oglicherweise verallgemeinerten Sinne; unter einer

”
klassischen“ L̈osung versteht man eine solche, f̈ur die alle auftretenden Ableitungen im
Gebietsinnern im strengen Sinne definiert sind und die bis an den Rand stetig ist, d. h.:
u∈C2(Ω)∩C(Ω).

ii)Eindeutigkeitder L̈osungen m̈oglicherweise unter Hinzunahme von weiteren physika-
lisch motivierten Bedingungen.

iii)Stetige Abḧangigkeitvon den Daten wegen der meist inexakten Verf̈ugbarkeit von
Koeffizienten und Randdaten in den physikalischen Modellen; L̈osungen sollten sich unter
kleinen Datensẗorungen auch nur wenig̈andern.

Eine Aufgabe, welche diesen Minimalforderungen gen̈ugt, nennt man
”
wohl-gestellt“ (im

Sinne von Hadamard1).

Bei Anfangs- oder Randwertaufgaben geẅohnlicher Differentialgleichungen war die

1Jacque Salomon Hadamard (1865–1963): Franz̈osischer Mathematiker; Prof. in Bordeaux und Paris;
viele wichtige Beitr̈age zur komplexen Analysis und speziellen Funktionen, zur analytische Zahlentheorie,
zur Variationsrechnung und zu den Differentialgleichungen der mathematischen Physik.

9
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Regulariẗat der L̈osung kein besonderes Thema, da sich die Regulariẗat der Daten direkt
auf die entsprechende der L̈osung̈ubertr̈agt. Bei partiellen Differentialgleichungen ist dies
nicht immer der Fall und bedarf f̈ur verschiedene Typen von Differentialgleichungen ge-
sonderter Untersuchung.

1.1 Typeneinteilung

Partielle Differentialgleichungen lassen sich in drei Haupttypen einteilen: die
”
ellipti-

schen“, die
”
parabolischen“ und die

”
hyperbolischen“ Gleichungen. Wir werden das die-

ser Unterteilung zugrunde liegende Prinzip anhand einer leichẗuberschaubaren Situation
erl̈autern. Dies sind die linearen, skalaren Gleichungen 2. Ordnung in zwei Variablen:

Lu=a11∂
2
xu+2a12∂x∂yu+a22∂

2
yu+a1∂xu+a2∂yu+au=f

mit konstanten Koeffizienten aij. Dabei sollen nicht alle drei Koeffizientena11,a12,a22
der Ableitungen zweiter Ordnung gleichzeitig Null sein. Diese Gleichung wird auf einem
Gebiet Ω⊂R2betrachtet.

Ausgangspunkt ist ein direkter L̈osungsansatz, wie er auch bei geẅohnlichen Differen-
tialgleichungen angewendet werden kann. F̈ur die Anfangswertaufgabe

u(t)=f(t, u(t)), t≥0, u(0) =u0,

erḧalt man aus der Vorgabeu(0) =u0 durch sukzessives Differenzieren vonf(t, x)
Formeln f̈ur alle Ableitungen vonu:

u(i)(0) =
di−1

dti−1
f(0,u0)=:f(i−1)(0,u0), i=1,2,3, ... .

Wenn die Ableitungen f(i−1)nicht zu schnell wachsen (f̈urf(t, x)=sin(x) sind sie z. B.
gleichm̈aßig beschr̈ankt), konvergiert die Taylor2-Reihe

u(t)=u0+
∞

i=1

ti

i!
f(i−1)(0,u0)

f̈ur allet≥0 absolut und stellt die (eindeutige) L̈osung der Anfangswertaufgabe dar.

Wir versuchen, diese Konstruktion aufpartielle Differentialgleichungen zuübertragen.
Dazu sei Γ ein Jordan3-Kurvensẗuck in Ω mit beliebig oft differenzierbarer Parametrisie-
rung Γ ={(x(τ),y(τ)),τ∈[0,1]}. Entlang Γ seien f̈ur die L̈osungu(x, y)derDifferen-
tialgleichung die Funktionswerteusowie ihre Ableitungen∂nuin Normalenrichtung n

2Brook Taylor (1685–1731): Englischer Mathematiker und Scḧuler Newtons; die nach ihm benannte
Reihenentwicklung war im Kern bereits Gregory, Newton, Leibniz und Johann Bernoulli bekannt.
3Marie Ennemond Camille Jordan (1838–): Französischer Mathematiker; Prof. in Paris; Beitr̈age zur

Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.
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zu Γ vorgegeben. Dies entspricht der Tatsache, dass wir es mit einer Differentialgleichung
2. Ordnung zu tun haben. Mituund∂nuist der ganze Gradient∇u=(∂xu, ∂yu)

T ent-
lang Γ bekannt. Wir wollen versuchen, aus diesen Vorgaben alle weiteren Ableitungen
vonuentlang Γ zu bestimmen, um damit wieder einen Taylor-Reihenansatz f̈uruin
einer Umgebung von Γ zu machen. Zu diesem Zweck f̈uhren wir die Abk̈urzungen ein:

p:=∂xu, q:=∂yu, r:=∂
2
xu, s:=∂x∂yu, t:=∂

2
yu.

x

y

nΩ Γ

Abbildung 1.1: Konfiguration der allgemeinen partiellen Differentialgleichung

Differentiation vonpundqentlang Γ , d. h. bzgl. des Parametersτ, ergibt

∂τp=∂xp∂τx+∂yp∂τy=r∂τx+s∂τy,

∂τq=∂xq∂τx+∂yq∂τy=s∂τx+t∂τy.

mit den bekannten tangentialen Ableitungen∂τxund∂τyentlang Γ. Zusammen mit der
DifferentialgleichungLu=fergibt dies ein 3×3-Gleichungssystem f̈ur die drei gesuchten
Ableitungenr, s, t:

a11r+2a12s+a22t=f−a1p−a2q−au

∂τxr+∂τys =∂τp

∂τxs+∂τyt=∂τq

mit entlang Γ bekannter rechter Seite. Die Determinante der KoeffizientenmatrixB
erḧalt man durch Entwicklung nach der ersten Zeile zu

detB=a11∂τy
2−2a12∂τx∂τy+a22∂τx

2.

Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle.

i)FalldetB=0entlang ganzΓ:
In diesem Fall sind alle zweiten Ableitungenr, s, tvonudurch Vorgabe vonu, ∂nu
entlang Γ (eindeutig) bestimmbar. Durch weitere Differentiation des Gleichungssystems
nachxundyerḧalt man wieder ein System f̈ur die dritten Ableitungen∂xr, ∂xs, ∂xt
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sowie∂yr, ∂ys, ∂ytjeweils mit derselben Koeffizientenmatrix. Durch weiteres Differenzie-
ren lassen sich so alle ḧoheren Ableitungen vonuentlang Γ bestimmen. Durch den
Reihenansatz

u(x, y)=
i+j≥0

(x−x0)
i(y−y0)

j

(i+j)!
∂ix∂

j
yu(x0,y0)

bzgl. eines Punktes (x0,y0)∈Γerḧalt man dann in einer Umgebung der Kurve Γ eine
L̈osung der Differentialgleichung, die auf Γ die vorgegebenen Werte annimmt. Diese nennt
man L̈osung der

”
Cauchyschen4Anfangswertaufgabe“ der Differentialgleichung bzgl. der

”
Anfangskurve“ Γ.

ii)FalldetB=0in einem Punkt(x0,y0)∈Γ:
Die quadratische Gleichung

a11∂τy
2−2a12∂τx∂τy+a22∂τx

2=0

bestimmt gewisse Richtungen∂τy/∂τx=dy/dxbzw.∂τx/∂τy=dx/dyvon Kurven (mit
Graph y=y(x)oderx=x(y) ) durch den Punkt (x0,y0). Zu deren Bestimmung sei
etwa angenommen, dassa11= 0 und∂τx= 0. Dann besitzt die Gleichung

dy

dx

2

−
2a12
a11

dy

dx
+
a22
a11
=0

die L̈osungen
dy

dx+/−
=
a12
a11
±
1

a11
a212−a11a22.

Diese entsprechen Steigungen von Kurven durch den Punkt (x0,y0)∈Γ , entlang welcher
die ḧoheren Ableitungen vonusich nicht aus den Vorgaben entlang Γ bestimmen lassen.
Entlang dieser kritischen, auch

”
charakteristisch“ genannten Kurven (sog.

”
Charakteri-

stiken“ des DifferentialoperatorsL)l̈asst sich also die L̈osung der Differentialgleichung
nicht aus den obigen Vorgaben konstruieren. Entlang solcher Kurven k̈onnen Unstetigkei-
teninderL̈osung oder ihres Gradienten auftreten.Es ist also sehr wichtig, die Existenz
von Charakteristiken und deren Gestalt f̈ur den zu betrachtenden Differentialoperator
vor Ansatz eines numerischen Verfahrens genau zu bestimmen. Offensichtlich ḧangt die
Existenz von Charakteristiken allein von den Koeffizienten der ḧochsten Ableitungen des
OperatorsL,d.h.seinemsog.

”
Hauptteil“a11∂

2
xu+2a12∂x∂yu+a22∂

2
yu, ab. Diesem wird

die quadratische Form
q(x, y):=a11x

2+2a12xy+a22y
2

zugeordnet. Die Gleichungq(x, y) = 0 beschreibt Kegelschnitte in der (x, y)-Ebene:

a212−a11a22

⎧
⎨

⎩

<0: Ellipse,

=0: Parabel,

>0: Hyperbel.

4Augustin Louis Cauchy (1789–1857): Ingenieur, Physiker und bedeutendster franz̈osischer Mathema-
tiker seiner Zeit; wirkte an derÉcole Polytechnique und der Sorbonne in Paris; gilt als Begr̈under der
modernen Analysis und der Funktionentheorie.
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Von dieser rein formalen Charakterisierung stammen die obigen Bezeichnungen f̈ur die
drei Typen von partiellen Differentialgleichungen. Die Klassifikation eines Differentialope-
rators als

”
elliptisch“,

”
parabolisch“ oder

”
hyperbolisch“ wird f̈ur jeden einzelnen Punkt

(x0,y0) separat vorgenommen. Im Falle variabler Koeffizientenaij=aij(x, y)oderim
nichtlinearen Fallaij(u(x, y)) kann der Typ einer Gleichung also im L̈osungsgebiet wech-
seln. Wir werden im Folgenden nur Gleichungen eines einheitlichen Typs betrachten; in
vielen Anwendungen spielt aber gerade der Typwechsel eine wichtige Rolle.

Als N̈achstes wollen wir die prototypischen Vertreter von (linearen) elliptischen, para-
bolischen und hyperbolischen Differentialgleichungen ableiten. Dies wird uns erneut auf
die obige Typenunterteilung f̈uhren. Dazu schreiben wir den HauptteilL0des Differen-
tialoperators in Matrix-Vektor-Form:

L0=a11∂
2
x+2a12∂x∂y+a22∂

2
y=

∂x

∂y

T

a11 a12

a21 a22

∂x

∂y
=∇TA∇

Die symmetrische Matrix A besitzt zwei reelle Eigenwerteλ, μund ein zugeḧoriges
Orthonormalsystem von Eigenvektoren{ξ, η}. Mit der SpaltenmatrixQ:= [ξ, η] gilt

QQT=I, QTAQ=D=diag(λ, μ).

Damit k̈onnen wir schreiben:

L0=∇
TQDQT∇=(QT∇)TD(QT∇)

=
ξ1∂x+ξ2∂y

η1∂x+η2∂y

T

λ 0

0 μ

ξ1∂x+ξ2∂y

η1∂x+η2∂y

bzw.
L0=λ(ξ1∂x+ξ2∂y)

2+μ(η1∂x+η2∂y)
2,

oder mit den Richtungsableitungen∂ξ=ξ·∇und∂η=η·∇:

L0=λ∂
2
ξ+μ∂

2
η.

Die Eigenwerte erḧalt man als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A−zI)=(a11−z)(a22−z)−a
2
12=z

2−(a11+a22)z+a11a22−a
2
12

=(z−λ)(z−μ)=z2−(λ+μ)z+λμ.

Durch Koeffizientenvergleich findet man (
”
Vietascher5Wurzelsatz).

λ+μ=a11+a22, λμ=a11a22−a
2
12.

5Francois Viete, lat. Franciscus Vieta (1540–1603): Franz̈osischer Mathematiker; Arbeitenüber alge-
braische Gleichungen und spḧarische Trigonometrie; gab trigonometrische Tafeln heraus und f̈uhrte die
systematische Buchstabenrechnung ein.
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a)
”
Elliptischer“ Fall a212−a11a22<0:

Beide Eigenwerteλ, μsind ungleich Null und haben dasselbe Vorzeichen. Die L̈osungen
der charakteristischen Gleichung sind nicht reell, d. h.: Es existieren keine charakteristi-
schen Kurven durch den Punkt (x0,y0). In diesem Fall ist der Konstruktionsprozess f̈ur die
ḧoheren Ableitungen vonudurchf̈uhrbar. Die Normalform eines elliptischen Operators
List im Fallλ=μ=1:

Lu=∂2ξu+∂
2
ηu+ψ(ξ, η, u, ∂ξu, ∂ηu)

Der
”
Hauptteil“ dieses Operators ist also gerade der

”
Laplace-Operator“ Δ , der sich

somit als prototypischer Vertreter elliptischer Differentialoperatoren 2. Ordnung erweist.
Wir werden uns daher im Folgenden hauptsächlich mit der zugeḧorigen Poisson-Gleichung
bescḧaftigen:

∂2xu+∂
2
yu=f. (1.1.3)

b)
”
Parabolischer“ Fall: a212−a11a22=0

Einer der Eigenwerte ist Null; der zweite ist dann notwendig ungleich Null. Es existiert ge-
nau eine charakteristische Richtung im Punkt (x0,y0) mit der Steigungdy/dx=a12/a11.
Die Normalform eines parabolischen OperatorsList im Fallλ=1,μ=0:

Lu=∂2ξu+ψ(ξ, η, u, ∂ξu, ∂ηu).

Der Hauptteil dieses Operators ist im linearen Fall gerade der sog.
”
Wärmeleitungsope-

rator“, der prototypische Vertreter parabolischer Differentialoperatoren 2. Ordnung. Wir
werden uns daher im Folgenden mit der zugeḧorigen Ẅarmeleitungsgleichung bescḧafti-
gen:

∂tu−∂
2
xu=f. (1.1.4)

c)
”
Hyperbolischer“ Fall: a212−a11a22>0

Beide Eigenwerte sind ungleich Null, haben aber verschiedene Vorzeichen. Es existieren
zwei charakteristische Richtungen im Punkt (x0,y0) mit den Steigungen (dy/dx)± =
a12/a11±a

−1
11 a212−a11a22. Die Normalform eines hyperbolischen Differentialoperators

List im Fallλ=1,μ=−1:

Lu=∂2ξu−∂
2
ηu+ψ(ξ, η, u, ∂ξu, ∂ηu).

Der Hauptteil dieses Operators ist der sog.
”
Wellenoperator“, der prototypische Vertreter

hyperbolischer Differentialoperatoren 2. Ordnung. Wir werden uns daher im Folgenden
mit der zugeḧorigen Wellengleichung bescḧaftigen:

∂2tu−∂
2
xu=f. (1.1.5)

Wir haben gesehen, dass die
”
Cauchysche Anfangswertaufgabe“ durch Reihenansatz

l̈osbar ist, wenn die
”
Anfangskurve“ Γ nirgends mit einerCharakteristik des Differential-
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operators zusammenf̈allt. Andernfalls kann die Situationeintreten, dass zu beiden Seiten
der Kurve Γ eine L̈osung existiert, diese aber nicht auf Γ stetig-differenzierbar fortsetzbar
ist. Im Folgenden werden wir die f̈ur die drei Gleichungstypengeeigneten Randbedingun-
gen diskutieren und dabei ganz unterschiedliche Ergebnisse erhalten.

1.2 Elliptische Probleme

Wir haben gesehen, dass für (im ganzen L̈osungsgebiet Ω ) elliptische Differentialoperato-
ren die

”
Cauchysche Anfangswertaufgabe“ f̈ur jede (analytische)

”
Anfangskurve“ Γ⊂Ω

l̈osbar ist. Die Verallgemeinerung dieser Aussage f̈ur nichtlineare Differentialoperatoren
der Art

L(u)=∂2xu−F(x, y, u, ∂xu, ∂yu, ∂
2
yu) (1.2.6)

ist der ber̈uhmte Satz von Cauchy-Kovalevskaya6Dieser sehr allgemeine Existenzsatz f̈ur
elliptische Differentialgleichungen ist aber f̈ur die Praxis nur von geringer Bedeutung. Die
über einen lokalen Reihenansatz konstruierte L̈osunguḧangt n̈amlich i. Allg. nicht stetig
von den vorgegebenen Anfangswerten entlang Γ ab. Dies ist aber eine unverzichtbare
Bedingung an ein physikalisch sinnvolles Modell.

Beispiel 1.1:In der Halbebene Ω ={(x, y)∈R2:x>0}seien entlang der Randkurve
Γ={(0,y)∈R2}die Randwerteu(0,y)=u00(y)=0,∂xu(0,y)=u

1
0(y) = 0 gegeben.

Die zugeḧorige L̈osung der Poisson-Gleichung Δu= 0 ist u≡0. Mitε>0 seien die
Randdaten nun gesẗort zuu0ε(y)=0, u1ε(y)=εsin(y/ε) , wobei limε→0u

1
ε(y)=0.Die

zugeḧorige gesẗorte L̈osung der Poisson-Gleichung (nachrechnen!)

uε(x, y)=ε
2sin(y/ε)sinh(x/ε), sinh(z)=1

2
(ez−e−z),

konvergiert aber f̈urε→ 0 nicht gegen Null. Es zeigt sich, dass in diesem Fall entlang
der Anfangskurve Γ nicht gleichzeitig Werte f̈uruund∂nuvorgegeben werden d̈urfen,
wenn man an physikalisch sinnvollen L̈osungen interessiert ist.

Wir haben gesehen, dass man bei der Wahl von Randbedingungen für elliptische Ope-
ratoren vorsichtig sein muss, wenn das resultierende Randwertproblem wohl-gestellt sein
soll. Sei also Ω⊂R2 ein beschr̈anktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand∂Ω. Wir
wollen dabei R̈ander mit einer glatten Parametrisierung (mindestens zweimal stetig diffe-
renzierbar) oder ein Polygongebiet (mit endlich vielen Ecken) zulassen. Als prototypischen
Modellfall betrachten wir die

”
Poisson-Gleichung“

6Sofia Vasilyevna Kovalevskaya (1850–1891): Russische Mathematikerin, eine der ersten Frauen mit
Universiẗatskarriere; 1869 Studium in Heidelberg als

”
Gastḧorerin“, da hier f̈ur Frauen ein offizielles

Universiẗatsstudium noch nicht m̈oglich war; ab 1871 Studium in Berlin bei Weierstrass und danach in
G̈ottingen; eine ihrer ersten Ver̈offentlichungen entḧalt den nach ihr benannten

”
Existenzsatz“; ab 1884

Stelle als Privatdozentin in Stockholm; leistete Beitr̈age zur Analysis und zur Theorie von Differential-
gleichungen der Physik.



16 KAPITEL 1. THEORIE PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

−Δu=f auf Ω. (1.2.7)

Es gibt drei Typen von Randbedingungen und zugeḧorige Randwertaufgaben (
”
RWA n“ ) :

a)Dirichletsche7Randbedingungen (
”
1. RWA“): u=gauf∂Ω.

b)Neumannsche8Randbedingungen (
”
2. RWA“): ∂nu=gauf∂Ω.

c)Robinsche9Randbedingungen (
”
3. RWA“): ∂nu+αu=gauf∂Ω.

Die Randfunktionengwerden i. Allg. als glatt undα≥0 angenommen. Alle diese RWAn
sind, wie wir zum Teil zeigen werden, unter geeigneten Zusatzbedingungen an die Daten
wohl gestellt.

Ω
n

Ω

Abbildung 1.2: Konfiguration der elliptischen Randwertaufgabe

1.2.1 Existenz von L̈osungen

Die Frage nach der Existenz von L̈osungen der 1. RWA ist wesentlich schwieriger als bei
den RWAn geẅohnlicher Differentialgleichungen. Als Vorbereitung f̈ur analoge Argumente
im Zusammenhang mit den Diskretrisierungsverfahren wollen wir zwei v̈ollig unterschied-
liche Zu- g̈ange zu dieser Frage diskutieren, den

”
klassischen“, potentialtheoretischen und

den
”
modernen“, funktionalanalytischen. Der Einfachheit halber wird nur der Fall

”
ho-

mogener“ Dirichlet-Randbedingungen u|∂Ω= 0 betrachtet.

i)Potentialtheoretische Methode:
Zun̈achst ist der Begriff einer

”
klassischen“ L̈osung f̈ur die Dirichletschen Randbedingung

zu pr̈azisieren. Wir verstehen darunter eine Funktionu∈C2(Ω)∩C(Ω), welche im Innern
von Ω der Differentialgleichung und entlang des Randes∂Ω der Randbedingung gen̈ugt.

7Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859): Geb. in D̈uren (damals bei Frankreich; wirkte
in Berlin und G̈ottingen (Nachfolger von Gauss ); wichtige Beitr̈age zur Zahlentheorie, Analysis und
Differentialgleichungen (

”
Dirichletsches Prinzip“ ).

8Carl Gottfried Neumann (1832–1925): Deutscher Mathematiker; seit 1858 Privatdozent und seit 1863
apl. Prof. in Halle; nach Professuren in Basel und T̈ubingen ab 1868 in Leipzig; lieferte Beitr̈age zur
Theorie der (partiellen) Differential- und Integralgleichungen, insbesondere zum Dirichlet-Problem. Die

”
Neumann-Randbedingungen“ sowie die

”
Neumann-Reihe“ sind nach ihm benannt; gr̈undete zusammen

mit Alfred Clebsch die Zeitschrift Mathematische Annalen.
9Victor Gustave Robin (1855–1897): Franz̈osischer Mathematiker; lehrte an der Sorbonne in Paris;

Beitr̈age zur Potentialtheorie und Thermodynamik; hat die nach ihm benannte 3. Randbedingung an-
scheinend selbst gar nicht benutzt.
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Ferner soll (aus physikalischen Gr̈unden) ihr Gradient (m̈oglicherweise im uneigentlichen
Riemannschen10Sinne) quadratintegrabel sein:|∇u|∈L2(Ω). Zur Konstruktion solcher
klassischer L̈osungen postulieren wir zun̈achst die Existenz einer FunktionG(x, y)auf
Ω×Ω,

G∈C2({Ω×Ω}\{x=y})∩C({Ω×Ω}\{x=y}),

mit den Eigenschaften

−ΔxG(·,y)=0 in Ω\{y}, G(·,y)=0 auf∂Ω\{y}, (1.2.8)

f̈ur beliebiges festesy∈Ω. F̈urx=yhabeG(x, y) eine dimensionsabḧangige Singu-
lariẗat, die so beschaffen ist, dass sich−ΔxG(·,y) wie die Distributionδ(·,y)verḧalt,
d. h.: F̈urv∈C(Ω) gilt mit den KugelumgebungenBε=Bε(x):={y∈Ω:|y−x|≤ε},
ε>0:

x∈Ω : lim
ε→0 Ω\Bε

−ΔxG(x, y)v(y)dy=v(x), (1.2.9)

x∈∂Ω : lim
ε→0 ∂Ω\Bε

∂nG(x, y)v(y)dy=v(x). (1.2.10)

Eine solchesG(x, y) wird
”
Greensche Funktion (1. Art)“ genannt. Wir machen damit

den L̈osungsansatz

u(x):=
Ω

G(x, y)f(y)dy+
∂Ω

∂nG(x, y)g(y)doy.

Die formulierten Eigenschaften der Greenschen Funktion erlauben es, zu zeigen, dass
dieser Ansatz tats̈achlich eine klassische L̈osung der 1. RWA liefert. Diese Rechnung ist
aufwendig und kann z. B. im Buch von Hellwig [5] nachgelesen werden.

Die Konstruktion einer Greenschen Funktion f̈ur allgemeine Gebiete imRdist schwer.
Im Falld= 1 ist aber eine explizite Konstruktion m̈oglich und f̈urd= 2 folgt ihre
Existenz mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes aus der Theorie komplexer Funk-
tionen (siehe Hellwig [5]). Auch f̈ur sehr spezielle Konfigurationen, wie z. B. Halbebenen
oder Kreise, l̈asst sich hier die Greensche Funktion explizit angeben.

Beispiele:(i) FallR1: In einer Dimension lautet die 1. RWA des Laplace-Operators auf
dem Gebiet Ω = (0,1) mit homogenen Randdaten

−u(x)=f(x),x∈(0,1), u(0) =u(1) = 0.

Wir suchen eine LösungG(x, y)derRWA

−Gx(x, y)=δ(x−y),x∈(0,1), G(0,y)=G(1,y)=0, y∈(0,1)\{x}.

10Bernhard Riemann (1826–1866): Deutscher Mathematiker; Prof. in G̈ottingen als Nachfolger Di-
richlets; Mitbegr̈under der Funktionentheorie und der modernen Geometrie; einer der bedeutendsten
Mathematiker seiner Zeit, von großem Einfluss auch auf die theoretische Physik.
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Deren erste Ableitung muss f̈urx=yeinen Sprung der Ḧohe 1 aufweisen. Zweimalige
Integration ergibt

Gx(x, y)=
c1, 0≤x≤y,

c1−1, y≤x≤1,

und
G(x, y)=

c1x+c2, 0≤x≤y,

(c1−1)x+c3, y≤x≤1.

Die Stetigkeit vonG(x, y)beix=ybedingtc1y+c2=(c1−1)y+c3bzw.c3=c2+y
und folglich

G(x, y)=
c1x+c2, 0≤x≤y,

(c1−1)x+c2+y, y≤x≤1.

Die RandbedingungenG(0,y)=G(1,y) = 0 erfordernc2= 0 undc1−1+c2+y=0
und folglichc2=0 sowiec1=1−y. Die Greensche Funktion lautet also

G(x, y)=
(1−y)x, 0≤x≤y,

y(1−x), y≤x≤1.

Nach Konstruktion hat die GreenscheFunktion die Symmetrieeigenschaft G(x, y) =
G(y, x) und f̈urx=ygiltGx(x, y)=Gy(y, x)sowieGx(x, y)=Gy(y, x)=0.F̈ur
eine Funktionv∈C∞0(0,1) (Raum der”

Testfunktionen“) gilt dann im Distributions-
sinn:

−
1

0

Gx(x, y)v(y)dy=−
1

0

Gy(y, x)v(y)dy

:=−
1

0

G(y, x)v(y)dy

=−
1

0

G(x, y)v(y)dy

=
1

0

Gy(x, y)v(y)dy−G(0,y)v(0) +G(1,y)v(1)

=c1
y

0

v(x)dx+(c1−1)
1

y

v(x)dx

=c1(v(y)−v(0)) + (c1−1)(v(1)−v(y))

=v(y),

d. h.: Die FunktionG(x, y) hat die Eigenschaften einer Greenschen Funktion.

(ii) FallR2: Auf dem Kreis Ω :={x∈R2:|x|<R}ist durch

G(x, y)=−
1

2π
log(|x−y|) + log

R

|x|
−log

R2

|x|2
x−y , x=0,

G(x, y)=−
1

2π
log(|y|)−log(R), x=0,

eine Greensche Funktion gegeben.
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Die Existenz Greenscher Funktionen l̈asst sich f̈ur sehr allgemeine Gebiete Ω nach-
weisen, auch f̈ur die anderen RWAn. Das Konzept der

”
klassischen“ L̈osung ist in vielen

Anwendungsf̈allen zu restriktiv, z. B. wenn die rechte Seitefnicht regul̈ar genug ist,
um eineC2-L̈osung zuzulassen. Die Greensche Funktion selbst ist ein Extremfall in dieser
Hinsicht. Als n̈achstes werden wir eine Abschẅachung dieser Anforderungen kennenler-
nen, welche mehr Flexibiliẗat bietet und f̈ur die man vergleichweise leicht die Existenz
von L̈osungen garantieren kann.

ii)Funktionalanalytische Methode:
Wir haben bereits in der Einleitung diskutiert, dass eine enge Beziehung zwischen der
Poisson-Gleichung und der Minimierung des zugeḧorigen Energiefunktionals besteht. Dies
kann man zum Nachweis der Existenz von L̈osungen ausnutzen. Wir betrachten das Funk-
tional

E(v):=1
2
Ω

|∇v|2dx−
Ω

fvdx

auf dem VektorraumṼ0der”
zul̈assigen“ Funktionen:

Ṽ0:={v:Ω→R:v∈C
1(Ω)∩C(Ω),v|∂Ω=0,|∇v|∈L

2(Ω)}.

Dieser Raum wird mit der naẗurlichen sog.
”
Energie-Norm“

vE:=∇vΩ, v∈Ṽ0,

versehen. Dass dies wirklich eine Norm ist, folgt aus den entsprechenden Eigenschaften
derL2-Norm ·= ·Ω. Aus der Poincaŕeschen Ungleichung

vΩ≤dΩ ∇vΩ, v∈Ṽ0,

mitdΩ:= diam(Ω) folgt weiter, dass diese Norm sẗarker ist als dieL
2-Norm. In kompakter

Schreibweise istE(v)=1
2
∇v2−(f, v). Wir verwenden jetzt eine Argumentation aus

der Variationsrechnung, die dort als die
”
direkte Methode“ bekannt ist.

i) Wir zeigen zun̈achst, dassE(·)nachuntenbeschr̈ankt ist. F̈urv∈Ṽ0folgt mit Hilfe
der Ḧolderschen und der Poincaŕeschen Ungleichung

E(v)≥1
2
∇v2− f v≥1

2
∇v2−dΩ f ∇v.

Anwendung der Ungleichungab≤1
2
a2+1

2
b2liefert weiter

dΩ f ∇v≤1
2
∇v2+1

2
d2Ω f

2,

und folglich
E(v)≥−1

2
d2Ω f

2>−∞, v∈Ṽ0.

ii) Sei nun (uk)k∈N⊂Ṽ0eine”
Minimalfolge“ des Funktionals E(·) , d. h.:

E(uk)→ inf
v∈Ṽ
E(v)=:d>−∞.
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Wir wollen zeigen, dass (uk)k∈N eine Cauchy-Folge bzgl. der Energie-Norm ist. Wichtiges
Hilfsmittel dazu ist die sog.

”
Parallelogrammidentiẗat“

v−w2
E+ v+w

2
E=2v

2
E+2w

2
E,

die man durch direktes Nachrechnen verifiziert. F̈ur beliebige Indizesn, m∈Ngilt folglich

un−um
2
E=2un

2
E+2um

2
E−4

1
2
(un+um)

2
E

=4E(un)+4(f, un)+4E(um)+4(f, um)−8E(
1
2
(un+um))

−8(f,1
2
(un+um))

=4E(un)+4E(um)−8E(
1
2
(un+um)).

Wegen lim
n,m→∞

{E(un)+E(um)}=2d, E(
1
2
(un+um))≥d,

folgt damit lim sup
n,m→∞

un−um
2
E≤0,

d. h.: (un)n∈N ist wie behauptet eine Cauchy-Folge.

Die Cauchy-Folge (un)n∈N besitzt i. Allg. keinen Limes im normierten (unvollsẗandi-
gen) RaumṼ0. Durch Vervollsẗandigung vonṼ0erḧalt man den sog.”

Sobolew11-Raum“
V0=H

1
0(Ω). Die Elemente vonH

1
0(Ω) sind zun̈achst alsÄquivalenzklassen von Cauchy-

Folgen (analog wie bei der Konstruktion der reelen Zahlen aus den rationalen) definiert;
sie lassen sich aber wieder als Funktionen interpretieren. Sie sindL2-Funktionen, deren
erste Ableitungen (im Distributionssinne) wieder inL2 liegen und die in einem abge-
schẅachten Sinn auf∂Ω verschwinden (siehe die angegebene Literatur zur Theorie parti-
eller Differentialgleichungen). Wir werden unten in Abschnitt 1.3 die Eigenschaften dieser

”
Sobolew-R̈aume“ genauer diskutieren. Der Limesu∈H10(Ω) der Folge (un)n∈N wird als
die
”
schwache“ oder auch

”
variationelle“ L̈osung der 1. RWA des Laplace-Operators be-

zeichnet. Als Minimalpunkt des FunktionalsE(·)gen̈ugt sie, wie wir schon fr̈uher gesehen
haben, notwendig der Beziehung

(∇u,∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈H10(Ω). (1.2.11)

Umgekehrt gilt f̈ur eine Funktionu∈H10(Ω) , welcher dieser Variationsgleichung gen̈ugt,
mit jeder anderen Funktion v∈H10(Ω)

E(v)−E(u)=1
2
∇v2−(f, v)−1

2
∇u2+(f, u)

=1
2
∇v2−(∇u,∇v)−1

2
∇u2+(∇u,∇u)

=1
2
∇v2−(∇u,∇v)+1

2
∇u2=1

2
∇(v−u)2≥0.

11Sergei Lvovich Sobolew (1908–1989): Russischer Mathematiker; wirkte zun̈achst in Leningrad (St.
Petersburg) und dann am ber̈uhmten Steklov-Institut f̈ur Mathematik der Akademie der Wissenschaf-
ten in Moskau; fundamentale Beitr̈age zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Konzept der
verallgemeinerten (distributionellen) L̈osung, Sobolew-R̈aume; bescḧaftigte sich auch mit numerischen
Methoden, numerische Quadratur.
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Folglich istuautomatisch auch Minimum des Energiefunktionals und somit schwache
L̈osung.

Wenn die schwache Lösunguregul̈arer ist, etwa sogar die Regulariẗat einer klassischen
L̈osung besitzt, so kann partiell integriert werden, und wir finden

(−Δu, ϕ)+(∂nu, ϕ)∂Ω=(f, ϕ) ∀ϕ∈H
1
0(Ω)

bzw. wegen der Randbedingungϕ|∂Ω=0

(−Δu−f, ϕ)=0 ∀ϕ∈H10(Ω).

Hieraus folgt mit denüblichen Argumenten, dass−Δu=f,d.h.:uist sogar klassi-
sche L̈osung der RWA. Umgekehrt erf̈ullt naẗurlich jede klassische L̈osungu∈C2(Ω)∩
C(̄Ω),|∇u|∈L2(Ω), die Variationsgleichung

(∇u,∇ϕ)−(f, ϕ)=(−Δu−f, ϕ)+(∂nu, ϕ)∂Ω=0 ∀ϕ∈H10(Ω).

Damit ist der
”
schwache“ L̈osungsbegriff vertr̈aglich mit dem urspr̈unglichen

”
klassi-

schen“. Der Nachweis ḧoherer Regulariẗat der schwachen L̈osungu∈H10(Ω) ist allerdings
schwierig und kann im Rahmen dieser Vorlesung nur andiskutiert werden (siehe wieder
die empfohlene Literatur).

Wir wollen noch kurz diskutieren, wie das obige Argument verwendet werden kann, um
die Existenz von schwachen L̈osungen der 1. RWA auch im Fall inhomogener Randdaten
u|∂Ω=gzu sichern. Dazu nehmen wir an, dass die Randfunktiongals”

Spur“ einer auf
ganz Ω definierten Funktion ̂g∈H1(Ω) gegeben ist,:g=̂g|∂Ω.Dannẅare die Funktion
v:=u−ĝformale L̈osung der RWA

−Δv=f−Δ̂g in Ω, v|∂Ω=0.

Hierf̈ur garantiert nun die variationelle Methode die Existenz einer (eindeutigen) schwa-
chen L̈osungv∈H10(Ω) mit der Eigenschaft

(∇v,∇ϕ)=(f, ϕ)+(∇ĝ,∇ϕ) ∀ϕ∈H10(Ω).

Die schwache L̈osung der urspr̈unglichen RWA ergibt sich dann alsu:=v+̂g.

1.2.2 Eindeutigkeit von L̈osungen

Die Eindeutigkeitsforderung an L̈osungen dieser RWAn ist leicht zu geẅahrleisten. Wir
diskutieren hier wieder nur die 1. RWA. Die entsprechenden Argumente f̈ur die 2. und die
3. RWA seien alsÜbung gestellt.

(i) Besonders einfach ist der Beweis f̈ur die schwachen L̈osungen. Seien alsou(1),u(2)∈
H10(Ω) zwei schwache L̈osungen der 1. RWA, d. h.:

(∇u(i),∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈H10(Ω).
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Dann gilt f̈ur die Differenzw:=u(1)−u(2)

(∇w,∇ϕ)=0 ∀ϕ∈H10(Ω).

Mit ϕ:=wfolgt ∇w = 0 und folglichw≡konst.bzw.w≡0 wegen der Randbe-
dingung.

(ii) Die Eindeutigkeit von klassischen L̈osungen folgt unmittelbar aus der gerade bewiese-
nen Eindeutigkeit von schwachen L̈osungen, da jede klassische L̈osung ja auch schwache
L̈osung ist. Eine direktere Argumentation ergibt sich mit Hilfe des

”
Maximumprinzips“.

Hilfssatz 1.1 (Maximumprinzip): F̈ur den elliptischen Operator

Lu:=−Δu+au

mita≥0auf einem GebietΩ∈Rdgilt das sog.
”
Maximumprinzip“, d. h.: Eine Funktion

u∈C2(Ω)∩C(Ω)mit der Eigenschaft Lu≤0hat inΩkein positives Maximum. Dies
bedeutet, dass entwederu≤0auf ganzΩist, oder

max
Ω
u≤max

∂Ω
u. (1.2.12)

Beweis:Wir führen den Beweis nur f̈ur den Fall, dassa>0 auf Ω . Der allgemeine Fall
a≥0 erfordert eine aufwendigere Argumentation (siehe z. B. das Buch von Hellwig [5]).
Ferner seid= 2. Angenommen, die Funktion uhabe im Fallu≤0 in einem Punkt
z∈Ω ein positives Maximum,u(z)>0. Dann ist notwendig

∇u(z)=0, ∂2xu(z)≤0,∂
2
yu(z)≤0.

Damit folgt 0≥Lu(z)=−Δu(z)+au(z)≥au(z) , was wegena>0 den Widerspruch
u(z)≤0 erzwingt. Q.E.D.

Das Maximumprinzip f̈ur elliptische Operatoren 2. Ordnung ist die naẗurliche Verall-
gemeinerung der Tatsache, dass in einer Raumdimension ausu(x)≥0 die Konvexiẗat
vonufolgt.

xΩ

y

u"(x) > 0

u(x)

Abbildung 1.3: Maximumprinzip in einer Dimension
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Aussagen vom Typ des obigen Maximumprinzips lassen sich f̈ur sehr allgemeine (auch
nichtlineare) elliptische Operatoren 2. Ordnung herleiten. Wir betonen, dass das Maxi-
mumprinzip i. Allg. f̈ur elliptische Operatoren ḧoherer Ordnung (z. B. den

”
biharmoni-

schen Operator“ Δ2u) und f̈ur elliptische Systeme (z. B. die Gleichungen der linearen
Elastiziẗatstheorie) nicht mehr gilt.

Als erste, einfache Anwendung des Maximumprinzips erhalten wir einen alternativen
Beweis f̈ur die Eindeutigkeit (klassischer) L̈osungen der 1. RWA des Laplace-Operators.
Sindu(1),u(2)zwei L̈osungen, so gilt f̈ur die Differenzw:=u(1)−u(2)wieder

−Δw= 0 in Ω, w=0 auf∂Ω.

Anwendung des Maximumprinzips auf w sowie−w impliziert dann, dass notwendig
w≤0sowie−w≤0 , d. h.:w≡0.

1.2.3 Stetige Abḧangigkeit der L̈osungen von den Daten

(i) Die Frage nach der stetigen Abḧangigkeit der L̈osungen der 1. RWA von den Daten
wollen wir wieder sowohl mit Hilfe des klassischen Ansatzes als auch mit der variationellen
Methode angehen. Seien zunächstu(1),u(2)zwei L̈osungen (klassisch oder variationell)
der 1. RWA des Laplace-Operators zu unterschiedlichen rechten Seitenf(1),f(2).F̈ur die
Differenzw=u(1)−u(2)folgt dann

∇w2=(f(1)−f(2),w)≤ f(1)−f(2)Ω w.

Unter Ausnutzung der Poincaŕeschen Ungleichung folgt daraus

∇w ≤dΩ f
(1)−f(2),

d. h. die Stetigkeit der L̈osung (in der Energie-Norm) gegen̈uber Sẗorungen der rechten
Seite.

(ii) Als n̈achstes betrachten wir Sẗorungen der Randdaten. Dazu verwenden wir wieder
das Maximumprinzip. Seien dazuu(1),u(2)zwei L̈osungen zu den Randdateng(1),g(2).
F̈ur die Differenzw:=u(1)−u(2)gilt dann

−Δw= 0 in Ω, w=g:=g(1)−g(2)auf∂Ω.

Mit dem Maximumprinzip erschließen wir hieraus, dassw≡0(wasnaẗurlich i. Allg.
nicht eintritt) oder

max
Ω
w≤max

∂Ω
g, max

Ω
−w≤max

∂Ω
−g.

Dies impliziert maxΩ|w|≤max∂Ω|g|.

Schließlich ergibt sich mit Hilfe des Maximumprinzips noch, dass eine L̈osung der 1.
RWA des Laplace-Operators zu nichtnegativer rechter Seite und ebensolchen Randdaten,

−Δu≥0inΩ, u≥0 auf∂Ω,
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notwendigüberall nicht-negativ ist:u≥0 . Dies gilt dann z. B. auch f̈ur die zugeḧorige
Greensche Funktion: g(·,·)≥ 0. Durch scḧarfere Argumente kann man dar̈uber hin-
aus zeigen, dass die Greensche Funktion im Innern des Definitionsgebiets Ωpositivist.
Dies bedeutet u. a., dass bei einem elliptischen Problem lokale Sẗorungen in den Daten
die L̈osung im gesamten L̈osungsgebiet ver̈andern. Es liegt also gewissermaßen eine

”
un-

endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit“ von Information vor. Dies ist charakteristisch f̈ur
elliptische Randwertaufgaben.

1.2.4 Regulariẗat von L̈osungen

Auf glatt berandeten Gebieten Ω besteht,ähnlich wie bei geẅohnlichen Differentialglei-
chungen, f̈ur (lineare) partielle Differentialgleichungen vom elliptischen Typ die Regel, dass
sich die Regulariẗat der Daten (rechte Seite und Randwerte) auf naẗurliche Weise auf die
L̈osung̈ubertr̈agt. Der Rand∂Ω sei aus der KlasseC2(2-mal stetig differenzierbar para-
metrisierbar). Dann besitzt die schwache L̈osungu∈H10(Ω) im Fallef∈L

2(Ω) zweite
Ableitungen mit der Regulariẗat|∇2u|∈L2(Ω) , und es gilt dieaprioriAbscḧatzung

2

k=0

∇ku2
1/2

≤cf. (1.2.13)

Diese Aussage bleibt g̈ultig, wenn Ω ein konvexes Polygongebiet imR2oder ein konvexer
Polyeder im R3 ist. Ist dar̈uber hinausf Ḧolder-stetig, so ist die schwache L̈osung
u∈H10(Ω) sogar klassische L̈osung. Ḧohere Regulariẗatseigenschaften von∂Ω undf
übertragen sich entsprechend aufu.

Im Fall von Gebieten mit Ecken, insbesondere
”
einspringenden“ Ecken (Innenwinkel

ω>π) treten allerdingsdort Irregulariẗaten in der L̈osung auf; z. B. ist die in ebenen

Polarkoordinaten (r, θ) ausgedr̈uckte Funktionu(r, θ)=r
2
3sin(2

3
θ) auf der gelochten

EbeneR2\{0}harmonisch, d. h. Δu≡0. Auf dem
”
Tortensẗuck“

Ω:={(x, y)∈R2|0<r<1,0<θ<3
2
π}

mit einer rechtwinkligen einspringenden Ecke ist ∇u∈L2(Ω)2, unduist daher (klassi-
sche) L̈osung der Poisson-Gleichung Δu= 0 zu den Randbedingungen

u(r, θ)=0 f̈urθ∈{0,3
2
π}, u(r, θ)=sin(2

3
π)f̈urr=1.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass
”
klassische“ L̈osungen elliptischer Gleichungen nicht

unbedingt regul̈ar bis zum Rand∂Ω zu sein brauchen. F̈ur allgemeinen Innenwinkel
ω∈(0,2π](DerFallω=2πentpricht einem sog.

”
Schlitzgebiet“.) erḧalt man ana-

loge klassische L̈osungen in der Formu(r, θ)=r
π
ωsin(π

ω
θ). F̈urω>π,d.h.f̈ur eine

”
einspringende“ Ecke hat die L̈osung beir= 0 singul̈are erste Ableitungen. Diese sog.

”
Eckensingulariẗaten“ sind gut analysiert und abscḧatzbar. Sie haben einen signifikan-
ten, negativen Einfluss auf die Approximationsg̈ute von Diskretisierungen und erfordern
besondere Vorkehrungen.
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1.3 Hilfsmittel aus der Theorie von Funktionenr̈aumen

In diesem Abschnitt stellen wir einige Aussagen̈uber R̈aume verallgemeinert differenzier-
barer Funktionen, sog.

”
Sobolew-R̈aume“, zusammen, soweit sie sp̈ater bei der Analyse

von Diskretisierungsverfahren ben̈otigt werden.

1.3.1 Sobolew-R̈aume

Sei Ω ein Gebiet imRd(d=2,3) mit Rand∂Ω.DerRandwirdals
”
ausreichend“ glatt

angenommen, was von der betrachteten Situation abḧangt; diesbez̈ugliche Einschr̈ankun-
gen werden von Fall zu Fall angegeben. Wir nehmen generell an, dass∂Ω eine Lipschitz-
stetige Parametrisierung besitzt und̈uberall bis auf endlich viele Punkte oder Kanten eine
wohl-definierteäußere Normalenbesitzt.

Auf einem solchen Gebiet Ω definieren wir zun̈achst f̈ur Funktionen ausC(Ω) (Vek-
torraum der stetigen Funktionen auf dem AbschlussΩ ) das sog.L2-Skalarprodukt und
die zugeḧorige Norm

(u, v)Ω:=
Ω

u(x)v(x)dx, u0;Ω:=
Ω

|u(x)|2dx
1/2

.

Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, wird auch die kürzere Notation (·,·)=(·,·)Ω
sowie ·= ·0= ·0;Ωverwendet. Die Vervollsẗandigung vonC(Ω) bzgl. der Norm
·0;Ωliefert den”

Lebesgueschen12Hilbert-Raum“ L2(Ω) der auf Ω im Lebesgueschen
Sinne messbaren und quadratintegrablen Funktionen. Eine

”
Funktion“ v∈L2(Ω) ist

dann dadurch charakterisiert, dasses eine Folge glatter Funktionen (vk)k∈N⊂C(Ω) gibt,
welche bzgl. derL2-Norm Cauchy-Folge ist und

”
fasẗuberall“ (im Lebesgueschen Sinne)

gegenvkonvergiert. Mit einem einfachen Approximationsargument l̈asst sich zeigen, dass
sichL2(Ω) auch als Vervollsẗandigung des Raumes der

”
Testfunktionen“ (Begriff aus der

Distributionen-Theorie)

C∞0(Ω) :={v∈C
∞(Ω) : Trg(v):={x∈Ω,v(x)=0}⊂Ωkompakt}

gewinnen l̈asst. Auf analoge Weise gewinnt man f̈ur 1≤p<∞ die sog.
”
Lp-R̈aume“

Lp(Ω) als Vervollsẗandigung vonC(Ω) bzgl. der Norm

vLp(Ω):=
Ω

|v(x)|pdx
1/p

.

Der Fallp=∞ bedarf einer gesonderten Betrachtung. Der Lebesgue-RaumL∞(Ω) be-
steht aus allen auf Ω definierten, im Lebesgueschen Sinne messbaren und

”
wesentlich

12Henri Ĺeon Lebesgue (1875–1941): Franz̈osischer Mathematiker, Prof. am Coll̀ege de France in Paris,
lieferte grundlegende Beitr̈age zur modernen Integrationstheorie (

”
Lebesgue-Integral“)
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beschr̈ankten“ Funktionen; seine Norm ist

vL∞(Ω):= ess supx∈Ω|v(x)|.

Man beachte, dass sich L∞(Ω)nichtals Vervollsẗandigung vonC(Ω) bzgl. der Norm
·∞;Ωgewinnen l̈asst, denn dies ergibt wiederC(Ω) . Wenn Missversẗandnisse ausge-
schlossen sind, werden dieLp-Normen auch kurz mit ·p= ·Lp= ·Lp(Ω)bezeichnet.

Die funktionalanalytische Methode zum Nachweis der Existenz von
”
schwachen“ L̈osun-

gen der Poisson-Gleichung

−Δu=fin Ω, u|∂Ω=0, (1.3.14)

bedient sich als naẗurlichen
”
L̈osungsraum“ des Sobolew-RaumsH10(Ω) . Dieser ist Teil-

raum des Sobolew-RaumsH1(Ω) , welchen man erḧalt z. B. durch Vervollsẗandigung des
VektorraumsC1(Ω) bzgl. der sog.H1-Norm

v1:= v20+ ∇v
2
0

1/2
.

Entsprechend istH10(Ω) definiert als der Abschluss vonC
∞
0(Ω) inH

1(Ω) .

Die Definition des Sobolew-Raums H1(Ω) als Vervollsẗandigung vonC1(Ω) besagt
zun̈achst, dass seine Elemente alsÄquivalenzklassen von Cauchy-Folgen (vk)k∈N⊂C

1(Ω)
bzgl. derH1-Norm definiert sind. Dies ist ein sehr unhandliches Konzept, mit dem man
schlecht arbeiten kann. Daher werden diesenÄquivalenzklassen Funktionen auf Ω zuge-
ordnet durch folgende Konstruktion:

{(vk)k∈N} →v∈H
1(Ω) : v:= lim

k→∞
vk, ∇v:= lim

k→∞
∇vk,

wobei die Konvergenz jeweils imL2-Sinne zu verstehen ist. Umgekehrt existiert dann
f̈ur jede solche Funktionv∈H1(Ω) eine approximierende Folge

”
glatter“ Funktionen

(vk)k∈N mit der Eigenschaft v−vk 1→ 0(k→ ∞) . Auf diesem Wege, d. h. durch
Konstruktion einer solchen approximierenden Folge wird auch f̈ur eine gegebene Funktion
v∈L2(Ω) gegebenenfallsv∈H1(Ω) gezeigt. Die Limiten∂iv:= limk→∞∂ivk werden

”
verallgemeinerte“ (oder auch

”
schwache“) Ableitungen vonvgenannt. Sie sind i. Allg.

nicht stetig oder beschr̈ankt und existieren nur imL2-Sinne, d. h. im Lebesgueschen Sinn

”
fasẗuberall“. Zum Nachweis, dass eine in fast allen Punktenx∈Ω definierte Funktion
vinH1(Ω) liegt, geht manüblicherweise wie folgt vor: Zun̈achst wird aus Kenntnis
der Struktur vonveine Folge approximierender

”
glatter“ Funktionen (vk)k∈N⊂C

1(Ω)
konstruiert, welche f̈urk→ ∞ samt ihrer ersten Ableitungen (fasẗuberall) punktweise
gegenvkonvergieren. Kann dann noch gezeigt werde, dass

limvk 1;Ω<∞,

so folgt (nach dem Satz von der
”
dominierten Konvergenz“ der Maß-Theorie), dass (vk)k∈N

eine Cauchy-Folge bzgl. derH1-Norm ist und den Limesvbesitzt; d. h.v∈H1(Ω) .
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Beispiel 1.2:i)L2-Funktionen:Sei Ω zun̈achst die gepunktete Kreisscheibe

Ω0={x∈R
2:0<|x|<1}.

Auf Ω0ist die Funktionu(x) = ln(|x|) stetig, aber unbeschr̈ankt. Auf der vollen Kreis-
scheibe Ω ={x∈R2:|x|<1}istu(x) = ln(|x|) aber als Funktion inL2(Ω) erkl̈art.
Dies wird klar bei Betrachtung der approximierenden, stetigen Funktionen

uk(x):=
ln(|x|) f̈urk−1<|x|<1,

ln(k−1) f̈ur 0≤|x|≤k−1.

Man rechnet leicht nach, dass (uk)k∈N eine Cauchy-Folge bzgl. derL
2-Norm auf Ω ist

und in allen Punktenx∈Ω (bis aufx=0)uk(x)→u(x)(k→∞) konvergiert.

Wir betrachten nun die Funktion u(x):=|x|−1, welche ebenfalls auf Ω0 stetig und
unbeschr̈ankt ist. In diesem Fall bilden die approximierenden Funktionen

uk(x):=
|x|−1 f̈urk−1<|x|<1,

k f̈ur 0≤|x|≤k−1,

wegen

uk
2
Ω=2π

k−1

0

k2rdr+2π
1

k−1
r−1dr=2π1

2
+ln(k)→∞ (k→∞)

keine Cauchy-Folge bzgl. derL2-Norm, d. h.: Diesesuist zu singul̈ar, um alsL2-Funktion
auf Ω erkl̈art zu sein. Bei der analogen Betrachtung auf der Einheitskugel imR3ergibt
sich dagegen, dassu(x)=|x|−1in diesem Fall sehr wohl inL2(Ω) liegt. Die Zugeḧorigkeit
von Funktionen mit lokalen Singulariẗaten zum Lebesgue-RaumL2(Ω) ḧangt also von
der jeweiligen Raumdimension ab. Wir werden denselben Effekt auch beim Sobolew-Raum
H1(Ω) finden.

ii)H1-Funktionen:Wir betrachten wieder die Funktion u(x) = ln(|x|) auf der punktierten
Kreisscheibe Ω0⊂R

2.IhrGradient∇u(x)=|x|−2xverḧalt sich bei Ann̈aherung an
x=0 wie |∇u(x)|≈|x|−1. Im Hinblick auf das eben diskutierte Beispiel ist∇ualso
nicht zu einerL2-Funktion auf die volle Kreisscheibe Ω fortsetzbar. Folglich istuauch
nicht inH1(Ω) . Wir sehen, dass insbesondere die Greensche Funktion zum Laplace-
Operator in zwei Raumdimensionennichtim

”
Energie-Raum“H1(Ω) liegt. Man beachte,

dassv(x) = ln(x)indreiRaumdimensionen aber sehr wohl inH1(Ω) liegt; der kritische
Grenzfall ist hier die sẗarker singul̈are Funktionu(x)=|x|−1.

Als zweites Beispiel zeigen wir, dassH1-Funktionen in mehr als einer Dimension nicht
beschr̈ankt sein m̈ussen. Auf Ω0sei die Funktion

u(x)=ln(ln(|x|−1)+1)

betrachtet. Da|ln ln(r−1)|f̈urr→ 0 langsamer ẅachst als|ln(r)|,istusicherlich zu
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einerL2-Funktion auf Ω fortsetzbar. Wirberechnen nun den Gradienten

∇u(x)=−
x

|x|2(ln(|x|−1)+1)
.

Die zugeḧorigen
”
abgeschnittenen“ Funktionen

uk(x):=
ln(ln(|x|−1)+1) f̈urk−1<|x|<1,

ln(ln(k)+1) f̈ur 0≤|x|≤k−1,

haben die
”
sẗuckweise“ definierten Gradienten

∇uk(x):=
x

|x|2(ln(|x|−1)+1)
f̈urk−1<|x|<1,

0 f̈ur 0≤|x|≤k−1,

welcheüberall (bis aufx= 0 ) gegen∇ukonvergieren. Aus der Abscḧatzung

∇uk
2=2π

1

k−1

r

r2(ln(r−1)+1)

2

rdr=2π
1

k−1

1

r(ln(r−1)+1)2
dr (1.3.15)

=
2π

ln(r−1)+1

1

k−1
=2π−

2π

ln(k)+1
≤2π (1.3.16)

ersehen wir ferner, dass (∇uk)k∈N bzgl. derL
2-Norm eine Cauchy-Folge ist. Folglich ist

uzu einer Funktion im Sobolew-RaumH1(Ω) fortsetzbar. Mit der eben verwendeten

”
Abschneidetechnik“ erhalten wir approximierende Funktionen uk,welchei.Allg.nur
sẗuckweise stetig differenzierbar sind, d. h. nicht im strengen Sinne inC1(Ω) liegen und
somit nicht direkt in das oben formulierte Approximationskonzept f̈urH1-Funktionen pas-
sen. Dieser Mangel kann behoben werden, in dem man statt abzuschneiden regularisiert,
z. B. gem̈ass

uk(x) = ln(ln((|x|+k)
−1)+1).

Diese uk∈C
1(Ω) bilden dann ebenfalls eine approximierende Folge von ubzgl. der

H1-Norm. Einëahnliche Modifikation (schon bei der Definition der Sobolew-R̈aume)
muss auch vorgenommen werden, um spezielle Gebiete Ω mit

”
schlitz-artigen“ Rand-

einspr̈ungen einbeziehen zu k̈onnen. Solche
”
Schlitz-Gebiete“ spielen eine wichtige Rolle

z. B. in der Baumechanik, wenn die Ausbreitung von Rissen in Bauteilen beschrieben
werden soll.

Analog zu dem Sobolew-RaumH1(Ω)
”
erster Ordnung“ quadrat-integrabler Funktio-

nen kann man auch Sobolew-R̈aumeHm,p(Ω) ḧoherer Ordnungm∈N, bestehend aus
p-integrablen Funktionen (1≤p<∞) , definieren. Diese erḧalt man durch Vervollsẗandi-
gung des RaumesCm(Ω) bzgl. der Norm

vHm,p(Ω):=
m

k=0

∇kvpLp(Ω)
1/p

.

Der Fall p=∞ bedarf wieder einer gesonderten Betrachtung. Die R̈aumeHm,∞(Ω)
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werdenüber die GleichsetzungHm,∞(Ω) :=Wm,∞(Ω) als R̈aume sog.
”
verallgemeinert

differenzierbarer“ Funktionen mit distributionellen Ableitungen inL∞(Ω) definiert. Wir
wollen auf diese Begiffsbildungen nicht weiter eingehen und verweisen statt dessen auf die
einschl̈agige Literaturüber Sobolew-R̈aume (z. B.: Wloka [10]).

1.3.2 Eigenschaften von Lebesgue- und Sobolew-R̈aumen

Wir wollen im Folgenden einige wichtige Eigenschaften von Lebesgue- und Sobolew-R̈aum-
en zusammenstellen, welche sp̈ater bei der Analyse numerischer Verfahren ben̈otigt wer-
den.

Sei 1<p<∞ undq:=p/(p−1) . Dann gilt f̈ur Funktionenu∈Lp(Ω) und
v∈Lq(Ω) die allgemeine

”
Ḧoldersche Ungleichung“

Ω

u(x)v(x)dx≤
Ω

|u(x)|pdx
1/p

Ω

|v(x)|qdx
1/q

, (1.3.17)

bzw. in Kurzform|(u, v)Ω|≤uLp(Ω)vLq(Ω).F̈ur die Grenzf̈allep=∞ bzw.q=1
gilt

|(u, v)Ω|≤uL∞(Ω)vL1(Ω). (1.3.18)

Die variationelle Methode zum Nachweis von
”
schwachen“ L̈osungen der Poisson-

Gleichung basierte auf der Eigenschaft der bilinearen Form (∇u,∇v)Ω, auf dem Teilraum
H10(Ω)⊂H

1(Ω) ein Skalarprodukt zu sein.

Hilfssatz 1.2 (Poincaŕesche Ungleichung): F̈ur Funktionenv∈H10(Ω)gilt die sog.

”
Poincaŕesche Ungleichung“

vΩ≤dΩ ∇vΩ, (1.3.19)

mit dem DurchmesserdΩ:=diam(Ω)des GebietsΩ.

Beweis:Wir geben den Beweis nur in zwei Raumdimensionen. In höheren Dimensionen
verl̈auft die Argumentation ganz analog. SeiQeine Quadrat der Kantenl̈angeL=dΩ,in
welchem das Gebiet Ω enthalten ist. O.B.d.A.sei das Koordinatensystem so verschoben
und gedreht, dassQ=(0,L)×(0,L). F̈ur irgendeinv∈H10(Ω) sei (vk)k∈N⊂C

∞
0(Ω)

eine approximierende Folge. Mit ̂vk bezeichnen wir die trivialen Fortsetzungen dervk
aufQ:

v̂k(x):=
vk(x) f̈urx∈Ω,

0 f̈urx∈Q\Ω.

Diese sind dann ebenfalls inC∞0(Q) . Wir setzen nunw:= ̂vk.Zun̈achst gilt in Punkten
(x, y)∈Q:

w(x, y)=w(0,y)+
x

0

∂ξw(ξ, y)dξ,
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und folglich, bei Beachtung vonw(0,y)=0,

|w(x, y)|2≤L
L

0

|∂ξw(ξ, y)|
2dξ

Integration zun̈achstübery∈(0,L) und danacḧuberx∈(0,L) ergibt

L

0

L

0

|w(x, y)|2dy dx≤L2
L

0

L

0

|∂ξw(ξ, y)|
2dξ dy.

Dies bedeutet
wQ≤L∇wQ.

und wegenw=̂vk≡0aufQ\Ω:

vk Ω≤L∇vk Ω.

F̈urk→∞ übertr̈agt sich diese Beziehung durch Stetigkeit aufv∈H10(Ω) . Q.E.D.

Die variationelle Methode liefert auch die Existenz von L̈osungen der 1. RWA des
Laplace-Operators, wenn die Randwertvorgaben inhomogen sind. Im allgemeinen Fall
findet man eine schwache L̈osungv∈H1(Ω) . Wir haben gesehen, dassH1-Funktionen
Singulariẗaten haben k̈onnen. Es stellt sich also die Frage, in welchem Sinne die Randwerte
von der

”
schwachen“ L̈osungüberhaupt angenommen werden.

Hilfssatz 1.3 (Spur-Lemma): F̈ur Funktionenv∈C1(Ω)gilt die sog.
”
Spur-Abscḧatzung“

vL2(∂Ω)≤c(Ω)vH1(Ω) (1.3.20)

mit einerΩ-abḧangigen Konstantec(Ω).

Beweis:Zuerst betrachten wir den Spezialfall des Einheitsquadrats Ω = (0,1)×(0,1) .
Seiv∈C1(Ω) . F̈ur Punkte (0,y)∈∂Ω gilt

v(0,y)=−
x

0

∂ξv(ξ, y)dξ+v(x, y), x∈[0,1].

und folglich

|v(0,y)|2≤
1

0

|∂ξv(ξ, y)|dξ+|v(x, y)|
2

≤2
1

0

|∂ξv(ξ, y)|
2dξ+2|v(x, y)|2.

Integration zun̈achstübery∈(0,1) und dann̈uberx∈(0,1) liefert

1

0

|v(0,y)|2dy≤2
1

0

1

0

|∂ξv(ξ, y)|
2dξ dy+2

1

0

1

0

|v(x, y)|2dy dx.

Dieselbe Argumentation kann auch f̈ur die drei anderen Randkomponenten von Ω ange-



1.3. HILFSMITTEL AUS DER THEORIE VON FUNKTIONENR̈AUMEN 31

wendet werden. Zusammenfassung der sich ergebenden Abscḧatzungen ergibt dann

v2L2(∂Ω)≤8u
2
H1(Ω).

Die gezeigte Argumentation f̈ur das Einheitsquadrat l̈asst sich ohne Probleme f̈ur allge-
meine Polygongebiete modifizieren. Im allgemeineren Fall eines krumm berandeten Ge-
biets Ω erḧalt man dasselbe Resultat mit Hilfe lokaler Transformationen, welche krumme
Randsẗucke lokal gerade transformieren, so dass wieder das obige Argument angewendet
werden kann. Q.E.D.

Mit Hilfe des Spurlemmas können wir Funktionenv∈H1(Ω) eine
”
Spur“v|∂Ω ∈

L2(∂Ω) zuordnen, was die Frage nach der Annahme von Randwerten durch die schwache
L̈osung der 1. RWA beantwortet. Seiv∈H1(Ω) und (vk)k∈N⊂C

1(Ω) eine approximie-
rende Folge. Aufgrund der Spurabscḧatzung gilt dann

vk−vlL2(∂Ω)≤c(Ω)vk−vlH1(Ω), k,l∈N.

Da die Norm auf der rechten Seite f̈urk, l→ ∞ gegen Null konvergiert, folgt, dass
die Spurenvk|∂Ω(k∈N)auf∂Ω eine Cauchy-Folge im Lebesgue-RaumL

2(∂Ω) bilden.
Deren Limesv|∂Ω∈L

2(∂Ω) wird dann als die
”
Spur“ der Funktionv∈H1(Ω) bezeichnet.

In diesem Sinne nehmen schwacheH1-L̈osungen vorgegebene Randwerte an.

Das Variationsargument liefert zun̈achst nur die Existenz einer
”
schwachen“ L̈osung

u∈H1(Ω) der Poisson-Gleichung. Um zu sehen, dass diese im Fall
”
glatter“ Daten auch

”
klassische“ L̈osung ist, zeigt man (mit einigem Aufwand)u∈Hm(Ω) f̈ur sukzessive an-
steigendesm≥2 . Hieraus kann dann geschlossen werden, dassuauch bis zur geẅunsch-
ten Stufe klassisch differenzierbar ist. Dazu bedient man sich einer sog.

”
Sobolewschen

Ungleichung“. Zur Motivation sei zun̈achst der eindimensionale Fall betrachtet.

Beispiel 1.3:Wir betrachten das Intervall Ω = (0,1)⊂R1.F̈ur eine Funktionu∈
C1(Ω) impliziert der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung, dass

u(x)=u(y)+
x

y

u(ξ)dξ, x, y∈Ω.

Daraus folgt nach Integrationübery∈[0,1] :

sup
x∈Ω
|u(x)|≤

1

0

|u|dξ+
1

0

|u|dξ= uH1,1(Ω),

mit der Norm des Sobolew-Raums H1,1(Ω) . Dies bedeutet, dass in einer Raumdimen-
sion eineH1,1-Funktion beschr̈ankt ist. Dar̈uber hinaus ist sie sogar stetig (genauer im
L2-Sinnëaquivalent zu einer stetigen Funktion), was man mit Hilfe desüblichen Appro-
ximationsarguments erschließt. Hierf̈ur reicht hier schon dieL1-Integrabiliẗat der ersten
Ableitung aus.

In ḧoheren Dimensionen ist die Situation komplizierter. Wir haben schon am Beispiel
der Funktionv(x)=ln(ln(|x|−1)+1) gesehen, dass Funktionen inH1(Ω) (imR2) i. Allg.
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unbeschr̈ankt sein k̈onnen und man ihnen folglich auch nichẗuberall Punktwerte zuordnen
kann.Diesistaberm̈oglich f̈ur Funktionen in Sobolew-R̈aumen ḧoherer Ordnung. Wir
pr̈asentieren hier als Beispiel die folgende

”
Sobolewsche Ungleichung“.

Hilfssatz 1.4 (Sobolewsche Ungleichung): F̈ur Funktionenv∈C2(Ω)gilt in zwei
Raumdimensionen die Abscḧatzung

sup
x∈Ω
|v(x)|≤c(Ω)vH2(Ω) (1.3.21)

mit einerΩ-abḧangigen Konstantec(Ω).

Beweis:F̈ur den nicht trivialen Beweis verweisen wir auf die einschl̈agige Literatur̈uber
Sobolew-R̈aume (z. B.: Wloka [10]). Q.E.D.

Analog wie schon vorher bei der Spurabscḧatzung dient die Sobolewsche Ungleichung
(1.3.21) zur Definition von Punktwerten von Funktionen in Sobolew-R̈aumen. F̈ur ein
v∈H2(Ω) sei wieder (vk)k∈N⊂C

2(Ω) eine approximierende Folge. Mit der Sobolew-
schen Ungleichung (1.3.21) erschließen wir, dass (vk)k∈N auch Cauchy-Folge bzgl. der
Maximumnorm ist. Folglich können f̈urv∈H2(Ω) Punktwerte definiert werden durch

v(x) := lim
k→∞
vk(x), x∈Ω.

In diesem Sinne besteht also eine (
”
stetige“) EinbettungH2(Ω)→ C(Ω) . Die Abscḧat-

zung (1.3.21) l̈asst sich (imR2)̈ubertragen auf die Normen der Sobolew-R̈aumeH2,1(Ω)
undH1,p(Ω) f̈urp>2 . Folglich bestehen die stetigen Einbettungen

H2,1(Ω)∪H1,p(Ω)→ C(Ω), p>2,imR2. (1.3.22)

Weitere Sobolewsche Ungleichungen führen auf die stetigen Einbettungen

H1(Ω)→ Lp(Ω) (1≤p<∞)imR2, .h.1(Ω)→ L6(Ω) imR3.

Von fundamentaler Bedeutung ist der sog.
”
Rellichsche13Auswahlsatz“. Wir formulieren

hier nur eine einfache Variante, welche weiter unten ben̈otigt wird.

Hilfssatz 1.5 (Rellichscher Auswahlsatz): Die naẗurliche Einbettung des Sobolew-
RaumesH1(Ω)inL2(Ω)ist kompakt, d. h.: Aus jeder bzgl. derH1-Norm beschr̈ankten
Folge(vk)k∈N ⊂H

1(Ω)⊂L2(Ω)l̈asst sich eine Teilfolge ausẅahlen, welche inL2(Ω)
gegen einen Limesvkonvergiert. Dieser Limes ist dann auch wieder inH1(Ω).

13Franz Rellich (1906–1955): Deutscher Mathematiker; Promotion 1929 in G̈ottingen bei R Courant;
Prof. in Dresden und ab 1946 Institutsleiter in G̈ottingen; wichtige Beitr̈age zur Mathematischen Physik
und Theorie partieller Differentialgleichungen.
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Beweis:F̈ur den Beweis wird auf die Literatur verwiesen; z. B. Wloka [10]. Q.E.D.

Der Rellichsche Auswahlsatz ist das Sobolew-Raum-Analogon des Auswahlsatzes von
Arzel̀a-Ascoli f̈ur

”
gleichgradig stetige“ Folgen stetiger Funktionen (siehe den Band

”
Nu-

merik 1’ dieser Reihe, Rannacher [2]).

1.3.3 Elemente der Spektraltheorie elliptischer Operatoren

Eine der wichtigsten Anwendungen des Rellichschen Auswahlsatzes findet sich in der

”
Spektral-Theorie“ elliptischer Differentialoperatoren, speziell des Laplace-Operators. Wir
wollen deren Elemente hier kurz entwickeln. Dabei haben wir vor allem deren Anwendung
in der L̈osungstheorie f̈ur parabolische Anfangs-Randwert-Aufgaben im Auge. Ferner wer-
den Resultate der Spektraltheorie bei der Analyse der Finite-Elemente-Approximation von
Eigenwertaufgaben des Laplace-Operators ben̈otigt.

Wir haben gesehen, dass für jede rechte Seitef∈L2(Ω) eine eindeutige
”
schwache“

L̈osungu∈H10(Ω) der 1. RWA des Laplace-Operators existiert:

−Δu=f in Ω, u|∂Ω=0. (1.3.23)

Diese ist bestimmt durch die variationelle Beziehung

(∇u,∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈H10(Ω). (1.3.24)

Die Zuordnungf→Sf:=udefiniert dann einen linearen OperatorS:L2(Ω)→L2(Ω) ,
der in diesem Sinne als die

”
L2-Inverse“ des Laplace-Operators auf Ω unter Dirichlet-

Randbedingungen bezeichnet werden kann. Der Beziehung

∇u2=(f, u)≤ f u ≤dΩ f ∇u

entnehmen wir, dass
Sf ≤dΩ ∇Sf ≤d

2
Ω f,

d. h.: Der L̈osungsoperatorS:L2(Ω)→L2(Ω) ist beschr̈ankt und wegen der kompakten
EinbettungH1(Ω)→L2(Ω) sogar kompakt. Wir haben schon gesehen, dass der Laplace-
Operator als Operator im Hilbert-RaumL2(Ω) symmetrisch und positiv-definit ist:

(−Δu, v)=(∇u,∇v)=(u,−Δv), (−Δu, u)=∇u2≥d−2Ω u2.

Dies gilt f̈ur Funktionenu, v∈D(Δ) im Definitionsbereich der
”
L2-Realisierung“ des

Laplace-Operators, welcher definiert ist durch

D(Δ) :=v∈H10(Ω) :|(∇v,∇ϕ)|≤c(v)ϕ,ϕ∈H
1
0(Ω)⊂L

2(Ω).

F̈ur glatt berandete Gebiete oder konvexePolygongebiete Ω kann man zeigen, dass
D(Δ) =H10(Ω)∩H

2(Ω) . Im Fall einspringender Ecken ist dagegenD(Δ)⊂H2(Ω) .
Wir haben damit eine Realisierung des Laplace-Operator im Hilbert-Raum L2(Ω) kon-
struiert, welche auf ihrem DefinitionsbereichD(Δ) symmetrisch ist, diesen ein-eindeutig
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auf ganzL2(Ω) abbildet, also bijektiv ist und deren InverseS=(−Δ)−1kompakt ist.
Damit ist der Rahmen f̈ur die Anwendung abstrakter Resultate der Funktionalanalysis
kompakter Operatoren geschaffen.

F̈ur das Eigenwertproblem des Laplace-Operators

−Δw=λw in Ω, w|∂Ω=0, (1.3.25)

mit Eigenfunktion w∈H10(Ω) und Eigenwertλ∈Rgelten die folgenden Aussagen:

– Das Spektrum (Menge der
”
singul̈aren“ Werte) besteht aus rellen, positiven Eigen-

werten 0<λ1≤...≤λi≤..., welche sich im Endlichen nicht ḧaufen k̈onnen. Die
zugeḧorigen Eigenr̈aumeE(λi) sind endlich dimensional.

– Es existiert ein vollsẗandiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen{wi)i∈N ⊂
L2(Ω) , d. h.: F̈ur jedesu∈L2(Ω) gilt dieL2-konvergente

”
Fourier14-Entwicklung“

u=

∞

i=1

(u, wi)wi. (1.3.26)

– Mit Hilfe der Eigenwerteλi(ihrer Vielfachheiten entsprechend oft gez̈ahlt) und zu-
geḧorigen (orthonormierten) Eigenfunktionenwilassen sich allgemeine Funktionen
des Laplace-Operators definieren. Sei Φ(z) eine meromorphe Funktion, so dass die
Eigenwerteλikeine Pole sind. Dann wird durch

Φ(−Δ)u:=

∞

i=1

Φ(λi)(u, wi)wi (1.3.27)

ein linearer Operator inL2(Ω) erkl̈art. Wenn Φ(z)beschr̈ankt ist, wird auch
Φ(−Δ) beschr̈ankt und ist auf ganzL2(Ω) erkl̈art.

Diese Aussagen zeigen die starke Paralleliẗat zwischen kompakten Operatoren bzw. von
(dicht definierten) Operatoren mit kompakter Inverser im Hilbert-Raum und durch Ma-
trizen dargestellte linearen Abbildungen imRn.

1.4 Parabolische Probleme

Die sog.
”
eindimensionale Ẅarmeleitungsgleichung“

∂tu=∂
2
xu, (1.4.28)

14Jean-Baptiste Baron de Fourier (1768–1830): Franz̈osischer Mathematiker und Physiker; Mitglied
der Pariser Akademie lehrte an derÉcole Polytechniqe; begleitete Napoleon auf seinem Feldzug nach
Ägypten; z̈ahlt zu den bedeutendsten Mathematikern des 19. Jahrhunderts; fand bei seinen Arbeiten zur
Theorie der Ẅarmeleitung die Darstellbarkeit periodischer Funktionen durch triginometrische Reihen.
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oder allgemeiner in ḧoheren Ortsdimensionen

∂tu−Δu=f, (1.4.29)

wirdüblicherweise auf ZylindernQT:= Ω×Ides Orts/Zeit-Raumes betrachtet. Dabei
sind Ω⊂Rdein Ortsgebiet undI:= (0,T] ein Zeitintervall. Im̈ortlich eindimensionalen
Fall (d=1)istdienaẗurliche Anfangskurve Γ ={(x, t)∈R2:t=0}gerade Charak-
teristik, so dass das zugeḧorige Cauchysche Anfangswertproblem i. Allg. nicht l̈osbar ist.
Entlang Γ d̈urfen, wie wir noch sehen werden, nur Anfangsbedingungen anuselbst ge-
stellt werden:u|t=0 =u

0(x). Entlang eines nicht-charakteristischen
”
örtlichen“ Randes

{(x, t)∈Rd+1:x∈∂Ω,t>0}gilt dagegen dasselbe wie im elliptischen Fall, d. h.: Die
zugeḧorige Anfangswertaufgabe ist l̈osbar, doch d̈urfen nuruoder∂nuvorgeschrieben
werden, wenn man stetige Abḧangigkeit von den Randdaten geẅahrleisten will.

Analog zum elliptischen Fall bieten sich drei verschiedene Typen von Randbedin-
gungen entlang desörtlichen Randes∂Ω×If̈ur die Anfangs-Randwert-Aufgabe (kurz

”
ARWA“) der Ẅarmeleitungsgleichung an. Zus̈atzlich zu der Anfangsbedingung

u|t=0=u
0 (1.4.30)

wird gefordert:

a)Dirichletsche Randbedingungen (
”
1. ARWA“): u=gauf∂Ω×I;

b)Neumannsche Randbedingungen (
”
2. ARWA“): ∂nu=gauf∂Ω×I;

c)Robinsche Randbedingungen (
”
3. ARWA“): ∂nu+αu=gauf∂Ω×I.

Die Randfunktionen gwerden i. Allg. als glatt und α≥0 angenommen. Alle diese
ARWAn sind, wie wir zum Teil zeigen werden, unter geeigneten Zusatzbedingungen an
die Daten ebenfalls wohl gestellt. Unter einer

”
klassischen L̈osung“ verstehen wir eine

Funktionu∈C(̄QT)∩C
2(QT) , welche der Differentialgleichung sowie den Anfangs-

und Randbedingungen gen̈ugt.Ähnlich wie bei elliptischen Problemen gibt es auch im
parabolischen Fall den Begriff der

”
schwachen L̈osung“, den wir hier aber wegen seiner

Kompliziertheit nicht definieren wollen.

Zun̈achst diskutieren wir die Eindeutigkeitsfrage. Seienu(1),u(2) wieder zwei klas-
sische (analog zum elliptischen Fall definiert) L̈osungen der 1. ARWA des Ẅarmelei-
tungsoperators, f̈ur die ∇u(i)(t)Ω existiert und beschr̈ankt ist. F̈ur die Differenzw:=
u(1)−u(2)gilt dann

∂tw−Δw= 0 in Ω×I, w|t=0=0, w|∂Ω=0.

Multiplikation mit w, Integration̈uber Ω und anschließende partielle Integration im Ort
ergeben analog zum elliptischen Fall

0=(∂tw, w)−(Δw, w)=
1
2
dtw

2+ ∇w2.

Dies impliziert, dass w(t)≤ w(0)=0 f̈urt≥0, und somit die Eindeutigkeit der
L̈osung und deren stetige (genauer sogar L-stetige) Abḧangigkeit von den Anfangsdaten.
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Die Existenzfrage l̈asst sich im Prinzip mitähnlichen Methoden behandeln wie im
elliptischen Fall. Wir wollen das hier aus Zeitgr̈unden nicht weiter verfolgen. Imörtlich
eindimensionalen Spezialfall Ω = (−∞,∞) undf≡0l̈asst sich die L̈osung der An-
fangswertaufgabe explizit angeben:

u(x, t)=
∞

−∞

1√
4πt
e−(x−s)

2/4tu0(s)ds. (1.4.31)

Dies wird durch Nachrechnen verifiziert, wobei speziell auf die Existenz der auftretenden
Integralterme zu achten ist. Man beachte, dass durch den Ansatz

s(x, t)= 1√
4πt
e−x

2/4t

eine spezielle L̈osung (sog.
”
Fundamentall̈osung“) der Ẅarmeleitungsgleichung gegeben

ist.

Im Fall allgemeinerer,beschr̈ankterOrtsgebiete Ω⊂Rdgewinnt man eine zu (1.4.31)
korrespondierende L̈osungsdarstellung mit Hilfe der

”
Methode der Variablenseparation“.

Einsetzen des L̈osungsansatzesu(x, t)=v(x)ψ(t) in die Ẅarmeleitungsgleichung ergibt

ψ(t)v(x)=ψ(t)Δv(x) ⇒
ψ(t)

ψ(t)
=
Δv(x)

v(x)
≡konst. ,

f̈ur alle Argumente (x, t)∈QT. Die Separationsfaktorenv(·)∈C(Ω)∩C
2(Ω) ,v|∂Ω=0,

undψ(·)∈C(I) sind also notwendig L̈osungen der Eigenwertprobleme

−Δv(x)=λv(x),x∈Ω, −ψ(t)=λψ(t),t≥0,

unter den Nebenbedingungenv|∂Ω =0 bzw. ψ(0) = 1 , mit Parameternλ∈R.Die
Eigenwertaufgabe f̈urv(x) besitzt, wie schon oben diskutiert, eine abz̈ahlbare Folge von
L̈osungenλj>0 undvj:

−Δvj=λjvj (j=1,2,3, ...).

Die Eigenfunktionen (vj)j∈N bilden ein vollsẗandiges Orthonormal-System im Hilbert-
RaumL2(Ω) der auf Ω Lebesgue-messbaren und quadratintegrablen Funktionen.

Die zugeḧorigen L̈osungen f̈urψ(t) sindψj(t)=e
−λjt. Die Anfangsfunktion besitzt

die (verallgemeinerte) Fourier-Entwicklung:

u0(x)=
∞

j=0

u0jvj(x), u0j=
I

u0(x)vj(x)dx .

Durch Superposition der Einzell̈osungen f̈urj∈N,

u(x, t):=

∞

j=1

u0jvj(x)e
−λjt, (1.4.32)
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erhalten wir folglich eine L̈osung der Ẅarmeleitungsgleichung, welche den Randbedingun-
gen und insbesondere den Anfangsbedingungen gen̈ugt. (Zum Nachweisüberpr̈ufe man
die Konvergenz der Reihen der jeweils nachxsowietabgeleiteten Einzell̈osungen.) Im
eindimensionalen Spezialfall Ω = (0,1)⊂R1ist gerade

vj(x)=αjsin(jπx), λj=j
2π2, αj=

I

sin2(jπx)dx
−1/2

(j∈N),

und die L̈osungsdarstellung erḧalt die explizite Form

u(x, t)=

∞

j=1

u0jαjsin(jπx)e
−aj2π2t (1.4.33)

Anhand dieser L̈osungsdarstellungen lassen sich einige wichtige Eigenschaften der ARWA
der Ẅarmeitungsgleichung ablesen. Wie bei den geẅohnlicher Differentialgleichungen ent-
wickelt sich die L̈osung ausgehend vom Anfangswert in der Zeit. Der ad̈aquate numeri-
sche Ansatz wird also wieder ein Teilschrittverfahren in der Zeit sein. Im Ort pflanzen
sich Sẗorungen wie im elliptischen Fall

”
unendlich schnell“ fort. Irregulariẗaten in den

Anfangs- oder Randdaten werden sofort ausgegl̈attet, d. h.: im Innern des Zylindergebiets
QT:= Ω×(0,T]istdieL̈osung (im Falle glatter rechter Seitef) stets glatt.

Im Folgenden wollen wir einige qualitative Eigenschaften von L̈osungen der Ẅarme-
leitungsgleichung diskutieren. Die Ẅarmeleitungsgleichung wird u. a. verwendet, um (ih-
rem Namen entsprechend) Ẅarmeausbreitungs- bzw. allgemein instation̈are Diffusions-
vorg̈ange zu beschreiben. Es ist wichtig, garantieren zu k̈onnen, dass ihre L̈osungen bei
kompatiblen Daten auch stets positiv sind. Dies wird durch ein (dem elliptischen Fall
ähnliches) Maximumprinzip geleistet.

x

t

T

Ω 

Ω

x (0, T]

x (0, T]

x {0}

Ω

Abbildung 1.4: Parabolisches Raum-Zeit-Gebiet
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Satz 1.1 (Parabolisches Maximumprinzip):F̈ur jede klassische L̈osung der Ẅarme-
leitungs-Ungleichung

∂tu−Δu≤0 inΩ, (1.4.34)

gilt das sog.
”
Maximumprinzip“, d. h.: Sie nimmt im (halboffenen) Zylinder QT:= Ω×

(0,T]kein striktes Maximum an.

Beweis:Wir geben den Beweis nur für eine Raumdimension. Die Verallgemeinerung f̈ur
ḧohere Dimensionen ist dann evident. F̈ur eine L̈osunguder Ẅarmeleitungs-Ungleichung
setzen wirvε:=u−εt, mit beliebigemε>0. Davε stetig aufQ̄T ist, nimmt es in
einem Punkt (x0,t0)∈Q̄T sein Maximum an. Angenommen, (x0,t0)∈QT. Dann gilt
∂2xvε(x0,t0)≤0 , und folglich

∂tvε(x0,t0)≤∂tvε(x0,t0)−∂
2
xvε(x0,t0)=∂tu(x0,t0)−ε−∂

2
xu(x0,t0)≤−ε.

Aus Stetigkeitsgr̈unden ist dann auch∂tvε(x0,t)≤−
1
2
εf̈urt0−h≤t≤t0, mit einem

geeignetenh>0. Hiermit folgern wir, dass

vε(x0,t0)−vε(x0,t0−h)=
t0

t0−h

∂tvε(x0,t)dt≤−
1
2
εh <0.

Dies f̈uhrt auf den Widerspruchvε(x0,t0)<vε(x0,t0−h). Also nimmtvεnotwendig sein
Maximum fürt=0 an.Daε>0 beliebig klein geẅahlt werden darf, gilt diese Aussage
auch f̈ur den (stetigen) Grenzfallε=0,d.h.f̈ur die L̈osungu. Q.E.D.

Als Konsequenz des
”
parabolischen“ Maximumprinzipssehen wir insbesondere, dass

eine L̈osung der (homogenen) Ẅarmeleitungsgleichung

∂tu−Δu= 0 in Ω, u=0 auf∂Ω, (1.4.35)

zu nicht-negativen Anfangsdatenu0≥0(u|∂Ω= 0) nicht-negativ bleibt f̈ur allet≥0:

u0≥0 ⇒ 0≤u(x, t)≤maxΩu
0, (x, t)∈QT. (1.4.36)

Ferner sind wieder
”
klassische“ L̈osungenu∈C(̄QT)∩C

2(QT) eindeutig bestimmt.

Satz 1.2 (Globale Beschr̈anktheit):F̈ur jede L̈osung der inhomogenen Ẅarmeleitungs-
gleichung (1.4.29) gilt die a priori Abscḧatzung

u(t)≤e−λt u0 +λ−1sup
[0,t]

f, (1.4.37)

mit dem kleinsten Eigenwertλ>0des elliptischen Operators−Δ aufΩzu homogenen
Dirichlet-Randbedingungen.
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Beweis:Wir betrachten die beiden Hilfsprobleme

∂tv−Δv=0 inQT, v|∂Ω=0,v|t=0=u
0, (1.4.38)

∂tw−Δw=finQT, w|∂Ω=0, w|t=0=0. (1.4.39)

Offenbar ist dannu=v+wwegen der Lineariẗat des Ẅarmeleitungsoperators (Super-
positionsprinzip). Wir scḧatzen nun die beiden L̈osungsanteilevundwseparat ab.

i) Multiplikation von (1.4.38) mitvund Integration im Ort ergibt

1
2
dtv

2+ ∇v2=0.

Wir multiplizieren dies mit e2λt und finden

1
2
dte

2λt v2 +e2λt ∇v2−λe2λt v2=0.

Wegen λv2≤ ∇v2impliziert diesdte
2λt v2 ≤0 , und Integration bzgl.tergibt

e2λt v(t)2≤ u0 2

bzw. wieder
v(t)≤e−λt u0.

ii) Multiplikation von (1.4.39) mitwund Integration im Ort ergibt

1
2
dtw

2+ ∇w2=(f, w)≤1
2
λw2+1

2
λ−1f2.

Mit Hilfe von λw2≤ ∇w2folgern wir

dtw
2+ ∇w2≤λ−1f2.

Wir multiplizieren diese Ungleichung nun mit eλt und finden

dte
λt w 2 +eλt ∇w2−λeλt w 2≤λ−1eλt f2,

bzw.
dte

λt w 2 ≤λ−1eλt f2.

Integration bzgl.tergibt

eλt w(t)2≤λ−1
t

0

eλs f2ds,

w(t)2≤λ−1e−λt
t

0

eλs f2ds.

Die Abscḧatzung

e−λt
t

0

eλsds≤λ−1.
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impliziert dann w(t) ≤λ−1max[0,t]f. Kombination der Resultate f̈urvundw
liefert die behauptete Abscḧatzung. Q.E.D.

Als Folgerung aus diesem Satz ersehen wir insbesondere, dass bei einem parabolischen
Problem der Einfluss der Anfangsdaten exponentiell mit der Zeit abklingt. Weiter inter-
essiert das L̈osungsverhalten f̈ur Anfangsdatenu0mit minimaler Regulariẗat.

Satz 1.3 (Gl̈attungseigenschaft):F̈ur jede L̈osung der homogenen Ẅarmeleitungs-
gleichung (1.4.29) mitf≡0gelten die a priori Abscḧatzungen

∂tu(t)+ Δu(t)≤ Δu0, t≥0, (1.4.40)

∂tu(t)+ Δu(t)≤t
−1u0, t>0, (1.4.41)

vorausgesetzt, der Anfangswertu0besitzt die erforderliche Regulariẗat.

Beweis:Wir bedienen uns zum Beweis der sog.
”
Spektral-Methode“, welche aber auf

symmetrische und autonome (d. h. nicht explizit von der Zeit abḧangige) Operatoren be-
schr̈ankt ist. Alternative Zug̈ange sind die

”
Halbgruppen-Methode“, welche nicht die Sym-

metrie des Operators erfordert, sowie die
”
Energie-Methode“, welche im allgemeinen Fall

und sogar f̈ur nichtlineare Probleme anwendbar ist. Aus der L̈osungsdarstellung (1.4.32)
mit dem Orthonormalsystem von Eigenfunktionen {vj}j∈N des Laplace-Operators,

u(x, t):=
∞

j=1

u0jvj(x)e
−λjt,

folgern wir
∂tu(x, t)=Δu(x, t):=−

∞

j=1

u0jλjvj(x)e
−λjt.

Aufgrund der (verallgemeinerten) Parsevalschen15 Identiẗat gilt demnach

∂tu
2= Δu2=

∞

j=1

(u0j)
2λ2je

−2λjt.

Als erstes Resultat entnehmen wir dieser Beziehung, dass

∂tu
2= Δu2≤

∞

j=1

(u0j)
2λ2j= Δu0 2.

Hieraus folgt wegenxe−x≤1,x≥0,:

∂tu
2= Δu2=t−2

∞

j=1

(u0j)
2(λjt)

2e−2λjt≤t−2
∞

j=1

(u0j)
2=t−2u0 2,

was den Beweis vervollsẗandigt. Q.E.D.

15Mare-Antoine Parseval des Cĥenes (1755–1836): Franz̈osischer Mathematiker;Privatgelehrter; Bei-
tr̈age zu Reihen, insbesondere Fourier-Reihen.
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Als Folgerung aus diesem Satz finden wir nochmal besẗatigt, dass die Ẅarmeleitungs-
gleichung die

”
Gl̈attungseigenschaft“ besitzt, d. h.: Irregulariẗaten in den Anfangsdaten

werden f̈urt>0 ausgegl̈attet. Durch Weiterf̈uhrung der Argumentation im Beweis von
Satz1.3lassensichanalogbeliebig hohe Ableitungen der L̈osung abscḧatzen:

∂ptu(t)+ ∇
2pu(t)≤c(p)Δpu0, t≥0, (1.4.42)

sowie

∂ptu(t)+ ∇
2pu(t)≤c(p)t−pu0, t>0,p∈N. (1.4.43)

Sp̈ater werden wir uns mit der Frage bescḧaftigen, ob und unter welchen Bedingungen
auch numerische Verfahren zur Approximation der Ẅarmeleitungsgleichung ein solches

”
Glttungsverhalten“ in der Zeit aufweisen, d. h.: ob auch bei irregul̈aren Anfangsdaten
dennoch beifestemt >0 die volle Approximationsordnung garantiert ist.

1.5 Hyperbolische Probleme

Die Wellengleichung

∂2tu−Δu= 0 (1.5.44)

wird in der Regel wieder auf einem ZylindergebietQT := Ω×Imit einem (meist be-
schr̈ankten) Gebiet Ω⊂Rd und einem IntervallI=(0,T] betrachtet. Die Frage nach
der Wohlgestelltheit zugeḧoriger Anfangs-Randwertaufgaben wollen wir nur f̈ur denört-
lich eindimensionalen Fall diskutieren. Die charakteristischen Steigungen der (̈ortlich)
eindimensionalenWellengleichung

∂2tu=∂
2
xu (1.5.45)

sind gerade gegeben durchdt/dx=±1, d. h.: die Charakteristiken sind alle Geraden in der
(x, t)-Ebene mit der Steigung±1. Die naẗurliche Anfangskurve Γ :={(x, t):x∈Ω,t=
0}ist also keine Charakteristik, so dass gem̈aß der Theorie die zugeḧorige Cauchysche
Anfangswertaufgabe bei Vorgabe von Werten u(x,0) =u0(x) und∂tu(x,0) =u

1(x)
l̈osbar ist. Diese L̈osung l̈asst sich im Fall einer Raumdimension leicht angeben. Wir
betrachten den Sonderfall Ω =R1. Die Koordinatentransformationξ=x+t, η=x−t
überf̈uhrt die Wellengleichung in die Form

∂ξ∂ηu=0.

Diese hat die L̈osungen der Form

u(ξ, η)=F(ξ)+G(η)
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mit beliebigen, hinreichend glatten Funktionen F(·) undG(·). Die allgemeine L̈osung
der Wellengleichung lautet demnach

u(x, t)=F(x+t)+G(x−t).

Zur Erf̈ullung der Anfangsvorgaben auf Γ muss nun gelten:

F(x)+G(x)=u0(x), F(x)−G(x)=u1(x).

Hieraus entnehmen wir, dass

F(x+t)+G(x+t)+F(x−t)+G(x−t)=u0(x+t)+u0(x−t), (1.5.46)

F(x+t)−G(x+t)−F(x−t)+G(x−t)=
x+t

x−t

u1(s)ds, (1.5.47)

und folglich,

u(x, t)=1
2
u0(x+t)+u0(x−t)+

x+t

x−t

u1(s)ds.

Dies ist die (eindeutige) klassische L̈osung der Wellengleichungzu den vorgegebenen An-
fangsdatenu0(x),u1(x) . Eine analoge Konstruktion ist auch in ḧoheren Raumdimensio-
nen m̈oglich.

t

t0

xx0A(x , t )
0 0

(x , t )
0 0

0 0
B(x , t )

Abbildung 1.5: Hyperbolisches Raum-Zeit-Gebiet

Die Form der L̈osungu(x, t) zeigt, dass bei einem hyperbolischen Problem die Aus-
breitungsgeschwindigkeit von Information endlich ist. Lokale Sẗorungen pflanzen sich ent-
lang der Charakteristiken (Geraden mit Steigung±1 ) fort. Insbesondere erzeugen un-
stetige Anfangsdaten notwendig auch unstetige L̈osungen. Dies erfordert im Falle irre-
gul̈arer Anfangs- oder Randdaten einen neuartigen L̈osungsbegriff, der auch Unstetigkei-
ten zul̈asst. F̈ur jeden Punkt (x0,t0)∈QT gibt es demnach einen”

Abḧangigkeitsbe-
reich“A(x0,t0) sowie einen”

Bestimmtheitsbereich“ B(x0,t0) , innerhalb deren sich das
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Anfangswertproblem unabḧangig vom restlichen Bereich l̈osen l̈asst:

A(x0,t0):={x∈R:|x−x0|≤t0}, B(x0,t0):={(x, t)∈R×R+:|x−x0|≤t0}.

Die Eindeutigkeit von L̈osungen der Wellengleichung erschließt man wieder am leich-
testen mit

”
Hilbertraum-Argumenten“. Seiu(x, t) eine klassische L̈osung der ARWA

∂2tu=Δu in Ω, u|t=0=u
0,∂tu|t=0=u

1,u|∂Ω=0, (1.5.48)

mit endlicher
”
Energie“ (kinetische + potentielle Energie)

E(t):=∂tu(t)
2
Ω+ ∇u(t)

2
Ω<∞.

Multiplikation der Differentialgleichung mit ∂tu, Integration̈uber Ω und anschließende
partielle Integration ergibt

0=(∂2tu−Δu, ∂tu)=
1
2
dt ∂tu

2+ ∇u2 .

Dies impliziert, dass

∂tu(t)
2+ ∇u(t)2= u1 2+ ∇u0 2, (1.5.49)

d. h. die L̈osung ist eindeutig und. h.angt bzgl. der naẗurlichen Energie-Norm stetig von
den Anfangsdaten ab. Ferner bleibt die GesamtenergieE(t) im System in der Zeit erhal-
ten. Dies entspricht der Vorstellung, dass bei einem Schwingungsprozess, etwa der Schwin-
gung eines elastischen K̈orpers oder einer Schallwelle, bei Vernachl̈assigung von D̈ampfung
im Verlaufe der Zeit keine Energie verloren geht. Ein

”
gutes“ Diskretisierungsverfahren

f̈ur die Wellengleichung sollte diese kritische Eigenschaft m̈oglichst gut nachbilden.

1.6Übungen

Übung 1.1: Gegeben sei die Anfangswertaufgabe (AWA) einer skalaren ODE

u(t)=f(t, u(t)), t≥t0, u(t0)=u
0,

mit einer analytischen Funktion f(t, x) mit gleichm̈aßig beschr̈ankten Ableitungen

sup
j,k≥0

∂jt∂
k
xf(t,·)∞ ≤K<∞, t≥t0,

(z.B.dieFunktionf(t, x) := sin(x) ). Man zeige, dass man durch den Taylor-Ansatz

u(t)=u0+
∞

k=1

f(k−1)(t0,u
0)

k!
(t−t0)

k

mit f(r)(t0,u
0):=(d/dt)rf(t, u(t))|t=t0 eine globale (d. h. f̈ur allet≥t0 existierende)

L̈osung der AWA erḧalt.
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Übung 1.2: Im Text wurde die Typeneinteilung von linearen Differentialoperatoren 2.
Ordnung mit der Aufgabe motiviert, aus gegebenen Wertenu(x0,y0) und∂nu(x0,y0)ent-
lang einer Kurve Γ die L̈osungu(x, y)über einen Taylor-Reihenansatz zu bestimmen.
Diese Konstruktion wurde allerdingsnur bis zu den drei zweiten Ableitungen∂2xu(x0,y0),
∂x∂yu(x0,y0) und∂

2
yu(x0,y0) durchgef̈uhrt und hing von der Regulariẗat einer gewissen

Matrix Aab. Man zeige, dass nach Bestimmung der zweiten Ableitungen die Konstrukti-
on der vier dritten Ableitungen∂3xu(x0,y0),∂

2
x∂yu(x0.y0),∂x∂

2
yu(x0,y0) und∂

3
yu(x0,y0)

auf dieselbe MatrixAf̈uhrt. Diese Aussage gilt auch f̈ur die weiteren, ḧoheren Ableitun-
gen. Die Vorgenommene Klassifizierung des Differentialoperators als

”
elliptisch“,

”
para-

bolisch“ oder
”
hyperbolisch“ basierend auf der Konstruierbarkeit der L̈osung aus den

Randdaten ist also sinnvoll.

Übung 1.3: Man bestimme den Typ der Differentialgleichungen

a) ∂x∂yu−∂xu=0,

b) ∂2xu+∂x∂yu+y∂
2
yu+4u=0,

c) 2(∂x+∂y)
2u+∂yu=0.

(Hinweis: Das im Text angegebene Kriterium f̈ur den Typ einer Gleichung kann auch bei
variablen Koeffizienten separat in jedemeinzelnen Ortspunkt verwendet werden.)

Übung 1.4: Eine (skalare) lineare partielle Differentialgleichung (PDE) 2. Ordnung der
Form

a11∂
2
1u+a12∂1∂2u+a21∂2∂1u+a22∂

2
2u=f

l̈asst sich durch Setzungu1:=∂1u, u2:=∂2uin ein System von PDE 1. Ordung umfor-
men:

∂2u1−∂1u2=0,

a11∂1u1+a12∂1u2+a21∂2u1+a22∂2u2=f.

Man zeige, dass sich die in der Vorlesung für (skalare) lineare PDE 2. Ordnung durch-
gef̈uhrte Typeneinteilung analog auch f̈ur Systeme 1. Ordnung der allgemeinen Form

b111∂1u1+b
1
12∂1u2+b

1
21∂2u1+b

1
22∂2u2=f1,

b211∂1u1+b
2
12∂1u2+b

2
21∂2u1+b

2
22∂2u2=f2,

vornehmen l̈asst (mit analogen Resultaten). Ziel ist dabei die Bestimmung von Kurven
Γ⊂R2, bei denen die Vorgabe von Anfangswerten f̈uru1undu2entlang Γ die Kon-
struktion aller Ableitungen vonu1undu2, beginnend mit den zweiten Ableitungen∂

2
1u1,

∂1∂2u1,∂
2
2u1,∂

2
1u2,∂1∂2u2,∂

2
2u2und damit einen Taylor-Reihenansatz f̈ur die L̈osung

erlaubt. (Bem.: Wenn die Konstruktion vonu1 undu2 auf diesem Wege m̈oglich ist,
erḧalt man f̈ur die gegebene PDE 2. Ordnung dann durch weitere Vorgabe vonuentlang
Γ aus der Kenntnis von∂1u=u1und∂2u=u2im ganzen L̈osungsgebiet dort auch eine
L̈osungudurch einfaches Aufintegrieren.)
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Übung 1.5: Im Text wurde die Poincaŕesche Ungleichung

G

|u(x)|2dx≤d2G
G

∇u(x)2dx, dG:= diam(G),

nur f̈ur Funktionenu∈V0(G) formuliert, d. h. welche auf dem ganzen Rand∂Gnull sind.
Der Beweis funktioniert aber auch f̈ur Funktionen, die nur entlang eines Teils Γ⊂∂G
des Randes mit L̈ange|Γ| = 0 null sind, d. h. auf dem Raum

V0(Γ;G):={v∈C
1(G)∩C(G):∇v∈L2(G)n,v|Γ=0}.

(i) Man f̈uhre den Beweis dieser Verallgemeinerung der Poincaŕeschen Ungleichung f̈ur das
EinheitsquadratQ=(0,1)2⊂R2und den Randteil Γ :={x=(x1,0) : 0≤x1≤1}.

(ii) Kann die Poincarésche Ungleichung g̈ultig bleiben, wenn der Randteil Γ⊂∂Gtrivial
ist, etwa nur aus einem Punkt besteht? Manuntersuche diese Frage anhand der in (i)
gegebenen Situation mit Γ :={(0,0)}. Welche Konsequenzen hat die Antwort auf diese
Frage f̈ur die 1. RWA des Laplace-Operators? (Hinweis: Man betrachte die Folge der
Funktionenuk(r, θ)=r

1/k.)

Übung 1.6: Auf einem beschr̈ankten Gebiet Ω⊂Rnmit glattem Rand∂Ωwerdendie
folgende (a) zweite und (b) dritte Randwertaufgabe betrachtet:

(a) −Δu+au=f in Ω, ∂nu=g auf∂Ω,

(b) −Δu+au=f in Ω, ∂nu+αu=g auf∂Ω,

mit Konstanten a>0 undα≥0 . Man zeige, dass diese RWAn jeweils ḧochstens eine

”
klassische“ L̈osungu∈C2(Ω)∩C1(Ω) haben k̈onnen. Welches Problem ergibt sich im
Falla=0,d.h.f̈ur den reinen Laplace-Operator?

Übung 1.7: F̈ur die klassische L̈osung der Randwertaufgabe

−Δu= 1 in Ω, u=0 auf ∂Ω,

auf einem glatt berandetem Gebiet Ω⊂Q1:={(x, y)∈R
2|0<x,y<1}zeige man mit

Hilfe des Maximumprinzips die Einschließung 0≤u(x)≤1
8
. (Hinweis: Man vergleicheu

mit der quadratischen Funktion v=1
4
x(1−x)+1

4
y(1−y).)

Übung 1.8: Der Laplace-Operator Δ = div grad hat f̈ur Funktionenu=u(r, θ)in
Polarkoordinaten (r, θ)∈[0,∞)×[0,2π] die folgende Form:

Δu=(∂2r+r
−1∂r+r

−2∂2θ)u.

(i) F̈ur einω∈(0,2π]seiSω:={(r, θ):r>0,θ∈(0,ω)}der zugeḧorige Sektor der
(x, y)-Ebene. Man zeige, dass die auf dem GebietG:=Sω∩K1(0) definierte Funktion

sω(r, θ):=r
π/ωsin(θπ/ω)
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harmonisch ist, d. h. Δsω≡0 , und den Randbedingungensω(r,0) =sω(r, ω)=0 sowie
sω(1,θ)=sin(θπ/ω)gen̈ugt.

(ii) Man zeige, dass im Fallπ<ω≤2π,d.h.imFalleinesstumpfenInnenwinkels, die
ersten Ableitungen dieser Funktion zwar unbeschr̈ankt aber noch (uneigentlich) quadrat-
integrabel sind, dass ihre zweiten Ableitungen aber nicht mehr quadrat-integrabel sind.
Wie sieht das bei spitzenInnenwinkeln, d. h. 0<ω<π,aus?

Dieses Beispiel zeigt, dass klassische L̈osungen von elliptischen RWAn auch zu glatten
Daten am Gebietsrand nicht regul̈ar zu sein brauchen.

Übung 1.9: Man untersuche, ob die folgenden Funktionen auf dem Einheitsquadrat Ω =
{(x, y)∈R2|0<x,y<1}im Sobolew-RaumH1(Ω) liegen:

a) u(x, y)=|x−y|1/2, b) u(x, y)=sinln(1/r),r= x2+y2
1/2
.

(Hinweis: Man untersuche die “uneigentliche” Riemann-Integrabiliẗat der Ableitungen.)

Übung 1.10: Man zeige, dass für Funktionenu∈H1(Ω) unter der Mittelwertbedingung

Ω

u(x)dx=0

ebenfalls die Poincaŕesche Ungleichung gilt (mit einer KonstantecΩ):

uΩ≤cΩ ∇uΩ.

(Hinweis: Zum Beweis gibt es zwei alternative Wege: Modifikation des direkten Beweises
aus dem Text unter Verwendung von

”
Randwerten“u|Γ= 0 , oder Widerspruchsargument

unter Verwendung des Rellichschen Auswahlsatzes.)

Übung 1.11: Man zeige mit Hilfe der Poincaŕeschen Ungleichung aus Aufgabe 3.2 die
eindeutige L̈osbarkeit der

”
Neumannschen Randwertaufgabe“ (2. RWA)

−Δu=fin Ω, ∂nu=0 auf∂Ω,

im QuotientenraumH1(Ω)/R f̈ur rechte Seitenf∈L2(Ω) mit Mittelwert Null:

Ω

f(x)dx=0.

(Hinweis: Man modifiziere den Existenzbeweis f̈ur schwache L̈osungen der 1. RWA des
Laplace-Operators im Sobolew-RaumH10(Ω) f̈ur die 2. RWA im Sobolewschen Quotien-
tenraumH1(Ω)/R. Dabei bedeutet

”
Eindeutigkeit inH1(Ω)/R“, dass eine

”
schwache“

L̈osung inH1(Ω) existiert und bis auf eine additiveKonstante eindeutig bestimmt ist.)
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Übung 1.12: Auf welchem der folgenden Gebiete ist die RWA

−Δu= 0 in Ω, u|∂Ω=0,

wohl gestellt, d. h. besitzt eine eindeutige schwache L̈osungu∈H10(Ω) (mit Begr̈undung)?

a) gepunktete Kreisscheibe

Ω={x∈R2|0<|x|<1}⊂R2;

b) geschlitzte Kreisscheibe

Ω={x∈R2||x|<1}\Γ, Γ:={x∈R2|−1
2
≤x1≤

1
2
,x2=0}⊂R

2.

Übung 1.13: Man gebe eine variationelle Formulierung der folgenden Randwertaufgabe
an:

−Δu+u=f in Ω, ∂nu+u|∂Ω=g,

und begr̈unde, dass deren L̈osung im Falle ausreichender Glattheit die RWA l̈ost.

Übung 1.14: Welche von den folgenden Sobolewschen Ungleichungen sind richtig?

a) uL∞(Ω)≤cuH2(Ω), u∈H2(Ω),Ω⊂R3;

b) uL∞(Ω)≤cuH1,1(Ω), u∈H1,1(Ω),Ω⊂R1;

c) uL∞(Ω)≤cuH1(Ω), u∈H1(Ω),Ω⊂R2;

d) uL1(∂Ω)≤cuH1,1(Ω), u∈H1,1(Ω),Ω⊂R2.

Man erkläre die Bedeutung der verwendeten Funktionenr̈aume und Normen.

Übung 1.15: F̈ur die (klassische) L̈osung der Ẅarmeleitungsgleichung

∂tu(x, t)−Δu(x, t)=0 inQT:= Ω×(0,T], u|t=0=u
0(x),u|∂Ω=0,

zeige man mit Hilfe der
”
Spektraltechnik“ f̈uru0∈H10(Ω) die a priori Abscḧatzung

∂tu(·,t)+ Δu(·,t)≤t
−1/2∇u0, t>0.

Übung 1.16: Man konstruiere mit Hilfe der Methode der Variablenseparation eine Lösung
der sog.

”
1. Anfangs-Randwert-Aufgabe (1. ARWA)“ der Wellengleichung

∂2tu(x, t)−Δu(x, t)=0, u|t=0=u
0, ∂tu|t=0=u

1, u|∂Ω=0.

Welche Regularität muss dabei f̈ur die Anfangswerteu0undu1gefordert werden? (Hin-
weis: Man orientiere sich am entsprechenden Beweis f̈ur die Ẅarmeleitungsgleichung unter
Verwendung des ONS von Eigenfunktionen des Laplace-Operators.)





2 Differenzen-Verfahren f̈ur elliptische Probleme

In diesem Kapitel werden wir zun̈achst die klassischen Differenzenapproximationen zur
L̈osung elliptischer Randwertaufgaben (RWAn) diskutieren. DerÜbersichtlichkeit halber
beschr̈anken wir uns dabei auf das Modellproblem der Poisson-Gleichung in zwei Raum-
dimensionen mit Dirichletschen Randbedingungen, d. h. auf die 1. RWA:

Lu:=−Δu=f in Ω, u=gauf∂Ω. (2.0.1)

Das Definitionsgebiet Ω⊂R2wird zun̈achst wieder als glatt berandet oder als konvexes
Polygongebiet vorausgesetzt. Die Problemdatenf, gsind ebenfalls glatt, so dass die im
vorigen Kapitel beschriebenen Resultate anwendbar sind. Erweiterungen f̈ur Probleme mit
variablen Koeffizienten oder anderen Randbedingungen sowie auf den dreidimensionalen
Fall werden gegebenenfallsin Bemerkungen diskutiert.

2.1 Allgemeine Differenzenapproximationen

Zur Definition einer sog.
”
Differenzenapproximation“ der RWA wird das L̈osungsgebiet

Ω durch ein endliches (nicht notwendigäquidistantes oder kartesisches) Punktgitter̈uber-
deckt. Wir definieren disjunkte Punktmengen

Ωh:={”
innere” Gitterpunkte in Ω}, ∂Ωh:={”

Rand-Gitterpunkte” nahe bei∂Ω},

und setzenΩh:= Ωh∪∂Ωh. Welche Punkte zu∂Ωh geḧoren, ḧangt von der Eigenart
der geẅahlten Differenzenapproximation ab; im folgenden werden verschiedene Beispiele
betrachtet. Der Parameterh>0 beschreibt wieüblich die

”
Feinheit” des GittersΩh,

d. h. so etwas wie den maximalen (horizontalen oder vertikalen) Abstand benachbarter
Gitterpunkte. Die Gitterpunkte in ∂Ωh seien̈ahnlich dicht verteilt wie die in Ωh.Die
Differentialgleichung wird nun in den Punkten in Ωhbetrachtet und jede Ableitung durch
einen Differenzenquotient ersetzt. Diese Differenzenappoximation greift dabei auch auf
Randpunkte in∂Ωh zur̈uck. So ergibt sich ein Differenzenschema zur Bestimmung einer
diskreten L̈osunguh:Ωh→Rder allgemeinen Gestalt

Lhuh(P)=fh(P)f̈urP∈Ωh, uh(P)=gh(P)f̈urP∈∂Ωh, (2.1.2)

wobeifhundghgeeignete Approximationen der rechten Seitefbzw. der Randwerteg
sind (im einfachsten Fall etwafh(P)=f(P) undgh(P)=g(P) ). Auf naẗurliche Weise
verstehen wir die Anwendung des OperatorsLh auch auf die kontinuierliche L̈osung
u∈C(Ω) . Zur Konstruktion konkreter Differenzenoperatoren definieren wir zu jedem
Punkt eine Umgebung von (verschiedenen) Punkten

N(P):={Qi,i=0, ..., rP} (Konvention:Q0:=P),

auf denen eine Differenzenapproximation des Laplace-Operators definiert ist. Der Diffe-
renzenoperator hat dann die folgende Form:

49
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Lhuh(P)=
Q∈N(P)

σ(P, Q)uh(Q), (2.1.3)

mit gewissen Koeffizienten σ(P, Q). Diese sind so zu bestimmen, dass die folgenden For-
derungen erf̈ullt sind:

i)Konsistenz: Das Schema ist
”
konsistent”, d. h.: F̈ur den

”
Abschneidefehler”

τh(P):=Lhu(P)−fh(P), P∈Ωh,

gilt

max
P∈Ωh

|τh(P)|→0 (h→0). (2.1.4)

Wünschenswert ẅare eine m̈oglichst hohe
”
Konsistenzordnung“ m≥1 , d. h.:

max
P∈Ωh

|τh(P)|=O(h
m). (2.1.5)

Wir werden uns im Folgenden üblicherweise meist mitm=2 begn̈ugen. AusÖkonomie-
gr̈unden wird manrP von moderater Gr̈oße ẅahlen (rP≈4−24 in zwei Raumdimen-
sionen).

ii)Stabiliẗat: Das Differenzenschema ist wohl-gestellt, d. h.: Es bestimmt eindeutige
diskrete L̈osungen (uh(P))P∈Ωh, welche gleichm̈aßig bzgl.hstetig von den Daten des
Problems abḧangen. Dazu ẅare z. B. eine Stabiliẗatsabscḧatzung der folgenden Form zu
beweisen:

max
P∈Ωh

|uh(P)|≤cstab max
P∈Ωh

|Lhuh(P)|+max
P∈∂Ωh

|uh(P)|, (2.1.6)

mit einer von hunabḧangigen Konstantecstab>0.

iii)Vertr̈aglichkeit:Der DifferenzenoperatorLhsoll analoge charakteristische Eigenschaf-
ten wie der kontinuierlicheLbesitzen; z. B.: Symmetrie, Definitheit, Maximumprinzip
etc..

Das Hauptziel der Konvergenzanalyse von Differenzenschemata ist der Nachweis, dass
eine Konsistenzordnungm auch eine Konvergenzordnungm des Fehlerseh:=u−uh
impliziert:

max
P∈Ωh

|eh(P)|=O(h
m), (2.1.7)

vorausgesetzt, die L̈osunguist ausreichend regul̈ar.
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2.1.1 Konsistenz

F̈ur den Fallfh(P)=f(P) betrachten wir o.B.d.A. den PunktP=Q0= 0 und die
PunktumgebungN(P)={Qi=(xi,yi),i=0, ..., rP}. Taylorentwicklung ergibt:

u(Qi)=u(P)+xi∂xu(P)+yi∂yu(P)+
1
2
x2i∂

2
xu(P)+xiyi∂x∂yu(P)+

1
2
y2i∂

2
yu(P)+···.

Wir wollen aus diesem Ansatz die Koeffizienten σi:=σ(P, Qi) im Differenzenoperator
so bestimmen, dass eine vorgegebene Konsistenzordnung garantiert ist. Mit dem Ansatz
τh(P)=O(h

m)erḧalt man durch Koeffizientenvergleich als notwendige und hinreichende
Bedingung f̈ur Konsistenz:

(B0)Konsistenz:F̈ur die Koeffizienten des Differenzenschemas gilt:

rP

i=0

σi=

rP

i=0

xiσi=

rP

i=0

yiσi=

rP

i=0

xiyiσi=0,
1
2

rP

i=0

x2iσi=
1
2

rP

i=0

y2iσi=1. (2.1.8)

Aus diesen Beziehungen sind die Koeffizienten σi,i=0, ..., rP,im Differenzenoperator
Lh zu bestimmen. F̈ur Konsistenz sind also im allgemeinen Fall eines v̈ollig unstruktu-
rierten Gitters mindestens 6 Punkte inN(P) erforderlich. Die Konsistenz des Diffe-
renzenschemas ist offenbar̈aquivalent dazu, daß der Differenzenoperator

”
exakt” ist f̈ur

quadratische Polynome:

u∈P2: Lhu(P)=Lu(P), P∈Ωh. (2.1.9)

Da man in der Regel Diskretisierungen auf Folgen von Gittern mit Gitterweitenh→ 0
betrachtet, f̈uhrt man skalierte Parameterξi=h

−1xi,ηi=h
−1yiein, um sich von der

h-Abḧangigkeit in den Koeffizienten zu befreien. Wegen

1
2
h2

rP

i=0

ξ2iσi=
1
2
h2

rP

i=0

η2iσi=1,

istσi=0 oderσi∼h
−2. Wenn also eine L̈osung f̈ur (σ0,...,σrP) existiert, dann ergibt

sich f̈ur den Konsistenzfehler

τh(P)=(Lhu−Lu)(P)=O(h
3ξ3iσi+...)=O(h). (2.1.10)

Auch bei ganz irregul̈arer Gitterpunktsanordnung erḧalt man somit schon mindestens eine
Konsistenzordnungm= 1 . Es gibt mehrere M̈oglichkeiten, die Ordnung zu erḧohen:

– Man nimmt mehr Gitterpunkte in die MengeN(P)auf.

– Man ordnet das Gitter regul̈ar an, um in der Taylor-Entwicklung des Abschneide-
fehlers Weghebeffekte zu erzielen.
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Ω

Ω

Ω

Ω

h
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h
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Randknoten

P

h

0

✱

Abbildung 2.1: Gitter f̈ur Differenzenapproximation

Wir werden uns nun im Folgenden mit regulären, speziell̈aquidistanten, kartesischen
Gittern bescḧaftigen. Der Einfachheit halber sollen die Gitterpunktëaquidistant entlang
von Parallelen zu den Koordinatenachsen angeordnet sein. Dabei bezeichnetR2h das ge-
samte denR2 überdeckende Punktgitter. Die Schnittpunkte der Gitterlinien mit dem
Rand ∂Ω bilden dabei naẗurliche Sẗutzpunkte f̈ur die Approximation der Randwerte.
Die
”
Gitterweite“ hhat auf solchen Gittern eine naẗurliche Bedeutung.

Die einfachste Approximation Δh≈Δ des Laplace-Operators verwendet zentrale Dif-
ferenzenquotienten 2. Ordnung in jeder der Koordinatenrichtungen. Man erḧalt den sog.

”
5-Punkte-Operator“:

Δ
(5)
h uh(x, y):=

1

h2
u(x±h, y)+u(x, y±h)−4u(x, y)

f̈ur innere GitterpunkteP=(x, y)∈Ωh. Wir verwenden hier die Konvention, dass

”
±h”abk̈urzend f̈ur die Summe der beiden Terme

”
+h” und

”
−h” steht. Die Konsisten-

zordnung dieser Differenzenapproximation ist wegen derÄquidistanz des Gitters und der
symmetrischen Plazierung der Sẗutzpunktem=2:

|Δ
(5)
h u(P)−Δu(P)|≤

1
6
M4(u)h

2, (2.1.11)

wobeiM4(u):=maxΩ{|∂
i
x∂
j
yu|,i+j=4}. Diese Aussage bleibt sinngem̈aß g̈ultig, wenn

das Gitter nur in jeder einzelnen der Koordinatenrichtungenäquidistant ist. Dagegen
ginge die Konsistenzordnung aufm=1 zur̈uck, wenn das Gitter zwar kartesisch, aber
innerhalb einer Koordinatenrichtung nichẗaquidistant ẅare. Ḧohere Approximationsord-
nungen lassen sich z. B. auf einem gleichf̈ormigen Gitter durch Hinzunahme von weiteren
Punkten in der Umgebung des Auswertungspunkts (x, y) erzielen:

i) Approximation der zweiten Ableitungen im Laplace-Operator durch zentrale Differen-
zenquotienten auf jeweils 5 Punkten ergibt den

”
gestreckten“ 9-Punkte-Operator:

Δ
(9)
h uh(x, y)=

1

12h2
−u(x±2h, y)+16u(x±h, y)−u(x, y±2h)+16u(x, y±h)−60u(x, y).
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Dieser Differenzenoperator hat offensichtlich die Konsistenzordnungm=4,dochhatdie
zugeḧorige Koeffizientenmatrix wegen des Vorzeichenwechsels ung̈unstige Eigenschaften.

ii) Der
”
kompakte“ 9-Punkte-Operator verwendet neben dem Auswertungspunkt (x, y)

die 8 direkten Nachbarpunkte (x±h, y),(x±h, y±h),(x, y±h):

Δ̄
(9)
h uh(x, y)=

1

6h2
4u(x±h, y)+4u(x, y±h)+u(x±h, y±h)−20u(x, y).

Dieses Schema hat zun̈achst auch nur die Ordnungm =2,dochkannmanesdurch
eine Modifikation bei der Auswertung der rechten Seite auf die Ordnungm= 4 bringen
(̈Ubungsaufgabe):

f(x, y)→fh(x, y):=f(x, y)+
1
12
h2Δ

(5)
h f(x, y). (2.1.12)

Approximation entlang des Randes: Bei der Approximation am (m̈oglicherweise ge-
kr̈ummten) Rand des Gebiets gibt es verschiedene M̈oglichkeiten, die, wie wir sp̈ater sehen
werden, durchaus auf unterschiedliche Approximationsordnungen f̈uhren. Wir betrachten
wieder den 5-Punkte-Operator und definieren zun̈achst die folgenden Gitterpunktmengen:

Ωh:={P∈R
2
h|N(P)⊂Ω}, ∂Ωh:=

P∈Ωh

N(P)\Ωh.

i)Konstante Randwertextrapolation: In Punkten von Ωh wird der 5-Punkte-Operator
angesetzt, und in PunktenP∈∂Ωh werden die Randwerteuh(P)=g(P

0) verwendet.
Dabei istP0derP entlang einer der Koordinatenachsen am n̈achsten gelegene Punkt
auf∂Ω . Dies ergibt entlang des Randes nur eine Approximationsordnungm=1.

P
0 P

Ω

Abbildung 2.2: Schema der konstanten Randapproximation

ii)Lineare Randwertinterpolation:Jeder PunktP∈∂Ωhliegt inx- und/odery-Richtung
zwischen zwei PunktenP0∈∂Ω undP1∈Ωh mit Absẗanden 0≤αh < hzuP0und
hzuP1. Man setzt dann (lineare Interpolation):

uh(P):=
1

1+α
g(P0)+αuh(P1). (2.1.13)

Damit wird eine implizite Kopplung der Randwerte an die
”
inneren“ L̈osungswerte be-

wirkt. Diese Randwertapproximation hat die Ordnungm=2.
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P
0 P P1

Ω

Abbildung 2.3: Schema der linearen Randapproximation

iii)Shortley1-Weller2-Approximation:Wir definieren die folgenden Punktmengen:

Ω0h:={P∈R
2
h|N(P)⊂Ω}, ∂Ω∗h:=

P∈Ω0h

N(P)\Ωh,

Ωh:= Ω
0
h∪∂Ω

∗
h, ∂Ωh:={Schnittpunkte der Gitterlinien mit∂Ω}.

In PunktenP∈Ωh wird wieder der normale 5-Punkte-Operator und in den”
fiktiven“

Randpunkten P∈∂Ω∗h der modifizierte 5-Punkte-Operator verwendet (siehe die sche-
matische Darstellung):

−Δ∗huh(x, y):=h
−2 2

α
+
2

β
uh(x, y)−

2

1+α
uh(x+h, y)−

2

α(1 +α)
uh(x−αh, y)

−
2

1+β
uh(x, y+h)−

2

β(1 +β)
uh(x, y−βh) =f(x, y),

gem̈aß

−Δ∗huh=f auf∂Ω∗h, (2.1.14)

mit den Werten uh(P):=g(P)auf∂Ωh.F̈ur diesen Differenzenoperator gilt

|Δ∗hu(P)−Δu(P)|≤
2
3
M3(u)h, (2.1.15)

wobeiM3(u):=maxΩ{|∂
i
x∂
j
yu|,i+j=3}.

1George H. Shortley (1910–????): US-Amerikanischer Astro-Physiker; wirkte 1935-2011 als Prof. an
der Johns Hopkins University.
2Royal Weller (????–????): US-Amerikanischer Physiker und Ingenieur; die nach ihm und G. H. Short-

ley benannte Methods findet sich in
”
The numerical solution of Laplace’s equation“, J. Appl. Physics 9,

334 (1938); Mitherausgeber zweier Lehrb̈ucher
”
Modern Physics for the Engineer“ (1954) und

”
Modern

Mathematics for the Engineer“ (2013).
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(x, y+h)

(x+h, y)
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β

αh
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hGitterweite

(x, y)Sẗutzpunkt

0<α,β≤1,αβ<1

Abbildung 2.4: Schema der Shortley-Weller-Approximation

Die Verwendung dieser Differenzenapproximationen f̈uhrt auf Schemata der Form

Lhuh=fh in Ωh, Rhuh=gh auf∂Ω∗h, (2.1.16)

wobei der
”
Randoperator“ Rh die jeweilige Randwertapproximation beschreibt. Dabei

werden die echten Randwerte vonuhauf∂Ωh unter Umsẗanden implizit mit Werten im
Innern verkoppelt. In diesem Fall sind alle Werteuh(P),P∈Ωh, zu bestimmen. Der Dif-
ferenzenoperatorLh steht f̈ur den normalen 5-Punkte-Operator in Ωh und gegebenfalls
den modifizierten Shortley-Weller-Operator auf∂Ω∗h. Im einfachsten Fall der trivialen
RandwertapproximationRhuh=uh k̈onnen die Randwerteuh(P)=gh(P),P∈∂Ωh,
direkt eliminiert werden. Wir werden im folgenden nur diesen Fall weiter diskutieren.

Bemerkung:Die obigen Differenzenschemata haben naẗurliche Analoga in drei Raum-
dimensionen. Man spricht dannaus naheliegendem Grund vom

”
7-Punkte-Operator“.

Dessen Abschneidefehler gen̈ugt der Abscḧatzung

|Δ
(7)
h u(P)−Δu(P)|≤

1
4
M4(u)h

2. (2.1.17)

2.2 Eigenschaften der Differenzengleichungen

Ausgangspunkt der folgenden Untersuchungen ist das Differenzenschema der Gestalt

Lhuh(P):=
Q∈N(P)

σ(P, Q)uh(Q)=fh(P), P∈Ωh, (2.2.18)

uh(P)=gh(P), P∈∂Ωh, (2.2.19)



56 KAPITEL 2. DIFFERENZEN-VERFAHREN F̈UR ELLIPTISCHE PROBLEME

mit geeigneten Approximationen fh(·)zufundgh(·)zug. Wir definieren die Koeffi-
zentenσ(P, Q):=0f̈ur PunkteQ∈N(P). F̈urP∈Ωhgilt dann

Q∈Ωh

σ(P, Q)uh(Q)=fh(P)−
Q∈∂Ωh

σ(P, Q)gh(Q). (2.2.20)

Bei (beliebiger) Numerierungder Gitterpunkte etwa gem̈aß Ωh={Pn,n=1, ..., N},
∂Ωh={Pn,n=N+1, ..., N+M}ergibt sich ein quadratisches Gleichungssystem f̈ur
den Vektor der (inneren) KnotenwerteU=(Un)

N
n=1,Un:=uh(Pn):

AU=F, (2.2.21)

mit A=(Anm)
N
n,m=1,F=(Fn)

N
n=1,wobei

Anm:=σ(Pn,Pm), Fn:=fh(Pn)−

N+M

m=N+1

σ(Pn,Pm)gh(Pm).

1

5

9

13

2

6

10

14

3

7

11

15

4

8

12

16

h

h

h= 1
m+1

Gitterweite

N=m2
”
innere“ Gitterpunkte

Abbildung 2.5: Differenzengitter

Beispiel (
”
Modellproblem”): Im Fall des Einheitsquadrats Ω = (0,1)2ergibt sich f̈ur

den 5-Punkte-Operator bei zeilenweiser Durchnumerierung des GittersΩh={Pij}
m+1
i,j=0

die folgende d̈unn-besetzte Matrix der DimensionN=m2:

A=
1

h2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Bm −Im

−Im Bm −Im

−Im Bm
...

...
...

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

N Bm =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1

−1 4 −1

−1 4
...

...
...

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

m

mit der m×m-EinheitsmatrixIm. Die rechte Seite istF:= (f(x11),...,f(xmm))
T.Die

Matrix Aist eine d̈unn besetzte Bandmatrix mit der Halbbandbreitem, symmetrisch
und (irreduzibel) diagonal-dominant. Damit ist sie auch regul̈ar und positiv definit.

Bemerkung: In drei Raumdimensionen hat die entsprechende Matrix die Dimension
N=m3und die Halbbandbreitem2. Ansonsten hat sie dieselben Eigenschaften wie in
zwei Dimensionen.
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Im allgemeinen Fall ist f̈ur moderatesrP die MatrixAd̈unn besetzt, aber ḧaufig we-
gen der Randwertapproximationnichtsymmetrisch. Dies ẅare ein schwerwiegender Nach-
teil, etwa bei der Approximation von Eigenwertaufgaben zum Laplace-Operator. Um die
Regulariẗat vonAbzw. die L̈osbarkeit der Differenzengleichung garantieren zu k̈onnen,
formulieren wir die folgenden Strukturbedingungen in numerierungs-unabḧangiger Form:

(B1)Erweiterte Diagonaldominanz: F̈ur PunkteP∈Ωh gilt:

(i)

Q∈Ωh,Q=P

|σ(P, Q)|≤|σ(P, P)|, (2.2.22)

und f̈ur PunkteP∈Ω∗h:={Q∈Ωh:N(Q)∩∂Ωh=∅}:

(ii)
Q∈Ωh,Q=P

|σ(P, Q)|<|σ(P, P)|. (2.2.23)

(B2)Nicht-negativer Typ: F̈ur PunkteP∈Ωh undQ∈Ωh\{P}gilt:

σ(P, P)>0, σ(P, Q)≤0. (2.2.24)

(B3)Zusammenhang: Es ist∂Ωh=∅, und mitN(P):={Q∈Ωh,σ(P, Q)=0}gilt
f̈ur jede echte TeilmengeSh⊂Ωh:

P∈Sh

N(P)∩(Ωh\Sh)=∅. (2.2.25)

Die ersten beiden Bedingungen (B1) und (B2) werden von vielen Differenzenschema-
ta, insbesondere solchen ḧoherer als zweiter Ordnung (z. B.: der

”
gestreckte” 9-Punkte-

Operator), nicht erf̈ullt. Die hier betrachteten 5-Punkte-Schemata mit Randapproximati-
on gen̈ugen ihnen aber. Wir zeigen im Folgenden,wie bei den einzelnen Randapproxima-
tionen die Bedingung (B1ii) erf̈ullt ist.

i) Konstante Randwertextrapolation: F̈urP∈Ω∗h gilt

Q∈Ωh,Q=P

|σ(P, Q)|≤3h−2=3
4
|σ(P, P)|,

ii) Lineare Randwertinterpolation: F̈urP∈Ω∗h gilt

Q∈Ωh,Q=P

|σ(P, Q)|≤4− α
1+α
h−2≤4h−2=|σ(P, P)|,

iii) Shortley-Weller-Randwertapproximation: F̈urP∈Ω∗h gilt

Q∈Ωh,Q=P

|σ(P, Q)|≤ 2
1+α
+ 2
1+β
h−2≤1

2
2
α
+2
β
h−2=1

2
|σ(P, P)|.
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Die dritte Bedingung (B3) sichert die Kopplung eines jeden inneren Gitterpunktes
P∈Ωh mit allen anderen, insbesondere mit den Randpunkten. Die Eigenschaft des
kontinuierlichen Problems, dass sich eine kleine Sẗorung in einem Punkt global bemerkbar
macht, spiegelt sich hier wider.

Die obigen Eigenschaften des Differenzenschemas korrespondieren zu den bereits be-
kannten der zugeḧorigen KoeffizientenmatrixA. unabḧangig von der geẅahlten Numerie-
rung der Gitterpunkte implizieren die Bedingungen (B1) und (B3) zun̈achst die einfache
Diagonaldominanz von A,dar̈uber hinaus aber auch die sẗarkere

”
irreduzible Diago-

naldominanz” (analog dem
”
schwachen Zeilensummenkriterium“ f̈ur die Konvergenz des

bekannten Jacobi- oder des Gauß-Seidel-Verfahrens). Die Bedingung (B2) entspricht einer
analogen f̈urA.

Um Existenz und Eindeutigkeit einer L̈osung f̈ur das allgemeine Differenzenschema ga-
rantieren zu k̈onnen, geht man̈ahnlich wie im Kontinuierlichen vor und nutzt ein diskretes
Analogon des

”
Maximumprinzips”.

Satz 2.1 (Diskretes Maximumprinzip):Unter den Voraussetzungen (B1i), (B2) und
(B3) gen̈ugt das zugeḧorige Differenzenschema einem

”
diskreten Maximumprinzip“, d. h.:

Gitterfunktionenuh mit der Eigenschaft

Lhuh(P)≤0, P∈Ωh, (2.2.26)

haben inΩh kein positives Maximum. Genauer giltuh≤0aufΩh oder

max
Ωh

uh≤max
∂Ωh
uh. (2.2.27)

Beweis:Wir nehmen an, dass (2.2.26) für einuh erf̈ullt ist, und f̈uhren den Beweis
indirekt. Es gebe also einen PunktP0∈Ωh,sodass

M :=uh(P0)=max
Ωh

uh>0, max
∂Ωh

uh<M.

Ausgehend vonLhuh(P)≤0 , folgt mit Bedingung (B2):

uh(P0)≤−
Q=P0

σ(P0,Q)

σ(P0,P0)
uh(Q)=

Q=P0

σ(P0,Q)

σ(P0,P0)
uh(Q)

=
Q=P0

σ(P0,Q)

σ(P0,P0)
uh(P0)+

Q=P0

σ(P0,Q)

σ(P0,P0)
{uh(Q)−uh(P0)}.

Weiter gilt wegen Bedingung (B1i)

Q=P0

σ(P0,Q)

σ(P0,P0)
≤1,
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und folglich (uh(P0)=M)

M ≤M+
Q∈N(P0)\{P0}

σ(P0,Q)

σ(P0,P0)
{uh(Q)−M}.

Da nach Voraussetzung uh(Q)≤ M ist, muss alsouh(Q) =M in allen Punkten
Q∈N(P0) (d. h. solchen mitσ(P0,Q)= 0 ) sein, da sonst ein Widerspruch entsteht.
Anwendung derselben Schlussweise f̈ur alle Punkte inN(P0) liefert

uh(Q)=M, Q∈
P∈N(P0)

N(P).

Mit Hilfe der Bedingung (B3) erschließen wirdann durch sukzessive Fortsetzung dieses
Arguments, dassuh≡M auf Ωh. Nach Voraussetzung ist∂Ωh=∅, so dass es wegen
(B3) einen PunktQ∈∂Ωh∩N(P) mit einem”

inneren“ PunktP∈Ωh geben muss.
F̈ur diesen folgt dannuh(Q)=M, was im Widerspruch zur Annahme max∂Ωhuh<M
steht. Q.E.D.

Das diskrete Maximumprinzip hat eine Reihe von wichtigen Folgerungen f̈ur die obigen
Differenzenschemata.

Korollar 2.1 (Eindeutigkeit): Unter den Voraussetzungen (B1), (B2) und (B3) besitzt
das Differenzenschema (2.2.18), (2.2.19) genau eine L̈osunguh.ImFallefh≥0folgt
ausgh≥0auchuh≥0.

Beweis:i) Wegen der̈Aquivalenz von (2.2.18), (2.2.19) zu dem GleichungssystemAhU=

Fh gen̈ugt es, die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien alsou
(1)
h undu

(2)
h zwei L̈osungen:

Lhu
(i)
h =fh in Ωh, u

(i)
h =gh auf∂Ωh.

F̈ur die Differenzwh:=u
(1)
h −u

(2)
h gilt dann

Lhwh= 0 in Ωh, wh=0 auf∂Ωh.

Nun wird das diskrete Maximumprinzip aufLhwh≤0 sowie aufLh(−wh)≤0 angewen-
det. Ersteres ergibtwh≤0 und letztereswh≥0 und folglichwh≡0.

ii) Sei nunfh≥0 undgh≥0 . Dann impliziert das diskrete Maximumprinzip angewendet
f̈ur−uh,dassentwederuh≥0oder minΩhuh=−maxΩh(−uh)≥−max∂Ωh(−gh)=
min∂Ωhgh, was zu beweisen war. Q.E.D.

Im n̈achsten Abschnitt werden wir das diskrete Maximumprinzip verwenden, um die
stetige Abḧangigkeit der L̈osungen von den Problemdaten zu zeigen. Dies wird sich als
Nebenprodukt einer sehr viel sẗarkeren Stabiliẗatsungleichung ergeben.
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Korollar 2.2 (Inverse Monotonie): Unter den Voraussetzungen (B1), (B2) und (B3)
ist die zum DifferenzenoperatorLhbei beliebiger Numerierung der Gitterpunkte geḧoren-
de KoeffizientenmatrixA eine sog.

”
M-Matrix” (invers-monotone Matrix), d. h.: Ihre

InverseA−1ist elementweise nicht negativ:

A−1≥0. (2.2.28)

Beweis:Die MatrixAwird wieüblich geschrieben als SummeA=L+D+R einer
linken unteren DreiecksmatrixL, einer DiagonalmatrixD und einer rechten oberen
Dreiecksmatrix R. Die Bedingungen (B1), (B2) und (B3) implizieren, wie oben bereits
bemerkt, die (irreduzible) Diagonaldominanz vonA und damit 1) die Regulariẗat von
AundD und 2) die Kontraktiviẗat spr(J)<1 der Jacobi-MatrixJ:=−D−1(L+R).
Dann existiert eine (naẗurliche) Matrizennorm ·, bzgl. derer J <1 ist. Hiermit
folgt die Existenz der Reihe (im Sinne der Matrizenkonvergenz)

∞

k=0

Jk=(I−J)−1.

Bedingung (B2) garantiert, dass (elementweise)J=−D−1(L+R)≥0 und folglich auch

A−1D=(D−1A)−1=(I+D−1(L+R))−1=(I−J)−1=
∞

k=0

Jk≥0.

Wegen D−1≥0 impliziert diesA−1≥0. Q.E.D.

Die MatrixA−1ordnet der rechten Seitefh und den Randwertengh eindeutig den
L̈osungsvektorUder Differenzengleichung zu:

A−1:{fh,gh}→U=A
−1F(fh,gh).

Damit ist A−1 das algebraischeÄquivalent der kontinuierlichen Greenschen Funktion
G(·,·):

G:{f, g}→u(x)=
Ω

G(x, y)f(y)dy−
∂Ω

∂nG(x, y)g(y)dy.

Als Folgerung des Maximumprinzips ist G(x, y)≥0,x=y, was analog zur gerade
gezeigten EigenschaftA−1≥0ist.

2.2.1 Das Konvergenzverhalten von Differenzenverfahren

Die Grundlage der Fehleranalyse f̈ur die oben eingef̈uhrten Differenzenschemata ist wie
im Fall von Differenzenverfahren f̈ur geẅohnliche Differentialgleichungen eine asymptoti-
sche Stabiliẗatsabscḧatzung. Wir formulieren diese im folgenden Satz f̈ur ein allgemeines
Differenzenschema

Lhuh=fh in Ωh, uh=gh auf∂Ωh. (2.2.29)
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Wir setzen im folgenden stets voraus, dass dieses Schema konsistent mit der RWA ist.

Satz 2.2 (Stabiliẗat):Das Differenzenschema (2.2.29) sei konsistent und gen̈uge den
Bedingungen (B1), (B2) und (B3). Dann gilt f̈ur jede Gitterfunktionuh die Stabiliẗats-
abscḧatzung

max
P∈Ωh

|uh(P)|≤
1
4
d2Ωmax

Ωh
|Lhuh(P)|+max

P∈∂Ωh
|uh(P)|, (2.2.30)

wobeidΩ:= diam(Ω).

Beweis:Wir argumentieren im folgenden ähnlich wie auf der kontinuierlichen Ebene.
Durch die folgende Vorschrift f̈ur beliebiges, festesQ∈Ωh

LhGh(·,Q)=h
−2δ(·,Q)inΩh, Gh(·,Q)=δ(·,Q) auf∂Ωh, (2.2.31)

wird ein diskretes AnalogonGh(P, Q):Ωh×Ωh→ Rzur kontinuierlichen Greenschen
Funktion (des Laplace-Operators) definiert. Dabei istδ(P, Q)das̈ubliche

”
Kronecker3-

Symbol”. Aus dem diskreten Maximumprinzip folgt, dassGh(P, Q)≥0. F̈ur Gitterfunk-
tionenvh gilt dann die diskrete”

Greensche Identiẗat”

vh(P)=h
2

Q∈Ωh

Gh(P, Q)Lhvh(Q)+
Q∈∂Ωh

Gh(P, Q)vh(Q), P∈Ωh. (2.2.32)

Um dies zu sehen, bezeichnen wir die rechte Seite von (2.2.32) mitwh und erhalten mit
den Eigenschaften der Greenschen Funktion

Lhwh=Lhvh in Ωh, wh=vh auf∂Ωh.

Die Eindeutigkeit der L̈osungen des Diffenzenschemas impliziert dannwh≡vh. Aus der
diskreten Greenschen Identiẗat folgt f̈ur jede Gitterfunktionvh

|vh(P)|≤h
2

Q∈Ωh

Gh(P, Q)max
Ωh
|Lhvh|+

Q∈∂Ωh

Gh(P, Q)max
∂Ωh
|vh|, P∈Ωh.(2.2.33)

i) Wegen der Konsistenz des Schemas gilt f̈ur die Gitterfunktionwh ≡ 1 notwendig
Lhwh≡0 , so dass aus der Greenschen Identiẗat folgt:

1=h2

Q∈Ωh

Gh(P, Q)Lhwh(Q)+
Q∈∂Ωh

Gh(P, Q)wh(Q)=
Q∈∂Ωh

Gh(P, Q). (2.2.34)

Dies impliziert eine Schranke f̈ur die zweite Summe in (2.2.33).

3Leopold Kronecker (1823–1891): Deutscher Mathematiker; wirkte in Berlin als
”
Privatgelehrter“;

betrieb die Arithmetisierung der Mathematik; wichtiger Vertreter des
”
Konstruktivismus“, welcher die

generelle Verwendung des Widerspruchsbeweises und des
”
aktual Unendlichen“ in Form z. B. der allge-

meinen reellen Zahlen ablehnt.
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ii) Jeder PunktP0∈Ωh ist Mittelpunkt einesΩ enthaltenden Kreises mit RadiusdΩ.
O.b.d.A. sei hierP0=0.F̈ur die Funktionw(P):=

1
4
|P|2gilt in PunktenP∈Ωh:

Lhw(P)=Lhw(P)+Δw(P)−Δw(P)=M3(w)O(h)−Δw(P)=−1,

daM3(w) = 0. Wir definieren nun die Gitterfunktion

vh(P):=h
2

Q∈Ωh

Gh(P, Q).

Durch elementares Nachrechnen verifiziert man, dass

Lhvh= 1 in Ωh, vh=0 auf ∂Ωh,

Lh(vh+w)=0 in Ωh, vh+w≤
1
4
d2Ω auf∂Ωh.

Aus dem diskreten Maximumprinzip folgt dann wegenw≥0 notwendig

max
Ωh

vh≤max
Ωh

(vh+w)≤max
∂Ωh
(vh+w)=max

∂Ωh
w≤1

4
d2Ω,

und somit

h2

Q∈Ωh

Gh(P, Q)≤
1
4
d2Ω, P∈Ωh. (2.2.35)

Die Abscḧatzungen (2.2.34) und (2.2.35) ergeben zusammen mit (2.2.33) die Behauptung.
Q.E.D.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2.2 erhalten wir (in Analogie zum kontinuierlichen
Fall) die stetige Abḧangigkeit der L̈osung von den Daten. Das wichtigste Resultat ist eine
a priori Konvergenzabscḧatzung f̈ur das Differenzenschema (2.2.29).

Korollar 2.3 (Allgemeines Konvergenzresultat): Unter den Voraussetungen von
Satz 2.2 gilt f̈ur das Differenzenschema (2.2.29) die a priori Konvergenzabscḧatzung

max
P∈Ωh

|eh(P)|≤
1
4
d2Ωmax
P∈Ωh

|τh(P)|+ max
P∈∂Ωh

|eh(P)|, (2.2.36)

mit dem Fehlereh=u−uh und dem Abschneidefehlerτh(P):=Lhu(P)+Δu(P).

Beweis:F̈ur den Fehlereh gilt die Differenzengleichung

Lheh(P)=τh(P) P∈Ωh,

so dass die Stabiliẗatsungleichung (2.2.30) unmittelbar die Behauptung liefert. Q.E.D.

Die Abscḧatzung (2.2.36) garantiert wieder, dass f̈ur ein
”
gutes“ Differenzenschema der

globale Diskretisierungsfehler mit derselben Ordnung wie der lokale Abschneidefehler kon-
vergiert. Wir wollen diese allgemeinen Resultate f̈ur die obigen speziellen Diskretisierungen
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anwenden. Dabei wird wieder die folgende Bezeichnung f̈ur Normschranken der exakten
L̈osung verwendet:

Mm(u):=max
Ω
{|∂ix∂

j
yu|,i+j=m}.

Korollar 2.4 (Konvergenz des5-Punkte-Operators):Unter den Voraussetungen
von Satz 2.2 gilt f̈ur den Fehler den5-Punkte-Operator mit konstanter Randwertextrapo-
lation die a priori Fehlerabscḧatzung

max
P∈Ωh

|eh(P)|≤
1
24
d2ΩM4(u)h

2+M1(u)h. (2.2.37)

Beweis:F̈ur den Abschneidefehler gilt

max
Ωh
|τh|≤

1
6
M4(u)h

2,

und in Randgitterpunkten

max
∂Ωh
|eh|=max

∂Ωh
|u(P)−u(P)|≤M1(u)h.

Die Stabiliẗatsabscḧatzung (2.2.30) impliziertdamit die Behauptung. Q.E.D.

Der ordnungsreduzierende Effekt der mangelhaften Randwertapproximation kann durch
die oben beschriebene

”
lineare Randwertinterpolation“ behoben werden. F̈ur das so mo-

difizierte 5-Punkte-Schema erḧalt man̈ahnlich wie eben die a priori Fehlerabscḧatzung

max
P∈Ωh

|eh(P)|≤
1
12
d2ΩM4(u)h

2+1
2
M2(u)h

2. (2.2.38)

Korollar 2.5 (Konvergenz des Shortley-Weller-Operators): Unter den Vorausse-
tungen von Satz 2.2 gilt f̈ur den modifizierten5-Punkte-Operator nach Shortley-Weller
die a priori Fehlerabscḧatzung

max
P∈Ωh

|eh(P)|≤
1
24
d2ΩM4(u)h

2+1
3
M3(u)h

3. (2.2.39)

Beweis:F̈ur den Fehlereh gelten die Beziehungen

−Δheh=τh in Ωh, −Δ
∗
heh=τ

∗
h auf∂Ω

∗
h, eh=0 auf ∂Ωh.

F̈ur die Abschneidefehler gilt

max
Ωh
|τh|≤

1
6
M4(u)h

2, max
∂Ω∗h

|τ∗h|≤
2
3
M3(u)h.

In diesem Fall k̈onnen wir nicht direkt die Stabiliẗatsungleichung (2.2.30) anwenden, da
sie nur auf eine reduzierte KonvergenzordnungO(h)f̈uhren ẅurde. Statt dessen modi-
fizieren wir in geeigneter Weise den Beweis dieser Abscḧatzung. Mit den Bezeichnungen
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des Beweises von Satz 2.2 ergibt die Greensche Identiẗat (eh=0 auf∂Ωh)

eh(P)=h
2

Q∈Ω0h

Gh(P, Q)τh(Q)+h
2

Q∈∂Ω∗h

Gh(P, Q)τ
∗
h(Q)

und folglich

|eh(P)|≤h
2

Q∈Ω0h

Gh(P, Q)max
Ω0h

|τh|+h
2

Q∈∂Ω∗h

Gh(P, Q)max
∂Ω∗h

|τ∗h|. (2.2.40)

Wie im Beweis von Satz 2.2 folgt

h2

Q∈Ω0h

Gh(P, Q)≤h
2

Q∈Ωh

Gh(P, Q)≤
1
4
d2Ω. (2.2.41)

Wir wollen jetzt zeigen, dass

Q∈∂Ω∗h

Gh(P, Q)≤
1
2
. (2.2.42)

Dazu definieren wir die Gitterfunktionwhdurch

wh= 1 in Ωh, wh=0 auf∂Ωh.

F̈ur diese verifiziert man durch Nachrechnen

−Δhwh= 0 in Ω
0
h, −Δ

∗
hwh≥2h

−2 auf∂Ω∗h.

Mit Hilfe der Greenschen Identität folgt damit

1=h2

Q∈∂Ω∗h

Gh(P, Q)(−Δ
∗
h)wh(Q)≥2

Q∈∂Ω∗h

Gh(P, Q),

was (2.2.42) impliziert. Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Bemerkung:In drei Raumdimensionen gelten Satz 2.2 und Korollar 2.3 mit der Kon-
stante1

6
d2Ω. Hiermit und der zugeḧorigen Abscḧatzung (2.1.17) f̈ur den Konsistenzfehler

ergeben sich dann auch die a priori Fehlerabscḧatzungen der Korollare 2.4 und 2.4 mit
der f̈uhrenden Konstante 1

24
d2Ω.

Bemerkung: Wir betonen, dass die Konvergenz der betrachteten Differenzenschema-
ta eine vergleichsweise hohe Regulariẗat der zu approximierenden L̈osung erfordert. Das
Shortley-Weller-Schema erfordert z. B. f̈ur seine

”
maximale“ Konvergenzordnungm=2,

dassubeschr̈ankte vierte Ableitungen auf ganzΩ besitzt (M4(u)<∞). Dies ist ei-
ne sehr einschneidende Forderung, wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben. Sie kann
i. Allg. nur f̈ur glatt berandete Gebiete sowie unter gewissen Zusatzbedingungen f̈ur spe-
zielle Geometrien wie z. B. Rechtecke garantiert werden. Weiter erfordert sie auch hohe
Glattheit der Daten fundg. Auf Gebieten miteinspringendenEcken oder sonstwie
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reduzierter Regulariẗat vonuk̈onnen diese S̈atze nicht verwendet werden. In solchen
realiẗatsn̈aheren Situationen werden sich die im n̈achsten Abschnitt behandelten

”
Finite-

Elemente-Verfahren“ als flexibler erweisen.

2.3 L̈osungsaspekte

Wir diskutieren nun die Lösung der durch eine Differenzendiskretisierung entstehenden
algebraischen Gleichungssysteme. Zugrunde gelegt wird wieder die Situation des Modell-
problems der 1. RWA des Laplace-Operators

Lu:=−Δu=f in Ω, u=gauf∂Ω, (2.3.43)

auf einem Gebiet Ω⊂R2. Erweiterungen f̈ur Probleme mit variablen Koeffizienten, an-
deren Randbedingungen, Unsymmetrien sowie auf drei Raumdimensionen werden wieder
in Bemerkungen ber̈ucksichtigt. Die zugeḧorigen algebraischen Systeme haben die Gestalt

Ax=b, (2.3.44)

Die Matrix A=(anm)
N
n,m=1 und der Vektorb=(bn)

N
n=1 haben die DimensionN :=

Anzahl der inneren Gitterpunkte bzw. Knotenfreiheitsgrade. In der Praxis ist meistN
1000 , so dass neben dem Rechenaufwand auch der Speicherbedarf ein wichtiger Aspekt
ist. Die Matrix ist extrem d̈unn besetzt und besitzt abḧangig von der geẅahlten Nume-
rierung der Gitterpunkte bzw. Knoten eine Bandstruktur. F̈ur die Wahl eines geeigneten
(d. h.: m̈oglichst sparsamen) L̈osungsverfahrens ist die zu erwartende DimensionN ent-
scheidend.

Wir orientieren die folgende Diskussion an der Modellsituation der Poisson-Gleichung
auf dem Einheitsquadrat Ω = (0,1)2und der Diskretisierung mit dem̈ublichen 5-Punkte-
Schema auf einemäquidistanten, kartesischen GitterΩh=Ωh∪∂Ωh der Gitterweite
h.DasGebiet Ω=(0,1)2 hat den DurchmesserdΩ =

√
2. Wir ẅahlen die Funktion

u(x, y)=sin(πx) sin(πy) als L̈osung der Randwertaufgabe

−Δu=2π2u=:f in Ω, u=0 auf ∂Ω. (2.3.45)

Es istM4(u)=π
4. Die a priori Fehlerschranke (2.2.39) f̈ur die Shortley-Weller-Approxi-

mation liefert damit die (pessimistische) Fehlerscḧatzung

max
Ωh

|u−uh|≈
1
24
d2Ωπ

4h2≈8h2. (2.3.46)

Zur Erreichung garantierter 3-stelliger (relativer) Genauigkeit, TOL = 10−3, ist in diesem
Fall also eine Gitterweite h≈ 10−2 erforderlich. Dies f̈uhrt auf ein (symmetrisches)
Gleichungssystem der DimensionN≈104.

Bemerkung 2.1:Die Fehlerabscḧatzung (2.3.46) ist in der Tat sehr pessimistisch. Der
wirkliche Fehler ist ungef̈ahr um einen Faktor 10−1 kleiner. Dies zeigt, dass unserea
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prioriFehleranalyse selbst f̈ur ein so einfaches Modellproblem zu unscharf und f̈ur prak-
tische Zwecke nur bedingt brauchbar ist.

Bemerkung 2.2:In drei Raumdimensionen istdΩ =
√
3 , und die a priori Fehler-

abscḧatzung (2.3.46) liefert den Wert≈12h2, so dass hier mindestens auchh=10−2

und damitN≈106erforderlich ẅare.

Die Struktur der MatrixAḧangt von der geẅahlten Nummerierung der Gitterpunkte
ab. Die g̈angigen Alternativen sind:

1)Zeilenweise Nummerierung:Die lexikographische Anordnung der Gitterpunkte,

(xi,yj)≤(xp,yq) wenn j≤qoderj=q, i≤p

f̈uhrt auf eine Bandmatrix mit Bandbreite 2m+1≈h−1.

1 52 3 4

6 7 8 9 10

11 12 13

21

14 15

16 17 18 19 20

2322 2524

Abbildung 2.6: Lexikographische Nummerierung

2)Diagonale Nummerierung: Die sukzessive Numerierung diagonal zu den Koordinaten-
richtungen f̈uhrt auf eine Bandmatrix mit geringem

”
Bandinhalt“ (⇒ Speicherersparnis

beim Gaußschen Eliminationsverfahren).

13

14

16

18

19

22

2 5 9

84

1 3 6 10 15

127

11 20 23 25

242117

Abbildung 2.7: Diagonale Nummerierung
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3)Schachbrett-Nummerierung:Die versetzte zeilenweise- sowie spaltenweise Nummerie-
rung f̈uhrt auf eine 2×2-Blockmatrix mit diagonalen Hauptbl̈ocken.

1 2

7

12 13

14

17

25

3

4

6

5

8

9 10

11

15

16 18

19

21

20

22 23

24

Abbildung 2.8: Schachbrett-Nummerierung

a) Direkte L̈osung:Prinzipiell ẅare das klassische Gaußsche Eliminationsverfahren
zur L̈osung des Systems (2.3.44) geeignet. Zu seiner Durchf̈uhrung ben̈otigt man bei
zeilenweiser Nummerierung und Ausnutzung der Symmetrie etwamN Speicherpl̈atze
(im Folgenden abgek̈urzt als

”
SP“) undm2N arithmetische Operationen (im Folgenden

abgek̈urzt als
”
OP“). Im Falle N ≈104 sind dies etwa 106SP und 108OP. Die kur-

zeÜberschlagsrechnung zeigt, dass direkte L̈osungsmethoden f̈ur das Gleichungssystem
(2.3.44) nur in speziellen Situationen in Frage kommen. Sie spielen eine Rolle bei geringer
Problemgr̈oße (N≤103) oder im Falle sehr uniformer Matrixeintr̈age (bei der Appro-
ximation von Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten) (N≤105). Speziell
f̈ur die 5-Punkte-Approximation des Laplace-Operators auf Rechtecken gibt es sehr effizi-
ente direkte L̈osungstechniken auf Grundlage der sog.

”
schnellen Fourier-Transformation

(FFT)“ (N ≤107). Diese sind aber bei allgemeineren Problemstellungen meist nicht
anwendbar und werden daher hier nicht weiter diskutiert.

Bemerkung 2.3:Zur Illustration machen wir dieselbeÜberschlagsrechnung auch f̈ur
die entsprechende dreidimensionale Situation Ω = (0,1)3. Hier hat die MatrixA die
Dimension N =m3≈106 und die Bandbreite 2m2+1≈104. Folglich betr̈uge der
ben̈otigte L̈osungsaufwand≈1010SP und≈1014OP, was noch jenseits der Kapaziẗat
von Arbeitsplatzrechnern liegt.

b) Iterative L̈osung:Wie bereits erwähnt,̈ubertragen sich die wichtigen Eigenschaften
(B1), (B2) und (B3) des Differenzenschemas unabangig von der geẅahlten Numerierung
auf die jeweilige MatrixA. Diese ist (irreduzibel) diagonaldominant und von nichtnega-
tivem Typ und folglich eine M-Matrix, d. h.: Es gilt elementweiseA−1≥0. Zus̈atzlich
istAoft auch symmetrisch und positiv definit. In diesem Falle konvergieren die meisten
g̈angigen iterativen Verfahren. Ausgehend von einem Defektkorrekturansatz

dt=F−Axt, Cvt=dt, xt+1=xt+vt, (2.3.47)
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mit einer regul̈aren MatrixC(
”
Vorkonditionierer“) wird die Iteration zun̈achst als Fix-

punktiteration geschrieben

Cxt+1=Cxt+b−Axt ⇔ xt+1=(I−C−1A)xt+C−1b. (2.3.48)

F̈ur den Fehlere(t):=x(t)−xgilt

e(t)=(I−C−1A)x(t−1)+C−1b−x

=(I−C−1A)x(t−1)+C−1b−(I−C−1A)x−C−1b

=(I−C−1A)e(t−1)=···=(I−C−1A)te(0).

(2.3.49)

Dies zeigt, dass die Iteration konvergiert, wenn die
”
Iterationsmatrix“B:=I−C−1Aeine

Kontraktion ist, d. h.:ρ(B):=max{|λ|,λEigenwert vonB}<1. Die
”
Konvergenzrate“

der Iteration ist dann gegeben durch

ρ:= sup
x(0)∈RN

lim
t→∞

x(t)−x

x(0)−x

1/t

=ρ(B). (2.3.50)

Es ist dann n̈aherungsweise

x(t)−x ≤ρtx(0)−x. (2.3.51)

Die Anzahl der zur Erreichung einer Reduktion des Anfangsfehlers umεerforderlichen
Iterationsschritte ergibt sich damit zu

tε≈
ln(ε)

ln(ρ)
. (2.3.52)

Der
”
Vorkonditionierer“ Csollte folgende Bedingungen erf̈ullen:

– einfache Invertierung (mitO(N) OP und SpeicherbedarfO(N)SP);

– m̈oglichst kleinesρ(I−C−1A).

Dies sind leider gegenl̈aufige Zielsetzungen. Die einfachsten Verfahren dieses Typs verwen-
den ausgehend von der naẗurlichen AufspaltungA=L+D+Rdie Vorkonditionierer:

1.(Ged̈ampftes) Richardson4-Verfahren:0<θ≤2λmax(A)
−1

C=θI, B=I−θA. (2.3.53)

4Lewis Fry Richardson (1881–1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer “angewandter Mathematiker”; leistete Pionierbeitr̈age
zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.
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2.Jacobi5-Verfahren (Gesamtschrittverfahren):

C=D, B=−D−1(L+R). (2.3.54)

3.Gauß-Seidel6-Verfahren (Einzelschrittverfahren):

C=D+L, B=−(D+L)−1R. (2.3.55)

4.SOR-Verfahren (
”
Successive Over-Relaxation“):ω=ωopt∈(0,2)

C=D+ωL, B=(D+ωL)−1{(1−ω)D−ωR}. (2.3.56)

5.ILU-Verfahren (
”
Incomplete LU Decomposition“ ):

C=L̃R̃, B=I−R̃−1̃L−1A. (2.3.57)

F̈ur eine symmetrische, positiv definite Matrix wird das ILU- zum ILLT-Verfahren
(
”
Incomplete Cholesky7Decomposition“). Die ILU-Zerlegung erḧalt man mit Hilfe
desüblichen, rekursiven Prozesses zur Bestimmung der LU-Zerlegung aus der Glei-
chungLU=Adurch Nullsetzung aller Matrixeintr̈age zu Indexpaaren{n, m}mit
anm=0:

n=1, ..., N: ũnm=anm−
n−1

i=1

l̃nĩuim (m=1, ..., N)

l̃nn=1, l̃in=̃u
−1
nn ain−

n−1

j=1

l̃ij̃ujn (i=n+1, ..., N)

l̃nm=0,̃unm=0,wennanm=0.

6.ADI-Verfahren (
”
Alternating-Direction Implicit Iteration“):

C=(Ax+ωI)(Ay+ωI),

B=(Ay+ωI)
−1(ωI−Ax)(Ax+ωI)

−1(ωI−Ay).
(2.3.58)

Das ADI-Verfahren ist f̈ur beliebige Wahl des Parametersω>0 konvergent. Wenn
die Struktur der Matrix seine Anwendung zul̈asst, ist es bei optimaler Wahl vonω
mindestens so schnell wie das optimale SOR-Verfahren.

5Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind. h.chbegabt; wirkte
in K̈onigsberg und Berlin; Beitr̈age zu vielen Bereichen der Mathematik: zur Zahlentheorie, zu ellipti-
scher Funktionen, zu partiellen Differentialgleichungen, zu Funktionaldeterminanten und zur theoreti-
schen Mechanik.
6Philipp Ludwig von Seidel (1821–1896): Deutscher Mathematiker; Prof. in M̈unchen; Beitr̈age zur

Analysis (u. a. Methode der kleinsten Fehlerquadrate) owie Himmelsmechanik und Astronomie.
7Andr̀e Louis Cholesky (1975–1918): Franz̈osischer Mathematiker; Miliẗarkarriere; Beitr̈age zur Nu-

merischen Linearen Algebra.
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Die Konvergenzraten dieser einfachen Iterationsverfahren verhalten sich in Abḧangig-
keit von der (gleichf̈ormigen) Gitterweite wie

ρ=ρ(I−C−1A)=1−O(hr),

in Abḧangigkeit von der Gitterweitehder Diskretisierung (beifester Problemkonfigura-
tion) mit einem geeignetenr≥0. Die AnzahlTder zur Gewinnung einer Dezimalstelle
Genauigeit erforderlichen Iterationsschritte ist also ungef̈ahr bestimmt durch

ρT≈10−1 ⇒ T≈−
ln(10)

ln(ρ)
≈h−r. (2.3.59)

Hierzu beachte man, dass ln(1−chr) =−chr+O(h2r) . Da die Durchf̈uhrung eines
Iterationsschritts approximativN≈h−2OP (in zwei Raumdimensionen) kostet, ergibt
sich ein Gesamtaufwand pro Dezimalstelle an Genauigkeit von≈h−2−rOP. Der f̈ur die
Durchf̈uhrung dieser Iterationsverfahren ben̈otigte Speicherplatz entspricht etwa dem zur
Speicherung der wesentlichen (d. h. von Null verschiedenen) Elemente der MatrixAer-
forderlichen. F̈ur das Jacobi- und Gauß-Seidel-Verfahren istr= 2 und f̈ur das (optimale)
SOR-Verfahren istr= 1 . Das ILU- und das ADI-Verfahren liegen bei speziellen Kon-
figu. a.ionen etwa gleich auf zum SOR-Verfahren. Damit ergibt sich ein Gesamtl̈osungs-
aufwand von jeweilsO(N2)bzw.O(N3/2)OPf̈ur die einzelnen Verfahren. Ein wirklich

”
effizientes“ Verfahren sollte ein m̈oglichst kleinesraufweisen; optimal ẅarer= 0 . Dies
l̈asst sich durch den Einsatz von sog.

”
Multi-Level-Techniken“ (

”
Mehrgitterverfahren“)

erreichen, welche sp̈ater im Zusammenhang mit den Finite-Elemente-Diskretisierungen
diskutiert werden.

2.3.1 Aufwandsanalyse: ein Beispiel

Wir wollen das Konvergenzverhalten der bisher betrachteten Iterationsverfahren und de-
ren sich daraus ergebende Effizienz anhand des obigen Modellproblems eingehender disku-
tieren. Dabei soll insbesondere die Bedeutung der Formel (2.3.59) f̈ur die Konvergenzrate
illustriert werden.

F̈ur die obige Modellsituation (5-Punkte-Differenzenoperator auf einem̈aquidistanden,
kartesischen Gitter des Einheitsquadrats) lassen sich die Eigenwerte und zugeḧorigen Ei-
genvektoren der SystemmatrixAexplizit angeben. F̈urk, l=1,...,mergibt sich mit
der BezeichnungAwkl=λklw

kl:

λkl=h
−2{4−2(cos(khπ)+cos(lhπ))}, k,l=1,...,m,

wkl=(sin(ikhπ) sin(jlhπ))i,j=1,...,m (h=1/(m+1)).

Also ist (f̈urh 1)

λmax=h
−2{4−4cos(1−h)π}≈8h−2,

λmin=h
−2{4−4cos(hπ)}=h−2{4−4(1−1

2
π2h2+O(h4))}≈2π2.
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und somit

κ:= cond2(A)≈
4

π2h2
. (2.3.60)

Die Eigenwerte der Jacobi-MatrixJ=−D−1(L+R) sind

μkl=
1
2
(cos(khπ)+cos(lhπ)) (k, l=1,...,m)

Folglich wird

ρJ=μmax =cos(hπ)=1−
π2

2
h2+O(h4). (2.3.61)

F̈ur die Iterationsmatrizen des Gauß-Seidel-und des (optimalen) SOR-Verfahrens folgt:

ρGS=ρ
2
GS =1−π

2h2+O(h4),

ρSOR=
1− 1−ρ2J
1+ 1−ρ2J

=
1−πh+O(h2)

1+πh+O(h2)
=1−2πh+O(h2).

F̈ur die Iterationszahlen (pro Dezimalstelle Fehlerreduktion) ergibt sich also asymptotisch:

TJ≈−
ln(10)

ln(1−π2

2
h2)
≈
4,6

π2h2
≈1
2
N,

TGS≈−
ln(10)

ln(1−π2h2)
≈
2,3

π2h2
≈1
4
N,

TSOR≈−
ln(10)

ln(1−2πh)
≈
2,3

2πh
≈1
3

√
N.

Der Vollsẗandigkeit halber geben wir hier auch die entsprechenden Werte f̈ur das CG-
Verfahren (

”
Verfahren der konjugierten Richtungen“):

TCG=
1
2

√
κln(20)≈

3

πh
≈
√
N.

Das CG-Verfahren ist zwar langsamer als das
”
optimale“ SOR-Verfahren, erfordert aber

nicht die Bestimmung eines Iterationsparameters.

Zum Vergleich der Effizienz der Iterationsverfahren muss naẗurlich auch der Aufwand
pro Iterationsschritt ber̈ucksichtigt werden. F̈ur die Anzahl OP der arithmetischen Ope-
rationen pro Iterationsschritt gilt (optimistische Scḧatzung)

OPJ,OPGS,OPSOR≈6N, OPCG ≈10 N.

Als Endresultat finden wir, dass zur Bestimmung der L̈osung des diskretisierten Modell-
problems das Jacobi-Verfahren, das Gauß-Seidel-Verfahren und das Gradientenverfahren
O(N2)OPben̈otigen. Das direkte Cholesky-Verfahren ẅurde f̈ur die Berechnung der

”
ex-

akten“ L̈osung (auf Rundungsfehlergenauigkeit) ebenfallsO(m2N)=O(N2)OPben̈oti-
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gen, erscheint also dem Gauß-Seidel-Verfahren̈uberlegen zu sein. Es ist jedoch zu ber̈uck-
sichtigen, dass letzteres nurO(N)SPben̈otigt, im Gegensatz zu denO(mN)=O(N3/2)
SP f̈ur das Cholesky-Verfahren. Die schnelleren,auf Mehrgitterkonzepten basierenden Ite-
rationsverfahren sind dagegen dem einfachen direkten L̈oser asymptotisch klar̈uberlegen.

F̈ur das Beispiel mitN=104ergibt sicḧuberschlagsm̈aßig der folgende Gesamtauf-
wand

”
GA“ zur sicheren L̈osung des Systems (2.3.44) unter die Diskretisierungsgenauig-

keit ( TOL = 10−3,h=10−2,N=104):

GAJ(TOL)≈4·3N
2≈1,2·109OP,

GAGS(TOL)≈4·1,5N
2≈6·108OP,

GASOR(TOL)≈4·2N
3/2≈8·106OP,

GACG(TOL)≈4·10N
3/2≈4·107OP.

F̈ur ein
”
optimales“ Verfahren wie z. B. das Mehrgitterverfahren

”
MG“ würde man hier

wesentlich bessere Werte erwarten: GAMG(TOL)≈4·25N ≈10
6OP .

Bemerkung: In drei Raumdimensionen erhalten wir n̈aherungsweise

λmax ≈12h
−2, λmin ≈3π

2, κ≈
8

3π2h2
,

und folglich im wesentlichen dieselben Abscḧatzungen f̈urρJ,ρGS undρSORsowie f̈ur die
Iterationszahlen TJ,TGS,TSOR und TCG wie im zweidimensionalen Fall. Der Aufwand
f̈ur die Durchf̈uhrung eines Iterationsschritts ist hier OPJ,OPGS,OPSOR ≈ 8N bzw.
OPCG ≈12 N . F̈ur den Gesamtl̈osungsaufwand ergibt dies dann:

GAJ(TOL)≈4·4N
2≈1,6·1013OP,

GAGS(TOL)≈4·2N
2≈8·1012OP,

GASOR(TOL)≈4·3N
3/2≈1,2·1010OP,

GACG(TOL)≈4·12N
3/2≈4,8·1010OP.

Der Aufwand des Mehrgitterverfahrens erḧoht sich aber nur vergleichsweise unwesentlich
auf GAMG(ε)≈4·50N ≈2·10

8OP . Zur Bewertung dieser Komplexiẗatsscḧatzungen
muss man sich die Leistung verfügbarer Rechner vergegenẅartigen. Ein Arbeitsplatz-
rechner leiste real etwa 200 MFlops (200 Millionen

”
Floating-Point“ Operationen pro

Sekunde). Das SOR-Verfahren braucht dann auf einem solchen Rechner zur L̈osung des
Gleichungssystems (auf Diskretisierungsfehlergenauigkeit) etwa 1,5 Minuten, wogegen das
Mehrgitterverfahren

”
nur“ 1 Sekunde ben̈otigt.

2.4Übungen

Übung 2.1: Man betrachte die Diskretisierung der 1. RWA des Laplace-Operators auf
dem Einheitsquadrat desR2mit dem 9-Punkte-Differenzenschema (sog.

”
Mehrstellenfor-
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mel“)

−Δ
(9)
h uh(x, y)=f(x, y), (x, y)∈Ωh,

mit dem
”
gestreckten“ Differenzenoperator

Δ
(9)
h u(x, y):=

1

12h2
−u(x±2h, y)+16u(x±h, y)−u(x, y±2h)+16u(x, y±h)−60u(x, y)

und dem 9-Punkte-Differenzenschema

−Δ
(9)
h uh(x, y)=f(x, y)+

1
12
h2Δf(x, y), (x, y)∈Ωh

mit dem
”
kompakten“ Differenzenoperator

Δ̄
(9)
h u(x, y)=

1

6h2
4u(x±h, y)+4u(x, y±h)+u(x±h, y±h)−20u(x, y).

Man zeige, dass dies Approximationen mit der Konsistenzordnung m= 4 sind.

Übung 2.2: In vielen F̈allen kann die asymptotische Konvergenzordnung eines Differen-
zenverfahrens nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekannter exakter
L̈osung f̈ur zwei Schrittweitenhundh/2dieFehlereh:=u−uh undeh/2:=u−uh/2
berechnet und dann die Ordnungαüber den formalen Ansatz u−uh h=h

α mit einer
geeigneten Gitternorm ·h aus der folgenden Formel ermittelt:

α=
log(eh h/eh/2 h)

log(2)
.

a) Man rechtfertige diese Formel und̈uberlege, wie man vorgehen kann, wenn keine exakte
L̈osungubekannt ist.

b) Man bestimme die inḧarente Konvergenzordnungen der folgenden Zahlenfolgen:

h=2−1 33.627 26.570

h=2−2 30.318 27.008

h=2−3 29.100 27.883

h=2−4 28.586 28.072

h=2−5 28.351 28.117

Übung 2.3: Man betrachte die Diskretisierung der 1. RWA des Laplace-Operators auf
dem Einheitsquadrat desR2mit dem 9-Punkte-Differenzenschema

Δ
(9)
h uh(x, y)=fh(x, y):=f(x, y)+

1
12
h2Δf(x, y), (x, y)∈Ωh,

mit dem
”
kompakten“ Differenzenoperator

Δ
(9)
h u(x, y)=

1

6h2
4u(x±h, y)+4u(x, y±h)+u(x±h, y±h)−20u(x, y).
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Diese Approximationen hat nach Aufgabe 2.1 die Konsistenzordnungm=4.

a) Man zeige mit den Mitteln der Vorlesung die Fehlerabscḧatzung

max
P∈Ωh

|u(P)−uh(P)|≤cM6(u)h
4.

b) (Zusatzaufgabe f̈ur Leser mit Ergeiz und Zeit) Im Falle eines allgemeinen, glattbe-
randeten Gebiets Ω⊂R2werde entlang der gekr̈ummten Randabschnitte die Shortley-
Weller-Approximation betrachtet:

−Δ
(9)
h uh=f+

1
12
h2Δfin Ωh, −Δ

∗
huh=fin Ω

∗
h, uh=gauf∂Ωh.

Man zeige hierfür mit den Mitteln des Textes die Fehlerabscḧatzung

max
P∈Ωh

|u(P)−uh(P)|≤c{M6(u)h
4+M3(u)h

3}.

Übung 2.4: SeiAh die zum 5-Punkte-Operator auf dem Einheitsquadrat geḧorende
N×N-Matrix (bei zeilenweiser Nummerierung der Gitterpunkte mitmPunkten in jeder
Zeile). DieN=m2Eigenvektorenwνμ,ν,μ=1,...,m, und die zugeḧorigen Eigenwerte
λνμvonAh sind gegeben durch:

wνμ(x, y)=sin(νπx) sin(μπy),(x, y)∈Ωh, λνμ=
1

h2
4−2(cos(νhπ)+cos(μhπ).

Man zeige, dass für die Spektralkondition vonAh gilt:

cond2(Ah)=:
λmax(Ah)

λmin(Ah)
=
4

π2h2
+O(1).

Übung 2.5: Eine MatrixA∈RN×N heißt
”
M-Matrix“, wenn sie von nichtnegativem

Typ und regul̈ar ist und wenn ihre InverseA−1=(a
(−1)
ij )

N
i,j=1 elementweise nichtnegativ

ist:a
(−1)
ij ≥0 . Das 5-Punkte-Differenzenschema (bzw. das Shortley-Weller-Schema) zur

Approximation der 1. RWA des Laplace-Operators f̈uhrt z. B. auf eine solche M-Matrix.

a) Man zeige, dass M-Matrizen
”
invers-monoton“ sind, d. h.: F̈ur Vektorenv, w∈RN

gilt komponentenweise:
Av≥Aw ⇒ v≥w.

b) Ist fernerAhw≥(1,...,1)
T f̈ur einen Vektorw∈RN, so folgt bzgl. der Maximum-

norm bzw. Maximalen-Zeilensummen-Norm:

A−1h ∞ ≤ w∞.

c) Man zeige mit Hilfe von (b), dass f̈ur die SystemmatrixAhdes 5-Punkte-Schemas auf
dem Einheitsquadrat die Abscḧatzung

A−1h ∞ ≤1/8
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gilt, und folgere hiermit f̈ur diel∞-Kondition vonAh:

cond∞(Ah):=Ah ∞ A
−1
h ∞ ≤h

−2.

Diel∞-Kondition vonAhverḧalt sich also in Abḧangigkeit von der Gitterweitehgenauso
wie die Spektralkondition. (Hinweis: Man versuche es mit der mitw(x, y)=x(1−x)/2+
y(1−y)/2 gebildeten Gitterfunktion.)

Übung 2.6: Gegeben sei die 1. RWA des Laplace-Operators

−Δu=f in Ω, u=0 auf ∂Ω,

auf dem Dreiecksgebiet Ω ={(x, y)∈R2|x, y >0,x+y<1}. Man stelle zu einem̈aquidi-
stanten, kartesischen Gitter das Gleichungssystem der 5-Punkte-Differenzenapproximation
auf und vergleiche (a) die zeilenweise, (b) die diagonale und (c) die schachbrettartige Git-
terpunktnummerierung in Bezug auf Matrixstruktur, Speicherplatzbedarf und Rechenauf-
wand bei der L̈osung mit der LR-Zerlegung unter Ausnutzung der Bandstruktur.

Übung 2.7: Zur Auffrischung der Kenntniseüber iterative L̈osungsverfahren:Eine Ver-
einfachung des Jacobi-Verfahrens zur L̈osung eines linearenN×N-Gleichungssystems
Ax=bist das sog.

”
Richardson-Verfahren“. Dabei wird ausgehend von einem beliebigen

Startvektorx0∈RN mit einem D̈ampfungsparameterθ∈Rwie folgt iteriert:

xt+1=xt−θ(Axt−b), t=0,1,2,... .

a) Im Falle, dassAnur reelle Eigenwerteλmin ≤ ··· ≤λ≤ ··· ≤λmax besitzt, zeige
man f̈ur den Spektralradiusρ(Bθ) der zugeḧorigen IterationsmatrixBθ=I−θAdie
Gleichung

ρ(Bθ)=max|1−θλmin|,|1−θλmax|.

b) Im Falle, dass zus̈atzlich alle Eigenwerte positiv sind, zeige man

ρ(Bθ)<1 ⇔ 0<θ<
2

λmax
.

c) F̈ur welchen Wert vonθwirdρ(Bθ) in dieem Falle minimal?

Übung 2.8: Betrachtet werde wieder das Modellproblem

−Δu=f in Ω, u=0 auf ∂Ω,

auf dem Einheitsquadrat Ω⊂R2. Die Systemmatrix des 5-Punkte-Diffrenzenoperators
auf einemäquidistanten, kartesischen Punktgitter l̈asst sich schreiben als Summe der
Anteile der beiden Differenzenquotienten in x- und y-Richtung:A=Ax+Ay. Bei lexiko-
graphischer Numerierung sind dabeiAx undAy regul̈are Tridiagonalmatrizen mit den
Eintr̈agen 2h−2auf den Hauptdiagonalen und−h−2 verteilt auf den Nebendiagonalen.
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Das zugeḧorige GleichungssystemsAU=Fbesitzt damit dieäquivalenten Formen

(σI+Ax)U=(σI−Ay)U+F, (σI+Ay)U=(σI−Ax)U+F

mit einem beliebigen Parmeterwert σ>0. Dies legt das folgende zweistufige Iterations-
verfahren (sog.

”
ADI-Verfahren“ =

”
AlternatingDirectionImplicit Iteration“) nahe:

(σI+Ax)U
t+1/2=(σI−Ay)U

t+F, (σI+Ay)U
t+1=(σI−Ax)U

t+1/2+F.

Man zeige die Konvergenz dieses Verfahrens. Für welche Wahl vonσwird die Konvergenz
am schnellsten? (Hinweis: Manüberlege sich, dass die ZerlegungsmatrizenAx undAy
ein gemeinsames System von Eigenvektoren besitzen und folglich vertauschbar sind.)



3 Finite-Elemente-Verfahren f̈ur elliptische Probleme

In diesem Kapitel werden wir die modernen Finite-Elemente-(Galerkin)-Methoden zur
L̈osung elliptischer Randwertaufgaben (RWAn) diskutieren. DerÜbersichtlichkeit halber
werden wir uns dabei auf das Modellproblemder Poisson-Gleichung mit Dirichletschen
Randbedingungen, d. h. auf die 1. RWA, beschr̈anken:

Lu:=−Δu=f in Ω, u=gauf∂Ω. (3.0.1)

Das Definitionsgebiet Ω∈R2wird zun̈achst wieder als glatt berandet oder als konvexes
Polygongebiet vorausgesetzt. Die Problemdatenf, gsind ebenfalls glatt, so dass die im
vorigen Kapitel beschriebenen Resultate anwendbar sind. Erweiterungen f̈ur Probleme mit
variablen Koeffizienten oder anderen Randbedingungen sowie auf drei Raumdimensionen
werden wieder in Bemerkungen ber̈ucksichtigt.

3.1 Allgemeine Projektionsverfahren

Ausgangspunkt ist die variationelle Formulierung der RWA. Wir erinnern an den oben
diskutierten Ansatz zu einer allgemeinen L̈osungstheorie. Eine

”
schwache“ bzw.

”
verall-

gemeinerte“ L̈osung der 1. RWA des Laplace-Operators (zu den Randdateng≡0 ) ist
definiert als das (eindeutige) Minimum auf dem Sobolew-RaumH10(Ω) des Energiefunk-
tionals

E(v):=1
2
∇v2−(f, v)→ min.

Wir verwenden hier und im folgenden wieder die Bezeichnungen

(v, w):=
Ω

v(x)w(x)dx, v:=
Ω

|v(x)|2dx
1/2

, ∇v:=
Ω

|∇v(x)|2dx
1/2

.

Über den Variationsansatz

d

dε
E(u+εϕ)|ε=0=0 ∀ϕ∈H10(Ω),

erhalten wir diëaquivalente Variationsgleichung (Station̈ariẗatsbedingung)

u∈V: (∇u,∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈H10(Ω). (3.1.2)

Wir erinnern daran, dass das natürliche Skalarprodukt des RaumesH10(Ω) gerade durch
das sogen.

”
Dirichlet-Produkt“ (∇v,∇w) gegeben ist. Zum Nachweis der Definitheit die-

ses Ausdrucks haben wir die Poincaŕesche Ungleichung verwendet:

v≤dΩ ∇v, v∈H10(Ω). (3.1.3)

Bemerkung 3.1:Im Falleinhomogener Randbedingungenu|∂Ω=ggeht man wie folgt
vor. Wir nehmen an, dass die Randwerte als Spur einer Funktion ̄g∈H1(Ω) gegeben

77
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sind:g=̄g|∂Ω.F̈ur die Funktionv:=u−ḡ∈H
1
0(Ω) gilt dann im Falle Δ̄g∈L

2(Ω) :

(∇v,∇ϕ)=(f, ϕ)−(Δ̄g, ϕ)=:(̃f,ϕ) ∀ϕ∈H10(Ω),

d. h.: Die Funktionvgen̈ugt einer Variationsgleichungder Art (3.1.2). Im folgenden
k̈onnen wir also o.B.d.A. stets homogene Dirichlet-Randbedingungen annehmen.

Bemerkung 3.2:Im Fall vonNeumannschen Randbedingungen ∂nu|∂Ω =gwird der
Sobolew-RaumH1(Ω) (ohne Vorgabe von Randwerten) verwendet und die zugeḧorige
variationelle Formulierung lautet

u∈H1(Ω) : (∇u,∇ϕ)=(f, ϕ)+(g, ϕ)∂Ω ∀ϕ∈H1(Ω). (3.1.4)

Um die eindeutige L̈osbarkeit zu sichern, muss in diesem Fall noch eine Zusatzbedingung
gestellt werden, umkonstanteL̈osungen auszuschließen, z. B.: die Normierungsbedingung
(u,1)Ω= 0 . Ferner muss die Vertr̈aglichkeitsbedingung (f,1) + (g,1)∂Ω=0 erf̈ullt sein.
Jede hinreichend glatte L̈osung von (3.1.4) erf̈ullt dann neben der Differentialgleichung
−Δu=fauch notwendig die in der variationellen Formulierung implizit enthaltene
naẗurlicheRandbedingung ∂nu|∂Ω =g(Beweis̈ahnlich wie im Fall der 1. RWA durch
partielle Integration und Variation der Testfunktion). Eineähnliche Konstruktion liefert
auch die variationelle Formulierung im Fall der 3. RWA, d. h. f̈ur Robinsche Randbedin-
gungen.

Bemerkung 3.3:Nicht alle elliptischen RWAn lassen sich nichtüber den Energiemini-
mierungsansatz behandeln. Ein typisches Beispiel ist die Diffusions-Transport-Gleichung

−Δu+∂1u=f in Ω, u=gauf∂Ω. (3.1.5)

Ihre variationelle Formulierung lautet

(∇u,∇ϕ)+(∂1u, ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈H
1
0(Ω). (3.1.6)

Diese besitzt ebenfalls eine eindeutige L̈osungu∈H10(Ω) , was sich weiter unten als
Folgerung eines allgemeineren Resultats ergeben wird.

Die folgende Diskussion wird in einem etwas abstrakteren Rahmen durchgef̈uhrt, wel-
che an den obigen Beispielen orientiert ist und diese als Sonderf̈alle beinhaltet. Sei-
enV ein allgemeiner Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (·,·)V und zugeḧoriger Norm

·V:= (·,·)
1/2
V unda(·,·):V×V→Reinebeschr̈ankteBilinearform sowiel(·):V→R

einebeschr̈ankteLinearform:

|a(v, w)|≤αvV wV, |l(v)|≤γvV, v,w∈V. (3.1.7)

Mit diesen Bezeichnungen betrachten wir die folgende allgemeine Variationsgleichung:
Bestimmeu∈V,sodass

a(u, ϕ)=l(ϕ) ∀ϕ∈V. (3.1.8)
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Zum Nachweis, dass diese Aufgabe auch eine L̈osung besitzt, postulieren wir, dass die
Bilinearforma(·,·)

”
(stark)V-elliptisch“ ist, d. h.:

a(v, v)≥κv2V, v∈V, (3.1.9)

mit einer Konstante κ>0 . Allgemeiner wird die Bilinearforma(·,·)
”
koerzitiv“ (oder

”
regul̈ar“) genannt, wenn gilt:

sup
ϕ∈V

a(v, ϕ)

ϕV

≥γvV, sup
ϕ∈V

a(ϕ, v)

ϕV

≥γvV, v∈V, (3.1.10)

mit einer Konstante γ>0.

Hilfssatz 3.1: (Lax1-Milgram2-Lemma)Unter den obigen Voraussetzungen besitzt die
Gleichung (3.1.8) eine eindeutige L̈osungu∈V,f̈ur welche die a priori Abscḧatzung gilt:

uV≤
1

κ
lV∗, (3.1.11)

mit der
”
Dualnorm“ lV∗:= sup{ϕ∈V, ϕV=1}

|l(ϕ)|.

Beweis:F̈ur jedes festev∈Vdefinierta(v,·) ein lineares, stetiges Funktional aufV.
Nach dem Rieszschen3Darstellungssatz existieren ElementeAv∈Vundf∈V,sodass

a(v, ϕ)=(Av, ϕ)V, l(ϕ)=(f, ϕ)V, ϕ∈V.

Die Zuordnungv→Avdefiniert eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft

Av V∗≤αvV,

d. h.:Aist beschr̈ankt. Die Aufgabe (3.1.8) ist offenbar̈aquivalent zu der Gleichung

Au=f. (3.1.12)

Wir wollen zeigen, dass die Abbildung

v∈V → Tδv:=v−δ(Av−f)∈V

1Peter David Lax (1926–): US-Amerikanischer Mathematiker ungarischer Abstammung; Prof. an der
New York University und am Courant-Institut; wichtige Beitr̈age zur Analysis, insbesondere zu den par-
tiellen Differentialgleichungen der Math. Physik, und zur Numerik.
2Arthur Norton Milgram (1912–1961): US-Amerikanischer Mathematiker; Prof. an der Univ. of Min-

nesota, Minneapolis, USA; Beitr̈age u. a. zur Funktionalanalysis und ihren Anwendungen in der Theorie
partieller Differentialgleiochungen; am besten bekannt durch das sog.

”
Lax-Milgram-Lemma“ zus. mit P.

Lax (1954).
3Frigyes Riesz (1880–1956): Ungarischer Mathematiker; Prof. in Szeged und Budapest; fundamentale

Beitr̈age zur Funktionalanalysis, insbesondere der Fourier-Analysis im Hilbert-Raum als theoretische
Grundlage der fr̈uhen Quantenmechanik.
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f̈ur einen geeigneten Wertδ>0 eine Kontraktion auf ganzV ist. Dann besitzt die
Fixpunktgleichung

Tδv=v

eine eindeutige L̈osungu∈V, welche wegen 0 =v−Tδv=δ(Av−f)dannauch
(eindeutige) L̈osung von (3.1.12) bzw. (3.1.8) ist. Die Kontraktionseigenschaft ergibt sich
aus der Beziehung

v−δAv2V= v2V−2δa(v, v)+δ
2Av 2

V

≤(1−2δκ+δ2α2)v2V,

f̈ur 0<δ<2κ/α2.DieaprioriAbscḧatzung (3.1.11) ergibt sich dann direkt durch
Testen mitϕ:=uin der Variationsgleichung (3.1.8). Q.E.D.

Die beiden obigen Beispiele zur 1. RWA passen in diesen Rahmen mit den naẗurlichen
SetzungenV:=H10(Ω) ,l(v):=(f, ϕ) und

a(v, w):=(∇v,∇w), a(v, w):=(∇v,∇w)+(∂1v, w).

Die Beschr̈anktheit dieser Formen ergibt sich direkt mit Hilfe der Ḧolderschen und der
Poincaŕeschen Ungleichung. IhreV-Elliptiziẗat ergibt sich unmittelbar:

a(v, v)=∇v2= v2V,

bzw. unter Beachtung vonv|∂Ω=0:

a(v, v)=∇v2+(∂1v, v)=∇v
2+1

2
(∂1v

2,1)

= ∇v2+1
2
(n1v

2,1)∂Ω= ∇v2= v2V.

Durch geeignete Setzungen lassen sich auch die variationellen Formulierungen der 2. und
3. RWA in diesen abstrakten Rahmen einordnen.

Zur Approximation der Variationsgleichung(3.1.2) werden endlich dimensionale Teil-
r̈aume

Vh⊂V (0<h≤h0)

ausgeẅahlt, derenFeinheitdurch einen Diskretisierungsparameterh(z. B.: Gitterweite)
charakterisiert ist.

i) Im Fall einer symmetrischen Bilinearforma(·,·) bestimmt das klassische
”
Ritzsche4

Projektions-Verfahren“ N̈aherungsl̈osungenuh∈Vh durch die Vorschrift

E(uh)=min
vh∈V
E(vh) (3.1.13)

4Walter Ritz (1878–1909): Schweizer Physiker; Prof. in Zürich und G̈ottingen; Beitr̈age zu Spektral-
theorie in der Kernphysik und Elektro-Magnetismus.



3.1. ALLGEMEINE PROJEKTIONSVERFAHREN 81

oder̈aquivalent durch die diskrete Variationsgleichung

a(uh,ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈Vh. (3.1.14)

Die (eindeutige) Existenz der diskreten L̈osunguh∈Vh folgt mit demselben Argument
wie beim kontinuierlichen Problem. Diese Analogie der Schlußweisen von kontinuierli-
cher und diskreter (endlich dimensionaler) Situation ist die charakteristische Sẗarke der
Projektionsmethoden im Gegensatz zu den Differenzenverfahren. Die Bezeichnung Pro-
jektionsverfahren ist motiviert durch die Beziehung

a(u−uh,ϕh)=0 ϕh∈Vh, (3.1.15)

welche man durch Subtraktion der Gleichungen (3.1.2) und (3.1.14) erḧalt. Sie kann geo-
metrisch dahingehend interpretiert werden, dass der Fehler eh:=u−uh bzgl. des Ska-
larproduktsa(·,·) senkrecht auf dem AnsatzraumVhsteht. Dies impliziert auch die sog.

”
Bestapproximationseigenschaft“ f̈ur den Approximationsfehlereh bzgl. der naẗurlichen

”
Energie-Norm“ ·a:=a(·,·)

1/2, denn mit beliebigemϕh∈Vh gilt:

eh
2
a=a(eh,eh)=a(eh,u−ϕh)+a(eh,ϕh−uh)≤ eh au−ϕh a

bzw.

eh a≤ inf
ϕh∈Vh

u−ϕh a. (3.1.16)

Da die Normen ·aund ·V aufVäquivalent sind, ist die Frage nach der Konvergenz
des Projektionsverfahrens,

eh V → 0 (h→0), (3.1.17)

damit zur̈uckgef̈uhrt auf die Frage der Approximierbarkeit von Funktionenu∈Vdurch
Ansatzfunktionenϕh∈Vh:

inf
ϕh∈Vh

u−ϕh V → 0 (h→0). (3.1.18)

ii) Wenn die Bilinearforma(·,·) nicht symmetrisch ist, wie beim obigen Diffusions-
Transport-Problem, kann die zugeḧorige RWA nicht mehr durch ein Minimierungsproblem
charakterisiert werden. Das allgemeine

”
Galerkinsche5(Projektions)-Verfahren“ geht di-

rekt von der Variationsgleichung (3.1.2) aus und bestimmt N̈aherungen durch die Bezie-
hung

a(uh,ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈Vh. (3.1.19)

Wegen der V-Elliptiziẗat der Bilinearforma(·,·) auf dem endlich dimensionalen Teil-
raumVh folgt unmittelbar die Existenz der (eindeutigen) L̈osunguh∈Vh. Die Ortho-

5Boris Grigorievich Galerkin (1871–1945): Russischer Bauingenieur und Mathematiker; Prof. in St.
Petersburg; Beitr̈age zur Struktur-Mechanik, insbesondere zur Plattentheorie.
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gonaliẗatsbeziehung (3.1.15) bleibt dabei g̈ultig. Damit erschließen wir die Quasi-Best-
Approximationseigenschaft (̈Ubungsaufgabe)

eh V≤
α

κ
min
ϕ∈Vh

u−ϕh V. (3.1.20)

iii) Eine noch allgemeinere Variante, bei der AnsatzraumVansatzh und TestraumVtesth

unterschiedlich geẅahlt werden,

u∈Vansatzh : a(uh,ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈V
test
h , (3.1.21)

ist das sog.
”
Petrow6-Galerkin-Verfahren“. Wir werden sp̈ater Beispiele f̈ur diesen un-

konventionellen Ansatz kennenlernen.

Zur praktischen Realisierung des Projektionsverfahrens muss die zun̈achst abstrakte
Variationsgleichung (3.1.19) im Funktionenraum algebraisiert werden, d. h.: in einäqui-
valentes algebraisches Gleichungssystem umgewandelt werden. Dazu ẅahlen wir zun̈achst
eine Basis{ϕ

(i)
h,i=1, ..., N},N:= dimVh,vonVh aus und machen f̈ur die zu bestim-

mende diskrete L̈osung den Ansatzuh=
N
j=1ξjϕ

(j)
h . Wird dies in (3.1.19) eingesetzt

und l̈asst man die Testfunktionenϕh∈Vh alle Basisfunktionen durchlaufen, ergibt sich
ein lineares (algebraisches)N×N-Gleichungssystem

N

j=1

ξja(ϕ
(j)
h,ϕ

(i)
h)=(f, ϕ

(i)
h), i=1, ..., N,

f̈ur den Vektorξ=(ξj)
N
j=1 der Entwicklungskoeffizienten, bzw. in kompakter Schreibweise

Ahξ=bh. (3.1.22)

Dabei sind die Koeffizientenmatrix Ah=(aij)
N
i,j=1 sowie die rechte Seitebh=(bi)

N
i=1

durch die spezielle Wahl der Basis bestimmt:

aij=a(ϕ
(j)
h,ϕ

(i)
h), bj=(f, ϕ

(j)
h ).

Die Entwicklungskoeffizienten ξj k̈onnen sehr unterschiedliche Bedeutung haben; z. B.:
Monom-Koeffizienten einer Polynomdarstellung, Fourier-Koeffizienten einer trigonome-
trischen Entwicklung, Knotenwerte einer sẗuckweise polynomialen Funktion, u.s.w.. Die
Eigenschaften der Bilinearforma(·,·)übertragen sich direkt auf die zugeḧorige Matrix
Ah.Ista(·,·) symmetrisch, so auchAh,

aij=a(ϕ
(j)
h,ϕ

(i)
h)=a(ϕ

(i)
h,ϕ

(j)
h)=aji,

6Georgi Iwanowitsch Petrow (1912–1987): Russischer Ingenieur; 1965-1973 Direktor des Instituts f̈ur
Raumfahrtforschung; Publ.:

”
Application of the Galerkin method and the problem of flow stability of a

viscous liquid“ (russ.), Prikl. Mat. Mekh. 4, 36-47 (1947)
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und dieV-Elliptiziẗat vona(·,·) impliziert die Definitheit vonAh,dennf̈urx∈R
n\{0}

gilt:

(Ahx, x)=
N

i,j=1

aijxixj=
N

i,j=1

a(ϕ
(j)
h ,ϕ

(i)
h)xixj

=a

N

j=1

xjϕ
(j)
h,

N

i=1

xiϕ
(i)
h ≥κ

N

i=1

xiϕ
(i)
h

2

V
>0.

3.1.1 Beispiele von Galerkin-Ansatzr̈aumen

Wir wollen einige konkrete Realisierungen f̈ur den beschriebenen abstrakten Rahmen dis-
kutieren. Bei der Wahl der Ansatzr̈aumeVh⊂V=H

1
0(Ω) sowie der Basen zur Aufstel-

lung der Gleichungssysteme (3.1.22) sind einige Bedingungen zu beachten:

– Die Berechnung der Matrixelementeaij=a(ϕ
(j)
h,ϕ

(i)
h) sowie die der rechten Seite

(f, ϕ
(i)
h) sollte”

billig“ sein.

– Aus Genauigkeitsgr̈unden wird die Problemdimension in der Regel sehr groß sein:
N 100 . Die MatrixAhsollte daher m̈oglichst d̈unn besetzt sein, d. h. m̈oglichst
viele Nullen enthalten.

– Die MatrixAh sollte nicht zu schlecht konditioniert sein; akzeptabel sind z. B.
beim vorliegenden Problem cond2(Ah)≈O(N)−O(N

2) , wogegen cond2(Ah)≈
O(N4)−O(eN)nichtpraktikabelẅaren.

Beispiele von solchen Ans̈atzen sind:

1)Globaler Polynomansatz:Auf einem Quadrat Ω = (0,1)2 wird der Tensor-Produkt-
Ansatz gemacht

Vh:=Qm(Ω) :=p(x, y)=
m

i,j=0

cijx
iyj , h:= 1/m, N=(m+1)2.

Als Basen kommen dabei in Frage:

a) Monombasis 1,x,y,x2,xy,y2, ...; die zugeḧorige MatrixAmit den Elementen

aij=
1

0

1

0

∇xi·∇yjdx dy, 0≤i, j≤m,

verḧalt sich dann wie die bekannte Hilbert-Matrix mit exponentiell mitN wachsender
Kondition cond2(Ah)=O(e

N) . Dieser Ansatz ist also praktisch unbrauchbar.

b) Tensorprodukt-BasenL2-orthogonaler Polynome wie z. B. Legendre-Polynome oder
Tschebyscheff-Polynome; die zugeḧorige MatrixAh mit den Elementen

aij=
1

0

1

0

∇L
(m)
i ·∇L

(m)
j dx dy, 0≤i, j≤m,
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ist dann zwar voll besetzt, hat aber eine wesentlich g̈unstigere Kondition, cond2(Ah)=
O(N) . Dieser Ansatz f̈uhrt auf die sog.

”
Spektral-Galerkin-Verfahren“, welche bei Pro-

blemen auf geometrisch einfachen (rechteckigen) Gebieten sehr leistungsf̈ahig sind. Die
Bezeichnung

”
Spektralverfahren“ r̈uhrt daher, dass man die orthogonalen Polynome auch

als Eigenfunktionen gewisser Differentialoperatoren 2. Ordnung charakterisieren kann.
Wegen ihrer konzeptionellen Beschränkung auf einfache Geometrien wollen wir derar-
tige Methoden hier nicht weiter diskutieren. Stichworte f̈ur Entwicklungen in Richtung
auf eineÜberwindung dieser Restriktion sind z. B.

”
Spektral-Elemente-Methoden“ und

”
h/p-Finite-Elemente-Methode“.

2)Globaler trigonometrischer Ansatz (
”
echte Spektralverfahren“):Wieder auf einem Qua-

drat Ω = (0,1)2wird der Tensor-Produkt-Ansatz gemacht

Vh:=Tm(Ω) :=t(x, y)=
m

i,j=0

cijsin(iπx) sin(jπy), h:= 1/m, N=(m+1)2.

Als Basen verwendet man dabei die trigonometrische Basis{1,sin(nπx) sin(mπy), ...}.
Die zugeḧorige MatrixAhist dann vergleichsweise gut konditioniert, cond2(Ah)=O(N).
In diesem Fall gibt es mit der schnellen Fourier-Transformation (

”
FFT“) einen fast opti-

malen Algorithmus mit der KomplexiẗatO(Nlog(N)) zur L̈osung des Gleichungssystems
(3.1.22). Der Nachteil dieses in Spezielf̈allen sehr leistungsf̈ahigen Ansatzes ist wieder seine
Beschr̈anktheit auf einfache Rechteckgeometrien und sog.

”
separable“ Differentialopera-

toren mit konstanten Koeffizienten.

3)Sẗuckweise polynomialer Ansatz (
”
Finite Elemente“):Um das Problem der Approxi-

mation allgemeiner Gebiete zu l̈osen, werden Ansatzfunktionen (auch
”
Formfunktionen“

genannt) verwendet, welche bzgl. einer Zerlegung vonΩ in einfache TeilgebieteT, sog.

”
Zellen“, sẗuckweise polynomial sind. G̈angige Beispiele von Zellen sind Dreiecke oder
(konvexe) Vierecke in zwei bzw. Tetraeder oder (konvexe) Hexaeder in drei Dimensionen.
Der Parameterhist in diesem Fall etwa der maximale Zelldurchmesser.

Wir illustrieren diesen Finite-Elemente-Ansatz anhand eines einfachen Beispiels. Die
1. RWA (3.1.2) sei auf einem (konvexen) polygonalen Gebiet Ω⊂R2 mit homogenen
Randwerten u|∂Ω = 0 und rechter Seite f∈L

2(Ω) gestellt. Die zugeḧorige L̈osung
u∈H10(Ω) ist dann auch im Sobolew-RaumH

2(Ω) und gen̈ugt deraprioriAbscḧatzung

∇2u ≤cS f, (3.1.23)

wobeicS= 1 im Falle eines konvexen Gebiets.

Weiter sei eine Folge von Zerlegungen Th={T}des GebietsΩ in abgeschlossene
Dreiecke T(

”
Triangulierung“) gegeben mit h:= maxTdiam(T)→ 0 . Wir stellen die

folgenden Regulariẗatsbedingungen an diese Triangulierung:

i)Strukturregulariẗat:Je zwei Dreiecke der ZerlegungΩ= {T∈Th}überlappen sich
ḧochstens in gemeinsamen Eckpunkten oder in ganzen Seiten, d. h.: Sog.

”
ḧangende“

Knoten auf Dreiecksseiten sind hier nicht erlaubt.
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ii)Formregulariẗat:Alle Dreicke der Triangulierungen T∈Th sind von̈ahnlicher Ge-
stalt, d.h.: F̈ur den InkreisradiusρT und UmkreisradiushT eines jeden DreiecksTgilt
gleichm̈aßig f̈urh→0:

max
T∈Th

hT
ρT
≤c1 (3.1.24)

iii)Gr̈oßenregulariẗat:Alle Dreiecke einer TriangulierungTh sind von gleicher Gr̈oßen-
ordnung, d. h.: Es gilt gleichm̈aßig f̈urh→0:

max
T∈Th

hT≤c2min
T∈Th

hT. (3.1.25)

Ω

T

Abbildung 3.1: Finite-Elemente:Dreiecks- bzw. Vierecksgitter

Auf den Triangulierungen Th definieren wir Ansatzr̈aume sẗuckweise linearer Funk-
tionen (

”
lineare finite Elemente“: Verallgemeinerung des Konzepts eines Polygonzugs auf

ḧohere Raumdimensionen):

V
(1)
h :={vh∈C(Ω)|vh|T∈P1(T),T∈Th,v|∂Ω=0}.

Dabei bezeichnet allgemeinPr(T) den Vektorraum der Polynome bis zum Gradr≥0

überT. Man̈uberlegt sich leicht, dass dadurch tats̈achlich Teilr̈aumeV
(1)
h ⊂H10(Ω)

erkl̈art sind. SeiN die Anzahl der
”
inneren“ Knoten (Dreieckseckpunkte) der Trian-

gulierung. Jedesvh∈V
(1)
h ist als sẗuckweise lineare Funktion eindeutig durch Vorgabe

ihrer Funktionswerte (
”
Knotenwerte“) in den

”
inneren“ Dreieckseckpunkten (

”
Knoten“)

festgelegt. In den Eckpunkten auf dem Gebietsrand∂Ωistvh= 0 wegen der Dirichlet-
Randbedingung. InV

(1)
h gibt es daher eine naẗurliche Basis, die sog.

”
Knotenbasis“ in

Analogie zur
”
Lagrange7-Basis“ bei der eindimensionalen Lagrange-Interpolation. Jedem

Knotenaiwird durch die Bedingung

ϕih(aj)=δij, j=1, ..., N,

7Joseph Louis de Lagrange (1736–1813): Franz̈osischer Mathematiker; 1766-87 Direktor der mathem.
Klasse der Berliner Akademie, dann Prof. in Paris; bahnbrechende Arbeiten zur Variationsrechnung, zur
komplexen Funktionentheorie sowie zur theor. Mechanik und Himmelsmechanik.
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eindeutig eine Funktionϕih∈V
(1)
h zugeordnet. Damit gilt dann f̈ur jedesvh∈V

(1)
h die

Darstellung

vh=

N

i=1

vh(ai)ϕ
(i)
h.

Daraus folgt, dass {ϕ
(i)
h,i=1, ..., N}tats̈achlich eine Basis vonV

(1)
h ist. Umgekehrt

l̈asst sich jeder kontinuierlichen Funktionv∈C(Ω) durch die Vorschrift

Ihv:=
N

i=1

v(ai)ϕ
(i)
h

eindeutig eine (sẗuckweise lineare)
”
Interpolierende“Ihv∈V

(1)
h zuordnen. Offenbar ist

Ihvh≡vh f̈urvh∈V
(1)
h .

Dieser Diskretisierungsansatz erf̈ullt offensichtlich die oben formulierten Anforderun-
gen an ein brauchbares Galerkin-Verfahren: Die resultierende SystemmatrixAhist d̈unn
besetzt (wegen der geringenÜberlappung der Tr̈ager der Basisfunktionen), und ihre Ele-
mente sind sehr leicht zu berechnen. Wir werden die praktische Berechnung von Ah im
Zusammenhang mit allgemeineren Finite-Elemente-Ans̈atze dieser Art noch eingehender
diskutieren.

Abbildung 3.2: Knotenbasisfunktionen: Lineare und bilineare FE-Ans̈atze

F̈ur die Kondition der MatrixAhwerden wir sp̈ater in zwei Dimensionen cond2(Ah)=
O(h−2)=O(N) zeigen (̈ahnlich wie bei der 5-Punkte-Differenzendiskretisierung). Wir re-

kapitulieren f̈ur das Galerkin-Verfahren mit dem Finite-Elemente-RaumV
(1)
h die asymp-

totische Abscḧatzung f̈ur den Fehlereh:=u−uh:

∇eh = min
ϕh∈V

(1)
h

∇(u−ϕh). (3.1.26)

Die Frage ist also, ob esϕh∈V
(1)
h gibt, so dass ∇(u−ϕh)→ 0(h→0) . Wenn man

nur weiß, dassu∈H10(Ω) ist, dann kann man nur qualitative Konvergenz zeigen. Viel
interessanter ẅare es, wieder die Konvergenzgeschwindigkeit in Potenzen der Gitterweite
hzu kennen. Hierzu ist aber naẗurlich mehr Regulariẗat der L̈osunguerforderlich. F̈ur
den sẗuckweise linearen Ansatz werden wir sp̈ater im Rahmen einer allgemeinen Theorie
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die folgende Interpolationsabscḧatzung zeigen:

∇(v−Ihv)≤cIh∇
2v, v∈H10(Ω)∩H

2(Ω). (3.1.27)

(Man vergleiche die analoge Abscḧatzung, welche in einer Dimension bei der Finite-
Elemente-Approximation eindimensionaler Sturm-Liouville-Probleme verwendet wird.) Un-
ter den bisher formulierten Voraussetzungen l̈asst sich eine erste quantitative Konvergenz-
aussage f̈ur das Finite-Elemente-Verfahren ableiten.

Satz 3.1 (Konvergenzsatz):F̈ur die Galerkin-Approximation von Problem (3.1.2) mit

”
linearen“ finiten Elementen gelten unter den obigen Voraussetzungen die Fehlerabscḧat-
zungen

∇eh ≤cIcShf, (3.1.28)

eh ≤c
2
Ic
2
Sh
2 f, (3.1.29)

mit den Konstanten cI,cS aus den Ungleichungen (3.1.27) und (3.1.23).

Beweis:(i) Die Abscḧatzung des sog.
”
Energienorm-Fehlers“ ergibt sich unmittelbar aus

der Best-Approximationsbeziehung (3.1.26), der Interpolationsabscḧatzung (3.1.27) und
der Regulariẗatsabscḧatzung (3.1.23):

∇eh ≤ ∇(u−Ihu)≤cIh∇
2u ≤cIcShf.

(ii) Zum Beweis der Fehlerabscḧatzung in derL2-Norm verwenden wir ein sog.
”
Dua-

liẗatsargument“ (
”
Aubin8-Nitsche9-Trick“). Seiz∈H10(Ω) die (schwache) L̈osung des

Hilfsproblems
−Δz= eh

−1eh in Ω, z|∂Ω=0.

Diese ist dann auch inH2(Ω) , und es gilt dieaprioriAbscḧatzung

∇2z≤cS Δz=cS,

wobei wieder cS = 1 auf konvexem Gebiet Ω . Nach Konstruktion folgt mit Hilfe der
Galerkin-Orthogonaliẗat:

eh =(∇eh,∇z)=(∇eh,∇(z−Ihz))

≤ ∇eh ∇(z−Ihz)≤cIh∇eh ∇2z≤cIcSh∇eh .

Mit dem Ergebnis (i) ergibt sich damit die gewünschte Abscḧatzung. Q.E.D.

Die im Beweis von Satz 3.1 verwendete Schlussweiseüber ein Dualiẗatsargument ist

”
das“ zentrale Hilfsmittel bei der Konvergenzanalyse von Finite-Elemente-Verfahren. Die-

8Jean-Pierre Aubin (1939–): Franz̈osischer Mathematiker; Prof. an der Univ. Paris-Dauphine (2004)
emeritiert); Beitr̈age zur Theorie partieller Differentialgleichungen und ihrer Numerik.
9Joachim A. Nitsche (1926–1996): Deutscher Mathematiker; Prof.in Freiburg; fundamentale Beitr̈age

zur Theorie der Finite-Elemente-Methode (u. a.L∞-Fehlerabscḧatzungen).
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ses abstrakte Argument entspricht der allgemeinen Regel, dass sich die Analyse der Pro-
jektionsverfahren eng an die abstrakten Hilbertraum-Methoden zur Behandlung des kon-
tinuierlichen Problems anlehnt. Das zentrale Hilfmittel bei der Untersuchung von Dif-
ferenzenverfahren war dagegen das

”
(diskrete) Maximumprinzip“, welches sich mehr an

den klassischen Techniken f̈ur partielle Differentialgleichungen orientiert. Wir wollen die-
sen Vergleich

”
Finite-Elemente (FEM) - Finite-Differenzen (FDM)“ anhand des Resultats

von Satz 3.1 noch etwas weiterf̈uhren.

Die a priori Fehlerabscḧatzung (3.1.29) f̈ur das Finite-Elemente-Verfahren ist zu ver-
gleichen mit der Abscḧatzung (2.2.37) f̈ur das Differenzenverfahren (5-Punkte-Diskretisie-
rung mit Shortley-Weller-Randapproximation auf polygonalen Gebieten):

max
Ω
|eh|≤

1
24
d2ΩM4(u)h

2+O(h3), (3.1.30)

mit der SchrankeM4(u)f̈ur die vierten Ableitungen vonu.BeideAbscḧatzungen zeigen
dieselbe asymptotische KonvergenzordnungO(h2) , was aufgrund der verwendeten Diskre-
tisierungsans̈atze auch zu erwarten ist. Die Unterschiede liegen zum einen in der Art der
Norm, in der der Fehler gemessen wird, und zum anderen in der ben̈otigten Regulariẗat der
approximierten L̈osung. Beim Differenzenverfahren erḧalt man wegen der Verwendung des
Maximumprinzips punktweise Abschätzungen, wie sie auch der Anwender gern hat. (Der
Ingenieur ist z. B. an der maximalen Auslenkung einer belasteten Br̈uckenkonstruktion in-
teressiert.) Dagegen liefert die Hilbert-Raum-Theorie f̈ur das Finite-Elemente-Verfahren
zun̈achst nur Abscḧatzungen im quadratischen Mittel, was etwa lokale

”
Ausreißer“ an

kritischen Stellen nicht ausschließt. (Dem Br̈uckenbauer gen̈ugt so etwas nicht, wenn Feh-
lerspitzen etwa in kritischen Lagerungspunkten der Br̈ucke auftreten k̈onnen.) Wir werden
sp̈ater die Frage diskutieren, ob und wie man auch f̈ur das Finite-Elemente-Verfahren Feh-
lerabscḧatzungen in der Maximumnorm herleiten kann. Die in der Abscḧatzung (3.1.30)
geforderte hohe Regulariẗat der L̈osung ist ein sehr viel schwerwiegender Nachteil unserer
Analyse des Differenzenverfahrens, da diese Regulariẗatsstufe i. Allg. auf Polygongebieten
und unter realistischen Annahmen an die Problemdaten nicht erwartet werden kann. Wir
bemerken, dass man f̈ur das Finite-Elemente-Verfahren mit wesentlich mehr technischem
Aufwand

”
optimale“ Maximumnorm-Fehlerabscḧatzungen der Form (h≥h0>1)

max
Ω
|eh|≤cM2(u)h

2|logh| (3.1.31)

beweisen kann. Allerdings ist auch die abgeschẅachte AnnahmeM2(u)<∞ i. Allg. noch
zu restriktiv. F̈ur das Finite-Elemente-Verfahren ist auch noch unter der Minimalvor-
aussetzungu∈H10(Ω) wenigstens qualitative Konvergenz gesichert. Seinen eigentlichen
Vorteil, n̈amlich die große Flexibiliẗat bei der Approximation von komplizierten Geome-
trien auf unstrukturierten Gittern werden wir sp̈ater im Zusammenhang mit der Frage
nach adaptiver Gittersteuerung und Fehlerkontrolle erkennen.
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3.1.2 Diskretes Maximumprinzip f̈ur Finite-Elemente-Approximationen

Als n̈achstes wollen wir zeigen, dass Galerkin-Verfahren mit finiten Elementen als An-
satzfunktionen tats̈achlich eng verwandt mit Differenzenverfahren sind. Dazu werden die
Elemente der

”
Steifigkeitsmatrix“Ahdes Finite-Elemente-Verfahrens f̈ur den Fall”

linea-
rer“ Ansatzfunktionen auf einem Dreiecksgitter explizit bestimmt.

Dazu wird zun̈achst ein einzelnes DreieckTmit den Eckpunkten Pi(i=1,2,3) be-
trachtet (siehe Abb. 3.3). Die dem EckpunktPigegen̈uberliegende Seite sei mitSiund
die zugeḧorige Ḧohe mitHibezeichnet. Die Seiten werden dabei als im Gegenuhrzeiger-
sinn und die Ḧohen gegen den Eckpunkt orientierte Vektoren aufgefasst. Weiter bezeichne
ψidie (sẗuckweise lineare) Knotenbasisfunktion zum PunktPi,welcheaufTdefiniert
ist durchψi(Pk)=δik,i,k=1,2,3.

Abbildung 3.3: Dreiecksschema

Es gilt∇ψh≡konst.und wegenψi(Pj)=ψi(Pk)=0,i=j, k,hat∇ψiin Richtung
Sidie Komponente Null. Folglich zeigt∇ψiin RichtungHiund hat wegenψi(Pi)=1
den Betrag|Hi|

−1:

∇ψi=
Hi
|Hi|2

.

Wir erhalten also

(∇ψi,∇ψj)T=|T|
(Hi,Hj)

|Hi|2|Hj|2
.

F̈ur den Winkelγijzwischen den ḦohenHiundHjgilt

cos(γij)=
(Hi,Hj)

|Hi||Hj|

und, daγijgleich dem Winkelθijzwischen den SeitenvektorenSiundSj ist, auch
(Man beachte die Orientierung vonSiundSj.):

cos(γij)=
(Si,Sj)

|Si||Sj|
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Damit folgt bei Beachtung von 2|T|=|Hi||Si|die Beziehung

(∇ψi,∇ψj)T=|T|
(Si,Sj)

|Si||Sj||Hi||Hj|
=
(Si,Sj)

4|T|
.

Hieraus lesen wir ab, dass

(∇ψi,∇ψi)T>0, (∇ψi,∇ψj)T≤0, i=j, (3.1.32)

falls alle Winkel im DreieckTkleiner oder gleichπ/2 sind. Weiter ist nach Konstruktion

3

j=1

ψj≡1, (∇ψi,
3

j=1

∇ψj)T=0,

bzw.
N

j=1,j=i

|(∇ψi,∇ψj)T|≤(∇ψi,∇ψi)T, i=1,2,3.

F̈ur die Elementeaij= T∈Th
(∇ψj,∇ψi)T der MatrixAh erhalten wir somit, dass

aii>0, aij≤0 (i=j),

wenn alle Dreiecksinnenwinkel in der Triangulierung kleiner oder gleichπ/2 sind. Dar̈uber
hinaus gilt dann

j=i

|aij|≤aii,
j=i0

|ai0j|<ai0i0 f̈ur eini0. (3.1.33)

Die SteifigkeitsmatrixAhist in diesem Fall also”
(irreduzibel) diagonal-dominant“,

”
von

nicht-negativem Typ“ und eine
”
M-Matrix“. Wir fassen die sich daraus ergebenden Kon-

sequenzen in einem Satz zusammen.

Satz 3.2 (Maximumprinzip f̈ur finite Elemente):Wenn alle Innenwinkel der Tri-
angulierungTh kleiner oder gleichπ/2sind, gen̈ugt das Finite-Elemente-Schema mit
sẗuckweise linearen Ansatzfunktionen einem diskreten Maximumprinzip, d. h.:

(∇vh,∇ϕ
(n)
h )≤0(n=1, ..., N) ⇒ maxΩvh≤max{0,max∂Ωvh}. (3.1.34)

Ferner ist die SteifigkeitsmatrixAh eineM-Matrix, d. h.: Es giltA
−1
h ≥0sowie

x∈RN,Ahx≥0 ⇒ x≥0. (3.1.35)

Dieses Resultat kann so interpretiert werden, dass unter den gegebenen Voraussetzungen
auch die Finite-Elemente-Diskretisierung ein

”
diskretes Maximumprinzip“ erf̈ullt. Leider

gilt die kritische Eigenschaft (3.1.32) praktisch nur in der oben beschriebenen Situation.
Insbesondere Finite-Elemente-Ans̈atze ḧoherer Ordnung erf̈ullen dies nicht (z. B. quadra-
tische Ans̈atze nur auf

”
gleichseitigen“ Triangulierungen).
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Bemerkung 3.4:Im Spezialfall einer gleichf̈ormigen, kartesischen Triangulierung (mit
Kantenl̈angeh) des Einheitsquadrats erhalten wir aus der obigen expliziten Darstellung
f̈ur die Matrixelementeaij=(∇ψi,∇ψj) die Beziehung:

aii=4, ai,i±1=−1, ai,i±m =−1;

alle anderen Elementeaijsind Null. In diesem Fall stimmt die SteifigkeitsmatrixA
FEM
h

also bis auf den Faktorh−2mit der Matrix AFDMh des
”
5-Punkte-Operators“überein:

AFEMh =h2AFDMh . (3.1.36)

F̈ur die Elemente des zugeḧorigen
”
Lastvektors“ gilt entsprechend:

bFEMi =
Ω

fψidx≈ h
2f(Pi)+O(h

4)=h2bFDMi +O(h4). (3.1.37)

Dies zeigt, dass aus algebraischer Sicht FEM und FDM eng verwandt sind. F̈ur eine
sẗuckweise

”
bi-linearen“ Ansatz auf einer gleichf̈ormigen Quadratzerlegung erḧalt man

ein Analogon zu einem
”
kompakten 9-Punkte-Operator“ (siehe Abb. 3.4):

Abbildung 3.4: Differenzensterne:
”
5-Punkte-Stern“ (links) zur Approximation von Δ

und
”
9-Punkte-Stern“ (rechts) zur Approximation von−Δ.

3.1.3 Approximation krummer R̈ander

Zum Abschluss dieser einf̈uhrenden Diskussion wollen wir noch darstellen, wie in der FEM
krumme R̈ander approximiert werden. Dazu sei angenommen, dass der Rand∂Ωregul̈ar
genug ist, dass die schwache L̈osungu∈V:=H10(Ω) auch inH

2(Ω) ist und der a priori
Abscḧatzung

uH2≤cS f (3.1.38)

gen̈ugt.

i) Der
”
konvexe Fall“ :Sei Ω⊂R2ein glatt berandetes,konvexesGebiet. Dieses sei

überdeckt durch eine regul̈are TriangulierungTh ={T}, so dass alle Eckpunkte des
Polygongebiets

Ωh:= {T∈Th}⊂Ω,
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auf dem Rand∂Ω liegen. Die L̈ange der Polygonkanten von∂Ω ist dann durch die
Gitterweitehder TriangulierungTh beschr̈ankt (siehe Abb. 3.5).

AufΩ wird nun zun̈achst der einfachste Finite-Elemente-Ansatz (mit linearen Form-
funktionen) wie folgt definiert:

V
(1)
h :={vh∈C(Ω)|vh|T∈P1(T),T∈Th,vh|Ω\Ωh≡0} ⊂V=H

1
0(Ω).

Die zugeḧorigen Galerkin-Approximationenuh∈V
(1)
h sind durch die Variationsgleichung

(∇uh,∇ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈Vh (3.1.39)

bestimmt. Wegen der TeilraumbeziehungVh⊂V gilt dann wieder f̈ur den Fehlereh:=
u−uh die Bestapproximationsbeziehung (3.1.26).

Abbildung 3.5: Polygonale Approximation eines krumm berandeten Gebiets; Randstreifen
Sh=∪{ST}schraffiert.

Satz 3.3 (FEM auf konvexem Gebiet):F̈ur das FE-Schema (3.1.39) auf einem glatt
berandeten, konvexen GebietΩgelten die a priori Konvergenzabscḧatzungen

∇eh ≤(cI+cΩ)cShf, (3.1.40)

eh ≤(cI+cΩ)
2c2Sh

2 f, (3.1.41)

mit Stabiliẗats- und InterpolationskonstantencS,cIund einer generischen KonstantecΩ,
die nur vom GebietΩabḧangt.

Beweis:i) SeiIhu∈V
(1)
h die naẗurliche Knoteninterpolierende vonu, welche auf dem

StreifenSh=Ω\Ωh zu Null gesetzt wird. F̈ur diese gilt wieder auf jeder ZelleT∈Th
(wird sp̈ater gezeigt werden)

∇(u−Ihu)T≤cIhT ∇
2uT, (3.1.42)
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und folglich
∇(u−Ihu)Ωh≤cIh∇

2uΩh.

Mit Hilfe der Approximationsbeziehung (3.1.26) ergibt sich somit

∇eh
2
Ω≤c

2
Ih
2∇2u2Ωh+ ∇u

2
Sh
. (3.1.43)

Es bleibt, das Integralüber den RandstreifenSh zu behandeln.

ii) F̈ur ein glatt berandetes Gebiet (d. h.:∂ΩistC2-parametrisiert.) ist nun|Sh|=O(h
2).

Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass der Randabschnitt ∂ΩT, welcher durch Γ von
∂Ω abgetrennt wird, als Graph einer Funktionψ(s) der Bogenl̈angeüber Γ aufgefasst
werden kann. Diese nehme ihr Maximumψ0 f̈urs=s0an, so dass

(ψ−ψ0)(s0)=0, (ψ−ψ0)(s0)=0.

Durch Taylor-Entwicklung vonψ−ψ0ums0ergibt sich dann

max
Γ
|ψ(s)|=max

Γ
|ψ(s)−ψ0|≤δ:=

1
2
max
Γ
|ψ|h2T.

Folglich ist|Sh|≤ch
2. Damit ist bewiesen, dass

∇eh Ω≤chuH2,p. (3.1.44)

iii) Zur Abscḧatzung des IntegralsüberSh gehen wirähnlich vor wie beim Beweis der
Poincaŕeschen Ungleichung. SeiT∈Th ein Randdreieck undST der zugeḧorige Teilab-
schnitt des RandstreifensSh, welcher von der Kante Γ vonTbegrenzt ist. O.B.d.A.
sei angenommen, dass ein RechteckQT mit Γ als kurzer Seite und L̈angeL>0 (un-
abḧangig vonh) ganz inΩ enthalten ist (s. Abb. 3.6).

Abbildung 3.6: Schema der Randapproximation

Sei nun weiterv∈C1(Ω) beliebig. Es bezeichnenΓ(x)denbzgl.Sh nach innen gerich-
teten Normaleneinheitsvektor zu Γ im Punktx∈Γ mit Parameterwerts. Damit gilt
f̈ur 0≤t≤δ:

v(x+tnΓ(x)) =v(x)+
t

0

∂rv(x+rnΓ(x))dr,
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bzw.

|v(x+tnΓ(x))|
2≤2|v(x)|2+2δ

ψ(s)

0

|∇v(x+rnΓ(x))|
2dr.

Wir integrieren dies zunächstüber 0≤t≤ψ(s)≤δ(Man beachte, dass f̈urx∈Γ gilt:
x+ψ(s)nΓ(x)∈∂ΩT.),

ψ(s)

0

|v(x+tnΓ(x))|
2dt≤2δ|v(x)|2+2δ2

ψ(s)

0

|∇v(x+rnΓ(x))|
2dr,

und dannüberx∈Γ und erhalten

ST

|v(x)|2dx≤2δ
Γ

|v(x)|2ds+2δ2

ST

|∇v(x)|2dx.

F̈ur das Randintegral rechts erhalten wir mit Hilfe der Spurabscḧatzung

Γ

|v(x)|2ds≤cΩ v
2
H1(QT)

mit einer von maxΓ|ψ|abḧangigen KonstantecΩ. Damit gewinnen wir schließlich

Sh

|v(x)|2dx≤cΩh
2v2H1(Ω), (3.1.45)

mit einer generischen Konstante cΩ. Durch das̈ubliche Stetigkeitsargumentübertr̈agt
sich diese Abscḧatzung auf alle Funktionenv∈H1(Ω) . Wir wenden die Abscḧatzung
(3.1.45) nun f̈ur die Funktion|∇u|∈H1(Ω) an und erhalten

∇u2Sh ≤cΩh
2u2H2,

so dass sich mit (3.1.43) schließlich das erste geẅunschte Resultat ergibt:

∇e ≤cIh∇
2u+cΩhuH2 ≤(cI+cΩ)cShf. (3.1.46)

iv) Zur Abscḧatzung desL2-Fehlers wird wieder ein Dualiẗatsargument verwendet. Sei
z∈H10(Ω)∩H

2(Ω) die L̈osung des Hilfsproblems

−Δz= e−1e in Ω, z|∂Ω=0.

Wie im Fall eines Polygongebiets argumentieren wir nun wie folgt:

e=(∇e,∇z)=(∇e,∇(z−Ihz))≤ ∇e ∇(z−Ihz).

Mit Hilfe der Interpolationsabschätzung (3.1.42) sowie der Abscḧatzung (3.1.45) f̈urv:=
|∇z|folgt weiter

e ≤ ∇e cIh∇
2z+cΩhzH2 ≤(cI+cΩ)h∇e zH2.
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Hiermit folgt dann unter Verwendung des ersten Resultats (3.1.46) sowie der a priori
Schranke zH2≤cS auchdiezweitegeẅunschte Ungleichung

e ≤(cI+cΩ)
2c2Sh

2 f. (3.1.47)

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

ii) Der
”
nicht-konvexe Fall“:Sei Ω⊂R2ein glatt berandetes, aber nicht notwendig

konvexesGebiet. Dieses sei wiederüberdeckt durch eine regul̈are TriangulierungTh=
{T}, so dass alle Eckpunkte des Polygongebiets Ωh:= {T∈Th}auf dem Rand∂Ω
liegen (s. Abb. 3.7). Die L̈ange der Polygonkanten von∂Ωhist dann durch die Gitterweite
hder TriangulierungTh beschr̈ankt. Ist Ω nicht konvex, so ist Ωh⊂Ω. Der auf Ωh=
{T∈Th}definierte Finite-Elemente-RaumV

(1)
h ist dann auch nicht inV enthalten,

und die Approximation wird
”
nicht-konform“ (bzgl.V=H10(Ω) ) genannt. Die Analyse

dieser Approximation gestaltet sich technisch etwas schwieriger als im konformen Fall.
Doch auch hierf̈ur kann man Konvergenz mit der optimalen Ordnung beweisen.

Abbildung 3.7: Approximation nicht-konvexer Randteile

Satz 3.4 (FEM auf nicht-konvexem Gebiet):F̈ur das FE-Schema (3.1.39) auf ei-
nem glatt berandeten, nicht-notwendig konvexen GebietΩ gelten die a priori Konver-
genzabscḧatzungen

∇eh Ω ≤(cI+cΩ)cShfΩ (3.1.48)

eh Ω ≤(cI+cΩ)
2c2Sh

2 fΩ, (3.1.49)

mit Stabiliẗats- und InterpolationskonstantencS,cIund einer generischen KonstantecΩ,
die nur vom GebietΩabḧangt.

Beweis:i) Das Problem beim Beweis des Satzes besteht in der
”
Nicht-Konformiẗat“ der

Diskretisierung, d. h.:V
(1)
h ⊂V.Zun̈achst gilt auch im Fall eines nichtkonvexen Gebiets

∇(u−Ihu)Ω≤cIh∇
2uΩ≤cIcShfΩ. (3.1.50)
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Weiter haben wir

∇eh
2
Ω=(∇eh,∇(u−Ihu))Ω+(∇eh,∇(Ihu−uh))Ω

=(∇eh,∇(u−Ihu))Ω+(∇u,∇(Ihu−uh))Ω−(∇uh,∇(Ihu−uh))Ω

=(∇eh,∇(u−Ihu))Ω+(∇u,∇(Ihu−uh))Ω−(f, Ihu−uh)Ω

≤(∇eh,∇(u−Ihu))Ω+Nh(u)∇(Ihu−uh)Ω,

mit

Nh(u):= sup
ψh∈V

(1)
h

|(∇u,∇ψh)Ω−(f, ψh)Ω|

∇ψh Ω
.

Hieraus ergibt sich
∇eh

2
Ω≤3∇(u−Ihu)

2
Ω+2Nh(u)

2.

ii) Zur Abscḧatzung des Nichtkonformiẗatsterms scḧatzen wir wie folgt ab:

(∇u,∇ψh)Ω−(f, ψh)Ω=(−Δu−f, ψh)Ω+(∂nu, ψh)∂Ω

=(∂nu, ψh)∂Ω≤ ∂nu∂Ω ψh ∂Ω.

Zun̈achst gilt aufgrund einer bekannten Spurabscḧatzung und derüblichen Regulariẗats-
abscḧatzung auf glatt-berandeten Gebieten

∂nu∂Ω≤cΩ uH2≤cΩcS fΩ. (3.1.51)

Zur Behandlung des Terms ψh ∂Ω ben̈otigen wir etwas zus̈atzliche Notation. Da wir nur
lineare oder (isoparametrische) bilineare Ansatzfunktionen betrachten, gibt es auf∂Ω

ein stetiges (nach außen orientiertes) Richtungsvektorfeldr(x) , so dass jedesψh∈V
(1)
h

entlang der vonr(x) aufgespannten Gerade{x+sr(x),s∈R}linear ist. F̈ur den
Schnittpunktxh=x+d(x)r(x) dieser Gerade ausgehend vonx∈∂Ω mit dem Rand
∂Ωh gilt wieder|xh−x|=d(x)≤cΩh

2. Durch Taylor-Entwicklung folgt dann

0=ψh(xh)=ψh(x)+∂rψh(x)d(x),

und bei Integrationüber∂Ω:

ψh ∂Ω≤cΩh
2∂rψh ∂Ω. (3.1.52)

Dies impliziert insbesondere, dass

ψh ∂Ω≤cΩh∇ψh Ω,

und damit
Nh(u)≤cΩcShfΩ.

Dies in Verbindung mit der Interpolationsfehlerabscḧatzung (3.1.50) beweist die Energie-
normfehlerabscḧatzung.

iii) Zum Beweis derL2-Normfehlerabscḧatzung verwenden wir wieder ein Dualiẗatsragu-
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ment. Sei z∈H10(Ω)∩H
2(Ω) die (eindeutig bestimmte) L̈osung des Hilfsproblems

−Δz=eh eh
−1 in Ω, z|∂Ω=0. (3.1.53)

Auf dem Gebiet Ω gilt die a priori Abscḧatzung zH2≤cΩ ΔzΩ≤cΩ. Damit gilt

eh||Ω=(eh,−Δz)Ω=(∇eh,∇z)Ω−(eh,∂nz)∂Ω

=(∇eh,∇(z−Ihz))Ω+(∇eh,∇Ihz)Ω−(eh,∂nz)∂Ω

=(∇eh,∇(z−Ihz))Ω+(∇u,∇Ihz)Ω−(f, Ihz)Ω−(eh,∂nz)∂Ω

=(∇eh,∇(z−Ihz))Ω+(∂nu, Ihz)∂Ω+(uh,∂nz)∂Ω.

Wie oben unter (i) und (ii) schätzen wir ab

|(∇eh,∇(z−Ihz))Ω|≤∇eh Ω ∇(z−Ihz)Ω≤cIh∇eh Ω ∇
2zΩ≤cIcSh∇eh Ω.

Weiter folgt mit Hilfe der Abschätzung (3.1.52) und den schon oben verwendeten Interpo-
lations-, Spur- und Regulariẗatsabscḧatzungen:

|(∂nu, Ihz)∂Ω|≤∂nu∂Ω Ihz∂Ω≤cΩcS fΩh
2∂rIhz∂Ω

≤cΩcS fΩh
2{∂r(Ihz−z)∂Ω+ ∂rz∂Ω}

≤cΩcS fΩh
2{cIh

1/2zH2+cΩ zH2}≤cΩcIcSh
2fΩ.

Analog erschließen wir

|(uh,∂nz)∂Ω|≤uh ∂Ω ∂nz∂Ω≤cΩcSh
2∂ruh ∂Ω ΔzΩ

≤cΩcSh
2{∂r(uh−Ihu)∂Ω+ ∂r(Ihu−u)∂Ω+ ∂ru∂Ω}

≤cΩcSh
2{h−1/2∇(uh−Ihu)Ω+cIh

1/2uH2+cΩ uH2}

≤cΩcSh
2{h−1/2∇eh Ω+h

−1/2∇(u−Ihu)Ω+ ∂r(Ihu−u)∂Ω+ ∂ru∂Ω}

≤cΩcSh
2{(cI+cΩ)cSh

1/2fΩ+cIcΩcSh
1/2fΩ+cΩcS fΩ}

≤(cI+cΩ)
2c2Sh

2fΩ.

Combination der obigen Abscḧatzungen liefert schließlich

eh Ω≤cIcSh∇eh Ω+cΩcIcSh
2fΩ+(cI+cΩ)

2c2Sh
2fΩ.

Dies zusammen mit der schon bewiesenen Energienormfehlerabscḧatzung (3.1.48) ergibt
die behaupteteL2-Fehlerabscḧatzung. Q.E.D.

3.2 Allgemeine Finite-Elemente-Ans̈atze

Wir wollen nun Finite-Elemente-Ansatzräume allgemeineren Typs konstruieren und Fra-
gen der praktischen Realisierungder Methode diskutieren. Zun̈achst wird Ω als ein Poly-
gongebiet (Polyeder in 3-D) angenommen. SeienThZerlegungen vonΩ in Dreiecke oder



98 KAPITEL 3. FINITE-ELEMENTE-VERFAHREN F̈UR ELLIPTISCHE PROBLEME

Vierecke (Tetraeder oder Hexaeder in 3-D), welche den im vorigen Abschnitt formulierten
Bedingungen gen̈ugen. F̈ur die folgenden Konstruktionen von Finite-Elemente-Ans̈atzen
verwenden wir die Bezeichnungen

Pr:=p(x)=
0≤i+j≤r

cijx
i
1x
j
2 , Qr:=q(x)=

0≤i,j≤r

cijx
i
1x
j
2 ,

f̈ur Polynom-Vektorr̈aume imR2(analog f̈ur solche imR3). Ein Finite-Elemente-Ansatz
ist definiert durch Vorgabe eines PolynomraumesP(T)⊂Pr(T)oderP(T)⊂Qr(T)
aufT∈Thsowie eines Satzes von”

Knotenwerten“ (gegeben durch lineare
”
Knotenfunk-

tionale“), z. B.:

{vh(a),vh(m),∂nvh(m),∇vh(a),(vh,1)Γ,(vh,1)T, ...},

welcher Polynome ausP(T) eindeutig bestimmt.

Abbildung 3.8: Funktionswerte vh(a)sowievh(a),∇vh(a)(links), Normalableitung
∂nvh(m)in Seitenmitten (Mitte), Funktionswertevh(a),∇vh(a),∇

2vh(a)(rechts).

Wir verwenden die Bezeichnungen

Th={T} Zerlegung vonΩ,

∂Th={Γ} Menge aller Kanten (bzw. Flächen),

∂2Th={a} Menge aller Eckpunkte (”
Knoten“),

sowie die in Abb. 3.8 skizzierte Symbolik f̈ur einige typische Knotenwertevorgaben.

Definition 3.1 (Unisolvenz): Ein PolynomraumP(T)und ein zugeḧoriger Satz von
linearen

”
Knotenfunktionalen“K(T)heißen

”
unisolvent“, wenn jedesp∈P(T)eindeu-

tig durch die Vorgabe vonχ(p)f̈ur alleχ∈K(T)bestimmt ist.

Definition 3.2 (Lagrange- und Hermite-Ansatz):Man spricht bei einem FE-Ansatz
P(T)mit zugeḧorigem Satz von KnotenfunktionalenK(T)={χr,r=1, ..., R}von

”
Lagrange-Elementen“, wenn die Knotenfunktionale nur auf Funktionswerte zur̈uckgrei-
fen; werden auch Ableitungswerte verwendet, spricht man von

”
Hermite10-Elementen“.

10Charles Hermite (1822–1901): Franz̈osischer Mathematiker; Prof. an derÉcole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; Beitr̈age zur Zahlentheorie und zur Theorie elliptischer Funktionen; Beweis der
Transzendenz vone.
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Notwendigf̈ur Unisolvenz ist offenbar dimP(T)=#K(T) undhinreichend,dassf̈ur ein
p∈P(T)ausχ(p)=0 f̈ur alleχ∈K(T) notwendigp≡0 folgt. Dies wird in der Regel
zum Nachweis von Unisolvenz verwendet.

Definition 3.3 (Interpolation): F̈ur jede ZelleT∈Th sei ein PolynomraumP(T)
mit DimensionRund ein SatzKT={χr,r=1, ..., R}von Knotenfunktionalen

χr:H
m(T)→R (r=1, ..., R),

spezifiziert, welche
”
unisolvent“ sind. Durch die Vorgabe

χr(Ihv)=χr(v), r=1,...,R,

ist dann eindeutig eine
”
Finite-Elemente-Interpolierende“Ihv∈P(T)definiert.

Durch Zusammensetzen der zun̈achst zellweise definierten FormfunktionenvT∈P(T)
erḧalt man global definierte Funktionen

vh:Ω→R, vh|T:=vT, T∈Th,

mit denen der Finite-Elemente-Ansatzraum Vh gebildet wird. Durch Gleichsetzen geeig-
neter Knotenwerte auf dem gemeinsamen Rand Γ =T∩T jeweils benachbarter Zel-
len wird Stetigkeit, Differenzierbarkeit und auf analogem Wege auch die Randbedingung
vh|∂Ω= 0 implementiert. Die Dimension des endlich dimensionalen Teilraumes Vh⊂V
ist dann gleich der Anzahl der Knotenfunktionalwerte zur eindeutigen Festlegung einer
Funktionvh∈Vh.

Definition 3.4 (Konformität):Ein Finite-Elemente-AnsatzraumVh dieser Art heißt

”
H10-konform“, wennVh⊂H

1
0(Ω), und andernfalls”

nicht-konform“.

A) Dreieckselemente im R2:Als erstes betrachten wirFinite-Elemente-Ans̈atze auf
Triangulierungen von Polygongebieten.

1)Konstanter Ansatz:P(T)=P0,dimP(T)=1.
Mit konstanten Polynomansätzen kann offensichtlich f̈ur die Variationsgleichung (3.1.2)
keine konforme Diskretisierung gewonnen werden. Diese spielen aber bei anderen Typen
von variationellen Formulierungen, den sog.

”
dual-gemischten“, eine Rolle

2a)Linearer Ansatz:P(T)=P1,dimP(T)=3.

Abbildung 3.9: Knotenpunkte des (konformen) linearen Ansatzes (e=T)
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Der Polynomraum P1(T) und der Satz von Knotenfunktionalen{χi(p)=p(ai),i=
1,2,3}sind unisolvent, denn f̈urp∈P1(T) mitp(ai) = 0 gilt notwendigp|∂T≡0 und
damit auchp≡0. Mit dem Ansatz

V
(1)
h ={vh:Ω→R|vh|T∈P1,vhstetig in Eckpunkten,vh= 0 in Eckpunkten auf∂Ω}.

erḧalt man einenH10-konformen Finite-Elemente-Raum. Denn der Sprung von [vh]̈uber
eine gemeinsame Kante Γ zweier DreieckeT1undT2ist inP1(Γ) . Folglich istvhstetig,
da seine Restriktionen aufT1undT2gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten von
Γhaben.

2b) Einennicht-konformenlinearen Ansatz erḧalt man durch

Ṽ
(1)
h ={vh:Ω→R|vh|T∈P1,vhstetig in Kantenmitten,vh= 0 in Kantenmitten auf∂Ω}.

Die Unisolvenz folgt analog wie die des entsprechenden konformen Ansatzes. Dieses nicht-
konforme

”
lineare“ Element spielt z. B. eine Rolle bei der Diskretisierung der Navier-

Stokes-Gleichungen in der Str̈omungsmechanik.

3)Quadratischer Ansatz:P(T)=P2,dimP(T)=6.
Der PolynomraumP2(T) und der Satz von Knotenfunktionalen{χi(p)=p(ai),ψi(p)=
p(mi),
i=1,2,3}sind unisolvent. F̈urp∈P2(T) mitp(ai)=p(mi) = 0 gilt notwendig
p|∂T≡0 . Dies impliziert, dass∇p(ai) = 0 , woraus wegen∂ip∈P1(T) wiederum∇p≡0
und schließlichp≡0 folgt. Mit dem Ansatz

V
(2)
h ={vh:Ω→R|vh|T∈P2,vhstetig in Eckpunkten und Kantenmitten,

vh= 0 in solchen Punkten auf∂Ω}.

erḧalt man einenH10-konformen Finite-Elemente-Raum. Denn der Sprung von [vh]̈uber
eine gemeinsame Kante Γ zweier DreieckeT1undT2ist inP2(Γ) . Folglich istvhstetig,
da seine Restriktionen aufT1 undT2 gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten
und dem Mittelpunkt von Γ haben. Alternativ zu den Werten in den Kantenmittenm
kann man auch die Mittelwerte|Γ|−1

Γ
vhdsüber Kanten Γ∈∂Th als Knotenwerte

verwenden.

Abbildung 3.10: Knotenpunkte des (konformen) quadratischen Ansatzes (e=T)
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Der naheliegendenicht-konformeAnsatz

Ṽ
(2)
h ={vh:Ω→R|vh|T∈P2,vhstetig in jeweils zwei Gauß-Punkten auf Kanten,

vh= 0 in solchen Punkten auf∂Ω}

istnichtunisolvent, denn es existieren nicht-triviale, sẗuckweise quadratische Funktio-
nen, welche in allen Knotenpunkten verschwinden. Man betrachte dazu auf jeder Kante
die Legendre-PolynomenL2zweiten Grades, deren Nullstellen gerade die beiden Gauß-
Punktem1,m2sind. Sie k̈onnen wegen ihrer Symmetrie zum Kantenmittelpunkt so nor-
miert werden, dass sie in den Eckpunkten agleiche WerteL2(a) = 1 haben. Dann l̈asst
sich eine FunktionL∈P2(T) finden, durch konforme Interpolation in Eckpunkten und
Seitenmitten:L(a)=1,L(m)=L2(m) . Auf jeder Kante ist dannL≡L2, so dass sich
ein Widerspruch zur Unisolvenz des Ansatzes ergibt.

Eine weiterenicht-konformeVariante des quadratischen Elements (das sog.
”
Morley11-

Plattenelement“) erḧalt man bei Wahl der Knotenwerte{vh(a),∂nvh(m)}. Dieser Ansatz
ist wieder unisolvent. F̈urp∈P2(T) folgt ausp(ai)=∂np(mi)=0,i=1,2,3 , notwendig
∂τp(mi) = 0 und somit∇p(mi)=0. Wegen∂ip∈P1(T) folgt∇p≡0 und damit auch
p≡0.

Abbildung 3.11: Knotenpunkte des (nicht-konformen) quadratischen
”
Morley-Elements“

(e=T)

Das Morley-Element ist zwar nicht-konform bzgl. derH1- wie auch derH2-Norm, trotz-
dem kann es bei geeigneter Modifikation der variationellen Formulierungen,

uh∈V
M
h :

T∈Th
(∇2uh,∇

2ϕh)T=(f, ϕh) ∀ϕh∈V
M
h,

sogar zur Approximation des biharmonischen Operators Δ2u=fverwendet werden.

5)Kubischer Ansatz (sog.
”
kubisches Membran-Element“:P(T)=P3,dimP(T)=10.

Mit dem Ansatz

V
(3)
h ={vh:Ω→R|vh|T∈P3,vhstetig in Eckpunkten und in je

zwei Gauß-Punkten auf Kanten,vh= 0 in solchen Punkten auf∂Th}.

11Leslie Sydney Dennis Morley (1924–2011): Englischer Ingenieur; wirkte an der Brunel University in
Uxbridge, England; Beitr̈age zur FEM f̈ur nichtlineare Schalenmodelle.
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istH10-konform. Denn der Sprung von [vh]̈uber eine gemeinsame Kante Γ zweier Drei-
eckeT1undT2ist inP3(Γ) . Folglich istvh stetig, da seine Restriktionen aufT1und
T2gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten und zwei Gauß-Punkten auf Γ haben.
Alternativ zu den Gauß-Punkten auf den Kanten kann man auch in jedem Knoten die
beiden partiellen Ableitungen, d.h. den Gradienten∇vh(a) , als Knotenwerte verwenden.

Auch damit erḧalt man einenH10-konformen AnsatzraumV̂
(3)
h ; dieser ist offenbar echt

kleiner alsV
(3)
h (̈Ubungsaufgabe).

Abbildung 3.12: Knotenpunkte der (konformen) kubischen Ans̈atze (e=T)

Zur Diskretisierung der biharmonischen Gleichung kann man wieder einenicht-konforme
Variante mit den Knotenwerten{vh(a),∂nvh(m1),∂nvh(m2),vh(z)}(m1,m2zwei Gauß-
Punkte auf Γ undzder Mittelpunkt vonT) verwenden. EinH2-konformes Platten-
Element erḧalt man durch den sog.

”
Clough-Tocher-Ansatz“ als

”
zusammengesetztes“

Element (vh∈C
1(T)sẗuckweise kubisch).

Abbildung 3.13: Knotenpunkte des (nicht-konformen) kubischen
”
Platten-Elemente“

(ei=Ti)

6)Quartischer Ansatz:P(T)=P4(T), dimP(T)=15.
Mit dem Satz von Knotenwerten {vh(a),∇vh(a),vh(m1),vh(m2)}(m1,m2 die beiden
Gauß-Punkte auf jeder Kante Γ∈∂Th)erḧalt man hier einenH

1-konformen Ansatz
(̈Ubungsaufgabe).

7)Quintischer Ansatz (sog.
”
Argyris12-Plattenelement“):P(T)=P5(T), dimP(T)=

21 . Mit dem Satz von Knotenwerten{vh(a),∇vh(a),∇
2vh(a),∂nvh(m)}erḧalt man hier

sogar einenH2-konformen Ansatz (̈Ubungsaufgabe). Dieses finite Element ist ein Beispiel
f̈ur einen konformen Ansatz zur L̈osung der biharmonischen Gleichung Δ2u=f,f̈ur
welche stetig differenzierbareÜberg̈ange von Zelle zu Zelle erforderlich sind.

12John Hadji Argyris (1913–2004): Griechischer Bauingenieur; Prof. in Stuttgart; einer der
”
Erfinder“

der Finite-Elemente-Methode.
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Abbildung 3.14: Knotenpunkte des (konformen) quintischen
”
Argyris-Elements“ (e=T)

B) Viereckselemente:Als n̈achstes betrachten wirFinite-Elemente-Ans̈atze auf (kar-
tesischen) Rechteckszerlegungen.

1)Bi-linearer Ansatz:P(T)=Q1=span{1,x1,x2,x1x2},dimP(T)=4.
Der Polynomraum Q1(T) und der Satz von Knotenfunktionalewn{χi(p)=p(ai),i=
1,...,4}sind unisolvent. Einp∈Q1(T) ist entlang der Kanten vonT linear. Aus
p(ai) = 0 folgt alsop|∂T≡0 , und weiter∇p(ai)=0. Wegen∂ip∈P1(T) impliziert
dies∇p≡0 und schließlichp≡0. Der Ansatz

V
(1)
h ={vh:Ω→R|vh|T∈Q1,vhstetig in Eckpunkten,vh= 0 in Eckpunkten auf∂Ω}

istH10-konform, da die Spr̈unge vonvh entlang von Kanten linear sind.

Abbildung 3.15: Knotenpunkte des (konformen) bi-linearen Ansatzes (e=T)

Der naheliegendenicht-konformeAnsatz

Ṽ
(1)
h ={vh:Ω→R|vh|T∈Q1,vhstetig in Kantenmitten,vh= 0 in diesen auf∂Ω}

ist aber i. Allg.nichtunisolvent, da z. B. die Funktionvh(x1,x2)=x1x2 in den Kan-
tenmitten des QuadratsT1=[−1,1]×[−1,1] verschwindet. AufT1 erḧalt man aber
durchP(T)=span{1,x1,x2,x

2
1−x

2
2}einen mit den Kantenmitten als Knotenfunktionale

unisolventen Ansatz. Alternativ zu den Funktionswerten in den Seitenmitten kann man
auch die Mittelwerte|Γ|−1

Γ
vhdsüber die Kanten als Knotenwerte verwenden. Dies

ergibt aber einen vonṼ
(1)
h verschiedenen Ansatzraum. Beide Ans̈atze sind offensichtlich

nicht-konform.

2)Bi-quadratischer Ansatz:P(T)=Q2=span{1,x1,x2,x
2
1,x1x2,x

2
2,x

2
1x2,x1x

2
2,x

2
1x
2
2},

dimP(T) = 9 . Die Konstruktion eines
”
zul̈assigen“ Satzes von Knotenwerten istÜbung.
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3)Reduzierter bi-quadratischer Ansatz (sog.
”
Wilson13-Membran-Element“):

P(T)=P2(T)⊕span{x
2
1x2,x1x

2
2},dimP(T) = 8 . Dieser Ansatz wird mit den Knoten-

werten{vh(a),vh(m)}H
1-konform.

4)Bi-kubischer Ansatz:P(T)=Q3=span{1,x1,x2,x
2
1, ..., x

3
1x
3
2},dimP(T)=16.

Die Konstruktion eines
”
zul̈assigen“ Satzes von Knotenwerten wird alsÜbung gestellt.

5)Reduzierter bi-kubischer Ansatz (sog.
”
Adini14-Platten-Element“):

P(T)=P3(T)⊕span{x
3
1x2,x1x

3
2},dimP(T) = 12 . Dieser Ansatz wird mit den Knoten-

werten{vh(a),∇vh(a)}unisolvent undH
1-konform, ist aber nichtH2-konform.

Abbildung 3.16: Knotenpunkte des (nicht-konformen)
”
Adini-Plattenelerments“(e=T)

Viele der aufgef̈uhrten zwei-dimensionalen Finite-Elemente-Ans̈atzen haben naẗurliche
Erweiterungen auf drei Dimensionen. Die gebr̈auchlichsten Beispiele sind:

1)Lineares Tetraederelement:P(T)=span{1,x1,x2,x3},dimP(T) = 4 . Mit den Funk-
tionswerten in den Eckpunkten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent undH1-
konform.

Abbildung 3.17: Knotenpunkte des (konformen) linearen Ansatzes (e=T)

2)Nicht-konf., lineares Tetraederelement:P(T)=span{1,x1,x2,x3},dimP(T)=4.
Mit den Funktionswerten in den Flächenmitten als Knotenwerteist dieser Ansatz unisol-
vent, abernicht-konform.

3)Quadratisches Tetraederelement:P(T)=span{1,x1,x2,x3,x1x2,x1x3,x2x3,x
2
1,x

2
2,x

2
3},

dimP(T) = 10 . Mit den Funktionswerten in denEcken und den Kantenmitten als Kno-
tenwerte ist dieser Ansatz unisolvent undH1-konform.

13Edward L. Wilson (1931–): US-Amerikanischer Ingenieur; Prof. f̈ur Ingenieurwissenschaften an der
Univ. of California (Berkley, USA); ein fr̈uher Pionier der (praktischen) Finite-Elemente-Methode; Ko-
autor des Buches

”
Numerical Methods in Finite Element Analysis“(zus. mit K. J. Bathe), 1976.

14Avner Adini (????–): Promotion 1961an der Univ. of California (Berkeley, USA) als Bauingenieur;
Beitr̈age u. a. zur Finite-Elemente-Methode in der Plattenstatik.
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Abbildung 3.18: Knotenpunkte des (konformen) quadratischen Ansatzes (e=T)

4)Kubisches Tetraederelement:P(T)=P3,dimP(T)=20.
Mit den Funktionswerten in den Ecken, in zwei Gauß-Punkten auf den Kanten und in
den Seitenmitten als Knotenwerteist dieser Ansatz unisolvent undH1-konform.

Abbildung 3.19: Knotenpunkte des (konformen) Kubisches Tetraederelement (e=T)

5)Tri-lineares Quaderelement:P(T)=span{1,x1,x2,x3,x1x2,x1x3,x2x3,x1x2x3},
dimP(T) = 8 . Mit den Funktionswerten in den Eckpunkten als Knotenwerte ist dieser
Ansatz unisolvent undH1-konform.

Abbildung 3.20: Knotenpunkte des (konformen) tri-linearen Quaderelements (e=T)

Ein zugeḧorigesnicht-konformesQuaderelement erḧalt man durch den Ansatz
P(T)=span{1,x1,x2,x3,x

2
1−x

2
2,x

2
1−x

2
3},dimP(T) = 6 . Mit den Funktionswerten in

den Fl̈achenmitten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent.

6)Tri-quadratisches Quaderelement:P(T)=span{1,x1,x2,x3, ..., x
2
1x
2
2x
2
3},

dimP(T) = 27 . Mit den Funktionswerten in denEckpunkten, den Kantenmitten, den
Seitenmitten und dem Mittelpunkt als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent undH1-
konform.

In allgemeinen Situationen k̈onnen die Zellen bzgl. des Koordinatensystems gedreht
oder gezerrt werden. Daraus folgt, dass es F̈alle gibt, in denen man f̈ur zwei Zellen der
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ZerlegungTh nicht denselben Ansatz nehmen kann (z. B. das bi-lineare Vierecksele-
ment). Deshalb m̈ussen wir uns bei der Definition von Finite-Elemente-Ans̈atzen von
dem festen Koordinatensystem befreien. Dies induziert die Idee des

”
Referenzelements“.

Wir verwenden als Referenzelement ein natürliches EinheitselementT̂(Einheitsdreieck,
Einheitsviereck, ...) und definieren zun̈achst einen PolynomansatzP̂(̂T) auf diesem Re-
ferenzelement.

SeiσT eine (polynomiale) Transformation des Referenzelements auf das (”
physikali-

sche“) Element mit der Inversenσ−1T :T→ T̂. Der Ansatz auf der ZelleTist dann
gegeben durch

P(T):={vh:T→R|vh(σT(·))∈P̂(̂T)}. (3.2.54)

Der Funktionenraum P(T) ist nicht notwendig ein Raum von Polynomen, auch wenn
P̂(̂T) ein solcher ist. Dies liegt daran, dass i. Allg. die inverse Abbildungσ−1T und damit
die Funktionvh(x)=vh(σ(σ

−1(·))) nicht polynomial ist, z. B. im Fall (echt) bilinearer
Abbildungen σT. WennmanT ausT̂ durch eine Verschiebung, eine Rotation, eine
Scherung und eine Skalierung gewinnen kann, so istσT eine affin-lineare Transformation:

σT(̂x)=BTx̂+bT

mit einer Matrix BT∈R
d×dund einem VerschiebungsvektorbT∈R

d. Dies ist m̈oglich
bei Dreiecken (in 2-D) bzw. Tetraedern (in 3-D) sowie bei Parallelogrammen (in 2-D) bzw.
Parallelepipeden (in 3-D). F̈ur allgemeine (konvexe) Vierecke (in 2-D) oder Hexaeder (in
3-D) ben̈otigt man f̈ur die Transformation echt bi- bzw. tri-lineare Abbildungen.

Wir gehen nun zum allgemeinend-dimensionalen Fall̈uber und betrachten Zerlegungen
Th={T}des Abschlusses eines Gebiets Ω⊂R

d ind-Simplizes. Dabei ist ein (nicht
degeneriertes) SimplexT⊂Rddie konvexe lineare Ḧulle vond+1linear unabḧangigen
Punktenai∈Rd,i=0, ..., d:

T= x∈Rd|x=
d

i=0

λia
i,

d

i=0

λi=1,0≤λi≤1. (3.2.55)

Das System {ai,i=0, ..., d}heißt linear unabḧangig, wenn die erzeugenden Vektoren
{wi=ai−a0,i=1, ..., n}eine Basis desRdbilden. Die einfachsten Beispiele sind wieder
Dreiecke f̈urd= 2 und Tetraeder f̈urd=3.Sei T̂das Einheitssimplex imRd, welches
von den Punktene0:= 0 ,ei=(δ1i, ..., δdi)

T,i=1, ..., d, aufgespannt wird.

Hilfssatz 3.2 (Referenztransformation):Jedes (nicht degenerierte) SimplexT⊂Rd

l̈asst sich mittels einer umkehrbaren affinen Abbildung

x=σT(̂x):=BTx̂+bT, BT∈R
d×d,bT∈R

d, (3.2.56)

aus dem EinheitssimplexT̂ gewinnen:T=BTT̂+bT. Dabei ist die Umkehrabbildung
gegeben durchx̂=σ−1T (x)=B

−1
T x−B

−1
T bT.
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Beweis:Wir lassen im Folgenden den Zusatz Tweg. SeiA∈Rd×ddie regul̈are Matrix,
welche die Basis{wi=ai−a0,i=1, ..., d}auf die kartesische Einheitsbasis{ei,i=
1, ..., d}abbildet:ei=Awi, i=1, ..., d. Man gewinnt ihre Elementeaνμals L̈osungen
der Gleichungssysteme

n

μ=1

aνμw
i
μ=e

i
ν, i=1, ..., d ,

f̈urν=1, ..., d. Die Koeffizientenmatrix (wiμ)
d
i,μ=1 entḧalt die linear unabḧangigen Vek-

torenwi,i=1, ..., d,als Zeilenvektoren und ist folglich regul̈ar. Die affine Abbildung
x̂=Ax−Aa0ist dann umkehrbar und bildet das SimplexTauf das EinheitssimplexT̂
ab, denn f̈urx= d

i=0λia
i∈Tist (Man beachte d

i=1λi=1.)

Ax−Aa0=
d

i=0

λiA(a
i−a0)=

d

i=0

λie
i∈T̂,

und umgekehrt f̈ur ̂x= d
i=0λie

i∈T̂

A−1x̂+a0=

d

i=0

λiA
−1ei+a0=

d

i=0

λiw
i+a0=

d

i=0

λia
i+(1−

d

i=1

λi)a
0∈T.

Dies komplettiert den Beweis mitBT:=A
−1undbT:=a0. Q.E.D.

Bemerkung 3.5:Zu Hilfssatz 3.2 gibt es ein Analogon f̈ur Vierecks-Zerlegungen imR2

sowie Hexaeder-Zerlegungen imR3. Zu jedem konvexen ViereckT∈R2oder Hexaeder
T∈R3 (

”
6-Fl̈achner“) existieren bi- bzw. tri-lineare AbbildungenσT :T̂→ T des

Einheitsquadrats bzw. EinheitsẅurfelsT̂aufT. Dabei werden die Eckpunkte vonT̂auf
die Eckpunkte vonTsowie die Kanten bzw. Seitenfl̈achen vonT̂auf die Kanten bzw.
Seitenfl̈achen vonTabgebildet (jeweils in derselben Orientierung).

Die Erzeugung von Finite-Elemente-Ans̈atzenüber Transformation von einem Refe-
renzelement hat auch den Zweck, auf allgemeinen Vierecks- oder Hexaeder-Zerlegungen
konformeAns̈atze zu gewinnen. Wir wollen das anhand des bi-linearen Ansatzes disku-
tieren:

V
(1)
h ={vh:Ω→R|vh|T∈Q1,vhstetig in Knoten,vh= 0 in Knoten auf∂Ω}.

Wir betrachten allgemeine Vierecke TundT, die eine gemeinsame Kante Γ haben,
und setzenP(T)=P1⊕span{x1x2}. Der Sprung vonvh ist zwar gleich Null in den
Endpunkten von Γ , doch ist er i. Allg. nicht linear auf Γ , so dass die Stetigkeitüber Γ
nicht gesichert ist. Hierf̈ur muss erreicht werden, dass die Restriktion vonvh∈V

(1)
h auf

alle Kanten Γ∈∂Th linearist. Dies kann durch Konstruktion vonV
(1)
h mit Hilfe der

bilinearen TransformationenσT:̂T→Terreicht werden.

F̈ur eine bi-lineare TransformationσT :̂T→ Tist die Inverseσ
−1
T :T→ T̂i. Allg.

nicht bi-linear. In diesem Fall ist der gem̈aß (3.2.54) erzeugte lokale AnsatzraumP(T)
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auch kein Polynomraum. Dennoch istv|Γ auf jeder Kante Γ∈∂Th linear, so dass Ste-
tigkeit in allen Eckpunkten auch automatisch globale Stetigkeit aufΩsowiev|∂Ω =0
garantiert. Dieser Transformationsansatz l̈ost also das Problem der globalen Stetigkeit.

Definition 3.5 (Parametrischer Ansatz): Der AnsatzP(T)wird
”
parametrisch“ ge-

nannt, wenn er durch TransformationenσT :T̂→ T von einem ReferenzelementT̂
erzeugt wird. Er heißt

”
isoparametrisch“, wenn die TransformationσT vom selben Poly-

nomtyp wie die Ansatzfunktionen inP̂(̂T)ist.

Der Begriff des
”
isoparametrischen“ Finite-Element-Ansatzes l̈asst sich auf ḧoheren Po-

lynomgradr≥2übertragen. Dies wird wichtig bei der Approximation eines krummen
Randes bei Verwendung von Ans̈atzen ḧoherer Ordnung. (s. Abb. 3.21). Die einfache
Polygonzugapproximation ẅurde hier zu einer Ordnungsreduktion f̈uhren:

∇(u−uh)≤ch
rur+hu2 ,

im Gegensatz zur optimalen Abscḧatzung

∇(u−uh)≤ch
rur.

Abbildung 3.21: Parametrische Randapproximation

3.3 Interpolation mit finiten Elementen

Dieser Abschnitt ist dem grundlegenden Aspekt bei der mathematischen Analyse der Me-
thode der finiten Elemente gewidmet: Wie gut lassen sich hinreichend glatte Funktionen
durch sẗuckweise polynomiale approximieren? Wir gehen von der im vorigen Abschnitt
anhand von Beispielen beschriebenen abstrakten Situation aus. SeiT⊂Rdeine Zelle ei-
nes Finite-Elemente-GittersTh; der Durchmesser vonTwird wieder mit diam(T)=hT
und der Radius einer (maximalen) einbeschriebenen Kugel mitρT bezeichnet.

Wir betrachten im Folgenden ausschließlich
”
parametrische“ Finite-Elemente-Ans̈atze.

JedesT∈Th sei Bild eines”
Referenz-Einheitselements“ T̂ ⊂ Rd mit Durchmesser

diam(̂T)=̂h≈1 und Inkugelradius ̂ρ>0. Die zugeḧorigen AbbildungenσT :̂T→ T
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seien der Einfachheit halber als affin-linear angenommen:

x=σT(̂x)=BTx̂+bT, BT∈R
d×d,bT∈R

d. (3.3.57)

Der Fall allgemeiner Vierecke mit erzeugendenbi-linearenTransformationen wird gegebe-
nenfalls in Bemerkungen ber̈ucksichtigt werden.

Allgemeine Interpolationsaufgabe: Auf einem beliebigen, aber festen Element T
(z. B. dem EinheitselementT̂) seien ein VektorraumP(T) von Polynomen̈uberTmit
dimP(T)=R sowie ein System von linearen

”
Knotenfunktionalen“ KT ={χr,r=

1, ..., R}gegeben, so dass die folgenden Bedingungen erf̈ullt sind:

i) Der Ansatz ist unisolvent:

q∈P(T):χr(q)=0 (r=1, ..., R) ⇒ q=0. (3.3.58)

ii) F̈ur einm≥1 giltPm−1⊂P(T).

iii) Die Knotenfunktionale ausKT sind stetig aufH
m(T):

|χr(v)|≤cbvm;T, v∈Hm(T),r=1, ..., R. (3.3.59)

Unter der Bedingung (i) ist die zugeḧorige Lagrangesche bzw. Hermitesche Interpolati-
onsaufgabe eindeutig l̈osbar, d. h: Zu jeder Funktionv∈Hm(T) existiert ein eindeutig
bestimmtes

”
Interpolationspolynom“ITv∈P(T) mit den Eigenschaften

χr(ITv)=χr(v), r=1, ..., R.

Wenn die Knotenfunktionale zu
”
singul̈ar“ sind, um f̈ur Funktionen ausHm(Ω) definiert

zu sein (z. B. die Ableitung∂m−1n v(m) in einer Seitenmittem∈∂T), kann auch ein
sẗarkerer Sobolew-RaumHm,p(Ω) mitp>dverwendet werden. Wir werden diesen Fall
hier aber nicht weiter verfolgen.

Notation: Im folgenden verwenden wir eine gebr̈auchliche
”
Multiindex“-Schreibweise für

mehrfach indizierte Gr̈oßen. F̈ur einen Indexvektorα=(α1, ..., αd)
T∈Nd0mit ganzzah-

ligen, nichtnegativen Komponenten setzen wir

|α|:=
d

i=1

αi, xα:=
d

i=1

xαii, Dα:=
d

i=1

∂αii, Pk= q(x)=
|α|≤k

aαx
α .

Mit dieser Notation schreiben sich z. B. die Sobolew-Normen bzw. -HalbnormenüberT
in der Form

vm;T=
0≤|α|≤m

Dαv2T
1/2

, |v|m;T=
|α|=m

Dαv2T
1/2

.

Wir leiten nun eine Reihe von technischen Hilfssätzen ab, die am Schluss zu den



110 KAPITEL 3. FINITE-ELEMENTE-VERFAHREN F̈UR ELLIPTISCHE PROBLEME

geẅunschten allgemeinen Abscḧatzungen f̈ur den Interpolationsfehler bei Finite-Elemente-
Ans̈atze f̈uhren werden. Die dabei verwendete Schlussweise geht in diesem Zusammenhang
auf Bramble15und Hilbert16(1971) zur̈uck, weswegen die ganze Theorie auch

”
Bramble-

Hilbert-Theorie“ und das Hauptresultat
”
Bramble-Hilbert-Lemma“ genannt werden.

Hilfssatz 3.3 (Nullraum von Ableitungsoperatoren): Jede Funktionv∈Hm(T)
mit der Eigenschaft

Dαv=0, |α|=m, (3.3.60)

ist fasẗuberall gleich einem Polynom ausPm−1(T).

Beweis:Aus den Voraussetzungen folgtDβDαv≡0f̈ur beliebigesβund somitv∈
∞
k=1H

k(T) . Nach dem Sobolewschen Einbettungssatz ist damitv∈Cm(T), so dass sich
die Behauptung mit Hilfe

”
klassischer“ Argumente ergibt. Q.E.D.

Hilfssatz 3.4 (Polynomprojektion): Zu jeder Funktionv∈Hm(T)existiert ein ein-
deutig bestimmtes Polynomq∈Pm−1(T)mit der Eigenschaft

T

Dα(v−q)dx=0, 0≤|α|≤m−1. (3.3.61)

Beweis:Zur L̈osung der Aufgabe machen wir den Ansatz

q(x):=
|β|≤m−1

ξβxβ ∈Pm−1(T)

mit unbekannten Koeffizienten ξ=(ξβ)|β|≤m−1 (bei lexikographischer Anordnung der
Indexkomponenten). Dies f̈uhrt auf das quadratische,lineare Gleichungssystem

0≤|β|≤m−1

ξβ

T

Dαxβdx=
T

Dαvdx, 0≤|α|≤m−1.

Dessen Koeffizientenmatrix

M =
T

Dαxβdx
0≤|α|,|β|≤m−1

ist regul̈ar. Andernfalls g̈abe es einξ=(ξβ)|β|≤m−1=0 mitMξ= 0 . Das damit gebildete
Polynomq(x)= 0≤|β|≤m−1ξ

βxβ∈Pm−1(T)ḧatte dann die Eigenschaft

T

Dαqdx=0, 0≤|α|≤m−1, (3.3.62)

15James H. Bramble (1932–): US-Amerikanischer Mathematiker: Prof. an der Cornell University und
der Texas A&M University; fundamentale Beitr̈age zur Theorie der Finite-Elemente-Methode und von
Iterationsverfahren, insbesondere Mehrgitterverfahrens.
16Stephen R. Hilbert (????–): US-amerikanischer Mathematiker: Prof. am Ithaca College, New York;
Student von J. Bramble; bekannt durch das sog.

”
Bramble-Hilbert-Lemma“ (1970).
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woraus offensichtlichq≡0 und damit der Widerspruchξ≡0 folgte. Also existiert ein
eindeutig bestimmtes Polynom mit den verlangten Eigenschaften. Q.E.D.

Hilfssatz 3.5 (Verallg. Poincaŕesche Ungleichung): F̈ur jede Funktionv∈Hm(T)
mit der Eigenschaft

T

Dαvdx=0, 0≤|α|≤m−1, (3.3.63)

gilt mit einer Konstantec0=c(d, m, T)

vm;T≤c0|v|m;T. (3.3.64)

Beweis:Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann existiert eine Folge von Funk-
tionenvk∈H

m(T),k∈Nmit den Eigenschaften

1=vk m;T≥k|vk|m;T, k∈N. (3.3.65)

Aufgrund der Kompaktheit der Einbettung von Hm(T)inHm−1(T) konvergiert eine
Teilfolge, welche wir wieder mit (vk)k∈N bezeichnen, inH

m−1(T) gegen einv∈Hm−1(T):

vk−vm−1;T→0 (k→∞). (3.3.66)

Mit der Annahme folgt |vk|m;T→0(k→∞). Also ist (vk)k∈N Cauchy-Folge inH
m(Ω)

mit Limes ̃v∈Hm(T). Wegenvk→Hm−1 vmuss ̃v=vsein. Damit folgt|v|m;T=0.
Nach Hilfssatz 3.3 ist alsov∈Pm−1(T) und besitzt die Eigenschaft

T

Dαvdx= lim
k→∞ T

Dαvkdx=0, 0≤|α|≤m−1. (3.3.67)

Dies bedeutet aber wegen Hilfssatz 3.4 notwendig v≡0, was im Widerspruch zur An-
nahme vm;T= limk→∞ vk m;T=1 steht. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen k̈onnen wir das zentrale Resultat dieses Abschnitts, das
sog.
”
Bramble-Lemma“, beweisen.

Satz 3.5 (Bramble-Hilbert-Lemma):SeiF(·):Hm(T)→ Rein beschr̈anktes, sub-
lineares Funktional, welches aufPm−1(T)verschwindet, d. h.:

i) |F(v)|≤c1vm;T (Beschr̈anktkeit),

ii) |F(u+v)|≤c2{|F(u)|+|F(v)|}(Sublineariẗat),

iii) F(q)=0, q∈Pm−1(T) (Annulierungseigenschaft).

Dann gilt mit der Konstantec0aus Hilfssatz 3.5:

|F(v)|≤c0c1c2|v|m;T, v∈Hm(T). (3.3.68)
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Beweis:F̈ur einv∈Hm(T) gilt mit beliebigemq∈Pm−1(T):

|F(v)|=|F(v−q+q)|≤c2{|F(v−q)|+|F(q)|} ≤c1c2v−qm;T.

Wir wählen nunq∈Pm−1(T)alsdasgem̈aß Hilfssatz 3.4 zuvgeḧorende Polynom, so
dass gem̈aß Hilfssatz 3.5 folgt:

v−qm;T≤c0|v−q|m;T=c0|v|m;T.

Dies impliziert dann
|F(v)|≤c3|v|m;T,

mit c3:=c0c1c2, was zu beweisen war. Q.E.D.

Korollar 3.1 (Allgemeiner Interpolationssatz): Seien die obigen Voraussetzungen
erf̈ullt. F̈ur jede Funktionv∈Hm(T)und das zugeḧorige interpolierende Polynom
ITv∈P(T)gilt mit einer beliebigen beschr̈ankten Halbnorm|·|aufH

m(T):

|v−ITv|≤c|v|m;T (3.3.69)

mit einer Konstante c=c(d, m, R, T,|·|).

Beweis:O.B.d.A. sei |v|≤vm;T,v∈H
m(T). DurchF(v):=|v−ITv|wird auf

Hm(T) ein sublineares Funktionaldefiniert. Die InterpolierendeITvbesitzt die Darstel-
lung

ITv=

R

r=1

χr(v)ϕ
(r)

mit der durch die Bedingung χr(ϕ
(s))=δrs,(r, s=1, ..., R) eindeutig bestimmten ver-

allgemeinerten Lagrange-Basis{ϕ(r),r=1, ..., R}des PolynomraumsP(T). Wegen der
Beschr̈anktheit der Knotenfunktionaleχrfolgt

|F(v)|≤|v|+|ITv|≤|v|+

R

r=1

|χr(v)||ϕ
(r)|≤(1 +Rcb max

r=1,...,R
|ϕ(r)|)vm;T,

und damit die Beschr̈anktheit vonF(·). WegenITq=qf̈urq∈P(T) gilt weiter

F(q)=0, q∈Pm−1(T).

Aus Satz 3.5 folgt damit die behauptete Abscḧatzung. Q.E.D.

Beispiele von Halbnormen, f̈ur die das obige Resultat angewendet wird, sind etwa:

1.L2-Norm̈uberT:

|v−ITv|:=
T

|v−ITv|
2dx

1/2

.
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2.L2-Norm̈uber den Rand∂T:

|v−ITv|:=
∂T

|v−ITv|
2dx

1/2

.

3. Mittelwertüber eine Kante Γ⊂∂T:

|v−ITv|:=
Γ

(v−ITv)dx.

4. Maximum-NormüberT:

|v−ITv|:= max
T
|v−ITv|.

5. Wert in einem PunktP∈Ω:

|v−ITv|:=|(v−ITv)(P)|.

Als n̈achstes greifen wir nun unser eigentliches Problem an, n̈amlich den Interpolati-
onsfehler auf den einzelnen ZellenTder ZerlegungTh abzuscḧatzen. Wir tun dies f̈ur
den repr̈asentativen Spezialfall der klassischen Lagrange/Hermite-Interpolation, bei der
die Knotenfunktionaleχrals Punktfunktionale f̈ur Funktionswerte sowie Ableitungswerte
in gewissen Knotenpunkten ̂ar∈T̂(r=1, ..., R) gegeben sind.

SeiT̂das Referenzelement der Gr̈oßeĥ:= diam(̂T) = 1 und Inkreisradius ̂ρ>0.
F̈ur eine einzelne ZelleT∈Th bezeichnen wir mitar=B̂ar+bdie aus den Sẗutz-
stellen ̂ar∈T̂durch Anwendung der Transformationσ(̂x)=Bx̂+berzeugten Punkte
ar∈T. Entsprechend seienhT := diam(T)sowieρT >0 der Inkreisradius vonT.
Die Umkehrabbildung σ−1:T→ T̂ hat die Darstellungσ−1(x)=B−1x−B−1bmit

der inversen MatrixB−1=(b
(−1)
ij )

d
i,j=1. Unter Verwendung dieser Abbildungx=σ(̂x)

werden f̈ur Funktionenv:T→ Rund ŵ:̂T→ Rzugeḧorige Funktionen ̂v:̂T→ R
undw:T→Rdefiniert durch

v̂(̂x):=v(x), w(x):= ̂w(̂x). (3.3.70)

Entsprechend lassen sich die partiellen Ableitungen nach x̂undxdurch die jeweils
anderen ausdr̈ucken:

∂̂i:=
d

j=1

bij∂j, ∂i:=
d

j=1

b
(−1)
ij ∂̂j.

Wir nehmen an, dass der Polynomansatz P̂(̂T) unisolvent ist mit einem Satz von Kno-
tenfunktionalen der FormD̂r̂v(̂ar),r=1, ..., R, wobei die Punkte ̂ar auch mehrfach
auftreten k̈onnen und die Ableitungsoperatoren die GestaltD̂r= ∂̂

αr mit geeigneten
Multiindizes αr=(αri, ..., α

r
d) haben. Der AnsatzraumP̂(̂T) habe die Lagrange-Basis

{̂ϕr,r=1,...,R}, d.h.:
D̂rϕ̂s(̂ar)=δrs.
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Wir nehmen weiter an, dass alle auftretenden Ableitungen D̂raufH
m(̂T) wohl definiert

und stetig sind:
|̂Dr̂v(̂ar)|≤cv̂m;̂T, v̂∈H

m(̂T).

Die lokalen Polynomr̈aumeP(T) werden wieder erzeugt via Koordinatentransformation
aus dem AnsatzraumP̂(̂T) auf dem Referenzelement:

P(T):={q:T→R|q(σ(·))∈P̂(̂T)}.

Dasselbe gilt f̈ur die zugeḧorigen Basen{ϕ(r),r=1, ..., R}vonP(T)

ϕr(x):= ̂ϕr(σ
−1(x)), x∈T.

F̈ur Funktionenv∈Hm(Ω) erḧalt man dann durch Setzung

ITv:=

R

s=1

D̂ŝv(̂as)ϕs∈P(T)

eine zellweise Lagrange/Hermite-InterpolierendeITv∈P(T) mit den Eigenschaften
(Man beachteD̂r̂ϕs(̂ar)=δrs.):

D̂rITv(ar)=
R

s=1

D̂ŝv(̂as)̂Drϕs(ar)=
R

s=1

D̂ŝv(̂as)̂Dr̂ϕs(̂ar)

=D̂r̂v(̂ar)=D̂rv(ar), r=1, ..., R.

Je nach Art der AbleitungsoperatorenD̂r l̈asst sich dies gegebenenfalls auch als eine
Interpolation mit lokal auf den EinzelzellenTdefinierten AbleitungsoperatorenDrbzgl.
der (physikalischen) Variablenxausdr̈ucken; z. B. in den einfachsten F̈allenDrv(ar):=
v(ar)bzw.Drv(ar)≈∇v(ar).

Wir beweisen nun den Hauptsatz dieses Abschnittes zur Polynominterpolation.

Satz 3.6 (Spezieller Interpolationssatz):F̈ur jedesv∈Hm(T)und die zugeḧorige
InterpolierendeITv∈P(T)auf der ZelleT∈Th gilt:

|v−ITv|k;T≤cI
hmT
ρkT
|v|m;T, 0≤k≤m, (3.3.71)

mit Durchmesser und Inkreisradius hT bzw.ρT vonT und einer KonstantecI =
cI(d, m,T̂).

Beweis:i) F̈ur eine Funktionf∈L1(T) bezeichnetf̂∈L1(̂T) die zugeḧorige Transfor-
mierte

f̂(̂x):=f(x), x̂=σ−1(x)=B−1x−B−1b∈T̂. (3.3.72)
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Die Transformationσ−1hat die Funktionalmatrix∇σ−1=B−1, so dass gilt:

T̂

f̂(̂x)d̂x=|detB−1|
T

f̂(σ−1(x))dx=|detB|−1

T

f(x)dx . (3.3.73)

Wir schätzen nun die Elementebijsowieb
(−1)
ij der MatrizenBundB−1ab. Jedesx∈

Rdmit |x|=ρgestattet mit zwei Punktenξ, η∈Tdie Darstellungx=ξ−η,wobeiξ
etwa als Mittelpunkt der Inkugel von T geẅahlt werden kann. Dann sind̂ξ=B−1ξ−B−1b,
η̂=B−1η−B−1b∈T̂, und wir erhalten

|B−1x|=|B−1ξ−B−1b−B−1η+B−1b|=|̂ξ−η̂|≤̂h. (3.3.74)

Da alle Matrizennormen aufRd×d äquivalent sind, gilt mit einer Konstantec=c(d)

max
i,j=1,...,d

|b
(−1)
ij |≤csup

x∈Rd

|B−1x|

|x|
=csup

|x|=ρ

|B−1x|

|x|
≤c
ĥ

ρ
. (3.3.75)

Analog wird bewiesen:

max
i,j=1,...,d

|bij|≤c
h

ρ̂
. (3.3.76)

ii) Es seien nunT∈Thsowiev∈H
m(T) beliebig gegeben. Es istITv∈P(T)die

Interpolierende vonvaufTund

ÎTv̂(·)=ITv(σ(·))∈P(̂T) (3.3.77)

die Interpolierende der Transformierten ̂v∈Hm(̂T)aufT̂. Nach Korollar 3.1 gilt aufT̂:

|̂v−ÎTv̂|k;̂T≤ĉ|̂v|m;̂T, 0≤k≤m, (3.3.78)

mit einer festen Konstante ̂c=ĉ(d, m,T̂) . Durch Koordinatentransformation zwischen
T̂undTwerden wir nun zeigen, dass

|v−ITv|k;T≤
c

ρk
|detB|1/2|̂v−ÎTv̂|k;̂T,

|̂v|m;̂T≤ch
m|detB|−1/2|v|m;T,

mit Konstanten c=c(d, m,T̂). Diese beiden Beziehungen ergeben dann zusammen mit
(3.3.78) die Behauptung.

iii) F̈ur die Ableitungen vonvbzw. ̂vgilt mit ̂x=σ−1(x)=B−1x−B−1b:

∂iv(̂x)=∂iv(x)=∂îv(σ
−1(x)) =

d

j=1

∂̂ĵv(̂x)∂iσ
−1
j (x)=

d

j=1

∂̂ĵv(̂x)b
(−1)
ji ,

∂̂îv(̂x)=̂∂iv(σ(̂x)) =
d

j=1

∂jv(x)̂∂iσj(̂x)=
d

j=1

∂jv(x)bji=
d

j=1

∂jv(̂x)bji,
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und folglich

|∂iv(̂x)|≤c
ĥ

ρ
max
j=1,...,d

|̂∂ĵv(̂x)| |̂∂îv(̂x)|≤c
h

ρ̂
max
j=1,...,d

|∂jv(̂x)|.

F̈ur allgemeine AbleitungenDα bzw.D̂α der Ordnungk=|α|gewinnen wir durch
k-malige Anwendung dieser Beziehungen:

|Dαv(̂x)|≤c max
i,j=1,...,d

|b
(−1)
ij |

|α|max
|β|=|α|

|̂Dβv̂(̂x)|≤c
ĥ

ρ

|α|

max
|β|=|α|

|̂Dβv̂(̂x)|,

|̂Dαv̂(̂x)|≤c max
i,j=1,...,d

|bij|
|α|max
|β|=|α|

|Dβv(̂x)|≤c
h

ρ̂

|α|

max
|β|=|α|

|Dβv(̂x)|.

Mit Hilfe dieser Abschätzungen und der Substitutionsformel (3.3.73) folgt nun

T

|Dαv(x)|2dx=|detB|
T̂

|Dαv(̂x)|2d̂x

≤c|detB|
ĥ

ρ

2|α|

max
|β|=|α| T̂

|̂Dβv̂(̂x)|2d̂x

T̂

|̂Dαv̂(̂x)|2d̂x≤c
h

ρ̂

2|α|

max
|β|=|α| T̂

|Dβv(̂x)|2d̂x

≤c|detB|−1
h

ρ̂

2|α|

max
|β|=|α| T

|Dβv(x)|2dx .

Damit ist f̈ur 0≤k≤m bewiesen:

|v|k;T≤c|detB|
1/2 ĥ

ρ

k

|̂v|k;̂T, |̂v|k;T≤c|detB|
−1/2 h

ρ̂

k

|v|k;T.

Anwendung dieser Beziehungen f̈urvundv−ITvergibt schließlich wegen 0<ρ≤h≤1
die behauptete Abscḧatzungen (3.3.71). Q.E.D.

Bemerkung 3.6:Die Fehlerabscḧatzung (3.3.71) f̈ur die Polynominterpolation hat naẗur-
liche Verallgemeinerungen auf andere Halbnormen|·|T sowie auf andere Regulariẗatsstu-
fenv∈Hm,p(T), 1≤p≤∞. Wir geben ohne Beweis das folgende allgemeine Resultat
an:

|v−ITv|k,q;T≤cI
h
m−d/p
T

ρ
k−d/q
T

|v|m,p;T, (3.3.79)

f̈ur 0≤k≤m, 1≤p≤q≤∞, mit einer KonstantecI=cI(d, k, m, p, q,T̂).F̈ur sp̈atere
Zwecke sind hiervon insbesondere die F̈allep=q=1(f̈urm≥2) ,p=q=∞ sowie
p=2,q=∞(f̈urk≤m+ 2) von Interesse; z. B. gilt f̈urd=2,m=2,q=∞,p=2:

max
T
|v−ITv|≤cIhT|v|2,2;T. (3.3.80)
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Aufähnliche Art wie im Beweis von Satz 3.6 gewinnt man durch Transformation auf
das EinheitselementT̂die folgende sog.

”
inverse Beziehung“ f̈ur finite Elemente:

Satz 3.7 (Inverse Beziehung):Unter den obigen Voraussetzungen gilt auf jeder Zelle
T∈Th f̈ur Finite-Elemente-Funktionenv∈P(T)mit einer Konstantec=c(d, ρT,k,s):

|v|k;T≤c
hsT
ρkT
|v|s;T, 0≤s≤k≤m. (3.3.81)

Beweis:F̈ur Polynome ̂q∈P(̂T) gilt wegen der̈Aquivalenz von Normen auf dem (endlich
dimensionalen) QuotientenraumP(T)/Pk−1(T) mit einer Konstante ̂c=̂c(d, m,T̂):

|̂q|k;̂T≤ĉ|̂q|s;̂T, 0≤s≤k≤m. (3.3.82)

Die Behauptung ergibt sich nun wieder durch Transformation auf die ZelleT. Q.E.D.

Bemerkung 3.7:Analoge Abscḧatzungen wie die in Satz 3.6 und Satz 3.7 gelten auch
f̈ur Tensorprodukt-Polynomans̈atze auf Vierecken bzw. Hexaedern.

Wir wollen diese Resultate auf die obigen konkreten Beispiele anwenden. In diesen sind
alle formulierten Bedingungen erf̈ullt. Insbesondere gilt die

”
uniform shape“ Bedingung

sup
h>0
max
T∈Th

hT
ρT
≤c.

Dann folgt aus Satz 3.6 f̈ur die FE-Ansatzr̈aumeV
(m−1)
h ⊂H10(Ω) vom Polynomgrad

m−1∈N0die Interpolationsfehlerabscḧatzungen

|v−ITv|k;T≤ch
m−k
T |v|m;T, k=0, ..., m, T∈Th, (3.3.83)

mit Konstanten c=c(d, m,T̂). Manchmal m̈ochte man den Interpolationsfehler auch
über den Rand der Zelle oder punktweise abscḧatzen. Hierf̈ur gilt

v−ITv∂T≤ch
m−1/2
T ∇2vm;T, (3.3.84)

und z. B. in zwei Dimensionen

max
x∈T
|v−ITv|≤ch

m−1
T ∇2vm;T. (3.3.85)

Als Folgerung aus diesem lokalen Abscḧatzungen erhalten wir diefolgenden globale Ap-
proximationsabscḧatzungen

|v−Ihv|k≤ch
m−k|v|m, k=0, ..., m. (3.3.86)

F̈ur
”
lineare“ finite Elemente gilt also speziell

u−Ihu+h∇(u−Ihu)≤ch
2∇2u. (3.3.87)
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In diesem Fall ergibt die
”
inverse“ Beziehung (3.3.81):

∇vh ≤h
−1vh , vh∈V

(1)
h . (3.3.88)

Entsprechend gilt f̈ur
”
quadratische“ finite Elemente

u−Ihu+h∇(u−Ihu)≤ch
3∇3u, (3.3.89)

und

∇2vh ≤h
−2vh , vh∈V

(2)
h . (3.3.90)

Damit ist jetzt die theoretische Grundlage f̈ur dieaprioriFehlerabscḧatzungen f̈ur das
Galerkin-Finite-Elemente-Verfahren aus Satz 3.1 geschaffen.

3.4 A priori Fehleranalyse

Die in Abschnitt 3.3 hergeleiteten Abscḧatzungen f̈ur den Fehler bei der Interpolation
mit sẗuckweise polynomialen Funktionen sind die Basis f̈ur die a priori Fehleranalyse des
Finite-Elemente-Verfahrens. Wir formulieren die folgende Verallgemeinerung von Satz 3.1
f̈ur FE-Approximationen allgemeiner Ordnungm≥2,

(∇uh,∇ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈Vh, (3.4.91)

der Poisson-Gleichung. Dabei ist die sog.
”
Ordnung“ eines FE-Verfahrens im wesentlichen

durch den Polynomgrad der verwendeten Ansatzfunktionen bestimmt, d. h. durch die
BeziehungPm−1⊂P(T)f̈ur alleT∈Th.

Korollar 3.2 (Allgemeine FE-Konvergenz): F̈ur den Fehlereh:=u−uheiner FE-
Methode mit AnsatzräumenVh⊂H

1
0(Ω)der Ordnungm≥2zur Approximation der

Poisson-Gleichung gilt die a priori Fehlerabscḧatzung:

eh +h∇eh ≤ch
m ∇mu. (3.4.92)

Wir wollen eine Schwäche dieses Resultats nicht unerẅahnt lassen. Im allgemeinen sind
L̈osungenu∈H10(Ω) elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung̈uber Gebieten mit Poly-
gonrand nicht ausHm(Ω) f̈urm≥3. An den Ecken von∂Ω treten starke Singulariẗaten
der Ableitungen vonuauf. Die obige Voraussetzungu∈Hm(Ω) ist also f̈urm>2
unrealistisch. Finite Elemente ḧoherer Ordnungm>2k̈onnen jedoch bei Gebieten mit
hinreichend glattem Rand∂Ω erfolgreich verwendet werden, denn in diesem Fall kann
die Regulariẗatstheorie meistu∈Hm(Ω) sichern. Dabei sind aber besondere Maßnah-
men, wie z. B. die Verwendung isoparametrischer Ans̈atze, zur Approximation entlang
des krummen Randes erforderlich.

Wir haben gesehen, dass der Fehler z. B. bei
”
linearen“ finiten Elementen gemessen in

derL2-Norm eine verbesserte KonvergenzordnungO(h2) gegen̈uber der vonO(h)inder
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Energie-Norm zul̈asst. Es stellt sich die Frage, ob man durch weitere Abschẅachung der
Norm vielleicht noch ḧohere Konvergenzordnungen erzielen kann. Diese Hoffnung wird
zun̈achst besẗarkt durch die Beobachtung, dass dies f̈ur dieL2-Projektion durchaus der
Fall ist. Die in Frage kommenden Normen werden illustrativ als

”
negative“ Sobolew-

Normen (genauer als Sobolew-Normen mit
”
negativer Ordnung“) bezeichnet und sind in

den einfachsten F̈allen definiert durch

v−1:= sup
ϕ∈V

(v, ϕ)

ϕ1
, v−2:= sup

ϕ∈V∩H2(Ω)

(v, ϕ)

ϕ2
.

wobei wiederV:=H10(Ω) .

Hilfssatz 3.6 (L2-Projektion):F̈ur dieL2-ProjektionPh :V→ Vh auf den Raum

V
(1)
h der

”
linearen“ finiten Elemente gilt die Fehlerabscḧatzungen

u−Phu−2+hu−Phu−1+h
2u−Phu ≤ch

4 ∇2u. (3.4.93)

Beweis:Zun̈achst rekapitulieren wir die
”
Bestapproximationseigenschaft“ derL2-Projek-

tion:

u−Phu = min
ϕh∈V

(1)
h

u−ϕh . (3.4.94)

Daraus folgt mit der lokalen Interpolationsabscḧatzung (3.3.83) die Beziehung

u−Phu ≤ch
2 ∇2u. (3.4.95)

Mit einem beliebigen ϕ∈H10(Ω) gilt entsprechend f̈urk∈{1,2}:

(u−Phu, ϕ)=(u−Phu, ϕ−Phϕ)

≤ u−Phu ϕ−Phϕ

≤ch2+k ∇2u ∇kϕ .

Dies impliziert

sup
ϕ∈H10(Ω)∩H

k(Ω)

(u−Ph,ϕ)

ϕk
≤ch2+k ∇2u,

was zu beweisen war. Q.E.D.

Der Beweis von Hilfssatz 3.6 zeigt, dass eine weitere Erḧohung jenseitsO(h4)derAp-

proximationsordnung derL2-Projektion auf den AnsatzraumV
(1)
h auch in einer noch

schẅacheren Norm nicht mehr m̈oglich ist. F̈ur die
”
Ritz-Projektion“Rh:V→ V

(1)
h ist

in diesem Fall sogarO(h2) die Obergrenze f̈ur die erreichbare Ordnung. Dies zeigt der
folgende Satz.
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Satz 3.8 (Ritz-Projektion):F̈ur die Ritz-ProjektionRh:V→ V
(1)
h auf den Raum

der
”
linearen“ finiten Elemente gilt die Abscḧatzung

u−Rhu−1≥c(f)∇(u−Rhu)
2, (3.4.96)

mit einer positiven Konstante c(f)>0.

Beweis:Seif∈H10(Ω) . F̈ur die L̈osungu∈V der Gleichung−Δu=fgilt unter
Ausnutzung der

”
Galerkin-Orthogonaliẗat“:

(u−Rhu, f)=(∇(u−Rhu),∇u)=∇(u−Rhu)
2.

Wegen

sup
ϕ∈V

(u−Rhu, ϕ)

ϕ1
≥
(u−Rhu, f)

f1

impliziert dies die Behauptung. Q.E.D.

Da die Energie-Fehlerabscḧatzung

∇(u−Rhu)≤ch∇
2u

bzgl. der Ordnung bestm̈oglich ist, folgt aus (3.4.96) die Unm̈oglichkeit einer Fehler-
abscḧatzung mit einer Ordnung gr̈oßer als zwei f̈ur

”
lineare“ finite Elemente.

3.4.1 Punktweise Fehlerabscḧatzung

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, dass die Methode der finiten
Elemente als Projektionsmethode zun̈achst ganz naẗurlich zu a priori Abscḧatzungen in
der
”
Energienorm“ ∇e und dannüber ein Dualiẗatsargument auch zu verbesserten

Abscḧatzungen in derL2-Norme f̈uhrt. Diese Konvergenzaussagen im
”
quadratischen

Mittel“ gestatten aber noch keinen unmittelbaren Schluss auf die punktweise Konver-
genz des Verfahrens. Dieser Frage soll jetzt wieder anhand des einfachen Modellproblems

”
Poisson-Gleichung“,

−Δu=fin Ω, u=0 auf∂Ω, (3.4.97)

auf einem (konvexen) Polygongebiet Ω⊂R2 nachgegangen werden. Wir beschr̈anken

uns dabei auf die Approximation (3.4.91) mit sẗuckweise linearen Ans̈atzenV
(1)
h ⊂Vauf

regul̈aren Triangulierungen. Wir rekapitulieren hierf̈ur die a priori Fehlerabscḧatzung

e+h∇e≤ch2 ∇2u, (3.4.98)

wobei die Konstantecwesentlich durch die Konstante in der Interpolationsfehlerabscḧat-
zung

∇(u−Ihu)T≤cIh∇
2uT, T∈Th, (3.4.99)
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bestimmt ist. Wir erinnern daran, dass im vorliegenden Fall eines konvexen Grundgebiets
jedesv∈V mit Δv∈L2(Ω) automatisch inH2(Ω) ist und der a priori Abscḧatzung
gen̈ugt:

∇2v≤ Δv. (3.4.100)

Satz 3.9 (Sub-optimaleL∞-Norm-Fehlerabscḧatzung):Unter den obigen Voraus-
setzungen konvergiert die Methode der finiten Elemente punktweise mit der Ordnung
O(h):

max
Ω
|e|≤ch∇2u. (3.4.101)

Beweis:SeiTein beliebiges Dreieck ausTh.F̈ur eine Funktionvh∈V
(1)
h gilt dann

max
T
|vh|≤c|T|

−1

T

|vh|dx. (3.4.102)

Dies folgt leicht mit Hilfe der Transformation auf die Referenzzelle T̂(dx≈|T|d̂x) und
der dort geltenden Beziehung (̈Aquivalenz von Normen)

max
T̂
|̂vh|≤̂c

T̂

|̂vh|d̂x.

Mit der Knoteninterpolierenden Ihu∈V
(1)
h zuu∈V∩H2(Ω) gilt

max
T
|u−Ihu|≤chT ∇

2uT. (3.4.103)

Damit erschließen wir dann:

max
T
|e|≤max

T
|u−Ihu|+max

T
|Ihe|

≤max
T
|u−Ihu|+c|T|

−1

T

|Ihe|dx

≤max
T
|u−Ihu|+c|T|

−1

T

|e|dx≤chT ∇
2uT+ch

−1
T eT.

Mit Hilfe derL2-Fehlerabscḧatzung (3.4.98) folgt also die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung 3.8:Unter der bloßen Annahmeu∈V∩H2(Ω) ist die Fehlerabscḧatzung
(3.4.101) bzgl. derh-Potenz optimal. Um dies einzusehen, betrachte man z. B. auf dem
EinheitskreisB1={x∈R

2||x|<1}die Funktionen

uh(x):=(|x|2+h4)1/2
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Offenbar istuh∈H2(B1) , und es gilt

∇2uh B1≤c
B1

(|x|2+h4)−1dx
1/2

≤c|ln(h)|1/2.

Wir nehmen nun an, dass unser Lösungsgebiet Ω den KreisB1 entḧalt und die Funk-
tionenuh geeignet zu Funktionen ̄uh∈H10(Ω)∩H

2(Ω) fortgesetzt sind. Ferner geḧore
zu jeder der TriangulierungenTh ein DreieckT0mit Durchmesser hund dem Inkreis-
mittelpunkt a0= 0. Dann ist in den Eckpunkten aiund dem Mittelpunkta0 vonT0
stets

ūh(ai)≥h, ūh(a0)=h
2.

Würde nun f̈ur die Ritz-Projektion ̄uhh∈Vh zu ̄u
h mit einem ε>0gelten

max
T0
|̄uh−ūhh|≤ch

1+ε∇2ūh Ω,

so erg̈abe sich f̈ur hinreichend kleineshim Widerspruch zur Lineariẗat der ̄uhh aufT0:

|̄uhh(a0)|≤|̄u
h
h(a0)−ū

h(a0)|+|̄u
h(a0)|≤ch

1+ε1, 0<ε1<ε,

|̄uhh(ai)|≥|̄u
h(ai)|−|̄u

h(ai)−ū
h
h(ai)|≥ch.

Numerische Experimente zeigen, dass im Falle ḧoherer Regulariẗat vonu(etwau∈
C2(Ω)) die optimale OrdnungO(h2)desL2-Fehlers auch f̈ur die punktweise Konvergenz
vorliegt. Einähnliches Pḧanomen haben wir bereits bei der Differenzenapproximation
mit dem 5-Punkte-Operator gesehen, bei dem sich auf gleichf̈ormigen Gittern die Kon-
vergenzordnungO(h) im Falleu∈C3(Ω) aufO(h2) im Falleu∈C4(Ω) erḧoht. F̈ur
die Methode der finiten Elemente beweisen wir nun das folgende optimale Resultat auf
allgemeinen regul̈aren Gittern:

Satz 3.10 (OptimaleL∞-Abscḧatzung):Im Falleu∈V∩C2(Ω)gilt die Konver-
genzabscḧatzung

sup
Ω
|e|≤ch2L(h)sup

Ω
|∇2u| (3.4.104)

mit dem logarithmischen Faktor L(h):=|log(h)|+1.

Beweis:Wir notieren zunächst die Interpolationsfehlerabscḧatzung

sup
Ω
|u−Ihu|+hsup

Ω
|∇(u−Ihu)|≤ch

2sup
Ω
|∇2u| (3.4.105)

i) F̈ur einh>0seiT∗∈Thbeliebig, aber fest geẅahlt. Mit der Knoteninterpolierenden

Ihu∈V
(1)
h vonugilt wieder (s. Beweis von Satz 3.9):
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max
T∗
|e|≤cmax

T∗
|u−Ihu|+c|T∗|

−1

T∗

|e|dx

≤ch2T∗maxT∗
|∇2u|+c|T∗|

−1

T∗

|e|dx.

Damit ist die Abscḧatzung desL∞-Fehlers zur̈uckgef̈uhrt auf eine lokaleL1-Fehlerab-
scḧatzung. Mit der durch

δh:≡|T∗|
−1sign(e)inT∗, δh:≡0sonst,

definierten Funktionδh∈L2(Ω) (
”
regularisierte“ Dirac17-Funktion) gilt weiter

|T∗|
−1

T∗

|e|dx=(δh,e).

ii) Jetzt wird wieder ein Dualiẗatsargument verwendet. Wir betrachten das Hilfsproblem

−Δgh=δh in Ω, gh=0 auf∂Ω. (3.4.106)

Die Funktionghkann als
”
regularisierte“ Greensche Funktion angesehen werden. Damit

gilt

|T∗|
−1

T∗

|e|dx=(∇e,∇gh). (3.4.107)

Unter Verwendung der durch

(∇ghh,∇ϕh)=(∇g
h,∇ϕh) ∀ϕh∈V

(1)
h ,

definierten
”
Ritz-Projektion“ ghh∈V

(1)
h vongh erhalten wir durch zweimalige Anwen-

dung der Galerkin-Orthogonaliẗat die Beziehung

|T∗|
−1

T∗

|e|dx=(∇e,∇(gh−ghh)) = (∇(u−Ihu),∇(g
h−ghh)). (3.4.108)

Mit der Hölderschen Ungleichung folgt

|T∗|
−1

T∗

|e|dx≤ max
Ω
|∇(u−Ihu)|

Ω

|∇(gh−ghh)|dx. (3.4.109)

Unter Beachtung der Abscḧatzung (3.4.105) erhalten wir schließlich die Beziehung

max
T∗
|e|≤chh+

Ω

|∇(gh−ghh)|dx sup
Ω
|∇2u|. (3.4.110)

17Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984): Franz̈osischer Physiker und Mathematiker; Prof. in Cam-
bridge; wichtige Beitr̈age zur Quanten Mechanik und Kosmologie, 1933 Nobel-Preis.
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Die punktweise Abscḧatzung des Fehlerseist also zur̈uckgef̈uhrt auf eine globaleL1-
Fehlerabscḧatzung f̈ur den Gradienten der

”
Greenschen Funktion“: ∇(gh−ghh) . Dieser

wird unten weiter abgescḧatzt. Dazu ben̈otigen wir einige a priori Abscḧatzungen f̈urgh,
die im folgenden bereitgestellt werden.

iii) Seix∗der Inkreismittelpunkt vonT∗. Wir definieren die Gewichtsfunktion

σ(x):=(|x−x∗|
2+κ2h2)1/2.

Durch Nachrechnen verifiziert man leicht die Beziehungen

κh≤σ≤c, |∇σ|≤c∗, |∇
2σ|≤cσ−1, σ−1 ≤cL(h)1/2,

mit von hundκunabḧangigen Konstanten. F̈ur die Gr̈oßen ̄σT:= maxTσundσT:=
minTσgilt daher

σ̄T≤σT+hmax
T
|∇σ|≤σT+c∗h,

undbei Wahlvonκ:= 2c∗(unabḧangig vonh):

σ̄T≤σT+
1
2̄
σT,

und damit max
T∈Th

σ̄T
σT
≤2. (3.4.111)

Hilfssatz 3.7 (Greensche Funktion): F̈ur die regularisierte
”
Greensche Funktion“gh

gelten die a priori Abscḧatzungen

sup
Ω
|gh|≤cL(h), (3.4.112)

∇gh + σ∇2gh ≤cL(h)1/2, (3.4.113)

∇2gh ≤ch−1, (3.4.114)

mit von hunabḧangigen Konstantenc.

Beweis:i) Die
”
richtige“ Greensche Funktiong(·)=g(x∗,·) zum Aufpunktx∗erlaubt

die Abscḧatzung (Beweis mit Hilfe des Maximumprinzips)

|g(x)|≤c{|ln(|x−x∗|)|+1}.

Konstruktionsgem̈aß folgt damit

|gh(x)|=|(∇gh,∇g)|=|(δh,g)Ω|≤ch
−2

T∗

|g|dx≤cL(h).

Dies impliziert die Abscḧatzung (3.4.112).

ii) Zum Beweis von (3.4.114) verwenden wir diëubliche a prioriL2/H2-Abscḧatzung

∇2gh ≤cδh ≤ch−1.
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iii) Als n̈achstes notieren wir die einfache a priori Abscḧatzung

∇2gh ≤ Δgh ≤ch−1. (3.4.115)

Weiter gilt
∇gh 2=(δh,gh)≤csup

Ω
|gh|≤cL(h).

Dies impliziert den ersten Teil der Abscḧatzung (3.4.113).

iii) Schließlich setzen wirξ:=x−x∗und finden wegen

|ξi∇
2gh|≤|∇2(ξig

h)|+|∇gh|

die Beziehung

σ∇2gh 2=

2

i=1

ξi∇
2gh 2+κ2h2∇2gh 2

≤
2

i=1

∇2(ξig
h)2+ ∇gh 2 +κ2h2∇2gh 2.

Mit Hilfe der üblichen a prioriL2/H2-Abscḧatzung (3.4.100) folgt

∇2(ξig
h)≤ Δ(ξig

h)≤ ξiΔg
h + ∇gh

≤ ξiδ
h + ∇gh ≤c+cL(h)1/2.

Die vorausgehenden Abscḧatzungen implizieren dann

σ∇2gh ≤cL(h)1/2,

woraus (3.4.113) folgt. Dies vervollsẗandigt den Beweis von (3.4.113). Q.E.D.

iv) Wir kehren nun zum Beweis des Satzes zur̈uck und scḧatzen wie folgt ab:

Ω

|∇(gh−ghh)|dx≤ σ−1 σ∇(gh−ghh)≤cL(h)
1/2σ∇(gh−ghh).

Durch Ausdifferenzieren folgt weiter

σ∇(gh−ghh)
2=(∇(gh−ghh),∇(σ

2(gh−ghh)))−(∇(g
h−ghh),(g

h−ghh)∇σ
2)

=:E1−E2.

Die Terme E1 undE2 werden im folgenden separat abgescḧatzt. Im Hinblick auf die
Galerkin-Orthogonaliẗat gilt

E1=(∇(g
h−ghh),∇(σ

2(gh−ghh)−ψh))
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mit der Knoteninterpolierenden ψh:=Ih(σ
2(gh−ghh))∈V

(1)
h . Dies wird abgescḧatzt

durch

E1≤
T∈Th

σ∇(gh−ghh)T σ
−1∇(σ2(gh−ghh)−ψh)T

≤1
4
σ∇(gh−ghh)

2+c
T∈Th

σ−1∇(σ2(gh−ghh)−ψh)
2
T.

Mit Hilfe der Interpolationsfehlerabschätzung (3.4.103) werden die einzelnen Summanden
wie folgt abgescḧatzt:

σ−1∇(σ2(gh−ghh)−ψh)
2
T ≤σ

−2
T ∇(σ2(gh−ghh)−ψh)

2
T

≤cσ−2T h
2
T ∇

2(σ2(gh−ghh))
2
T

≤cσ−2T h
2
T gh−ghh

2
T+ σ∇(g

h−ghh)
2
T+ σ

2∇2gh 2T

≤cgh−ghh
2
T+cσ

−2
T σ̄

2
Th
2
T ∇(gh−ghh)

2
T+ σ∇

2gh 2T .

Dies ergibt wegen (3.4.111):

E1≤
1
4
σ∇(gh−ghh)

2+cgh−ghh
2+ch2 ∇(gh−ghh)

2+ σ∇2gh 2 .

Die schon bekanntenL2-Fehlerabscḧatzungen liefern weiter

E1≤
1
4
σ∇(gh−ghh)

2+ch2 h2∇2gh 2+ σ∇2gh 2 ,

sowie unter Beachtung der Abscḧatzungen von Hilfssatz 3.7

E1≤
1
4
σ∇(gh−ghh)

2+ch2|ln(h)|.

F̈ur den zweiten Term gilt wegen|∇σ2|≤cσ:

E2≤cσ∇(g
h−ghh) g

h−ghh ≤
1
4
σ∇(gh−ghh)

2+cgh−ghh
2

sowie mit den Argumenten von eben:

E2≤
1
4
σ∇(gh−ghh)

2+ch2.

Kombination der Abscḧatungen f̈urE1undE2ergibt schließlich

σ∇(gh−ghh)
2≤1

2
σ∇(gh−ghh)

2+ch2L(h),

und damit die Behauptung. Q.E.D.

Der logarithmische TermL(h):=|ln(h)|+ 1 in der Abscḧatzung (3.4.104) l̈asst sich
auf allgemeinen Gittern nicht vermeiden. Dies wird durch numerische Tests und auch
durch theoretische Analyse besẗatigt. Auf gleichf̈ormigen Gittern (Je zwei benachbarte
Dreiecke bilden ein Parallelogramm.) erḧalt man unter der sẗarkeren Glattheitsbedingung
u∈C2+α(Ω) allerdings die optimale KonvergenzordnungO(h2). Vergleicht man dieses
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Resultat mit dem entsprechenden f̈ur die Differenzenapproximation mit dem 5-Punkte-
Operator, so stellen wir eine deutliche Abschẅachung der Regulariẗatsanforderungen um
fast zwei Stufen fest.

Auf Polygongebieten ist die Bedingung u∈H2,∞(Ω) f̈ur die schwache L̈osung von
(3.4.97) im allgemeinen unrealistisch. Bei den Ecken k̈onnen die zweiten Ableitungen
Singulariẗaten haben. Auf konvexen Polygongebieten ist gerade die Voraussetzungu∈
H2(Ω) naẗurlich, d. h. stets erf̈ullt, wogegenu∈H2,∞(Ω1) nur auf Teilgebieten Ω1⊂Ω
mit positivem Abstand zu den Eckpunkten gilt. In diesem Fall haben wir das folgende

”
lokale“ Resultat:

Satz 3.11 (Lokales Fehlerverhalten):SeiΩ1⊂Ω ein Teilgebiet mit positivem Ab-
standδ1zu den Eckpunkten vonΩundu∈H

2(Ω)∩C2(Ω1). Dann gilt auf jedem zweiten
TeilgebietΩ2⊂Ω1mit Abstand δ2>δ1zu den Eckpunkten die Fehlerabscḧatzung

sup
Ω2

|e|≤ch2 L(h)sup
Ω1

|∇2u|+ ∇2uΩ . (3.4.116)

Beweis:Der technisch aufwendige Beweis kann im Rahmen dieses Textes nicht gef̈uhrt
werden; wir verweisen daf̈ur auf die entsprechende Literatur. Q.E.D.

Bemerkung 3.9:Zum Abschluss bemerken wir noch, dass sich f̈ur finite Elemente ḧoher-
er Ordnung (Polynomgradm−1≥2) zu (3.4.104) analoge punktweise Fehlerabscḧatzun-
gen unter der Voraussetzungu∈Cm(Ω) herleiten lassen:

sup
Ω
|e|≤chm sup

Ω
|∇mu|. (3.4.117)

Bemerkenswerterweise tritt dabei ab Polynomordnungm−1=2 dersẗorende logarithmi-
sche TermL(h) nicht auf. Dasselbe gilt auch f̈ur den niedrigsten Ansatzgradm−1=1,
wenn der maximale Fehlergradient betrachtet wird:

sup
Ω
|∇e|≤chsup

Ω
|∇2u|. (3.4.118)

3.5 Implementierungsaspekte

Im folgenden wollen wir einige Fragen im Zusammenhang mit der praktischen Realisierung
der Finite-Elemente-Methode diskutieren.Dazu betrachten wir als Modellfall die 1. RWA
eines (elliptischen) Differentialoperators,

Lu:=−∇{a∇u}=f in Ω, u=0 auf∂Ω, (3.5.119)

mit m̈oglicherweise variablem Koeffizientena=a(x)≥α>0 auf einem (konvexen)
Polygongebiet Ω⊂R2. Die Diskretisierung erfolgt wieder auf Ansatzr̈aumenVh⊂H

1
0(Ω)
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zu einer Folge von (gleichm̈aßig) regul̈aren ZerlegungenTh ={T}des Grundgebiets
Ω⊂Rd(d=2,3),

a(u, ϕ)=l(ϕ) ∀ϕh∈Vh. (3.5.120)

mit den bilinearen bzw. linearen Formen

a(u, ϕ):=(a∇uh,∇ϕh), l(ϕ):=(f, ϕh).

Die Aufstellung des zugeḧorigen linearen Gleichungssystems erfordert in der Regel die
Anwendung numerischer Integration, was zu einem zus̈atzlichen Fehler f̈uhrt.

3.5.1 Aufbau der Systemmatrizen und Vektoren

Im Gegensatz zu den Differenzenverfahren aufstrukturierten Gittern lassen sich die alge-
braischen Gleichungssysteme der Finite-Elemente-Methode auf allgemeinen Zerlegungen
Th in der Regel nicht explizit”

per Hand“ aufstellen.

Mit der Knotenbasis {ϕ
(n)
h ,n=1, ..., N}des Finite-Elemente-RaumesVh⊂H

1
0(Ω)

sind die Systemmatrizen (unter Weglassung des Indexh)A=(anm)
N
n,m=1 (”

Steifigkeits-
matrix“) und M =(mnm)

N
n,m=1 (”

Massenmatrix“) sowie der
”
Lastvektor“b=(bn)

N
n=1

gebildet gem̈aß

anm=a(ϕ
(m)
h ,ϕ

(n)
h ), mnm=(ϕ

(m)
h ,ϕ

(n)
h ), bn=l(ϕ

(n)
h ).

Beide Matrizen sind konstruktionsgem̈aß symmetrisch und positiv-definit. Ihre gr̈oßten
und kleinsten Eigenwerte seienλmax(A),λmin(A)bzw.λmax(M),λmin(M) , und die
zugeḧorigen Spektralkonditionen:

κ2(A)=
λmax(A)

λmin(A)
, κ2(M)=

λmax(M)

λmin(M)
.

Wir rekapitulieren die folgenden Beziehungen zwischen einer Finite-Elemente-Funktion
vh∈Vh und ihrem zugeḧorigen Knotenvektorξ=(ξn)

N
n=1∈R

N:

vh=

N

n=1

ξnϕ
(n)
h , vh

2= Mξ,ξ , a(vh,vh)=Aξ, ξ,

wobei ·,·das euklidische Skalarprodukt bezeichnet; die euklidische Vektornorm ist|·|.
Der Knotenvektorξist bestimmt durch das lineare Gleichungssystem

Aξ=b (3.5.121)

Zur Aufstellung des Systems (3.5.121) bedient man sich in der Praxis eines zell-orientierten
Prozesses, des sog.

”
Assemblierens“ (englischen

”
assembling“). Dabei wird das Konzept

der
”
Element-(Last)-Vektoren“ und

”
Element-(Steifigkeits)-Matrizen” verwendet. F̈ur ei-

nen Knotenvektorξ∈RN und eine ZelleT∈Th ist dabeiξT =(ξ
T
1, ..., ξ

T
n, ..., ξ

T
N)
T



3.5. IMPLEMENTIERUNGSASPEKTE 129

mit
ξTn:=ξn fallsϕ

(n)
h ≡0aufT, ξ

T
n:= 0 fallsϕ

(n)
h ≡0aufT.

Die zugeḧorigen Element-Matrizen und -Vektoren haben die Form

AT=(a
T
nm)

N
n,m=1:=(a∇ϕ

(m)
h ,∇ϕ

(n)
h )T

N

n,m=1
,

MT=(m
T
nm)

N
n,m=1:=(ϕ

(m)
h ,ϕ

(n)
h )T

N

n,m=1
,

bT=(b
T
n)
N
n=1:=(f, ϕ

(n)
h )T

N

n=1
.

Dabei werden naẗurlich nur die wesentlichen, von Null verschiedenen Elemente vonAT,
MT undbT gespeichert. Die einzelnen Gesamtmatrizen und Vektoren werden dann ge-
bildet durch Assemblierung der entsprechenden Element-Matrizen und -Vektoren gem̈aß
:

A=
T∈Th

AT, M=
T∈Th

MT, b=
T∈Th

bT.

Entsprechend gilt

Aξ, ξ =
T∈Th

ATξT,ξT , Mξ,ξ =
T∈Th

MTξT,ξT.

Die Element-Beitr̈age werden in der Regel durch Transformation auf ein Referenzelement
berechnet. Wir diskutieren hier nur den Fall von Dreieckszerlegungen. Sei also wieder
σT:̂T→Tdie affin-lineare Abbildung des EinheitsdreiecksT̂auf das DreieckT:

x=σT(̂x)=BTx̂+bT, x̂=σ
−1
T (x)=B

−1
T x−B

−1
T bT.

Die charakteristischen Parameter vonTsowieT̂sind mithT,ρT bzw.ĥ,ρ̂bezeichnet.
F̈ur transformierte Funktionen ̂v(̂x)=v(x) gilt dann

T

v(x)dx=|detBT|
T̂

v̂(̂x)d̂x,

woraus insbesondere|detBT|=|T||̂T|
−1≈hdT folgt. Ferner ist mit der InversenB

−1
T =

(b
(−1)
ij )

d
ij=1:

∂iv(̂x)=∂iv(x)=∂îv(̂x)=
d

j=1

∂̂ĵv(̂x)∂îxj=
d

j=1

∂̂ĵv(̂x)b
(−1)
ji .

bzw.∇v(̂x)=B−TT ∇̂v̂(̂x) . Die Elemente der Element-MatrizenAT undMT sowie des
Element-VektorsbT transformieren sich wie folgt:
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aTnm=
T

a∇ϕ
(m)
h ∇ϕ

(n)
h dx=|detBT|

T̂

â∇ϕ
(m)

h ∇ϕ
(n)

h d̂x

=|detBT|
T̂

âB−TT ∇̂ϕ̂
(m)
h B

−T
T ∇̂ϕ̂

(n)d̂x=:|detBT|̂a
T
nm,

mTnm=
T

ϕ
(m)
h ϕ

(n)
h dx=|detBT|

T̂

ϕ̂
(m)
h ϕ̂

(n)
h d̂x=:|detBT|̂mnm.

bTn=
T

fϕ
(n)
h dx=|detBT|

T̂

f̂̂ϕ
(n)
h d̂x=:|detBT|̂bn.

Die Werte ̂aTnm,m̂
T
nm undb̂

T
n auf der Referenzzelle werden nun mit Hilfe von Quadra-

turformeln aufT̂berechnet. Dazu werden wir weiter unten noch mehr Details angeben.
Wichtig ist, dass diese Quadratur nur auf der Referenzzelle stattfindet und die tats̈achlich
verwendeten Gr̈oßenanm,mnm undbn im wesentlichen durch Skalierung mit|detBT|
gewonnen werden.

3.5.2 Konditionierung der Systemmatrix

Wir wollen zunächst die Stabiliẗat (f̈urh→0 ) der diskreten Finite-Elemente-Gleichung
(3.5.121) gegen̈uber Sẗorungen der Daten untersuchen. Diese treten z. B. auf durch die
Fehler bei der Berechnung der Elementeanm undmnm bei Verwendung von numeri-
scher Intergration. Durch rein algebraische Argumente erhalten wir zun̈achst eine Stabi-
liẗatsabscḧatzung f̈ur allgemeine lineare Gleichungssysteme (s. den Band

”
Numerik 0 –

Einf̈uhrung in die Numerische Mathematik“).

Satz 3.12 (Allgemeiner Sẗorungssatz):Seien SẗorungenδAder MatrixAundδb
der rechten Seitebgegeben, so dassμ:=κ2(A)δA/A <1. Dann gilt die Fehler-
abscḧatzung

|δξ|

|ξ|
≤
κ2(A)

1−μ

δA

A
+
|δb|

|b|
. (3.5.122)

Zur quantitativen Auswertung dieser Abscḧatzung m̈ussen wir die Spektralkondition der
SteifigkeitsmatrixAin Abḧangigkeit von der Gitterweitehabscḧatzen. Dazu nehmen
wir an, dass die betrachtete Familie von Zerlegungen (Th)h>0 gleichm̈aßig”

form- und
gr̈oßen-regul̈ar“ ist, d. h.:

sup
h>0

max
T∈Th

hT
ρT

≤c, sup
h>0

maxT∈ThhT
minT∈ThhT

≤c.

Dann ergibt sich analog zum Differenzenverfahren das folgende allgemeine Resultat.
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Satz 3.13 (Konditionierung):Auf einer Folge von (gleichm̈aßig) regul̈aren Zerlegun-
genThgilt f̈ur die Spektralkonditionen der (symmetrischen und positiv definiten) Steifig-
keitsmatrizenAund der MassenmatrizenM:

κ2(A)=O(h
−2), κ2(M)=O(1) (h→0). (3.5.123)

Beweis:i) F̈ur die gr̈oßten und kleinsten Eigenwerte vonM gilt

λmin(M)= min
ξ∈RN

Mξ,ξ

|ξ|2
≤max
ξ∈RN

Mξ,ξ

|ξ|2
=λmax(M).

In der folgenden Argumentation werden wieder die Element-MatrizenMT. Ferner be-
zeichnedmin unddmax die kleinste bzw. die gr̈oßte Anzahl von Zellen, die in einem
Knoten der ZerlegungTh zusammentreffen. Mit dieser Notation ergibt sich:

Mξ,ξ =
T∈Th

MTξT,ξT ≥ min
ξ∈RN,T∈Th

MTξT,ξT
|ξT|2

T∈Th

|ξT|
2≥min

T∈Th
{λmin(MT)}dmin|ξ|

2,

Mξ,ξ =
T∈Th

MTξT,ξT ≤ max
ξ∈RN,T∈Th

MTξT,ξT
|ξT|2 T∈Th

|ξT|
2≤max

T∈Th
{λmax(MT)}dmax|ξ|

2.

Mit Hilfe der Beziehung |detBT| ≈h
d
T ergibt sich mit der (festen) MatrixM̂ :=

(̂mnm)
N
n,m=1:

λmax(MT)=|detBT|λmax(̂M)≤ch
d
T, λmin(MT)=|detBT|λmin(̂M)≥ch

d
T,

und folglichκ2(M)=O(1) .

ii) F̈ur die kleinsten und gr̈oßten Eigenwerte vonAgilt:

λmin(A)≥min
ξ∈RN

Aξ, ξ

Mξ,ξ
min
ξ∈RN

Mξ,ξ

|ξ|2
= min
vh∈Vh

a(vh,vh)

vh 2
λmin(M),

λmax(A)≤max
ξ∈RN

Aξ, ξ

Mξ,ξ
max
ξ∈RN

Mξ,ξ

|ξ|2
=max
vh∈Vh

a(vh,vh)

vh 2
λmax(M).

Wir schätzen weiter ab durch

min
vh∈Vh

a(vh,vh)

vh 2
≥ min
v∈H10(Ω)

a(v, v)

v2
=:λmin(L)

mit dem kleinste Eigenwert des DifferentialoperatorsLauf dem Gebiet Ω . Ferner ergibt
sich mit Hilfe der

”
inversen Beziehung“ f̈ur Finite-Elemente-Funktionen:

a(vh,vh)≤ a∞
T∈Th

∇vh
2
T≤ca∞

T∈Th

ρ−2T vh
2
T≤ca∞ max

T∈Th
ρ−2T vh

2,
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bzw.λmax(A)≤cmaxT∈Thρ
2
Tλmax(M) . Wir gewinnen so die Abscḧatzung

λmin(L)λmin(M)≤λmin(A)≤λmax(A)≤cmax
T∈Th
ρ−2T λmax(M).

Also istκ2(A)≤cmaxT∈Thρ
−2
T , was im Hinblick auf die Gleichf̈ormigkeitsannahmen an

die Zerlegungsfolge den Beweis vervollsẗandigt. Q.E.D.

Bemerkung 3.10:Wir betonen, dass die Asymptotik O(h−2) der Kondition der Stei-
figkeitsmatrix durch die Ordnung des zugrunde liegenden DifferentialoperatorsL be-
stimmt ist; sie hatnichtsmit dem Polynomgrad m−1 des Finite-Elemente-Ansatzes
oder der Raumdimensiondzu tun. In der Tat wurde der Beweis von Satz 3.13 allgemein
f̈urd≥1 und f̈ur beliebigen Polynomgradm−1≥1gef̈uhrt. Die Abḧangigkeit von
ρ:= minT∈ThρT kommtüber die Verwendung der inversen Beziehung zur Abscḧatzung
vonλmax(A) ins Spiel. Dabei ergibt offenbar jede Ableitungsstufe in der Energieform
a(·,·) genau eine negativeρ-Potenz. Der Exponent−2 ist also gerade durch die Ordnung
des betrachteten Differentialoperators bestimmt. Bei der Finite-Elemente-Diskretisierung
von Differentialoperatoren ḧoherer Ordnung 2r≥2verḧalt sich die Kondition der Stei-
figkeitsmatrix dementsprechend wieκ2(A)=O(h

−2r) . Zum Beispiel treten in der Plat-
tenstatik Randwertaufgaben vierter Ordnung (r= 2) mit dem biharmonischen Operator
Δ2auf. In diesem Fall verḧalt sich die Kondition der zugeḧorigen Steifigkeitsmatrix wie
O(h−4). F̈ur eine Gitterweite der Gr̈oßenordnungh∼10−2in zwei Dimensionen ergibt
sich damitκ2(A)∼10

8, was Rechnung in mindestens doppelt-genauer Arithmetik nahe
legt.

Die Fehlerabscḧatzung (3.5.122) ist am Extremfall einer Sẗorung des Eigenvektors
wmax in Richtung des Eigenvektorswmin orientiert. Sie erfassen also den ung̈unstigsten
Fehlereinfluss, wie er in der Praxis kaum auftreten wird. Tats̈achlich erweist sich (3.5.122)
als viel zu pessimistisch zur realistischen Erfassung des Einflusses von Datenfehlern bei
der L̈osung der Finite-Elemente-GleichungenAx=b. Zur Verdeutlichung betrachten wir
im folgenden ausschließlich den Fall von Sẗorungen in der rechten Seiteb, welche durch
fehlerhafte Auswertung (z. B. durch numerischeIntegrartion) der gegebenen rechten Seite
fder Differentialgleichung entstehen.

Satz 3.14 (Spezieller Sẗorungssatz):Auf einer Folge von (gleichm̈aßig) regul̈aren Zer-
legungenTh gilt die Fehlerabscḧatzung

|δξ|

|ξ|
≤
κ2(M)

λ

f

uh

|δb|

|b|
, (3.5.124)

mit dem kleinsten Eigenwertλder 1. RWA des DifferentialoperatorsLaufΩ.
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Beweis:Aus der IdentiẗatAδξ=δbfolgt|δξ|≤A−1 |δb|=λmin(A)
−1|δb|. Weiterist

λmin(A)= min
z∈RN

Az, z

|z|2
≥min
z∈RN

Az, z

Mz,z
min
z∈RN

Mz,z

|z|2

= min
vh∈Vh

a(vh,vh)

vh 2
λmin(M)≥λλmin(M),

und somit|δξ|≤λ−1λmin(M)
−1|δb|. Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

|b|2=
N

n=1

(f, ϕ
(n)
h )

2= f,
N

n=1

(f, ϕ
(n)
h )ϕ

(n)
h ≤ f

N

n=1

(f, ϕ
(n)
h )ϕ

(n)
h .

Wegen

N

n=1

(f, ϕ
(n)
h )ϕ

(n)
h

2

=

N

n,m=1

(f, ϕ
(m)
h )(f, ϕ

(n)
h )(ϕ

(m)
h ,ϕ

(n)
h )=Mb,b ≤λmax(M)|b|

2

folgt dann|b|≤λmax(M)
1/2 f. Ferner gilt wegenMξ,ξ ≤λmax(M)ξ

2:

|ξ|≥λmax(M)
−1/2 Mξ,ξ 1/2=λmax(M)

−1/2 uh .

Wir kombinieren die obigen Beziehungen und erhalten

|δξ|

|ξ|
≤λ−1

λmax(M)

λmin(M)

|δb|

|b|

f

uh
,

was zu beweisen war. Q.E.D.

Wir haben in Satz 3.13 gesehen, dass die Massenmatrix M eine gleichm̈aßig bzgl.
hbeschr̈ankte Spektralkondition hatκ2(M) =O(1) (h→ 0) . Ferner folgt aus der
Konvergenz des Verfahrens die Beziehung

uh = u+O(h) (h→0).

Damit erhalten wir aus Satz 3.14 die folgende asymptotische Abscḧatzung f̈ur die Fehler-
fortpflanzung im Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren

|δξ|

|ξ|
≤c(f, u,Ω)

|δb|

|b|
, (3.5.125)

miteinernurvon f, uund Ω abḧangigen Konstantec(f, u,Ω). Dies besagt, dass die
Finite-Elemente-Methode stabil ist (f̈urh→0) bzgl. Sẗorungen der rechten Seitef.Die
Ausdehnung dieser Aussage auf Sẗorungen in der Matrix selbst ist noch offen.
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3.5.3 Aufstellung der Systemmatrizen mit numerischer Integration

Im folgenden analysieren wir den zus̈atzlichen Fehler, welcher bei n̈aherungsweiser Be-
rechnung der Matrix- und Vektorelementeanm undbn mittels numerischer Quadratur
entsteht. Im Zuge der Matrix-Assemblierung m̈ussen Integraleüber GitterzellenT∈Th,

T

a(x)∇ϕ
(i)
h(x)∇ϕ

(j)
h(x)dx,

T

f(x)ϕ
(j)
h(x)dx, (3.5.126)

berechnet werden, wobeiϕ
(i)
h(x) die Knotenbasisfunktionen sind. Wenn die Datenfunk-

tionena(x),f(x) konstant oder auf der Zelle durch Polynome approximiert sind, so sind
Integrale der Form

T

xp1x
q
2dx, p, q∈N0,

zu berechnen. Hierf̈ur gibt es z. B. auf Dreiecken explizite Formeln. SeiTein Dreieck
in der (x, y)-Ebene mit den Eckpunkten (xi,yi),i=1,2,3 . Ist der Ursprung des Koor-
dinatensystems im Schwerpunkt vonT, d.h.x1+x2+x3=y1+y2+y3= 0 , so gilt
z. B.:

T

1d(x, y)=|T|,

T

xd(x, y)=
T

yd(x, y)=0,

T

x2d(x, y)=
|T|

12
(x21+x

2
2+x

2
3),

T

xy d(x, y)=
|T|

12
(x1y1+x2y2+x3y3),

T

y2d(x, y)=
|T|

12
(y21+y

2
2+y

2
3).

Nicht exakt berechenbare Integrale werden durch numerische Integration angen̈ahert.
Dazu dienen sog.

”
Quadraturformeln“, welche analog wie auf 1-dimensionalen Intervallen

auch auf 2- oder 3-dimensionalen Zellen̈uber einen Interpolationsansatz erzeugt werden.
Dies geschieht zun̈achst auf der ReferenzzelleT̂und ergibt dann durch Transformation
T̂→ T=σT(̂T)=BTx̂+bT auch Quadraturformeln auf den einzelnen ZellenT∈Th.
Wir beschreiben diesen Prozess im folgenden nur für Quadratur basierend auf Lagrange-
Interpolation.

Auf der Referenzzelle T̂ seien ein PolynomraumP(̂T) mitS:= dimP(̂T)sowie
ein Satz von Sẗutzpunkten{̂xs∈T̂,s=1, ..., S}geẅahlt, welche unisolvent sind. Die
Sẗutzpunkte ̂xs brauchen nicht mit den Knotenpunkten des Finite-Elemente-Ansatzes
übereinzustimmen. Seien weiterL̂s∈P(̂T) die zugeḧorigen Lagrangeschen Basispolyno-
me, welche durch die Eigenschaft L̂s(̂xr)=δsrcharakterisiert sind. Dies erlaubt wieder
die explizite Darstellung des zu einer stetigen Funktion ̂v(̂x)geḧorenden Interpolations-
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polynoms durch

p(̂x)=
S

s=1

v̂(̂xs)̂Ls(̂x).

Dies f̈uhrt zu folgendem Ansatz f̈ur eine Quadraturformel aufT̂:

QT̂(̂v):=

S

s=1

ω̂ŝv(̂xs), ω̂s:=
T̂

L̂s(̂x)d̂x. (3.5.127)

Die Sẗutzpunkte ̂xswerden so geẅahlt, dass Polynome von m̈oglichst hohem Grad durch
die Formel exakt integriert werden. Dabei ist aus Stabiliẗatsgr̈unden wieder darauf zu
achten, dass die Gewichte ̂ωspositiv sind.

Mit den Bezeichnungen

xs:=σT(̂xs), ωs:=|detBT|̂ωs (s=1, ..., S),

erhalten wir durch

QT(v):=
S

s=1

ωsv(xs):=
S

s=1

|detBT|̂ωŝv(̂xs)=|detBT|QT̂(̂v) (3.5.128)

QuadraturformelnQT(·) auf den einzelnen ZellenT∈Th.Diegebr̈auchlichsten solcher
Formeln f̈ur Dreiecke sind in Abb. 3.22 zusammengestellt. Dabei bedienen wir uns der
gebr̈auchlichen Schreibweise mit sog.

”
baryzentrischen Koordinaten“. F̈ur eind-Simplex

Tmit Eckpunkten{a0, ..., ad}besitzt jeder Punktx∈Teine eindeutige Darstellung als
konvexe Linearkombination der Eckpunkte:

x=

d

i=0

λiai, 0≤λ≤1,

d

i=0

λi=1.

Die Koeffizienten{λ0, ..., λd}sind dann die baryzentrischen Koordinaten vonxim Sim-
plexT. Zum Beispiel sind{1,0, ...,0}die baryzentrischen Koordinaten des Eckpunkts
a0 und{

1
d+1
, ...,1

d+1
}die des MittelpunkteszT. Die einfachsten Quadraturformeln auf

Dreiecken/Simplizes sind die
”
Mittelpunktregel“ und die

”
Trapezregel“ (s. auch Abb.

3.22):

QT(v):=|T|v(zT), QT(v):=
1

d+1
|T|

d

i=0

v(ai).

Definition 3.6 (Quadraturformel): Eine interpolatorische Quadraturformel der Art
(3.5.127) auf einer ReferenzzelleTheißt

”
von der Ordnungr“, wenn durch sie Polynome

bis zum Gradr−1(und nicht ḧoher) exakt integriert werden. Sie wird
”
zul̈assig“ f̈ur den

PolynomansatzP(T)genannt, wenn ihre Sẗutzstellenmenge reichhaltig genug ist, so dass

q∈P(T): ∇q(xs)=0 (s=1, ..., S) ⇒ q≡konst. (3.5.129)
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Abbildung 3.22: Beispiele von Quadraturformeln auf Dreiecken.

Auf Vierecken bzw. Hexaedern werden sog.
”
Tensorproduktformeln“ verwendet. Diese

erḧalt man ebenfallsüber Transformation von der Referenzzelle. Demgem̈aß lauten auf
dem Quadrat/Quader mit MittelpunktzT und Eckpunkten{a1, ..., a2d}die Mittelpunkt-
regel sowie die (Tensorprodukt)-Trapezregel:

QT(v):=|T|v(zT), QT(v):=
1

2d
|T|

2d

i=0

v(ai).
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Zur Erzielung ḧoherer Genauigkeit werden extrapolierte Trapez-Formeln (z. B. Tensorpro-
dukt-Simpson-Regel) oder Tensorprodukt-Gauß-Formeln verwendet, welcheähnlich wie
im eindimensionalen Fall konstruiert sind. Ein der gebr̈auchlichsten Formeln f̈ur Quadrate
ist die 4-Punkt-Gauß-Formel

QT(v):=
1

4

4

i=1

v(ξi),

mit den Gauß-Punktenξ1=(η−,η−),ξ2=(η−,η+),ξ3=(η+,η−) undξ4(η+,η+), wobei
η±:=

1
2
(1± 1/3) .

Satz 3.15 (Quadraturfehler):F̈ur eine interpolatorische QuadraturformelQT(·)der
Ordnungr≥dauf einer ZelleT∈Th angewendet auf eine Funktionv∈H

r,1(T)gilt

T

vdx−QT(v)≤cqh
r
T
T

|∇rv|dx, (3.5.130)

mit einer von Tundv∈Hr,1(T)unbḧangigen Quadraturkonstantencq>0.

Beweis:Der Beweis verwendet das Bramble-Hilbert-Lemma 3.5 in Verbindung mit dem
Transformationsargument von Satz 3.6. Auf der Referenzzelle T̂definieren wir das Feh-
lerfunktional

F(̂v):=
T̂

v̂(̂x)d̂x−QT̂(̂v).

Zur Definition vonF(·)ben̈otigen wir Punktwerte von ̂v. Diese sind aufgrund des Sobo-
lewschen Einbettungssatzes in zwei Dimensionen f̈urv∈H2,1(Ω) und in drei Dimensionen
f̈urv∈H3,1(Ω) wohl definiert. Es gilt dann

|F(̂v)|≤cv̂Hr,1.

Ferner istF(·) offensichtlich sublinear und verschwindet nach Voraussetzung aufPr−1.
Nach derL1-Variante des Bramble-Hilbert-Lemmas gilt dann

|F(̂v)|≤c∇̂rv̂L1(̂T).

Sei nunσT wieder die affin-lineare Transformation vonT̂auf die ZelleT. Dann gilt f̈ur
eine Funktionv∈Hr,1(Ω) und ihre Transformierte ̂v(̂x):=v(x),x=σT(̂x):

T

v(x)dx−QT(v)=|detBT||F(̂v)|,

sowie
∇̂rv̂L1(̂T)≤c|detBT|

−1hrT ∇
rvL1(T).

Kombination der letzten beiden Beziehungen ergibt die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung 3.11:Die Vorausssetzungr≥din Satz 3.15 dient zur Vereinfachung der
Formulierung des Resultats. Wegen der EinbettungHd,1(T)⊂C(̄T)sindf̈ur Funktionen
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v∈Hr,1(T) die f̈ur die Anwendung der Quadraturformel erforderlichen Punktwerte wohl
definiert. Dies ist aber auch gerade die

”
richtige“ Regulariẗatsstufe f̈ur die maximale Aus-

nutzung der Approximationsg̈ute der Quadraturformel. Dies ist wichtig f̈ur die folgende
Untersuchung des Einflusses des Quadraturfehlers auf den Gesamtfehler. ImÜbrigen ist
jede der gebr̈auchlichen Quadraturformeln (z. B. Mittelpunkts- oder Trapezregel) min-
destens von der Ordnungr= 2 , so dass in zwei Dimensionen gar keine Einschr̈ankung
besteht. In drei Dimensionen bedarf der Fallr= 2 eine gesonderte Betrachtung, die
obwohl nicht schwer, hier nicht durchgef̈uhrt wird.

Im Folgenden werden wir uns auf die Quadratur auf Dreiecken bzw. Simplizes be-
schr̈anken und nehmen außerdem an, dass der Polynomansatz ein voller Polynomraum
ist:P(̂T)=Pm−1(̂T) . Analoge Resultate gelten auch f̈ur die Quadratur auf Vierecken
bzw. Hexaedern, doch erfordern deren Formulierung und Beweis eine aufwendigere Nota-
tion.

Die Anwendung von Quadraturformeln zur Berechnung der Zellintegrale (3.5.126) er-
gibt eine gesẗorte Bilinearform und rechte Seite

ah(u, ϕ):=
T∈Th

QT(a∇u∇ϕ), lh(ϕ):=
T∈Th

QT(fϕ)

sowie zugeḧorige gesẗorte Steifigkeitsmatrix- und Lastvektorelemente

ãij:=
T∈Th

QT(a∇ϕ
(j)
h ∇ϕ

(i)
h), b̃j:=

T∈Th

QT(fϕ
(i)
h).

Statt der exakten Finite-Elemente-L̈osunguh∈Vhist dann eine gesẗorte Approximation
ũh∈Vh zu bestimmen durch

ah(̃uh,ϕh)=lh(ϕh) ∀ϕh∈Vh. (3.5.131)

Satz 3.16 (Numerische Integration):Die Quadraturformel auf der Referenzzelle
QT̂(·)sei”

zul̈assig“ f̈ur den Finite-Elemente-AnsatzP(̂T)und von der Ordnungr≥d.
Dann besitzen die gesẗorten Finite-Elemente-Gleichungen (3.5.131) eindeutige L̈osungen
ũh∈Vh.Ista∈C

r(Ω),sogiltf̈ur das gesẗorte Finite-Elemente-Verfahren der Ordnung
m≥2die Fehlerabscḧatzung

u−ũh +h∇(u−ũh) ≤ch
min{m,r+3−m}uHm . (3.5.132)

Zur Erzielung einer maximalen Konvergenzordnung ist alsor≥2m−3zu ẅahlen.

Beweis:i) Koerzitiviẗat: Auf einer ZelleT∈Thgilt unter Verwendung der Transforma-
tionT=σT(̂T) wegena≥α>0:
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QT(a|∇vh|
2)=

S

s=1

ωsa(xs)|∇vh(xs)|
2≥α

S

s=1

ωs|∇vh(xs)|
2

=α
S

s=1

|detBT|̂ωs|B
−1
T ∇̂v̂h(̂xs)|

2≥α
S

s=1

|detBT|̂ωs BT
−2|̂∇v̂h(̂xs)|

2

≥αc|detBT|h
−2
T

S

s=1

ω̂s|̂∇v̂h(̂xs)|
2,

wobei ̂vh(̂x)=vh(x),̂x=σ
−1
T (x) . Analog gilt

∇̂v̂h
2
T̂
≥c|detBT|

−1h2T ∇vh
2
T.

Durch
|||̂vh|||̂T:=

S

s=1

ω̂s|̂∇v̂h(̂xs)|
2
1/2

ist auf dem QuotientenraumP(̂T)/P0 eine Norm definiert. Dazu muss nur noch die
Definitheit gezeigt werden. Aus|||̂vh|||̂T=0 folgtoffenbar ∇̂v̂h(̂xs)=0(s=1, ..., S),
so dass wegen der vorausgesetzten

”
Zul̈assigkeit“ der Quadraturformel notwendig ̂vh≡

konst.ist. Da auch ∇̂v̂h T̂ aufP(̂T)/P0eine Norm ist, gilt wegen derÄquivalenz aller
Normen auf einem endlich dimensionalen Vektorraum mit einer Konstante ̂c>0:

|||̂vh|||̂T≥ĉ∇̂v̂h T̂.

Dies impliziert dann

QT(a|∇vh|
2)≥c|detBT|h

−2
T |||̂vh|||

2
T̂
≥c|detBT|h

−2
T ∇̂v̂h

2
T̂
≥c∇vh

2
T,

bzw. die gleichm̈aßige Koerzitiviẗat der Bilinearformenah(·,·):

ah(vh,vh)≥c∇vh
2, vh∈Vh. (3.5.133)

ii) Fehlerabscḧatzung: Mit Hilfe der Koerzitiviẗatsabscḧatzung (3.5.133) folgt f̈ur den
Fehlerηh:=uh−ũh∈Vh:

c∇ηh
2≤ah(uh−ũh,ηh)=ah(uh,ηh)−ah(̃uh,ηh)

≤(ah−a)(uh,ηh)+(l−lh)(ηh).

Dies impliziert

∇ηh ≤cmax
vh∈Vh

|(ah−a)(uh,vh)|

∇vh
+
|(l−lh)(vh)|

∇vh
.

Zusammen mit der bekanntenH1-Fehlerabscḧatzung

∇(u−uh)≤ch
m uHm
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folgt

∇(u−ũh)≤ch
m uHm +cmax

vh∈Vh

|(ah−a)(uh,vh)|

∇vh
+
|(l−lh)(vh)|

∇vh
.

Im n̈achsten Schritt werden wir zeigen, dass

max
vh∈Vh

|(ah−a)(uh,vh)|

∇vh
+
|(l−lh)(vh)|

∇vh
≤chmin{m,r−m+2}uHm. (3.5.134)

Dies impliziert dann den ersten Teil der Behauptung

∇(u−ũh)≤ch
min{m,r−m+2}uHm. (3.5.135)

iii) Konsistenz: Als n̈achstes scḧatzen wir den
”
Abstand“ zwischen a(·,·) undah(·,·)

sowiel(·) undlh(·)ab.F̈uruh,vh∈Vh folgt mit Hilfe der Abscḧatzung des Integrati-
onsfehlers in Satz 3.15:

|(a−ah)(uh,vh)|≤
T∈Th

T

a∇uh∇vhdx−QT(a∇uh∇vh)

≤cq
T∈Th

hrT
T

|∇r(a∇uh∇vh)|dx.

Durch Ausdifferenzieren erhalten wir

|(a−ah)(uh,vh)|≤c
T∈Th

hrT ∇uh Hr(T)∇vh Hr(T),

wobei die Konstantecwesentlich durch Schranken f̈ur die Ableitungen der Koeffizienten-
funktiona(x) bestimmt ist. Bei Beachtung vonvh|T∈Pm−1ergibt sich

|(a−ah)(uh,vh)|≤c
T∈Th

hrT ∇uh Hm−2(T)∇vh Hm−2(T).

Mit Hilfe der
”
inversen Beziehung“ f̈ur finite Elemente gilt

∇vh Hm−2(T)≤ch
2−m
T ∇vh T,

womit folgt:

|(a−ah)(uh,vh)|≤ch
r−m+2

T∈Th

∇uh
2
Hm−2(T)

1/2
∇vh .

Die Terme inuh werden unter Verwendung der KnoteninterpolierendenIhu∈Vh und
mit Hilfe der inversen Beziehung sowie der lokalen Interpolationsabscḧatzungen wie folgt
abgescḧatzt:



3.5. IMPLEMENTIERUNGSASPEKTE 141

∇uh Hm−2(T)≤ uh−IhuHm−1(T)+ Ihu−uHm−1(T)+ uHm−1(T)

≤ch2−mT uh−IhuH1(T)+chT ∇
muT+ uHm−1(T)

≤ch2−mT uh−uH1(T)+ch
2−m
T u−IhuH1(T)+ uHm(T)

≤ch2−mT uh−uH1(T)+ uHm(T).

Zusammenfassen der bisherigen Abscḧatzungen ergibt

|(a−ah)(uh,vh)|≤ch
r+2−m h2−m uh−uH1+ uHm ∇vh ,

und unter Verwendung der bekanntenH1-Fehlerabscḧatzung uh−uH1≤ch
m−1uHm :

|(a−ah)(uh,vh)|≤ch
r+2−m uHm ∇vh . (3.5.136)

Auf analoge Weise erschließen wir

|(l−lh)(vh)|≤ch
r−m+2 ∇vh uHm. (3.5.137)

Die Abscḧatzungen (3.5.136) und (3.5.137) ergeben (3.5.134) und damit das Resultat
(3.5.135).

iv)L2-Fehlerabscḧatzung: Zur Abscḧatzung des Fehlers in derL2-Norm bedienen wir uns
wieder eines Dualiẗatsarguments. Seiz∈Vdie (eindeutige) L̈osung des Hilfsproblems

−∇ · {a∇z}=uh−ũh in Ω, z=0 auf∂Ω.

Wegen der angenommenen Glattheit von aund der Konvexiẗat von Ω istz∈H2(Ω)
und gen̈ugt der a priori Abscḧatzung

zH2≤cuh−ũh .

Seizh∈Vh die Ritz-Projektion vonz. Mit dieser Konstruktion erhalten wir mit Hilfe
der Galerkin-Orthogonaliẗat:

uh−ũh
2=a(uh−ũh,z)=a(uh−ũh,zh)

=a(uh,zh)−(a−ah)(̃uh,zh)−ah(̃uh,zh)

=(l−lh)(zh)−(a−ah)(̃uh,zh).

Die beiden Sẗorungsterme werden nun analog wie unter (iii) abgescḧatzt. Zun̈achst gilt
wieder mit Hilfe der inversen Beziehung:

|(a−ah)(̃uh,zh)|≤c
T∈Th

hrT ∇ũh Hm−2(T)∇zh Hm−2(T)

≤chr+3−m

T∈Th

∇ũh
2
Hm−2(T)

1/2

T∈Th

∇zh
2
H1(T)

1/2

.
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F̈ur die beiden Summen erhalten wir analog wie oben unter (iii):

T∈Th

∇ũh
2
Hm−2(T)

1/2

≤ch2−mT ũh−uH1+ uHm,

sowie

T∈Th

∇zh
2
H1(T)

1/2

≤czH2 ≤cuh−ũh .

Kombination dieser Abscḧatzungen und Ber̈ucksichtigung der schon bewiesenenH1-Feh-
lerabscḧatzung ergibt dann:

|(a−ah)(̃uh,zh)|≤ch
r−m+3 uh−ũh uHm. (3.5.138)

Analog erschließen wir

|(l−lh)(zh)|≤ch
r−m+3 uh−ũh . (3.5.139)

Kombinieren aller vorausgehenden Beziehungen ergibt

uh−ũh ≤ch
r−m+3 uHm.

Zusammen mit der bekanntenL2-Fehlerabscḧatzung f̈ureh=u−uherhalten wir schließ-
lich

u−ũh ≤ch
min{m,r−m+3}uHm,

was den Beweis vervollsẗandigt. Q.E.D.

Bemerkung 3.12:Die Aussage von Satz 3.16 kann so interpretiert werden, dass zur
Vermeidung einer Reduzierung der Konvergenzordnung O(hm−1) in der Energie-Norm
eine Quadraturformel der Ordnungr≥2m−3 verwendet werden sollte. Damit ẅurden
dann im Falle eines konstanten Koeffizientenadie Matrixelementeanmexakt berechnet
werden. F̈ur bloße Konvergenz ̃uh→ u(h→ 0) ẅare die Wahlr≥max{d, m−2}
ausreichend, vorausgesetzt die Zul̈assigkeitsbedingung ist erf̈ullt.

3.6 A posteriori Fehleranalyse und Gittersteuerung

Eine wichtige Rolle bei der L̈osung von partiellen Differentialgleichungen spielen die bei-
den Aspekte Fehlerkontrolle und Gittersteuerung. Hat man eine approximative L̈osung
uh berechnet, ist es von Interesse, den Fehler zwischen dieser N̈aherung und der exak-
ten L̈osungubzgl. eines geeigneten Maßes abzuscḧatzen. Zu diesem Zweck dienen sog.

”
a posteriori Fehlerscḧatzer“, welche im besten Fall ausschließlich von berechneten Gr̈oßen
und den Datenfabḧangen. In diesem Abschnitt wollen wir einfache residuen-basierte
Fehlerscḧatzer f̈ur das Modellproblem der 1. RWA des Laplace-Operators herleiten.

Eine globale Verfeinerung des ganzen Rechengebietes ist in drei Dimensionen in der
Regel nicht realisierbar, da der Speicherplatz auf den verf̈ugbaren Rechnern dazu nicht
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ausreicht. Deshalb versucht man, nur dort lokal zu verfeinern, wo es die L̈osungsstruktur
bzw. die Genauigkeitsanforderungen verlangen. Unteroptimaler Gittersteuerungwird da-
bei verstanden, m̈oglichst wenige markierte Elemente des Gitters zu verfeinern, so dass der
Fehler in m̈oglichst wenigen Schritten unter eine vorgegebene Toleranz gedr̈uckt wird. Die
Wahl der zu verfeinernden Elemente trifft man aufgrund sog.

”
lokaler Fehlerindikatoren“,

aus denen sich der globale Fehlerscḧatzer zusammensetzt. Solche Gittersteuerungsmetho-
den werden wir im zweiten Teil dieses Abschnitts diskutieren.

3.6.1 Allgemeine a posteriori Fehlerabscḧatzung

Aus der a priori Fehlerscḧatzung aus Abschnitt 3.4 konnten wir die Konvergenzordnung
des Diskretisierungsfehlerseh=u−uhschon f̈ur verschiedene Normen herleiten:

– Energienorm-Fehlerabscḧatzung: ∇eh ≤cIcShuH2,

–L2-Norm-Fehlerabscḧatzung: eh ≤cIcSh
2 uH2,

–L∞-Abscḧatzung: maxΩ|eh|≤cIcSh
2L(h)M2(u),

mitlokalenInterpolationskonstantencI undglobalenStabiliẗatskonstantencS.Leider
sind diese Abscḧatzungen f̈ur eine quantitative Fehlerkontrolle nicht zu gebrauchen, da die
n̈otigen Informationenüber die ḧoheren Ableitungen der exakten L̈osungufehlen und
insbesondere pr̈azise Abscḧatzungen f̈ur die StabiliẗatskonstantencS i. Allg. nicht zur
Verf̈ugung stehen. Ist aber der Charakter einer lokalen Singulariẗat der L̈osung bekannt,
wiez.B.imFallvon

”
Ecken- oder Kantensingulariẗaten“, so kann diese Information zur

vorab Anpassung des Gitters verwendet werden. Dabei wird die Gitterweitehin Richtung
auf die singul̈are Stelle hin systematisch verkleinert, etwa gem̈aßh(r)≈h0r

α wobei der
Exponentα>1 aus dem bekannten singul̈aren Verhalten der Ableitungen der L̈osung
abgeleitet wird.

In allgemeinen Situationen muss man sich aber heuristischer Methoden zur Bestim-
mung der Regulariẗat der L̈osung bedienen. Dies l̈auft (in Anlehnung an die traditionelle,
abschneidefehler-basierte Vorgehensweise bei Differenzenverfahren) auf die Scḧatzung der
lokalen Glattheit der unbekannten L̈osung aus der berechneten numerischen Approxima-
tion hinaus. Zum Beispiel kann man versuchen, auf einem Zellblock (etwa aus 2dZellen)
aus einer linearen N̈aherungsl̈osunguh durch Anwendung eines Differenzenquotienten
∇2hzweiter Ordnung im SchwerpunktzT einer ZelleT∈Theine Scḧatzung der zweiten
Ableitungen vonuaufTzu gewinnen:

max
T
|∇2u||T ≈ηT:=|∇

2
huh(zT)||T. (3.6.140)

Auf der Basis dieses Indikators ließen sich dann Strategien zu lokaler Gitterverfeinerung
oder -vergr̈oberung aufstellen: Ist zum BeispielηT auf einer ZelleT∈Th überdurch-
schnittlich groß, so wird diese in Teilzellen zerlegt. Diese Strategie derad hocGitteran-
passung erfordert keinen großen Aufwandund funktioniert in der Praxis in vielen F̈allen
erstaunlich gut. Daher sind Varianten dieser Strategie derzeit auch in vielen kommerziellen
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Programmen realisiert, wenn dieseüberhaupt Gitteradaption beinhalten. Dabei bestehen
aber die folgenden grunds̈atzlichen Schẅachen:

– Die Auswertung von (3.6.140) liefert keine Aussagëuber die tats̈achliche Gr̈oße des
Fehlerseh=u−uh.

– Die auf den lokalen IndikatorenηT basierende Gitterverfeinerungsstrategie geht
davon aus, dass der

”
gemessene“ Fehler inTauch dort entstanden ist und durch

lokale Verfeinerung vonTreduziert werden kann. Dies ist aber i. Allg. nicht richtig,
da dabei das Pḧanomen der globalen

”
Fehlerakkumulation“ (auch

”
pollution effect“

genannt) vernachl̈assigt wird.

Ziel der folgenden Diskussion ist es,über eine a posteriori Fehleranalyse via Dualiẗats-
argumente systematisch auswertbare und (asymptotisch) zuverl̈assige Fehlerscḧatzer zu
entwickeln, aus denen auch effiziente Kriterien zur lokalen Gitteranpassung abgeleitet
werden k̈onnen.

Wir betrachten dazu wieder das Modellproblem

−Δu=f in Ω, u=0 auf∂Ω, (3.6.141)

auf einem (nicht notwendig konvexen) Polygon- oder Polyedergebiet Ω⊂Rd. Die durch
die Variationsgleichung

(∇u,∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈V=H10(Ω), (3.6.142)

definierte schwache L̈osungu∈H10(Ω) wird durch ein Galerkin-Finite-Elemente-Verfahren
approximiert. Wir konzentrieren uns imfolgenden auf die Approximation mit

”
linearen“

finiten Elementen. Die N̈aherungsl̈osunguh=Rhu∈V
(1)
h ⊂V ist bestimmt durch die

Gleichung

(∇uh,∇ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈Vh. (3.6.143)

Bei der Scḧatzung des Fehlersehmuss man sich f̈ur ein geeignetes”
Fehlermaß“ entschei-

den, welches sich am Bedarf der betrachteten Anwendung orientieren sollte. Beispiele sind
etwa wie schon oben erẅahnt die traditionellen Maße

”
Energienorm“,L2-Norm sowieL∞-

Norm. Weitere Beispiele sind:

– Mittelwerte: |(eh,ψ)Ω|, ψ∈C(Ω),

– Linienintegrale: |(eh,ψ)Γ|, ψ∈C(∂Ω),

– Ableitungswerte: |∂ieh(a)|, a∈Ω.

Um alle diese Sonderf̈alle im Rahmen einer einheitlichen Theorie behandeln zu k̈onnen,
f̈uhren wir zun̈achst den Begriff des

”
Fehlerfunktionals“ ein. Dies ist ein (der Einfachheit

halber als linear angenommenes) Funktional

J(·):V→R,



3.6. A POSTERIORI FEHLERANALYSE UND GITTERSTEUERUNG 145

bzgl. dem der Fehlerehgescḧatzt werden soll; d. h.: Gesucht ist eine berechenbare Schran-
ke f̈urJ(eh)=J(u)−J(uh) . Zu einem solchen Fehlerfunktional geḧort eine (eindeutige)

”
duale L̈osung“z∈V, welche als L̈osung des zugeḧorigen

”
dualen Problems“ bestimmt

ist:

(∇ϕ,∇z)=J(ϕ) ∀ϕ∈V. (3.6.144)

Testen wir in (3.6.144) mit ϕ= eh ∈V, so ergibt sich unter Ber̈ucksichtigung der
Galerkin-Orthogonaliẗat die Fehleridentiẗat

J(eh)=(∇eh,∇z)=(∇eh,∇(z−ψh)), ψh∈Vh. (3.6.145)

Dies wird nun weiter mit Hilfe von elementweise partieller Integration umgeformt zu

J(eh)=
T∈Th

−(Δeh,z−ψh)T+(∂neh,z−ψh)∂T

=
T∈Th

(f+Δuh,z−ψh)T−(∂nuh,z−ψh)∂T .

Daz−ψhstetige Spuren entlang∂That und in der obigen Summe jede Kante zweimal
auftritt mit wechselnder Richtung der Normalableitung∂nuh, erhalten wir

J(eh)=
T∈Th

(f+Δuh,z−ψh)T−
1
2
([∂nuh],z−ψh)∂T , (3.6.146)

wobei auf
”
inneren“ Kanten [∂nuh]|Γ:=∂nuh|T+∂nuh|T jeweils den Sprung der Nor-

malableitung über Γ⊂∂Tzur Nachbarzelle bedeutet. Entlang von Kanten am Rand,
Γ⊂∂Ω , setzen wir [∂nuh]|Γ:= 2∂nuh. Diese Fehleridentiẗat beinhaltet Information̈uber
die Abḧangigkeit des FehlertermsJ(eh) von den lokalen”

Residuen“RT:= (f+Δuh)|T
undr∂T:=−

1
2
[∂nuh]|∂T:

∂J(eh)

∂RT
≈(z−ψh)|T,

∂J(eh)

∂r∂T
≈(z−ψh)|∂T. (3.6.147)

Damit k̈onnen wir hoffen, auf das spezielle ZielfunktionalJ(eh) bezogene Kriterien f̈ur
lokale Gitterverfeinerung und damit Reduzierung dieser Residuen zu gewinnnen. Dabei

”
misst“ das

”
Zellresiduum“ R(uh)dasErf̈ulltsein der Differentialgleichung durch die

N̈aherungsl̈osunguhund das”
Kantenresiduum“ r(uh) deren”

Glattheit“.

Von der exaktenFehlerdarstellung(3.6.146) k̈onnen wir nun in mehreren Schritten
weitere, gegebenenfalls leichter auswertbareFehlerabscḧatzungenableiten. Zun̈achst ist

|J(eh)|≤
T∈Th

(f+Δuh,z−ψh)T−
1
2
([∂nuh],z−ψh)∂T , (3.6.148)

und weiter
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|J(eh)|≤
T∈Th

(f+Δuh,z−ψh)T−
1
2
([∂nuh],z−ψh)∂T. (3.6.149)

Bei Beachtung vonz−ψh|∂Ω= 0 folgt dann mit Hilfe der Ḧolderschen Ungleichung:

|J(eh)|≤
T∈Th

f+Δuh T z−ψh T+
1
2
[∂nuh]∂T\∂Ω z−ψh ∂T . (3.6.150)

Die letzte Abscḧatzung schreiben wir in der kompakten Form

|J(eh)|≤η(uh):=
T∈Th

ρT(uh)ωT(z)+ρ∂T(uh)ω∂T(z) (3.6.151)

mit den
”
Zellresiduentermen“

ρT(uh):=f+Δuh T, ρ∂T(uh):=
1
2
h
−1/2
T [∂nuh]∂T\∂Ω,

und den
”
Zellgewichten“

ωT(z):=z−IhzT, ω∂T(z):=h
1/2
T z−Ihz∂T.

Die Fehlerdarstellung (3.6.146) bzw. die Fehlerabscḧatzung (3.6.151) sind nicht unmittel-
bar auswertbar. Zwar sind die

”
Residuenterme“R(uh)=f+Δuhundr(uh)=−

1
2
[∂nuh]

aus der N̈aherunguhberechenbar, doch die Wichtungsfaktorenz−ψhsind nur implizit
über das duale Problem (3.6.144) gegeben und m̈ussen gesondert bestimmt werden. Mit
dieser kritischen Frage werden wir unsim Folgenden noch eingehender bescḧaftigen.

Die Zellgewichte lassen sich bei Wahlψh:=Ihzmit Hilfe der lokalen Interpolations-
fehlerabscḧatzungen aus Abschnitt 3.3 weiter abscḧatzen durch

ωT(z)≤cIh
3
Tmax

T
{|∇2z|}. (3.6.152)

Hierbei muss naẗurlich vorausgesetzt werden, dass die duale L̈osungz∈H2,∞(Ω) ist. Wir
werden sp̈ater sehen, wie man sich von dieser sehr einschr̈ankenden Annahme in gewis-
ser Weise befreien kann. Die InterpolationskonstantecIist von verschiedenen Faktoren
abḧangig: Von dem Polynomgrad der verwendeten Interpolierenden, vom Referenzelement
T̂sowie von den TransformationenσT:̂T→T. Sie stellt einen Unsicherheitsfaktor dar.
Genaueres Nachrechnen ergibt eine Gr̈oßenordnung voncI≈0,1−10 .

Die a posteriori Fehlerabscḧatzung (3.6.151) ist
”
zuverl̈assig“ im Sinne, dass sie eine

sichere obere Schranke f̈ur den Fehler|J(eh)|liefert, vorausgesetzt, es liegen zuverl̈assige
Werte für die GewichteωT(z) undω∂T(z) vor. Sie ẅare auch”

effizient“, wenn f̈ur den
zugeḧorigen

”
Effektiviẗatsindex“ (

”
Überscḧatzungsfaktor“) gilt:

Ieff:=
η(uh)

|J(eh)|
∼1 (h→0). (3.6.153)
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Bemerkung 3.13:Es ist zu bemerken, dass bereits derÜbergang von der
”
Fehleriden-

tiẗat“ (3.6.146) zur
”
Fehlerabscḧatzung“ (3.6.148) in gewissen F̈allen zu einer groben

Überscḧatzung des tats̈achlichen Fehlers f̈uhren kann. Betrachten wir hierzu folgendes
Beispiel: Auf dem Quadrat Ω = (−1,1)×(−1,1) gilt es, f̈ur die Poisson-Gleichung den
Punktfehler im Ursprung zu finden:J(eh)=eh(0) . Es ist m̈oglich, die rechte Seitefund
das GitterTh so anti-symmetrisch bzgl.x= 0 zu konstruieren, dassu(0) = 0 =uh(0) .
In diesem Fall wird aber in der Regelη(uh)≈h

2>0 sein, d. h.:Ieff=∞.

3.6.2 Spezielle a posteriori Fehlerscḧatzer

Der oben abgeleitete allgemeine Fehlerscḧatzer wird nun f̈ur verschiedene spezielle Fehler-
funktionale ausgewertet. In den betrachteten F̈allen kann man die GewichteωT(z),ω∂T(z)
analytisch abscḧatzen. Wir beschr̈anken uns hier auf die Betrachtung vonP1-Elementen.

a) Energienorm-Fehlerscḧatzer:

Zur Abscḧatzung des
”
Energienormfehlers“ ∇eh ẅahlen wir das Fehlerfunktional

J(ϕ):=∇eh
−1(∇ϕ,∇eh),

so dass wir f̈urϕ=eh automatischJ(eh)=∇eh haben. F̈ur die zugeḧorige L̈osung
z∈Vdes dualen Problems

(∇ϕ,∇z)=J(ϕ) ∀ϕ∈V (3.6.154)

gilt dann
∇z2= ∇eh

−1(∇z,∇eh)≤ ∇z,

woraus sich die einfache a priori Abscḧatzung ∇z ≤1 ergibt. Ausgehend von der
allgemeinen Fehlerabscḧatzung (3.6.150) erhalten wir

∇eh ≤
T∈Th

f+Δuh T z−ψh T+
1
2
[∂nuh]∂T\∂Ω z−ψh ∂T .

Wir wählen nunψh:=Ihzals eine”
verallgemeinerte“ Knoteninterpolierende vonz,

f̈ur welche die folgende lokale Fehlerabscḧatzung gilt (F̈ur deren technisch aufwendige
Konstruktion verweisen wir auf die einschl̈agige Literatur, z. B. Brenner/Scott [13]):

z−IhzT+h
1/2
T z−Ihz∂T ≤ c̃ihT ∇zT̃, (3.6.155)

wobei T̃:=∪{T∈Th:T∩T=∅}. Damit folgt dann mit den ResiduenρT(uh) und
ρ∂T(uh):
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∇eh ≤ c̃i
T∈Th

hT f+Δuh T+
1
2
h
−1/2
T [∂nuh]∂T\∂Ω ∇zT̃

≤c
T∈Th

h2T ρT(uh)
2+ρ∂T(uh)

2 1/2

T∈Th

∇z2
T̃

1/2
.

Wegen

T∈Th

∇z2
T̃

1/2
≤c∇z ≤c,

ergibt sich schließlich das folgende Resultat:

Satz 3.17 (a posterioriEnergienormfehler): F̈ur den Fehlereh:=u−uh gilt die
a posteriori Abscḧatzung bzgl. der Energienorm:

∇eh ≤ηE(uh):=c
T∈Th

h2T ρT(uh)
2+ρ∂T(uh)

2
1/2

. (3.6.156)

Diese Abscḧatzung ist in folgendem Sinne “scharf“:

ηE(uh)≤c∇eh +c
T∈Th

h2T f
2
T

1/2

. (3.6.157)

Beweis:Es bleibt, die Abscḧatzung (3.6.157) zu beweisen. Auf jeder ZelleT∈Th ist
uh|T∈P1(T) und folglich

ρT(uh)
2= f+Δuh

2
T = f2

T.

Es bezeichne wieder∂Th die Menge aller (inneren) Kanten Γ der TriangulierungTh.
Wegen der Formregularitätsbedingung giltchT≤hΓ:=|Γ|≤chT,Γ⊂∂T, gleichm̈aßig
f̈ur alle ZellenT∈Th mit Kanten Γ∈∂Th undh∈R+. Folglich ist

T∈Th

h2Tρ∂T(uh)
2≤c

Γ∈∂Th

hΓ [∂nuh]
2
Γ\∂Ω.

F̈ur eine Kante Γ∈∂Th seienT undT die beiden benachbarten Zellen mit Γ als
gemeinsamer Kante. Bezogen auf den MittelpunktaΓ von Γ definieren wir dieC

∞-
Funktion

ω̂Γ(x):=
exp − |x−aΓ|

2

r2−|x−aΓ|2
, x∈Br(aΓ),

0,x∈Br(aΓ)
c,

ωΓ(x):=hΓ
Γ

ω̂Γ(x)ds
−1

ω̂Γ(x),

wobeir=γhΓ so geẅahlt ist, dassBr(aΓ):={x∈R
2||x−aΓ|≤rΓ}⊂T∪T.Diese

Funktion hat konstruktionsgem̈aß die Eigenschaften:
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ωΓ|∂(T∪T)=0, ∂nωΓ|∂T=∂nωΓ|∂T =∂nωΓ|Γ=0,

Γ

ωΓ(x)ds=hΓ=
Γ

ds,

ωΓ ∞ ≤c, ∇ωΓ ∞ ≤ch
−1
Γ , ∇2ωΓ ∞ ≤ch

−2
Γ ,

wobei die Konstanten unabḧangig vonTundhgeẅahlt werden k̈onnen. Entlang der
Kante Γ ist der Sprungterm [∂nuh] konstant und es gilt daher wegen der Stetigkeit von
∂nuüber die Kante Γ mit der gerade definierten FunktionωΓ

[∂nuh]
2
Γ=[∂nuh]

2
Γ
Γ

ds=[∂nuh]
2
Γ
Γ

ωΓds=[∂nuh]Γ
Γ

[∂n(uh−u)]ωΓds

=[∂nuh]Γ
∂T

∂n(uh−u)ωΓds+
∂T

∂n(uh−u)ωΓds.

Partielle Integration ergibt dann

[∂nuh]
2
Γ=[∂nuh]Γ

T∪T

Δ(uh−u)ωΓ(x)−∇(uh−u)∇ωΓ dx

=[∂nuh]Γ
T∪T

−fωΓ(x)−∇(uh−u)∇ωΓ dx.

Unter Beachtung der obigen Eigenschaften der FunktionωΓ folgt

[∂nuh]
2
Γ≤|[∂nuh]Γ| fT∪T ωΓ T∪T + ∇eh T∪T ∇ωΓ T∪T

≤c|[∂nuh]Γ|hT fT∪T + ∇eh T∪T .

Dies impliziert dann die folgende Abscḧatzung:

Γ∈∂Th

hΓ [∂nuh]
2
Γ\∂Ω≤c

Γ∈∂Th

hΓ|[∂nuh]Γ|hT fT∪T + ∇eh T∪T

≤c
Γ∈∂Th

h2Γ|[∂nuh]Γ|
2
1/2

Γ∈∂Th

h2T f
2
T∪T + ∇eh

2
T∪T

1/2

≤c
Γ∈∂Th

hΓ [∂nuh]|
2
Γ∈∂Th

1/2

T∈Th

h2T f
2
T+ ∇eh

2
T

1/2

bzw.

Γ∈∂Th

hΓ [∂nuh]
2
Γ\∂Ω≤c

T∈Th

h2T f
2
T+c∇eh

2.

Dies ergibt die behauptete Abscḧatzung (3.6.157). Q.E.D.
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Bemerkung 3.14:Mit einer etwas aufwendigeren Argumentation kann man die folgende
verscḧarfte a posteriori Abscḧatzung herleiten:

ηE(uh)≤c
T∈Th

h2T h
2
T ∇f

2
T+ρ∂T(uh)

2
1/2

.

Diese besagt, dass im FehlerscḧatzerηE(uh) in der Regel der Einfluss der Gleichungs-
residuen f+Δuh T gegen̈uber den Regulariẗatsresiduen [∂nuh]∂T\∂Ω vernachl̈assigt
werden k̈onnen. Dies ist in dieser Form allerdings nur richtig f̈urlinearebzw.bilineare
finite Elemente.

b)L2-Norm-Fehlerscḧatzer:

Zur Abscḧatzung desL2-Fehlers eh ẅahlen wir das Fehlerfunktional

J(ϕ):=eh
−1(ϕ, eh),

womit automatischJ(e)=eh gilt. Die zugeḧorige L̈osungz∈Vdes dualen Problems

(∇ϕ,∇z)=J(ϕ) ∀ϕ∈V (3.6.158)

ist dann auf dem konvexen Gebiet Ω auch inH2(Ω), und es gilt die a priori Abscḧatzung
∇2z≤ Δz= 1 . Ausgehend von der Fehlerabscḧatzung (3.6.150) erhalten wir wieder

eh ≤
T∈Th

f+Δuh T z−ψh T+
1
2
[∂nuh]∂T\∂Ω z−ψh ∂T .

Wir können nunψh:=Ihzals die normale Knoteninterpolierende vonzẅahlen:

z−IhzT+h
1/2
T z−Ihz∂T ≤cIh

2
T ∇

2zT. (3.6.159)

Damit folgt dann wieder mit den oben definierten ResiduenρT(uh) undρ∂T(uh):

eh ≤cI
T∈Th

h2T f+Δuh T+
1
2
h
−1/2
T [∂nuh]∂T\∂Ω ∇2zT

≤c
T∈Th

h4T ρT(uh)
2+ρ∂T(uh)

2 1/2

T∈Th

∇2z2T
1/2
.

Wegen

T∈Th

∇2z2T
1/2

= ∇2z ≤1,

ergibt sich schließlich das folgende Resultat:
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Satz 3.18 (a posterioriL2-Normfehler):F̈ur den Fehlereh:=u−uh gilt die a po-
steriori Abscḧatzung bzgl. derL2-Norm:

eh ≤ηL2(uh):=c
T∈Th

h4T ρT(uh)
2+ρ∂T(uh)

2
1/2

. (3.6.160)

Diese Abscḧatzung ist ebenfalls
”
scharf“ in folgendem Sinne:

ηL2(uh)≤ceh +c
T∈Th

h4T f
2
T

1/2

. (3.6.161)

Beweis:Der Beweis verl̈auft analog wie bei der Energienorm-Fehlerabscḧatzung. Ein
kleiner Zusatzschritt ist

T∪T

Δ(uh−u)ωΓ(x)−∇(uh−u)∇ωΓ dx=
T∪T

Δ(uh−u)ωΓ(x)+(uh−u)ΔωΓ dx,

wobei der Randterm wegen∂nωΓ|∂T=∂nωΓ|∂T = 0 verschwindet. Die weiteren Details
seien als̈Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

c) Punktfehler-Scḧatzer:

Zur Abscḧatzung des Fehlerseh(P) in einem festen PunktP∈Ωẅurden wir gern das
FehlerfunktionalJ(ϕ):=ϕ(P) ẅahlen. Dieses ist zwar auf stetigen Funktionen, aber
nicht auf dem ganzen L̈osungsraumV=H10(Ω) definiert, so dass die oben entwickelte
allgemeine Theorie nicht unmittelbar anwendbar ẅare. Deshalb ẅahlen wir eine Kuge-
lumgebungBε:={x∈R

d:|x−P|<ε}des PunktesPund arbeiten statt dessen mit
dem regularisierten Funktional

Jε(ϕ):=|Bε|
−1

Bε

ϕdx,

welches sicher auf ganzVdefiniert und beschr̈ankt ist. Der Regularisierungsparameterε
wirdüblicherweise gleich einer vorgegebenen Fehlertoleranz TOL gesetzt. F̈ur hinreichend
glatte Funktionenϕist dabei (Fehler der Mittelpunktregel)

|ϕ(P)−Jε(ϕ)|≤cε
2. (3.6.162)

Wir betrachten den Fall d= 2 . Die L̈osungzε∈Vdes zugeḧorigen dualen Problems

(∇ϕ,∇zε)=Jε(ϕ) ∀ϕ∈V, (3.6.163)

ist dann eine
”
regularisierte“ Greensche Funktion und verḧalt sich wie

zε(x)≈ log(|x−P|+ε), |∇2zε|≈|x−P|+ε
−2
.
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Die Gewichte in der a posteriori Fehlerabscḧatzung (3.6.151) gestatten daher die Abscḧat-
zung

ωT(zε)+ω∂T(zε)≤ch
2
T ∇

2zεT ≤ch
3
Td
−2
T ,

mit dT:= maxx∈T{|x−a|+ε}. Wir finden also als obere Schranke f̈ur den Punktfehler:

|eh(P)|≤c
T∈Th

ρT(uh)h
2
T ∇

2zεT+cε
2≤c

T∈Th

ρT(uh)
h3T
d2T
+cε2.

In diesem Fall ist aber die a-priori Bestimmung der Konstantecpraktisch unm̈oglich.

d) Ein hyper-singul̈arer Fall

Einen kuriosen Sonderfall stellt die folgende Auswertungsgr̈oße dar:

J(u):=
∂Ω

∂nuds =
Ω

Δudx=−
Ω

fdx.

Dieser
”
mittlere Normalfluss“ ließe sich offenbar auch direkt aus den Datenfberechnen.

Zur Illustration wollen wir aber annehmen, dass diese Information nicht ausgenutzt wird,
sondern statt dessenJ(u) durchJ(uh) approximiert wird. Das FunktionalJ(·) ist wieder
nicht auf dem ganzen L̈osungsraumV definiert (wohl aber auf der regul̈areren L̈osung
u∈V∩H2(Ω) ). Zur Anwendung unserer allgemeinen Theorie muss das Funktional daher
zun̈achst regularisiert werden. F̈ur das Folgende nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass Ω der Einheitskreis imR2ist. F̈urε= TOL setzen wirSε:={x∈Ω,dist{x, ∂Ω}<
ε}und erhalten f̈ur glattesϕ:

Jε(ϕ):=ε
−1

Sε

∂rϕdx=
∂Ω

∂rϕds+O(ε).

Dabei ist∂naufSεauf naẗurliche Weise durch Fortsetzung von∂Ω definiert. Die L̈osung
zε∈Vdes zugeḧorigen dualen Problems

(∇ϕ,∇zε)=Jε(ϕ) ∀ϕ∈V,

ist dann gegeben durch

zε=−1inΩ\Sε, zε(x)=−ε
−1(1−|x|) aufSε.

Hieraus ergibt sich die Fehlerabscḧatzung

|Jε(eh)| ≤cI
T∈Th

h2TρT(uh)∇
2zεT ≈

T∩Sε=∅

... ,

d. h.: Die Zellen im Innern von Ω tragen nicht zum Gesamtfehler bei. Daher ẅare die
beste Strategie zur Gitterverfeinerung, in jedem Verfeinerungszyklus jeweils nur die Zel-
len entlang des Randes∂Ω zu verfeinern. Dies setzt aber voraus, dass die Elemente des
Lastvektors,bn=(f, ϕ

(n)
h )Ω, exakt berechnet werden. Abbildung 3.23 zeigt ein automa-
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tisch verfeinertes Gitter nach 7 Verfeinerungszyklen sowie die numerisch bestimmte duale
L̈osung auf diesem Gitter. Die zugeḧorigen Ergebnisse sind in Tabelle 3.1 gelistet.

Abbildung 3.23:Verfeinertes Gitter nach 7 Verfeinerungszyklen (links) und die auf diesem
Gitter numerisch bestimmte L̈osung (rechts).

Tabelle 3.1:Resultate mit dem Energienorm-FehlerscḧatzerηE(uh) und der”
optimalen“ Stra-

tegie.

ηE

L N J(eh)

1 1024 2.91 + 0

2 4096 1.50 + 0

3 16384 7.49−1

4 64768 3.77−1

5 253858 1.73−1

6 memory exhausted

”
optimale“ Strategie

L N J(eh)

1 559 2.90 + 0

2 1294 1.50 + 0

3 3079 7.48−1

4 7174 3.62−1

5 16738 1.67−1

6 38146 6.93−2

Numerische Auswertung des a-posteriori Fehlerschätzers

Wir wollen nun kurz die numerische Auswertung der Fehleridentität (3.6.146) diskutieren:

J(eh)=η(uh):=
T∈Th

(f+Δuh,z−ψh)T−
1
2
([∂nuh],z−ψh)∂T . (3.6.164)

Wir wählen dazuψh:=Ihz, die Knoteninterpolierende vonz. Die Qualiẗat der Auswer-
tung wird durch den sog.

”
Effektiviẗatsindex“ gemessen:

Ieff:=
η(uh)

J(eh)
.
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Alle Methoden der Auswertung von (3.6.164) bedienen sich einer numerischen L̈osung
zh∈Vh des dualen Problems, welche im einfachsten Fall durch direkte Diskretisierung
von (3.6.164) mit Hilfe des vorliegenden Verfahrens gewonnen wird:

(∇ϕh,∇zh)=J(ϕh) ∀ϕh∈Vh. (3.6.165)

Wir unterscheiden zwei Anwendungen der Fehleridentität (3.6.164):

–Überpr̈ufung der Genauigkeit einer auf dem GitterThberechneten N̈aherungsl̈osung
uhund Abbruchkriterium f̈ur einen Gitterverfeinerungsprozess:η(uh)≤TOL?

– Grundlage zur Gewinnung von Kriterien (
”
Verfeinerungsindikatoren“ηT) zur loka-

len Gitteranpassung.

Die folgenden Strategien zur Auswertung vonη(uh) kommen in Betracht (hier beschrie-
ben f̈ur den Falld-linearer Ans̈atze auf Rechteckgittern imRd):

1. Die duale L̈osungzwird durch eine N̈aherung ḧoherer Ordnung approximiert. Zum
Beispiel liefert die Approximationz≈z

(2)
h mit derd-quadratischenRitz-Projektion

das geẅunschte asymptotische Verhalten limTOL→0Ieff=1.

2. Die duale L̈osungzwird durch eine zellblockweise (je 2dZellen)d-quadratische
Interpolierende derd-linearen Ritzapproximation approximiert (s. Abb. 3.24):z≈

I
(2)
h zh. In diesem Fall beobachtet man limTOL→0Ieff<1(≈0.5−0.9).

(2)

2hZ Zh  hI

Abbildung 3.24: Blockweise bi-quadratische Interpolation (rechts) bilinearer Knotenwerte
(links).

3. Die Differenzz−Ihzwird in Anlehnung an die oben zitierte Interpolationsfeh-
lerabscḧatzung mit Hilfe eines skalierten Differenzenquotienten derd-linearen Ritz-
Proktion approximiert:|z−Ihz|≈ci,Th

2
T|∇

2
hzhF|.Diesf̈uhrt in der Regel auf eine

grobeÜberscḧatzung des Fehlers.

In der Praxis wird meist die
”
billige“ und ausreichend genaue Prozedur (2) verwendet.

Dabei brauchen insbesondere keine InterpolationskonstantencIspezifiziert zu werden.
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3.6.3 Strategien zur Gittersteuerung

Ziel ist es, den Fehler in dem durch das FehlerfunktionalJ(·) beschriebenen Maß unter
eine gewisse vorgegebene Toleranz|J(eh)|≤TOL zu bringen und dabei mit dem vor-
handenen Speicher auszukommen. Es k̈onnen also nur eine bestimmte Anzahl von Zellen
N≤Nmax verwaltet werden. Die Gitterverfeinerung erfolgt dabei standardm̈aßig durch

”
Kantenbisektion“, d. h. durch Unterteilung einer ZelleTin 2dTeilzellen. Bei Gitterver-
gr̈oberung werden mehrere Zellen zu einer Makrozelle zusammengefaßt. Wir werden im
folgenden haupts̈achlich Vierecks- oder Hexaedergitter betrachten. Bei Unterteilung einer
Zelle entstehen sog.

”
ḧangende“ Knoten auf den Zellr̈andern, so dass das neue Gitter

zun̈achst nicht zul̈assig ẅare. Diese Unzul̈assigkeit kann durch verschiedenen Methoden
aufgehoben werden. Die meist gebr̈auchliche ist die Elimination der zu den ḧangenden
Knoten geḧorenden Freiheitsgraden durch lineare Interpolation, wodurch der entstehende
diskrete Ansatzraum wieder konform wird:Vh⊂V(s. Abb. 3.25). Dabei wird der fiktive
Knotenwert vh(P) in einem ḧangenden KnotenP auf einer Kante Γ⊂∂Tmit End-
punktenP,Pdurch die Interpolationsvorschriftvh(P):=

1
2
{vh(P)+vh(P)}festgelegt.

Alle im folgenden gezeigten Beispielrechnungen bedienen sich dieser Technik.

x

4

Abbildung 3.25: Verfeinertes Rechteckitter mit
”
ḧangendem“ Knoten sowie die Basisfunk-

tion zum Mittelknoten.

Ausgangspunkt zur Gewinnung von Kriterien f̈ur die lokale Gitteranpassung ist eine
a-posteriori Fehlerscḧatzung der Form

|J(eh)|≈
T∈Th

ηT, (3.6.166)

mit lokalen
”
Fehlerindikatoren“ηT, welche durch Auswertung der Fehleridentiẗat (3.6.146)

mit Hilfe einer der oben beschriebenen Methoden gewonnen werden. Wir erhalten bei Ver-
wendung von Methode (2):

ηT :=(f+Δuh,I
(2)
h zh−zh)T−

1
2
([∂nuh],I

(2)
h zh−zh)∂T\∂Ω (3.6.167)

und mit Methode (3):

ηT :=cIh
2
T{ρT(uh)+ρ∂T(uh)}∇

2
hzh T. (3.6.168)
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Wir beschreiben im folgenden das allgemeine Schema eines auf lokalen Fehlerindikatoren
ηT basierenden Gitteranpassungsprozesses:

Nachdemüber das Gebiet Ω ein GrobgitterT0:=Th0 mit einer Gitterweitenvertei-
lungh0 gelegt worden ist, sei der Prozess der adaptiven Gittersteuerung schonL-mal
durchlaufen worden. Wir bestimmen nun auf dem GitterTL:=ThL die approximative
L̈osunguL∈VL:=VhL. Ebenso wird die diskrete duale L̈osungzL∈VLaufTL berech-
net. Nun k̈onnen die lokalen FehlerindikatorenηT gem̈aß (3.6.167) oder (3.6.168) f̈ur jede
ZelleT∈TL ausgewertet werden. Wir bezeichnen mitNL≈dim(VL) die Anzahl der
Zellen des GittersTL.

Abbruchabfrage:Ist das Abbruchkriteriumη(uh)≤
1
2
TOL auf dem GitterTL erf̈ullt,

wird der Adaptionsprozess abgebrochen unduL als N̈aherung zuuakzeptiert, welche
die Zielgr̈oßeJ(u) durchJ(uh) mitdergeẅunschten Genauigkeit TOL approximiert.
Andernfalls wird ein neuer Adaptionszyklus begonnen.

Adaptionszyklus: DerÜbergang vom Gitter TL zum n̈achsten GitterTL+1 erfolgt
nach einer der im folgenden beschriebenen

”
Adaptionsstrategien“. Zun̈achst werden die

ZellenT∈TL nach der Gr̈oße ihrer IndikatorwerteηT angeordnet,

{Ti,i=1, ..., NL}: ηT,1≥...≥ηT,i≥ηT,i+1≥...≥ηT,NL.

I)Fehlerbalancierungs-Strategie:Das Ziel ist, die Indikatorwerte so zu balancieren, dass

ηT≈
TOL

NL
, T∈TL. (3.6.169)

Dann ẅurde wie geẅunscht gelten:

|J(eL)|≈η(uL)≈
T∈TL

TOL

NL
=TOL.

Das Problem bei dieser Strategie ist zum einen, dass die Zahl NL sich ẅahrend des
Verfeinerungsprozesses sẗandig̈andert, und zum anderen, dass die Balancierungsvorschrift
(3.6.169) die delikate Wahl von Parametern 0<α<β<1 erfordert:

α
TOL

NL
≤ηT ≤β

TOL

NL
.

F̈ur die folgende Diskussion setzen wir der Einfachheit halberα=1/2,β= 1 . Im ersten
Schritt testet man, obηT,1≤TOL/NL ist. Wenn”

ja“, ist das Abbruchkriterium erf̈ullt,
wenn

”
nein“, wird die ZelleT1 verfeinert. Dies f̈uhrt zu einer Erḧohung vonNL auf

NL+ 3 . Danach ẅare es m̈oglich, dass f̈ur alleübrigen ZellenTL,i gilt:

TOL

NL+3
≤ηT,i≤

TOL

NL
.

Der Verfeinerungszyklus ẅare also bereits nach dem ersten Schritt zu beenden und auf
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dem erhaltenen GitterTL+1 eine neue N̈aherungsl̈osunguL+1 zu berechnen. Dies ẅare
aber sehr ineffizient. Der Verfeinerungsprozess sollte daher beschleunigt werden. Dazu
überpr̈uft man von dem IndikatorηT,1ausgehend und beginnend mitj=0,ob

ηT,i≤
TOL

NL+3j
.

Ist dies nicht erf̈ullt, wird das ElementTigeteilt, die Z̈ahlerjundium Eins erḧoht,
und man geht zum n̈achstkleinerenηT,i über. Ist die Bedingung allerdings erf̈ullt, hat
man das neue Gitter TL+1 gefunden. Diese Balancierungsstrategie ist zwar potentiell
optimal, jedoch mit aufwendigen Abfragen verbunden. M̈ogliche alternative Strategien,
die einfacher sind, aber weniger gute Ergebnisse liefern, sind die folgenden.

II)
”
Fest-Raten-Strategie“:Ziel ist es, in jedem Adaptionszyklus die Anzahl der Gitter-

zellenNL mit einer festen Rate zu erḧohen oder den Fehlerscḧatzwertη(uL) mit einer
festen Rate zu verkleinern. Ausgangspunkt ist wieder eine Anordnung der Zellen vonTL
nach der Gr̈oße der zugeḧorigen Indikatorwerte. Zu vorgeẅahlten Prozents̈atzenX% und
Y% werden die Zellen so gruppiert, dass (andder Zellanzahl orientierte Strategie)

#{Ti,...,TN∗}≈
X

100
NL, #{TNL−N∗+1,...,TNL}≈

Y

100
NL,

oder alternativ (am Scḧatzwert orientierte Strategie)

N∗

i=1

ηT,i≈Yη(uL),

NL

i=NL−N∗+1

ηT,i≈Xη(uL).

Dann werden die Zellen Ti,...,TN∗ verfeinert und die ZellenTNL−N∗+1,...,NL ver-
gr̈obert.

”
Exakte“ Gitteroptimierung

Zum Abschluss wollen wir noch diskutieren, dass die Fehlerscḧatzung (3.6.151)

|J(eh)|≈η:=
T∈Th

ρT(uh)ωT(zh) (3.6.170)

im Prinzip auch zur direkten Bestimmung eines
”
optimalen“ Gitters mit Gitterweiten-

funktionh=h(x) verwendet werden k̈onnte. Dies wird als Nebenprodukt auch eine
Rechtfertigung f̈ur die

”
Fehlerbalacierungsstrategie“ liefern. Zu l̈osen sind die folgenden

Optimierungsaufgaben:

(OP I) Bei vorgegebener Fehlertoleranz TOL soll die zu deren Erreichung ben̈otigte Anzahl
von ZellenN (d. h. der numerische Aufwand) minimiert werden:

N→MIN, η≤TOL. (3.6.171)
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(OP II) Bei vorgegebener maximalen ZellzahlNmax (d. h. begrenzter Speicherkapaziẗat)
soll der Fehler (genauer der Fehlerscḧatzer) minimiert werden:

η→MIN, N ≤Nmax. (3.6.172)

Wir diskutieren im Folgenden nur die für die Praxis relevantere Fragestellung (OP
II). Das Optimierungsproblem (OP I) l̈asst sich mit analogen Argumenten behandeln
(̈Ubungsaufgabe). Die grundlegende Annahme ist, dass die Gr̈oßenρT(uh)sowieωT(zh)
(nach geeigneter Skalierung) f̈ur TOL→ 0 zunehmend bessere, lokale Approximationen
gewisser kontinuierlicher Funktionen Φ(x)bzw.Ψ(x) sind:

h−1T ρT(uh)=h
−1
T f+Δuh T+

1
2
h
−1/2
T h−1T [∂nuh]∂T\∂Ω → Φu(xT), (3.6.173)

h−3ωT(zh)=maxh
−3
T z−IhzT,h

−5/2
T z−Ihz∂T → Ψz(xT), (3.6.174)

wobei xT ein gemeinsamer Punkt einer Folge von ZellenT ist. Diese Annahme ist
naẗurlich im strengen Sinne nicht realistisch, da auf allgemeinen Gitterfolgen (Th)h→0
ein sehr unregelm̈aßiges Konvergenzverhalten auftreten kann. Unter der obigen Annahme
gilt mit der FunktionA(x):=Φ(x)Ψ(x):

T∈Th

ρT(uh)ωT(zh)=
T∈Th

h4T h
−4
T ρT(uh)ωT(zh) ≈

Ω

h(x)2A(x)dx. (3.6.175)

F̈ur die ZellzahlN haben wir die Darstellung

N =
T∈Th

1=
T∈Th

h2Th
−2
T ≈

Ω

h(x)−2dx. (3.6.176)

Damit k̈onnen wir die Optimierungsaufgabe (OP II) n̈aherungsweiser in kontinuierlicher
Form schreiben als:

F(h):=
Ω

h(x)2A(x)dx→MIN, N(h):=
Ω

h(x)−2dx=Nmax. (3.6.177)

Hierbei haben wir o.B.d.A. die UngleichungsbedingungN≤Nmax durch eine Gleichungs-
bedingungN=Nmax ersetzt, da sich ein minimaler Fehler sicherlich unter maximaler
Ausnutzung der m̈oglichen Zellzahl ergibt. Dieses restringierte Optimierungsproblem wird
nun mit dem Lagrange-Formalismus der Variationsrechnung gel̈ost. Dazu definieren wir
die
”
Lagrange-Funktion“

L(h, λ):=F(h)+λ{N(h)−Nmax}

mit einem skalaren Lagrange-Parameter λ∈R.JedeL̈osung des Optimierungsproblems
ist dann notwendig station̈arer Punkt (Sattelpunkt) vonL. Zur Bestimmung eines solchen
Sattelpunkts machen wir den folgenden Ansatz
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d

dt
L(h+tϕ, λ+tμ)|t=0=0 ∀ϕ∈C(Ω),∀μ∈R.

Auswertung dieser Beziehung ergibt

2
Ω

h(x)A(x)ϕ(x)dx−2λ
Ω

h−3(x)ϕ(x)dx=0 ∀ϕ∈C(Ω)

sowie

μ
Ω

h(x)−2dx−Nmax =0 ∀μ∈R,

bzw. notwendig

h(x)A(x)−λh−3(x)=0,
Ω

h(x)−2dx=Nmax.

Hieraus ergibt sich, dass

h(x)=
A

λ

−1/4

,

und weiter

W :=
Ω

A(x)1/2dx=λ1/2Nmax.

Damit erhalten wir einerseits den Lagrange-Parameter,

λ=
W

Nmax

2

, (3.6.178)

und andererseits eine Gleichung f̈ur die gesuchte
”
optimale“ Gitterweitenverteilung

hopt(x)=
W

Nmax

1/2

A(x)−1/4. (3.6.179)

Als Nebenprodukt dieser Rechnung ergibt sich f̈ur die optimale Gitterweite die Beziehung

ηT=h
4
TAT=λ≡konst., (3.6.180)

d. h.: Die an derÄquilibrierung der lokalen FehlerindikatorenηT orientierten Gittersteue-
rungsstrategien f̈uhren tats̈achlich auf optimale Gitterweitenverteilungen.

Wir erwähnen noch, dass das zu (OP II)
”
duale“ Optimierungsproblem (OP I) auf die

folgende L̈osung f̈uhrt:

hopt(x)=
TOL

W

1/2

A(x)−1/4. (3.6.181)

Die Gr̈oßeW ist bei den̈ublichen Fehlerfunktionalen wohl definiert; dies beinhaltet sogar
so singul̈are F̈alle wie die Punktauswertung von AbleitungenJ(u)=∂iu(a),A(x)∼
|x−a|−3. Erst die Auswertung von zweiten AbleitungenJ(u) =∂2iu(a) machthier
Probleme.
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3.6.4 Ein Testbeispiel

Wir wollen die bisher erzielten Ergebnisse anhand eines konkreten Beispiels illustrieren.
Dazu wird wieder dasübliche Modellproblem betrachtet:

−Δu=f in Ω, u=0 auf∂Ω. (3.6.182)

Wir wollen den Punktwert ∂1u(P)f̈ur einP∈Ω berechnen. Das zugeḧorige Funktional
ist wieder nicht auf dem ganzen L̈osungsraumV=H10(Ω) definiert und muss regularisiert
werden. Wir setzen dazu mitε:= TOL :

Jε(ϕ):=|Bε|
−1

Bε

∂1udx. (3.6.183)

Testfall 1:Sei Ω := (−1,1)2undP= 0 (siehe Abb. 3.26). Die zu dem FunktionalJε(·)
geḧorige duale L̈osungzεverḧalt sich dann wie|∇

2zε(x)|≈(|x|+ε)
−3. Dies impliziert

|∂1eh(0)|≈cI
T∈Th

h4T
d3T
ρT(uh), (3.6.184)

mit dT:=|xT|+εund dem MittelpunktxT vonT. Wir wollen hierf̈ur eine optimale
Gitterweitenverteilung bestimmen. Ausgangspunkt ist diëAquilibrierungsbedingung

ηT≈
h4T
d3T
≈
TOL

N
⇒ h2T≈d

3/2
T

TOL

N

1/2

.

Hieraus ergibt sich

N=
T∈Th

h2Th
−2
T =

N

TOL

1/2

T∈Th

h2Td
−3/2
T ≈

N

TOL

1/2

und folglichNopt≈TOL
−1. Bei Verwendung des Energienorm-Fehlerscḧatzers (3.6.156)

zur Gitterverfeinerung ergibt sich dagegen die GitterkomplexiẗatNopt≈TOL
−2.

Abbildung 3.26: Verfeinerte Gitter und numerisch bestimmte duale L̈osung zur Berech-
nung von∂1u(0) auf dem Quadrat bei Verwendung des a posteriori Fehlerscḧatzers
ηweight(uh) mit TOL = 4

−4.
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Tabelle 3.2: Resulte der Berechnung von ∂1u(0) unter Verwendung des gewichteten a
posteriori Fehlerscḧatzersηweight(uh)f̈ur verschiedenen VerfeinerungslevelL;der”

Effek-
tiviẗatsindex“ ist definert durchIeff:=|ηweight(uh)/∂1eh(0)|.

TOL N L |∂1eh(0)|ηweight(uh) Ieff

4−2 148 6 7.51e-1 5.92e-2 0.08

4−3 940 9 4.10e-1 1.42e-2 0.03

4−4 4912 12 4.14e-3 3.50e-3 0.65

4−5 20980 15 2.27e-4 9.25e-4 4.16

4−6 86740 17 5.82e-5 2.38e-4 4.16

Das vorhergesagte Verhalten der verschiedenen Gitterverfeinerungsprozesse wird durch
die numerischen Ergebnisse in Tabelle 3.2 gut besẗatigt. Wir betonen, dass die richtige
Wahl des Regularisierungsparameters ε= TOL in (3.6.183) f̈ur den L̈osungsprozess wich-
tig ist. Die triviale Alternativeε=hmin ist automatisch realisiert, wenn zur Berechnung
der GewichteωT(z) die numerisch bestimmte, diskrete, duale L̈osungzh∈Vhverwendet
wird (siehe Abb. 3.26). Dies kann bei sehr

”
singul̈aren“ Funktionalen zu starker lokaler

Überverfeinerung, d. h. zu unn̈otig vielen Verfeinerungsschritten, f̈uhren.

Testfall 2: Sei nun Ω das Rechteckgebiet Ω = (−1,1)×(−1,3) mit Schlitz bei (0,0)
(siehe Abb. 3.27). Die Pr̈asenz der (einspringenden) scharfen Ecke mit Innenwinkelω=2π
bewirkt in der schwachen L̈osung eine

”
Eckensingulariẗat“ der Forms=ψ(θ)r1/2,d.h.

eine Singulariẗat im Gradienten. Wir wollen illustrieren, wie diese Eckensingulariẗat mit
der durch die GewichteωT(z)imFehlerscḧatzer induzierten zusammenspielt.

Abbildung 3.27: Verfeinerte Gitter mit ungef̈ahr 5000 Zellen zur Berechnung von∂1u(P),
erzeugt mit dem gewichteten Fehlerscḧatzerηweight(uh) (mittig) sowie dem Energienorm-
FehlerscḧatzerηE(uh) (rechts).
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Wir sehen in Abb. 3.27, dass der gewichtete Fehlerschätzer Zellen sowohl bei der
Schlitzspitze (zur Unterdr̈uckung des

”
Pollutionseffekts“), aber auch beim Auswertungs-

punkt konzentriert, ẅahrend der Energienorm-Fehlerscḧatzer wesentlich sẗarker an der
Schlitzspitze und naẗurlich gar nicht im Auswertungspunkt verfeinert.
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Abbildung 3.28: Vergleich der Effizienz vonηE(uh) undηweight(uh) auf dem Schlitzgebiet.

3.7Übungen

Übung 3.1: Man formuliere das Ritzsche Verfahren mit endlich dimensionalen Teilräum-
en geeigneter Sobolew-RaumeHm(Ω) f̈ur die folgenden Aufgabenstellungen:

a) Neumannsche RWA des Laplace-Operators:

−Δu=f in Ω, ∂nu=g auf∂Ω.

b) Eigenwertproblem des Laplace-Operators:

−Δu=λu in Ω, u=0 auf ∂Ω.

c) Dirichletsche RWA des
”
biharmonischen“ Operators:

−Δ2u=f in Ω, u=∂nu=0 auf ∂Ω.

Dabei seien jeweils das Gebiet Ω sowie die Datenf, gals gen̈ugend regul̈ar und kom-
patibel angenommen.Man versuche, hierfür analog zur Vorlesung

”
Bestapproximations“-

Aussagen herzuleiten.

Übung 3.2: SeienVein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (·,·)V und zugeḧoriger Norm
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·V unda(·,·)sowiel(·) bilineare bzw. lineare Formen aufVmit den Eigenschaften

|a(v, w)|≤αvV wV, v,w∈V (Beschr̈anktheit),

|a(v, v)|≥κv2V, v,w∈V (V-Elliptiziẗat),

|l(v)|≤βvV, v∈V (Beschr̈anktheit).

Dann hat die Variationsgleichung

a(u, ϕ)=l(ϕ) ∀ϕ∈V

nach dem Satz von Lax-Milgram eine eindeutige L̈osungu∈V.F̈ur endlich dimensio-
nale Teilr̈aumeVh⊂V werden approximative L̈osungenuh∈Vh bestimmt durch die

”
Galerkin-Gleichungen“

a(uh,ϕh)=l(ϕh) ϕh∈Vh.

a) Man zeige hierf̈ur die (eindeutige) Existenz der
”
diskreten“ L̈osungenuh∈Vhund die

Fehlerabscḧatzung

u−uh V≤
α

κ
inf
ϕh∈Vh

u−ϕh V.

b) Man wende das Resultat von (a) zum Nachweis der Konvergenz der Galerkin-Approxi-
mation des Diffusions-Konvektions-Problems

−Δu+∂1u=f in Ω, u=0 auf ∂Ω,

auf einem regul̈aren Gebiet Ω⊂R2mit rechter Seite f∈L2(Ω) an.

c) Man versuche das Resultat von (a) f̈ur den Fall zu verallgemeinern, dass die Biliearform
a(·,·)nichtV-elliptisch sondern nur

”
koerzitiv“ ist, d. h.:

sup
ϕ∈V\{0}

a(v, ϕ)

ϕV

≥γv, sup
ϕ∈V\{0}

a(ϕ, v)

ϕV

≥γv, v∈V.

Worin bestehen hierbei die Probleme?

Übung 3.3: Das Modellproblem

−Δu=f in Ω, u|∂Ω=0,

auf dem Einheitsquadrat Ω = (0,1)2werde auf einemäquidistanten, kartesischen Gitter
mit der Gitterweite hmit Hilfe der Finite-Elemente-Methode mit sẗuckweise bilinearen
Ansatzfunktionen diskretisiert. Man stelle die zugeḧorigen Systemmatrizen auf:

a) mit exakter Integration,

b) unter Verwendung der 2-dimensionalen “Tensorprodukt-Trapezregel”

QT(f):=
|T|

4

4

i=1

f(ai), aiEckpunkte der ZelleT.

Welche Besonderheit ergibt sich?
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Übung 3.4: Man überlege (etwa durch Konstruktion von Beispielen), in wie weit die
folgenden Bedingungen an eine Folge von (im Sinne des Textes regul̈aren) Zerlegungen
{Th}h>0eines Gebiets Ω⊂R

2(in Dreiecke oder Vierecke)̈aquivalent sind:

a) Die inneren Winkel aller ZellenT∈Th sind gleichm̈aßig f̈urT∈Th undh>0von
Null wegbeschr̈ankt (“minimum angle condition”).

b) F̈ur die InkreisradienρT und UmkreisradienhT der ZellenT∈Th gilt (“uniform
shape condition”):

sup
T∈Th,h>0

hT
ρT

<∞.

c) F̈ur die Seiten Γ⊂∂Tjeder ZelleT∈Th gilt

max
Γ⊂∂T

|Γ|≤cmin
Γ⊂∂T

|Γ|

mit einer von Tunabḧangigen Konstantec.

Übung 3.5: SeiV
(1)
h ⊂H1(Ω) der Raum der sẗuckweise linearen finiten Elemente bzgl.

einer regul̈aren Triangulierung vonΩ⊂R2. Mit Hilfe desL2-Skalarprodukts (·,·)istdie

sog. “L2-Projektion”Ph:L
2(Ω)→V

(1)
h definiert durch die Vorschrift

(Phu, ϕh)=(u, ϕh) ∀ϕh∈V
(1)
h .

a) Man leite eine Fehlerabscḧatzung f̈ur dieL2-Norm u−Phu her, zun̈achst unter der
Annahme v∈H2(Ω) . Was ẅurde man unter den schẅacheren Regulariẗatsannahmen
v∈H1(Ω) oderv∈L2(Ω) erhalten?

b) Welche verbesserte Abscḧatzung erḧalt man bzgl. der
”
negativen“ Sobolew-Norm

u−Phu−1:= sup
ϕ∈H10(Ω)

(u−Phu, ϕ)

∇ϕ
≤ch?vH2?

Übung 3.6: Man begründe anhand der eindimensionalen Poisson-Gleichung

−u(x)=f(x)inΩ=(0,1), u(0) =u(1) = 0,

dass f̈ur die Ritz-ProjektionRh:H
1
0(Ω)→ V

(1)
h eine Abscḧatzung wie in Aufgabe 6.3b

nicht gelten kann. (Hinweis: Man verifiziere, dass in diesem Fall die Ritz-ProjektionRhu
identisch mit der KnoteninterpolierendenIhuist.)

Übung 3.7: Die Dirichletsche Randwertaufgabe

−Δu=f in Ω, u=0 auf ∂Ω,
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auf einem konvexen Polygongebiet Ω⊂R2 werde mit einem Galerkin-Verfahren mit
Ansatzr̈aumenV

(1)
h ⊂V:=H10(Ω) von”

linearen” finiten Elementen approximiert. Mit
welcher Ordnung konvergieren

i) der gewichtete Mittelwerẗuber Ω (ω∈H1(Ω) eine glatte Gewichtsfunktion):

Ω

uhωdx→
Ω

uω dx (h→0) ?

ii) der quadratischen Mittelwerẗuber einen glatten geschlossenen Weg Γ⊂Ω:

Γ

u2hds→
Γ

u2ds (h→0) ?

(Hinweis: Zur Erzielung eines optimalen Resultats verwende man die Variante des Spur-
lemmas f̈ur Funktionen inH1,1(Ω) und die Fehlerabscḧatzungen aus dem Text.)

Übung 3.8: Man untersuche, ob die folgenden Sätze von Funktionalen f̈ur die angege-
benen Polynomr̈aume

”
unisolvent“ sind. Dabei bezeichnenaidie Ecken,midie Seiten-

mitten sowie bij(j=1,2) jeweils zwei Gauß-Punkte auf der Kante Γi,i=1,...,d+1,
undzden Schwerpunkt des ElementsT.

i)T(kartesisches) Einheitsdreieck:

P(T)=P3(T), p(ai),∇p(ai),p(z);

P(T)=P3(T), p(ai),p(bij),p(z);

P(T)=P5(T), p(ai),∇p(ai),∇
2p(ai),∂np(mi).

ii)T(kartesisches) Einheitsquadrat:

P(T)=Q̃1(T):=P1(T)⊕span{x
2−y2}, p(mi);

P(T)=Q̃3(T):=P3(T)⊕span{x
3y, xy3}, p(ai),∇p(ai).

Übung 3.9: Man leite mit den Argumenten des Textes für die Knoteninterpolierende
Ih:C(Ω)→V

(1)
h zu sẗuckweise linearen finiten Elementen auf einer quasi-gleichf̈ormigen

Folge regul̈arer Triangulierungen (Th)h∈R+ eines Polygongebiets (in 2D) bzw. Polyeders
(in 3D) die folgenden Fehlerabscḧatzungen her:

max
Ω
|v−Ihv|≤

ch∇2vΩ, in 2D,

ch?∇2vΩ, in 3D.

Übung 3.10: Welche der folgenden (zellweisen)
”
inversen Abscḧatzungen“ f̈ur Finite-

Elementefunktionen vh∈Vh sind in 2 Dimensionen g̈ultig und welche nicht (mit Be-
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gr̈undung):

(i) ∇2vh L2(T)≤ch
−2
T vh L2(T),

(ii) ∂nvh L2(∂T)≤ch
−1/2
T ∇vh L2(T),

(iii) ∇vh L∞(T)≤ch
−2
T vh L2(T),

(iv) vh L2(T)≤ch
−1
T vh L1(T).

Übung 3.11: Sei Ω⊂R2ein Polygongebiet undTh={T}eine Triangulierung vonΩ.
Man betrachte die beiden mit den oben definierten kubischen Ansätzen gebildeten An-
satzr̈aumenS

(3)
h undS̃

(3)
h und bestimme deren Dimensionen asymptotisch in Abḧangig-

keit vonhauf gleichm̈aßigen Triangulierungen. Wieviele von Null verschiedene Elemente
haben die zugeḧorigen Steifigkeitsmatrizen pro Zeile bei der Approximation der Laplace-
Gleichung?

Übung 3.12: Die Neumannsche Randwertaufgabe

−Δu+u=f in Ω, ∂nu=0 auf ∂Ω,

auf einem konvexen Polygongebiet Ω⊂R2 soll mit einem Galerkin-Verfahren mit An-
satzr̈aumenV

(1)
h ⊂V:=H10(Ω) von”

linearen” finiten Elementen approximiert werden.

a) Man formuliere diese Approximation, d. h. die Ansatzr̈aumeVh⊂V:=H
1(Ω) und

die zugeḧorigen Variationsgleichungen.

b) Man leite Fehlerabscḧatzhungen in derH1- und derL2-Norm her.

c) Wie muss dieser Ansatz im Fall eines krumm berandeten Gebiets und einer inho-
mogenen Neumann-Randbedingung ∂nu= gauf∂Ω zur Erzielung einerkonformen
Approximation modifiziert werden?

Übung 3.13: Die Randwertaufgabe

−Δu=f in Ω, u|∂Ω=0,

auf einem Gebiet Ω⊂R2 mit (sẗuckweise) kubisch (z. B. CAD-Daten mit kubischen
Spline-Funktionen) parametrisiertemC2-Rand∂Ω soll mit einem (isoparametrischen)
kubischen Finite-Elemente-Ansatz diskretisiert werden. In diesem Fall hat die L̈osung
mindestens die Regulariẗatsstufeu∈H3(Ω) (i. Allg. aberu∈H4(Ω) ), und es gilt die a
priori Abscḧatzung

u2+k≤cΔuk, k=0,1.

a) Man gebe einen geeigneten Ansatzraum an. Welche Konvergenzordnungen sind daf̈ur
zu erwarten bzgl. der Energie-Norm (H1-Seminorm) und derL2-Norm, und welche Regu-
lariẗat muss dabei jeweils f̈ur die L̈osunguvorausgesetzt werden?
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b) Welche Fehlerordnung l̈asst sich mit Hilfe eines Dualiẗatsarguments f̈ur die Mittelwerte
zeigen, d. h.:

Ω

udx−
Ω

uhdx≤ch
?u??

Übung 3.14: SeiT⊂R2ein Dreieck mit DurchmesserhT und InkreisradiusρT mit
hT≤cρT, und seiIhvdie lineare Interpolierende mit den Funktionswerten in den Eck-
punkten vonTals Knotenwerte. Man zeige mit den Mitteln des Textes die Abscḧatzung

v−Ihv∂T≤ch
3/2
T ∇2vT.

Hierdurch wird auch die Abscḧatzung

v−Ihv∂T≤ch
1/2
T ∇vT

nahegelegt. Kann diese gelten?

Übung 3.15: Man gebe die bestmöglichenh-Potenzen in den folgenden Interpolations-
fehlerabscḧatzungen f̈ur die Lagrange-Interpolation inP(T):=P2(T)an:

(i) ∇2(v−ITv)T≤cIh
?
T ∇

3vT;

(ii) |(v−ITv)(a)|≤cIh
?
T ∇

3vT;

(iii) ∂n(v−ITv)∂T≤cIh
?∇3vT;

(iv) v−ITvT≤cIh
?
T ∇

2vT.

Übung 3.16: Zur Finite-Elemente-Approximation des sog.
”
Plattenbiegeproblems” (Rand-

wertproblem des
”
biharmonischen” Operators)

Δ2u=f in Ω, u=∂nu=0 auf ∂Ω,

wird wieder von einer zugeḧorigen variationellen Formulierung ausgegangen. Diese ist auf
naẗurliche Weise im Sobolew-RaumV:=H20(Ω) ={v∈H

2(Ω)|u|∂Ω =∂nu|∂Ω =0}
definiert: Findeu∈Vmit

a(u, ϕ):=(Δu,Δϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈V.

Die Bilinearform ist a(·,·)V-elliptisch, so dass die betrachtete RWA eine eindeutige

”
schwache” L̈osungu∈V besitzt. Auf einem Rechteck Ω ist diese schwache L̈osung
sogar inH4(Ω) und gen̈ugt der a priori Abscḧatzung

uH4≤cf.

F̈ur einen konformen Finite-Elemente-AnsatzraumVh muss nun gelten Vh⊂V,d.h.:
Die sẗuckweise polynomialen Ansatzfunktionen m̈ussen global stetig differenzierbar sein.
Das Grundgebiet Ω sei als konvex polygonal angenommen.
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a) Einen konformen Finite-Elemente-AnsatzraumVh⊂Verḧalt man mit Hilfe des quin-
tischen Argyris-Elements. Man gebe hierf̈ur eine Fehlerabscḧatzung in der

”
Energienorm”

sowie in derL2-Norm an. (Hinweis: Dualiẗatsargument.)

b) Welche Spektral-Kondition in Abḧangigkeit von der Gitterweitehist f̈ur die zugeḧorige
SteifigkeitsmatrixAh zu erwarten?

Übung 3.17: Die Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor eines kubischen FE-Ansatzes zur
Approximation der RWA

−Δu= 0 in Ω, u|∂Ω=0,

auf einer Triangulierung vonΩ⊂R2werde mit Hilfe numerischer Quadratur berechnet.

a) Von welcher Ordnung sollte die verwendete Quadraturformel sein, damit (i) Konvergenz
des resultierenden Verfahrens bzgl. der Energienorm garantiert ist, und (ii) seine Ordnung
optimal ist? Man gebe jeweils ein Verfahrensbeispiel (Quadraturformel) mit m̈oglichst
geringer Komplexiẗat (Anzahl der Funktionsauswertungen) an.

b) Zur Illustration der Notwendigkeit bzw. Nichtnotwendigkeit der im Text abgeleiteten
Bedingungen an die numerische Quadratur betrachte man die Approximation der 1. RWA
des Laplace-Operators auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen finiten Elementen auf ei-
nemäquidistanten, kartesischen Gitter. Welches Differenzenschema erḧalt man, wenn die
Elemente der Systemmatrix mit der Mittelpunktsregel berechnet werden? Diese Situation
ist durch die Theorie aus der Vorlesung nicht abgedeckt. Ist das resultierende Verfahren
dennoch konvergent?

Übung 3.18: F̈ur die SystemmatrixAh einer Finite-Elemente-Diskretisierung f̈ur die
1. RWA des Laplace-Operators

−Δu=f in Ω, u=0 auf∂Ω,

wurde in der Vorlesung f̈ur
”
quasi-gleichf̈ormige“ Triangulierungsfolgen (Th)h>0die Kon-

dition cond2(Ah)=O(h
−2) gezeigt.

(i) Man rekapituliere, was f̈ur eine Triangulierungsfolge
”
quasi-gleichf̈ormig“ bedeutet.

(ii) Wie ḧangt die Kondition vonAh von den Inkreis- bzw. Inkugelradien der Zellen ab,
wenn die Triangulierungsfolge nicht

”
formregul̈ar“ ist?

(iii) Man untersuche die Abḧangigkeit der Kondition der Systemmatrixκ2(Ah)der5-
Punkte-Differenzendiskretisierung aufäquidistanten Tensorproduktgittern mit unterschied-
lichen Gitterweitenhx=hyvom Seitenverḧaltnishx/hy(“aspect ratio”). (Hinweis: Man
verallgemeinere die in einer fr̈uherenÜbungsaufgabe hergeleiteten expliziten Formeln f̈ur
die Eigenwerte der 5-Punkte-Matrix f̈ur die vorliegende Situation.)

Übung 3.19: Man rekapituliere den Beweis der Konditionsabschätzungκ2(Ah)=O(h
−2)

aus dem Text f̈ur die Systemmatrix einer FE-Diskretisierung der 1. RWA (Dirichletsche
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RWA) des Laplace-Operators auf einer
”
quasi-gleichf̈ormigen“ Triangulierungsfolge f̈ur

die FE-Diskretisierung der 2. RWA (Neumannsche RWA):

−Δu=f in Ω, ∂nu=0 auf∂Ω.

Übung 3.20: Es werde die inhomogene Neumannsche RWA

−∇ ·(α∇u)+γu=f in Ω, n·(α∇u)=g auf∂Ω,

auf einem konvexen Polygongebiet Ω⊂R2betrachtet. Die Datenα,γ,fundgseien
glatt und fernerα, γ >0 . Mit Hilfe der FEM mit sẗuckweise linearen Ansatzfunktionen
wird eine N̈aherunguh∈V

(1)
h ⊂H1(Ω) berechnet.

a) Man gebe die zugeḧorige variationelle Formulierung an.

b) Man leite einea posterioriFehlerabscḧatzung f̈ur den Energie-Norm-Fehler her:

eh E:=(α∇eh,∇eh)Ω+(γeh,eh)Ω
1/2
.

c) Man leite einea posterioriFehlerabscḧatzung f̈ur denL2-Norm-Fehler eh 2her.

Übung 3.21: Die 1. RWA des Laplace-Operators auf einem konvexen Polygongebiet
Ω⊂R2 werde durch

”
lineare” finite Elemente auf einer TriangulierungTh vonΩap-

proximiert. Man zeige, dass die in der Vorlesung abgeleitete a posteriori Abscḧatzung f̈ur
denL2-Norm-Fehler,

u−uh 2≤cηL2(uh)

mit dem
”
Scḧatzer”

ηL2(uh):=
T∈Th

h4T f+Δuh
2
2;T+

1
2
h−1T [∂nuh]

2
2;∂T\∂Ω

1/2

,

asymptotisch optimal ist, d.h.:

ηL2(uh)≤cu−uh 2+
T∈Th

h4T f+Δuh
2
2

1/2

.

Dazu verwende man die
”
Spur-Abscḧatzung”

∂nv2;∂T≤ch
1/2
T Δv2;T+h

−3/2
T v2;T,

deren genaueh-Potenzen man mit Hilfe des̈ublichen Transformationsarguments aus der
entsprechenden Ungleichung auf einer

”
Einheitszelle” (Beweisskizze zur Wiederholung)

erḧalt.

Übung 3.22: In Anlehnung an die Argumentationsweise des Textes leite man eine For-
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mel f̈ur eine Gitterweitenfunktionh(x) her, welche in folgendem Sinne
”
optimal“ ist:

N→min!, η(uh)≤TOL,

wobei

N:=
Ω

h(x)−2dx, η(uh):=
Ω

h(x)2A(x)dx.

Übung 3.23: Dem in der vorigen Aufgabe verwendeten Optimierungsargument liegt die
Annahme zugrunde, dass sich die Zellresiduen im wesentlichen wie

ρT:=f+Δuh T+
1
2
h
1/2
T [∂nuh]∂T=O(hT)

verhalten. Man zeige, dass dies im Fall linearer Ansatzfunktionen auf einer quasi-gleichf̈or-
migen (regul̈ar mit “uniform shape”- und “uniform-size”-Eigenschaft) Folge von Triangu-
lierungen imR2mit hT∼htats̈achlich der Fall ist. Dazu verwende man die bekannte
a priori Fehlerabscḧatzung

∇(u−uh)∞ ≤ch∇
2u∞

unter der Annahmeu∈W2,∞(Ω) , sowie die gleichfalls bekannten lokalen Interpolations-
fehlerabscḧatzungen und

”
inversen“ Beziehungen f̈ur Finite-Elemente-Funktionen. (Bem.:

Die Annahme der Quasi-Gleichf̈ormigkeit ist naẗurlich unrealistisch, da ja im Endeffekt
gerade lokal verfeinerte Gitter erzeugt werden sollen.)

Übung 3.24: Man gebe die bestmöglichenh-Potenzen in den folgenden Interpolations-
fehlerabscḧatzungen f̈ur die Lagrange-Interpolation inP(T):=P3(T) auf formregul̈aren
Gittern an (Begr̈undung nicht erforderlich):

(i) ∇2(v−ITv)T≤cih
?
T ∇

4vT;

(ii) |(v−ITv)(a)|≤cih
?
T ∇

4vT;

(iii) ∂n(v−ITv)∂T≤cih
?∇4vT;

(iv) v−ITvT≤cih
?
T ∇

2vT.

Übung 3.25: Es werde die Dirichletsche RWA

−∇ ·(α∇u)+γu=f in Ω, u=0 auf ∂Ω,

auf einem konvexen Polygongebiet Ω⊂R2 betrachtet. Die Datenα,γundfseien
hinreichend glatt und fernerα>0,γ≥0 . Mit Hilfe der FEM mit sẗuckweise linearen
Ansatzfunktionen wird eine N̈aherunguh∈V

(1)
h ⊂H10(Ω) berechnet.

a) Man gebe die zugeḧorige variationelle Formulierung an.

b) Man gebe einea posterioriFehlerabscḧatzung f̈ur den Energie-Norm-Fehler an:

eh E:= (α∇eh,∇eh)Ω+(γeh,eh)Ω ≤ ?
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c) Man skizziere die Herleitung einera posterioriFehlerabscḧatzung f̈ur denL2-Norm-
Fehler:

eh ≤ ?

Übung 3.26: Zur L̈osung der 1. RWA der Laplace-Gleichung

−Δu=f in Ω, u=0 auf∂Ω,

auf dem Einheitsquadrat Ω = (0,1)2 werde auf einer Folgeäquidistanter, kartesischer
GitterTlmit Gitterweiten hl=2

−lmit Hilfe bilinearer finiter Elemente approximiert.
Die diskrete Gleichung auf Gitterlevel lwerde dabei mit einem MG-Verfahren gel̈ost,
wobei das Richardson-Verfahren zur Gl̈attung, die naẗurliche Einbettung zur Prolonga-
tion und dieL2-Projektion zur Restriktion verwendet werden. Die Anzahl der Vor- und
Nachgl̈attungsschritte seiν= 2 und μ= 0 . Wieviele a. Op. kosten dann ungef̈ahr ein
V-Zyklus und ein W-Zyklus ausgedr̈uckt in Vielfachen der DimensionNl=dimVl?

Übung 3.27: ZurÜberpr̈ufung des bisherigen Lernerfolgs versuche man,öhne R̈ckgriff
auf den Text die folgenden Fragen zu beantworten:

a) Welches Differenzenschema erḧalt man, wenn bei der Approximation der 1. RWA des
Laplace-Operators auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen finiten Elementen auf einem
äquidistanten, kartesischen Gitter die Elemente der Systemmatrix mit der Tensorprodukt-
Trapezregel berechnet werden?

b) Was unterscheidet bei Familien von Triangulierungen{Th}h>0von Gebieten Ω⊂R
2

die
”
Minimalwinkelbedingung“ von der

”
Maximalwinkelbedingung“, und wie hängt das

mit den Bedingungen
”
formregul̈ar“ und

”
gr̈oßenregul̈ar“ zusammen?

c) Auf einem TetraederT∈R3seien ein PolynomraumP(T) und ein Satz von Funk-
tionalenχr:C

1(Ω)→ P(T)(r=1,...,R) gegeben. Was bedeutet die Aussage, dass
{χr}r=1,...,R”

unisolvent“ bzgl.P(T)ist?

d) Welche Dimensionen haben auf demR2die Polynomr̈aumeP2,P5undQ2?

e) Die 1. RWA des Laplace-Operators auf dem Einheitsẅurfel Ω = (0,1)3⊂ R3 sei
mit sẗuckweise quadratischen finiten Elementen auf einer regul̈aren Folge von Gittern
Th approximiert. Welche Spektralkondition haben die zugeḧorigen Systemmatrizen (der
Knotenbasen) in Abḧangigkeit von der Gitterweiteh?





4L̈osung der FE-Gleichungen

In diesem Kapitel werden iterative L̈osungsverfahren f̈ur die durch Anwendung einer
Finite-Differenzen- oder Finite-Elemente-Diskretisierung entstehenden (linearen) Gleich-
ungssysteme diskutiert. Dies sind neben den traditionellen Fixpunktiterationen vor allem
sog.

”
PCG-Verfahren“ (preconditioned conjugate gradient methods) und die modernen

”
Mehrgittermethoden“. Zugrunde gelegt wirddabei meist wieder das Modellproblem der
1. RWA des Laplace-Operators

Lu:=−Δu=f in Ω, u=gauf∂Ω, (4.0.1)

auf einem (konvexen) Polygongebiet Ω⊂R2. Erweiterungen f̈ur Probleme mit variablen
Koeffizienten, anderen Randbedingungen, Unsymmetrien sowie auf drei Raumdimensio-
nen werden wieder in Bemerkungen ber̈ucksichtigt. Die zugeḧorigen algebraischen Systeme
haben die Form

Ax=b, (4.0.2)

mit MatrizenA=(anm)
N
n,m=1 und Vektorenb=(bn)

N
n=1 der DimensionN.InderPraxis

ist meistN 1000 , so dass neben dem Rechenaufwand auch der Speicherbedarf ein
wichtiger Aspekt ist. Je nach der geẅahlten Numerierung der Gitterpunkte bzw. Knoten
haben die Matrizen in der Regel Bandstruktur und sind extrem d̈unn besetzt. Ist das
kontinuierliche Problem selbstadjungiert sowie definit, wie z. B. im Fall der 1. RWA des
Laplace-Operators, soübertragen sich diese Eigenschaften bei FE-Diskretisierungen direkt
auf die SystemmatrizenA.

4.1 Krylow-Raum-Methoden

Wir diskutieren jetzt sog.
”
Krylow1-Raum-Methoden“, zu denen auch das klassische Ver-

fahren der konjugierten Gradienten (
”
CG-Verfahren“) geḧort. Im folgenden werden eukli-

disches Skalarprodukt und Norm aufRN mit x, y bzw.|x|bezeichnet. Die Koeffizi-
entenmatrixA∈RN×N sei zun̈achst als symmetrisch und positiv definit angenommen.
Dann l̈asst sich die Gleichung (4.0.2)̈aquivalent charakterisieren durch ein quadratisches
Minimierungsproblem:

Ax=b ⇔ Q(x)= min
y∈RN

Q(y) (4.1.3)

mit
Q(y):=1

2
Ay, y − b, y.

1Aleksei Nikolaevich Krylov (1863–1945): Russischer Mathematiker; Prof. an der Sov. Akademie der
Wissensch. in St. Petersburg; Beiträge zu Fourier-Analysis und Differentialgleichungen, Anwendungen in
der Schiffstechnik.
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Wegen ∇2Q≡A folgt aus der Positiv-Definitheit vonA die Existenz eines eindeutig
bestimmten Minimums vonQ(·) , welches notwendig L̈osung von (4.0.2) ist. Diese Kon-
struktion ist analog zu der beim Nachweis von

”
schwachen“ L̈osungen der 1. RWA des

Laplace-Operators. Wir halten fest, dass der Gradient vonQ in einem Punkty∈Rn

gegeben ist durch

∇Q(y)=1
2
(A+AT)y−b=Ay−b. (4.1.4)

Dies ist gerade der
”
Defekt“ im Punkty.F̈ur jede symmetrische, positiv definite Matrix

B∈RN×N ist durch yB:=By, y
1/2 eine sog.

”
Energie-Norm“ definiert. Mit dieser

Notation gilt dann

2Q(y)=Ay, y −2b, y

= Ay, y − b, y− Ay, A−1b+ b, A−1b− b, A−1b

= Ay−b, y−A−1b− b, A−1b

= A−1(Ay−b),Ay−b− b, A−1b=|Ay−b|2A−1−|b|
2
A−1

= y−A−1b, A(y−A−1b)− AA−1b, A−1b=|y−x|2A−|x|
2
A,

d. h.: Die Minimierung des FunktionalsQ(·)isẗaquivalent zur Minimierung der Defekt-
norm|Ay−b|A−1 bzw. der Energie-Norm|y−x|A.

Die sog.
”
Abstiegsverfahren“ bestimmen nun ausgehend von einem geeigneten Startvektor

x(0)∈Rn eine Folge von Iteriertenx(t),t∈N, durch

x(t+1)=x(t)+αtd
(t). (4.1.5)

Dabei sind died(t)vorgegebene oder auch erst im Verlauf der Iteration berechnete
”
Ab-

stiegsrichtungen“, und die
”
Schrittweiten“αt∈R sind durch die Vorschrift bestimmt

(sog. “line search”):

Q(x(t+1))=min
α∈R
Q(x(t)+αd(t)). (4.1.6)

Die notwendige Optimaliẗatsbedingung

d

dα
Q(x(t)+αd(t))=∇Q(x(t)+αd(t))·d(t)= Ax(t)−b, d(t) +αAd(t),d(t) =0

ergibt mit dem Residuumr(t):=b−Ax(t)=−∇Q(x(t)):

αt=
r(t),d(t)

Ad(t),d(t)
.

Das allgemeine Abstiegsverfahren lautet also wie folgt:

Startwert: x(0)∈RN,

f̈urt≥0: Iteriertex(t), Residuumr(t)=b−Ax(t), Abstiegsrichtung d(t),

αt=
r(t),d(t)

Ad(t),d(t)
, x(t+1)=x(t)+αtd

(t).
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Praktisch g̈unstiger ist die folgende Schreibweise, bei der man eine Matrix-Vektor-Multi-
plikation spart, wenn man den VektorAd(t)abspeichert:

Startwert: x(0)∈Rn, r(0):=b−Ax(0),

f̈urt≥0: Iteriertex(t), Residuumr(t), Abstiegsrichtung d(t),

αt=
r(t),d(t)

Ad(t),d(t)
, x(t+1)=x(t)+αtd

(t), r(t+1)=r(t)−αtAd
(t).

Die verschiedenen Abstiegsverfahren unterscheiden sich im wesentlichen durch die je-
weilige Wahl der Abstiegsrichtungend(t). Die einfachste M̈oglichkeit ẅare, die Richtungen
d(t)zyklisch die kartesischen Einheitsvektoren{e(1),...,e(n)}durchlaufen zu lassen. Die
so erhaltene iterative Methode wird

”
Koordinatenrelaxation“ genannt. Ein voller Relaxa-

tionszyklus isẗaquivalent zum Gauß-Seidel-Verfahren (̈Ubungsaufgabe).

Naheliegender ist die Wahl der Richtung des sẗarksten Abfalls vonQ(·) im Punkt
x(t), d. h. des Gradienten bzw. Residuums, als Suchrichtungd(t)=−g(t)=−∇Q(x(t))=
r(t).Diese

”
Gradientenverfahren“ ist aber relativlangsam (vergleichbar mit dem Jacobi-

Verfahren). Je zwei aufeinander folgende Abstiegsrichtungen sind dabei orthogonal zu
einander, (d(t+1),d(t))=0,aberd(t+2) braucht nicht einmal ann̈ahernd orthogonal zu
d(t)zu sein. Dies f̈uhrt zu einem stark oszillatorischen Konvergenzverhalten des Gradi-
entenverfahrens besonders bei MatrizenAmit weit auseinander liegenden Eigenwerten.
Dies bedeutet etwa in FallN= 2 , dass das FunktionalQ(·) stark exzentrische Niveau-
linien hat und sich die Iterierten in einem Zickzackkurs der L̈osung ann̈ahern (s. Abb.
4.1).

Abbildung 4.1: Niveaulinien des quadratischen Funktionals in zwei Dimensionen und

”
Zickzacking“ des Gradientenverfahrens

4.1.1 Verfahren der konjugierten Richtungen (CG-Verfahren)

Das Gradientenverfahren nutzt die Struktur des quadratischen FunktionalsQ(·) , d. h. die
Verteilung der Eigenwerte der MatrixA,nurlokalvoneinemSchrittzumn̈achsten aus.
Es ẅare g̈unstiger, wenn bei der Wahl der Abstiegsrichtungen auch die bereits gewonnenen
Informationen̈uber die globale Struktur vonQ(·)ber̈ucksichtigt ẅurden, d. h. wenn etwa
die Abstiegsrichtungen paarweise orthogonal ẅaren. Dies ist die Grundidee des sog.

”
Ver-
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fahrens der konjugierten Gradienten“ nach Hestenes2und Stiefel3(“conjugate gradient
method” oder kurz

”
CG-Verfahren“), welches sukzessive eine Folge von Abstiegsrichtun-

gend(t)erzeugt, die bzgl. des Skalarprodukts (·,·)A orthogonal sind (”
A-orthogonal“).

Zur Konstruktion dieser Folge macht man den Ansatz

Kt=span{d
(0), ..., d(t−1)}

und sucht, Iterierte in der Form

x(t)=x(0)+
t−1

i=0

αid
(i)∈x(0)+Kt (4.1.7)

zu bestimmen, so dass
Q(x(t))=min

y∈Kt
Q(x(0)+y).

Dies istäquivalent zu den
”
Galerkin-Gleichungen“

x(t)−x, d(t)A= Ax
(t)−b, d(j) =0, j=0, ..., t−1, (4.1.8)

bzw. zur(t)=b−Ax(t)⊥Kt. Setzt man den Ansatz (4.1.7) in (4.1.8) ein, so erḧalt man
das Gleichungssystem

t−1

i=0

αiAd
(i),d(j) = b−Ax(0),dj, j=0, ..., t−1, (4.1.9)

mit der regul̈aren KoeffizientenmatrixMA=(Ad
(k),d(j))t−1j,k=0.

Eine naẗurliche Wahl der Ansatzr̈aumeKtsind die sog.”
Krylow-R̈aume“

Kt(r
(0);A):=span{r(0),Ar(0), ..., At−1r(0)}

zum Residuumr(0)=b−Ax(0)des Startvektorsx(0). Nach Konstruktion ist stets

r(t)=b−Ax(t)=r(0)−r(0)+b−Ax(t)

=r(0)+A(x(0)−x(t))∈r(0)+AKt(r
(0);A)⊂Kt+1(r

(0);A).

Da nach Konstruktionr(t)⊥Kt, ist also stets

r(t),r(i) =0, i=0,...,t−1.

Ferner folgt im FallAtr(0)∈Kt(r
(0);A) notwendigr(t)=0 bzw.Ax(t)=b.

Ausgehend von der Formulierung (4.1.8) konstruiert das CG-Verfahren eine A-orthogo-

2Magnus R. Hestenes (1906-1991): US-amerikanischer Mathematiker; Prof. an der UCLA, USA, fun-
damentale Beitr̈age u.a. zur Numerischen Linearen Algebra.
3Eduard Stiefel (1909–1978): Schweizer Mathematiker; Prof. an der ETH Z̈urich; fundamentale Bei-

tr̈age u.a. zur Numerischen Linearen Algebra.
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nale Folge von Abstiegsrichtungend(i), die eine Basis des Krylow-RaumesKt(r
(0);A)

bildet. Dies ließe sich etwa mit Hilfe des klassischen Gram4-Schmidt5-Algorithmus leisten,
was aber numerisch sehr instabil ist. In Analogie zur vergleichbaren Situation bei der
Konstruktion orthogonaler Polynome (z.B. die Legendre6-Polynome) ist aber zu erwarten,
dass dasselbe durch eine zweistufige Rekursion erreichbar ist.

Ausgehend von einem Startpunktx(0)mit Residuum (negativer Gradient) r(0)=b−
Ax(0)seien Iteriertex(i)und zugeḧorige Abstiegsrichtungend(i)(i=0, ..., t−1) bestimmt,
so dass{d(0), ..., d(t−1)}eine A-orthogonale Basis vonKt(d

(0);A) ist. Zur Konstruktion
des n̈achstend(t)∈Kt+1(d

(0);A) mit der Eigenschaftd(t)⊥AKt(d
(0);A) machen wir den

folgenden Ansatz:

d(t)=r(t)+

t−1

j=0

βt−1j d
(j)∈Kt+1(d

(0);A). (4.1.10)

Dabei wird o.B.d.A. angenommen, dassr(t)=b−Ax(t)/∈Kt(d
(0);A) ist, da andernfalls

r(t)=0 bzw. x(t)=xẅare. Zur Bestimmung der Koeffizientenβt−1j beachten wir f̈ur
i=0, ..., t−1:

0=d(t),Ad(i) = r(t),Ad(i) +
t−1

j=0

βt−1j d(j),Ad(i) = r(t)+βt−1i d(i),Ad(i).

F̈uri<t−1ist r(t),Ad(i) =0 wegenAd(i)∈Kt(d
(0);A) und demnachβt−1i =0.F̈ur

i=t−1f̈uhrt die Bedingung

0=r(t),Ad(t−1) +βt−1t−1d
(t−1),Ad(t−1) (4.1.11)

zu den Formeln

βt−1:=β
t−1
t−1=−

r(t),Ad(t−1)

d(t−1),Ad(t−1)
, d(t)=r(t)+βt−1d

(t−1). (4.1.12)

Die n̈achsten Iteriertenx(t+1) undr(t+1)=b−Ax(t+1) sind dann bestimmt durch

αt=
r(t),d(t)

d(t),Ad(t)
, x(t+1)=x(t)+αtd

(t), r(t+1)=r(t)−αtAd
(t). (4.1.13)

4Jørgen Pedersen Gram (1850–1916): D̈anischer Mathematiker, Mitarbeiter und sp̈ater Eigenẗumer
einer Versicherungsgesellschaft, Beitr̈age zur Algebra (Invariantentheorie), Wahrscheinlichkeitstheorie,
Numerik und Forstwissenschaft; das u.a. nach ihm benannte Orthogonalisierungsverfahren geht aber
wohl auf Laplace zur̈uck und wurde bereits von Cauchy 1836 verwendet.
5Erhard Schmidt (1876–1959): Deutscher Mathematiker, Prof. in Berlin, Gr̈under des dortigen In-

stituts f̈ur Angewandte Mathematik 1920, nach dem Krieg Direktor des Mathematischen Instituts der
Akademie der Wissenschaften der DDR; Beitr̈age zur Theorie der Integralgleichungen und der Hilbert-
R̈aume sowie sp̈ater zur Topologie.
6Adrien-Marie Legendre (1752–1833): Franz̈osischer Mathematiker; Mitglied der Pariser Akademie der

Wissensch.; Beiträge zur Himmelsmechanik, Zahlentheorie und Geometrie.
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Dies sind die Rekursionsformeln des klassischenCG-Verfahrens. Wegenr(t)⊥Kt(r
(0);A)

undKt(r
(0);A)=span{d(0),...,d(t−1)}ist

r(t),d(i) =0, i=0,...,t−1.

DamitlassensichdieFormelnf̈ur die Koeeffizientenαtundβtvereinfachen. Mit

|r(t)|2= d(t)−βt−1d
(t−1),r(t+1)+αtAd

(t) =αtd
(t),Ad(t), (4.1.14)

|r(t+1)|2= r(t)−αtAd
(t),r(t+1) =−αtAd

(t),r(t+1) . (4.1.15)

ergibt sich

αt=
|r(t)|2

d(t),Ad(t)
, βt=

|r(t+1)|2

|r(t)|2
, (4.1.16)

solange die Iteration nicht mitr(t)= 0 abbricht. Diese Konstruktion f̈uhrt auf den fol-
genden

”
CG-Algorithmus“:

Startwert: x(0)∈Rn, r(0):=b−Ax(0),

f̈urt≥0: αt=
|r(t)|2

Ad(t),d(t)
,

x(t+1)=x(t)+αtd
(t),r(t+1)=r(t)−αtAd

(t),

βt=
|r(t+1)|2

|r(t)|2
, d(t+1)=r(t+1)+βtd

(t).

In jedem Iterationsschritt ist dabei eine Matrix-Vektor-Multiplikation und f̈unf Opera-
tionen der M̈achtigkeit eines Skalarproduktbildung durchzuf̈uhren. Im Falle einer d̈unn
besetzten Matrix vom Typ der Modellmatrix sind das etwa 10N arithmetische Operatio-
nen. Das CG-Verfahren erzeugt eine Basis von Abstiegsrichtungen, so dass es zwangsl̈aufig
nach sp̈atestenst=N−1 Schritten mit der L̈osungxdes Gleichungssystems (4.0.2)
abbricht. Es handelt sich hierbei also formal um ein

”
direktes“ L̈osungsverfahren. Bei

großer DimensionN≥103geht die A-Orthogonaliẗat der Folge{d(0), ..., d(t−1)}wegen
des unvermeidlichen Rundungsfehlereinflusses schnell verloren, und das Verfahren wird
zu einem nicht terminierenden, iterativen Prozess. Außerdem ẅare die Durchf̈uhrung von
nahezuN−1 Iterationsschritten wegen der damit verbundenen Zahl vonO(N2) arith-
metischen Operationen viel zu hoch. Man wird also mit einer wesentlich geringeren Anzahl
vont N Schritten auskommen m̈ussen. Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften des
CG-Verfahrens in folgendem Satz zusammen.

Satz 4.1 (CG-Konvergenz):Das CG-Verfahren bricht f̈ur jeden Startvektorx(0)∈
RN nach sp̈atestensN−1Schritten mitx(t)= xab. F̈ur0≤t<N−1gilt die
Fehlerabscḧatzung

|e(t)|A≤2
1−1/

√
κ

1+1/
√
κ

t

|e(0)|A, t≥1, (4.1.17)
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mit der Spektralkondition κ:=κ2(A)=λmax(A)/λmin(A)vonA. Zur Reduzierung des
Anfangsfehlers um den Faktorεsind ḧochstens

t(ε)≤
1

2

√
κln

2

ε
+ 1 (4.1.18)

Iterationsschritte erforderlich.

Dieses Resultat zeigt die Wichtigkeit der Konditionκ(A)f̈ur die Konvergenzgeschwin-
digkeit des CG-Verfahrens. F̈ur das Modellproblem istκ(A)=O(h−2), was eine Ge-
samtl̈osungskomplexiẗat vonO(N3/2) bedeutet. Das CG-Verfahren ist daher i.a.̈ahnlich
effizient wie das

”
optimale“ SOR-Verfahren, allerdings mit einer gr̈oßeren Fehlerkonstan-

ten. Im Gegensatz zu letzterem erfordert das CG-Verfahren aber nicht die Bestimmung
eines optimalen Relaxationsparameters. Daf̈ur ist das Resultat (4.1.17) auf den Fall einer
symmetrischen, positiv definiten MatrixAbeschr̈ankt.

Beweis:i) Unter Beachtung der Beziehung

|x(t)−x|A= min
y∈x(0)+Kt

|y−x|A,

Kt:=Kt(r
(0);A)=span{d(0),...,d(t−1)}=span{A0r(0),...,At−1r(0)}

finden wir
|x(t)−x|A= min

p∈Pt−1
|x(0)−x+p(A)r(0)|A.

Wegen r(0)=b−Ax(0)=A(x−x(0)) folgt weiter

|x(t)−x|A= min
p∈Pt−1

|[I−p(A)A](x(0)−x)|A

≤ min
p∈Pt−1

|I+Ap(A)|A|x
(0)−x|A ≤ min

p∈Pt,p(0)=1
|p(A)|A|x

(0)−x|A,

wobei die zu der Vektornorm|·|A assoziierte naẗurliche Matrizennorm der Einfachheit
halber ebenfalls mit|·|A bezeichnet ist. F̈ur beliebigesy∈R

N haben wir mit einer
Orthonormalbasis{w(1),...,w(N)}aus Eigenvektoren vonAdie Entwicklung

y=

N

i=1

γiw
(i), γi= y, w

(i),

und folglich

|p(A)y|2A=

N

i=1

λip(λi)
2γ2i≤M

2

N

i=1

λiγ
2
i=M

2|y|2A,

wobei
M := sup

λ≤μ≤Λ
|p(μ)|, λ:=λmin(A),Λ:=λmax(A).
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Dies impliziert dann

|p(A)|A= sup
y∈Rn,y=0

|p(A)y|A
|y|A

≤M.

ii) Wir haben gefunden, dass

|x(t)−x|A≤ min
p∈Pt,p(0)=1

sup
λ≤μ≤Λ

|p(μ)||x(0)−x|A.

Dies ergibt die Behauptung, wenn wir zeigen k̈onnen, dass

min
p∈Pt,p(0)=1

sup
λ≤μ≤Λ

|p(μ)|≤2
1− λ/Λ

1+ λ/Λ

t

.

Dabei handelt es sich um ein Problem der Bestapproximation mit Polynomen bzgl. der
Maximumnorm (Tschebyscheff7-Approximation). Die L̈osung ̄pist gegeben durch

p̄(μ)=Tt
Λ+λ−2μ

Λ−λ
Tt
Λ+λ

Λ−λ

−1

,

mit demt-ten Tschebyscheff-PolynomTtauf [−1,1] . Dabei ist

sup
λ≤μ≤Λ

p̄(μ)=Tt
Λ+λ

Λ−λ

−1

.

Aus der Darstellung

Tt(μ)=
1
2
μ+ μ2−1

t
+ μ− μ2−1

t
, μ∈(−∞,∞),

f̈ur die Tschebyscheff-Polynome folgtüber die Identiẗat

κ+1

κ−1
±

κ+1

κ−1

2

−1=
κ+1

κ−1
±
2
√
κ

κ−1
=
(
√
κ±1)2

κ−1
=

√
κ±1
√
κ∓1

die Abscḧatzung nach unten

Tt
Λ+λ

Λ−λ
=Tt

κ+1

κ−1
=
1

2

√
κ+1
√
κ−1

t

+

√
κ−1
√
κ+1

t

≥
1

2

√
κ+1
√
κ−1

t

.

Also wird

sup
λ≤μ≤Λ

p̄(μ)≤2

√
κ−1
√
κ+1

t

,

was (4.1.17) impliziert.

7Pafnuty Lvovich Tschebyscheff (russ.: Chebyshev) (1821–1894): Russischer Mathematiker; Prof. in
St. Petersburg; Beitr̈age zur Zahlentheorie, Wahrscjheinlichkeitstheorie und vor allem zur Approximati-
onstheorie; entwickelte allgemeine Theorie orthogonaler Polsynome.
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iii) Zur Herleitung von (4.1.18) fordern wir

2

√
κ−1
√
κ+1

t(ε)

<ε ⇒ t(ε)>ln
2

ε
ln

√
κ+1
√
κ−1

−1

.

Wegen

ln
x+1

x−1
=2

1

x
+
1

3

1

x3
+
1

5

1

x5
+...≥

2

x

ist dies erf̈ullt f̈urt(ε)≥1
2

√
κln(2/ε). Q.E.D.

4.1.2 CG-Verfahren f̈ur unsymmetrische und indefinite Probleme

Zur L̈osung allgemeiner GleichungssystemeAx=bmit einer regul̈aren, aber nicht not-
wendig symmetrisch und positiv definiten MatrixA∈Rn mit Hilfe des CG-Verfahrens
kann man etwa zu demäquivalenten System

ATAx=ATb (4.1.19)

mit der positiv definiten Matrix ATA übergehen. Hierauf angewendet, schreibt sich das
CG-Verfahren wie folgt:

Startwerte: x(0)∈RN, d(0)=r(0)=AT(b−Ax(0)),

f̈urt≥0: αt=
|r(t)|2

|Ad(t)|2
,

x(t+1)=x(t)+αtd
(t), r(t+1)=r(t)−αtA

TAd(t),

βt=
|r(t+1)|2

|r(t)|2
, d(t+1)=r(t+1)+βtd

(t).

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist dabei charakterisiert durchκ(ATA) . Das ganze Ver-
fahren beruht offenbar auf der Minimierung des Funktionals

Q(y):=1
2
ATAy, y − ATb, y=1

2
|Ay−b|2−1

2
|b|2. (4.1.20)

Daκ(ATA)∼κ(A)2ist, muss man mit einer recht langsamen Konvergenz dieses
”
qua-

drierten“ CG-Verfahrens f̈ur nicht symmetrische Systeme rechnen.

Auf der Basis der Charakterisierung (4.1.3) ist das beschriebene CG-Verfahren auf
symmetrische, positiv definite Matrizen beschr̈ankt. Geht man allerdings von der

”
not-

wendigen Optimaliẗatsbedingung“ (4.1.8) aus, so ist dieser Ansatz auch f̈ur allgemeine
Matrizen sinnvoll. Tatsächlich lassen sich auf diesem Wege leistungsf̈ahige Verallgemei-
nerungen des CG-Verfahrens auch f̈ur unsymmetrische und indefinite Matrizen ableiten.
Dabei werden in der Galerkin-Formulierung (4.1.8) als Ansatzr̈aume meist wieder die
Krylow-R̈aume

Kt=span{r
(0),Ar(0), ..., At−1r(0)}
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verwendet. Als
”
Testr̈aume“ treten gleichfallsK∗t=Ktoder auch

K∗t=span{r
(0),ATr(0), ...,(AT)t−1r(0)}

auf. Die resultierenden Verfahren GMRES (
”
Generalized Minimal Residual“ von Y. Saad

und M. H. Schultz, 1986), ORTHOMIN (
”
Orthogonalization-Minimization“ nach P. K. W.

Vinsome, 1976, und Eisenstat et al., 1983), CRS (
”
Conjugate Residual Squared“ nach P.

Sonneveld, 1989), BiCGSTAB (
”
Biconjugate Gradient Stabilized“ nach H. A. Van der

Vorst, 1992) u.s.w., haben dann jeweils die eine oder die andere Eigenschaft des normalen
CG-Verfahrens, lassen aber keine so vollsẗandige Konvergenzanalyse zu.

4.1.3 Vorkonditionierung (PCG-Verfahren)

Die Fehlerabscḧatzuung f̈ur das CG-Verfahren garantiert eine besonders gute Konvergenz,
wenn die Kondition der MatrixAnahe bei Eins liegt. Daher wird eine

”
Vorkonditionie-

rung“ vorgenommen, d.h.: Das SystemAx=bwird in einäquivalentes umgeformt,
Ã̃x= b̃, dessen MatrixÃ besser konditioniert ist. SeiC eine symmetrische, positiv
definite Matrix, welche explizit in Produktform

C=KKT (4.1.21)

gegeben ist mit einer regul̈aren MatrixK.DasSystemAx=bwird dann in deräqui-
valenten Form geschrieben

K−1A(KT)−1

Ã

KTx

x̃

=K−1b

b̃

. (4.1.22)

Das CG-Verfahren wird nun auf das System Ã̃x=b̃angewendet. Die Beziehung

(KT)−1ÃKT =(KT)−1K−1A(KT)−1KT =C−1A (4.1.23)

zeigt, dass f̈urC≡Adie MatrixÃ ähnlich zuI,d.h.κ(̃A)=κ(I)=1 ẅare. Folg-
lich wird manC−1als m̈oglichst gute Approximation vonA−1 ẅahlen, wobei naẗurlich
die ZerlegungC=KKT bekannt sein muss. Das CG-Verfahren f̈ur das transformierte
SystemÃ̃x=b̃kann in den urspr̈unglichen Gr̈oßenA, bundxals

”
PCG-Verfahren“

geschrieben werden:

Startwert: x(0)∈RN,d(0)=r(0)=b−Ax(0) ρ(0)=C−1r(0),

f̈urt≥0: αt=
r(t),ρ(t)

Ad(t),d(t)
,

x(t+1)=x(t)+αtd
(t),r(t+1)=r(t)−αtAd

(t),

ρ(t+1)=C−1r(t+1),

βt=
r(t+1),ρ(t+1)

r(t),ρ(t)
, d(t+1)=r(t+1)+βtd

(t).
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Verglichen mit der einfachen CG-Iteration erfordert das PCG-Verfahren in jedem Schritt
zus̈atzlich die L̈osung des SystemsCρ(t+1)=r(t+1), was unter Ausnutzung der Zerlegung
C=KKT erfolgt. Zur Erzielung einer Komplexiẗat vonO(N) a.Op. pro Schritt sollte die
DreiecksmatrixK einëahnliche Besetzungsstruktur wie der untere DreiecksanteilLvon
Ahaben. Ausgehend von den oben betrachteten einfachen Fixpunktiterationen werden
in der Praxis die folgenden Vorkonditionierer verwendet:

1)Diagonal-Vorkonditionierung (Skalierung): C=D1/2D1/2.
Die Skalierung bewirkt, dass die Elemente von A auf etwa gleiche Gr̈oßenordnung ge-
bracht werden, insbesondere wird ̃aii= 1 . Dies reduziert die Kondition, denn es gilt:

κ(A)≥
max1≤i≤N aii
min1≤i≤N aii

. (4.1.24)

Beispiel: Die Matrix A= diag{λ1=...=λN−1=1,λN =10
k}hat die Kondition

cond2(A)=10
k. Die skalierte MatrixÃ=D−1/2AD−1/2hat dagegen die optimale Kon-

dition cond2(̃A)=1.

2)SSOR-Vorkonditionierung:Mit einem Parameter ωwird gesetzt

C=(D+ωL)D−1(D+ωR)=(D1/2+ωLD−1/2

K

)(D1/2+ωD−1/2R

KT

).

Offenbar besitzt die Dreiecksmatrix K dieselbe schwache Besetzung wieA.ProItera-
tionsschritt erfordert das so vorkonditionierte Verfahren etwa doppelt so viel Aufwand
wie das einfache Verfahren. Dagegen gilt f̈ur die Modellmatrix bei optimaler Wahl des
Parametersω(i. Allg. nicht leicht zu bestimmen!)

κ(̃A)= κ(A).

3)ICCG-Verfahren (Incomplete Cholesky Conjugate Gradient):
Die symmetrische, positiv definite MatrixAbesitzt eine Cholesky-ZerlegungA=LLT

mit einer unteren DreiecksmatrixL=(lij)
N
i,j=1. Die Elemente vonLsind bestimmt durch

die folgenden Rekursionsformeln:

lii= aii−
i−1

k=1

l2ik
1/2

, i=1,...,N,

lji=
1

lii
aji−

i−1

k=1

ljklik , j=i+1,...,N.

Die MatrixLhat i. Allg. innerhalb der Ḧulle vonAvon Null verschiedene Elemente,
erfordert also in der Regel weit mehr Speicherplatz alsAselbst. Dies wird jedoch dadurch
ausgeglichen, dass man nur eine ”unvollsẗandige Cholesky-Zerlegung” vornimmt, d. h.: Im
Cholesky-Algorithmus werden einige derljiNull gesetzt, z. B.:l̃ji=0, wenn aji=0.
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Dies ergibt dann eine Zerlegung

A= L̃̃LT+E (4.1.25)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L̃=(̃lij)i,j=1,...,N, welche einëahnliche (d̈unne) Be-
setzungsstruktur wieAbesitzt. Man spricht von derICCG(0)-Variante, wenn (4.1.25)
gefordert wird. Werden im Fall einer BandmatrixAweiterepNebendiagonalen mit von
Null verschiedenen Elementen in L̃hinzugef̈ugt bzw. weggestrichen, so nennt man dies
dieICCG(+p)bzw.ICCG(−p)-Variante. Zur Vorkonditionierung verwendet die ICCG-
Methode die Matrix

C=KKT = L̃̃LT. (4.1.26)

Obwohl keine strenge theoretische Begr̈undung f̈ur den Erfolg dieses Ansatzes vorliegt, so
zeigen doch numerische Tests an Modellproblemen, welchen Einfluss diese Konditionierung
auf die Verteilung der Eigenwerte der MatrixÃhat. Zwar wird die Konditionszahlκ(̃A)
nicht deutlich kleiner alsκ(A) , doch die Eigenwerte vonÃ ḧaufen sich im Gegensatz zu
denen vonAstark beiλ= 1 . Dies bewirkt, wie eine feinere Analyse zeigt, eine deutliche
Beschleunigung der Konvergenz.

4)ADI-Vorkonditionierung: C=(Ax+ωI)(Ay+ωI)(A
T
y+ωI)(A

T
x+ωI).

Auch hier muss zur Bewahrung der Symmetrie von Ãeine symmetrisierte Variante des
ADI-Matrix verwendet werden.

Eine gute Vorkonditionierung der Modellmatrix bewirkt eine Verbesserung der Kon-
vergenzrate vonρ(A)=1−O(h)aufρ(̃A)=1−O(h1/2) und damit auf die L̈osungs-
komplexiẗatO(N5/4) . Besonders die ILU-Vorkonditionierung hat sich in der Praxis bei
vielen Problemen als effizient und robust erwiesen. Sie reduziert zwar nicht die Kondition,
doch bewirkt eine Konzentration der Eigenwerte um den Wertλ= 1 , was ebenfalls eine
deutliche Beschleunigung der CG-Konvergenz mit sich bringt.

4.2 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren gehören zum Typ der (verallgemeinerten) Defektkorrekturiterationen
und verwenden eine Folge von Subproblemenähnlicher Struktur, aber sukzessive kleiner
werdender Dimension. Sie sind speziell zugeschnitten auf die L̈osung der Gleichungssy-
steme, wie sie bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen mit Differenzen-
oder Finite-Elemente-Verfahren entstehen. Die Idee ist die eines allen diskreten Proble-
men zugrunde liegendenübergeordneten, kontinuierlichen Problems und der fortgesetzten
Aufspaltung von Fehlern und Defektenauf den verschiedenen Gittern in

”
niedrig- und

hochfrequente“ Anteile, die separat behandelt werden. Bei richtiger Zusammenstellung
der einzelnen Verfahrenskomponenten erḧalt man Idealfall das geẅunschte

”
optimale“

L̈osungsverfahren mit arithmetischem AufwandO(N)f̈ur die Berechnung derN Un-
bekannten auf dem feinsten Gitter. Die Grundidee des Mehrgitterverfahrens geht auf die
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russischen Mathematiker R. Fedorenko8und N. Bachwalow9in den 1960-er Jahren zur̈uck.
Danach wurde der prinzipielle Ansatz in den sp̈aten 1970-er Jahren unabhngig vonein-
ander von A. Brandt10und W. Hackbusch11zu einem allgemein anwendbaren Verfahren
entwickelt. Die im Folgenden dargestellte Konvergenz- und Komplexiẗatsanalyse ist in
ihrer rigorosen Form f̈ur Differenzenverfahren in Hackbusch [19] beschrieben.

Zum Einstieg betrachten wir das Gleichungssystem auf dem GitterTh:

Ahxh=bh (4.2.27)

und approximieren die L̈osung mit dem Richardson-Verfahren

x
(t+1)
h =x

(t)
h +θh(bh−Ahx

(t)
h)=(Ih−θhAh)x

(t)
h +θhbh (4.2.28)

mit einem D̈ampfungsfaktor 0<θh≤1 . Die symmetrische, positiv definite MatrixAh
besitzt ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren{w

(i)
h,i=1, ..., Nh}zu den geordne-

ten Eigenwertenλmin(Ah)=λ1≤...≤λN =λmax(Ah)=:Λh.Entwickeltmanden
Anfangsfehler in der Form

e
(0)
h :=x

(0)
h −xh=

Nh

i=1

εiw
(i)
h,

so gilt f̈ur die iterierten Fehler entsprechend

e
(t)
h =(Ih−θhAh)

te
(0)
h =

Nh

i=1

εi(Ih−θhAh)
tw
(i)
h =

Nh

i=1

εi(1−θhλi)
tw
(i)
h.

8Radi Petrowitsch Fedorenko (1930–2009): Russischer Mathematiker; arbeitete ab 1953 am Keldysh-
Institut f̈ur Angewandte Mathematik der Russischen Akademie der Wissenschaften; numerische Berech-
nungen fr das sowjetische Kernwaffen- und Kerntechnikprojekt sowie fr Luft- und Raumfahrt; erste Ar-
beiten unterlagen der Geheimhaltung, erste Ver̈offentlichung 1958über ein Problem der Magnetohydro-
dynamik; Pionier der Mehrgittermethode mit Arbeiten Anfang der 1960-er Jahre in Zusammenhang mit
der numerischen Lsung der Poisson-Gleichung in der Wettervorhersage.
9Nikolai Sergejewitsch Bachwalow (1934–2005): Russischer Mathematiker; Arbeiten zur Numerik; Pro-

motion 1958 in Moskau bei A. Kolmogorow; ab 1966 Prof. an der Lomonossow-Universiẗat und 1981
Abteilung Numerische Mathematik; Pionier der Mehrgitterverfahren und Beitr̈age zur Numerik von Wel-
lenphnomenen und Verbundmaterialien (Methode der Homogenisierung und der

”
Fictitious Domain“-

Methode); Autor verbreiteter russischer Lehrbcher ber Numerik.
10Achi Brandt (1938–): Israelischer Mathematiker; Arbeitenüber partielle Differentialgleichungen und
Numerik; Prof. am Weizmann-Institut in Rechovot (Israel) und an der Univ. of California (Los Ange-
les, USA); einer der Pioniere der Mehrgittermethode (sog.

”
Full Approximation Scheme“, FAS, 1977);

behauptet, jede partielle Differentialgleichung sei durch Mehrgitterverfahren effizient und schnell l̈osbar;
Mitgrnder der Softwarefirma VideoSurf.
11Wolfgang Hackbusch (1948–): Deutscher Mathematiker; Studium in Marburg; Promotion 1973 und
Habilitation 1979 in K̈oln R. Bulirsch; Professuren f̈ur Praktische Mathematik in Bochum und Kiel;
1999/2000–2014 Direktor am MPI f̈ur fr Mathematik in den Naturwissenschaften in Leipzig; wichtige
Beitr̈age zur Numerik von partiellen Differentialgleichungen und Integralgleichungen; am besten bekannt
durch seine Arbeiten zur

”
Mehrgittermethode“, dem sog.

”
Panel Clustering“ und der

”
H-Matrizen“.
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Folglich ist

|e
(t)
h|
2=

Nh

i=1

ε2i(1−θhλi)
2t. (4.2.29)

Die Bedingung 0 <θh ≤ Λ
−1
h ist hinreichend f̈ur die Konvergenz der Richardson-

Iteration. Wegen|1−θhλi| 1f̈ur großeλiund|1−θhλ1| ≈1 werdenoffenbar

”
hoch-frequente“ Komponenten des Fehlers sehr schnell, aber

”
niedrig-frequente“ nur sehr

langsam ged̈ampft. Dasselbe gilt auch f̈ur das Residuumr
(t)
h =bh−Ahx

(t)
h =Ahe

(t)
h , d.h.:

Bereits nach wenigen Iterationen gilt:

|r
(t)
h|
2≈

[N/2]

i=1

ε2iλ
2
i(1−θhλi)

2t, (4.2.30)

wobei [N/2] := max{n∈N|n≤N/2}ist. Dies kann so interpretiert werden, dass der

iterierte Defektr
(t)
h auf dem GitterThglatt ist. Daher sollte er auf einem gr̈oberen Gitter

T2h mit Gitterweite 2hgut approximierbar sein. Die resultierende Defektgleichung zur
Berechnung der Korrektur zur N̈aherungx

(t)
h aufTh ẅurde dann wegen ihrer geringeren

Dimension N2h≈Nh/4 auch weniger Aufwand kosten. Dieser Defektkorrekturprozess
in Verbindung mit sukzessiver Vergr̈oberung kann weitergef̈uhrt werden bis zu einem
gr̈obsten Gitter, auf dem die Defektgleichung dann exakt gel̈ost wird. Die wichtigsten Be-
standteile eines solchen Mehrgitterprozesses sind die

”
Gl̈attungsiteration“x

(ν)
h =S

ν
h(x

(0)
h )

sowie geeignete Transferoperationen zwischen den Finite-Elemente-R̈aumen auf den ver-
schiedenen Gittern. Die Gl̈attungsoperationSh(·)istgeẅohnlich gegeben in Form einer
Fixpunktiteration (z.B. derRichardson-Iteration)

x
(ν+1)
h =Sh(x

(ν)
h ):=(Ih−C

−1
h Ah)x

(ν)
h +C

−1
h bh,

mit der Iterationsmatrix Sh:=Ih−C
−1
h Ah.

4.2.1 Mehrgitteralgorithmus im Finite-Elemente-Kontext

Zur Formalisierung des Mehrgitterprozesses betrachten wir nun eine Folge von Gittern
Tl=Thl,l=0, ..., L, zunehmender Feinheith0> ... > hl> ... > hL sowie zugeḧorige
FE-R̈aumeVl:=Vhl⊂V. Der Einfachheit halber sei angenommen, dass die FE-R̈aume
hierarchisch geordnet sind, d.h.:V0⊂V1⊂...⊂Vl⊂...⊂VL. Diese Voraussetzung
erleichtert die Analyse des Mehrgitterprozesses, ist aber nicht entscheidend f̈ur sein Funk-
tionieren. Zwischen den Funktionenvl∈Vlund den zugeḧorigen Knotenwertevektoren
yl∈R

Nlgilt der̈ubliche Zusammenhangvl(an)=yl,n,n=1, ..., Nl.Wiëublich schreiben
wir das kontinuierliche Problem und sein FE-Analogon in variationeller Form als

a(u, ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈V, (4.2.31)
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bzw. auf dem feinsten GitterTL als

a(uL,ϕL)=(f, ϕL) ∀ϕL∈VL. (4.2.32)

Dabei sind a(u, ϕ):=(Lu, ϕ) die zum (elliptischen) OperatorLgeḧorende “Energie-
Form“ und (f, ϕ)dasL2-Skalarprodukt auf dem L̈osungsgebiet Ω . Die

”
exakte“ diskrete

L̈osunguL∈VL gen̈ugt der a priori Fehlerabscḧatzung

u−uL ≤ch
2
L f. (4.2.33)

Ziel ist es, einen L̈osungsprozess zu finden, der eine Approximation ̃uL≈uL liefert mit

uL−ũL ≤ch
2
L f. (4.2.34)

Ist der dazu erforderliche AufwandO(NL) und zwar gleichm̈aßig bzgl.L,sonenntman
diesen Prozess

”
komplexiẗats-optimal“. Wir werden sehen,dass der Mehrgitteralgorithmus

bei richtiger Wahl der Verfahrenskomponenten in diesem Sinne
”
optimal“ ist.

Seiu
(0)
L ∈VL eine Scḧatzung f̈ur die exakte L̈osunguL ∈VL auf GitterlevelL.

Zun̈achst wirdu
(0)
L ”
gegl̈attet“. Dazu werden ausgehend von ̄u

(0)
L :=u

(0)
L z. B.νSchritte

des Richardson-Verfahrens durchgef̈uhrt. In variationeller Schreibweise lautet dies:

(̄u
(k)
L ,ϕL)=(̄u

(k−1)
L ,ϕL)+θL (f, ϕL)−a(̄u

(k−1)
L ,ϕL) ∀ϕL∈VL, (4.2.35)

wobeiθL=λmax(Ah)
−1. Mit der gegl̈atteten Approximation wird der DefektdL∈VL

gebildet (ohne ihn wirklich zu berechnen):

(dL,ϕL):=(f, ϕL)−a(̄u
(ν)
L ,ϕL), ϕL∈VL. (4.2.36)

Wegen VL−1⊂VL erḧalt man auf dem n̈achst gr̈oberen GitterTL−1die Defektgleichung
(
”
Grobgittergleichung“)

a(qL−1,ϕL−1)=(dL,ϕL−1)=(f, ϕL−1)−a(̄u
(ν)
L ,ϕL−1) ∀ϕL−1. (4.2.37)

Die Korrektur qL−1∈VL−1 wird nun entweder exakt berechnet (etwa mit einem”
di-

rekten“ L̈oser)odernurn̈aherungsweise mit Hilfe einerDefektkorrekturiterationq
(0)
L−1→

q
(R)
L−1unter Verwendung der noch gr̈oberen GitterTL−2, ...,T0. Das Ergebnisq

(R)
L−1∈VL−1

wird dann als Element vonVL interpretiert und zur Korrektur von ̄u
(ν)
L verwendet:

¯̄u
(0)
L := ̄u

(ν)
L +ωLq

(R)
L−1. (4.2.38)

Dabei wird der D̈ampfungsparameterωL∈(0,1) verwendet, um das Residuum von¯̄uLzu
minimieren. Auf diesen in der Praxis sehr n̈utzlichen Trick wollen wir hier nicht weiter ein-
gehen. Die erhaltene korrigierte N̈aherung¯̄uL wird nun nochmalsμ-mal”

nachgegl̈attet“.
Ausgehend von ¯̄u

(0)
L :=̄̄uL wird etwa wieder mit dem Richardson-Verfahren iteriert:

(̄̄u
(k)
L ,ϕL)=(̄̄u

(k−1)
L ,ϕL)+θL (f, ϕL)−a(̄̄u

(k−1)
L ,ϕL) ∀ϕL∈VL. (4.2.39)
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Das Ergebnis wird schließlich als die n̈achste Mehrgitteriterierteu
(1)
L :=̄̄u

(μ)
L akzeptiert.

Damit haben wir einen Schritt des Mehrgitterverfahrens (einen
”
Zyklus“) auf dem Gitter-

levelLbeschrieben. Jeder solche Zyklus beinhaltet also nebenν+μRichardson-Schritten
(auf LevelL), welche jeweils eine Inversion der Massematrix erfordern, die L̈osung des

”
Grobgitterproblems“ (4.2.37).

Wir wollen nun den beschriebenen Mehrgitteralgorithmus in etwas abstrakterer Form
darstellen, um seine Struktur besser zu verstehen und ihn auch leichter analysieren zu
k̈onnen. Zu den MatrizenAl=Ahl auf den GitternTlsind OperatorenAl:Vl→ Vl
assoziiert durch

(Alvl,wl)=a(vl,wl)=Alyl,zl ∀vl,wl∈Vl. (4.2.40)

Weiter seien Sl(·) die zugeḧorigen Gl̈attungsoperationen mit (linearen) Iterationsopera-
torenSl. Beim Richardson-Verfahren ist der IterationsoperatorSl=Il−θlAl. Schließlich
f̈uhren wir noch Transferoperatoren zwischen aufeinander folgenden R̈aumen ein:

rl−1l :Vl→ Vl−1 (Restriktion), pll−1:Vl−1→Vl(Prolongation).

Im Finite-Elemente-Kontext ist naẗurlicherweiserl−1l = Pl−1 dieL
2-Projektion und

pll−1=id.die naẗurliche Einbettung. Wir beschreiben nun den Mehrgitterprozeß zur
Berechnung der L̈osung des Sytems

ALuL=fL (4.2.41)

auf dem
”
feinsten“ GitterTL.

Mehrgitterprozess: Ausgehend von einem Startwertu
(0)
L ∈VL werden Iterierteu

(t)
L durch

den folgenden rekursiven Prozess

u
(t+1)
L =MG(L, u

(t)
L,fL) (4.2.42)

erzeugt. Sei also diet-te Mehrgitteriterierteu
(t)
L bestimmt.

Grobgitterl̈osung:F̈url= 0 bedeutetMG(0,·,g0) stets die exakte L̈osung des Systems
A0v0=g0(z.B. mit Hilfe eines direkten L̈osungsverfahrens), d. h.:

v0=MG(0,·,g0)=A
−1
0 g0. (4.2.43)

Rekursion: Sei f̈ur ein 1≤l≤Ldas SystemAlvl=glzu l̈osen. Mit Parameterwerten
ν, μ≥1 ist dann

MG(l, v
(0)
l ,gl):=v

(1)
l ≈vl (4.2.44)

rekursiv definiert durch die folgenden Schritte:

i)Vorgl̈attung:

v̄l:=S
ν
l(v

(0)
l ) ; (4.2.45)

ii)Defektbildung:
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dl:=gl−Al̄vl,; (4.2.46)

iii)Restriktion:

d̃l−1:=r
l−1
l dl; (4.2.47)

iv)Defektgleichung:Ausgehend vonq
(0)
l−1:= 0 wird f̈ur 1≤r≤Riteriert:

q
(r)
l−1:=MG(l−1,q

(r−1)
l−1 ,̃dl−1) ; (4.2.48)

v)Prolongation:

ql:=p
l
l−1q

(R)
l−1; (4.2.49)

vi)Korrektur: Mit einem Dämpfungsparameterωl∈(0,1] wird gesetzt:

¯̄vl:= ̄vl+ωlql; (4.2.50)

vii)Nachgl̈attung:

v
(1)
l :=S

μ
l(̄̄vl) ; (4.2.51)

Im Fallel=Lwird schließlich gesetzt:

u
(t+1)
L :=v

(1)
l . (4.2.52)

Schematische Darstellung des Mehrgitterschrittsu
(t)
L →u

(t+1)
L :

u
(t)
L → ū

(t)
L =S

ν
L(u

(t)
L)→ dL=fL−ALū

(t)
L

↓ d̃L−1=r
L−1
L dL−1 (Restriktion)

qL−1=Ã
−1
L−1d̃L−1 (R-malige Defektkorrektur)

↓ q̃L=p
L
L−1qL−1 (Prolongation)

¯̄u
(t)
L =̄u

(t)
L +ωLq̃L → u

(t+1)
L =SμL(̄̄u

(t)
L)

Wenn die Defektgleichung AL−1qL−1= d̃L−1 auf dem gr̈oberen GitterTL−1 ”
exakt“

gel̈ost wird (z. B. durch Gauß-Elimination), spricht man von einer
”
Zweigittermethode“.

In der Regel wird der Prozess aber rekursiv zum Mehrgitterverfahren bis zum gr̈obsten
Gitter fortgesetzt. Dabei kann der vollsẗandige Mehrgitterzyklus auf verschiedene Art
organisiert werden. Seine Struktur ist im wesentlichen durch den ParameterRbestimmt,
der festlegt, wie oft der Defektkorrekturprozess auf jedem Gitterlevel durchgef̈uhrt wird.
In der Praxis spielen nur die F̈alleR=1 oderR= 2 eine Rolle. Dem entsprechen der
im schematischen Bild gezeigte sog.

”
V-Zyklus“ und der sog.

”
W-Zyklus“. Dabei stehen

die Punkte
”
•“f̈ur Gl̈attung und Defektkorrektur auf den GitternTl, und die Linie”

−“
f̈ur den Transfer zwischen aufeinander folgenden Gitterniveaus.
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4v

3
v
v2
v1
v0

v4

v
v3
2

v1
v0

Abbildung 4.2: Schema eines Mehrgitterverfahrens mit V- (oben links) F- (oben rechts)
und W-Zyklus (unten).

Der V-Zyklus ist sehr effizient (wenn er funktioniert), krankt aber oft an Instabiliẗaten,
welche durch Irregulariẗaten im Problem (starke Unsymmetrien, Eckensingulariẗaten, Git-
terunregelm̈aßigkeiten u.s.w.) hervorgerufen werden. Der W-Zyklus ist dagegen sehr ro-
bust, aber auch teurer. Methoden mitR≥3sindgeẅohnlich zu ineffizient. Ein gu-
ter Kompromiss zwischen V-Zyklus und W-Zyklus stellt der sog.

”
F-Zyklus“ dar. Dieser

wird geẅohnlich auf GitterTL gestartet mit einem beliebigen Startvektoru
(0)
L (meist

u
(0)
L = 0 ). Wird dieser Prozess allerdings zur L̈osung eines nicht linearen Problems im
Rahmen einer Newton-Iteration angewendet,so kann dieser Startwert zu ungenau sein,
und die ganze Iteration divergiert. In einem solchen Fall startet man zur Generierung
einer hinreichend genauen Anfangsapproximation den Mehrgitterprozess geẅohnlich auf
dem gr̈obsten GitterT0. Wir beschreiben dieses sog.”

geschachtelte“ Mehrgitter-Schema
(“nested multigrid”) f̈ur daslineareProblem.

Geschachteltes MG: Ausgehend von dem Startwertu0:=A
−1
0 f0auf dem gr̈obsten Gitter

T0werden f̈url=1, ..., Lrekursiv N̈aherungen ̃ul≈ulberechnet nach der Vorschrift:

u
(0)
l =p

l
l−1̃ul−1

u
(t)
l =MG(l, u

(t−1)
l ,fl), t=1, ..., tl, u

(tl)
l −ul ≤ĉh

2
l f,

ũl=u
(tl)
l .

Es gibt nicht
”
den Mehrgitteralgorithmus“. Die erfolgreiche Realisierung des Mehrgit-

terkonzepts erfordert eine sorgf̈altige Balance der verschiedenen Bestandteile wie Gl̈atter
Slund GitteroperatorenAlsowie der Gittertransfersr

l−1
l undpll−1 jeweils f̈ur das zu

l̈osende Problem. Im folgenden werden wir diese Verfahrenskomponenten im Rahmen des
Finite-Elemente-Kontexts diskutieren.

i)Gl̈atter:
”
Gl̈atter“ sind̈ublicherweise einfache Fixpunktiterationen, die auch als

”
L̈oser“

verwendet werden k̈onnen, aber mit einer sehr schlechten Konvergenzrate. Sie werden auf
jedem Gitterniveau nur ein paarmal angewendet (ν, μ∼1−4), um die hochfrequenten
Fehleranteile auszud̈ampfen. Wir betrachten im folgenden nur das klassische Richardson-
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Verfahren,

Sl:=Il−θlAl, θl=λmax(Al)
−1, (4.2.53)

welches aber nur bei sehr
”
gutartigen“ Problemen funktioniert. Leistungsf̈ahiger und ro-

buster sind das Gauß-Seidel- und das ILU-Verfahren. Diese funktionieren auch noch gut,
wenn das Problem gewisse Pathologien beinhaltet. Im Fall eines starken Advektionsterms
besitzt die Systemmatrix bei Numerierung der Knotenpunkte in Transportrichtung einen
dominanten unteren DreicksanteilL,f̈ur den die Gauß-Seidel-Methode

”
exakt“ ist. F̈ur

Probleme mit degenerierten Koeffizienten ineiner Raumrichtung sowie auf stark aniso-
tropen Gittern besitzt die Systemmatrix einen dominaten Tridiagonalanteil, f̈ur den wie-
derum die ILU-Iteration

”
exakt“ ist. F̈ur echt indefinite Probleme werden spezielle, der

jeweiligen Struktur des Problems angepasste Gl̈atter verwendet, deren Diskussion aber au-
ßerhalb des Rahmens dieses einf̈uhrenden Textes liegt. Auf lokal verfeinerten Gittern darf
die Gl̈attung im Wesentlichen nur auf den jeweilsneu hinzugekommenen Zellen operieren,
da sonst der arithmetische Aufwand pro Gitterlevel zu groß wird.

ii)Gittertransfers: Im Kontext einer Finite-Elemente-Diskretisierung mit geschachtelten
Ansatzr̈aumenV0⊂V1⊂...⊂Vl⊂...⊂VL ist die generische Wahl f̈ur die Prolongation
pll−1:Vl−1→ Vldie zellweise Einbettung und f̈ur die Restriktionr

l−1
l :Vl→ Vl−1 die

L2-Projektion. Bei anderen Diskretisierungen (z. B. Differenzenschemata) verwendet man
geeignete Interpolationsprozesse(z. B. bilineare Interpolation).

iii)Grobgitteroperatoren:Die OperatorenAlauf den verschiedenen Gitterniveaus m̈ussen
nicht notwendig zur selben Diskretisierung des Ausgangsproblems geḧoren. Dies wird
z. B. wichtig bei der Ber̈ucksichtigung von gitterweitenabḧangiger k̈unstlicher Diffusion
(
”
upwinding“) zur Behandlung von Transporttermen. Wir beschr̈anken uns hier aber auf
den Idealfall, dass alleAldurch dieselben FE-Diskretisierungen auf der Gitterhierarchie
{Tl}l=0,...,Lerzeugt sind. In diesem Fall gilt die f̈ur die theoretische Analyse n̈utzliche
Beziehung

(Al−1vl−1,wl−1)=a(vl−1,wl−1)

=a(pll−1vl−1,p
l
l−1wl−1)

=(Alp
l
l−1vl−1,p

l
l−1wl−1)=(r

l−1
l Alp

l
l−1vl−1,wl−1),

d. h.:Al−1=r
l−1
l Alp

l
l−1.

iv)Korrekturschritt: Im Korrekturschritt wird ein D̈ampfungsparameterωl∈(0,1]
verwendet, der im einfachsten Fallωl= 1 gesetzt ist. Es hat sich als sehr wirksam
erwiesen, ihn so zu ẅahlen, dass der DefektAl̄̄vl−d̃l−1minimal wird. Dies führt auf die
Formel

ωl=
(Al̄̄vl,̃dl−1−Al̄̄vl)

Al̄̄vl2
. (4.2.54)

In der folgenden Analyse werden wir der Einfachheit halber stetsωl= 1 setzen.
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4.2.2 Konvergenz- und Aufwandsanalyse

Die klassische Analyse des Mehrgitteralgorithmus basiert auf seiner Interpretation als
eine Defektkorrekturiteration und dem Konzept einer rekursiven Anwendung des Zwei-
gitterverfahrens. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass nur Vorgl̈attung angewendet
wird (d. h.:ν>0,μ= 0) und dass im Korrekturschritt keine D̈ampfung erfolgt (d. h.:
ωl= 1 ). Der Zweigitterprozess l̈asst sich dann in der folgenden Form schreiben:

u
(t+1)
L =SνL(u

(t)
L)+p

L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L fL−ALS

ν
L(u

(t)
L)

=SνL(u
(t)
L)+p

L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L AL uL−S

ν
L(u

(t)
L).

F̈ur den Iterationsfehlere
(t)
L :=u

(t)
L −uL gilt daher

e
(t+1)
L = IL−p

L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L AL SνL(u

(t)
L)−uL . (4.2.55)

Die Gl̈attungsoperation ist gegeben in der (affin-linearen) Form

SL(vL):=SLvL+gL

und erf̈ullt als Fixpunktiteration die BedingungSL(uL)=uL. Daraus erschließt man
rekursiv, dass

SνL(u
(t)
L)−uL=SL S

ν−1
L (u

(t)
L)−uL =...=S

ν
Le
(t)
L.

Mit dem sog.
”
Zweigitteroperator“

ZGL(ν):=(IL−p
L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L AL)S

ν
L

gilt daher

e
(t+1)
L =ZGL(ν)e

(t)
L . (4.2.56)

Satz 4.2 (Zweigitterkonvergenz):F̈ur hinreichend ḧaufige Gl̈attung,ν>0,istder
Zweigitteralgorithmus konvergent mit einer bzgl.Lgleichm̈aßigenL2-Konvergenzrate:

ZGL(ν)≤ρZG(ν)=cν
−1<1. (4.2.57)

Beweis:Wir schreiben

ZGL(ν)=(A
−1
L −p

L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L )ALS

ν
L (4.2.58)

und scḧatzen ab:

ZGL(ν)≤ A−1L −p
L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L ALS

ν
L . (4.2.59)

Der erste Term rechts beschreibt die Qualiẗat der Approximation der Feingitterl̈osung auf
dem gr̈oberen Gitter, ẅahrend der zweite Term den Gl̈attungseffekt entḧalt. Die Idee f̈ur
die weitere Analyse ist nun, zu zeigen, dass der Gl̈atterSL(·) die sog.”

Gl̈attungseigen-
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schaft“,

ALS
ν
LvL ≤csν

−1h−2L vL , vL∈VL, (4.2.60)

und die Grobgitterkorrektur die sog.
”
Approximationseigenschaft“ besitzt,

(A−1L −p
L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L )vL ≤cah

2
L vL , vL∈VL, (4.2.61)

mit positiven Konstantencs,cagleichm̈aßig bzgl.L. Kombination dieser beiden Abscḧat-
zungen ergibt dann die behauptete Ungleichung (4.2.57). F̈ur hinreichend ḧaufige Gl̈at-
tung istρZG:=cν

−1<1 , und der Zweigitteralgorithmus konvergiert gleichm̈aßig bzgl.
L. Alle im Folgenden auftretenden Konstanten sind unabḧangig vonL.

i)Gl̈attungseigenschaft:Der selbstadjungierte OperatorAlbesitzt reelle, positive Eigen-
werte 0<λ1≤...≤λi≤...≤λNL =: ΛL mit einem zugeḧorigenL

2-Orthonormalsystem
von Eigenfunktionen{w(1), ..., w(NL)}, so dass sich jedesvL∈VL in der Form

vL=

NL

i=1

γiw
(i), γi=(vL,w

(i)) (4.2.62)

darstellen l̈asst. F̈ur den Richardson-Iterationsoperator

SL:=IL−θLAL:VL→VL, θL=Λ
−1
L , (4.2.63)

gilt dann

ALS
ν
LvL=

NL

i=1

γiλi1−
λi
ΛL

ν

w(i), (4.2.64)

und folglich:

ALS
ν
LvL

2=

NL

i=1

γ2iλ
2
i 1−

λi
ΛL

2ν

≤Λ2L max
1≤i≤NL

λi
ΛL

2

1−
λi
ΛL

2ν
NL

i=1

γ2i

=Λ2L max
1≤i≤NL

λi
ΛL

2

1−
λi
ΛL

2ν

vL
2.

Mit Hilfe der Beziehung (Übungsaufgabe)

max
0≤x≤1

{x2(1−x)2ν}≤(1 +ν)−2 (4.2.65)

ergibt sich

ALS
ν
LvL

2≤Λ2L(1 +ν)
−2vL

2. (4.2.66)
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Die Beziehung ΛL ≤ch
−2
L liefert dann schließlich die behauptete Ungleichung f̈ur den

Richardson-Iterationsoperator

ALS
ν
L ≤csν

−1h−2L , ν≥1. (4.2.67)

ii)Approximationseigenschaft:Wir erinnern daran, dass im vorliegenden Kontext ge-
schachtelter FE-R̈aume Prolongationen und Restriktionen gegeben sind durch

pLL−1=id.(Identiẗat), rL−1L =PL−1(L
2-Projektion).

Ferner erf̈ullt der OperatorAL:VL→VL definitionsgem̈aß

(ALvL,ϕL)=a(vL,ϕL), vL,ϕL∈VL.

F̈ur ein beliebiges, aber fest geẅahltesfL∈VL gilt demnach f̈ur die FunktionenvL:=
A−1L fL undvL−1:=A

−1
L−1r

L−1
L fL:

a(vL,ϕL)=(fL,ϕL) ∀ϕL∈VL,

a(vL−1,ϕL−1)=(fL,ϕL−1) ∀ϕL−1∈VL−1.

Der Funktion vL ∈VL ordnen wir eine Funktionv∈V∩H
2(Ω) zu als L̈osung der

Randwertaufgabe

Lv=fL in Ω, v=0 auf∂Ω, (4.2.68)

bzw. in
”
schwacher“ Formulierung

a(v, ϕ)=(fL,ϕ) ∀ϕ∈V. (4.2.69)

Daf̈ur gilt die a priori Abscḧatzung

∇2v≤cfL . (4.2.70)

Dann ist

a(vL,ϕL)=(fL,ϕL)=a(v, ϕL), ϕL∈VL,

a(vL−1,ϕL−1)=(fL,ϕL−1)=a(v, ϕL−1), ϕL−1∈VL−1,

d. h.:vL undvL−1 sind gerade die Ritz-Projektionen vonvaufVL bzw.VL−1.F̈ur
diese gelten dieL2-Fehlerabscḧatzungen

vL−v≤ch
2
L ∇

2v, vL−1−v≤ch
2
L−1∇

2v. (4.2.71)

Damit erhalten wir wegenhL−1≤4hL und der a priori Abscḧatzung (4.2.70):

vL−vL−1 ≤ch
2
L ∇

2v ≤ch2L fL . (4.2.72)
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Dies bedeutet mit der obigen Setzung, dass

A−1L fL−p
L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L fL ≤ch

2
L fL . (4.2.73)

Damit folgt die geẅunschte Abscḧatztung

A−1L −p
L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L ≤ch2L. (4.2.74)

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Das Resultat f̈ur den Zweigitteralgorithmus wird nun verwendet zum Nachweis der
Konvergenz des vollen Mehrgitteralgorithmus.

Satz 4.3 (Mehrgitterkonvergenz):Es sei angenommen, dass der Zweigitteralgorith-
mus konvergiert mit einerL2-KonvergenzrateρZG(ν)→ 0f̈urν→ ∞,gleichm̈aßig
bzgl.L. Dann konvergiert f̈ur hinreichend ḧaufige Gl̈attung der Mehrgitteralgorithmus
mit R≥2(W-Zyklus) mit einer vonLunabḧangigenL2-KonvergenzrateρMG <1,

uL−MG(L, u
(t)
L,fL)≤ρMG uL−u

(t)
L . (4.2.75)

Beweis:Der Beweis wird durch Induktion nach dem Gitterlevel Lgef̈uhrt. Wir be-
trachten nur den relevanten FallR= 2 (W-Zyklus) und werden uns der Einfachheit
halber nicht bem̈uhen, die auftretenden Konstanten zu optimieren. Seiνso groß, dass
die Konvergenzrate des ZweigitteralgorithmusρZG≤

1
8
ist. Wir wollen zeigen, dass dann

die Konvergenzrate des MehrgitteralgorithmusρMG ≤
1
4
ist, gleichm̈aßig bzgl.L.F̈ur

L= 1 ist dies dann offenbar richtig. Sei nun auchρMG ≤
1
4
f̈ur GitterlevelL−1. Auf

GitterlevelLgilt dann ausgehend von der Iteriertenu
(t)
L mit der approximativen L̈osung

q
(2)
L−1(nach 2-maliger Anwendung der Grobgitterkorrektur) und der exakten L̈osung ̂qL−1
der Defektgleichung auf LevelL−1:

u
(t+1)
L =MG(L, u

(t)
L,fL)=S

ν
L(u

(t)
L)+p

L
L−1q

(2)
L−1

=SνL(u
(t)
L)+p

L
L−1̂qL−1+p

L
L−1(q

(2)
L−1−q̂L−1)

=ZG(L, u
(t)
L,fL)+p

L
L−1(q

(2)
L−1−q̂L−1)

(4.2.76)

Nach Induktionsvoraussetzung ist (Man beachte, dass der Startwert der Mehrgitteritera-
tion auf LevelL−1 gleich Null ist und ̂ρL−1=A

−1
L−1r

L−1
L dL):

q̂L−1−q
(2)
L−1 ≤ρ

2
MG q̂L−1 =ρ

2
MG A

−1
L−1r

L−1
L ALS

ν
L(uL−u

(t)
L). (4.2.77)

Kombination der letzten Beziehungen ergibt f̈ur den Iterationsfehlere
(t)
L :=u

(t)
L −uL:

e
(t+1)
L ≤ ρZG+ρ

2
MG A

−1
L−1r

L−1
L ALS

ν
L e

(t)
L . (4.2.78)

Die Norm rechts ist bereits im Zusammenhang mit der Konvergenz des Zweigitteralgorith-
mus abgescḧatzt worden. Mit dem ZweigitteroperatorZGL=(A

−1
L −p

L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L )ALS

ν
L
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gilt
A−1L−1r

L−1
L ALS

ν
L=S

ν
L−(A

−1
L −p

L
L−1A

−1
L−1r

L−1
L )ALS

ν
L=S

ν
L−ZGL

und somit

A−1L−1r
L−1
L ALS

ν
L ≤ SνL + ZGL ≤1+ρZG≤2. (4.2.79)

Damit erhalten wir schließlich

e
(t+1)
L ≤ ρZG+2ρ

2
MG e

(t)
L . (4.2.80)

Mit Hilfe der Annahme überρZG und der Induktionsannahme folgt

e
(t+1)
L ≤ 1

8
+21

16
e
(t)
L ≤1

4
e
(t)
L , (4.2.81)

was den Induktionsbeweis vervollsẗandigt. Q.E.D.

F̈ur
”
gutartige“ Probleme (symmetrischer, positiv definiter Operator, glatte Koeffi-

zienten, quasi-gleichf̈ormige Gitter u.s.w.) erreicht man in der Regel Mehrgitterkonver-
genzraten im BereichρMG =0,1−0,3 . Die obige Analyse ist nur f̈ur den W-Zyklus
g̈ultig, da im Beweisteil (ii)R≥2ben̈otigt wird. Der V-Zyklus kann nicht auf Basis
nur einer Zweigitteranalyse behandelt werden. In der Literatur finden sich allgemeinere
Ans̈atze, die Konvergenz von Mehrgitterverfahren auch in weniger regul̈aren Situationen
garantieren.

Als n̈achstes diskutieren wir die numerische Komplexiẗat des Mehrgitteralgorithmus.
Dabei werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

OP(T) := Anzahl der a.Op. zur Durchf̈uhrung einer OperationT,

R:= Anzahl der Defektkorrekturschritte auf den einzelnen Gitterniveaus,

Nl:= dimVl≈h
−d
l (d= Raumdimension),

κ:= max
1≤l≤L

Nl−1/Nl<1,

C0:=OP(A
−1
0 )/N0,

Cs:= max
1≤l≤L

{OP(Sl)/Nl}, Cd:= max
1≤l≤L

{OP(dl)/Nl},

Cr:= max
1≤l≤L

{OP(rl)/Nl}, Cp:= max
1≤l≤L

{OP(pl)/Nl}.

In der Praxis ist meistκ≈2−d,Cs≈Cd≈Cr≈Cp≈#{anm=0}undC0N0 NL.

Satz 4.4 (Mehrgitterkomplexiẗat):Unter der Bedingungq:=Rκ <1gilt f̈ur einen
Mehrgitterzyklus MGL:

OP(MGL)≤CLNL (4.2.82)

mit

CL=
(ν+μ)Cs+Cd+Cr+Cp

1−q
+C0q

L,
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Der Mehrgitteralgorithmus liefert dieNL-dimensionale diskrete L̈osunguL∈VL auf dem
Gitter TL im Rahmen der DiskretisierungsgenauigkeitO(h

2
L)bzgl. derL

2-Norm mit
O(NLln(NL))a.Op. und hat damit (fast) optimale Komplexiẗat.

Beweis:Wir setzen Cl:=OP(MGl)/Nl. Ein Mehrgitterschritt beinhaltet dieR-fache
Anwendung desselben Algorithmus auf dem n̈achst gr̈oberen Gitter. Bei Beachtung von
Nl−1≤κNlgilt mitĈ:= (ν+μ)Cs+Cd+Cr+Cp:

CLNL=OP(MGL)≤ĈNL+R·OP(MGL−1)=ĈNL+R·CL−1NL−1≤ĈNL+qCL−1NL,

und folglichCL≤Ĉ+qCL−1. Rekursive Anwendung dieser Beziehung liefert

CL≤Ĉ(1 +q+q
2+...+qL−1)+qLC0≤

Ĉ

1−q
+qLC0.

Dies impliziert die behauptete Abscḧatzung (4.2.82). Die Komplexiẗat des Gesamtalgo-
rithmus ergibt sich dann aus den Beziehungen

ρtMG ≈h
2
L≈N

−2/d
L , t≈−

ln(NL)

ln(ρMG)
.

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Wir bemerken, dass im Beweis der Aussage (4.2.82) die Bedingung

q:=Rκ=Rmax
1≤l≤L

Nl−1/Nl<1

wesentlich ist. Dies besagt f̈ur den W-Zyklus (R= 2), dass sich beimÜbergang vom
Gitter Tl−1 zum n̈achst feinerenTldie Anzahl der Gitterpunkte (bzw. Freiheitsgrade)
hinreichend stark erḧohen muss, etwa wie bei einer gleichf̈ormigen Verfeinerung

Nl≈4Nl−1.

Bei einem adaptiv gesteuerten Verfeinerungsprozess mit teilweise nur lokaler Gitterverfei-
nerung ist dies meist nicht erf̈ullt; selbst bei Verwendung der

”
Fest-Raten“-Strategie ist

z. B. oft nurNl≈2Nl−1.InsolchenF̈allen muss der Mehrgitterprozess zur Aufwands-
ersparnis modifiziert werden. Dies geschieht dadurch, dass die kostenintensive Gl̈attung
sowie die anderen Operationen nur jeweils auf den beimÜbergang vonTl−1 zuTlneu
hinzugekommenen Gitterpunkten durchgef̈uhrt werden. Bei der Implementierung eines
Mehrgitteralgorithmus auf lokal verfeinerten Gittern ist viel Fingerspitzengef̈uhl erforder-
lich, wenn der resultierende Gesamtalgorithmus komplexiẗats-optimal sein soll.

F̈ur das geschachtelte MG-Schema erḧalt man sogar im strengen Sinne
”
optimale“

L̈osungskomplexiẗatO(NL) , da auf jedem Gitterniveau bestm̈ogliche Startwerte verwen-
det werden.

Satz 4.5 (Geschachteltes Mehrgitterverfahren):Das geschachtelte MG-Schema ist
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komplexiẗats-optimal, d.h.: Es liefert die diskrete L̈osunguL∈VL auf dem feinsten Git-
terTL im Rahmen der DiskretisierungsgenauigkeitO(h

2
L)bzgl. derL

2-Norm mit einem
Aufwand vonO(NL)a.Op.

Beweis:Die Genauigkeitsanforderung f̈ur die Mehrgitteriteration auf GitterlevelTL ist

e
(t)
L ≤ĉh2L f. (4.2.83)

i) Wir wollen zun̈achst zeigen, dass (4.2.83) beim geschachtelten MG-Schema unter den
Voraussetzungen des Mehrgitterkonvergenzsatzes 4.3 auf jedem LevelLmit einer (hinrei-

chend großen) festen Zahlt∗von Mehrgitterschritten erreichbar ist. Seie
(t)
L :=u

(t)
L −uL

wieder der Iterationsfehler auf Level L. Nach Annahme iste
(t)
0 =0,t≥1. Im Fall

u
(0)
L :=u

(t)
L−1gilt dann

e
(t)
L ≤ρtMG e

(0)
L =ρtMG u

(t)
L−1−uL

≤ρtMG u
(t)
L−1−uL−1 + uL−1−u+ u−uL

≤ρtMG e
(t)
L−1 +ch

2
L f .

Rekursive Anwendung dieser Beziehung f̈urL≥l≥1 ergibt dann (wegenhl≤κ
l−LhL)

e
(t)
L ≤ρtMG ρ

t
MG e

(t)
L−2 +ch

2
L−1f +ch2L f

...

≤ρLtMG e
(t)
0 + cρtMGh

2
L+cρ

2t
MGh

2
L−1+...+cρ

Lt
MGh

2
1 f

=ch2Lκ
2 ρtMGκ

−2·1+ρ2tMGκ
−2·2+...+ρLtMGκ

−2L f

≤ch2Lκ
2f

κ−2ρtMG
1−κ−2ρtMG

,

vorausgesetztκ−2ρtMG <1 . Offenbar gibt es also eint∗, so dass (4.2.83) f̈urt≥t∗erf̈ullt
ist, und zwar gleichm̈aßig bzgl.L.

ii) Wir kommen nun zur Aufwandsanalyse.Satz 4.4 besagt, dass ein Zyklus des
”
einfa-

chen“ MehrgitteralgorithmusMG(l,·,·) auf deml-ten LevelWl≤c∗Nla.Op. ben̈otigt
(gleichm̈aßig bzgl.l). Sei nunŴldie Anzahl der a.Op. des geschachtelten Schemas auf
Gitterlevell. Dann gilt konstruktionsgem̈aß:

ŴL≤ŴL−1+t∗WL.

Durch Iteration dieser Beziehung erhalten wir mitκ:= max1≤l≤LNl−1/Nl<1:

ŴL≤t∗c∗{NL+...+N0}≤ct∗c∗NL{1+...+κ
L}≤

ct∗c∗
1−κ

NL,

was zu beweisen war. Q.E.D.
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4.3Übungen

Übung 4.1: Das allgemeine
”
Abstiegsverfahren“ zur iterativen L̈osung des Gleichungs-

systemsAx=bmit symmetrischer, positiv-definiter Matrix A∈RN×N lautet:

Startwert: x(0)∈Rn, r(0):=b−Ax(0),

f̈urt≥0: Abstiegsrichtung d(t),

αt=
r(t),d(t)

Ad(t),d(t)
,

x(t+1)=x(t)+αtd
(t), r(t+1)=r(t)−αtAd

(t).

Die sog.
”
Koordinatenrelaxation“ erḧalt man durch zyklische Wahl der Abstiegsrichtun-

gend(t) aus den kartesischen Einheitsvektoren{e(1),...,e(N)}. Man zeige, dass jeder
N-Zyklus der Koordinatenrelaxition̈aquivalent ist zum̈ublichen Gauß-Seidel-Verfahren.
Bemerkung:F̈ur eine typische FE-Matrix hat die zyklische Koordinatenrelaxation also
das Konvergenzverhalten:

|x(tN)−x|≤cqt, q≈1−cond2(A)
−1≈1−h2.

Übung 4.2: Die erste RWA des Laplace-Operators

−Δu=f in Ω, u=0 auf∂Ω,

auf einem
”
regul̈aren” Gebiet Ω⊂R2 werde mit einem FE-Verfahren mit sẗuckweise

linearen Ansatzfunktionen auf einer Folge von quasi-gleichf̈ormigen Gittern (d. h. gr̈oßen-
und form-regul̈ar) der Weitehdiskretisiert. Dies f̈uhrt auf lineare Gleichungssysteme
Ax=bmit symmetrischen, positiv definiten (N×N)-MatrizenA,wobeiN die Anzahl
der Knotenpunkte ist.

Welchen arithmetischen Aufwand (ausgedrückt in Potenzen vonh) erfordert dabei die
L̈osung dieser Gleichungssysteme mit dem CG-Verfahren mit der Genauigkeit des Diskre-
tisierungsfehlers gemessen in der

”
Energie-Norm” ∇(u−uh)? Dazu verwende man die

folgende bekannte Fehlerabscḧatzung f̈ur das CG-Verfahren:

|x−xt|A≤2q
t|x−x0|A, q:=

1−1/
√
κ

1+1/
√
κ
,

mit der diskreten
”
Energienorm” xA := (Ax, x)

1/2 und der Spektralkonditionκ:=
κ2(A)vonA.
Hinweis:Man verwende die bekannte Beziehung für die Spektralkondition vonA so-
wie die aus der obigen Fehlerabscḧatzung abgeleitete Abscḧatzung f̈ur die Anzahl der
Iterationsschritte. Der Aufwand pro CG-Schritt entspricht etwas der zweimaligen Defekt-
berechnungx→d:=Ax−b.

Übung 4.3: Man versuche, den Beweis der Konvergenz des Zweigitterverfahrens ZG aus
dem Text f̈ur den Fall zu verallgemeinern, dass die Restriktionrl−1l :Vl→Vl−1mit Hilfe
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lokaler, bilinearer Interpolation (anstelle derL2-Projektion) auf dem GitterTl−1definiert
ist. Wo ist dabei das Problem, und wie kann man damit fertig werden?

Übung 4.4: Die FE-Diskretisierung des Konvektions-Diffusionsproblems

−Δu+∂1u=f in Ω, u=0 auf∂Ω,

f̈uhrt auf unsymmetrische SystemmatrizenAh. In diesem Fall erfordert die Analyse des
Mehrgitterverfahrens einige Modifikationen. Man übertrage den Beweis aus dem Text
f̈ur die Konvergenz des Zweigitteralgorithmus, wenn als Gl̈atter wieder das Richardson-
Verfahren

xt+1h =xth−θt(Ahx
t
h−bh), t=0,1,2,...,

mit den D̈ampfungsparameternθt:=
1
2
Ah

−1verwendet wird.

Übung 4.5: Zur L̈osung der 1. RWA der Laplace-Gleichung

−Δu=f in Ω, u=0 auf∂Ω,

auf dem Einheitsquadrat Ω = (0,1)2 werde auf einer Folgeäquidistanter, kartesischer
GitterTlmit Gitterweiten hl=2

−lmit Hilfe bilinearer finiter Elemente approximiert.
Die diskrete Gleichung auf Gitterlevel lwerde dabei mit einem MG-Verfahren gel̈ost,
wobei das Richardson-Verfahren zur Gl̈attung, die naẗurliche Einbettung zur Prolongation
und die lokale bilineare Interpolation zur Restriktion verwendet werden. Die Anzahl der
Vor- und Nachgl̈attungsschritte seiν= 2 und μ= 0 . Wieviele a. Op. kosten dann
ungef̈ahr ein V-Zyklus und ein W-Zyklus ausgedr̈uckt in Vielfachen der DimensionNl=
dimVl?

Übung 4.6: Die erste RWA des Laplace-Operators

−Δu=f in Ω, u=0 auf∂Ω,

auf einem
”
regul̈aren” Gebiet Ω⊂R2 werde mit einem FE-Verfahren mit sẗuckweise

linearen Ansatzfunktionen auf einer Folge von quasi-gleichf̈ormigen Gittern (d. h. gr̈oßen-
und form-regul̈ar) der Weitehdiskretisiert. Dies f̈uhrt auf lineare Gleichungssysteme
Ax=bmit symmetrischen, positiv definiten (N×N)-MatrizenA,wobeiN die Anzahl
der Knotenpunkte ist. Das

”
Richardson-Verfahren“ iteriert zur L̈osung des Gleichungssy-

stemsAx=bausgehend von einem Startwertx0∈RN mit einem D̈ampfungsparameter
θ∈Rgem̈aß

xt+1=xt−θ(Axt−b), t∈N0.

Im Falle, dassAnur reelle positive Eigenwerte 0<λmin ≤ ··· ≤λmax besitzt, ist der
Spektralradius der IterationsmatrixBθ=I−θAgegeben durch

ρ(Bθ)=max{|1−θλmin|,|1−θλmax|}.

F̈ur welchesθwirdρ(Bθ) minimal, d. h. konvergiert die Iteration am besten, und f̈ur
welchesθhat die Iteration die beste Gl̈attungseigenschaft?
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Übung 4.7: Man beschäftige sich mit den folgenden Fragen:

a) Wie lautet die variationelle (
”
schwache“) Formulierung der Randwertaufgabe

−∇ ·(a∇u)+bu=fin Ω, u|∂Ω=0,

auf einem konvexen Polyeder Ω⊂R3und unter welchen Bedingungen an die Ko-
effizientenfunktionena∈C1(Ω) undb∈C(Ω) ist diese

”
wohl gestellt“.

b) Die Randwertaufgabe in a) werde durch einen konformen
”
quadratischen“ Finite-

Elemente-Ansatz mit Gitterweiteh∈R+ diskretisiert. Man beschreibe die einzel-
nen Schritte (Gitter, Knotenbasis, Systemmatrix) zur Aufstellung der zugeḧorigen
algebraischen Gleichungssysteme

Ahxh=bh.

c) Man gebe f̈ur die Diskretisierung in b) optimale a priori Fehlerabscḧatzungen in
der Energie- und derL2-Norm an. Wie ḧangt in diesem Fall die Kondition der
SystemmatrixAh von der Gitterweitehab?

d) Man formuliere i) das Gauß-Seidel-Verfahren und ii) das Gradienten-Verfahren zur
iterativen L̈osung des Gleichungssystems in b). Wieviele Iterationsschritte sind mit
diesen Verfahren in Abḧangigkeit von der Anzahl der UnbekanntenNh:= dimVh
notwendig, um den Anfangsfehler um 10−3zu reduzieren?





5 Verfahren f̈ur parabolische Probleme

Wir diskutieren zunächst wieder die klassischen Differenzenapproximationen zur L̈osung
parabolischer Anfangs-Randwert-Aufgaben (ARWAn). DerÜbersichtlichkeit halber be-
schr̈anken wir uns dabei auf das Modellproblem der Ẅarmeleitungsgleichung in zwei
Ortsdimensionen mit Dirichletschen Randbedingungen, d. h. auf die 1. ARWA:

∂tu+Lu=f in Ω×(0,T), u|∂Ω=0, u|t=0=u
0, (5.0.1)

mit einem elliptischen Operator L, der hier exemplarisch alsL:=−aΔ mit einer Kon-
stantena>0geẅahlt wird.

Das Definitionsgebiet Ω∈R2wird wieder als glatt berandet oder als konvexes Poly-
gongebiet vorausgesetzt. Die Problemdatenf, g, u0sind ebenfalls glatt und kompatibel,
so dass die L̈osung ebenfalls als glatt angenommen werden kann. Erweiterungen f̈ur Pro-
bleme mit weniger regul̈aren Daten oder anderen Randbedingungen sowie auf den drei-
dimensionalen Fall werden gegebenenfalls in Bemerkungen ber̈ucksichtigt. Gelegentlich
wird auch das eindimensionale Analogon von (5.0.1) betrachtet. Als Basis von Finite-
ElemFente-Diskretisierungen dient wieder die variationelle Formulierung von (5.0.1):

(∂tu, ϕ)+a(u, ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈V, t >0, u|t=0=0, (5.0.2)

mit demüblichen Sobolew-RaumV:=H10(Ω) und der symmetrischen und positiv defi-
niten

”
Energie-Form“a(u, ϕ):=(a∇u,∇ϕ)Ω.

Bei der Diskretisierung von instation̈aren Problemen gibt es drei verschiedene Vorge-
hensweisen, die wir im Folgenden kurz beschreiben wollen.

i)
”
Linienmethode“:Zun̈achst wird eine Diskretisierungbzgl. der Ortsvariablen vorge-

nommen, d.h.: mit Hilfe eines Finite-Differenzen- oder Finite-Elemente-Ansatzes werden

”
diskrete“ Funktionenuh(t)=uh(·,t) bestimmt aus der Gleichung

uh(t)+Ahuh(t)=fh(t),t≥0, uh(0) =u
0
h. (5.0.3)

Im Falle eines Differenzenverfahrens auf einem Ortsgitter{xi}i=1,...,N ist die diskrete
Funktionuh(t)=(un(t))

N
n=1 der Vektor der Knotenwerteun(t)≈u(xn,t),Ah=Ah:

RN →RN die zum verwendeten Differenzenoperator korrespondierende Matrix undfh=
bh =(f(xn))

N
n=1. Beim Finite-Elemente-Ansatz istuh(t)∈Vh eine Finite-Elemente-

Funktion,Ah=:Vh→Vh das durch

(Ahvh,ϕh)=a(vh,ϕh), vh,ϕh∈Vh,

definierte diskrete Analogon zum DifferentialoperatorsLundfh=Phf∈Vh dieL
2-

Projektion der rechten SeitefaufVh. Die Aufgabe (5.0.3) lautet demgem̈aß in variatio-
neller Form wie folgt:

(uh(t),ϕh)+a(uh(t),ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈Vh,t∈I, uh(0) =Phu
0. (5.0.4)

203
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Nach Einf̈uhrung einer Knotenbasis{ϕ
(n)
h ,n=1, ..., N= dim(Vh)}geht dieses Problem

über in ein System f̈ur den VektorUh(t)=(Un(t))
N
n=1 der zugeḧorigen Knotenwerte,

MhUh(t)+AhUh(t)=bh(t),t≥0, Uh(0) =U
0
h, (5.0.5)

mit der
”
Steifigkeitsmatrix“ und

”
Massenmatrix“

Ah=(a(ϕ
(n)
h ,ϕ

(m)
h ))

N
n,m=1, Mh=((ϕ

(n)
h ,ϕ

(m)
h ))

N
n,m=1

der Finite-Elemente-Basis. In beiden F̈allen, (5.0.3) oder (5.0.5), handelt es sich um ein
System von (linearen) geẅohnlichen Differentialgleichungen. Dieses wird nun mit einem
der ublichen Schemata bzgl. der Zeit diskretisiert. Nach Wahl einer (zun̈achst konstanten)
Zeitschrittweitekwerden zu den

”
diskreten“ Zeitlevelntm = mk Approximationen

Umh =(U
m
n)
N
n=1 zuu(·,tm) bestimmt. Wir sprechen von einem”

Einschritt-“ bzw. einem

”
Zweischrittverfahren“, wennUmh aus den vorausgehenden Werten gem̈aß einer Formel
der Form

Umh =F(U
m
h,U

m−1
h ) bzw. Umh =F(U

m
h,U

m−1
h ,Um−2h )

berechnet wird. Im Falle

Umh =F(U
m−1
h ) bzw. Umh =F(U

m−1
h ,Um−2h )

heißt die Methode
”
explizit“. Zur Durchf̈uhrung einer nicht expliziten, d.h.

”
impliziten“,

Methode müssen in jedem Zeitschritt Gleichungssysteme gel̈ost werden. Die hohe Dimen-
sion des Systems,N =#{Gitterpunktean}bzw.N = dim(Vh), mitN ∼10

3−108

impliziert im Hinblick auf die L̈osungs̈okonomie Einschr̈ankungen bei der Wahl der Verfah-
ren. Es kommen in der Regel nur Schemata einfacher Struktur, d.h. mit wenigen Matrix-
Vektor-Multiplikationen, und niedriger Ordnungr=1−4 in Frage. Eine weitere wesent-
liche Einschr̈ankung besteht in der generischen Steifheit des Systems. Die Systemmatrix
Ah hat in Abḧangigkeit von der (gleichf̈ormigen) Gitterfeinheithdie Kondition

κ2(Ah)≈h
−2.

BeiexplizitenZeitschrittschemata sind also einschneidende Schrittweitenrestriktionen ein-
zuhalten, welche deren Verwendung in der Regel verbietet. Der formale Vorteil der expli-
ziten Verfahren, dass in den einzelnen Zeitschritten keine impliziten Gleichungssysteme
zu l̈osen sind, wird besonders in ḧoheren Raumdimensionen (d = 2, 3) durch die hohe
Zahl von durchzuf̈uhrenden Zeitschritten (besondersbei Verwendung lokal verfeinerter
Ortsgitter) schnell aufgehoben.

Beispiel numerischer Instabiliẗat:Wir wollen dies anhand einer einfachen Modellsi-
tuation illustrieren. Die eindimensionale, homogene Version der ARWA (5.0.1)

∂tu−∂
2
xu=0 in Ω=(0,1), u|∂Ω=0, u|t=0=u

0 (5.0.6)

wird auf einemäquidistanten Gitter 0 =x0< ... < xn < ... < xN+1 = 1 mit Hilfe
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zentraler Differenzenquotienten 2. Ordnung,

∂2xu(xn,t)≈h
−2 Un−1(t)−2Un(t)+Un+1(t).

diskretisiert. Die VektorfunktionUh(t)=(Un(t))
N
n=1 gen̈ugt dann dem System geẅohnli-

cher Differentialgleichungen

Un(t)−h
−2{Un−1(t)−2Un(t)+Un+1(t)}=0,

wobei bei Ber̈ucksichtigung der RandbedingungenU0≡UN+1 ≡0 gesetzt ist. Die An-
fangswerte sind naturgem̈aßUn(0) =u

0(xn). Dies kann kompakt geschrieben werden als

Uh+AhUh(t)=0,t≥0, Uh(0) =U
0, (5.0.7)

mit der (N×N)-Matrix

Ah=h
−2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−2 1 0

1 −2
...

...
...

−2 1

0 1 −2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Diese Matrix hat, wie wir bereits wissen, die Eigenwerte

0<λ1≤...≤λN =
4

h2
+O(h2), (5.0.8)

d. h.: Das nach Ortsdiskretisierung entstandene System (5.0.7) wird f̈ur kleineshzuneh-
mend steif mit Steifigkeitsrate κ=O(h−2). Beim expliziten Euler1-Schema (

”
Polygon-

zugmethode“) ist z. B. aus Stabiliẗatsgr̈unden die Schrittweitenbedingung

−λnk∈[−2,0] ⇔ k≤1
2
h2 (5.0.9)

einzuhalten. Diese Schrittweitenbeschr̈ankung f̈ur explizite Verfahren hat entscheidende
praktische Bedeutung. Wir wollen das Pḧanomen der numerischen Instabiliẗat illustrie-
ren. Dazu betrachten wir als einfachstes explizites Zeitschrittschema das klassische Euler-
Verfahren (Polygonzugmethode) mitäquidistanter Schrittweitek.Diesf̈uhrt auf die fol-
genden Differenzengleichungen f̈ur die ApproximationenUmn ≈u(xn,tm):

Um+1n =Umn +
k

h2
Umn−1−2U

m
n +U

m
n+1 . (5.0.10)

1Leonhard Euler (1707–1783), geb. in Basel: universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster
und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.
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F̈urk=h2ist dann
Um+1n =Umn−1−U

m
n +U

m
n+1.

Im Fall oszillierender Anfangsdatenu0n=(−1)
n ergibt sich

U1n=(−1)
n−1−(−1)n+(−1)n+1=−3(−1)n=−3U0n,

und bei Fortsetzung dieses Arguments:

Umn =(−3)
mU0n, m≥1,n=1, ..., N. (5.0.11)

Dieses Verhalten bedeutet numerische
”
Instabiliẗat“. Es mag unrealistisch erscheinen, eine

oszillierende Anfangsbedingung der ArtU0n=(−1)
n anzunehmen, doch bedingt durch

Rundungsfehler k̈onnte gelten:

U0n=V
0
n+ε(−1)

n (5.0.12)

mit
”
glatten“ exakten AnfangsdatenV0. Wegen der Lineariẗat der betrachteten Diffe-

renzengleichungen folgt

Umn =V
m
n +ε(−3)

m(−1)n, (5.0.13)

so dass die anf̈anglich kleinen Anfangssẗorungen schnell anwachsen; z. B. ist diese f̈ur
ε=10−15>3−32 bereits nach nur 32 Zeitschritten auf Gr̈oße≈1 angewachsen und
zwar unabḧangig von der Gr̈oße vonh.

ii)
”
Rothe-Methode“:Bei der Rothe2-Methode wird die Differentialgleichung als geẅohn-

liche Differentialgleichung f̈ur eine Hilbertraum-wertige FunktionU(t)∈Vaufgefasst und
zun̈achst mit einem A-stabilen Verfahren inder Zeit diskretisiert. Bei Verwendung z. B.
des impliziten Euler-Schemas ergibt sich eine Folge von speziellen Randwertaufgaben

Um+kLUm =Um−1+kfm, m≥1, U0(x)=u0(x).

Diese Probleme werden nun nacheinander auf m̈oglicherweise wechselnden, dem L̈osungs-
verlauf angepaßten Ortsgittern diskretisiert. Das Problem ist dabei der ad̈aquate Transfer
der jeweiligen Startl̈osungUm−1 vom alten auf das neue Ortsgitter. Hier zeigt sich wie-
der der systematische Vorteil einer Finite-Elemente-Galerkin-Methode, bei der sich ganz
automatisch alsrichtigeWahl die L2-Projektion vonUm−1auf das neue Gitter ergibt.

iii) Globale Orts-Zeit-Diskretisierung:Ähnlich wie bei den Transportproblemen in
zwei Dimensionen k̈onnte auch bei der Ẅarmeleitungsgleichung eine simultane Diskreti-
sierung (etwa mit einem Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren) auf einem unstrukturierten
Gitter der ganzen (x, t)-Ebene erfolgen. Dieser theoretisch durchaus attraktive Ansatz
wird aber bei ḧoher dimensionalen Problemen wegen der globalen Kopplung aller Unbe-
kannten sehr rechenaufwendig und spielt daher bei parabolischen Problemen in der Praxis
keine wesentliche Rolle.

2Erich Rothe (1895–1988): Deutscher Mathematiker; Promotion und Habilitation in Berlin (1928),
danach Assistent in Breslau, nach dem Krieg Prof. an der University of Michigan, USA.
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Im Folgenden Abschnitt werden wir Differenzenapproximationen in Verbindung mit
der Linienmethode betrachten. Die Rothe-Methode wird in Verbindung mit Finite-Elemente-
Verfahren im Ort diskutiert. Dies m̈undet dann auch ohne Probleme in Galerkin-Diskreti-
sierungen simultan in Ort und Zeit, den sog.

”
unstetigen“ oder

”
stetigen“ Galerkin-

Verfahren (sog.
”
dG(r)-“ oder

”
cG(r)-Verfahren“).

5.1 Differenzenverfahren f̈ur parabolische Probleme

5.1.1 Zeitschrittverfahren

Wir beginnen mit der Diskussion der
”
Linienmethode“ zur Diskretisierung von paraboli-

schen ARWAn der Art

∂tu+Lu=f inQT:= Ω×I, u|∂Ω=0,u|t=0=u
0, (5.1.14)

mit L:=−aΔ auf einem beschr̈ankten (regul̈ar berandeten) Gebiet Ω⊂R2und einem
ZeitintervallI=[0,T] . Der Einfachheit halber wird die rechte Seitefgelegentlich als
Null angenommen.

Ortsdiskretisierung von (5.1.14) mit einem derüblichen Differenzenverfahren (z. B.
dem 5-Punkte-Operator mit geeigneter Randapproximation) f̈uhrt auf ein System geẅohn-
licher Differentialgleichungen

Uh(t)+AhUh(t)=0, t>0, Uh(0) =U
0, (5.1.15)

f̈ur den VektorUh(t)∈R
N der Knotenwerte. Da die Eigenwerte der SystemmatrixAh

alle reell sind (oder wenigstens nahe an der rellen Achse liegen), k̈ame zur stabilen In-
tegration des Systems (5.1.15) jede A(0)-stabile Formel in Frage. Dabei muss aber der
hohe numerische Aufwand bei der Durchf̈uhrung komplizierter impliziter Verfahren hoher
Ordnung ber̈ucksichtigt werden. DurchÜbertragung der klassischen Zeitschrittformeln f̈ur
geẅohnliche Differentialgleichungen auf das System (5.1.15) erhalten wir unter Benutzung
der oben eingef̈uhrten Bezeichnungen die folgenden einfachsten Einschrittverfahren:

1)Explizites Euler-Verfahren (Polygonzugmethode):

k−1{Umh −U
m−1
h }+AhU

m−1
h =fm−1, m≥1,

2)Implizites Euler-Verfahren:

k−1{Umh −U
m−1
h }+AhU

m
h =f

m, m≥1,
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3)Crank3-Nicolson4-Verfahren (Trapezregel):

k−1{Umh −U
m−1
h }+1

2
Ah(U

m
h +U

m−1
h )=1

2
(fm+fm−1), m≥1,

und die Zweischrittverfahren: 4)BDF(2)-Verfahren (R̈uckẅartsdifferenzenformel):

1
2
k−1{3Umh −4U

m−1
h +Um−2h }+AhU

m
h =f

m, m≥2,

5)Mittelpunkts-Verfahren:

1
2
k−1{Umh −U

m−2
h }+AhU

m−1
h =fm−1, m≥2,

6)Simpson-Verfahren:

1
2
k−1{Umh −U

m−2
h }+2

3
Ah{U

m
h +4U

m−1
h +Um−2h }=fm−1, m≥2.

Als Startwerte werden geẅohnlich (im Fall glatter Anfangsdaten) einfach die Restriktionen
U0n=u

0(an) verwendet. Bei den Zweischrittverfahren wird der zweite erforderliche Start-
wert U1h durch Anwendung einer Einschrittformel entsprechender Ordnung gewonnen.
Wegen ihrer inhärenten Instabiliẗat (triviales Stabiliẗatsgebiet) kommen die Mittelpunkts-
formel und die Simpson-Formel f̈ur die praktische Anwendung nicht in Frage.

Wie bei der Analyse von Differenzenverfahren üblich verwenden wir den
”
Abschneide-

fehler“τmh,k=(τ
m
n)
N
n=1 der Differenzenformeln. Diesen erḧalt man wieder durch formales

Auswerten der Differenzenformeln auf der exakten L̈osung:

kτmh,k:=u
m−F(um,um−1,um−2).

Bei einer Ortsdiskretisierung der Ordnung pverḧalt sich der Abschneidefehler dann
gem̈aß

τmh,k=O(h
p+kq),

wobei qdie
”
Ordnung“ des Zeitschrittverfahrens ist. Von der Fehleranalyse der Zeit-

schrittverfahren f̈ur geẅohnliche Differentialgleichungenwissen wir bereits, dass die ein-
fachen Euler-Verfahren die Ordnungq= 1 und das Crank-Nicolson- sowie das BDF(2)-
Verfahren die Ordnung q= 2 haben. Sp̈ater werden wir noch Verfahren der Ordnung
q=3,4 kennenlernen. Bei der Analyse dieser Zeitschrittschemata f̈ur parabolische Pro-
bleme ist die genaue Abḧangigkeit des Abschneidefehlers von der̈ortlichen und zeitlichen
Regulariẗat der L̈osung interessant.

3John Crank (1916–2006): Englischer Mathematiker; Prof. an der Brunel University, Uxbridge, Eng-
land; Arbeiten zur Numerik partieller Differentialgleichungen.
4Phyllis L. Nicolson (1917–1968): Englische Physikerin; Lecturer in Leeds und Manchester.
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Hilfssatz 5.1 (Konsistenz): F̈ur die ARWA (5.1.14) gen̈ugen die Abschneidefehler der
betrachteten Differenzenverfahren den folgenden (scharfen) Abscḧatzungen:

i) Explizites und implizites Euler-Verfahren:

max
Q̄T
|τmh,k|≤max

Q̄T
|τmh|+

1
2
kmax
Q̄T
|∂2tu|; (5.1.16)

ii) Crank-Nicolson-Verfahren:

max
Q̄T
|τmh,k|≤max

Q̄T
|τmh|+

1
12
k2max

Q̄T
|∂3tu|; (5.1.17)

iii) BDF(2)-Verfahren:

max
Q̄T
|τmh,k|≤max

Q̄T
|τmh|+

2
3
k2max

Q̄T
|∂3tu|. (5.1.18)

Dabei istτmh =O(h
2)der Abschneidefehler der Ortsdiskretisierung.

Beweis:Der Abschneidefehler der Ortsdiskretisierung gen̈ugti.Allg.derAbscḧatzung

|τmh|=|Lu
m−Lhu

m|≤ch2Mm4(u),

wobeiLh der Ortsdifferenzenoperator ist undM4(u):=max̄Ω|∇
4um|. Speziell in einer

Raumdimension mit Ω = (0,1) gilt

|τmh|=|∂
2
xu
m−Lhu

m|≤1
12
h2max

[0,1]
|∂4xu

m|.

i) F̈ur die explizite Euler-Formel gilt

|k−1(um−um−1)+Lhu
m−1|= k−1

tm

tm−1

∂tudt+Lhu
m−1

= k−1
tm

tm−1

∂tudt−∂tu
m−1−Lum−1+Lhu

m−1

≤k−1
tm

tm−1

∂tu−∂tu
m−1 ds+|Lum−1−Lhu

m−1|

≤k−1
tm

tm−1

(t−tm−1)dt max
[tm−1,tm]

|∂2tu|+|τ
m−1
h |

Es folgt
max
Q̄T
|τmh,k|≤

1
2
kmax
Q̄T
|∂2tu|+max

Q̄T
|τm−1h |.

Dieselbe Abscḧatzung gilt auch f̈ur die implizite Euler-Formel.
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ii) F̈ur die Crank-Nicolson-Formel gilt

|k−1(um−um−1)+1
2
Lh(u

m+um−1)|= k−1
tm

tm−1

∂tudt−
1
2
(∂tu

m+∂tu
m−1)

+1
2
(Lum−Lhu

m)+1
2
(Lum−1−Lhu

m−1)

≤k−1
tm

tm−1

1
2
(t−tm)(t−tm−1)dt max

[tm−1,tm]
|∂3tu|

+1
2
(|τmh|+|τ

m−1
h |)

Wir erhalten damit
max
Q̄T
|τmh,k|≤

1
12
k2max

Q̄T
|∂3tu|+max

Q̄T
|τmh|.

iii) F̈ur die BDF(2)-Formel gilt

1
2
k−1{3um−4um−1+um−2+Lhu

m}=1
2
k−1{3um−4um−1+um−2−2k∂tu

m}

+Lhu
m−Lum.

Taylor-Entwicklung umtm liefert

3um−4um−1+um−2−2k∂tu
m =4

3
k3∂3tu(·,η

m)

mit gewissen Zwischenstellen ηm ∈[tm−2,tm] . Damit erhalten wir

max
Q̄T
|τmh,k|≤

2
3
k2max

Q̄T
|∂3tu|+max

Q̄T
|τmh|.

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Die L̈osung der ARWA (5.1.14) besitzt die explizite Darstellung

u(x, t)=

∞

n=1

u0nv
(n)(x)e−λnt, (x, t)∈QT, (5.1.19)

mit den Eigenwerten und (orthonormierten) Eigenfunktionen des regul̈aren
”
elliptischen“

OperatorsL=−aΔ:V⊂L2(Ω)→L2(Ω) ,

0<λ1< ...≤λn≤...(n∈N), v(n)(x)∈V: Lv(n)=λnv
(n),

und den Entwicklungskoeffizienten der Startwerte

u0(x)=

∞

n=0

u0nv
(n)(x), u0n=(u

0,v(n))Ω.

Diese Darstellung l̈asst sich wegen der gleichm̈aßigen Konvergenz der Reihen wie folgt
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umformen:

u(x, t)=

∞

n=1

u0nv
(n)(x)

∞

i=0

(−1)i
λint

i

i!
=

∞

i=0

(−1)i
ti

i!

∞

n=1

u0nλ
i
nv
(n)(x)

=
∞

i=0

(−1)i
ti

i!

∞

n=1

u0nL
iv(n)(x)=

∞

i=0

(−1)i
ti

i!
Li

∞

n=1

u0nv
(n)(x)

=

∞

i=0

(−1)i
1

i!
Liu0(x)=:e−tLu0(x).

Die Definition der Operatorfunktione−tLüber eine konvergente Taylor-Reihe l̈asst sich
auf beliebige analytische Funktionen̈ubertragen. Wir betonen, dass eine solche kompakte
L̈osungsdarstellung nur im Fall zeitlich konstanter Koeffizientenam̈oglich ist. Auf dem
diskreten Zeitgitter gilt dann

u(·,tm)=e
−kLu(·,tm−1), m∈N. (5.1.20)

Dies legt es nahe, den Zeitschritt tm−1→ tm mit Hilfe einer rationalen Approximation
R(z)≈ezder Exponentialfunktion der

”
Ordnung“ q+ 1 anzusetzen,

R(z)=
P(z)

Q(z)
=ez+O(|z|q+1), z≤0, (5.1.21)

mit geeigneten Polynomen P∈PrundQ∈Ps,wobeinaẗurlichQ aufz∈R− keine
Nullstellen haben darf. Das Diskretisierungsschema lautet dann

Umh =R(−kAh)U
m−1
h bzw. Q(−kAh)U

m
h =P(−kAh)U

m−1
h . (5.1.22)

Die oben betrachteten EinschrittverfahrenlassensichindiesenRahmeneinordnengem̈aß:

”
Expliziter Euler“ : R(z)=1+z,

”
Impliziter Euler“ : R(z)=(1−z)−1,

”
Crank-Nicolson“ : R(z)=(1+1

2
z)(1−1

2
z)−1.

Durch die Ordnungsbedingung

ezQrs(z)−Prs(z)=O(|z|
r+s+1), z≤0, (5.1.23)

f̈ur den AnsatzPrs∈Pr, Qrs∈Ps wird man auf die sog.”
Pad́e5-Schemata“ gef̈uhrt.

Diese sind eindeutig bestimmt und werden geẅohnlich in der sog.
”
Pad́e-Tafel“ dargestellt:

5Henri Eug̀ene Pad́e (1785–1836): Franz̈osischer Mathematiker; Prof. in Poitiers und Bordeaux; ent-
wickelte die sog. Pad́e-Approximation.
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Abbildung 5.1: Pad́e-Tafel.

Offensichtlich sind alle bisher betrachteten Einschrittschemata Pad́e-Formeln und da-
mit in diesem Sinne ordnungsoptimal. Aus der Pad́e-Tafel erhalten wir nun weitere Zeit-
schrittverfahren ḧoherer Ordnung. Dabei kommen ausÖkonomiegr̈unden nur die

”
dia-

gonalen“ oder
”
subdiagonalen“ Pad́e-Schemata in Frage; z. B. die folgenden impliziten

Verfahren 3. bzw. 4. Ordnung:

(I+1
3
kAh)U

m
h =(I−

2
3
kAh+

1
6
k2A2h)U

m−1
h (q = 3),

(I+1
2
kAh+

1
12
k2A2h)U

m
h =(I−

1
2
kAh+

1
12
k2A2h)U

m−1
h (q = 4).

Wir bemerken für die weitere Analyse, dass eine rationale ApproximationR(z)der
Exponentialfunktion (der Ordnungr≥1 ) die folgende Eigenschaft hat:

|R(z)|≤eδz, −1≤z≤0, (5.1.24)

mit einem geeignetenδ>0 . Die Wirkung der Zeitschrittschemata des Typs (5.1.22) l̈asst
sich mit Hilfe der Spektralzerlegung der MatrixAh wieder beschreiben durch:

Umh =

N

n=1

U0nR(−kλn)
mv(n), m≥1,

bzw. (mit der Euklidischen Vektornorm|·|)

|Umh|
2=

N

n=1

|U0n|
2|R(−kλn)|

2m.

Ihr qualitatives Verhalten l̈asst sich also weitgehend durchdie Eigenschaften der verwen-
deten rationalen FunktionR(z) charakterisieren. Wir stellen einige wichtige Bedingungen
f̈ur die folgende Analyse zusammen.

i) DieA-Stabiliẗat
|R(z)|≤1, z≤0.
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sichert die
”
Stabiliẗat“ der Zeititeration supm≥0|U

m
h|<∞.

ii) Diestrenge A-Stabiliẗat

|R(z)|≤1−ck , z≤−1,

sichert die Beschr̈anktheit der diskreten L̈osung auch im Fall inhomogener rechter Seiten,
supm≥0|U

m
h|<csupm≥0|f

m|.

iii) Diestarke A-Stabiliẗat
|R(z)|≤κ<1, z≤−1,

sichert die (exponentielle) D̈ampfung
”
hochfrequenter“ L̈osungsanteile und macht das

Verfahren robust gegen̈uber lokalen Sẗorungen der Daten (
”
Gl̈attungseigenschaft“).

iv) Zur korrekten Wiedergabe von Schwingungsprozessen (im Ort oszillierenden L̈osun-
gen) sollte

R(±i)∼1

sein, um diese Schwingungen m̈oglichst wenig zu d̈ampfen (
”
numerischen Dissipativiẗat“).

Offensichtlich k̈onnen nurimpliziteVerfahren die gelisteten Eigenschaften haben. Das
implizite Euler-Schema (und genauso alle sub-diagonalen Pad́e-Schemata) ist stark A-
stabil (mit Limesκ=0),neigtaberzurÜberd̈ampfung:|(1 +i)−1|=1/

√
2 . Dagegen

ist das Crank-Nicolson-Schema (und genauso alle diagonalen Pad́e-Schemata) nur einfach
A-stabil,

lim
z→−∞

1+1
2
z

1−1
2
z
=−1,

besitzt aber praktisch auch keine numerische Dissipation:|(1−i/2)(1 +i/2)−1|=1.
Die fehlendestarkeA-Stabiliẗat hat nachteilige Konsequenzen im Fall von irregul̈aren
Anfangswertenu0(z.B.: lokalen Temperaturspitzen). Die durch diese Anfangsdaten in-
duzierten hochfrequenten Fehleranteile werden durch das Crank-Nicolson-Schema nur un-
zureichend ausged̈ampft, so dass sich ein unphysikalisches L̈osungsverhalten zeigen kann.
Es sei daran erinnert, dass der kontinuierliche Differentialoperator stark d̈ampfend ist:

u(t)≤e−λmintu0 , t≥0,

mit dem kleinsten Eigenwert des Ortsoperators, λmin >0.

Bei Verwendung des Crank-Nicolson-Schemas f̈ur Rechnungenüber lange Zeitr̈aume
sollte es stabilisiert werden, um wenigstensstrengeA-Stabiliẗat zu sichern. Dies kann ohne
Reduktion der Konsistenzordnung durch einen leichtenk-abḧangigen Schift erfolgen:

I+1
2
(1 +ck)kAh U

m
h = I−

1
2
(1−ck)kAh U

m−1
h . (5.1.25)

Verfahren ḧoherer Ordnung erfordern die Invertierung der OperatorfunktionQ(−kAh).
Dies ist in der Regel zu teuer. Einerseits ist die Besetzungstruktur vonQ(−kAh)selbst
bei Polynomgradj= 2 bereits deutlich dichter als die vonAh, andererseits ẅurde das
Arbeiten mit der LinearfaktorzerlegungQ(z)=(z−μ)(z−μ̄) die Verwendung (kostspie-
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liger) komplexer Arithmetik erfordern. Geeignet ẅaren dagegen Schemata, bei denen das
Nennerpolynom in reelle Linearfaktoren zerf̈allt:Q(z)= s

j=1(z−μj),μj∈R.Durch
diesen Ansatz sollten sich systematisch Verfahren mit g̈unstigeren Eigenschaften als die
der einfachen Basisschemata gewinnen lassen.

Ein Beispiel f̈ur einen solchen Ansatz ist die parameter-abḧangige rationale Funktion

Rθ(z)=
(1 +αθz)(1 +βθz)2

(1−αθz)2(1−βθz)
=ez+O(|z|3), z≤0,

mitθ=1−1
2

√
2=0,292893..., θ=1−2θund beliebigen Wertenα∈(1

2
,1],β=1−α.

Das auf dieser rationalen Funktion basierende Schema ist wegen

|Rθ(z)|<1,z<0, lim
z→−∞

|Rθ(z)|=
β

α
<1.

stark A-stabil. Die Entwicklung

Rθ(z)=1+z+
1
2
z2{1−(α−β)(2θ2−4θ+1)}+1

6
r(θ, α)z3+O(|z|4)

zeigt, dass f̈ur die obige Parameterwahl von der OrdnungO(k2)ist.F̈ur die G̈ute die-
ser Approximation im Vergleich zu der des Crank-Nicolson-Schemas ist die Gr̈oße der
f̈uhrenden Fehlerkonstanter(α) bestimmend. Eine Taylor-Entwicklung ergibt

r(θ, α)=(18θ+24θ3)α3+(42θ2θ+12θθ
2
+30θ

3
)α2β

+(12θ3+30θ2θ+24θθ
2
+6θ

3
)αβ2+(6θ2θ+12θθ

2
+6θ

3
).

Im betrachteten Bereich{0,5<α ≤ 1}ist|r(θ, α)| ≤0,5. Damit ist die Fehler-
konstante dieser Approximation nur in akzeptablem Maß gr̈oßer als die entsprechende
Fehlerkonstante 1

12
der Trapezregel. Das zugeḧorige Verfahren l̈asst sich in Form eines

Teilschrittschemas schreiben (hier f̈ur den inhomogenen Fall),

Teilschritt-θ-Verfahren (Fractional-Step-θ-Method):

(I+αθkAh)U
m−1+θ=(I−βθkAh)U

m−1+θkfm−1h , (5.1.26)

(I+βθkAh)U
m−θ=(I−αθkAh)U

m−1+θ+θkfm−θh , (5.1.27)

(I+αθkAh)U
m =(I−βθkAh)U

m−θ+θkfm−θh . (5.1.28)

Jeder der Teilschritte hat die Form eines geschifteten Crank-Nicolson-Schritts, so dass
der Gesamtaufwand pro Zeitschritt dem von drei Crank-Nicolson-Schritten entspricht.
F̈ur den speziellen Wert

α=(1−2θ)(1−θ)−1=0,585786...

istαθ=βθ, so dass die zu invertierenden Matrizen in den drei Teilschritten̈ubereinstim-
men, was z.B. bei der direkten L̈osung der Gleichungssysteme ausgenutzt werden kann.
Eine genaue Analyse des Abschneidefehlers des FS-Schemas zeigt, dass seine f̈uhrende
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Fehlerkonstante nur wenig gr̈oßer als die von drei kombinierten Crank-Nicolson-Schritten
ist:

τmk =̂ck
2+O(k3), ĉFS∼ĉ3×CN.

Dies bedeutet, dass das FS-Schema gegen̈uber dem CN-Schema bzgl. Genauigkeit und
Aufwand gleichwertig ist, aberüber eine ḧohere Robustheit verf̈ugt. Das FS-Schema hat
sich in der Praxis als besonders geeignet zur Behandlung von parabolischen Problemen
mit nicht notwendig regul̈aren Daten und geringer naẗurlicher Eigendissipation erwiesen.

5.1.2 Stabiliẗat und Konvergenz

Wir wollen nun die Stabilität und Konvergenz von Diskretisierungen der Ẅarmeleitungs-
gleichung untersuchen. Dabei bedienen wir unsexemplarisch verschiedener Techniken, die
alle diskrete Analoga von Analysemethoden beim kontinuierlichen Problem sind.

i)
”
Maximumprinzipmethode“

Eine einfache, direkte Variante der Maximumprinzipmethode kann bei gewissen expliziten
Differenzenschemata angewendet werden. Die Ortsdiskretisierung f̈uhre auf eine M-Matrix
Ah.F̈ur die explizite Euler-Formel

Umh =U
m−1
h −kAhU

m−1
h

gilt dann wegen der Diagonaldominanz vonAh:

|Umn|=|1−kann||U
m−1
n |+k

ν=n

|anν||U
m−1
ν |

≤|1−kann||U
m−1
n |+kannmax

ν
|Um−1ν |.

Unter der Schrittweitenbedingung

k≤max
n
{a−1nn}∼ch

2 (5.1.29)

folgt daher dieL∞-Stabiliẗat des Verfahrens

max
n
|Umn|≤max

n
|Um−1n |≤...≤max

n
|U0n|, m≥1. (5.1.30)

Im Fall des 5-Punkte-Schemas istann=4h
−2, so dass die Stabiliẗatsbedingung (5.1.29)

die Form

k≤1
4
h2 (5.1.31)

erḧalt.
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Satz 5.1 (Explizites Euler-Verfahren):Unter der Schrittweitenbedingung (5.1.29) gilt
f̈ur das explizite Euler-Verfahren die Konvergenzabscḧatzung

max
Q̄T
|Umh −u(·,tm)|≤T

1
2
kmax
QT
|∂2tu|+max

Q̄T
|τmh|. (5.1.32)

mit demörtlichen Abschneidefehlerτmh =O(h
q).

Beweis:Der Fehlerem :=u(·,tm)−U
m gen̈ugt der Gleichung

k−1(em−em−1)+Ahe
m =τmh,k

mit dem Abschneidefehler

max
Q̄T
|τmh,k|≤

1
2
kmax
Q̄T
|∂2tu|+max

Q̄T
|τmh|.

Das bei der Herleitung der Stabiliẗatsbedingung (5.1.29) verwendete Argument liefert

max
Ω̄
|em|≤max

Ω̄
|em−1|+kmax

Q̄T
|τmh,k|

Durch Iteration dieser Abscḧatzung folgt weiter wegene0=0:

max
Ω̄
|em|≤k

m

μ=1

|τμh,k|

≤1
2
tmkmax

Q̄T
|∂2tu|+tmmax

Q̄T
|τmh|.

Dies impliziert die behauptete Fehlerabscḧatzung. Q.E.D.

Eine wichtige Eigenschaft des kontinuierlichen Ẅarmeleitungsoperators ist seine
”
in-

verse Monotonie“, d. h.: L̈osungen zu nicht-negativen Anfangsdaten und rechter Seite
bleiben nicht-negativ. Diese Eigenschaftübertr̈agt sich auf die diskretisierten Probleme,
wenn die SystemmatrixAh M-Matrix ist.

i) F̈ur das explizite Euler-Verfahren folgt unter der Schrittweitenbedingung (5.1.29) aus
Um−1n ≥0 undfmn ≥0 notwendig auch

Umn =(1−kann)U
m−1
n +k

ν=n

|anν|U
m−1
ν +kfmn ≥0.

ii) F̈ur das implizite Euler-Verfahren ist im FalleUm−1n ≥0 undfmn ≥0

(Ih+kAh)U
m
h =U

m−1
h +kfmh ≥0.

Da mit Ah naẗurlich auchIh+kAh M-Matrix ist, gilt (Ih+kAh)
−1≥ 0 . Es folgt

Umh ≥0.
In beiden F̈allen ist also auch das diskrete Schema

”
invers-monoton“. Dies ist i.a. f̈ur das

Crank-Nicolson-Schema nicht der Fall.
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ii)
”
Von Neumannsche Methode“ (Fourier-Methode)

Wir beschränken uns bei der Beschreibung der auf von Neumann6zur̈uckgehenden Ana-
lysemethode auf den̈ortlich eindimensionalen Fall mit Ω = (−π, π),

∂tu−∂
2
xu=0 in QT,

mit
”
periodischen“ Dirichlet-Randbedingungen

u(−π, t)=u(π, t), t≥0.

In diesem Fall kann die L̈osung der ARWA nach trigonometrischen Funktionen entwickelt
werden (Fourier-Entwicklung). In komplexer Schreibweise lautet dies

u(x, t)=
∞

ν=0

a0νe
iνxeν

2t, (5.1.33)

mit den Entwicklungskoeffizienten a0ν der Anfangsbedingung. Auf einemäquidistanten
Punktgitter{xn=−π+nh, n=0, ..., N=2π/h}machen wir f̈ur die diskrete L̈osung
Umh ={U

m
n,n=0, ..., N},m≥0,den analogen Entwicklungsansatz

Umn =

N

ν=0

amνe
iνnh=:

N

ν=0

a0νω
m
νe
iβνn (5.1.34)

mitβν:=νhund zu bestimmenden Parameternων∈C. Wir fragen nach der Stabiliẗat
f̈urm→∞ der Differenzendiskretisierung bzgl. der diskreten Spektralnorm

Umh h:=
N

n=1

|amn|
2
1/2

.

Die Wirkung des (linearen) Differenzenschemas kann f̈ur jede einzelne Fourier-Komponente
separat untersucht werden. Gesucht sind Bedingungen ankundh, unter denen|ων|≤1
ist f̈ur alle m̈oglichenβν. Dann liegt Stabiliẗat vor in dem Sinne, dass

Umh
2
h=

N

n=1

|a0n|
2|ων|

2m ≤
N

n=1

|a0n|
2= U0h

2
h. (5.1.35)

Wir führen diese Analyse wieder exemplarisch f̈ur das explizite Euler-Schema durch. Mit
r:=kh−2gilt

Um+1n =rUmn−1+(1−2r)U
m
n +rU

m
n+1.

6John von Neumann (1903–1957): US-Amerikanischer Mathematikerösterreichisch-ungarischer Her-
kunft; Studium in Budapest, Berlin und Z̈urich; 1927 Privatdozent in Berlin; arbeitete dann mit Hilbert
in G̈ottingen; ab 1933 Prof. in Princeton (USA); bedeutende Beitrg zur mathematischen Logik, Funktio-
nalanalysis, Quantenmechanik und Spieltheorie; gilt als einer der V̈ater der Informatik.
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Einsetzen vonUmn :=ω
meiβnergibt

ωm+1eiβn=rωmeiβ(n−1)+(1−2r)ωmeiβn+rωmeiβ(n+1),

und nach Vereinfachung
ω=re−iβ+(1−2r)+reiβ.

Es liegt Stabiliẗat vor, wenn|ω|≤1f̈ur beliebigesβ. Unter Ausnutzung der Beziehungen

eiβ=cos(β)+isin(β), cos(β)=1−2sin2(1
2
β),

folgt

ω=reiβ+e−iβ +(1−2r)=r(cos(β)+isin(β)+cos(β)−isin(β)) + (1−2r)

=r2−4sin2(1
2
β)+(1−2r)=1−4rsin2(1

2
β).

Stabiliẗat liegt vor f̈ur
−1≤1−4rsin2(1

2
β)≤1 ∀β,

wasäquivalent ist zu
rsin2(1

2
β)≤1

2
.

Dies f̈uhrt auf die schon bekannte Stabiliẗatsbedingung

k≤1
2
h2. (5.1.36)

Die Fourier-Methode kann auch f̈ur
”
exotischere“ Differenzenformeln angewendet wer-

den. Wir demonstrieren dies anhand des klassischen
”
Du Fort7-Frankel8-Verfahren“ (1953):

1

2k
Um+1n −Um−1n −

1

h2
Umn−1−(U

m+1
n +Um−1n )+Umn+1 =0. (5.1.37)

Sein Abschneidefehler verḧalt sich wie

max
n,m
|τmn|=O(k

2/h+k2+h2). (5.1.38)

Die von Neumannsche Stabiliẗatsanalyse liefert f̈ur die Versẗarkungsfaktoren die Darstel-
lung (r:=k/h2)

7E.C. Du Fort (????–????): US-Amerikanischer Physiker; Publ. mit S. P. Frankel: Stability conditions
in the numerical tratment of parabolic differential equations, Math. Tables and other Aids to Comput.
(jetzt Math. Comput.) 7, 135-152 (1953).
8Stanley Phillips Frankel(1919–1978): US-Amerikanischer Informatiker; Mitglied der theoretischen

Abteilung des
”
Manhattan Project“ in Los Alamos 1943 (Bau der ersten Atombombe); arbeitete mit dem

ENIAC-Computer und in verschiedenen Instituten an der Nutzung mehrerer fr̈uher Computer-Systeme;
Gruppenleiter am California Institute of Technology (CalTech) in Passadena, USA; Entwicklung der sog.

”
Monte-Carlo-Methode“ in der statistischen Physik.
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ω=
2rcos(β)± 1−4r2sin2(β)

1+2r
. (5.1.39)

Dies impliziert , dass|ω|≤1f̈ur alleβ, d.h.: Das DuFord-Frankel-Schema ist unbedingt
stabil. Analog zeigt man, dass das sog.

”
Richardson-Verfahren“

1

2k
(Um+1n −Um−1n )−

1

h2
(Umn−1−2U

m
n +U

m
n−1) = 0 (5.1.40)

unbedingtinstabilist. Obwohl es die
”
optimale“ KonsistenzordnungO(h2+k2) besitzt,

ist es also praktisch unbrauchbar. Dies ist nicht verwunderlich, da dieses Schema ein
Derivat der Mittelpunktsregel mit dem Stabiliẗatspolynomπ(z, hλ) und den Wurzeln
z1,2=hλ±(h

2λ2+1)1/2ist.

Die von Neumann’sche Fourier-Methode zur Stabiliẗatsanalyse von Differenzensche-
mata ist auf den Fall periodischer Dirichlet-Randbedingungen bzw. den Grenzfall von

”
Ganzraum-Problemen“ ( Ω =R1)beschr̈ankt und erforderẗaquidistante Ortsgitter. F̈ur
allgemeinere Ortsdiskretisierungen anwendbar ist die im folgenden pr̈asentierte

”
Spektral-

methode“.

iii) Spektral-Methode:
Die symmetrische, positiv definite MatrixAh habe die Eigenwerte und zugeḧorigen (l2-
orthonormierten) Eigenvektoren

0<λ1≤...≤λN, {w
(n),n=1, ..., N}.

Jede Gitterfunktion besitzt dann eine Entwicklung der Form

Umh =
N

n=1

anw
(n), an= U

m
h,w

(n).

Dabei ist das Skalarprodukt ·,·f̈ur eine FD-Diskretisierungim Ort wieder ein diskretes
Analogon der kontinuierlichenL2-Norm,

v, w:=

N

n=1

h2nvnwn,

und f̈ur eine FE-Diskretisierung gerade diese: v, w:= (v, w)Ω. Entsprechend sind die
zugeḧorigen Normen u :=v, v1/2definiert. Wir analysieren im folgenden isoliert den
Zeitschrittfehler im Rahmen der Linienmethode.

Satz 5.2 (Gl̈attungseigenschaft):Jedes stark A-stabile Einschrittschema vom Typ
(5.1.22) der Ordnungrbesitzt die Gl̈attungseigenschaft:

Umh −u
m
h ≤c

kr

trm
u0h , m>0. (5.1.41)
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Beweis:Nach Voraussetzung ist supz≥0|R(−z)|≤1 , limz→∞|R(−z)|≤ω<1 und

|R(−z)−e−z|≤c|z|r+1, 0≤z≤1.

O.B.d.A. nehmen wir an, dass |R(−z)|≤ω<1f̈urz≥1 . Wir verwenden wieder das
Spektralargument von oben. Mit den Eigenwerten 0<λ1≤...≤λN vonAhund einem
zugeḧorigen Orthonormalsystem{w(n),n=1, ..., N}von Eigenvektoren gilt wieder f̈ur
den Anfangswert

u0h=
N

n=1

αnw
(n)

die Abscḧatzung (τn:=kλn)

|Umh −u
m
h|
2=

N

n=1

α2nR(−kλn)
m−e−mkλn

2

=
τn≤1

...+
τn>1

... .

F̈ur die erste Summe rechts gilt mit einem geeignetenδ>0:

τn≤1

...=
τn≤1

R(−τn)−e
−τn

2
m−1

μ=0

R(−τn)
m−1−μe−μτn

2

α2n

≤c
τn≤1

τ2r+2n m2e−2δ(m−1)τnα2n≤cm
−2r|u0h|

2.

F̈ur die zweite Summe rechts gilt entsprechend mit einemδ>0:

τn>1

...≤2
τn>1

α2n |R(−τn)|
2m+e−2mτn

≤ce−δm

τn>1

α2n≤cm
−2r|u0h|

2.

Kombination dieser beiden Abscḧatzungen liefert wegenm=tm/k:

|Umh −u
m
h|
2≤c

k2r

t2rm
|u0h|

2. (5.1.42)

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Das popul̈are Crank-Nicolson-Schema

Umh =(Ih+
1
2
kAh)

−1(Ih−
1
2
kAh)U

m−1
h

besitzt als nichtstarkA-stabiles Schema nicht die volle Gl̈attungseigenschaft. Wir wollen
diesen Defekt anhand einer Modellbetrachtung erl̈autern.
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Sei

U0h=

N

n=1

α0nw
(n) ⇒ Umh =

N

n=1

α0n
1−kλn/2

1+kλn/2

m

w(n).

Die L̈osungskomponente zur ḧochsten Frequenz Λ =λN verḧalt sich wie

ωm =
1−kΛ/2

1+kΛ/2

m

∼e−tmΛ,

was dem Abfall der
”
exakten“ L̈osung entspricht.

i) F̈urkΛ<2(⇔ k∼h2)ist
|ω|≤e−δ, δ>0,

was den korrekten exponentiellen Abfalle−δmimpliziert.

ii) Im FallkΛ∼k/h2∼4/h(⇔ k∼h)ist

ω∼−
1−h/2

1+h/2
,

was oszillierendes Verhalten (−1)me−hm impliziert.

Zur D̈ampfung dieser Oszillationen in den
”
hochfrequenten“ Komponenten k̈onnen

folgende Strategien verwendet werden:
a) Mittelbildung:

Ũ1h=
1
4
{U0h+2U

1
h+U

2
h}=

N

n=1

α0n
1

4
+
1

2

1−1
2
kλn

1+1
2
kλn
+
1

4

1−1
2
kλn

1+1
2
kλn

2

w(n).

Auswertung des Ausdrucks in der Klammer ergibt

1+kλn+
1
2
k2λ2n+2−

1
2
k2λ2n+1−kλn+

1
4
k2λ2n

4(1 +1
2
kλn)2

=
1

(1 +1
2
kλn)2

und somit

Ũ1h=

N

n=1

α0n
(1 +1

2
kλn)2

w(n).

b) Euler-D̈ampfung: Der Zeitschrittprozess wird mitzwei impliziten Euler-Schritten mit
halber Schrittl̈ange gestartet. Dies ergibt

Ũ1h=

N

n=1

α0n
1

1+1
2
kλn

2

w(n).
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Satz 5.3 (Ged̈ampftes Crank-Nicolson-Verfahren):Das durch zwei Euler-Schritte
ged̈ampfte Crank-Nicolson-Verfahren besitzt die Gl̈attungseigenschaft:

Umh −u
m
h ≤c

k2

t2m
u0h . (5.1.43)

Beweis:F̈urz≥0 gilt

e−z−
1−1

2
z

1+1
2
z
≤c

z3

1+1
2
z
, e−z−

1

1+z
≤c

z2

1+z
.

Wir verwenden dies in der folgenden Abschätzung:

Umh −u
m
h
2=

N

n=1

α2n
1−1

2
kλn

1+1
2
kλn

m−2 1

1+1
2
kλn

2

−e−mkλn
2

Wir bezeichnen den Inhalt der äußeren Klammer mitσmn und setzenτn:=kλn. Es gilt

σmn =e
−(m−2)τn e−2τn−

1

1+1
2
τn

2

+ e−(m−2)τn−
1−1

2
τn

1+1
2
τn

m−2 1

1+1
2
τn

2

=e−(m−2)τn e−τn−
1

1+1
2
τn

e−τn+
1

1+1
2
τn

+ e−τn−
1−1

2
τn

1+1
2
τn

1

1+1
2
τn

2
m−3

μ=0

e−μτn
1−1

2
τn

1+1
2
τn

n−3−μ

.

i) Fallτn≤2:
1−1

2
τn

1+1
2
τn
≤e−

1
2
τn.

Dies sieht man wie folgt: Wegen ez≥zgilt−1+ze−z≤0 . Die Funktionf(z):=
1−z−(1 +z)e−z hat die Eigenschaftenf(0) = 0 undf(z)=−1+ze−z≤0 und
folglichf(z)≤0 . Damit erschließen wir

|σmn|≤ce
−mτnτ2n+τ

3
ie
−mτn/2

m−3

μ=0

e−μτn/2

≤ce−mτnτ2n+τ
3
ne
−mτn/2

1−e−(m−2)τn/2

1−e−τn/2
≤
c

m2
=c
k2

t2m
.

ii) Fallτn>2:
1−τn/2

1+τn/2
≤e−2/τn.
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Damit erschließen wir:

|σmn|≤ce
−mτn+e−2(m−2)/τn

1

τ2n

≤c(mτn)
2e−mτn

1

m2
+e−2m/τn

m

τn

21

m2
≤c
1

m2
=c
k2

t2m
.

Zusammenfassung der Resultate (i) und (ii) liefert nun:

Umh −u
m
h
2≤c

k4

t4m

N

n=1

α2n. (5.1.44)

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Auch die Spektralmethode ist auf den Fall parabolischer Probleme mit zeitunabḧangi-
gen, selbstadjungierten Operatoren wie dem Laplace-Operator Δ beschr̈ankt. Die weitrei-
chendste Analysetechnik ist die sog.

”
Energie-Methode“ (Hilbertraum-Methode), welche

auch f̈ur Probleme mit unsymmetrischen Operatoren mit zeitabḧangigen Koeffizienten
anwendbar ist. Wir demonstrieren diese Technik hier aber nur f̈ur die vorliegende Modell-
situation.

iv) Energie-Methode:
Wir betrachten das populäre Crank-Nicolson-Schema. F̈ur Funktionen (vn)

N
n=1 auf einem

äquidistanten Quadratgitter sind

(v, w)h:=h
d

N

n=1

vnwn, vh:= (v, v)
1/2
h ,

diskrete Analoga desL2-Skalarprodukts und der zugeḧorigenL2-Norm.

Satz 5.4 (Crank-Nicolson-Verfahren):Das Crank-Nicolson-Verfahren hat f̈ur hinrei-
chend glatte L̈osunguden globalen Diskretisierungsfehler

max
Q̄T

u−Uh h≤c(u)T{h
2+k2}, (5.1.45)

mit einer Konstante c(u)≈maxQ̄T{|∂
3
tu|+a|∇

4u|}.

Beweis:F̈ur den Fehlerem :=um−Um gilt

k−1(em−em−1)+1
2
Ah(e

m+em−1)=τmh,k.

Multiplikation dieser Identität mitem+em−1und Summationüberm ergibt

k−1{em 2
h− em−1 2h}+

1
2
(Ah(e

m+em−1),em+em−1)h=(τ
m
h,k,e

m+em−1)h.
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Der kleinste Eigenwert vonAh istλ>0 . Damit erschließen wir

k−1{em 2
h− em−1 2h}+

1
2
λem+em−1 2h≤

1
2
λem+em−1 2h+

1
2
λ−1τmh,k

2
h,

bzw.
em 2

h≤ em−1 2h+
1
2
λ−1kτmh,k

2
h.

Wir summieren nun überμ=m, ...,1 und erhalten

em 2
h≤ e0 2h+

1
2
λ−1k

m

μ=1

τμh,k
2
h.

Mit e0= 0 und der obigen Abscḧatzung f̈ur den Abschneidefehler folgt schließlich die
Behauptung. Q.E.D.

5.2 FE-Galerkin-Verfahren f̈ur parabolische Probleme

Wir diskutieren nun die Rothe-Methode zur Lösung des Problems

∂tu−Δu=f inQT=Ω×[0,T], (5.2.46)

mit den Nebenbedingungen u|t=0 =u
0 undu|∂Ω = 0 . Da die folgende Analyse exem-

plarischen Charakter hat, betrachten wir nur das implizite Euler-Schema. Dieses lautet
angewendet auf das kontinuierliche Problem (5.2.46)

k−1m (U
m−Um−1)−ΔUm =f̄m, U0:=u0, (5.2.47)

wobei die rechte Seite im zeitlichen Mittel ausgewertet wird gem̈aß

f̄m :=k−1m

tm

tm−1

f(t)dt=fm+O(km).

Die Zeitschrittweite km :=tm −tm−1 darf hier variieren, um eine m̈oglichst gute An-
passung an die L̈osungseigenschaften zu erreichen.Mechanismen zur adaptiven Wahl der
Zeitschrittweiten auf der Basis von a posteriori Fehlerabscḧatzungen werden weiter unten
diskutiert.

Die einzelnen Zeitschritte seien mit Hilfe eines FE-Verfahrens mit Ansatzr̈aumen
Vmh ⊂Vauf m̈oglicherweise von Zeit zu Zeit wechselnden GitternT

m
h diskretisiert:

(Umh,ϕ)+km(∇U
m
h,∇ϕ)=(U

m−1
h ,ϕ)+km(̄f

m,ϕ) ∀ϕ∈Vmh. (5.2.48)

Die Varianz der Ortsdiskretisierungen im Verlaufe der Zeititeration erm̈oglicht die dyna-
mische adaptive Anpassung der Ortsgitter an die momentane L̈osungsstruktur. In Ope-
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ratorschreibweise lautet das Schema (5.2.47)

(Imh +kmA
m
h)U

m
h =P

m
hU

m−1
h +kmP

m
hf̄

m, U0h=P
0
hu
0, (5.2.49)

mit derL2-ProjektionPmh aufVmh.Bez̈uglich derüblichen Knotenbasen{ϕ
m,n
h ,n=

1, ..., Nm =dimV
m
h}der R̈aumeV

m
h l̈asst sich dies als lineares Gleichungssystem zur

Bestimmung der zugeḧorigen Knotenwertevektorenxmh ∈R
Nm schreiben. Dazu f̈uhren

wir zus̈atzlich zu Massematrizen, Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren

Mmh :=(ϕ
m,i
h ,ϕ

m,j
h )

Nm

i,j=1
, Amh :=(∇ϕ

m,i
h ,∇ϕ

m,j
h )

Nm

i,j=1
, bmh :=(̄f

m,ϕm,jh )
Nm

j=1

auf dem GitterTmh noch Transfermatrizen zwischen den R̈aumenV
m−1
h undVmh ein:

Mm−1,mh :=(ϕm−1,jh ,ϕm,nh )
Nm−1,Nm

j,n=1
.

Damit schreibt sich

(Um−1h ,ϕm,nh )=

Nm−1

j=1

xm−1j (ϕm−1,jh ,ϕm,nh )=M
m−1,m
h xm−1h

und folglich

(Mmh +kmA
m
h)x

m
h =M

m−1,m
h xm−1h +kmM

m
hb
m
h. (5.2.50)

Wir wollen dieses Verfahren im folgenden im Hinblick auf Stabilität, Konvergenz sowie a
priori und a posteriori Fehlerabscḧatzung untersuchen.

5.2.1 A priori Konvergenzabscḧatzungen

Der naẗurliche Ansatz zur Analyse von FE-Diskretisierungen ist die
”
Energie-Methode“.

Wir geben zunächst einen einfachen Beweis f̈ur das implizite Euler-Verfahren unter reali-
stischen Annahmen an die Regulariẗat der L̈osung. Wir setzen (Die Zellen der Zerlegung
Tmh werden ab jetzt mitK bezeichnet.)

hm := max
K∈Tmh

diam(K), k= max
1≤m≤M

km

undemh :=U
m
h −u

m mit um :=u(·,tm).

Satz 5.5 (Implizites Euler-Verfahren):F̈ur das implizite Euler-Schema in Verbin-
dung mit einer FE-Diskretisierung 2. Ordnung gelten die folgenden Fehlerabscḧatzungen:

i) F̈ur beliebig variierende Ortsdiskretisierung:

max
1≤m≤M

emh ≤cT1/2 max
0≤m≤M

h2m

k
1/2
m

∇2um +c

M

m=1

k2m

tm

tm−1

∇∂tu
2dt

1/2

; (5.2.51)
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ii) Im SpezialfallVmh =Vhgleich f̈ur allem:

max
1≤m≤M

emh ≤cT1/2 max
0≤m≤M

{h2m ∇
2um }+c

M

m=1

k2m

tm

tm−1

∇∂tu
2dt

1/2

. (5.2.52)

Beweis:Wir bezeichnen mit Rmhu∈V
m
h die

”
elliptische“ Ritz-Projektion der L̈osung

um zum Zeitleveltm auf den Finite-Elemente-RaumV
m
h , definiert durch

(∇Rmhv,∇ϕh)=(∇v,∇ϕh) ∀ϕh∈V
m
h. (5.2.53)

F̈ur deren Fehler gilt

v−Rmhv+hm ∇(v−R
m
hv)≤ch

2
m ∇

2v. (5.2.54)

Wir betrachten nun zunächst die Differenzηmh :=U
m
h −R

m
hu
m.F̈ur beliebigesϕh∈V

m
h

ist dann unter Ausnutzung der Identiẗat

(Umh −U
m−1
h ,ϕh)+km(∇U

m
h,∇ϕh)=km(̄f

m,ϕh)

und der Projektionseigenschaft vonRmh:

(ηmh−η
m−1
h ,ϕh)+km(∇η

m
h,∇ϕh)

=km(̄f
m,ϕh)−(R

m
hu
m−Rm−1h um−1,ϕh)−km(∇R

m
hu
m,∇ϕh)

=km(̄f
m,ϕh)−(R

m
hu
m−Rm−1h um−1,ϕh)−km(∇u

m,∇ϕh).

Wir setzen nun ϕh:=η
m
h und erhalten mit Hilfe der Identiẗat (a−b)a=

1
2
a2−1

2
b2+

1
2
(a−b)2die Beziehung

1
2
ηmh

2−1
2
ηm−1h

2+1
2
ηmh−η

m−1
h

2+km ∇η
m
h
2

=km(̄f
m,ηmh)−(R

m
hu
m−Rm−1h um−1,ηmh)−km(∇u

m,∇ηmh)

=km(̄f
m,ηmh)−(u

m−um−1,ηmh)−km(∇u
m,∇ηmh) (5.2.55)

+(um−Rmhu
m,ηmh)−(u

m−1−Rm−1h um−1,ηm−1h )

+(um−1−Rm−1h um−1,ηm−1h −ηmh).

Weiter haben wir

km(̄f
m,ηmh)−(u

m−um−1,ηmh)−km(∇u
m,∇ηmh)

=
tm

tm−1

(f−∂tu, η
m
h)dt−km(∇u

m,∇ηmh)

=
tm

tm−1

(∇u,∇ηmh)dt−km(∇u
m,∇ηmh) (5.2.56)

=
tm

tm−1

(t−tm−1)(∇∂tu,∇η
m
h)dt

≤km ∇η
m
h
2+1

4
k2m

tm

tm−1

∂t∇u
2dt
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sowie

(um−1−Rm−1h um−1,ηm−1h −ηmh)≤
1
2
ηm−1h −ηmh

2+ch4m ∇
2um−1 2 (5.2.57)

oder

(um−1−Rm−1h um−1,ηm−1h −ηmh)≤k
−1
m ηm−1h −ηmh

2+ckmh
4
m ∇

2um−1 2 (5.2.58)

i) Wir betrachten zun̈achst den Fall allgemein variierender Ortsdiskretisierung. Kombi-
nation der Beziehungen (5.2.55), (5.2.56) und (5.2.57) und Absorption von Termen in die
linke Seite ergibt

1
2
ηmh

2−1
2
ηm−1h

2≤(um−Rmhu
m,ηmh)−(u

m−1−Rm−1h um−1,ηm−1h )

+1
4
k2m

tm

tm−1

∂t∇u
2dt+ch4m ∇

2um−1 2.

Wir wenden diese Abschätzung rekursiv f̈urm, m−1, ...,1 an und finden

ηmh
2≤ η0h

2+2(um−Rmhu
m,ηmh)−2(u

0−R0hu
0,η0h)

+c

m

μ=1

k2μ

tμ

tμ−1

∂t∇u
2dt+ch4μ ∇

2uμ−1 2

bzw.
ηmh

2≤ η0h
2+1

2
ηmh

2+1
2
um−Rmhu

m 2−(u0−R0hu
0,η0h)

+c

m

μ=1

k2μ

tμ

tμ−1

∂t∇u
2dt+ctm max

0≤μ≤m
{k−1m h

4
μ ∇

2uμ 2}.

Mit Hilfe der Abschätzung

uμ−Rμhu
μ + uμ−Pμhu

μ ≤ch2μ ∇
2uμ , μ=1, ..., m, (5.2.59)

folgt

emh ≤ ηmh + um−Rmhu
m ≤ ηmh +ch2m ∇

2um , (5.2.60)

η0h ≤ u0−R0hu
0 + u0−P0hu

0 ≤ch20∇
2u0 (5.2.61)

und damit schließlich die Fehlerabscḧatzung (5.2.51):

emh
2≤ctm max

0≤μ≤m
{k−1μ h

4
μ ∇

2uμ 2}+c
m

μ=1

k2μ

tμ

tμ−1

∇∂tu
2dt. (5.2.62)

ii) Wir nehmen nun an, dassVmh =Vh bzw.R
m
h =Rh f̈urm=1, ..., M. Kombination

der Beziehungen (5.2.55), (5.2.56) und (5.2.58) und Absorption von Termen in die linke
Seite ergibt:
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1
2
ηmh

2−1
2
ηm−1h

2≤(um−Rmhu
m,ηmh)−(u

m−1−Rm−1h um−1,ηm−1h )

+1
4
k2m

tm

tm−1

∂t∇u
2dt+k−1m ηm−1h −ηmh

2+ckmh
4
m ∇

2um−1 2.

Wir wenden diese Abschätzung rekursiv f̈urm, m−1, ...,1 an und finden:

ηmh
2≤ η0h

2+2(um−Rmhu
m,ηmh)−2(u

0−R0hu
0,η0h)

+c

m

μ=1

k2μ

tμ

tμ−1

∂t∇u
2dt+kmh

4
μ ∇

2uμ−1 2+k−1μ ημ−1h −ημh
2

bzw. mit den Abscḧatzungen (5.2.59), (5.2.60) und (5.2.61),

emh
2≤ctm max

0≤μ≤m
{h2μ ∇

2uμ 2}+
m

μ=1

k−1μ ημ−1h −ημh
2

+c

m

μ=1

k2μ

tμ

tμ−1

∂t∇u
2dt.

(5.2.63)

Im letzten Schritt scḧatzen wir die mittlere Summe rechts ab. Jetzt kannϕh=ϕ
m
h :=

ηmh−η
m−1
h ∈Vh als Testfunktion verwendet werden, und wir erhalten wie oben

ϕmh
2+1

2
km ∇η

m
h
2−1

2
km ∇η

m−1
h

2+1
2
km ∇ϕ

m
h
2

=km(̄f
m,ϕmh)−(R

m
hu
m−Rm−1h um−1,ϕmh)−km(∇R

m
hu
m,∇ϕmh)

=km(̄f
m,ϕmh)−(u

m−um−1,ϕmh)−km(∇u
m,∇ϕmh)

+(um−um−1−Rh(u
m+um−1),ϕmh).

Weiter haben wir

km(̄f
m,ϕmh)−(u

m−um−1,ϕmh)−km(∇u
m,∇ϕmh)

=
tm

tm−1

(f−∂tu, ϕ
m
h)dt−km(∇u

m,∇ϕmh)

=
tm

tm−1

(∇u,∇ϕmh)dt−km(∇u
m,∇ϕmh)

=
tm

tm−1

(t−tm−1)(∇∂tu,∇ϕ
m
h)dt

≤1
2
km ∇ϕ

m
h
2+1

2
k2m

tm

tm−1

∂t∇u
2dt

sowie

(um−um−1−Rh(u
m−um−1),ϕmh)≤

1
4
ϕmh

2+ch2m ∇(u
m−um−1)2

≤1
4
ϕmh

2+ch2mkm
tm

tm−1

∇∂tu
2dt.
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Kombination dieser Abscḧatzungen und Absorption von Termen in die linke Seite ergibt

ϕmh
2+km ∇η

m
h
2−km ∇η

m−1
h

2≤{k2m+ch
2
mkm}

tm

tm−1

∇∂tu
2dt.

Wir wenden diese Abschätzung wieder rekursiv f̈urm, m−1, ...,1 an und finden

m

μ=1

k−1μ ϕmh
2+ ∇ηmh

2≤ ∇η0h
2+c

m

μ=1

{kμ+h
2
μ}

tμ

tμ−1

∂t∇u
2dt.

Mit ∇η0h
2≤ch40∇

2u0 2folgt schließlich

m

μ=1

k−1μ ημh−η
μ−1
h

2≤ch40∇
2u0 2+c

m

μ=1

{kμ+h
2
μ}

tμ

tμ−1

∂t∇u
2dt. (5.2.64)

Wir setzen dies in (5.2.63) ein und erhalten die behauptete Abschätzung (5.2.52):

emh
2≤ctm max

0≤μ≤m
{h2μ ∇

2uμ 2}+
m

μ=1

k−1μ ημ−1h −ημh
2+c

m

μ=1

k2μ

tμ

tμ−1

∂t∇u
2dt,

was den Beweis vervollsẗandigt. Q.E.D.

Die Konvergenzordnung in (5.2.51) ist nicht optimal. Unter der Bedingung h
4/3
m ≤ckm

ergibt sich aber die zeit-optimale KonvergenzordnungO(km) . Das optimale Resultat
(5.2.52) l̈asst sich auch unter den weniger einschr̈ankenden BedingungenVm−1h ⊂Vmh
oderh2mk

−1
m ≤κhinreichend klein beweisen.

Hilfssatz 5.2 (A-priori Schranke): F̈ur die L̈osung der ARWA (5.2.46) gilt die a prio-
ri Abscḧatzung

max
[0,T]

∇2u+ T−1
T

0

∇∂tu
2dt

1/2

≤c∇2u0 +cmax
[0,T]
{f + ∂tf}. (5.2.65)

Beweis:Der Beweis verwendet die
”
Energie-Technik“, wird hier aber nicht ausgef̈uhrt.

Q.E.D.

Wir wollen noch die Frage nach der
”
inversen Monotonie“ der Orts-Zeit-Diskretisierung

diskutieren. Unter bestimmten Bedingungen an das Ortsgitter (z.B. alle Innenwinkel einer
Triangulierungω≤π/2 ) ist die SteifigkeitsmatrixAheine M-Matrix. Die Systemmatrix
Mh+kAhmuss aber nicht automatisch M-Matrix sein. Um dies dennoch sicherzustellen,
werden die Elemente vonMh,

mij=(ϕ
m,i
h ,ϕ

m,j
h ),

mit Hilfe der Trapezregel ausgewertet. Bei stückweise linearen Ans̈atzen liefert dies eine
DiagonalmatrixM̃h=Mh+O(h

2) mit positiven Diagonalelementen, so dassM̃h+kAh
M-Matrix wird. Dieser

”
Mass-Lumping“ genannte Prozess erhält die Konvergenzordnung

des Gesamtschemas und stellt seine
”
inverse Monotonie“ sicher (̈Ubungsaufgabe).
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5.2.2 Fehlerkontrolle und Schrittweitensteuerung

Zur Herleitung vona posterioriFehlerabscḧatzungen erweist sich eine globale Betrachtung
simultan in Ort und Zeit (ohne die bisherige Aufspaltung in Orts- und Zeitdiskretisierung)
als angemessen. Wir f̈uhren dazu das Konzept der

”
unstetigen Galerkin-Verfahren“ f̈ur

parabolische ARWAn ein, als deren einfachster Spezialfall das implizite Euler-Verfahren
(5.2.48) erscheinen wird. Die Vorgehensweise entspricht der bereits von den geẅohnlichen
AWAn her bekannten, erg̈anzt um die Aspekte der Ortsdiskretisierung.

Ausgehend von oben formulierten DiskretisierungenTmh ={K
m
n}des OrtsgebietsΩ̄

und 0 =t0< ... < tμ < ... < tM =T des ZeitintervallsI=[0,T]f̈uhren wir die
folgenden Bezeichnungen ein (Man beachte, dass die Zeitschrittweite nicht bzgl. des Orts
variiert.):

Im := (tm−1,tm], km=tm−tm−1,

k:= max
m=1,...,M

km, hm := max
K∈Tmh

hK, h:= max
m=1,...,M

hm,

vm±:= lim
s↓0
v(·,tm±s), [v]

m :=vm+−vm−,

Qmn :=K
m
n ×Im, ∂Qmn :=∂K

m
n ×Im, Qm := Ω×Im.

Die ARWA (5.2.46) l̈asst sicḧaquivalent schreiben in der Form

M

m=1 Im

{(∂tu, ϕ)+(∇u∇ϕ)}dt+([u]
m−1,ϕ(m−1)+) =

I

(f, ϕ)dt (5.2.66)

f̈ur beliebige in der Zeit stetige Testfunktionϕ(·,t)∈V, wobei die Anfangsbedingung
durch die Setzungu0−:=u0ber̈ucksichtigt ist. Jede (glatte) L̈osung von (5.2.46) erf̈ullt
offenbar die Beziehung (5.2.66), und umgekehrt muss jede L̈osung von (5.2.66) in den
Teilintervallen Im der Ẅarmeleitungsgleichung gen̈ugen und beitm auch stetig sein.
Damit folgt dann wieder, dass es sich um eine L̈osung der ARWA handeln muss. Dieses
Problem wird nun mit einem Galerkin-Ansatz auf dem ganzen Orts-Zeit-ZylinderQT
diskretisiert. Dazu f̈uhren wir die folgenden Finite–Elemente–R̈aume ein:

Vh={v:̄QT→R|vt∈Im(·,t)∈V
m
h,vt∈Im(x,·)∈Pr(Im),(x, t)∈QT}.

Die Funktionen inVhsind also bzgl. des Ortes sẗuckweise inV
m
h (d.h. linear oder bilinear

und stetig) und bzgl. der Zeit sẗuckweise polynomial vom Gradr(und unstetig). Der
Galerkin-Ansatz sucht dann ApproximationenUh∈Vhzu bestimmen durch die Vorschrift

M

m=1 Im

{(∂tUh,ϕh)+(∇Uh,∇ϕh)}dt+([Uh]
m−1,ϕ

(m−1)+
h ) =

I

(f, ϕh)dt (5.2.67)

f̈ur beliebige Testfunktionϕh∈Vh mit dem Anfangswert U
0−
h =P0hu

0 (P0h dieL
2-

Projektion aufV0h). Da die Testfunktionen unstetig in der Zeit sein d̈urfen, zerf̈allt dieses
formal zeitlich global gekoppelte System in lokale Teilprobleme auf jedem Zeitstreifen
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Qm =Ω×Im. Dieses Schema wird”
unstetiges Galerkin-Verfahren“ (abgek̈urzt

”
dG(r)-

Verfahren“) genannt. Wir wollen im folgenden nur den einfachsten Fallr=0,d.h.das
dG(0)-Verfahren, betrachten. In diesem Fall reduziert sich das globale Schema (5.2.67) auf
die folgende Sequenz von lokalen Gleichungen auf den ZeitintervallenIm,m=1, ..., M:

Im

{(∂tUh,ϕh)+(∇Uh,∇ϕh)}dt+([Uh]
m−1,ϕh)=

Im

(f, ϕh)dt (5.2.68)

f̈ur beliebigesϕh∈V
m
h . Mit der SetzungU

m
h :=U

m,−
h ergibt sich wegen∂tUh≡0aufIm:

km(∇U
m
h,∇ϕh)+(U

m
h −U

m−1
h ,ϕh)=km(̄f

m,ϕh) (5.2.69)

f̈ur beliebigesϕh∈V
m
h . Dies ist gerade das implizite Euler-Verfahren (5.2.48), welches

sich also in diesem Rahmen alsdG(0)-Verfahren interpretieren l̈asst. Diese Sichtändert
zwar nichts am Verfahren selbst, bietet jedoch einen systematischen Zugang zu seiner
Fehleranalyse.

Bemerkung 5.1:DiedG(r)-Verfahren ḧoheren Gradesr≥1 entsprechen keinem der
oben diskutierten Zeitschritt-Schemata, sie sind vielmehr Varianten gewisser impliziter
Runge9-Kutta10-Verfahren. Wir bemerken aber, dass sich auch das popul̈are Crank-
Nicolson-Verfahren in den Rahmen der Galerkin-Verfahren einordnen l̈asst. Dazu macht
man einen modifizierten Ansatz mit bzgl. der Zeit sẗuckweiselinearen,aberdiesmalglobal
stetigenFunktionen. Der Raum der Testfunktionen ist dagegen derselbe wie beimdG(0)-
Verfahren. Dies wird dann ein

”
Petrow-Galerkin-Verfahren“ (sog.cG(1)-Verfahren), wel-

ches sicḧahnlich analysieren l̈asst wie dasdG(0)-Verfahren:

(Umh,ϕh)+
1
2
km(∇(U

m
h +U

m−1
h ),∇ϕh)=(U

m−1
h ,ϕh)+km(̄f

m,ϕh), (5.2.70)

f̈ur beliebige Testfunktionϕh∈V
m
h .

Wir wollen jetzt eine a posteriori Fehlerabschätzung f̈ur dasdG(0)-Verfahren ableiten,
welche als Basis f̈ur eine simultane Anpassung des Ortsgitters und der Zeitschrittweite an
den L̈osungsverlauf dienen kann. Dazu setzen wireh:=Uh−u. Ein typisches Beispiel ist
die Kontrolle desL2-Fehlers zum EndzeitpunktJ(eh):=e

N+
h .

Satz 5.6 (A posteriori Fehlerschranke):F̈ur dasdG(0)-Verfahren gilt bei Kontrolle
desörtlichenL2-Fehlers zum Endzeitpunkt,J(eh):= e

N+
h , die a posteriori Fehler-

abscḧatzung

J(eh)≤η(Uh):=ci

m

μ=1Kμn∈T
μ
h

ρμn(Uh)ω
μ
n(z), (5.2.71)

9Carle David Tolḿe Runge (1856–1927): Deutscher Mathematiker; Prof. in Hannover und G̈ottingen;
Beitr̈age zur Spektraltheorie mit Anwendungen in der Atom-Physik.
10Martin Wilhelm Kutta (1867–1944): Deutscher Mathematiker; Prof. in Stuttgart; Beiträge zur Aero-
dynamik und zur Numerik von Differentialgleichungen.
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mit den Residuentermen

ρμn(Uh):=R(Uh)Qμn+h
−1/2
n [∂nUh]∂K×Iμ+k

−1/2
μ [Uh]

μ−1
Kμn,

R(Uh):=f−∂tUh+ΔUh, und einer”
Interpolationskonstante“ci.MitderL̈osungz

des
”
dualen Problems“

−∂tz−Δz=0 inΩ×[0,tm], z|∂Ω=0,z|t=tm = em+ −1em+. (5.2.72)

haben die Gewichteωμn(z)die Gestalt:

ωμn(z):=kμ ∂tzQμn+k
2
μ ∂

2
tzQμn+h

2
n ∇

2zQμn.

Beweis:i) Das erste
”
Standbein“ des Beweises istein (parabolisches) Dualiẗatsargument.

Wir führen zun̈achst f̈ur ein festestm ∈Idas (kontinuierliche)”
duale Problem“ ein:

−∂tz−Δz=ψ inQm := Ω×[0,tm], z|∂Ω,zt=tm =χ, (5.2.73)

bzw. in semi-variationeller Formulierung

−(∂tz, ϕ)+(∇z,∇ϕ)=(ψ, ϕ) ∀ϕ∈V. (5.2.74)

Umschreiben in die Form (5.2.66) ergibt

m

μ=1 Iμ

{−(ϕ, ∂tz)+(∇ϕ,∇z)}dt+(ϕ
μ+,[z]μ) =

[0,tm]

(ϕ, ψ)dt

f̈ur beliebige in der Zeit stetige Testfunktionϕ(·,t)∈V, wobei die Anfangsbedingung
wieder durch die Vorschriftzm+ :=χber̈ucksichtigt ist. Durch partielle Integration in
der Zeit wird dies umgeformt zu

m

μ=1 Iμ

{(∂tϕ, z)+(∇ϕ,∇z)}dt+([ϕ]
μ−1,z(μ−1)+)

=(ϕm+,χ)+
[0,tm]

(ϕ, ψ)dt

(5.2.75)

f̈ur beliebige in der Zeit (sẗuckweise) differenzierbare Testfunktionϕ(·,t)∈V.

ii) Das zweite
”
Standbein“ des Beweises ist die Galerkin-Orthogonaliẗat des Fehlers des

dG(0)-Verfahrens. Durch Vergleich der beiden Gleichungen (5.2.66) f̈uruund (5.2.67)
f̈urUh erhalten wir f̈ur den Fehlereh:=Uh−udie”

Galerkin-Orthogonaliẗat“:

M

m=1 Im

{(∂teh,ϕh)+(∇eh∇ϕh)},dt+([eh]
m−1,ϕ

(m−1)+
h ) = 0 (5.2.76)

f̈ur beliebige stetige Testfunktionϕh(·,t)∈Vh. Wir ẅahlen nun in (5.2.75) die spezielle
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Testfunktionϕ:=eh und erhalten:

m

μ=1 Iμ

{(∂teh,z)+(∇eh,∇z)}dt+([eh]
μ−1,z(μ−1)+) =(em+h ,χ)+

[0,tm]

(eh,ψ)dt.

Unter Ausnutzung von (5.2.76) erhalten wir damit die allgemeine Fehleridentiẗat:

(em+h ,χ)+
[0,tm]

(eh,ψ)dt=
m

μ=1 Iμ

{(∂teh,z−zh)+(∇eh,∇(z−zh))}dt

+([eh]
μ−1,(z−zh)

(μ−1)+)

(5.2.77)

mit einer beliebigen Approximation zh∈Vh zur dualen L̈osungz. Wir setzen nun im
dualen Problemtm =T,ψ:= 0 undχ:=e

N+ −1eN+. Aus der allgemeinen Fehleri-
dentiẗat (5.2.77) folgt

em+h =
m

μ=1 Iμ

{(∂teh,z−zh)+(∇eh,∇(z−zh))}dt+([eh]
μ−1,(z−zh)

(μ−1)+)

(5.2.78)

mit einer beliebigen Approximation zh∈Vh zur dualen L̈osungz. Wir nutzen nun die
L̈osungseigenschaften vonuund integrieren auf jeder ZelleKmn partiell bzgl. des Orts:

em+h =
m

μ=1Kμn∈T
μ
h

Iμ

{(∂tu−∂tUh,z−zh)Kμn−(Δu−ΔUh,z−zh)Kμn

−(∂n(Uh−u),z−zh)∂Kμn}dt+([Uh−u]
μ−1,(z−zh)

(μ−1)+)Kμn .

Dies ergibt

em+h =

m

μ=1Kμn∈T
μ
h

Iμ

{(R(Uh),z−zh)Kμn−
1
2
([∂nUh],z−zh)∂Kμn}dt

+([Uh]
μ−1,(z−zh)

(μ−1)+)Kμn ,

mit dem Residuum R(Uh):=f−∂tUh+ΔUh und dem Sprung [∂nUh]von∂nUh über
die Zellkanten. Durch Anwendung der Ḧolder’schen Ungleichung erhalten wir

em+h ≤

m

μ=1Kμn∈T
μ
h

R(Uh)Qμn z−zh Qμn

+ 1
2
[∂nUh]∂Qμn z−zh ∂Qμn}dt+ [Uh]

μ−1
Kμn (z−zh)

(μ−1)+
Kμn ,

(5.2.79)

Wir wählen nun f̈urzhdie naẗurliche InterpolierendeIh,kz∈Vh, welche zellweise definiert
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ist durch die Vorschrift

Ih,kz|Iμ=k
−1
μ

Iμ

zdt, Ih,kz|Kμn = konstante Interpolation von z. (5.2.80)

Dann gelten die Interpolationsabscḧatzungen (Beweis mit Hilfe einer Variante des Bramble-
Hilbert-Lemmas)

z−Ih,kzQμn ≤ciω
μ
n(z), (5.2.81)

h1/2n z−Ih,kz∂Qμn ≤ciω
μ
n(z), (5.2.82)

k1/2μ (z−Ih,kz)
(μ−1)+

Kμn ≤ciω
μ
n(z), (5.2.83)

wobei
ωμn(z):=kμ ∂tzQμn+k

2
μ ∂

2
tzQμn+h

2
n ∇

2zQμn.

Die
”
Interpolationskonstante“ci, welche in die a posteriori Fehlerabscḧatzung (5.2.71)

eingeht, hat dabei in der Regel die Gr̈oßeci∼0,1−1 . Einsetzen dieser Abscḧatzungen
in (5.2.79) und Anwendung der Schwarz’schen Ungleichung ergeben

em+h ≤ci

m

μ=1Kμn∈T
μ
h

R(Uh)Qμn+h
−1/2
n [∂nUh]∂Qμn+k

−1/2
μ [Uh]

μ−1
Kμn ω

μ
n(z),

Dies impliziert die Behauptung. Q.E.D.

Zur konkreten Auswertung dera posterioriFehlerabscḧatzung (5.2.71) m̈ussen die Ge-
wichteωmn(z) berechnet werden. Dazu wird analog zum station̈aren, elliptischen Fall das
duale Problem (5.2.72) numerisch auf dem aktuellen Gitter gel̈ost. Mit der resultierenden
diskreten dualen L̈osungzh wird dann approximiert gem̈aß:

ωμn(z)≈ω̃
μ
n:=kμ k

−1
μ [zh]

μ−1
Kμn+h

2
n ∇

2
hzh Qμn, (5.2.84)

wobei∇2hzh∼∇
2zein geeigneter Differenzenqotient ist. Auf der Basis der approximati-

vena posterioriFehlerabscḧatzung

em+h ≈η̃(Uh):=ci

m

μ=1Kμn∈T
μ
h

ρμn(Uh)̃ω
μ
n(z) (5.2.85)

k̈onnen nun simultan das Ortsgitter und die Zeitschrittweite adaptiert werden. Dabei
werden in einem iterativen Prozess die Ortsresiduen

ρm,1n (Uh):=R(Uh)Qμn+h
−1/2
n [∂nUh]∂Qμn,

und Zeitresiduen
ρm,2n (Uh):=k

−1/2
μ [Uh]

μ−1
Kμn,

durch Anpassen vonhn undkm balanciert, bis ̃η(Uh)≤TOL f̈ur eine vorgegebene
Fehlertoleranz TOL.
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Analoge Resultate gelten f̈ur andere Fehlermaße, z. B. den globalenL2-Fehler aufQT:

J(eh):=eh QT =
I

eh
2dt

1/2

. (5.2.86)

In diesem Fall gilt diea posterioriFehlerabscḧatzung (5.2.85) mit dem dualen Problem

−∂tz−Δz= eh
−1/2
QT
eh in Ω×[0,tm], z|∂Ω=0,z|t=tm =0. (5.2.87)

Die Wirksamkeit der adaptiven Steuerungder Ortsgitterweite auf der Basis dieserapo-
sterioriFehlerabscḧatzungen wird anhand eines einfachen Beispiels demonstriert.

Beispiel 5.1:Wir lösen die inhomogene Ẅarmeleitungsgleichung

∂tu−Δu=f inQT, u|∂Ω=0,u|t=0=u
0, (5.2.88)

auf dem Einheitsquadrat Ω = (0,1)2.Als
”
exakte“ L̈osung wird angesetzt:

u(x, t):=
1

1+α|x−x0|2
, x0:=1

2
+1
4
cos(2πt),1

2
+1
4
sin(2πt)

T
,

woraus sich Anfangswertund rechte Seite ergeben zu

u0(x):=u(x,0), f(x, t):=∂tu(x, t)−Δu(x, t).

Diese L̈osungsfunktion beschreibt einen
”
Ḧugel“ im Gebiet (0,1)2,derẅahrend des Zei-

tintervallsI=[0,1] einmal im Kreis um den Punkt (1
2
,1
2
)heruml̈auft. Die Gr̈oße bzw.

Steigung des Ḧugels l̈asst sich durch Wahl des Parametersαsteuern. F̈ur den Test wird
α= 50 gesetzt. Die sich damit ergebenden Gitter sind in Abb. 5.2 und 5.3 gezeigt.

Abbildung 5.2: Gittersequenzen bei Kontrolle des Endzeit-L2-Fehlers eM Ω;Quelle:R.
Hartmann,

”
A posteriori Fehlerscḧatzung ... f̈ur die Ẅarmeleitungsgleichung“, Diplom-

arbeit, Univ. Heidelberg, 1998.
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Abbildung 5.3:Gittersequenzen bei Kontrolle des globalenL2-Fehlers eΩ×I(unten); Quelle:
R. Hartmann,

”
A posteriori Fehlerscḧatzung ... bei Galerkin-Verfahren f̈ur die Ẅarmeleitungs-

gleichung“, Diplomarbeit, Univ. Heidelberg, 1998.

5.3 Verallgemeinerungen und L̈osungsaspekte

Wir haben als Modellfall die Wärmeleitungsgleichung

∂tu−aΔu=f inQT=Ω×[0,T], (5.3.89)

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen u|∂Ω= 0 und einem konstanten”
Diffusions-

koeffizienten“a>0 betrachtet.

i) Verallgemeinerungen:
Wir lassen nun zu, dass der Koeffizient a=a(x, t) vom Ort und von der Zeit abḧangt.
Das Problem schreibt sich dann in der Form

∂tu−∇·{a∇u}=f inQT=Ω×[0,T]. (5.3.90)

Die oben betrachteten Zeitschrittverfahren lassen sich in der Regel leicht auf diesen allge-
meineren Fallübertragen. Wir wollen dies anhand des Crank-Nicolson-Verfahren disku-
tieren:

k−1 Umh −U
m−1
h +1

2
AmhU

m
h +A

m−1
h Um−1h =1

2
fmh +f

m−1
h , (5.3.91)

mit der Ortsdiskretisierung Ah(t) des Operators−∇ ·(a(·,t)∇).Dabeiwerden f̈ur Funk-
tionenw(t) die abk̈urzenden Bezeichnungenwm :=w(tm),w

m−1/2:=w(tm−1/2) und
tm−1/2:=

1
2
(tm+tm−1) verwendet. Dies entspricht der sog.”

Sehnentrapezregel“; Anwen-
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dung der
”
Tangententrapezregel“ f̈uhrt auf das Schema:

k−1 Umh −U
m−1
h +1

2
A
m−1/2
h Umh +U

m−1
h =f

m−1/2
h . (5.3.92)

Beide Verfahrensvarianten sindunbedingt stabilund von der KonvergenzordnungO(k2+
h2) . Zu Ihrer Analyse ist das elegante Spektralargument aus dem vorigen Abschnitt leider
nicht mehr geeignet, da der OperatorAh(t) nun mit der Zeit variiert. Statt dessen verwen-
det man die flexiblere

”
Energietechnik“ und beḧalt im wesentlichen dieselben Aussagen

wie im autonomen Fall, allerdings mit wesentlich mehr Aufwand. Im (praktisch wichti-
gen) nichtlinearen Falla=a(u(t)) wird zweckm̈aßigerweise die Tangententrapezform des
Crank-Nicolson-Schemas verwendet:

k−1 Umh −U
m−1
h +Ah

1
2
(Umh +U

m−1
h )=f

m−1/2
h . (5.3.93)

Hier ist auch die BDF(2)-Formel gut anwendbar:

2k−1 3Umh −4U
m−1
h +Um−2h +Ah(U

m
h)=f

m
h. (5.3.94)

Eine Stabiliẗats- und Konvergenzanalyse steht aber außerhalb des Rahmens dieses Textes.

ii) Berechnung der Startwerte:
Bei der Durchf̈uhrung jedes Zeitschritts ist die rechte Seite aufzubauen, welche die In-
formation vom vorausgehenden Zeitlevel beinhaltet. Dabei ist unter Umsẗanden eineL2-
Projektion auf das aktuelle Gitter vorzunehmen.

a) Anfangswert:Die Auswertung des AnfangswertsU0h kann meist durch einfache, lokale
Interpolation (oder Restriktion) des kontinuierlichen Anfangswertsu0 auf das Gitter
erfolgen. Im Fall eines irregul̈aren Anfangswerts, etwau0 /∈C(̄Ω) , ist jedoch Vorsicht
geboten. Zur Geẅahrleistung der vollen

”
Gl̈attungseigenschaft“ der Diskretisierung (im

Ort sowie in der Zeit) sollteU0h alsL
2-Projektion ausgewertet werde gem̈aß:

(U0h,ϕh)=(u
0,ϕh) ϕh∈Vh. (5.3.95)

b) Ortsgitterwechsel:Ver̈andert sich die Ortsdiskretisierung vom Zeitleveltm−1zum Zeit-
leveltm, so muss die vorausgehende N̈aherungU

m−1
h ∈Vm−1h auf das neue Gitter trans-

feriert werden. Im FE-Kontext geschieht dies zwangsl̈aufig gem̈aß

(Um−1h ,ϕh) ∀ϕh∈V
m
h, (5.3.96)

was gleichbedeutend mit der Auswertung derL2-ProjektionPmhU
m−1
h ∈Vmh ist. Dieser

unscheinbare Schritt kann unter Umsẗanden die
”
teure“ Komponente des ganzen L̈osungs-

prozesses sein. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden GitterTm−1h undTmh v̈ollig un-
abḧangig voneinander erzeugt werden. Zur Auswertung von (5.3.96) m̈ussen Zellintegrale
über Produkte von Knotenbasisfunktionen berechnet werden:

Kmn

ϕm−1,jh ϕm,nh dx.
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Normalerweise geschieht dies mit Hilfe von Quadraturformeln. Da die Funktionϕm−1,jh auf
der ZelleKmn aber in der Regel nur sẗuckweise glatt ist,ẅare das zu ungenau. Der dadurch
in jedem Zeitschritt eingeschleppte Fehler ẅurde im Verlaufe der Rechnung akkumulieren
und das Ergebnis stark verf̈alschen. Die Verwendung von Quadraturformeln besonders
hoher Ordnung (z.B. 3×3-Gauß-Formeln) behebt diese Schwierigkeit nicht, da letztere
zur Erreichung ihrer hohen Genauigkeit naẗurlich auch eine entsprechend hohe Regulariẗat
des Integranden ben̈otigen. Gerade diese ist aber im betrachteten Fall nicht gegeben. Es
gibt im wesentlichen drei Wege zur L̈osung dieses technischen Problems:

-Eswerden
”
summierte“ Quadraturformeln auf den einzelnen ZellenKmn verwendet;

etwa durch Unterteilung in 4−16 Unterzellen. Dies erḧoht zwar nicht die Ordnung der
Integration, vermindert aber die relevante Fehlerkonstante.

- Die Integration wird f̈ur den sẗuckweise polynomialen Integranden
”
exakt“ durchgef̈uhrt.

Dazu ist die Bestimmung aller Teilsẗucke vonKmn erforderlich, auf denenϕ
m−1,j
h glatt

ist. Dies wird bei, unstrukturierten Gittern in 3-D allerdings sehr aufwendig.

-Geḧoren die GitterTm−1h undTmh zu einer Familie von hierarchisch verfeinerten Git-
tern, kann diese Strukturinformation zur effizienten Berechnung der Integrale verwendet
werden, da die Lage der kritischen Knicklinien vonϕm−1,jh durch die regul̈are Verfeine-
rung bestimmt ist.

iii) L̈osungskomplexiẗat:
Wir betrachten wieder den Modellfall der homogenen Wärmeleitungsgleichung auf dem
Einheitsquadrat Ω = (0,1)2⊂R2,

∂tu−Δu=0 in QT, (5.3.97)

welche auf einemäquidistanten Gitter mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator diskretisiert
sei.

–ExpliziteVerfahren (etwa das explizite Euler-Schema) erfordern in jedem Zeitschritt
eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit einem arithmetischen AufwandO(N). Die Stabi-
liẗatsbedingungk≤ch2erzwingt etwaM ∼h−2∼N Zeitschritte pro Zeiteinheit. Dies
bedeutet einen Gesamtaufwand vonO(N2)OP.

–ImpliziteVerfahren erfordern in jedem Zeitschritt die L̈osung eines linearen Gleichungs-
systems, erlauben aber gr̈oßere Zeitschritte. ZurÜberbr̈uckung einer Zeiteinheit sind aus
Genauigkeitsgr̈unden in der RegelM ∼h−1Zeitschritte erforderlich. Wir diskutieren ex-
emplarisch das Crank-Nicolson-Verfahren. Bei zeilenweiser Numerierung der Gitterpunkte
haben die resultierenden Gleichungssysteme

(Ih+
1
2
akAh)U

m =(Ih−
1
2
akAh)U

m−1 (5.3.98)
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die KoeffizientenmatrixLh:=Ih+
1
2
akAh, wobei wieder

Ah=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Bm −Im

−Im Bm −Im

−Im Bm
...

...
...

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

N Bm =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1

−1 4 −1

−1 4
...

...
...

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

m

mit der m×m-EinheitsmatrixIm. Die Eigenwerte dieser Matrix sind gegeben durch:

λkl(Lh)=1+
1
2
akh−2{4−2(cos(khπ)+cos(lhπ))}, k,l=1, ..., m.

Damit ergibt sich ihre Spektralkondition zu

cond2(Lh)=
λmax(Lh)

λmin(Lh)
∼
1+4akh−2

1+akπ2
. (5.3.99)

Wir haben also unterschiedlich kritische Konditionierung abhängig von der Relation zwi-
schenkundh. Im Hinblick auf eine Balancierung von Orts- und Zeitfehler ist die Wahl
k∼hsinnvoll. In diesem Fall ist dann

κ2(Lh)=O(h
−1). (5.3.100)

Im parabolischen Fall ist in der Regel die Konditionierung der zu l̈osenden impliziten
Gleichungssysteme also weniger kritisch als bei elliptischen Problemen. Bei Einhaltung
der (naẗurlich unrealistischen) Schrittweitenrelationk∼h2wird sogarκ2(Lh)=O(1) ,
und der L̈osungsaufwand der impliziten Verfahren n̈ahert sich dem der expliziten.

Zur L̈osung des Systems (5.3.98) k̈onnen alle oben diskutierten Methoden verwendet
werden. Da sich im autonomen Fall die MatrixLh von Zeitschritt zu Zeitschritt nicht
ändert, bietet sich die direkte L̈osung mit Hilfe einer einmaligen Cholesky-Zerlegung zu
Beginn der Rechnung an (wenn dies speichertechnisch m̈oglich ist). Dieser Ansatz er-
fordert es aber, den Zeitschrittkkonstant zu halten, was in den meisten praktischen
F̈allen nichtökonomisch ist. I. Allg. muss in jedem Zeitschritt eine

”
neue“ Matrix in-

vertiert werden, was die Verwendung iterativer L̈osungsverfahren impliziert. Dabei steht
mit Um−1h ein meist recht guter Startwert zur Verf̈ugung. Bei Verwendung eines Mehr-
gitterverfahrens bietet sich daher die Organisation im F-Zyklus an. Ḧaufig ist wegen der
vergleichsweise moderaten Konditionierung der MatrizenLh (bei kleiner Zeitschrittwei-
te) zu ihrer Invertierung ein normales CG-Verfahren ausreichend schnell, so dass sich
der Einsatz der komplizierten Mehrgitteriteration er̈ubrigt. Dies ḧangt aber sehr von der
jeweiligen konkreten Situation ab.

iv) Splitting-Methoden (ADI-Verfahren):
In ḧoheren Raumdimensionen ist die L̈osung der Gleichungssysteme in jedem Zeitschritt
einesimplizitenVerfahrens kostspielig und kann Rechnungenüber sehr lange Zeitinter-
valleT 1 unm̈oglich machen. DerÜbergang zuexplizitenSchemata ist in der Regel
wegen der damit verbundenen Zeitschrittrestriktion auch nicht sinnvoll. In dieser Situa-
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tion stellen die sog.
”
Splitting-Methoden“ eine attraktive Alternative dar. Diese zerlegen

die L̈osung der vollend-dimensionalen Gleichungssysteme in eine Folge von tridiagona-
len Systemen (wie im 1-dimensionalen Fall), welche mit optimalerO(N)-Komplexiẗat
gel̈ost werden k̈onnen. Ein Vertreter dieses Verfahrenstyps ist das

”
ADI-Verfahren“ (Al-

ternating Direction Implicit Iteration) nachPeaceman-Rachford, welches wir bereits im
Zusammenhang mit iterativen L̈osungsverfahren f̈ur spezielle

”
separable“ Gleichungssy-

steme kennengelernt haben. Bei mehrdimensionalen, parabolischen Problemen wird es
nun alsDiskretisierungsverfahreneingesetzt.

Wir betrachten wieder die Wärmeleitungsgleichung auf dem Einheitsquadrat Ω =
(0,1)2,

∂tu−aΔu=0 in QT, (5.3.101)

welche auf einemäquidistanten Gitter mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator diskretisiert
sei. Bei zeilenweiser Numerierung der Gitterpunkte haben die aus dem Crank-Nicolson-
Verfahren resultierenden Gleichungssysteme die Gestalt

(Ih+
1
2
akAh)U

m =(Ih−
1
2
akAh)U

m−1. (5.3.102)

Der Differenzenoperator Ah wird auf dem kartesischen Tensorprodukt-Gitter in seine
Bestandteile bzgl. der einzelnen Koordinatenrichtungen zerlegt gem̈aß

Ah=Ah,1+Ah,2.

Entsprechend erḧalt das Gleichungssystem (5.3.102) des Crank-Nicolson-Schemas die Form

(Ih+
1
2
ak(Ah,1+Ah,2))U

m =(Ih−
1
2
ak(Ah,1+Ah,2))U

m−1

DieAh,i sind Tridiagonalmatrizen. Es wird dann unter Einf̈uhrung von Zwischenwerten

U
m−1/2
h wie folgt iteriert:

(Ih+
1
2
akAh,1)U

m−1/2
h =(Ih−

1
2
akAh,2)U

m−1
h

(Ih+
1
2
akAh,2)U

m
h =(Ih−

1
2
akAh,1)U

m−1/2
h .

Die ADI-Methode kann als ein Mehrschritt-Differenzenschema interpretiert werden, wo-
bei allerdings die Zwischenwerte keine physikalische Relevanz haben. In jedem Teilschritt
m̈ussen Gleichungssysteme mit Tridiagonalgestalt gel̈ost werden. Wir wissen bereits von
der Diskussion der iterativen L̈osungsverfahren, dass der ADI-Algorithmus f̈ur jeden Wert
des Parametersak >0 gegen die L̈osungU∞h des GleichungssystemsAhU

∞
h =0 konver-

giert. Dies ist auch
”
physikalisch“ sinnvoll, da ja im homogenen Fall (f≡0) auch f̈ur die

exakte L̈osung giltu(t)→0(t→∞) . Damit erweist sich das ADI-Verfahren automatisch

alsunbedingt numerisch stabil. Durch Elimination des ZwischenwertesU
m−1/2
h erhalten

wir

(I+1
2
kAh,1)(I+

1
2
kAh,2)U

m
h =(I−

1
2
kAh,1)(I−

1
2
kAh,2)U

m−1
h . (5.3.103)
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Der Abschneidefehler dieser Differenzenformel erlaubt die Abscḧatzung

|τmh,k|≤ck
2max
Q̄T
|∂3tu|+h

2max
Q̄T
|∇4u|. (5.3.104)

Eine Konvergenzanalyse ist leicht m̈oglich, wenn wir wieder annehmen, dass die Zerle-
gungsmatrizenAh,1 undAh,2 kommutieren, d.h.:Ah,1Ah,2=Ah,2Ah,1. In diesem Fall
besitzen sie ein gemeinsames ONS von Eigenvektoren{v(n),n=1, ..., N}zu Eigenwer-
tenλn=λn(Ah,1) undμn=μn(Ah,2) . Die Koeffizienten in der Entwicklung

Umh =
N

ν=1

αmνv
(n)

werden dann durch das ADI-Schema wie folgt fortgepflanzt

αmn =
(1−1

2
kλn)(1−

1
2
kμn)

(1 +1
2
kλn)(1 +

1
2
kμn)

αm−1n . (5.3.105)

Hieraus folgt wieder, analog zum Crank-Nicolson-Schema, direkt die unbedingte Stabi-
liẗat des ADI-Schemas. F̈ur die Fourier-Koeffizientenαn(t)derörtlich semi-diskreten
Approximationuh(t) gilt

αn(tm)=e
−k(λn+μn)αn(tm−1). (5.3.106)

Aus der Beziehung f̈urz=z1+z2,zi≤0,

1+1
2
z1

1−1
2
z1
·
1+1

2
z2

1−1
2
z2
= ez1+O(|z1|

3) ez2+O(|z2|
3)=ez+O(|z|3) (5.3.107)

erḧalt man durch Adaption des Arguments, welches bei der Konvergenzanalyse der Pad́e-
Verfahren verwendet wurde, den folgenden Satz.

Satz 5.7 (ADI-Verfahren):Angewendet auf die 5-Punkte-Diskretisierung der Ẅarme-
leitungsgleichung auf dem Einheitsquadrat ist das ADI-Verfahren f̈ur jede Zeitschrittweite
kstabil und mit 2. Ordnung konvergent:

Umh −u
m
h≤ck

2max
Q̄T
|∂3tu|+h

2max
Q̄T
|∇4u|. (5.3.108)

Beweis:Der Beweis bedient sich wieder der Spektralmethode und wird ausgelassen.
Q.E.D.

Der ADI-Ansatz ist generell auf (kartesischen) Tensorproduktgittern in beliebigen
Raumdimensionen m̈oglich, wenn der zugrunde liegende Differentialoperator

”
separabel“

ist, d.h. additiv in eindimensionale Operatoren zerf̈allt, wie z.B. der Operator

Lu=−∂21u−∂
2
2u+∂1u+∂2u+u.
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In allgemeineren Situationen (z. B. bei Auftreten gemischter Ableitungen∂1∂2uoder auf
unstrukturierten Gittern) sind additive Zerlegungen vonAhin tridiagonale Teilmatrizen
nicht mehr m̈oglich, und der Wert des ADI-Ansatzes wird zweifelhaft.

5.4Übungen

Übung 5.1: Das implizite Euler-Verfahren angewendet auf eine FE-Diskretisierung des
(homogenen) Ẅarmeleitungsproblems

∂tu−Δu=0, t≥0, u|t=0=u
0, u|∂Ω=0,

mit linearen oder bilinearen Ansatzfunktionen führt auf eine Folge von linearen Systemen

MhU
m+kAhU

m =MhU
m−1, m≥1, U0=Phu

0,

mit der zugeḧorigen MassematrixMh und SteifigkeitsmatrixAh. Man zeige:

a) Die Auswertung der Elemente der Massematrix mit der Trapezregel ergibt eine Diago-
nalmatrix (sog.

”
Masse-Lumping“).

b) Auf Triangulierungen ohne stumpfe Innenwinkel ist die durch Masse-Lumping entste-
hende SystemmatrixM̃h+kAh diagonal-dominant und vom nicht-negativen Typ, d. h.
eine M-Matrix.

c) Anspruchsvolle Zusatzaufgabe: Der Lumping-Prozess bewirkt einen Zusatzfehler der
Gr̈oße|̃Um−Um|=O(h2).

Übung 5.2: Man leite eine Bedingung für dieL2–Stabiliẗat sowie dieL∞-Stabiliẗat des
Wärmeleitungsproblems aus Aufgabe 13.1 auf dem Einheitsẅurfel imR3her. Die Orts-
diskretisierung erfolge mit dem 7-Punkte-Differenzenoperator auf einem (̈aquidistanten)
kartesischen Gitter mit Gitterweiteh.(Hinweis:Man̈ubertrage die Argumentation aus
der Vorlesung von zwei auf drei Raumdimensionen.)

Übung 5.3: Die Ẅarmeleitungsgleichung

∂tu−aΔu=f, t≥0, ut=0=u
0, u|∂Ω=0,

auf einem Polygongebiet Ω⊂R2 mit Ẅarmeleitkoeffizienta>0 werde im Ort mit
einem linearen FE-Ansatz auf einer quasi-gleichf̈ormigen Folge von Triangulierungen der
Gitterweitehund in der Zeit mit dem impliziten Euler-Schema mit Schrittweitekdis-
kretisiert:

MhU
m+kAhU

m =MhU
m−1+kbm, m≥1, U0=Phu

0.

Man untersuche die Abhängigkeit der Konditionierung der zugeḧorigen Systemmatrix
Mh+kAhvon den Diskretisierungsparameternhundk. (Hinweis: Man betrachte zun̈achst
den Spezialfall, dass Ω das Einheitsquadrat mit einem gleichf̈ormigen Rechteckgitter ist
und die MassematrixMh unter Anwendung der Trapezregel (”

Masse-Lumping“) nur
n̈aherungsweise berechnet wird.)



6 Verfahren f̈ur hyperbolische Probleme

Wir diskutieren zunächst wieder die klassischen Differenzenapproximationen zur L̈osung
hyperbolischer Anfangs-Randwert-Aufgaben (ARWAn). DerÜbersichtlichkeit halber be-
schr̈anken wir uns dabei auf das Modellproblemder Wellengleichung in einer Ortsdimen-
sion mit Dirichletschen Randbedingungen, d.h. auf die 1. ARWA:

∂2tu−c
2∂2xu=f inQT:= (0,1)×[0,T], (6.0.1)

u(0,t)=u(1,t)=0, u(x,0) =u0,∂tu(x,0) =v
0,

bzw. derenörtlich zweidimensionales Analogon

∂2tu−c
2Δu=f inQT:= Ω×[0,T], (6.0.2)

u|∂Ω=0, u|t=0=u
0,∂tu|t=0=v

0.

Das Definitionsgebiet Ω wird wieder als glatt berandet oder als konvexes Polygonge-
biet vorausgesetzt. Die Problemdatenf, u0,v0 sind ebenfalls glatt und kompatibel, so
dass die L̈osung ebenfalls als glatt angenommen werden kann. Unsere theoretischenÜber-
legungen haben gezeigt, dass bei hyperbolischen Problemen Irregulariẗaten in den An-
fangsdaten oder der rechten Seite entlang der Charakteristiken fortgepflanzt werden. Im
Gegensatz zu den elliptischen und parabolischen Problemen besitzen hyperbolische kei-
nerlei

”
Gl̈attungseigenschaft“. Lokale Sẗorungen (bzw. Wellen) werden unged̈ampft fort-

geplanzt. Insbesondere gilt das Prinzip der
”
Energieerhaltung“, d.h.: F̈urf≡0 bleibt

die Gesamtenergie (Summe aus kinetischer undelastischer Energie) in der Zeit erhalten:

∂tu(t)
2+c2∇u(t)2= v0 2+c2∇u0 2. (6.0.3)

Diese charakteristische Eigenschaft sollten auch Diskretisierungen der Wellengleichung
besitzen.

6.1 Differenzenverfahren f̈ur die Wellengleichung

Wir beginnen mit der örtlich eindimensionalen,homogenen Wellengleichung

∂2tu−c
2∂2xu=0 in QT:= (0,1)×[0,T], (6.1.4)

u(0,t)=u(1,t)=0, u(x,0) =u0,∂tu(x, t)=v
0.

Auf einem (̈aquidistanten) Orts-Zeit-Gitter{xn=nh, tm =mk}mit Ortsgitterweite h
sowie Zeitschrittweiteklautet die zentrale Differenzenapproximation 2. Ordnung

k−2{Umn −2U
m−1
n +Um−2n }−c2h−2{Um−1n−1−U

m−1
n +Um−1n+1} (6.1.5)

zur Bestimmung der ApproximationenUmn ∼u(xn,tm) . Dies ist eine (explizite)”
Zwei-

schrittformel“. Die StartwerteU0nundU
1
nwerden aus den Anfangsbedingungen berechnet

gem̈aß:

243
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U0n:=u
0(xn),

sowie unter Beachtung von

u(xn,k)=u(xn,0) +k∂tu(xn,0) +
1
2
k2∂2tu(xn,0) +...

=u0(xn)+kv
0(xn)+

1
2
c2k2∂2xu

0(xn)+...

durch
U1n=u

0(xn)+kv
0(xn)+

1
2
c2k2h−2{u0(xn−1)−2u

0(xn)+u
0(xn+1)}.

Mit dem Quotienten σ:=k/hgilt f̈ur den zugeḧorigen Abschneidefehler:

τh,k={∂
2
tu−c

2∂2xu}+
1
12
h2(σ2−c−2)∂4tu+

1
360
h4(σ4−c−4)∂6tu+....

Offenbar istτh,k≡0f̈urσ=c
−1, d.h.: Die explizite Differenzenformel

Unn=U
m−1
n−1 +U

m−1
n+1 −U

m−2
n

ist eine
”
exakte“ Differenzendarstellungder Wellengleichung. Das Abḧangigkeitsgebiet

der Differenzenformel ḧangt offenbar von der Schrittweitenrelationσ=k/hab.

1. Fall 0<σ≤c−1:Abḧangigkeitsgebiet der Differenzenformel entḧalt das der Diffe-
rentialgleichung;

2. Fallσ=c−1:
”
Übereinstimmung“;

3. Fallσ>c−1:Abḧangigkeitsgebiet der Differenzenformel ist enthalten in dem der
Differentialgleichung.

Satz 6.1 (CFL-Bedingung):Notwendig f̈ur die Konvergenz

Umn →u(xn,t
m) (h, k→0), (6.1.6)

f̈ur beliebige Anfangsdaten ist die Schrittweitenbedingung (sog. Bedingung von Courant1-
Friedrichs2-Lewy3,kurz

”
CFL-Bedingung“)

σ:=
k

h
≤c−1. (6.1.7)

1Richard Courant (1888–1972): Deutscher Mathematiker; Prof. in M̈unster und G̈ottingen, nach Ver-
treibung durch die Nazis 1933 Prof. an der New York University, Gr̈under des ber̈uhmten, sp̈ater nach ihm
benannten

”
Courant-Instituts“; Beitr̈age zur Funktionentheorie und Methmatischen Physik,

”
Erfinder“

der Idee der Finite-Elemente-Methode (publiziert 1943 nach Voarbeiten aus 1922).
2Otto Paul Friedrichs (1901–1982): Deutscher Mathematiker; Prof. in Braunschweig, emigrierte 1937

nach USA ans Courant-Institut in New York; wichtige Beitr̈age zu partiellen Differentialgleichungen der
mathematischen Physik.
3Hans Lewy (1904–1988): Deutscher Mathematiker; 1927 Promotion in G̈ottingen bei F. Courant, dort

auch Privatdozent; die u. a. nach ihm benannte
”
CFL-Stabiliẗatsbedingung“ ist in einer Arbeit von 1928

”
Über die partiellen Differenzengleichungen der mathematischen Physik“ (Math. Annalen 100, 32–74)
enthalten; 1933 Entlassung aus dem Staatsdienst und Emigration in die USA, ab 1935 Prof. in Berkeley;
Beitr̈age zur Theorie partieller Differentialgleichungen.
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Beweis:Seiσ>c−1. Wenn in irgendeinem festen Gitterpunkt (xn,tm)f̈ur eine spezi-
elle AnfangsbedingungUmn → u(xn,tm) konvergiert f̈urh, k→ 0, so k̈onnen wir diese
Anfangsdaten außerhalb des Abḧangigkeitsintervalls von (xn,tm) bzgl. der Differenzen-
formel beliebig̈andern, ohne dassUmn ver̈andert wird. In diesem Fall kann alsoU

m
n nicht

gegen die ver̈anderte L̈osung ̃u(xn,tm) konvergieren. Q.E.D.

Bemerkung 6.1:Wir weisen darauf hin, dass für spezielle Anfangsdaten durchaus (theo-
retische) Konvergenz auch f̈urσ>c−1 eintreten kann; in diesem Fall liegt aber nume-
rische Instabiliẗat vor. Die Schrittweitenbedingung (6.1.7) ist weniger restriktiv als die
entsprechende Bedingungk≤1

2
ah2bei der Ẅarmeleitungsgleichung.

Im folgenden werden wir die Konvergenz desDifferenzenschemas (6.1.5) untersuchen.
Dabei bedienen wir uns der Spektraltechnik, die wir bereits bei parabolischen Problemen
kennengelernt haben. Der̈ortliche Differenzenoperator

AhU
m
n :=−

c2

h2
{Umn−1−2U

m
n +U

m
n+1} (6.1.8)

(Um0 =U
m
N+1= 0 ) ist symmetrisch und positiv definit bzgl. des diskreten Skalarprodukts

(v, w)h:=h
2

N

n=1

vnwn, vh:= (v, v)
1/2
h .

Seine Eigenwerte seien 0<λ1≤...≤λN ∼4c
2/h2mit einem zugeḧorigen Orthonormal-

system{w(n),n=1, ..., N}von Eigenvektoren. Insbesondere gilt

(Ahv, v)h≥λv
2
h (6.1.9)

mit einer von hunabḧangigen Konstanteλ>0.

Satz 6.2 (CFL-Bedingung):Die explizite Differenzenformel (6.1.5) ist genau dann
numerisch stabil, wenn die CFL-Bedingungk/h≤c−1 erf̈ullt ist. Im Falle einer hin-
reichend glatten L̈osung gilt dann die Konvergenzabscḧatzung

max
[0,T]

Umh −u(·,tm)h≤c(u)T
2{k2+h2}. (6.1.10)

Beweis:i) F̈ur die Entwicklungskoeffizienten in

Umh =
N

n=1

amnw
(n)

gilt
amn−2a

m−1
n +am−2n +k2λna

m−1
n =0
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bzw.

amn+(k
2λn−2)a

m−1
n +am−2n =0. (6.1.11)

Diese homogene Differenzengleichung hat die allgemeine L̈osung

amn =c1r
m
1+c2r

m
2

mit den Wurzeln rides charakteristischen Polynomsρ(r)=r
2+(k2λn−2)r+1:

r1,2=
2−k2λn± (2−k2λn)2−4

2
.

Im Fallk2λn≤4ist|r1,2|≤1 , d. h.: Es liegt Stabiliẗat vor. Im Fallk
2λn>4ist

|r2|>1 , d. h.: Es besteht Instabiliẗat. Offenbar gilt f̈urh→0:

k2λn≤4 ⇔ σ≤c−1. (6.1.12)

ii) Sei nunk2λn≤4 und die L̈osunguglatt. Wir betrachten den Fehler der Ortsdiskre-
tisierung getrennt von dem der Zeitdiskretisierung:

emn :=u(xn,tm)−U
m
n =u(xn,tm)−uh(xn,tm)+uh(xn,tm)−U

m
n =:εh(xn,tm)+E

m
n.

F̈ur den Ortsdiskretisierungsfehlerεhgiltε
0
h=∂tε

0
h= 0 und

∂2tεh+Ahεh=O(h
2).

Wir multiplizieren diese Identität mit∂tεh,

1
2
dt ∂tεh

2
h+(Ahεh,εh)h =(O(h

2),∂tεh)h,

und integrierenüber [0,t]:

∂tεh(t)
2
h+(Ahεh(t),εh(t))h= εh(0)

2
h+(Ahεh(0),εh(0))h+

t

0

(O(h2),∂sεh)hds.

Dies impliziert

max
[0,t]

∂tεh
2
h+(Ahεh,εh)h ≤tO(h

2)max
[0,t]

∂tεh h

bzw. nach Aufintegrieren bzgl. der Zeit:

max
[0,t]

εh h≤ct
2h2. (6.1.13)

Der Faktort2 l̈asst sich hier nicht vermeiden, da bei der Wellengleichung (im Gegensatz
zur Ẅarmeleitungsgleichung) lokale Sẗorungennichtausged̈ampft werden.
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iii) F̈ur den Zeitdiskretisierungsfehler gilt

k−2{Em−2Em−1+Em−2}+AhE
m−1=O(k2). (6.1.14)

Die Konstante inO(k2)ḧangt dabei von den Zeitableitungen vonuh(t) bis zur Ordnung
4 ab. Diese lassen sich durch die entsprechenden Zeitableitungen vonubeschr̈anken, was
hier jedoch nicht ausgef̈uhrt wird. F̈ur die n-te Fourier-KomponenteEmn =(E

m,w(n))h
gilt

Emn −2E
m−1
n +Em−2n +k2λnE

m−1
n =(O(k4),w(n))h,

gleichm̈aßig bzgl.n. Das charakteristische Polynom dieser Differenzengleichung istρ(r)=
r2+(k2λn−2)r+ 1 mit Wurzeln |r1,2|=1.DieaprioriAbscḧatzung f̈ur L̈osungen
inhomogener Differenzengleichungen aus Hilfssatz 6.1 liefert also:

|Emn|≤cmax
μ=0,1

|Eνn|+m
2 max
ν=2,...,m

O(k4)

bzw.

Em 2
h=

m

ν=1

|Eνn|
2≤c E0 2h+ E

1 2
h +ct

4
mk
4.

Offenbar istE0= 0 und

E1=uh(t1)−U
1=uh(t1)−u

0−ku1−1
2
k2Ahu

0

=−ε(t1)+u(t1)−u
0−ku1−1

2
k2c2∂2xu(0) +O(k

2h2)

=−ε(t1)+u(t1)−u
0−ku1−1

2
k2∂2tu(0) +O(k

2h2)

=O(k3+k2h2)+O(k3).

Dies f̈uhrt auf

Em 2
h≤ct

2
m{h

2+k2}2. (6.1.15)

Kombination der Abscḧatzungen (6.1.13) und (6.1.15) vervollsẗandigt schließlich den Be-
weis. Q.E.D.

Hilfssatz 6.1 (Differenzengleichungen): Die Folge{ym}m∈N gen̈uge der linearen, in-
homogenen Differenzengleichung

R

ν=0

aνym+ν=gm, m≥0. (6.1.16)

Wenn alle Nullstellen λν des charakteristischen Polynoms

ρ(z):=
R

ν=0

aνz
ν
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Betrag|λν|≤1haben, gilt die a priori Abscḧatzung

max
R≤ν≤m

|yν|≤cR max
0≤ν≤R

|yν|+m
2max
0≤ν≤m

|gν|, m≥R. (6.1.17)

Beweis:Siehe das Kapitel̈uber Mehrschrittmethodenden im Band
”
Numerik 1 (Numerik

geẅohnlicher Differentialgleichungen)“ [2]. Q.E.D.

Bemerkung 6.2:Die bisher erhaltenen Aussagen bleiben g̈ultig, wenn man das expli-
zite Differenzenschema auf das reineAnfangswertproblem(

”
Cauchy-Problem“) der Wel-

lengleichung anwendet. In diesem Fall ist manauf explizite Verfahren angewiesen, da zur
Verwendung impliziter Formeln die notwendigen Randwerte fehlen.

Bei der ARWA der Wellengleichung kann man sich von der einschr̈ankenden CFL-
Bedingung durch Verwendung impliziter Differenzenformeln befreien, etwa der Art

k−2{Umh −2U
m−1
h +Um−2h }+αAhU

m
h +(1−2α)AhU

m−1
h +αAm−2h = 0 (6.1.18)

mit einem Parameter α∈[0,1] . Diese Formel hat den Abschneidefehler

τh=h
2 {1

12
(σ2−1)−ασ2}∂4xu+O(h

2);

Sie ist also f̈ur beliebigesαvon zweiter Ordnung. F̈ur ein implizites Differenzenschema
entḧalt ihr Abḧangigkeitsbereich offensichtlich den der Differentialgleichung.

Satz 6.3 (Konvergenz impliziter Verfahren):Die implizite Differenzenformel
(6.1.18) ist im Falleα≥1/4unbedingt stabil und im Fall0<α<1/4stabil f̈ur

0<σ≤
1

c
√
1−4α

; (6.1.19)

F̈ur andereσist sie instabil. Im stabilen Fall gilt die Konvergenzabscḧatzung

max
[0,T]

Umh −u(·,tm)h≤c(u)T{k
2+h2}. (6.1.20)

Beweis:F̈ur die Entwicklungskoeffizienten in

Umh =

N

n=1

amnw
(n)

gilt
amn−2a

m−1
n +am−2n +k2λn{αa

m
n+(1−2α)a

m−1
n +αam−2n }=0.

Das charakteristische Polynom dieser Differenzenformel

ρ(r)=(1+αk2λn)r
2+ k2λn(1−2α)−2r+(1+k

2λnα)
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hat die Wurzeln

r1,2=
2−k2λn(1−2α)± (k2λn(1−2α)−2)2−4(1 +k2λnα)2

2(1 +αk2λn)
.

Wir haben zwei Fälle zu unterscheiden:

a) Stabiler Fall:

(k2λn(1−2α)−2)
2≤4(1 +k2λnα)

2 ⇒ |r1,2|=1. (6.1.21)

b) Instabiler Fall

(k2λn(1−2α)−2)
2>4(1 +k2λnα)

2 ⇒ |r2|>1. (6.1.22)

Der Ketteäquivalenter Ungleichungen

k2λn(1−2α)−2≤2+2k
2λnα

k2λn−2αk
2λn≤4+2αk

2λn

k2λn−4αk
2λn≤4

4k2c2

h2
(1−4α)≤4

k2

h2
(1−4α)≤c−2

entnehmen wir die Bedingungenα≥1/4oder

0<α<1/4, σ≤
1

c
√
1−4α

. (6.1.23)

Dagegen ist

k2λn(1−2α)−2≥−2−2k
2λnα

k2λn−2αk
2λn≥−2αk

2λn

k2λn≥0,

stets erf̈ullt. Dies beweist den die Stabiliẗat betreffenden Teil des Satzes. Die Konvergenz-
abscḧatzung wird dann̈ahnlich wie im expliziten Fall gezeigt. Wir lassen die Details weg.

Q.E.D.

In zwei Raumdimensionen ist der Abḧangigkeitsbereich der Wellengleichung kegelf̈or-
mig (z. B. Kreiskegel bei kreisf̈ormigem Grundgebiet). Die obigen Aussagen f̈ur den ein-
dimensionalen Fall gelten sinngem̈aß auch in zwei Dimensionen. Bei Ortsdiskretisierung
mit dem 5-Punkte-Operator Ah lautet das Analogon des expliziten Schemas (6.1.5)

k−2 Umh −2U
m−1
h +Um−2h +c2AhU

m−1
h = 0 (6.1.24)

und hat die Stabiliẗatsbedingung
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σ≤
1
√
2c
. (6.1.25)

In drei Raumdimensionen verscḧarft sich diese Bedingung zuσ≤(
√
3c)−1.

6.2 Finite-Elemente-Verfahren f̈ur die Wellengleichung

Als Basis von Finite-Elemente-Diskretisierungen dient wieder die variationelle Formulie-
rung von (6.0.2):

(∂2tu, ϕ)+(a∇u,∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈V, t >0, u|t=0=0, (6.2.26)

mit demüblichen Sobolew-RaumV:=H10(Ω) . Im Sinne der”
Rothe-Methode“ k̈onnten

diese Gleichung nun zun̈achst wieder mit einem Differenzenschema 2. Ordnung in der Zeit
und anschließend die einzelnen Zeitschritte mit FE-Ans̈atzen im Ort diskretisiert werden.
Dies f̈uhrt wie bei den Differenzenverfahren zwangsl̈aufig auf Zwei-Schritt-Schemata, mit
denen die Energieerhaltung nicht zu bewerkstelligen ist. Wir wollen daher jetzt einen ande-
ren Weg beschreiten, der etwas n̈aher an der Vorgehensweise bei parabolischen Problemen
ist. Durch Einf̈uhrung der zus̈atzlichen Unbekanntenv=∂tugeht die Wellengleichung
über in das System

∂tu−v=0, (6.2.27)

∂tv−c
2Δu=f, (6.2.28)

mit den naẗurlichen Randbedingungenu|∂Ω=v|∂Ω= 0 sowie den Anfangsbedingungen
u|t=0=u

0undv|t=0=v
0. In variationeller Form schreibt sich dies wie

(∂tv, ϕ)−(v, ψ)=0 ∀ψ∈V, t∈[0,T], (6.2.29)

(∂tu, ψ)+c
2(∇u,∇ϕ)=(f, ϕ), ∀ϕ∈V, (6.2.30)

mit den Anfangsbedingungen u|t=0 =u
0undv|t=0 =v

0. Dieses System von Differenti-
algleichungen ist wieder

”
hyperbolisch“, da alle Eigenwerte der Koeffizientenmatrix rein

imagin̈ar sind. Zur Diskretisierung ẅare also ein Zeitschrittverfahren g̈unstig, bei dem die
imagin̈are Achse gerade der Rand des Stabiliẗatsgebiets ist. Das Crank-Nicolson-Verfahren
besitzt diese Eigenschaft.

Zur Diskretisierung dieses Systems verwenden wir das Rothe-Verfahren, d. h.: Zun̈achst
wird bzgl. der Zeit diskretisiert. Dazu verwenden wir auf einem Zeitgitter

0=t0<t1< ... < tm < ... < tM =T,

mit Schrittweiten km =tm−tm−1das Crank-Nicolson-Schema:

(um−um−1,ψ)−1
2
km(v

m+vm−1,ψ)=0,

(vm−vm−1,ϕ)+1
2
km(c

2∇(um+um−1),∇ϕ)=0,

f̈ur alle Testfunktionenϕundψmit Anfangswerten u0undv0. Bei diesem Zeitschritt-
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verfahren bleibt die totale Energie in jedem einzelnen Zeitschritt erhalten. Dazu setzen
wir im variationellen Schemaϕ:=um−um−1undψ:=vm−vm−1und kombinieren die
beiden resultierenden Gleichungen zu

1
2
vm 2+1

2
c∇um 2= 1

2
vm−1 2+1

2
c∇um−1 2. (6.2.31)

Die einzelnen Probleme in jedem Zeitschritt tm−1 → tm werden nun mit Hilfe eines
FE-Verfahrens diskretisiert. Dazu werden zu jedem Zeitleveltm FE-Ansatzr̈aumeV

m
h ⊂

V =H10(Ω) auf GitternT
m
H derüblichen Art geẅahlt. Im folgenden betrachten wir

zun̈achst den Fall, dass die Gitter und Ansatzr̈aume zu allen Zeitpunkten dieselben sind.
Die allgemeine Situation von mit der Zeit variierenden Ortsgittern ist in Abb. 6.1 skizziert.

Zu dem FE-Ansatz geḧoren wieder die Masse- und Steifigkeitsmatrizen

Mh=(mij)ij= (ϕ
(j)
h ,ϕ

(i)
h)ij, Ah=(aij)ij= (c

2∇ϕ
(j)
h ,∇ϕ

(i)
h)ij,

wobei {ϕ
(i)
h,i=1, ..., N}die Knotenbasis vonVh ist. Dabei wird angenommen, dass

beide Unbekannteuh sowievh in demselben AnsatzraumVh bestimmt werden. Dies
ist wegen der physikalisch vorgegebenen Randbedingungv|∂Ω = ∂tu|∂Ω = 0 sinnvoll.
Eigentlich br̈auchtevhim Hinblick auf die geẅahlte variationelle Formulierung aber nur
inL2(Ω) geẅahlt zu werden.

Abbildung 6.1: Raum-Zeit-Gitter mit
”
ḧangenden Knoten“

Bezeichnen wir nun die zugeḧorigen Knotenwertvektoren vonumh undv
m
h ebenfalls

mit umh undv
m
h,soerḧalt das Zeitschrittschema die Gestalt

Mh(U
m
h −U

m−1
h )+1

2
kmMh(V

m
h −V

m−1
h )=0,

Mh(V
m
h −V

m−1
h )+1

2
kmAh(U

m
h +U

m−1
h )=0.

Dies kann nun so umgeformt werden, dass ein System von zwei sukzessive l̈osbaren Pro-
blemen entsteht:

(Mh+
1
4
k2mAh)U

m
h =MhU

m−1
h +kmMhV

m−1
h −1

4
k2mAhU

m−1
h ,

MhV
m
h =MhV

m−1
h −1

2
kmAh(U

m
h +U

m−1
h ).

In jedem Zeitschritt sind also eine (modifizierte) Ritz-Projektion sowie eineL2-Projektion
durchzuf̈uhren. Die Konvergenzanalyse dieses Verfahrens kann wieder mit Hilfe der oben
schon beschriebenen

”
Energie-Technik“ erfolgen, was hier aber nicht ausgef̈uhrt wird.
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6.3 L̈osungsaspekte

Bei der Anwendung unbedingt stabiler, impliziter Differenzenschemata m̈ussen in jedem
Zeitschritt lineare Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrizen der FormIh+αk

2Ah
gel̈ost werden. Deren Kondition verḧalt sich im Fallek∼hwie

κ2(Ah)∼1. (6.3.32)

Auf solchen gleichf̈ormigen Gittern sind implizite Verfahren also verḧaltnism̈aßig kosten-
g̈unstig. Dies̈andert sich aber, wenn das Ortsgitter zur Anpassung an irregul̈are L̈osungs-
strukturen lokal verfeinert wird.

6.4Übungen

Übung 6.1: Zum Abschluss noch ein paar Testfragen zum vorausgegangenen Stoff:

1. Wodurch unterscheiden sich das
”
Ritzsche Projektionsverfahren“ vom allgemeinen

”
Galerkin-Verfahren“, und was ist ein

”
Petrow-Galerkin-Verfahren“?

2. Was ist neben der Grobgitterkorrektur der wichtigste Bestandteil eines Mehrgitter-
verfahrens?

3. Welche ist die mit einem
”
quadratischen“ Finite-Elemente-Ansatz maximal erreich-

bare KonvergenzordnungO(hr)(bzgl.einer
”
minimalen“ Fehlernorm)?

4. Was versteht man unter der
”
Maximalwinkel-“ bzw. der

”
Minimalwinkel-Bedingung“

f̈ur Triangulierungen?

5. Was versteht man unter
”
Gl̈attungseigenschaft“ eines Zeitschrittverfahrens, und be-

sitzt das Crank-Nicolson-Verfahren diese Eigenschaft?

6. Was ist ein
”
isoparametrischer“ Finite-Elemente-Ansatz?

7. Was ist die Faustregel hinsichtlich der erforderlichen Ordnung von Quadraturformeln
zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Finite-Elemente-Verfahrens?

8. Welcher Schrittweitenbedingung unterliegt das explizite Euler-Verfahren zur L̈osung
der mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator im Ort diskretisierten Ẅarmeleitungs-
gleichung?

9. Welche Kondition in Abḧangigkeit von der Gitterweite hat die Steifigkeitsmatrix
einer Finite-Elemente-Diskretisierung der

”
Plattengleichung“ (biharmonischer Ope-

rator)?

10. Was ist eine
”
M-Matrix“, und welche Eigenschaften folgen daraus?



ALösungen derÜbungsaufgaben

Im Folgenden sind L̈osungen f̈ur die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufga-
ben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um

”
Musterlösungen“ mit vollsẗandig

ausformuliertem L̈osungsweg, sondern nur um L̈osungsans̈atze in knapper Form.

A.1 Kapitel 1

L̈osung A.1.1:Aus der Beschr̈anktheit der ersten Ableitung vonffolgt die Lipschitz-
Stetigkeit vonfbzgl.x, und es ist

f(t, x)∞ ≤ f(t, x)f−(t,0)∞ + f(t,0)∞ ≤K x∞ + f(t,0)∞

Somit existiert nach dem globalen Existenzsatz genau eine globale L̈osung der AWA. Und
diese ist nach dem Regulariẗatssatz ausC∞.

Sei nunudiese L̈osung. So ist
u(k)=f(k−1)

Und damit hat die Taylor-Reihe vonuim Entwicklungspunktt0gerade die angegebene
Form. Es bleibt zu zeigen, dass die Taylorreihe f̈ur allet>t0konvergiert. Dazu betrachten
wir das (n+ 1)-te Restglied der Taylorentwicklung vonu.

Rn+1=
f(n)(ξ, u(ξ))

(n+1)!
(t−t0)

n+1

mitξ∈(t0,t). Aus der gleichm̈aßigen Beschr̈anktheit der Ableitungen vonffolgt

Rn+1→0 (n→∞).

und damit die Behauptung.

L̈osung A.1.2:Wir setzen p:=∂xu, q:=∂yu,r:=∂
2
xu, s:=∂x∂yu, t:=∂

2
yuund

α:=∂3xu, β:=∂
2
x∂yu, γ=∂x∂

2
yu, δ=∂

3
yu.

Differenzieren der Differentialgleichung ergibt

a11∂
3
xu+2a12∂

2
x∂yu+a22∂x∂

2
yu=∂xf−a01∂

2
xu−a02∂x∂yu−a00∂xu

a11∂
2
x∂yu+2a12∂x∂

2
yu+a22∂

3
yu=∂yf−a01∂x∂yu−a02∂

2
yu−a00∂yu

Differenzieren vonr, s, tentlang Γ ergibt

∂τr=∂xr∂τx+∂yr∂τy=α∂τx+β∂τy

∂τs=∂xs∂τx+∂ys∂τy=β∂τx+γ∂τy

∂τt=∂xt∂τx+∂yt∂τy=γ∂τx+δ∂τy

253
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Zusammengenommen ergeben sich zwei 3×3-Gleichungssysteme f̈ur die gesuchten Ablei-
tungenα, β, γ, δ:

a11α+2a12β+a22γ=∂xf−a01r−a02s−a00p

∂τxα+∂τyβ =∂τr

∂τxβ+∂τyγ=∂τs

a11β+2a12γ+a22δ=∂yf−a01s−a02t−a00q

∂τxβ+∂τyγ =∂τs

∂τxγ+∂τyδ=∂τt

Beide haben dieselbe KoeffizientenmatrixB wie das entsprechende System zur Bestim-
mung der zweiten Ableitungen:

a11r+2a12s+a22t=f−a01p−a02q−a00u

∂τxr+∂τys =∂τp

∂τxs+∂τyt=∂τq.

Manüberliegt sich leicht, dass im Falle detB= 0 die durch die beiden Gleichunsgsysteme
bestimmten vier dritten Ableitungen eindeutig (und widerspruchsfrei) bestimmt sind.

L̈osung A.1.3:Der DifferentialoperatorL=a11∂x+2a12∂x∂y+a22∂
2
y+...ist”

elliptisch“
f̈ura212−a11a22<0,”

parabolisch’“ f̈ura212−a11a22= 0 und”
hyperbolisch“ f̈ura212−

a11a22>0.

a) Der OperatorL=∂x∂y−∂xist wegena
2
12−a11a22=

1
4
>0 hyperbolisch.

b) Der OperatorL=∂2x+∂x∂y+y∂
2
y+ 4 ist wegena

2
12−a11a22=

1
4
−yhyperbolisch

f̈ury<1
4
, parabolisch f̈ury=1

4
und elliptisch f̈ury>1

4
.

c) Der OperatorL=2(∂x+∂y)
2+∂y=2∂

2
x+4∂x∂y+2∂

2
y+∂yist wegena

2
12−a11a22=

4−4 = 0 parabolisch.

L̈osung A.1.4:Wir wollen im Folgenden die ersten partiellen Ableitungen derui(i=
1,2) bestimmen. Dazu f̈uhren wir folgende Abk̈urzungen ein:

ri:=∂xui si:=∂yui

Durch Ableiten in Tangentialrichtung erhalten wir

∂τui=ri∂τx+si∂τy
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Zusammen mit den 2 Differentialgleichungen ergibt sich das folgende LGS:

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

b111 b112 b121 b122

b211 b212 b221 b222

∂τx 0 ∂τy 0

0 ∂τx 0 ∂τy

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

r1

r2

s1

s2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

f1

f2

∂τu1

∂τu2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

Wir erhalten für die Determinante der Matrix

b111 b112 b121 b122

b211 b212 b221 b222

∂τx 0 ∂τy 0

0 ∂τx 0 ∂τy

=(∂τx)
2 b121b

2
22−b

1
22b
2
21

+(∂τy)
2 b111b

2
21−b

2
11b
1
21

+∂τx∂τyb
1
12b
2
21−b

1
21b
2
12+b

1
22b
2
11−b

1
11b
2
22 .

Durch Setzen von
â11:=b

1
21b
2
22−b

1
22b
2
21

â22:=b
1
11b
2
21−b

2
11b
1
21

â12:=
1

2
b112b

2
21−b

1
21b
2
12+b

1
22b
2
11−b

1
11b
2
22

ehen wir, dass die L̈osbarkeits-Eigenschaften wieder von dem Vorzeichen des Terms

â212−â11̂a22

abḧangt. Im Vergleich dazu liefert die PDE 2. Ordnung

â11:=a22

â22:=−a11

â12:=−
a12+a21
2

und somit im Falla12=a21

â212−â11̂a22=a
2
12−a11a22.

Beide Vorgehensweisen liefern alsodie gleiche Typen-Einteilung.

L̈osung A.1.5:(i) Wir verwenden den Beweisgang aus dem Text in leicht modifizierter
Form. F̈ur einen beliebigen Punktx=(x1,x2)∈Qist

v(x)=v(x1,x2)−v(x1,0) =
x2

0

∂2v(x1,ξ)dξ.
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Mit Hilfe der Hölderschen Ungleichung folgt

|v(x)|2≤
x2

0

∂2v(x1,ξ)dξ
2

≤
1

0

|∂2v(x1,ξ)|
2dξ.

Wir integrieren diese Ungleichung unter Verwendung des Satzes von Fubini nacheinander
bzgl. der Variablenx1,x2:

Q

|v(x)|2dx≤
1

0

1

0

1

0

|∂2v(x1,ξ)|
2dξ dx1dx2

=
1

0

1

0

1

0

|∂2v(x1,ξ)|
2dx1dξ dx2=

Q

|∂2v(x)|
2dx

(ii) F̈ur Γ :={(0,0)}kann die Poincaŕesche Ungleichungnichtgelten. Zum Beweis kon-
struieren wir eine Folge von Funktionenuk∈V0(Γ;Q) mit den Eigenschaften

lim inf
k→∞ Q

|uk|
2dx >0,

Q

∇uk
2dx→0(k→∞).

Dazu setzen wir unter Verwendung von Polarkoordinaten (r, θ):

uk(r, θ):=r
1/k.

F̈ur diese Funktionen ist ∇uk =|∂ruk|=k
−1r−1+1/kund folglich:

Q

|uk|
2dx≥

π/2

0

1

0

r2/krdrdω=
π

2

1

0

r1+2/kdr

=
π

2

1

2/k+2
r2+2/k

1

0
=
π

2

1

2+2/k
→
π

4
(k→∞),

sowie analog

Q

∇uk
2dx=

1

k2 Q

r−2+2/kdx≤
π

2k2

2

0

r−1+2/kdr

=
π

2k2
k

2
r2/k

2

0
=
π

4

22/k

k
→0 (k→∞).

Als Konsequenz dieses Resultats ist in diesem Fall die in dem Text verwendete
”
direkte

Methode der Variationsrechnung“ (d. h. das
”
Minimalfolgenargument“) zum Nachweis

der Existenz
”
schwacher“ L̈osungen der zugeḧotigen 1. RWA des Laplace-Operators nicht

anwendbar, da das EnergiefunktionalJ(u)aufV0(Γ;Q) nicht nach unten beschr̈ankt
ist. Tats̈achlich bedeutet dies, dass in zwei (und ḧoheren) Dimensionen die 1. RWA mit
solchen einpunktigen Dirichlet-Randbedingungennicht

”
wohl gestellt“ ist.

L̈osung A.1.6:a) Seienu, v∈C2(Ω)∩C1(Ω) L̈osungen derselben 2. RWA. Dann erf̈ullt
w:=u−vdie Gleichungen−Δw+aw= 0 in Ω und∂nw|∂Ω= 0 . Mit Hilfe partieller
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Inegration folgt unter Aussnutzung der Randbedingung∂nw|∂Ω=0:

Ω

∇w2+a|w|2 dx=
Ω

(−Δw+aw)wdx+
∂Ω

∂nww do=0.

Dies impliziertw≡0.

b) Mit denselben Bezeichnungen wie in (a) gilt nun (∂nw+αw)|∂Ω = 0 . Damit ergibt
sich dann wegenα≥0:

Ω

∇w2+a|w|2 dx=
Ω

(−Δw+aw)wdx+
∂Ω

∂nww do=−
∂Ω

αw2do≤0.

Dies impliziert wiederw≡0.
F̈ura= 0 kann in beiden F̈allen nur auf∇w≡0bzw.w≡konstgeschlossen werden.
Es fehlt aber eine zus̈atzliche Bedingung, um hierausw≡0 folgern zu k̈onnen. Eine
solche Zusatzbedingung k̈onnte z. B. die Forderung sein, daß nach L̈osungen der RWAn
mit verschwindendem Mittelwert gefragt ist:

Ω
udx=0.

L̈osung A.1.7:Wir zeigen die beiden Ungleichungen einzeln:

i) Wir wollen zeigenu≥0 . Es ist

−Δ(−u)=−1≤0inΩ, u=0≤0 auf∂Ω

Nach dem Maximum-Prinzip ist also

−u≤0 oder max
Ω
−u≤max

δΩ
−u=0.

Alsou≥0aufΩ.

ii) Nun zeigen wiru≤1
8
. Dazu betrachten wir die Funktionv=1

4
(x(1−x)+y(1−y))

mit
−Δv=1

4
(2 + 2) = 1.

Wegen

∇v=
1−2x

1−2y
=0 ⇔

x

y
=

1
2

1
2

sowie
v1
2
,1
2
=1
8
, v=0 auf∂Q1

liegt in (x, y)=(1/2,1/2) ein Maximum vonv, und es istv≥0inQ1. Wegen Ω⊂Q1
folgt nun

−Δ(u−v)=0≤0inΩ

sowie
u−v=−v≤0 auf∂Ω.
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Nach dem Maximumprinzip ist also

u−v≤0 oder max
Ω
u−v≤max

δΩ
u−v≤0

und somit
u≤v≤1

8
.

L̈osung A.1.8:Zur Wiederholung: Wir setzenx1=rcosθ, x2=rsinθundu(x)=
u(x1,x2)=u(rcosθ, rsinθ) . Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

∂2ru(r, θ)=∂
2
1u(x)cos

2θ+∂2∂1u(x)sinθcosθ+∂1∂2u(x)cosθsinθ+∂
2
2u(x)sin

2θ,

∂2θu(r, θ)=∂
2
1u(x)r

2cos2θ−∂2∂1u(x)r
2sinθcosθ−∂1∂2u(x)r

2cosθsinθ

−∂1u(x)rcosθ−∂2u(x)rsinθ+∂
2
2u(x)r

2cos2θ.

Also ist (∂2r+r
−1∂r+r

−2∂2θ)u(r, θ)=(∂
2
1+∂

2
2)u(x)=Δu(x).

i) Die Randbedingungen ließt man direkt ab. Wir setzenα:=π/ωund finden

Δsω(r, θ)=(∂
2
r+r

−1∂r+r
−2∂2θ)(r

αsinθα)

=(α−1)αrα−2sinθα+αrα−2sinθα−rα−2α2sinθα=0.

ii) Die Funktionsω ist im Innern des SektorabschnittsG beliebig oft differenzierbar.
Ihre ersten und zweiten Ableitungen verhalten sich dort wie

|∂isω(r, θ)|≤cr
π/ω−1, |∂i∂jsω(r, θ)|≤cr

π/ω−2.

Zuüberpr̈ufen ist also die Existenz der (uneigentlichen) Integrale

J1(ω):=
G

r2π/ω−2dx=
ω

0

1

0

r2π/ω−1dr dθ=ω
1

0

r2π/ω−1dr,

J2(ω):=
G

r2π/ω−4dx=
ω

0

1

0

r2π/ω−3dr dθ=ω
1

0

r2π/ω−3dr.

F̈urπ<ω≤2πist 2π/ω−1≥0 und folglichJ1(ω) existent, aber 2π/ω−3<−1 und
folglichJ2(ω)nichtexistent. Im Fallω<πist∇sω beschr̈ankt und somit (eigentlich)
quadrat-integrierbar. Ferner ist 2π/ω−3>−1 und somit auch∇2sωwenigstens quadrat-
integrierbar.

L̈osung A.1.9:a) Es ist

∂xu(x, y)=
1
2
(x−y)

−1
2 , x≥y,

−1
2
(y−x)

−1
2 , y<x,

und∂yu= −∂xu,sodassesgen̈ugt,∂xuzu betrachten. Wir betrachten dazu die
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Ausscḧopfung Ωε:={(x, y)∈R
2:x<y−εoderx>y+ε}und wir erhalten

Ωε

(∂xu)
2d(x, y)=

1

0

y−ε

0

1

4
(y−x)−1dx dy+

1

0

1

y+ε

1

4
(x−y)−1dx dy

Wir begnügen uns damit, das erste Integral auf der rechten Seite zu betrachten:

1

0

y−ε

0

1

4
(y−x)−1dx dy=

1

0

−ln (y−x)

4

y−ε

0

dy

=
−ln (ε)

4
+

1

0

ln (y)

4
dy→∞ (ε→0)

Also ist∂xunicht inL
2(Ω) und somitu/∈H1(Ω).

b) Durch Anwendung der Kettenregel erhalten wir f̈ur die partiellen Ableitungen vonu:

∂xu(x, y)=cosln
1

r

−x

r2
, ∂yu(x, y)=cosln

1

r

−y

r2
.

Somit erhalten wir

∇u∇u=(∂xu)
2+(∂yu)

2=cos ln
1

r

x2+y2

r4
=cos ln

1

r

2
1

r2

Wir betrachten jetzt nur die KreisbögenSε={(x, y)∈R
2:ε<x2+y2<1}.Undbe-

stimmen das Integral

Sε

cosln1
r

2

r2
d(x, y)=

1

ε

π
2

0

cosln1
r

2

r2
rdΘdr

=
π

2

1

ε

cosln1
r

2

r
dr

=
π

2

0

ln(ε)

cos (x)2dx

=
π

4
(cos (x) sin (x)+x)

0

ln(ε)

=
−π

4
(cos (ln (ε)) sin (ln (ε)) + ln (ε))→∞ (ε→0)

Also istu/∈H1(Ω).

L̈osung A.1.10:Zun̈achst eine Feststellung, die Menge

M := u∈H1(Ω) :
Ω

u(x)dx=0

ist konvex und abgeschlossen bzgl. derL2-Topologie. Die Konvexiẗat folgt sofort aus der
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Lineariẗat des Integrals, die Abgeschlossenheit, da

Ω

u(x)dx≤
Ω

|u(x)|dx≤cuΩ.

Wir zeigen die Aussage durch ein Widerspruchsargument. Angenommen es gäbe keine
KonstantecΩmit der Eigenschaft. Dann gibt es eine FolgeunausM,sodass

un Ω>n ∇un Ω

bzw.xn:=un
−1
Ω → 0(n→∞). Wir k̈onnen also o.B.d.A. annehmen, daß 0<xn≤

1,n∈N.Da0∈M undM konvex, ist auchvn:=xnun∈M, und es gilt vn Ω=1.
Aus der Ungleichung f̈urunerhalten wir

∇vn Ω=xn ∇un Ω<
xn
n
un Ω=

vn Ω
n
→0(n→∞).

Also istvninH
1(Ω) beschr̈ankt. Es gibt also eine Teilfolge, wir wollen o.B.d.A. annehmen

dies ẅarevn, die schwach gegenv∈H
1(Ω) konvergiert. Insbesonder konvergiert∇vn

schwach inL2gegen∇v. Wegen obiger Ungleichung konvergiert aber∇vnstark inL
2

gegen 0, folglich ist∇v= 0. Da Ω ein Gebiet ist (also insbesondere zusammenḧangend)
folgt darausv= konst fastüberall in Ω.

Nach dem Rellichschen Auswahlsatz gibt es eine stark inL2konvergente Teilfolge
vonvn, die wir wieder mitvnbezeichnen, wegen vn Ω = 1 folgt also aus der starken
Konvergenz vΩ= 1, und somitv=1fastüberall auf Ω. Andererseits istM bez̈uglich
der Norm ·Ωabgeschlossen, also folgtv∈M im Widerspruch zuv= 1. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

L̈osung A.1.11:Wir können im allgemeinen nur Existenz und Eindeutigkeit einer L̈osung
u∈Vder zugeḧorigen schwachen Formulierung, d. h. bez̈uglich

(∇u,∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈V (1.1.1)

erwarten. Wir zeigen zun̈achst die Existenz und Eindeutigkeit einer L̈osung f̈ur den Raum

V:=u∈H1(Ω) :
Ω

u(x)dx=0 .

Die Existenz einer solchen L̈osung ist gegeben, wenn wir zeigen k̈onnen, dass das Funk-
tional

E(v)=1
2
∇v2Ω−(f, v)Ω

inV ein Minimum annimmt. Zun̈achst zeigen wir, dass E inV nach unten beschr̈ankt
ist. Mithilfe der Poincaŕeschen Ungleichung aus der vorausgehenden Aufgabe

Ω

fvdx≤ fΩ vΩ≤cΩ fΩ ∇vΩ.
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Mithilfe der Youngschen Ungleichung folgt weiter

Ω

fv dx≤
c2Ω
2
f2
Ω+
1

2
∇v2Ω

und damit die Beschr̈anktheit vonE(·)nachunten:

E(v)≥−
c2Ω
2
f2
Ω.

Sei nun (vk)k∈N,vk∈Veine Minimalfolge bez̈uglichE(·):

E(vk)→d:= inf
v∈V
E(v).

Wie im Skript zeigen wir mithilfe der Parallelogramm-Identität, dass (vk) Cauchy-Folge
bez̈uglich der Energienorm

vE:=∇vΩ

ist:

vn−vm
2
E=2vn

2
E+2vm

2
E−4

1
2
(vn+vm)

2
E

≤4E(vn)+4(f, vn)+4E(vm)+4(f, vm)−8E(
1
2
(vn+vm))−8(f,

1
2
(vn+vm))

=4E(vn)+4E(vm)−8E(
1
2
(vn+vm))

Unter Ber̈ucksichtigung von limk→∞E(vk)=dundE(
1
2
(vn+vm))≥dfolgt

lim sup
n,m→∞

vn−vm
2
E≤0.

Aufgrund der Poincaŕeschen Ungleichung aufVgilt weiter

vn−vm H1(Ω)≤Cvn−vm E,

d. h. (vk)k∈N ist Cauchy-Folge bez̈uglich derH
1-Norm und konvergiert folglich gegen

einen Limesv∈H1(Ω). Umv∈V zu garantieren, m̈ussen wir noch zeigen, dass auch
die Mittelwertbedingung im Limes erhalten bleibt

Ω

vdx=
Ω

v−vkdx≤ v−vk Ω→0(k→∞).

Wir haben also eine schwache Lösungv∈V gefunden. Aufgrund der Mittelwertbedin-
gung anfbleibt (1.1.1) auch g̈ultig, wenn man den Testraum aufH1(Ω) erweitert (F̈ur
ϕ∈H1(Ω) liegt ̂ϕ:=ϕ−|Ω|−1

Ω
ϕinM und

(∇u,∇ϕ)=(∇u,∇ϕ̂), (f, ϕ)=(f,̂ϕ).

Wir haben also eine schwache Lösungv∈H1(Ω) f̈ur das Problem

(∇u,∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈H1(Ω)
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gefunden. Seien nunv1,v2zwei L̈osungen, so gilt f̈urw=v1−v2

(∇w,∇w)=0

und daherv1=v2+const.

L̈osung A.1.12:a) Die RWA auf der gepunkteten Kreisscheibe istnichtwohl gestellt,
da das Energiefunktional

E(v)=1
2
∇v2Ω−(f, v)Ω

aufH10(Ω) kein Minimum besitzt. Es existiert eine Folge (vk)k∈N⊂H
1
0(Ω) , welche bzgl.

derH1-Norm eine Cauchy-Folge ist, f̈ur deren Limes aberu(0)= 0 ist. Eine regul̈are
schwache L̈osung gen̈ugt also nicht der geforderten Randbedingung inx=0.

b) Die RWA auf der geschlitzten Kreisscheibe ist wohl gestellt, denn zu jeder Cauchy-Folge
(vk)k∈N⊂H

1
0(Ω) geḧort aufgrund der Spurabscḧatzung

vL2(Γ)≤cvH1(Ω),

eine Cauchy-Folge (vk|Γ)k∈N⊂L
2(Γ) von Spuren. DerH1-Limesv= limk→∞vkhat also

automatisch die Spurv|Γ≡0.Jederegul̈are schwache L̈osung gen̈ugt also der geforderten
homogenen Dirichlet-Randbedingung auf Γ .

L̈osung A.1.13:Gesucht istu∈H1(Ω) mit der Eigenschaft

(∇u,∇ϕ)Ω+(u, ϕ)Ω+(u, ϕ)∂Ω=(f, ϕ)Ω+(g, ϕ)∂Ω ∀ϕ∈H1(Ω).

F̈ur eine hinreichend regul̈are L̈osung folgt durch partielle Integration

(−Δu+u−f, ϕ)Ω+(∂nu+u−g, ϕ)∂Ω=0 ∀ϕ∈H1(Ω),

und damit die G̈ultigkeit der gegebenen Differentialgleichung sowie der Randbedingung.

L̈osung A.1.14:F̈ur die Ungleichungen gilt:

a) uL∞(Ω)≤cuH2(Ω), u∈H2(Ω),Ω⊂R3; (richtig)

b) uL∞(Ω)≤cuH1,1(Ω), u∈H1,1(Ω),Ω⊂R1; (richtig)

c) uL∞(Ω)≤cuH1(Ω), u∈H1(Ω),Ω⊂R2; (falsch)

d) uL1(∂Ω)≤cuH1,1(Ω), u∈H1,1(Ω),Ω⊂R2 (richtig).

L̈osung A.1.15:Wir betrachten zunächst die rechte Seite der Ungleichung. Seiu0∈
H1(Ω). Wir verwenden dieL2-Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen des Laplace-Opera-
tors (vk)k∈N.F̈uru

0gelte die Darstellung

u0(x)=

∞

j=0

u0jvj.
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Die n-te Partialsumme

sn:=
n

j=0

u0jvj(x).

konvergiert inH1(Ω) gegenu0. Insbesondere gilt

∇u02Ω= lim
n→∞

∇sn
2
Ω.

F̈ur die Partialsumme k̈onnen wir Integration und Differentiation mit der Summation
vertauschen

(∇sn,∇sn)Ω=

n

j,k=0

u0ju
0
k(∇vj(x),∇vk(x))Ω

Wir nutzen aus, dass vjauch schwache L̈osungen des Eigenwertproblems des Laplace-
Operators sind, d. h.:

(∇vj,∇ϕ)Ω=λj(vj,ϕ) ∀ϕ∈H
1
0(Ω).

Wir bekommen

(∇sn,∇sn)Ω=
n

j,k=0

u0ju
0
kλj(vj(x),vk(x))Ω.

Schließlich nutzen wir die Orthonormaliẗatseigenschaft dervj. Insgesamt haben wir ge-
zeigt

∇u0 2Ω=

∞

j=0

u0j
2
λj. (1.1.2)

F̈ur die L̈osung der Ẅarmeleitungsgleichung gilt die Darstellung

u(x, t)=
∞

j=1

u0jvj(x)e
−λjt.

Differenzieren ergibt

∂tu(x, t)=Δu(x, t)=−
∞

j=1

u0jλjvj(x)e
−λjt.

Mit der Parsevalschen Identität gilt

∂tu(x, t)
2
Ω= Δu(x, t)2Ω=

∞

j=1

(u0j)
2(λj)

2e−2λjt.
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Die Funktionxe−2x nimmt ihr Maximum auf [0,∞)inx=0.5 an. Es gilt

xe−2x≤1
2
e−1.

MitdiesemResultatkönnen wir weiter abscḧatzen

∂tu(x, t)
2
Ω= Δu(x, t)2Ω=

1

2t
e−1

∞

j=1

(u0j)
2λj.

Zusammen mit (1.1.2) haben wir gezeigt

∂tu(x, t)
2
Ω= Δu(x, t)2Ω≤

1

2t
e−1∇u0 2Ω.

Wegen
1
2
e−1=0.42888... <0.5

folgt daraus die Behauptung

L̈osung A.1.16:Wir machen den Ansatz u(x, t)=ψ(t)v(x). Damit ergibt sich

∂2tu−Δu=ψ(t)v(x)−ψ(t)Δv(x)=0

bzw.
ψ(t)

ψ(t)
=
Δv(x)

v(x)
=const=−λ.

Dies f̈uhrt auf die Eigenwertprobleme

−Δv=λv, −ψ(t)=λψ(t)

mit den in der Aufgabenstellung gegebenen Randwerten. Die Eigenfunktionenvjf̈ur das
Laplace-Problem mit Nullrandbedingungen definieren ein Orthonormalsystem inL2(Ω).
Wir wissen, dass die zugehörigen Eigenwerteλjpositiv sind. Die Differentialgleichung in
der Zeit hat dann die Fundamentall̈osung

ψ(t)=
∞

j=0

ajsin( λjt)+bjcos( λjt).

Zusammen ergibt sich

u(x, t)=v(x)ψ(t)=

∞

j=0

vj(x)ajsin( λjt)+bjcos( λjt).

Machen wir für die Funktionenu0(x),u1(x)denAnsatz

u0(x)=

∞

j=0

u0jvj(x), u1(x)=

∞

j=0

u1jvj(x)
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erhalten wir durch Koeffizientenvergleichbj=u
0
j sowie nach Ableitenaj=

u1j√
λj
. Wir

erhalten die Darstellung

u(x, t)=
∞

j=0

vj(x)
u1j

λj
sin( λjt)+u

0
jcos( λjt).

Es bleibt zu untersuchen, welche Regulariẗatsanforderungen wir anu0 undu1 stellen
m̈ussen, um

∂2tu,Δu∈L
2(Ω×(0,T))

garantieren zu k̈onnen. Differenzieren f̈uhrt zu

∂2tu=Δu=−

∞

j=0

vj(x)u
1
jλ

1
2
jsin( λjt)+u

0
jλjcos( λjt).

Mithilfe der Parsevalschen Identität erhalten wir

∂2tu
2
L2(Ω×(0,T))=

T

0 Ω

∞

j=0

vj(x)u
1
jλ

1
2
jsin( λjt)+u

0
jλjcos( λjt)

2

dxdt

=
T

0

∞

j=0

u1jλ
1
2
jsin( λjt)+u

0
jλjcos( λjt)

2

dt.

Wir ziehen Betragsstriche unter die Summe und schätzen die trigonometrischen Terme ab

∂2tu
2
L2(Ω×(0,T))≤T

∞

j=0

(λju
0
j)
2+λj u

1
j

2
+2λ

3
2
ju
0
ju
1
j.

Ausnutzen der Youngschen Ungleichung f̈uhrt auf

∂2tu
2
L2(Ω×(0,T))≤T

∞

j=0

(λju
0
j)
2+λj u

1
j
2
. (1.1.3)

Wir wollen nun u0∈H2(Ω) annehmen. Wir definieren die n-te Partialsumme

sn:=

n

j=0

u0jvj(x).

Diese konvergiert dann inH2(Ω) gegenu0. Damit folgt insbesondere

∞> Δu0 2Ω= lim
n→∞

Δsn
2
Ω.

F̈ur die Partialsumme k̈onnen wir Integration und Differentiation mit der Summation
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vertauschen

(Δsn,Δsn)Ω=

n

j,k=0

u0ju
0
k(Δvj(x),Δvk(x))Ω

=
n

j,k=0

u0ju
0
k(λjvj(x),λkvk(x))Ω.

Schließlich folgt aufgrund der Orthonormaliẗatseigenschaft dervn

∞>lim
n→∞

n

j=0

u0jλj
2
=

∞

j=0

u0jλj
2
.

Dies ist genau der erste Teil der Summe in (1.1.3). Sei nunu1∈H1(Ω). Die n-te Parti-
alsumme

rn:=
n

j=0

u1jvj(x).

konvergiert inH1(Ω) gegenu1und wir haben

∞> ∇u1 2Ω= lim
n→∞

∇rn
2
Ω.

Nutzen wir aus, dassvjauch schwache L̈osung des Eigenwertproblems sind, erhalten wir
mit derselben Argumentation wie oben

(∇rn,∇rn)Ω=
n

j,k=0

u1ju
1
k(∇vj(x),∇vk(x))Ω

=

n

j,k=0

u1ju
1
kλj(vj(x),vk(x))Ω.

Schließlich folgt wieder mit der Orthonormaliẗatseigenschaft dervn

∞>

∞

j=0

u1j
2
λj.

Wir haben gezeigt, dass (1.1.3) und damit sowohl ∂2tuals auch ΔuinL
2(Ω×(0,T))

wohldefiniert sind. Unter den getroffenen Regulariẗatsvoraussetzungen l̈ost das oben kon-
struierteu(x, t) die Wellengleichung also in einem (starken)L2-Sinne.
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A.2 Kapitel 2

L̈osung A.2.1:Wir bestimmen den Abschneidefehler

τh(x, y):=−Δ
(9)
h u(x, y)−fh(x, y)=−Δ

(9)
h uh−f−

1
12
h2Δf.

Taylor-Entwicklung vonu(x±h, y),u(x, y±h) undu(x±h, y±h) ergibt:

u(x±h, y)=1±h∂x+
1
2
h2∂2x±

1
6
h3∂3x+

1
24
h4∂4x±

1
120
h5∂5xu(x, y)

+ 1
720
h6∂6xu(ξ, η),

u(x, y±h)=1±h∂y+
1
2
h2∂2y±

1
6
h3∂3y+

1
24
h4∂4y±

1
120
h5∂5yu(x, y)

+ 1
720
h6∂6yu(ξ, η),

u(x±h, y±h)=1±h∂x±h∂y+
1
2
h2∂2x±h

2∂x∂y+
1
2
h2∂2y±

1
6
h3∂3x±

1
2
h3∂2x∂y

±1
2
h3∂x∂

2
y±

1
6
h3∂3y+

1
24
h4∂4x±

1
6
h4∂3x∂y+

1
4
h4∂2x∂

2
y±

1
6
h4∂x∂

3
y

+ 1
24
h4∂4y±

1
120
h5∂5x±

1
24
h5∂x∂

4
y±

1
12
h5∂2x∂

3
y±

1
12
h5∂3x∂

2
y±

1
24
h5∂4x∂y

± 1
120
h5∂5yu(x, y)+

1
720
h6∂6x±

1
120
h6∂5x∂y+

1
48
h6∂4x∂

2
y±

1
36
h6∂3x∂

3
y

+ 1
48
h6∂4x∂

2
y±

1
120
h6∂x∂

5
y+

1
720
h6∂6yu(ξ, η).

Damit folgt f̈ur den kompakten 9-Punkte-Operator:

Δ
(9)
h uh(x, y)=

1

6h2
4u(x±h, y)+4u(x, y±h)+u(x±h, y±h)−20u(x, y)

=
1

6h2
(8+8+4−20) +h(0 + 0)∂x+h(0 + 0)∂y

+1
2
h2(8 + 4)∂2x+h

2(0)∂x∂y+
1
2
h2(8 + 4)∂2y

+1
6
h3(0 + 0)∂3x+

1
2
h3(0)∂2x∂y+

1
2
h3(0)∂x∂

2
y+

1
6
h3(0 + 0)∂3y

+ 1
24
h4(8 + 4)∂4x+

1
6
h4(0)∂3x∂y+

1
4
h4(4)∂2x∂

2
y+

1
6
h4(0)∂x∂

3
y+

1
4
h4(8 + 4)∂4y

+ 1
120
h5(0+0+0+0+0+0)∂5x u(x, y)+O(M6(u)h

4)

= ∂2x+∂
2
y)u(x, y)+

1
12
h2∂4x+2∂

2
x∂
2
y+∂

4
yu(x, y)+O(M6(u)h

4)

=Δu(x, y)+1
12
h2Δ2u(x, y)+O(M6(u)h

4)

=−f(x, y)− 1
12
h2Δf(x, y)+O(M6(u)h

4).

Also istτh(x, y)=O(h
4) , d. h.: Die Diskretisierung hat die Konsistenzordnungm=4.

L̈osung A.2.2:a) Zur Rechtfertigung der Formel schreiben wir

eh h
eh h/2

=
hα

(h/2)α
=2α
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und erhalten durch Logarithmieren

α=
log(eh h/eh h/2)

log(2)
.

Wenn die Lösunguunbekannt ist, machen wir mit einerh-unabḧangigen Verteilungs-
funktionc(x) den (heuristischen) Ansatz

uh−uh/2=uh−u+u−uh/2=eh/2−eh=c(h/2)
α−chα

=chα(2−α−1)

uh/2−uh/4=uh/2−u+u−uh/4=eh/4−eh/2=c(h/4)
α−c(h/2)α

=chα(4−α−2−α)=chα2−α(2−α−1).

Folglich gilt

uh−uh/2 h

uh/2−uh/4 h
≈2α bzw. α=

log(uh−uh/2 h/uh/2−uh/4 h)

log(2)

b) Die inḧarenten Konvergenzordnungen der gegegebenen Folgen sind:

α=
log(33.627−30.318

30.318−29.100
)

log(2)
=
log(3.309

1.218
)

log(2)
≈
log(2.716)

log(2)
≈
0.9994

0.6931
≈1.44

α=
log(30.318−29.100

29.100−28.586
)

log(2)
=
log(1.218

0.514
)

log(2)
≈
log(2.369)

log(2)
≈
0.8624

0.6931
≈1.24

α=
log(29.100−28.586

28.586−28.351
)

log(2)
=
log(0.514

0.235
)

log(2)
≈
log(2.187)

log(2)
≈
0.7826

0.6931
≈1.12

und

α=
log(26.570−27.008

27.008−27.883
)

log(2)
=
log(−0.438

−0.875
)

log(2)
≈
log(0.500)

log(2)
≈
−0.6920

0.6931
≈−0.998

α=
log(27.008−27.883

27.883−28.072
)

log(2)
=
log(−0.875

−0.189
)

log(2)
≈
log(4.629)

log(2)
≈
1.532

0.6931
≈2.21

α=
log(27.883−28.072

28.072−28.117
)

log(2)
=
log(−0.189

−0.045
)

log(2)
≈
log(4.2)

log(2)
≈
1.435

0.6931
≈2.07

L̈osung A.2.3:a) Wir verwenden wieder die Greensche Identiẗat

vh(P)=h
2

Q∈Ωh

Gh(P, Q)Lhvh(Q)+
Q∈∂Ωh

Gh(P, Q)vh(Q)

mit der durch

LhGh(P, Q)=h
2δ(P, Q), P∈Ωh, Gh(P, Q)=δ(P, Q), P∈∂Ωh, Q∈Ωh,



A.2. KAPITEL 2 269

definierten diskreten Greenschen FunktionGh :Ωh×Ωh → R. Da der kompakte 9-
Punkte-Operator konsistent ist und die Bedingungen (B1), (B2) und (B3) erf̈ullt, gilt f̈ur
ihn das diskrete Maximumprinzip sowie die Abscḧatzungen

0≤h2

Q∈Ωh

Gh(P, Q)≤
d2Ω
4
.

Anwendung der Greenschen Identiẗat f̈ur die Fehlerfunktioneh:=u−uh ergibt dann
wegeneh=0 auf∂Ωh:

max
Ωh

|eh|≤
d2Ω
4
max
Ωh
|Lheh|=

d2Ω
4
max
Ωh
|Lhu−Lhuh|

=
d2Ω
4
max
Ωh
|Lhu−f−

1
12
h2Δf|≤cM6(u)h

4.

c) Wir k̈onnen denselben Ansatz wie in Teil (b) verwenden, da auch das modifizierte
9-Punkte-Schema konsistent ist und den Bedingungen (B1), (B2) und (B3) gen̈ugt. Aus-
gehend von der diskreten Greenschen Identiẗat erhalten wir

eh(P)=h
2

Q∈Ω0h

Gh(P, Q)Lheh(Q)+h
2

Q∈∂Ω∗h

Gh(P, Q)Lheh(Q)

Mit Hilfe der auch hier gültigen Abscḧatzungen

0≤h2

Q∈Ωh

Gh(P, Q)≤
d2Ω
4
,

Q∈∂Ω∗h

Gh(P, Q)≤
1

2

folgt

max
P∈Ωh

|eh|≤
d2Ω
4
max
Q∈Ω0h

|−Δ
(9)
h u−fh|+

1

2
max
Q∈∂Ω∗h

|−Δ∗h−f|

≤cM6(u)h
6+cM3(u)h

3.

L̈osung A.2.4:a) Wir pr̈ufen zun̈achst die Formel f̈ur die Eigenwerte vonAh nach. Es
gilt (nachrechnen):

Ahw
νμ=...

b) Der Darstellung der Eigenwerte vonAh und der Taylor-Entwicklung des Cosinus

cos(x)=1−
x2

2
+O(x4)
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entnehmen wir, dass

λmax(Ah)=h
−24−4 cos((1−h)π)=h−24+4cos(hπ)=8h−2+O(1)

λmin(Ah)=h
−24−4cos(hπ)=h−24−4+2π2h2+O(h4)

und somit

cond2(Ah)=:
λmax(Ah)

λmin(Ah)
=

8+O(h2)

2π2h2+O(h4)
=
4

π2h2
1+O(h2)

1+O(h2)
=
4

π2h2
+O(1).

L̈osung A.2.5:a) Seienx, y∈RN mit der Eigenschaft x≥ygegeben. Dann gilt f̈ur

beliebige nicht-negative Zahlena
(−1)
ij , dass:

j

a
(−1)
ij xi≥

j

a
(−1)
ij yi.

Angewendet auf die Multiplikation mitA−1folgt:

Av≥Aw ⇒ A−1Av≥A−1Aw ⇒ v≥w

und somit die Behauptung.

b) F̈ur den Vektorw∈RN seiAhw≥(1,...,1)
T. Die MatrixAh ist invers-monoton,

d.h.A−1h ≥0 . Also ist
w=A−1h Ahw≥A

−1
h (1,...,1)

T

d. h.: Der Vektorw ist komponentenweise gr̈oßer oder gleich den jeweiligen (nicht-
negativen) Zeilensummen vonA−1h . Folglich gilt f̈ur die Maximale-Zeilensummen-Norm
vonA−1h :

A−1h ∞ ≤ w∞.

c) F̈ur die Maximale-Zeilensummen-Norm der MatrixAh gilt offenbar Ah ∞ ≤8h
−2.

F̈ur die Funktionw=x(1−x)/4+y(1−y)/4 gilt

−Δ
(5)
h w=−Δw=1.

Dies ist gleichbedeutend mitAhw≥(1,...,1)
T. Nach Teil (b) folgt daraus

A−1h ∞ ≤ w∞ =
1

8

Dies impliziert
cond∞(Ah):=Ah ∞ A

−1
h ∞ ≤h

−2.

L̈osung A.2.6:Wir bezeichnen die Anzahl der inneren Gitterpunkt mit dery-Koordinate
hmit n. Insgesammt gibt es dann geradeN=1

2
(n2+n) innere Gitterpunkte.
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a) Bei zeilenweiser Nummerierung, erhalten wir folgende Nummerierung

N

N−2 N−1
...

...

n+1 n+2 ···2n−1

1 2 ··· n−1 n

dabei ist die Differenz der Nummer zwischen zwei benachbarten Punkten kleiner oder
gleichn. Man beachte, das dieser Abstand f̈ur Punkte mit gr̈osseren Nummern kleiner
wird. Die Systemmatrix hat damit die Form

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Bn −In−1 0 ··· 0

−In−1 Bn−1 −In−2
...

...

0
...

...
... 0

...
... −I2 B2 −I1

0 ··· 0 −I1 B1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Dabei sind

Ii=

⎛

⎜
⎜
⎝

1
...

1

⎞

⎟
⎟
⎠∈R

i×i Bi=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

4 −1

−1 4 −1
...

...
...

−1 4 −1

−1 4

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∈Ri×i

und an der oberen linken Ecke sind entsprechen 0-en zu erg̈anzen. Damit ist der Speicher-
aufwandO(Nn)=O(n3) und der Rechenaufwand istO(Nn2)=O(N2).

b) Mit der Nummerierung

N−n+1
...

...

4
...

2 5 N−1

1 3 6 ··· N

erhalten wir die folgende Systemmatrix:
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⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

4I1 M1

Mt1 4I2
...

Mt2
...

...
...4In−1 Mn−1

Mtn−1 4In

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Wob ei Midurch

Mi=

⎛

⎜
⎜
⎝

−1 −1
...

...

−1 −1

⎞

⎟
⎟
⎠∈R

i×(i+1)

gegeben ist. Insgesammt liegen zwischen den Nummern der 4 benachbarten Felder ḧochs-
tens die Nummern entlang einer Diagonalen, die Bandbreite ist alson+ 1. Damit ist
entsprechend zu Teil (a) der SpeicheraufwandO(Nn)=O(n3) und der Rechenaufwand
ist durchO(Nn2)=O(N2) gegeben.

c) Im Falle der schachbrettartigen Nummerierung liegen zwischen den Indizes benach-
barter Elemente ḧochstensN/2+n/2 Zahlen. Die entstehende Systemmatrix hat also
die BandbreiteM/2+n/2. Der Speicherbedarf ist demnachO(NN)=O(n4) und der
RechenaufwandO(NN2)=O(N3). Die Systemmatrix hat die Form

4IN
2
∗

∗ 4IN
2

wobei∗eine Matrix mit ḧochstens vier von Null verschiedenen Eintraegen pro Zeile ist.
Wir erkennen, das die Zerlegung nur auf den mit ∗gekennzeicheten Eintr̈agen operieren
muss, so dass sich der Rechenaufwand auf O(n5) verringert.

L̈osung A.2.7:a) Die Eigenwerte der IterationsmatrixBθ=I−θAsindμ=1−θλ
und folglichμmax=1−θλmin sowieμmin=1−θλmax bzw.

ρ(Bθ)=max{|μ|}=max{|1−θλmax|,|1−θλmin|}.

b) Im Falle 0<λmin≤λmax gilt

0<θ<
2

λmax
⇔ 0<θλmin≤θλmax<2.

Dies wiederum istäquivalent mit max{|1−θλmin|,|1−θλmax|}<1.

c) Ein einfaches geometrische Argument ergibt

θopt=
2

λmin+λmax
.
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L̈osung A.2.8:Durch Nachrechnen erhalten wir das f̈ur 1≤k, l≤N die Funktionen

ϕkl:= sin
kπx

N+1
sin

lπx

N+1

Eigenfunktionen vonAx zum Eigenwertλ
kl
x =2−2cos

kπ
N+1

=4sin2 kπ
2(N+1)

, und

Eigenfunktionen vonAy zum Eigenwertλ
kl
y =2−2cos

lπ
N+1

=4sin2 lπ
2(N+1)

sind.

Wir haben also N2Eigenfunktionen vonAxbzw.Ayaus Dimensionsgr̈unden sind diese
gerade ein vollsẗandiges System von Eigenvektoren. Insbesondere istAxAy=AyAx.Die
zum ADI-Verfahren geḧohrige Iterationsmatrix hat gerade die Form

Bσ=(σ+Ay)
−1(σ−Ay)(σ+Ax)

−1(σ−Ax)

und hat die Eigenwerte

λklσ =
σ−λkly
σ+λkly

σ−λklx
σ+λklx

.

Diese sind f̈urσ>0 wohldefiniert, da die Eigenwerte vonAxundAypositiv sind. Nun
ist

|σ−c|

|σ+c|
<1

f̈ur jedes festec>0 und beliebiegesσ>0, so dass f̈ur den Spektralradius vonBσ gilt:

ρ(Bσ)<1.

Das ADI-Verfahren ist also unabḧangig vonσ>0 konvergent. Die Konvergenz ist am
schnellsten fallsρ(Bσ) minimal ist. Wir suchen also

min
σ>0
max
k,l

σ−λkly
σ+λkly

σ−λklx
σ+λklx

.

Daλklx vonlunabḧangig undλ
kl
y vonkunabḧangig ist, sowieλ

kl
x =λ

lk
y ist

max
k,l

σ−λkly
σ+λkly

σ−λklx
σ+λklx

=max
k

|σ−λk1x|
2

|σ+λk1x|
2

Wir betrachten jetzt den Graphen der Funktion x→ |σ−x|
σ+x
, und erkennen, dass das

Maximum der Beziehung

max
λ1x≤x≤λ

N
x

|σ−x|2

|σ+x|2
=max

|σ−λ1x|
2

|σ+λ1x|
2
,
|σ−λNx|

2

|σ+λNx|
2

gen̈ugt. Damit erhalten wir, dass f̈ur den optimalen Parameter die Beziehung

|σ−λ1x|
2

|σ+λ1x|
2
=
|σ−λNx|

2

|σ+λNx|
2
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gilt. Aus Monotoniegr̈unden kann dies nur f̈urσ∈ λ1x,λ
N
x der Fall sein. Wir erhalten:

σ−λ1x
σ+λ1x

=
λNx−σ

σ+λNx
⇔ σ2−σλ1x+σλ

N
x−λ

1
xλ
N
x =−σ

2−σλ1x+σλ
N
x+λ

1
xλ
N
x

⇔ σ= λ1xλ
N
x.

Im speziellen Fall erhalten wir also

σ=4sin
π

2(N+1)
sin

Nπ

2(N+1)

und mit diesemσist

ρ(Bσ)=
cos2 π

N+1

1+sin π
N+1

2

A.3 Kapitel 3

L̈osung A.3.1:a) Wir suchen zun̈achst eine geeignete schwache Formulierung. Durch
Multiplikation mit einer Funktion ϕ∈V=H1, Integration̈uber Ω, und anschließende
partielle Integration erhalten wir:

(∇u,∇ϕ)Ω− ∂nu, ϕ∂Ω=(f, ϕ)Ω ∀ϕ∈V.

Indem wir die Neumann-Randwerte einsetzen, folgt die schwache Formulierung:

(∇u,∇ϕ)Ω=(f, ϕ)Ω+ g, ϕ∂Ω ∀ϕ∈V.

Wir wissen bereits, dass obiges Problem nicht eindeutig lösbar ist, wir k̈onnen also auch
keine Bestapproximationseigenschaft erwarten. Fordern wir zus̈atzlich, dass

Ω
u=0 f̈ur

alleu∈V, um eine eindeutige L̈osung zu erhalten, so ist aufgrund der Poincaŕeschen
Ungleichung f̈uru∈V

uH1≤c (∇u,∇u)Ω.

Also ist (∇u,∇u)Ω eine zu uH1 äquivalente Norm aufV.SeinunVh ein endlich-
dimensionaler Teilraum vonV, dann lautet das Ritz-Verfahren gegeben durch

(∇uh,∇ϕh)Ω=(f, ϕh)Ω+ g, ϕh∂Ω ∀ϕh∈Vh.

Wir erhalten durch Galerkinorthogonalität f̈ur beliebigesvh∈Vh:

(∇(u−uh),∇(u−uh))Ω=(∇(u−uh),∇(u−vh))Ω+(∇(u−uh),∇(vh−uh))Ω
=(∇(u−uh),∇(u−vh))Ω
≤ ∇(u−uh)Ω ∇(u−vh)Ω.



A.3. KAPITEL 3 275

Und somit, davh∈Vh beliebig war,

∇(u−uh)Ω≤ infvh∈Vh
∇(u−vh)Ω.

b) Um eine variationelle Formulierung zu erhalten, betracheten wir den Rayleigh-Quo-
tienten

R(u)=
(∇u,∇u)Ω
(u, u)Ω

Es kann gezeigt werden, dassR(v)≥λ, fallsλder kleinste Eigenwert des Laplace-
Operators ist. F̈ur einen Eigenvektoruzum EigenwertλistR(u)=λ. Das Eigenwert-
problem zum kleinsten Eigenwert l̈asst sich, mitV:=H10, schreiben als

min
u∈V
R(u)=:λ.

Entsprechend ist das Rayleigh-Ritz-Verfahren mit einem endlich-dimensionalen Teilraum
Vh⊂V

min
uh∈Vh

R(uh)=:λh.

Wir sehen hierhaus sofort:
λ≤λh

F̈ur einen beliebigen Eigenwertλlgilt das min-max-Prinzip

λl= min
Sl⊂V,dim(Sl)=l

max
v∈Sl
R(v)

sowie im Endlichdimensionalen

λhl= min
Sl⊂Vh,dim(Sl)=l

max
vh∈Sl

R(vh).

Mit Mitteln, dieüber den Stoff dieses Textes hinausgehen, zeigt man f̈ur einen konformen
Finite-Elemente-Ansatz der Ordnungkdie Fehlerabscḧatzung

|λl−λ
h
l|≤Ch

2kλkl.

c) Wir erhalten wieder durch Multiplikation mit einer Funktionvund partieller Integra-
tion

Δ2u, v =−(∇Δu,∇v)+∂nΔu, v

=(Δu,Δv)+∂nΔu, v− Δu, ∂nv

=(Δu,Δv),

und somit als schwache Formulierung

(Δu,Δv)=(−f, v) ∀v∈H20(Ω).
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Entsprechend ist das Ritzverfahren mitVh⊂H
2
0(Ω) endlichdimensional:

(Δuh,Δvh)=(−f, vh) ∀vh∈Vh.

Um die Bestapproximationseigenschaft zu erhalten ben̈otigen wir Stetigkeit und Koerzi-
tiviẗat von (Δ·,Δ·)aufH20(Ω). Die Stetigkeit ist klar. Um die Koerzitiviẗat zu zeigen,
beachten wir, dass aufgrund der Poincaŕeschen Ungleichung

uH2≤c|u|H2

gilt. Um nun die 2. Ableitungen durch den Laplace-Operator abzuscḧatzen betrachten wir
das Vektorfeld

w=
u1u22

−u1u12
.

Es gilt nach dem Gaussschen-Integralsatz unter Ber̈ucksichtigung der Randwerte

Ω

u11u22−u
2
12=

Ω

∇·w=
∂Ω

n·w=0.

Zusammengenommen ergibt sich

(Δu,Δu)=
Ω

|Δu|−2u11u22−u
2
12 =

Ω

u211+u
2
22+u

2
12=|u|

2
H2

und somit die Koerziviẗat.

L̈osung A.3.2:a) Die Galerkin-Gleichungen entsprechen einem quadratischen linearen
Gleichungssystem der DimensionN= dim(Vh)f̈ur die Entwicklungskoeffizienten vonuh
bzgl. einer beliebigen Basis vonVh. Zum Nachweis der eindeutigen L̈osbarkeit gen̈ugt
also der Nachweis der Eindeutigkeit. F̈ur zwei L̈osungenu

(1)
h ,u

(2)
h erf̈ullt die Differenz

wh:=u
(1)
h −u

(2)
h die Gleichung

a(wh,ϕh)=0 ∀ϕh∈Vh.

Bei Wahl vonϕh=whfolgt daher mit Hilfe derV-Elliptiziẗat

0=|a(wh,wh)|≥κwh
2 ⇒ wh=0.

Zum Nachweis der Fehleranscḧatzung verwenden wir zun̈achst dieV-Elliptiziẗat, dann die
Galerkin-Orthogonaliẗat mit einem beliebigenϕh∈Vhund schließlich die Beschr̈anktheit:

u−uh
2≤
1

κ
|a(u−uh,u−uh)|=

1

κ
|a(u−uh,u−ϕh)|≤

α

κ
u−uh u−ϕh .

Dies impliziert offensichtlich die behauptete Ungleichung.
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bi) Wir diskutieren zun̈achst die L̈osbarkeit der Variationsaufgabe

a(u, ϕ)=l(ϕ) ∀ϕ∈V,

unter der Voraussetzung, daßa(·,·) folgende Koerzitiviẗatseigenschaften besitzt:

sup
ϕ∈V

a(v, ϕ)

ϕ
≥γv, sup

ϕ∈V

a(ϕ, v)

ϕ
≥γv, v∈V.

Dies bedeutet, daßa(·,·) und die durcha∗(v, ϕ):=a(ϕ, v) definierte zugeḧorige
”
adjun-

gierte” Bilinearform koerzitiv sind. Die Bilinearformena(·,·) unda∗(·,·) definieren mit
Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes durch

(Av, ϕ)=a(v, ϕ), (A∗v, ϕ)=a∗(v, ϕ)=(ϕ, v), ϕ∈V,

lineare OperatorenA:V→VundA∗:V→V. Diese sind wegen der Koerzitiviẗat der
definierenden Bilinearformen injektiv:

Av=0 ⇒ 0=sup
ϕ∈V

a(v, ϕ)

ϕ
≥γv ⇒ v=0,

und analog f̈urA∗. Wir definieren die symmetrische und positive Bilinearform

[v, ϕ]:=(A∗v, A∗ϕ), v,ϕ∈V.

Mit der zugehörigen Norm|v|:= [v, v]1/2= A∗v gilt dann:

γv≤sup
ϕ∈V

a(ϕ, v)

ϕ
=sup
ϕ∈V

(ϕ, A∗v)

ϕ
≤ A∗v=|v|≤γv

mit

γ:= sup
ϕ∈V

A∗ϕ

ϕ
.

Folglich definiert [·,·] ein Skalarprodukt aufV, welches zu dem aufV gegebenen Ska-
larprodukt (·,·)äquivalent ist. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert daher zu
jedem linearen Funktionall∈V∗einw∈V,sodass

l(ϕ)=[ϕ, v]=(A∗ϕ, A∗w)=(ϕ, AA∗w)=(ϕ, Av) ∀ϕ∈V,

mit v:=A∗w.Alsoistv(eindeutige) L̈osung der obigen Variationsaufgabe.

(bii) Die Koerzitiviẗat vona(·,·)aufVreicht allein nicht aus, um die geẅunschten Kon-
vergenzaussagen zu erhalten. Setzt man aber voraus, daßa(·,·) auch auf den Teilr̈aumen
Vh⊂Vkoerzitiv ist und zwar gleichm̈aßig bzgl.h,

sup
ψh∈Vh

a(vh,ψh)

ψh
≥γh vh , vh∈Vh, γh≥γ0>0,
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so lassen sich die obigen Aussagen beweisen. Mit beliebigemϕh∈Vh gilt:

u−uh ≤ u−ϕh + ϕh−uh

≤ u−ϕh +
1

γ0
sup
ψh∈Vh

a(ϕh−uh,ψh)

ψh

≤ u−ϕh +
1

γ0
sup
ψh∈Vh

a(ϕh−u, ψh)

ψh
+
1

γ0
sup
ψh∈Vh

a(u−uh,ψh)

ψh

≤ 1+
α

γ0
ϕh−u.

Der Nachweis der der
”
diskreten Koerzitiviẗat“ erfordert spezielle Bedingungen an die

Bilinearforma(·,·) und den AnsatzraumVh. Zum Beispiel ist die Bilinearform

a(·,·)=(∇·,∇·)−μ(·,·),

wennμkein Eigenwert des Laplace-Operators ist, koerzitiv aber nichtV-elliptisch. Die
G̈ultigkeit der (gleichm̈aßigen) diskreten Koerzitiviẗat folgt dann̈uber ein Widerspruchs-
argument mit Hilfe der Kompaktheit der EinbettungH10(Ω)⊂L

2(Ω) . Angenommen, die
Bilinearforma(·,·) ist nicht gleichm̈aßig koerzitiv aufVh. Dann existieren eine Folge von
Gitterweiten (hk)k∈N und Funktionenvk∈Vk:=Vhk mit den Eigenschaften

∇vk =1, sup
ϕk∈Vk

a(vk,ϕk)

∇ϕk
<
1

k
, k∈N.

Wegen der Kompaktheit der Einbettung H10(Ω)⊂L
2(Ω) existieren f̈ur dieH1-beschr̈ank-

te Folge (vk)k∈N eine Teilfolge (vk)k∈N und einv∈L
2(Ω) mit

vk−v→0 (k→∞).

Wegen der schwachen Kompaktheit der Einheitskugel in H10(Ω) kann o.B.d.A. erreicht
werden, daß die Folge (vk)k∈N auch schwach inH

1
0(Ω) gegenvkonvergiert, d.h.:v∈

H10(Ω) und
(∇vk,∇ϕ)→(v, ϕ), ϕ∈H10(Ω).

Dies impliziert zun̈achst f̈ur beliebigesϕ∈H10(Ω) :

|(∇v,∇ϕ)−μ(v, ϕ)|= lim
k→∞

|(∇vk,∇ϕ)−μ(vk,ϕ)|≤0,

und folglichv=0,daμnach Voraussetzungμkein Eigenwert ist. Dies impliziert dann

(∇vk,∇vk)−μ(vk,vk)

∇vk
≤ sup
ϕk∈Vk

(∇vk,∇ϕk)−μ(vk,ϕk)

∇ϕk
→0 (k→∞)

und folglich ∇vk →0(k→∞) im Widerspruch zur Annahme ∇vk =1.



A.3. KAPITEL 3 279

L̈osung A.3.3:a) Exakte Integration ergibt die Werte

aij=(∇ϕ
i
h,∇ϕ

j
h)=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

8
3
, j=i,

−1
3
, j∈{i±1,i±m, i±m±1},

0, sonst.

b) Verwendung der 2-dimensionalen “Tensorprodukt-Trapezregel” ergibt:

aij=(∇ϕ
i
h,∇ϕ

j
h)=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

4, j=i,

−1, j∈{i±1,i±m},

0, sonst.

Der Finite-Elemente-Ansatz mit bilinearen Formfunktionen ergibt bei Verwendung der
Trapezregel bis auf den Vorfaktorh−2dieselbe Systemmatrix wie der 5-Punkte-Differen-
zenoperator.

L̈osung A.3.4:Wir betrachten zunächst Dreicke. Dann sind aufgrund des Zusammen-
hangs

ρT=hTsin (α) sin (β) sin (γ)

die Bedingungen (a) und (b)äquivalent.

i) Sei nun a) erf̈ullt. Dann sind ferner alle Winckel gleichm̈assig vonπwegbeschr̈ankt.
Somit gilt f̈ur jeden Winkelα

sin (α)≥c>0

und somit
sin (α)

sin (β)
≤csin (α)≤c

Aus dem Sinussatz
sin (α)

sin (β)
=
a

b

folgt also Bedingung (c). Die Umkehrung gilt nicht, wie man sich anhand der Abb. A.1
klar macht.

h h

Abbildung A.1: Gegenbeispiel zurÄquivalenz der Formregulariẗat bei Dreiecken

ii) Bei Vierecken sind zus̈atzlich die Implikationen (a)⇒ (b),(c)sowieb⇒ (c)falsch,
wie man sich leicht anhand des ersten bzw. zweiten Rechtecks in Abb. A.2überlegt.
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h

h

h

Abbildung A.2: Gegenbeispiele zurÄquivalenz der Formregulariẗat bei Vierecken

L̈osung A.3.5:a) Mit beliebigemϕh∈V
(1)
h gilt

u−Phu
2=(u−Phu, u−Phu)=(u−Phu, u−ϕh)≤ u−Phu u−ϕh

und folglich
u−Phu = min

ϕh∈V
(1)
h

u−ϕh .

Mit Hilfe der Abschätzung f̈ur die KnoteninterpolierendeIhu∈V
(1)
h f̈uru∈H2(Ω) ,

u−Ihu ≤ch
2∇2u,

folgt u−Phu ≤ch
2∇2u. Im Falle der Minimalregulariẗatu∈L2(Ω) kann keine

h-Potenz in der Fehlerabscḧatzung erwartet werden; es gilt aber:

u−Phu = min
ϕh∈V

(1)
h

u−ϕh ≤ u.

F̈uru∈H1(Ω) ist in mehr als einer Dimension die KnoteninterpolierendeIhugar
nicht definiert. In diesem Fall muß mit einer modifizierten

”
Quasi-Interpolierenden” Ĩh:

H1(Ω)→ V
(1)
h gearbeitet werden, welcheH1-stabil ist. Dazu ordnen wir jedem Gitter-

knotenaden umgebenden ZellbereichS(a)=∪{T∈Th,a∈T}zu und setzen

Ĩhu(a):=|S(a)|
−1

S(a)

u(x)dx.

F̈ur die so definierte FunktionĨhu∈V
(1)
h gilt dann die Fehlerabscḧatzung

u−Ĩhu ≤chu1.

Den recht komplizierten Beweis k̈onnen wir hier nicht geben.

Alternativ kann man im Falle eines regul̈aren Gebiets (glattberanded oder konvexes

Polygon/Polyeder) auch die Ritz-ProjektionPhu∈S
(1)
h verwenden. F̈ur diese gilt mit

der zugeḧorigen
”
dualen L̈osung”z∈H10(Ω)∩H

2(Ω) von−Δz= u−Rh
−1(u−Rhu):
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u−Rhu =(∇(u−Rhu),∇z)=(∇(u−Rhu),∇(z−Rhz)) = (∇u,∇(z−Rhz))

≤ ∇u ∇(z−Rhz)≤ ∇u ∇(z−Ihz)

≤cih∇u ∇2z≤cics∇u.

Damit ergibt sich dann

u−Phu ≤ u−Rhu ≤cicsh∇u.

b) F̈ur die negative Sobolew-Norm erḧalt man mit Hilfe der obigen Abscḧatzung f̈ur den
Interpolationsfehler:

u−Phu−1= sup
ϕ∈H10(Ω)

(u−Ph,ϕ)

∇ϕ
= sup
ϕ∈H10(Ω)

(u−Ph,ϕ−Ihϕ)

∇ϕ

≤ u−Phu sup
ϕ∈H10(Ω)

ϕ−Ihϕ

∇ϕ
≤c2c1h

3∇2u.

L̈osung A.3.6:In einer Dimension, d. h. Ω = (0,1) , gilt mit der Knoteninterpolierenden

Ihu∈V
(1)
h f̈ur beliebigesϕh∈V

(1)
h :

(Ihu,ϕh)=
N+1

i=1

xi

xi−1

Ihuϕhdx=
N+1

i=1

−
xi

xi−1

Ihuϕhdx+Ihuϕh
xi

xi−1

=

N+1

i=1

−
xi

xi−1

uϕhdx+uϕh
xi

xi−1
=

N+1

i=1

xi

xi−1

uϕhdx=(u,ϕh).

In diesem Fall stimmen also Ritz-ProjektionRhuund KnoteninterpolierendeIhuüber-
ein. F̈ur die Interpolierende gilt nun i. Allg.:

u−Ihu−1= sup
ϕ∈H10(Ω)

(u−Ihu, ϕ)

ϕ
≥ch2.

L̈osung A.3.7:a) Mit Hilfe der Ḧolderschen Ungleichung folgt

Ω

(u−uh)ωdx≤ ω u−uh ,

d. h.: Die abzuscḧatzende Gr̈oße ist durch dieL2-Norm des Fehlers beschr̈ankt. Also gilt
nach einem Resultat der Vorlesung:

Ω

(u−uh)ωdx≤ch
2∇2u ≤chf.

b) Zun̈achst gilt:

Γ

(u2−u2h)ds=
Γ

(u−uh)(u+uh)ds≤
Γ

|u−uh|
2ds

1/2

Γ

|u+uh|
2ds

1/2

.
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F̈ur den zweiten Faktor folgt mit Hilfe derL2-Spurabscḧatzung aus der Vorlesung

Γ

|u+uh|
2ds

1/2

≤c
Ω

|u+uh|
2ds

1/2

+
Ω

|∇(u+uh)|
2ds

1/2

≤c.

F̈ur den ersten Faktor erhalten wir mit derL1-Spurabscḧatzung angewendet f̈ur (u−uh)
2:

Γ

|u−uh|
2ds≤c

Ω

|u−uh|
2dx+c

Ω

|∇(u−uh)
2|dx

≤c
Ω

|u−uh|
2dx+c

Ω

|u−uh||∇(u−uh)|dx

≤c
Ω

|u−uh|
2dx+c

Ω

|u−uh|
2dx

1/2

Ω

|∇(u−uh)|
2dx

1/2

DieL2-Fehlerabscḧatzungen aus der Vorlesung ergeben also

Γ

(u2−u2h)ds≤ch
3/2∇2u ≤ch3/2f.

L̈osung A.3.8:ai)Tkartesisches Einheitsdreieck:

P(T)=P3(T), p(ai),∇p(ai),p(z), P(T)=P3(T), p(ai),p(bij),p(z).

Seip∈P(T) , welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann istp|Γi≡0.
Auf dem Einheitsdreieck ist folglich p(x, y)=cxy(x−y) , da jedes entlang von∂T
verschwindende Polynom die drei Faktorenx,yundx−yenthalten muß. Wegenp(z)=
0 folgt notwendigc=0,d.h.p≡0.

aii) Ein Polynomp∈P5(T) mitp(ai)=0,∇p(ai)=0,∇
2p(ai)=0,∂np(mi)=0 hat

auf dem Einheitsdreieck notwenig die Gestaltp(x, y)=xy(1−x−y)q(x, y) mit einem
q∈P2(T). Wegen∇

2p(0,0) = 0 gilt:

0=∂x∂yp(0,0)

= ∂x∂y(xy(1−x−y))q+∂y(xy(1−x−y))∂xq

+∂x(xy(1−x−y))∂yq+xy(1−x−y)∂x∂yq(0,0) =q(0,0).

Dies impliziertq(0,0) = 0 . Analog folgtq(1,0) =q(0,1) = 0 . Weiter gilt

0=∂np(m1)=−∂yxy(1−x−y)q(
1
2
,0)

= −x(1−x−y)q+xyq−xy(1−x−y)∂yq(
1
2
,0) =−1

4
q(m1)

und analogq(m2) =q(m3) = 0 . Wegen der Unisolvenz vonP2(T) mit dem Satz
{q(ai),q(mi),i=1,2,3}von Knotenwerten folgt schließlichq≡0.bzw.p≡0.

aiii)Tkartesisches Einheitsquadrat:

P(T)=Q̃1(T):=P1(T)⊕span{x
2−y2}, p(mi),i=1,...,4.
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Seip∈P(T)mitp(mi) = 0 . Auf dem Einheitsquadrat istplinear entlang der schr̈agen
Verbindungslinien zwischen den Mitten benachbarter Kanten und folglich gleich Null ent-
lang dieser Linien. Damit ist auch∇p(mi) = 0 . Entlang jeder Linie durch eine Seitenmitte
miverschwindet damitpin mindestens zwei Punkten und seine Richtungsableitung in
mindestens einem Punkt. Dapentlang jeder Linie ḧochstens quadratisch ist, folgtp≡0.

P(T)=Q̃3(T):=P3(T)⊕span{x
3y, xy3}, p(ai),∇p(ai),i=1,...,4.

Seip∈P(T) , welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann istp|∂T≡0.
Folglich m̈ußtepden Faktorcxy(1−x)(1−y) enthalten mit einer Konstantec∈R.
Da der Termx2y2aber nicht durch Elemente des RaumesP(T) erzeugt werden kann,
muß c= 0 sein. Dies bedeutet auchp≡0.

b) Bei der Approximation der Laplace-Gleichung auf einemäquidistanten kartesischen
Gitter gilt:

dimV
(3)
h =

9

h2
, dimṼ

(3)
h =

5

h2
.

Die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente pro Zeile der Systemmatrizen ist

V
(3)
h :Nz=10,Nb=16,Na=37, Ṽ

(3)
h :Nz=10,Na=27.

L̈osung A.3.9:Wegen der Gültigkeit der EinbettungH2(Ω)⊂L∞(Ω) in 2 und 3 Di-
mensionen erf̈ullt das FunktionalF:H2(̂T)→R,

F(v)=max
T̂
|v−Ihv|

die Voraussetzungen des Bramble-Hilbert-Lemmas. Demnach gilt auf dem Referenzele-
ment T̂

max
T̂
|̂v−Iĥv|≤c∇̂

2v̂T̂.

Die Transformationsargumente aus der Vorlesung ergeben

max
T
|v−Ihv|=max

T̂
|̂v−Iĥv|≤c∇̂

2v̂T̂ ≤ch
2h−

d
2 ∇2vT.

Dies impliziert die behauptete Abscḧatzung in 2 Dimensionen. F̈urd= 3 folgt

max
Ω
|v−Ihv|≤ch

1
2 ∇2vΩ.

L̈osung A.3.10:Alle 4 Abscḧatzungen sind richtig:

i) Auf dem ReferenzelementT̂sind f̈ur den endlich dimensionalen PolynomraumP(̂T)
alle Normen̈aquivalent, d. h. es gilt mit einerh-unabḧangigen Konstantec>0, so dass

∇̂2v̂h T̂ ≤ v̂h 2,̂T ≤cv̂h T̂.
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Dieüblichen Transformationsargumente liefern nun

∇2vh T ≤ch
−2h∇̂2v̂h T̂ ≤ch

−1 v̂h T̂ ≤ch
−2vh T.

ii) Auf dem Quotientenraum

P(̂T)

P0

sind die Normen ∇ · 1,̂T und ∇ · T̂ äquivalent. Mit dem Spurlemma gilt

∂̂n̂vh ∂̂T ≤c∇̂v̂h 1,̂T ≤c∇̂v̂h T̂.

Mit Transformationsargumenten folgt nun

∂nvh ∂T ≤ch
−1ch

1
2 ∂̂n̂vh ∂̂T ≤ch

−1
2 ∇̂v̂h T̂ ≤ch

−1
2 ∇vh T.

iii) Wir nutzen diëAquivalenz derW1,∞- und derL2-Norm aufP(̂T)

∇̂v̂h L∞ (̂T)≤ v̂h W1,∞ (̂T)≤cv̂h T̂.

Nach Transformation folgt

∇vh L∞(T)≤ch
−1 ∇̂v̂h L∞ (̂T)≤ch

−1 v̂h T̂ ≤ch
−2vh T.

iv) Ausnutzen der̈Aquivalenz vonL1- undL2-Norm aufP(̂T) ergibt mit den Transfor-
mationsargumenten

vh L2(T)≤chv̂h L2(̂T)≤chv̂h L1(̂T)≤ch
−1 v̂h L1(T).

L̈osung A.3.11:i)Tkartesisches Einheitsdreieck:

P(T)=P3(T), p(ai),∇p(ai),p(z), P(T)=P3(T), p(ai),p(bij),p(z).

Seip∈P(T) , welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann istp|Γi≡0.
Auf dem Einheitsdreieck ist folglichp(x, y)=cxy(1−x−y) , da jedes entlang von∂T
verschwindende Polynom die drei Faktorenx,yund 1−x−yenthalten muß. Wegen
p(z) = 0 folgt notwendigc=0,d.h.p≡0.

ii) Ein Polynomp∈P5(T) mitp(ai)=0,∇p(ai)=0,∇
2p(ai)=0,∂np(mi)=0 hat

auf dem Einheitsdreieck notwenig die Gestaltp(x, y)=xy(1−x−y)q(x, y) mit einem
q∈P2(T). Wegen∇

2p(0,0) = 0 gilt:

0=∂x∂yp(0,0)

= ∂x∂y(xy(1−x−y))q+∂y(xy(1−x−y))∂xq

+∂x(xy(1−x−y))∂yq+xy(1−x−y)∂x∂yq(0,0) =q(0,0).
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Dies impliziert q(0,0) = 0 . Analog folgtq(1,0) =∂y∂yp(1,0) = 0 undq(0,1) =
∂x∂xp(0,1) = 0 . Weiter gilt

0=∂np(m1)=−∂yxy(1−x−y)q(
1
2
,0)

= −x(1−x−y)q+xyq−xy(1−x−y)∂yq(
1
2
,0) =−1

4
q(m1)

und analogq(m2) =q(m3) = 0 . Wegen der Unisolvenz vonP2(T) mit dem Satz
{q(ai),q(mi),i=1,2,3}von Knotenwerten folgt schließlichq≡0.bzw.p≡0.

iii)Tkartesisches Einheitsquadrat:

P(T)=Q̃1(T):=P1(T)⊕span{x
2−y2}, p(mi),i=1,...,4.

Seip∈P(T)mitp(mi) = 0 . Auf dem Einheitsquadrat istplinear entlang der schr̈agen
Verbindungslinien zwischen den Mitten benachbarter Kanten und folglich gleich Null ent-
lang dieser Linien. Damit ist auch∇p(mi) = 0 . Entlang jeder Linie durch eine Seitenmitte
miverschwindet damitpin mindestens zwei Punkten und seine Richtungsableitung in
mindestens einem Punkt. Dapentlang jeder Linie ḧochstens quadratisch ist, folgtp≡0.

P(T)=Q̃3(T):=P3(T)⊕span{x
3y, xy3}, p(ai),∇p(ai),i=1,...,4.

Seip∈P(T) , welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann istp|∂T≡0.
Folglich m̈ußtepden Faktorcxy(1−x)(1−y) enthalten mit einer Konstantec∈R.
Da der Termx2y2aber nicht durch Elemente des RaumesP(T) erzeugt werden kann,
muß c= 0 sein. Dies bedeutet auchp≡0.

L̈osung A.3.12:a) SeiTheine Triangulierung von Ω durch Dreiecke. Dann ẅahlen wir
als Ansatz- und Testraum

V
(1)
h :=ϕ∈C0:ϕ|T∈P

1(T) ∀T∈Th .

Die zugeḧorige Variationsgleichung lautet dann: Finde einuh∈V
(1)
h ,sodass

(∇uh,∇ϕh)+(uh,ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈V
(1)
h .

b) Zun̈achst gilt f̈ur dieH1-Norm und eine beliebige Funktionϕh∈V
(1)
h aufgrund der

Galerkin-Orthogonaliẗat

u−uh
2
1=(∇(u−uh),∇(u−uh)) + (u−uh,u−uh)

=(∇(u−uh),∇(u−ϕh)) + (u−uh,u−ϕh)

≤ ∇(u−uh) ∇(u−ϕh)+ u−uh u−ϕh

≤1
2
(∇(u−uh)

2+ ∇(u−ϕh)
2+ u−uh

2+ u−ϕh
2)

=1
2
(u−uh

2
1+ u−ϕh

2
1)

und somit
u−uh 1≤ inf

ϕh∈V
(1)
h

u−ϕh 1.
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Unter Verwendung der Standard-Approximationsabscḧatzungen folgt also

u−uh 1≤ch∇
2u

F̈ur dieL2-Norm betrachten wir das duale Problem

−Δz+z=
e

e
in Ω, ∂nz=0 auf∂Ω,

wobeie=u−uhist. Es gilt hierf̈ur die a priori Abscḧatzung ∇2z≤cund es folgt

e=(∇e,∇(z−Ihz)) + (e, z−Ihz)

≤ e1z−Ihz1≤ch
2∇2u ∇2z≤ch2∇2u.

c) Wir erhalten einen konformen FE-Ansatzraum, indem wir zun̈achst f̈ur unsere Trian-
gulierungThfordern, das alle Rand/Eckpunkte der Triangulierung auf dem Rand von Ω
liegen. Dann definieren wir unseren Ansatzraum wie in (a), wobei wir im Falle das∂Ω
ausserhalb vonΩh liegt, die Testfunktionen linear bis zum Rand von Ω fortsetzen. Im
umgekehrten Fall, ist unsere Testfunktion lediglich auf Ω∩Ωh zu definieren. Im Falle
nichthomogener Neumann-Bedingungen lautet die variationelle Formulierung

(∇uh,∇ϕh)+(uh,ϕh)=(f, ϕh)+(g, ϕh)∂Ω ∀ϕh∈V
(1)
h .

L̈osung A.3.13:a) Als Ansatzraum verwenden wir

V
(3)
h :={vh∈H

1
0(Ωh)|v|T∈P3(T),T∈Th}

wobei die Dreiecke entlang des Randes ∂Ω kubische Randkurven haben. Es sind die
folgenden Fehlerabscḧatzungen zu erwarten:

∇(u−uh)Ωh≤ch
3u4,

u−uh Ωh≤ch
4u4,

vorausgesetzt die L̈osung istu∈H4(Ω) .

b) F̈ur den Fehler im Mittelwert ergibt sich mit Hilfe eines Dualiẗatsarguments:

Ω

udx−
Ω

uhdx≤ch
5u4.

L̈osung A.3.14:a) F̈ur das ReferenzelementT̃definieren wir das FunktionalF:H2(T)
→P1(T) durch

F(v):=v−Ihv∂̃T.

F̈ur dieses gilt dann aufgrund des Spursatzes und der Interpolationsabscḧatzung bzgl. der
L2- und derH!-Norm:
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|F(v)|= v−Ihv∂̃T≤cv−Ihv2;̃T≤cv2,̃T,

|F(v+w)|≤v+w−Ih(v+w)∂̃T≤ v−Ihv∂̃T+ w−Ihw ∂̃T=|F(v)|+|F(w)|,

F(q)=0, q∈P1(̃T).

Nach dem Lemma von Bramble/Hilbert folgt die Abscḧatzung

|F(v)|≤c∇2vT̃

Das Transformationsargument aus dem Text ergibt dann

h
−1/2
T v−Ihv∂T≤ch

2
Th
−1
T ∇2vT,

woraus die behauptete Abscḧatzung folgt. Alternativ kann man auch wie folgt argumen-
tieren: Mit Hilfe des Spursatzes auf der ZelleTmit DurchmesserhT ergibt sich zun̈achst
die Abscḧatzung

v−Ihv∂T≤ch
−1/2
T v−IhvT+ch

1/2
T ∇(v−Ihv)T

und dann mit Hilfe der schon bekannten FehlerabscḧatzungenüberT:

v−Ihv∂T≤ch
−1/2
T h2T ∇

2vT+ch
1/2
T hT ∇

2vT=ch
3/2
T ∇2vT.

b) Die Abscḧatzung

v−Ihv∂T≤ch
1/2
T ∇vT

kann nicht gelten, da f̈ur Funktionenv∈H1(Ω) im Allg. die Knoteninterpolierende
Ihu∈P2(T) gar nicht definiert ist. Sie ẅare aber g̈ultig mit der”

Quasi-Interpolierenden”
Ĩhu(diskutiert in einer sp̈ateren Aufgabe) in der Form

v−Ihv∂T≤ch
1/2
T ∇vT̃, T̃=∪{τ∈Th,τ∩T=∅}.

Die direkte Anwendung des Bramble/Hilbert-Lemmas ist hier aber nicht m̈oglich, da die
dort definierte Quasi-Interpolierende i. Allg. Polynome nicht reproduziert. Der Beweis
dieser Abscḧatzung bedarf also noch einiger Arbeit.

L̈osung A.3.15:F̈ur die Lagrange-Interpolation inP(T):=P2(T) gelten die Fehler-
abscḧatzungen

(i) ∇2(v−ITv)T≤cihT ∇
3vT;

(ii) |(v−ITv)(a)|≤cih
2
T ∇

3vT;

(iii) ∂n(v−ITv)∂T≤cih
3/2∇3vT;

(iv) v−ITvT≤cih
2
T ∇

2vT.

L̈osung A.3.16:a) Auf dem konvexen Polygongebiet Ω ist jede L̈osungv∈H10(Ω) der
Variationsgleichung

(∇v,∇ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈H10(Ω),
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auch inV=H2(Ω) , und es gilt die a priori Abscḧatzung

vH2≤cΩ f =cΩ Δv.

Auf dem TeilraumH20(Ω)⊂H
1
0(Ω) gilt also

a(v, v):=Δv2≥c−2Ω v2H2,

d. h.: Die Bilinearforma(·,·)istV-elliptisch. Folglich hat die Variationsgleichung

a(u, ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈V,

f̈ur jedesf∈L2(Ω) eine eindeutige L̈osungu∈V. Diese ist dann die sog.
”
schwache”

L̈osung der biharmonischen Gleichung. Auf einem Rechteckgebiet istu∈H4(Ω) und
gen̈ugt der a priori Abscḧatzung

uH4≤csΔ
2u =csf.

b) SeiV
(5)
h ⊂ V der Finite-Elemente-Raum basierend auf dem quintischen Argyris-

Element. Die durch die Galerkin-Gleichungen

a(uh,ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈V
(5)
h ,

definierte Ritz-Approximationuh∈V
(5)
h besitzt die Bestapproximationseigenschaft

Δ(u−uh)= min
ϕh∈V

(5)
h

Δ(u−ϕh).

Aufgrund der Sobolewschen Einbettung H4(Ω)⊂C2(Ω) ist die Knoteninterpolierende

Ihu∈V
(5)
h vonuwohl definiert, und es gilt (Bramble/Hilbert-Lemma):

Δ(u−Ihu)≤ch
2uH4.

Dies impliziert die Energie-Fehlerabscḧatzung

u−uh H2≤cΔ(u−uh)≤ch
2uH4.

Zur Abscḧatzung des Fehlers bzgl. derL2-Norm verwenden wir ein Dualiẗatsargument.
Seiz∈Vdie schwache L̈osung der Variationsgleichung

(Δϕ,Δz)=(ϕ, u−uh)u−uh
−1 ∀ϕ∈V.

Dann ist z∈H4(Ω) , und es gilt zH4 ≤ c. Damit folgt mit Hilfe der Galerkin-
Orthogonaliẗat und der Interpolationsabscḧatzungen

u−uh =a(u−uh,z)=a(u−uh,z−Ihz)≤ Δ(u−uh) Δ(z−Ihz)

≤ch2uH4h
2zH4≤ch

4uH4.
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c) Die Spektral-Konditionen der zugeḧorigen SteifigkeitsmatrixAh= a(ϕjh,ϕ
i
h)i,jund

Massematrix Mh= (ϕ
j
h,ϕ

i
h)ijsind gegeben durch

κ(Ah)=
λmax(Ah)

λmin(Ah)
, κ(Mh)=

λmax(Mh)

λmin(Mh)
≤c.

Mit Hilfe der inversen Beziehung folgt

λmax(Ah)=max
x∈RN

(Ahx, x)

|x|2
≤max
x∈RN

(Ahx, x)

(Mhx, x)
max
x∈RN

(Mhx, x)

|x|2

= max
vh∈V

(5)
h

a(vh,vh)

vh 2
λmax(Mh)≤ch

−4λmax(Mh).
Ferner

λmin(Ah)= min
x∈RN

(Ahx, x)

|x|2
≥min
x∈RN

(Ahx, x)

(Mhx, x)
min
x∈RN

(Mhx, x)

|x|2

= min
vh∈V

(5)
h

a(vh,vh)

vh 2
λmin(Mh)≥min

v∈V

a(v, v)

v2
λmin(Mh)=λmin(Δ

2)λmin(Mh).

Dies impliziert

κ(Ah)≤ch
−4λmin(Δ

2)−1
λmax(Mh)

λmin(Mh)
≤ch−4λmin(Δ

2)−1κ(Mh).

Da die Kondition der Massematrixκ(Mh)=O(1) ist, folgtκ(Ah)=O(h
−4).

L̈osung A.3.17:a) Konvergenz in der Energie-Norm ist garantiert, f̈ur Quadraturord-
nungr≥m−2 , mit der Ordnungm des FE-Ansatzes (Polynomgradm−1 ) ist. Die
optimale Konvergenzordnung wird erreicht f̈urr≥2m−3. Im Fall

”
kubische” Elemente,

d. h.m= 4 , bedeutet diesr≥2f̈ur Konvergenz undr≥5f̈uroptimaleKonvergenz.
Geeignete, m̈oglichsẗokonomische Quadraturformeln ẅaren f̈ur Konvergenz z. B. die Mit-
telpunktsregel und f̈ur optimale Konvergenz eine

”
Quasi”-Gauß-Formel 5-ter Ordnung.

b) Die 1. RWA des Laplace-Operators sei auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen fini-
ten Elementen auf einem̈aquidistanten, kartesischen Gitter diskretisiert. Die Elemente
(∇ϕjh,∇ϕ

i
h) der Systemmatrix werden mit der Mittelpunktregel berechnet:

Die Koordinaten (ai,bj) beschreiben einen Gitterpunkt auf einem̈aquidistanten karte-
sischen Gitter mit der Gitterweiteh. Die quadratischen Zellen um (ai,bj) sollen der
Einfachheit halber mitlo,ro,luundruf̈urlinksoben etc. bezeichnet werden. Dann
ergibt sich f̈ur die Basisfunktionen die Darstellung

ϕi,j:=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

−1
h2
(x−(ai−h))(y−(bj+h)) (x, y)∈lo

1
h2
(x−(ai+h))(y−(bj+h)) (x, y)∈ro
1
h2
(x−(ai−h))(y−(bj−h)) (x, y)∈lu

−1
h2
(x−(ai+h))(y−(bj−h)) (x, y)∈ru

mit dem Gradienten
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∇ϕi,j=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
h2

−y+bj+h

−x+ai−h
(x, y)∈lo

1
h2

y−bj−h

x−ai−h
(x, y)∈ro

1
h2

y−bj+h

x−ai+h
(x, y)∈lu

1
h2

−y+bj−h

−x+ai+h
(x, y)∈ru

Damit berechnen sich die Skalarprodukte mit Hilfe der Mittelpunktsregel zu

(∇ϕi,j,∇ϕi,j)=
4

h4

ai

ai−h

bj+h

bj

−y+bj+h

−x+ai−h

2

dxy

≈
4

h2
h2

4
+
h2

4
=2

(∇ϕi,j,∇ϕi+1,j)=
2

h4

ai+h

ai

bj+h

bj

y−bj−h

x−ai−h

−y+bj+1+h

−x+ai+1−h
dxy

≈
2

h2
−
h2

4
+
h2

4
=0

(∇ϕi,j,∇ϕi+1,j+1)=
1

h4

ai+h

ai

bj+h

bj

y−bj−h

x−ai−h

y−bj+1+h

x−ai+1+h
dxy

≈
1

h2
−
h2

2
−
h2

2
=−
1

2

Die Steifigkeitsmatrix hat damit die Blockform

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

D N 0 0 ···

N D N 0 ···

0 N D N ···
...

...
...
...

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

mit den Untermatrizen

D=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

2 0 0 ···

0 2 0 ···

0 0 2 ···
...

...

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, N=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 −1/2 0 0 ···

−1/2 0 −1/2 0 ···

0 −1/2 0 −1/2 ···
...

...
...

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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Dieses Verfahren entspricht dem 5-Punkte-Differenzenoperator, wobei hier die Richtungen
zur Bestimmung des Differenzenquotienten diagonal zu den kartesischen Achsen verlau-
fen. Es handelt sich aber trotzdem um eine konsistente (Ordnung 2) Approximation des
Laplace-Operators, da dieser invariant gegen̈uber Rotation des Koordinatensystems ist.

L̈osung A.3.18:i) Eine TriangulierungTh heißt”
quasi-gleichf̈ormig“ falls sie formre-

gul̈ar,

sup
h>0

max
T∈Th

hT
ρT

≤c,

und
”
gr̈oßenregul̈ar“,

sup
h>0

maxhT
minhT

≤c,

ist.

ii) Die negative h-Potenz bei der Konditionsabscḧatzung stammt von der Benutzung einer
inversen Beziehung zur Abscḧatzung vona(vh,vh), diese und alle weiteren Schritte sind
unabḧangig von der konkreten DiskretisierungVh⊂V, wie man sich beim Durchgehen
des Beweisesüberzeugt:

λmin(A)≥min
ξ∈R

Aξ, ξ

Mξ,ξ
min
ξ∈R

Mξ,ξ

ξ, ξ
=min
vh∈Vh

a(vh,vh)

vh
2 λmin(M)

≥min
v∈V

a(v, v)

v2
λmin(M)=λmin(−Δ)λmin(M)

und

λmax(A)≤max
ξ∈R

Aξ, ξ

Mξ,ξ
max
ξ∈R

Mξ,ξ

ξ, ξ
=max
vh∈Vh

a(vh,vh)

vh
2 λmax(M).

Mit der inversen Beziehung folgt:

a(vh,vh)=
T

∇vh
2
T≤c

T

ρ−2T vh
2
T≤cmaxT

ρ−2T vh
2.

Es gilt weiterhin cond2(M)=O(1) und somit folgt zusammen mit der Formregulariẗat:

cond2(A)≤cmax
T
ρ−2T cond2(M)=O max

T
ρ−2T =O h−2 .

iii) F̈ur den Fall, dass die Anzahl der an einer Ecke zusammenstoßenden Zellen beschr̈ankt
bleibt, gilt auch ohne Formregulariẗat weiterhin cond2(M)=O(1). Die Argumentation
in (ii) ben̈otigte nur im letzten Schritt Formregulariẗat, so dass folgt:

cond2(Ah)=O ρ
−2 ,

wobeiρder minimale Innenkreisdurchmesser ist.
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L̈osung A.3.19:Es ist

λmin(A)≥min
ξ∈R

Aξ, ξ

Mξ,ξ
min
ξ∈R

Mξ,ξ

ξ, ξ
=min
vh∈Vh

a(vh,vh)

vh
2 λmin(M)

≥min
v∈V

a(v, v)

v2
λmin(M)=λmin(−Δ)λmin(M)

und

λmax(A)≤max
ξ∈R

Aξ, ξ

Mξ,ξ
max
ξ∈R

Mξ,ξ

ξ, ξ
=max
vh∈Vh

a(vh,vh)

vh
2 λmax(M).

Mit der inversen Beziehung folgt:

a(vh,vh)=
T

∇vh
2
T≤c

T

ρ−2T vh
2
T≤cmaxT

ρ−1T vh
2.

Aufgrund der Formregulatiẗat ist cond2(M)=O(1) und es folgt insgesamt

cond2(A)≤cmax
T
ρ−2T cond2(M)=O max

T
ρ−2T .

L̈osung A.3.20:a) Die variationelle Formulierung lautet:

Ω

α∇u·∇ϕdx+
Ω

γuϕ dx=
Ω

fϕdx+
∂Ω

gϕ dox

b) Analog zum Vorgehen in der Vorlesungformuliert man das duale Problem: Finde
z∈H1,sodass

Ω

α∇ϕ·∇zdx+
Ω

γϕz dx=
(∇eh,∇ϕ)

eh E
.

Setzen vonϕ=eh liefert die Fehleridentiẗat

eh E=
Ω

f(z+ψh)dx+
∂Ω

g(z+ψh)dx−(α∇U,∇z+∇ψh)−(γU, z+ψh)

f̈ur beliebigesψh∈Vh. Zellweises partielles Integrieren f̈uhrt auf die Ungleichung

eh E≤
T∈Th

f+ΔU−γUT z+ψh T+
1
2
[∂nU]∂T z+ψh ∂T ,

hierbei sei [∂nU]∂T∩∂Ω=2(g−∂nU), ansonsten der̈ubliche Sprung̈uber eine innere Kan-
te. Man ẅahlt nun wiederψh=Ihzund folgert mit der Cĺement-Interpolationsabscḧat-
zung,

z−IhzT+h
1/2
T z−Ihz∂T≤chT ∇zT̃

die Abscḧatzung:
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eh E≤
T∈Th

chT f+ΔU−γUT+
1
2
h
−1/2
T [∂nU]∂T ∇zT̃

≤
T∈Th

ch2T f+ΔU−γU2
T+

1
4
h−1T [∂nU]

2
∂T

1/2

T∈Th

∇z2z̃)
1/2

≤
T∈Th

ch2T f+ΔU−γU2
T+

1
4
h−1T [∂nU]

2
∂T

1/2

.

since ∇z2≤c.

c) Die Argumentation verl̈auft analog zu (b) mit dem modifizierten dualen Problem

Ω

α∇ϕ·∇zdx+
Ω

γϕz dx=
(eh,ϕ)

eh E
.

Im Gegensatz zum dualen Problem in (b) ist hierbei aber die rechte Seite ausL2,sodass
z∈H2(Ω) erwartet werden kann. Dies erm̈oglicht daher die Nutzung der herk̈ommlichen
Knoteninterpolierenden f̈urψh mit der Interpolationsfehlerabscḧatzung

z−IhzT+h
1/2
T z−Ihz∂T≤ch

2
T ∇

2zT.

mit ∇2z≤c. Dies liefert

eh ≤
T∈Th

ch4T f+ΔU−γU2
T+

1
4
h−1T [∂nU]

2
∂T

1/2

.

L̈osung A.3.21:Wir rekapitulieren die Spurabschätzung

∂nv∂T≤ch
1/2
T ΔvT+h

−3/2
T vT .

Wegen [∂nu] = 0 ergibt sich

[∂nuh]
2
∂T\∂Ω= [∂neh]

2
∂T\∂Ω≤c

T⊂T̃

∂neh
2
∂T\∂Ω

≤c

T⊂T̃

hT Δeh
2
T+h

−3
T eh||

2
T

≤c

T⊂T̃

hT f+Δuh
2
T+h

−3
T eh||

2
T

und damit

ηL2(uh)=
T∈Th

h4T f+Δuh
2
T+

1
2
h−1T [∂nuh]

2
∂T\∂Ω

1/2

≤ceh 2+
T∈Th

h4T f+Δuh
2
T

1/2

.
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L̈osung A.3.22:F̈ur die Nebenbedingungη(h)≤TOL wird im Optimum Gleichheit
angenommen. Wir suchen also station̈are Punkte des Lagrangefunktionals

L(h, λ)=N(h)+λ(η(h)−TOL).

dies sind gerade solche Punkte in denen

d

dt
L(h+tϕ, λ+tμ)|t=0=0

f̈ur alleϕ∈C Ω und alleμ∈R. Indem wir zun̈achstμ= 0 und dannϕ=0 ẅahlen
erhalten wir die beiden Variationsgleichungen

2
Ω

ϕ−h−3+hλA dx=0 ∀ϕ∈C(Ω)

und

μ
Ω

h2Adx−TOL =0 ∀μ∈R.

Aus der ersten folgt
h=(λA)−1/4

durch dieser obiger Beziehung in die zweite Gleichung folgt

λ1/2TOL =
Ω

A1/2dx=:W.

Somit ist

λ=
W

TOL

2

und es folgt:

h(x)=
TOL

W

1/2

A(x)−1/4.

L̈osung A.3.23:Mit u∈W2,∞(Ω) liegtfinL∞(Ω). Dauhsẗuckweise linear ist, folgt:

f+Δuh T= fT≤ f∞hT.

Wir betrachten nun den zweiten Summanden:

[∂nuh]∂T= [∂ne]∂T≤ ∂ne∂T+ ∂ñe∂T
≤ ∇e∂T+ ∇ẽ∂̃T

≤ch1/2 ∇e∞,T+ ∇2ẽ
∞,̃T

≤ch3/2 ∇2e∞ =ch
3/2 ∇2u∞

wobei ̃eder Fehler auf den an∂Tangrenzenden Zellen ist. Insgesamt folgt somit die
Behauptung.
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L̈osung A.3.24:F̈ur die Lagrange-Interpolation inP(T):=P2(T) gelten die Fehler-
abscḧatzungen

(i) ∇2(v−ITv)T≤cihT ∇
3vT;

(ii) |(v−ITv)(a)|≤cih
2
T ∇

3vT;

(iii) ∂n(v−ITv)∂T≤cih
3/2∇3vT;

(iv) v−ITvT≤cih
2
T ∇

2vT.

L̈osung A.3.25:a) Variationelle Formulierung im RaumV=H1(Ω) : Findeu∈Vmit

a(u, ϕ):=(α∇u,∇ϕ)Ω+(γu, ϕ)Ω=(f, ϕ)Ω+(g, ϕ)∂Ω, ∀ϕ∈V.

Die Bilinearforma(·,·) ist offenbar symmetrisch,V-elliptisch und beschr̈ankt aufV.Nach
dem Darstellunsgsatz von Riesz (oder dem Lemma von Lax-Milgram) existiert also eine
eindeutige L̈osungu∈V. Ist diese hinreichend glatt, folgt durch partielle Integration

(−∇ ·(α∇u)+γu−f, ϕ)Ω+(n·(α∇u)−g, ϕ)∂Ω=0, ϕ∈V.

Nach dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung impliziert dies, dassuklassische
L̈osung der RWA ist:

−∇ ·(α∇u)+γu=f in Ω, n·(α∇u)|∂Ω =g.

b) Zur Herleitung der a posteriori Energienorm-Fehlerabscḧatzung schreiben wir mit Hilfe
der Galerkin-Orthogonaliẗat

Σh:= (α∇eh,∇eh)Ω+(γeh,eh)Ω=(α∇eh,∇(eh−iheh))Ω+(γeh,eh−iheh)Ω.

Zellweise partielle Integration ergibt weiter

Σh=
T∈Th

(−∇ ·(α∇eh),eh−iheh)T+(γeh,eh−iheh)T+(n·(α∇eh),eh−iheh)∂T

=
T∈Th

(R(uh),eh−iheh)T+(r(uh),eh−iheh)∂T

mit den
”
Zell- und Kanten-Residuen” (bzw.

”
Gleichungs- und Sprung-Residuen”)

R(uh)|T:=f+∇·(α∇uh)−γuh, rh|Γ:=
1
2
[n·(α∇uh)], f̈ur Γ⊂∂T\∂Ω,

n·(α∇uh)−g, f̈ur Γ⊂∂Ω.

Mit Hilfe der Hölderschen Ungleichung folgt hieraus

|Σh|≤
T∈Th

R(uh)T eh−iheh T+ r(uh)∂T eh−iheh ∂T

Wir wählen die Approximationiheh als verallgemeinerte Knoteninterpolierende mit der
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Eigenschaft
eh−iheh T+h

1/2
T eh−iheh ∂T≤c̃ihT ∇eh T̃,

wobeiT̃:=∪{T∈Th|T hat gemeinsame Kante mitT}. Damit ergibt sich weiter

|Σh|≤̃ci
T∈Th

hT R(uh)T ∇eh T̃+h
1/2
T r(uh)∂T ∇eh T̃

≤c̃i
T∈Th

h2T R(uh)
2
T+h

−1
T r(uh)

2
∂T

1/2

T∈Th

∇eh
2
T̃

1/2

.

Wegen

T∈Th

∇eh
2
T̃
≤c∇eh

2
Ω≤c(α∇eh,∇eh)Ω+(γeh,eh)Ω=cΣh.

ergibt sich die geẅunschte a posteriori Fehlerabscḧatzung:

eh E≤c̃ci
T∈Th

h2T R(uh)
2
T+h

−1
T r(uh)

2
∂T

1/2

.

c) Zur Herleitung derL2-Norm-Fehlerabscḧatzung verwenden wir wieder ein Dualiẗatsar-
gument mit dem Funktional

J(ϕ):=eh
−1
Ω (ϕ, eh)Ω, J(eh)=eh Ω.

Seiz∈V∩H2(Ω) die L̈osung des dualen Problems

a(ϕ, z)=J(ϕ) ∀ϕ∈V,

bzw.
−∇ ·(α∇z)+γz= eh

−1
Ω eh in Ω, n·(α∇u)|∂Ω=0∗.

F̈ur diese gilt auf dem konvexen Polygongebiet die a priori Abscḧatzung ∇2zΩ≤cs.
Damit erschließen wir wie zuvor:

eh =J(eh)=a(eh,z)=a(eh,z−ihz)

=
T∈Th

R(uh),z−ihz)T+(r(uh),z−ihz)∂T

≤ci
T∈Th

R(uh)Th
2
T ∇

2zT+ r(uh)∂Th
3/2
T ∇2zT

≤
T∈Th

h4T R(uh)T+h
−1
T r(uh)

2
∂T

1/2

T∈Th

∇2z2T
1/2

Dies ergibt die geẅunschte a posteriori Fehlerabscḧatzung

eh ≤
T∈Th

h4T R(uh)T+h
−1
T r(uh)

2
∂T

1/2

.
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L̈osung A.3.26:Ein Gl̈attungsschritt des Richardson-Verfahren ben̈otigt im Wesentli-
chen eine Matrix-Vektor-Multiplikation. Die Matrix-Vektor-MultiplikationAhxhkann mit
9Nla. Op. ausgef̈uhrt werden, daAhmaximal 9 Nicht-Nulleintr̈age pro Zeile hat. Ein
Gl̈attungsschritt braucht damit 12Nla. Op.
Die Berechnung des Defektsdl=fl−Alx

lkostet 10Nla. Op. F̈ur dieL
2-Projektion auf

das n̈achstfeinere Gitter m̈ussen wir nun

d̃l−1:=rl−1l dl.

berechnen. Innerhalb das Mehrgitter-Algorithmus kann dieL2-Projektion sehr effizient
berechnet werden. Wir bezeichnen die Basisfunktionen auf Gitterlevellmitϕli.Nach
Definition derL2-Projektion ist diei-te Komponente voñdl−1durch

d̃l−1i =(rl−1l d
l,ϕl−1i )=(d

l,ϕl−1i ).

gegeben. DaVl−1⊂Vl,k̈onnen wirϕ
l−1
i darstellen als

ϕl−1i =

Nl

j=1

μijϕ
l
j,

wobei f̈ur einen Indeximaximal 9 Werteμijnichttrivial sind. Daher reduziert sich die
Berechnung derL2-Projektion auf

d̃l−1i =

Nl

j=1

μij(d
l,ϕli)=

Nl

j=1

μijd
l
i

und ben̈otigt 9NlOperationen.
Die Prolongation kostet 2 a.op. f̈ur die Interpolation in jedem neuen Knoten (bei weniger
alsNlsolcher Knoten). Zus̈atzlich kostet das Aufaddieren der KorrekturNlOperationen.
Zusammen sind das

(2·12+10+9+2+1)Nl=46Nl

Operationen auf Gitterlevell. Die Dimension der diskreten R̈aume verḧalt sich wie

Nl−k≈2
−2kNl

Innerhalb eines V-Zyklus, m̈ussen wir die genannten Operationen genau einmal pro Git-
terlevel ausf̈uhren. F̈ur gen̈ugend großeslk̈onnen wir die Kosten zum L̈osen auf dem
gr̈obsten Gitter vernachl̈assigen. Daher kostet ein V-Zyklus insgesamt

l

k=0

46Nl−k=
l

k=0

46

22k
Nl=

4

3
46Nl1−2

−(2k+2) ≤
4

3
46Nl.

Innerhalb eines W-Zyklus, f̈uhren wir auf Gitterlevell−k2kSchritte mit oben gez̈ahlten
Operationen durch. Zusammen kostet das:
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l

k=0

2k46Nl−k=

l

k=0

46

2k
Nl=2·46Nl1−2

−k−1 ≤2·46Nl

arithmetische Operationen.

L̈osung A.3.27:

a) Man erḧalt den 5-Punkte-Differenzenoperator.

b)
”
Unisolvenz“ bedeutet, dass f̈ur ein Polynomp∈P(T)ausχ(p)=0(r=1,...,R)

notwendigp≡0 folgt.

c) Die
”
Minimalwinkelbedingung“ besagt, dass alle Winkel der Dreiecke gleichm̈aßig von

Null weg beschr̈ankt sind; dagegen besagt die
”
Maximalwinkelbedingung“, dass alle die-

se Winkel gleichm̈aßig vonπwegbeschr̈ankt sind. Die
”
Minimalwinkelbedingung“ ist

äquivalent zur
”
Formregulariẗat“ (Quotient aus Umkreis- und Inkreisradius gleichm̈aßig

beschr̈ankt), ẅahrend die
”
Gr̈oßenregul̈ariẗat“ damit gar nichts zu tun hat.

d) Es ist dim(P2)=6,dim(P5)=21,dim(Q2)=9.

e) Die Spektralkondition der FE-Matrix wird durch die Ordnung des Differentialoperators
bestimmt; im gegebenen Fall giltO(h−2).

A.4 Kapitel 4

L̈osung A.4.1:Wir betrachten O.B.d.A. nur den ersten N-Zyklus. Das Gauss-Seidel
Verfahren hat gerade die Form

x̂
(1)
j =

1

ajj
bj−

k<j

ajk̂x
(1)
k −

k>j

ajk̂x
(0)
k .

Aufgrund der Wahl der Abstiegsrichtungd(t)=et+1 gilt f̈ur die Iterierten des Koordina-

tenrelaxationsverfahrensx
(t+1)
j =x

(t)
j f̈urj=t+1. Es gen̈ugt also zu zeigen, dass im

Schrittt→ t+1 diet+ 1-te Komponente von x(t+1) auf den Richtigen Wert gesetzt
wird, der Rest folgt per Induktion.

Hierzu beachten wirr(t)=b−Ax(t)und somit ist

αt+1=
r
(t)
t+1

at+1,t+1
=

1

at+1,t+1
bt+1−

k

at+1,kx
(t)
k .

Durch Einsetzen in die Verfahrensvorschrift folgt:

x
(t+1)
t+1 =x

(t)
t+1+

bt+1
at+1,t+1

−
1

at+1,t+1
k

at+1,kx
(t)
k

=
1

at+1,t+1
bt+1−

j<t+1

at+1,kx
(t)
k −

j>t+1

at+1,kx
(t)
k .
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Verwendet man nun die Induktionsannahmex
(t)
k =̂x

(1)
k f̈urk<t+ 1 undx

(t)
k =̂x

(0)
k f̈ur

k>t+ 1 , so folgt die behaupteteÄquivalenz.

L̈osung A.4.2:a) Wir rekapitulieren aus einer fr̈uheren Aufgabe: Die Eigenwerte der
IterationsmatrixBθ=I−θAsindμ=1−θλund folglichμmax =1−θλmin sowie
μmin=1−θλmax bzw.

ρ(Bθ)=max|μ|= max
i=1,...,N

|1−θλi|.

Im Falle 0<λmin≤λmax gilt

0<θ<
2

λmax
⇔ 0<θλmin≤θλmax<2.

Dies wiederum istäquivalent mit max{|1−θλmin|,|1−θλmax|}<1 . Ein einfaches geo-
metrische Argument ergibt den Wert

θopt=
2

λmin+λmax

f̈ur minimalesρ(Bθ) , d. h. f̈ur schnellste Konvergenz.

b) Die beste Gl̈attungseigenschaft ist aber charakterisiert durch

|1−θλmax|= min
i=1,...,N

|1−θλi|,

da dann die hochfrequenten Fehleranteile in der Darstellung

|e
(t)
h|
2=

Nh

i=1

ε2i(1−θλi)
2t

am schnellsten ged̈ampft werden. Dies ist der Fall f̈ur

θopt=
1

λmax
.

Dass in diesem Fall die niederfrequenten Fehleranteile nur sehr langsam ged̈ampft werden,
spielt keine Rolle, da man ja nur an dem Gl̈attungseffekt interessiert ist.

L̈osung A.4.3:Es gibt Probleme beim Beweis der Approximationseigenschaft. Im Be-
weis aus dem Text ist

vL−1=A
−1
L−1r

L−1
L fL, vL=A

−1
L fL.

Aufgrund der Definition der OperatorenAlfolgt

a(vL,ϕL)=(fL,ϕL) ∀ϕL∈VL

sowie
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a(vL−1,ϕL−1)=(r
L−1
L fL,ϕL−1) ∀ϕL−1∈VL−1.

DarL−1L nicht dieL2-Projektion ist, ist i. Allg.

(rL−1L fL,ϕL−1)=(fL,ϕL−1)

somit sindvL undvL−1nicht die Ritz-Projektion der selben kontinuierlichen Funktion.
Was bleibt ist, dass vL die Ritz-Projektion von

a(v, ϕ)=(fL,ϕ) ∀ϕ∈V

sowievL−1die Ritz-Projektion von

a(̃v, ϕ)=(rL−1L fL,ϕ) ∀ϕ∈V

ist. Damit ist
vL−v≤ch

2
L ∇

2v ≤ch2L fL

sowie
vL−1−ṽ ≤ch

2
L−1 ∇

2ṽ ≤ch2L r
L−1
L fL .

Damit bleibt noch zu zeigen, dass

rL−1L fL ≤cfL

sowie
v−ṽ ≤ch2L fL .

Während man die erste Ungleichung unter Ausnutzung der endlichen Dimension des
RaumesVL zeigen kann, ist die 2. Ungleichung i. Allg. nicht g̈ultig.

L̈osung A.4.4:Hier tritt das Problem bei der Gl̈attungseigenschaft auf. Mithilfe einer
inversen Ungleichung k̈onnen wir zwar zeigen

AL ≤ch
−2.

Es bleibt zu zeigen, dass
SL ≤c<1

f̈urSL=IL−θAL mit einerL-unabḧangigen Konstantec.DaAL nicht symmetrisch
ist, k̈onnen wir die Spektralargumente aus dem Text hier nicht direkẗubertragen.AL ist
jedoch positiv definit. Um das zu sehen, wenden wir den Gaußschen Integralsatz an:

(∂1u, u)=
1

2 Ω

∂1(u
2)dx=

1

2 ∂Ω

n1u
2ds=0

f̈uru∈H10(Ω). Es folgt
a(u, u)=∇u2.
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Damit sind die Realteile der (komplexen) Eigenwerte vonAL positiv

(λi)>0 i=1...NL.

Die Eigenwerte vonSL=IL−θAL sind 1−θλi,i=1...NL. Es gilt

|1−θλ|=|1−θ(λ)−θ(λ)|= (1−θ(λ))2+θ2((λ))2
1
2

= 1−2θ(λ)+θ2((λ)2+ (λ)2)
1
2

Wählen wir
θ<max

i=1...NL

2(λi)

|λi|2
,

so ist spr(SL)= max
i=1...NL

|1−θλi|<c<1.

gleichm̈aßig inL. Somit gibt es zu jedem >0 eine Norm ·∗mit

SL ∗≤c+ .

Es bleibt noch die Frage offen, inwieweit dieL-unabḧangige Konvergenzrate in der Norm
·erhalten bleibt.

L̈osung A.4.5:Ein Gl̈attungsschritt des Richardson-Verfahren ben̈otigt im Wesentli-
chen eine Matrix-Vektor-Multiplikation. Die Matrix-Vektor-MultiplikationAhxh kann
mit 9Nla. Op. ausgef̈uhrt werden, daAh maximal 9 Nicht-Nulleintr̈age pro Zeile hat.
Ein Gl̈attungsschritt braucht damit 12Nla. Op.

Die Berechnung des Defektsdl=fl−Alx
lkostet 10Nla. Op. F̈ur dieL

2-Projektion auf
das n̈achstfeinere Gitter m̈ussen wir nun

d̃l−1:=rl−1l dl

berechnen. Innerhalb das Mehrgitter-Algorithmus kann dieL2-Projektion sehr effizient
berechnet werden. Wir bezeichnen die Basisfunktionen auf Gitterlevellmit ϕli.Nach
Definition derL2-Projektion ist diei-te Komponente vond̃l−1durch

d̃l−1i =(rl−1l d
l,ϕl−1i )=(d

l,ϕl−1i ).

gegeben. DaVl−1⊂Vl,k̈onnen wirϕ
l−1
i darstellen als

ϕl−1i =

Nl

j=1

μijϕ
l
j,

wobei f̈ur einen Indexivmaximal 9 Werteμijnichttrivial sind. Daher reduziert sich die
Berechnung derL2-Projektion auf
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d̃l−1i =

Nl

j=1

μij(d
l,ϕli)=

Nl

j=1

μijd
l
i

und ben̈otigt 9NlOperationen.

Die Prolongation kostet 2 a. Op. f̈ur die Interpolation in jedem neuen Knoten (bei we-
nigwe alsNlsolcher Knoten). Zus̈atzlich kostet das Aufaddieren der KorrekturNlOpe-
rationen. Zusammen sind das

(2·12+10+9+2+1)Nl=46Nl

Operationen auf Gitterlevell. Die Dimension der diskreten R̈aume verḧalt sich wie

Nl−k≈2
−2kNl

Innerhalb eines V-Zyklus, m̈ussen wir die genannten Operationen genau einmal pro Git-
terlevel ausf̈uhren. F̈ur gen̈ugend großeslk̈onnen wir die Kosten zum L̈osen auf dem
gr̈obsten Gitter vernachl̈assigen. Daher kostet ein V-Zyklus insgesamt

l

k=0

46Nl−k=
l

k=0

46

22k
Nl=

4

3
46Nl1−2

−(2k+2) ≤
4

3
46Nl.

Innerhalb eines W-Zyklus, f̈uhren wir auf Gitterlevell−k2kSchritte mit oben gez̈ahlten
Operationen durch. Zusammen kostet das die folgenden a. Op.:

l

k=0

2k46Nl−k=
l

k=0

46

2k
Nl=2·46Nl1−2

−k−1 ≤2·46Nl.

L̈osung A.4.6:a) Die Eigenwerte der IterationsmatrixBθ=I−θAsindμ=1−θλ
und folglichμmax=1−θλmin sowieμmin=1−θλmax bzw.

ρ(Bθ)=max{|μ|}=max{|1−θλmax|,|1−θλmin|}.

b) Im Falle 0<λmin≤λmax gilt

0<θ<
2

λmax
⇔ 0<θλmin≤θλmax<2.

Dies wiederum istäquivalent mit max{|1−θλmin|,|1−θλmax|}<1.

c) Ein einfaches geometrische Argument ergibt

θopt=
2

λmin+λmax
.

L̈osung A.4.7:a) Die schwache Formulierung lautet



A.4. KAPITEL 4 303

Finde u∈H10(Ω), so dass

(a∇u,∇ϕ)+(bu, ϕ)=(f, ϕ) ∀ϕ∈H10(Ω).

Wir definieren die Bilinearform

a(u, ϕ)=(a∇u,∇ϕ)+(bu, ϕ)

Um Existenz und Eindeutigkeit einer L̈osung zu geẅahrleisten (mit dem Lax-Milgram-
Lemma oder dem Rieszschen Darstellungssatz) brauchen wir die Abscḧatzung

a(u, u)≥αu2H1(Ω)

f̈ur eine Konstanteα>0. Sei

a0:= min
x∈Ω
a(x), b0:= min

x∈Ω
b(x).

Es gilt
a(u, u)≥a0∇u

2+b0u
2.

Daher sind die Bedingungen a0>0 undb0≥0 hinreichend, denn es folgt mit der
Poincaŕeschen Ungleichung

a(u, u)≥a0∇u
2≥

a0
cP+1

u2H1(Ω).

b) Wir definieren eine regul̈are TriangulierungThdes Polyeders Ω in abgeschlossene Te-
traederTsowie einen Satz von linearen FunktionalenX aufP(T), so dass ein Polynom
p∈P2(T) eindeutig durch die Werte vonX(p) festgelegt ist. F̈ur den Fall quadrati-
scher Polynome ist das einzig̈ubliche konforme Element das Lagrange-Element, welches
Punktwerte in Knotenpunkten und Seitenmittelpunkten verwendet. Der dazugeḧorige An-
satzraum ist

V
(2)
h :=vh∈C(Ω) vh∈P2(T)∀T∈Th,vh=0auf∂Ω .

Eine Basis vonV
(2)
h vwird durch

ϕi(aj)=δij, i,j=1...N,

definiert, wobei die Menge{ai,i=1...N}aus Knoten- und Seitenmittelpunkten bestehe.
Die SteifigkeitsmatrixAh=(aij)

N
i,j=1 und der Lastvektorbh=(bi)

N
i=1 berechnensichzu

aji=a(ϕi,ϕj), bi=(f, ϕi).

Das diskrete System
a(uh,ϕi)=(f, ϕi) ∀ϕi∈V

(2)
h
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ist nun̈aquivalent zum linearen Gleichungssystem

Ahxh=bh,

wobeixidie Komponenten vonuh bez̈uglich der oben definierten Basis bezeichne:

uh=

N

i=1

xiϕi.

c) Unter der Annahmeu∈H3(Ω), k̈onnen wir mit Standardargumenten (Galerkin-
Orthogonaliẗat, Bestapproximationseigenschaft, Interpolationsabscḧatzungen) zeigen, dass

u−uh E:=a(u, u)
1
2 ≤ch2∇3u.

Mithilfe eines Dualitätsarguments bekommen wir in derL2-Norm

u−uh ≤ch
3∇3u.

Die Spektralkondition ḧangt von der Ordnung des Differentialoperators ab. F̈ur den ge-
geben elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung gilt

κ2(Ah)=O(h
−2).

di) Von einem Startwertx(0)definiert das Gauß- Seidel-Verfahren Iterierte durch

x
(k+1)
i =bi−

j<k

aijx
(k)
j −

j>k

aijx
(k+1)
j , i=1...N.

Ein Gauß-Seidel-Schritt reduziert den Gesamtfehler um den Faktor

ρ=1−O(h2).

Die Anzahl an Iterationen T,diemanben̈otigt, um den Anfangsfehler um den Faktor
=10−3zu reduzieren, ist daher

ρT= ⇔ T=
ln()

ln(ρ)
=−3

ln(10)

ln(1−ch2)
ch−2,

da ln(1−chr) chr+O(h2r). Eine Iteration besteht aus 2N Subtraktionen undN−1
Matrix-Vektor-Multiplikationen. Da die Matrix Ah d̈unn besetzt ist, kostet jede Iteration
O(N)a.Op..DaN≈h−3, brauchen wir insgesamtO(N

5
3)a.Op..

dii) Das Gradientenverfahren ist ausgehend von einem Startwertx(0)definiert durch

x(t+1)=x(t)+αt(r
(t)), αt=

r(t)2

(Ahr(t),r(t))
,

wobeir(t):=bh−Ahx
(t)das Residuum in Schritttbezeichnet. Ein Schritt des Gradien-
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tenverfahrens reduziert den Fehler um den Faktor

ρ=1−
1−κ(Ah)

−1

1+κ(Ah)−1
≈1−2κ(Ah)

−1=1−O(h2).

Hier haben wir benutzt, dass die Spektralkonditionκ(Ah) sich wieO(h
−2)verḧalt. Eine

Iteration besteht im Wesentlichen wieder aus einer konstanten Zahl an Matrix-Vektor-
Multiplikationen und kostet daher O(N) a. Op. Die Iterationszahl ist wiederO(N

5
3).

Ein besseres Ergebnis liefert das CG-Verfahren. Ein Schritt des CG-Verfahrens reduziert
den Fehler um einen Faktor

ρ=1−
1−κ(Ah)

−1
2

1+κ(Ah)
−1
2

≈1−2κ(Ah)
−1
2=1−O(h).

Die Anzahl IterationenT, um den Anfangsfehler um den Faktor zu reduzieren, kann
daher mit

T≤
1

2
κ(Ah)ln(

2
)+1.

abgescḧatzt werden, d. h.
T∈O(N

1
3).

Die Anzahl a. Op. ist damitO(N
4
3).

A.5 Kapitel 5

L̈osung A.5.1:a) Es gen̈ugt zu zeigen, dass bei numerischer Integrationüber dem Ein-
heitsdreieckT̂mit Hilfe der Dreiecks-Trapezregel für die drei Knotenbasisfunktionen gilt:

QT(̂ϕiϕj)=δij.

Paarweises Einsetzen der Basisfunktionen

ϕ̂1=x, ϕ̂2=y, ϕ̂3=1−x−y,

in die Quadraturformel liefert aber sofort:

Q̂T(̂ϕiϕj)=
1

6
{̂ϕi(0,0) ̂ϕj(0,0) + ̂ϕi(1,0) ̂ϕj(1,0) + ̂ϕi(0,1) ̂ϕj(0,1)}=

1

6
δij.

Durch R̈ucktransformation auf die Gitterzellen und
”
Assemblierung“ erḧalt man:

(̃Mh)ij=δij
T xii

|T|

3
.

Durch Masse-Lumping erḧalt man also eine positive Diagonalmatrix.

b) Nach dem diskreten Maximumsprinzip f̈ur finite Elemente ist im Fall, wenn alle In-
nenwinkel der Triangulierung kleiner oder gleichπ/2 sind, die SteifigkeitsmatrixAheine
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M-Matrix Es muss also nur gezeigt werden, dass beim Skalieren mit kund Addieren der
‘
”
gelumpten“ MassematrixM̃h die M-Matrixeigenschaft nicht verloren geht:

1. Die Diagonaldominanz,

j=i

aij≤aii,

bleibt unter Skalierung und Addition positiver Beitr̈age auf der Diagonalen erhalten.

2. Die Eigenschaft ,,von nicht-negativen Typ”,aii>0,aij≤0,∀i, j=i,ebenso.

3. Da durch die Addition positiver Diagonalelemente keine Eintr̈age der Steifigkeits-
matrix ausgel̈oscht werden k̈onnen, ist die resultierendeSystemmatrix wieder irre-
duzibel.

c) Nicht ausgef̈uhrt.

L̈osung A.5.2:Nicht ausgef̈uhrt.

L̈osung A.5.3:Nicht ausgef̈uhrt.

A.6 Kapitel 6

L̈osung A.6.1:

1. Das Ritzsche Projektionsverfahren ist f̈ur variationelle Probleme mitsymmetrischer
Bilinearforma(., .) definiert. Ausgangspunkt ist die Formulierung̈uber das Opti-
mierungsproblem

min
uh∈Vh

E(uh); E(ϕ)=
1

2
a(ϕ, ϕ)−(f, ϕ).

Dem gegen̈uber ist das Galerkinverfahren auch f̈ur nicht-symmetrische Bilinearfor-
men definiert. Es bedient sich direkt der variationellen Formulierung: Findeuh∈Vh,
so dass:

a(uh,ϕh)=(f, ϕh) ∀ϕh∈Vh.

Die Petrov-Galerkin-Verfahren verwenden unterschiedliche Ansatz- und Testr̈aume
f̈ur die variationelle Formulierung:

uh∈V
Ansatz
h , ϕh∈V

Test
h .

2. Der Gl̈atter auf den feineren Gitterlevel.
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3. F̈ur einen quadratischen Ansatz erḧalt man in der Energienorm ∇eh ≤h
2∇3u

und derL2-Norm eh ≤h
3∇3u. Es ist aber sogar m̈oglich die Norm noch eine

Stufe auf eine sog.
”
negative Sobolevnor“ abzuschẅachen und damit 4te Ordnung

4 zu erhalten: Zu beliebigenψ∈H1seizL̈osung des dualen Problems

(∇ϕ,∇z)=
(ϕ, ψ)

ψ1

.

Es gilt die a priori-Abscḧatzung z3≤ ψ/ψ1
1
≤cun̈abḧangig vonψ. Ein-

setzen voneh in die Gleichung:

(eh,ψ)

ψ1
≤ ∇eh ∇z≤ch2∇3uch2∇3z≤ch4∇3u.

4. Die Maximalwinkelbedingung fordert, dass alle in einer Gitterhierarchie auftreten-
den Innenwinkel gleichm̈aßig nach oben von 180◦weg beschr̈ankt sind; analog for-
dert die Minimalwinkelbedingung eine Abscḧatzung nach unten von 0◦weg.

5. Unter der Gl̈attungseigenschaft versteht man die G̈ultigkeit einer Abscḧatzung der
Form

UMh −u
m
h ≤c

kr

trm
u0h ,

wobeirdie Ordnung des Verfahrens, undUM die FE-N̈aherung an die kontinuier-
liche L̈osungumh zum Zeitpunkttm ist.
Das Crank-Nicolson-Schema ist zwar A-stabil aber nichtstarkA-stabil. Eine Gl̈at-
tungseigenschaft ist deshalb nicht zu erwarten und tats̈achlich zeigen numerische
Ergebnisse, dass das Crank-Nicolson-Schema keine Gl̈attungseigenschaft besitzt.

6. Bei einem isoparametrischen Ansatz ist die Transformation einer lokalen Zelle (Drei-
eck, Rechteck) auf die Referenzzelle vom selben polynomialen Ansatzraum wie der
FE-Ansatz.

7. Die Ordnungrder Quadraturformel sollte so geẅahlt werden, dass er zum einen
zul̈assig ist und zum anderenr≥2m−3.

8. Es ergibt sich eine Schrittweitenbedingung der Form

k≤c
1

h2
.

9. Der biharmonische Operator ist von 4ter Ordnung, die Kondition ist also

cond2(Ah)=O h
−4 .

10. Eine M-Matrix ist eine quadratische Matrix mit starker Diagonaldominanz:

j=i

aij≤aii∀i,und∃ks.d.
j=k

akj<akk,
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und von nicht-negativen Typs:

aii>0,aij≤0,∀i, j=i.

Eine M-Matrix ist regul̈ar und ihre Inverse ist elementweise nicht negativ,A−1h ≥0.
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geẅohnliche, 10
lineare, 9
nichtlineare, 9, 15

Differentialoperator
elliptischer, 13
hyperbolischer, 13
parabolischer, 13

Differenzenappoximation, 49
Differenzengleichung, 247
Differenzenoperator, 49
Differenzenverfahren
A(0)-stabil, 207
explizit, 204

309



310 INDEX

implizit, 204
Diffusions-Transport-Gleichung, 78
Dirac (1902–1984), 123
Dirac-Funktion, 123
Direkte Methode, 19
Dirichlet (1805–1859), 16
Divergenz, 1
Du Fort (????–????), 218
Du Fort-Frankel-Verfahren, 218
Duale L̈osung, 145
Duales Problem, 145
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Fourier (1768–1830), 34
Fourier-Entwicklung, 34
Frankel (1919–1978), 218
Friedrichs (1901–1982), 244

Galerkin (1871–1945), 81
Galerkin-Gleichungen, 176
Galerkin-Orthogonaliẗat, 232
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Gradient, 1
Gradientenverfahren, 175
Gram (1850–1916), 177
Gram-Schmidt-Algorithmus, 177
Green (1793–1841), 2



INDEX 311

Greensche Funktion, 17, 123, 124
Greensche Identiẗat, 61
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Ḧoldersche Ungleichung, 3, 29
Hackbusch (1948–), 185
Hadamard (1865–1963), 9
Halbbandbreite, 56
Halbgruppen-Methode, 40
Hauptteil, 12, 14
Hermite (1822–1901), 98
Hermite-Element, 98
Hestenes (1906-1991), 176
Hilbert (1862–1943), 2
Hilbert (????–), 110

ILU-Verfahren, 69
Implizites Euler-Verfahren, 207, 209, 225,

231
Integralformel von Green, 2
Integralsatz von Gauß, 2
Interpolationsabscḧatzung, 112, 114
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Wärmeleitungsgleichung, 4, 5, 14, 34, 203,

235
Wellengleichung, 3, 7, 14, 41, 243, 250
Weller (????–????), 54
Wilson (1931–), 104
Wilson-Plattenelelement, 104
Wohlgestelltheit, 9, 15

Zeilensummenkriterium
schwaches, 58

Zeitschrittverfahren, 207
Zeitschrittweite, 204, 230, 243
Zelle, 84
Zellgewicht, 146
Zellresiduum, 145
Zusammenhang, 57
Zweigittermethode, 189



314 INDEX

Zweigitteroperator, 192
Zweischrittformel, 243
Zweischrittverfahren, 204







Über dieses Buch
Dieser einführende Text basiert auf Vorlesungen innerhalb eines 
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