A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Losungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufga-
ben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nicht um ,, Musterlosungen“ mit vollstéindig
ausformuliertem Losungsweg, sondern nur um Lésungsansétze in knapper Form.

A.1 Kapitel 1

Losung A.1.1: Aus der Beschrianktheit der ersten Ableitung von f folgt die Lipschitz-
Stetigkeit von f bzgl. x, und es ist

1F (8 2) lloo < I1LF (8 2) f = (£,0) [loo + [[f (£,0) lloo < K[zlloc + [1f (£,0) [loo

Somit existiert nach dem globalen Existenzsatz genau eine globale Losung der AWA. Und
diese ist nach dem Regularititssatz aus C>.

Sei nun u diese Losung. So ist
u®) = fE=1)

Und damit hat die Taylor-Reihe von u im Entwicklungspunkt ¢, gerade die angegebene
Form. Es bleibt zu zeigen, dass die Taylorreihe fiir alle ¢t > t, konvergiert. Dazu betrachten
wir das (n + 1)-te Restglied der Taylorentwicklung von w.

F (€, u(€))

B = (n+1)!

(t —to)"*!

mit & € (tg,t). Aus der gleichméfigen Beschranktheit der Ableitungen von f folgt
R,i1—0 (n—o0).
und damit die Behauptung.
Losung A.1.2: Wir setzen p := Q,u, ¢ := dyu, r:= u, s := 0,0,u, t := aju und
o= Qu, Bi=020,u, v= &ﬁZU, 0= Ggu.
Differenzieren der Differentialgleichung ergibt

au@iu + 2a126§3yu + azgazﬁju =0, f — am@iu — 20,0yt — a0y u

auc{?i@yu + 20,1281-8516 + CLQQ@SU - ayf - a018IE)yu - aogﬁju - aooayu
Differenzieren von r,s,t entlang I' ergibt

0,1 = 0,170-x + 0,r0-y = a0-x + B0y
0,5 = 0,50-x + 0,50-y = 0, x + 0y
O0-t = O0pt0;x + Oyt0ry = yOrx + 00y
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Zusammengenommen ergeben sich zwei 3 x 3-Gleichungssysteme fiir die gesuchten Ablei-
tungen «, 3, v, §:

apo+2a1283 4 agy = 0, f — apir — ag2s — agop
O,xa + 0ryp =0.r
O,z + Oyyy = 0,8

a1 8+ 2a1277 + agd = 0y f — ap15 — apgt — agq
Orxf + 0ryy =0:s
Orxy + 0ryd = Ot

Beide haben dieselbe Koeffizientenmatrix B wie das entsprechende System zur Bestim-
mung der zweiten Ableitungen:

anr + 2a125 + agt = [ — ap1p — ap2q — agou
aTxT + aTZ/S = 0P
Oyxs + Oyt = 0,q.

Man iiberliegt sich leicht, dass im Falle det B # 0 die durch die beiden Gleichunsgsysteme
bestimmten vier dritten Ableitungen eindeutig (und widerspruchsfrei) bestimmt sind.

Losung A.1.3: Der Differentialoperator L = a118m+2a123x8y+a228§+. .. ist elliptisch®
fiir a2, — ajjas < 0, ,parabolisch’™ fiir a2, — ajjaz = 0 und ,hyperbolisch* fiir a2, —
a11G29 > 0.

a) Der Operator L = 9,0, — 0, ist wegen a3, — ajjas = % > 0 hyperbolisch.

b) Der Operator L = 87 4 0,0, 4+ yd2 + 4 ist wegen ai, — ajrae = ; — y hyperbolisch

fir y < ;11 , parabolisch fiir y = i und elliptisch fiir y > i .

¢) Der Operator L = 2(9, + 9,)* + 0, = 202 + 40,0, + 202 + 9, ist wegen afy — ayjas =
4 —4 =0 parabolisch.

Losung A.1.4: Wir wollen im Folgenden die ersten partiellen Ableitungen der w; (i =
1,2) bestimmen. Dazu fithren wir folgende Abkiirzungen ein:

7= Oy 8; 1= Oyu;
Durch Ableiten in Tangentialrichtung erhalten wir

Oru; = 1;0-¢ + 5,0;y
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Zusammen mit den 2 Differentialgleichungen ergibt sich das folgende LGS:

bii  bip by by " Bl

by by by b3 2| | fo

Ox 0 Oy 0 si| | o
0 dx 0 Oy S Orus

Wir erhalten fiir die Determinante der Matrix
et W th
b%l b%Q bgl bgz 2
=(0,2)° (bl b2, — bl b2
gx 0 Oy 0 (0-7) ( 21922 22 21)
0 0z 0 Oy
+ (afy)Q (bhbgl - b?lbél)
+ 0-20-y (b%Zbgl — by, by + by b7, — b%1b§2) .

Durch Setzen von
a1y = b%1b§2 - b%Zbgl
Qoo = bhb% - b%1b%1
. 1
a2 = 2 (bbbgl - b%lb%Z + b%zbi - b%1b§2)
ehen wir, dass die Losbarkeits-Eigenschaften wieder von dem Vorzeichen des Terms
&%2 - CA7J116122
abhéngt. Im Vergleich dazu liefert die PDE 2. Ordnung

11 = G2
Q22 1= —a11
. apptan
G i= ——p—
und somit im Fall ajy = a9

A2 PPN 2
U1y — A11022 = A19 — G11G22.

Beide Vorgehensweisen liefern also die gleiche Typen-Einteilung.

Losung A.1.5: (i) Wir verwenden den Beweisgang aus dem Text in leicht modifizierter
Form. Fiir einen beliebigen Punkt = = (21, 25) € @ ist

v(z) = v(xy, 23) — v(21,0) = /0902 O (g, ) dE.
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Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt

e < ([~ owtee i) < [ oatn e

Wir integrieren diese Ungleichung unter Verwendung des Satzes von Fubini nacheinander
bzgl. der Variablen zq, x5 :

[rwra< [ ([ towtnor i) an
= /01 (/01 /01 |0ov (21, &) day df) dxy = /Q |0ov(2)|? da

(ii) Fiir T := {(0,0)} kann die Poincarésche Ungleichung nicht gelten. Zum Beweis kon-
struieren wir eine Folge von Funktionen u; € V5(I'; Q) mit den Eigenschaften

liminf/ a2 de > 0, /||Vuk|\2da:—>0 (k — o).
k—o00 Q Q
Dazu setzen wir unter Verwendung von Polarkoordinaten (r,6):

u(r, ) = r'/*.

Fiir diese Funktionen ist ||Vuy|| = |0,ux| = k~'r~ 1+ und folglich:

w/2 1 1
/‘Uk|2d332/ /r2/k7‘drdw:z/ P2k gy
Q o Jo 2 Jo

i 1

1 1 us
2+2/k‘ _r BTN
0" 2752k 1 ko)

T 22/k+2

sowie analog

— 2k? J,
T ﬁ Q/krf 7 2%k

- T k .
owza =1k 0 (oo

1 2
/ [Vuy||* dx = ﬁ/ p2h gy < T [ 2k gy
Q Q

Als Konsequenz dieses Resultats ist in diesem Fall die in dem Text verwendete ,,direkte
Methode der Variationsrechnung® (d. h. das , Minimalfolgenargument®) zum Nachweis
der Existenz ,schwacher® Losungen der zugehotigen 1. RWA des Laplace-Operators nicht
anwendbar, da das Energiefunktional J(u) auf V4(I'; @) nicht nach unten beschriankt
ist. Tatséichlich bedeutet dies, dass in zwei (und hoheren) Dimensionen die 1. RWA mit
solchen einpunktigen Dirichlet-Randbedingungen nicht ,,wohl gestellt® ist.

Losung A.1.6: a) Seien u,v € C2(Q)NCY(Q2) Losungen derselben 2. RWA. Dann erfiillt
w :=u — v die Gleichungen —Aw +aw =0 in Q und J,wypq = 0. Mit Hilfe partieller
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Inegration folgt unter Aussnutzung der Randbedingung d,wjaq = 0:

/{||Vw\|2+a\w\2} dx = /(—Aeraw)wda:Jr Opww do = 0.
Q Q o0

Dies impliziert w=0.

b) Mit denselben Bezeichnungen wie in (a) gilt nun (d,w + aw)jsq = 0. Damit ergibt
sich dann wegen o > 0:

/{||Vw|\2+a|w|2}dx=/(—Aw+aw)wdm+/ anwdeZ—/ aw? do < 0.
Q Q o9 o0

Dies impliziert wieder w = 0.

Fiir a = 0 kann in beiden Fillen nur auf Vw = 0 bzw. w = konst geschlossen werden.
Es fehlt aber eine zusétzliche Bedingung, um hieraus w = 0 folgern zu kénnen. Eine
solche Zusatzbedingung konnte z. B. die Forderung sein, daf§ nach Losungen der RWAn
mit verschwindendem Mittelwert gefragt ist: fQ udr =0.

Losung A.1.7: Wir zeigen die beiden Ungleichungen einzeln:

i) Wir wollen zeigen u > 0. Es ist
—“A(—u)=-1<0 inQ, u=0<0 aufdQ
Nach dem Maximum-Prinzip ist also

—u <0 oder max—u < max—u =0.
Q 5Q

Also u >0 auf Q.

i) Nun zeigen wir u < § . Dazu betrachten wir die Funktion v = § (z (1 —2) +y (1 —y))

mit

liegt in (x,y) = (1/2,1/2) ein Maximum von v, und es ist v > 0 in ;. Wegen Q C Q,
folgt nun

—Av=102+2) =1

w(in) e )

v(l l)z%, v =0 auf 0Q

272

Wegen

D[ D=

sowie

—Au—v)=0<0 inQ

sowie
u—v=—0v<0 auf 9N.
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Nach dem Maximumprinzip ist also

u—v <0 oder mgxu—vgnggxu—vgo

und somit
u<wv<

ool

Losung A.1.8: Zur Wiederholung: Wir setzen 1 = rcosf, xo = rsinf und u(z) =
w(xy, xy) = u(rcosd,rsind). Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

O?u(r,0) = Ou(x) cos® O + 00 u(x) sin 0 cos O + 910pu(z) cos O sin 6 + dau(x) sin 6,
Dpu(r,0) = Pu(x)r? cos® 0 — 0yd1u(z)r? sin @ cos 6 — 0y 0yu(z)r? cos O sin 6
— yu(z)r cos § — ou(z)rsin § + dau(x)r? cos? .
Also ist (92 + 7710, + r207)u(r,0) = (0? + 93)u(x) = Au(z).
i) Die Randbedingungen liet man direkt ab. Wir setzen « := 7/w und finden

Asy,(r,0) = (02 +r710, + r20;) (r* sin fa)

= (a — D)ar* ?sin o + ar® ?sin o — r* 2o’ sin fa = 0.

ii) Die Funktion s, ist im Innern des Sektorabschnitts G beliebig oft differenzierbar.
Ihre ersten und zweiten Ableitungen verhalten sich dort wie

Ousur, O)] < L |08y5u(r,0)] < cr™/et

Zu iiberpriifen ist also die Existenz der (uneigentlichen) Integrale

J ( ) ::/ 21 fw— de o / / 2m fw—1 dr df = W/ 21 fw—1 d?",
Jo(w) == / P2/t dg =/ / P2 @=3 dr dh = w/ r2m/w=3 .
G 0o Jo 0

Fir 7 <w <27 ist 27/w—1 > 0 und folglich J;(w) existent, aber 27/w—3 < —1 und
folglich Ja(w) nicht existent. Im Fall w < 7 ist Vs, beschrinkt und somit (eigentlich)
quadrat-integrierbar. Ferner ist 27/w—3 > —1 und somit auch V?s,, wenigstens quadrat-
integrierbar.

Losung A.1.9: a) Es ist

Ly — )2 >
6w(937y){21($ v o e
S Wy—2)7, y<uz,

und Jyu = —0,u, so dass es geniigt, J,u zu betrachten. Wir betrachten dazu die
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Ausschopfung Q. := {(z,y) € R?: 2 < y — ¢ oder x > y + ¢} und wir erhalten

y61
/(8u (x,y) // —(y — ) dwder// (z—y)"" dady
Qe +€

Wir begniigen uns damit, das erste Integral auf der rechten Seite zu betrachten:

e 1 f—In(y —x)
—(y—z) da:dyz/ —_—
/O/O 4( ) 0 4 0

_li(g)Jr/o #dy%oo (e—=0)

y—e

dy

Also ist d,u nicht in L? (Q) und somit u ¢ H* (Q).

b) Durch Anwendung der Kettenregel erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen von wu:

D, (2, y) = cos (m C)) ey =cos (m (i)) =

Somit erhalten wir

5 ) 1\ 22+ 42 1\\° 1
VuVu = (0,u)” + (Oyu)” = cos (ln <7‘>) 4 = cos In . =

Wir betrachten jetzt nur die Kreisbogen S. = {(z,y) € R* : e < 2* +y? < 1}. Und be-
stimmen das Integral

cos (ln ( NG
/ (x,y) / / ———"~—rdOdr

- cos(ln()) N

2 r
0
= z/ cos (z)? dx
2 In(e)

cos (x) sin (x) + x)

0

In(e)
= Tﬂ (cos(In(¢))sin (In(e)) + In(g)) — oo (¢ — 0)

Also ist u ¢ H' (Q).

Losung A.1.10: Zunéchst eine Feststellung, die Menge

M = {ueHl(Q):/Qu(x) d;z:—[)}

ist konvex und abgeschlossen bzgl. der L?-Topologie. Die Konvexitit folgt sofort aus der
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Linearitét des Integrals, die Abgeschlossenheit, da

/Qu(x) dx

Wir zeigen die Aussage durch ein Widerspruchsargument. Angenommen es gibe keine
Konstante ¢ mit der Eigenschaft. Dann gibt es eine Folge u,, aus M, so dass

sl}umMMScwm.

[unll > n [[Vunllg

bzw. @, = |Junllg" — 0 (n — 00). Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, da 0 < z,, <
1, n € N.Da 0 e M und M konvex, ist auch v, := z,u, € M, und es gilt |jv,||, = 1.
Aus der Ungleichung fiir u,, erhalten wir

[[onlle

2 fually = 2 =0 (n = o).

HVUHHQ = Tn ”vuTLHQ < —

n
Also ist v, in H' () beschriinkt. Es gibt also eine Teilfolge, wir wollen 0.B.d.A. annehmen
dies wiire v, die schwach gegen v € H'(Q) konvergiert. Insbesonder konvergiert Vu,
schwach in L? gegen Vv. Wegen obiger Ungleichung konvergiert aber Vv, stark in L2
gegen 0, folglich ist Vo = 0. Da Q ein Gebiet ist (also insbesondere zusammenhéngend)
folgt daraus v = konst fast iiberall in (2.

Nach dem Rellichschen Auswahlsatz gibt es eine stark in L? konvergente Teilfolge
von v, die wir wieder mit v, bezeichnen, wegen ||v,|, = 1 folgt also aus der starken
Konvergenz ||v||, = 1, und somit v = 1 fast iiberall auf 2. Andererseits ist M beziiglich
der Norm ||-||, abgeschlossen, also folgt v € M im Widerspruch zu v = 1. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Losung A.1.11: Wir kénnen im allgemeinen nur Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
u € V der zugehorigen schwachen Formulierung, d. h. beziiglich

(Vu, V)= (f,0) VoeV (1.1.1)

erwarten. Wir zeigen zunéchst die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir den Raum

V= {uEHl(Q) : /Qu(x)dm:O}.

Die Existenz einer solchen Losung ist gegeben, wenn wir zeigen konnen, dass das Funk-
tional
2
E(v) =5 IVullg — (f,v)a

in V ein Minimum annimmt. Zunéchst zeigen wir, dass E in V' nach unten beschrankt
ist. Mithilfe der Poincaréschen Ungleichung aus der vorausgehenden Aufgabe

AMMSUMWMSWWMWWW
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Mithilfe der Youngschen Ungleichung folgt weiter

C%z 2 1 2
/ fodr < QYR+ v
Q 2 2

und damit die Beschrianktheit von E(-) nach unten:

C?} 2
Bw) > -2 113
Sei nun (vg)gen, vr € V' eine Minimalfolge beziiglich E(-):
E(v,) = d = 1}161‘1;E(v)
Wie im Skript zeigen wir mithilfe der Parallelogramm-Identitét, dass (vg) Cauchy-Folge

beziiglich der Energienorm

[vlls = [[Vvlla

ist:

v = vl = 2llvallE + 2llvmllE — 4115 (vn + va) I
< AE(vn) +4(f,v0) +4E (Vi) + 4(f, vm) = 8E (5 (vn + 1)) = 8(f, 5 (vn + 1))
=4E(v,) + 4E(vn) — 8E(3(vn + vi))

Unter Beriicksichtigung von limy_o E(vy) = d und E (3 (v, + v,,)) > d folgt

lim sup ||v, — vpl|% < 0.

n,m—00
Aufgrund der Poincaréschen Ungleichung auf V' gilt weiter
||Un - UmHHl(Q) < C”Un - UmHEa

d. h. (vg)ren ist Cauchy-Folge beziiglich der H'-Norm und konvergiert folglich gegen
einen Limes v € H'(Q). Um v € V zu garantieren, miissen wir noch zeigen, dass auch
die Mittelwertbedingung im Limes erhalten bleibt

‘/vdzp‘ = ‘/v —vkd:r‘ < |lv = vl = 0(k — o0).
Q Q

Wir haben also eine schwache Losung v € V' gefunden. Aufgrund der Mittelwertbedin-
gung an f bleibt (1.1.1) auch giiltig, wenn man den Testraum auf H'(Q) erweitert (Fiir
p e H'(Q) liegt p:=¢—[Q" [,¢ in M und

(Vu, V) = (Vu, Vo), (f,¢)=(f,¢)

Wir haben also eine schwache Losung v € H'(Q2) fiir das Problem

(Vu, Vo) = (f.¢) Voe H(Q)
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gefunden. Seien nun vy, vy zwei Losungen, so gilt fiir w = v; — vy
(Vw,Vw) =0

und daher v; = vy + const.

Losung A.1.12: a) Die RWA auf der gepunkteten Kreisscheibe ist nicht wohl gestellt,
da das Energiefunktional
E(v) = 3[Vol§ — (f,v)e

auf H}(Q) kein Minimum besitzt. Es existiert eine Folge (vi)ren C HJ (), welche bzgl.
der H'-Norm eine Cauchy-Folge ist, fiir deren Limes aber u(0) # 0 ist. Eine regulire
schwache Losung geniigt also nicht der geforderten Randbedingung in « = 0.

b) Die RWA auf der geschlitzten Kreisscheibe ist wohl gestellt, denn zu jeder Cauchy-Folge
(vr)ken C HY(Q) gehort aufgrund der Spurabschétzung

vl 22y < cllvlla @),

eine Cauchy-Folge (vr)ren C L*(T') von Spuren. Der H'-Limes v = limy_,o, v hat also
automatisch die Spur vjr = 0. Jede regulire schwache Losung geniigt also der geforderten
homogenen Dirichlet-Randbedingung auf I'.

Lésung A.1.13: Gesucht ist u € H'(2) mit der Eigenschaft
(Vu, Vo)a + (u, 9)a + (u, 0)an = (f,)a + (g,9)oa Vo € H' ().
Fiir eine hinreichend reguliare Losung folgt durch partielle Integration
(—Autu— fp)a+ (Ouutu—g,¢)oa=0 Vo€ H(Q),

und damit die Giiltigkeit der gegebenen Differentialgleichung sowie der Randbedingung.

Losung A.1.14: Fir die Ungleichungen gilt:

@) ulie < cllulme,  we HXQ), QCRY  (richtig)
b) ullp=) < cllullpagy, we HY(Q), QC Ry (richtig)
o) Nullpe@ < cllullmey, weHY(Q), QCR?* (falsch)

d) Nullpen) < cllullmig)y, weHY(Q), QCR® (richtig).

Loésung A.1.15: Wir betrachten zuniichst die rechte Seite der Ungleichung. Sei v €
H'(Q). Wir verwenden die L?-Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen des Laplace-Opera-
tors (vp)ren. Fiir u® gelte die Darstellung

oo
u’(r) = Zu?vj.
=0
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Die n-te Partialsumme
n
o 0
Sp = E u;v; ().
j=0

konvergiert in H'(Q) gegen u’. Insbesondere gilt
[9a°l3 = tim [V, 3.

Fiir die Partialsumme konnen wir Integration und Differentiation mit der Summation
vertauschen

(Vsn, Vsn)g = Z wuy (Vui(x), Vur(z)),
J,k=0

Wir nutzen aus, dass v; auch schwache Losungen des Eigenwertproblems des Laplace-
Operators sind, d. h.:

(VU]', v@)(l = /\j(vj7 (P) v@ € H&(Q>

Wir bekommen

(Vsn, Vs,)g = Z u?u%)\j (v;(x), vi())q -

7,k=0

Schlieflich nutzen wir die Orthonormalitétseigenschaft der v;. Insgesamt haben wir ge-
zeigt

o0

IVallB =S (ud)* Ay, (1.1.2)

Jj=0

Fiir die Losung der Warmeleitungsgleichung gilt die Darstellung
u(z,t) = Zu?vj(x)e"\jt.
j=1
Differenzieren ergibt
Ou(z,t) = Au(z,t) = — Zug)\jvj(x)e*Ajt.
j=1

Mit der Parsevalschen Identitit gilt

[ee]

ot )13 = [ Au(e, )3 = 3 @2\ %e M

J=1
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—2z

Die Funktion ze nimmt ihr Maximum auf [0,00) in = = 0.5 an. Es gilt

re 2 < %e‘l.

Mit diesem Resultat konnen wir weiter abschéitzen
1
0z, )& = [|Au(z, )] = e Y (u))*A;.

Zusammen mit (1.1.2) haben wir gezeigt

1
19, Ol = Aulz, )l < eIV

\/5?1 — 0.42888... < 0.5

Losung A.1.16: Wir machen den Ansatz u(z,t) = ¢(t)v(z). Damit ergibt sich

Wegen

folgt daraus die Behauptung

Ofu — Au = " (t)v(z) — Y(t)Av(x) =0

bzw.

Pr(t) _ Av(z)

= = const = —\.

@) ()

Dies fiihrt auf die Eigenwertprobleme

“Av=2v,  —(t) = M(1)

mit den in der Aufgabenstellung gegebenen Randwerten. Die Eigenfunktionen v; fiir das
Laplace-Problem mit Nullrandbedingungen definieren ein Orthonormalsystem in L*(€2).
Wir wissen, dass die zugehorigen Eigenwerte \; positiv sind. Die Differentialgleichung in
der Zeit hat dann die Fundamentallosung

a;sin(\/\jt) + bjcos(y/Ajt).

NE

vit) =

By
Il
=)

Zusammen ergibt sich

ula, ) = v(@)(t) = 3 v() (ajsm(w_jt) + bjcos(\/)\_jt)) .

J=0

Machen wir fiir die Funktionen u°(z),u!(z) den Ansatz

O(2) = Y uluy(e), ul(e) = 3 ulvy ()
=0 =0
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ul

0 sowie nach Ableiten a; = —~=. Wir
Vi

erhalten wir durch Koeffizientenvergleich b; = u;
erhalten die Darstellung

1

=3 (o) (sl %0 + afeos( ).

Es bleibt zu untersuchen, welche Regularititsanforderungen wir an v° und u!' stellen

miissen, um

Otu, Au € L*(Q x (0,7))

garantieren zu konnen. Differenzieren fithrt zu

Q?u:Au:va] (u)\zsm\ﬁt +u)\cos\ﬁt>
j=0

Mithilfe der Parsevalschen Identitit erhalten wir

2
|02 uHLZ(QX(OT) / / ( 1)\]§Sin(\//\7t) —l—ug)\jcos(\/)\_jt))) dxdt
- 2
:/ (Z(u/\; sin(y/\t) + ulAjcos( \/715))
0

Jj=0

Wir ziehen Betragsstriche unter die Summe und schétzen die trigonometrischen Terme ab

olee

00 ) s
107wl 220 (0.7 < TZ()\J'“?)Q + 2 (uj)” + A2 u Jus.

J J
J=0

Ausnutzen der Youngschen Ungleichung fithrt auf

10 ul172 (¢ 0,7y < TZ 4+ (u ) (1.1.3)

j=0

Wir wollen nun «” € H*(2) annehmen. Wir definieren die n-te Partialsumme

n
=Y ufvy(x)
§=0
Diese konvergiert dann in H?(Q) gegen u’. Damit folgt insbesondere
00 > [|AU’||E = lim [|As,|a-
n—oo

Fiir die Partialsumme kénnen wir Integration und Differentiation mit der Summation
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vertauschen

(Asp, Asp)g = Z uuy, (Avj(x), Avg(z)),,

Jk=0

=3 uduf (A (@), Mk () -

J.k=0

Schliefilich folgt aufgrund der Orthonormalitéitseigenschaft der v,

00 > 7}1—{202 (u?)\j)z = Z; (u?/\j)2.

Jj=0 Jj=

Dies ist genau der erste Teil der Summe in (1.1.3). Sei nun u' € H'(2). Die n-te Parti-

alsumme
n
R 1,
T = E u;vi(z).
=0

konvergiert in H'(Q) gegen u! und wir haben
0o > |Vul||g = lim || Vr, |3
n—oo

Nutzen wir aus, dass v; auch schwache Losung des Eigenwertproblems sind, erhalten wir
mit derselben Argumentation wie oben

(Vrn,Vry)g = Z ujlu,lC (Vv;(z), Vog(x))

J,k=0

= D wjuph; (v(x), ve())g -

J,k=0

Schlieflich folgt wieder mit der Orthonormalitdtseigenschaft der v,
oo > Z (Ujl-)Q)\]‘.
§=0

Wir haben gezeigt, dass (1.1.3) und damit sowohl 9?u als auch Au in L*(Q x (0,7))
wohldefiniert sind. Unter den getroffenen Regularitdtsvoraussetzungen 16st das oben kon-
struierte u(z,t) die Wellengleichung also in einem (starken) L2-Sinne.
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A.2 Kapitel 2

Losung A.2.1: Wir bestimmen den Abschneidefehler
m(w,y) == =2 ula,y) = fulw,y) = A un — f — HHPAL.
Taylor-Entwicklung von w(x &+ h, y),u(z,y £ h) und u(x £ h,y £ h) ergibt:

u(z £ h,y) = (1 £ hd, + Sh°0; £ %h362 + 4 h'0s £ I—;Oh583)u(x,y)
+ g h°ORu(€,m),
w(z,y £ h) = (1£hd, + $h*0; £ th*0) + 500, + 55h°0) )u(x,y)
+ g h Oulé,m),
w(z +h,y+h) = (14 hd, = hd, + $h°0 + h*0,0, + 3h*0; + th*0; £ Lh*020,
+ 100,02 £ Lh0P + L0l £ L1930, + Ln'020? £ Lh'9,0°
+ g h'0) £ 5 h°0) + 5h°0.0, + 0030 + Lh°050; + 50,0,

£ 551’0 ) u(x, y) + (s35h°08 + 135h°000, + 5h°0,0; + 5h°020]

+ LR 4 k00,0 + L hOEYu(€,m).

Damit folgt fiir den kompakten 9-Punkte-Operator:

1
AP up(z,y) = @{‘M(aj £ h,y) +4du(z,y £ h) +u(z + h,y £ h) — 20u(z, y)}

1
- @<(8+8+47 20) + h(0 + 0)3, + h(0 + 0)d,

+ 3h*(8 + 4)92 4 h*(0)0,0, + 3h*(8 + 4)02
+ 2h*(0 + 0)9} 4 5h°(0)970, + 3h*(0)0,0; + $h*(0 + 0)5;
+ L0 (8 4+ 4)08 + th*(0)020, + Lh*(4)0202 + Lh*(0)0,05 + Lh* (8 + 4)0,
+ 350+ 0+04+0+0+ 0)0§)u(a;, y) + O(Mg(u)h*)
= (02 + 0)u(w,y) + 55h*(0p + 20207 + 0 )u(z,y) + O(Mg(u)h?)
= Au(z,y) + Sh*A%u(z,y) + O(Mg(u)h*)
= —f(z,y) — 5h*Af (2, y) + O(Mg(u)h?).

Also ist 7, (2, y) = O(h*), d. h.: Die Diskretisierung hat die Konsistenzordnung m = 4.

Losung A.2.2: a) Zur Rechtfertigung der Formel schreiben wir

lenlln A~

= = 20{
lenllnsz— (h/2)"
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und erhalten durch Logarithmieren

_ log(llenlln/llenllns2)
log(2)

Wenn die Losung u unbekannt ist, machen wir mit einer h-unabhéngigen Verteilungs-
funktion c¢(z) den (heuristischen) Ansatz

Up — Upjo = Up — U+ U — Upjo = €p2 — € = c(h/2)* — ch®
=ch*(27* —1)
Upj2 — Upjg = Upj2 — U+ U — Up/g = Cpjg — Cpj2 = c(h/4)* — c(h/2)*
=ch®(4™% —27%) = ch®*27*(27* — 1).

Folglich gilt

[un = unpolln 0 by, o — log(|[un — unyalln/llwns2 — vnsalln)
ltuns2 — wnyalln log(2)

b) Die inhdrenten Konvergenzordnungen der gegegebenen Folgen sind:

log (3202180318 )  160(3300)  140(9 716)  0.9994

“ log(2) Tog(2) log(2)  0.6931

. log(Fdn—sesme) _ log(§33) _ log(2.369) _ 08624 Lo
log(2) log(2) log(2) 0.6931 '

o los(Gsieaesn) _ loa(55:) _ log(2.187) 07826
log(2) log(2) log(2) 0.6931

und

log(32000—21008)  log(=g52)  1og(0.500)  —0.6920

= : : = : ~ ~ ~ —0.998
“ log(2) log(2) log(2) 0.6931
| los(GRETG) _ los(5h1R) _ lop(4620) 1532
log(2) log(2) log(2) 0.6931

log ( 2788328072 log (0189 log(4.9 14
o= 8(somasir)  108(=505) _log(42) 1435 ~ 207

log(2) T log(2) T log(2) T 0.6931

Losung A.2.3: a) Wir verwenden wieder die Greensche Identitét

wn(P)=h? > Gu(P.Q)Lywn(Q) + Y Gu(P,Q)ua(Q)

Qe QENY,

mit der durch

LhGh(P7 Q) = h26(PJ Q)7 P c Qha G}L(P7Q) = 5(P7Q)a Pe th? Q S ﬁha
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definierten diskreten Greenschen Funktion Gy, : Q, x Q, — R. Da der kompakte 9-
Punkte-Operator konsistent ist und die Bedingungen (B1), (B2) und (B3) erfiillt, gilt fiir
ihn das diskrete Maximumprinzip sowie die Abschitzungen

2
0<h® Y Gu(P,Q) < %ﬂ.

QEQy

Anwendung der Greenschen Identitédt fiir die Fehlerfunktion e, := uw — wuy ergibt dann
wegen e, = 0 auf 9, :

dé, s
max |e,| < — max |Lpep| = — max |Lyu — Lyu
?|h|_4Qh|hh| 49h|h h U

h
2

dg,
= Max |Lyu — f — SR°Af| < e Mg(u)h®.

c) Wir koénnen denselben Ansatz wie in Teil (b) verwenden, da auch das modifizierte
9-Punkte-Schema konsistent ist und den Bedingungen (B1), (B2) und (B3) geniigt. Aus-
gehend von der diskreten Greenschen Identitét erhalten wir

en(P) =1 Y Gu(P,Q)Lien(Q) + 17 > Gu(P,Q)Lien(Q)

QEQ?z QeoQy,

Mit Hilfe der auch hier giiltigen Abschitzungen

d? 1
2 Q
0<h Y GuPQ < D GuPQ) <3
Qe Qeon;
folgt
max |ep| < ﬁn1aux\—A(9)u—f|—|—1 max | — A — f]
peo, T 4 et h M9 gedar h

< eMg(u)h® + cM;(u)R®.

Losung A.2.4: a) Wir priifen zunéchst die Formel fiir die Eigenwerte von Aj, nach. Es
gilt (nachrechnen):

Ahwu,u = ...

b) Der Darstellung der Eigenwerte von A;, und der Taylor-Entwicklung des Cosinus

2

cos(z) =1— % +O(2*)



270 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

entnehmen wir, dass

Amax(An) = h~ 2(4 —4cos((1— h)ﬂ)) =h2 (4 + 4 cos(hm)) = 8h™2 +0O(1)
Amin(Ap) = h72(4 — 4cos(hm)) = h (4 — 4+ 21°h* + O(hY))
und somit
condy(Ap) =  Amax(4n) — 8+ O(h?) _ 4 1+ O(r?) _ 4 +O(1).

)\mln(Ah) 272h? + O(h4) m2h% 1 + O(hQ) m2h2

Losung A.2.5: a) Seien z,y € RN mit der Eigenschaft = > y gegeben. Dann gilt fiir
beliebige nicht-negative Zahlen a - , dass:

Z“( Dy >Z (-1,

Angewendet auf die Multiplikation mit A~ folgt:
Av>Aw = A 'Av>A'Aw = ov>w

und somit die Behauptung.

b) Fiir den Vektor w € RY sei Ayw > (1,...,1)T. Die Matrix Aj, ist invers-monoton,
d.h. A1 > 0. Also ist
w= A" Ayw > AN, DT

d. h.: Der Vektor w ist komponentenweise grofler oder gleich den jeweiligen (nicht-
negativen) Zeilensummen von Agl. Folglich gilt fiir die Maximale-Zeilensummen-Norm
von A;Ll:

AR oo < llwlloo.

¢) Fiir die Maximale-Zeilensummen-Norm der Matrix A, gilt offenbar [|A |l < 8h72.
Fiir die Funktion w = x(1 —x)/4 +y(1 — y)/4 gilt

—Af)w =-Aw=1.
Dies ist gleichbedeutend mit A,w > (1,...,1)". Nach Teil (b) folgt daraus
1
A oo < JJw]loe = =
47 e < ol = &
Dies impliziert

condo (An) = [| Anflool| A7 oo < h72.

Loésung A.2.6: Wir bezeichnen die Anzahl der inneren Gitterpunkt mit der y-Koordinate
h mit n. Insgesammt gibt es dann gerade N = %(n2 + n) innere Gitterpunkte.
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a) Bei zeilenweiser Nummerierung, erhalten wir folgende Nummerierung

N

N—-2 N-1

n+1l n+2 -+ 2n-—1
1 2 - o n—1 n

dabei ist die Differenz der Nummer zwischen zwei benachbarten Punkten kleiner oder
gleich n. Man beachte, das dieser Abstand fiir Punkte mit grésseren Nummern kleiner
wird. Die Systemmatrix hat damit die Form

B, —I,. 0 o0
—Ih1 Bpor —Ipo

0 .0

—I By —I
0 0 -, B

Dabei sind
4 -1
1 -1 4 -1
I = ER™ B; = € R
1 -1 4 -1

und an der oberen linken Ecke sind entsprechen 0-en zu ergénzen. Damit ist der Speicher-
aufwand O (Nn) = O (n?®) und der Rechenaufwand ist O (Nn?) = O (N?).

b) Mit der Nummerierung

N—-n+1

1 3 6 -+ N

erhalten wir die folgende Systemmatrix:
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41, M,
M} 41,
M,
4y My
My, AL
Wobei M; durch
-1 -1
Mi: ERix(iJrl)
-1 -1

gegeben ist. Insgesammt liegen zwischen den Nummern der 4 benachbarten Felder hochs-
tens die Nummern entlang einer Diagonalen, die Bandbreite ist also n + 1. Damit ist
entsprechend zu Teil (a) der Speicheraufwand O (Nn) = O (n®) und der Rechenaufwand
ist durch O (Nn?) = O (N?) gegeben.

¢) Im Falle der schachbrettartigen Nummerierung liegen zwischen den Indizes benach-
barter Elemente hochstens N/2 + n/2 Zahlen. Die entstehende Systemmatrix hat also
die Bandbreite M/2 + n/2. Der Speicherbedarf ist demnach O (NN) = O (n*) und der
Rechenaufwand O (NN?) = O (N?). Die Systemmatrix hat die Form

* 4Iﬂ
2

wobei * eine Matrix mit hochstens vier von Null verschiedenen Eintraegen pro Zeile ist.
Wir erkennen, das die Zerlegung nur auf den mit * gekennzeicheten Eintrdgen operieren
muss, so dass sich der Rechenaufwand auf O (n®) verringert.

Losung A.2.7: a) Die Eigenwerte der Iterationsmatrix By = I —0A sind p=1— 60\
und folglich fiyae = 1 — 0 sowie iy, = 1 — 0 bzw.

p(Bg) = max{|u|} = max{|l — OAnax|, |1 — OAminl}-

b) Im Falle 0 < Apin < Apax gilt

0<6<

S 0 <O < Opax < 2.

max

Dies wiederum ist dquivalent mit max{|1 — OAyinl, |1 — OAmax|} < 1.

¢) Ein einfaches geometrische Argument ergibt

2

Oopt =~
ort Amin + Amax
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Losung A.2.8: Durch Nachrechnen erhalten wir das fiir 1 < k,l < N die Funktionen

oM = sin ( b ) sin ( mx )

N+1 N +1
Eigenfunktionen von A, zum Eigenwert \* = 2 — 2cos (Nk—L) = 4sin? (ﬁ), und
Eigenfunktionen von A, zum Eigenwert )\’;l = 2 — 2cos (NZ—L) = 45in? (%) sind.

Wir haben also N? Eigenfunktionen von A, bzw. A, aus Dimensionsgriinden sind diese
gerade ein vollstandiges System von Eigenvektoren. Insbesondere ist A, A, = A, A, . Die
zum ADI-Verfahren gehohrige Iterationsmatrix hat gerade die Form

By =(0+A4,)" (0 = A) (0 + 4:) 7 (0~ Ay)

und hat die Eigenwerte
e

T T o+ Mg

Diese sind fiir ¢ > 0 wohldefiniert, da die Eigenwerte von A, und A, positiv sind. Nun
ist
lo — ¢l
lo+ |

fiir jedes feste ¢ > 0 und beliebieges o > 0, so dass fiir den Spektralradius von B, gilt:

<1

p(B,) < 1.

Das ADI-Verfahren ist also unabhéngig von o > 0 konvergent. Die Konvergenz ist am
schnellsten falls p (B,) minimal ist. Wir suchen also

‘O’—)\Zl(;)\ﬁl
o+ Mg A

min max
o>0 k,l

Da A% von [ unabhingig und )\’;l von k unabhingig ist, sowie Al = )\é’“ ist

o =X o - X o = AP

max |— 0 | = max ;=
kil ‘a+)\’;la+)\§l ko |o 4+ A2
Wir betrachten jetzt den Graphen der Funktion z +— ‘Z;ﬁ‘, und erkennen, dass das

Maximum der Beziehung

o — af? (
max -———— = max
M <z |0 + )2

o= Xl Jo - A;VIQ)
o+ AL o+ AY?

geniigt. Damit erhalten wir, dass fiir den optimalen Parameter die Beziehung

o=l o= AP

lo+ A2 o+ A2
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gilt. Aus Monotoniegriinden kann dies nur fir o € [)\1 AN ] der Fall sein. Wir erhalten:

€T xr
o—X AN -o
cHAM oA

s P —oA oAy AN = 62 AL oA ALY
S o=/

Im speziellen Fall erhalten wir also

o= dsin <2(N7r+ 1)) sin (Q(JZVVi 1))

und mit diesem o ist

cos? (%)
(BG) - . 2
’ (1+sin ()

A.3 Kapitel 3

Losung A.3.1: a) Wir suchen zunéchst eine geeignete schwache Formulierung. Durch
Multiplikation mit einer Funktion ¢ € V = H!, Integration iiber €, und anschlieBende
partielle Integration erhalten wir:

(VU, VQP)Q - <anua @>aQ = (fv QD)Q VQP eV

Indem wir die Neumann-Randwerte einsetzen, folgt die schwache Formulierung:

(Vu,Vo)g = (f,0)g+(9:0)sn Ve eV

Wir wissen bereits, dass obiges Problem nicht eindeutig losbar ist, wir konnen also auch
keine Bestapproximationseigenschaft erwarten. Fordern wir zusétzlich, dass fQ u =0 fiir
alle v € V, um eine eindeutige Losung zu erhalten, so ist aufgrund der Poincaréschen

Ungleichung fiir u € V
[ull g < e/ (Vu, Vu)g.

Also ist +/(Vu, Vu)g, eine zu |jul|,;: #quivalente Norm auf V. Sei nun Vj, ein endlich-
dimensionaler Teilraum von V', dann lautet das Ritz-Verfahren gegeben durch

(Vun, Von)g = (fron)g + (9, 0n)on Ve € Va.

Wir erhalten durch Galerkinorthogonalitét fiir beliebiges vy, € Vj:

(V (u—un), V (u—up))g =
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Und somit, da v, € V}, beliebig war,

IV (u—=un)llg < inf [V (u—wvp)llg-
v EVY

b) Um eine variationelle Formulierung zu erhalten, betracheten wir den Rayleigh-Quo-
tienten
(Vu, Vu),,

(uv u)ﬂ
Es kann gezeigt werden, dass R (v) > A, falls A der kleinste Eigenwert des Laplace-
Operators ist. Fiir einen Eigenvektor u zum Eigenwert A ist R (u) = . Das Eigenwert-
problem zum kleinsten Eigenwert ldsst sich, mit V := H_, schreiben als

R(u) =

min R (u) =: A

ucV

Entsprechend ist das Rayleigh-Ritz-Verfahren mit einem endlich-dimensionalen Teilraum
V,cV

min R (up) =: Ap.
upEVy

Wir sehen hierhaus sofort:
A<\

Fiir einen beliebigen Eigenwert \; gilt das min-max-Prinzip

A= min  max R(v)
S;CV,dim(S;)=l vES;

sowie im Endlichdimensionalen

A= min max R(vy,).
S, CVy,,dim(S))=l v, €S}

Mit Mitteln, die iiber den Stoff dieses Textes hinausgehen, zeigt man fiir einen konformen
Finite-Elemente-Ansatz der Ordnung % die Fehlerabschétzung

I\ =AM < Ch¥*AF.

¢) Wir erhalten wieder durch Multiplikation mit einer Funktion v und partieller Integra-
tion

(A%u,v) = = (VAu, Vo) + (0,Au, v)

(Au, Av) 4+ (0, Au,v) — (Au, 0,v)
= (Au, Av),

und somit als schwache Formulierung

(Au, Av) = (—f,v) Yo € HZ ().
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Entsprechend ist das Ritzverfahren mit V, C HZ(Q) endlichdimensional:
(Auh, Avh) = (—f, Uh) V’Uh cV,.

Um die Bestapproximationseigenschaft zu erhalten benétigen wir Stetigkeit und Koerzi-
tivitdt von (A-, A-) auf HZ(Q). Die Stetigkeit ist klar. Um die Koerzitivitéit zu zeigen,
beachten wir, dass aufgrund der Poincaréschen Ungleichung

[ull gz < ¢ lul e

gilt. Um nun die 2. Ableitungen durch den Laplace-Operator abzuschétzen betrachten wir

das Vektorfeld
U1 U22
w = .
<—U1 U12>

Es gilt nach dem Gaussschen-Integralsatz unter Beriicksichtigung der Randwerte

/ullugg—u§2=/v-w:/ n-w=>0.
Q Q o0

Zusammengenommen ergibt sich

(Au, Au) = /Q |Au| = 2 (ugyuss — ufy) = /Qui +u3, + ufy = |ulye

und somit die Koerzivitat.

Losung A.3.2: a) Die Galerkin-Gleichungen entsprechen einem quadratischen linearen
Gleichungssystem der Dimension N = dim(V},) fiir die Entwicklungskoeffizienten von wy,
bzgl. einer beliebigen Basis von V},. Zum Nachweis der elndeutl%en Losbarkeit geniigt

also der Nachweis der Eindeutigkeit. Fiir zwei Losungen uh 7uh erfiillt die Differenz

wy, 1= ug) uh) die Gleichung

a(wh, (ph) =0 V<ph eV,
Bei Wahl von ¢, = wy, folgt daher mit Hilfe der V-Elliptizitat
0 = |a(wp, wp)| > Kllwa|? =  wy=0.

Zum Nachweis der Fehleranschétzung verwenden wir zunéchst die V-Elliptizitéit, dann die
Galerkin-Orthogonalitét mit einem beliebigen ¢, € V}, und schliefSlich die Beschrinktheit:

1
llu = un* < Ia(u—wnu— un)| = —la(u —un,u—gn)| < *Ilu—wallllu— enll-

Dies impliziert offensichtlich die behauptete Ungleichung.
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bi) Wir diskutieren zunéchst die Losbarkeit der Variationsaufgabe
alu, ) =l(p) Ve eV,
unter der Voraussetzung, dafi a(-,-) folgende Koerzitivititseigenschaften besitzt:

a(v, ¢ a(p,v
sup L9 5 ol sup A
1 el I el

>9llvll, veV.

Dies bedeutet, dal a(-,-) und die durch a*(v, @) := a(p,v) definierte zugehorige ,,adjun-
gierte” Bilinearform koerzitiv sind. Die Bilinearformen a(-,-) und a*(-,-) definieren mit
Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes durch

(A’U, 90) = a(U> 90)7 (A*U7 90) = a*(va (10) = (907 U)7 peV,

lineare Operatoren A:V — V und A*: V — V. Diese sind wegen der Koerzitivitiat der
definierenden Bilinearformen injektiv:

Av=0 = 0=sup alv, ¢)
pev |l

Zolell = v=0,

und analog fiir A*. Wir definieren die symmetrische und positive Bilinearform

[v, 0] := (A", A*p), v, € V.

Mit der zugehérigen Norm |v| := [v,v]"/? = ||A*v]| gilt dann:
a(p,v) (¢, A™v) ]
Y]l < sup = sup < A% = [o] < A[lv]]
eev el wev el
mit 4
R
eev el
Folglich definiert [-,-] ein Skalarprodukt auf V', welches zu dem auf V' gegebenen Ska-

larprodukt (-,-) dquivalent ist. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert daher zu
jedem linearen Funktional [ € V* ein w € V| so dass

lp) = [p,v] = (A"p, A"w) = (p, AQ"w) = (p, Av) VYp €V,

mit v := A*w. Also ist v (eindeutige) Losung der obigen Variationsaufgabe.

(bii) Die Koerzitivitdt von a(-,-) auf V reicht allein nicht aus, um die gewiinschten Kon-
vergenzaussagen zu erhalten. Setzt man aber voraus, daf§ a(-,-) auch auf den Teilrdiumen
Vi, C V' koerzitiv ist und zwar gleichméfig bzgl. h

sup a(vha ’(/}h)

————= > y||onll, v € Vi, T = v >0,
vnevi 1l
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so lassen sich die obigen Aussagen beweisen. Mit beliebigem @), € Vj, gilt:

[ = unll < llu = nll + llen — unl

L alen =
< |lu—pnll + — sup M
Y0 YneVy [|Un|
<lu—onl + L sup er—wtn) | 1 alu— )
> Y0 reVy Hwh” Y0 ¢neVh HwhH
«@
< (1+ 2o — ull
70

Der Nachweis der der ,,diskreten Koerzitivitit® erfordert spezielle Bedingungen an die
Bilinearform a(-,-) und den Ansatzraum Vj,. Zum Beispiel ist die Bilinearform

a('v ) = (V, V) - M(" ')7

wenn g kein Eigenwert des Laplace-Operators ist, koerzitiv aber nicht V-elliptisch. Die
Giiltigkeit der (gleichméBigen) diskreten Koerzitivitit folgt dann iiber ein Widerspruchs-
argument mit Hilfe der Kompaktheit der Einbettung Hj(Q2) C L*() . Angenommen, die
Bilinearform af(-,-) ist nicht gleichméfig koerzitiv auf Vj, . Dann existieren eine Folge von
Gitterweiten (hy)reny und Funktionen vy, € Vi := V},, mit den Eigenschaften

a\ Vg, Pk
Vol =1,  sup AP0

—~ e/ ke N.
Yr€VE ||v99k||

1
k’

Wegen der Kompaktheit der Einbettung HJ(2) C L*(f2) existieren fiir die H'-beschrink-
te Folge (vx)ren eine Teilfolge (vp)weny und ein v € L2(2) mit
H’Uk./—’l}” —>O (k/—>00)

Wegen der schwachen Kompaktheit der Einheitskugel in Hg () kann o.B.d.A. erreicht
werden, dafl die Folge (vp)wen auch schwach in H}(Q) gegen v konvergiert, d.h.: v €
H}(Q) und

(Vvk’a VSO) - (U, ‘:0)7 Y e H&(Q)

Dies impliziert zunéchst fiir beliebiges ¢ € Hg(Q):
(Vo, Vi) = (v, )| = Tim |(Vow, Vi) = p(vw, )| <0,
und folglich v =0, da p nach Voraussetzung p kein Eigenwert ist. Dies impliziert dann

(Vu, Vo) — (v, vg) < su (Vuw, Vo) — p(vw, or)

< =0 (K —o00)
Vo || eV V|

und folglich ||V || = 0 (' — oco) im Widerspruch zur Annahme ||[Vog| = 1.
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Losung A.3.3: a) Exakte Integration ergibt die Werte

8 s
3 J=1

a; = (Vo Vo) =< =1 jelitlitmitm=E1},
0, sonst.

b) Verwendung der 2-dimensionalen “Tensorprodukt-Trapezregel” ergibt:

4, Jj=1,
a; = (Vei, Vel) =< =1, je{itlitm},
0, sonst.

Der Finite-Elemente-Ansatz mit bilinearen Formfunktionen ergibt bei Verwendung der
Trapezregel bis auf den Vorfaktor h=2 dieselbe Systemmatrix wie der 5-Punkte-Differen-
zenoperator.

Losung A.3.4: Wir betrachten zunéchst Dreicke. Dann sind aufgrund des Zusammen-
hangs
pr = hrsin («) sin (8) sin (7)
die Bedingungen (a) und (b) dquivalent.
i) Sei nun a) erfiillt. Dann sind ferner alle Winckel gleichméssig von m wegbeschrankt.

Somit gilt fiir jeden Winkel «
sin(a) >¢>0

und somit

Aus dem Sinussatz

folgt also Bedingung (c). Die Umkehrung gilt nicht, wie man sich anhand der Abb. A.1
klar macht.

/,> <,,

Abbildung A.1: Gegenbeispiel zur Aquivalenz der Formregularitit bei Dreiecken

ii) Bei Vierecken sind zusétzlich die Implikationen (a) = (b), (¢) sowie b = (c) falsch,
wie man sich leicht anhand des ersten bzw. zweiten Rechtecks in Abb. A.2 {iberlegt.
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Abbildung A.2: Gegenbeispiele zur Aquivalenz der Formregularitéit bei Vierecken

Losung A.3.5: a) Mit beliebigem ¢, € th) gilt
lu = Poull® = (u = Pou,u— Pyu) = (u— Pyu,u—¢n) < lu— Pyullu — ol
und folglich

lu — Pyul| = min ||u— @3]
enev)

Mit Hilfe der Abschétzung fiir die Knoteninterpolierende I,u € Vh(l) fir u e H*(Q),
[ = Tyul] < ch?|[V?ull,

folgt ||u — Pyul| < ch?||V?u| . Im Falle der Minimalregularitit u € L?(Q2) kann keine
h-Potenz in der Fehlerabschitzung erwartet werden; es gilt aber:

lu — Pyul| = mir%l) [u—nll < llull.
LphEVh

Fir v € H'Y(Q) ist in mehr als einer Dimension die Knoteninterpolierende Iu gar
nicht definiert. In diesem Fall muB mit einer modifizierten , Quasi-Interpolierenden” I, :
HY Q) — Vh(l) gearbeitet werden, welche H'-stabil ist. Dazu ordnen wir jedem Gitter-
knoten a den umgebenden Zellbereich S(a) = U{T € T}, a € T} zu und setzen

Tyu(a) :=|S(a)|™? /S( )u(:c) dx.

Fiir die so definierte Funktion I,u € Vh(l) gilt dann die Fehlerabschétzung
lu = Iyul| < chllullr.

Den recht komplizierten Beweis konnen wir hier nicht geben.

Alternativ kann man im Falle eines reguldren Gebiets (glattberanded oder konvexes

Polygon/Polyeder) auch die Ritz-Projektion P,u € S,(Ll) verwenden. Fiir diese gilt mit
der zugehérigen , dualen Losung” z € HH(Q)NH?(Q) von —Az = |lu— Ry|| "' (u— Ryu) :
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lu — Rpul|| = (V(u — Rpu), Vz) = (V(u — Ryu),V(z — Rpz)) = (Vu,V(z — Ryz))
< |[IVull[V(z = Ru2)|| < [Vulll[ V(2 = In2)||
< b Vull[[ V2] < cicsl|Vul.

Damit ergibt sich dann
lu — Pou|| < ||lu— Rpul| < ¢iesh||Vul.

b) Fiir die negative Sobolew-Norm erhélt man mit Hilfe der obigen Abschétzung fiir den
Interpolationsfehler:

_p Py
u= Py = sup WOy, (2 Php )

PEHL () Vel PeHL(Q) Vel

—I
<||lu— Pyu| sup e = el < cper || V2.
PEHL () Vel

Losung A.3.6: In einer Dimension, d. h. = (0, 1), gilt mit der Knoteninterpolierenden
Iy € Vh(l) fiir beliebiges ¢y, € V}L(l) :

N+1 N+1

(Iyu', ¢}) Z/ Lo dmzz

i=1

{ — / Tyupy, dx + Tyup,

T, }
Ti—1
N+1 N+1

:Z{—/ u<phdx+u<ph } Z/ u' g, de = (u', ¢},).
i—1

In diesem Fall stimmen also Ritz-Projektion Rju und Knoteninterpolierende Iu iiber-
ein. Fiir die Interpolierende gilt nun i. Allg.:

_IL )
o= Dl = sup LIPS e

peHL(Q) 'l

Losung A.3.7: a) Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt

\/(a—uwwdaz\ < ol lu — unll
Q

d. h.: Die abzuschitzende Grofle ist durch die L?-Norm des Fehlers beschrinkt. Also gilt
nach einem Resultat der Vorlesung:

| [ woda] < cb?|v2ul < et .
Q

b) Zunéchst gilt:

1/2 1/2
‘/u—uh ds-‘/u—uh u+ up) dsi /|u—uh| ds </|u+uh|2ds>
r
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Fiir den zweiten Faktor folgt mit Hilfe der L?-Spurabschétzung aus der Vorlesung

(/r |u+uh\2ds)l/2 < c( i |u+uh|2ds)1/2 + (/Q |V(u+uh)|2ds)1/2 <ec

Fiir den ersten Faktor erhalten wir mit der L'-Spurabschétzung angewendet fiir (u—uy)?:

/|u—uh|2ds§c/|u—uh|2dm+c/|V(u—uh)2|d:r
r Q Q
§c/|u—uh|2d:£+c/|u—uhHV(u—uh)|dzp
Q Q

1/2 1/2
gc/ |u7uh|2dx+c(/ |u—uhl2dx> (/ |V(U*Uh)|2d$>
Q Q Q

Die L?-Fehlerabschitzungen aus der Vorlesung ergeben also

| [0 = iy ds] < b9l < k2 1)
r

Losung A.3.8: ai) T kartesisches Einheitsdreieck:
P(T) = PB(T)7 p(ai)v Vp(al)a p(Z), P(T) = PS(T)7 p(ai)a p(blj)v p(Z)

Sei p € P(T), welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann ist pjr, = 0.
Auf dem Einheitsdreieck ist folglich p(z,y) = cxy(x — y), da jedes entlang von 9T
verschwindende Polynom die drei Faktoren 2, y und x—vy enthalten mufl. Wegen p(z) =
0 folgt notwendig ¢c=0,d. h. p=0.

aii) Ein Polynom p € Ps(T) mit p(a;) = 0, Vp(a;) =0, V?p(a;) =0, ,p(m;) = 0 hat
auf dem Einheitsdreieck notwenig die Gestalt p(z,y) = zy(l — z — y)q(z,y) mit einem
q € P(T). Wegen V?p(0,0) =0 gilt:
0 = 9,0,p(0,0)
= (0u0y(xy(1 = w = y))q + 9y (xy(1 — x — ))uq
+0x(zy(1 — = = 9))0yq + zy(1 — = — 1)0:0,4) (0,0) = ¢(0, 0).

Dies impliziert ¢(0,0) = 0. Analog folgt ¢(1,0) = ¢(0,1) = 0. Weiter gilt

0= Oup(ma) = =0, (2y(1 — 2 — y)g) (5, 0)
= (—2(1 -2 —y)g+ayq — 2y(1 — = = y)9,q)(3,0) = —1q(m1)
und analog ¢(ms2) = ¢(ms) = 0. Wegen der Unisolvenz von Pp(7) mit dem Satz
{q(a;),q(m;),i =1,2,3} von Knotenwerten folgt schlieBlich ¢ =0. bzw. p =0.

aiii) T' kartesisches Einheitsquadrat:

P(T) = Q:(T) := P\(T) @ span{a® — y*}, p(m;), i=1,...,4.
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Sei p € P(T) mit p(m;) = 0. Auf dem Einheitsquadrat ist p linear entlang der schrigen
Verbindungslinien zwischen den Mitten benachbarter Kanten und folglich gleich Null ent-
lang dieser Linien. Damit ist auch Vp(m;) = 0. Entlang jeder Linie durch eine Seitenmitte
m; verschwindet damit p in mindestens zwei Punkten und seine Richtungsableitung in
mindestens einem Punkt. Da p entlang jeder Linie hochstens quadratisch ist, folgt p = 0.

P(T) = Qs(T) := P3(T) @ span{z®y, x4}, pla;), Vplay), i=1,...,4.

Sei p € P(T), welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann ist por = 0.
Folglich miiite p den Faktor caxy(l — x)(1 — y) enthalten mit einer Konstante ¢ € R.
Da der Term z?y? aber nicht durch Elemente des Raumes P(T') erzeugt werden kann,
mufl ¢ =0 sein. Dies bedeutet auch p =0.

b) Bei der Approximation der Laplace-Gleichung auf einem #quidistanten kartesischen
Gitter gilt:

9 - 5
dim Vh(g) =52 dim Vh(3) =72
Die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente pro Zeile der Systemmatrizen ist

v¥». N.=10, N,=16, N,=37, V¥:. N,=10, N, =2T.

Losung A.3.9: Wegen der Giiltigkeit der Einbettung H*(Q) € L*(Q) in 2 und 3 Di-
mensionen erfiillt das Funktional F: H*(T) — R,

F(v) = max v — Iv]|
7

die Voraussetzungen des Bramble-Hilbert-Lemmas. Demnach gilt auf dem Referenzele-
ment 7T’ R
max [0 — [,0] < ¢|| V0] 4.
T

Die Transformationsargumente aus der Vorlesung ergeben

mj@x|v — Iyw| = max |0 — I0| < ¢||[V?0]|; < ch2h7g||V2vHT.
7

Dies impliziert die behauptete Abschétzung in 2 Dimensionen. Fiir d = 3 folgt

max |v — [yv| < ch?|V*]|q.
0

Losung A.3.10: Alle 4 Abschitzungen sind richtig:
i) Auf dem Referenzelement 7' sind fiir den endlich dimensionalen Polynomraum P(7T)

alle Normen dquivalent, d. h. es gilt mit einer h-unabhéngigen Konstante ¢ > 0, so dass

V20l < lonllys < cllonllz-
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Die iiblichen Transformationsargumente liefern nun
IV20nllz < ch R V20l < ch™ onlly < ch™>|lonllr-

ii) Auf dem Quotientenraum
P(T)
Fy

sind die Normen [V - ||, 7 und ||V - || dquivalent. Mit dem Spurlemma gilt

10:0ll57 < clVanll, 5 < el Vil
Mit Transformationsargumenten folgt nun
1Onvillor < ch™'ch2[|utnllyz < ch™2|[Vonlly < ch™2|[Vonllr.
iii) Wir nutzen die Aquivalenz der W*- und der L2-Norm auf P(T)
IVOull ety < Nonllwroeey < clltnlz
Nach Transformation folgt

IVonlloery < A [ Vonll gy < b bnlly < ch™>(lonllr

iv) Ausnutzen der Aquivalenz von L'- und L?-Norm auf P(T") ergibt mit den Transfor-
mationsargumenten

lonll2ery < chllonll oy < chllonllay < ch™ onlli).-
Losung A.3.11: i) T kartesisches Einheitsdreieck:

P(T)=P(T), pla;), Vpla:), p(z),  P(T)=PB(T), plai), p(bij), p(2).

Sei p € P(T), welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann ist pr, = 0.
Auf dem Einheitsdreieck ist folglich p(z,y) = cay(1 — z — y), da jedes entlang von 0T
verschwindende Polynom die drei Faktoren x, y und 1 — 2 — y enthalten mufl. Wegen
p(z) = 0 folgt notwendig ¢ =0,d. h. p=0.

ii) Ein Polynom p € P5(T) mit p(a;) = 0, Vp(a;) = 0, V?p(a;) = 0, d,p(m;) = 0 hat
auf dem Einheitsdreieck notwenig die Gestalt p(z,y) = zy(l — z — y)q(z,y) mit einem
q € Py(T). Wegen V?p(0,0) =0 gilt:

0 = 9,0,p(0,0)
= (0:0,(zy(1 — 2 — 1)) + Oy (zy(1 — 2 — 1)) Duq
+ Ou(wy(1 — x — y))9yq + 2y (1 — & — y)3:0,q) (0,0) = ¢(0,0).
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Dies impliziert ¢(0,0) = 0. Analog folgt ¢(1,0) = 9,0,p(1,0) = 0 und ¢(0,1) =
0,0;p(0,1) = 0. Weiter gilt

0= dup(mi1) = =0, (2y(1 — = — y)q) (3, 0)
= (—a(l =z —y)g+ayqg — ay(l — v = y)9,q)(3.0) = —fq(m1)
und analog ¢(ms) = gq(mg) = 0. Wegen der Unisolvenz von Py(7T) mit dem Satz
{q(a;),q(m;),i =1,2,3} von Knotenwerten folgt schlieBlich ¢ =0. bzw. p=0.
iii) T kartesisches Einheitsquadrat:

P(T) = Qi(T) := Pi(T) @ span{z® — 4}, p(m;), i=1,...,4.

Sei p € P(T) mit p(m;) = 0. Auf dem Einheitsquadrat ist p linear entlang der schrigen
Verbindungslinien zwischen den Mitten benachbarter Kanten und folglich gleich Null ent-
lang dieser Linien. Damit ist auch Vp(m;) = 0. Entlang jeder Linie durch eine Seitenmitte
m; verschwindet damit p in mindestens zwei Punkten und seine Richtungsableitung in
mindestens einem Punkt. Da p entlang jeder Linie hochstens quadratisch ist, folgt p = 0.

P(T) = Q3(T) := Ps(T) @ span{z’y, 2y*}, pla:), Vp(a;), i=1,... 4.

Sei p € P(T'), welches bzgl. aller Knotenfunktionale verschwindet. Dann ist por = 0.
Folglich miiite p den Faktor cay(l — x)(1 — y) enthalten mit einer Konstante ¢ € R.
Da der Term z?y? aber nicht durch Elemente des Raumes P(T) erzeugt werden kann,
mufl ¢ =0 sein. Dies bedeutet auch p =0.

Losung A.3.12: a) Sei T}, eine Triangulierung von €2 durch Dreiecke. Dann wihlen wir
als Ansatz- und Testraum

ViV i={peC®:plr € PL(T) VT €T}.
Die zugehorige Variationsgleichung lautet dann: Finde ein u, € Vh(l)7 so dass

(Vun, Voou) + (un, on) = (fron) Voon € V.

b) Zunichst gilt fiir die H'-Norm und eine beliebige Funktion ¢ € Vh(l) aufgrund der
Galerkin-Orthogonalitéit

u—upl|? = (V(u—uz), V(u—up)) + (v —up,u —up)

(V(u—un), V(u—n) + (u—up, u— pp)

< [V(uw = w)[[[[V(w = en)ll + llu — unll[[u — ¢xl

< UV =un) [P+ 1V (u = )| + [lu = unl® + lu — @nll?)

= 3(llu = unll} + llu — @ull})

und somit
lu—unlli = inf flu—gnlh-

PrEV,



286 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

Unter Verwendung der Standard-Approximationsabschétzungen folgt also
lu = unlls < ch]|V2ull
Fiir die L2-Norm betrachten wir das duale Problem

—Az+z= in Q,  0d,z=0 auf 09,

e
llell
wobei e = u — wy, ist. Es gilt hierfiir die a priori Abschitzung ||V2z|| < ¢ und es folgt

lell = (Ve, V(z = Inz)) + (e, 2 = In2)
< llellillz = Tnzlly < ch?|[V2ull[ V22]| < ch?[V2ul.
¢) Wir erhalten einen konformen FE-Ansatzraum, indem wir zunéchst fiir unsere Trian-
gulierung T, fordern, das alle Rand/Eckpunkte der Triangulierung auf dem Rand von €
liegen. Dann definieren wir unseren Ansatzraum wie in (a), wobei wir im Falle das 0f
ausserhalb von €2, liegt, die Testfunktionen linear bis zum Rand von €2 fortsetzen. Im

umgekehrten Fall, ist unsere Testfunktion lediglich auf €2 N €, zu definieren. Im Falle
nichthomogener Neumann-Bedingungen lautet die variationelle Formulierung

(Vun, Veon) + (un, on) = (f0n) + (9, 0n)oa Veon € V.

Losung A.3.13: a) Als Ansatzraum verwenden wir
VY = {u, € HY ()| v € Py(T), T € Ty}

wobei die Dreiecke entlang des Randes 02 kubische Randkurven haben. Es sind die
folgenden Fehlerabschitzungen zu erwarten:

IV (u = un)ley, < ch®[lulla,

[ — up|a, < ch?|ull,

vorausgesetzt die Losung ist u € H*(Q).

b) Fiir den Fehler im Mittelwert ergibt sich mit Hilfe eines Dualitdtsarguments:

‘/udxf/uhd:c’ < ch®||ul|4.
Q Q

Losung A.3.14: a) Fiir das Referenzelement T definieren wir das Funktional F : H?(T)
— Pi(T) durch
F(v) = [lo = Lyl oz

Fiir dieses gilt dann aufgrund des Spursatzes und der Interpolationsabschétzung bzgl. der
L? und der H'-Norm:
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[E ()] = [lv = Inollgr < cllo = Tnvllyz < cllvlly 7,
[F(v+w)] < o+ w = I(v+ w)llgr < [[v = Twollgr + [lw = Inwllgr = [F(v)] + [F(w)],

F(q)=0, qe P(T).
Nach dem Lemma von Bramble/Hilbert folgt die Abschétzung

|F(v)] < ¢l V¥

T
Das Transformationsargument aus dem Text ergibt dann
—-1/2 2 1 —1||v72
hy“llo = Iyvllor < chyhy [ V0|1,

woraus die behauptete Abschétzung folgt. Alternativ kann man auch wie folgt argumen-
tieren: Mit Hilfe des Spursatzes auf der Zelle T mit Durchmesser hp ergibt sich zunéchst
die Abschétzung

lo = Iwvllor < chy o = Invllz + chal* |V (0 = Ty) |z
und dann mit Hilfe der schon bekannten Fehlerabschitzungen iiber 7T':
v — Iyvllor < chy2h2| V20|l + chil*hr | V20|l = chil* ([ V20] 7.

b) Die Abschitzung
lo = Iwvlor < chy?||Volr
kann nicht gelten, da fiir Funktionen v € H(Q) im Allg. die Knoteninterpolierende

Ihu € Py(T) gar nicht definiert ist. Sie wiire aber giiltig mit der , Quasi-Interpolierenden”
Iu (diskutiert in einer spiteren Aufgabe) in der Form

o = Iyvllor < chi?|Vollz, T =U{r € T, 7NT # 0}.

Die direkte Anwendung des Bramble/Hilbert-Lemmas ist hier aber nicht mdéglich, da die
dort definierte Quasi-Interpolierende i. Allg. Polynome nicht reproduziert. Der Beweis
dieser Abschétzung bedarf also noch einiger Arbeit.

Losung A.3.15: Fiir die Lagrange-Interpolation in P(T) := P(T) gelten die Fehler-
abschétzungen

(1) V(v = Irv) |7 < cihr[| VP07
(i7) (v = Irv)(a)| < ehz ]| V20lr;
(i1) 10n (v = I0)lor < c:h*?(|V?0||7;
(i) [ = Irv|lr < ch7||[V0|7.

Lésung A.3.16: a) Auf dem konvexen Polygongebiet (2 ist jede Lésung v € H () der
Variationsgleichung

(Vv, Vo) = (f,¢) Ve e Hy(Q),
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auch in V = H?(Q), und es gilt die a priori Abschitzung
[l < call fIl = call Av].
Auf dem Teilraum HZ(Q2) C H}(Q) gilt also
a(v,v) = | Av]* > cg?[[vll32,
d. h.: Die Bilinearform a(-,-) ist V-elliptisch. Folglich hat die Variationsgleichung
a(u, ) = (f,p) Vo€V,

fiir jedes f € L?*(Q) eine eindeutige Losung u € V. Diese ist dann die sog. ,,schwache”
Losung der biharmonischen Gleichung. Auf einem Rechteckgebiet ist v € H*() und
geniigt der a priori Abschitzung

lull s < esllAu]] = el f1]

b) Sei Vh(‘r)) C V der Finite-Elemente-Raum basierend auf dem quintischen Argyris-
Element. Die durch die Galerkin-Gleichungen

a(un, o) = (foon) Veon € V2,
definierte Ritz-Approximation u € Vh(5) besitzt die Bestapproximationseigenschaft

|AG@ = w)l = min_ A= g

5
PrheV),

Aufgrund der Sobolewschen Einbettung H*(Q) C C?(f) ist die Knoteninterpolierende
Iy e Vh(‘:’) von u wohl definiert, und es gilt (Bramble/Hilbert-Lemma):

1A = Inu) || < ch?|lufms.
Dies impliziert die Energie-Fehlerabschétzung
lu = unllm < cllAu = un)|| < ch®|lulms.

Zur Abschiitzung des Fehlers bzgl. der L?-Norm verwenden wir ein Dualitiitsargument.
Sei z € V' die schwache Losung der Variationsgleichung

(Ap,Az) = (p,u—un)|u—up|”" Vo€V

Dann ist z € H*Q), und es gilt ||z]z+ < c¢. Damit folgt mit Hilfe der Galerkin-
Orthogonalitidt und der Interpolationsabschitzungen

lu—upll = alu —up, z) = a(u — up, 2 = Ipz) < |Aw—wn) | [|A(z = 1p2)||

< ch?[lullzrs 2| 2llza < b [lull .
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¢) Die Spektral-Konditionen der zugehérigen Steifigkeitsmatrix A, = (a(gp{” @2))” und
Massematrix M, = ((90{” %’))U sind gegeben durch

Amax (Ah)
)\min (Ah) '

Mit Hilfe der inversen Beziehung folgt

Amax (Mh)

K(Ap) = NV

K(My) = <ec

(Ahxvx) (Ahxvx) (th7x)
Anuax Ap) = —F— < rerammm— _
() =X oE S R (Mroo) o JaP
= max a(vhi,v;) Amax (M) < ch™* Apax (My,).
Ferner eV, [l
. (Apz,2) . (Apz,z) . (M, x)
AInin Ap) = — 0 2
(An) = min 75— 2wy oy B e
. alvg,vp) . a(v,v) 2
min - ———= A\ i (M) > min ———= A0 (M},) = Apin(A%) Auin (M)
onev®  lunll? veV |lv]?

Dies impliziert
1 )\max (Mh>
)\min (Mh)

Da die Kondition der Massematrix x(M,) = O(1) ist, folgt k(Ay) = O(h™).

H(Ah) S Ch_4)\min(A2)_ S Ch_4/\min(A2)_1KJ(Mh)~

Losung A.3.17: a) Konvergenz in der Energie-Norm ist garantiert, fiir Quadraturord-
nung r > m — 2, mit der Ordnung m des FE-Ansatzes (Polynomgrad m — 1) ist. Die
optimale Konvergenzordnung wird erreicht fiir » > 2m — 3. Im Fall , kubische” Elemente,
d. h. m = 4, bedeutet dies r > 2 fiir Konvergenz und r > 5 fiir optimale Konvergenz.
Geeignete, moglichst 6konomische Quadraturformeln wéren fiir Konvergenz z. B. die Mit-
telpunktsregel und fiir optimale Konvergenz eine ,, Quasi”-Gauf}-Formel 5-ter Ordnung.

b) Die 1. RWA des Laplace-Operators sei auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen fini-
ten Elementen auf einem &quidistanten, kartesischen Gitter diskretisiert. Die Elemente
(V! Vi) der Systemmatrix werden mit der Mittelpunktregel berechnet:

Die Koordinaten (a;,b;) beschreiben einen Gitterpunkt auf einem &quidistanten karte-
sischen Gitter mit der Gitterweite h. Die quadratischen Zellen um (a;,b;) sollen der
Einfachheit halber mit lo, ro, lu und ru fir links oben etc. bezeichnet werden. Dann
ergibt sich fiir die Basisfunktionen die Darstellung

— (@ = (ai = h)(y — (b +h)) (z,) € lo
o ) BE— @R +h)  (wy) ero
! B —(ai—h)(y—(b—h) (z,y) € lu
— & (= (a; + W)y — (b — b)) (z,y) € ru

mit dem Gradienten
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=

e

—y+b;+h
;32( aa ) (z,y) € lo

—x+a;, —h

b —h
12<y ’ ) (z,y) € ro
r—a; —h

—bj+h
(y it ) (x,y) € lu
r—a; +h

_ b — B
;32( o > (z,y) € ru
—x+ai+h

Damit berechnen sich die Skalarprodukte mit Hilfe der Mittelpunktsregel zu

4
(V<Pi,j7v<ﬂi,j) = ﬁ/

2
“ /bﬁh —y+bj+h

dxy
~nJ, —x+a; —h

4 (h? h?
(Y

9 fath pbith [ b p —y+bit+h
V (] av 1 74 / ’ ]+ dm
(Vi Vir,) ~ A b, z—a;, —h —r+ a1 —h !
2 h?
“m<4+4)0
1 path pbith (o po_p y—bi1+h
Vi, Vpir; */ / ' ] e
( Pij QD+1,J+1) B o b, r—a;—h T — a1+ h Y

Q

=

R Rty 1
2 2] 2

Die Steifigkeitsmatrix hat damit die Blockform

mit den Untermatrizen

o O N
S NN O
N O O
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Dieses Verfahren entspricht dem 5-Punkte-Differenzenoperator, wobei hier die Richtungen
zur Bestimmung des Differenzenquotienten diagonal zu den kartesischen Achsen verlau-
fen. Es handelt sich aber trotzdem um eine konsistente (Ordnung 2) Approximation des
Laplace-Operators, da dieser invariant gegeniiber Rotation des Koordinatensystems ist.

Losung A.3.18: i) Eine Triangulierung T;, heifit , quasi-gleichférmig* falls sie formre-
guléar,

hr

sup ( max — | <g¢,
>0 \T€Th pT
max hyp

sup - <ec,
h>0 \ min Ay

ii) Die negative h-Potenz bei der Konditionsabschitzung stammt von der Benutzung einer
inversen Beziehung zur Abschitzung von a (v, vy,), diese und alle weiteren Schritte sind
unabhéngig von der konkreten Diskretisierung V;, C V| wie man sich beim Durchgehen
des Beweises iiberzeugt:

und ,,groflenregular®,

ist.

) . <A£’ §> 1i <M€7 €> _ . a (U’h Uh) .
)\mm (A) > Iénelﬂlg <M£, £> Iglelﬂr{l <€7 §> = vI}TlEl‘I/lh H’Uh||2 )\mm (M)
> min alv, ;}))\min (M) = Apin (—A) Appin (M)
veV ||UH
und
Amax (A) < max <A£7 §> max <M£7 £> = Inax M)Hnax (M) :

ek (ME,€) eek  (£,6)  wevi |[u|?

Mit der inversen Beziehung folgt:
a(vn,on) = Y IVorl: < ed o w7 < C(mf}xﬂf) [[onll*
T T

Es gilt weiterhin conds (M) = O (1) und somit folgt zusammen mit der Formregularitét:
condy (A) < cmax pr2condy (M) = O (mj@x p}2) =0 (h?).

iii) Fiir den Fall, dass die Anzahl der an einer Ecke zusammenstoflenden Zellen beschrankt
bleibt, gilt auch ohne Formregularitit weiterhin conds (M) = O (1). Die Argumentation
in (ii) bendtigte nur im letzten Schritt Formregularitét, so dass folgt:

conds (4;) = O (p7?),

wobei p der minimale Innenkreisdurchmesser ist.
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Losung A.3.19: Es ist

: <A£7 £> . <M§7 £> . a (Uha vh)
Amin (A) > min min = min ——5 A\ (M
(4) = mip (ME,€) ek (£,6)  wmeVi oy )
> min - w, ;}))\min (M) = A (—A) Auin (M)
veV ”UH
und
Amax (4) < max (A, €) max (M¢, €) = max M)\max (M) .

(e (ME, &) eck (,€)  weVi ||u|?

Mit der inversen Beziehung folgt:

a (o) = Y [IVullz < e pr llonll7 < cmax ozt flol|”
T T

Aufgrund der Formregulatitét ist conds (M) = O (1) und es folgt insgesamt

condy (A) < cmax py2 condy (M) = O (mTax p;z) .

Losung A.3.20: a) Die variationelle Formulierung lautet:

/aVu~V<pdm+/’yu<pdm:/fgpda:+/ g do,
0 Q Q a0

b) Analog zum Vorgehen in der Vorlesung formuliert man das duale Problem: Finde
z € H', so dass
(Ven, Vo)

lenllz

/ach~Vzdx+/7cpzdm:
Q Q

Setzen von ¢ = e, liefert die Fehleridentitét

lealle = [ £+ dnydo+ [ g+ n)do - @VU, 2+ Van) — (30,24 wa)
Q 00
fiir beliebiges 1, € Vj. Zellweises partielles Integrieren fiithrt auf die Ungleichung

lealls < 3 {1+ AU = Ullz ll2 + Gallz + 311001 llr l12 + Gallor }.

TeTy,

hierbei sei [9,U] | ornoa = 2(9—0,U), ansonsten der iibliche Sprung iiber eine innere Kan-
te. Man wéhlt nun wieder v, = I,z und folgert mit der Clément-Interpolationsabschét-
zung,

2 = Inzllr + hil®|lz = Luzllor < che V2l

die Abschétzung:
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lealls < > ehr {11 + AU = AUllr + Lhg P 0a0]lor } 192117

TeT,
1/2
< (3 e {If + AU = Ul + 3 10.U113:}) (Y IV
TeT), TeTh
2 2 171 2 1/2
< (32 et {If + AU U+ S0} )
TEeTy,

since |Vz|* <ec.

¢) Die Argumentation verlduft analog zu (b) mit dem modifizierten dualen Problem

/an&-Vzdm—i—/yg&zdx: (en, )
Q Q

lenll

Im Gegensatz zum dualen Problem in (b) ist hierbei aber die rechte Seite aus L?, so dass
z € H*(Q) erwartet werden kann. Dies erméglicht daher die Nutzung der herkémmlichen
Knoteninterpolierenden fiir v, mit der Interpolationsfehlerabschiatzung

Iz = Inzllr + hil®|lz — Inzllor < ch3| V22|17,

mit ||V2z]| < c. Dies liefert

1/2
leal < (32 e {1 + AU U + Tz 00113 })

TeTy,

Losung A.3.21: Wir rekapitulieren die Spurabschétzung
0wvllor < e{h*|Avllz + Az |vllr}.

Wegen [0,u] =0 ergibt sich

H[anuh]H?)T\aQ = ”[aneh]”%T\c’)Q <c Z Haneh”?)cr\asz
TcT

<Y {hrllAenllF + h’lenl7}
TCcT

< e Ahollf + dunllF +hz®llenl 7}

TcT
und damit

1/2
maun) = (D2 WIS + Aunllh + $h7 Bsunl 1300} )

TeTy,

1/2
<cllenll+ (S0 BbIS + AwfF)

TeT),
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Losung A.3.22: Fiir die Nebenbedingung n(h) < TOL wird im Optimum Gleichheit
angenommen. Wir suchen also stationéire Punkte des Lagrangefunktionals

L(h,\) =N (h)+ X(n(h)—TOL).
dies sind gerade solche Punkte in denen

d
ﬁﬁ(h%-t(p,)\%-tu) =0 =

fiir alle p € C (ﬁ) und alle p € R. Indem wir zunéchst ¢ =0 und dann ¢ = 0 wihlen
erhalten wir die beiden Variationsgleichungen

2/ ¢ (=h?+hXA) dz =0 Ve e C(Q)
0

und

u(/hQAda:—TOL>:0 Vi e R.
Q

Aus der ersten folgt
h=(\A)

durch dieser obiger Beziehung in die zweite Gleichung folgt

A2TOL = / AV dy = W.

Q
Somit ist SN
= (ver)
und es folgt:
h(x)= (%)1/214(55)1/4.

Lésung A.3.23: Mit u € W2>(Q) liegt f in L>(Q). Da uy, stiickweise linear ist, folgt:

1+ Aunlly = [ fllr < [[fllog b

Wir betrachten nun den zweiten Summanden:
1 [Ontnlllor = lOnelllor < 1Onellor + [10n€llor
< ||V€||6T + ||VéHaT
< 2 (| Vel or +[1V%]| 1)

< ¥ [V, = ch?||V2ull

wobei é der Fehler auf den an 9T angrenzenden Zellen ist. Insgesamt folgt somit die
Behauptung.
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Losung A.3.24: Fiir die Lagrange-Interpolation in P(T) := P»(T') gelten die Fehler-
abschatzungen

IV?(v = Ipv)||r < cihr || VP01

)
(i) (v = Irv)(a)| < ez ]| V2ollr;
(ii))  )|0u(v = Irv)|lor < eh*2(|VP0) 15
(iv) v = Irv|r < b3 || V0|7

Lésung A.3.25: a) Variationelle Formulierung im Raum V = H'(Q): Finde u € V mit

a(u, ) == (aVu, Vo) + (vu, 0)a = (f,p)a + (9, plaa, Ve € V.

Die Bilinearform a(-, -) ist offenbar symmetrisch, V-elliptisch und beschriankt auf V. Nach
dem Darstellunsgsatz von Riesz (oder dem Lemma von Lax-Milgram) existiert also eine
eindeutige Losung u € V. Ist diese hinreichend glatt, folgt durch partielle Integration

(=V-(aVu) +yu—f,p)a+ (n-(aVu) —g,9)aa =0, @€V

Nach dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung impliziert dies, dass w klassische
Losung der RWA ist:

b) Zur Herleitung der a posteriori Energienorm-Fehlerabschétzung schreiben wir mit Hilfe
der Galerkin-Orthogonalitét

= (aVen, Ven)a + (ven. en)a = (aVen, Vien — inen))a + (ven, en — inen)a-

Zellweise partielle Integration ergibt weiter

Xh = Z {(—V (aVer), en — inen)r + (Yen, en — inen)r + (n - (aVep), e, — iheh)aT}

TeT),

= Z {(R(Uh)a en — tnen)r + (r(un), en — ih@h)ﬂT}

TET),

mit den ,,Zell- und Kanten-Residuen” (bzw. ,,Gleichungs- und Sprung-Residuen”)

Un-(aVuy)],  fiir T CaT\oQ
R(u =f+ V- (aVu,) —yu , r = 2 ’ )
( h)\T f ( ) = Yun T { n-(@Vu) g, fir T C 00,

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt hieraus

15l <> {IR(un)llzllen — inenllr + lIr(un) lorllen — inenllor }

TeTy,

Wir wahlen die Approximation ine;, als verallgemeinerte Knoteninterpolierende mit der
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Eigenschaft
llen — inenllr + by llen — inenllor < Ghr| Vel

wobei T := U{T" € Tj| T’ hat gemeinsame Kante mit 7'} . Damit ergibt sich weiter

Sl <& > {hrllR(un) 7l Venllz + ha [ (un) ozl Venll+ }

TeTy,
~ 2 2 -1 2 1/2 2 12
<a( D2 m IR+ a3 ) (D Ivenll?)
TeT), TETy,
Wegen
> IVenls < el Venlld < claVen, Ver)a + (e, en)a = cSh.
TeT),

ergibt sich die gewiinschte a posteriori Fehlerabschétzung;:
- 2 2 —1 2 1\
lenlle < e (D2 WE{IR@AE + bz Ir(un)l3e})
TET),

¢) Zur Herleitung der L?-Norm-Fehlerabschitzung verwenden wir wieder ein Dualitétsar-
gument mit dem Funktional

J(@) = llenllg' (0, en)a J(en) = llenlla-

Sei z € VN H?(Q) die Losung des dualen Problems

a(p,z) = J(p) Ve €V,

bzw.
—V - (aVz) + 7z = |lenlglen in Q, n-(aVu)go =0x*.

Fiir diese gilt auf dem konvexen Polygongebiet die a priori Abschiitzung ||VZz|lq < ¢, .
Damit erschliefen wir wie zuvor:

llenll = J(en) = alen, z) = alen, = — inz)
- Z {R(un), 2 = in2)r + (r(up), 2 — in2)or }
TeTy,
<y {IIR@)eh3 IV 2llr + [Ir(un)llorhi (V2217 }
TeTy,
_ 1/2 1/2
< ( > hp{lIR(un)llr +hT1||r<uh>||§T}) ( > ||v22||§>
TET), TETy,

Dies ergibt die gewiinschte a posteriori Fehlerabschétzung

Jewll < (32 (MG + A7 Ir)lie})

TeTy
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Losung A.3.26: Ein Glattungsschritt des Richardson-Verfahren benttigt im Wesentli-
chen eine Matrix-Vektor-Multiplikation. Die Matrix-Vektor-Multiplikation Az, kann mit
9N; a. Op. ausgefithrt werden, da A, maximal 9 Nicht-Nulleintrige pro Zeile hat. Ein
Glattungsschritt braucht damit 12N, a. Op.

Die Berechnung des Defekts d; = f; — Ajx! kostet 10N; a. Op. Fiir die L?-Projektion auf
das néchstfeinere Gitter miissen wir nun

dl—l _,r,l 1dl

berechnen. Innerhalb das Mehrgitter-Algorithmus kann die L2-Projektion sehr effizient
berechnet werden. Wir bezeichnen die Basisfunktionen auf Gitterlevel I mit ¢}. Nach
Definition der L2-Projektion ist die i-te Komponente von d'~' durch

dl ! (T’f 1dl><pi'_1) = (dl’QPi_l)'

gegeben. Da V;_; C V}, kénnen wir gp,lfl darstellen als

Ny
— .. !
- MIJQID]W
=1

wobei fiir einen Index ¢ maximal 9 Werte p;; nichttrivial sind. Daher reduziert sich die
Berechnung der L?-Projektion auf

Czi_l - Z sz ) 901 Z ,uudl

und benotigt 9N; Operationen.
Die Prolongation kostet 2 a.op. fiir die Interpolation in jedem neuen Knoten (bei weniger
als N; solcher Knoten). Zusitzlich kostet das Aufaddieren der Korrektur N; Operationen.
Zusammen sind das

(2-124+104+94+2+1)N; = 46N,

Operationen auf Gitterlevel [. Die Dimension der diskreten Rdume verhélt sich wie
Nl—k ~ 2_2kNl

Innerhalb eines V-Zyklus, miissen wir die genannten Operationen genau einmal pro Git-
terlevel ausfiithren. Fiir gentigend grofles | konnen wir die Kosten zum Losen auf dem
grobsten Gitter vernachlédssigen. Daher kostet ein V-Zyklus insgesamt

2461\@ )= Z 2422 N, = §46Nl (1—2-3+2) < %461\@.

Innerhalb eines W-Zyklus, fithren wir auf Gitterlevel [ — k 2¥ Schritte mit oben gezihlten
Operationen durch. Zusammen kostet das:
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l l
> 26N = 3—21% =2-46N; (1 —27F71) < 246N,
k=0 k=0

arithmetische Operationen.

Losung A.3.27:
a) Man erhélt den 5-Punkte-Differenzenoperator.

b) ,,Unisolvenz“ bedeutet, dass fiir ein Polynom p € P(T) aus x(p) =0 (r =1,...,R)
notwendig p = 0 folgt.

¢) Die ,Minimalwinkelbedingung® besagt, dass alle Winkel der Dreiecke gleichméfig von
Null weg beschrankt sind; dagegen besagt die ,, Maximalwinkelbedingung®, dass alle die-
se Winkel gleichméflig von 7w wegbeschrinkt sind. Die ,Minimalwinkelbedingung* ist
dquivalent zur ,Formregularitit® (Quotient aus Umkreis- und Inkreisradius gleichmiflig
beschrinkt), wihrend die ,, Groflenreguléritéit® damit gar nichts zu tun hat.

d) Esist dim(P,) =6, dim(Ps) = 21, dim(Q3) = 9.

e) Die Spektralkondition der FE-Matrix wird durch die Ordnung des Differentialoperators
bestimmt; im gegebenen Fall gilt O(h™?).

A.4 Kapitel 4

Loésung A.4.1: Wir betrachten O.B.d.A. nur den ersten N-Zyklus. Das Gauss-Seidel
Verfahren hat gerade die Form

NONNE (1) 40
z;’ = ;(bj — Z a;pZ;, " — Zajkxk )
77

k<j k>j

Aufgrund der Wahl der Abstiegsrichtung d® = e, gilt fiir die Iterierten des Koordina-
tenrelaxationsverfahrens x;tﬂ) = a?§-t) fiir 7 # ¢t + 1. Es geniigt also zu zeigen, dass im
Schritt ¢ — t 4+ 1 die t + 1-te Komponente von z*Y auf den Richtigen Wert gesetzt

wird, der Rest folgt per Induktion.

Hierzu beachten wir r® = b — Az® und somit ist

(t)
S 1 (t)
Q1 = = bt+1_ A1, kTy" ) -
41,141 Q41,141

k
Durch Einsetzen in die Verfahrensvorschrift folgt:

(t+1) (8 b1 1 )
Typy = Tyfq T+ - Qi1 12y,
Qpy1,t4+1 Q41,141 %

1
f— (bt+1 - Z at_'_l’k;pl(:) j— Z at-&-l,ka?/(f)) .

a
t+1t+1 j<ttl J>tr1
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Verwendet man nun die Induktion&;?,nnahme xét) = Ag) fir K <t+1 und x,(;) = A,(CO) fir
k> t+1, so folgt die behauptete Aquivalenz.

Losung A.4.2: a) Wir rekapitulieren aus einer fritheren Aufgabe: Die Eigenwerte der
Iterationsmatrix By = I — 0A sind pu = 1 — X und folglich . = 1 — O, sowie
Hmin = 1- 9/\max bzw

p(By) = max |u| = max =
Im Falle 0 < Apmin < Amax gilt

0<6<

<0< O pin < Oax < 2.

>\max

Dies wiederum ist dquivalent mit max{|1 — OApin|, |1 — OAmax]} < 1. Ein einfaches geo-
metrische Argument ergibt den Wert

2
)\min + )\Inax

eopt -

fir minimales p(By) , d. h. fiir schnellste Konvergenz.

b) Die beste Glattungseigenschaft ist aber charakterisiert durch

[T — OMpax| = mln [1— 0],

.....

da dann die hochfrequenten Fehleranteile in der Darstellung

lel|? = Za (1-06\)

am schnellsten geddmpft werden. Dies ist der Fall fiir

Oopt =
pt
)\max

Dass in diesem Fall die niederfrequenten Fehleranteile nur sehr langsam geddmpft werden,
spielt keine Rolle, da man ja nur an dem Glittungseffekt interessiert ist.

Losung A.4.3: Es gibt Probleme beim Beweis der Approximationseigenschaft. Im Be-
weis aus dem Text ist

v = AL L v =AM
Aufgrund der Definition der Operatoren A; folgt
a(ve,r) = (fL,pL) VoL €V

sowie
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a(wp_1,00-1) = (rF  fr,001) Ver 1 € Vi
Da 27! nicht die L>-Projektion ist, ist i. Allg.
(r; " froor-1) # (fr.o0-1)

somit sind v, und vy_; nicht die Ritz-Projektion der selben kontinuierlichen Funktion.
Was bleibt ist, dass vy die Ritz-Projektion von

a(v,0) = (fr,0) YpeV

sowie vy_1 die Ritz-Projektion von

a(d, @)= (r; " fr,0) VoeV

ist. Damit ist
lop —vll < chi [Vl < chi || f.ll

sowie
lop—1 — 0|l < ehi ( [IV?0]] < chf rp =" full-

Damit bleibt noch zu zeigen, dass

lrz = el < ell £zl

sowie
lo =3l < chi || fell-

Wihrend man die erste Ungleichung unter Ausnutzung der endlichen Dimension des
Raumes V, zeigen kann, ist die 2. Ungleichung i. Allg. nicht giiltig.

Losung A.4.4: Hier tritt das Problem bei der Glattungseigenschaft auf. Mithilfe einer
inversen Ungleichung kénnen wir zwar zeigen

||ALH S ChiQ.

Es bleibt zu zeigen, dass
S]] <e<1

fir S;, = I, — 0A; mit einer L-unabhingigen Konstante ¢. Da Aj nicht symmetrisch
ist, konnen wir die Spektralargumente aus dem Text hier nicht direkt iibertragen. Ay ist
jedoch positiv definit. Um das zu sehen, wenden wir den GauBschen Integralsatz an:

(c’hu,u):l/@l(uz)dx:l/ nuds =0
2 Ja 2 Joo

fir u e Hi(Q). Es folgt
2
a(u,u) = [|Vul]”.
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Damit sind die Realteile der (komplexen) Eigenwerte von A; positiv
R(A) >0 i=1.Ny.
Die Eigenwerte von S = I, — A sind 1 —0X\;,i = 1...N. Es gilt
1= 0A] = [1— OR(\) — SV = {(1 — BR(V)? + 02(S(V)?}*
= {1 20R(\) + 02(S(V)? + ROV}

Wihlen wir 2R(N:)
0 < max ,
i=L.Ny | \]?

SO 1st Spl"(SL) — max |1 — 9)\,| <c<l1.
i=1...Np,

gleichméBig in L. Somit gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Norm |[|-||, mit
|SLll, < c+e

Es bleibt noch die Frage offen, inwieweit die L-unabhéngige Konvergenzrate in der Norm
-] erhalten bleibt.

Losung A.4.5: Ein Glattungsschritt des Richardson-Verfahren benotigt im Wesentli-
chen eine Matrix-Vektor-Multiplikation. Die Matrix-Vektor-Multiplikation Ajx; kann
mit 9N; a. Op. ausgefithrt werden, da A;, maximal 9 Nicht-Nulleintrage pro Zeile hat.
Ein Glattungsschritt braucht damit 12N; a. Op.

Die Berechnung des Defekts d; = f; — Aja! kostet 10N, a. Op. Fiir die L?-Projektion auf
das néchstfeinere Gitter miissen wir nun

berechnen. Innerhalb das Mehrgitter-Algorithmus kann die L2-Projektion sehr effizient
berechnet werden. Wir bezeichnen die Basisfunktionen auf Gitterlevel [ mit ¢! Nach
Definition der L?-Projektion ist die i-te Komponente von d~! durch

A = () = ().

gegeben. Da Vi_; C Vj, kénnen wir ¢!~ darstellen als

wobei fiir einen Index v maximal 9 Werte p;; nichttrivial sind. Daher reduziert sich die
Berechnung der L2-Projektion auf
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dﬁ—l = Z sz ) 99 Z ,uudl

und benétigt 9N, Operationen.

Die Prolongation kostet 2 a. Op. fiir die Interpolation in jedem neuen Knoten (bei we-
nigwe als N; solcher Knoten). Zusétzlich kostet das Aufaddieren der Korrektur N; Ope-
rationen. Zusammen sind das

(2-124+104+94+2+1)N; = 46N,
Operationen auf Gitterlevel [. Die Dimension der diskreten Réume verhélt sich wie
lek ~ 272}6]\7[

Innerhalb eines V-Zyklus, miissen wir die genannten Operationen genau einmal pro Git-
terlevel ausfithren. Fiir geniigend grofies | kénnen wir die Kosten zum Losen auf dem
grobsten Gitter vernachléssigen. Daher kostet ein V-Zyklus insgesamt

l
D 46Ny = Z 2% 46Nl( — 272 < 346]\/1.

Innerhalb eines W-Zyklus, fithren wir auf Gitterlevel [—k 2% Schritte mit oben gezihlten
Operationen durch. Zusammen kostet das die folgenden a. Op.:

1 l
Z 2FA6N,_), = Z %Nl =2-46N; (1 —27F71) < 2. 46N,
k=0 k=0

Losung A.4.6: a) Die Eigenwerte der Iterationsmatrix By = I —0A sind p=1— 60\
und folglich fiyax = 1 — QA sowie fiin = 1 — O bzw

p(By) = max{|u|} = max{|1 — O\nax|, |1 — OAminl}-

b) Im Falle 0 < )\IIliIl S AIIl‘ch gilt

0<b< S 0 <O < Opax < 2.

)\Hlax
Dies wiederum ist dquivalent mit max{|l — OApinl, |1 — OAmax|} < 1.

¢) Ein einfaches geometrische Argument ergibt

2

Oppp = ——.
> Amin + Amax

Losung A.4.7: a) Die schwache Formulierung lautet
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Finde w € H}() , so dass
(aVu, Vo) + (bu, @) = (f,0) Vo € Hy(Q).
Wir definieren die Bilinearform
a(u, p) = (aVu, V) + (bu, )

Um Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu gewéhrleisten (mit dem Lax-Milgram-
Lemma oder dem Rieszschen Darstellungssatz) brauchen wir die Abschétzung

a(u,u) > allullf e
fiir eine Konstante o > 0. Sei

ag = min a(x), by := min b(x).

Es gilt
a(u, u) > ao|[Vul|* + bo||ul|*.

Daher sind die Bedingungen ag > 0 und by > 0 hinreichend, denn es folgt mit der
Poincaréschen Ungleichung

2 Qo 2
a(u,u) > aol| Vul|* > m”“”zp(m

b) Wir definieren eine regulidre Triangulierung T}, des Polyeders ) in abgeschlossene Te-
traeder T sowie einen Satz von linearen Funktionalen X auf P(T), so dass ein Polynom
p € Py(T) eindeutig durch die Werte von X(p) festgelegt ist. Fiir den Fall quadrati-
scher Polynome ist das einzig iibliche konforme Element das Lagrange-Element, welches
Punktwerte in Knotenpunkten und Seitenmittelpunkten verwendet. Der dazugehorige An-
satzraum ist

Vh@) = {vn € C(Q) | vy € Po(T) VT € Ty, vy, = 0 auf 0Q}.
Eine Basis von Vh@)v wird durch
(}92'((13') = 6¢j7 Z,] = 1N

definiert, wobei die Menge {a;,7 = 1...N} aus Knoten- und Seitenmittelpunkten bestehe.
Die Steifigkeitsmatrix A, = (a;;);;—, und der Lastvektor b, = (b;)}L, berechnen sich zu

Ay = a(go,-, %‘)7 b; = (f7 <Pz‘)~

Das diskrete System
2
a(un, @) = (f.1) Vi € V¥
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ist nun dquivalent zum linearen Gleichungssystem
Apy, = by,

wobei x; die Komponenten von wu;, beziiglich der oben definierten Basis bezeichne:

N
i=1

¢) Unter der Annahme u € H3(Q), kénnen wir mit Standardargumenten (Galerkin-
Orthogonalitit, Bestapproximationseigenschaft, Interpolationsabschitzungen) zeigen, dass

1 .
lu—unllp = alu,u) < ch?|[VPul.

Mithilfe eines Dualitiitsarguments bekommen wir in der L?-Norm
lu—unll < ch®[[V?ul.

Die Spektralkondition hingt von der Ordnung des Differentialoperators ab. Fiir den ge-
geben elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung gilt

Ko(Ap) = O(h™?).
di) Von einem Startwert z(® definiert das Gauf- Seidel-Verfahren Iterierte durch
xEkH) =0b — Z aijxg»k) — Zaijx§k+1), 1=1.N.
i<k i>k
Ein GauB-Seidel-Schritt reduziert den Gesamtfehler um den Faktor
p=1-—0(?.

Die Anzahl an Iterationen T, die man benotigt, um den Anfangsfehler um den Faktor
€ = 1073 zu reduzieren, ist daher
In(e) In(10)

= T = = — ~ h72
p=e < In(p) ) In(1 — ch?) e

da In(1—ch") ~ ch” + O(h*"). Eine Iteration besteht aus 2N Subtraktionen und N —1
Matrix-Vektor-Multiplikationen. Da die Matrix A;, diinn besetzt ist, kostet jede Iteration
O(N) a. Op.. Da N & h™3, brauchen wir insgesamt O(N3) a. Op..

dii) Das Gradientenverfahren ist ausgehend von einem Startwert 2(® definiert durch

I ]2

0D = 2™ 4 Oét(r(t))’ = (Ahr(t) r(t)>’

wobei r® = b, — Apz® das Residuum in Schritt ¢ bezeichnet. Ein Schritt des Gradien-
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tenverfahrens reduziert den Fehler um den Faktor

1— k(Ap)™?
p=1-— 1+I<LEA:§_1 ~1-26(4,)"" =1-0(R%.
Hier haben wir benutzt, dass die Spektralkondition r(Ay) sich wie O(h™2) verhélt. Eine
[teration besteht im Wesentlichen wieder aus einer konstanten Zahl an Matrix-Vektor-
Multiplikationen und kostet daher O(N) a. Op. Die Iterationszahl ist wieder O(N3).
Ein besseres Ergebnis liefert das CG-Verfahren. Ein Schritt des CG-Verfahrens reduziert
den Fehler um einen Faktor

1_ 1-— H(Ah)_

(A ~1-2k(A,)"2 =1-0(h).

N[ N

p =
Die Anzahl Tterationen T, um den Anfangsfehler um den Faktor e zu reduzieren, kann

daher mit ) )
T < 5\/,%(14;1) In(-) + 1.
€

abgeschétzt werden, d. h. )
T € O(N3).

Die Anzahl a. Op. ist damit O(N3).

A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: a) Es gentigt zu zeigen, dass bei numerischer Integration {iber dem Ein-
heitsdreieck T mit Hilfe der Dreiecks-Trapezregel fiir die drei Knotenbasisfunktionen gilt:

Qr(Piv;) = 0ij.
Paarweises Einsetzen der Basisfunktionen
pr=1z, 2=y, ¢s=1l—-x—y,
in die Quadraturformel liefert aber sofort:

Qr(is) = 5 {01(0,009,(0,0) + (1, 0)35(1,0) + (0, 1)5(0, 1)} = £

Durch Riicktransformation auf die Gitterzellen und ,, Assemblierung” erhélt man:
- T
(Mh)ij = b 72 3
TSz
Durch Masse-Lumping erhélt man also eine positive Diagonalmatrix.

b) Nach dem diskreten Maximumsprinzip fiir finite Elemente ist im Fall, wenn alle In-
nenwinkel der Triangulierung kleiner oder gleich 7/2 sind, die Steifigkeitsmatrix A; eine
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M-Matrix Es muss also nur gezeigt werden, dass beim Skalieren mit & und Addieren der
‘,gelumpten® Massematrix M), die M-Matrixeigenschaft nicht verloren geht:

1. Die Diagonaldominanz,

E aij < g,

J#i
bleibt unter Skalierung und Addition positiver Beitrige auf der Diagonalen erhalten.

2. Die Eigenschaft ,,von nicht-negativen Typ”, a;; > 0, a;; <0, Vi, j # 7, ebenso.

3. Da durch die Addition positiver Diagonalelemente keine Eintrdge der Steifigkeits-
matrix ausgeloscht werden koénnen, ist die resultierende Systemmatrix wieder irre-
duzibel.

¢) Nicht ausgefiihrt.
Losung A.5.2: Nicht ausgefiihrt.

Losung A.5.3: Nicht ausgefiihrt.

A.6 Kapitel 6

Losung A.6.1:

1. Das Ritzsche Projektionsverfahren ist fiir variationelle Probleme mit symmetrischer
Bilinearform af(.,.) definiert. Ausgangspunkt ist die Formulierung iiber das Opti-
mierungsproblem

min E(uy):  E(p) = %a(%w) = (f,9)-

up€Vh

Dem gegeniiber ist das Galerkinverfahren auch fiir nicht-symmetrische Bilinearfor-
men definiert. Es bedient sich direkt der variationellen Formulierung: Finde u;, € V},,
so dass:

a(un, o) = (f,on) Von € Vi

Die Petrov-Galerkin-Verfahren verwenden unterschiedliche Ansatz- und Testraume
fiir die variationelle Formulierung:

Ansatz Test

2. Der Glatter auf den feineren Gitterlevel.
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3. Fiir einen quadratischen Ansatz erhiilt man in der Energienorm ||Vey|| < h?||V3u||
und der L:-Norm |ley]| < h3||V3ul. Es ist aber sogar moglich die Norm noch eine
Stufe auf eine sog. ,negative Sobolevnor® abzuschwéchen und damit 4te Ordnung
4 zu erhalten: Zu beliebigen 9 € H' sei z Losung des dualen Problems

(¢, 1)
K% P

(Vp,Vz) =

Es gilt die a priori-Abschétzung ||z]|3 < Hw/”w”lH < ¢ undbhingig von . Ein-
1

setzen von e, in die Gleichung:

(en, )
(R

< [IVenllIVall < eh?([VPul| ch?[|V22]| < ch®[[VPull.

4. Die Maximalwinkelbedingung fordert, dass alle in einer Gitterhierarchie auftreten-
den Innenwinkel gleichméfig nach oben von 180° weg beschrankt sind; analog for-
dert die Minimalwinkelbedingung eine Abschétzung nach unten von 0° weg.

5. Unter der Glattungseigenschaft versteht man die Giiltigkeit einer Abschétzung der

Form
,

02—l < e ),
m
wobei r die Ordnung des Verfahrens, und UM die FE-Niherung an die kontinuier-
liche Losung u}’ zum Zeitpunkt ¢, ist.
Das Crank-Nicolson-Schema ist zwar A-stabil aber nicht stark A-stabil. Eine Glat-
tungseigenschaft ist deshalb nicht zu erwarten und tatsdchlich zeigen numerische
Ergebnisse, dass das Crank-Nicolson-Schema keine Gléittungseigenschaft besitzt.

6. Bei einem isoparametrischen Ansatz ist die Transformation einer lokalen Zelle (Drei-
eck, Rechteck) auf die Referenzzelle vom selben polynomialen Ansatzraum wie der
FE-Ansatz.

7. Die Ordnung r der Quadraturformel sollte so gewéihlt werden, dass er zum einen
zuléssig ist und zum anderen r > 2m — 3.

8. Es ergibt sich eine Schrittweitenbedingung der Form

1
kSCﬁ

9. Der biharmonische Operator ist von 4ter Ordnung, die Kondition ist also
condy(Ap) = O (h™1).
10. Eine M-Matrix ist eine quadratische Matrix mit starker Diagonaldominanz:

Zaz‘j < ay Vi, und 3k s.d. Zaki < g,
7 i#h
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und von nicht-negativen Typs:
a; >0, a; <0, Vi, j #i.

Eine M-Matrix ist regulér und ihre Inverse ist elementweise nicht negativ, A,:l > 0.





