6 Verfahren fiir hyperbolische Probleme

Wir diskutieren zunéchst wieder die klassischen Differenzenapproximationen zur Losung
hyperbolischer Anfangs-Randwert-Aufgaben (ARWAn). Der Ubersichtlichkeit halber be-
schrinken wir uns dabei auf das Modellproblem der Wellengleichung in einer Ortsdimen-
sion mit Dirichletschen Randbedingungen, d.h. auf die 1. ARWA:

Otu—cPu=f in Qr:=(0,1)x[0,T], (6.0.1)
u(0,t) = u(1,t) =0, u(z,0) =u", du(x,0)=1",

bzw. deren ortlich zweidimensionales Analogon

Otu—cAAu=f in Qp:=Qx[0,T], (6.0.2)

0 0
Ulpa = 0, Ujt=0 = U, atu|t=o =v.

Das Definitionsgebiet 2 wird wieder als glatt berandet oder als konvexes Polygonge-
biet vorausgesetzt. Die Problemdaten f, u°, v° sind ebenfalls glatt und kompatibel, so
dass die Losung ebenfalls als glatt angenommen werden kann. Unsere theoretischen Uber-
legungen haben gezeigt, dass bei hyperbolischen Problemen Irregularititen in den An-
fangsdaten oder der rechten Seite entlang der Charakteristiken fortgepflanzt werden. Im
Gegensatz zu den elliptischen und parabolischen Problemen besitzen hyperbolische kei-
nerlei ,, Glattungseigenschaft“. Lokale Storungen (bzw. Wellen) werden ungeddmpft fort-
geplanzt. Insbesondere gilt das Prinzip der ,Energieerhaltung®, d.h.: Fiir f = 0 bleibt
die Gesamtenergie (Summe aus kinetischer und elastischer Energie) in der Zeit erhalten:

0@ + [ Vu(®)|* = [lv°]* + *|Vul|*. (6.0.3)

Diese charakteristische Eigenschaft sollten auch Diskretisierungen der Wellengleichung
besitzen.

6.1 Differenzenverfahren fiir die Wellengleichung

Wir beginnen mit der ¢rtlich eindimensionalen, homogenen Wellengleichung

Otu—02u=0 in Qp:=(0,1)x[0,7], (6.1.4)
u(0,t) =u(1,t) =0, u(z,0)=u", du(x,t)=1"

Auf einem (&quidistanten) Orts-Zeit-Gitter {x, = nh,t,, = mk} mit Ortsgitterweite h
sowie Zeitschrittweite k lautet die zentrale Differenzenapproximation 2. Ordnung

KUy =20+ Uty = Ar{ur - ot o (6.1.5)

zur Bestimmung der Approximationen U™ ~ wu(x,,t,,). Dies ist eine (explizite) ,,Zwei-
schrittformel®. Die Startwerte U? und U} werden aus den Anfangsbedingungen berechnet
geméaf:

243
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Up = u’(z,),
sowie unter Beachtung von
w(zy, k) = u(z,,0) + kOyu(x,,0) + %kQ(‘?fu(xn, 0)+ ...
=u’(z,) + ko°(2,) + 1PR2O2u(2,) + ...

durch
Up =u’(xn) + kv'(zy) + 3R {u’ (2-1) — 2u®(2) + u®(@nr1) -

Mit dem Quotienten o := k/h gilt fiir den zugehorigen Abschneidefehler:

Thk = {0fu — Cu} + Sh* (0% — ) 0fu + 55h* (0* — ) Ofu+ ...

Offenbar ist 7, =0 fiir 0 = ¢!, d.h.: Die explizite Differenzenformel
Up =Urt + U = U ?
ist eine ,exakte“ Differenzendarstellung der Wellengleichung. Das Abhéingigkeitsgebiet
der Differenzenformel hangt offenbar von der Schrittweitenrelation o = k/h ab.
1. Fall 0 < o < ¢ !: Abhiingigkeitsgebiet der Differenzenformel enthélt das der Diffe-
rentialgleichung;
2. Fall o = ¢ ' ,Ubereinstimmung®;
3. Fall ¢ > ¢ ': Abhingigkeitsgebiet der Differenzenformel ist enthalten in dem der
Differentialgleichung.
Satz 6.1 (CFL-Bedingung): Notwendig fir die Konvergenz
Uy — u(x,, t™)  (h,k —0), (6.1.6)

fiir beliebige Anfangsdaten ist die Schrittweitenbedingung (sog. Bedingung von Courant'-
Friedrichs*-Lewy® , kurz ,CFL-Bedingung*)

<ch (6.1.7)

g =

> =

L Richard Courant (1888-1972): Deutscher Mathematiker; Prof. in Miinster und Géttingen, nach Ver-
treibung durch die Nazis 1933 Prof. an der New York University, Grinder des berihmten, spditer nach ihm
benannten ,Courant-Instituts“; Beitrdge zur Funktionentheorie und Methmatischen Physik, ,FErfinder
der Idee der Finite-Elemente-Methode (publiziert 1943 nach Voarbeiten aus 1922).

2Otto Paul Friedrichs (1901-1982): Deutscher Mathematiker; Prof. in Braunschweig, emigrierte 1937
nach USA ans Courant-Institut in New York; wichtige Beitrige zu partiellen Differentialgleichungen der
mathematischen Physik.

3Hans Lewy (1904-1988): Deutscher Mathematiker; 1927 Promotion in Géttingen bei F. Courant, dort
auch Privatdozent; die u. a. nach ihm benannte ,CFL-Stabilititsbedingung® ist in einer Arbeit von 1928
L Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathematischen Physik® (Math. Annalen 100, 32-74)
enthalten; 1933 Entlassung aus dem Staatsdienst und Emigration in die USA, ab 1935 Prof. in Berkeley;
Beitrage zur Theorie partieller Differentialgleichungen.
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Beweis: Sei 0 > ¢~!. Wenn in irgendeinem festen Gitterpunkt (z,,%,,) fiir eine spezi-
elle Anfangsbedingung U™ — u(xy,t,,) konvergiert fiir h,k — 0, so konnen wir diese
Anfangsdaten auflerhalb des Abhéngigkeitsintervalls von (x,, ;) bzgl. der Differenzen-
formel beliebig &ndern, ohne dass U]" verdndert wird. In diesem Fall kann also U] nicht
gegen die verdnderte Losung a(x,, t,) konvergieren. Q.E.D.

Bemerkung 6.1: Wir weisen darauf hin, dass fiir spezielle Anfangsdaten durchaus (theo-
retische) Konvergenz auch fiir o > ¢! eintreten kann; in diesem Fall liegt aber nume-
rische Instabilitdt vor. Die Schrittweitenbedingung (6.1.7) ist weniger restriktiv als die
entsprechende Bedingung &k < %obh2 bei der Warmeleitungsgleichung.

Im folgenden werden wir die Konvergenz des Differenzenschemas (6.1.5) untersuchen.
Dabei bedienen wir uns der Spektraltechnik, die wir bereits bei parabolischen Problemen
kennengelernt haben. Der ortliche Differenzenoperator

2
m c m m m
AU = —ﬁ{Un_1 =20+ U} (6.1.8)

(Uy" = URyy = 0) ist symmetrisch und positiv definit bzgl. des diskreten Skalarprodukts

N
(v,w), == h? Zvnwn, lolly == (v,v)}/z.

n=1

Seine Eigenwerte seien 0 < A\; < ... < Ay ~ 4¢%/h? mit einem zugehdrigen Orthonormal-
system {w®™ n=1,.., N} von Eigenvektoren. Inshesondere gilt

(Apv,v)n > M|z (6.1.9)
mit einer von h unabhéngigen Konstante A > 0.
Satz 6.2 (CFL-Bedingung): Die explizite Differenzenformel (6.1.5) ist genau dann

numerisch stabil, wenn die CFL-Bedingung k/h < ¢! erfiillt ist. Im Falle einer hin-
reichend glatten Lisung gilt dann die Konvergenzabschdtzung

max N0 —u(to)lln < c(u)T*{k* + h?}. (6.1.10)

Beweis: i) Fiir die Entwicklungskoeffizienten in

N
Ut = Z aTw(")
n=1

gilt

m m—1 m—2 2 m—1 __
ar' —2a, " +ay k" Aay =0
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bzw.
a4+ (K*A\, — 2)alt + a2 = 0. (6.1.11)
Diese homogene Differenzengleichung hat die allgemeine Losung

m m m
a, = ciry + Carg

mit den Wurzeln r; des charakteristischen Polynoms p(r) = r? + (k*),, — 2)r + 1:

2 — ;2\, £ /(2 — K2M)2— 4
. .

T2 =

Im Fall £?)\, < 4 ist |rio] < 1, d. h.: Es liegt Stabilitéit vor. Im Fall k*), > 4 ist
|ra] > 1, d. h.: Es besteht Instabilitidt. Offenbar gilt fiir h — 0:

A\, <4 & o<cl (6.1.12)

ii) Sei nun A%\, <4 und die Lésung u glatt. Wir betrachten den Fehler der Ortsdiskre-
tisierung getrennt von dem der Zeitdiskretisierung:

en = u(x,, ty) — U = u(x,, ty) — up(Tn, tn) + up(@n, ty) — U =t ep(zn, tn) + E.
Fiir den Ortsdiskretisierungsfehler &, gilt £) = d,e) = 0 und
Oren + Aner, = O(R?).
Wir multiplizieren diese Identitat mit Osey, ,
Ld {10eenll; + (Anensen)n} = (O(R?), Bien)n,

und integrieren iiber [0,¢]:

1Been ()7, + (Anen(t), en(®)n = llen(0)I[7 + (Anen(0), (0))n + /Ot(o(h2)a Osen)n ds.
Dies impliziert
e {110wenll} + (Anen, en)n} < tO(R?) o |Osenlln
bzw. nach Aufintegrieren bzgl. der Zeit:

r%a]x llenlln < ct* W2 (6.1.13)
N’

Der Faktor 2 lisst sich hier nicht vermeiden, da bei der Wellengleichung (im Gegensatz
zur Warmeleitungsgleichung) lokale Storungen nicht ausgeddmpft werden.



6.1. DIFFERENZENVERFAHREN FUR DIE WELLENGLEICHUNG 247

iii) Fiir den Zeitdiskretisierungsfehler gilt
E2{E™ —2E™ 4 E™72) + A BT = O(K?). (6.1.14)

Die Konstante in O(k?) hiingt dabei von den Zeitableitungen von wuy(t) bis zur Ordnung
4 ab. Diese lassen sich durch die entsprechenden Zeitableitungen von u beschrianken, was
hier jedoch nicht ausgefiihrt wird. Fiir die n-te Fourier-Komponente E™ = (E™, w™),
gilt

B — 2B + BN 4 BPAENT = (0(kY), w™ )y,

gleichméflig bzgl. n . Das charakteristische Polynom dieser Differenzengleichung ist p(r) =
r? + (k*A\, —2)r + 1 mit Wurzeln |ri5| = 1. Die a priori Abschitzung fiir Losungen
inhomogener Differenzengleichungen aus Hilfssatz 6.1 liefert also:

bzw. "
IE™I2 = 1B < c{IE°N7 + 1 B3} + cta k.
v=1
Offenbar ist F° =0 und

E' =u(t) = U" = up(ty) — v’ — ku' — L2 Apu®
= —e(t1) +ulty) —u’ — ku' — 1K**02u(0) + O(K*R?)
= —¢e(t) + ulty) —u’ — ku' — 2k*07u(0) + O(K*h?)
= O(K* + E*h*) + O(k*).

Dies fithrt auf
IB™ 5 < ety {h* + k). (6.1.15)

Kombination der Abschitzungen (6.1.13) und (6.1.15) vervollstiandigt schliefllich den Be-
weis. Q.E.D.

Hilfssatz 6.1 (Differenzengleichungen): Die Folge {ym,}tmen geniige der linearen, in-
homogenen Differenzengleichung

R
Z AYmiv = Gm, M > 0. (6116)
v=0

Wenn alle Nullstellen N\, des charakteristischen Polynoms
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Betrag |\,| <1 haben, gilt die a priori Abschitzung

wax ol < cr { ogluaiXRw”‘ + m20

R<v<m

I%i%}gn|g,,|}, m>R. (6.1.17)

Beweis: Siehe das Kapitel iiber Mehrschrittmethodenden im Band ,,Numerik 1 (Numerik
gewdhnlicher Differentialgleichungen)® [2]. Q.E.D.

Bemerkung 6.2: Die bisher erhaltenen Aussagen bleiben giiltig, wenn man das expli-
zite Differenzenschema auf das reine Anfangswertproblem (,Cauchy-Problem®) der Wel-
lengleichung anwendet. In diesem Fall ist man auf explizite Verfahren angewiesen, da zur
Verwendung impliziter Formeln die notwendigen Randwerte fehlen.

Bei der ARWA der Wellengleichung kann man sich von der einschréinkenden CFL-
Bedingung durch Verwendung impliziter Differenzenformeln befreien, etwa der Art

E2{Um =207 + U2} + aApU + (1 — 2) AU+ a A2 =0 (6.1.18)
mit einem Parameter « € [0, 1]. Diese Formel hat den Abschneidefehler
7 =k {{F(0* = 1) — ac’}u+ O(h*) };

Sie ist also fiir beliebiges a von zweiter Ordnung. Fiir ein implizites Differenzenschema
enthilt ihr Abhéangigkeitsbereich offensichtlich den der Differentialgleichung.

Satz 6.3 (Konvergenz impliziter Verfahren): Die implizite Differenzenformel
(6.1.18) ist im Falle o > 1/4 unbedingt stabil und im Fall 0 < o < 1/4 stabil fiir

1
0<o<—n 6.1.19
7= cyv/1—4a ( )
Fiir andere o ist sie instabil. Im stabilen Fall gilt die Konvergenzabschitzung
I{lga;]( MU — (-, t)|ln < c(u)T{k* 4+ h?}. (6.1.20)

Beweis: Fiir die Entwicklungskoeffizienten in
N

Ul = a™w™

n
n=1

gilt
al —2ar "t + a? + B A {aal + (1 - 2a)a ™! + aa’ 2} = 0.

Das charakteristische Polynom dieser Differenzenformel

p(r) = (14 ak®X,)r* + (KA (1 — 20) = 2) r + (1 + k*A,00)
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hat die Wurzeln

2 — k2, (1 — 20) £ /(k2M\,(1 — 2a) — 2)2 — 4(1 + k%))
2(1 + ak?),) '

T2 =

Wir haben zwei Féille zu unterscheiden:

a) Stabiler Fall:

(A (1 —2a) — 22 <4(1+k*X,a)? = |rig =1 (6.1.21)

b) Instabiler Fall

(KA (1 —2a) —2)2 > 4(1 + K*M\0)? = |ro| > L. (6.1.22)

Der Kette dquivalenter Ungleichungen

B (1 —2a) — 2 < 24 2k°\a
B2\, — 20k N, < 44 2ak?\,
kX, — 4ak?), < 4

4 2.2

]2; (1-4a) <4
k2
ﬁ(l—lla) <c?

entnehmen wir die Bedingungen « > 1/4 oder

1
O<a<l/4, o< —u (6.1.23)

T /1 —da’
Dagegen ist
A (1 —2a) — 2> =2 — 2k*\
2\, — 20k? ), > —2ak* )\,
E*\, >0,
stets erfiillt. Dies beweist den die Stabilitdt betreffenden Teil des Satzes. Die Konvergenz-

abschitzung wird dann dhnlich wie im expliziten Fall gezeigt. Wir lassen die Details weg.
Q.E.D.

In zwei Raumdimensionen ist der Abhéngigkeitsbereich der Wellengleichung kegelfor-
mig (z. B. Kreiskegel bei kreisformigem Grundgebiet). Die obigen Aussagen fiir den ein-
dimensionalen Fall gelten sinngeméf3 auch in zwei Dimensionen. Bei Ortsdiskretisierung
mit dem 5-Punkte-Operator A, lautet das Analogon des expliziten Schemas (6.1.5)

KU =20+ U 4+ CAUT =0 (6.1.24)

und hat die Stabilitdtsbedingung
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1
o< ——.
~ V2

In drei Raumdimensionen verschirft sich diese Bedingung zu o < (v/3¢)'.

(6.1.25)

6.2 Finite-Elemente-Verfahren fiir die Wellengleichung

Als Basis von Finite-Elemente-Diskretisierungen dient wieder die variationelle Formulie-
rung von (6.0.2):

(OPu, ) + (aVu, Vo) = (f,¢) Vo eV, t>0, uy_o=0, (6.2.26)

mit dem {iblichen Sobolew-Raum V := H}(Q2). Im Sinne der ,Rothe-Methode* kénnten
diese Gleichung nun zunéchst wieder mit einem Differenzenschema 2. Ordnung in der Zeit
und anschlieend die einzelnen Zeitschritte mit FE-Ansétzen im Ort diskretisiert werden.
Dies fiihrt wie bei den Differenzenverfahren zwangslaufig auf Zwei-Schritt-Schemata, mit
denen die Energieerhaltung nicht zu bewerkstelligen ist. Wir wollen daher jetzt einen ande-
ren Weg beschreiten, der etwas niher an der Vorgehensweise bei parabolischen Problemen
ist. Durch Einfithrung der zusétzlichen Unbekannten v = dyu geht die Wellengleichung
iiber in das System
Ou—v =0, (6.2.27)
o — Au = f, (6.2.28)

mit den natiirlichen Randbedingungen wjpq = vjgo = 0 sowie den Anfangsbedingungen
U= = 1% und V= = 2. In variationeller Form schreibt sich dies wie

(O, ) — (v,) =0 Yy eV, tel0,T], (6.2.29)

(Opu, ) + A (Vu, Vo) = (f,p), Vo€V, (6.2.30)

mit den Anfangsbedingungen wuj—o = u’ und v—o = v”. Dieses System von Differenti-

algleichungen ist wieder ,hyperbolisch”, da alle Eigenwerte der Koeflizientenmatrix rein

imaginar sind. Zur Diskretisierung wére also ein Zeitschrittverfahren giinstig, bei dem die

imaginédre Achse gerade der Rand des Stabilitdtsgebiets ist. Das Crank-Nicolson-Verfahren
besitzt diese Eigenschaft.

Zur Diskretisierung dieses Systems verwenden wir das Rothe-Verfahren, d. h.: Zunéchst
wird bzgl. der Zeit diskretisiert. Dazu verwenden wir auf einem Zeitgitter

O=th<ti<..<tp<..<ty=T,
mit Schrittweiten k,, = t,, — t,,—1 das Crank-Nicolson-Schema:

(um_um—17,(/}) - %knL(Um+Um_l>w> =0,
(0" =" )+ (Y (U +u™ ), Vi) =0,

fiir alle Testfunktionen ¢ und ¢ mit Anfangswerten u° und v°. Bei diesem Zeitschritt-
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verfahren bleibt die totale Energie in jedem einzelnen Zeitschritt erhalten. Dazu setzen
wir im variationellen Schema ¢ = u™—u™"! und ¢ := v"™—v™"! und kombinieren die
beiden resultierenden Gleichungen zu

sl I + Sleva™|® = g™ P + gllevum . (6.2.31)

Die einzelnen Probleme in jedem Zeitschritt ¢,,_1 — t,, werden nun mit Hilfe eines
FE-Verfahrens diskretisiert. Dazu werden zu jedem Zeitlevel ¢,, FE-Ansatzraume V,™ C
V = H}(Q) auf Gittern T7 der iiblichen Art gewiihlt. Im folgenden betrachten wir
zunéchst den Fall, dass die Gitter und Ansatzriume zu allen Zeitpunkten dieselben sind.
Die allgemeine Situation von mit der Zeit variierenden Ortsgittern ist in Abb. 6.1 skizziert.

Zu dem FE-Ansatz gehoren wieder die Masse- und Steifigkeitsmatrizen

j)

My = (mij)ij = ((Wﬁf)wg)))w, A= (i) = (Ve V),
wobei {¢§f),i = 1,..,N} die Knotenbasis von V}, ist. Dabei wird angenommen, dass
beide Unbekannte w; sowie v, in demselben Ansatzraum V}, bestimmt werden. Dies
ist wegen der physikalisch vorgegebenen Randbedingung vjpa = Oiuppg = 0 sinnvoll.
Eigentlich bréuchte v, im Hinblick auf die gewéhlte variationelle Formulierung aber nur
in L?(Q) gewiihlt zu werden.

T 1 1T T 1.,

Abbildung 6.1: Raum-Zeit-Gitter mit , hingenden Knoten*

Bezeichnen wir nun die zugehorigen Knotenwertvektoren von uj' und v} ebenfalls
mit wj" und v}, so erhélt das Zeitschrittschema die Gestalt

My (U = U + Lk My, (Vi — V1) =0,
My (Vi = V") + Lk, A (U + U = 0.

Dies kann nun so umgeformt werden, dass ein System von zwei sukzessive 16sbaren Pro-
blemen entsteht:
(M, + 2R2, AU = MU + ko M VY — SE2 AU
MV = MVt = 2k A (U + U ).
In jedem Zeitschritt sind also eine (modifizierte) Ritz-Projektion sowie eine L*-Projektion

durchzufithren. Die Konvergenzanalyse dieses Verfahrens kann wieder mit Hilfe der oben
schon beschriebenen ,, Energie-Technik®“ erfolgen, was hier aber nicht ausgefiihrt wird.
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6.3 Losungsaspekte

Bei der Anwendung unbedingt stabiler, impliziter Differenzenschemata miissen in jedem
Zeitschritt lineare Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrizen der Form I, + ak?A,
gelost werden. Deren Kondition verhélt sich im Falle k& ~ h wie

Ko(Ap) ~ 1. (6.3.32)

Auf solchen gleichférmigen Gittern sind implizite Verfahren also verhaltnisméBig kosten-
giinstig. Dies dndert sich aber, wenn das Ortsgitter zur Anpassung an irregulédre Losungs-
strukturen lokal verfeinert wird.

6.4 Ubungen

Ubung 6.1: Zum Abschluss noch ein paar Testfragen zum vorausgegangenen Stoff:

1. Wodurch unterscheiden sich das ,,Ritzsche Projektionsverfahren“ vom allgemeinen
,,Galerkin-Verfahren“, und was ist ein ,,Petrow-Galerkin-Verfahren“?

2. Was ist neben der Grobgitterkorrektur der wichtigste Bestandteil eines Mehrgitter-
verfahrens?

3. Welche ist die mit einem ,,quadratischen® Finite-Elemente-Ansatz maximal erreich-
bare Konvergenzordnung O(h") (bzgl. einer ,,minimalen® Fehlernorm)?

4. Was versteht man unter der , Maximalwinkel-“ bzw. der , Minimalwinkel-Bedingung*
fiir Triangulierungen?

5. Was versteht man unter ,, Glattungseigenschaft® eines Zeitschrittverfahrens, und be-
sitzt das Crank-Nicolson-Verfahren diese Eigenschaft?

6. Was ist ein ,isoparametrischer” Finite-Elemente-Ansatz?

7. Was ist die Faustregel hinsichtlich der erforderlichen Ordnung von Quadraturformeln
zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix eines Finite-Elemente-Verfahrens?

8. Welcher Schrittweitenbedingung unterliegt das explizite Euler-Verfahren zur Losung
der mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator im Ort diskretisierten Warmeleitungs-
gleichung?

9. Welche Kondition in Abhéngigkeit von der Gitterweite hat die Steifigkeitsmatrix
einer Finite-Elemente-Diskretisierung der ,, Plattengleichung® (biharmonischer Ope-
rator)?

10. Was ist eine ,M-Matrix“, und welche Figenschaften folgen daraus?





