5 Verfahren fiir parabolische Probleme

Wir diskutieren zunéchst wieder die klassischen Differenzenapproximationen zur Losung
parabolischer Anfangs-Randwert-Aufgaben (ARWAn). Der Ubersichtlichkeit halber be-
schrinken wir uns dabei auf das Modellproblem der Wéarmeleitungsgleichung in zwei
Ortsdimensionen mit Dirichletschen Randbedingungen, d. h. auf die 1. ARWA:

du+Lu=f in Qx(0,T), upa=0, uy=1u’, (5.0.1)

mit einem elliptischen Operator L, der hier exemplarisch als L := —aA mit einer Kon-
stanten a > 0 gewéhlt wird.

Das Definitionsgebiet 2 € R? wird wieder als glatt berandet oder als konvexes Poly-
gongebiet vorausgesetzt. Die Problemdaten f, g, u® sind ebenfalls glatt und kompatibel,
so dass die Losung ebenfalls als glatt angenommen werden kann. Erweiterungen fiir Pro-
bleme mit weniger reguldren Daten oder anderen Randbedingungen sowie auf den drei-
dimensionalen Fall werden gegebenenfalls in Bemerkungen beriicksichtigt. Gelegentlich
wird auch das eindimensionale Analogon von (5.0.1) betrachtet. Als Basis von Finite-
ElemFente-Diskretisierungen dient wieder die variationelle Formulierung von (5.0.1):

(atu7 (10) + a(“’v 90) = (fa 90) v@ S ‘/7 t> 07 u|t=0 = 07 (502)

mit dem iiblichen Sobolew-Raum V := H}(2) und der symmetrischen und positiv defi-
niten ,, Energie-Form* a(u, ¢) := (aVu, V).

Bei der Diskretisierung von instationédren Problemen gibt es drei verschiedene Vorge-
hensweisen, die wir im Folgenden kurz beschreiben wollen.

i) ,,Linienmethode*: Zunichst wird eine Diskretisierung bzgl. der Ortsvariablen vorge-
nommen, d.h.: mit Hilfe eines Finite-Differenzen- oder Finite-Elemente-Ansatzes werden
»diskrete® Funktionen wp(t) = up(-,t) bestimmt aus der Gleichung

uy(t) + Apun(t) = fu(t), >0, un(0) = up. (5.0.3)

Im Falle eines Differenzenverfahrens auf einem Ortsgitter {x;},—; n ist die diskrete
Funktion wuy(t) = (u,(t)))_, der Vektor der Knotenwerte wu,(t) ~ u(z,,t), Ay = A :
RY — RY die zum verwendeten Differenzenoperator korrespondierende Matrix und f, =
b = (f(z,)))_,. Beim Finite-Elemente-Ansatz ist wu(t) € Vj eine Finite-Elemente-

n=1"

Funktion, A, =: V), — V}, das durch

(Ahvha @h) = a(U}“ <}Qh)? Up, Pn € V;m

definierte diskrete Analogon zum Differentialoperators L und f;, = B,f € V}, die L*-
Projektion der rechten Seite f auf Vj,. Die Aufgabe (5.0.3) lautet demgemé$ in variatio-
neller Form wie folgt:

(up(t), on) + a(un(t), on) = (f.on) VYon € Vi, tel, uy(0) = Pu’. (5.0.4)

203
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Nach Einfiihrung einer Knotenbasis {gagn), n=1,..,N =dim(V},)} geht dieses Problem
iiber in ein System fiir den Vektor Uy(t) = (U,(t))A_, der zugehorigen Knotenwerte,

MU (t) + ApUn(t) = ba(t), >0, Un(0) = Uy, (5.0.5)
mit der ,,Steifigkeitsmatrix und ,,Massenmatrix*

An = (@ 0NN M= (0 oY

der Finite-Elemente-Basis. In beiden Féllen, (5.0.3) oder (5.0.5), handelt es sich um ein
System von (linearen) gewohnlichen Differentialgleichungen. Dieses wird nun mit einem
der ublichen Schemata bzgl. der Zeit diskretisiert. Nach Wahl einer (zunéchst konstanten)
Zeitschrittweite k werden zu den ,diskreten“ Zeitleveln t¢,, = mk Approximationen
Um = (Um™MN_, zu u(-,t,) bestimmt. Wir sprechen von einem , Einschritt-“ bzw. einem
»Zweischrittverfahren®, wenn U] aus den vorausgehenden Werten geméfl einer Formel
der Form

Ur=FU™MU™MY bzw. U= FUMUMLUM?)

berechnet wird. Im Falle
U= F(UZ”fl) bzw. U = F(U,Z”fl, U,:’“Q)

heifit die Methode ,,explizit“. Zur Durchfiihrung einer nicht expliziten, d.h. ,,impliziten*,
Methode miissen in jedem Zeitschritt Gleichungssysteme gelost werden. Die hohe Dimen-
sion des Systems, N = #{Gitterpunkte a,} bzw. N = dim(V}), mit N ~ 103 — 108
impliziert im Hinblick auf die Losungsékonomie Einschrankungen bei der Wahl der Verfah-
ren. Es kommen in der Regel nur Schemata einfacher Struktur, d.h. mit wenigen Matrix-
Vektor-Multiplikationen, und niedriger Ordnung r = 1 —4 in Frage. Eine weitere wesent-
liche Einschrankung besteht in der generischen Steiftheit des Systems. Die Systemmatrix
Ay, hat in Abhéngigkeit von der (gleichférmigen) Gitterfeinheit A die Kondition

Kg(Ah) ~ h_Q.

Bei expliziten Zeitschrittschemata sind also einschneidende Schrittweitenrestriktionen ein-
zuhalten, welche deren Verwendung in der Regel verbietet. Der formale Vorteil der expli-
ziten Verfahren, dass in den einzelnen Zeitschritten keine impliziten Gleichungssysteme
zu 16sen sind, wird besonders in héheren Raumdimensionen (d = 2,3) durch die hohe
Zahl von durchzufithrenden Zeitschritten (besonders bei Verwendung lokal verfeinerter
Ortsgitter) schnell aufgehoben.

Beispiel numerischer Instabilitdt: Wir wollen dies anhand einer einfachen Modellsi-
tuation illustrieren. Die eindimensionale, homogene Version der ARWA (5.0.1)

du—u=0 in Q=(0,1), woo=0, up=1" (5.0.6)

wird auf einem dquidistanten Gitter 0 = 2o < ... < x, < ... < xyy1 = 1 mit Hilfe
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zentraler Differenzenquotienten 2. Ordnung,
B2u(zp, t) ~ h’Q{Un,l(t) —2UL(t) + Unﬂ(t)} .

diskretisiert. Die Vektorfunktion Uy, (t) = (U,(¢))Y_, geniigt dann dem System gewdhnli-
cher Differentialgleichungen

U, (t) — hiZ{Un—l(t) —2U,(t) + Upsa(t)} =0,

wobei bei Berticksichtigung der Randbedingungen Uy = Uy, = 0 gesetzt ist. Die An-
fangswerte sind naturgeméfl U,(0) = u’(z,). Dies kann kompakt geschrieben werden als

Uy + AyUn(t) =0, t >0, U,0)=U", (5.0.7)

mit der (N x N)-Matrix

0 1 =2

Diese Matrix hat, wie wir bereits wissen, die Eigenwerte

4
0<h <. <Av=33+ O(h?), (5.0.8)
d. h.: Das nach Ortsdiskretisicrung entstandene System (5.0.7) wird fir kleines h zuneh-
mend steif mit Steifigkeitsrate x = O(h™?). Beim expliziten Euler!-Schema (,,Polygon-
zugmethode®) ist z. B. aus Stabilitidtsgriinden die Schrittweitenbedingung

—Ak €[-2,00 & k<In® (5.0.9)

einzuhalten. Diese Schrittweitenbeschriankung fiir explizite Verfahren hat entscheidende
praktische Bedeutung. Wir wollen das Phénomen der numerischen Instabilitat illustrie-
ren. Dazu betrachten wir als einfachstes explizites Zeitschrittschema das klassische Euler-
Verfahren (Polygonzugmethode) mit dquidistanter Schrittweite k. Dies fiihrt auf die fol-
genden Differenzengleichungen fiir die Approximationen U & u(x,,t,,):

m m k m m m
Ut = U+ (Un,1 — U™ Unﬂ). (5.0.10)

Leonhard Euler (1707-1783), geb. in Basel: universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster
und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.
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Fiir & = h? ist dann
U;nH =U - U+ UL

Im Fall oszillierender Anfangsdaten v = (—1)" ergibt sich

n —

Up = (1" = (=1)" 4+ (=1)"*' = =3(=1)" = =3U

n?

und bei Fortsetzung dieses Arguments:

Umr = (=3)"U° m>1,n=1,..,N. (5.0.11)
Dieses Verhalten bedeutet numerische , Instabilitéat“. Es mag unrealistisch erscheinen, eine
oszillierende Anfangsbedingung der Art U° = (—1)" anzunehmen, doch bedingt durch
Rundungsfehler konnte gelten:

Ul =V)4e(—-1)" (5.0.12)

mit , glatten® exakten Anfangsdaten V°. Wegen der Linearitit der betrachteten Diffe-
renzengleichungen folgt

U™ =V g e(=3)™(—1)", (5.0.13)

so dass die anfinglich kleinen Anfangsstorungen schnell anwachsen; z. B. ist diese fiir
e = 1075 > 3732 bereits nach nur 32 Zeitschritten auf Grofe ~ 1 angewachsen und
zwar unabhangig von der Grole von h.

ii) ,,Rothe-Methode*: Bei der Rothe?-Methode wird die Differentialgleichung als gewdhn-
liche Differentialgleichung fiir eine Hilbertraum-wertige Funktion U(t) € V' aufgefasst und
zunédchst mit einem A-stabilen Verfahren in der Zeit diskretisiert. Bei Verwendung z. B.
des impliziten Euler-Schemas ergibt sich eine Folge von speziellen Randwertaufgaben

U™ + kLU =U™ 4 kf™ m>1, Ux)=u’(z).

Diese Probleme werden nun nacheinander auf moglicherweise wechselnden, dem Losungs-
verlauf angepafiten Ortsgittern diskretisiert. Das Problem ist dabei der adédquate Transfer
der jeweiligen Startlosung U™ ! vom alten auf das neue Ortsgitter. Hier zeigt sich wie-
der der systematische Vorteil einer Finite-Elemente-Galerkin-Methode, bei der sich ganz
automatisch als richtige Wahl die L?-Projektion von U™~ ! auf das neue Gitter ergibt.

iii) Globale Orts-Zeit-Diskretisierung: Ahnlich wie bei den Transportproblemen in
zwei Dimensionen konnte auch bei der Warmeleitungsgleichung eine simultane Diskreti-
sierung (etwa mit einem Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren) auf einem unstrukturierten
Gitter der ganzen (z,t)-Ebene erfolgen. Dieser theoretisch durchaus attraktive Ansatz
wird aber bei hoher dimensionalen Problemen wegen der globalen Kopplung aller Unbe-
kannten sehr rechenaufwendig und spielt daher bei parabolischen Problemen in der Praxis
keine wesentliche Rolle.

2Erich Rothe (1895-1988): Deutscher Mathematiker; Promotion und Habilitation in Berlin (1928),
danach Assistent in Breslau, nach dem Krieg Prof. an der University of Michigan, USA.
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Im Folgenden Abschnitt werden wir Differenzenapproximationen in Verbindung mit
der Linienmethode betrachten. Die Rothe-Methode wird in Verbindung mit Finite-Elemente-
Verfahren im Ort diskutiert. Dies miindet dann auch ohne Probleme in Galerkin-Diskreti-

sierungen simultan in Ort und Zeit, den sog. ,unstetigen“ oder ,stetigen* Galerkin-
Verfahren (sog. ,,dG(r)-“ oder ,,cG(r)-Verfahren®).

5.1 Differenzenverfahren fiir parabolische Probleme

5.1.1 Zeitschrittverfahren

Wir beginnen mit der Diskussion der ,,Linienmethode®“ zur Diskretisierung von paraboli-
schen ARWAn der Art

du+Lu=f in Qr=QxI, wupg=0, uo=1", (5.1.14)

mit L := —aA auf einem beschrinkten (regulir berandeten) Gebiet @ C R? und einem
Zeitintervall I = [0,T]. Der Einfachheit halber wird die rechte Seite f gelegentlich als
Null angenommen.

Ortsdiskretisierung von (5.1.14) mit einem der iiblichen Differenzenverfahren (z. B.
dem 5-Punkte-Operator mit geeigneter Randapproximation) fithrt auf ein System gewdhn-
licher Differentialgleichungen

U (t) + ApUn(t) =0, t>0, U,0)=U°, (5.1.15)

fiir den Vektor U, (t) € RY der Knotenwerte. Da die Eigenwerte der Systemmatrix Ay
alle reell sind (oder wenigstens nahe an der rellen Achse liegen), kdme zur stabilen In-
tegration des Systems (5.1.15) jede A(0)-stabile Formel in Frage. Dabei muss aber der
hohe numerische Aufwand bei der Durchfiihrung komplizierter impliziter Verfahren hoher
Ordnung beriicksichtigt werden. Durch Ubertragung der klassischen Zeitschrittformeln fiir
gewohnliche Differentialgleichungen auf das System (5.1.15) erhalten wir unter Benutzung
der oben eingefithrten Bezeichnungen die folgenden einfachsten Einschrittverfahren:

1) Ezplizites Euler-Verfahren (Polygonzugmethode):
EHUR U+ AU = T o m>
2) Implizites Euler-Verfahren:

EHUM = UMY+ AU = omo> 1,
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3) Crank®-Nicolson*-Verfahren (Trapezregel):
FHOT = U+ 3 AU + U = 3(" + 70, m=> 1,
und die Zweischrittverfahren: 4) BDF(2)-Verfahren (Rickwirtsdifferenzenformel):
T BUR — AU+ U AU = T me> 2,
5) Mittelpunkts- Verfahren:
U U AU = ome> 2,
6) Simpson-Verfahren:
SETHUR = Uy + 2400 + 40+ U = Y om> 2,

Als Startwerte werden gewohnlich (im Fall glatter Anfangsdaten) einfach die Restriktionen
U? = u°(a,) verwendet. Bei den Zweischrittverfahren wird der zweite erforderliche Start-
wert U} durch Anwendung einer Einschrittformel entsprechender Ordnung gewonnen.
Wegen ihrer inhdrenten Instabilitit (triviales Stabilititsgebiet) kommen die Mittelpunkts-
formel und die Simpson-Formel fiir die praktische Anwendung nicht in Frage.

Wie bei der Analyse von Differenzenverfahren iiblich verwenden wir den ,, Abschneide-
fehler* 77", = (r7)N_, der Differenzenformeln. Diesen erhilt man wieder durch formales

Auswerten der Differenzenformeln auf der exakten Losung:

k7 i=u™ — F(u™ u™ " u™?).
Bei einer Ortsdiskretisierung der Ordnung p verhilt sich der Abschneidefehler dann
geméf
= O + k),

wobei ¢ die ,,Ordnung” des Zeitschrittverfahrens ist. Von der Fehleranalyse der Zeit-
schrittverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen wissen wir bereits, dass die ein-
fachen Euler-Verfahren die Ordnung ¢ = 1 und das Crank-Nicolson- sowie das BDF(2)-
Verfahren die Ordnung g = 2 haben. Spéter werden wir noch Verfahren der Ordnung
q = 3, 4 kennenlernen. Bei der Analyse dieser Zeitschrittschemata fiir parabolische Pro-
bleme ist die genaue Abhéngigkeit des Abschneidefehlers von der ortlichen und zeitlichen
Regularitét der Losung interessant.

3John Crank (1916-2006): Englischer Mathematiker; Prof. an der Brunel University, Uxbridge, Eng-
land; Arbeiten zur Numerik partieller Differentialgleichungen.
4Phyllis L. Nicolson (1917-1968): Englische Physikerin; Lecturer in Leeds und Manchester.
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Hilfssatz 5.1 (Konsistenz): Fiir die ARWA (5.1.14) geniigen die Abschneidefehler der
betrachteten Differenzenverfahren den folgenden (scharfen) Abschitzungen:

i) Explizites und implizites Fuler-Verfahren:

max |71 < max |7} + £k max |07 ul ; (5.1.16)
Qr ' Qr Qr

ii) Crank-Nicolson-Verfahren:

max |71 | < max |7 + &% max |0} ul ; (5.1.17)
Qr ' Qr Qr
iii) BDF(2)-Verfahren:
max |77 < max |7 + %kQ max |OPul . (5.1.18)
Qr ’ Qr Qr

Dabei ist 7" = O(h?*) der Abschneidefehler der Ortsdiskretisierung.

Beweis: Der Abschneidefehler der Ortsdiskretisierung geniigt i. Allg. der Abschétzung

|7 = |Lu™ — Lyu™| < ch? M} (u)

)

wobei Lj, der Ortsdifferenzenoperator ist und M,(u) := maxg |V*u™|. Speziell in einer
Raumdimension mit © = (0,1) gilt

|7 = |02u™ — Lyu™| < k% max |0u™|.

)

i) Fiir die explizite Euler-Formel gilt

tm
B (u™ — u™ )+ L™ = ‘kfl / duudt + Lyu™ |
tm—1

tm
_ ‘k—l atu dt — atu’m—l _ Lu’rn—l + Lhu'rn—l
t

m—1

t'nl
< kfl’ / {ﬁtu - atu"H} ds’ + | Lu™ "t — Lyu™ Y
tm—l

tm
< k_l/ (t —ty_1)dt ’ max | |07u| + |7

1 m—1,tm

Es folgt

max |7 | < 1k max |0%u| + max |7 1.
yax 7] < b max 0Ful + x| 7|

Dieselbe Abschéitzung gilt auch fiir die implizite Euler-Formel.
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ii) Fiir die Crank-Nicolson-Formel gilt
tm
|k—1(um _ um—l) 4 th(um 4o 1 | _ ‘k’ atu dt — %(atum + 8tum—1)

2
tm—1

+ 3 (Lu™ — Lyu™) + %(Lum_1 — Lhum_l)’

1’/“" Lt 1)t — )

+ 3 + )

max |0 ul

tm—1, fm

Wir erhalten damit

m

max |77 | < k% max [9]u] + max| Y.
Qr Qr
iii) Fiir die BDF(2)-Formel gilt

M Bu™ — 4™ P 4 L™y = 2 {3u™ — 4w 4 ™ = 2k0,u™ )
+ Lyu™ — Lu™ .

Taylor-Entwicklung um ¢, liefert
3u™ — 4u™ Tt u™ T = 2kOu™ = SKPO (-, n™)
mit gewissen Zwischenstellen n™ € [ty,—2,t,,]. Damit erhalten wir

max 77| < 2k* max |9]u| + max |75
Qr Qr

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Die Losung der ARWA (5.1.14) besitzt die explizite Darstellung
Zuo ™ (z)e ™t (z,t) € Qr, (5.1.19)

mit den Eigenwerten und (orthonormierten) Eigenfunktionen des reguliren ,elliptischen®
Operators L = —aA:V C L*(Q) — L*(Q),

0<M<..<\<..@meN), vW@)eVv: LuM=)0m

und den Entwicklungskoeffizienten der Startwerte
Zu“ D), b= (@)

Diese Darstellung lédsst sich wegen der gleichméfligen Konvergenz der Reihen wie folgt



5.1. DIFFERENZENVERFAHREN FUR PARABOLISCHE PROBLEME 211

umformen:
(e t) = Yoo >(i< 1yl - i(—l)ijﬁ(iumv%)
- : (Z“ Liv™( ) 2_; (Z“O ) )
= (i(—l)zl—l'[f)uo(m) = e 0 (z).

Die Definition der Operatorfunktion e~** iiber eine konvergente Taylor-Reihe lisst sich

auf beliebige analytische Funktionen iibertragen. Wir betonen, dass eine solche kompakte
Losungsdarstellung nur im Fall zeitlich konstanter Koeffizienten a moglich ist. Auf dem
diskreten Zeitgitter gilt dann

u(-,tn) = e Mu( tyy), meN. (5.1.20)

Dies legt es nahe, den Zeitschritt t¢,,_; — ¢, mit Hilfe einer rationalen Approximation
R(z) =~ e* der Exponentialfunktion der ,,Ordnung® ¢+ 1 anzusetzen,

P(z)
Q(2)

mit geeigneten Polynomen P € P. und () € P,, wobei natiirlich ) auf z € R_ keine
Nullstellen haben darf. Das Diskretisierungsschema lautet dann

R(z) = ="+ 0(|z]"), 2<0, (5.1.21)

Ul = R(—kA)UM baw. Q(—kA,)UP" = P(—kA)UM . (5.1.22)

Die oben betrachteten Einschrittverfahren lassen sich in diesen Rahmen einordnen gemé8:

,Expliziter Euler® : R(z)=1+=z
,Impliziter Euler® : R(z)=(1- )
,»Crank-Nicolson* : R(z)=(1+ )(1 -1

Durch die Ordnungsbedingung
€Q,s(2) — Prs(2) = O(J2|" 1), 2<0, (5.1.23)

fiir den Ansatz P, € P,, Q,, € P, wird man auf die sog. ,,Padé’>-Schemata“ gefiihrt.
Diese sind eindeutig bestimmt und werden gewohnlich in der sog. ,,Padé-Tafel* dargestellt:

SHenri Eugene Padé (1785-1836): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Poitiers und Bordeaux; ent-
wickelte die sog. Padé-Approximation.
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1, oLl o 13
1 142 1+z+2z l+z+2z +6z
! 11 21 1 3 11 1
1 2,1 9 o Lo, 1 3
1 1+22 1+3z+6z 1+4z+4z —0—242
1= 1—%2 1—%2 1—%2
1 1
1 1+32 1+§z+ﬁzz
1—z+%22 1—%2—&-%22 1—%24—%22 . . )
1L 2 1 3
1+%z+110z +1%0z
i, 4.2 1 .3
I=92+ 15"~ 1207

Abbildung 5.1: Padé-Tafel.

Offensichtlich sind alle bisher betrachteten Einschrittschemata Padé-Formeln und da-
mit in diesem Sinne ordnungsoptimal. Aus der Padé-Tafel erhalten wir nun weitere Zeit-
schrittverfahren hoherer Ordnung. Dabei kommen aus Okonomiegriinden nur die ,dia-
gonalen“ oder ,subdiagonalen“ Padé-Schemata in Frage; z. B. die folgenden impliziten
Verfahren 3. bzw. 4. Ordnung:

(I + 3kANUR = (I = 3kAy + R AN (a=3),
(I+1kA, + L2 UP = (I — LkAy + LK AU (q = 4).

Wir bemerken fiir die weitere Analyse, dass eine rationale Approximation R(z) der
Exponentialfunktion (der Ordnung r > 1) die folgende Eigenschaft hat:

|R(z)| <€, —1<2<0, (5.1.24)

mit einem geeigneten § > 0. Die Wirkung der Zeitschrittschemata des Typs (5.1.22) ldsst
sich mit Hilfe der Spektralzerlegung der Matrix Aj; wieder beschreiben durch:

N
U= USR(=kX,)™0™, m > 1,
n=1
bzw. (mit der Euklidischen Vektornorm |- |)

N
UE =Y URP | R(=kA) ™.

n=1

Ihr qualitatives Verhalten ldsst sich also weitgehend durch die Eigenschaften der verwen-
deten rationalen Funktion R(z) charakterisieren. Wir stellen einige wichtige Bedingungen
fiir die folgende Analyse zusammen.

i) Die A-Stabilitdt
IR(z)| <1, =z<0.
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sichert die , Stabilitdt“ der Zeititeration sup,,sq |Up*| < oo

ii) Die strenge A-Stabilitdt
|R(z)| <1—ck, z<-—1,

sichert die Beschranktheit der diskreten Losung auch im Fall inhomogener rechter Seiten,
SUp,,>q \up| < CSUp,,>q Lfm].

iii) Die starke A-Stabilitdt
[R(z)| <k <1, z2<-1,

sichert die (exponentielle) Dampfung ,hochfrequenter” Losungsanteile und macht das
Verfahren robust gegeniiber lokalen Stérungen der Daten (,, Glattungseigenschaft®).

iv) Zur korrekten Wiedergabe von Schwingungsprozessen (im Ort oszillierenden Losun-
gen) sollte
R(+i) ~ 1

sein, um diese Schwingungen moglichst wenig zu dampfen (,numerischen Dissipativitdt®).

Offensichtlich kénnen nur implizite Verfahren die gelisteten Eigenschaften haben. Das
implizite Euler-Schema (und genauso alle sub-diagonalen Padé-Schemata) ist stark A-
stabil (mit Limes x = 0), neigt aber zur Uberddmpfung: |(1+44)~'| = 1/v/2. Dagegen
ist das Crank-Nicolson-Schema (und genauso alle diagonalen Padé-Schemata) nur einfach
A-stabil, X
37
1z

lim =-1

z——00 ] — ’

besitzt aber praktisch auch keine numerische Dissipation: [(1 —i/2)(1 4 i/2)7!| = 1.
Die fehlende starke A-Stabilitdt hat nachteilige Konsequenzen im Fall von irreguléren
Anfangswerten u° (z.B.: lokalen Temperaturspitzen). Die durch diese Anfangsdaten in-
duzierten hochfrequenten Fehleranteile werden durch das Crank-Nicolson-Schema nur un-
zureichend ausgedampft, so dass sich ein unphysikalisches Losungsverhalten zeigen kann.
Es sei daran erinnert, dass der kontinuierliche Differentialoperator stark dampfend ist:

lu@)ll < e ==lu’ll, ¢ >0,

mit dem kleinsten Eigenwert des Ortsoperators, A, > 0.

Bei Verwendung des Crank-Nicolson-Schemas fiir Rechnungen {iber lange Zeitrdume
sollte es stabilisiert werden, um wenigstens strenge A-Stabilitit zu sichern. Dies kann ohne
Reduktion der Konsistenzordnung durch einen leichten k-abhéngigen Schift erfolgen:

(I + S(1+ ck)kAy) Ut = (I — 3(1 — ck)kA,) U (5.1.25)

Verfahren hoherer Ordnung erfordern die Invertierung der Operatorfunktion Q(—kAy) .
Dies ist in der Regel zu teuer. Einerseits ist die Besetzungstruktur von Q(—kAy) selbst
bei Polynomgrad j = 2 bereits deutlich dichter als die von Ay , andererseits wiirde das
Arbeiten mit der Linearfaktorzerlegung Q(2) = (z —pu)(z — 1) die Verwendung (kostspie-
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liger) komplexer Arithmetik erfordern. Geeignet wiren dagegen Schemata, bei denen das
Nennerpolynom in reelle Linearfaktoren zerfillt: Q(2) = [[;_,(z — ), p; € R. Durch
diesen Ansatz sollten sich systematisch Verfahren mit giinstigeren Eigenschaften als die
der einfachen Basisschemata gewinnen lassen.

Ein Beispiel fiir einen solchen Ansatz ist die parameter-abhéngige rationale Funktion

o' 02)?
Rale) = (o s = ¢ + 00, =<0,

mit 0 =1— %\/ﬁ =0,292893..., 0/ = 1—260 und beliebigen Werten « € (%, 1, 6=1—a.
Das auf dieser rationalen Funktion basierende Schema ist wegen

B

|Ro(2)] <1, 2<0, ZEEHOJRG(Z)' =< 1.
stark A-stabil. Die Entwicklung
Ro(z) =1+ 2+ 12°{1 = (a = B)(20° — 40 + 1)} + ir(0,0)2* + O(|2]*)

zeigt, dass fiir die obige Parameterwahl von der Ordnung O(k?) ist. Fiir die Giite die-
ser Approximation im Vergleich zu der des Crank-Nicolson-Schemas ist die Grofie der
fithrenden Fehlerkonstante r(a) bestimmend. Eine Taylor-Entwicklung ergibt

(6, o) = (180" + 246°)a® + (420%0" + 1200” + 300"°)a>3
+ (126° + 3060’ + 2400 + 60" ) 5> + (660’ + 1200 + 60"°).

Im betrachteten Bereich {0,5 < o < 1} ist [r(6,«)] < 0,5. Damit ist die Fehler-

konstante dieser Approximation nur in akzeptablem Mafl grofer als die entsprechende
Fehlerkonstante 11—2 der Trapezregel. Das zugehorige Verfahren léasst sich in Form eines
Teilschrittschemas schreiben (hier fiir den inhomogenen Fall),

Teilschritt-0-Verfahren (Fractional-Step-0-Method):

(I + afkA)U™ 0 = (I — BOKA)U™ L + 0k f Y, (5.1.26)
(I +BOkA)U™? = (I — a0 kA)U™ 0 1 0k f, (5.1.27)
(I + abkA)U™ = (I — BOKA)U™ + 0k f°. (5.1.28)

Jeder der Teilschritte hat die Form eines geschifteten Crank-Nicolson-Schritts, so dass
der Gesamtaufwand pro Zeitschritt dem von drei Crank-Nicolson-Schritten entspricht.
Fiir den speziellen Wert

a=(1-20)(1—6)"=0,585786...

ist af = B0, so dass die zu invertierenden Matrizen in den drei Teilschritten iibereinstim-
men, was z.B. bei der direkten Losung der Gleichungssysteme ausgenutzt werden kann.
Eine genaue Analyse des Abschneidefehlers des FS-Schemas zeigt, dass seine fithrende
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Fehlerkonstante nur wenig grofier als die von drei kombinierten Crank-Nicolson-Schritten
ist:
=k + O(K®), éps ~ Caxen-

Dies bedeutet, dass das FS-Schema gegeniiber dem CN-Schema bzgl. Genauigkeit und
Aufwand gleichwertig ist, aber {iber eine hthere Robustheit verfiigt. Das F'S-Schema hat
sich in der Praxis als besonders geeignet zur Behandlung von parabolischen Problemen
mit nicht notwendig reguliren Daten und geringer natiirlicher Eigendissipation erwiesen.

5.1.2 Stabilitdt und Konvergenz

Wir wollen nun die Stabilitdt und Konvergenz von Diskretisierungen der Warmeleitungs-
gleichung untersuchen. Dabei bedienen wir uns exemplarisch verschiedener Techniken, die
alle diskrete Analoga von Analysemethoden beim kontinuierlichen Problem sind.

i) ,Maximumprinzipmethode*
Eine einfache, direkte Variante der Maximumprinzipmethode kann bei gewissen expliziten
Differenzenschemata angewendet werden. Die Ortsdiskretisierung fiithre auf eine M-Matrix
Ay, . Fiir die explizite Euler-Formel

Uit = Ut = kAU
gilt dann wegen der Diagonaldominanz von Ap,:

U7 = 11 = kann [U 7+ 5> an U7
v#n
< |1 = Kk ||U™Y + kay, max |UT!

Unter der Schrittweitenbedingung
k< mﬁxx{a;;} ~ ch? (5.1.29)
folgt daher die L*-Stabilitdt des Verfahrens
m;imX|U;ZL\ < mnaX|U,"l”_1\ <. < HIT?X|U2|, m > 1. (5.1.30)

Im Fall des 5-Punkte-Schemas ist a,, = 4h~2, so dass die Stabilitdtsbedingung (5.1.29)
die Form

k< ih? (5.1.31)

erhélt.
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Satz 5.1 (Explizites Euler-Verfahren): Unter der Schrittweitenbedingung (5.1.29) gilt
fiir das explizite Euler-Verfahren die Konvergenzabschdtzung

max |Up" — u(-, ty)| < T{%k max |07u| + max |T,’l"\} (5.1.32)
Qr QT Qr

mit dem értlichen Abschneidefehler 7" = O(h9) .

Beweis: Der Fehler ™ := u(-,t,,) — U™ geniigt der Gleichung
EHe™ — ™) 4 Ape™ = 77

mit dem Abschneidefehler

max |7 | < 1k max |0%u] + max |7 .
w7 < 3 max 0P+ a1

Das bei der Herleitung der Stabilitdtsbedingung (5.1.29) verwendete Argument liefert

max "] < max |e™ | 4+ k max |77 |
Q Q Qr ’

Durch Iteration dieser Abschiitzung folgt weiter wegen ¢® = 0:

m
max |e"| < k E |7, |
5 ,
p=1

< It kmax |07u| + t,, max |77"|.
Qr Qr

1
2
Dies impliziert die behauptete Fehlerabschétzung. Q.E.D.

Eine wichtige Eigenschaft des kontinuierlichen Warmeleitungsoperators ist seine , in-
verse Monotonie“, d. h.: Losungen zu nicht-negativen Anfangsdaten und rechter Seite
bleiben nicht-negativ. Diese Eigenschaft tibertréagt sich auf die diskretisierten Probleme,
wenn die Systemmatrix A, M-Matrix ist.

i) Fiir das explizite Euler-Verfahren folgt unter der Schrittweitenbedingung (5.1.29) aus
U;”’l >0 und f* > 0 notwendig auch

U= (1= kan)UP ™ + kY |an U+ Ef > 0.
v#n
ii) Fiir das implizite Euler-Verfahren ist im Falle U™"! >0 und f™ >0
(I, + kAU = U,;"’_l +kf" > 0.

Da mit Aj, natiirlich auch I, + kA, M-Matrix ist, gilt (I;, + kA,)™' > 0. Es folgt
ur>0.

In beiden Féllen ist also auch das diskrete Schema , invers-monoton®. Dies ist i.a. fiir das
Crank-Nicolson-Schema nicht der Fall.
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ii) ,,Von Neumannsche Methode* (Fourier-Methode)

Wir beschriinken uns bei der Beschreibung der auf von Neumann® zuriickgehenden Ana-
lysemethode auf den ortlich eindimensionalen Fall mit 2 = (—m, 7),

Ou—Pu=0 in Qr,
mit , periodischen” Dirichlet-Randbedingungen
u(=m,t) =u(mt), t>0.

In diesem Fall kann die Losung der ARWA nach trigonometrischen Funktionen entwickelt
werden (Fourier-Entwicklung). In komplexer Schreibweise lautet dies

Za" e v (5.1.33)

mit den Entwicklungskoeffizienten a’ der Anfangsbedingung. Auf einem #quidistanten
Punktgitter {z, = —7 +nh, n = 0,..., N = 27/h} machen wir fiir die diskrete Losung
Uur={Um" n=0,..,N}, m >0, den analogen Entwicklungsansatz

N

U:Ln — Z m wnh Zao m zB,,n (5134)

v=0

mit [, := vh und zu bestimmenden Parametern w, € C. Wir fragen nach der Stabilitét
fiir m — oo der Differenzendiskretisierung bzgl. der diskreten Spektralnorm

= ()

n=1

Die Wirkung des (linearen) Differenzenschemas kann fiir jede einzelne Fourier-Komponente
separat untersucht werden. Gesucht sind Bedingungen an & und &, unter denen |w,| <1
ist fiir alle moglichen £, . Dann liegt Stabilitét vor in dem Sinne, dass

N N
ORI = > la Pl ™ <D lanf® = U7 (5.1.35)
n=1 n=1

Wir fithren diese Analyse wieder exemplarisch fiir das explizite Euler-Schema durch. Mit
r=kh™? gilt
Urtt = rUM 4+ (1= 2r)US + rU" .

6John von Neumann (1903-1957): US-Amerikanischer Mathematiker 6sterreichisch-ungarischer Her-
kunft; Studium in Budapest, Berlin und Ziirich; 1927 Privatdozent in Berlin; arbeitete dann mit Hilbert
in Gottingen; ab 1933 Prof. in Princeton (USA); bedeutende Beitrg zur mathematischen Logik, Funktio-
nalanalysis, Quantenmechanik und Spieltheorie; gilt als einer der Viter der Informatik.
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Einsetzen von U™ := w™e" ergibt
WMLt = pymefn= (1 — 2p)wmeBn f pmetPnD)

und nach Vereinfachung
w=re P 4 (1—-2r)+re?.

Es liegt Stabilitét vor, wenn |w| < 1 fiir beliebiges 3. Unter Ausnutzung der Beziehungen
e = cos(B) +isin(B), cos(B) =1 — 2sin*(3p),

folgt

r (eiﬂ + e ) + (1 —2r) = 7 (cos(B) + isin(B) + cos(B) — isin(B)) + (1 — 2r)

=7 (2—4sin®(18)) + (1 —2r) = 1 — drsin®(34).

w

Stabilitét liegt vor fiir
—1<1—4rsin®(38) <1 VB,

was dquivalent ist zu
rsin’(38) <

Dies fiihrt auf die schon bekannte Stabilitdtsbedingung

1
5

k<1in? (5.1.36)

Die Fourier-Methode kann auch fiir ,exotischere” Differenzenformeln angewendet wer-
den. Wir demonstrieren dies anhand des klassischen ,, Du Fort”-Frankel®-Verfahren® (1953):

i (U;"’“ - U,;n-l) . %( m (U g gl ;:;1) —0. (5.1.37)

Sein Abschneidefehler verhalt sich wie

max |77 = O(k*/h + k* + h?). (5.1.38)

Die von Neumannsche Stabilitédtsanalyse liefert fiir die Verstdrkungsfaktoren die Darstel-
lung (r:=k/h?*)

"E.C. Du Fort (??7??-7?2?): US-Amerikanischer Physiker; Publ. mit S. P. Frankel: Stability conditions
in the numerical tratment of parabolic differential equations, Math. Tables and other Aids to Comput.
(jetzt Math. Comput.) 7, 135-152 (1953).

8Stanley Phillips Frankel (1919-1978): US-Amerikanischer Informatiker; Mitglied der theoretischen
Abteilung des ,Manhattan Project” in Los Alamos 1943 (Bau der ersten Atombombe); arbeitete mit dem
ENIAC-Computer und in verschiedenen Instituten an der Nutzung mehrerer frither Computer-Systeme;
Gruppenleiter am California Institute of Technology (CalTech) in Passadena, USA; Entwicklung der sog.
,Monte-Carlo-Methode* in der statistischen Physik.
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" 2r cos(B) :I:1 +12; 4r? sin2(ﬂ). (5.1.39)

Dies impliziert , dass |w| <1 fiir alle 5, d.h.: Das DuFord-Frankel-Schema ist unbedingt
stabil. Analog zeigt man, dass das sog. ,,Richardson-Verfahren*
! ymtt gt ! ur 200"+ U ) =0 5.1.40
ﬁ(n ~ Yn )_ﬁ( n—1" n+ n—l)_ ( )
unbedingt instabil ist. Obwohl es die ,optimale* Konsistenzordnung O(h? + k?) besitzt,
ist es also praktisch unbrauchbar. Dies ist nicht verwunderlich, da dieses Schema ein
Derivat der Mittelpunktsregel mit dem Stabilitdtspolynom m(z, h\) und den Wurzeln
212 = h\ =+ (hz)\2 + 1)1/2 ist.

Die von Neumann’sche Fourier-Methode zur Stabilitéitsanalyse von Differenzensche-
mata ist auf den Fall periodischer Dirichlet-Randbedingungen bzw. den Grenzfall von
,Ganzraum-Problemen® () = R!) beschriinkt und erfordert dquidistante Ortsgitter. Fiir

allgemeinere Ortsdiskretisierungen anwendbar ist die im folgenden présentierte ,, Spektral-
methode*.

iii) Spektral-Methode:
Die symmetrische, positiv definite Matrix A, habe die Eigenwerte und zugehorigen (lo-
orthonormierten) Eigenvektoren

0< )\1 <...< )\N, {w(")7 n = ].7 ,N}

Jede Gitterfunktion besitzt dann eine Entwicklung der Form
N
U =3 aw™,  a, = (U7, w™).
n=1

Dabei ist das Skalarprodukt (-,-) fiir eine FD-Diskretisierung im Ort wieder ein diskretes
Analogon der kontinuierlichen L?-Norm,

N
(v,w) := Z hZvpwy,
n=1

und fiir eine FE-Diskretisierung gerade diese: (v, w) := (v, w)q . Entsprechend sind die
zugehorigen Normen ||ul| := (v,v)/? definiert. Wir analysieren im folgenden isoliert den
Zeitschrittfehler im Rahmen der Linienmethode.

Satz 5.2 (Gliattungseigenschaft): Jedes stark A-stabile Finschrittschema vom Typ
(5.1.22) der Ordnung r besitzt die Gldttungseigenschaft:

k’l“
103 = wii| < e llupll,  m > 0. (5.1.41)

m
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Beweis: Nach Voraussetzung ist sup,-o|R(—2)| <1, lim, o |[R(—2)] <w < 1 und
|R(—2) —e#| <clz]™™, 0<2<1.

O.B.d.A. nehmen wir an, dass |R(—z)] < w <1 fir z > 1. Wir verwenden wieder das
Spektralargument von oben. Mit den Eigenwerten 0 < A; < ... < Ay von A und einem
zugehorigen Orthonormalsystem {w(™ n = 1,..., N} von Eigenvektoren gilt wieder fiir

den Anfangswert
N
ug = Z a,w™
n=1

die Abschédtzung (7, := kA, )
N

UR =P = on

—nzl:...Jr >

<1 Tn>1

2
R(—kA,)™ — e~k

Fiir die erste Summe rechts gilt mit einem geeigneten § > 0:

Z = Z ’R(—Tn) —e

™<1 ™<1

S c 2 7_3r+2m28725(m71)‘rnai S Cm72r|u2‘2.
<1

9, 1 2
m—1—p —purn 2
’ E R(—7y) Bemhmml af
nu=0

Fiir die zweite Summe rechts gilt entsprechend mit einem ¢ > 0:

Z Lo <2 Z ai{m(_%)‘m I e_gm.,.n}

Tn>1 Tn>1
< ce”™m E a? < em ™ |ud|?

™>1

Kombination dieser beiden Abschitzungen liefert wegen m =t,,/k:

2r

U™ —u'? < e——|ud | (5.1.42)

2r
m

Dies vervollsténdigt den Beweis. Q.E.D.

Das populédre Crank-Nicolson-Schema
upt = (I + %kAh)*l(lh — %chh)U,’L’“1

besitzt als nicht stark A-stabiles Schema nicht die volle Glattungseigenschaft. Wir wollen
diesen Defekt anhand einer Modellbetrachtung erldutern.
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Sei v N
1— kA, /2\™
0 __ 0, (n) m o__ 0 n (n)
Uhf;anw = U ;a”(1+k)\n/2) w'™.
Die Losungskomponente zur hochsten Frequenz A = Ay verhélt sich wie

"= (i)~

)

was dem Abfall der ,exakten“ Losung entspricht.
i) Fiir kA <2 (& k ~ h?) ist
lwl <e™ §>0,

—om

was den korrekten exponentiellen Abfall e impliziert.

i) Tm Fall kA ~ k/h% ~ 4/h (< k ~ h) ist

1—h/2
W~ — ,
1+ h/2

was oszillierendes Verhalten (—1)™e™"™ impliziert.

Zur Dampfung dieser Oszillationen in den ,hochfrequenten“ Komponenten kénnen
folgende Strategien verwendet werden:
a) Mittelbildung:

N S S B By VS 0 ) YA T
U;_i{U,?+2U§+U§}—;a?L{Z+ T (4) }w( "

21+ 1k, 1 1+ 1k,
Auswertung des Ausdrucks in der Klammer ergibt
L+ kX 4 3K2A2 42— 3E2A2 + 1 — kA, + TR2A2 1

4(1+ LkN,)? (14 1kN,)2
und somit

1N o (n)

U — n n X

P PIEs ou

b) Euler-Déampfung: Der Zeitschrittprozess wird mit zwei impliziten Euler-Schritten mit
halber Schrittlange gestartet. Dies ergibt

N

- 1 2
1 _ 0 (n)
Uh_zan(l‘i‘%k)\n) wr .

n=1
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Satz 5.3 (Geddmpftes Crank-Nicolson-Verfahren): Das durch zwei Euler-Schritte
gedampfte Crank-Nicolson-Verfahren besitzt die Gldttungseigenschaft:

]{32
15" = uitll < e[l (5.1.43)
Beweis: Fiir z > 0 gilt
L, 1-1z 28 . 1 22
€ - 1 =c 1.0 € - =
1+ 352 1+ 52 1+ 2 142

Wir verwenden dies in der folgenden Abschitzung:
N 1
1 — sk, \m—2 1 2 2
v - SR ) )
Uy up'||® = nz:;an 1+%kAn 1+%kAn €
Wir bezeichnen den Inhalt der dufleren Klammer mit )" und setzen 7, := kA, . Es gilt
1 2 1—L17,\m-2 1 2
U:Ln _ 6—(m—2)'rn{e—27n _ ( - ) } + {e—(m—Q)Tn _ ( % ) }( - )
1 + §Trn 1 + iTn 1 + ETn

1 1
= ef(m*Q)Tn (e*Tn _ . n 17_ ) (677—71. + l )
2'mn 2

1+
+ ( —Tn 1- %Tn) ( > mz —UTn ( >n 3=
‘ 1 + %Tn 1 + Tn 0 1 + Tn ’

i) Fall 7,, <2:

1
1—§Tn

1+ %Tn
Dies sieht man wie folgt: Wegen e* > z gilt —1 + ze™* < 0. Die Funktion f(z) :=
1 —2z— (14 2)e* hat die Eigenschaften f(0) = 0 und f'(z) = =1+ ze * < 0 und
folglich f(z) < 0. Damit erschlieen wir

1
2 Tn

m—3
o] < c{e*"”"T,f + Tfef"”"/2 E e*’”"/z}

n=0

1— 6_("L_2>T"/2 c kQ
< c{e*m“r +7e *’"Tn/Q—} < — ==
- 1—e /2 - m? 12

ii) Fall 7, > 2:
’1—Tn/2’<6_2/7n_
14+7,/2
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Damit erschlieflen wir:

|O';T| S C{e—an + e—2(m—2)/7'ni}

=
1 m\2 1 1 k?

e e e e ] Rt
n m

Zusammenfassung der Resultate (i) und (ii) liefert nun:

T
U = u|? < e ) o (5.1.44)
n=1

m

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Auch die Spektralmethode ist auf den Fall parabolischer Probleme mit zeitunabhéngi-
gen, selbstadjungierten Operatoren wie dem Laplace-Operator A beschrinkt. Die weitrei-
chendste Analysetechnik ist die sog. ,Energie-Methode“ (Hilbertraum-Methode), welche
auch fiir Probleme mit unsymmetrischen Operatoren mit zeitabhédngigen Koeffizienten
anwendbar ist. Wir demonstrieren diese Technik hier aber nur fiir die vorliegende Modell-
situation.

iv) Energie-Methode:

Wir betrachten das populire Crank-Nicolson-Schema. Fiir Funktionen (v,)_; auf einem
dquidistanten Quadratgitter sind

N
(v, w0 =4S v, ol = (0,0),

n=1

diskrete Analoga des L2-Skalarprodukts und der zugehérigen L2-Norm.

Satz 5.4 (Crank-Nicolson-Verfahren): Das Crank-Nicolson-Verfahren hat fir hinrei-
chend glatte Losung w den globalen Diskretisierungsfehler

max ||u — Up|ln < c(u) T{h* + k*}, (5.1.45)
Qr

mit einer Konstante c(u) ~ maxg, {|07u| + a|Viu|} .

Beweis: Fiir den Fehler ™ :=u™ — U™ gilt
Ete™ —em™ ) + %Ah(em +em ) = Thik -
Multiplikation dieser Identitit mit e™ + €™ ! und Summation iiber m ergibt

EH ™ 15 = lle™ MY + 5(An(e™ +e™ ), e™ + €™ n = (1%, €™ + e T
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Der kleinste Eigenwert von Aj ist A > 0. Damit erschlieBen wir
E-H 0™ I = lle™ M IRY + sAlle™ + e M < gMlle™ + e™ I + AT I
bzw.
lle™[17 < Nle™ IR + AT Rl -

Wir summieren nun iiber g = m,...,1 und erhalten

m
le™ 17 < N7+ 528D Il el

p=1

Mit € = 0 und der obigen Abschiitzung fiir den Abschneidefehler folgt schlieBlich die
Behauptung. Q.E.D.

5.2 FE-Galerkin-Verfahren fiir parabolische Probleme

Wir diskutieren nun die Rothe-Methode zur Losung des Problems
Ou—Au=f in Qr=Qx]0,T], (5.2.46)

mit den Nebenbedingungen wu;—y = u® und upo = 0. Da die folgende Analyse exem-
plarischen Charakter hat, betrachten wir nur das implizite Euler-Schema. Dieses lautet
angewendet auf das kontinuierliche Problem (5.2.46)

kLU U™ - AU™ = fm U =0, (5.2.47)

m

wobei die rechte Seite im zeitlichen Mittel ausgewertet wird geméaf

=kt " f)ydt = "+ O(kp).

tm—1

Die Zeitschrittweite k,, := t,, — t,,—1 darf hier variieren, um eine moglichst gute An-
passung an die Losungseigenschaften zu erreichen. Mechanismen zur adaptiven Wahl der
Zeitschrittweiten auf der Basis von a posteriori Fehlerabschitzungen werden weiter unten
diskutiert.

Die einzelnen Zeitschritte seien mit Hilfe eines FE-Verfahrens mit Ansatzraumen
Vit C V' auf moglicherweise von Zeit zu Zeit wechselnden Gittern T} diskretisiert:

(U, 0) + b (VU V) = (U1, 0) + k([ 90) Vo €V (5.2.48)

Die Varianz der Ortsdiskretisierungen im Verlaufe der Zeititeration erméglicht die dyna-
mische adaptive Anpassung der Ortsgitter an die momentane Losungsstruktur. In Ope-
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ratorschreibweise lautet das Schema (5.2.47)
(I + kb AU = PPUM + kP ™, UY = PRu°, (5.2.49)

mit der L?-Projektion P/ auf V™. Beziiglich der iiblichen Knotenbasen {¢;"", n =
1,...; Ny = dimV;™} der Riume V™ lésst sich dies als lineares Gleichungssystem zur
Bestimmung der zugehérigen Knotenwertevektoren z!* € R¥»  schreiben. Dazu fiihren
wir zusétzlich zu Massematrizen, Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren

Nm

N — .
My = (e on ) Ar = (Vo s V) s o= (P en) )
auf dem Gitter T7* noch Transfermatrizen zwischen den Ridumen V;"' und V™ ein:

_ Ni—1,Nm
My = (e ™))

Damit schreibt sich

Nipn—

m—1 mn m—1,7 mmny m—1,m_m—1
(U e E Her oon ™) = M, T

und folglich
(M]" + kp A = M5t 4 ke MO (5.2.50)

Wir wollen dieses Verfahren im folgenden im Hinblick auf Stabilitédt, Konvergenz sowie a
priori und a posteriori Fehlerabschéatzung untersuchen.

5.2.1 A priori Konvergenzabschitzungen

Der natiirliche Ansatz zur Analyse von FE-Diskretisierungen ist die ,,Energie-Methode*.
Wir geben zunéchst einen einfachen Beweis fiir das implizite Euler-Verfahren unter reali-
stischen Annahmen an die Regularitéit der Losung. Wir setzen (Die Zellen der Zerlegung
T7* werden ab jetzt mit K bezeichnet.)

hp = max diam(K), k= max k
m m

KTy 1<m<M
und ef := U —u™ mit u™ = u(-, t,,).

Satz 5.5 (Implizites Euler-Verfahren): Fir das implizite Euler-Schema in Verbin-
dung mit einer FE-Diskretisierung 2. Ordnung gelten die folgenden Fehlerabschdtzungen:

i) Fliir beliebig variierende Ortsdiskretisierung:

tm 1/2
max [Jef| < T2 max { 1/2||v2 m||}+c(2k2/ Vo) " (5.2.50)

1<m 0<m<M t
m—1
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ii) Im Spezialfall V™ =V}, gleich fiir alle m :
1/2 2 ||o2 = s [ 5 2 \?
s [ < eTV? max (021970} +c(§_:1km /tw IvoulPar) . (5:252)

Beweis: Wir bezeichnen mit Rj'u € V" die ,elliptische” Ritz-Projektion der Losung
u™ zum Zeitlevel t,, auf den Finite-Elemente-Raum V™, definiert durch

(VRv, V) = (Vu,Ven) Vo, € V" (5.2.53)

Fiir deren Fehler gilt
o = Ry vl + hn |V (v — Ry'0)|| < bl [V (5.2.54)
Wir betrachten nun zunéchst die Differenz ;" := U;* — Rj*u™ . Fiir beliebiges ¢j, € V"

ist dann unter Ausnutzung der Identitét
(U = Uy ™Y on) + ki (VUL Veon) = k(™ 0n)
und der Projektionseigenschaft von R}*:
(7" =" pn) + o (V57 Vip)
_ km(fm7 Sah) o (Rhmltm*RT71U7n71, SDh) o km(V RMaqym V(ph)
=k (f™, n) — (R =Ry ™ on) — ki (V™ Vipy).

Wir setzen nun ¢, := 7" und erhalten mit Hilfe der Identitdt (a — b)a = $a® — $6% +
1(a—b)?* die Beziehung

sl ll? — 2”77;771”2_'_%”77]?_77}1 TP R V1
B (F715) = (R = Ry ) = b (V™ Vi)
Ko (i) — (u™ = 0™ ) = ki (VU™ Vi) (5.2.55)
+ (um R ﬂlh) ( mt _R;Ln_lum_lvn}T_l)
+ (um™! Rm Lum =t gt — .

Weiter haben wir
e (f7 ) — (W™ — w™ N ) = ko (VU™ Vi)
tm
= [ = o dt = k()

tm—1
tm

Vu, Vi) dt — kn(Vu™, V) (5.2.56)

tm

| )
/ (t — tim1)(VOu, V') dt

tm—1

t'nl
Skml\Vn}fHQJrikfn/ 10,V dt

tm—1
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sowie
(™t = Ryt =) < gl = P ehg IR (5.2.57)

oder
(=t = Ryt gt =) < kg = | bl VR (5.2.589)

i) Wir betrachten zunéchst den Fall allgemein variierender Ortsdiskretisierung. Kombi-
nation der Beziehungen (5.2.55), (5.2.56) und (5.2.57) und Absorption von Termen in die
linke Seite ergibt

Sl = Sl =P < (™ = Rpta™ ) — (™t = Ryt g

tm
+ikfn/ 10,V ul[2 dt + ch |72 2.
1

tm—

Wir wenden diese Abschitzung rekursiv fiir m,m — 1,...,1 an und finden

i1 < bl + 2(u™ = Riru™, n) — 2(u” — Ryu®, ny)

m ty

+cz{k§/ |0 7ul? dt + ch| %" |}
pn=1 tu—1

it 1 < el + gllni 12 + 3llw™ = Riw™|* = (u® — Ryu®, ny)

m ty
ey kz/ 007l de -+ et o (It [V},

n=1 tu—1

Mit Hilfe der Abschétzung

= Riw|| + [ — P < 292, =1, .om, (5.2.50)

folgt
el <l 1+ lle™ = Ryru™ | < [l | + el V2™, (5.2.60)
Iall < llu’® — Ryu®l| + [Ju® — Plu®|| < chg||V*u’l| (5.2.61)

und damit schlieBlich die Fehlerabschitzung (5.2.51):

m t“
ler|1? < ctm Ogiz%};{kglhﬁﬂv%’ﬂp} + CZ ki/ |V Oul|? dt. (5.2.62)

p=1 tu—1

ii) Wir nehmen nun an, dass V; =V, bzw. R} = R, fiir m = 1,..., M. Kombination
der Beziehungen (5.2.55), (5.2.56) und (5.2.58) und Absorption von Termen in die linke
Seite ergibt:
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sl = sl =17 < (u™ = Byu™, ) — (u™ ™ = Ry hu™ g )

tm
+ 12 / 105 ull? e + g — |+l V22,
tm—1

Wir wenden diese Abschitzung rekursiv fiir m,m — 1,...,1 an und finden:
12 < Nlpl® + 2(u™ — Ryru™, i) — 2(u® — Ryu®, )

m ty
— — -1
oS {RE [ 10Tl de kbR g o)
p=1 pn—1

bzw. mit den Abschitzungen (5.2.59), (5.2.60) und (5.2.61),

2 2 (12 2 —1, o m-1 w2
eI < cto e (2197074 3 ™ o

. . (5.2.63)
+ cZki/ 0, Vu? dt.
k=1 £

n—1
m

Im letzten Schritt schétzen wir die mittlere Summe rechts ab. Jetzt kann ¢, = ¢} =
nrt —n ' € Vi, als Testfunktion verwendet werden, und wir erhalten wie oben

lonll* + %km\[VU?IIQ — sk [VI T 4 Skl VR P
= b (F™ o) = (RP™ = R~ o) — ki (VR ™, Vo)
=k (f™, 08") = (u™ — ™, o) — ki (VU™, Vo)
+ (" =™ = Ry(u - um ), o).
Weiter haben wir

km(fmv op) — (u™ — um_1> on) = km(Vu™, V')

tm
- / (f — O, @) d — ko (V™ Vi)

tm—1

tm
- / (Vat, Vi) dt — ko (V™ Vi)

tm—1

tm
/ (t — tm1)(VOu, Vi) dt

tm—1

tm
%km\lwz"ll2+ék;/ 10, Vu|? dt
t

m—1

IN

sowie

(™ =™ = Ry(u™ — ™), o) < Gl 1+ chi [V (@™ = wm ]

IA

tm
G + ek ke / IV 0,ul? dt.

tm—1
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Kombination dieser Abschétzungen und Absorption von Termen in die linke Seite ergibt

b I + Bl [V 1" = kol Vi HI* < (R, + chi m}/ IV ¢l dt.

tm—1

Wir wenden diese Abschitzung wieder rekursiv fiir m,m — 1,...;1 an und finden

Yokl + IV < IVaRll® + ey {ky +h2}/ 10, 7wl dt.
p=1 p=1

Mit [|[Vnd||* < chd||V?ul|]? folgt schlieBlich

Skt < RO >k + B2) / lOvul?de. (5.2.64)

p=1 p=1

Wir setzen dies in (5.2.63) ein und erhalten die behauptete Abschétzung (5.2.52):

el < ctm ax{hznvzu#nwzklunh nh||2+c2k2 / 0wl dt,

pn=1 tu—1
was den Beweis vervollstindigt. Q.E.D.

Die Konvergenzordnung in (5.2.51) ist nicht optimal. Unter der Bedingung hal® < ck,,
ergibt sich aber die zeit-optimale Konvergenzordnung O(k,,). Das optimale Resultat
(5.2.52) lisst sich auch unter den weniger einschrinkenden Bedingungen V"' C V™

oder h2 k! <k hinreichend klein beweisen.

Hilfssatz 5.2 (A-priori Schranke): Fiir die Lisung der ARWA (5.2.46) gilt die a prio-
ri Abschdtzung

T 1/2
I[ge%nv%n%rl / V0l < e V) e max {17 + 1913 (5.2.65)
s 0 »

Beweis: Der Beweis verwendet die ,Energie-Technik®, wird hier aber nicht ausgefiihrt.
Q.E.D.

Wir wollen noch die Frage nach der ,;inversen Monotonie“ der Orts-Zeit-Diskretisierung
diskutieren. Unter bestimmten Bedingungen an das Ortsgitter (z.B. alle Innenwinkel einer
Triangulierung w < 7/2) ist die Steifigkeitsmatrix Aj, eine M-Matrix. Die Systemmatrix
My, + kA, muss aber nicht automatisch M-Matrix sein. Um dies dennoch sicherzustellen,

werden die Elemente von M), ,

(ot o),

mij =
mit Hilfe der Trapezregel ausgewertet. Bei stiickweise linearen Ansitzen liefert dies eine
Diagonalmatrix Mj = M; + O(h?) mit positiven Diagonalelementen, so dass M, + kAj,
M-Matrix wird. Dieser ,,Mass-Lumping“ genannte Prozess erhilt die Konvergenzordnung

des Gesamtschemas und stellt seine ,inverse Monotonie® sicher (Ubungsaufgabe).
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5.2.2 Fehlerkontrolle und Schrittweitensteuerung

Zur Herleitung von a posteriori Fehlerabschéitzungen erweist sich eine globale Betrachtung
simultan in Ort und Zeit (ohne die bisherige Aufspaltung in Orts- und Zeitdiskretisierung)
als angemessen. Wir fithren dazu das Konzept der ,unstetigen Galerkin-Verfahren fiir
parabolische ARWAn ein, als deren einfachster Spezialfall das implizite Euler-Verfahren
(5.2.48) erscheinen wird. Die Vorgehensweise entspricht der bereits von den gewohnlichen
AWAn her bekannten, erginzt um die Aspekte der Ortsdiskretisierung.

Ausgehend von oben formulierten Diskretisierungen T7* = { K™} des Ortsgebiets
und 0 =ty < ... < t, < .. <ty =T des Zeitintervalls I = [0,7T] fithren wir die
folgenden Bezeichnungen ein (Man beachte, dass die Zeitschrittweite nicht bzgl. des Orts
variiert.):

[m = (tmfbtm]v km = tm - tmfla

k:= max k hy, ;= max hxg, h:= max h
m=1,. M ™ gerp Y m=1,. M

v™E = hﬂ)l v(tm £ 8),  [U]™ =0T — 0™,
Qr =K x I, 0Q" :=0K]'X I, Q" :=QxI,.

Die ARWA (5.2.46) lasst sich dquivalent schreiben in der Form

M

S [ @+ Tuvapars @m0t = [ae G20

m=1

fiir beliebige in der Zeit stetige Testfunktion ¢(-,¢) € V', wobei die Anfangsbedingung
durch die Setzung u’~ := u’ beriicksichtigt ist. Jede (glatte) Losung von (5.2.46) erfiillt
offenbar die Beziehung (5.2.66), und umgekehrt muss jede Lésung von (5.2.66) in den
Teilintervallen 1I,,, der Wéarmeleitungsgleichung gentigen und bei t,, auch stetig sein.
Damit folgt dann wieder, dass es sich um eine Losung der ARWA handeln muss. Dieses
Problem wird nun mit einem Galerkin-Ansatz auf dem ganzen Orts-Zeit-Zylinder Qr
diskretisiert. Dazu fithren wir die folgenden Finite-Elemente-Réume ein:

Vi ={v: Qr = R| vep, (+, t) € V" vyer, (x,7) € Bo(Ln), (z,t) € Qr}.

Die Funktionen in V}, sind also bzgl. des Ortes stiickweise in V™ (d.h. linear oder bilinear
und stetig) und bzgl. der Zeit stiickweise polynomial vom Grad r (und unstetig). Der
Galerkin-Ansatz sucht dann Approximationen U, € Vj, zu bestimmen durch die Vorschrift

S { [ @)+ (U T+ @m0 = [ G2en

fiir beliebige Testfunktion ¢, € V, mit dem Anfangswert U}?’ = P’ (P die L*-
Projektion auf V}?). Da die Testfunktionen unstetig in der Zeit sein diirfen, zerfillt dieses
formal zeitlich global gekoppelte System in lokale Teilprobleme auf jedem Zeitstreifen
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Q™ = Q x I, . Dieses Schema wird ,,unstetiges Galerkin-Verfahren® (abgekiirzt ,,dG(r)-
Verfahren“) genannt. Wir wollen im folgenden nur den einfachsten Fall » = 0, d.h. das
dG(0)-Verfahren, betrachten. In diesem Fall reduziert sich das globale Schema (5.2.67) auf
die folgende Sequenz von lokalen Gleichungen auf den Zeitintervallen I,,, m =1, ..., M:

{(0Un, on) + (VUn, Veou) Y dt + ([Up]™ ", o) = / (fs on) dt (5.2.68)

Inm Im
fiir beliebiges ¢, € V3™ . Mit der Setzung U} := U, ergibt sich wegen 0,U), = 0 auf I,,, :
km (VU Non) + (U = U on) = ki (f™, 0n) (5.2.69)

fir beliebiges ¢, € V;™. Dies ist gerade das implizite Euler-Verfahren (5.2.48), welches
sich also in diesem Rahmen als dG(0)-Verfahren interpretieren lasst. Diese Sicht dndert
zwar nichts am Verfahren selbst, bietet jedoch einen systematischen Zugang zu seiner
Fehleranalyse.

Bemerkung 5.1: Die dG(r)-Verfahren hoheren Grades r > 1 entsprechen keinem der
oben diskutierten Zeitschritt-Schemata, sie sind vielmehr Varianten gewisser impliziter
Runge’-Kutta!® -Verfahren. Wir bemerken aber, dass sich auch das populire Crank-
Nicolson-Verfahren in den Rahmen der Galerkin-Verfahren einordnen ldsst. Dazu macht
man einen modifizierten Ansatz mit bzgl. der Zeit stiickweise linearen, aber diesmal global
stetigen Funktionen. Der Raum der Testfunktionen ist dagegen derselbe wie beim dG(0)-
Verfahren. Dies wird dann ein ,, Petrow-Galerkin-Verfahren“ (sog. ¢G(1)-Verfahren), wel-
ches sich @hnlich analysieren lidsst wie das dG(0)-Verfahren:

(U™, on) + Lk (VU + U1, Veon) = (U 0n) + kn(F™, 01), (5.2.70)

fiir beliebige Testfunktion ¢, € V;™.

Wir wollen jetzt eine a posteriori Fehlerabschitzung fiir das dG(0)-Verfahren ableiten,
welche als Basis fiir eine simultane Anpassung des Ortsgitters und der Zeitschrittweite an
den Losungsverlauf dienen kann. Dazu setzen wir e, := Uy, —u . Ein typisches Beispiel ist
die Kontrolle des L2-Fehlers zum Endzeitpunkt J(ey,) := |len || .

Satz 5.6 (A posteriori Fehlerschranke): Fiir das dG(0)-Verfahren gilt bei Kontrolle
des értlichen L*-Fehlers zum Endzeitpunkt, J(e,) := |ley *||, die a posteriori Fehler-
abschdtzung

NE

J(en) < n(Uy) == ¢ Ph(U) wh(2), (5.2.71)

n=1 KheT)

9Carle David Tolmé Runge (1856-1927): Deutscher Mathematiker; Prof. in Hannover und Géttingen;
Beitrdge zur Spektraltheorie mit Anwendungen in der Atom-Physik.

10 Martin Wilhelm Kutta (1867-1944): Deutscher Mathematiker; Prof. in Stuttgart; Beitrige zur Aero-
dynamik und zur Numerik von Differentialgleichungen.
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mit den Residuentermen
ph(Un) == |R(U)lgee + hyy 110 Unlllosc sz + Ky, U e,

R(Uy) == f — 0,Up + AUy, und einer ,Interpolationskonstante® ¢;. Mit der Lisung z
des ,dualen Problems*

—0z—=Az=0 in Q% [0,tn], 2o0=0, 2=, = || " (5.2.72)
haben die Gewichte wh(z) die Gestalt:

wh(2) = k|l Oezllgu + KullOF 2llgn + MRl V2 gu-

Beweis: i) Das erste ,,Standbein“ des Beweises ist ein (parabolisches) Dualitidtsargument.
Wir fithren zunéchst fiir ein festes ¢, € I das (kontinuierliche) ,,duale Problem® ein:

=0z —Az=17¢ in Qp:=QX [O7tm]7 2109y Ft=tm = X (5~2-73)
bzw. in semi-variationeller Formulierung
(02, 0) + (V2, Vo) = (¥, ) Vo€V (5.2.74)

Umschreiben in die Form (5.2.66) ergibt

zm: {/I {=(p,0:2) + (Vip, V2)} dt + ("7, [z}“)} = / (@, 1b) dt

[0,tm]

fiir beliebige in der Zeit stetige Testfunktion ¢(-,¢) € V', wobei die Anfangsbedingung
wieder durch die Vorschrift 2z™* := y beriicksichtigt ist. Durch partielle Integration in
der Zeit wird dies umgeformt zu

> { [ (@) + (Vo Ty deos (o270
p=1 (5.2.75)

= (@™, x) +/ (@, 1p)dt

[0,tm]

fiir beliebige in der Zeit (stiickweise) differenzierbare Testfunktion ¢(-,t) € V.

ii) Das zweite ,,Standbein“ des Beweises ist die Galerkin-Orthogonalitét des Fehlers des
dG(0)-Verfahrens. Durch Vergleich der beiden Gleichungen (5.2.66) fir « und (5.2.67)
fiir U, erhalten wir fiir den Fehler ej, := U, — u die ,,Galerkin-Orthogonalitat*:

M

Z { I {(Oen, pn) + (VerVen) b, dt + ([en]™ ,QDELm 1)+)} =0 (5.2.76)

m=1

fiir beliebige stetige Testfunktion ¢p(-,t) € V. Wir wéhlen nun in (5.2.75) die spezielle
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Testfunktion ¢ := e, und erhalten:
Z { { ateha ) (Vefu VZ)} dt =+ ([eh}u_17 Z(u_1>+)} = (€Zn+7 X) + / (eh7 ¢) dt.
[0,tm]
Unter Ausnutzung von (5.2.76) erhalten wir damit die allgemeine Fehleridentitét:

(e, y) + /[O’tm] ep, V) dt = Z{ { (Geen, 2 = zn) + (Ven, V(2 = z4)) } dt (5.2.77)

+ <[ehw-% (2 = )0}
mit einer beliebigen Approximation z, € V}, zur dualen Losung z. Wir setzen nun im

dualen Problem t,, =T, ¢ := 0 und y := |[[e¥*||"1eN*. Aus der allgemeinen Fehleri-
dentitét (5.2.77) folgt

llex™ I = Z { {(Dvens 2 — 21) + (Ven, V(z — z)) } dt + ([en]* ™, (2 — Zh)(ufm)}

1,

(5.2.78)

mit einer beliebigen Approximation z, € Vj, zur dualen Losung z. Wir nutzen nun die
Losungseigenschaften von w und integrieren auf jeder Zelle K" partiell bzgl. des Orts:

el —Z Z / {0 — O Up, 2 — 21) ger — (Au — AUy, 2 — 23) g

n=1 K eT},

— (On(U = )= = mdarz e+ (U=t (2 = 2) D) ).
Dies ergibt

=3 3 /{ (U), 2 — )i — S(0uUM), 2 — 51)orce} d

w=1 KheT)
(O (= )

mit dem Residuum R(Uy) := f — 0,Uy + AU, und dem Sprung [9,U] von 9,U), iiber
die Zellkanten. Durch Anwendung der Holder’schen Ungleichung erhalten wir

<3 Y {IR@larls - les

p=1KjicT! (5.2.79)
+ $10.Unllloqellz — znllage} dt + Ul kel (z — Zh)<“_1)+||K¢f}7

KR

Wir wéhlen nun fiir z;, die natiirliche Interpolierende I}, xz € V}, , welche zellweise definiert
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ist durch die Vorschrift
Inr2r, = k;l/ zdt, Iprz ke = konstante Interpolation von z. (5.2.80)
Iﬂ

Dann gelten die Interpolationsabschétzungen (Beweis mit Hilfe einer Variante des Bramble-
Hilbert-Lemmas)

|z = Inxzllgr < ciwh(z2), (5.2.81)
h'}L/QH’Z — Inpzllagr < ¢ wh(2), (5.2.82)
k20 (2 = Tug2) 0 g < ciwli(2), (5.2.83)

wobei
wh(z) = kullOzllgu + k2107 2l gu + Ml V22 gu-

Die ,Interpolationskonstante” ¢;, welche in die a posteriori Fehlerabschitzung (5.2.71)
eingeht, hat dabei in der Regel die Gréfie ¢; ~ 0,1—1. Einsetzen dieser Abschitzungen
in (5.2.79) und Anwendung der Schwarz’schen Ungleichung ergeben

et <ad 3 IR os + b2 10 Uilogs + ;2N e o),
w=1 KL eT},
Dies impliziert die Behauptung. Q.E.D.

Zur konkreten Auswertung der a posteriori Fehlerabschétzung (5.2.71) miissen die Ge-
wichte w]"(z) berechnet werden. Dazu wird analog zum stationéren, elliptischen Fall das
duale Problem (5.2.72) numerisch auf dem aktuellen Gitter gelost. Mit der resultierenden
diskreten dualen Losung z, wird dann approximiert geméaf:

wh(z) ~ &l = Kk [za)" s + Rl Vizl

o (5.2.84)

wobei V7zj, ~ V22 ein geeigneter Differenzenqotient ist. Auf der Basis der approximati-
ven a posteriori Fehlerabschétzung

llei Il = (U —czz > ph(U) @(2) (5.2.85)
w=1 KLeTy

kénnen nun simultan das Ortsgitter und die Zeitschrittweite adaptiert werden. Dabei
werden in einem iterativen Prozess die Ortsresiduen

Wt (Un) = IRWW) lgr + b M110.Unl g,

und Zeitresiduen
P (Un) =k, 2N [U e,

durch Anpassen von h, und k,, balanciert, bis 7(U,) < TOL fiir eine vorgegebene
Fehlertoleranz TOL.
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Analoge Resultate gelten fiir andere Fehlermafe, z. B. den globalen L2-Fehler auf Qr:

1/2
Ier) = lenllos = ([ lent?ar) ™ (5.2.36)
In diesem Fall gilt die a posteriori Fehlerabschitzung (5.2.85) mit dem dualen Problem
~Oz — Az = |lenll oY en i Qx [0,t], zp0 =0, 2z, = 0. (5.2.87)

Die Wirksamkeit der adaptiven Steuerung der Ortsgitterweite auf der Basis dieser a po-
steriori Fehlerabschéatzungen wird anhand eines einfachen Beispiels demonstriert.

Beispiel 5.1: Wir l6sen die inhomogene Wirmeleitungsgleichung
du—Au=f in Qr, uga=0, up =1’ (5.2.88)
auf dem Einheitsquadrat € = (0,1)?. Als ,exakte* Losung wird angesetzt:

1 . T
u(w,t) == 1T o — 202 2% = (2 + Lcos(2rt), } + Lsin(2nt)) ",

woraus sich Anfangswert und rechte Seite ergeben zu
u(z) == u(x,0), f(z,t) = dwul(z,t) — Au(z,t).

Diese Losungsfunktion beschreibt einen ,,Hiigel“ im Gebiet (0,1)?, der wihrend des Zei-
tintervalls / = [0,1] einmal im Kreis um den Punkt (1,1) herumléuft. Die Grofie bzw.
Steigung des Hiigels lasst sich durch Wahl des Parameters « steuern. Fiir den Test wird
a = 50 gesetzt. Die sich damit ergebenden Gitter sind in Abb. 5.2 und 5.3 gezeigt.

]

T
HHH

maa;
mEs
jE

T
He
T
T

5T

e
N
T

Abbildung 5.2: Gittersequenzen bei Kontrolle des Endzeit-L*-Fehlers ||ear|lq ; Quelle: R.
Hartmann, ,A posteriori Fehlerschitzung ... fir die Wdarmeleitungsgleichung®, Diplom-
arbeit, Univ. Heidelberg, 1998.
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Abbildung 5.3: Gittersequenzen bei Kontrolle des globalen L%-Fehlers |lellaxr (unten); Quelle:
R. Hartmann, ,A posteriori Fehlerschitzung ... bei Galerkin-Verfahren fir die Wirmeleitungs-
gleichung®, Diplomarbeit, Univ. Heidelberg, 1998.

5.3 Verallgemeinerungen und Lésungsaspekte

Wir haben als Modellfall die Wirmeleitungsgleichung
Ou—aAu=f in Qr=Qx][0,T], (5.3.89)

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen ujpq = 0 und einem konstanten ,, Diffusions-
koeffizienten a > 0 betrachtet.

i) Verallgemeinerungen:
Wir lassen nun zu, dass der Koeffizient a = a(x,¢) vom Ort und von der Zeit abhéngt.
Das Problem schreibt sich dann in der Form

Owu—V-{aVu} =f in Qr=Qx[0,T]. (5.3.90)

Die oben betrachteten Zeitschrittverfahren lassen sich in der Regel leicht auf diesen allge-
meineren Fall ibertragen. Wir wollen dies anhand des Crank-Nicolson-Verfahren disku-
tieren:

O =0 + 5 (ARUy + AP o) = (4 1) (5.3.91)

mit der Ortsdiskretisierung Ap(t) des Operators —V - (a(+,t)V) . Dabei werden fiir Funk-
tionen w(t) die abkiirzenden Bezeichnungen w™ := w(t,,), w™ /2 = W(tm—1/2) und
tno1/2 1= %(tm + tm_1) verwendet. Dies entspricht der sog. ,,Sehnentrapezregel“; Anwen-
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dung der , Tangententrapezregel“ fiihrt auf das Schema:
e (7 v I e O I (5.3.92)

Beide Verfahrensvarianten sind unbedingt stabil und von der Konvergenzordnung O(k?* +
h?) . Zu Threr Analyse ist das elegante Spektralargument aus dem vorigen Abschnitt leider
nicht mehr geeignet, da der Operator Ay (t) nun mit der Zeit variiert. Statt dessen verwen-
det man die flexiblere , Energietechnik® und behélt im wesentlichen dieselben Aussagen
wie im autonomen Fall, allerdings mit wesentlich mehr Aufwand. Im (praktisch wichti-
gen) nichtlinearen Fall a = a(u(t)) wird zweckméBigerweise die Tangententrapezform des
Crank-Nicolson-Schemas verwendet:

KLU - U+ A (AU umh) = £V (5.3.93)
Hier ist auch die BDF(2)-Formel gut anwendbar:
2k~ (BUR — AU+ U 2) 4+ A(UR) = fi (5.3.94)

Eine Stabilitdts- und Konvergenzanalyse steht aber aufierhalb des Rahmens dieses Textes.

ii) Berechnung der Startwerte:

Bei der Durchfiihrung jedes Zeitschritts ist die rechte Seite aufzubauen, welche die In-
formation vom vorausgehenden Zeitlevel beinhaltet. Dabei ist unter Umsténden eine L2-
Projektion auf das aktuelle Gitter vorzunchmen.

a) Anfangswert: Die Auswertung des Anfangswerts Uy kann meist durch einfache, lokale
Interpolation (oder Restriktion) des kontinuierlichen Anfangswerts v’ auf das Gitter
erfolgen. Im Fall eines irreguliren Anfangswerts, etwa u® ¢ C(€Q), ist jedoch Vorsicht
geboten. Zur Gewdhrleistung der vollen ,,Glattungseigenschaft® der Diskretisierung (im
Ort sowie in der Zeit) sollte Uy als L*-Projektion ausgewertet werde gemé#s:

(UL, n) = (W, 0n)  on € Vi (5.3.95)

b) Ortsgitterwechsel: Verédndert sich die Ortsdiskretisierung vom Zeitlevel ¢, 1 zum Zeit-
level t,,, so muss die vorausgehende N#&herung U;l”_l € th_l auf das neue Gitter trans-
feriert werden. Im FE-Kontext geschieht dies zwangsldufig geméafl

(U en) Yon € VT, (5.3.96)

was gleichbedeutend mit der Auswertung der L?-Projektion P,:”U,’l"_1 € V" ist. Dieser
unscheinbare Schritt kann unter Umsténden die ,, teure” Komponente des ganzen Losungs-
prozesses sein. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden Gitter T’,?*l und T} vollig un-
abhéngig voneinander erzeugt werden. Zur Auswertung von (5.3.96) miissen Zellintegrale
iiber Produkte von Knotenbasisfunktionen berechnet werden:

m—1,7 mmn
%) o d.
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Normalerweise geschieht dies mit Hilfe von Quadraturformeln. Da die Funktion nphm_l"j auf

der Zelle K" aber in der Regel nur stiickweise glatt ist,wére das zu ungenau. Der dadurch
in jedem Zeitschritt eingeschleppte Fehler wiirde im Verlaufe der Rechnung akkumulieren
und das Ergebnis stark verfdlschen. Die Verwendung von Quadraturformeln besonders
hoher Ordnung (z.B. 3 x 3-Gauf-Formeln) behebt diese Schwierigkeit nicht, da letztere
zur Erreichung ihrer hohen Genauigkeit natiirlich auch eine entsprechend hohe Regularitét
des Integranden benotigen. Gerade diese ist aber im betrachteten Fall nicht gegeben. Es
gibt im wesentlichen drei Wege zur Losung dieses technischen Problems:

- Es werden ,summierte Quadraturformeln auf den einzelnen Zellen K" verwendet;
etwa durch Unterteilung in 4 — 16 Unterzellen. Dies erhoht zwar nicht die Ordnung der
Integration, vermindert aber die relevante Fehlerkonstante.

- Die Integration wird fiir den stiickweise polynomialen Integranden ,exakt* durchgefiihrt.
Dazu ist die Bestimmung aller Teilstiicke von K" erforderlich, auf denen ¢} " glatt
ist. Dies wird bei, unstrukturierten Gittern in 3-D allerdings sehr aufwendig.

- Gehoren die Gitter T;*™' und T7* zu einer Familie von hierarchisch verfeinerten Git-
tern, kann diese Strukturinformation zur effizienten Berechnung der Integrale verwendet
werden, da die Lage der kritischen Knicklinien von <pzl_1’j durch die reguldre Verfeine-
rung bestimmt ist.

iii) Losungskomplexitit:
Wir betrachten wieder den Modellfall der homogenen Warmeleitungsgleichung auf dem
Einheitsquadrat Q = (0,1)? C R?,

Ou—Au=0 in Qr, (5.3.97)

welche auf einem dquidistanten Gitter mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator diskretisiert
sei.

— FEzplizite Verfahren (etwa das explizite Euler-Schema) erfordern in jedem Zeitschritt
eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit einem arithmetischen Aufwand O(N). Die Stabi-
litdtsbedingung k < ch? erzwingt etwa M ~ h™2 ~ N Zeitschritte pro Zeiteinheit. Dies
bedeutet einen Gesamtaufwand von O(N?) OP.

— Implizite Verfahren erfordern in jedem Zeitschritt die Losung eines linearen Gleichungs-
systems, erlauben aber grofere Zeitschritte. Zur Uberbriickung einer Zeiteinheit sind aus
Genauigkeitsgriinden in der Regel M ~ h™! Zeitschritte erforderlich. Wir diskutieren ex-
emplarisch das Crank-Nicolson-Verfahren. Bei zeilenweiser Numerierung der Gitterpunkte
haben die resultierenden Gleichungssysteme

(I, + %akAh)Um = (I, — %akAh)Um_l (5.3.98)
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die Koeffizientenmatrix Ly, := I, + 3akAy, , wobei wieder

B,, —I, 4 -1
I, Bn —In -1 4 -1
Ah: N Bm: m
7]m Bm -1 4 -

mit der m x m-Einheitsmatrix I,,, . Die Eigenwerte dieser Matrix sind gegeben durch:
Au(Ly) =14 Sakh™{4 = 2(cos(kh) + cos(lhm))},  k,l=1,..,m.
Damit ergibt sich ihre Spektralkondition zu

Amae(Lp) 1+ dakh~?
)\min(Lh) 1+ akm? ’

condy(Ly) = (5.3.99)

Wir haben also unterschiedlich kritische Konditionierung abhangig von der Relation zwi-
schen & und A . Im Hinblick auf eine Balancierung von Orts- und Zeitfehler ist die Wahl
k ~ h sinnvoll. In diesem Fall ist dann

Ka(Lp) = O(h™Y). (5.3.100)

Im parabolischen Fall ist in der Regel die Konditionierung der zu lésenden impliziten
Gleichungssysteme also weniger kritisch als bei elliptischen Problemen. Bei Einhaltung
der (natiirlich unrealistischen) Schrittweitenrelation k ~ h? wird sogar ra(Ly) = O(1),
und der Losungsaufwand der impliziten Verfahren néhert sich dem der expliziten.

Zur Losung des Systems (5.3.98) konnen alle oben diskutierten Methoden verwendet
werden. Da sich im autonomen Fall die Matrix L, von Zeitschritt zu Zeitschritt nicht
dndert, bietet sich die direkte Losung mit Hilfe einer einmaligen Cholesky-Zerlegung zu
Beginn der Rechnung an (wenn dies speichertechnisch méglich ist). Dieser Ansatz er-
fordert es aber, den Zeitschritt &k konstant zu halten, was in den meisten praktischen
Fallen nicht ckonomisch ist. I. Allg. muss in jedem Zeitschritt eine ,neue“ Matrix in-
vertiert werden, was die Verwendung iterativer Losungsverfahren impliziert. Dabei steht
mit U,T_l ein meist recht guter Startwert zur Verfiigung. Bei Verwendung eines Mehr-
gitterverfahrens bietet sich daher die Organisation im F-Zyklus an. Haufig ist wegen der
vergleichsweise moderaten Konditionierung der Matrizen L, (bei kleiner Zeitschrittwei-
te) zu ihrer Invertierung ein normales CG-Verfahren ausreichend schnell, so dass sich
der Einsatz der komplizierten Mehrgitteriteration eriibrigt. Dies héngt aber sehr von der
jeweiligen konkreten Situation ab.

iv) Splitting-Methoden (ADI-Verfahren):

In hoheren Raumdimensionen ist die Losung der Gleichungssysteme in jedem Zeitschritt
eines impliziten Verfahrens kostspielig und kann Rechnungen iiber sehr lange Zeitinter-
valle T > 1 unmdéglich machen. Der Ubergang zu expliziten Schemata ist in der Regel
wegen der damit verbundenen Zeitschrittrestriktion auch nicht sinnvoll. In dieser Situa-
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tion stellen die sog. ,,Splitting-Methoden® eine attraktive Alternative dar. Diese zerlegen
die Losung der vollen d-dimensionalen Gleichungssysteme in eine Folge von tridiagona-
len Systemen (wie im I-dimensionalen Fall), welche mit optimaler O(N)-Komplexitit
gelost werden konnen. Ein Vertreter dieses Verfahrenstyps ist das ,, ADI-Verfahren* (Al-
ternating Direction Implicit Iteration) nach Peaceman-Rachford, welches wir bereits im
Zusammenhang mit iterativen Losungsverfahren fiir spezielle ,separable* Gleichungssy-
steme kennengelernt haben. Bei mehrdimensionalen, parabolischen Problemen wird es
nun als Diskretisierungsverfahren eingesetzt.

Wir betrachten wieder die Warmeleitungsgleichung auf dem Einheitsquadrat € =
(0,1)%,

Ou—aldu =0 1in Qr, (5.3.101)

welche auf einem dquidistanten Gitter mit dem 5-Punkte-Differenzenoperator diskretisiert
sei. Bei zeilenweiser Numerierung der Gitterpunkte haben die aus dem Crank-Nicolson-
Verfahren resultierenden Gleichungssysteme die Gestalt

(In + 3akAp)U™ = (I, — 2akA,)U™ . (5.3.102)

Der Differenzenoperator Aj, wird auf dem kartesischen Tensorprodukt-Gitter in seine
Bestandteile bzgl. der einzelnen Koordinatenrichtungen zerlegt geméaf3

Ap = Ap1 + Apo.
Entsprechend erhilt das Gleichungssystem (5.3.102) des Crank-Nicolson-Schemas die Form
(Ih + %ak(Ah,J + Ahg))Um = (Ih — %ak‘(Ah,l + A}hg))Umil

Die A;,; sind Tridiagonalmatrizen. Es wird dann unter Einfithrung von Zwischenwerten

U;n_l/Q wie folgt iteriert:

(Ih + %akAh71)U}T_1/2 = (Ih — %akAh72)U}T71
(In + LakAp2) U = (I, — Lak A, )UP 2,

Die ADI-Methode kann als ein Mehrschritt-Differenzenschema interpretiert werden, wo-
bei allerdings die Zwischenwerte keine physikalische Relevanz haben. In jedem Teilschritt
miissen Gleichungssysteme mit Tridiagonalgestalt gelost werden. Wir wissen bereits von
der Diskussion der iterativen Losungsverfahren, dass der ADI-Algorithmus fiir jeden Wert
des Parameters ak > 0 gegen die Losung U;° des Gleichungssystems A,Up® = 0 konver-
giert. Dies ist auch , physikalisch sinnvoll, da ja im homogenen Fall ( f = 0) auch fur die
exakte Losung gilt u(t) — 0 (¢t — 0o) . Damit erweist sich das ADI-Verfahren automatisch
als unbedingt numerisch stabil. Durch Elimination des Zwischenwertes U;" ~12 erhalten
wir

(I + $kAp )T+ 3kAp2) Ut = (I — kApa) (I — $kAw) U (5.3.103)
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Der Abschneidefehler dieser Differenzenformel erlaubt die Abschétzung
|7 ] < c{k2 max |0Pu| 4+ h* max \V4u|}. (5.3.104)
’ Qr Qr

Eine Konvergenzanalyse ist leicht moglich, wenn wir wieder annehmen, dass die Zerle-
gungsmatrizen Ap; und Ao kommutieren, d.h.: Ap1Ape = Ap2Ap;. In diesem Fall
besitzen sie ein gemeinsames ONS von Eigenvektoren {v™, n = 1,..., N} zu Eigenwer-
ten A, = Ap(Ap1) und g, = g, (Ap2) . Die Koeffizienten in der Entwicklung

N
U= Z o/y”v(”)
v=1

werden dann durch das ADI-Schema wie folgt fortgepflanzt

a™ = (1 B %kAﬂ)(l B %kﬂn) a’m—l
(4SRN Skp,)

(5.3.105)

Hieraus folgt wieder, analog zum Crank-Nicolson-Schema, direkt die unbedingte Stabi-
litat des ADI-Schemas. Fiir die Fourier-Koeffizienten a,(t) der ortlich semi-diskreten
Approximation wuy(t) gilt

(b)) = e FOnF) o (£ ). (5.3.106)
Aus der Beziehung fiir z = 21 + 29, 2; <0,

1+%Zl 1+%Zg
17%21 1*%22

={e? +O0(|u)} {e* + O(|*)} = "+ O(|z*) (5.3.107)

erhélt man durch Adaption des Arguments, welches bei der Konvergenzanalyse der Padé-
Verfahren verwendet wurde, den folgenden Satz.

Satz 5.7 (ADI-Verfahren): Angewendet auf die 5-Punkte-Diskretisierung der Wirme-
leitungsgleichung auf dem Einheitsquadrat ist das ADI-Verfahren fir jede Zeitschrittweite
k stabil und mit 2. Ordnung konvergent:

U —u™ ||, < c{k‘2 max |0Pu| + h? max |V4u|}. (5.3.108)

Qr Qr
Beweis: Der Beweis bedient sich wieder der Spektralmethode und wird ausgelassen.
Q.E.D.

Der ADI-Ansatz ist generell auf (kartesischen) Tensorproduktgittern in beliebigen
Raumdimensionen moglich, wenn der zugrunde liegende Differentialoperator ,,separabel
ist, d.h. additiv in eindimensionale Operatoren zerfillt, wie z.B. der Operator

Lu = —9u — O3u + Oyu + dou + u.
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In allgemeineren Situationen (z. B. bei Auftreten gemischter Ableitungen 9;0u oder auf
unstrukturierten Gittern) sind additive Zerlegungen von A in tridiagonale Teilmatrizen
nicht mehr moglich, und der Wert des ADI-Ansatzes wird zweifelhaft.

5.4 Ubungen

Ubung 5.1: Das implizite Euler-Verfahren angewendet auf eine FE-Diskretisierung des
(homogenen) Wéarmeleitungsproblems

Ou—Au=0, t>0, up= u®, ujgn = 0,
mit linearen oder bilinearen Ansatzfunktionen fithrt auf eine Folge von linearen Systemen
MU™ + KA, U™ :MhUmil, m>1, UO:PhuO,

mit der zugehorigen Massematrix M), und Steifigkeitsmatrix Ay . Man zeige:

a) Die Auswertung der Elemente der Massematrix mit der Trapezregel ergibt eine Diago-
nalmatrix (sog. ,Masse-Lumping*).

b) Auf Triangulierungen ohne stumpfe Innenwinkel ist die durch Masse-Lumping entste-
hende Systemmatrix M), + kA, diagonal-dominant und vom nicht-negativen Typ, d. h.
eine M-Matrix.

c¢) Anspruchsvolle Zusatzaufgabe: Der Lumping-Prozess bewirkt einen Zusatzfehler der
GroBe |[U™ —U™| = O(h?).

Ubung 5.2: Man leite eine Bedingung fiir die L>-Stabilitit sowie die L®-Stabilitéit des
Wirmeleitungsproblems aus Aufgabe 13.1 auf dem Einheitswiirfel im R3 her. Die Orts-
diskretisierung erfolge mit dem 7-Punkte-Differenzenoperator auf einem (dquidistanten)
kartesischen Gitter mit Gitterweite h. (Hinweis: Man iibertrage die Argumentation aus
der Vorlesung von zwei auf drei Raumdimensionen.)

Ubung 5.3: Die Wirmeleitungsgleichung
O —alAu=f, t>0, w—g=u’, o = 0,

auf einem Polygongebiet 0 C R? mit Wirmeleitkoeffizient a > 0 werde im Ort mit
einem linearen FE-Ansatz auf einer quasi-gleichférmigen Folge von Triangulierungen der
Gitterweite h und in der Zeit mit dem impliziten Fuler-Schema mit Schrittweite &k dis-
kretisiert:

MU™ + kA, U™ = MU™ " + kb™, m>1, U°= P’

Man untersuche die Abhéngigkeit der Konditionierung der zugehorigen Systemmatrix
My, +kA;, von den Diskretisierungsparametern b und k. (Hinweis: Man betrachte zunéchst
den Spezialfall, dass 2 das Einheitsquadrat mit einem gleichférmigen Rechteckgitter ist
und die Massematrix M unter Anwendung der Trapezregel (,Masse-Lumping®) nur
niherungsweise berechnet wird.)





