3 Finite-Elemente-Verfahren fiir elliptische Probleme

In diesem Kapitel werden wir die modernen Finite-Elemente-(Galerkin)-Methoden zur
Losung elliptischer Randwertaufgaben (RWAn) diskutieren. Der Ubersichtlichkeit halber
werden wir uns dabei auf das Modellproblem der Poisson-Gleichung mit Dirichletschen
Randbedingungen, d. h. auf die 1. RWA, beschréinken:

Lu:=—=Au=f in Q, wu=g auf 0. (3.0.1)

Das Definitionsgebiet 2 € R? wird zuniichst wieder als glatt berandet oder als konvexes
Polygongebiet vorausgesetzt. Die Problemdaten f, g sind ebenfalls glatt, so dass die im
vorigen Kapitel beschriebenen Resultate anwendbar sind. Erweiterungen fiir Probleme mit
variablen Koeffizienten oder anderen Randbedingungen sowie auf drei Raumdimensionen
werden wieder in Bemerkungen beriicksichtigt.

3.1 Allgemeine Projektionsverfahren

Ausgangspunkt ist die variationelle Formulierung der RWA. Wir erinnern an den oben
diskutierten Ansatz zu einer allgemeinen Losungstheorie. Eine , schwache® bzw. | verall-
gemeinerte“ Losung der 1. RWA des Laplace-Operators (zu den Randdaten g = 0) ist
definiert als das (eindeutige) Minimum auf dem Sobolew-Raum Hj(f2) des Energiefunk-

tionals
E(v) = |Vv[* = (f,v) — min.

Wir verwenden hier und im folgenden wieder die Bezeichnungen

(v, w) ::/Qv(x)w(x)dx, o] := (/Qv(x)|2dx)1/2, Vol = (/QVv(x)|2d:):)1/2

Uber den Variationsansatz

d
£E(u +ep)le=o =0 Vo € Hy(),

erhalten wir die dquivalente Variationsgleichung (Stationéritdtsbedingung)
ueV: (Vu,V)=(f,¢) Yo Hi(Q). (3.1.2)

Wir erinnern daran, dass das natiirliche Skalarprodukt des Raumes H(}(2) gerade durch
das sogen. ,,Dirichlet-Produkt“ (Vuv, Vw) gegeben ist. Zum Nachweis der Definitheit die-
ses Ausdrucks haben wir die Poincarésche Ungleichung verwendet:

lvll < dol|Voll, v e Hy(). (3.1.3)

Bemerkung 3.1: Im Falle inhomogener Randbedingungen wpq = g geht man wie folgt
vor. Wir nehmen an, dass die Randwerte als Spur einer Funktion g € H'(Q) gegeben

7
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sind: g = gjoq . Fiir die Funktion v :=u — g € Hg(Q2) gilt dann im Falle Ag € L*(Q):

(Vo, Vo) = (f.0) — (A, @) =: (f,0) Ve € H)(Q),

d. h.: Die Funktion v geniigt einer Variationsgleichung der Art (3.1.2). Im folgenden
konnen wir also 0.B.d.A. stets homogene Dirichlet-Randbedingungen annehmen.

Bemerkung 3.2: Im Fall von Neumannschen Randbedingungen Onujpq = g wird der
Sobolew-Raum H'(€) (ohne Vorgabe von Randwerten) verwendet und die zugehorige
variationelle Formulierung lautet

we H(Q): (Vu, Vo) = (f,9) + (9, p)on Vo € H'(Q). (3.1.4)

Um die eindeutige Losbarkeit zu sichern, muss in diesem Fall noch eine Zusatzbedingung
gestellt werden, um konstante Losungen auszuschliefen, z. B.: die Normierungsbedingung
(u,1)q = 0. Ferner muss die Vertraglichkeitsbedingung (f,1) + (g, 1)g9q = 0 erfiillt sein.
Jede hinreichend glatte Losung von (3.1.4) erfiillt dann neben der Differentialgleichung
—Au = f auch notwendig die in der variationellen Formulierung implizit enthaltene
natirliche Randbedingung 0,ujpo = g (Beweis dhnlich wie im Fall der 1. RWA durch
partielle Integration und Variation der Testfunktion). Eine dhnliche Konstruktion liefert
auch die variationelle Formulierung im Fall der 3. RWA, d. h. fiir Robinsche Randbedin-
gungen.

Bemerkung 3.3: Nicht alle elliptischen RWAn lassen sich nicht iiber den Energiemini-
mierungsansatz behandeln. Ein typisches Beispiel ist die Diffusions-Transport-Gleichung

—Au+du=f in Q, wu=g auf ). (3.1.5)
Ihre variationelle Formulierung lautet
(Vu, Vo) + (diu, ) = (f,9) Vo € Hy(Q). (3.1.6)

Diese besitzt ebenfalls eine eindeutige Losung u € HE(Q), was sich weiter unten als
Folgerung eines allgemeineren Resultats ergeben wird.

Die folgende Diskussion wird in einem etwas abstrakteren Rahmen durchgefiihrt, wel-
che an den obigen Beispielen orientiert ist und diese als Sonderfille beinhaltet. Sei-
en V ein allgemeiner Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-)y und zugehoriger Norm
-1y = (- ~)1/2 und a(-, ) : VXV — R eine beschrinkte Bilinearform sowie () : V — R
eine beschrinkte Linearform:

la(v,w)| < allvllvfwlv, i) <Allvllv, v,weV. (3.1.7)

Mit diesen Bezeichnungen betrachten wir die folgende allgemeine Variationsgleichung:
Bestimme u € V', so dass

a(u,p) =1(p) VoeV. (3.1.8)
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Zum Nachweis, dass diese Aufgabe auch eine Losung besitzt, postulieren wir, dass die
Bilinearform a(-,-) ,(stark) V-elliptisch® ist, d. h.:

a(v,v) > &|v|%, vev, (3.1.9)

mit einer Konstante x > 0. Allgemeiner wird die Bilinearform af(-,-) ,koerzitiv¢ (oder
yregular) genannt, wenn gilt:

sup a(v, ¢) >y lollv, sup a(p,v)

> lolly, veV, (3.1.10)
eV llellv peV lellv

mit einer Konstante v > 0.

Hilfssatz 3.1: (Lax!'-Milgram?-Lemma) Unter den obigen Voraussetzungen besitzt die
Gleichung (3.1.8) eine eindeutige Lisung u € V', fiir welche die a priori Abschitzung gilt:

1
ullv < ;H” Ve, (3.1.11)

mit der ,,Dualnorm* ||l|lv+ := sup ey, o)y =13 11(©)] -

Beweis: Fiir jedes feste v € V' definiert a(v,-) ein lineares, stetiges Funktional auf V.
Nach dem Rieszschen® Darstellungssatz existieren Elemente Av € V und f € V', so dass

CL(Uv 90) = (A’U, W)Vv l((p) = (fa @)V7 peV.

Die Zuordnung v +— Av definiert eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft

[Av]

ve < aljollv,

d. h.: A ist beschrinkt. Die Aufgabe (3.1.8) ist offenbar dquivalent zu der Gleichung
Au=f. (3.1.12)

Wir wollen zeigen, dass die Abbildung

veV = Tsw:=v—3§Av—f) eV

! Peter David Lax (1926-): US-Amerikanischer Mathematiker ungarischer Abstammung; Prof. an der
New York University und am Courant-Institut; wichtige Beitrige zur Analysis, insbesondere zu den par-
tiellen Differentialgleichungen der Math. Physik, und zur Numerik.

2 Arthur Norton Milgram (1912-1961): US-Amerikanischer Mathematiker; Prof. an der Univ. of Min-
nesota, Minneapolis, USA; Beitrige u. a. zur Funktionalanalysis und ihren Anwendungen in der Theorie
partieller Differentialgleiochungen; am besten bekannt durch das sog. ,Laz-Milgram-Lemma* zus. mit P.
Laz (1954).

3Frigyes Riesz (1880-1956): Ungarischer Mathematiker; Prof. in Szeged und Budapest; fundamentale
Beitriige zur Funktionalanalysis, insbesondere der Fourier-Analysis im Hilbert-Raum als theoretische
Grundlage der frithen Quantenmechanik.
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fiir einen geeigneten Wert 6 > 0 eine Kontraktion auf ganz V ist. Dann besitzt die
Fixpunktgleichung
Tsv=0v

eine eindeutige Losung u € V', welche wegen 0 = v — Tyv = §(Av — f) dann auch
(eindeutige) Losung von (3.1.12) bzw. (3.1.8) ist. Die Kontraktionseigenschaft ergibt sich
aus der Beziehung

o —0Av|I% = [|vll} — 26 a(v, v) + 6%|| Av]f},
<(1-26k+ 620z2)|\v|\%,,

fir 0 < § < 2rx/a?. Die a priori Abschitzung (3.1.11) ergibt sich dann direkt durch
Testen mit ¢ := u in der Variationsgleichung (3.1.8). Q.E.D.

Die beiden obigen Beispiele zur 1. RWA passen in diesen Rahmen mit den natiirlichen
Setzungen V := H}(Q), I(v) := (f,¢) und

a(v,w) := (Vv, Vw), a(v,w) := (Vu, Vw) + (010, w).

Die Beschrianktheit dieser Formen ergibt sich direkt mit Hilfe der Holderschen und der
Poincaréschen Ungleichung. Thre V-Elliptizitéit ergibt sich unmittelbar:

a(v,v) = [ Vo[ = [lv[f?,
bzw. unter Beachtung von vjgq = 0:

a(v,v) = || Vo|* + (01v,v) = || Vv||* + %(811)2, 1)
= [Vol” + 3 (n10%, 1)aq = |V]]> = [Jv][{.

Durch geeignete Setzungen lassen sich auch die variationellen Formulierungen der 2. und
3. RWA in diesen abstrakten Rahmen einordnen.

Zur Approximation der Variationsgleichung (3.1.2) werden endlich dimensionale Teil-
raume

Vi CV (0<h< h)

ausgewéhlt, deren Feinheit durch einen Diskretisierungsparameter h (z. B.: Gitterweite)
charakterisiert ist.

i) Im Fall einer symmetrischen Bilinearform a(-,-) bestimmt das klassische ,Ritzsche?
Projektions-Verfahren“ Nédherungslosungen wuy € V), durch die Vorschrift

E(up) = min E(vy) (3.1.13)

vpeV

4Walter Ritz (1878-1909): Schweizer Physiker; Prof. in Ziirich und Géttingen; Beitriige zu Spektral-
theorie in der Kernphysik und Elektro-Magnetismus.
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oder dquivalent durch die diskrete Variationsgleichung

a(uhv(ph) = (f7 Wh) v@h S Vh' (3114)

Die (eindeutige) Existenz der diskreten Losung uy € Vj, folgt mit demselben Argument
wie beim kontinuierlichen Problem. Diese Analogie der Schlufiweisen von kontinuierli-
cher und diskreter (endlich dimensionaler) Situation ist die charakteristische Stérke der
Projektionsmethoden im Gegensatz zu den Differenzenverfahren. Die Bezeichnung Pro-
jektionsverfahren ist motiviert durch die Beziehung

a(u—up,pn) =0 @5 € Vi, (3.1.15)

welche man durch Subtraktion der Gleichungen (3.1.2) und (3.1.14) erhilt. Sie kann geo-
metrisch dahingehend interpretiert werden, dass der Fehler e, := u — u;, bzgl. des Ska-
larprodukts a(-,-) senkrecht auf dem Ansatzraum V}, steht. Dies impliziert auch die sog.
,Bestapproximationseigenschaft“ fiir den Approximationsfehler e; bzgl. der natiirlichen
,Energie-Norm*® || - ||, := a(-,-)/?, denn mit beliebigem ¢, € V}, gilt:

H€h||§ = alen, en) = alen, u — @n) + alen, pn — un) < |lenllallu — @nlla

bzw.

enlle < inf ||Ju — a 3.1.16

Jenlle < inf flu 1] (3.116)
Da die Normen ||-||, und [|-]|y auf V #quivalent sind, ist die Frage nach der Konvergenz
des Projektionsverfahrens,

lenlly — 0 (h—0), (3.1.17)

damit zuriickgefithrt auf die Frage der Approximierbarkeit von Funktionen v € V' durch
Ansatzfunktionen ) € Vj,:

inf Jlu—ullv = 0 (h—0). (3.1.18)

PhEVR

ii) Wenn die Bilinearform a(-,-) nicht symmetrisch ist, wie beim obigen Diffusions-
Transport-Problem, kann die zugehorige RWA nicht mehr durch ein Minimierungsproblem
charakterisiert werden. Das allgemeine ,,Galerkinsche® (Projektions)-Verfahren“ geht di-
rekt von der Variationsgleichung (3.1.2) aus und bestimmt Ndherungen durch die Bezie-
hung

a(un, pn) = (f,on) Veon € Vi (3.1.19)

Wegen der V-Elliptizitdt der Bilinearform a(-,-) auf dem endlich dimensionalen Teil-
raum V}, folgt unmittelbar die Existenz der (eindeutigen) Losung wuy, € V}, . Die Ortho-

5Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945): Russischer Bauingenieur und Mathematiker; Prof. in St.
Petersburg; Beitréige zur Struktur-Mechanik, insbesondere zur Plattentheorie.
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gonalitdtsbeziehung (3.1.15) bleibt dabei giiltig. Damit erschliefen wir die Quasi-Best-
Approximationseigenschaft (Ubungsaufgabe)

a
leally < - min flu—enlv . (3.1.20)

iii) Eine noch allgemeinere Variante, bei der Ansatzraum V5% und Testraum Ve
unterschiedlich gewahlt werden,

w € Vi aup, n) = (f,on) Vi € Vi, (3.1.21)

ist das sog. ,,Petrow® -Galerkin-Verfahren®. Wir werden spéter Beispiele fiir diesen un-
konventionellen Ansatz kennenlernen.

Zur praktischen Realisierung des Projektionsverfahrens muss die zunéchst abstrakte
Variationsgleichung (3.1.19) im Funktionenraum algebraisiert werden, d. h.: in ein dqui-
valentes algebraisches Gleichungssystem umgewandelt werden. Dazu wihlen wir zunéchst
eine Basis {wﬁf),i =1,..,N}, N:=dimV,, von V, aus und machen fiir die zu bestim-
mende diskrete Losung den Ansatz w, = SV i 1{;}@(] ) Wird dies in (3.1.19) eingesetzt
und ldsst man die Testfunktionen ¢, € Vj, alle Basisfunktionen durchlaufen, ergibt sich
ein lineares (algebraisches) N x N-Gleichungssystem

Zf] ;LJ)aQO (f7 )7 7;:17"';Na

fiir den Vektor & = (fj)é-v:l der Entwicklungskoeffizienten, bzw. in kompakter Schreibweise
A€ =by,. (3.1.22)

Dabei sind die Koeffizientenmatrix A; = (ai]—)ﬁ[jzl sowie die rechte Seite b, = (b)Y,
durch die spezielle Wahl der Basis bestimmt:

— a(eP, o), by = (f, ).

Die Entwicklungskoeflizienten ¢; kénnen sehr unterschiedliche Bedeutung haben; z. B.:
Monom-Koeffizienten einer Polynomdarstellung, Fourier-Koeffizienten einer trigonome-
trischen Entwicklung, Knotenwerte einer stiickweise polynomialen Funktion, u.s.w.. Die
Eigenschaften der Bilinearform af(-,-) iibertragen sich direkt auf die zugehorige Matrix
Ay, . Tst a(-,-) symmetrisch, so auch Ay,

= a(g) o) = a(@)), ¢})) = ayi,

6Georgi Iwanowitsch Petrow (1912-1987): Russischer Ingenieur; 1965-1973 Direktor des Instituts fiir
Raumfahrtforschung; Publ.: ,, Application of the Galerkin method and the problem of flow stability of a
viscous liquid“ (russ.), Prikl. Mat. Mekh. 4, 36-47 (1947)
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und die V-Elliptizitdt von a(-,-) impliziert die Definitheit von Aj , denn fiir z € R™\ {0}
gilt:

N N
(Ahl‘,l‘) = Z aijmixj = Z a(gog),gpg))arzxj
ij=1 ij=1
N ) N ) N 12
= a(ijgogf), ingo,(f)) > /-@H Zx,@ﬁf) . > 0.
j=1 i=1 i=1

3.1.1 Beispiele von Galerkin-Ansatzriumen

Wir wollen einige konkrete Realisierungen fiir den beschriebenen abstrakten Rahmen dis-
kutieren. Bei der Wahl der Ansatzriume V, C V = H}(2) sowie der Basen zur Aufstel-
lung der Gleichungssysteme (3.1.22) sind einige Bedingungen zu beachten:

— Die Berechnung der Matrixelemente a;; = a(cp%j), gpg)) sowie die der rechten Seite

(f, gogf)) sollte ,, billig* sein.

Aus Genauigkeitsgriinden wird die Problemdimension in der Regel sehr grofl sein:
N > 100. Die Matrix A;, sollte daher moglichst diinn besetzt sein, d. h. mdéglichst
viele Nullen enthalten.

— Die Matrix A;, sollte nicht zu schlecht konditioniert sein; akzeptabel sind z. B.
beim vorliegenden Problem condy(A) &~ O(N) — O(N?), wogegen condy(Ap) =~
O(N*) — O(e") nicht praktikabel wiren.

Beispiele von solchen Anséitzen sind:

1) Globaler Polynomansatz: Auf einem Quadrat Q = (0,1)? wird der Tensor-Produkt-
Ansatz gemacht

Vi = Qn(Q) := {p(z,y) = Z ciz'y’}, hi=1/m, N = (m+1)°.
i,j=0
Als Basen kommen dabei in Frage:

a) Monombasis 1, z, y, 22, xy, y°, ...; die zugehorige Matrix A mit den Elementen

1 1
aij://in-Vy”’dxdy, 0<i,j<m,
0 0

verhélt sich dann wie die bekannte Hilbert-Matrix mit exponentiell mit N wachsender
Kondition condy(Ay) = O(e). Dieser Ansatz ist also praktisch unbrauchbar.

b) Tensorprodukt-Basen L2-orthogonaler Polynome wie z. B. Legendre-Polynome oder
Tschebyscheff-Polynome; die zugehorige Matrix A, mit den Elementen

1 1
@ij:/ / v LM drdy, 0<i,j<m,
0 0
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ist dann zwar voll besetzt, hat aber eine wesentlich giinstigere Kondition, conds(A4;) =
O(N) . Dieser Ansatz fiihrt auf die sog. ,,Spektral-Galerkin-Verfahren“, welche bei Pro-
blemen auf geometrisch einfachen (rechteckigen) Gebieten sehr leistungsfihig sind. Die
Bezeichnung ,, Spektralverfahren® rithrt daher, dass man die orthogonalen Polynome auch
als Eigenfunktionen gewisser Differentialoperatoren 2. Ordnung charakterisieren kann.
Wegen ihrer konzeptionellen Beschrankung auf einfache Geometrien wollen wir derar-
tige Methoden hier nicht weiter diskutieren. Stichworte fiir Entwicklungen in Richtung
auf eine Uberwindung dieser Restriktion sind z. B. ,Spektral-Elemente-Methoden® und
»h/p-Finite-Elemente-Methode*.

2) Globaler trigonometrischer Ansatz ( ,echte Spektralverfahren®): Wieder auf einem Qua-
drat = (0,1)? wird der Tensor-Produkt-Ansatz gemacht

m

Vi i =T,(Q) := {t(z,y) = Z cijsin(inz)sin(jry)}, h:=1/m, N =(m+ 1)?.

4,5=0

Als Basen verwendet man dabei die trigonometrische Basis {1, sin(nmx) sin(mmy), ...} .
Die zugehorige Matrix Aj, ist dann vergleichsweise gut konditioniert, conds(Ay) = O(N).
In diesem Fall gibt es mit der schuellen Fourier-Transformation (,FFT“) einen fast opti-
malen Algorithmus mit der Komplexitdt O(Nlog(N)) zur Losung des Gleichungssystems
(3.1.22). Der Nachteil dieses in Spezielfillen sehr leistungsfahigen Ansatzes ist wieder seine
Beschréanktheit auf einfache Rechteckgeometrien und sog. ,,separable“ Differentialopera-
toren mit konstanten Koeffizienten.

3) Stiickweise polynomialer Ansatz (,,Finite Elemente): Um das Problem der Approxi-
mation allgemeiner Gebiete zu lésen, werden Ansatzfunktionen (auch ,Formfunktionen®
genannt) verwendet, welche bzgl. einer Zerlegung von Q in einfache Teilgebiete T', sog.
wZellen | stiickweise polynomial sind. Géngige Beispiele von Zellen sind Dreiecke oder
(konvexe) Vierecke in zwei bzw. Tetraeder oder (konvexe) Hexaeder in drei Dimensionen.
Der Parameter A ist in diesem Fall etwa der maximale Zelldurchmesser.

Wir illustrieren diesen Finite-Elemente-Ansatz anhand eines einfachen Beispiels. Die
1. RWA (3.1.2) sei auf einem (konvexen) polygonalen Gebiet 0 C R? mit homogenen
Randwerten ujpo = 0 und rechter Seite f € L*(Q) gestellt. Die zugehorige Losung
u € H}(Q) ist dann auch im Sobolew-Raum H?(Q) und geniigt der a priori Abschitzung

V2l < es] £, (3.1.23)
wobei ¢g = 1 im Falle eines konvexen Gebiets.

Weiter sei eine Folge von Zerlegungen Tj, = {T'} des Gebiets € in abgeschlossene
Dreiecke T (, Triangulierung®) gegeben mit h := maxy diam(7) — 0. Wir stellen die
folgenden Regularitdtsbedingungen an diese Triangulierung:

i) Strukturregularitit: Je zwei Dreiecke der Zerlegung Q = |J{T € T,} iiberlappen sich
hochstens in gemeinsamen Eckpunkten oder in ganzen Seiten, d. h.: Sog. , hingende*
Knoten auf Dreiecksseiten sind hier nicht erlaubt.
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ii) Formregularitit: Alle Dreicke der Triangulierungen 7' € T) sind von dhnlicher Ge-
stalt, d.h.: Fiir den Inkreisradius pr und Umbkreisradius hp eines jeden Dreiecks 7' gilt
gleichméafig fir h — 0:

hr

max — < ¢ (3.1.24)
TeTy PT

iii) Groflenregularitit: Alle Dreiecke einer Triangulierung T sind von gleicher Grofien-
ordnung, d. h.: Es gilt gleichméBig fiir h — 0:

max hy < ¢ min hp. (3.1.25)
TeT, TETy,

o *>o0 o,y >0
B,Y>o0 g+ 180°
erlaubt verboten!

Abbildung 3.1: Finite-Elemente: Dreiecks- bzw. Vierecksgitter

Auf den Triangulierungen T) definieren wir Ansatzriaume stiickweise linearer Funk-
tionen (,lineare finite Elemente*: Verallgemeinerung des Konzepts eines Polygonzugs auf
hohere Raumdimensionen):

VY = {v, € C(Q)| vnr € P(T), T € Th, vjog = 0} .

Dabei bezeichnet allgemein P,(T") den Vektorraum der Polynome bis zum Grad r > 0
iiber 7. Man {iberlegt sich leicht, dass dadurch tatsdchlich Teilrdume th C HN)
erklart sind. Sei N die Anzahl der ,inneren“ Knoten (Dreieckseckpunkte) der Trian-
gulierung. Jedes v, € Vh(l) ist als stiickweise lineare Funktion eindeutig durch Vorgabe
ihrer Funktionswerte (,Knotenwerte“) in den ,inneren* Dreieckseckpunkten (,Knoten“)
festgelegt. In den Eckpunkten auf dem Gebietsrand 02 ist v, = 0 wegen der Dirichlet-
Randbedingung. In Vh(l) gibt es daher eine natiirliche Basis, die sog. ,,Knotenbasis®“ in
Analogie zur , Lagrange” -Basis“ bei der eindimensionalen Lagrange-Interpolation. Jedem
Knoten a; wird durch die Bedingung

on(a;) =6, j=1,...N,

"Joseph Louis de Lagrange (1736-1813): Franzosischer Mathematiker; 1766-87 Direktor der mathem.
Klasse der Berliner Akademie, dann Prof. in Paris; bahnbrechende Arbeiten zur Variationsrechnung, zur
komplexen Funktionentheorie sowie zur theor. Mechanik und Himmelsmechanik.
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eindeutig eine Funktion ¢} € Vh(l) zugeordnet. Damit gilt dann fiir jedes v, € Vh(l) die
Darstellung

N
v, = Z vh(a,-)go;f).
i=1

Daraus folgt, dass {gag), i=1,...,N} tatséchlich eine Basis von Vh(l) ist. Umgekehrt
léasst sich jeder kontinuierlichen Funktion v € C'(€2) durch die Vorschrift

N

Ly = Z U(ai)go;f)

i=1

eindeutig eine (stiickweise lineare) , Interpolierende* Iv € Vh(l) zuordnen. Offenbar ist
Iyuy, = vy, fir vy, € Vh(l) .

Dieser Diskretisierungsansatz erfiillt offensichtlich die oben formulierten Anforderun-
gen an ein brauchbares Galerkin-Verfahren: Die resultierende Systemmatrix A, ist diinn
besetzt (wegen der geringen Uberlappung der Triiger der Basisfunktionen), und ihre Ele-
mente sind sehr leicht zu berechnen. Wir werden die praktische Berechnung von A; im
Zusammenhang mit allgemeineren Finite-Elemente-Ansétze dieser Art noch eingehender
diskutieren.

Abbildung 3.2: Knotenbasisfunktionen: Lineare und bilineare FE-Ansétze

Fiir die Kondition der Matrix A, werden wir spéter in zwei Dimensionen condy(Ay) =
O(h™2) = O(N) zeigen (dhnlich wie bei der 5-Punkte-Differenzendiskretisierung). Wir re-
kapitulieren fiir das Galerkin-Verfahren mit dem Finite-Elemente-Raum th die asymp-
totische Abschatzung fiir den Fehler ej, := u — uy :

|Ven|| = mir}l) |V (u—¢n)ll- (3.1.26)

Pr€V)

Die Frage ist also, ob es ¢, € V") gibt, so dass |[V(u — @3)]| = 0 (h — 0). Wenn man
nur weil, dass u € H}(Q) ist, dann kann man nur qualitative Konvergenz zeigen. Viel
interessanter wire es, wieder die Konvergenzgeschwindigkeit in Potenzen der Gitterweite
h zu kennen. Hierzu ist aber natiirlich mehr Regularitit der Losung w erforderlich. Fiir
den stiickweise linearen Ansatz werden wir spater im Rahmen einer allgemeinen Theorie
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die folgende Interpolationsabschétzung zeigen:
V(v — )| < erh |V, v € HY Q)N HA(Q). (3.1.27)

(Man vergleiche die analoge Abschétzung, welche in einer Dimension bei der Finite-
Elemente-Approximation eindimensionaler Sturm-Liouville-Probleme verwendet wird.) Un-
ter den bisher formulierten Voraussetzungen lasst sich eine erste quantitative Konvergenz-
aussage fiir das Finite-Elemente-Verfahren ableiten.

Satz 3.1 (Konvergenzsatz): Fir die Galerkin-Approzimation von Problem (3.1.2) mit
Llinearen® finiten Elementen gelten unter den obigen Voraussetzungen die Fehlerabschdt-
zungen

IVeall < cresh (3.1.28)
lleall < cezh® || £, (3.1.29)

mit den Konstanten cr, cs aus den Ungleichungen (3.1.27) und (3.1.23).

Beweis: (i) Die Abschiitzung des sog. ,,Energienorm-Fehlers“ ergibt sich unmittelbar aus
der Best-Approximationsbeziehung (3.1.26), der Interpolationsabschétzung (3.1.27) und
der Regularitdtsabschédtzung (3.1.23):

IVenll < IV (u— L)l < erh [ V2ul| < cresh|f]l-

(i) Zum Beweis der Fehlerabschiitzung in der L?>-Norm verwenden wir ein sog. ,,Dua-
litdtsargument* (,, Aubin® -Nitsche” -Trick®). Sei 2z € H}(Q2) die (schwache) Losung des
Hilfsproblems

—Az = |len]| ten in Q, zjp0 = 0.

Diese ist dann auch in H?(Q), und es gilt die a priori Abschitzung
IV22]| < esl| Azl = es,

wobei wieder c¢g = 1 auf konvexem Gebiet . Nach Konstruktion folgt mit Hilfe der
Galerkin-Orthogonalitit:

Heh” = (veha VZ) = (V@h,V(Z - Ihz))
< Verll IV (z = L2)ll < erh|[Ven [V22]) < cresh [[Venl.

Mit dem Ergebnis (i) ergibt sich damit die gewiinschte Abschitzung. Q.E.D.

Die im Beweis von Satz 3.1 verwendete Schlussweise iiber ein Dualititsargument ist
,das® zentrale Hilfsmittel bei der Konvergenzanalyse von Finite-Elemente-Verfahren. Die-

8Jean-Pierre Aubin (1939-): Franzosischer Mathematiker; Prof. an der Univ. Paris-Dauphine (2004)
emeritiert); Beitréige zur Theorie partieller Differentialgleichungen und ihrer Numerik.

9Joachim A. Nitsche (1926-1996): Deutscher Mathematiker; Prof. in Freiburg; fundamentale Beitrige
zur Theorie der Finite-Elemente-Methode (u. a. L>-Fehlerabschitzungen).
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ses abstrakte Argument entspricht der allgemeinen Regel, dass sich die Analyse der Pro-
jektionsverfahren eng an die abstrakten Hilbertraum-Methoden zur Behandlung des kon-
tinuierlichen Problems anlehnt. Das zentrale Hilfmittel bei der Untersuchung von Dif-
ferenzenverfahren war dagegen das ,,(diskrete) Maximumprinzip®, welches sich mehr an
den klassischen Techniken fiir partielle Differentialgleichungen orientiert. Wir wollen die-
sen Vergleich ,,Finite-Elemente (FEM) - Finite-Differenzen (FDM)“ anhand des Resultats
von Satz 3.1 noch etwas weiterfithren.

Die a priori Fehlerabschitzung (3.1.29) fiir das Finite-Elemente-Verfahren ist zu ver-
gleichen mit der Abschitzung (2.2.37) fiir das Differenzenverfahren (5-Punkte-Diskretisie-
rung mit Shortley-Weller-Randapproximation auf polygonalen Gebieten):

max |ey| < 5, dg My(u)h® + O(Rh?), (3.1.30)
Q

mit der Schranke M, (u) fiir die vierten Ableitungen von w . Beide Abschitzungen zeigen
dieselbe asymptotische Konvergenzordnung O(h?), was aufgrund der verwendeten Diskre-
tisierungsansétze auch zu erwarten ist. Die Unterschiede liegen zum einen in der Art der
Norm, in der der Fehler gemessen wird, und zum anderen in der benotigten Regularitét der
approximierten Losung. Beim Differenzenverfahren erhélt man wegen der Verwendung des
Maximumprinzips punktweise Abschétzungen, wie sie auch der Anwender gern hat. (Der
Ingenieur ist z. B. an der maximalen Auslenkung einer belasteten Briickenkonstruktion in-
teressiert.) Dagegen liefert die Hilbert-Raum-Theorie fiir das Finite-Elemente-Verfahren
zundchst nur Abschiatzungen im quadratischen Mittel, was etwa lokale ,, Ausreifler® an
kritischen Stellen nicht ausschlieBt. (Dem Briickenbauer geniigt so etwas nicht, wenn Feh-
lerspitzen etwa in kritischen Lagerungspunkten der Briicke auftreten kénnen.) Wir werden
spéater die Frage diskutieren, ob und wie man auch fiir das Finite-Elemente-Verfahren Feh-
lerabschitzungen in der Maximumnorm herleiten kann. Die in der Abschétzung (3.1.30)
geforderte hohe Regularitit der Losung ist ein sehr viel schwerwiegender Nachteil unserer
Analyse des Differenzenverfahrens, da diese Regularitatsstufe i. Allg. auf Polygongebieten
und unter realistischen Annahmen an die Problemdaten nicht erwartet werden kann. Wir
bemerken, dass man fiir das Finite-Elemente-Verfahren mit wesentlich mehr technischem
Aufwand ,,optimale Maximumnorm-Fehlerabschitzungen der Form (h > hg > 1)

max |e,| < cMy(u) h?|log hl (3.1.31)
Q

beweisen kann. Allerdings ist auch die abgeschwichte Annahme Ms(u) < oo 1. Allg. noch
zu restriktiv. Fiir das Finite-Elemente-Verfahren ist auch noch unter der Minimalvor-
aussetzung u € H}(Q) wenigstens qualitative Konvergenz gesichert. Seinen eigentlichen
Vorteil, niamlich die grofie Flexibilitit bei der Approximation von komplizierten Geome-
trien auf unstrukturierten Gittern werden wir spéter im Zusammenhang mit der Frage
nach adaptiver Gittersteuerung und Fehlerkontrolle erkennen.
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3.1.2 Diskretes Maximumprinzip fiir Finite-Elemente-Approximationen

Als néchstes wollen wir zeigen, dass Galerkin-Verfahren mit finiten Elementen als An-
satzfunktionen tatséchlich eng verwandt mit Differenzenverfahren sind. Dazu werden die
Elemente der ,,Steifigkeitsmatrix“ Aj, des Finite-Elemente-Verfahrens fiir den Fall ,linea-
rer Ansatzfunktionen auf einem Dreiecksgitter explizit bestimmt.

Dazu wird zunéchst ein einzelnes Dreieck 7' mit den Eckpunkten P; (i = 1,2,3) be-
trachtet (siehe Abb. 3.3). Die dem Eckpunkt P; gegeniiberliegende Seite sei mit S; und
die zugehorige Hohe mit H; bezeichnet. Die Seiten werden dabei als im Gegenuhrzeiger-
sinn und die Hohen gegen den Eckpunkt orientierte Vektoren aufgefasst. Weiter bezeichne
¥; die (stiickweise lineare) Knotenbasisfunktion zum Punkt P;, welche auf T definiert
ist durch o;(Py) = i, i,k =1,2,3.

Abbildung 3.3: Dreiecksschema

Es gilt Vi, = konst. und wegen ¢;(P;) = ;(P;) = 0, i # j, k, hat V; in Richtung
S; die Komponente Null. Folglich zeigt V; in Richtung H; und hat wegen v;(P;) =1
den Betrag |H;|™':

H;
Vi = [
Wir erhalten also (H, H)
(Vbi, V) o = |T| s
’ |Hil?H;|?
Fiir den Winkel ~;; zwischen den Hohen H; und H; gilt
(H;, H;)
cos(j) = Tt
Y|y | Hjl

und, da 7;; gleich dem Winkel 6;; zwischen den Seitenvektoren S; und S; ist, auch
(Man beachte die Orientierung von S; und S;.):

COS(’YZ'J') = |S‘ |§|
J

(2
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Damit folgt bei Beachtung von 2|T'| = |H;||S;| die Beziehung
(55, 95) (55, 55)

=T = :
Sl [S5] [Hil [H;| - 4[T|

(Vs Viby)r
Hieraus lesen wir ab, dass

(Vi, Vibi)r >0, (Vy, Viby)r <0, i # j, (3.1.32)

falls alle Winkel im Dreieck T kleiner oder gleich /2 sind. Weiter ist nach Konstruktion

3
=1, (Ve Y Ve =0,
j=1

j=1
bzw.
N
> (Ve VY )r] < (Ve Vi)r,  i=1,2,3.
J=1,j#i

Fiir die Elemente a;; = 3 rcp, (Vi0;, Vibi)p der Matrix Aj, erhalten wir somit, dass
a; >0, ai; <0 (1 #7),

wenn alle Dreiecksinnenwinkel in der Triangulierung kleiner oder gleich 7/2 sind. Dariiber
hinaus gilt dann

Z |ai]'| < a, Z \ai0j| < Qg fiir ein i - (3133)
JF#i J#i0

Die Steifigkeitsmatrix Aj ist in diesem Fall also ,, (irreduzibel) diagonal-dominant“, ,;von
nicht-negativem Typ*“ und eine ,, M-Matrix“. Wir fassen die sich daraus ergebenden Kon-
sequenzen in einem Satz zusammen.

Satz 3.2 (Maximumprinzip fiir finite Elemente): Wenn alle Innenwinkel der Tri-
angulierung Ty, kleiner oder gleich 7/2 sind, geniigt das Finite-Elemente-Schema mit
stiickweise linearen Ansatzfunktionen einem diskreten Maximumprinzip, d. h.:

(Vvh,VLpELn)) <0 (n=1,..,N) = maxgu, < max{0, maxggvy}. (3.1.34)
Ferner ist die Steifigkeitsmatriz A, eine M-Matriz, d. h.: Es gilt A;l >0 sowie

reRY, Az >0 = z>0. (3.1.35)

Dieses Resultat kann so interpretiert werden, dass unter den gegebenen Voraussetzungen
auch die Finite-Elemente-Diskretisierung ein , diskretes Maximumprinzip® erfiillt. Leider
gilt die kritische Eigenschaft (3.1.32) praktisch nur in der oben beschriebenen Situation.
Insbesondere Finite-Elemente-Ansétze hoherer Ordnung erfiillen dies nicht (z. B. quadra-
tische Ansétze nur auf , gleichseitigen® Triangulierungen).
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Bemerkung 3.4: Im Spezialfall einer gleichformigen, kartesischen Triangulierung (mit
Kantenléinge h) des Einheitsquadrats erhalten wir aus der obigen expliziten Darstellung
fiir die Matrixelemente a;; = (Vi);, Vi;) die Beziehung:

ay; = 4, Aji41 = -1, A jtm = —1;

alle anderen Elemente a;; sind Null. In diesem Fall stimmt die Steifigkeitsmatrix Af#M
also bis auf den Faktor A2 mit der Matrix AFPM des , 5-Punkte-Operators® iiberein:

AFEM — p2 AI'DM, (3.1.36)

Fiir die Elemente des zugehorigen ,, Lastvektors“ gilt entsprechend:
pEEM — /fwi dr ~ B*f(P) + O(h*) = R*bIPM 4+ O(hY). (3.1.37)
Q

Dies zeigt, dass aus algebraischer Sicht FEM und FDM eng verwandt sind. Fiir eine
stiickweise ,,bi-linearen Ansatz auf einer gleichférmigen Quadratzerlegung erhélt man
ein Analogon zu einem , kompakten 9-Punkte-Operator® (siche Abb. 3.4):

(1)
(D—C) Sy
o S

Abbildung 3.4: Differenzensterne: ,,5-Punkte-Stern“ (links) zur Approximation von A
und ,,9-Punkte-Stern® (rechts) zur Approximation von —A .

3.1.3 Approximation krummer Réinder

Zum Abschluss dieser einfiihrenden Diskussion wollen wir noch darstellen, wie in der FEM
krumme Rénder approximiert werden. Dazu sei angenommen, dass der Rand 02 regulir
genug ist, dass die schwache Losung u € V := H}(Q) auch in H?(Q) ist und der a priori
Abschiitzung

[ull a2 < cs ] (3.1.38)

geniigt.

i) Der , konvexe Fall“: Sei 2 C R? ein glatt berandetes, konvezes Gebiet. Dieses sei
iiberdeckt durch eine reguldre Triangulierung T, = {T}, so dass alle Eckpunkte des
Polygongebiets

Q= U{T € T}L} C 5,
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auf dem Rand 00 liegen. Die Léange der Polygonkanten von 02 ist dann durch die
Gitterweite h der Triangulierung T, beschriankt (siche Abb. 3.5).

Auf Q wird nun zunichst der einfachste Finite-Elemente-Ansatz (mit linearen Form-
funktionen) wie folgt definiert:

VY = {uy, € C(Q)| vpr € PuT), T € Ty, vy, =0} € V = Hy(Q).
Die zugehorigen Galerkin-Approximationen u;, € Vh(l) sind durch die Variationsgleichung

(V?Lh, VQD}J = (f, gﬁh) V(ph eV, (3139)

bestimmt. Wegen der Teilraumbeziehung V,, C V' gilt dann wieder fiir den Fehler e, :=
u — uy, die Bestapproximationsbeziehung (3.1.26).

Abbildung 3.5: Polygonale Approximation eines krumm berandeten Gebiets; Randstreifen
Sy = U{Sr} schraffiert.

Satz 3.3 (FEM auf konvexem Gebiet): Fiir das FE-Schema (3.1.39) auf einem glatt
berandeten, konvexen Gebiet Q) gelten die a priori Konvergenzabschditzungen

IVen]

| < (ertca)esh || f], (3.1.40)
llenll

(crtea)?R? |I£1, (3.1.41)

VANVAN

mit Stabilitdts- und Interpolationskonstanten cg, ¢; und einer generischen Konstante cq ,
die nur vom Gebiet Q abhdngt.

Beweis: i) Sei [u € Vh(l) die natiirliche Knoteninterpolierende von u , welche auf dem
Streifen S, = Q\ Q) zu Null gesetzt wird. Fiir diese gilt wieder auf jeder Zelle T € T},
(wird spéter gezeigt werden)

IV (u— Iyu)l|r < crhy||Vullr, (3.1.42)
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und folglich
IV (u— Iy, < crhl|Vullg,.

Mit Hilfe der Approximationsbezichung (3.1.26) ergibt sich somit
IVenlly < 02 9%ull3, + [Vull, (3.1.43)

Es bleibt, das Integral iiber den Randstreifen S, zu behandeln.

ii) Fiir ein glatt berandetes Gebiet (d. h.: 9Q ist C2-parametrisiert.) ist nun |S,| = O(h?).
Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass der Randabschnitt 9Q7 , welcher durch I' von
0 abgetrennt wird, als Graph einer Funktion 1 (s) der Bogenldnge iiber T' aufgefasst
werden kann. Diese nehme ihr Maximum 1 fiir s = sy an, so dass

(¥ —0)(s0) = 0, (1 — 1) (s0) = 0.

Durch Taylor-Entwicklung von 1 — 1y um sy ergibt sich dann
mae [o(s)| = mae [0(s) — | < 6 = max || .
Folglich ist |Sy| < ch?. Damit ist bewiesen, dass
IVenlla < chllul| g2»- (3.1.44)

iii) Zur Abschitzung des Integrals iiber S), gehen wir dhnlich vor wie beim Beweis der
Poincaréschen Ungleichung. Sei 7" € Tj, ein Randdreieck und St der zugehorige Teilab-
schnitt des Randstreifens Sy, welcher von der Kante I' von 7' begrenzt ist. O.B.d.A.
sei angenommen, dass ein Rechteck Qp mit T' als kurzer Seite und Linge L > 0 (un-
abhingig von h) ganz in  enthalten ist (s. Abb. 3.6).

Abbildung 3.6: Schema der Randapproximation

Sei nun weiter v € C(Q) beliebig. Es bezeichne np(x) den bzgl. S, nach innen gerich-
teten Normaleneinheitsvektor zu I' im Punkt = € I' mit Parameterwert s. Damit gilt
fir 0<t<§:

v(z+tnp(z)) = v(x) +/0 Ov(x + rop(z)) dr,
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bzw.

P(s)
|v(z + tnp(z))|* < 2|v(f£)|2+25/ |Vu(z + rorp(z))|? dr.
0

Wir integrieren dies zunéchst iiber 0 <t <1(s) < ¢ (Man beachte, dass fir x € T' gilt:
r+p(s)nr(x) € 0Qr ),

P(s) P(s)
/ \v(m+tnp(x))|2 dt < 25|v(x)|2+252/ \Vv(ac+7‘np(x))|2 dr,
0 0
und dann iiber x € I' und erhalten

/ lv(z)]?dr < 25/|v(m)|2ds+252/ |Vo(x)]? d.
Sy r s

T

Fiir das Randintegral rechts erhalten wir mit Hilfe der Spurabschéitzung

[ @) as < ol o

mit einer von maxr |¢)'| abhidngigen Konstante cq. Damit gewinnen wir schliefilich
|o(x)|*dr < CQhQHU”iIl(Q), (3.1.45)
Sh,

mit einer generischen Konstante cq. Durch das iibliche Stetigkeitsargument iibertrégt
sich diese Abschitzung auf alle Funktionen v € H'(Q). Wir wenden die Abschitzung
(3.1.45) nun fiir die Funktion |Vu| € H'(Q2) an und erhalten

IVullg, < cah®[lullf,
so dass sich mit (3.1.43) schliefllich das erste gewiinschte Resultat ergibt:
Vel < crh||V2ull + cohllullpz < (cr+eca)esh] f]|- (3.1.46)

iv) Zur Abschitzung des L*-Fehlers wird wieder ein Dualitdtsargument verwendet. Sei
z € H}(Q) N H*(Q) die Losung des Hilfsproblems

—Az=|le'e in Q 2p0=0.
Wie im Fall eines Polygongebiets argumentieren wir nun wie folgt:
lell = (Ve, Vz) = (Ve,V(z = Inz)) < [[Vel[[V(z = In2)]|.

Mit Hilfe der Interpolationsabschétzung (3.1.42) sowie der Abschétzung (3.1.45) fur v :=
|Vz| folgt weiter

lell < Vel {crhl| V2]l + cahllzllu=} < (cr+ca)hl|Vell |2l sz-
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Hiermit folgt dann unter Verwendung des ersten Resultats (3.1.46) sowie der a priori
Schranke ||z||gz < ¢s auch die zweite gewiinschte Ungleichung

lell < (er+ea)®ch? (£l (3.1.47)
Dies vervollstéandigt den Beweis. Q.E.D.

ii) Der ,,nicht-konvexe Fall“: Sei 2 C R? ein glatt berandetes, aber nicht notwendig
konvezes Gebiet. Dieses sei wieder {iberdeckt durch eine regulére Triangulierung T, =
{T}, so dass alle Eckpunkte des Polygongebiets €, := |J{T € T} auf dem Rand 9
liegen (s. Abb. 3.7). Die Lange der Polygonkanten von 0€2, ist dann durch die Gitterweite
h der Triangulierung T, beschrinkt. Ist € nicht konvex, so ist €, ¢ Q. Der auf ), =
U{T € T},} definierte Finite-Elemente-Raum Vh(l) ist dann auch nicht in V' enthalten,
und die Approximation wird ,nicht-konform“ (bzgl. V' = H}(2)) genannt. Die Analyse
dieser Approximation gestaltet sich technisch etwas schwieriger als im konformen Fall.
Doch auch hierfiir kann man Konvergenz mit der optimalen Ordnung beweisen.

Abbildung 3.7: Approximation nicht-konvexer Randteile

Satz 3.4 (FEM auf nicht-konvexem Gebiet): Fiir das FE-Schema (5.1.89) auf ei-
nem glatt berandeten, nicht-notwendig konvexen Gebiet ) gelten die a priori Konver-
genzabschitzungen

[Venllo < (crtca)esh] fllo (3.1.48)
lenlla < (crtca)?csh® || flla; (3.1.49)

mit Stabilitits- und Interpolationskonstanten cg, c; und einer generischen Konstante cq ,
die nur vom Gebiet Q abhdngt.

Beweis: i) Das Problem beim Beweis des Satzes besteht in der , Nicht-Konformitit“ der
Diskretisierung, d. h.: Vh(l) ¢ V. Zunéchst gilt auch im Fall eines nichtkonvexen Gebiets
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Weiter haben wir

IVenllt, = (Ven, V(u = Iyu))a + (Ven, V(Ihu — up))o

= (Ven, V(u— Iyu))g + (Vu, V(Iu —up))g — (Vup, V(Ipu — up))a
= (Ven, V(u— L))o + (Vu, V(I —up))a — (f, Inu — up)a
< (Ven, V(u — Iyu))a + Np(u)||V(Ihu — ur)la,

. (Ve Vo — (7, daal

U, n)o — U, ¥h)o
N, = .
h(U) wj;‘f);l) HVi/JhHQ

Hieraus ergibt sich
IVenlldy < 31V (u — Inu)l[g + 2Np(w).

ii) Zur Abschitzung des Nichtkonformitétsterms schétzen wir wie folgt ab:

(Vu, Viu)o — (f,n)a = (—Au — f,¥n)a + (Onu, ¥n)oa
= (Opu, Yn)oa < ||0pullallvnlon-

Zunéchst gilt aufgrund einer bekannten Spurabschétzung und der {iblichen Regularitéts-
abschétzung auf glatt-berandeten Gebieten

0,ullan < callullmz < cocsl| flla- (3.1.51)

Zur Behandlung des Terms ||¢y,||sq bendtigen wir etwas zusétzliche Notation. Da wir nur
lineare oder (isoparametrische) bilineare Ansatzfunktionen betrachten, gibt es auf 9

ein stetiges (nach auflen orientiertes) Richtungsvektorfeld r(x), so dass jedes v, € Vh(l)
entlang der von r(z) aufgespannten Gerade {z + sr(z), s € R} linear ist. Fiir den
Schnittpunkt x, = x + d(z)r(z) dieser Gerade ausgehend von x € 9Q mit dem Rand
0y, gilt wieder |z, — x| = d(z) < cqh?. Durch Taylor-Entwicklung folgt dann

0 = ¢n(zn) = Yn(z) + 0o (z)d(2),
und bei Integration iiber 02 :
[nllo < cah®(|0,1bn]|o0- (3.1.52)
Dies impliziert insbesondere, dass
[Vnllon < cahlVin|la,

und damit
Np(u) < cacsh||flla-

Dies in Verbindung mit der Interpolationsfehlerabschitzung (3.1.50) beweist die Energie-
normfehlerabschéatzung.

iii) Zum Beweis der L*-Normfehlerabschiitzung verwenden wir wieder ein Dualitéitsragu-
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ment. Sei z € H}(Q) N H*(Q) die (eindeutig bestimmte) Losung des Hilfsproblems
~Az =¢eyllen| ™t nQ,  z|sg = 0. (3.1.53)
Auf dem Gebiet Q gilt die a priori Abschiitzung ||z]| gz < cqllAz|lq < ¢q . Damit gilt

en, —Az)q = (Ven, Vz)o — (en, 0n2)aq

Ven, V(z = Inz))a + (Ven, VIpz)a — (en, 0n2)on

Ven, V(z—Inz2)a + (Vu,VIz)a — (f, Inz)a — (en, 0p2) o0
Ven, V(z = 1n2))a + (Ont, In2)aa + (s, 0,2)oq-

lenllo =

o~ o~ o~ o~

Wie oben unter (i) und (ii) schétzen wir ab
(Ven, V(z = In2)al < [VenllalV(z = In2)lla < erh||Venllal| V2]l < creshl|Ven]o-

Weiter folgt mit Hilfe der Abschétzung (3.1.52) und den schon oben verwendeten Interpo-
lations-, Spur- und Regularititsabschitzungen:

|(On, 1nz)oal < ||0nulloallInzlloe < cacs|| fllah?||0r1nz]loq
< cacs|| flleb?* {110, (Inz — 2)||oq + [|0r2]| o0}
< cacs|| fllah*{eih?||z|| 2 + call 2| w2} < cacresh?| flla.

Analog erschlieffen wir

[(un, Bn2)aa| < llunlloalldnzllon < cacsh®(|0unllacllAz]lq
< cacsh?*{[|0,(un — Inw)llae + 1|10, (Inu — w)||aq + 10,ullon}
< caesh* {h™ 2|V (un — Iyu)lla + erh*?|ull w2 + collull 2}
< caesh* {h™ 2| Venlla + 2|V (u— L) o + 110 (Tnu—u)ll oo + [|0rulan}
< coesh*{(cr + ca)esh?(| flla + creacsh' || flla + cacs|| flla}
< (e1 + ca)*c&h?|| flla.

Combination der obigen Abschétzungen liefert schliellich
lenlla < ereshl|Venlla + cacresh?|| flla + (cr + ca)*csh?[ flo-

Dies zusammen mit der schon bewiesenen Energienormfehlerabschétzung (3.1.48) ergibt
die behauptete L2-Fehlerabschiitzung. Q.E.D.

3.2 Allgemeine Finite-Elemente- Ansétze

Wir wollen nun Finite-Elemente- Ansatzraume allgemeineren Typs konstruieren und Fra-
gen der praktischen Realisierung der Methode diskutieren. Zunéchst wird (2 als ein Poly-
gongebiet (Polyeder in 3-D) angenommen. Seien T, Zerlegungen von {2 in Dreiecke oder
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Vierecke (Tetraeder oder Hexaeder in 3-D), welche den im vorigen Abschnitt formulierten
Bedingungen gentiigen. Fiir die folgenden Konstruktionen von Finite-Elemente-Ansiitzen
verwenden wir die Bezeichnungen

po={pw = Y i} Q={ow) = 3 cyial),

0<i+j<r 0<i,j<r

fiir Polynom-Vektorriiume im R? (analog fiir solche im R?*). Ein Finite-Elemente-Ansatz
ist definiert durch Vorgabe eines Polynomraumes P(T) C P.(T) oder P(T) C Q.(T)
auf T € T}, sowie eines Satzes von ,, Knotenwerten“ (gegeben durch lineare ,, Knotenfunk-
tionale“), z. B.:

{vp(a), vp(m), O,vn(m), Yuy(a), (vn, )r, (vn, Dr, ...},

welcher Polynome aus P(T") eindeutig bestimmt.

SHES

Abbildung 3.8: Funktionswerte wvp(a) sowie wvy(a), Vup(a) (links), Normalableitung
Onpvn(m) in Seitenmitten (Mitte), Funktionswerte vy (a), Vuy(a), V2vp(a) (rechts).

Wir verwenden die Bezeichnungen

Ty, ={T} Zerlegung von (),
0T, = {T'} Menge aller Kanten (bzw. Flichen),
0*Ty, = {a} Menge aller Eckpunkte (,, Knoten“),

sowie die in Abb. 3.8 skizzierte Symbolik fiir einige typische Knotenwertevorgaben.

Definition 3.1 (Unisolvenz): Ein Polynomraum P(T) und ein zugehdriger Satz von
linearen ,Knotenfunktionalen® K(T) heiffen ,unisolvent®, wenn jedes p € P(T) eindeu-
tig durch die Vorgabe von x(p) fir alle x € K(T') bestimmit ist.

Definition 3.2 (Lagrange- und Hermite-Ansatz): Man spricht bei einem FE-Ansatz
P(T) mit zugehorigem Satz von Knotenfunktionalen K(T) = {x,, r = 1,..,R} wvon
LLagrange-Elementen®, wenn die Knotenfunktionale nur auf Funktionswerte zurickgrei-
fen; werden auch Ableitungswerte verwendet, spricht man von ,Hermite'®-Elementen®.

10Charles Hermite (1822-1901): Franzosischer Mathematiker; Prof. an der Ecole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; Beitrige zur Zahlentheorie und zur Theorie elliptischer Funktionen; Beweis der
Transzendenz von e.
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Notwendig fiir Unisolvenz ist offenbar dim P(T') = #K(T') und hinreichend, dass fiir ein
p € P(T) aus x(p) =0 fiir alle x € K(T') notwendig p = 0 folgt. Dies wird in der Regel
zum Nachweis von Unisolvenz verwendet.

Definition 3.3 (Interpolation): Fir jede Zelle T € T} sei ein Polynomraum P(T)
mit Dimension R und ein Satz Kp = {x,, r =1,..., R} von Knotenfunktionalen

Xr: H"(T) =R (r=1,..,R),
spezifiziert, welche ,unisolvent® sind. Durch die Vorgabe

Xr(Ipv) = xr(v), r=1,... R,

ist dann eindeutig eine ,Finite-Elemente-Interpolierende® Iyv € P(T) definiert.

Durch Zusammensetzen der zunéchst zellweise definierten Formfunktionen vy € P(T)
erhélt man global definierte Funktionen

UhiﬁﬁR, Up|T = VT, TETh,

mit denen der Finite-Elemente-Ansatzraum Vj, gebildet wird. Durch Gleichsetzen geeig-
neter Knotenwerte auf dem gemeinsamen Rand I' = T'NT’ jeweils benachbarter Zel-
len wird Stetigkeit, Differenzierbarkeit und auf analogem Wege auch die Randbedingung
Upjoo = 0 implementiert. Die Dimension des endlich dimensionalen Teilraumes Vj, C V
ist dann gleich der Anzahl der Knotenfunktionalwerte zur eindeutigen Festlegung einer
Funktion v, € V.

Definition 3.4 (Konformitét): FEin Finite-Elemente-Ansatzraum Vj, dieser Art heifst
LHi-konform®, wenn V,, C Hj(Q), und andernfalls ,nicht-konform*.

A) Dreieckselemente im R?: Als erstes betrachten wir Finite-Elemente-Ansiitze auf
Triangulierungen von Polygongebieten.

1) Konstanter Ansatz: P(T) = Py, dim P(T) = 1.

Mit konstanten Polynomansitzen kann offensichtlich fiir die Variationsgleichung (3.1.2)
keine konforme Diskretisierung gewonnen werden. Diese spielen aber bei anderen Typen
von variationellen Formulierungen, den sog. ,,dual-gemischten®, eine Rolle

2a) Linearer Ansatz: P(T) = P;, dim P(T) = 3.

Abbildung 3.9: Knotenpunkte des (konformen) linearen Ansatzes (e = T')
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Der Polynomraum P;(7) und der Satz von Knotenfunktionalen {x;(p) = p(a;), ¢ =
1,2,3} sind unisolvent, denn fiir p € Py(T) mit p(a;) = 0 gilt notwendig por =0 und
damit auch p = 0. Mit dem Ansatz

Vh(l) = {v, : Q = Rluyr € P1, vy, stetig in Eckpunkten, v, = 0 in Eckpunkten auf 9Q}.

erhiilt man einen Hj-konformen Finite-Elemente-Raum. Denn der Sprung von [v,] iiber
eine gemeinsame Kante I' zweier Dreiecke 77 und Ty ist in Py(T") . Folglich ist v, stetig,
da seine Restriktionen auf 7T} und T, gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten von
I haben.

2b) Einen nicht-konformen linearen Ansatz erhilt man durch
f/h(l) ={v,: Q= R v € Py, vy stetig in Kantenmitten, v, = 0 in Kantenmitten auf 0€Q}.

Die Unisolvenz folgt analog wie die des entsprechenden konformen Ansatzes. Dieses nicht-
konforme ,lineare“ Element spielt z. B. eine Rolle bei der Diskretisierung der Navier-
Stokes-Gleichungen in der Strémungsmechanik.

3) Quadratischer Ansatz: P(T) = P,, dim P(T) =6.

Der Polynomraum P,(7") und der Satz von Knotenfunktionalen {x;(p) = p(a;),¢:(p) =
p(m7)7

i = 1,2,3} sind unisolvent. Fiir p € Po(T) mit p(a;) = p(m;) = 0 gilt notwendig
plor = 0. Dies impliziert, dass Vp(a;) = 0, woraus wegen 0;p € P(T) wiederum Vp =0
und schliellich p = 0 folgt. Mit dem Ansatz

Vh<2) = {v, : Q = Rl vy € Py, vy, stetig in Eckpunkten und Kantenmitten,

vy, = 0 in solchen Punkten auf 0Q}.

erhiilt man einen Hj-konformen Finite-Elemente-Raum. Denn der Sprung von [v,] iiber
eine gemeinsame Kante I' zweier Dreiecke 77 und Ty ist in Po(I") . Folglich ist vy, stetig,
da seine Restriktionen auf 77 und 7, gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten
und dem Mittelpunkt von I' haben. Alternativ zu den Werten in den Kantenmitten m
kann man auch die Mittelwerte |I|™' [Lv,ds iiber Kanten I' € 0T, als Knotenwerte
verwenden.

L

Abbildung 3.10: Knotenpunkte des (konformen) quadratischen Ansatzes (e = T')
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Der naheliegende nicht-konforme Ansatz

\7,52) ={v,: Q = R| vpir € P, vy, stetig in jeweils zwei Gaufl-Punkten auf Kanten,
vp, = 0 in solchen Punkten auf 9Q}

ist micht unisolvent, denn es existieren nicht-triviale, stiickweise quadratische Funktio-
nen, welche in allen Knotenpunkten verschwinden. Man betrachte dazu auf jeder Kante
die Legendre-Polynomen Ly zweiten Grades, deren Nullstellen gerade die beiden Gauf-
Punkte my, my sind. Sie kénnen wegen ihrer Symmetrie zum Kantenmittelpunkt so nor-
miert werden, dass sie in den Eckpunkten a gleiche Werte Ly(a) =1 haben. Dann ldsst
sich eine Funktion L € Po(T) finden, durch konforme Interpolation in Eckpunkten und
Seitenmitten: L(a) =1, L(m) = Lo(m). Auf jeder Kante ist dann L = Ly, so dass sich
ein Widerspruch zur Unisolvenz des Ansatzes ergibt.

Eine weitere nicht-konforme Variante des quadratischen Elements (das sog. ,,Morley!!-
Plattenelement®) erhélt man bei Wahl der Knotenwerte {vp(a), 0,v,(m)} . Dieser Ansatz
ist wieder unisolvent. Fiir p € Py(T') folgt aus p(a;) = d,p(m;) = 0,7 =1,2,3, notwendig
O-p(m;) = 0 und somit Vp(m;) = 0. Wegen 9;p € Pi(T) folgt Vp =0 und damit auch
p=0.

<« Seitenmitten

e

L —9

Abbildung 3.11: Knotenpunkte des (nicht-konformen) quadratischen ,, Morley-Elements®
(e=T)

Das Morley-Element ist zwar nicht-konform bzgl. der H'- wie auch der H?-Norm, trotz-
dem kann es bei geeigneter Modifikation der variationellen Formulierungen,

up, € VM ZTGT} (Vun, Von)r = (f.on) Vo € Vi,

sogar zur Approximation des biharmonischen Operators A%u = f verwendet werden.
5) Kubischer Ansatz (sog. ,kubisches Membran-Element“: P(T) = Py, dim P(T) = 10.
Mit dem Ansatz

Vh(g) ={vy : Q= R| vpr € Ps, vy, stetig in Eckpunkten und in je
zwei GauB-Punkten auf Kanten, v, = 0 in solchen Punkten auf 9T }.

Heslie Sydney Dennis Morley (1924-2011): Englischer Ingenieur; wirkte an der Brunel University in
Uxbridge, England; Beitrége zur FEM fiir nichtlineare Schalenmodelle.
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ist Hg-konform. Denn der Sprung von [v,] iiber eine gemeinsame Kante I' zweier Drei-
ecke Ty und Ty ist in P3(T"). Folglich ist v, stetig, da seine Restriktionen auf 77 und
T, gemeinsame Werte in den beiden Endpunkten und zwei Gau-Punkten auf I' haben.
Alternativ zu den Gauf-Punkten auf den Kanten kann man auch in jedem Knoten die
beiden partiellen Ableitungen, d.h. den Gradienten Vuy(a), als Knotenwerte verwenden.
Auch damit erhélt man einen HJ-konformen Ansatzraum ‘Afh(g); dieser ist offenbar echt

kleiner als Vh(g) (Ubungsaufgabe).

—

Abbildung 3.12: Knotenpunkte der (konformen) kubischen Ansétze (e = T)

Zur Diskretisierung der biharmonischen Gleichung kann man wieder eine nicht-konforme
Variante mit den Knotenwerten {vj,(a), d,vn(m1), Oyvn(ma), vp(2)} (my, ma zwei GauB-
Punkte auf I' und z der Mittelpunkt von 7") verwenden. Ein H2-konformes Platten-
Element erhilt man durch den sog. , Clough-Tocher-Ansatz® als ,zusammengesetztes®
Element (v, € C*(T) stiickweise kubisch).

GauBpunkte

.\\.‘2 .Ordnung

Abbildung 3.13: Knotenpunkte des (nicht-konformen) kubischen ,Platten-Elemente®
(e: =T))

6) Quartischer Ansatz: P(T) = Py(T), dim P(T) = 15.

Mit dem Satz von Knotenwerten {v,(a), Vup(a),vn(my),vn(msa)} (my, mo die beiden
GauB-Punkte auf jeder Kante I' € dT}) erhilt man hier einen H'-konformen Ansatz
(Ubungsaufgabe).

7) Quintischer Ansatz (sog. ,Argyris'® -Plattenelement®): P(T) = Ps(T), dim P(T) =
21. Mit dem Satz von Knotenwerten {v;(a), Vuy(a), V2up(a), d,v5(m)} erhélt man hier
sogar einen H-konformen Ansatz (Ubungsaufgabe). Dieses finite Element ist ein Beispiel
fiir einen konformen Ansatz zur Losung der biharmonischen Gleichung A?u = f, fiir
welche stetig differenzierbare Ubergiinge von Zelle zu Zelle erforderlich sind.

12 John Hadji Argyris (1913-2004): Griechischer Bauingenieur; Prof. in Stuttgart; einer der , Erfinder*
der Finite-Elemente-Methode.
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Abbildung 3.14: Knotenpunkte des (konformen) quintischen , Argyris-Elements® (e = T))

B) Viereckselemente: Als néchstes betrachten wir Finite-Elemente-Ansitze auf (kar-
tesischen) Rechteckszerlegungen.

1) Bi-linearer Ansatz: P(T) = Q1 = span{l, x1, xo, 2125}, dim P(T) =4.

Der Polynomraum (7)) und der Satz von Knotenfunktionalewn {x;(p) = p(a;),i =
1,...,4} sind unisolvent. Ein p € Q1(T) ist entlang der Kanten von T linear. Aus
pla;) = 0 folgt also por = 0, und weiter Vp(a;) = 0. Wegen 9;p € Pi(T) impliziert
dies Vp =0 und schliellich p = 0. Der Ansatz

Vh(l) = {v : @ = R|vopr € Q1, vy stetig in Eckpunkten, v, = 0 in Eckpunkten auf 09}

ist H}-konform, da die Spriinge von v, entlang von Kanten linear sind.

Abbildung 3.15: Knotenpunkte des (konformen) bi-linearen Ansatzes (e = 1)

Der naheliegende nicht-konforme Ansatz
f/h(l) ={v,: Q = R Upr € Q1, vy stetig in Kantenmitten, v, = 0 in diesen auf 002}

ist aber i. Allg. nicht unisolvent, da z. B. die Funktion vj,(z1,22) = 2122 in den Kan-
tenmitten des Quadrats 77 = [—1,1] x [—1,1] verschwindet. Auf 7 erhilt man aber
durch P(T) = span{l, a1, zo, 23—23} einen mit den Kantenmitten als Knotenfunktionale
unisolventen Ansatz. Alternativ zu den Funktionswerten in den Seitenmitten kann man
auch die Mittelwerte || fr vp ds iiber die Kanten als Knotenwerte verwenden. Dies

ergibt aber einen von f/h(l) verschiedenen Ansatzraum. Beide Ansétze sind offensichtlich
nicht-konform.

2) Bi-quadratischer Ansatz: P(T) = Qo = span{l, zy, 1o, 23, 1109, 13, 1309, 1123, 2323}
dim P(T) = 9. Die Konstruktion eines , zuldssigen® Satzes von Knotenwerten ist Ubung.
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3) Reduzierter bi-quadratischer Ansatz (sog. , Wilson'® -Membran-Element*):

P(T) = Py(T) & span{a?xy, 122}, dim P(T) = 8. Dieser Ansatz wird mit den Knoten-
werten {vp(a),v,(m)} H'-konform.

4) Bi-kubischer Ansatz: P(T) = Q3 = span{l, 1, vy, 27, ..., 223} , dim P(T) = 16.

Die Konstruktion eines ,zuléssigen” Satzes von Knotenwerten wird als Ubung gestellt.
5) Reduzierter bi-kubischer Ansatz (sog. ,Adini**-Platten-Element*):

P(T) = P5(T) @ span{aizs, 1235}, dim P(T) = 12. Dieser Ansatz wird mit den Knoten-
werten {vj(a), Voy(a)} unisolvent und H'-konform, ist aber nicht H?-konform.

® @

) 14y

N

Abbildung 3.16: Knotenpunkte des (nicht-konformen) ,, Adini-Plattenelerments(e = T')

Viele der aufgefiihrten zwei-dimensionalen Finite-Elemente-Ansétzen haben natiirliche
Erweiterungen auf drei Dimensionen. Die gebréduchlichsten Beispiele sind:

1) Lineares Tetraederelement: P(T) = span{l,xq,xs, 23}, dim P(T) =4 . Mit den Funk-
tionswerten in den Eckpunkten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent und H'-
konform.

d'.' .

l,]

Abbildung 3.17: Knotenpunkte des (konformen) linearen Ansatzes (e = T')

2) Nicht-konf., lineares Tetraederelement: P(T) = span{l,x1,z9, 23}, dim P(T) = 4.
Mit den Funktionswerten in den Fliachenmitten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisol-
vent, aber nicht-konform.

3) Quadratisches Tetraederelement: P(T) = span{1,zy, Ty, T3, 1T, T123, ToTs, T3, T3, 13},
dim P(T") = 10. Mit den Funktionswerten in den Ecken und den Kantenmitten als Kno-
tenwerte ist dieser Ansatz unisolvent und H'-konform.

BEdward L. Wilson (1931-): US-Amerikanischer Ingenieur; Prof. fiir Ingenieurwissenschaften an der
Univ. of California (Berkley, USA); ein frither Pionier der (praktischen) Finite-Elemente-Methode; Ko-
autor des Buches ,,Numerical Methods in Finite Element Analysis“(zus. mit K. J. Bathe), 1976.

M Avner Adini (?7?7-): Promotion 1961 an der Univ. of California (Berkeley, USA) als Bauingenieur;
Beitrdage u. a. zur Finite-Elemente-Methode in der Plattenstatik.
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Abbildung 3.18: Knotenpunkte des (konformen) quadratischen Ansatzes (e = T')

4) Kubisches Tetraederelement: P(T) = Py, dim P(T) = 20.
Mit den Funktionswerten in den Ecken, in zwei GauB-Punkten auf den Kanten und in
den Seitenmitten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent und H *-konform.

Abbildung 3.19: Knotenpunkte des (konformen) Kubisches Tetraederelement (e = T')

5) Tri-lineares Quaderelement: P(T) = span{l,zy, &2, T3, T1T2, T123, Tols, T1T2T3 },
dim P(T") = 8. Mit den Funktionswerten in den Eckpunkten als Knotenwerte ist dieser
Ansatz unisolvent und H'-konform.

Abbildung 3.20: Knotenpunkte des (konformen) tri-linearen Quaderelements (e = T')

Ein zugehoriges nicht-konformes Quaderelement erhélt man durch den Ansatz
P(T) = span{1l, 1, xq, x3, 23 — 23,23 — 23}, dim P(T) = 6. Mit den Funktionswerten in
den Flachenmitten als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent.

6) Tri-quadratisches Quaderelement: P(T) = span{l, zy,z, x3, ..., v3x3w2},

dim P(T) = 27. Mit den Funktionswerten in den Eckpunkten, den Kantenmitten, den
Seitenmitten und dem Mittelpunkt als Knotenwerte ist dieser Ansatz unisolvent und H'-
konform.

In allgemeinen Situationen konnen die Zellen bzgl. des Koordinatensystems gedreht
oder gezerrt werden. Daraus folgt, dass es Fille gibt, in denen man fiir zwei Zellen der
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Zerlegung Tj, nicht denselben Ansatz nehmen kann (z. B. das bi-lineare Vierecksele-
ment). Deshalb miissen wir uns bei der Definition von Finite-Elemente-Ansétzen von
dem festen Koordinatensystem befreien. Dies induziert die Idee des ,,Referenzelements“.
Wir verwenden als Referenzelement ein natiirliches Einheitselement T (Einheitsdreieck,
Einheitsviereck, ...) und definieren zuniichst einen Polynomansatz P(T)) auf diesem Re-
ferenzelement.

Sei or eine (polynomiale) Transformatlon des Referenzelements auf das (,physikali-
sche®) Element mit der Inversen o' : T — T. Der Ansatz auf der Zelle T ist dann
gegeben durch

P(T) := {v, : T — R|vp(o7()) € P(T)}. (3.2.54)

Der Funktionenraum P(7') ist nicht notwendig ein Raum von Polynomen, auch wenn
p(T) ein solcher ist. Dies liegt daran, dass i. Allg. die inverse Abbildung o' und damit
die Funktion v,(z) = vp(o(o7(-))) nicht polynomial ist, z. B. im Fall (echt) bilinearer
Abbildungen or. Wenn man T aus T durch eine Verschiebung, eine Rotation, eine
Scherung und eine Skalierung gewinnen kann, so ist o eine affin-lineare Transformation:

O'T(Ii') = BTi‘ + bT

mit einer Matrix By € R¥? und einem Verschiebungsvektor by € R?. Dies ist moglich
bei Dreiecken (in 2-D) bzw. Tetraedern (in 3-D) sowie bei Parallelogrammen (in 2-D) bzw.
Parallelepipeden (in 3-D). Fiir allgemeine (konvexe) Vierecke (in 2-D) oder Hexaeder (in
3-D) benétigt man fiir die Transformation echt bi- bzw. tri-lineare Abbildungen.

Wir gehen nun zum allgemeinen d-dimensionalen Fall iiber und betrachten Zerlegungen

= {T} des Abschlusses eines Gebiets 0 C R? in d-Simplizes. Dabei ist ein (nicht
degeneriertes) Simplex 7' C R? die konvexe lineare Hiille von d + 1 linear unabhdingigen
Punkten o' € R?, i =0,...,d:

T:{xeRd|z—Z>\a ZAJ 0< A\ <1} (3.2.55)

=0

Das System {a',i = 0,...,d} heifit linear unabhingig, wenn die erzeugenden Vektoren
{w'=a"—a’ i=1,..,n} eine Basis des R? bilden. Die einfachsten Beispiele sind wieder
Dreiecke fiir d =2 und Tetraeder fiir d = 3. Sei T' das Einheitssimplex im R?, welches
von den Punkten € :=0, €' = (84, ...,00)7, i = 1, ..., d, aufgespannt wird.

Hilfssatz 3.2 (Referenztransformation): Jedes (nicht degenerierte) Simplex T C R?
lasst sich mittels einer umkehrbaren affinen Abbildung

r = op(&) := Br@ + by, Bp € R™? by e RY, (3.2.56)

aus dem Einheitssimplex T gewinnen: T = BrT + by. Dabei ist die Umkehrabbildung
gegeben durch @ = o' (z) = By'v—Bytbr .
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Beweis: Wir lassen im Folgenden den Zusatz T weg. Sei A € R™? die regulire Matrix,
welche die Basis {w’ = a' —a% i = 1,...,d} auf die kartesische Einheitsbasis {e’, i =
1,...,d} abbildet: ¢/ = Aw’, i=1,...,d. Man gewinnt ihre Elemente a,, als Losungen

der Gleichungssysteme
n

Zawsz =e, i=1,..,d,

pn=1
fir v =1,...,d. Die Koeflizientenmatrix (w;)f u—1 enthélt die linear unabhéngigen Vek-
toren w', ¢ = 1,...,d, als Zeilenvektoren und ist folglich regulér. Die affine Abblldung
7= Az — Ad® ist dann umkehrbar und bildet das Slmplex T auf das Einheitssimplex T
ab, denn fiir z = zi:O Nia' € T ist (Man beachte Zizl Ai=1.)

d
Az — Ad® = Z NA(a' —a®) = Z el eT,

i=0 =0

und umgekehrt fiir & = Zj:o el eT

d d d
g4+ a° —Z)\A e’ +a0:ZAiwi%-aO:Z/\iai—k(l—Z/\i)ao eT.
i=0 i=0 i=1
Dies komplettiert den Beweis mit By := A~! und by := aq . Q.E.D.

Bemerkung 3.5: Zu Hilfssatz 3.2 gibt es ein Analogon fiir Vierecks-Zerlegungen im R?
sowie Hexaeder-Zerlegungen im R?. Zu jedem konvexen Viereck T € R? oder Hexaeder
T € R® (,6-Flichner®) existieren bi- bzw. tri-lineare Abbildungen o7 : T — T des
Einheitsquadrats bzw. Einheitswiirfels T auf T. Dabei werden die Eckpunkte von T auf
die Eckpunkte von T sowie die Kanten bzw. Seitenflichen von T auf die Kanten bzw.
Seitenflichen von T abgebildet (jeweils in derselben Orientierung).

Die Erzeugung von Finite-Elemente-Ansatzen iiber Transformation von einem Refe-
renzelement hat auch den Zweck, auf allgemeinen Vierecks- oder Hexaeder-Zerlegungen
konforme Ansétze zu gewinnen. Wir wollen das anhand des bi-linearen Ansatzes disku-
tieren:

Vh(l) ={v,: Q =R vpr € Q1, vy stetig in Knoten, v, = 0 in Knoten auf 0Q2}.

Wir betrachten allgemeine Vierecke 7' und 77, die eine gemeinsame Kante I' haben,
und setzen P(T) = P, @ span{xixy}. Der Sprung von v, ist zwar gleich Null in den
Endpunkten von I', doch ist er i. Allg. nicht linear auf I', so dass die Stetigkeit {iber I’
nicht gesichert ist. Hierfiir muss erreicht werden, dass die Restriktion von v, € Vh(l) auf
alle Kanten I" € 9T}, linear ist. Dies kann durch Konstruktion von th mit Hilfe der
bilinearen Transformationen oy : T — T erreicht werden.

Fiir eine bi-lineare Transformation op : T — T ist die Inverse o7' : T — T i. Allg.
nicht bi-linear. In diesem Fall ist der geméafl (3.2.54) erzeugte lokale Ansatzraum P(T')
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auch kein Polynomraum. Dennoch ist vjp auf jeder Kante I' € OT}, li_near., so dass Ste-
tigkeit in allen Eckpunkten auch automatisch globale Stetigkeit auf 2 sowie vjgq = 0
garantiert. Dieser Transformationsansatz 16st also das Problem der globalen Stetigkeit.

Definition 3.5 (Parametrischer Ansatz): Der Ansatz P(T) wird ,parametrisch® ge-
nannt, wenn er durch Transformationen or : T — T wvon einem Referenzelement T
erzeugt wird. Er heifst isoparametrisch®, wenn die Transformation op vom selben Poly-
nomtyp wie die Ansatzfunktionen in P(T) ist.

Der Begriff des , isoparametrischen® Finite-Element-Ansatzes lidsst sich auf hoheren Po-
lynomgrad r > 2 iibertragen. Dies wird wichtig bei der Approximation eines krummen
Randes bei Verwendung von Ansétzen héherer Ordnung. (s. Abb. 3.21). Die einfache
Polygonzugapproximation wiirde hier zu einer Ordnungsreduktion fiihren:

IV (= un)|| < e{h"|ull, + Rlull2},

im Gegensatz zur optimalen Abschétzung

IV (u = un)ll < ch”[[ull,.

Abbildung 3.21: Parametrische Randapproximation

3.3 Interpolation mit finiten Elementen

Dieser Abschnitt ist dem grundlegenden Aspekt bei der mathematischen Analyse der Me-
thode der finiten Elemente gewidmet: Wie gut lassen sich hinreichend glatte Funktionen
durch stiickweise polynomiale approximieren? Wir gehen von der im vorigen Abschnitt
anhand von Beispielen beschriebenen abstrakten Situation aus. Sei 7 C R? eine Zelle ei-
nes Finite-Elemente-Gitters T, ; der Durchmesser von 7' wird wieder mit diam(7") = hy
und der Radius einer (maximalen) einbeschriebenen Kugel mit pr bezeichnet.

Wir betrachten im Folgenden ausschlielich | parametrische” Finite-Elemente-Ansétze.
Jedes T € Ty sei Bild eines , Referenz-Einheitselements“ 77 C RY mit DurchAmesser
diam(7T') = h &~ 1 und Inkugelradius p > 0. Die zugehorigen Abbildungen o7 : T — T
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seien der Einfachheit halber als affin-linear angenommen:
v =or(2) = Bri +br, Br€ R™ bre R (3.3.57)

Der Fall allgemeiner Vierecke mit erzeugenden bi-linearen Transformationen wird gegebe-
nenfalls in Bemerkungen beriicksichtigt werden.

Allgemeine Interpolationsaufgabe: Auf einem beliebigen, aber festen Element T
(z. B. dem Einheitselement 7') seien ein Vektorraum P(T') von Polynomen iiber 7' mit
dim P(T) = R sowie ein System von linearen , Knotenfunktionalen* Ky = {x,, r =
1,..., R} gegeben, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

i) Der Ansatz ist unisolvent:

qeP(T): x,(¢)=0 (r=1,..,R) = ¢q=0. (3.3.58)

ii) Fir ein m > 1 gilt P,y C P(T).

iii) Die Knotenfunktionale aus K sind stetig auf H™(T):

Ix: ()| < epllvllmr, ve H™T), r=1,..,R. (3.3.59)

Unter der Bedingung (i) ist die zugehorige Lagrangesche bzw. Hermitesche Interpolati-
onsaufgabe eindeutig lsbar, d. h: Zu jeder Funktion v € H™(T) existiert ein eindeutig
bestimmtes ,, Interpolationspolynom* Irv € P(T) mit den Eigenschaften

XT(]TU) :Xr(v)a r=1,..,R

Wenn die Knotenfunktionale zu ,singulir® sind, um fiir Funktionen aus H™(2) definiert
zu sein (z. B. die Ableitung 0™ 'v(m) in einer Seitenmitte m € 9T ), kann auch ein
stiarkerer Sobolew-Raum H™?(€)) mit p > d verwendet werden. Wir werden diesen Fall
hier aber nicht weiter verfolgen.

Notation: Im folgenden verwenden wir eine gebrauchliche ,, Multiindex“-Schreibweise fiir
mehrfach indizierte Gréfien. Fiir einen Indexvektor o = (ay, ..., aq)T € N¢ mit ganzzah-
ligen, nichtnegativen Komponenten setzen wir

d d

d
laf :== Zai, = Hmf‘, D = Haf”, P, = {q(x) = Z aaxa}.
i=1

i=1 i=1 la|<k

Mit dieser Notation schreiben sich z. B. die Sobolew-Normen bzw. -Halbnormen tiber 7T
in der Form

1/2 1/2
ol = (2 UD%0IE) s ol = (3 1D0E)

0<lal<m laf=m

Wir leiten nun eine Reihe von technischen Hilfssétzen ab, die am Schluss zu den
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gewiinschten allgemeinen Abschitzungen fiir den Interpolationsfehler bei Finite-Elemente-
Ansitze fithren werden. Die dabei verwendete Schlussweise geht in diesem Zusammenhang
auf Bramble!® und Hilbert! (1971) zuriick, weswegen die ganze Theorie auch , Bramble-
Hilbert-Theorie“ und das Hauptresultat ,, Bramble-Hilbert-Lemma® genannt werden.

Hilfssatz 3.3 (Nullraum von Ableitungsoperatoren): Jede Funktion v € H™(T)
mit der Eigenschaft

D* =0, |a|=m, (3.3.60)
ist fast iberall gleich einem Polynom aus P, _1(T) .

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt D?D® = 0 fiir beliebiges 3 und somit v €
Meo, H*(T) . Nach dem Sobolewschen Einbettungssatz ist damit v € C™(T'), so dass sich
die Behauptung mit Hilfe , klassischer“ Argumente ergibt. Q.E.D.

Hilfssatz 3.4 (Polynomprojektion): Zu jeder Funktion v € H™(T) existiert ein ein-
deutig bestimmtes Polynom q € P,,_1(T) mit der Eigenschaft

/D‘J“(v—q)dazzo7 0<l]af<m-—1. (3.3.61)
T

Beweis: Zur Losung der Aufgabe machen wir den Ansatz

q(z) := Z PP € P,_(T)

|8 <m—1

mit unbekannten Koeffizienten & = (§ﬂ)\ﬁ|§m—1 (bei lexikographischer Anordnung der
Indexkomponenten). Dies fiihrt auf das quadratische, lineare Gleichungssystem

> oof

o<|Bl<m—1 7T

D“xﬁdx:/Do‘vdaz, 0<|a|<m-—1.
T

Dessen Koeffizientenmatrix
M = ( / D dx)
T 0<lal,|8|<m—1

ist reguldr. Andernfalls géibe es ein & = (£°)5<n—1 # 0 mit M¢ = 0. Das damit gebildete
Polynom ¢(z) = 33 < g1<pm_1 §'2° € P (T) hiitte dann die Eigenschaft

/Do‘qd:)::O, 0<|a|<m-—-1, (3.3.62)
T

15 James H. Bramble (1932-): US-Amerikanischer Mathematiker: Prof. an der Cornell University und
der Texas A&M University; fundamentale Beitrige zur Theorie der Finite-Elemente-Methode und von
Tterationsverfahren, insbesondere Mehrgitterverfahrens.

16Stephen R. Hilbert (???7-): US-amerikanischer Mathematiker: Prof. am Ithaca College, New York;
Student von J. Bramble; bekannt durch das sog. ,,Bramble-Hilbert-Lemma“ (1970).
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woraus offensichtlich ¢ = 0 und damit der Widerspruch & = 0 folgte. Also existiert ein
eindeutig bestimmtes Polynom mit den verlangten Eigenschaften. Q.E.D.

Hilfssatz 3.5 (Verallg. Poincarésche Ungleichung): Fiir jede Funktion v € H™(T)
mit der Figenschaft

/Do‘vdxz(), O0<|a|<m-—-1, (3.3.63)
T

gilt mit einer Konstante cq = c(d, m,T)
[0l < co[v]mir - (3.3.64)

Beweis: Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann existiert eine Folge von Funk-
tionen vy € H™(T'),k € N mit den Eigenschaften

1= ||’Uka;T Z k|vk|m;T7 keN. (3365)

Aufgrund der Kompaktheit der Einbettung von H™(T) in H™ '(T) konvergiert eine
Teilfolge, welche wir wieder mit (vg), .y bezeichnen, in H™ (T gegen ein v € H™ '(T):

vk = vllm-17 = 0 (k — o0). (3.3.66)

Mit der Annahme folgt |vg|m. — 0 (K — 00). Also ist (vg)gen Cauchy-Folge in H™(2)
mit Limes © € H™(T). Wegen v, —ym-1 v muss 0 = v sein. Damit folgt |v|,,.r = 0.
Nach Hilfssatz 3.3 ist also v € P,,—1(T) und besitzt die Eigenschaft

D“v dr = hm D%ydx =0, 0<|a]<m-—1. (3.3.67)
T

Dies bedeutet aber wegen Hilfssatz 3.4 notwendig v = 0, was im Widerspruch zur An-
nahme |0y = limy—oo [|Vk|[ma = 1 steht. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir das zentrale Resultat dieses Abschnitts, das
sog. ,,Bramble-Lemma®, beweisen.

Satz 3.5 (Bramble-Hilbert-Lemma): Sei F'(-) : H™(T) — R ein beschrinktes, sub-
lineares Funktional, welches auf P,,_1(T) verschwindet, d. h.:

i) |F(v)] < cr||vllmar  (Beschrinktkeit),
i1) |F(u+v)| < ef|F(u)|+ |F(v)|} (Sublinearitat),
1) F(q)=0, g€ P, 1(T) (Annulierungseigenschaft).
Dann gilt mit der Konstante ¢y aus Hilfssatz 3.5:

|F'(v)| < cocrca|v|pmr, ve H™T). (3.3.68)
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Beweis: Fiir ein v € H™(7") gilt mit beliebigem ¢q € P,,_1(T):
[F(0)] = [F(v =g+ q)| < eo{[F(v = g)| +[F(9)]} < creaflv = gllmr-

Wir wihlen nun g € P,,_1(T) als das gemé8 Hilfssatz 3.4 zu v gehorende Polynom, so
dass gemaf Hilfssatz 3.5 folgt:

flv— QHm;T <colv— Q|m;T = Co |U|m;T-

Dies impliziert dann
|F(U)‘ S C3 |U|m;T>

mit c3 := cgcice, Was zu beweisen war. Q.E.D.

Korollar 3.1 (Allgemeiner Interpolationssatz): Seien die obigen Voraussetzungen
erfillt. Fir jede Funktion v € H™(T) wund das zugehirige interpolierende Polynom
Irv € P(T) gilt mit einer beliebigen beschrinkten Halbnorm |- | auf H™(T):

lv — Irv| < ¢|v|mr (3.3.69)

mit einer Konstante ¢ = c(d,m, R, T,|-|).

Beweis: O.B.d.A. sei |v| < |[v|lmz, v € H™(T). Durch F(v) := |v — Ipv| wird auf
H™(T) ein sublineares Funktional definiert. Die Interpolierende Irv besitzt die Darstel-
lung

R
ITU = Z XT(U)QD(T)
r=1

mit der durch die Bedingung y,(¢®) = 8., (1,5 = 1,..., R) eindeutig bestimmten ver-
allgemeinerten Lagrange-Basis {go(r), r=1,..., R} des Polynomraums P (7). Wegen der
Beschranktheit der Knotenfunktionale vy, folgt

R

,,,,,

r=1

und damit die Beschrianktheit von F(-). Wegen Irq = g fur ¢ € P(T) gilt weiter

Aus Satz 3.5 folgt damit die behauptete Abschitzung. Q.E.D.

Beispiele von Halbnormen, fiir die das obige Resultat angewendet wird, sind etwa:

1/2
v — Irv| == (/ v — ITU|2dCL‘> .
T

1. L?>-Norm iiber T':
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2. L?-Norm iiber den Rand 97T :

1/2
v — Irv| = </ |v — Ipv|? dx) :
T
3. Mittelwert iiber eine Kante I' C 9T :

[v = Irv| =

/F(v — Irv) dx

4. Maximum-Norm iiber 7':

|v — Ipv| == max v — Ipv].

5. Wert in einem Punkt P € Q:

|v = Irv| == |(v — Ipv)(P)].

Als néchstes greifen wir nun unser eigentliches Problem an, ndmlich den Interpolati-
onsfehler auf den einzelnen Zellen T der Zerlegung T, abzuschétzen. Wir tun dies fiir
den reprisentativen Spezialfall der klassischen Lagrange/Hermite-Interpolation, bei der
die Knotenfunktionale y, als Punktfunktionale fiir Funktionswerte sowie Ableitungswerte
in gewissen Knotenpunkten a, € T'(r=1, ..., R) gegeben sind.

Sei T das Referenzelement der GroBe h := diam(7T") = 1 und Inkreisradius p > 0.
Fiir eine einzelne Zelle T € T), bezeichnen wir mit a, = Ba, + b die aus den Stiitz-
stellen @, € T' durch Anwendung der Transformation ¢(i) = Bi + b erzeugten Punkte
a, € T. Entsprechend seien hy := diam(7) sowie pr > 0 der Inkreisradius von 7.
Die Umkehrabbildung o' : T — T hat die Darstellung o~ (z) = B~'z — B~'b mit
der inversen Matrix B~! = (bl(»;l))f’j:l. Unter Verwendung dieser Abbildung = = o(Z)
werden fiir Funktionen v : 7 — R und @ : T — R zugehorige Funktionen o : T — R
und w: 7T — R definiert durch

0(z) = v(x), w(x):=w(z). (3.3.70)

Entsprechend lassen sich die partiellen Ableitungen nach # und = durch die jeweils

anderen ausdriicken: .
éi = Z bij('?j, 32 = Z bgj_l)éj
j=1 j

J=1

Wir nehmen an, dass der Polynomansatz P(T") unisolvent ist mit einem Satz von Kno-
tenfunktionalen der Form ﬁrﬁ(&r), r = 1,..., R, wobei die Punkte a, auch mehrfach
auftreten konnen und die Ableitungsoperatoren die Gestalt D, = 0 mit geeigneten
Multiindizes " = (a},...,a}) haben. Der Ansatzraum p(T ) habe die Lagrange-Basis
{Gr,r=1,...,R}, d.h.:

Dr‘;és(dr) = 57"5-
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Wir nehmen weiter an, dass alle auftretenden Ableitungen D, auf H™(T') wohl definiert
und stetig sind: . R
|Dyo(arn)| < elloll,z, 0 € H™(T).

Die lokalen Polynomréume P(7') werden wieder erzeugt via Koordinatentransformation
aus dem Ansatzraum P(7T) auf dem Referenzelement:

P(T):={q: T = R| q(o(")) € P(T)}.
Dasselbe gilt fiir die zugehorigen Basen {¢), r=1,..., R} von P(T)

or() == ¢r(07 (@), z€T.

Fiir Funktionen v € H™(2) erhélt man dann durch Setzung
R
Z Dyo(as)ps € P(T)

eine zellweise Iiagrange/Hermite—Interpolierende Irv € P(T) mit den Eigenschaften
(Man beachte D,@g(a,) = dys.):

R
D, Irv(a,) =Y D,i(as)Drps(ay) = ZDS@(as)br@(ar)

M:a

s—1 1
D,o(a,) = Dyo(a,), r=1,...R.

Je nach Art der Ableitungsoperatoren D, ldsst sich dies gegebenenfalls auch als eine
Interpolation mit lokal auf den Einzelzellen T' definierten Ableitungsoperatoren D, bzgl.
der (physikalischen) Variablen z ausdriicken; z. B. in den einfachsten Féllen D,v(a,) :=
v(a,) bzw. Dyv(a,) = Vu(a,).

Wir beweisen nun den Hauptsatz dieses Abschnittes zur Polynominterpolation.

Satz 3.6 (Spezieller Interpolationssatz): Fir jedes v € H™(T) und die zugehdorige
Interpolierende Irv € P(T) auf der Zelle T € Ty, gilt:

m

h
‘U — ITv|k;T S Cr % ‘U|m;T, 0 S k S m, (3371)
Pr

mit Durghmesser und Inkreisradius hp bzw. pr wvon T und einer Konstante c; =
er(d,m,T).

Beweis: i) Fiir eine Funktion f € L'(T) bezeichnet f € L'(T) die zugehérige Transfor-
mierte

f(@):=fx), 2=0Y2)=B'x—B el (3.3.72)
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Die Transformation ¢! hat die Funktionalmatrix Vo ! = B!, so dass gilt:
/f(:z) di = |det B™Y| / flo™"(x)) dz = | det B|™* / fla)dz . (3.3.73)
T T T

Wir schéitzen nun die Elemente b;; sowie bg;l) der Matrizen B und B~' ab. Jedes x €
R? mit |z| = p gestattet mit zwei Punkten &, 7 € T die Darstellung = = £ — 7, wobei &
etwa als Mittelpunkt der Inkugel von T gewéahlt werden kann. Dann sind é =B Y¢—-B7',
=B 'y — B~'b € T, und wir erhalten

|B~'z| = |B%¢ = B™'b— B 'n+ B~ = | —qj| < h. (3.3.74)

Da alle Matrizennormen auf R?¥*? dquivalent sind, gilt mit einer Konstante ¢ = ¢(d)

_ B! B! h
- max |b§j 1)| < csup B~ 4 |5~ «| <c— (3.3.75)
ij=1,....d z€ER4 |;L’| |z|=p |;L’| P
Analog wird bewiesen: ,
max |b;| <c—. (3.3.76)
ij=1,..,d p

ii) Es seien nun T € Ty, sowie v € H™(T) beliebig gegeben. Es ist Irv € P(T) die
Interpolierende von v auf 7" und

1;0() = Ipv(o(-)) € P(T) (3.3.77)
die Interpolierende der Transformierten o € H™(T) auf T. Nach Korollar 3.1 gilt auf 7':

[0 = 10|, < €0]7, 0<k<m, (3.3.78)

]

mit einer festen Konstante ¢ = ¢(d, m,T). Durch Koordinatentransformation zwischen
T und T werden wir nun zeigen, dass

c . .
lv = Irvlkr < * | det BI'Y? |0 = Ij0 .
0], < ch™ | det B2 0| e,

mit Konstanten ¢ = ¢(d, m7f). Diese beiden Beziehungen ergeben dann zusammen mit
(3.3.78) die Behauptung.

iii) Fiir die Ableitungen von v bzw. ¢ gilt mit 2 = o~ '(z) = B~la — B~ 'b:
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und folglich

,,,,,,,,,,

10,0(2)| < c— max [0;0(2)] |0i0(2)] <™ max 0;0(2)).
pi=l...d - j=1,....d

Fir allgemeine Ableitungen D® bzw. D der Ordnung k£ = |a| gewinnen wir durch
k-malige Anwendung dieser Beziehungen:

_ B . B lal
DRo(@)| < max |b5Y max |D%0(3) §0(7> max |D%0(2)]
i,7=1,... Bl=|af P o

. h led
D (2)| < ¢ max |b;|[* max Db <cl|— max |Dfv
D@ < e max (b max [DPo(@)] < e (3)" max [D7u(z)].

Mit Hilfe dieser Abschétzungen und der Substitutionsformel (3.3.73) folgt nun

/|D“v(x)\2dx:|detB|/|§071;(i)|2di
T

<c|d0tB| ‘H‘lalx‘/\DB (2)|? dz
/ |D0(&)|? di: < c ‘g‘la‘x| / |Dﬂv )|? di
< c|det B|~ 1 ‘g‘la‘xl/ |DPu(z)|? dx .

Damit ist fiir 0 < k < m bewiesen:
h h
olir < elet B () Jolyp. folur < efdet B2 (%) ol
P ’ p

Anwendung dieser Beziehungen fiir v und v—Iyv ergibt schliefllich wegen 0 < p < h <1
die behauptete Abschitzungen (3.3.71). Q.E.D.

Bemerkung 3.6: Die Fehlerabschétzung (3.3.71) fiir die Polynominterpolation hat natiir-
liche Verallgemeinerungen auf andere Halbnormen |- |7 sowie auf andere Regularititsstu-
fen v e H™P(T), 1 < p < oo. Wir geben ohne Beweis das folgende allgemeine Resultat
an:

m—d/p
v — I7v|kqr < Cfﬁh}hn,p;% (3.3.79)
T

fir 0 <k <m, 1<p<q<oo,mniteiner Konstante ¢; = ¢;(d, k,m,p, q, T) . Fiir spétere
Zwecke sind hiervon insbesondere die Félle p = g = 1 (fiir m > 2), p = ¢ = oo sowie
p=2,q=oc0 (fiir k <m+2) von Interesse; z. B. gilt fiir d =2, m =2, ¢ =00, p=2:

max |v — Irv| < erhr|v)aor. (3.3.80)
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Auf dhnliche Art wie im Beweis von Satz 3.6 gewinnt man durch Transformation auf
das Einheitselement T die folgende sog. ,inverse Beziechung® fiir finite Elemente:

Satz 3.7 (Inverse Beziehung): Unter den obigen Voraussetzungen gilt auf jeder Zelle
T €Ty, fir Finite-Elemente-Funktionen v € P(T) mit einer Konstante ¢ = ¢(d, pr, k, s):

hs
V] < cp—{ Wsr, 0<s<k<m. (3.3.81)
T

Beweis: Fiir Polynome ¢ € P(T) gilt wegen der Aquivalenz von Normen auf dem (endlich
dimensionalen) Quotientenraum P(T')/P,_1(T) mit einer Konstante ¢ = é(d, m,T):

dl7 < ¢l 0<s<k<m. (3.3.82)

Die Behauptung ergibt sich nun wieder durch Transformation auf die Zelle T . Q.E.D.

Bemerkung 3.7: Analoge Abschétzungen wie die in Satz 3.6 und Satz 3.7 gelten auch
fiir Tensorprodukt-Polynomansétze auf Vierecken bzw. Hexaedern.

Wir wollen diese Resultate auf die obigen konkreten Beispiele anwenden. In diesen sind
alle formulierten Bedingungen erfiillt. Insbesondere gilt die ,,uniform shape“ Bedingung

T
supmax — < c.
h>0 T€Th pT

Dann folgt aus Satz 3.6 fiir die FE-Ansatzrdume Vh(mfl) C H{(Q) vom Polynomgrad
m—1 € Ny die Interpolationsfehlerabschatzungen

v — Ipv|pr < ch oy, k=0,...,m, T €Ty, (3.3.83)

mit Konstanten ¢ = c(d,m,T)‘ Manchmal moéchte man den Interpolationsfehler auch
iiber den Rand der Zelle oder punktweise abschétzen. Hierfiir gilt

v = Ipv|lor < chl™ (| V20| mers (3.3.84)
und z. B. in zwei Dimensionen

max |v — Ipv] < ch | V20| mer- (3.3.85)

Als Folgerung aus diesem lokalen Abschétzungen erhalten wir die folgenden globale Ap-
proximationsabschéitzungen

v — Lol < ch™ ||, k=0,..,m. (3.3.86)
Fiir ,lineare® finite Elemente gilt also speziell

|u — Lyul| + AV (u — Tyu)|| < ch?||Vul. (3.3.87)
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In diesem Fall ergibt die ,inverse® Beziehung (3.3.81):
Vol < B Yoll, o € VY. (3.3.88)
Entsprechend gilt fiir ,,quadratische“ finite Elemente
|u — Dyl + bV (u — Lu)|| < ch?||Viull, (3.3.89)
und
V3|l < h723||onll, v, € v, 3.3.90
h

Damit ist jetzt die theoretische Grundlage fiir die a priori Fehlerabschatzungen fiir das
Galerkin-Finite-Elemente-Verfahren aus Satz 3.1 geschaffen.

3.4 A priori Fehleranalyse

Die in Abschnitt 3.3 hergeleiteten Abschéatzungen fiir den Fehler bei der Interpolation
mit stiickweise polynomialen Funktionen sind die Basis fiir die a priori Fehleranalyse des
Finite-Elemente-Verfahrens. Wir formulieren die folgende Verallgemeinerung von Satz 3.1
fiir FE-Approximationen allgemeiner Ordnung m > 2,

(Vun, Vou) = (f,0n)  Veon € Vi, (3.4.91)

der Poisson-Gleichung. Dabei ist die sog. ,,Ordnung® eines FE-Verfahrens im wesentlichen
durch den Polynomgrad der verwendeten Ansatzfunktionen bestimmt, d. h. durch die
Beziehung P,y C P(T) fiir alle T € T}, .

Korollar 3.2 (Allgemeine FE-Konvergenz): Fir den Fehler ey, := u—uy, einer FE-
Methode mit Ansatzriumen Vi, C H}(QY) der Ordnung m > 2 zur Approzimation der
Poisson-Gleichung gilt die a priori Fehlerabschdtzung:

llenll + R Ver] < ch™ ||V ull. (3.4.92)

Wir wollen eine Schwiche dieses Resultats nicht unerwéahnt lassen. Im allgemeinen sind
Losungen u € H}(Q) elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung iiber Gebieten mit Poly-
gonrand nicht aus H™ () fiir m > 3. An den Ecken von 02 treten starke Singularitéten
der Ableitungen von wu auf. Die obige Voraussetzung u € H™(Q) ist also fiir m > 2
unrealistisch. Finite Elemente hoherer Ordnung m > 2 koénnen jedoch bei Gebieten mit
hinreichend glattem Rand 0f) erfolgreich verwendet werden, denn in diesem Fall kann
die Regularititstheorie meist w € H™(2) sichern. Dabei sind aber besondere Mafinah-
men, wie z. B. die Verwendung isoparametrischer Ansétze, zur Approximation entlang
des krummen Randes erforderlich.

Wir haben gesehen, dass der Fehler z. B. bei ,linearen® finiten Elementen gemessen in
der L?-Norm eine verbesserte Konvergenzordnung O(h?) gegeniiber der von O(h) in der
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Energie-Norm zulésst. Es stellt sich die Frage, ob man durch weitere Abschwiichung der
Norm vielleicht noch hohere Konvergenzordnungen erzielen kann. Diese Hoffnung wird
zuniichst bestirkt durch die Beobachtung, dass dies fiir die L?-Projektion durchaus der
Fall ist. Die in Frage kommenden Normen werden illustrativ als ,negative“ Sobolew-
Normen (genauer als Sobolew-Normen mit ,negativer Ordnung*) bezeichnet und sind in
den einfachsten Fillen definiert durch

(v, (v,
ol = sup P2 = swp ).
peV llells ©EVNH?(Q) lloll2

wobei wieder V := H} ().

Hilfssatz 3.6 (L*-Projektion): Fiir die L*>-Projektion P, : V — Vj, auf den Raum
Vh(l) der ,linearen® finiten Elemente gilt die Fehlerabschdtzungen

llu — Puul|—o + hlju — Pyul|_1 + h2|lu — Pyul| < ch* ||V2ul) . (3.4.93)

Beweis: Zuniichst rekapitulieren wir die ,, Bestapproximationseigenschaft“ der L*-Projek-
tion:

lu — Pyul| = min |lu— ¢ . (3.4.94)
LPhEVh(I)

Daraus folgt mit der lokalen Interpolationsabschétzung (3.3.83) die Beziehung
lu — Pyull < ch?||[V2ul| . (3.4.95)
Mit einem beliebigen ¢ € H}(Q) gilt entsprechend fiir k € {1,2}:

(u— Pyu, @) = (u— Pyu, p — Pyip)
< lu = Pyull o = Pug|
< VP [Vl

Dies impliziert

- P
sup (u hs @) S Ch2+k ”quH :

PEHL(QNHE () lellx

was zu beweisen war. Q.E.D.

Der Beweis von Hilfssatz 3.6 zeigt, dass eine weitere Erhohung jenseits O(h?) der Ap-
proximationsordnung der L2-Projektion auf den Ansatzraum Vh(l) auch in einer noch
schwécheren Norm nicht mehr moglich ist. Fiir die , Ritz-Projektion* Ry, : V — Vh(l) ist
in diesem Fall sogar O(h?) die Obergrenze fiir die erreichbare Ordnung. Dies zeigt der
folgende Satz.
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Satz 3.8 (Ritz-Projektion): Fir die Ritz-Projektion Ry, : 'V — Vh(l) auf den Raum
der ,linearen® finiten Elemente gilt die Abschditzung

lu = Ryl = e(f) [V (u = Ryw)|l?, (3.4.96)

mit einer positiven Konstante c(f) > 0.

Beweis: Sei f € Hj(Q). Fiir die Losung w € V der Gleichung —Au = f gilt unter
Ausnutzung der ,, Galerkin-Orthogonalitat®:

(u — Rpu, f) = (V(u — Ryu), Vu) = ||V (u — Ryu)|*.

Wegen
sup (u — Rpu, ¢) > (u— Ryu, f)
eev el [1£1lx
impliziert dies die Behauptung. Q.E.D.

Da die Energie-Fehlerabschétzung
IV (u = Ryu)|| < ch || Vu

bzgl. der Ordnung bestmoglich ist, folgt aus (3.4.96) die Unmoglichkeit einer Fehler-
abschitzung mit einer Ordnung grofler als zwei fiir ,lineare® finite Elemente.

3.4.1 Punktweise Fehlerabschitzung

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, dass die Methode der finiten
Elemente als Projektionsmethode zunéchst ganz natiirlich zu a priori Abschiatzungen in
der ,Energienorm“ ||Ve|| und dann iiber ein Dualitdtsargument auch zu verbesserten
Abschétzungen in der L?-Norm |e| fiihrt. Diese Konvergenzaussagen im , quadratischen
Mittel“ gestatten aber noch keinen unmittelbaren Schluss auf die punktweise Konver-
genz des Verfahrens. Dieser Frage soll jetzt wieder anhand des einfachen Modellproblems
,, Poisson-Gleichung*,

—Au=f inQ, wu=0 auf0Q, (3.4.97)

auf einem (konvexen) Polygongebiet ©Q C R? nachgegangen werden. Wir beschrinken
uns dabei auf die Approximation (3.4.91) mit stiickweise linearen Ansétzen Vh(l) C V auf
reguléren Triangulierungen. Wir rekapitulieren hierfiir die a priori Fehlerabschéitzung

lell + hl| Ve < eh?[|VPu, (3.4.98)

wobei die Konstante ¢ wesentlich durch die Konstante in der Interpolationsfehlerabschét-
zung

IV (u— L)z < erh|VPullr, T €Ty, (3.4.99)
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bestimmt ist. Wir erinnern daran, dass im vorliegenden Fall eines konvexen Grundgebiets
jedes v € V mit Av € L*(Q2) automatisch in H?(€) ist und der a priori Abschéitzung
genligt:

V20| < || Av]. (3.4.100)
Satz 3.9 (Sub-optimale L>°-Norm-Fehlerabschitzung): Unter den obigen Voraus-
setzungen konvergiert die Methode der finiten Elemente punktweise mit der Ordnung
O(h) :

max |e| < ch||V?ul| . (3.4.101)
Q

Beweis: Sei T' ein beliebiges Dreieck aus Tj,. Fiir eine Funktion vy, € Vh(l) gilt dann
mTaX|vh| < c|T|_1/ |vp| dz. (3.4.102)
T

Dies folgt leicht mit Hilfe der Transformation auf die Referenzzelle T (dz =~ |T|di) und
der dort geltenden Beziehung (Aquivalenz von Normen)

max |0y, < é/ [On| dit.
T T
Mit der Knoteninterpolierenden [,u € Vh(l) a u €V NHYQ) gilt
max [u — Iyu| < chr||Vul|7. (3.4.103)
Damit erschlieflen wir dann:
max |e] < max |u — Tyu| + max | Ie
T T T
< max |u — Tyu| 4 c|T|™ / |Tne| dx
T T
< max lu — Thyu| + C\T|*1/ le| dz < chp||V2ullz + chyt|le]| 7.
T

Mit Hilfe der L?-Fehlerabschiitzung (3.4.98) folgt also die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung 3.8: Unter der blofen Annahme u € V N H?*(Q2) ist die Fehlerabschétzung
(3.4.101) bzgl. der h-Potenz optimal. Um dies einzusehen, betrachte man z. B. auf dem
Einheitskreis B; = {z € R?| |z| < 1} die Funktionen

uP(e) = (Jol? + b)Y
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Offenbar ist v € H?(B,), und es gilt

2 h 2, 14y—1 1/2 1/2
IVeu"||p, <c (|lz]* 4+ h*)" de < c|In(h)|"".

B

Wir nehmen nun an, dass unser Losungsgebiet ) den Kreis B; enthélt und die Funk-
tionen u” geeignet zu Funktionen @" € H}(Q) N H?(Q) fortgesetzt sind. Ferner gehore
zu jeder der Triangulierungen T, ein Dreieck Ty mit Durchmesser A und dem Inkreis-
mittelpunkt ag = 0. Dann ist in den Eckpunkten a; und dem Mittelpunkt ay von Ty
stets

’EL}L(CLZ‘) 2 h, ﬂh(ao) = h2.

Wiirde nun fiir die Ritz-Projektion @} € V}, zu 4" mit einem & > 0 gelten

max " — ay| < ch'e ||V |g,
0

so ergébe sich fiir hinreichend kleines h im Widerspruch zur Linearitét der a) auf Tp:

[ (ao)| < |@h(a0) — " (ao)| + [ (ag)| < A, 0 <er <e,
|@h(a:)] > [a"(a:)| — [@"(a;) — @(ai)| > ch.

Numerische Experimente zeigen, dass im Falle hoherer Regularitdt von u (etwa u €
C%(Q2)) die optimale Ordnung O(h?) des L?-Fehlers auch fiir die punktweise Konvergenz
vorliegt. Ein dhnliches Phéanomen haben wir bereits bei der Differenzenapproximation
mit dem 5-Punkte-Operator gesehen, bei dem sich auf gleichformigen Gittern die Kon-
vergenzordnung O(h) im Falle u € C3(Q) auf O(h?) im Falle u € C*(Q) erhoht. Fiir
die Methode der finiten Elemente beweisen wir nun das folgende optimale Resultat auf
allgemeinen reguliaren Gittern:

Satz 3.10 (Optimale L>*-Abschitzung): Im Falle u € V N C*(Q) gilt die Konver-
genzabschdtzung

sup |e| < ch?L(h) sup |V2ul (3.4.104)
Q Q
mit dem logarithmischen Faktor L(h) :=|log(h)|+1.

Beweis: Wir notieren zunéchst die Interpolationsfehlerabschétzung

sup |u — Iyu| + hsup |V(u — Lyu)| < ch?sup |[Vu (3.4.105)
Q Q 0

i) Fiir ein h > 0 sei T, € Tj, beliebig, aber fest gewéhlt. Mit der Knoteninterpolierenden
Iyu € Vh(l) von u gilt wieder (s. Beweis von Satz 3.9):
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max |e| < cmax |u— Tu|+c|T.| ™" | |e|dx
T. T. 7

< ch, max |V2u| + c|T*|71/ le| dz.
- T,

Damit ist die Abschitzung des L*-Fehlers zuriickgefiihrt auf eine lokale L!-Fehlerab-
schétzung. Mit der durch

§h = |T*|*lsign(e) inT,, ¢6":=0 sonst,

definierten Funktion 6" € L?(Q) (,regularisierte* Dirac'” -Funktion) gilt weiter

7 /T o] d = (5", ¢).

ii) Jetzt wird wieder ein Dualitdtsargument verwendet. Wir betrachten das Hilfsproblem
—Ag"=6" inQ, ¢"=0 auf 0Q. (3.4.106)
Die Funktion ¢" kann als ,regularisierte* Greensche Funktion angesehen werden. Damit
gilt
IT.7" [ |e|dx = (Ve, Vg"). (3.4.107)
T

Unter Verwendung der durch
(Var, Vion) = (Vo' Vi) Von € Vi,

definierten , Ritz-Projektion® gy € Vh(l) von g¢" erhalten wir durch zweimalige Anwen-
dung der Galerkin-Orthogonalitét die Beziehung

T | leldr = (Ve, V(9" = gi) = (V(u— L), V(9" — g;))- (3.4.108)
T
Mit der Holderschen Ungleichung folgt
Tt [ leldx < max IV (u— Iyu)| / IV(g" — gh)| d. (3.4.109)
Q

T«

Unter Beachtung der Abschitzung (3.4.105) erhalten wir schlieflich die Beziehung

max |e] < ch{h +/ IV(g" — gn)| dx} sup |V2ul. (3.4.110)
T Q Q

17Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984): Franzdsischer Physiker und Mathematiker; Prof. in Cam-
bridge; wichtige Beitridge zur Quanten Mechanik und Kosmologie, 1933 Nobel-Preis.
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Die punktweise Abschitzung des Fehlers e ist also zuriickgefithrt auf eine globale L!-
Fehlerabschitzung fiir den Gradienten der ,Greenschen Funktion®*: V(g" — gl'). Dieser
wird unten weiter abgeschiitzt. Dazu bendtigen wir einige a priori Abschitzungen fiir g”
die im folgenden bereitgestellt werden.

iii) Sei x, der Inkreismittelpunkt von T, . Wir definieren die Gewichtsfunktion

o(z) = (|z — z,)* + K2h2)V2.
Durch Nachrechnen verifiziert man leicht die Beziehungen

kh<o<e¢ |Vo|<c., |Vio|l<cod, |o7Y <ecL(h)?,
mit von A und ~ unabhéngigen Konstanten. Fiir die Gréfien o7 := maxyo und o, =
miny o gilt daher
or <agp+h max |Vo| < ar+ cih,

und bei Wahl von s := 2¢, (unabhingig von h):

_ 1=
or < op+ 50T,

und damit max 2L <92. (3.4.111)
TEeT, or

Hilfssatz 3.7 (Greensche Funktion): Fiir die reqularisierte ,Greensche Funktion® g"
gelten die a priori Abschdtzungen

sup lg"| < cL(h), (3.4.112)
V" + l0V2g"|| < ¢ L(h)"?, (3.4.113)
V2" < eh™t, (3.4.114)

mit von h unabhdingigen Konstanten c.

Beweis: i) Die ,richtige“ Greensche Funktion ¢(-) = g(x,,:) zum Aufpunkt z,. erlaubt
die Abschétzung (Beweis mit Hilfe des Maximumprinzips)

l9(x)] < e{[In(jz = z.[)] + 1} .

Konstruktionsgeméf folgt damit

9" (2) = [(Vg", Vo) = (8", g)al < ch™® | |gldx < cL(h).
T
Dies impliziert die Abschitzung (3.4.112).

ii) Zum Beweis von (3.4.114) verwenden wir die iibliche a priori L?/H?-Abschitzung

V26" | < elld"|| < eh™.
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iii) Als néchstes notieren wir die einfache a priori Abschétzung
V2" < [|Ag"(| < ch™". (3.4.115)

Weiter gilt
V"> = (6", g") < esup |g"| < cL(h).
Q

Dies impliziert den ersten Teil der Abschitzung (3.4.113).

iii) SchlieBlich setzen wir £ := x — x, und finden wegen
&6V " < [V2(&g")| + Vg

die Bezichung ,
loV2g"|* = > 16V I + 5212V 2"

i=1

2
< D AIVAEMIP + IV IP} + £ V2g" 2.

i=1
Mit Hilfe der iiblichen a priori L?/H?-Abschétzung (3.4.100) folgt

V(g™ < A& < l1&AG" | + 1IV"]
< [I&:0M | + IV g" | < e+ L)',

Die vorausgehenden Abschétzungen implizieren dann
loV2g" | < eL(h)'2,

woraus (3.4.113) folgt. Dies vervollstandigt den Beweis von (3.4.113). Q.E.D.

iv) Wir kehren nun zum Beweis des Satzes zuriick und schétzen wie folgt ab:

/Q IV(g" = gi)ldz < [lo M| [loV (g" = gi)]l < eL(R)*[loV (g" = gp)ll-
Durch Ausdifferenzieren folgt weiter

oV (g" = gMII> = (V(g" = g1). V(*(g" — i) — (V(¢g" — g0), (9" — g1) Vo)
= E1 — EQ.

Die Terme FE; und F3 werden im folgenden separat abgeschiitzt. Im Hinblick auf die
Galerkin-Orthogonalitét gilt

By = (V(g" = gn), V(o*(¢" = gi)) — tn))
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mit der Knoteninterpolierenden vy, := I;(0?(¢" — g7")) € Vh(l). Dies wird abgeschétzt
durch

Ey <> loV(g" = gi)lirllo™"V(e*(g" = gh) — ¢n)lr

TEeTy,

< HloVig" =g +¢ D o' V(e*(g" = gi) = va)ll7-
TeT,

Mit Hilfe der Interpolationsfehlerabschétzung (3.4.103) werden die einzelnen Summanden
wie folgt abgeschétzt:

o'V (o*(g" — g1) — )7 < a2V (0*(g" — gr) — vn)lI7
cor’h3||V(*(g" = g7
car’hi{llg" = grll5 + loV(g" — g7 + 110 V2g" I3}

cllg" = gill + cor®azhz{IV(g" = gz + loV2g" 17}

ININ IA A

Dies ergibt wegen (3.4.111):
Er < iloV(g" = gn)l* +cllg" = grll® + ch* {1V (" = gn)l* + loVg"|*}.
Die schon bekannten L2-Fehlerabschitzungen liefern weiter
By < §loV(g" = gn)l* + ch®{R*| V26" > + o V24" |},
sowie unter Beachtung der Abschéitzungen von Hilfssatz 3.7
By < §lloV(g" — g + ch®| n(h)].
Fiir den zweiten Term gilt wegen |Vo?| < co:
Ey < cl|oV(g" = g)lllg" = gnll < 510V (d" = g)II* + ellg" = gill?

sowie mit den Argumenten von eben:

Ey < illoV(g" = gi)|I? + ch®.
Kombination der Abschéitungen fiir F; und E3 ergibt schlieflich

oV (g" = gi)lI* < 3lloV (9" = gn)lI* + ch®L(h),

und damit die Behauptung. Q.E.D.

Der logarithmische Term L(h) := |In(h)| 4+ 1 in der Abschitzung (3.4.104) lisst sich
auf allgemeinen Gittern nicht vermeiden. Dies wird durch numerische Tests und auch
durch theoretische Analyse bestétigt. Auf gleichférmigen Gittern (Je zwei benachbarte
Dreiecke bilden ein Parallelogramm.) erhdlt man unter der stiarkeren Glattheitsbedingung
u € C*(Q) allerdings die optimale Konvergenzordnung O(h?). Vergleicht man dieses
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Resultat mit dem entsprechenden fiir die Differenzenapproximation mit dem 5-Punkte-
Operator, so stellen wir eine deutliche Abschwéchung der Regularitdtsanforderungen um
fast zwei Stufen fest.

Auf Polygongebieten ist die Bedingung v € H**(Q) fiir die schwache Losung von
(3.4.97) im allgemeinen unrealistisch. Bei den Ecken konnen die zweiten Ableitungen
Singularitdten haben. Auf konvexen Polygongebieten ist gerade die Voraussetzung u €
H2(Q) natiirlich, d. h. stets erfiillt, wogegen u € H**(£2;) nur auf Teilgebieten ) C Q
mit positivem Abstand zu den Eckpunkten gilt. In diesem Fall haben wir das folgende
»lokale“ Resultat:

Satz 3.11 (Lokales Fehlerverhalten): Sei Q) C Q ein Teilgebiet mit positivem Ab-
stand &, zu den Eckpunkten von Q und u € H*(Q)NC?*(Qy). Dann gilt auf jedem zweiten
Teilgebiet Qo C Qy mit Abstand 6o > 6y zu den Eckpunkten die Fehlerabschitzung

sup |e| < ch2{L(h) sup |V2u| + HV2UHQ}. (3.4.116)
QQ Q1

Beweis: Der technisch aufwendige Beweis kann im Rahmen dieses Textes nicht gefiihrt
werden; wir verweisen dafiir auf die entsprechende Literatur. Q.E.D.

Bemerkung 3.9: Zum Abschluss bemerken wir noch, dass sich fiir finite Elemente hoher-
er Ordnung (Polynomgrad m —1 > 2) zu (3.4.104) analoge punktweise Fehlerabschéitzun-
gen unter der Voraussetzung u € C™ () herleiten lassen:

sup |e| < ch™ sup |[V™ul. (3.4.117)
Q Q
Bemerkenswerterweise tritt dabei ab Polynomordnung m—1 = 2 der stérende logarithmi-

sche Term L(h) nicht auf. Dasselbe gilt auch fiir den niedrigsten Ansatzgrad m—1=1,
wenn der maximale Fehlergradient betrachtet wird:

sup |Ve| < chsup |V (3.4.118)
Q Q

3.5 Implementierungsaspekte

Im folgenden wollen wir einige Fragen im Zusammenhang mit der praktischen Realisierung
der Finite-Elemente-Methode diskutieren. Dazu betrachten wir als Modellfall die 1. RWA
eines (elliptischen) Differentialoperators,

Lu:=—-V{aVu} =f inQ, u=0 aufd, (3.5.119)

mit moglicherweise variablem Koeffizienten ¢ = a(x) > o > 0 auf einem (konvexen)
Polygongebiet 2 C R?. Die Diskretisierung erfolgt wieder auf Ansatzriumen Vj, C H{(Q)
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zu einer Folge von (gleichméBig) reguliren Zerlegungen T, = {7} des Grundgebiets
QCRY(d=2,3),

a(u, ) =1(p) Yeou € V. (3.5.120)
mit den bilinearen bzw. linearen Formen
a(u, 90) = (a’vuha Vﬁph), l(@) = (f7 <10h)

Die Aufstellung des zugehorigen linearen Gleichungssystems erfordert in der Regel die
Anwendung numerischer Integration, was zu einem zuséitzlichen Fehler fiihrt.

3.5.1 Aufbau der Systemmatrizen und Vektoren

Im Gegensatz zu den Differenzenverfahren auf strukturierten Gittern lassen sich die alge-
braischen Gleichungssysteme der Finite-Elemente-Methode auf allgemeinen Zerlegungen
T}, in der Regel nicht explizit ,per Hand“ aufstellen.

Mit der Knotenbasis {¢\", n = 1,..., N} des Finite-Elemente-Raumes Vj, C HZ(€2)

sind die Systemmatrizen (unter Weglassung des Index h) A = (anm)y,,—; (»Steifigkeits-
matrix“) und M = (mpm)Y,,—; (,Massenmatrix“) sowie der ,Lastvektor® b = (b,))_,

gebildet gem#if

(m) (n))

Anm = a(goh » Ph Mym = (9027”)’ ‘Pén))a by, = l(@;p)

Beide Matrizen sind konstruktionsgeméafl symmetrisch und positiv-definit. Thre grofiten
und kleinsten Eigenwerte seien Apax(A), Amin(A) bzw. Apax(M), Apin(M), und die
zugehorigen Spektralkonditionen:

)\max(A)
)\min(A) '

)\max(M)
M)="—""——=.
ﬁ2( ) )\min(M)
Wir rekapitulieren die folgenden Beziehungen zwischen einer Finite-Elemente-Funktion
vy, € Vi, und ihrem zugehorigen Knotenvektor & = (&,)N_, € RV :

KQ(A) =

N
ve=3 &y, ol = (ME,€),  alvn,v) = (AE,€),

wobel (-,-) das euklidische Skalarprodukt bezeichnet; die euklidische Vektornorm ist |-|.
Der Knotenvektor ¢ ist bestimmt durch das lineare Gleichungssystem

AE =b (3.5.121)

Zur Aufstellung des Systems (3.5.121) bedient man sich in der Praxis eines zell-orientierten
Prozesses, des sog. ,,Assemblierens® (englischen ,assembling“). Dabei wird das Konzept
der ,,Element-(Last)-Vektoren® und ,, Element-(Steifigkeits)-Matrizen” verwendet. Fiir ei-
nen Knotenvektor & € RY und eine Zelle T € Ty, ist dabei & = (67, ...,&8, ..., &7
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mit
ri=¢, falls oV 20 auf T, €L :=0 fallsp!™ =0 auf 7T

Die zugehorigen Element-Matrizen und -Vektoren haben die Form

m n N
Ar = (@) = (@Y Vo))
m n N
MT = (mgm)r]:[m 1= ((gpgl )7§0§1 )) )n,mzl’

N

br = (DN = ((fo)r) -

Dabei werden natiirlich nur die wesentlichen, von Null verschiedenen Elemente von Ar,
Mr und by gespeichert. Die einzelnen Gesamtmatrizen und Vektoren werden dann ge-
bildet durch Assemblierung der entsprechenden Element-Matrizen und -Vektoren gemaf

A=Y "Ar, M=> My, b= by
TET, TETy, TET),
Entsprechend gilt
(AL, 8) = > (Artr.&r),  (MEE) =Y (Mrér,&r).

TET), T€eT,

Die Element-Beitrige werden in der Regel durch Transformation auf ein Referenzelement
berechnet. Wir diskutieren hier nur den Fall von Dreieckszerlegungen. Sei also wieder
or : T — T die affin-lineare Abbildung des Einheitsdreiecks 7' auf das Dreieck T':

x=op(Z)=Bri+by, &= a;l(x) = B}lx — B;le.

Die charakteristischen Parameter von T’ sowie 7' sind mit Az, pr bzw. B, p bezeichnet.
Fiir transformierte Funktionen ©(%) = v(x) gilt dann

/Tv(a:) dx = |detBT|/T@(§c) di

woraus insbesondere |det By| = |T||T|~" ~ h& folgt. Ferner ist mit der Inversen Bj' =

(b ")

ij=1" :
— d A~ d A~
O(z) = O(z) = 0i(2) = Y 0;0(2)0 Za ()b
j=1 j=1

bzw. ﬂ(i‘) = B7TVi(#). Die Elemente der Element-Matrizen Ay und My sowie des
Element-Vektors by transformieren sich wie folgt:
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al = / anpém)Vgoén) dx = | det By / aV«pE:n)Vgp,(Ln) dz

nm?

= | det By / aByTVe!™ BTV di =: | det By|al
m?t /gpém)cpgln) dx = | det BT|/ Am) (" dz =: | det By | mpm, -

/fapﬁ"’d:r— |detBT|/f<,0(")di‘ —: | det By bn.

Die Werte aZ, m?, und b7 auf der Referenzzelle werden nun mit Hilfe von Quadra-
turformeln auf 7' berechnet. Dazu werden wir weiter unten noch mehr Details angeben.
Wichtig ist, dass diese Quadratur nur auf der Referenzzelle stattfindet und die tatséchlich
verwendeten Groflen @, , Mp, und b, im wesentlichen durch Skalierung mit |det By |

gewonnen werden.

3.5.2 Konditionierung der Systemmatrix

Wir wollen zunéchst die Stabilitdt (fiir - — 0) der diskreten Finite-Elemente-Gleichung
(3.5.121) gegeniiber Storungen der Daten untersuchen. Diese treten z. B. auf durch die
Fehler bei der Berechnung der Elemente a,,, und m,, bei Verwendung von numeri-
scher Intergration. Durch rein algebraische Argumente erhalten wir zunéchst eine Stabi-
litdtsabschitzung fiir allgemeine lineare Gleichungssysteme (s. den Band ,,Numerik 0 —
Einfithrung in die Numerische Mathematik®).

Satz 3.12 (Allgemeiner Storungssatz): Seien Stérungen dA der Matriz A und 0b
der rechten Seite b gegeben, so dass p = rao(A)||0A|/||All < 1. Dann gilt die Fehler-
abschdtzung

06 _ #2(A) glloA]l |00] -
T ST, {W+W}' (3.5.122)

Zur quantitativen Auswertung dieser Abschétzung miissen wir die Spektralkondition der
Steifigkeitsmatrix A in Abhédngigkeit von der Gitterweite h abschéitzen. Dazu nehmen
wir an, dass die betrachtete Familie von Zerlegungen (T}p);~0 gleichmifig ,form- und
grofen-regular® ist, d. h.:

h maxper hT
sup (max —) <c, sup (7’1) <ec.
h>0 \NTET, pr r>0 \Minger, hy

Dann ergibt sich analog zum Differenzenverfahren das folgende allgemeine Resultat.
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Satz 3.13 (Konditionierung): Auf einer Folge von (gleichmdfig) reguliren Zerlegun-
gen Ty, gilt fir die Spektralkonditionen der (symmetrischen und positiv definiten) Steifig-
keitsmatrizen A und der Massenmatrizen M :

Ko(A) = O(h™?), ko(M) =0O(1) (h—0). (3.5.123)

Beweis: i) Fiir die grofiten und kleinsten Eigenwerte von M gilt

L (MEE) (ME, )
Amin(M) = min < max ———> = A\ (M).
0=328 Tep <@ e e
In der folgenden Argumentation werden wieder die Element-Matrizen Mg . Ferner be-
zeichne dyy, und dy., die kleinste bzw. die groBte Anzahl von Zellen, die in einem
Knoten der Zerlegung T), zusammentreffen. Mit dieser Notation ergibt sich:

< T§T7 §T

<M£v§> = Z <MT£T7 £T> EERIIEHII}ET |§ |2 Z |§T|2 > mm{/\mm(MT)} dm1ﬂ|§|2
TET), " TET),
M
(6.6 = 3 (trérsry < g LD S 602 < (s (M) dol
TET), ' h TET,

Mit Hilfe der Beziehung |det By| ~ h% ergibt sich mit der (festen) Matrix M :=

(mnm)ﬁmzl :
)\max(MT) | det BT‘ )\max( ) < Ch%a )\min(MT) | det BT| )\mm( ) > Ch%a

und folglich ko(M) = O(1).

ii) Fiir die kleinsten und grofiten Eigenwerte von A gilt:

(48, 6) (M¢, €) a(vn, vn)

nin A Z i i : - i )\min M7

hein(A) 2 0 Chte € SR S e ()
<Av > <M€7£> a(vhavh)

AInax A < - )\ma.x M).

() s e 5 1 = s e e

Wir schitzen weiter ab durch

min Q(L’U;) > min a(%;}) =: )\min(L)
o€V vl ver@ vl

mit dem kleinste Eigenwert des Differentialoperators L auf dem Gebiet 2. Ferner ergibt
sich mit Hilfe der ,inversen Beziehung® fiir Finite-Elemente-Funktionen:

a(vn,on) < llalloe D [IVunlF < cllalloe D o7 lonlld < cllallo max pr” [,
TeTy, TeTy
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bzw. Amax(A4) < cmaxrer, P2 Amax(M) . Wir gewinnen so die Abschétzung

)\min(L))\min(M) S )\min(A) S )\max<A) S cmax ,0;2 )\ma.x(M)~

TeT),

Also ist ko(A) < ¢ maxyer, p;z , was im Hinblick auf die Gleichférmigkeitsannahmen an
die Zerlegungsfolge den Beweis vervollsténdigt. Q.E.D.

Bemerkung 3.10: Wir betonen, dass die Asymptotik O(h~2) der Kondition der Stei-
figkeitsmatrix durch die Ordnung des zugrunde liegenden Differentialoperators L be-
stimmt ist; sie hat nichts mit dem Polynomgrad m — 1 des Finite-Elemente-Ansatzes
oder der Raumdimension d zu tun. In der Tat wurde der Beweis von Satz 3.13 allgemein
fiir d > 1 und fiir beliebigen Polynomgrad m — 1 > 1 gefithrt. Die Abhéngigkeit von
p = minger, pr kommt iiber die Verwendung der inversen Beziehung zur Abschétzung
von Apax(A) ins Spiel. Dabei ergibt offenbar jede Ableitungsstufe in der Energieform
a(+,-) genau eine negative p-Potenz. Der Exponent —2 ist also gerade durch die Ordnung
des betrachteten Differentialoperators bestimmt. Bei der Finite-Elemente-Diskretisierung
von Differentialoperatoren hoherer Ordnung 2r > 2 verhilt sich die Kondition der Stei-
figkeitsmatrix dementsprechend wie ro(A) = O(h™"). Zum Beispiel treten in der Plat-
tenstatik Randwertaufgaben vierter Ordnung (r = 2) mit dem biharmonischen Operator
A? auf. In diesem Fall verhilt sich die Kondition der zugehorigen Steifigkeitsmatrix wie
O(h™). Fiir eine Gitterweite der GroBenordnung h ~ 1072 in zwei Dimensionen ergibt
sich damit rg(A) ~ 10%, was Rechnung in mindestens doppelt-genauer Arithmetik nahe
legt.

Die Fehlerabschitzung (3.5.122) ist am Extremfall einer Stérung des Eigenvektors
Whay in Richtung des Eigenvektors wy,;, orientiert. Sie erfassen also den ungiinstigsten
Fehlereinfluss, wie er in der Praxis kaum auftreten wird. Tatséchlich erweist sich (3.5.122)
als viel zu pessimistisch zur realistischen Erfassung des Einflusses von Datenfehlern bei
der Losung der Finite-Elemente-Gleichungen Az = b. Zur Verdeutlichung betrachten wir
im folgenden ausschliellich den Fall von Storungen in der rechten Seite b, welche durch
fehlerhafte Auswertung (z. B. durch numerische Integrartion) der gegebenen rechten Seite
f der Differentialgleichung entstehen.

Satz 3.14 (Spezieller Storungssatz): Auf einer Folge von (gleichmdafig) requliren Zer-
legungen Ty, gilt die Fehlerabschdtzung

6¢] _ ma(M) [If] I8t

€= A i ol

(3.5.124)

mit dem kleinsten Eigenwert X\ der 1. RWA des Differentialoperators L auf €.
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Beweis: Aus der Identitit A ¢ = 6b folgt [6&] < || A7 [5b] = Amin(A)71[0] . Weiter ist

. (Az2) (Az,z) . (Mz,z)
)\min A) = Z
W=20 e 22 ) B o
= min M)\mm(fw) > AMnin(M) ,

e, [onl?

und somit 6] < A7 A\pin (M) 71 60| . Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

N

b2 = Y- (F. ™) = (£ Z Fe™)el”) < IIf HZ £ o)l

n=1

Wegen

HZ PRI g

folgt dann b < Apax(M)Y2 || f|| . Ferner gilt wegen (ME,€) < Amax(M)]|€]1?

= Z(f o) on ) o™, o) = (Mb,b) < Awax(M) [0]?

€] 2 M (M) 72 (ME )M = M (M) ™2 ]| -
Wir kombinieren die obigen Beziehungen und erhalten

€] _ - AmaeM) 180 1]

€1 =7 Ain (M) (8] uall”

was zu beweisen war. Q.E.D.

Wir haben in Satz 3.13 gesehen, dass die Massenmatrix M eine gleichméBig bzgl.
h beschriankte Spektralkondition hat xa2(M) = O(1) (b — 0). Ferner folgt aus der
Konvergenz des Verfahrens die Beziehung

[unll = l[ull + O(h) (b = 0).

Damit erhalten wir aus Satz 3.14 die folgende asymptotische Abschétzung fiir die Fehler-
fortpflanzung im Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren

@ <c(f,u,Q)

gl —
mit einer nur von f, u und € abhingigen Konstante c(f,u, ). Dies besagt, dass die
Finite-Elemente-Methode stabil ist (fiir A — 0) bzgl. Stérungen der rechten Seite f. Die
Ausdehnung dieser Aussage auf Storungen in der Matrix selbst ist noch offen.

|00]

. (3.5.125)
0]
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3.5.3 Aufstellung der Systemmatrizen mit numerischer Integration

Im folgenden analysieren wir den zusétzlichen Fehler, welcher bei ndherungsweiser Be-
rechnung der Matrix- und Vektorelemente a,,, und b, mittels numerischer Quadratur
entsteht. Im Zuge der Matrix-Assemblierung miissen Integrale iiber Gitterzellen T € T}, ,

/T a(z)Vel (2) Vel (2) da, / F(@)e(z) de, (3.5.126)

berechnet werden, wobei gps)(a:) die Knotenbasisfunktionen sind. Wenn die Datenfunk-
tionen a(x), f(z) konstant oder auf der Zelle durch Polynome approximiert sind, so sind
Integrale der Form

/ I'Il)l"g dLL’, P, q € NO?
T

zu berechnen. Hierfiir gibt es z. B. auf Dreiecken explizite Formeln. Sei T ein Dreieck
in der (z,y)-Ebene mit den Eckpunkten (x;,y;), 7 = 1,2,3. Ist der Ursprung des Koor-
dinatensystems im Schwerpunkt von 7', d.h. 2y + 29 + 23 = y1 + y2 + y3 = 0, so gilt
z. B.:

[ vt =,

/Txd(may)=/Tyd(w,y)=0,

T

/952 d(z,y) = | |(371 +x2+x3)
T 12
7|

[ vate) = 5w + o + 2,
T

T
/ y2d(z,y) = %(yf + 5 +3).
T

Nicht exakt berechenbare Integrale werden durch numerische Integration angenéhert.
Dazu dienen sog. ,,Quadraturformeln®, welche analog wie auf 1-dimensionalen Intervallen
auch auf 2- oder 3-dimensionalen Zellen iiber einen Interpolationsansatz erzeugt werden.
Dies geschieht zunéchst auf der Referenzzelle T und ergibt dann durch Transformation
T T = JT(T) = Bt + by auch Quadraturformeln auf den einzelnen Zellen T € T, .
Wir beschreiben diesen Prozess im folgenden nur fiir Quadratur basierend auf Lagrange-
Interpolation.

Auf der Referenzzelle T' seien ein Polynomraum P(T) mit S := dim P(T) sowie
ein Satz von Stiitzpunkten {#, € T,s = 1,...,S} gewiihlt, welche unisolvent sind. Die
Stiitzpunkte 2, brauchen nicht mit den Knotenpunkten des Finite-Elemente- Ansatzes
iibereinzustimmen. Seien weiter L, € P (T ) die zugehorigen Lagrangeschen Basispolyno-
me, welche durch die Eigenschaft L (Z,) = 04 charakterisiert sind. Dies erlaubt wieder

die explizite Darstellung des zu einer stetigen Funktion ©(Z) gehorenden Interpolations-
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polynoms durch
5
p(@) =Y o(E)Ls(@).
s=1

Dies fiihrt zu folgendem Ansatz fiir eine Quadraturformel auf T:

Qp(0) = @,b(2,), &, :=/TLS(£) di. (3.5.127)

Die Stiitzpunkte z, werden so gewéhlt, dass Polynome von moglichst hohem Grad durch
die Formel exakt integriert werden. Dabei ist aus Stabilitdtsgriinden wieder darauf zu
achten, dass die Gewichte @y positiv sind.

Mit den Bezeichnungen
xs = or(ts), ws:=|detBprlos (s=1,..,5),

erhalten wir durch
S S
= wa(x,) =Y _|det By|d, i(i,) = | det Br| Q4(0) (3.5.128)
s=1 s=1

Quadraturformeln Qp(-) auf den einzelnen Zellen T € T, . Die gebrduchlichsten solcher
Formeln fiir Dreiecke sind in Abb. 3.22 zusammengestellt. Dabei bedienen wir uns der
gebriuchlichen Schreibweise mit sog. , baryzentrischen Koordinaten®. Fiir ein d-Simplex
T mit Eckpunkten {ag, ..., aq} besitzt jeder Punkt = € T eine eindeutige Darstellung als
konvexe Linearkombination der Eckpunkte:

d d
i=0 =0

Die Koeffizienten {\g, ..., Aq} sind dann die baryzentrischen Koordinaten von z im Sim-
plex T'. Zum Beispiel sind {1,0,...,0} die baryzentrischen Koordinaten des Eckpunkts
ag und {#, . #} die des Mittelpunktes zp . Die einfachsten Quadraturformeln auf
Dreiecken/Simplizes sind die , Mittelpunktregel* und die ,Trapezregel® (s. auch Abb.
3.22):

Qr(v) = [Tlo(er),  Qr(v) = dﬂmz w).

Definition 3.6 (Quadraturformel): Eine interpolatorische Quadraturformel der Art
(3.5.127) auf einer Referenzzelle T heifit ,von der Ordnung r “, wenn durch sie Polynome
bis zum Grad r—1 (und nicht hoher) exakt integriert werden. Sie wird ,zuldssig® fiir den
Polynomansatz P(T) genannt, wenn ihre Stitzstellenmenge reichhaltig genug ist, so dass

qe P(T): Vq(z,)=0 (s=1,..,5) = q=konst. (3.5.129)
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NUMERICAL INTEGRATION FORMULAS FOR TRIANGLES

Order Fig. Error Points Triangulur Weights
Cu-ordinates 2W,
Linear & R = 0(hY u R 1
4 i LLo 3
Quadratic R = 0" h 0.1 i
¢ 1,04 i
’
- . b1 -3
Cubie R=0uy b (LA i
L3 |f:w i '
d ol

This formula not recommended due 10 negitive weight and round-off error

o

Ladad i
booLLO e
) & 0,54 } O
Cubic R = 0(h*) d 104 ¢
c 1,0.0
I 0.1,0 } P
4 0,01
I L | 0225 with
h ay, iy a4, = 005971587
e X e fia by 013239415 fy = 047014206
ic £ o= 0h*) :* f;‘g..;l ' a, = 0:79742699
P Py i, = (-
I B fly 012593914 el
¥ fafly oy

Abbildung 3.22: Beispiele von Quadraturformeln auf Dreiecken.

Auf Vierecken bzw. Hexaedern werden sog. ,, Tensorproduktformeln® verwendet. Diese
erhélt man ebenfalls iiber Transformation von der Referenzzelle. Demgemifl lauten auf
dem Quadrat/Quader mit Mittelpunkt zy und Eckpunkten {ay, ..., as} die Mittelpunkt-
regel sowie die (Tensorprodukt)-Trapezregel:

Qrle) = [To(zr), Qo) = IT| S vlan),
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Zur Erzielung hoherer Genauigkeit werden extrapolierte Trapez-Formeln (z. B. Tensorpro-
dukt-Simpson-Regel) oder Tensorprodukt-GauB-Formeln verwendet, welche dhnlich wie
im eindimensionalen Fall konstruiert sind. Ein der gebréuchlichsten Formeln fiir Quadrate
ist die 4-Punkt-GauB3-Formel

Qr(v) =1 S v(&),

=1

mit den Gau-Punkten & = (1-,7-), & = (9, n4), & = (n4,7-) und & (s, m;), wobei

ne = 5(1£4/1/3).

Satz 3.15 (Quadraturfehler): Fir eine interpolatorische Quadraturformel Qp(-) der
Ordnung r > d auf einer Zelle T € Ty, angewendet auf eine Funktion v € H™(T) gilt

‘/vdm - Qr(v)] < cthT/ V7| d, (3.5.130)
T T
mit einer von T und v € H™(T) unbhingigen Quadraturkonstanten c, > 0.

Beweis: Der Beweis verwendet das Bramble-Hilbert-Lemma 3.5 in Verbindung mit dem
Transformationsargument von Satz 3.6. Auf der Referenzzelle T' definieren wir das Feh-
lerfunktional

F(o) = | L o(#) dit — Qz(0)|.

Zur Definition von F'(-) ben6tigen wir Punktwerte von ¢ . Diese sind aufgrund des Sobo-
lewschen Einbettungssatzes in zwei Dimensionen fiir v € H*!(Q) und in drei Dimensionen
fir v € H*Y(Q) wohl definiert. Es gilt dann

[F(0)] < el|o]|gra-

Ferner ist F(-) offensichtlich sublinear und verschwindet nach Voraussetzung auf P,_;.
Nach der L!-Variante des Bramble-Hilbert-Lemmas gilt dann

[F(@)] < e V70l 1)-

Sei nun o7 wieder die affin-lineare Transformation von 7' auf die Zelle 7'. Dann gilt fir
eine Funktion v € H"'(Q) und ihre Transformierte o(%) :=v(z), z = op(2):

|/Tv(x) dz — Qr(v)| = | det Br| |F(9)],

sowie .
HVT’[)”Ll(T) < c| det BT|_1hTT||VTUHL1(T).

Kombination der letzten beiden Beziehungen ergibt die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung 3.11: Die Vorausssetzung r > d in Satz 3.15 dient zur Vereinfachung der
Formulierung des Resultats. Wegen der Einbettung H®'(T) C C(T) sind fiir Funktionen
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v € HY(T) die fiir die Anwendung der Quadraturformel erforderlichen Punktwerte wohl
definiert. Dies ist aber auch gerade die ,richtige* Regularitiatsstufe fiir die maximale Aus-
nutzung der Approximationsgiite der Quadraturformel. Dies ist wichtig fiir die folgende
Untersuchung des Einflusses des Quadraturfehlers auf den Gesamtfehler. Im Ubrigen ist
jede der gebrauchlichen Quadraturformeln (z. B. Mittelpunkts- oder Trapezregel) min-
destens von der Ordnung 7 = 2, so dass in zwei Dimensionen gar keine Einschrénkung
besteht. In drei Dimensionen bedarf der Fall » = 2 eine gesonderte Betrachtung, die
obwohl nicht schwer, hier nicht durchgefiihrt wird.

Im Folgenden werden wir uns auf die Quadratur auf Dreiecken bzw. Simplizes be-
schrinken und nehmen aufferdem an, dass der Polynomansatz ein voller Polynomraum
ist: P(T) = P,_1(T). Analoge Resultate gelten auch fiir die Quadratur auf Vierecken
bzw. Hexaedern, doch erfordern deren Formulierung und Beweis eine aufwendigere Nota-
tion.

Die Anwendung von Quadraturformeln zur Berechnung der Zellintegrale (3.5.126) er-
gibt eine gestorte Bilinearform und rechte Seite

an(u, ) =Y Qr(aVuvy),  Llp):= > Qr(fe)

TeT), TeTh

sowie zugehorige gestorte Steifigkeitsmatrix- und Lastvektorelemente

= X 0T, X 0

TeT), TeT,

Statt der exakten Finite-Elemente-Losung w;, € V}, ist dann eine gestorte Approximation
uy, € V3, zu bestimmen durch

an(tin, on) = l(pn)  Von € Vi (3.5.131)

Satz 3.16 (Numerische Integration): Die Quadraturformel auf der Referenzzelle
Q7(-) sei ,zulissig” fir den Finite-Elemente-Ansatz P(T') und von der Ordnung r > d .
Dann besitzen die gestorten Finite-Elemente-Gleichungen (3.5.131) eindeutige Losungen

up € Vi Ist a € C™(Q)), so gilt fir das gestorte Finite-Elemente-Verfahren der Ordnung
m > 2 die Fehlerabschdtzung

lw — || + ||V (u — )| < ¢hmmimrES=mb g g, (3.5.132)

Zur Erzielung einer mazimalen Konvergenzordnung ist also v > 2m — 3 zu wdhlen.

Beweis: i) Koerzitivitat: Auf einer Zelle T' € T}, gilt unter Verwendung der Transforma-

tion T = op(T) wegen a >« >0:
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S
wea(zs)|Vou () = @) we[Von(a,)[?

1 s=1

R

Qr(a|Vur[?)

S

S S
=a Y _|det Br|d, [Br'Vin(i,)|* > @ |det Br|a, || Br||~*| V(i)
s=1 s=1

s
> ac|det Br|h;? Z s | Vin (@))%,

s=1
wobei 9,(2) = vy(z), & = o' (x) . Analog gilt
IVoR5 = ¢l det By| ™'k [ Vou |7
Durch s ) 1/2
lenlllz = (D2 @ Vo (e )

s=1

ist auf dem Quotientenraum P(T")/P, eine Norm definiert. Dazu muss nur noch die
Definitheit gezeigt werden. Aus |[||o4]||; = 0 folgt offenbar Vg (i) =0 (s = 1,...,5),
so dass wegen der vorausgesetzten ,,Zulédssigkeit® der Quadraturformel notwendig 0, =
konst. ist. Da auch ||[Voy||; auf P(T)/P, eine Norm ist, gilt wegen der Aquivalenz aller
Normen auf einem endlich dimensionalen Vektorraum mit einer Konstante ¢ > 0:

l16nlllz = &[Vonlz-
Dies impliziert dann
Qr(alVunl*) > ¢l det Brlhy® [[[onl[[3 > ¢| det Br[hz? [Vin|3 > ¢ || Vonll7,
bzw. die gleichméBige Koerzitivitiat der Bilinearformen ay(-,-):
an(vp, o) > c|Vurll?, v € Vi (3.5.133)

ii) Fehlerabschiatzung: Mit Hilfe der Koerzitivitdtsabschiatzung (3.5.133) folgt fiir den
Fehler ny, := up, —up € Vi

c|IVll? < an(un — an,mn) = an(un, nn) — an(in, 7n)
< (an — a)(un,nn) + (L = 1n)(1n).

Dies impliziert

[(an — a)(un, vn)| | [(L = 1n)(vp)]
{ + }-

[IV7a]] < ¢ max
Vo Vo

vp €V
Zusammen mit der bekannten H'-Fehlerabschétzung

IV (u = wp)|| < ch™ |[ul| m
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folgt

|(an — a)(un, vn)| | [0 = 1n)(vn)]
{ + }

IV (u—ap)|| < ch™[|u||gm + ¢ max
Vo] Vo

vp €V

Im néchsten Schritt werden wir zeigen, dass

an = ) w)] | 10— L)) _—
+ < ¢ prin{mr—m+2} - 3.5.134
e { S Tl <€ lellzn. (35.134)

Dies impliziert dann den ersten Teil der Behauptung
|V (1 — @) || < ch™mmr=mt2h g, . (3.5.135)

iii) Konsistenz: Als néchstes schitzen wir den ,Abstand“ zwischen a(-,-) und ay(-,-)
sowie I(+) und I,(-) ab. Fiir uy, v, € Vj, folgt mit Hilfe der Abschéitzung des Integrati-
onsfehlers in Satz 3.15:

[(a — ap)(up,vp)| < Z |/aVuthh dx —QT(aVuthh)|
Ter, YT
< g Z h},/ V" (aVupVuy)| de.
TET, T

Durch Ausdifferenzieren erhalten wir

(@ = an)(un, vn)| < ¢ > Wl Vunl| ey | Voull ),

TEeT),

wobei die Konstante ¢ wesentlich durch Schranken fiir die Ableitungen der Koeffizienten-
funktion a(x) bestimmt ist. Bei Beachtung von vy r € P, ergibt sich

(@ = an)(un, vn)| < ¢ > WplIVunll o2y | Vonl w2z

TET),

Mit Hilfe der ,inversen Beziehung® fiir finite Elemente gilt
IV onllm-2¢ry < chz™ [ Vunllr,

womit folgt:

r—m 1/2
(@ = an) (uny on)] < R 2 (Y7 1VunlFpary) V0

TET),

Die Terme in u;, werden unter Verwendung der Knoteninterpolierenden Iu € Vj, und
mit Hilfe der inversen Beziehung sowie der lokalen Interpolationsabschétzungen wie folgt
abgeschétzt:
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||Uh — Ihu||Hmf1(T) + ||Ihu — ’U,HHmfl(T) + ||u||Hm71(T)
ch%‘mﬂuh — ]hu||H1(T) =+ ChT”VmU”T + ||’U,||Hm—1(T)

I Vup|| zrm-2(r)

ehi ™, — ull ey + by u— Ty sy + Il

Ch%ﬁmnuh — u||H1<T) + Hu”Hm(T).

H™(T)

INIAIA TN

Zusammenfassen der bisherigen Abschétzungen ergibt
(@ = an)(un, vn)| < k™27 (BT lup, — wllar + |Jullm }[ V0],
und unter Verwendung der bekannten H'-Fehlerabschitzung ||uj —ul|g < ch™ ! ||u|gm :
[(a — ap)(un, vn)| < ch™ 27| Ju| g || Vor . (3.5.136)
Auf analoge Weise erschlieflen wir
(2= 1) (on)| < ch™" 2V up | [[ue]| e (3.5.137)

Die Abschitzungen (3.5.136) und (3.5.137) ergeben (3.5.134) und damit das Resultat
(3.5.135).

iv) L2-Fehlerabschiitzung: Zur Abschitzung des Fehlers in der L?-Norm bedienen wir uns
wieder eines Dualititsarguments. Sei z € V' die (eindeutige) Losung des Hilfsproblems

-V -{aVz} =u,—1w, inQ, z=0 aufd.

Wegen der angenommenen Glattheit von a und der Konvexitit von Q ist z € H*(Q)
und geniigt der a priori Abschétzung

12l 2 < cllun — anll-

Sei z, € V), die Ritz-Projektion von z. Mit dieser Konstruktion erhalten wir mit Hilfe
der Galerkin-Orthogonalitéit:

lun — s> = alun — @n, 2) = alup — tn, 21)
= a(uh, Zh) — (CL — ah)(ﬂh, Zh) — ah(ﬂh, Zh)
= (l - lh)(zh) — (CL — ah)(ﬂh, Zh).

Die beiden Storungsterme werden nun analog wie unter (iii) abgeschitzt. Zunichst gilt
wieder mit Hilfe der inversen Beziehung:

(@ — an)(@n, 2)| < ¢ Y 05| Vi

TeTy,

—m - 1/2 1/2
(S IVl ary) (D IVln) -

TeT), TeTy,

H™=2(T) || V,Zh ||Hm72(T)

IA
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Fiir die beiden Summen erhalten wir analog wie oben unter (iii):

_ 1/2 -
(2 IVanllimay) < ehdllin = ullm + lulln,
TeTy,

sowie ) 1/2 3
(S I92ldn) < izl < cllun — @l

TET),

Kombination dieser Abschitzungen und Beriicksichtigung der schon bewiesenen H!-Feh-
lerabschétzung ergibt dann:

|(a — an)(Tn, zn)| < ch™ ™3| |up — ||| w|| gm. (3.5.138)
Analog erschlieflen wir
[(— 1) (zn)| < ch™ ™ 3|up, — . (3.5.139)
Kombinieren aller vorausgehenden Beziehungen ergibt
llun, = anll < k™"l .

Zusammen mit der bekannten L?-Fehlerabschitzung fiir e, = u —u;, erhalten wir schlie-
lich
HU . thH < Chmm{mmferS}||u||Hm7

was den Beweis vervollstindigt. Q.E.D.

Bemerkung 3.12: Die Aussage von Satz 3.16 kann so interpretiert werden, dass zur
Vermeidung einer Reduzierung der Konvergenzordnung O(h™!) in der Energie-Norm
eine Quadraturformel der Ordnung r > 2m — 3 verwendet werden sollte. Damit wiirden
dann im Falle eines konstanten Koeffizienten a die Matrixelemente a,,, exakt berechnet
werden. Fiir bloBe Konvergenz u, — w (h — 0) wire die Wahl r > max{d,m — 2}
ausreichend, vorausgesetzt die Zuléssigkeitsbedingung ist erfiillt.

3.6 A posteriori Fehleranalyse und Gittersteuerung

Eine wichtige Rolle bei der Losung von partiellen Differentialgleichungen spielen die bei-
den Aspekte Fehlerkontrolle und Gittersteuerung. Hat man eine approximative Losung
up, berechnet, ist es von Interesse, den Fehler zwischen dieser Nédherung und der exak-
ten Losung u bzgl. eines geeigneten Mafles abzuschétzen. Zu diesem Zweck dienen sog.
»a posteriori Fehlerschéitzer®, welche im besten Fall ausschliellich von berechneten Groien
und den Daten f abhingen. In diesem Abschnitt wollen wir einfache residuen-basierte
Fehlerschitzer fiir das Modellproblem der 1. RWA des Laplace-Operators herleiten.

Eine globale Verfeinerung des ganzen Rechengebietes ist in drei Dimensionen in der
Regel nicht realisierbar, da der Speicherplatz auf den verfiigharen Rechnern dazu nicht
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ausreicht. Deshalb versucht man, nur dort lokal zu verfeinern, wo es die Losungsstruktur
bzw. die Genauigkeitsanforderungen verlangen. Unter optimaler Gittersteuerung wird da-
bei verstanden, moglichst wenige markierte Elemente des Gitters zu verfeinern, so dass der
Fehler in moglichst wenigen Schritten unter eine vorgegebene Toleranz gedriickt wird. Die
Wahl der zu verfeinernden Elemente trifft man aufgrund sog. ,,lokaler Fehlerindikatoren,
aus denen sich der globale Fehlerschétzer zusammensetzt. Solche Gittersteuerungsmetho-
den werden wir im zweiten Teil dieses Abschnitts diskutieren.

3.6.1 Allgemeine a posteriori Fehlerabschitzung

Aus der a priori Fehlerschidtzung aus Abschnitt 3.4 konnten wir die Konvergenzordnung
des Diskretisierungsfehlers e;, = u — uy, schon fiir verschiedene Normen herleiten:

— Energienorm-Fehlerabschitzung: Vel < cres b ||lul g2,
— L*-Norm-Fehlerabschiitzung: llenll < cres h? ||ull g2,

— L*°-Abschétzung: maxg |en| < cres h?L(h) Ma(u),

mit lokalen Interpolationskonstanten c¢; und globalen Stabilititskonstanten cg. Leider
sind diese Abschétzungen fiir eine quantitative Fehlerkontrolle nicht zu gebrauchen, da die
notigen Informationen {iber die hoheren Ableitungen der exakten Losung wu fehlen und
insbesondere prizise Abschédtzungen fiir die Stabilitédtskonstanten cg i. Allg. nicht zur
Verfiigung stehen. Ist aber der Charakter einer lokalen Singularitét der Losung bekannt,
wie z. B. im Fall von ,Ecken- oder Kantensingularitdten®, so kann diese Information zur
vorab Anpassung des Gitters verwendet werden. Dabei wird die Gitterweite i in Richtung
auf die singuldre Stelle hin systematisch verkleinert, etwa gemifl h(r) a2 hor® wobei der
Exponent o > 1 aus dem bekannten singuldren Verhalten der Ableitungen der Losung
abgeleitet wird.

In allgemeinen Situationen muss man sich aber heuristischer Methoden zur Bestim-
mung der Regularitéit der Losung bedienen. Dies lduft (in Anlehnung an die traditionelle,
abschneidefehler-basierte Vorgehensweise bei Differenzenverfahren) auf die Schitzung der
lokalen Glattheit der unbekannten Losung aus der berechneten numerischen Approxima-
tion hinaus. Zum Beispiel kann man versuchen, auf einem Zellblock (etwa aus 2¢ Zellen)
aus einer linearen Naherungslosung wuj, durch Anwendung eines Differenzenquotienten
V2 zweiter Ordnung im Schwerpunkt zr einer Zelle 7 € T), eine Schitzung der zweiten
Ableitungen von w auf T zu gewinnen:

m%X\VZuMT ~ nr = |Viup(zr)|r- (3.6.140)

Auf der Basis dieses Indikators lieen sich dann Strategien zu lokaler Gitterverfeinerung
oder -vergroberung aufstellen: Ist zum Beispiel np auf einer Zelle T € T}, iiberdurch-
schnittlich grof}, so wird diese in Teilzellen zerlegt. Diese Strategie der ad hoc Gitteran-
passung erfordert keinen grofien Aufwand und funktioniert in der Praxis in vielen Fallen
erstaunlich gut. Daher sind Varianten dieser Strategie derzeit auch in vielen kommerziellen
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Programmen realisiert, wenn diese iiberhaupt Gitteradaption beinhalten. Dabei bestehen
aber die folgenden grundsétzlichen Schwiichen:

— Die Auswertung von (3.6.140) liefert keine Aussage tiber die tatsichliche Grofie des
Fehlers e), = u —uy, .

— Die auf den lokalen Indikatoren nr basierende Gitterverfeinerungsstrategie geht
davon aus, dass der , gemessene“ Fehler in 7" auch dort entstanden ist und durch
lokale Verfeinerung von 1" reduziert werden kann. Dies ist aber i. Allg. nicht richtig,
da dabei das Phénomen der globalen , Fehlerakkumulation® (auch ,,pollution effect®
genannt) vernachléssigt wird.

Ziel der folgenden Diskussion ist es, iiber eine a posteriori Fehleranalyse via Dualitéts-
argumente systematisch auswertbare und (asymptotisch) zuverldssige Fehlerschitzer zu
entwickeln, aus denen auch effiziente Kriterien zur lokalen Gitteranpassung abgeleitet
werden konnen.

Wir betrachten dazu wieder das Modellproblem
—Au=f in{, u=20 auf 0, (3.6.141)

auf einem (nicht notwendig konvexen) Polygon- oder Polyedergebiet 2 C R?. Die durch
die Variationsgleichung

(Vu, V) = (f,p) Yo €V =Hy(Q), (3.6.142)

definierte schwache Losung u € H} () wird durch ein Galerkin-Finite-Elemente-Verfahren
approximiert. Wir konzentrieren uns im folgenden auf die Approximation mit , linearen*
finiten Elementen. Die Niherungslosung w;, = Ruu € Vh(l) C V ist bestimmt durch die
Gleichung

(Vun, Voor) = (f,on)  Vn € V. (3.6.143)

Bei der Schitzung des Fehlers e;, muss man sich fiir ein geeignetes ,,Fehlermaf* entschei-
den, welches sich am Bedarf der betrachteten Anwendung orientieren sollte. Beispiele sind
etwa wie schon oben erwihnt die traditionellen Mafie , Energienorm*, L?-Norm sowie L>-
Norm. Weitere Beispiele sind:

— Mittelwerte: |(en, ¥)al, ¥ € C(Q),
— Linienintegrale: l(en, V)|, e C(09),
— Ableitungswerte: |0sen(a)], a €.

Um alle diese Sonderfille im Rahmen einer einheitlichen Theorie behandeln zu kénnen,
fithren wir zunéichst den Begriff des ,, Fehlerfunktionals® ein. Dies ist ein (der Einfachheit
halber als linear angenommenes) Funktional

J) V=R,
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bzgl. dem der Fehler e, geschétzt werden soll; d. h.: Gesucht ist eine berechenbare Schran-
ke fiir J(ep) = J(u) — J(up) . Zu einem solchen Fehlerfunktional gehort eine (eindeutige)
y,duale Losung® z € V., welche als Losung des zugehorigen ,,dualen Problems® bestimmt
ist:

(Vo,Vz)=J(p) YeeV. (3.6.144)

Testen wir in (3.6.144) mit ¢ = e, € V, so ergibt sich unter Beriicksichtigung der
Galerkin-Orthogonalitéit die Fehleridentitét

J(en) = (Ven, Vz) = (Ven, V(2 = ),  tn € Vi (3.6.145)

Dies wird nun weiter mit Hilfe von elementweise partieller Integration umgeformt zu

J(en) = > { = (Aen, z = u)r + (Onen, 2 — Yn)or }

TeT),

= Z {(f + Dup, 2 = )7 — (Ontin, 2 — Yp)or }-

TeTy,

Da z — 1)y, stetige Spuren entlang 07 hat und in der obigen Summe jede Kante zweimal
auftritt mit wechselnder Richtung der Normalableitung 0, uy, erhalten wir

T(en) = > {(f + Aun, z — n)r — $([0nun], 2 — Un)or }, (3.6.146)
TeTy
wobei auf ,inneren“ Kanten [0,us)jr := Opupir + Optiprr jeweils den Sprung der Nor-

malableitung iiber I' C dT zur Nachbarzelle bedeutet. Entlang von Kanten am Rand,
I' C 092, setzen wir [0, up];r := 20,uy, . Diese Fehleridentitét beinhaltet Information iiber
die Abhéngigkeit des Fehlerterms J(e;) von den lokalen ,Residuen Ry := (f 4+ Aup)r
und o7 = fé[anuh]w;

8J(eh)
ORy

8J(eh)
aTaT

~ (2 — "/)h)|Ta

~ (2 = n)jor- (3.6.147)

Damit kénnen wir hoffen, auf das spezielle Zielfunktional J(e;) bezogene Kriterien fiir
lokale Gitterverfeinerung und damit Reduzierung dieser Residuen zu gewinnnen. Dabei
ymisst“ das ,,Zellresiduum® R(up) das Erfiilltsein der Differentialgleichung durch die
Néherungslosung w;, und das ,Kantenresiduum*® r(u;) deren ,Glattheit®.

Von der exakten Fehlerdarstellung (3.6.146) kénnen wir nun in mehreren Schritten
weitere, gegebenenfalls leichter auswertbare Fehlerabschditzungen ableiten. Zunéchst ist

| J(en)] < ( >+ Az = vu)r — S([Onunl, 2 — wh)aT}‘, (3.6.148)

TEeTy,

und weiter
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Ten) < > [(f + Aun, 2 — i) — 3([0nun], 2 — ¥n)or|. (3.6.149)

TEeTy,

Bei Beachtung von z—190 = 0 folgt dann mit Hilfe der Hélderschen Ungleichung:

(el < D IS + Aunllr ||z = dullr + 1 Baunllloron |2 — ¢nllor ). (3.6.150)

TeTy,

Die letzte Abschéitzung schreiben wir in der kompakten Form

[ J(en)| < nlun) Z {pr(un) wr(z) + por(un) wor(2) } (3.6.151)

mit den ,,Zellresiduentermen*

pr(un) = |f + Duplle,  por(un) == Lhi )| [0nunlllom o0,
und den ,,Zellgewichten*

— L2

wr(2) =z = Inzllr, wor(z) := hy”llz = Inzllor.

Die Fehlerdarstellung (3.6.146) bzw. die Fehlerabschétzung (3.6.151) sind nicht unmittel-
bar auswertbar. Zwar sind die ,Residuenterme® R(up) = f +Auj, und r(up) = —3[0,us]
aus der Ndaherung w; berechenbar, doch die Wichtungsfaktoren z — 1), sind nur implizit
iiber das duale Problem (3.6.144) gegeben und miissen gesondert bestimmt werden. Mit
dieser kritischen Frage werden wir uns im Folgenden noch eingehender beschéftigen.

Die Zellgewichte lassen sich bei Wahl )y, := Iz mit Hilfe der lokalen Interpolations-
fehlerabschatzungen aus Abschnitt 3.3 weiter abschétzen durch

wr(z) < crh mTax{|v2z|}. (3.6.152)

Hierbei muss natiirlich vorausgesetzt werden, dass die duale Losung z € H*>*°(Q) ist. Wir
werden spéter sehen, wie man sich von dieser sehr einschriankenden Annahme in gewis-
ser Weise befreien kann. Die Interpolationskonstante c¢; ist von verschiedenen Faktoren
abhéngig: Von dem Polynomgrad der verwendeten Interpolierenden, vom Referenzelement
T sowie von den Transformationen o T — T . Sie stellt einen Unsicherheitsfaktor dar.
Genaueres Nachrechnen ergibt eine Gréfenordnung von ¢; ~ 0,1 —10.

Die a posteriori Fehlerabschitzung (3.6.151) ist ,zuverldssig® im Sinne, dass sie eine
sichere obere Schranke fiir den Fehler |J(ep)| liefert, vorausgesetzt, es liegen zuverléssige
Werte fiir die Gewichte wy(z) und wgpr(z) vor. Sie wire auch ,effizient”, wenn fiir den
zugehorigen , Effektivititsindex“ (, Uberschitzungsfaktor®) gilt:

L= )4 S0), (3.6.153)



3.6. A POSTERIORI FEHLERANALYSE UND GITTERSTEUERUNG 147

Bemerkung 3.13: Es ist zu bemerken, dass bereits der Ubergang von der ,Fehleriden-
titdt“ (3.6.146) zur , Fehlerabschéitzung® (3.6.148) in gewissen Féllen zu einer groben
Uberschétzung des tatsichlichen Fehlers fithren kann. Betrachten wir hierzu folgendes
Beispiel: Auf dem Quadrat Q = (—1,1) x (=1,1) gilt es, fiir die Poisson-Gleichung den
Punktfehler im Ursprung zu finden: J(e,) = e5,(0) . Es ist moglich, die rechte Seite f und
das Gitter T} so anti-symmetrisch bzgl. @ = 0 zu konstruieren, dass u(0) = 0 = u,(0).
In diesem Fall wird aber in der Regel n(uy,) ~ h* > 0 sein, d. h.: Ig = co.

3.6.2 Spezielle a posteriori Fehlerschitzer

Der oben abgeleitete allgemeine Fehlerschétzer wird nun fiir verschiedene spezielle Fehler-
funktionale ausgewertet. In den betrachteten Féllen kann man die Gewichte wr(z), war(z)
analytisch abschétzen. Wir beschrianken uns hier auf die Betrachtung von P;-Elementen.

a) Energienorm-Fehlerschitzer:

Zur Abschétzung des ,,Energienormfehlers® ||Vey|| wihlen wir das Fehlerfunktional
J(p) = | Venl| (V. Ven),

so dass wir fiir ¢ = e, automatisch J(ep) = ||Ven
z € V des dualen Problems

haben. Fiir die zugehérige Losung

(Vo,Vz)=J(p) VoeV (3.6.154)
gilt dann
IV2]* = [|Venl| 7' (Vz, Ver) < [[V2]],

woraus sich die einfache a priori Abschitzung |Vz|| < 1 ergibt. Ausgehend von der
allgemeinen Fehlerabschétzung (3.6.150) erhalten wir

IVenll < D {If + Aunlir ||z = ¢ullr + 31 Bnunlloron |12 = allor}-

TET),

Wir wihlen nun 4, := [z als eine ,verallgemeinerte“ Knoteninterpolierende von z,
fiir welche die folgende lokale Fehlerabschitzung gilt (Fiir deren technisch aufwendige
Konstruktion verweisen wir auf die einschlidgige Literatur, z. B. Brenner/Scott [13]):

Iz — Inzllr + B2z = Lnzllor < &hel|Vallz (3.6.155)

wobei T := U{T"€T), : T'NT # 0} . Damit folgt dann mit den Residuen pg(uy) und
por(un) :
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[Venll

IA

& > he{llf + Aunllr + thg | Bunlloron I V2 7

TET,

o( S Wador(un) + por(un)?}) (X 192112)

TEeT), TEeTy,

IA

Wegen
(S Iv2l2)? < e vall < e

TET),

ergibt sich schlieflich das folgende Resultat:

Satz 3.17 (a posteriori Energienormfehler): Fir den Fehler e, := u — uy, gilt die
a posteriori Abschitzung bzgl. der Energienorm:

1/2
IVenll < mplun) == c( Y- W { pr(un)® + por(un)?}) (3.6.156)
TET),
Diese Abschitzung ist in folgendem Sinne “scharf*:
9 9 1/2
ne(un) < e Veull +e( D2 B3IFIF) (3.6.157)

TeT,

Beweis: Es bleibt, die Abschitzung (3.6.157) zu beweisen. Auf jeder Zelle T € T}, ist
upr € Pi(T) und folglich

pr(un)’ = |If + Aunll7 = [I£17-

Es bezeichne wieder 0T, die Menge aller (inneren) Kanten I' der Triangulierung T}, .
Wegen der Formregularitatsbedingung gilt chy < hy := |T| < dhyp, T C 9T, gleichmiflig
fiir alle Zellen T' € T, mit Kanten I' € 9T}, und h € R, . Folglich ist

Z hzpor(un)? < ¢ Z hF”[anuh]”%\an

TET), redT),

Fiir eine Kante I' € 9T, seien T und 7’ die beiden benachbarten Zellen mit I' als
gemeinsamer Kante. Bezogen auf den Mittelpunkt ar von I' definieren wir die C'*°-
Funktion

or(z) = {ZXP (E_Blzw)l> veBlar) )= hp(/robp(x) ds)_lwp(a:),

wobei r = yhr so gewihlt ist, dass B,(ar) := {x € R?*||z —ar| < rr} C TUT". Diese
Funktion hat konstruktionsgeméaf3 die Eigenschaften:
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wrlarury =0, Opwrlor = Opwr|ar = Opwr|p = 0,

/wp(x) ds = hp = / ds,
r r

||WFHoo <cg HVWFHOO < Chljla HVQ(“)F”OO < Ch1:2’

wobei die Konstanten unabhéngig von 7" und h gewéhlt werden konnen. Entlang der
Kante T' ist der Sprungterm [d,u;] konstant und es gilt daher wegen der Stetigkeit von
Opu tiber die Kante I' mit der gerade definierten Funktion wr

0, = Bunl?. [ ds = Dol [

T

= [@Luh]p{ /aT O (up, — w)wr ds +

wr ds = [Opup)r /[8n(uh —u)jwrds

r

Op (up, — u)wr ds}.

a1’

Partielle Integration ergibt dann

I [Onun] |7 = [Bnuh}p/ {A(up — w)wr(z) = V(uy — u)Ver } dz

TUT!

= [8nuhh~/ { = fur(z) = V(u, — u)Vewr } dz.
TUT
Unter Beachtung der obigen Eigenschaften der Funktion wr folgt

[BnunllIf < 1[Bnunlel {1 flzor lwr lzur + [ Venllzor [ Ver ||l zur }
< CHanuh]F\{hTHfHTUT' + ||V€h||TUT/}-

Dies impliziert dann die folgende Abschétzung:

> hellBnunlllfon < ¢ > helOwunlel{hrll fllror + || Venllzor }

T'edTy, T'edTy,

1/2 1/2
<e( 2 mlGalel?) (X2 (B3NS + I VenllFur )
reot), redT,
9 1/2 9 5 ) 1/2
< e mllowunllea,) (30 (IS + 1 Venl?)
reat, TET),

bzw.

Y hellGawnlllfon < ¢ Y BIFIF + el Vel

I'edTy, TeT,

Dies ergibt die behauptete Abschitzung (3.6.157). Q.E.D.
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Bemerkung 3.14: Mit einer etwas aufwendigeren Argumentation kann man die folgende
verschérfte a posteriori Abschétzung herleiten:

netun) < o 32 IV AR + por(u)?})

TET),

Diese besagt, dass im Fehlerschétzer ng(uy) in der Regel der Einfluss der Gleichungs-
residuen | f + Aup||r gegeniiber den Regularitétsresiduen ||[0,us]||orao vernachléssigt
werden koénnen. Dies ist in dieser Form allerdings nur richtig fiir lineare bzw. bilineare
finite Elemente.

b) L?-Norm-Fehlerschiitzer:
Zur Abschitzung des L2-Fehlers |ley,|| withlen wir das Fehlerfunktional
J() = llenll ™ (¢, €n),
womit automatisch J(e) = |le,|| gilt. Die zugehorige Losung z € V' des dualen Problems
(Vo,Vz)=J(p) YepeV (3.6.158)

ist dann auf dem konvexen Gebiet 2 auch in H?(Q2), und es gilt die a priori Abschitzung
[V2z|| < ||Az|| = 1. Ausgehend von der Fehlerabschitzung (3.6.150) erhalten wir wieder

leall < >~ {I1f + Aunllr |2 = ¢allr + S Gunllloron 12 = nllor }-

TeTy,

Wir kénnen nun )y, := I,z als die normale Knoteninterpolierende von z wahlen:
Iz — Inzllr + 2|z — Inzllor < crh2||V22|r . (3.6.159)

Damit folgt dann wieder mit den oben definierten Residuen pr(uy) und par(uy) :

lenll < e D W3{IIf + Aunllr + 1022 0wl llomon V2] 2
TeT),
4 2 21\ 1/2 2_12\1/2
< o( Y hi{prun)® + por(wn)’}) (0 11V2)15)
TET), TeTh

Wegen

(S veis)” = v < 1.

TET,

ergibt sich schliellich das folgende Resultat:
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Satz 3.18 (a posteriori L?-Normfehler): Fir den Fehler e, :== u — uy, gilt die a po-
steriori Abschitzung bzgl. der L?-Norm:

1/2
lenll < matun) = e( D2 A {or(un)? + por(un)?}) " (3.6.160)
TEeTy,
Diese Abschitzung ist ebenfalls ,scharf* in folgendem Sinne:
e\ 12
ma(un) < eleall +e( D mElIFIE) (3.6.161)

TET,

Beweis: Der Beweis verlduft analog wie bei der Energienorm-Fehlerabschitzung. Ein
kleiner Zusatzschritt ist

/T " {A(up —w)wr(z) = V(up —u)Vwr } do = /T " {A(up —w)wr () + (u, — u)Awr } dz,

wobei der"Randterm wegen Opwr|or = Oawrlor = 0 verschwindet. Die weiteren Details
seien als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

c) Punktfehler-Schitzer:

Zur Abschitzung des Fehlers e, (P) in einem festen Punkt P € Q wiirden wir gern das
Fehlerfunktional J(g¢) := ¢(P) wihlen. Dieses ist zwar auf stetigen Funktionen, aber
nicht auf dem ganzen Losungsraum V = H{ () definiert, so dass die oben entwickelte
allgemeine Theorie nicht unmittelbar anwendbar wére. Deshalb wéhlen wir eine Kuge-
lumgebung B. := {r € R? : |z — P|<e} des Punktes P und arbeiten statt dessen mit
dem regularisierten Funktional

J() = | B! / oda,

=

welches sicher auf ganz V' definiert und beschrénkt ist. Der Regularisierungsparameter ¢
wird iiblicherweise gleich einer vorgegebenen Fehlertoleranz TOL gesetzt. Fiir hinreichend
glatte Funktionen ¢ ist dabei (Fehler der Mittelpunktregel)

lp(P) = Je(p)| < ce®. (3.6.162)
Wir betrachten den Fall d = 2. Die Losung z. € V' des zugehorigen dualen Problems
(Vo,Vz) = J.(p) VoeV, (3.6.163)
ist dann eine ,regularisierte” Greensche Funktion und verhélt sich wie

z(z) = |log(lz—P| + )], V22| = ||z — P +8’72.



152  KAPITEL 3. FINITE-ELEMENTE-VERFAHREN FUR ELLIPTISCHE PROBLEME

Die Gewichte in der a posteriori Fehlerabschétzung (3.6.151) gestatten daher die Abschét-
zung
wr(2z:) +wor(z:) < ch3||[V2|r < chid;?,

mit dp := max,er{|z—al +e}. Wir finden also als obere Schranke fiir den Punktfehler:

h3
len(P)] < ¢ Y pr(un)hp|Vz|lr +ce® < e > pT(uh)d—zT + ce?.
TET), TET), T

In diesem Fall ist aber die a-priori Bestimmung der Konstante ¢ praktisch unméglich.

d) Ein hyper-singulirer Fall

Einen kuriosen Sonderfall stellt die folgende Auswertungsgrofie dar:

J(u) = Opu ds (: Audr = — fdx).

0 Q Q
Dieser ,,mittlere Normalfluss“ liefle sich offenbar auch direkt aus den Daten f berechnen.
Zur Ilustration wollen wir aber annehmen, dass diese Information nicht ausgenutzt wird,
sondern statt dessen J(u) durch J(uy) approximiert wird. Das Funktional J(-) ist wieder
nicht auf dem ganzen Losungsraum V' definiert (wohl aber auf der regulireren Losung
u € VNH?*(Q)). Zur Anwendung unserer allgemeinen Theorie muss das Funktional daher
zunéchst regularisiert werden. Fiir das Folgende nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass Q2 der Einheitskreis im R? ist. Fiir ¢ = TOL setzen wir S, := {x € Q,dist{x, 90} <
¢} und erhalten fiir glattes ¢:

J-(p) == 5’1/ Oppdr = / Orpds+ O(e).
2 o9

Dabei ist 0,, auf S. auf natiirliche Weise durch Fortsetzung von 0f) definiert. Die Losung
z. € V' des zugehorigen dualen Problems

(Ve,Vz) = J(p) VeeV,
ist dann gegeben durch
zo=—-1 mQ\S., z(z)=—-e'(1—|z|) aufsS..

Hieraus ergibt sich die Fehlerabschéatzung

[T(en)] < er D Bror(un)|[Vielr = D .,

TEeTy, TNS:#0

d. h.: Die Zellen im Innern von 2 tragen nicht zum Gesamtfehler bei. Daher wére die
beste Strategie zur Gitterverfeinerung, in jedem Verfeinerungszyklus jeweils nur die Zel-
len entlang des Randes 02 zu verfeinern. Dies setzt aber voraus, dass die Elemente des
Lastvektors, b, = (f, @gl))g, exakt berechnet werden. Abbildung 3.23 zeigt ein automa-
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tisch verfeinertes Gitter nach 7 Verfeinerungszyklen sowie die numerisch bestimmte duale
Losung auf diesem Gitter. Die zugehorigen Ergebnisse sind in Tabelle 3.1 gelistet.

T,

i

“‘W’ ,{"Wmm

Abbildung 3.23: Verfeinertes Gitter nach 7 Verfeinerungszyklen (links) und die auf diesem
Gitter numerisch bestimmte Losung (rechts).

Tabelle 3.1: Resultate mit dem Energienorm-Fehlerschiitzer ng(uy) und der ,optimalen® Stra-
tegie.

nE ,optimale* Strategie
L N | g |[L] N ] e
1 1024 291+0 1] 559 | 290+0
2 4096 1.504+0 2| 1294 | 1.50+0
3| 16384 749 -1 313079 | 748 -1
4| 64768 3.77 -1 4| 7174 | 3.62—1
5| 253858 1.73 -1 5116738 | 1.67 —1
6 | memory | exhausted || 6 | 38146 | 6.93 — 2

Numerische Auswertung des a-posteriori Fehlerschétzers

Wir wollen nun kurz die numerische Auswertung der Fehleridentitét (3.6.146) diskutieren:

J(en) = nun) == > {(f+ Aup, 2 = ¥u)r — 3([Onunl, 2 — ¥n)or }- (3.6.164)

TeTy,

Wir wihlen dazu )y, := [z, die Knoteninterpolierende von z. Die Qualitéit der Auswer-
tung wird durch den sog. , Effektivitatsindex® gemessen:
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Alle Methoden der Auswertung von (3.6.164) bedienen sich einer numerischen Lésung
zp € Vi, des dualen Problems, welche im einfachsten Fall durch direkte Diskretisierung
von (3.6.164) mit Hilfe des vorliegenden Verfahrens gewonnen wird:

(V(Ph, Vzh) = J((ph) VQOh e V. (36165)
Wir unterscheiden zwei Anwendungen der Fehleridentitét (3.6.164):
— Uberpriifung der Genauigkeit einer auf dem Gitter T}, berechneten Niherungslosung

up, und Abbruchkriterium fiir einen Gitterverfeinerungsprozess: n(uy) < TOL?

— Grundlage zur Gewinnung von Kriterien (,, Verfeinerungsindikatoren 7y ) zur loka-
len Gitteranpassung.

Die folgenden Strategien zur Auswertung von 7(uj,) kommen in Betracht (hier beschrie-
ben fiir den Fall d-linearer Ansitze auf Rechteckgittern im RY):

1. Die duale Losung z wird durch eine Ndherung hoherer Ordnung approximiert. Zum
Beispiel liefert die Approximation z ~ z}(f) mit der d-quadratischen Ritz-Projektion
das gewtiinschte asymptotische Verhalten limpor_oleg = 1.

2. Die duale Losung z wird durch eine zellblockweise (je 2¢ Zellen) d-quadratische
Interpolierende der d-linearen Ritzapproximation approximiert (s. Abb. 3.24): z ~
1 ,iz)zh . In diesem Fall beobachtet man limror—o0 I < 1 (= 0.5 —0.9).

Abbildung 3.24: Blockweise bi-quadratische Interpolation (rechts) bilinearer Knotenwerte
(links).

3. Die Differenz z — Iz wird in Anlehnung an die oben zitierte Interpolationsfeh-
lerabschétzung mit Hilfe eines skalierten Differenzenquotienten der d-linearen Ritz-
Proktion approximiert: |z — [j,z| & ¢; 7h%|V3z,F| . Dies fiihrt in der Regel auf eine
grobe Uberschétzung des Fehlers.

In der Praxis wird meist die ,billige* und ausreichend genaue Prozedur (2) verwendet.
Dabei brauchen insbesondere keine Interpolationskonstanten c; spezifiziert zu werden.
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3.6.3 Strategien zur Gittersteuerung

Ziel ist es, den Fehler in dem durch das Fehlerfunktional J(-) beschriebenen Maf} unter
eine gewisse vorgegebene Toleranz |J(ey)| < TOL zu bringen und dabei mit dem vor-
handenen Speicher auszukommen. Es kénnen also nur eine bestimmte Anzahl von Zellen
N < Npax verwaltet werden. Die Gitterverfeinerung erfolgt dabei standardméfig durch
,Kantenbisektion“, d. h. durch Unterteilung einer Zelle T in 2¢ Teilzellen. Bei Gitterver-
groberung werden mehrere Zellen zu einer Makrozelle zusammengefafit. Wir werden im
folgenden hauptsichlich Vierecks- oder Hexaedergitter betrachten. Bei Unterteilung einer
Zelle entstehen sog. ,hidngende* Knoten auf den Zellrindern, so dass das neue Gitter
zunéichst nicht zuldssig wére. Diese Unzuléssigkeit kann durch verschiedenen Methoden
aufgehoben werden. Die meist gebrduchliche ist die Elimination der zu den hidngenden
Knoten gehorenden Freiheitsgraden durch lineare Interpolation, wodurch der entstehende
diskrete Ansatzraum wieder konform wird: V, C V' (s. Abb. 3.25). Dabei wird der fiktive
Knotenwert v, (P) in einem héngenden Knoten P auf einer Kante I' C 97 mit End-
punkten P’, P” durch die Interpolationsvorschrift v,(P) := 2{vs(P Hv,(P")} festgelegt.
Alle im folgenden gezeigten Beispielrechnungen bedienen sich dieser Technik.

Abbildung 3.25: Verfeinertes Rechteckitter mit , hingendem* Knoten sowie die Basisfunk-
tion zum Mittelknoten.

Ausgangspunkt zur Gewinnung von Kriterien fiir die lokale Gitteranpassung ist eine
a-posteriori Fehlerschidtzung der Form

[ T(en)l = > nr, (3.6.166)

TeT,

mit lokalen ,,Fehlerindikatoren 7y , welche durch Auswertung der Fehleridentitét (3.6.146)
mit Hilfe einer der oben beschriebenen Methoden gewonnen werden. Wir erhalten bei Ver-
wendung von Methode (2):

nr = {(f + Auy, ];(LZ)Zh — zn)r — 3([Onunl, 1}52)Zh - Zh)aT\aﬂ} (3.6.167)
und mit Methode (3):

nr = cihy {pr(un) + por(un)} | Viznllr - (3.6.168)
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Wir beschreiben im folgenden das allgemeine Schema eines auf lokalen Fehlerindikatoren
nr basierenden Gitteranpassungsprozesses:

Nachdem {iber das Gebiet €2 ein Grobgitter T := T}, mit einer Gitterweitenvertei-
lung hy gelegt worden ist, sei der Prozess der adaptiven Gittersteuerung schon L-mal
durchlaufen worden. Wir bestimmen nun auf dem Gitter T, := T}, die approximative
Losung wuy, € Vi, :==V),,. Ebenso wird die diskrete duale Lésung z;, € V;, auf T, berech-
net. Nun kénnen die lokalen Fehlerindikatoren ny geméf (3.6.167) oder (3.6.168) fiir jede
Zelle T € T;, ausgewertet werden. Wir bezeichnen mit N ~ dim(V}) die Anzahl der
Zellen des Gitters T, .

Abbruchabfrage: Ist das Abbruchkriterium 7(u,) < TOL auf dem Gitter T, erfiillt,
wird der Adaptionsprozess abgebrochen und wuj; als Nédherung zu u akzeptiert, welche
die Zielgrofle J(u) durch J(up) mit der gewiinschten Genauigkeit TOL approximiert.
Andernfalls wird ein neuer Adaptionszyklus begonnen.

Adaptionszyklus: Der Ubergang vom Gitter T, zum niichsten Gitter Tj.; erfolgt
nach einer der im folgenden beschriebenen ,, Adaptionsstrategien. Zunichst werden die
Zellen T € Ty nach der Grofle ihrer Indikatorwerte 1y angeordnet,

{T;,i=1,.,Np}: nr1> .2 070 > Nric1 > o > NrN,-

I) Fehlerbalancierungs-Strategie: Das Ziel ist, die Indikatorwerte so zu balancieren, dass

_TOL

nr ~ TeTy. (3.6.169)

L
Dann wiirde wie gewiinscht gelten:

TOL

L

EOIETHEDY = TOL.

TeT,

Das Problem bei dieser Strategie ist zum einen, dass die Zahl N sich wihrend des
Verfeinerungsprozesses stéandig dndert, und zum anderen, dass die Balancierungsvorschrift
(3.6.169) die delikate Wahl von Parametern 0 < o < § < 1 erfordert:

JTOL _ - TOL
N, ==

Fiir die folgende Diskussion setzen wir der Einfachheit halber o =1/2, = 1. Im ersten

Schritt testet man, ob nry < TOL/N ist. Wenn ,,ja“, ist das Abbruchkriterium erfiillt,

wenn ,nein“, wird die Zelle 77 verfeinert. Dies fithrt zu einer Erhohung von N; auf

Np + 3. Danach wére es moglich, dass fiir alle iibrigen Zellen 17 ; gilt:

TOL TOL
<nr; <
Ni+3 ’ Ny,

Der Verfeinerungszyklus wére also bereits nach dem ersten Schritt zu beenden und auf
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dem erhaltenen Gitter Ty ,; eine neue Niherungslosung uy,; zu berechnen. Dies wiére
aber sehr ineffizient. Der Verfeinerungsprozess sollte daher beschleunigt werden. Dazu
iiberpriift man von dem Indikator 77 ; ausgehend und beginnend mit j =0, ob

TOL

P < .
e = Np+3j

Ist dies nicht erfiillt, wird das Element T; geteilt, die Zahler 7 und ¢ um Eins erhoht,
und man geht zum néchstkleineren 7p; iiber. Ist die Bedingung allerdings erfiillt, hat
man das neue Gitter Tpy; gefunden. Diese Balancierungsstrategie ist zwar potentiell
optimal, jedoch mit aufwendigen Abfragen verbunden. Mégliche alternative Strategien,
die einfacher sind, aber weniger gute Ergebnisse liefern, sind die folgenden.

IT) ,Fest-Raten-Strategie“: Ziel ist es, in jedem Adaptionszyklus die Anzahl der Gitter-
zellen Nj mit einer festen Rate zu erhohen oder den Fehlerschitzwert n(uz) mit einer
festen Rate zu verkleinern. Ausgangspunkt ist wieder eine Anordnung der Zellen von T,
nach der Grofie der zugehorigen Indikatorwerte. Zu vorgewihlten Prozentséitzen X% und
Y% werden die Zellen so gruppiert, dass (and der Zellanzahl orientierte Strategie)

X Y
— Np, #{Tn,-N41, .- TN} =~ — Ny,

T ..., Ty =~
#1 N3 100 100

oder alternativ (am Schétzwert orientierte Strategie)

N. NL,
D i~ Yo(u), > e = Xn(ug).
i=1 i=Np—N*+1
Dann werden die Zellen 7T;,...,Ty, verfeinert und die Zellen Ty, _n+41,...,Np ver-

grobert.

,Exakte“ Gitteroptimierung

Zum Abschluss wollen wir noch diskutieren, dass die Fehlerschitzung (3.6.151)

[T(en) = n:=">_ pr(un)wr(z) (3.6.170)

TeTy,

im Prinzip auch zur direkten Bestimmung eines ,optimalen® Gitters mit Gitterweiten-
funktion h = h(x) verwendet werden kénnte. Dies wird als Nebenprodukt auch eine
Rechtfertigung fiir die ,,Fehlerbalacierungsstrategie® liefern. Zu losen sind die folgenden
Optimierungsaufgaben:

(OP I) Bei vorgegebener Fehlertoleranz TOL soll die zu deren Erreichung bendtigte Anzahl
von Zellen N (d. h. der numerische Aufwand) minimiert werden:

N — MIN, n<TOL. (3.6.171)
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(OP II) Bei vorgegebener maximalen Zellzahl N, (d. h. begrenzter Speicherkapazitit)
soll der Fehler (genauer der Fehlerschétzer) minimiert werden:

n— MIN, N < Npax. (3.6.172)

Wir diskutieren im Folgenden nur die fiir die Praxis relevantere Fragestellung (OP
IT). Das Optimierungsproblem (OP I) ldsst sich mit analogen Argumenten behandeln
(Ubungsaufgabe). Die grundlegende Annahme ist, dass die GréBen pp(up) sowie wr(zp)
(nach geeigneter Skalierung) fiir TOL — 0 zunehmend bessere, lokale Approximationen
gewisser kontinuierlicher Funktionen ®(z) bzw. ¥(z) sind:

htor(un) = Bt | f + Aullr + Sh0 B2 Bawn]omon — ®u(r), (3.6.173)
h~3wp(zs) = max {h;3||z ~ Lzlle, B2 — Ihz||dT} S W, (ay), (3.6.174)
wobei xr ein gemeinsamer Punkt einer Folge von Zellen T ist. Diese Annahme ist
natiirlich im strengen Sinne nicht realistisch, da auf allgemeinen Gitterfolgen (T})n—0

ein sehr unregelméafliges Konvergenzverhalten auftreten kann. Unter der obigen Annahme
gilt mit der Funktion A(z) := ®(z)¥(z):

Z pr(up) wr(zp) Z hi {hT pr(up) wr(z, } ~ /Qh(x)QA(I) dx. (3.6.175)

TET, TET),

Fiir die Zellzahl N haben wir die Darstellung

N=> 1=> hh /h( )2 dx. (3.6.176)

TET, TeT),

Damit kénnen wir die Optimierungsaufgabe (OP IT) ndherungsweiser in kontinuierlicher
Form schreiben als:

F(h) :—/Qh(a:)zA(x) dx — MIN, N(h) :—/Qh( 7) % dr = Npax. (3.6.177)

Hierbei haben wir 0.B.d.A. die Ungleichungsbedingung N < N,,.. durch eine Gleichungs-
bedingung N = N,.. ersetzt, da sich ein minimaler Fehler sicherlich unter maximaler
Ausnutzung der moglichen Zellzahl ergibt. Dieses restringierte Optimierungsproblem wird
nun mit dem Lagrange-Formalismus der Variationsrechnung gelost. Dazu definieren wir
die ,,Lagrange-Funktion*

L(h7 )\) = F(h) + A {N(h) - Nmax}

mit einem skalaren Lagrange-Parameter A € R. Jede Losung des Optimierungsproblems
ist dann notwendig stationédrer Punkt (Sattelpunkt) von L. Zur Bestimmung eines solchen
Sattelpunkts machen wir den folgenden Ansatz
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d _
%L(th to, A+ ti)=0 =0 Yo e C(Q), Vu e R.

Auswertung dieser Beziehung ergibt

2 /Q h(x)A(x)p(x) dx — 2/\/911_3(33)90(30) dr =0 VYyeC(Q)

sowie
i {/ h(z) "% dx — Nmm} =0 VYu€eR,
Q

bzw. notwendig
h(z)A(z) — A\ 3(x) = 0, / h(z) 2 dr = Nyax.-
Q

Hieraus ergibt sich, dass
L AN —1/4
@=(3)

und weiter

W .= / A(2)Y? dr = NN -
Q

Damit erhalten wir einerseits den Lagrange-Parameter,

A= (anv)z (3.6.178)

und andererseits eine Gleichung fiir die gesuchte ,optimale® Gitterweitenverteilung

hopt(2) = ( NZ)”%(@-“‘*. (3.6.179)

Als Nebenprodukt dieser Rechnung ergibt sich fiir die optimale Gitterweite die Beziehung
nr = hpAr = \ = konst., (3.6.180)

d. h.: Die an der Aquilibrierung der lokalen Fehlerindikatoren 7, orientierten Gittersteue-
rungsstrategien fithren tatséchlich auf optimale Gitterweitenverteilungen.

Wir erwihnen noch, dass das zu (OP II) ,, duale* Optimierungsproblem (OP 1) auf die
folgende Losung fiihrt:

hopa() = (@)” * A(w) A, (3.6.181)
w

Die Grole W ist bei den iiblichen Fehlerfunktionalen wohl definiert; dies beinhaltet sogar

so singuldre Fille wie die Punktauswertung von Ableitungen J(u) = du(a), A(x) ~

|# — a|73. Erst die Auswertung von zweiten Ableitungen J(u) = 0?u(a) macht hier

Probleme.
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3.6.4 Ein Testbeispiel

Wir wollen die bisher erzielten Ergebnisse anhand eines konkreten Beispiels illustrieren.
Dazu wird wieder das iibliche Modellproblem betrachtet:

—Au=f inQ, wu=0 auf s (3.6.182)

Wir wollen den Punktwert dyu(P) fiir ein P € € berechnen. Das zugehorige Funktional
ist wieder nicht auf dem ganzen Losungsraum V = Hj(Q) definiert und muss regularisiert
werden. Wir setzen dazu mit ¢ := TOL:

= |BE|*1/ O de . (3.6.183)
Bs

Testfall 1: Sei ) :=(—1,1)? und P =0 (siehe Abb. 3.26). Die zu dem Funktional J.(-)
gehorige duale Losung 2. verhiilt sich dann wie |V%z.(z)| ~ (|z| + &) 3. Dies impliziert

8164 (0)| ~ ¢; Z (3.6.184)
TGTh
mit dr := |zp| 4+ ¢ und dem Mittelpunkt z¢ von T'. Wir wollen hierfiir eine optimale

Gitterweitenverteilung bestimmen. Ausgangspunkt ist die Aquilibrierungsbedingung

ht  TOL TOL 1/2
et O W~ dy( O) '

d3 N N
Hieraus ergibt sich

N =D hihpt = (TOL) > hipdr" ~ (T](\;L>1/2

TeT), TeT,

und folglich N,,; = TOL™". Bei Verwendung des Energienorm-Fehlerschiitzers (3.6.156)
zur Gitterverfeinerung ergibt sich dagegen die Gitterkomplexitét Nope ~ TOL™2.

Abbildung 3.26: Verfeinerte Gitter und numerisch bestimmte duale Lésung zur Berech-
nung von O;u(0) auf dem Quadrat bei Verwendung des a posteriori Fehlerschétzers
Tweight (un) mit TOL = 474,
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Tabelle 3.2: Resulte der Berechnung von d;u(0) unter Verwendung des gewichteten a
posteriori Fehlerschétzers nyeigns(us) fir verschiedenen Verfeinerungslevel L ; der , Effek-
tivititsindex“ ist definert durch Iog := |Nweight (un)/01€4(0)].

| TOL| N | L [[3ie4(0)] | neige(un) | Lt |
42 | 148 | 6 | 75lel | 5922 |0.08
43 ] 040 | 9| 410e1 | 1422 |0.03
44 [ 4912 |12] 4.14e3 | 3.50e3 | 0.65
475 [ 20980 | 15 | 2.27e4 | 9.25e4 | 4.16
476 | 86740 | 17 | 5.82e5 | 2.38¢-4 | 4.16

Das vorhergesagte Verhalten der verschiedenen Gitterverfeinerungsprozesse wird durch
die numerischen Ergebnisse in Tabelle 3.2 gut bestétigt. Wir betonen, dass die richtige
Wahl des Regularisierungsparameters ¢ = TOL in (3.6.183) fiir den Losungsprozess wich-
tig ist. Die triviale Alternative € = hy;, ist automatisch realisiert, wenn zur Berechnung
der Gewichte wr(z) die numerisch bestimmte, diskrete, duale Losung z, € Vj, verwendet
wird (siehe Abb. 3.26). Dies kann bei sehr ,singuldren® Funktionalen zu starker lokaler
Uberverfeinerung, d. h. zu unnétig vielen Verfeinerungsschritten, fithren.

Testfall 2: Sei nun Q das Rechteckgebiet 0 = (—1,1) x (—1,3) mit Schlitz bei (0,0)
(siehe Abb. 3.27). Die Présenz der (einspringenden) scharfen Ecke mit Innenwinkel w = 27
bewirkt in der schwachen Losung eine , Eckensingularitit® der Form s = (6)r'/2 d. h.
eine Singularitét im Gradienten. Wir wollen illustrieren, wie diese Eckensingularitét mit
der durch die Gewichte wr(z) im Fehlerschitzer induzierten zusammenspielt.

33%5:"‘:

Abbildung 3.27: Verfeinerte Gitter mit ungefihr 5000 Zellen zur Berechnung von dyu(P),
erzeugt mit dem gewichteten Fehlerschétzer nyeignt(un) (mittig) sowie dem Energienorm-
Fehlerschétzer ng(up) (rechts).
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Wir sehen in Abb. 3.27, dass der gewichtete Fehlerschétzer Zellen sowohl bei der
Schlitzspitze (zur Unterdriickung des , Pollutionseffekts“), aber auch beim Auswertungs-
punkt konzentriert, wahrend der Energienorm-Fehlerschétzer wesentlich starker an der
Schlitzspitze und natiirlich gar nicht im Auswertungspunkt verfeinert.

0.1 "ETA_weight' —— | "ERROR" ——
ETAE" - "ETA_weight" -
0.01 4 0.01
[} o
& q
X 0.001 {1 =
(‘DI CD'
0.001
0.0001 i
16-05 L 0.0001 L L

Il Il
1000 10000 100000

Number of elements N

1000 10000
Number of elements N

Abbildung 3.28: Vergleich der Effizienz von ng(us) und fyeigne (wn) auf dem Schlitzgebiet.

3.7 Ubungen

Ubung 3.1: Man formuliere das Ritzsche Verfahren mit endlich dimensionalen Teilrium-
en geeigneter Sobolew-Raume H™(Q) fiir die folgenden Aufgabenstellungen:

a) Neumannsche RWA des Laplace-Operators:
—Au=f in Q OJu=g auf 0.
b) Eigenwertproblem des Laplace-Operators:
—Au=Xu in Q, wu=0 auf 00.
c¢) Dirichletsche RWA des ,,biharmonischen® Operators:
~A*u=f in Q wu=0,u=0 auf 0.

Dabei seien jeweils das Gebiet €2 sowie die Daten f, ¢ als geniigend regulidr und kom-
patibel angenommen. Man versuche, hierfiir analog zur Vorlesung ,, Bestapproximations®-
Aussagen herzuleiten.

Ubung 3.2: Seien V ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (+,-)y und zugehoriger Norm
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|- |lv und a(-,-) sowie I(-) bilineare bzw. lineare Formen auf V' mit den Eigenschaften

la(v,w)] < aof|v|v]w|ly, v,weV (Beschrénktheit),
la(v,v)| > k|lv|l}, v,weV (V-Elliptizitét),
L) < Blolly, veV (Beschrénktheit).

Dann hat die Variationsgleichung

a(u,p) =1l(p) YoeV

nach dem Satz von Lax-Milgram eine eindeutige Losung u € V. Fiir endlich dimensio-
nale Teilrdume V,, C V werden approximative Losungen u; € V), bestimmt durch die
,, Galerkin-Gleichungen*

a(un, pn) = Uen)  ¢n € Vi

a) Man zeige hierfiir die (eindeutige) Existenz der , diskreten Losungen wy, € V, und die
Fehlerabschétzung

«
u—u < — inf ||lu— .
| rllv < P l onllv

b) Man wende das Resultat von (a) zum Nachweis der Konvergenz der Galerkin-Approxi-
mation des Diffusions-Konvektions-Problems

—Au+0oiwuw=f in Q wu=0 auf 90,

auf einem regulidren Gebiet 2 C R? mit rechter Seite f € L*(Q) an.

¢) Man versuche das Resultat von (a) fiir den Fall zu verallgemeinern, dass die Biliearform
a(+,-) nicht V-elliptisch sondern nur , koerzitiv® ist, d. h.:

a(v’@ZvlleI, sup a(p,v)

>A|vll, veW
peV\{0} lellv peV\{0} lellv

Worin bestehen hierbei die Probleme?

Ubung 3.3: Das Modellproblem
—Au = f in Q7 Ujpo = 0,

auf dem Einheitsquadrat € = (0,1)? werde auf einem #dquidistanten, kartesischen Gitter
mit der Gitterweite h mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode mit stiickweise bilinearen
Ansatzfunktionen diskretisiert. Man stelle die zugehorigen Systemmatrizen auf:

a) mit exakter Integration,
b) unter Verwendung der 2-dimensionalen “Tensorprodukt-Trapezregel”

4
T
Qr(f) = % Z f(a;), a; Eckpunkte der Zelle T.
i=1

Welche Besonderheit ergibt sich?
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Ubung 3.4: Man iiberlege (etwa durch Konstruktion von Beispielen), in wie weit die
folgenden Bedingungen an eine Folge von (im Sinne des Textes reguliren) Zerlegungen
{Th}n>0 eines Gebiets Q C R? (in Dreiecke oder Vierecke) dquivalent sind:

a) Die inneren Winkel aller Zellen 7' € T}, sind gleichméBig fiic 7 € T, und ~ > 0 von
Null wegbeschrinkt (“minimum angle condition”).

b) Fiir die Inkreisradien pr und Umbkreisradien hp der Zellen T € Tj, gilt (“uniform
shape condition”):

h
sup {—T} < 0.
TET),,h>0 * PT

c) Fir die Seiten I' C 9T jeder Zelle T € T}, gilt

max |I'| < ¢ min |T'|
rcor rcor

mit einer von 7' unabhéngigen Konstante c.

Ubung 3.5: Sei Vh(l) C H'(Q) der Raum der stiickweise linearen finiten Elemente bzgl.
einer reguliiren Triangulierung von © C R%. Mit Hilfe des L?-Skalarprodukts (-, ) ist die
sog. “L2-Projektion” P, : L2(Q) — V") definiert durch die Vorschrift

(Pau, on) = (u, 0n) Voo € VY.

a) Man leite eine Fehlerabschiitzung fiir die L>-Norm ||u — Pyu|| her, zunichst unter der
Annahme v € H?*(Q). Was wiirde man unter den schwiicheren Regularititsannahmen
ve HYQ) oder v e L*(Q) erhalten?

b) Welche verbesserte Abschitzung erhilt man bzgl. der ,negativen® Sobolew-Norm

u — Ppu,
llu— Pyul|—1 := sup (u—Piu, 9)

< ch’|v]| g2 ?
peHL () Vel

Ubung 3.6: Man begriinde anhand der eindimensionalen Poisson-Gleichung
—u"(x) = f(z) in Q=1(0,1), u(0)=u(l)=0,

dass fiir die Ritz-Projektion Ry : H}(Q) — V}fl) eine Abschéitzung wie in Aufgabe 6.3b
nicht gelten kann. (Hinweis: Man verifiziere, dass in diesem Fall die Ritz-Projektion Rju
identisch mit der Knoteninterpolierenden Iu ist.)

Ubung 3.7: Die Dirichletsche Randwertaufgabe

—Au=f in Q, u=0 auf 09,
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auf einem konvexen Polygongebiet 2 C R? werde mit einem Galerkin-Verfahren mit
Ansatzraumen V}fl) C V := H}(Q) von ,linearen” finiten Elementen approximiert. Mit
welcher Ordnung konvergieren

i) der gewichtete Mittelwert iiber 2 (w € H*(Q) eine glatte Gewichtsfunktion):
/uhwd:c% uwdr (h—0)7?
) )

ii) der quadratischen Mittelwert {iber einen glatten geschlossenen Weg T' C 2

/uids%/ugds (h—0)7
r r

(Hinweis: Zur Erzielung eines optimalen Resultats verwende man die Variante des Spur-
lemmas fiir Funktionen in H'(2) und die Fehlerabschitzungen aus dem Text.)

Ubung 3.8: Man untersuche, ob die folgenden Sitze von Funktionalen fiir die angege-
benen Polynomraume ,,unisolvent® sind. Dabei bezeichnen a; die Ecken, m; die Seiten-
mitten sowie b;; (j = 1,2) jeweils zwei GauB-Punkte auf der Kante I';, i =1,...,d+ 1,
und z den Schwerpunkt des Elements 7'.

i) T (kartesisches) Einheitsdreieck:

P(T)=B(T), plai), Vp(a:), p(2);
P(T) = Ps(T), plai), p(b;), p(2);
P(T) = P5(T)7 p<ai)7 Vp(ai)a VZP(ai)7 anp(mz)

ii) T (kartesisches) Einheitsquadrat:

P(T) = Q:(T) := P(T) @ span{z® — y*}, p(my);

Q3(T) := P5(T) @ span{a’y, xy®},  pla;), Vp(a;).

i)
3
I

Ubung 3.9: Man leite mit den Argumenten des Textes fiir die Knoteninterpolierende
I,: C(Q) — V}fl) zu stiickweise linearen finiten Elementen auf einer quasi-gleichférmigen
Folge reguldrer Triangulierungen (T})ser, eines Polygongebiets (in 2D) bzw. Polyeders
(in 3D) die folgenden Fehlerabschitzungen her:

ch|[V?0|lq, in 2D,

max |v — [v| <
ax o= Iy |—{ch?|yv%|ﬂ, in 3D.

Ubung 3.10: Welche der folgenden (zellweisen) ,inversen Abschitzungen® fiir Finite-
Elementefunktionen v, € V}, sind in 2 Dimensionen giiltig und welche nicht (mit Be-
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griindung):
@ IVllreer) < chg®|lonllrar),
(i) 1Onvn | L2or) < Ch;l/QHVUh”LZ(T),
(@) Vorllpeiry < chp?l|vnllze),
(@) llvallzzry < chyllonlloya).

Ubung 3.11: Sei Q C R? ein Polygongebiet und T), = {T} eine Triangulierung von .
Man betrachte die beiden mit den oben definierten kubischen Ansétzen gebildeten An-
satzraumen S,(f) und S ,(13) und bestimme deren Dimensionen asymptotisch in Abhéngig-
keit von h auf gleichméigen Triangulierungen. Wieviele von Null verschiedene Elemente
haben die zugehorigen Steifigkeitsmatrizen pro Zeile bei der Approximation der Laplace-
Gleichung?

Ubung 3.12: Die Neumannsche Randwertaufgabe
—Au+u=f in Q, Jyu=0 auf 00,

auf einem konvexen Polygongebiet 0 C R? soll mit einem Galerkin-Verfahren mit An-
satzrdumen Vh(l) C V= H}(Q) von ,linearen” finiten Elementen approximiert werden.

a) Man formuliere diese Approximation, d. h. die Ansatzriume V;, C V := H'(Q) und
die zugehorigen Variationsgleichungen.

b) Man leite Fehlerabschitzhungen in der H'- und der L?-Norm her.

c) Wie muss dieser Ansatz im Fall eines krumm berandeten Gebiets und einer inho-
mogenen Neumann-Randbedingung d,u = ¢ auf 0Q zur Erzielung einer konformen
Approximation modifiziert werden?

Ubung 3.13: Die Randwertaufgabe
—Au=f in Q, wupg=0,

auf einem Gebiet  C R? mit (stiickweise) kubisch (z. B. CAD-Daten mit kubischen
Spline-Funktionen) parametrisiertem C*-Rand 9 soll mit einem (isoparametrischen)
kubischen Finite-Elemente-Ansatz diskretisiert werden. In diesem Fall hat die Losung
mindestens die Regularititsstufe u € H3(Q) (i. Allg. aber u & H*(Q2)), und es gilt die a
priori Abschétzung

lullore < cldull, k= 0,1.

a) Man gebe einen geeigneten Ansatzraum an. Welche Konvergenzordnungen sind dafiir
zu erwarten bzgl. der Energie-Norm (H'-Seminorm) und der L2-Norm, und welche Regu-
laritét muss dabei jeweils fiir die Losung u vorausgesetzt werden?
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b) Welche Fehlerordnung lisst sich mit Hilfe eines Dualitétsarguments fiir die Mittelwerte

zeigen, d. h.:
’/udm—/uhdaz‘ < ch'||ul, ?
Q Q

Ubung 3.14: Sei T'C R? ein Dreieck mit Durchmesser hy und Inkreisradius pp mit
hr < cpr, und sei Ipv die lineare Interpolierende mit den Funktionswerten in den Eck-
punkten von 7' als Knotenwerte. Man zeige mit den Mitteln des Textes die Abschétzung

o — Inv]lor < k32 V20]|r.
Hierdurch wird auch die Abschétzung
lv — Iywllor < chy?[|[Vollr

nahegelegt. Kann diese gelten?

Ubung 3.15: Man gebe die bestméglichen h-Potenzen in den folgenden Interpolations-
fehlerabschétzungen fiir die Lagrange-Interpolation in P(T) := Po(T') an:

(4) V(v = Irv) |l < erhip||[ V20l 1
(i) (v — Ipv)(a)| < crhf || VP0llr;
(4i7) 100 (v = Irv)[lor < cih*[|[ V0] 1;
(iv) lv = Irv||r < clh?THVQvHT.

Ubung 3.16: Zur Finite-Elemente-Approximation des sog. ,, Plattenbiegeproblems” (Rand-
wertproblem des , biharmonischen” Operators)

A’u=7f in Q, wu=0,u=0 auf 09,

wird wieder von einer zugehorigen variationellen Formulierung ausgegangen. Diese ist auf
natiirliche Weise im Sobolew-Raum V' := H3(Q) = {v € H*(Q)| ujpo = Oyujpq = 0}
definiert: Finde v € V' mit

a(u, ) == (Au, Ap) = (f,) Ve eV

Die Bilinearform ist a(-,-) V-elliptisch, so dass die betrachtete RWA eine eindeutige
schwache” Losung u € V' besitzt. Auf einem Rechteck € ist diese schwache Losung
sogar in H*(Q2) und geniigt der a priori Abschiitzung

[ullgs < el £1]-

Fiir einen konformen Finite-Elemente-Ansatzraum Vj, muss nun gelten Vj, C V', d. h.:
Die stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen miissen global stetig differenzierbar sein.
Das Grundgebiet € sei als konvex polygonal angenommen.
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a) Einen konformen Finite-Elemente-Ansatzraum Vj;, C V' erhélt man mit Hilfe des quin-
tischen Argyris-Elements. Man gebe hierfiir eine Fehlerabschitzung in der ,,Energienorm”
sowie in der L*-Norm an. (Hinweis: Dualitétsargument.)

b) Welche Spektral-Kondition in Abhéngigkeit von der Gitterweite h ist fiir die zugehorige
Steifigkeitsmatrix A, zu erwarten?

Ubung 3.17: Die Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor eines kubischen FE-Ansatzes zur
Approximation der RWA
—Au=0 in Q, wupg=0,

auf einer Triangulierung von € C R? werde mit Hilfe numerischer Quadratur berechnet.

a) Von welcher Ordnung sollte die verwendete Quadraturformel sein, damit (i) Konvergenz
des resultierenden Verfahrens bzgl. der Energienorm garantiert ist, und (ii) seine Ordnung
optimal ist? Man gebe jeweils ein Verfahrensbeispiel (Quadraturformel) mit moglichst
geringer Komplexitit (Anzahl der Funktionsauswertungen) an.

b) Zur Mlustration der Notwendigkeit bzw. Nichtnotwendigkeit der im Text abgeleiteten
Bedingungen an die numerische Quadratur betrachte man die Approximation der 1. RWA
des Laplace-Operators auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen finiten Elementen auf ei-
nem &quidistanten, kartesischen Gitter. Welches Differenzenschema erhélt man, wenn die
Elemente der Systemmatrix mit der Mittelpunktsregel berechnet werden? Diese Situation
ist durch die Theorie aus der Vorlesung nicht abgedeckt. Ist das resultierende Verfahren
dennoch konvergent?

Ubung 3.18: Fiir die Systemmatrix Aj, einer Finite-Elemente-Diskretisierung fiir die
1. RWA des Laplace-Operators

—Au=f inQ, wu=0 aufodf,
wurde in der Vorlesung fiir ,,quasi-gleichférmige® Triangulierungsfolgen (T},)p~o die Kon-
dition condy(Ay) = O(h™?) gezeigt.
(i) Man rekapituliere, was fiir eine Triangulierungsfolge ,,quasi-gleichférmig* bedeutet.

(ii) Wie héngt die Kondition von Aj, von den Inkreis- bzw. Inkugelradien der Zellen ab,
wenn die Triangulierungsfolge nicht , formregulér® ist?

(iii) Man untersuche die Abhéngigkeit der Kondition der Systemmatrix ko(Aj) der 5-
Punkte-Differenzendiskretisierung auf dquidistanten Tensorproduktgittern mit unterschied-
lichen Gitterweiten h, # h, vom Seitenverhiltnis h,/h, (“aspect ratio”). (Hinweis: Man
verallgemeinere die in einer fritheren Ubungsaufgabe hergeleiteten expliziten Formeln fiir
die Eigenwerte der 5-Punkte-Matrix fiir die vorliegende Situation.)

Ubung 3.19: Man rekapituliere den Beweis der Konditionsabschiitzung s (Ap) = O(h~?)
aus dem Text fiir die Systemmatrix einer FE-Diskretisierung der 1. RWA (Dirichletsche
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RWA) des Laplace-Operators auf einer ,quasi-gleichformigen Triangulierungsfolge fiir
die FE-Diskretisierung der 2. RWA (Neumannsche RWA):

—Au=f inQ, Jdyu=0 aufdf.

Ubung 3.20: Es werde die inhomogene Neumannsche RWA
V- -(aVu)+yu=f in Q, n-(aVu)=g auf 09,

auf einem konvexen Polygongebiet 2 C R? betrachtet. Die Daten o, v, f und ¢ seien
glatt und ferner «,~ > 0. Mit Hilfe der FEM mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen
wird eine Niherung uy, € Vh(l) C H'(Q) berechnet.

a) Man gebe die zugehérige variationelle Formulierung an.

b) Man leite eine a posteriori Fehlerabschétzung fiir den Energie-Norm-Fehler her:
1/2
lenll == ((aveha Ver)a + (ven, €h)9) .

¢) Man leite eine a posteriori Fehlerabschitzung fiir den L2-Norm-Fehler ||e,||2 her.

Ubung 3.21: Die 1. RWA des Laplace-Operators auf einem konvexen Polygongebiet
Q) C R? werde durch ,lineare” finite Elemente auf einer Triangulierung T, von Q ap-
proximiert. Man zeige, dass die in der Vorlesung abgeleitete a posteriori Abschitzung fiir
den L?-Norm-Fehler,

l[w = unll2 < enrz(un)
mit dem ,,Schétzer”

4 2 171 2 1/2
maun) = (30 (L + Aunl3r + 202 10wl Boron})
TET),
asymptotisch optimal ist, d.h.:
4 9 1/2
mua(un) < ellu—unlls + (D2 AL+ Aunl3)

TET),
Dazu verwende man die ,,Spur-Abschétzung”
[0uvllz0r < chal || Avlla + by o],

deren genaue h-Potenzen man mit Hilfe des iiblichen Transformationsarguments aus der
entsprechenden Ungleichung auf einer , Einheitszelle” (Beweisskizze zur Wiederholung)
erhilt.

Ubung 3.22: In Anlehnung an die Argumentationsweise des Textes leite man eine For-
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mel fiir eine Gitterweitenfunktion h(z) her, welche in folgendem Sinne ,joptimal® ist:
N — min!, n(uy) < TOL,

wobei

N = /Q h()2de,  n(u) = /Q h(z)?A(z) da.

Ubung 3.23: Dem in der vorigen Aufgabe verwendeten Optimierungsargument liegt die
Annahme zugrunde, dass sich die Zellresiduen im wesentlichen wie

pri=IIf + Bunllr + il [Onunlllor = Olhr)

verhalten. Man zeige, dass dies im Fall linearer Ansatzfunktionen auf einer quasi-gleichfor-
migen (reguldr mit “uniform shape”- und “uniform-size”-Eigenschaft) Folge von Triangu-
lierungen im R? mit hy ~ h tatsichlich der Fall ist. Dazu verwende man die bekannte
a priori Fehlerabschéatzung

IV (1 = un)lloo < chl] V?ullo

unter der Annahme u € W2*°(Q), sowie die gleichfalls bekannten lokalen Interpolations-
fehlerabschétzungen und ,,inversen® Beziehungen fiir Finite-Elemente-Funktionen. (Bem.:
Die Annahme der Quasi-Gleichférmigkeit ist natiirlich unrealistisch, da ja im Endeffekt
gerade lokal verfeinerte Gitter erzeugt werden sollen.)

Ubung 3.24: Man gebe die bestméglichen h-Potenzen in den folgenden Interpolations-
fehlerabschétzungen fiir die Lagrange-Interpolation in P(T) := Ps(T) auf formreguléren
Gittern an (Begriindung nicht erforderlich):

(7) IV2(v = Irv)|[r < cihzl| Vol
(i) (v = Izv)(a)] < cihp |V 0]l
) 10 (v = Irv)llor < cih*|[|V 0]l
)

o — Irvllr < chp V20l 7.

(iii

(v

Ubung 3.25: Es werde die Dirichletsche RWA
V- (aVu)+yu=f in Q wu=0 auf 99,

auf einem konvexen Polygongebiet 2 C R? betrachtet. Die Daten «, ~ und f seien
hinreichend glatt und ferner o > 0,y > 0. Mit Hilfe der FEM mit stiickweise linearen
Ansatzfunktionen wird eine Naherung uy, € Vh(l) C H} () berechnet.

a) Man gebe die zugehérige variationelle Formulierung an.

b) Man gebe eine a posteriori Fehlerabschitzung fiir den Energie-Norm-Fehler an:

lenlls == v/ (aVen, Ven)a + (ven en)a < ?
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c¢) Man skizziere die Herleitung einer a posteriori Fehlerabschiitzung fiir den L?-Norm-
Fehler:
lleall <7

Ubung 3.26: Zur Losung der 1. RWA der Laplace-Gleichung
—Au=f in Q, wu=0 auf 0,

auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1)? werde auf einer Folge dquidistanter, kartesischer
Gitter T; mit Gitterweiten h; = 27! mit Hilfe bilinearer finiter Elemente approximiert.
Die diskrete Gleichung auf Gitterlevel [ werde dabei mit einem MG-Verfahren gelost,
wobei das Richardson-Verfahren zur Glattung, die natiirliche Einbettung zur Prolonga-
tion und die L?-Projektion zur Restriktion verwendet werden. Die Anzahl der Vor- und
Nachglattungsschritte sei v = 2 und p = 0. Wieviele a. Op. kosten dann ungeféhr ein
V-Zyklus und ein W-Zyklus ausgedriickt in Vielfachen der Dimension N, = dimV,?

Ubung 3.27: Zur Uberpriifung des bisherigen Lernerfolgs versuche man, hne Rékgriff
auf den Text die folgenden Fragen zu beantworten:

a) Welches Differenzenschema erhilt man, wenn bei der Approximation der 1. RWA des
Laplace-Operators auf dem Einheitsquadrat mit bilinearen finiten Elementen auf einem
dquidistanten, kartesischen Gitter die Elemente der Systemmatrix mit der Tensorprodukt-
Trapezregel berechnet werden?

b) Was unterscheidet bei Familien von Triangulierungen {T}};~o von Gebieten 2 C R?
die ,Minimalwinkelbedingung®“ von der ,,Maximalwinkelbedingung®, und wie héngt das
mit den Bedingungen ,formregulér® und , groflenregulér zusammen?

¢) Auf einem Tetraeder T' € R? seien ein Polynomraum P(7") und ein Satz von Funk-
tionalen x, : CY(Q) — P(T) (r = 1,...,R) gegeben. Was bedeutet die Aussage, dass
{X+}r=1.. R »unisolvent* bzgl. P(T) ist?

d) Welche Dimensionen haben auf dem R? die Polynomriume P, Ps und Q,?

e) Die 1. RWA des Laplace-Operators auf dem Einheitswiirfel Q = (0,1)3 C R? sei
mit stiickweise quadratischen finiten Elementen auf einer reguldren Folge von Gittern

T;, approximiert. Welche Spektralkondition haben die zugehorigen Systemmatrizen (der
Knotenbasen) in Abhéngigkeit von der Gitterweite h?





