2 Differenzen-Verfahren fiir elliptische Probleme

In diesem Kapitel werden wir zunéchst die klassischen Differenzenapproximationen zur
Losung elliptischer Randwertaufgaben (RWAn) diskutieren. Der Ubersichtlichkeit halber
beschrianken wir uns dabei auf das Modellproblem der Poisson-Gleichung in zwei Raum-
dimensionen mit Dirichletschen Randbedingungen, d. h. auf die 1. RWA:

Lu:=—=Au=f in Q, wu=g auf 9. (2.0.1)

Das Definitionsgebiet Q C R? wird zuniichst wieder als glatt berandet oder als konvexes
Polygongebiet vorausgesetzt. Die Problemdaten f, g sind ebenfalls glatt, so dass die im
vorigen Kapitel beschriebenen Resultate anwendbar sind. Erweiterungen fiir Probleme mit
variablen Koeffizienten oder anderen Randbedingungen sowie auf den dreidimensionalen
Fall werden gegebenenfalls in Bemerkungen diskutiert.

2.1 Allgemeine Differenzenapproximationen

Zur Definition einer sog. , Differenzenapproximation der RWA wird das Losungsgebiet
2 durch ein endliches (nicht notwendig dquidistantes oder kartesisches) Punktgitter iiber-
deckt. Wir definieren disjunkte Punktmengen

Q, := {,innere” Gitterpunkte in Q}, 99y, := {,Rand-Gitterpunkte” nahe bei 00},

und setzen , := Q) U 98, . Welche Punkte zu 0, gehoren, hingt von der Eigenart
der gewéhlten Differenzenapproximation ab; im folgenden werden verschiedene Beispiele
betrachtet. Der Parameter h > 0 beschreibt wie iiblich die ,Feinheit” des Gitters Q,
d. h. so etwas wie den maximalen (horizontalen oder vertikalen) Abstand benachbarter
Gitterpunkte. Die Gitterpunkte in 92, seien dhnlich dicht verteilt wie die in €, . Die
Differentialgleichung wird nun in den Punkten in 2, betrachtet und jede Ableitung durch
einen Differenzenquotient ersetzt. Diese Differenzenappoximation greift dabei auch auf
Randpunkte in 0€);, zuriick. So ergibt sich ein Differenzenschema zur Bestimmung einer
diskreten Losung uy, : 0, — R der allgemeinen Gestalt

Lhuh(P) = fh(P) fir P € Qh, ’LLh(P) = gh(P) fir P € 8Qh, (212)

wobei f, und g, geeignete Approximationen der rechten Seite f bzw. der Randwerte ¢
sind (im einfachsten Fall etwa f,(P) = f(P) und g,(P) = g(P) ). Auf natiirliche Weise
verstehen wir die Anwendung des Operators L; auch auf die kontinuierliche Losung
u € C(Q). Zur Konstruktion konkreter Differenzenoperatoren definieren wir zu jedem
Punkt eine Umgebung von (verschiedenen) Punkten

N(P):={Q;, i =0,....,7p} (Konvention: Qg := P),

auf denen eine Differenzenapproximation des Laplace-Operators definiert ist. Der Diffe-
renzenoperator hat dann die folgende Form:
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Lyun(P) = ) o(P,Qua(Q), (2.1.3)

QEN(P)

mit gewissen Koeffizienten o(P, Q). Diese sind so zu bestimmen, dass die folgenden For-
derungen erfiillt sind:

i) Konsistenz: Das Schema ist ,konsistent”, d. h.: Fiir den ,, Abschneidefehler”
T(P) == Lyu(P) — fu(P), P € Qy,
gilt

max |7, (P)| — 0 (h —0). (2.1.4)

PeQy,

Wiinschenswert wére eine moglichst hohe ,, Konsistenzordnung* m > 1, d. h.:

Imex |7 (P)| = O(h™). (2.1.5)

Wir werden uns im Folgenden iiblicherweise meist mit m = 2 begniigen. Aus Okonomie-
griinden wird man rp von moderater Grofle wihlen (rp &~ 4 — 24 in zwei Raumdimen-
sionen).

ii) Stabilitat: Das Differenzenschema ist wohl-gestellt, d. h.: Es bestimmt eindeutige
diskrete Losungen (un(P))peg, » Welche gleichmifig bzgl. h stetig von den Daten des
Problems abhéngen. Dazu wiire z. B. eine Stabilitatsabschéitzung der folgenden Form zu
beweisen:

mas o ()] < o { g [Luun(P)| + s o (P)] . (2.1.6)

mit einer von A unabhéngigen Konstante cga, > 0.

iii) Vertraglichkeit: Der Differenzenoperator Ly soll analoge charakteristische Eigenschaf-
ten wie der kontinuierliche L besitzen; z. B.: Symmetrie, Definitheit, Maximumprinzip
ete..

Das Hauptziel der Konvergenzanalyse von Differenzenschemata ist der Nachweis, dass
eine Konsistenzordnung m auch eine Konvergenzordnung m des Fehlers e, := u — uy,
impliziert:

max |e,(P)| = O(h™), (2.1.7)

PeQy,

vorausgesetzt, die Losung w ist ausreichend regulér.
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2.1.1 Konsistenz

Fiir den Fall f,(P) = f(P) betrachten wir 0.B.d.A. den Punkt P = @y = 0 und die
Punktumgebung N(P) = {Q; = (z;,y:), i =0, ...,rp}. Taylorentwicklung ergibt:

u(Qs) = u(P) + 2:0,u(P) + y:0yu(P) + 52;05u(P) + 2:y;0:0,u(P) + 3y;0ju(P) + - -

Wir wollen aus diesem Ansatz die Koeffizienten o; := o(P,Q;) im Differenzenoperator
so bestimmen, dass eine vorgegebene Konsistenzordnung garantiert ist. Mit dem Ansatz
7 (P) = O(Rh™) erhdlt man durch Koeflizientenvergleich als notwendige und hinreichende
Bedingung fiir Konsistenz:

(B0) Konsistenz: Fur die Koeffizienten des Differenzenschemas gilt:

TP Tp TP Tp Tp TP

_ _ _ _ 1 2 1 2
Zm = Z%‘Uz‘ = Zymi = ZIiyiUi =0, 5 Za:iai =3 Zyz o; = 1. (2,1_8)
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

Aus diesen Beziehungen sind die Koeffizienten o;, i = 0,...,rp, im Differenzenoperator
Ly zu bestimmen. Fiir Konsistenz sind also im allgemeinen Fall eines vollig unstruktu-
rierten Gitters mindestens 6 Punkte in N(P) erforderlich. Die Konsistenz des Diffe-
renzenschemas ist offenbar dquivalent dazu, daff der Differenzenoperator ,exakt” ist fiir
quadratische Polynome:

uw€ Py:  Lyu(P)= Lu(P), Pe€. (2.1.9)

Da man in der Regel Diskretisierungen auf Folgen von Gittern mit Gitterweiten A — 0
betrachtet, fiihrt man skalierte Parameter & = h~'z;, 1, = h™'y; ein, um sich von der
h-Abhéngigkeit in den Koeflizienten zu befreien. Wegen

rp rTp
§h* Y Eloi=30"Y o =1,
i=0 1=0
ist 0; = 0 oder o; ~ h™2. Wenn also eine Losung fiir (o, ...,0,,) existiert, dann ergibt
sich fiir den Konsistenzfehler
Th(P) = (Lyu — Lu)(P) = O(h*Eo; +...) = O(h). (2.1.10)

Auch bei ganz irregulérer Gitterpunktsanordnung erhélt man somit schon mindestens eine
Konsistenzordnung m = 1. Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Ordnung zu erhchen:

— Man nimmt mehr Gitterpunkte in die Menge N(P) auf.

Man ordnet das Gitter regulér an, um in der Taylor-Entwicklung des Abschneide-
fehlers Weghebeffekte zu erzielen.
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| T Q .
Qh « innere Knoten
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s\A“Q_/Jk/‘/ th s Randknoten
h

Abbildung 2.1: Gitter fiir Differenzenapproximation

Wir werden uns nun im Folgenden mit reguldren, speziell dquidistanten, kartesischen
Gittern beschéiftigen. Der Einfachheit halber sollen die Gitterpunkte dquidistant entlang
von Parallelen zu den Koordinatenachsen angeordnet sein. Dabei bezeichnet R? das ge-
samte den R? {iberdeckende Punktgitter. Die Schnittpunkte der Gitterlinien mit dem
Rand 02 bilden dabei natiirliche Stiitzpunkte fiir die Approximation der Randwerte.
Die ,,Gitterweite“ h hat auf solchen Gittern eine natiirliche Bedeutung.

Die einfachste Approximation A, ~ A des Laplace-Operators verwendet zentrale Dif-
ferenzenquotienten 2. Ordnung in jeder der Koordinatenrichtungen. Man erhélt den sog.
,»D-Punkte-Operator*:

; 1
AE_L Vup(z,y) == ﬁ{u(x:th,y) + u(x,yxh) — du(z, y)}

fiir innere Gitterpunkte P = (z,y) € €. Wir verwenden hier die Konvention, dass
,1+h” abkiirzend fiir die Summe der beiden Terme ,,+h” und ,,—h” steht. Die Konsisten-
zordnung dieser Differenzenapproximation ist wegen der Aquidistanz des Gitters und der
symmetrischen Plazierung der Stiitzpunkte m = 2:

AP u(P) — Au(P)| < 1My (u)h?, (2.1.11)

wobei My (u) := maxg{|0,dul, i+j = 4} . Diese Aussage bleibt sinngeméf giiltig, wenn
das Gitter nur in jeder einzelnen der Koordinatenrichtungen dquidistant ist. Dagegen
ginge die Konsistenzordnung auf m = 1 zuriick, wenn das Gitter zwar kartesisch, aber
innerhalb einer Koordinatenrichtung nicht dquidistant wéire. Hohere Approximationsord-
nungen lassen sich z. B. auf einem gleichférmigen Gitter durch Hinzunahme von weiteren
Punkten in der Umgebung des Auswertungspunkts (z,y) erzielen:

i) Approximation der zweiten Ableitungen im Laplace-Operator durch zentrale Differen-
zenquotienten auf jeweils 5 Punkten ergibt den , gestreckten* 9-Punkte-Operator:

Aﬁlg)uh(x, y) = { —u(x2h, y)+16u(xth, y) —u(x, y£2h) + 16u(x, y+h) — 60u(z, y) }

1
12h2
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Dieser Differenzenoperator hat offensichtlich die Konsistenzordnung m = 4, doch hat die
zugehorige Koeffizientenmatrix wegen des Vorzeichenwechsels ungiinstige Eigenschaften.

ii) Der ,kompakte* 9-Punkte-Operator verwendet neben dem Auswertungspunkt (z,y)
die 8 direkten Nachbarpunkte (x4 h,y), (z £ h,y£h), (z,yth):

< 1

Af)uh(x, y) = @{4u(9::th, y) + du(x,y£h) +u(zth,yLth) — 20u(:c,y)}.
Dieses Schema hat zunéchst auch nur die Ordnung m = 2, doch kann man es durch
eine Modifikation bei der Auswertung der rechten Seite auf die Ordnung m = 4 bringen
(Ubungsaufgabe):

Fa,y) = fulz,y) = fla,y) + H02A0 f(z,y). (2.1.12)

Approximation entlang des Randes: Bei der Approximation am (méglicherweise ge-
kritmmten) Rand des Gebiets gibt es verschiedene Moglichkeiten, die, wie wir spéter sehen
werden, durchaus auf unterschiedliche Approximationsordnungen fithren. Wir betrachten
wieder den 5-Punkte-Operator und definieren zunéchst die folgenden Gitterpunktmengen:

O ={PeR;N(P)CQ}, 0% := ] N(P)\

PeQy,

i) Konstante Randwertextrapolation: In Punkten von ), wird der 5-Punkte-Operator
angesetzt, und in Punkten P € 99, werden die Randwerte uj,(P) = g(P°) verwendet.
Dabei ist P’ der P entlang einer der Koordinatenachsen am nichsten gelegene Punkt
auf 00 . Dies ergibt entlang des Randes nur eine Approximationsordnung m = 1.

Abbildung 2.2: Schema der konstanten Randapproximation

ii) Lineare Randwertinterpolation: Jeder Punkt P € 9, liegt in a- und/oder y-Richtung
zwischen zwei Punkten Py € 090 und P; € €, mit Abstianden 0 < ah < h zu Py und
h zu P;. Man setzt dann (lineare Interpolation):

1

Uh(P) = m

{9(Po) + aun(Py)}. (2.1.13)

Damit wird eine implizite Kopplung der Randwerte an die ,inneren“ Losungswerte be-
wirkt. Diese Randwertapproximation hat die Ordnung m = 2.
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Abbildung 2.3: Schema der linearen Randapproximation

iii) Shortley'- Weller*- Approzimation: Wir definieren die folgenden Punktmengen:

Q= {PeR) N(P)CQ}, 09 := (] N(P)\,
PeQy

Qp = Q% U oy, 99y := {Schnittpunkte der Gitterlinien mit 9Q}.

In Punkten P € € wird wieder der normale 5-Punkte-Operator und in den , fiktiven*
Randpunkten P € 09 der modifizierte 5-Punkte-Operator verwendet (siehe die sche-
matische Darstellung):

=) = 12 (2 4 5 Junlo) — ) — e —ahy)
2 2
eyt = g ey = ),
geméf
—Ajuy, = f auf 08, (2.1.14)

mit den Werten uy,(P) := g(P) auf 9, . Fiir diesen Differenzenoperator gilt
|Aju(P) — Au(P)| < 2 Ms(u)h, (2.1.15)

wobei Ms(u) := maxq{|0Ldjul, i+ j = 3} .

LGeorge H. Shortley (1910-??7?): US-Amerikanischer Astro-Physiker; wirkte 1935-2011 als Prof. an
der Johns Hopkins University.

2Royal Weller (???7-7???): US-Amerikanischer Physiker und Ingenieur; die nach ihm und G. H. Short-
ley benannte Methods findet sich in ,, The numerical solution of Laplace’s equation®, J. Appl. Physics 9,
334 (1938); Mitherausgeber zweier Lehrbiicher ,,Modern Physics for the Engineer” (1954) und ,,Modern
Mathematics for the Engineer® (2013).
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(x, y+h)
h
h Gitterweite
ah [(x) (x+2h, y) . .
, x Stiitzpunkt

(x- oh, y) h (x+h,y) (z,y) P

Bh 0<a, <1, af<1

v(iy‘- ph)

Abbildung 2.4: Schema der Shortley-Weller-Approximation

Die Verwendung dieser Differenzenapproximationen fithrt auf Schemata der Form
Lhuh = fh in Qh> Rhuh = gn auf 8@;, (2116)

wobei der ,Randoperator® R; die jeweilige Randwertapproximation beschreibt. Dabei
werden die echten Randwerte von w;, auf 0€2;, unter Umstéanden implizit mit Werten im
Innern verkoppelt. In diesem Fall sind alle Werte u(P), P € €, , zu bestimmen. Der Dif-
ferenzenoperator L steht fiir den normalen 5-Punkte-Operator in €2, und gegebenfalls
den modifizierten Shortley-Weller-Operator auf 025 . Im einfachsten Fall der trivialen
Randwertapproximation Rjuj, = u;, kénnen die Randwerte u,(P) = g,(P), P € 0%,
direkt eliminiert werden. Wir werden im folgenden nur diesen Fall weiter diskutieren.

Bemerkung: Die obigen Differenzenschemata haben natiirliche Analoga in drei Raum-
dimensionen. Man spricht dann aus naheliegendem Grund vom ,,7-Punkte-Operator*.
Dessen Abschneidefehler gentigt der Abschétzung

AT w(P) — Au(P)| < 1M, (u)h?. (2.1.17)

2.2 Eigenschaften der Differenzengleichungen

Ausgangspunkt der folgenden Untersuchungen ist das Differenzenschema der Gestalt

Lyun(P) =Y o(P.Qu(Q) = fu(P), P €, (2.2.18)

QeN(P)
up(P) = gn(P), P €0y, (2.2.19)
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mit geeigneten Approximationen f,(-) zu f und gn(-) zu g. Wir definieren die Koeffi-
zenten o (P, Q) := 0 fiir Punkte @ ¢ N(P). Fiir P € Qj, gilt dann

> o(PQu(Q) = fu(P) = D o(P,Q)gn(Q). (2.2.20)

Qe Qe

Bei (beliebiger) Numerierung der Gitterpunkte etwa gemi Q, = {F,,n = 1,..., N},
oy, ={P,,n=N+1,...,N+ M} ergibt sich ein quadratisches Gleichungssystem fiir
den Vektor der (inneren) Knotenwerte U = (U,)"_,, U, := up(P,):

AU = F, (2.2.21)

mit A = (AN

n,m=17

F = (F,)N_,, wobei

N+M
Anm = O'(P,,“Pm), F,: fh(Pn)f Z U(Pnapm)gh(Pm)-
m=N+1
1 2 3 4
5 5 7 5 h = #H Gitterweite
9 10 1 12
N =m? innere* Gitterpunkte
I 13 14 15 16
h

Abbildung 2.5: Differenzengitter

Beispiel (,,Modellproblem”): Im Fall des Einheitsquadrats = (0, l)i ergibt sich fiir
den 5-Punkte-Operator bei zeilenweiser Durchnumerierung des Gitters €, = {P; ;"JJ;IO
die folgende diinn-besetzte Matrix der Dimension N = m?:

B,, —I, 4 —1
1 | =Im  Bm —In -1 4 -1
h -1, B, - -1 4

mit der m xm-Einheitsmatrix I, . Die rechte Seite ist F := (f(z11),..., f(Zmm))’ . Die
Matrix A ist eine diinn besetzte Bandmatrix mit der Halbbandbreite m , symmetrisch
und (irreduzibel) diagonal-dominant. Damit ist sie auch reguldr und positiv definit.

Bemerkung: In drei Raumdimensionen hat die entsprechende Matrix die Dimension
N = m? und die Halbbandbreite m?. Ansonsten hat sie dieselben Eigenschaften wie in
zwei Dimensionen.
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Im allgemeinen Fall ist fiir moderates rp die Matrix A diinn besetzt, aber haufig we-
gen der Randwertapproximation nicht symmetrisch. Dies wire ein schwerwiegender Nach-
teil, etwa bei der Approximation von Eigenwertaufgaben zum Laplace-Operator. Um die
Regularitét von A bzw. die Losbarkeit der Differenzengleichung garantieren zu kénnen,
formulieren wir die folgenden Strukturbedingungen in numerierungs-unabhéngiger Form:

(B1) Erweiterte Diagonaldominanz: Fiir Punkte P € Q, gilt:
(i) Y. loPQI< (PP, (2.2.22)
Q€ Q#P
und fiir Punkte P € Q; :={Q € Q, : N(Q) NIy, # 0} :

(ii) > 1e(P.Q)| < |o(P,P)|. (2.2.23)
QEQy, Q#P

(B2) Nicht-negativer Typ: Fiir Punkte P € ), und Q € Q;, \ {P} gilt:
o(P,P) >0, o(P,Q)<0. (2.2.24)

(B3) Zusammenhang:  Es ist 9, # 0, und mit N(P) := {Q € Q, o(P,Q) # 0} gilt
fiir jede echte Teilmenge S), C €, :

( U N(P)) A\ Sp) £ 0. (2.2.25)

PeSy,

Die ersten beiden Bedingungen (B1) und (B2) werden von vielen Differenzenschema-
ta, insbesondere solchen héherer als zweiter Ordnung (z. B.: der ,gestreckte” 9-Punkte-
Operator), nicht erfiillt. Die hier betrachteten 5-Punkte-Schemata mit Randapproximati-
on geniigen ihnen aber. Wir zeigen im Folgenden, wie bei den einzelnen Randapproxima-
tionen die Bedingung (B1ii) erfiillt ist.

i) Konstante Randwertextrapolation: Fiir P € Q; gilt

> 1e(P.Q) <3h7* =3 |o(P,P)|,
QEQ, Q#P

ii) Lineare Randwertinterpolation: Fiir P € Q} gilt

Yo joPQI< (4- &) < 4hT2 = [o(P,P)],
QEQ, Q#P

iii) Shortley-Weller-Randwertapproximation: Fiir P € Q} gilt

D, Pl (i +d)h <3 (G AN =3 lo(P P
Qe Q#P
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Die dritte Bedingung (B3) sichert die Kopplung eines jeden inneren Gitterpunktes
P € Q, mit allen anderen, insbesondere mit den Randpunkten. Die Eigenschaft des
kontinuierlichen Problems, dass sich eine kleine Storung in einem Punkt global bemerkbar
macht, spiegelt sich hier wider.

Die obigen Eigenschaften des Differenzenschemas korrespondieren zu den bereits be-
kannten der zugehorigen Koeffizientenmatrix A . unabhéngig von der gew#hlten Numerie-
rung der Gitterpunkte implizieren die Bedingungen (B1) und (B3) zunéchst die einfache
Diagonaldominanz von A, dariiber hinaus aber auch die stiarkere ,irreduzible Diago-
naldominanz” (analog dem ,schwachen Zeilensummenkriterium® fiir die Konvergenz des
bekannten Jacobi- oder des GauB-Seidel-Verfahrens). Die Bedingung (B2) entspricht einer
analogen fiir A.

Um Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir das allgemeine Differenzenschema ga-
rantieren zu konnen, geht man dhnlich wie im Kontinuierlichen vor und nutzt ein diskretes
Analogon des , Maximumprinzips”.

Satz 2.1 (Diskretes Maximumprinzip): Unter den Voraussetzungen (B1i), (B2) und
(B3) geniigt das zugehdrige Differenzenschema einem ,diskreten Maximumprinzip®, d. h.:
Gitterfunktionen w, mait der Figenschaft

Lhuh(P) S O7 P e Qh, (2226)
haben in Q kein positives Mazimum. Genauver gilt u, <0 auf Qp, oder
< 2.2.2
maxX wp, < TEX U ( 7)

Q

Beweis: Wir nehmen an, dass (2.2.26) fur ein w, erfiillt ist, und fithren den Beweis
indirekt. Es gebe also einen Punkt Py € €, , so dass

M := uy(Py) = max uy, >0, max u, < M.
Qn 15978

Ausgehend von Lyuy,(P) <0, folgt mit Bedingung (B2):

P9 )= 3 [2@ ),
w(By) < —Q;D o PO Q)‘Q;O‘m By (@)
_ Z |7 ]]j;’P (P + > ‘M\ {un(Q) — un(Py)}.
’ 0 Q#Po 0,0

Weiter gilt wegen Bedingung (B1i)

Z‘ P07 ‘ 1
Q#P, P07P0
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und folglich (up(Py) = M)

o(Po, Q)

MM+ Y [ ZE (@) - M.
QeN(P, U(P07P0)
o)\{Fo}
Da nach Voraussetzung un(Q) < M ist, muss also u;(Q) = M in allen Punkten

Q € N(F) (d. h. solchen mit o(F, Q) # 0) sein, da sonst ein Widerspruch entsteht.
Anwendung derselben Schlussweise fiir alle Punkte in N(F) liefert

w(Q) =M, Qe |J N(P)

PeN(Py)

Mit Hilfe der Bedingung (B3) erschlieflen wir dann durch sukzessive Fortsetzung dieses
Arguments, dass up = M auf €. Nach Voraussetzung ist 9Q, # 0, so dass es wegen
(B3) einen Punkt @ € 0, N N(P) mit einem ,inneren“ Punkt P € , geben muss.
Fiir diesen folgt dann u,(Q) = M, was im Widerspruch zur Annahme maxpq, up < M
steht. Q.E.D.

Das diskrete Maximumprinzip hat eine Reihe von wichtigen Folgerungen fiir die obigen
Differenzenschemata.

Korollar 2.1 (Eindeutigkeit): Unter den Voraussetzungen (B1), (B2) und (B3) besitzt
das Differenzenschema (2.2.18), (2.2.19) genau eine Lisung wy . Im Falle f, > 0 folgt
aus gp > 0 auch up, > 0.

Beweis: i) Wegen der Aquivalenz von (2.2.18), (2.2.19) zu dem Gleichungssystem A,U =

(1 (2)
h h

Fy, geniigt es, die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien also u; ’ und u,”’ zwei Losungen:

Lhugj) = fh in Qh7 u;f) = 9n auf th

(1

Fiir die Differenz wy, 1= u;,’ — uf) gilt dann

Lhwh =0 in Qh, wp = 0 auf th

Nun wird das diskrete Maximumprinzip auf Ljw;, < 0 sowie auf Lj(—w;) < 0 angewen-
det. Ersteres ergibt wj, < 0 und letzteres wy, > 0 und folglich w, =0.

ii) Seinun f;, > 0 und g, > 0. Dann impliziert das diskrete Maximumprinzip angewendet
fir —uy,, dass entweder u;, > 0 oder ming, u, = —maxq, (—uy) > —maxgq, (—gn) =
mingg, gn, was zu beweisen war. Q.E.D.

Im néchsten Abschnitt werden wir das diskrete Maximumprinzip verwenden, um die
stetige Abhéngigkeit der Losungen von den Problemdaten zu zeigen. Dies wird sich als
Nebenprodukt einer sehr viel stérkeren Stabilitdtsungleichung ergeben.
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Korollar 2.2 (Inverse Monotonie): Unter den Voraussetzungen (B1), (B2) und (BS3)
ist die zum Differenzenoperator Ly, bei beliebiger Numerierung der Gitterpunkte gehoren-
de Koeffizientenmatriz A eine sog. ,M-Matriz” (invers-monotone Matriz), d. h.: Ihre
Inverse A™' ist elementweise nicht negativ:

A7t >0. (2.2.28)

Beweis: Die Matrix A wird wie iiblich geschrieben als Summe A = L + D + R einer
linken unteren Dreiecksmatrix L, einer Diagonalmatrix D und einer rechten oberen
Dreiecksmatrix R. Die Bedingungen (B1), (B2) und (B3) implizieren, wie oben bereits
bemerkt, die (irreduzible) Diagonaldominanz von A und damit 1) die Regularitét von
A und D und 2) die Kontraktivitit spr(J) < 1 der Jacobi-Matrix J:= —D~'(L + R).
Dann existiert eine (natiirliche) Matrizennorm || - ||, bzgl. derer ||.J|| < 1 ist. Hiermit
folgt die Existenz der Reihe (im Sinne der Matrizenkonvergenz)

S JF=a-Jt
k=0
Bedingung (B2) garantiert, dass (elementweise) J = —D~'(L+ R) > 0 und folglich auch
ATD = (DA = (I +D L+ R) T =T - =) >0
k=0

Wegen D~' >0 impliziert dies A=' > 0. Q.E.D.

Die Matrix A~' ordnet der rechten Seite f;, und den Randwerten g, eindeutig den
Losungsvektor U der Differenzengleichung zu:

AL {fngn} = U= AYF(f, gn)-

Damit ist A~' das algebraische Aquivalent der kontinuierlichen Greenschen Funktion
G('a ) :
G:{f.9) = ule) = [ Glop)fw)dy— [ 0.Glv)o(w)dy.
Q 0
Als Folgerung des Maximumprinzips ist G(x,y) > 0, = # y, was analog zur gerade
gezeigten Eigenschaft A= > 0 ist.

2.2.1 Das Konvergenzverhalten von Differenzenverfahren

Die Grundlage der Fehleranalyse fiir die oben eingefithrten Differenzenschemata ist wie
im Fall von Differenzenverfahren fiir gewthnliche Differentialgleichungen eine asymptoti-
sche Stabilitdtsabschéitzung. Wir formulieren diese im folgenden Satz fiir ein allgemeines
Differenzenschema

Lhuh = fh in Qh: Up = g auf th (2229)
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Wir setzen im folgenden stets voraus, dass dieses Schema konsistent mit der RWA ist.

Satz 2.2 (Stabilitdt): Das Differenzenschema (2.2.29) sei konsistent und geniige den
Bedingungen (B1), (B2) und (B8). Dann gilt fiir jede Gitterfunktion uy, die Stabilitits-
abschdtzung

< L2 2.
max [un(P)] < 3d max [Lyun(P)| + max [un(P)] (2.2.30)

wobei dg = diam(f) .

Beweis: Wir argumentieren im folgenden &hnlich wie auf der kontinuierlichen Ebene.
Durch die folgende Vorschrift fiir beliebiges, festes @ €

LiGr(-,Q) = h25(-,Q) in U, Gu(-,Q)=46(,Q) auf 9y, (2.2.31)

wird ein diskretes Analogon G (P, Q) : ), x ), — R zur kontinuierlichen Greenschen
Funktion (des Laplace-Operators) definiert. Dabei ist (P, Q) das iibliche ,, Kronecker?-
Symbol”. Aus dem diskreten Maximumprinzip folgt, dass G, (P, Q) > 0. Fiir Gitterfunk-
tionen vy, gilt dann die diskrete ,, Greensche Identitéit”

wn(P)=h" Y Gu(P,Q)Lywa(Q) + Y Gu(P.Qun(Q), P €y (2.2.32)

Qe QeI

Um dies zu sehen, bezeichnen wir die rechte Seite von (2.2.32) mit wj, und erhalten mit
den Eigenschaften der Greenschen Funktion

Lhwh = thh in th Wp = VU, auf th

Die Eindeutigkeit der Losungen des Diffenzenschemas impliziert dann wj, = v;, . Aus der
diskreten Greenschen Identitéit folgt fiir jede Gitterfunktion wvy,

lun(P)| < h? Z Gr(P, Q) max | Lnon| + Z Gn(P,Q) max lon|, P € Q. (2.2.33)
Qe " Qeoqy, "

i) Wegen der Konsistenz des Schemas gilt fiir die Gitterfunktion w;, = 1 notwendig
Lpwy, =0, so dass aus der Greenschen Identitét folgt:

1=n? Z Gn(P, Q) Lywi(Q) + Z Gh(P, Q)uwn(Q) = Z Gu(P,Q).  (22.34)

Qe Qe Qe

Dies impliziert eine Schranke fiir die zweite Summe in (2.2.33).

3Leopold Kronecker (1823-1891): Deutscher Mathematiker; wirkte in Berlin als ,,Privatgelehrter®;
betrieb die Arithmetisierung der Mathematik; wichtiger Vertreter des ,, Konstruktivismus®, welcher die
generelle Verwendung des Widerspruchsbeweises und des ,,aktual Unendlichen® in Form z. B. der allge-
meinen reellen Zahlen ablehnt.
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ii) Jeder Punkt Py € €, ist Mittelpunkt eines Q enthaltenden Kreises mit Radius dq, .
O.b.d.A. sei hier Py = 0. Fiir die Funktion w(P) := {|P|* gilt in Punkten P € Q,:

Lyw(P) = Lyw(P) + Aw(P) — Aw(P) = M3(w)O(h) — Aw(P) = —1,
da Mj3(w) = 0. Wir definieren nun die Gitterfunktion
wn(P) =h* Y Gi(P,Q).
QGQh
Durch elementares Nachrechnen verifiziert man, dass
thh =1 in Qh; Vp = 0 auf th,
Lp(vp+w)=0 in Qp, vp+w< id% auf 0€Q,.
Aus dem diskreten Maximumprinzip folgt dann wegen w > 0 notwendig

max v, < max (v, + w) < max (v, + w) = max w < id?z,
a, o o0, o0y,

und somit

WY Gu(PQ) < idy, Pe,. (2.2.35)
QeQy,

Die Abschitzungen (2.2.34) und (2.2.35) ergeben zusammen mit (2.2.33) die Behauptung.
QED.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2.2 erhalten wir (in Analogie zum kontinuierlichen
Fall) die stetige Abhéngigkeit der Losung von den Daten. Das wichtigste Resultat ist eine
a priori Konvergenzabschitzung fiir das Differenzenschema (2.2.29).

Korollar 2.3 (Allgemeines Konvergenzresultat): Unter den Voraussetungen von
Satz 2.2 gilt fiir das Differenzenschema (2.2.29) die a priori Konvergenzabschiitzung

<1g
max len(P) < qdi max [7,(P)] + max e, (P)], (2.2.36)

mit dem Fehler e, = u — up, und dem Abschneidefehler 7,(P) := Lyu(P) + Au(P).

Beweis: Fiir den Fehler e, gilt die Differenzengleichung
Lheh(P) = Th(P) Pe th
so dass die Stabilitatsungleichung (2.2.30) unmittelbar die Behauptung liefert. Q.E.D.

Die Abschitzung (2.2.36) garantiert wieder, dass fiir ein ,,gutes* Differenzenschema der
globale Diskretisierungsfehler mit derselben Ordnung wie der lokale Abschneidefehler kon-
vergiert. Wir wollen diese allgemeinen Resultate fiir die obigen speziellen Diskretisierungen
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anwenden. Dabei wird wieder die folgende Bezeichnung fiir Normschranken der exakten
Losung verwendet: o
My, (u) == max{|0,dul, i+ j =m}.
3 (

Korollar 2.4 (Konvergenz des 5-Punkte-Operators): Unter den Voraussetungen
von Satz 2.2 gilt fiir den Fehler den 5-Punkte-Operator mit konstanter Randwertextrapo-
lation die a priori Fehlerabschdtzung

max |e,(P)| < 5ydgMa(u)h® + My (u)h. (2.2.37)

PeQy,

Beweis: Fiir den Abschneidefehler gilt

max 70| < & My(u)h®,
h

und in Randgitterpunkten

= — | < .
max [en]| = max [u(P) —u(PY)] < Mi(u)h

Die Stabilititsabschitzung (2.2.30) impliziert damit die Behauptung. Q.E.D.

Der ordnungsreduzierende Effekt der mangelhaften Randwertapproximation kann durch
die oben beschriebene , lineare Randwertinterpolation“ behoben werden. Fiir das so mo-
difizierte 5-Punkte-Schema erhilt man dhnlich wie eben die a priori Fehlerabschiatzung

max e, (P)| < SdgMy(u)h® + LMo (u)h®. (2.2.38)

— 12
PeQy,

Korollar 2.5 (Konvergenz des Shortley-Weller-Operators): Unter den Vorausse-
tungen von Satz 2.2 gilt fir den modifizierten 5-Punkte-Operator nach Shortley-Weller
die a priori Fehlerabschitzung

max |e,(P)| < s5dg My(u)h® + £ Mz(u)h®. (2.2.39)

PeQy,

Beweis: Fiir den Fehler e;, gelten die Beziehungen
—Apep, =1, in Qp, —Ale, =1, auf 00, e, =0 auf 0.
Fiir die Abschneidefehler gilt

1 2 ¥ <« 2
max |Tn| < §Ma(u)h?, %135( [Tn| < 5 Ms(u)h.
In diesem Fall kénnen wir nicht direkt die Stabilitdtsungleichung (2.2.30) anwenden, da

sie nur auf eine reduzierte Konvergenzordnung O(h) fithren wiirde. Statt dessen modi-
fizieren wir in geeigneter Weise den Beweis dieser Abschitzung. Mit den Bezeichnungen
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des Beweises von Satz 2.2 ergibt die Greensche Identitét (e, = 0 auf 09y )

en(P) =1 3 GuP,Qm(Q + 1 Y Gi(P.QTQ)

QGQ?L QE@Q;‘L
und folglich
2 2 *
len(P)[ < h* D G(P,Q)max|m| +h* Y Ga(P,Q)max|r]. (2.2.40)
Qe h Qe n

Wie im Beweis von Satz 2.2 folgt

WY GU(PQ) < h® Y Gu(PQ) < idg. (2.2.41)

Qe Qey,

Wir wollen jetzt zeigen, dass

> GuPQ) <. (2.2.42)

Qe
Dazu definieren wir die Gitterfunktion w; durch
wy =1 inQy,, w, =0 auf 0% .
Fiir diese verifiziert man durch Nachrechnen
—Apwy =0 in Q%, —Ajwy, > 2h~2 auf 082 .

Mit Hilfe der Greenschen Identitét folgt damit

L=h Y Gi(P.Q)(-A)wn(@) 22 Y Gi(PQ),

Qeo; Qeo9y;,
was (2.2.42) impliziert. Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Bemerkung: In drei Raumdimensionen gelten Satz 2.2 und Korollar 2.3 mit der Kon-
stante %d% . Hiermit und der zugehorigen Abschitzung (2.1.17) fir den Konsistenzfehler
ergeben sich dann auch die a priori Fehlerabschétzungen der Korollare 2.4 und 2.4 mit
der fiihrenden Konstante 5;d3 .

Bemerkung: Wir betonen, dass die Konvergenz der betrachteten Differenzenschema-
ta eine vergleichsweise hohe Regularitidt der zu approximierenden Losung erfordert. Das
Shortley-Weller-Schema erfordert z. B. fiir seine ,,maximale” Konvergenzordnung m = 2,
dass u beschriinkte vierte Ableitungen auf ganz  besitzt ( My(u) < 0o). Dies ist ei-
ne sehr einschneidende Forderung, wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben. Sie kann
i. Allg. nur fiir glatt berandete Gebiete sowie unter gewissen Zusatzbedingungen fiir spe-
zielle Geometrien wie z. B. Rechtecke garantiert werden. Weiter erfordert sie auch hohe

Glattheit der Daten f und g. Auf Gebieten mit einspringenden Ecken oder sonstwie
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reduzierter Regularitit von u koénnen diese Sétze nicht verwendet werden. In solchen
realitatsnaheren Situationen werden sich die im néchsten Abschnitt behandelten , Finite-
Elemente-Verfahren® als flexibler erweisen.

2.3 Losungsaspekte

Wir diskutieren nun die Losung der durch eine Differenzendiskretisierung entstehenden
algebraischen Gleichungssysteme. Zugrunde gelegt wird wieder die Situation des Modell-
problems der 1. RWA des Laplace-Operators

Lu:=—-Au=f in Q, wu=g auf 0, (2.3.43)

auf einem Gebiet @ € R?. Erweiterungen fiir Probleme mit variablen Koeffizienten, an-
deren Randbedingungen, Unsymmetrien sowie auf drei Raumdimensionen werden wieder
in Bemerkungen bertiicksichtigt. Die zugehorigen algebraischen Systeme haben die Gestalt

Az =b, (2.3.44)

Die Matrix A = (anm)) -y und der Vektor b = (b,)_; haben die Dimension N :=
Anzahl der inneren Gitterpunkte bzw. Knotenfreiheitsgrade. In der Praxis ist meist N >
1000, so dass neben dem Rechenaufwand auch der Speicherbedarf ein wichtiger Aspekt
ist. Die Matrix ist extrem diinn besetzt und besitzt abhéngig von der gewéhlten Nume-
rierung der Gitterpunkte bzw. Knoten eine Bandstruktur. Fiir die Wahl eines geeigneten

(d. h.: moglichst sparsamen) Losungsverfahrens ist die zu erwartende Dimension N ent-
scheidend.

Wir orientieren die folgende Diskussion an der Modellsituation der Poisson-Gleichung
auf dem Einheitsquadrat € = (0,1)? und der Diskretisierung mit dem iiblichen 5-Punkte-
Schema auf einem #quidistanten, kartesischen Gitter ), = Q U 08, der Gitterweite
h. Das Gebiet Q = (0,1)? hat den Durchmesser do = /2. Wir wihlen die Funktion
u(z,y) = sin(rz) sin(my) als Losung der Randwertaufgabe

—~Au=27%u=:f in Q, u=0 auf 00. (2.3.45)

Es ist My(u) = 7*. Die a priori Fehlerschranke (2.2.39) fiir die Shortley-Weller-Approxi-
mation liefert damit die (pessimistische) Fehlerschitzung

max |u — uy| & 5 dgm*h® ~ 8h*. (2.3.46)
Qp
Zur Erreichung garantierter 3-stelliger (relativer) Genauigkeit, TOL = 1072, ist in diesem

Fall also eine Gitterweite h ~ 1072 erforderlich. Dies fiihrt auf ein (symmetrisches)
Gleichungssystem der Dimension N =~ 10%.

Bemerkung 2.1: Die Fehlerabschitzung (2.3.46) ist in der Tat sehr pessimistisch. Der
wirkliche Fehler ist ungefihr um einen Faktor 10~! kleiner. Dies zeigt, dass unsere a
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priori Fehleranalyse selbst fiir ein so einfaches Modellproblem zu unscharf und fiir prak-
tische Zwecke nur bedingt brauchbar ist.

Bemerkung 2.2: In drei Raumdimensionen ist do = /3, und die a priori Fehler-
abschitzung (2.3.46) liefert den Wert ~ 12h%, so dass hier mindestens auch h = 1072
und damit N =~ 10% erforderlich wire.

Die Struktur der Matrix A héngt von der gewédhlten Nummerierung der Gitterpunkte
ab. Die géngigen Alternativen sind:

1) Zeilenweise Nummerierung: Die lexikographische Anordnung der Gitterpunkte,
(xi,yj) < (fﬂpayq) wenn j <q oder j=g¢q,1<p

fithrt auf eine Bandmatrix mit Bandbreite 2m + 1 ~ h~!.

211 22} 23| 24} 25

16| 17| 18] 19} 20

1] 12} 13] 14| 15

Abbildung 2.6: Lexikographische Nummerierung

2) Diagonale Nummerierung: Die sukzessive Numerierung diagonal zu den Koordinaten-
richtungen fiihrt auf eine Bandmatrix mit geringem ,, Bandinhalt“ (= Speicherersparnis
beim Gaufischen Eliminationsverfahren).

11 16 20| 23] 25

~

12| 17} 21| 24

Abbildung 2.7: Diagonale Nummerierung
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3) Schachbrett-Nummerierung: Die versetzte zeilenweise- sowie spaltenweise Nummerie-
rung fiihrt auf eine 2 x 2-Blockmatrix mit diagonalen Hauptblocken.

117247 12] 251 13

217 ol 227 107 23 \
6 197 71207 8

167 4] 177 5] 18 \
1714l 2 15 3

Abbildung 2.8: Schachbrett-Nummerierung

a) Direkte Losung: Prinzipiell wire das klassische GauBsche Eliminationsverfahren
zur Losung des Systems (2.3.44) geeignet. Zu seiner Durchfiihrung benotigt man bei
zeilenweiser Nummerierung und Ausnutzung der Symmetrie etwa mN Speicherpléitze
(im Folgenden abgekiirzt als ,SP*) und m?N arithmetische Operationen (im Folgenden
abgekiirzt als ,OP“). Im Falle N a~ 10* sind dies etwa 10° SP und 10® OP. Die kur-
ze Uberschlagsrechnung zeigt, dass direkte Losungsmethoden fiir das Gleichungssystem
(2.3.44) nur in speziellen Situationen in Frage kommen. Sie spielen eine Rolle bei geringer
Problemgrofie (N < 10%) oder im Falle sehr uniformer Matrixeintriige (bei der Appro-
ximation von Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten) (N < 10°). Speziell
fiir die 5-Punkte-Approximation des Laplace-Operators auf Rechtecken gibt es sehr effizi-
ente direkte Losungstechniken auf Grundlage der sog. ,,schnellen Fourier-Transformation
(FFT)“ (N < 107). Diese sind aber bei allgemeineren Problemstellungen meist nicht
anwendbar und werden daher hier nicht weiter diskutiert.

Bemerkung 2.3: Zur Illustration machen wir dieselbe Uberschlagsrechnung auch fiir
die entsprechende dreidimensionale Situation Q = (0,1)3. Hier hat die Matrix A die
Dimension N = m? ~ 10° und die Bandbreite 2m? + 1 ~ 10*. Folglich betriige der
benstigte Losungsaufwand ~ 10'° SP und ~ 10'* OP, was noch jenseits der Kapazitiit
von Arbeitsplatzrechnern liegt.

b) Iterative Losung: Wie bereits erwihnt, iibertragen sich die wichtigen Eigenschaften
(B1), (B2) und (B3) des Differenzenschemas unabangig von der gewihlten Numerierung
auf die jeweilige Matrix A. Diese ist (irreduzibel) diagonaldominant und von nichtnega-
tivem Typ und folglich eine M-Matrix, d. h.: Es gilt elementweise A~ > 0. Zusitzlich
ist A oft auch symmetrisch und positiv definit. In diesem Falle konvergieren die meisten
gangigen iterativen Verfahren. Ausgehend von einem Defektkorrekturansatz

d=F—Axt, Cvt=d', o=zt +0, (2.3.47)
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mit einer reguldren Matrix C' (,, Vorkonditionierer*) wird die Iteration zunéchst als Fix-
punktiteration geschrieben

Ca'=Ca'+b— At & 2™ =(I-CtA)2' +C M. (2.3.48)
Fiir den Fehler e® := z(®) — 2 gilt
W =(I-C Azt -2z

=(I-CtA) Y o — (I —C Az — C M (2.3.49)
= —-C'A)" Y = = (1 - CA) O,
Dies zeigt, dass die Iteration konvergiert, wenn die ,, Iterationsmatrix“ B := I—C~'A eine

Kontraktion ist, d. h.: p(B) := max{|A|, A Eigenwert von B} < 1. Die , Konvergenzrate“
der Iteration ist dann gegeben durch

VIECEFIING
‘= su lim (7> = p(B). 2.3.50
P B\ ) P (2:3:30)
Es ist dann ndherungsweise
2 — || < ']l = 2. (2.3.51)

Die Anzahl der zur Erreichung einer Reduktion des Anfangsfehlers um e erforderlichen
Iterationsschritte ergibt sich damit zu

ju—

, In(¢)
o) (2.3.52)

Der ,, Vorkonditionierer* C' sollte folgende Bedingungen erfiillen:

— einfache Invertierung (mit O(N) OP und Speicherbedarf O(N) SP);

— moglichst kleines p(I — C~'A).

Dies sind leider gegenlédufige Zielsetzungen. Die einfachsten Verfahren dieses Typs verwen-
den ausgehend von der natiirlichen Aufspaltung A = L+ D + R die Vorkonditionierer:

1. (Gedimpftes) Richardson®-Verfahren: 0 < 0 < 2\,,4.(A)™

C=0I, B=I-0A (2.3.53)

4Lewis Fry Richardson (1881-1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer “angewandter Mathematiker”; leistete Pionierbeitrége
zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.
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2. Jacobi 5-Verfahren (Gesamtschrittverfahren):

C=D, B=-D'L+R). (2.3.54)

3. Gauf-Seidel °-Verfahren (Einzelschrittverfahren):

C=D+L, B=-(D+L)'R (2.3.55)

4. SOR-Verfahren ( ,Successive Quer-Relazation®): w = wyy € (0,2)

C=D+uwL, B=(D+wL) ™ {(1-w)D—wR}. (2.3.56)

5. ILU-Verfahren (,Incomplete LU Decomposition®):
C=LR, B=I-R'L'A (2.3.57)

Fiir eine symmetrische, positiv definite Matrix wird das ILU- zum ILL?-Verfahren
(,Incomplete Cholesky” Decomposition“). Die ILU-Zerlegung erhélt man mit Hilfe
des iiblichen, rekursiven Prozesses zur Bestimmung der LU-Zerlegung aus der Glei-
chung LU = A durch Nullsetzung aller Matrixeintrige zu Indexpaaren {n,m} mit
A, = 0

n—1
n=1,...,N: lym= Gy — Zimﬂzm (m=1,..,N)
i=1

n—1

lnn = ].7 lin = ﬂ;ﬁ{am — Z[zjﬁ]n} (Z =n-+ ]., ,N)
j=1

anm =0, Upym =0, wenn ay,,, =0.

6. ADI-Verfahren (,Alternating-Direction Implicit Iteration®):

C = (A, +wl)(A,+wi),

B = (A +wl) (W] — A)(Ag + wI) "M wl — A,). (2.3.58)

Das ADI-Verfahren ist fiir beliebige Wahl des Parameters w > 0 konvergent. Wenn
die Struktur der Matrix seine Anwendung zulésst, ist es bei optimaler Wahl von w
mindestens so schnell wie das optimale SOR-Verfahren.

5Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind. h.chbegabt; wirkte
in Konigsberg und Berlin; Beitrige zu vielen Bereichen der Mathematik: zur Zahlentheorie, zu ellipti-
scher Funktionen, zu partiellen Differentialgleichungen, zu Funktionaldeterminanten und zur theoreti-
schen Mechanik.

SPhilipp Ludwig von Seidel (1821-1896): Deutscher Mathematiker; Prof. in Miinchen; Beitriige zur
Analysis (u. a. Methode der kleinsten Fehlerquadrate) owie Himmelsmechanik und Astronomie.

"Andre Louis Cholesky (1975-1918): Franzosischer Mathematiker; Militdrkarriere; Beitrige zur Nu-
merischen Linearen Algebra.
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Die Konvergenzraten dieser einfachen Iterationsverfahren verhalten sich in Abhéngig-
keit von der (gleichférmigen) Gitterweite wie

p=p(I—CA)=1-0(h"),

in Abhéngigkeit von der Gitterweite h der Diskretisierung (bei fester Problemkonfigura-
tion) mit einem geeigneten r > 0. Die Anzahl T der zur Gewinnung einer Dezimalstelle
Genauigeit erforderlichen Iterationsschritte ist also ungeféihr bestimmt durch

_ In(10) -~
T~ 107" Tr— ~hT. 2.3.
L1070 = ) (2.3.59)
Hierzu beachte man, dass In(1 — ch”) = —ch” + O(h?"). Da die Durchfiihrung eines

[terationsschritts approximativ. N a h=2 OP (in zwei Raumdimensionen) kostet, ergibt
sich ein Gesamtaufwand pro Dezimalstelle an Genauigkeit von ~ h~2~" OP. Der fiir die
Durchfiithrung dieser Iterationsverfahren benétigte Speicherplatz entspricht etwa dem zur
Speicherung der wesentlichen (d. h. von Null verschiedenen) Elemente der Matrix A er-
forderlichen. Fiir das Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren ist 7 = 2 und fiir das (optimale)
SOR-Verfahren ist » = 1. Das ILU- und das ADI-Verfahren liegen bei speziellen Kon-
figu. a.onen etwa gleich auf zum SOR-Verfahren. Damit ergibt sich ein Gesamtlosungs-
aufwand von jeweils O(N?) bzw. O(N3/?) OP fiir die einzelnen Verfahren. Ein wirklich
yeffizientes“ Verfahren sollte ein moglichst kleines r aufweisen; optimal wére r = 0. Dies
lasst sich durch den Einsatz von sog. , Multi-Level-Techniken“ (,Mehrgitterverfahren)
erreichen, welche spéter im Zusammenhang mit den Finite-Elemente-Diskretisierungen
diskutiert werden.

2.3.1 Aufwandsanalyse: ein Beispiel

Wir wollen das Konvergenzverhalten der bisher betrachteten Iterationsverfahren und de-
ren sich daraus ergebende Effizienz anhand des obigen Modellproblems eingehender disku-
tieren. Dabei soll insbesondere die Bedeutung der Formel (2.3.59) fiir die Konvergenzrate
illustriert werden.

Fiir die obige Modellsituation (5-Punkte-Differenzenoperator auf einem dquidistanden,
kartesischen Gitter des Einheitsquadrats) lassen sich die Eigenwerte und zugehorigen Ei-
genvektoren der Systemmatrix A explizit angeben. Fir k1 = 1,...,m ergibt sich mit
der Bezeichnung Aw* = A\ w*:

At = h?{4 — 2 (cos(khm) + cos(lhm))}, k,l=1,...,m,
wkl = (Sln(lkhﬂ') Sin(jlhﬂ'))i,jzl 11111 m (h — ]_/(m -+ ]_)) .

Also ist (fiir h < 1)

Amax = b 2{4 — 4 cos (1 — h)w} ~ 8h~2,
Amin = h {4 — 4 cos (hm)} = h> {4 —4(1 = I7*K* + O(h"))} =~ 27,
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und somit
. A) ~ 4
K = condy(A) ~ 7 (2.3.60)
Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix J = —D~'(L + R) sind
iy = 3 (cos(khm) 4 cos(lhm)) (k,1=1,...,m)
Folglich wird
2
PJ = Pmax = cos(hm) = 1— 5 h* + O(h"). (2.3.61)

Fiir die Iterationsmatrizen des Gauf-Seidel- und des (optimalen) SOR-Verfahrens folgt:
PGS = péS =1- 7T2h2 + O(h4) ;
1—/1-p3 1 —mh+ O(h?
2 mh+OW) ot om?).

psor = 1+1—p2 1+7h+0(h?)

Fiir die Tterationszahlen (pro Dezimalstelle Fehlerreduktion) ergibt sich also asymptotisch:

~ W(10) 46
In(1—=°h2)  7w2h? 2
In(10) 2,3

Tag ~ — A~ ~1N
@9 In(1 — 72h?) m2hp2 A

1n(10) 2,3
Tsop " ————— ~ —— ~ 2V/N.
S0 In(1—27h) — 27h VN

Q

TJ% NJ

Der Vollstindigkeit halber geben wir hier auch die entsprechenden Werte fiir das CG-
Verfahren (,, Verfahren der konjugierten Richtungen®):

3
Teq = 5 Vk In(20) ~ — ~ VN
e
Das CG-Verfahren ist zwar langsamer als das ,,optimale* SOR-Verfahren, erfordert aber
nicht die Bestimmung eines Iterationsparameters.

Zum Vergleich der Effizienz der Iterationsverfahren muss natiirlich auch der Aufwand
pro Iterationsschritt beriicksichtigt werden. Fiir die Anzahl OP der arithmetischen Ope-
rationen pro Iterationsschritt gilt (optimistische Schétzung)

OPj, OPgs, OPsor =~ 6N, OP¢g ~ 10N.

Als Endresultat finden wir, dass zur Bestimmung der Losung des diskretisierten Modell-
problems das Jacobi-Verfahren, das Gauf3-Seidel-Verfahren und das Gradientenverfahren
O(N?) OP benétigen. Das direkte Cholesky-Verfahren wiirde fiir die Berechnung der ,,ex-
akten® Losung (auf Rundungsfehlergenauigkeit) ebenfalls O(m?N) = O(N?) OP benéti-
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gen, erscheint also dem GauB-Seidel-Verfahren {iberlegen zu sein. Es ist jedoch zu bertick-
sichtigen, dass letzteres nur O(N) SP benétigt, im Gegensatz zu den O(mN) = O(N3/?)
SP fiir das Cholesky-Verfahren. Die schnelleren, auf Mehrgitterkonzepten basierenden Ite-
rationsverfahren sind dagegen dem einfachen direkten Loser asymptotisch klar iiberlegen.

Fiir das Beispiel mit N = 10* ergibt sich iiberschlagsméBig der folgende Gesamtauf-
wand ,GA“ zur sicheren Losung des Systems (2.3.44) unter die Diskretisierungsgenauig-
keit (TOL =107%, h = 1072, N = 10*):

GA,;(TOL
GAgs(TOL
GAs0r(TOL
GAce(TOL

~ 4-3N? ~ 1,2-10°0P,
~ 4-1,5N* =~ 6-10°0P,
~ 4-2N%? ~ 8.10°0P,
~ 4-10N%? ~ 4-107OP.

o — —

Fiir ein ,optimales* Verfahren wie z. B. das Mehrgitterverfahren ,MG* wiirde man hier
wesentlich bessere Werte erwarten: GA6(TOL) = 4-25N ~ 10°0P.

Bemerkung: In drei Raumdimensionen erhalten wir ndherungsweise

8

Amam ~ 12h_2a )\min ~ 3 2- e
TR g

und folglich im wesentlichen dieselben Abschéitzungen fiir py, pas und psor sowie fiir die
Iterationszahlen T, Tgs, Tsor und Tee wie im zweidimensionalen Fall. Der Aufwand
fiir die Durchfiihrung eines Iterationsschritts ist hier OPj, OPgs, OPsor =~ 8N bzw.
OP¢g =~ 12N. Fiir den Gesamtlosungsaufwand ergibt dies dann:

GA,;(TOL

( ~ 4-4N? = 1,610 OP,
GAgs(TOL

(

(

~ 4-2N? ~ 8-10120P,
~ 4-3N%? ~ 1,2-10"°0P,
~ 4-12N%% ~ 4,810 OP.

GAsor(TOL
GAo(TOL

—_— — — —

Der Aufwand des Mehrgitterverfahrens erhoht sich aber nur vergleichsweise unwesentlich
auf GApg(e) ~ 4-50N ~ 210 OP . Zur Bewertung dieser Komplexititsschitzungen
muss man sich die Leistung verfiigharer Rechner vergegenwértigen. Ein Arbeitsplatz-
rechner leiste real etwa 200 MFlops (200 Millionen , Floating-Point“ Operationen pro
Sekunde). Das SOR-Verfahren braucht dann auf einem solchen Rechner zur Losung des
Gleichungssystems (auf Diskretisierungsfehlergenauigkeit) etwa 1,5 Minuten, wogegen das
Mehrgitterverfahren ,nur® 1 Sekunde benétigt.

2.4 Ubungen

Ubung 2.1: Man betrachte die Diskretisierung der 1. RWA des Laplace-Operators auf
dem Einheitsquadrat des R? mit dem 9-Punkte-Differenzenschema (sog. ,, Mehrstellenfor-
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mel“)
—ADu(z,y) = fla,y), (v,y) € Y,

mit dem ,, gestreckten® Differenzenoperator

1
A u(ry) = o

{fu(.r:I:Qh, y)+16u(xth,y)—u(x, y£2h)+16u(z, y£h)—60u(z, y)}

und dem 9-Punkte-Differenzenschema
—Agg)uh(x, y) = f(‘ra y) + %thf(«T,y% (iC, y) € Qh

mit dem , kompakten“ Differenzenoperator

Aﬁlg)u(x, y) = {4u(m £ h,y) +4u(z,y £ h) +u(x £ h,y£h)—20u(z, y)}

1
6h?
Man zeige, dass dies Approximationen mit der Konsistenzordnung m = 4 sind.

Ubung 2.2: In vielen Fillen kann die asymptotische Konvergenzordnung eines Differen-
zenverfahrens nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekannter exakter
Losung fiir zwei Schrittweiten h und h/2 die Fehler ej, := u — u;, und e, /2 7= U — Upyo
berechnet und dann die Ordnung « iiber den formalen Ansatz ||u — uy|[, = h* mit einer
geeigneten Gitternorm || - ||, aus der folgenden Formel ermittelt:

o log(||enlln/[lens2lln)
log(2)

a) Man rechtfertige diese Formel und iiberlege, wie man vorgehen kann, wenn keine exakte
Losung u bekannt ist.

b) Man bestimme die inhdrente Konvergenzordnungen der folgenden Zahlenfolgen:

h=2"1 33627  26.570
h=272 30.318  27.008
h=273 29.100  27.883
h=2"% 2858  28.072
h=27° 28.351 28.117

Ubung 2.3: Man betrachte die Diskretisierung der 1. RWA des Laplace-Operators auf
dem Einheitsquadrat des R? mit dem 9-Punkte-Differenzenschema

Aglg)uh(xvy) = fh(x7y) = f(xvy) + %hQAf(I,y), (Iay) € Qh7

mit dem , kompakten“ Differenzenoperator

1
Aég)u(:r, y) = {4u(m + h,y) +4du(z,y £ h) +u(e £ h,y £ h) — 20u(z, y)}

6h2
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Diese Approximationen hat nach Aufgabe 2.1 die Konsistenzordnung m = 4.
a) Man zeige mit den Mitteln der Vorlesung die Fehlerabschitzung

max |u(P) — up(P)| < cMg(u)h?.
PeQy,

b) (Zusatzaufgabe fiir Leser mit Ergeiz und Zeit) Im Falle eines allgemeinen, glattbe-
randeten Gebiets Q C R? werde entlang der gekriimmten Randabschnitte die Shortley-
Weller-Approximation betrachtet:

AP wy, = f+ ERAf inQy,  —Afup = f inQ, w, =g auf I,
Man zeige hierfiir mit den Mitteln des Textes die Fehlerabschitzung

max |u(P) — up(P)| < ¢ {Mg(u)h* + Ms(u)h?}.

PeQy,

Ubung 2.4: Sei A, die zum 5-Punkte-Operator auf dem Einheitsquadrat gehorende
N x N-Matrix (bei zeilenweiser Nummerierung der Gitterpunkte mit m Punkten in jeder
Zeile). Die N = m? Eigenvektoren w”*, v, = 1,...,m, und die zugehorigen Eigenwerte
Avp von Aj sind gegeben durch:

1
w'(z,y) = sin(vrz) sin(pry), (z,y) € Qn, Ap = = (4 — 2(cos(vh) + cos(ph)).

Man zeige, dass fiir die Spektralkondition von A, gilt:

AIIlaX A 4
condy(Ay) =: " ((A:)) = 373 + O(1).

Ubung 2.5: Eine Matrix A € RV*N heiBt , M-Matrix“, wenn sie von nichtnegativem
Typ und reguliir ist und wenn ihre Inverse A~! = (aﬁg”)szl elementweise nichtnegativ
ist: agj_l) > 0. Das 5-Punkte-Differenzenschema (bzw. das Shortley-Weller-Schema) zur
Approximation der 1. RWA des Laplace-Operators fiihrt z. B. auf eine solche M-Matrix.
a) Man zeige, dass M-Matrizen ,invers-monoton“ sind, d. h.: Fiir Vektoren v,w € RY
gilt komponentenweise:

Av > Aw = v >w.

b) Ist ferner Apw > (1,...,1)T fiir einen Vektor w € RY | so folgt bzgl. der Maximum-
norm bzw. Maximalen-Zeilensummen-Norm:

145 e < llwloe-

¢) Man zeige mit Hilfe von (b), dass fiir die Systemmatrix A, des 5-Punkte-Schemas auf
dem Einheitsquadrat die Abschitzung

1A e < 1/8
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gilt, und folgere hiermit fiir die [.-Kondition von A, :
condoo(An) := | Anllooll A7l < 272

Die l.-Kondition von Aj, verhilt sich also in Abhéngigkeit von der Gitterweite h genauso
wie die Spektralkondition. (Hinweis: Man versuche es mit der mit w(xz,y) = z(1 —z)/2+
y(1 —y)/2 gebildeten Gitterfunktion.)

Ubung 2.6: Gegeben sei die 1. RWA des Laplace-Operators
—Au=f in Q wu=0 auf 09,

auf dem Dreiecksgebiet Q = {(x,y) € R?*|z,y > 0,z+y < 1}. Man stelle zu einem #quidi-
stanten, kartesischen Gitter das Gleichungssystem der 5-Punkte-Differenzenapproximation
auf und vergleiche (a) die zeilenweise, (b) die diagonale und (c) die schachbrettartige Git-
terpunktnummerierung in Bezug auf Matrixstruktur, Speicherplatzbedarf und Rechenauf-
wand bei der Losung mit der LR-Zerlegung unter Ausnutzung der Bandstruktur.

Ubung 2.7: Zur Auffrischung der Kenntnise iiber iterative Lisungsverfahren: Eine Ver-
einfachung des Jacobi-Verfahrens zur Losung eines linearen N x N-Gleichungssystems
Ax = b ist das sog. , Richardson-Verfahren“. Dabei wird ausgehend von einem beliebigen
Startvektor z° € RY mit einem Dimpfungsparameter 6 € R wie folgt iteriert:

=2t —0(Axt —b), t=0,1,2,....

a) Im Falle, dass A nur reelle Eigenwerte Ay, < -+ < A < -+ < A\pa besitzt, zeige
man fiir den Spektralradius p(By) der zugehorigen Iterationsmatrix By = I — A die
Gleichung

p(Bg) = max {|1 — OAuinl, |1 — OArmax] }-

b) Im Falle, dass zusiitzlich alle Eigenwerte positiv sind, zeige man

2

p(By) <1 & 0<6<

A max

¢) Fiir welchen Wert von 6 wird p(By) in dieem Falle minimal?

Ubung 2.8: Betrachtet werde wieder das Modellproblem
—Au=f in Q, uwu=0 auf 09,

auf dem Einheitsquadrat 0 C R% Die Systemmatrix des 5-Punkte-Diffrenzenoperators
auf einem Aquidistanten, kartesischen Punktgitter ldsst sich schreiben als Summe der
Anteile der beiden Differenzenquotienten in x- und y-Richtung: A = A, + A,. Bei lexiko-
graphischer Numerierung sind dabei A, und A, regulére Tridiagonalmatrizen mit den
Eintragen 2h~2 auf den Hauptdiagonalen und —h 2 verteilt auf den Nebendiagonalen.
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Das zugehorige Gleichungssystems AU = F' besitzt damit die dquivalenten Formen
(oI + A)U = (ol —A)U+F, (cl+A,)U = (0l —A,)U+F

mit einem beliebigen Parmeterwert o > 0. Dies legt das folgende zweistufige Iterations-
verfahren (sog. ,,ADI-Verfahren® = , Alternating Direction Implicit Iteration®) nahe:

(oI + AUV = (0] = A)U'+ F, (oI + AU = (0] — A,)U/? + .

Man zeige die Konvergenz dieses Verfahrens. Fiir welche Wahl von ¢ wird die Konvergenz
am schnellsten? (Hinweis: Man {iberlege sich, dass die Zerlegungsmatrizen A, und A,
ein gemeinsames System von Eigenvektoren besitzen und folglich vertauschbar sind.)





