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0 Einleitung

Gegenstand dieses Textes sind numerische Algorithmen zur ndherungsweisen Lésung von
gewohnlichen Differentialgleichungen. In der Regel lassen sich fiir die in der Praxis auftre-
tenden gewthnlichen Differentialgleichungen keine geschlossenen Lésungen angeben. Man
ist zu ihrer wenigstens ndherungsweisen Losung also auf numerische Verfahren angewie-
sen. Diese Verfahren ersetzen das kontinuierliche Ausgangsproblem durch ein ,,diskretes*,
welches in endlich vielen algebraischen Schritten auf einem Computer gelost werden kann.

0.1 Einfiihrung in die Problemstellung

Eine ,,gewohnliche Differentialgleichung* ist eine funktionale Beziehung der Form
F(t,u(t),u'(t) =0

fiir eine Funktion w = wu(t) einer (reellen) Variablen ¢ und ihrer Ableitung w'(¢). Der
Zusatz ,,gewohnlich“ bedeutet, dass die gesuchte Funktion w(t) nur von einer Variablen
abhéngt. Im Falle u = u(t, s) heifit eine Beziehung der Form

F(t, s, Opu,05u) =0

mit den partiellen Ableitungen von u ,partielle Differentialgleichung“. Deren numeri-
sche Behandlung wird im dritten Band dieser Lehrbuchreihe behandelt. Eine gewohnliche
Differentialgleichung der Form

W) = F(tu(t)) (0.1.1)

wird ,explizit® genannt. Wir werden im Folgenden ausschlieflich solche expliziten Glei-
chungen betrachten, da sie den in Anwendungen auftretenden Standardfall darstellen.

Das einfachste Beispiel einer gewohnlichen Differentialgleichung ist
u'(t) =0

mit der allgemeinen Losung u(t) = ¢ (c eine beliebige Konstante). Um die Losung ein-
deutig zu machen, muss eine Zusatzbedingung gestellt werden, welche die Konstante ¢
festlegt; z. B. durch Vorgabe eines Funktionswertes (, Anfangswert®) u(ty) = ug. Etwas

interessanter ist die Gleichung
u'(t) = u(t)

deren Losung gerade die Exponentalfunktion u(t) = e' ist. Diese Differentialgleichung
wird manchmal auch zur Definition der Exponentialfunktion verwendet (anstelle der tibli-
chen Definition iiber die Exponentialreihe). Es muss garantiert sein, dass diese Gleichung
genau eine Losung hat. Dazu muss wieder eine Zusatzbedingung gestellt werden, um aus
den unendlich vielen Losungen w,(t) := ce! gerade die mit ¢ = 1 herauszufiltern. Dies
bewirkt die Anfangsbedingung «(0) = 1. Die resultierende Aufgabe

u'(t) =u(t), t>ty=0, u(0)=1, (0.1.2)
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wird ,, Anfangswertaufgabe“ (kurz ,AWA*) genannt. Da in der Differentialgleichung in
(0.1.2) nur die erste Ableitung vorkommt, heifit sie von ,erster Ordnung”. Eine Differen-
tialgleichung ,,zweiter Ordnung* ist

u’(t) = u(t)

mit den speziellen Losungen wuy(t) = €' und us(t) = e*. Offenbar ist aber auch jede
Funktion der Form u(t) = auq(t)+pPusa(t) fiir reelle a, f Losung. Um die Konstanten «, 8
festzulegen, sind zwei Zusatzbedingungen erforderlich; z. B. die ,,Anfangsbedingungen*
u(ty) = ug, u'(ty) = uy oder sog. ,Randbedingungen wu(ty) = ug, u(ty) = uy fir zwei
Zeitpunkte to < t1. Im zweiten Fall heifit die vollstindige Aufgabe

u'(t) = u(t), t>to=0, u(0)=uy, u(l)=uy, (0.1.3)
eine ,,Randwertaufgabe“ (kurz ,RWA“). Die Anfangswertaufgabe
u'(t) = —u(t), t >t =0, u(0)=0,4(0)=1,

hat die Losung u(t) = sin(¢) . Deren Eindeutigkeit wird sich spéter aus einem allgemeinen
Satz ergeben. Durch Einfithrung der Hilfsfunktion v(t) := u/(¢) kann diese Gleichung zwei-
ter Ordnung in ein dquivalentes System von zwei Gleichungen erster Ordnung iiberfiihrt
werden:

(1)
v'(t)
,Aquivalent“ bedeutet hier, dass mit jeder Losung u der Ausgangsgleichung das Paar

{u,v = '} auch Losung des Systems ist und umgekehrt. Dies ist fiir jede Differentialglei-
chung (oder System von Differentialgleichungen) hoherer Ordnung

u™(t) = f(tu(t),dt),...,u™ V(@)

moglich. In diesem Fall verwendet man die Hilfsfunktionen wuy(t) := u(t), ..., un(t) ==
u™V(t), welche dann den Gleichungen

U(t)a
u(t).

uy(t) = ug(t)

U1 (£) = i (1)
U (1) = f(t,ua(t), . um(t))

geniigen. Zur kompakteren Schreibweise solcher Systeme verwenden wir im Folgenden
dieselbe Notation (0.1.1) wie fiir skalare Gleichungen, wobei

uy (t) filt, r)

Um(t) fn(t; )
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Vektoren sind. Die jeweilige Bedeutung dieser Notation, Skalar oder Vektor, ergibt sich
dann aus dem Zusammenhang. Die allgemeine, hier betrachtete AWA (erster Ordnung)
in d Dimensionen hat also die Form

u'(t) = f(t,u(t)), t>0, wu(ty) = uo. (0.1.4)

AWA dieser Art weisen ein sehr unterschiedliches Losungsverhalten auf; dies soll anhand
von einigen einfachen Beispielen erldutert werden. Die lineare Differentialgleichung

u'(t) =t u(t)

enthiilt den bei ¢ = 0 singuliiren Koeffizienten ¢~!. Dennoch hat sie die , glatte” Losung
u(t) = t. Die rechte Seite der nichtlineare Differentialgleichung

u'(t) = tu(t) ™

wird fiir w(t) — 0 singulér; sie besitzt dennoch eine ,globale“, d. h. fiir alle ¢ € R
definierte, Losung u(t) = (1 4 t?)'/2. Die nichtlineare Differentialgleichung

hat die bei ¢t = 1 singulire, d. h. nur ,lokale*, Losung w(t) = (1 —¢)~'. Wenn bereits
so einfache Gleichungen solch verschiedenes Losungsverhalten aufweisen, wird das bei
komplexeren Systemen aus realen Anwendungen erst recht der Fall sein.

0.2 Beispiele von gewdhnlichen Differentialgleichungen

Die folgenden Beispiele aus verschiedenen Wissenschaftsdisziplinen vermitteln einen Ein-
druck von der Vielfalt der auftretenden Probleme.

1. Astrophysik (Zweikérperproblem)

Gefragt ist nach der Bewegung zweier astronomischer Koérper im gegenseitigen Schwere-
feld. Sie werden dabei als Punktmassen beschrieben. Das Koordinatensystem der Ebene
R? sei so gelegt, dass der Ursprung (0,0) in dem einen Kérper liegt. Die Position des
zweiten Korpers ist dann eine Funktion der Zeit mit Koordinatenfunktionen, (x(t),y(t)),
welche nach dem Newtonschen Gesetz dem folgenden System von Gleichungen gentigen:

" _ i " _ Y _ \/ﬁ
2"(t) —r(t)gzb(t), y'(t) —T(t)3y(t)’ r(t) ()% + y(t)?). (0.2.5)
Die ,,Anfangsbedingungen” sind z. B. (0 <e < 1):

z(0)=1—¢, 2/(0)=0, y(0)=0, ¥(0)=+~v1+e)/(1—¢).

Fiir diese AWA existieren periodische Losungen mit der Periode w = 27/~ . Thr Orbit ist
eine Ellipse mit Exzentrizitit e und einem Brennpunkt in (0,0).
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2. Biologie (Populationsmodell)

Die zeitliche Entwicklung einer Population von Fiichsen, f(¢), und Kaninchen, r(t), wird
unter den vereinfachenden Annahmen eines unbeschrankten Futtervorrats fiir Kaninchen
und der Kaninchen als einziger Nahrung fiir die Fiichse, durch das folgende sog. ,, Volterra-
Modell” beschrieben:

r'(t) = 2r(t) —ar(t)f(t), 7(0)=rg,
f(#)=—ft) +ar®)f®), f(0)=fo

Im Falle @ > 0 dezimieren die Fiichse die Kaninchen mit einer Rate proportional zum
Produkt der Individuenzahlen und vermehren sich selbst mit derselben Rate. Fiir v =0
besteht keine Wechselwirkung zwischen Kaninchenpopulation und Fiichsepopulation, und
die Losung ist

f(t) = foe™" (Aussterben)

2t

r(t) = roe” (Explosion).

3. Raumfahrt (Landemandver der Apollo-Raumkapsel)

Die Flugbahn der Apollo-Raumkapsel beim Wiedereintritt in die Erdatmosphére liegt in
einer Grofikreisebene. Thre Bewegung ist beschrieben durch die folgenden Grofien:

v(t) Tangentialgeschwindigkeit — Flugbahn
~(t) Bahnneigungswinkel
h(t) Hohe tiber Erdoberfliche

&(t) =h(t)/R, R Erdradius
p, Cuw, Ca, g, S, m Konstanten

U/(t) _ —SpCWU(t)2 _ sin’y(t)

2m (1+&(1)27
v SpC 5 v(t)cosy(t) cos(t)
70 = S R ewe @
(1) = olt)sin (1),

mit vorgegebenen Anfangswerte v(0), v(0), £(0) . Die freien Parameter Cy und C4 sind
so anzupassen, dass nach einer Zeitspanne T fiir die Losung v(7') = 0 ist.
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4. Chemie (Reaktionsdynamik)

In einem Gefdf befinden sich drei Chemikalien A;, i = 1,2,3, mit Konzentrationen c¢;(¢),
welche wechselseitig miteinander reagieren mit Reaktionsraten £;:

A Ay Ag+ A BB A 1Ay 24,88 A,

Bei Vorgabe der Anfangskonzentrationen ¢;(0) ist die zeitliche Entwicklung von ¢; be-
stimmt durch die Differentialgleichungen:

A(t) = —kicr(t) + kaca(t)es(t),
(//Z(t) = k101 (t) — kQCQ(t)Cg(t) — kgCQ(t)Q.,
A(t) = ksca(t)?

5. Elastostatik (Balkenbiegung)

Ein an einer Seite eingespannter Balken sei einer gleichformigen Belastung b vertikal zu
seiner Achse und einer axialen Belastung p am freien Ende ausgesetzt.

<

Wand

Balken

8
I
t~
S
I
o

Bei Annahme eines (linearen) elastischen Materialverhaltens und , kleiner” Auslenkungen
ist die Durchbiegung y = y(z) des Balkens beschrieben als Losung der , Randwertaufga-
be77

" b !
Ey(x):py(fﬂ)—§952, 0<z<L y(L)=0, y(0)=0,

wobei E (sog. ,, Youngscher Modul“) ein Materialparameter ist.
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6. Lorenz-System (Chaotisches Verhalten)

Der Meteorologe Lorenz! hat 1963 das folgende System von gewthnlichen Differentialglei-
chungen angegeben, um die Unmdoglichkeit einer Langzeitwettervorhersage zu illustrieren:

(t) = —ox(t) + ay(),

y'(t) = ra(t) —y(t) — z(t)=2(t), (0.2.6)
2(t) = x(t)y(t) — bz(t),

mit den Anfangswerten zo = 1, yg = 0, zo = 0. Tatséichlich hat er dieses System durch
mehrere stark vereinfachende Annahmen aus den Grundgleichungen der Stromungsme-
chanik, den sog. Navier-Stokes-Gleichungen, welche u. a. auch die Luftstrémungen in der
Erdatmosphére beschreiben, abgeleitet. Fiir die Parameterwerte

o=10, b=8/3, r=28

besitzt dieses sog. ,,Lorenz-System” eine eindeutige Losung, die aber extrem sensitiv ge-
geniiber Storungen der Anfangsdaten ist. Kleine Storungen in diesen werden z. B. iiber das
verhiltnisméBig kurze Zeitintervall I = [0,25] bereits mit einem Faktor &~ 10® verstérkt.
Die zuverldssige numerische Losung dieses Problems fiir Zeiten ¢ > 25 erschien daher
seinerzeit praktisch unmoglich und stellt auch heute noch ein hartes Problem dar. Im
Bild sind zwei Approximationen der Losungstrajektorie iiber das Zeitintervall I = [0, 25]
dargestellt, wie sie mit verschiedenen Verfahren berechnet worden sind. Das linke Ergeb-
nis ist das korrekte und das rechte das durch numerische Fehler verfilschte. Man erkennt
zwei Zentren im R?, um welche der Losungspunkt (z(t), y(t), 2(¢)) mit fortlaufender Zeit
kreist, wobei gelegentlich ein Wechsel von dem einen Orbit in den anderen erfolgt. Die
genaue numerische Erfassung dieser Umschlége ist &uflerst schwierig.

Abbildung 1: Berechnete Losungstrajektorie fiir das Lorenz-System; links korrekt, rechts
inkorrekt.

'Edward Norton Lorenz (1917-2008): US-amerikanischer Mathematiker und Meteorologe; Pionier der
s0g. ,,Chaos-Theorie“; auf ihn gehen die Begriffe ,strange attractor” und ,,butterfly effect* zuriick; Prof.
am MIT in Boston (USA).
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0.3 Losungsmethoden

Bei den Anfangswertaufgaben ist die Losung ausgehend vom Anfangswert durch Vor-
wartsintegration der Differentialgleichung explizit bestimmbar, wihrend sie bei Rand-
wertaufgaben nur implizit bestimmt ist. Dieser signifikante Unterschied bewirkt, dass es
fiir die beiden Problemtypen keine einheitliche Losungstheorie gibt, wobei die fiir Rand-
wertaufgaben die schwierigere ist. Entsprechend unterscheiden sich auch die zugehorigen
numerischen Methoden ganz wesentlich. Der Schwerpunkt dieses Textes liegt zunéchst auf
den Néaherungsverfahren fiir , Anfangswertaufgaben”; Verfahren fiir , Randwertaufgaben”
werden danach hauptséchlich als Vorbereitung auf die numerische Losung von partiellen
Differentialgleichungen diskutiert. Wir skizzieren im Folgenden einige einfache Losungs-
anséitze fiir Anfangswertaufgaben (erster Ordnung).

Methode der sukzessiven Approximation:
Jede Losung w : I = [tg,to + T] — R der (skalaren) AWA
u'(t) = f(t,u(t)), t>0, wu(ty) = uo, (0.3.7)

geniigt automatisch der Integralgleichung (,, Fixpunktgleichung®)

u(t) = up + /tf(s,u(s)) ds, tel. (0.3.8)

Dies legt eine Fizpunktiteration zur Approximation von wu(t) nahe. Ausgehend von dem
Startwert u(® = uy werden Funktionen u*(t), k > 1 erzeugt durch die Iteration

uF(t) = u —i—/t f(s,u"1(s)) ds. (0.3.9)

Die Konvergenz dieser ITteration (und damit auch die Losbarkeit der Integralgleichung
(0.3.8)) ist durch den Banachschen Fixpunktsatz sichergestellt, wenn die Abbildung

g(0)(t) = uo + / £(s,0(s)) ds

eine Kontraktion auf dem Banach-Raum C(I) ist. Wenn die Funktion f(¢,-) Lipschitz-
stetig ist, entnehmen wir der Abschétzung

to+T
max[g(v) = g(w)| < / max|f(s,v) = f(s,w)[ds < LT max|v —wl,

to

dass dies der Fall ist fiir T < 1/L. Einfache Anfangswertaufgaben lassen sich mit dieser
Methode quasi per Hand l6sen; fiir kompliziertere, insbesondere grofie Systeme, ist sie
jedoch in der Regel zu ineffizient.
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Methode der Taylor-Entwicklung:

Unter der Annahme, dass die Losung v der Anfangswertaufgabe analytisch ist, ldsst sich
u(to +7T) in eine Taylor-Reihe entwickeln gemis

e k k—1
u(to+T) = Zkf ®(to) wOJrTZ i FED (20, u0) (0.3.10)
k=0

mit den k-ten totalen Zeitableitungen f%*)(¢,2) von f(t,u(t)), welche mit Hilfe der Ket-
tenregel zu bestimmen sind; z. B.: fM (¢, 2) = (f/ 4+ f.f)(t,x), was sich wie folgt ergibt:

FOut) = fitu()) + folt, u(®)'(t) = fi(t,u(®) + fot,ult) F(E u(?).

Durch Abschneiden dieser Reihe bei k = m erhélt man ein numerisches Verfahren (sog.
»Taylor-Methode”) zur Berechnung des Funktionswerts u(to+ 7T'). I. Allg. ist die Berech-
nung der Ableitungen f*) (¢, uo) zu teuer, so dass dieser Losungsansatz kaum praktikabel
ist.

Methode der finiten Differenzen:

Beim einfachsten Differenzenverfahren werden Naherungen y,, ~ u(t,) auf einem endli-
chen Punktgitter des Intervalls I, tg <t; < ... <t, < .. <ty =1ty+T, mit Gitterweiten
h, =t, —t,_1 berechnet z. B. durch die rekursive Beziechung

Yn = Yn—1 + h’n.f(tnflu ynfl), n Z 1, Yo = Ug. (0311)

Dieses Verfahren wird ,,Eulersche Polygonzugmethode” (oder ,explizites Euler-Schema”)
genannt, da hierdurch ein approximierender Polygonzug erzeugt wird:

Y(t) = Yp1 + (. —tn1) f(tne1,Yn—1), t € [tn_1,tn). (0.3.12)

Beim Eulerschen Polygonzugverfahren wird der neue Wert y, aus dem ,alten” 1y,
einfach durch Auswerten der rechten Seite f(¢,_1,y,_1) gewonnen; daher die Bezeichnung
yexplizites” Verfahren. Ein analog gebautes ,implizites” Verfahren (das sog. ,implizite
Euler-Schema”) erhélt man durch

Yn — hnf(tmyn) =Yn-1, n=>1 yo=uo. (0313)

Hierbei muss zur Berechnung von ¥, aus y,_; ein i. Allg. nichtlineares Gleichungssystem
gelost werden. Fiir beide Verfahren, ,explizites” und ,jimplizites” Euler-Schema, werden
wir spater Konvergenzabschétzungen der Form

max |y, — u(t,)| < (T, u) h, (0.3.14)

tnel

mit h := max, h, zeigen. Der Aufwand zur Durchfiihrung des expliziten Euler-Verfahrens
ist (bei gleicher Genauigkeit) meist deutlich geringer als bei seinem impliziten Gegenstiick.
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Es stellt sich also die Frage nach dessen praktischer Relevanz. Tatséchlich spielen implizi-
te Verfahren nur in speziellen Situationen eine Rolle (Stichwort , steife” Probleme), wenn
explizite Schemata aus Griinden der numerischen Stabilitédt gar nicht verwendet wer-
den konnen. Fiir die tiblichen praktischen Bediirfnisse ist die Giite der einfachen Euler-
Schemata viel zu gering, doch erlaubt das diesem Differenzenansatz zugrunde liegende
Prinzip die Konstruktion von &hnlich einfachen, aber wesentlich genaueren Verfahren.

Galerkin-Methoden:

Ausgangspunkt ist eine sog. ., variationelle* Formulierung der Anfangswertaufgabe. Dazu
wird die Differentialgleichung mit einer sog. , Testfunktion“ ¢ multipliziert und dann
iiber das Losungsintervall I = [tg, o+ T] integriert:

Jwwevya = [ et (0.3.15)

Eine Beziehung dieser Art ldsst sich sinnvoll fiir jede stetige und stickweise stetig dif-
ferenzierbare Funktion u formulieren. Der Vektorraum all dieser Funktionen sei mit V'
bezeichnet. Dabei bedeutet hier stickweise, dass die Differenzierbarkeit nur bis auf endlich
viele mogliche Ausnahmestellen in [ gefordert wird. Das linke Integral ist dann entspre-
chend auch stickweise, d. h. als Summe von Teilintegralen, zu verstehen. Wir werden
spéter sehen, dass jede Funktion u, welche der Anfangsbedingung wu(tg) = uo und der in-
tegralen Beziehung fiir jede Testfunktion ¢ geniigt, auch Losung der Anfangswertaufgabe
ist.

Die sog. ,(stetige) Galerkin-Methode* bestimmt nun eine Ndherungslosung wuy, in

einem endlich dimensionalen Teilraum (,, Ansatzraum®) V}, C V durch die Vorschriften
up(to) = up und

/Iuk(t)%(t) dt = /If(tuh(t))@h(t) dt, (0.3.16)

fiir beliebiges ¢, € Wj,. Dabei ist der diskrete ,, Testraum®“ W), in der Regel anders als V},
zu wéhlen. Ein einfaches Beispiel erhdlt man etwa durch Wahl einer endlichen Zerlegung
des Intervalls T gemiB t5 < t; < ...<t, <..<ty =tyg+ T und der Setzung

Vi = Avn: I =R v, € Ol vp,_y 1) € Pr,n=1,...,N},
W, = {pn: I —=>R: Ohi(tn_1,ta] € Po, n =1, .y N}

Da die Testfunktionen nur stiickweise stetig zu sein brauchen, kann man die integrale Be-
stimmungsgleichung offensichtlich auf jedes einzelne Teilintervall [t,_1,t,] einschrinken,

tn tn

uh(tn)—uh(tn_l):/ up(t) dt = F(t, up(t)) dt, (0.3.17)

tn—1 tn—1
d. h.: Auch das Galerkin-Verfahren ist wie das Differenzenverfahren ein sog. ,, Zeitschritt-
verfahren“ bestehend aus einzelnen Zeitschritten wy,(t,_1) — uy(t,). Bel Auswertung des
Integrals auf der rechten Seite mit der Trapezregel ergibt sich das Differenzenschema

Yn = Yn1 = sha(f(tn, yn) + f(tn1,Yn-1)) (0.3.18)
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fiir die Werte v, := uy(t,) . Dieses implizite Differenzenverfahren wird ,, Trapez-Verfahren”
genannt. Es hat offensichtlich denselben Aufwand wie das implizite Euler-Verfahren. Al-
lerdings ist es von hoherer Genauigkeit, denn wir werden eine Konvergenzabschétzung der
Form

max lup(t) — u(t)| < (T, u) h?, (0.3.19)
S

zeigen mit h := max, h, . Alternativ zu den stiickweise polynomialen Ansitzen konnte
man beim Galerkin-Verfahren auch globale, orthogonale Legendre-Polynome oder trigo-
nometrische Funktionen verwenden. Dies wird bei Anfangswertaufgaben aber wegen der
globalen Kopplung aller Zeitlevel zu aufwendig.

0.4 Prinzipien der Verfahrensanalyse

Ziel dieses Textes ist u. a. die Entwicklung von Kriterien zur Leistungsbeurteilung der
verschiedenen Losungsverfahren. Dazu gehoren die Fragen nach der ,Konvergenz“ der
Diskretisierungen z. B. fiir kleiner werdende Schrittweite beim Differenzenverfahren, ihrer
,Konvergenzordnung* gemessen etwa in Potenzen dieser Schrittweite, ihrer ,numerischen
Stabilitit“ bei Rechnungen iiber lingere Zeitintervalle und schliefllich die zuverlédssige
,Kontrolle des Fehlers® wéhrend der laufenden Rechnung und die effektive , Schrittwei-
tenwahl.

Man unterscheidet zwischen a priori und a posteriori Fehleranalyse. Bei ersterer wird
der Verfahrensfehler vor der Rechnung, d. h. a priori, in Termen des Diskretisierungspa-
rameters h abgeschitzt. Dabei treten Konstanten c(u) auf, in denen hohere Ableitungen
der (unbekannten) Losung eingehen:

tn " < .
r[gf;?IU( )=y"| < c(u)

Derartige ,,a priori“ Fehlerabschédtzungen geben in der Regel nur Informationen {iber das
asymptotische Verhalten des Fehlers fiir h — 0, erlauben aber keine brauchbaren quan-
titativen Aussagen iiber die tatsidchliche Groie des Fehlers. Insbesondere lassen sich auf
dieser Basis nur schwer verldssliche Kriterien fiir die geeignete Wahl der Schrittweite h
ableiten. Die ,a posteriori* Fehlerabschétzung basiert auf der bereits berechneten Néhe-
rungslosung 4™, d. h. deren ,Residuum” r(y™) bzgl. der Differentialgleichung (oder dem
»Abschneidefehler” 77 ), und benétigt keinerlei Informationen iiber die exakte Losung:

ta)—y"| < -
1[1(}%3](|u( )—y |_Ct£%?(T] (™)l

Eine solche Abschétzung ist zwar leicht auswertbar, liefert aber keine a priori Aussagen
iiber die zu erwartende Konvergenz des Verfahrens. Dafiir lassen sich damit neben ei-
ner quantitativen Kontrolle des aktuellen Fehlers auch effektive Strategien zur Wahl der
Diskretisierungsschrittweiten h, entwickeln.
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0.5 Ausblick auf partielle Differentialgleichungen

Die einfachsten Représentanten der verschiedenen Grundtypen (linearer) partieller Diffe-
rentialgleichungen in zwei Dimensionen sind die sog. ,, Transportgleichung*

O+ cOyu = 0, (0.5.20)
die sog. ,, Wellengleichung*

Ot — 0*u =0 (0.5.21)
die sog. ,, Warmeleitungsgleichung*

Ou — adu = 0, (0.5.22)

und die sog. , Laplace-Gleichung“ (oder auch , Poisson-Gleichung*)
—ou—Jju = f. (0.5.23)

Dabei sind 0, = 9/0t sowie dx = J/0x,0y = 0/0y die partiellen Ableitungen bzgl.
der Zeit bzw. der einzelnen Ortsrichtungen. Die Transportgleichung und die Wellenglei-
chung sind Prototypen ,hyperbolischer* Gleichungen, die Wirmeleitungsgleichung der
Prototyp ,,parabolischer” Gleichungen und die Laplace-Gleichung der Prototyp ,ellipti-
scher Gleichungen. Sie werden je nach Anwendungssituation noch durch Anfangsbedin-
gungen bei ¢t = 0 bzw. sog. ,Randbedingungen® im Ort ergénzt. Fiir diese partiellen
Differentialgleichungen koénnen analog zu der Vorgehensweise bei Anfangs- und Rand-
wertaufgaben gewthnlicher Differentiagleichungen verschiedene Diskretisierungsverfahren
angegeben werden. Deren Analyse erweist sich hier aber selbst fiir lineare Probleme als
wesentlich schwieriger und verlangt ein tieferes Verstédndnis der zugrunde liegenden kon-
tinuierlichen Probleme. Dazu kommt noch die in der Regel deutlich hohere Dimension
der durch Diskretisierung entstehenden algebraischen Gleichungssysteme. Diese erfordern
leistungsfahige, meist iterative Losungsalgorithmen.






1 Aus der Theorie der Anfangswertaufgaben

1.1 Existenzsitze

1.1.1 Existenz von Losungen

Wir betrachten im Folgenden allgemeine Systeme gewthnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung in der (expliziten) Form

u'(t) = f(t,u(t)). (1.1.1)

mit Vektorfunktionen wu(t) = (ui(t),...,uq(t))" und f(t,x) = (fi(t,z),..., fa(t,z))"

Ausgehend von einem Anfangspunkt (to,uo) € R! xR? werden Losungen u(t) auf einem
sZeit“-Intervall I = [tg,to + T|] oder auch I = [to — T, to + T] gesucht mit u(ty) = uyo.
Die Funktion f(¢,z) sei auf einem Zylinder

D=1xQcR'xR?

des (t, z)-Raumes, welcher den Punkt (¢, uo) enthélt, definiert und dort stetig. Weiterhin
werden die Standardnotationen fiir das euklidische Skalarprodukt und Norm

d
T y) :szyza ||l‘|| = (xvx)l/Qa x-,yeRdv
sowie fiir die zugehorige natiirliche Matrizennorm || A|| = sup{||Az| : = € R?, ||z|| = 1},
fir A € R™? verwendet. Ableitungen werden wie folgt bezeichnet:
du(t) of(t, ) of(t, )

u'(t) =

/ _ ) _
dt ) ft(t7 fL') - 8IL ) azf(t7 fL') axl

Unter einer ,, Anfangswertaufgabe“ (kurz ,, AWA“) wollen wir folgende Problemstellung
verstehen:

Definition 1.1: Zu einem gegebenen Punkt (ty,ug) € D ist eine (stetig) differenzierbare
Funktion u: I — R? gesucht mit den Eigenschaften:

1. Graph(u) := {(t,u(t)),t € I} C D,
2.4 (t) = f(t,u(t)), tel,
3. u(to) = up -

Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung ist eine stetige Funk-
tion u : I — R? genau dann Losung der AWA, wenn Graph(u) C D ist, und wenn sie
die folgende ,,Integralgleichung® erfiillt

uL‘):uo—|—/ttf(s,u(3))ds7 tel. (1.1.2)

13
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Bemerkung 1.1: Die Integralgleichung (1.1.2) ist ein Spezialfall einer sog. , Volterra-
schen® Integralgleichung*

u(t) = g(t) —|—/ k(t,s,u(s))ds, t€ [to,t1], (1.1.3)

to

mit gegebener , Inhomogenitét* g¢(¢) und , Integralkern k(t, s, x). Ist die obere Integra-
tionsgrenze fest gegeben,

ult) = g(t) + / Ch(ts,u(s)) ds, 1€ [fo, ],

to

spricht man von einer ,, Fredholmschen? Integralgleichung®.

Wir rekapitulieren die folgenden Bezeichnungen: Eine Differentialgleichung (oder ein
System von solchen) (1.1.1) wird ,,autonom* genannt, wenn die Funktion f(¢,z) nicht
explizit von der Zeit abhéngt, d. h.: f(t,x) = f(x). Sie heifit ,separiert”, wenn f(¢, z) =
a(t)g(z), und ,linear, wenn

f(t,z) = A(t)x + b(t)

mit Matrizen- und Vektorfunktionen A(-), A(t) € R™? bzw. b(-), b(t) € R?. Beispiel
einer autonomen Gleichung ist «/(t) = u(t)?, und die Gleichung «'(t) = qu(t) + 1 ist
linear. Die lineare Gleichung heifit ,,homogen*, wenn b =0 ist.

Eine allgemeine Aussage iiber die lokale Existenz von Losungen der AWA macht der
folgende fundamentale Satz von Peano®:

Satz 1.1 (Existenzsatz von Peano): Die Funktion f(t,x) sei stetig auf dem (d+1)-
dimensionalen Zylinder

D={(t,z) eR' xR : |t —to| < a, ||z — uo|| < B}.

Dann existiert eine Losung u(t) der AWA auf dem Intervall I := [to — Tt + T, wobei

T := min (a, %} M = (gg)aexD IIf (& )|l

Beweis: Zum Beweis konstruieren wir mit Hilfe einer , Differenzenmethode® eine Folge
von stetigen, stiickweise linearen Funktionen, welche eine Teilfolge besitzt, die (gleichmé#Big)
gegen eine Losung der AWA konvergiert. O.B.d.A. geniigt es, das Halbintervall I =

Wito Volterra (1860-1940): Italienischer Mathematiker; Prof. in Pisa, Turin und Rom; Beitriige zur
Analysis, Differential- und Integralgleichungen, zu Problemen der mathematischen Physik und Biologie.

2Erik Ivar Fredholm (1866-1927): Schwedischer Mathematiker; Prof. in Stockholm; Beitrige zur Ana-
lysis, Integralgleichungen, Potentialtheorie und Spektraltheorie.

3Guiseppe Peano (1858-1932): Italienischer Mathematiker; Prof. in Turin; Beitrige zur Analysis,
gewohnlichen Differentialgleichungen, einer der Viter der Mathematischen Logik
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[to,to + T'] zu betrachten. Mit einem Schrittweitenparameter h > 0 (h — 0) wird ei-
ne dquidistante Unterteilung des Intervalls I gew#hlt:

th<...<tp,<...<tn=to+T, h=|t,—t,1|.

Ausgehend von u := g erzeugt dann die sog. ,Eulersche Polygonzugmethode* Werte
ul durch die sukzessive Vorschrift

ul =l hf(ta_,ul ), n>1. (1.1.4)

Diese diskreten Funktionswerte werden linear interpoliert zu einem stetigen Polygonzug:
uM(t) == ul A (= b)) [ty ), b SE <ty

(i) Wir zeigen zuniichst, dass diese Konstruktion durchfiihrbar ist, d. h.: Graph(u”) C D.
Sei (t,u”(t)) € D fiir t; <t < t,_,. Nach Konstruktion gilt dann fiir ¢ € [t;_1, 4]

k—1
W) — ug = (1)~ + 3 {ul —ul )
i=1

k—1
= (t = tee) f(teor uf ) + B> Fltio,uly)

i=1
und folglich
[u(t) — uoll < (t — thet) M + (tpo1 — to)M = (t — tg)M < S.
Also ist (t,u”(t)) € D fiir to <t <t;. Durch Induktion folgt Graph(u”) C D.

(ii) Wir zeigen als niichstes, dass die Funktionenfamilie {u”},~o gleichgradig stetig ist.
Seien dazu t,t' € I, t' <, beliebig mit ¢ € [ty_1,t;], t' € [t;_1,t;,] fir gewisse t; < tj.
Im Fall ¢,¢' € [ty_1,tx] (d. h: j=Fk) ist

ul'(t) = u(t') = ujp_y + (= tooy) ftey, w" (teor)) — upy — (' = the1) f(teor, u (te1))
= (t—t")f(te1,u" (t1))

und somit [|u”(t) — u(t)]| < M|t —¢|. Im Fall ¢; <t ist

k—1
ul(t) —u () = u () —up_y + > {ul —ul Y+ ul —u ()
i=j

k—1
= (t = ty-a) f(th,ujiy) + hz Fltimiufy) + (o = ) f(to u)y)
=]
k—1
= (t - tk—l)f(tk’—la szl) +h Z f(ti—lv uzhfl) + (h +tj1— t/)f(tj—la U;Zl)
i=j+1

und folglich
[ul(8) = w" ()] < M{(t = tir) + (teos = ) + (4 = )} < M|t — 1]
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Also ist die Familie {u"},-o gleichgradig stetig (sogar gleichgradig Lipschitz-stetig). Fer-
ner sind die Funktionen u" wegen der gemeinsamen Anfangswerte u”(ty) = uo auch
gleichmiflig beschrinkt:

lu" @O < [lu"(t) = woll + lluoll < MT + |luoll, t € [to, to + T.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert dann eine Nullfolge (h;);eny und eine stetige
Funktion w auf I, so dass

max lu(t) — u(t)]| =0 (i — o0). (1.1.5)

Da der Zylinder D abgeschlossen ist, ist dann auch Graph(u) C D.

(iii) Es bleibt zu zeigen, dass die Limesfunktion u der Integralgleichung (1.1.2) geniigt.
Fiir ¢ € [ty_1,t;) C I setzen wir u'(t) := uhi(t). Fiir jedes 4 gilt zuniichst

ul(t) = u?c—l + (t - tk,l)f(tk,l, u?;_l)
= Up_o 4 (the1 — tio) f(tr—a, uj_y) + (t — tre1) f (b1, up_y)

k-1
= up + Z(tj —tj1) f(ti, u;'—l) + (t = tpe1) f (b, ug )
i=1
ifl t; t
=uy + Z/ f(tj-a, ué_l) ds + / ftrr,ul ) ds
j=17ti-1 th—1
k=1,
—uw0t 3 [ ) =) ds
=17t

+[ Umﬁmiﬁﬁﬁw®nﬁ+lf@ﬁ@ﬂ&

Auf der kompakten Menge D ist die stetige Funktion f(¢,z) auch gleichméifig stetig.
Ferner sind die Funktionen der Folge (u');ey gleichgradig stetig. Zu beliebig gegebenen
e >0 gibt es also d,&’ > 0, so dass fiir [t —¢'| < und ||z — 2| <&’ gilt:

Ju'(t) —u' () <€ [f(t2) = f(t,2)]| <e.
Fiir hinreichend grofies ¢ > i., d. h. hinreichend kleines h;, folgt damit

max }Ilf(tk_l,ui(tk_l)) — f(s,ui(s))| <e, k=1,...,N.

S€[tk—1,tk
Dies ergibt
t
u'(t) — up — / f(s,u'(s))ds| < elt —tol.
to
Die gleichméBige Konvergenz «! — u auf I impliziert auch die gleichméBige Konvergenz

FCa () = fCu()) (i o).
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Im Limes ¢ — oo ergibt sich damit

‘u(t)—uo—/t:f(s,u(s))ds <elt —ty.

Wegen der beliebigen Wahl von ¢ folgt, dass die Limesfunktion u die Integralgleichung
(1.1.2) lost, was zu zeigen war. Q.E.D.

Wenn die AWA hochstens eine Losung w auf I hat, erschlieft man durch ein Wi-
derspruchsargument, dass fiir jede Nullfolge des Schrittweitenparameters h die vom Eu-
lerschen Polygonzugverfahren gelieferte Folge (u"), fiir h — 0 gegen u konvergiert
(Ubungsaufgabe).

Der Beweis von Satz 1.1 zeigt, dass das Existenzintervall I = [to — T,to + T der
durch den Existenzsatz von Peano gelieferten lokalen Losung im wesentlichen nur von den
Stetigkeitseigenschaften der Funktion f(¢,z) abhingt. Durch wiederholte Anwendung
dieses Argumentes ergibt sich die folgende Aussage.

Satz 1.2 (Fortsetzungssatz): Die Funktion f(t,x) sei stetig auf einem abgeschlos-
senen Bereich D des R' x RY, welcher den Punkt (to,uo) enthilt, und sei u eine
Losung der AWA auf einem Intervall T = [to —T,to+ T]. Dann ist die lokale Losung u
nach rechts und links tiber jeden Zeitpunkt hinaus auf ein ,maximales® Ezxistenzintervall
Lnax = (to—Ti, to+T™) (stetig differenzierbar) fortsetzbar, solange der Graph von u nicht
an den Rand von D stéfit. Dabei kann Graph(u) := {(t,u(t)),t € Inax} unbeschrinkt
sein sowohl fir t — ty+T* = oo als auch fir t — tg+T* < oco.

Beweis: O.B.d.A. wird nur die Fortsetzbarkeit der lokalen Losung auf das rechtsseitige
Intervall [ty, to+7™) betrachtet. Anwendung des Existenzsatzes von Peano liefert zunéchst
die Existenz einer Losung u° der AWA auf einem Anfangsintervall [to,t,], t1 = to + Tp
der Lange

T == min(«g, So/Mo).

Dabei hiangt T iiber die Konstanten g, Sy nur von der Schranke M, fiir die Funktion
f(t,z) auf dem Zylinderbereich
Zy = {(t,z) € D, [t —to| < axp, ||z — uol| < Bo}

ab. Wenn (¢1,u(t;)) nicht auf dem Rand 9D liegt, kann ausgehend von ¢; und dem
Anfangswert u; = u(¢;) der Satz von Peano erncut angewendet werden und liefert die
Existenz einer Losung u! dieser AWA auf einem Intervall [ty,t,], to :=t; + T} der Linge
T) := min(ay, 51/M;) . Dabei ist M; eine Schranke fiir f(¢,z) auf dem Zylinderbereich

Zl = {(t,.%') € D, ‘t*tol S aq, ||.’L'*Ul|| S ﬂl}

Die so gewonnenen Losungsstiicke u”,u' ergeben zusammengesetzt eine stetige und we-
gen der Stetigkeit von f(t,x) sogar eine stetig differenzierbare Funktion wu(t) auf dem
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Intervall [to,to + To + T1]; im Ubergangspunkt t, gilt fiir die rechts- bzw. linksseitigen
Ableitungen:
u(t) = f(t.u'(t)) = f(t,u'(tr)) = u''(tr).

Nach Konstruktion ist w daher (lokale) Losung der AWA. Dieser Prozess lésst sich of-
fensichtlich fortsetzen, solange der Graph der Losung nicht an den Rand von D stofit.
Dabei kann es nicht passieren, dass die gewonnene Folge (¢, u(t;)) € D eine Teilfolge
hat, welche gegen einen inneren Punkt (t.,z.) von D konvergiert, denn dann koénnte
man fiir diesen Punkt als Startpunkt wieder den Satz von Peano anwenden und so das
Existenzintervall der Losung iiber den Zeitpunkt ¢, hinaus erweitern. Q.E.D.

Korollar 1.1 (Globale Existenz): Sei die Funktion f(t,z) in der AWA auf ganz R' x
R? definiert und stetig. Besteht dann fiir jede durch den Satz von Peano gelieferte ,lokale”
Lisung u(t) eine Abschitzung der Form

lu®)[| < B(t), t€[to—T,to+T], (1.1.6)

mit einer festen stetigen Funktion B : R — R, so ldsst sich u zu einer ,globalen® Lésung
auf ganz R fortsetzen.

Beweis: Wegen der Schranke (1.1.6) fiir alle méglichen lokalen Losungen kann keine von
diesen auf einem beschrinkten Zeitintervall einen unbeschriankten Graphen haben. Also
impliziert der Fortsetzungssatz die Existenz einer globalen Losung. Q.E.D.

Beispiel 1.1: Die skalare AWA
u'(t) = sin(u(t)),t >0, u(0) =0, (1.1.7)

besitzt nach dem Satz von Peano lokale Losungen. Fiir jede solche Losung gilt dann

¢
lu(t)| < |u(0)] +/ |sin(u(s))|ds < |ug| + t.
0
Nach Korollar 1.1 sind diese Losungen also alle global auf R fortsetzbar.

Beispiel 1.2: Die skalare AWA
W () = u()?,t >0, u(0)=0, (1.1.8)
besitzt fiir beliebiges ¢ > 0 eine Losung der Form

0 ., 0<t<c

UC(t):{ [%(t—c)]s/2 , c<t.

Das Eulersche Polygonzugverfahren liefert fiir alle ¢ > 0 die Losung u.(t) = 0. Die
anderen (iiberabzdhlbar vielen!) Losungen kénnen also so nicht approximiert werden.
Wird die Anfangsbedingung aber in u(0) = 1 abgeéndert, ergibt sich die Losung

ut) = (3t+1)"”,

Dass dies wirklich die einzige Losung ist, werden wir weiter unten sehen.
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Beispiel 1.3: Die AWA

u'(t)=u(t)?, 0<t<1, u(0)=1, (1.1.9)
besitzt eine (lokale) Losung der Form wu(t) = (1 —¢)~!. Obwohl f(t,z) = 2% eine glatte
Funktion ist, wird die Losung w(t) fir ¢ — 1 singuldr. Dagegen hat die skalare AWA
1

"(t) = =200t u(t)?, t> —3 —3)=—
(1) u(t, 123, u(-3)= .

die auf ganz R existierende Losung
1

u(t) = ——

®) 1+ 100¢2

welche auch eindeutig bestimmt ist. Dies zeigt wieder, wie unterschiedlich das Losungs-
verhalten von sehr #hnlich aussehenden AWAn sein kann.

Beispiel 1.4: Das skalare ,Modellproblem*

u'(t)=Xu(t), t>0, u(0)=uy (AeC),
hat die globale (eindeutige) Losung u(t) = uge

ReX <0: tlim lu(t) =0, ReA=0: |u(t)|=|ugl, ReA>0: tlim lu(t)] = oo.
—00 —0o0

mit dem asymptotischen Verhalten

Beispiel 1.5: Die Leistungsfihigkeit des Satzes von Peano in Verbindung mit dem Fort-
setzungssatz sieht man z. B. anhand der stark nichtlinearen d-dimensionalen AWA

d
u'(t) = el Hsin(ui(t)), t>0, u(0)=up. (1.1.10)

Der Definitionsbereich der zugehorigen Funktion f(t,z) = e~ I#I [T, sin(z;) ist der ganze
R' x R?, und die Funktion f ist auf diesem gleichmiBig beschrinkt. Folglich existiert
(mindestens) eine Losung w auf ganz R, was anhand der Form der Differentialgleichung
nicht so einfach direkt zu sehen ist.

Aus der Integralgleichungsdarstellung (1.1.2) ergibt sich unmittelbar die folgende Aus-
sage {iber die Regularitdt von Losungen der AWA.

Satz 1.3 (Regularititssatz): Sei u eine Losung der AWA in Definition 1.1 auf dem
Intervall I. Im Falle f € C™(D)?, fiir ein m > 1, ist dann u € C™(I)?,

Beweis: Aus der Beziehung

u(t) = ug —|—/t f(s,u(s))ds, tel,

fiir die lokale Lésung u der AWA entnehmen wir, dass u im Falle f € C'(D)? zweimal
stetig differenzierbar ist mit der Ableitung

u'(t) = dof(t,u(t)) = Ouf (t,ult)) + Vaf (£, u(t))u'(t),
mit der Jacobi-Matrix V,f der Vektorfunktion f. Durch wiederholte Anwendung dieses
Arguments folgt dann die Richtigkeit der Behauptung fiir m > 1. Q.E.D.
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1.1.2 Konstruktion von Lésungen

In einfachen Féllen kann man Losungen einer Differentialgleichung systematisch konstru-
ieren. Wir diskutieren hier zwei der Standardmethoden.

(A) Methode der ,,Trennung der Variablen*

Wir betrachten die ,,separable“ Differentialgleichung

u'(t) = f(t,u(t) = a(t)g(u(t)),

bei der in der rechten Seite die Variablen ¢ und u separiert auftreten. Sei u eine Losung.

Im Fall g(u(t)) # 0 gilt dann
t U/(S) B t }
/to J(a(s) ds = /to a(s)ds.

Mit Hilfe der Variablensubstitution z := u(s) im linken Integral ergibt sich

/u(t) 1 t ( )
—dzz/ a(s) ds.
uo g(Z) to

Hieraus lisst sich in konkreten Fillen hiufig eine Losung w(t) konstruieren. Z. B. ergibt
sich fiir die Differentialgleichung

u'(t) =u(t)?,  f(t.z)=a(t)g(z) =27

ult) 1 L 1 1
t—ty= —Sde=—-| =———
w 2 2 lug wy  u(t)

durch den Ansatz

eine Losung der Form
Ug

- 1—U()(t—t0)’

u(t)

Diese existiert nicht fiir alle ¢ > ¢, (Singulariéit bei t = to + uy '), obwohl die Funktion
f(x) = 2% ein Polynom ist.

(B) Methode der ,,Variation der Konstanten*
Wir betrachten die lineare Differentialgleichung

u'(t) = a(t)u(t) +b(t), tel:=I[tyto+T]CR, (1.1.11)
mit stetigen Funktionen a,b: I — R. Die zugehorige ,,homogene* Differentialgleichung

V'(t) = a(t)v(t), telCR.
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hat eine Lésung der Form
t
v(t) :==c exp (/ a(s) ds),
to

mit einer freien Konstante ¢ € R, was man direkt nachrechnet. Sei v(¢) eine Losung mit
¢ = 1. Zur Bestimmung einer Losung der ,inhomogenen“ Differentialgleichung (1.1.11)
wird ¢ als Funktion von t angesetzt und so bestimmt, dass u(t) := c(t)v(t) die Diffe-
rentialgleichung erfiillt, d. h.:

' (t) = c(t)v'(t) +  ()v(t) = alt)u(t) + b(t).

Daher wird diese Methode auch , Variation der Konstante“ genannt. Wegen c(¢)v'(t) =
c(t)a(t)v(t) = a(t)u(t) ergibt sich die Bedingung

bzw.

c(t) = /tt exp (7 /tT a(s) ds)b(T) dr +~

0 0

mit einer freien Konstante v € R. Damit wird
t

u(t) = exp (/tt a(s) ds) /tt exp < - /tT a(s) dS)b(T) dr + yexp (/t a(s) ds).

0 0 0 0

Durch Wahl der Konstante v = ug kann erreicht werden, dass die Funktion u(t) einen
gegebenen Anfangswert u(ty) = up annimmt. Entsprechend schreiben wir

T

u(t) = exp (/t: a(s) ds) [uo * /t: o < - /tu

Diese Funktion erfiillt dann die lineare Differentialgleichung (1.1.11). Wir werden im Fol-
genden sehen, dass diese Losung durch die Vorgabe eines Anfangswertes u(ty) = ug
eindeutig festgelegt ist. Im einfachsten Fall konstanter Koeffizienten hat die homogene
Differentialgleichung

a(s) ds)b(T) dr} . (1.1.12)

u'(t) = aul(t)
eine Losung der Form u(t) = ce® . Die inhomogene Differentialgleichung
o' (t) = au(t) + b(t)
hat nach dem oben Gezeigten eine Losung der Form
t
u(t) = ety + / e=1b(1) dr. (1.1.13)
to

Jede dieser Losungen ist, wie wir spéter sehen werden, durch ihren Anfangswert w(ty) =
ug eindeutig bestimmt.
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1.2 Eindeutigkeit und Stabilitidt von Lésungen

Wir wenden uns nun den Fragen nach der eindeutigen Bestimmtheit von Losungen sowie
ihrer Stabilitdt zu. Die Wichtigkeit der Kenntnis von Stabilitdt oder Instabilitdt von
Losungen wird durch das Beispiel des Lorenz-Systems illustriert.

1.2.1 Lokale Stabilitit und Eindeutigkeit

Definition 1.2 (Lipschitz-Bedingung): (i) Die Funktion f(t,x) geniigt auf ihrem De-
finitionsbereich D C RxR® einer (gleichmifigen) ,Lipschitz-Bedingung®, wenn mit einer
stetigen Funktion L(t) > 0 (,L-Konstante“) gilt:

1f(t2) = f(t,2)| < LB)llz = 2|, (t,2),(t,2") € D. (1.2.14)

(i1) Die Funktion f(t,x) geniigt in D einer ,lokalen® Lipschitzbedingung, wenn f(t,x)
auf jeder beschrinkten Teilmenge von D einer Lipschitz-Bedingung gentigt (mit einer
maglicherweise von dieser Teilmenge abhdngigen Lipschitz-Konstante).

Beispiel 1.6: Die Funktion f(¢,2) habe auf D stetige partielle Ableitungen nach x,
welche beschrankt sind:

[max [0;filt, )| < K, (tx) €D

Dann ist f Lipschitz-stetig bzgl. x mit der Lipschitz-Konstante L = dK . Zum Beweis
schreiben wir

1y 1 d
f,—(t,x)fi(t,x’)/o dsfi(t,x’+5(x:c’))ds/0 Zajfi(t,9:'+s(:137x'))(x]-7:):;)ds

und finden

d 1 1/
160 - 50 < =21 [ Y [0t +ste—aDf* as] " < o - ) Ka.

ig=1

Satz 1.4 (Lokaler Stabilititssatz): Mit zwei stetigen Funktionen f(t,z) und g(t,x)
auf D seien die beiden AWAn
u/(t) = f(t7 U(t)) , te [a ’U,(to) = o, (1215>
V() =g(t,v(t)), tel, wv(ty) =uvg. (1.2.16)
betrachtet. Die Funktion f(t,x) geniige der Lipschitzbedingung (1.2.14) auf D mit L :=

sup,e; L(t) < oo. Dann gilt fir zwei beliebige Losungen uw von (1.2.15) wund v wvon
(1.2.16)

lu(t) — ()| < eltto) {|u0 — wol| +/ £(s) ds} , tel, (1.2.17)

to

wobei (t) = sup,cq || f(t,z) — g(t, z)].
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Beweis: Fiir die Differenz e(t) = u(t) — v(¢t) gilt

e(t) = /t{f(s,U(S))—f(s,v(S))}dH/t {f(s,0(s)) = g(s,0(s))} ds + uo — vo.

Hieraus folgt

¢ ¢
el < L [ lletlds + [ (s)ds + o =]
to to
d. h.: Die (stetige) Funktion w(t) = |le(t)|| geniigt einer linearen Integralungleichung.
Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall? (Hilfssatz 1.1) ergibt sich daraus die gewiinschte
Abschétzung. Q.E.D.

Hilfssatz 1.1 (Gronwallsches Lemma): Die stiickweise stetige Funktion w(t) > 0 ge-
niige mit zwei Konstanten a,b > 0 der Integralungleichung

w(t) < a/tw(s) ds+b, t>tp. (1.2.18)

to

Dann gilt die Abschditzung

w(t) < et >t (1.2.19)

Beweis: Fiir die Funktion .
W(t) = a/to w(s)ds+b
gilt ¢'(t) = aw(t) und somit gemaf Voraussetzung v’'(t) < aw(t). Dies impliziert
(e (1) = e ('(1) — av(1)) <0,
d. h.: Die Funktion e *(t) ist monoton fallend. Dies bedeutet, dass
e Mw(t) < e M(t) < P(tg)e ™0 =be M0t >y,

woraus die behauptete Ungleichung folgt. Q.E.D.

Bemerkung 1.2: Die Abschitzung (1.2.19) im Gronwallschen Lemma lésst verschiedene
Verallgemeinerungen zu. Besteht z. B. eine Beziehung der Form

w(t) < /t a(s)w(s)ds +b(t), t>ty, (1.2.20)

to

4T. H. Gronwall (Hakon Grénwall) (1877-1932): Schwedisch-amerikanischer Mathematiker und Inge-
nieur, zeitweise in Princeton (1913-1914); Beitréige zur komplexen Funktionentheorie, Zahlentheorie und
Differentialgleichungen, aber auch zur physikalischen Chemie.
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mit einer stetigen Funktion a(t) > 0 und einer nichtfallenden Funktion b(¢t) > 0, so folgt
w(t) < exp (/t a(s) ds)b(t) > . (1.2.21)
to
Dazu definieren wir die Hilfsfunktionen
o(t) = /ta(s)w(s) ds, Y(t) =w(t) — /ta(s)w(s)ds < b(t).
to to

Fiir diese gilt dann

und folglich

Also ist () Losung der linearen AWA

¢'(t) = a(t)e(t) +at)p(t), t=to, o(te) =0.

Durch Nachrechnen verifiziert man, dass

p(t) = exp[/t a(s) ds] /t exp [ - /S a(r)dr} a(s)(s)ds.

to to to

Wegen a(s) >0 und ¢(s) < b(t) folgt

o(t) < b(t) Cxp[/tta(s)ds} /tt{ - %Cxp[— /t:a(r)dr} } ds

0 0

<b(t) exp[/t a(s)ds} —b(t).

to

Das ergibt schliefllich mit der Voraussetzung (1.2.20)

w(t) < o(t)+0bt) < b(t) exp[/ta(s)ds} .

to

Korollar 1.2 (Eindeutigkeitssatz): Der Stabilititssatz zeigt als Nebenprodukt, dass ei-
ne AWA mit Lipschitz-stetiger Funktion f(t,-) hdchstens eine Lisung haben kann. Die
durch den Existenzsatz von Peano gelieferte lokale Losung ist in diesem Falle also ein-
deutig.

Beweis: Gébe es zwei Losungen « und v, so wiirden diese dieselbe Differentialgleichung
zu denselben Anfangsbedingungen erfiillen. Dies wére dann die Situation des lokalen Sta-
bilitdtssatzes mit g(¢,z) = f(t,z) und vy = ug . Die Stabilitdtsabschéitzung ergibt dann
notwendig u(t) = v(t) fiir alle t € T. Q.E.D.
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Korollar 1.3: Wir betrachten eine skalare Differentialgleichung d-ter Ordnung der Form
uD(t) = f(t,u(t),..., w4 V(t)), (1.2.22)

mit einer stetigen Funktion f : I x R? — R, welche beziiglich der letzten d Argumente
einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann existiert fir jeden Satz von d Werten
U, ..., uUg_1 € R, genau eine lokale Losung u € Cty — ety +¢| der Gleichung (1.2.22),
welche den Anfangsbedingungen geniigt:

u(to) = Ug, U/(to) = ULy «-.y u(d_l) (to) = Ug—1-

Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den vorangegangenen Resultaten
angewendet auf das zu der Gleichung (1.2.22) d-ter Ordnung #dquivalente System 1-ter
Ordnung;:

U (1) = walt)
Wyt = F(tult),. .. ua(t)),

wobei u; :=u, uy:=uM, ... ug:=u?Y . Die zugehorige Vektorfunktion F(¢,uy,...,uq)
ist offensichtlich stetig und geniigt der Lipschitz-Bedingung. Q.E.D.

Beispiel 1.7: Die Funktion f(t,z) = 2/?(d = 1) aus Beispiel 1.2 ist auf dem Intervall
I =[0,1] in x = 0 nicht Lipschitz-stetig, woraus sich die Mehrdeutigkeit der Losung der
zugehorigen AWA erkldrt. Fiir die Anfangsbedingung «(0) = 1 ergibt sich dagegen die
Losung u(t) = [2t+ 1]*/? , welche eindeutig ist, da die Funktion f(t,z) = /3 bei x =1
Lipschitz-stetig ist.

Beispiel 1.8: Die Funktion f(¢,2) = 2? (d = 1) aus Beispiel 1.3 ist nur ,, lokal* Lipschitz-
stetig, d. h. nur fiir beschriankte Argumente:

|2 — | = |z +yllz —y| < Llz —y|

mit L = max{|z +y|, 2,y € R}. Solange die Losung der zugehorigen AWA existiert, ist
sie jedoch eindeutig.

Beispiel 1.9: Die lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung (harmonischer Oszillator)
u'(t) + ku(t) =0

mit einem festen k € R, besitzt die beiden auf ganz R definierten Losungen wy(t) =
cos(Vkt) und wuy(t) = sin(vkt). Fiir beliebig gegebene ¢, ¢; € R ist auch die Linear-
kombination wu(t) = couy(t) + crus(t) Losung. Wegen u(0) = ¢o und u/(0) = e;vVk ist
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u(t) nach Korollar 1.3 die eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung zu diesen
Anfangswerten. Die Losung zu den Anfangsdaten co = 0 und «/(0) = ¢; ist

u(t) = % sin(Vkt) = Asin (%Tt),

d. h. eine Sinusschwingung mit der Schwingungsdauer T = 27/ vk und der Amplitude

A=C1/\/E

Als Folgerung aus den Sétzen 1.2 und 1.4 erhélt man eine globale Existenzaussage fiir
AWAn mit | linear beschrankter” Nichtlinearitét.

Korollar 1.4 (Globaler Existenzsatz): Die Funktion f(t,z) sei stetig auf D = R x
R? und geniige mit nicht-negativen, stetigen Funktionen o(t) und B(t) der Wachstums-
bedingung

1f(t o) < al) [l +5@1), (Hz)eD. (1.2.23)

Dann besitzt die zugehorige AWA eine ,globale* Lisung. Gendigt f(t,x) dariberhinaus
einer Lipschitz-Bedingung, so ist die Lisung eindeutig.

Beweis: Fiir die durch den Peanoschen Satz gelieferte lokale Losung v auf einem Intervall
I =lty,to+ T] gilt aufgrund der Wachstumsbeschrankung an f(¢, x)

lu@)] < IuO||+/t {als)l[u(s) + P(s)tds, tel.

Mit Hilfe der verallgemeinerten Gronwallschen Ungleichung (1.2.21) folgt die Abschétzung

u(®)]] < exp[/tta(s) dsHHuoIl +/ttﬁ(s) ds}, tel,

d. h.: ||u(t)] bleibt auf jedem Existenzintervall unterhalb einer nur von 7' und den Funk-
tionen «(t), B(t) abhingigen Schranke. Nach Satz 1.2 a3t sich der Graph von u aber bis
zum Rand von D fortsetzen. Folglich existiert u fiir alle ¢ > t. Die Eindeutigkeitsaus-
sage ergibt sich direkt aus Korollar 1.2. Q.E.D.

Aus Satz 1.4 folgt insbesondere, dass eine (global) L-stetige AWA
1) < I1f () = f@0) + L7 @ O < Lzl + 112 0),

eine eindeutige, globale Losung besitzt. Durch Spezialisierung dieser Aussage erhilt man
die Existenz einer globalen und eindeutigen Losung der allgemeinen linearen AWAn.

Korollar 1.5 (Lineare AWA): Die Matrizfunktion A : [ty,o00) — R4 und die Vek-
torfunktion b : [ty,00) — RY seien stetig. Dann besitzt die lineare AWA

u'(t) = At)u(t) + b(t), t>to, ulte) = uo, (1.2.24)

eine eindeutige ,globale® Lisung u : [tg,00) — R?.
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Beweis: (i) Fiir die lokale Losung u auf einem Intervall I = [tg, %o + 1] gilt:

”u(t)”§|u0||+/t {IA®llus)l + llb() 1} ds, tel.

Mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas folgt die Abschitzung
t t
)l < exp( [ 1@ ds){lwll + [ IoGs)lds}. ve .
to to

d. h.: ||u(t)| bleibt auf jedem Existenzintervall unterhalb einer nur von 7' und den Funk-
tionen A(t), b(t) abhéngigen Schranke. Nach Satz 1.2 148t sich der Graph von w aber
bis zum Rand von D fortsetzen. Folglich existiert u fiir alle ¢ > ty. Die Eindeutigkeits-
aussage ergibt sich wegen der L-Stetigkeit der Funktion f(¢,z) := A(t)x + b(t),

1t z) = f(Ey)ll = [[A()z +b(t) — A(t)y — b(H)]| < [[A@)]] lz — yll,
direkt aus Satz 1.2. Q.E.D.

Der Existenzsatz von Peano zusammen mit dem Eindeutigkeitsaussage von Satz 1.2
enthiilt einen Teil der Aussagen des klassischen Existenzsatzes von Picard®-Lindelf®, den
wir im Folgenden formulieren.

Satz 1.5 (Existenzsatz von Picard-Lindeldf): Die stetige Funktion f : D — R?
geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es zu jedem Paar (tg,up) € D ein
T >0 und eine Losung u: I =[tg — T,to+T] — R? der AWA

u'(t) = f(t,u(t)), te€l=[to,to+T], wulto) = uo. (1.2.25)

Diese lokale Losung ist eindeutig bestimmi.

Beweis: Wir fithren einen Beweis, der unabhéngig vom Satz von Peano ist und auf dem
Banachschen Fixpunktsatz basiert. Ausgangspunkt ist wieder die zur AWA #quivalente
Integralgleichung

u(t) = ug +/t f(s,u(s)) ds. (1.2.26)

(i) Es gibt ein 6 > 0, so dass
K:={(t,z) eRxR": [t —to| <6, ||z —uo|| <6} C D.
Auf K erfillt f(t,z) eine Lipschitz-Bedingung mit Konstante Ly :

||f(t,$)—f(f,y)‘| SLK”‘T_/UHv (t,CE),(t,y)EK.

5Charles Emile Picard (1856-1941): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Toulouse und Paris; Beitriige
zu Analysis, Funktionentheorie, Differentialgleichungen und Analytische Geometrie.

SErnst Leonhard Lindelsf (1870-1946): Finnischer Mathematiker; Prof. in Helsinki; Beitréige zu Ana-
lysis, Differentialgleichungen und Funktionentheorie.
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Da K kompakt und f stetig ist, gibt es eine Konstante M > 0, so dass
If(t, )| <M, (tz)eK.
Wir setzen

) Jd 1
T := min (5,M,E>, Ip :=[to—T,to + T,

und definieren den Vektorraum V := C[to — T, to + T]¢; dieser ist versehen mit der Norm
|ulloe = maxye, 14477 [|u(t)]| ein Banach-Raum (vollstandiger, normierter Vektorraum).

(il) Auf dem Banach-Raum V' definieren wir die Abbildung ¢ : V — V durch

g(u)(t) = ug +/t f(s,u(s))ds, te€lIp.

Fiir Funktionen u aus der abgeschlossenen Teilmenge

Vo= {v e Vi max|o(t) — ol <8} C V
clr

gilt fiir t € Ir:
t
lg(u)(t) — uol| < / 1£(s, u(s))]| ds < Mt — to] < MT <6,
to

d. h.: Die Abbildung g bildet die Teilmenge Vo C V' in sich ab. Weiter gilt fiir je zwei
Funktionen u,v € Vj aufgrund der L-Stetigkeit von f(¢,-):

llg(u)(t) — g(w)D) S/t 1/ (s, u(s)) = f(s,v(s))ll ds
< Lt —toll|lu — v|loo < LxTju — v]|oo-

Dies impliziert

lg(u) = g(W)llse < 3llu = vl
d. h. g ist auf Vj eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat ¢ in 1}
genau einen Fixpunkt u*, d. h.:

u*(t) = g(u)(t) = up +/t f(s,u*(s))ds, te€lIr.

Wegen der Aquivalenz dieser Integralbeziehung zur AWA folgt die Behauptung. Q.E.D.

Die im Beweis des Satzes von Picard-Lindelof konstruierte Losung w* der Integral-
gleichung (1.2.26) erhélt man durch die im Banach-Raum V = C[Iy] konvergente Fix-
punktiteration (sog. ,sukzessive Approximation®)

ub(t) := ug + /t f(s,u*Y(s))ds, telp, (1.2.27)

fiir irgendeine Startfunktion u® € V; . Dieses Iterationsverfahren kann in einfachen Situa-
tionen zur tatsdchlichen Berechnung der Losung der AWA verwendet werden.
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Beispiel 1.10: Zur Losung der AWA
u'(t) =1+u(t)?, t>0, u(0) = 0,
wird die Fixpunktiteration mit der Startfunktion u° = 0 verwendet:
t
uf(t) = / (1+u*(s)?)ds, t>0.
0
Wir finden:

¢ ¢
ul(t) = / ds=t, u(t)= / (148 ds=t+ it°
0 0

t
ui(t) = /O A+ + 24 LS ds =t + 13+ 265+ L1

5

t
ut(t) :/(1+52+§s4+(%+1i)56+észﬁr..l)ds
0

_ 143 2 45 1 1 7 1 49
=t4+3t° + 50+ (g T )t et +o

t

u’(t) = / 1+ + 2"+ (345 + s +..)ds

0
=t+ 30+ 20+ (g + )t + -

Dies scheint die Taylor-Reihe der Funktion u(t) = tan(t) zu ergeben:

tan(t) =t + 5%+ 260+ g2t + ...

Dies ist tatsdchlich die (eindeutig bestimmte) Losung der AWA, da

siin>’(t) _ cos?(t) + sin®(t)

=1 ? =0.
cos (1) + tan®(¢), tan(0) =0

tan'(t) = <

COS

Fiir spatere Zwecke benotigen wir noch stéirkere Aussagen iiber die Abhéngigkeit der
Losungen von AWAn von den Anfangswerten als die durch den Stabilitétssatz garantierte
(Lipschitz)-Stetigkeit.

Satz 1.6 (Differenzielle Stabilitét): Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Eristenz-
satzes von Peano ezistiere die Funktionalmatriz fL(t,x) = (0;f;(t,))1<ij<a auf dem
Zylinder D wund sei dort stetig. Dann hingt die (eindeutige) Lisung der AWA stetig dif-
ferenzierbar vom Anfangswert uy ab. Die zugehdorige Ableitungsmatrix (,Jacobi-Matriz®)
Daygu(t) = (Qus(t)/dug )¢, ist gegeben als Losung der linearen Matriz-AWA

D' (t) = fi(t,u(t)) Dyu(t), t€l, Dyu(ty)=1I. (1.2.28)
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Beweis: Fiir kleines § > 0 betrachten wir die Anfangswerte u(ty) = ug und wus(ty) =
up + de; mit dem j-ten kartesischen Einheitsvektor e;. Fiir die zugehorigen (lokalen)
Losungen u und us der AWA gilt:

5 N us—u)(t)

e+ / (F (5.5)— £ (5, )} ds

ej+07" /tt (/01 dig'f(s’u+E(U6_U)> ds) ds

0

= e+ /t: (/01 f;(s,u—&—a(ug—u))ds) 6 Hus—u)(s)ds

= ej—i-/ Bs(s) 6 Hus—u)(s)ds,

to

wobei
Bs(s) :/0 fi(s,ust+e(us—u))de — fi(s,u(s)) (6 —0).

Zur Abkiirzung setzen wir Asu(t) := 6 ' (us—u). Damit folgt aus der obigen Identitit

[Asu(®)]l < llell +/tt 1Bs(s)[[|Asu(s)| ds.

Aufgrund der Voraussetzungen an f gilt || Bs(s)|| < L mit einem festen L > 0 (Lipschitz-
Konstante). Mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas ergibt sich dann wegen ||e;|| = 1:

t
JAsu®ll < exp ([ 1Bs(s)llds)lel] < ).
to

Die Folge der Differenzenquotienten Agsu(t) ist also gleichméBig beschrénkt in der Ma-
ximumnorm auf jedem Zeitintervall I = [tg,ty + T, auf dem die lokalen Losungen wugs
existieren. Wir wollen zeigen, dass sie sogar eine Cauchy-Folge ist. Fiir zwei beliebige
Werte 9,6 > 0 und die zugehorigen Losungen wug, uy gilt dann

Asu(t) = Agu(t) = / Bs(s)Agu(s) ds — / By (s)Aguls) ds

= /t Bs(s)(Asu(s) —Agyu(s)) ds—i—/t (Bs(s)— By (s)) Asu(s) ds,

und mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas folgt weiter analog zu oben:

to+T
sup [[Asu(t) = Ayu(t)]| < egLT/ 1Bs(s)— By (s)]| ds -

tel to
Nach Voraussetzung ist die Ableitung f.(¢, ) auf kompakten Mengen gleichméBig stetig.
Dies gilt dann auch fiir Bs(s) als Funktion sowohl von s als auch von §. Durch Wahl

von d, 0" hinreichend klein kann daher sup,c; [|Asu(t)—Agu(t)|| kleiner als jedes beliebig
klein vorgegebene & > 0 gemacht werden. Dies impliziert, dass fiir jede Nullfolge (0;);en
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die zugehdrige Folge von Differenzenquotienten (Ags,u);en eine Cauchy-Folge bzgl. der
Maximumnorm auf [tg, to+7] ist. Deren stetiger Limes ist die gesuchte partielle Ableitung
Dy, ju von u nach der j-ten Komponente ug; des Anfangswerts uy:

max |As,u(t) — Dy, ju(t)]] =0 (6; = 0).
Durch Grenziibergang 6; — 0 in obiger Identitét ergibt sich weiter
Dunult) = 5+ [ 105,00 Dugsuls) s,
0
d. h.: Die Vektorfunktion D, ju(t) ist Losung der AWA

(Duoyju)/(t) - fa/c(tvu(t))Duoaju(t)v t > to, Duo,ju(tﬂ) = €j.

Fiihrt man diese Konstruktion fiir alle Komponenten uq,...,upq des Anfangswerts
durch, so erhilt man eine Matrixfunktion Dy u(t) := [Dygau(t), ..., Dy, au(t)], welche
dann nach Konstruktion Losung der linearen Matrix-AWA (1.2.28) ist. Q.E.D.

1.2.2 Globale Stabilitit

Wir wenden uns nun der Frage nach der ,,globalen* Stabilitat von Losungen von AWAn
zu. Neben der Lipschitz-Bedingung (L) wird dazu noch eine weitere Struktureigenschaft
der Nichtlinearitit f(¢,2) bendtigt.

Definition 1.3 (Monotone AWA): Die Funktion f(t,z) geniigt einer ,Monotoniebe-
dingung®, wenn mit einer Konstante X\ := infie; A(t) > 0 gilt:

—(f(t.x) = ft.y)x —y) 2 AB)llz —ylI*,  (t,2), (t,y) € D. (1.2.29)

Bemerkung 1.3: Die Bedingung (1.2.29) ist eine direkte Verallgemeinerung der skalaren
Eigenschaft monoton fallend fiir vektorwertige Funktionen. Fiir eine skalare Funktion
g(x) ist die Beziehung

—(g(@) —gW)(x—y) = Nz —yl*, z,y€eR,

gleichbedeutend mit
g(x) —9(y)
r—=y
bzw. ¢’ < —\, wenn g differenzierbar ist. Im Falle einer linearen Vektorfunktion f(¢,z) =
A(t)x +0(t) ist (1.2.29) gleichbedeutend mit der gleichméfigen negativen Definitheit der
Matrix A(t) auf dem Zeitintervall I. Der einfachste Spezialfall ist die skalare Funktion
f(t,z) = qu, fir die (1.2.29) gerade ¢ < —A < 0 bedeutet.

< —=A

b

Eine AWA, die einer (lokalen) Lipschitzbedingung bzw. einer Monotoniebedingung
geniigt nennen wir kurz , (lokal) L-stetig® und ,,(stark) monoton®. Thre Losungen haben
besonders starke Stabilitdtseigenschaften.
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Definition 1.4 (Exponentielle Stabilitéit): Eine globale Lisung u einer AWA wird
Lexponentiell stabil“ genannt, wenn es positive Konstanten §, o, A gibt, so dass zu jedem
Zeitpunkt t, > to und zu jedem w, € R mit |jw.| < § jede (lokale) Lisung v der
gestorten AWA

V() = ftu(t), t>t., vt =ult) + w,., (1.2.30)
global ist und folgendes gilt:

(v —u)(t)]| < Ae ) |w,|, t>t,. (1.2.31)

Neben dem Begriff der ,,exponentiellen* Stabilitéit findet man in der Literatur noch eine
Reihe anderer (schwicherer) Stabilitédtsdefinitionen, z. B.: ,asymptotische® Stabilitét.

Satz 1.7 (Globaler Stabilititssatz): Alle Losungen einer (lokal) L-stetigen und (stark)
monotonen AWA sind global und exponentiell stabil mit & beliebig und o =X, A=1.Im
Falle sup;,, || f(t,0)|| < oo sind alle Losungen gleichmdfig beschrankt.

Beweis: (i) Wir zeigen zunéchst die globale Existenz von Losungen. Wegen der angenom-
menen (lokalen) L-Stetigkeit hat die AWA eine eindeutige lokale Losung w:

u'(t) = f(t,ut)), to<t<to+T, u(ty) = uop.
Auf derem Existenzintervall erhalten wir durch skalare Multiplikation mit w(t)|lu()||~";
(' (), (@) (@) 7) = (f(t u®), u(@)lu@)]| ™) =0
bzw.
%Hu(t)ﬂ = (f(t () = £(£,0),u(t) — 0)[Ju®)[~" = (f(£, 0), u(®)[lu(®)]~".

Ausnutzung der Monotonieeigenschaft ergibt also
d
e @I+ Alu@l < JLfE Ol (1.2.32)

und nach Integration tiber [to,?]:

nwm§hm+[nmwmw:ﬂw

Die lokale Losung u bleibt also auf jedem Existenzintervall durch die stetige Funktion
g(t) beschrinkt und ldsst sich daher auf ganz [tg, 00) fortsetzen. Mit derselben Argumen-
tation folgt auch die globale Losbarkeit der gestorten AWA.

(ii) Als néchstes zeigen wir die gleichméBige Beschrianktheit der Losung. Dazu multipli-
zieren wir die Ungleichung (1.2.32) mit e**~%) und erhalten

d _ —
Gl < X5 0l
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Integration iiber [t,¢] ergibt dann

t
AR < ol + {700} s
to

und folglich

t
Ol < el + s 16,0 ) [ X0
s€|to,t

to

Wegen
t
e—/\(t—to)/ eA(s—to) dS — %{1 _ e—)\(t—to)}

to

erhalten wir schlieBlich die gewiinschte Abschitzung

1
@) < e uoll + y sup £ (s, 0)ll, > to. (1.2.33)
s>1o

(ili) Wir haben gezeigt, dass sowohl die ungestérte AWA
u'(t) = f(t,u(t), t=to, ulte) = uo,
als auch die gestorte AWA
V(t) = f(t (), t>te, v(t) =u(t,) + ws,

eindeutige, globale Losungen haben. Wir setzen w(t) := v(t)—u(t). Subtraktion der beiden
Gleichungen und skalare Multiplikation mit w(¢)|Jw(¢)|| ™" ergibt analog wie in (i):

%Hw(t)ll = (f(t,v(1) = f(t,u(®), w(t)[[w®)]| = =0

und, unter Ausnutzung der Monotonieeigenschaft,

)l + (@) < 0.

A(t—t.

Wir multiplizieren dies mit e ) und erhalten

d A(t—ty)
dt [6

w()] <o,
bzw. nach Integration iiber [t,,?],

lw(®)] < e

w,|, t<t..

Dies vervollstéandigt den Beweis. Q.E.D.
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Bemerkung 1.4: Die Abschitzung (1.2.33) zeigt, dass bei einer (stark) monotonen AWA
der Einfluss des Anfangswerts wy exponentiell mit der Zeit abfillt. Auch der stédndige
,Energiezufluss® durch eine beschriankte rechte Seite f(¢,0) wird durch diese exponenti-
elle ,Dampfung® kompensiert, so dass die Losung nicht beliebig anwachsen kann.

Bemerkung 1.5: Bei Durchsicht des Beweises von Satz 1.7 sicht man, dass die L-Stetigkeit
der Funktion f(¢,z) lediglich zur Sicherstellung der Eindeutigkeit der betrachteten Losun-
gen benotigt wird. Alle anderen Aussagen bleiben auch giiltig, wenn lediglich die Stetigkeit
von f(t,z) gefordert wird.

Die meisten praktisch relevanten AWAn sind leider nicht von monotonem Typ. Trotz-
dem konnen ihre Losungen durchaus exponentiell stabil in dem etwas schwécheren Sinne
unserer Definition oder auch nur ,,asymptotisch stabil® sein.

Korollar 1.6 (Lineare AWA): Die stetige Matrizfunktion A : [tg,00) — R und die
Vektorfunktion b : [ty, 00) — R® seien gleichmdpig negativ definit bzw. beschrinkt. Dann
besitzt die lineare AWA

u'(t) = At)u(t) +b(t), t>ty, ulty) = u, (1.2.34)
eine eindeutige ,globale“ Lésung u : [tg,00) — R?, welche beschrinkt und exponentiell

stabil ist.

Beweis: Fiir eine negativ definite Koeffizientenmatrix A(t) geniigt die zugehorige Funk-
tion f(t,x) der Monotoniebedingung:

mit einer Konstante A > 0. Ferner ist

sup [[f(£,0)]| = sup [[b(t)[| < oo.

te(to,00) te(to,00)

Satz 1.7 liefert also die Beschrianktheit sowie die exponentielle Stabilitdt der globalen
Losung u der linearen AWA. Q.E.D.

Zum Abschluf stellen wir noch den folgenden Satz iiber die Grenzwerte exponentiell
stabiler Losungen fiir ¢ — oo bereit.

Satz 1.8 (Stationére Limiten): Die AWA sei L-stetig und ,autonom®, d. h. f(t,z) =
f(z), und besitze eine Lisung u(t) . Ist diese dann exponentiell stabil mit Stabilititspa-
rametern 0, a, A, so existiert eine Lisung ue, der Gleichung f(us) =0, und es gilt

lu(t) — usl| = O(e™) (t — o0). (1.2.35)
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Beweis: Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Losung u(t) gleichmiflig stetig auf
I = [tg,00) . Es gibt also ein hg > 0, so dass fiir h < hg stets ||u(t + h) — u(t)]| < ¢ ist.
Die ,,verschobene“ Funktion u”(t) = u(t + h) geniigt ebenfalls der Differentialgleichung
u"(t) = f(u"(t)) . Betrachtet man fiir ein beliebiges h < hy die Differenz u(ty + h) — u(to)
als Storung von u(ty), so folgt aufgrund der exponentiellen Stabilitét von w(¢)

u(t 4+ h) —u(t)] < Ae @05 = Age™ | (t > t,). (1.2.36)

Fiir beliebige n,m € N,n > m gilt also

n—1

[u(t +nh) — u(t +mh)|| <Y u(t+ [v+ 1]h) — u(t + vh)||

e B (1.2.37)
< /i(;eiat Z efowh7
d. h.: (u(t 4 nh))nen ist Cauchy-Folge fiir jedes t > 5, und es existiert
ul () ;= lim u(t +nh).
n—oo

Setzt man m = 0 in (1.2.37) und ldsst n — oo, so folgt fiir kleines h:

[ () — u(®)]| < Ade—o i ek < Aot L < fgemat 2 (1.2.38)
e’} = = 1_ efah >~ oh . /N

v=0
Mit n = m + 1 folgt analog u (t + h) = ul (), d. h.: u" (¢) ist periodisch. Fiihrt man
diesen Konstruktionsprozess fiir zwei verschiedene h; < h (i = 1,2) durch, so sind die sich
ergebenden Limesfunktionen u’_(t) jeweils h;-periodisch und stimmen daher wegen

ah; ' ahy

i (8) = w20 < llulolt) = w(O)ll + u(t) — w2 (0] < {2A5 . 2,45}

notwendig iiberein. Wir kénnen also schreiben wu,(t) = ul (¢) fiir alle h < hy. Da h
beliebig klein gew#hlt werden kann, muss u.(t) = us konstant sein. SchlieBlich folgt
durch Grenziibergang n — oo in

t+(n+1)h

u(t + [n+ 1]h) = u(t +nh) + / {f(u(s)) = f(us)} ds + hf(us)

t+nh

die Beziehung f(u) =0. Q.E.D.

Wir haben den vorausgegangenen Satz vor allem bereit gestellt, um fiir spitere Zwecke
folgendes Korollar zur Verfiigung zu haben.

Korollar 1.7 (Monotone Gleichungen): Die nichtlineare Abbildung g(-) : R? — R4
set L-stetig

lg(@) = gW)ll < Lllz =y, =,y €RY, (1.2.39)
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und strikt monoton im Sinne

(9(x) = g(y),x—y) = Ao —yl?, w,yeR" (1.2.40)

Dann besitzt die Gleichung
glx)=c (1.2.41)
fiir jede rechte Seite ¢ € R? eine eindeutig bestimmte Losung v € R, d. h.: g ist bijektiv.
Beweis: Wir geben zwei Beweisvarianten. Die erste verwendet das Resultat von Satz 1.8,

wahrend die zweite davon unabhéngig ist und auf dem Banachschen Fixpunktsatz fufit.
(i) Wir betrachten die autonome AWA

V() =c—gv(t)), t>0, v(0)=0. (1.2.42)

Nach Konstruktion ist die Abbildung ¢—g(+) L-stetig und strikt monoton, so dass geméaf
Satz 1.7 die Losung v(t) von (1.2.42) fiir alle ¢ > 0 existiert und exponentiell stabil ist.
Nach Satz 1.8 existiert dann T = vy, mit ¢ — ¢g(Z) = 0. Die Eindeutigkeit dieser Losung
folgt dann direkt aus der strikten Monotonieeigenschaft von g(-).

(ii) Wir betrachten die zur gestellten Gleichung dquivalente Fixpunktgleichung
Gx)=2—-0(g(x)—c) =2z

mit einem noch geeignet zu wéhlendem Parameter 6 > 0. Wir wollen zeigen, dass die
Abbildung G : R? — R? fiir hinreichend kleines 6 eine Kontraktion ist. Dann folgt iiber
den Banachschen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutig bestimmten Fixpunktes T,
der nach Konstruktion auch Losung der Aufgabe ¢(z) = c ist. Fiir beliebige x,y € R?
betrachten wir

|G(z) = GW)II* = |z — Og(x) —y + Og(»)|I?
= |z —yll> — 20(z — y, g(x) — g(v)) + [lg(z) — g(y)|?
< (1 =290 + L26%)||z — y|>.

Fiir jedes 6 € (0,2v/L?) ist also G eine Kontraktion. Q.E.D.

1.3 Homogene lineare Systeme

Im Folgenden betrachten wir ;homogene® lineare Systeme von Differentialgleichungen
u'(t) = A(t)u(t) (1.3.43)

mit stetigen Matrizenfunktionen A : [ty, 00) — R4
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Satz 1.9: (i) Die Menge der Losungen des ,homogenen® d-dimensionalen lineare Diffe-
rentialgleichungssystems

u'(t) = A(t)u(t) (1.3.44)

bildet einen Vektorraum H.

(ii) Zu jeder Basis {ub,i =1,...,d} des R erhdlt man mit den zugehérigen Lisungen
der d AWAn

u”(t) = At)u', t>t, u'(te) =uh, i=1,...,d, (1.3.45)

eine Basis {u',i=1,...,d} dieses Lisungsraums, d. h.: Es ist dim H = d .

(iii) Ist {u';i = 1,...,d} eine Basis des Losungsraums, so bilden fir jedes t > t, die
Vektoren {u’(t),i=1,...,d} eine Basis des R?.

Beweis: (i) Sei H die Menge der Losungen der homogenen Gleichung (1.3.44). Offenbar
ist die Nullfunktion in H , und jede Linearkombination au+ Sv von Funktionen u,v € H
ist wegen

(au+ Bv) = au' + v’ = aA(t)u + BA(t)V = A(t)(au + Bv)
ebenfalls in H . Also ist H ein Vektorraum.

(ii) Sei {ul,i = 1,...,d} eine Basis des R? und {u'} die nach Satz 1.5 eindeutigen
globalen Losungen der AWAn (1.3.45). Gibt es dann Koeffizienten «; € R mit

d
D aui(t) =0, t>t,
=1

so folgt, da dies auch fiir ¢t = ¢, gilt, notwendig a1 = -+ = a4y = 0. Die Funktionen
{u';i=1,...,d} sind also linear unabhiingig. Umgekehrt kann es nicht mehr als d linear
unabhéngige Funktionen in H geben, denn dann miissten auch deren Anfangswerte linear
unabhéingig sein, was nicht moglich ist. Also ist dim H = d.

(iii) Die Argumentation verlauft analog wie unter (ii). Q.E.D.

Definition 1.5: Eine Basis {¢', ..., 9%} des Lisungsraumes des linearen Differential-
gleichungssystems (1.8.44) etwa zu den Anfangswerten ©'(ty) = €' wird ,,,Fundamen-
talsystem® der Gleichung genannt. Die Matriz ® = [p', ... ¢% der Spaltenvektoren ¢
heifit , ,Fundamentalmatriz® des Systems. Diese ist requldr und gentigt der Matriz-AWA
(komponentenweise zu verstehen)

D'(t) = At)D(t), t>ty, P(to) =1. (1.3.46)

Satz 1.10 (Inhomogene lineare Systeme): Die Matrizfunktion A : [ty,00) — R¥*?
und die Vektorfunktion b : [ty,00) — R seien stetig. Der Vektorraum der Lisungen des



38 KAPITEL 1. AUS DER THEORIE DER ANFANGSWERTAUFGABEN

zugehdrigen homogenen Systems sei mit H bezeichnet. Dann erhdlt man eine partikuldre
Lésung der inhomogenen Gleichung

u(t) = A(t)u(t) + b(t) (1.3.47)

in der Form

up(t) = @(t)(/tq)(s)lb(s) ds+c), (1.3.48)

to

mit einer beliebigen Konstante ¢ € R. Jede andere Lisung der inhomogenen Gleichung
hat die Gestalt u(t) = uy(t) + v(t) mit einer Funktion v € H . Bei Wahl von ¢ = ug
erfillt uw die Anfangsbedingung uy(to) = ug .

Beweis: (i) Wir setzen

¢
) = / O 'bds + c, P = o th.
to

Dann gilt fiir u, := ®9» die Beziehung uj, = ®'¢p + $’, woraus wegen ¢ = AP folgt:
uy, = ADY + &Y = Auy, + DY = Auy + OO = Auy + b.

Also ist up Losung der inhomogenen Differentialgleichung und fiir ¢ = ug auch Losung
der entsprechenden AWA.

(i) Sei w eine zweite Losung der inhomogenen Gleichung. Dann erfiillt w := u — u;, die
Beziehung
w' =u —u, = Au+b— Auy — b = Aw,

d. h.: Esist we H. Q.E.D.

Bemerkung 1.6: Die Aussagen dieses Abschnitts zeigen, dass zwischen der Theorie der
Systeme linearer gewohnlicher Differentialgleichungen und der linearer Gleichungssysteme
in R? eine weitgehende Analogie besteht.

Bemerkung 1.7: Die Darstellung

u(t) = (I)(t)(/t ®(s)~b(s) ds + uo),

to

der (eindeutigen) Losung der linearen AWA
u'(t) = At)u(t) +b(t), t>to, ulty) = uo,
entspricht der am Anfang dieses Kapitels fiir skalare lineare AWAn
u'(t) = a(t)u(t) +0(t), t>to, wulte) = uo,

mit Hilfe der Methode der Variation der Konstante gefundenen Darstellung

exp ( - /T a(s) ds) b(r)dr + uo} .

to

t

u(t) = exp (/t: a(s) ds) {/to
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Bemerkung 1.8: Fiir lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
u'(u) = Aul(t) (1.3.49)

bzw. skalare Gleichungen héherer Ordnung

d—1

ulD(t) =" au(t) (1.3.50)

=0

gibt es eine vollstindige Losungstheorie, die sich weitgehend algebraischer Argumente
bedient. Diese hat enge Beziehungen zu den sog. ,orthogonalen Polynomem, welche in
der Numerik eine grofie Rolle spielen (z. B. Gauf-Integration). Aus Platzgriinden wird
diese aber hier nicht dargestellt und stattdessen auf die einschligige Literatur verwiesen.

1.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1: Man forme die folgenden Systeme von Differentialgleichungen hoherer
Ordnung

a) v"(x) - a(z)u'(z) = f(2), b) v"(x) — a(2) u"(z) = f(x),
u’ () + b(x) v(z) = g(=), u"(x) + b(x) v(z) = g(2),

in dquivalente Systeme erster Ordnung um.

Aufgabe 1.2: Gegeben sei die d-dimensionale Anfangswertaufgabe (AWA)
u'(t) = f(t,u(t), 0<t<T, u(0)=u,

mit einer stetigen Funktion f(t,x), welche bzgl. des zweiten Arguments x global Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante L ist, d. h.:

||f<t,$)—f(t,y)”SL”I—yH, x,yeR‘ﬂtE[O,T]’

mit irgendeiner Vektornorm || - ||. Man zeige:

a) Die Anfangswertaufgabe ist dquivalent zu der Integralgleichung
t
u(t) = Ku(t) == uo +/ fls,u(s))ds, 0<t<T,
0

d. h.: Jede Losung u € C[0,T] der Integralgleichung ist automatisch auch in C*[a, b] und
Losung der Anfangswertaufgabe und umgekehrt.

b) Durch die rechte Seite der Integralgleichung ist ein sog. ,, Integraloperator K : C[0,T] —
C0,T] auf dem Banach-Raum C[0,7] (Vektorraum der auf dem Intervall [0,7] steti-
gen Funktionen versehen mit der ,Maximumnorm® |[|v|lo = maxicjory |v(t)].) in sich
definiert. Dieser ist im Falle T < 1/L eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz
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garantiert folglich die Existenz eines (eindeutig bestimmten) , Fixpunktes® u € C|0, T
des Integraloperators, welcher dann auch Losung der AWA ist.

¢) Als Nebenprodukt des Banachschen Fixpunktsatzes erhélt man auch die gleichméBige
Konvergenz (d. h. Konvergenz in C[0,T]) der sukzessiven Approximation

¢
uk(t)zuo—k/f(s,uk_l(s))ds, 0<t<T, k=12,...,
0

etwa fiir die Startfunktion u® = uy . Man gebe hierfiir sog. ,,a priori“ und ,,a posterio-

ri“ Fehlerabschitzungen an (s. etwa Vorlesungsskriptum ,,Numerik 0 (Einfiihrung in die
Numerische Mathematik)“:

||uk —lloo £ F(L,T,u°),
||uk —ulleo < G(L,T, uk,uk_l).

Aufgabe 1.3: Man untersuche mit Hilfe der Resultate aus dem Text die Losbarkeitsei-
genschaften (eindeutig, global, beschrinkt) der folgenden AWAn:

a) ") =u(t)?, t>0, u(0)=1;
=—u(t)?, t>0, u(0)
=u()'?, 120, u(0)=1
d)  u(t) =cos(u(t)) —2u(t), t>0, wu(0)=1.

U 1;
U 1

Aufgabe 1.4: Der im Text skizzierte konstruktive Beweis des Existenzsatzes von Peano
sichert die gleichméfige Konvergenz der , diskreten® Funktionen wuy,, (Polygonzugmetho-
de) fir (mindestens) eine Teilfolge (h;);en gegen eine Losung u der AWA.

a) Man zeige mit Hilfe eines Widerspruchsarguments, dass im Falle der Eindeutigkeit der
Losung der AWA die gesamte ,Folge* der wy,, d. h. jede Teilfolge (up,)ien mit h; — 0,
gegen diese Losung u konvergiert.

Bemerkung: Dies entspricht der bekannten Tatsache, dass beschrénkte Zahlenfolgen mit
nur einem einzigen Haufungspunkt insgesamt gegen diesen konvergieren (Folge des Satzes
von Bolzano-Weierstra$).

b) In der Kontrolltheorie hat man es haufig mit AWAn zu tun, bei denen die Funktion
f(t,z) bzgl. des Arguments ¢ (endlich viele) Unstetigkeitsstellen hat. Man begriinde,
dass der Peanosche Existenzssatz sowie der darauf basierende Fortsetzungssatz in diesem
Fall sinngeméf ihre Giiltigkeit behalten.

Aufgabe 1.5: Die Funktion f(t,z) : D C R! x R? — R habe stetige partielle Ablei-
tungen nach dem Argument x, welche beschrinkt sind:

f <
123}g{d|ajfl(t’x)| — K7 (t,l’) € Dv

mit einer Konstante K > 0. Die Definitionsmenge D sei bzgl. der Komponenete x
konvex. Man zeige, dass f dann in der euklidischen Norm Lipschitz-stetig bzgl. = mit der
Lipschitz-Konstante L = dK ist. (Hinweis: Man rekapituliere den im Text angegebenen
Beweis.)
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Aufgabe 1.6: Gegeben sei die lineare AWA (d-dimensionales System)
u'(t) = Althu(t) +b(t), t>to, ulto) =u’,

mit einer stetigen Matrix-Funktion A(-), A(t) € R™? und Vektorfunktion b(-), b(t) €
R?. Nach einem Resultat im Text hat diese AWA eine eindeutig bestimmte, globale
Lésung.

a) Man zeige, dass diese AWA | monoton® ist (Was heifit das?), wenn die Matrix —A(¢)
symmetrisch und gleichmiiBig fiir ¢ positiv definit ist, d. h.: A(¢) = A(t)T und

(—A@t)z,2)2 > v]l2l3, = €RY,

mit einer Konstante > 0. Hier bezeichnen (-,-)2 das euklidische Skalarprodukt und
I - |l2 die euklidische Norm. Dies ist gleichbedeutend damit, dass alle Eigenwerte der
Matrizen A(t) negativ und gleichméBig von Null wegbeschrankt sind.

b) Man begriinde mit den Resultaten aus dem Text, dass die eindeutige Losung der AWA
dann fiir t — oo gleichméafig beschriankt ist, wenn

sup ||b(t)]]2 < oo.

to<t<oo

Aufgabe 1.7 (Praktische Aufgabe): Man berechne niherungsweise den Wert (1)
der Losung u(t) = tan(t) der AWA

V(1) = flu() = L+u(®)?, ¢>0, u(0)=0,
mit Hilfe der

(1) ,Methode der sukzessiven Approximation“ (mit & hinreichend grof)
t
uF(t) = uo +/ fWs))ds, 0<t<1, k=12,..., u’=0.
0

(2) , Taylor-Methode® (mit Schrittweite H =1 und R hinreichend grof})

(R) L H (r—1) ) dyr
U =T+ HY [0 (W), Us =0, f::@Qf

r=1
(3) Eulerschen , Polygonzugmethode® (mit hinreichend kleiner Schrittweite h:=1/N)
yTL+1 :yTL+hf(y7L)7 n:07 17"'7N7 yO :O‘
Man vergleiche den jeweils erforderlichen Aufwand zur Erreichung eines relativen Fehlers
von weniger als 107" fir » =1,2,3,4.

Hinweis: Die Verfahren (1) und (2) konnen fiir kleines & bzw. r noch ,,per Hand“ durch-
gefiihrt werden. Zur Durchfithrung der Polygonzugmethode (3) schreibe man aber ein
MATLAB-Programm. Mit etwas Mehraufwand kénnen auch die Verfahren (1) und (2)
mit MATLAB realisiert werden. Wer dafiir Ergeiz und Zeit hat, versuche sich daran.






2 Einschrittmethoden

2.1 Die Eulersche Polygonzugmethode

Wir betrachten eine AWA der Form
u'(t) = f(t,u(t)), tel=Iltto+T], ulty)=uop. (2.1.1)
Die Funktion f(¢,) sei stetig auf I x R und geniige einer globalen Lipschitz-Bedingung

Hf(ta"T)_f(t?y)” < Lfo_y”v (t7x)7(t7y) GIXRd' (212)

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Losung u(t) von (2.1.1) fur alle ¢ € I'. Letzteres
folgt nach dem Fortsetzungssatz aus der linearen Beschrianktheit der Funktion f(¢,z):

1 ) < (1f(E2) = £ 0) + 1LF @ 0 < Lllel + [1f (2, 0)1-

Diese Losung sei ferner hinreichend glatt. Gelegentlich werden wir auch den Fall T" — oo,
d. h. I = [ty, 00), betrachten.

Zur Approximation der AWA wéhlt man zunéchst eine Folge von diskreten Zeitpunk-
ten fo<t; <...<t,<...<ty=ty+T und setzt

I, = [th1,tn], hp:=t,—t, 1, h:= 19%)(]\] Ay, .

Die Eulersche Polygonzugmethode erzeugt nun ausgehend von einem Startwert yf € R?
eine Folge (y"),en durch die rekursive Vorschrift

yZ = yzfl"‘rhnf(tn—layfi—l)v n=1..,N. (2.1.3)
Wir schreiben dies auch in Form einer Differenzengleichung
(Lyy™), =0, n=1,...,N, (2.1.4)
mit dem ,, Differenzenoperator”

(Lny™ ) = hy (i = wi—1) = f (a1, Y1), (2.1.5)
fiir ,,Gitterfunktionen” y" = {y"},—1 n.

Als Nebenprodukt unseres Beweises des Existenzsatzes von Peano (Satz 1.1) haben
wir gesehen, dass wegen der Eindeutigkeit der Losung u die Werte y” fiir h — 0 gegen
die Funktionswerte u(t,) konvergieren (vorausgesetzt yl konvergiert gegen g ):

h —
Jnax, lyn — u(t,)|| =0 (h—0). (2.1.6)
Zur Abschétzung der Geschwindigkeit der Konvergenz des Diskretisierungsverfahrens
(2.1.3) fithren wir den sog. ,, Abschneidefehler® (auch ,lokaler Diskretisierungsfehler ge-
nannt) ein:

T o= (L) = hy gy —ul_} = (b1, uny),

43
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mit der Gitterfunktion u" = (u" := u(t,))o<n<n . Fiir den Abschneidefehler gilt offenbar

n

wegen u'(t) = f(t,u) die Beziehung

tn tn
Th = h;l/ u'(t)dt —u' (t_1) = h;l/ (t, — t)u(t) dt
tn—1 tp—1

und folglich

h < 1 2 ") . 1.
1711 < 5 hn max [u"(B)] (2.1.7)

Man spricht hier von einer Diskretisierung ,,erster Ordnung*.

Wenn Missverstiandnisse ausgeschlossen sind, schreiben wir im Folgenden einfach 1y,
fiir " und entsprechend 7, fiir 7. Unter Verwendung dieser Notation geniigt die exakte
Losung u der gestorten Differenzengleichung

Up = Up—1+ hnf(tnfla unfl) + hnTn . (218)

Die Abschitzung des globalen Diskretisierungsfehlers e, = y, — u, erfolgt iiber einen
Stabilitédtssatz fiir das Differenzenverfahren in Analogie zum Stabilitdtssatz fiir die AWA
(Satz 1.3). Vergleich von (2.1.8) mit (2.1.3) ergibt

€n = €p_1+ hn{f(tnflvynfl) - f(tnfh unfl)} - hnTn
und unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von f(t,x),
lenll < llen—all + hnLllen1l + hnl[7al]- (2.1.9)

Durch sukzessive Anwendung dieser Bezichung erhélt man die diskrete Integralungleichung
(,Summenungleichung”)

n—1 n
lenll < lleoll + LY~ husallenl + > mulimll- (2.1.10)
v=0 v=1

Zur weiteren Abschitzung bendtigen wir die folgende diskrete Version des Gronwallschen
Lemmas (Hilfssatz 1.1).

Hilfssatz 2.1 (Diskretes Gronwallsches Lemma): Es seien (w,)n>0, (Gn)n>0 und
(bn)n>0 Folgen nichtnegativer Zahlen, fir die gilt wo < by und

n—1
w <D aw, by, n> 1 (2.1.11)

v=0
Ist die Folge (bn)n>0 monoton steigend so gilt die Abschdtzung

n—1

w,, < exp(Za,,)bn, n>1. (2.1.12)

v=0
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Beweis: Der Beweis kénnte durch Riickfithrung auf das kontinuierliche Gronwallsche
Lemma (fiir stiickweise konstante Funktionen) bewiesen werden. Wir wollen hier aber
lieber einen einfachen, direkten Beweis geben. Dazu definieren wir Zahlen d, > 0 und
S,, durch

n—1

So=wo+do=bo, Syi=wy+dy=) aw,+b,.
v=0

Es gilt dann
Sn - Sn—l = Ap-1Wp-1 + bn - bn—l , n=>1

Hieraus wollen wir durch Induktion nach n erschliefen, dass

n—1

S, Sexp(Zal,>bn, n>0, (2.1.13)

v=0

wobei wie iiblich im Fall n = 0 die Summation ,leer” ist, d. h. Sy < by. Zunéchst ist
nach Definition

So < by .

Sei (2.1.13) nun als richtig angenommen fiir n — 1. Dann gilt wegen b, > b,

Sn S Snfl + p—1Wp—1 + bn - bnfl S (1 + an,1)5n71 + bn - bnfl

n—2

S (1 + an—l) eXp( Z al/>bn—1 + bn - bn—l
v=0
n—2 n—1
< gfn-t exp( Z al,> {bho1+bp —bpg} < exp( al,) b, .
v=0 v=0
Dies impliziert wegen w, < S, die Behauptung. Q.E.D.

Im Zusammenhang mit impliziten Verfahren, wie z. B.. dem ,,impliziten Euler-Schema”

Yn = Yn-1 + b f (s Yn), (2.1.14)

wird eine verschérfte Variante des diskreten Gronwallschen Lemmas benotigt, bei der eine
implizite Differenzenungleichung der Form

w, < Zal,wy—&—bn, n>1. (2.1.15)
v=0

angenommen wird. Unter der Annahme, dass a, < 1 wird diese durch Elimination des
fithrenden Summanden auf der rechten Seite in die folgende ezplizite Form tiberfiihrt:

n—1

—1 —1

o, W, < E 0,a,0, W, + by, n>1,
v=0
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mit den Parametern o, := (1—a,)~". Anwendung von (2.1.12) auf diese Situation liefert
die Ungleichung

n—1

J;Iwn < EXP(ZUVCLV>I)”, n>1,
v=0

und bei Beachtung von o, = 1+ o,a, < exp(c,a,) schlieflich das Endresultat
w, < exp(Zayay>bn7 n>1. (2.1.16)
v=0

Wir fahren nun mit unserer Fehleranalyse fiir das Euler-Verfahren fort. Aus (2.1.10)
erschlieffen wir mit dem diskreten Gronwallschen Lemma die a priori Fehlerabschétzung

leall < e Jlegll + Y mlml}, n>1, (2.1.17)
v=1
bzw.
max [len]| < eLT{HeOHJrT max \|Tn||}. (2.1.18)
1<n<N 1<n<N

Bei Beriicksichtigung der Abschitzung (2.1.7) fiir 7, folgt also fiir den globalen Diskreti-
sierungsfehler der Eulerschen Polygonzugmethode

s el < ¢ {||€0|| T %Tlg%{hnggf||u"<t>||}} , (2.1.19)
d. h.: Die ,, (globale) Konvergenzordnung,, ist (mindestens) gleich der ,, (lokalen) Konsistenz-
ordnung“. Man beachte den exponentiellen Faktor in der Abschitzung (2.1.19). Wegen
ihrer geringen Genauigkeit hat die Eulersche Polygonzugmethode in der Praxis keine Be-
deutung. Die Herleitung der Abschétzung (2.1.19) ist aber exemplarisch fiir eine grofie
Klasse von Methoden.

2.2 Allgemeine Einschrittmethoden

Der naheliegendste Weg zur Konstruktion von Differenzenformeln hoherer Ordnung ist
der iiber die Taylor-Entwicklung (skalarer Fall d = 1):

R 0

L hRJrl
u(t) = Z Fum(t —h)+ mU(RH)(f) , EEft—Nht.

r=0 '
Da wu der Differentialgleichung «' = f(¢,u) geniigt, gilt

a0 = (5 Fu) = ).
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Die ,,(R-stufige) Taylor-Verfahren” lauten dann

R
hrfl
Un = Yot Y O b ), n> 1 (2.2.20)

r=1

<

Wir schreiben dies in der allgemeinen Form eines sog. ,,Einschrittverfahrens

Yn = Yn—1 + hnF(h’n;tnfhynvynfl) ) (2'2'21)

bzw.

(Lny"n = by (Yo = Yn1) = F it Yoy Yuo1) = 0, (2.2.22)
mit der sog. ,, Verfahrensfunktion*

R hrfl

F(hﬂf,y,l’) = ZTf<r_l)(taI)
r=1 :

Die Bezeichnung FEinschrittverfahren erklirt sich dabei selbst. Da hier die Verfahrens-
funktion nur von der unmittelbar vorausgehenden N#herung w, ; abhéngt, wird diese
Methode explizit genannt. Zur Durchfithrung expliziter Differenzenverfahren ist in jedem
Zeitschritt lediglich eine Funktionsauswertung F'(h,;t,_1,Y,_1) durchzufiihren, wihrend
implizite Formeln die Losung i. Allg. nichtlinearer Gleichungssysteme erfordern. Wir wer-
den uns daher zunédchst hauptséichlich mit expliziten Verfahren beschéftigen.

Den Abschneidefehler der Formel (2.2.22) definiert man analog zu (2.1.7) durch

Tn - = (Lhuh)n = h,;l{un - unfl} - F(h’n7 tn717 U, unfl) .

Definition 2.1 (Konsistenz): Die Einschrittmethode (2.2.22) heifit ,konsistent (mit
der AWA)” bzw. konsistent mit Konsistenzordnung m”, wenn

ItringTnH — 0 bzw. 1£2¥H7n|| =0(™) (h—0). (2.2.23)

Offenbar hat die R-stufige Taylor-Formel fiir skalare AWA gerade die Konsistenzord-
nung m = R. Zur Auswertung dieser Formel miissen Ableitungen von f(¢,x) berechnet
werden, z. B. mit den Abkiirzungen f, :==df/ot, f, = df/0x:

fO ) = [fo+ Lo £t 2), FOE ) = [fu+ 2ff + fife + foaf® + [2f](t,2).

In der Praxis kann dies sehr aufwendig sein; man berechne z. B. f®) (¢, ) fiir f(¢,2) = (t+
2%)Y? arctan(t ) . Zur Vermeidung dieses Nachteils konnen die Ableitungen f V()
durch Differenzenquotienten ersetzt werden, bei denen nur Auswertungen von f(t,u)
auftreten. Z. B. ist fiir die Taylor-Formel der Stufe R =2

FOu(t)) = h™ {f(t+ h,u(t+h)) = f(t,u(t)) },
~ b f(E+ hyu(t) + hf(Eu(t) — f(Eu(t)) },
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was auf die folgende Formel fiihrt:

Yn = Yn—1 + hnf(tn—lv yn—l) + %hn {f(tna Yn—1 + hnf(tn—la yn—l)) - f(tn—17 yn—l) }
- ynfl + hn {%f(tnfhynfl) + %f(tnvynfl + hnf(tnflvynfl)) }

Wenn man bei den obigen Entwicklungsschritten die Restglieder verfolgt, findet man, dass
diese Differenzenformel die Konsistenzordnung m = 2 besitzt, genau wie die zugehorige
Taylor-Formel. Allgemein haben die so entstehenden sog. ,,(expliziten) Runge!-Kutta?-
Verfahren” die Form

R
F(hit,x) = ekp(hit,x)
r=1

r—1
k= f(t,x), k=f(t+ha,x+h) buk), r=2... R,
s=1
mit geeignet gewéhlten Konstanten a,, ¢, b, . Diese werden so bestimmt, dass mit einem
moglichst groBen m (im Idealfall m = R) gilt:

R m

S e it u(t)) = - N () + O,

Die Konsistenzordnung der entsprechenden Runge-Kutta-Formel® ist dann konstruktions-
geméf} gerade m .

Beispiel 2.1: Runge-Kutta-Methoden der Stufen R =1,2,3,4:

— R =1: FEulersche Polygonzugmethode

— R = 2: Durch Taylor-Entwicklung und Koeffizientenvergleich erhélt man aus der
Bedingung (setze f = f(t,u), f; = fi(t,u), ws.w.)

erf + eaf(t+ hag,u+ kb f) = (1 + o) f + coashfy + cabarhf fo + O(h?)
= [+ 3h{fi+ fof} + O(R?)

die Bestimmungsgleichungen c¢; + ¢co = 1 und coas = cobyy = % Als mogliche
Losungen ergeben sich z. B..:

e ¢ =Cy= %, as = by =1 (,Heunsches® Verfahren 2-ter Ordnung”):

Yn = Yn—1 + %hn{f(tn—l yn—l) + f(tna Yn—1 + hnf(tn—la yn—l))}7

!Carl David Tolme Runge (1856-1927): Deutscher Mathematiker und Physiker: Promotion in Berlin
bei K. Weierstrass; 1868 Prof. in Hannover; arbeitete u. ii. Spektroskopie; ab 1904 Prof. in Gottingen
(Promoter F. Klein).

2Kutta (1867-1944): Deutscher Mathematiker; 1910-1912 Prof. an der RWTH Aachen; ab 1912 Prof.
in Stuttgart; vor allem bekannt fiir seine Beitriige zur Aerodynamik (sog. ,, Kutta-Bedingung*).

3Karl Heun (1859-1929): Deutscher Mathematiker; Promotion 1881 in Gottingen; Habilitation 1886 in
Miinchen; ab 1902 Prof. fiir Theoretische Mechanik in Karlsruhe; Beitréige zu gew. Differentialgleichungen
und speziellen Funktionen.
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e c;=0, co=1,a,=0by = % ( ,modifiziertes Euler-Verfahren”):
Yn = Yn—1 + hnf(tnfl/% Yn—1 + %hnf(tnfla ynfl))-
— R = 3: Fiir die 8 freien Parameter ergeben sich die 6 Gleichungen

1 2 2 1
catcte=1, watcaz=s35, ca;+ca;=s,

03a2b32:é> byy —az =0, b3 —az+bsp=0.

Als mogliche Losungen ergeben sich z. B..:

_ 1 _ _ 3 1
e ¢ =73, =0 ¢ =1 a = 3,

(,Heunsches Verfahren 3. Ordnung”)

Yn = Yn—1 + Zlihn{kl + 3k5}>
kl = f(tn—la yn—l); k2 = f(t7L—2/37 Yn—1 + %hnkl)a
ks = f(tn-1/3 Yn—1 + 2hnks).

1 2 1

1 1 .
® =g =13, =g =3, a3 =1, by = 3, by = —1, by = 2

(,Kuttasches Verfahren 3. Ordnung”)

Yn = Y1 + gha{kr + 4k + K3},
ki = f(tnfh yn71>7 ko = f(tnfl/% Yn—1 + %hnkl)a
k3 = f(tm Yn—1 — hypky + thkQ) .

— R =4: In diesem Fall stehen 13 freie Parameter zur Verfiigung, mit denen zur Kon-
struktion einer Formel 4-ter Ordnung 11 Bestimmungsgleichungen zu erfiillen sind.
Eine der Losungen fithrt auf das , klassische Runge-Kutta-Verfahren 4-ter Ordnung*:

Yn = Yn—1 + %hn{kl + 2ky + 2k3 + ka},
ki = fltn-1,Yn-1), k2= f(tn-1/2, Yn-1 + 5hnk1),
k3 = f(tnfl/%yn—l + 12hnk2)a ky = f(tna Yn—1 + hnkJ)

Die betrachteten Differenzenformeln sind prinzipiell auch auf Systeme anwendbar.
Bei der Methode der Taylor-Entwicklung ist dabei zu beriicksichtigen, dass die zeitlichen
Ableitungen f) (¢, x) fiir Systeme wesentlich komplizierter aussehen; z. B..: f) = f, +
fe - f mit der Jacobi-Matrix f;(t,x) = V. f(t,x) der Vektorfunktion f(¢,2) bzgl. der
variablen x. Die Runge-Kutta-Formeln sind nicht ohne weiteres auf Systeme iibertragbar,
da zum Abgleich der in f@ auftretenden Ableitungen unter Umstéinden mehr Parameter
notwendig sind, als zur Verfiigung stehen. 1. Allg. gilt, dass eine Runge-Kutta-Methode
der Ordnung m < 4 fiir eine skalare Gleichung dieselbe Ordnung auch fiir Systeme hat;
im Falle m > 5 ist ihre Ordnung fiir Systeme in der Regel reduziert.

Einfache implizite Verfahren sind neben dem impliziten Euler-Verfahren die sog. ,, Tra-
pezregel”

Yn = Yn—1 + sha{ f(tn, yn) + (a1, Yn-1) }, (2.2.24)
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und die dazu sehr dhnliche ,, (Einschritt)-Mittelpunktsregel”
Yn = Yn-1 + Mo f(tn + 5hn, 5 (Yn + Yn-1)). (2.2.25)
Eine andere Variante der , Mittelpunktsformel“ hat die Form (auf dquidistantem Gitter)
Yn = Yn—2+ 20 f (tn 1,Yn1)

Dies ist eine sog. ,,(explizite) Zweischrittformel“. Alle drei Verfahren sind konsistent
von zweiter Ordnung. Implizite Verfahren héherer Ordnung vom Typ der Runge-Kutta-
Verfahren werden spéter betrachtet.

2.2.1 Lokale Konvergenz und Fehlerabschitzungen

Analog zum Polygonzugverfahren wollen wir nun die Konvergenz des allgemeinen Ein-
schrittverfahrens (2.2.22) beweisen. Dazu dient die folgende fundamentale Bedingung;:

Definition 2.2 (L-Stetigkeit): Fine Einschrittformel heifit ,Lipschitz-stetig® (kurz ,,L-
stetig®), wenn ihre Verfahrensfunktion einer (gleichmdfigen) Lipschitz-Bedingung gendigt:

[F(h;t,2,y) — F(hit, 2, 9)|| < L{llz = Z|| + [ly — I}, (2.2.26)
fiir beliebige Argumente (t,x), (t, %), (t,v), (t,§) € I x R%.
Satz 2.1 (Diskreter Stabilitdtssatz): FEine Lipschitz-stetige Differenzenformel (2.2.22)

ist ,(diskret) stabil”, d. h.: Fiir beliebige Gitterfunktionen y" = {yn}n>0, 2" = {20 }n>0
gilt fiir hinreichend kleine Schrittweite h < éL‘l die Abschitzung

I = zall < 0= lgo = 201l + D hul(Lag = a2} (2.2.27)

v=1

mit der Lipschitz-Konstante L der Verfahrensfunktion F(h;t,x,y) und der Kontante
k = 4 fiur allgemeine implizite Methoden. Fir explizite Methoden ist k = 1 und die
Schrittweitenbedingung kann entfallen.

Beweis: Fiir zwei Gitterfunktionen {y, }n>0, {21 }n>0 erhalten wir durch Vergleich von

hrjl(yn - ?Jn71) - F(hna tm Yns yn71)7
(Lhzh)’ﬂ = hr_ll(zn - Zn—l) - F(hna tnv Zny Zn—l)

die Gleichung
Yn — Zn = Yn—1 — Zn-1 + hn{F(h; ns Yn, yn—l) - F(h, ns Zns Zn—l) + (Lhyh - Lhzh)n}'

Fiir das Folgende setzen wir e, := y, — 2, und &, := (Lyy" — Lp2"), .
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(i) Expliziter Fall: Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit der Verfahrensfunktion ergibt sich
lenll < llen-all + hnLllen1ll + Pnllenl]

und folglich durch rekursive Anwendung dieser Abschétzung:

n—1 n
lenll < lleoll + D Lhusallenl + > mu el
v=0 v=1

Mit Hilfe des diskreten Gronwallschen Lemmas 2.1 erhalten wir hieraus

n—1 n n
leall < exp (L3 b ) {lleoll + 3 hullewll} = e o | + 3 hullenl -
v=0 v=1 v=1

Diese Abschétzung gilt, wie behauptet, ohne jede Bedingung an die Schrittweiten h,, .

(i) Impliziter Fall: Fiir implizite Verfahren ergibt sich wieder unter Ausnutzung der L-
Stetigkeit der Verfahrensfunktion

lleall < llen-1ll + hnL{llenll + llea-rll} + hnllnll-
Dies impliziert mit der Setzung hg := 0 bei Beachtung der Bedingung h < %L‘l :
(I =hnL)llenll < (1 + hnL)l[en1l + hnllen]l

B+ B
=1 = hnaD)llena + -

mL(l = hn1L)||enall + hallenll,

und weiter mit der Notation w, := (1 — h,L)e, :

h +hnl

]l < s +

7 Lllwasll + hallea

Rekursive Anwendung dieser Abschétzung ergibt dann

V 1 +'h
[[wnl < [Jwol +Z . |wy | +Zh llevll-

Mit Hilfe des diskreten Gronwallschen Lemmas erhalten wir hieraus

e (L5 ey ol + Yl
" v=0

<exp (22 ) exp (Li e el + Y-l
n v=0
< 64L(t"’t°){”60‘| + i:hl,Hé‘l,H}
v=1

Dies vervollstédndigt den Beweis. Q.E.D.

lleall <
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Satz 2.2 (Konvergenzsatz): Die Differenzenformel (2.2.22) sei L-stetig und konsistent
mit der AWA. Im Falle |lyo — uol| — 0 konvergiert dann

max ||y, — u(ta)| =0 (h—0), (2.2.28)

und fiir hinreichend kleine Schrittweite h < %L’l gilt die a priori Fehlerabschditzung

Iy = ut)ll < e {flgo —woll + Y hullmll}, 0<n<A. (2.2.29)

v=1

Fiir eine explizite Methode kann die Schrittweitenbedingung entfallen.

Beweis: Es gelten die Beziehungen
Ly =0, Lypu"=7",
so dass der diskrete Stabilitdtssatz 2.1 unmittelbar die Behauptung impliziert. Q.E.D.

Satz 2.2 besagt, dass fiir eine L-stetige Einschrittformel die globale Konvergenzordnung
(mindestens) gleich der lokalen Konsistenzordnung ist. Dies gilt also z. B.. fiir die Taylor-
Verfahren und ebenso fiir die Runge-Kutta-Verfahren, die ja fiir L-stetiges f(t,z) auto-
matisch der Bedingung (2.2.26) geniigen und auch konsistent sind unter der Bedingung
Zle ¢, = 1 (Ubungsaufgabe). Dasselbe gilt natiirlich fiir das impliziten Euler-Verfahren,
die Trapezregel sowie die Einschritt-Mittelpunktsregel.

Bemerkung 2.1: Wir haben bisher der Einfachheit halber angenommen, dass die Funk-
tion f(¢,z) und entsprechend die Verfahrensfunktion F(¢,z,y) einer globalen Lipschitz-
Bedingung geniigen, d. h.: Die L-Konstante kann gleichmiBig fiir alle x, 2’ € R? gewihlt
werden. Dies schlieBt z. B.. Fille wie f(t,z) = 22 und f(t,7) = 2'/? aus. Von dieser Re-
striktion kann man sich durch folgende Uberlegung befreien: Die AWA habe eine eindeuti-
ge Losung auf einem Intervall I = [tg, to+7], und die Funktion f(¢,z) (und entsprechend
die Verfahrensfunktion F(t,x,y)) geniige einer L-Bedingung auf dem , Streifen”

U, = {ta) e IxR| lz—u(v)] < p}

um die Losung u(t). Die Funktion f(f,2) wird nun so von U, auf Uy = I x R?
fortgesetzt, dass die Fortsetzung f(t,x) global L-stetig ist. Dazu sei fiir (t,x) € I x R4

x—u(t)

= Ple—ao) T

Z, .

und

_ | {f(t,x) , (tx)eU,
f(tv‘rp) ) (t,:v)GUOQ\Up
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Wegen der Beziehung (Ubungsaufgabe)

IIIH IIyII'

fir z,y € RY, mit [lz]| > 1, [|y[| > 1 ist offenbar f(t,x) auf I x R? gleichmiflig L-stetig
(bzgl. ) mit derselben L-Konstante L. Sei nun (%,), die durch ein Einschrittverfahren

gn = §n71 + hnF(hny tnfly gnv §n71)
gelieferte diskrete Losung. Nach Satz 2.2 gilt dann

max [, — u(ta)[| =0 (h—0).

Fiir hinreichend kleines A ist dann aber {(t,,9,), to <t, <to+7} CU,,d. h.: g, = yp .

2.2.2 Globale Konvergenz

Die a priori Abschétzung (2.2.29) liefert eine realistische Fehlerschranke nur auf relativ
kleinen Intervallen I = [to,to+ T]; die Grofie exp(LT') wéchst extrem schnell mit 7' —
oo, und die Lipschitz-Kontstante L ist i. Allg. nur sehr grob schétzbar. Es erhebt sich
also die Frage, unter welchen Bedingungen eine Abschitzung vom Typ (2.3.46) mit einer
von T unabhingigen Konstante gilt.

Wir betrachten zunéichst wieder als Modellfall die Eulersche Polygonzugmethode

Yn = Yn—1+ b f(tn1, Yn-1) (2.2.30)

und wenden diese an auf eine AWA, die im Folgenden Sinne L-stetig und monoton ist:

1f(t,x) = f(t,2")]| < L(t) |l= — 2], (2.2.31)

~(f(ta) — flta'), @ — ) 2 A0 [l — o) (2.2.32)

fiir alle (t,2), (t,2') € I x R%, mit stetigen Funktionen L(t) > 0, A(t) > 0. Wir setzen
L := max; L(t) und A := mins \(¢) . Ist die AWA ,homogen”, d. h.: f(¢,0) =0, so erhélt
man durch Multiplikation in der Gleichung (2.2.30) mit ¥, und Beachtung von

I* -

2/|ynll> = 2(Yn-1,Yn) = ¥nll® + Y0 — Yn1ll* = |yn-]?

die Identitét
H2 + ||yn - yn—1H2 = ||yn—1||2 + th{(f(tn—lv yn—l)a yn—l) + (.f(tn—la yn—1>7 Yn — yn—l)} .

Unter Ausnutzung der Eigenschaften (2.2.31) und (2.2.32) folgt dann mit den Abkiirzun-
gen L, := L(t,) und \, := A(t,):

llYn

||yn||2 + Hyn - yn—1H2 S Hyn—1||2 - 2)\7z—lhnHyn—1||2 + 2h Ln 1||yn 1||Hyn yn—IH
< Hyn71”2 - 2)‘n*1hn‘|yn71|’2 + h‘ Ln 1||yn 1”2 + ||yn yn71H27
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bzw.

lyall* < (14 Ao L7y = 20 ah) [y ]| (2.2.33)

n—"'n—1

Die Approximationen y, bleibt also beschrénkt bzgl. n, wenn 1+h2L2 | —2\, 1h, <1,
d. h. wenn die Schrittweiten h, der folgenden Bedingung geniigen:

2
hy, < Lon>1. (2.2.34)

n X 2 )
Lnfl

Mit Hilfe einer Verfeinerung des obigen Argumentes lasst sich die Stabilitdtsaussage
(2.2.33) unter der Bedingung, dass die Schrittweitenbedingung (2.2.34) gleichméBig bzgl.
n im strikten Sinne erfiillt ist, erweitern zu einer globalen Fehlerabschitzung der Form

(Yo =uo)
_ < "
I = )| < e mase {, max "]} (2.2.35)
Da der Beweis dieser Aussage fiir die Polygonzugmethode verhéltnisméflig kompliziert

ist, verzichten wir hier auf die Details und untersuchen lieber die analoge Situation fiir
das implizite Gegenstiick. Wir nehmen im Folgenden zur Vereinfachung an, dass stets

Yo = Ug -

Satz 2.3 (Globale Konvergenz des impliziten Euler-Verfahrens): Die AWA sei L-
stetig und monoton im Sinne von (2.2.31) und (2.2.82). Dann sind die Lisungen des
implizite Euler-Verfahrens

Yn = Yn—1 + hnf(tm yn)7 n > L Yo = Uo, (2236)
fiir beliebige Schrittweiten h,, wohl definiert und es gilt die globale Fehlerabschdtzung

Iy — ult,)| < 2 min{t,—to, A7} max {h, max |u"|}, t. > to, (2.2.37)
1<v<n I,
mit der offensichtlichen Interpretation fir A =10.

Beweis: (i) In jedem Schritt des impliziten Euler-Verfahrens ist ein Gleichungssystem

Yn — hnf(tn> yn) = Un-1 (2238)

zu losen. Wegen der angenommenen Eigenschaften (2.2.31) und (2.2.32) ist die Abbildung
g(x) :==x — hy, f(t,, z) L-stetig und strikt monoton im Sinne

(9(x) —g(y),x —y) >yl —y|?, =,y €R%,

mit einer festen Konstante v > 0. Mit Korollar 1.7 folgt dann, dass (2.2.38) eine eindeu-
tige Losung besitzt.
(ii) Fiir den Fehler e, =y, — u,, gilt wieder die Differenzengleichung

€n = €Ep—1 + hn{f(tna yn) - f(tnvun)} - hnTn7
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mit dem Abschneidefehler 7, des impliziten Euler-Verfahrens

I7all < 5T miax [

Wir multiplizieren mit ||e,||~'e,, und erhalten wieder unter Ausnutzung der Monotonie
leall < llenll™ (en-1,€n) = Anhnllenll + hnllen]| ™ (7n, €n)-

Dies ergibt
(1 + Anhn)lenll < llen1ll + nll7all-

bzw.

llen—1l + 17l (2.2.39)

1 hny,
lenll < —5—— —
1+ Mh, 1+ \hy

(iii) Im Falle A > 0 (schwache Monotonie) summieren wir (2.2.39) iiber v =1,...,n und
erhalten unter Beachtung von eq = 0 die T-abhingige Abschitzung

llenll < Zh I || < (Zh ) max ||T,,|| < Ltn _to)filax {h, max||u"\|}

(iv) Im Falle A > 0 (strikte Monotonie) erschlieBen wir mit Induktion aus (2.2.39) die
Abschétzung
lleall < A™" max |7, |
1<v<n

bzw.
lenl] < 2X7H ax {h maXHu”H}

Fir n =1 gilt trivialerweise

leall < ) < i
all =1, M= i

Sei die Behauptung nun richtig fiir n — 1. Dann folgt mit (2.2.39):

1
lenll < =5 llenall +

172l

T 1+ A, 1+ Ah
1 —1 1
S T e Il + gl < 5 mex fin .
Dies vervollstéiindigt den Beweis. QE.D.

Die Argumentation im Beweis von Satz 2.3 lésst sich direkt auf solche Einschrittverfah-
ren iibertragen, deren Verfahrensfunktion Bedingungen vom Typ (2.2.31) und (2.2.32)
geniigen. Leider ist dies bei der Approximation monotoner AWAn mit Verfahren hoherer
Ordnung in der Regel nicht der Fall. Wir werden also einen anderen Zugang zur globalen
Fehlerschiatzung bei allgemeinen Einschrittverfahren finden miissen.
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Der Ausgangspunkt dazu ist die Beobachtung, dass montone, L-stetige AWAn ez-
ponentiell stabile Losungen haben. Ein , verniinftiges” Verfahren sollte nun in der Lage
sein, jede exponentiell stabile Losung global zu approximieren, unabhéngig davon, ob das
Problem selbst monoton ist oder nicht. Die Frage ist also: Lassen sich globale Fehler-
abschétzungen der Art (2.2.35) herleiten allein aus der (angenommenen) exponentiellen
Stabilitdt der Losung u(¢) und ohne weitere Voraussetzungen an die Struktur der AWA?
Dies ist tatséichlich der Fall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.4 (Globale Konvergenz): Die L-stetige AWA habe eine (globale) exponentiell
stabile Losung u(t) mit Stabilitdtsparametern §, A, o . Fiir jedes Einschrittverfahren, wel-
ches mit der (AWA) konsistent ist und einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es dann
positive Konstanten hy und K unabhingig von T, so dass fir h = sup;h, < hy gilt:

max [[y, — u(ta)|| < K max||7,|. (2.2.40)

Dabei bezeichnet 7, das Mazimum des Abschneidefehlers fiir alle méglichen Losungen der
Differentialgleichung, die in der Umgebung Usa = {(t,z) € IXxR? ||z — u(t)|| < JA} des
Graphen von u verlaufen.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach t. Sei 0.B.d.A. h <1 angenom-
men. Zunéchst wird ein A > 1 so gewiihlt, dass

Ae @M <1 he(0,1]. (2.2.41)

Die lokale Konvergenzaussage (2.2.29) liefert fiir alle t,, € [to, to + A] die Abschétzung

- < Aetla 7. 24
5 = unll < Ae™ max |7,] (2.2.42)
Wir setzen nun
K =272 (2.2.43)

und wéhlen dann Ay hinreichend klein, so dass fiir ¢, > t; aus

Y — || < K max 171,

fiir h < hy, notwendig ||y, — u,|| < folgt.

Nach diesen Vorbereitungen sei nun angenommen, dass die Behauptung (2.2.40) richtig
ist fiir alle ¢, € (to,t,] mit irgendeinem ¢, > to+ A . Dann betrachten wir w, = y,, — u,
als Stérung von u(t) zum Zeitpunkt ¢, = t,, . Fiir h < ho ist automatisch ||w,|| < ¢, und
die Stabilitédtseigenschaft von w(t) liefert fiir die gestorte Losung v(t) die Abschétzung

o) —u(®)]| < Ae ) |y, — ||, t>t,. (2.2.44)
Wir fassen nun y, fiir ¢, <t, als Ndherung von v(t,) auf und kénnen wegen

[o(t) —u(@®)ll < A5, t>t,
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den lokalen Konvergenzsatz wie folgt anwenden:

v — o |l < AekA 7 2.
e (2249)

wobel m € N, so dass t,1m <t, + A <t,imi1- Dann folgt fiir A < hg:

||yn+m - Uner” < ”yner - Un+m|| + ||Un+m - uner”

<Aef® max |7 ||+ Ae A |y, — ul|
tn <ty <tntm

bzw. wegen (2.2.41) und der Induktionsannahme,

= ttnem | < (AP +3K)  max 7]

Mit unserer Definition von K ergibt dies

_ < =
Hyn-&-m un+vn|| > Ktlgg?gag{n+7n HTVHv

was den Schlul von ¢, nach t, + A vervollstindigt. Q.E.D.

Bemerkung 2.2: In Satz 1.8 wurde gezeigt, dass exponentiell stabile Losungen L-stetiger,
autonomer AWAn stationdre Limiten haben, d. h.: limy o u(t) = us mit f(us) = 0
und |Ju(t) — us|| = O(e™®) (t — o0). Durch Kombination der Argumente im Beweis
von Satz 1.8 und Satz 2.4 sollte sich zeigen lassen, dass in diesem Fall auch die durch
L-Stetige, konsistente Einschrittverfahren erzeugten Naherungslosungen (y,)nen (in ei-
nem diskreten Sinne) exponentiell stabil sind und gegen stationire Limiten konvergieren,
limy, o0 Yn = Yoo , Welche wiederum Approximationen des kontinuierlichen stationéren Li-
mes e sind. Der Beweis fiir diese naheliegende Aussage ist aber noch nicht gefiihrt
worden; s. hierzu auch die Diskussion im n#chten Kapitel iiber ,numerische Stabilitét®.

2.3 Schrittweitenkontrolle

Das Hauptproblem bei der Durchfithrung von Differenzenverfahren zur Losung einer AWA
ist die Bestimmung geeigneter Schrittweiten h, zur Gewihrleistung einer vorgeschrie-
benen Approximationsgiite. Die im Konvergenzsatz 2.2 angegebene Fehlerabschéitzung
erlaubt es, aus Schranken fiir den ,lokalen” Abschneidefehler 7, auf das Verhalten des
»globalen” Diskretisierungsfehlers e,, = y,, — u(t,) zu schlieen. Unter Annahme exakter
(d. h. rundungsfehlerfreier) Rechnung gilt bei Verwendung fehlerfreier Startwerte auf dem
Intervall I = [ty, ty + T] die a priori Fehlerabschétzung

< < 0.
max eal| < K'Y hallmall < KT max 7] (23.46)

tnel

mit einer Konstante K = K(T') ~ exp(LT). Obwohl im Extremfall K exponentiell mit
der Intervallange T wéchst, nehmen wir im Folgenden an, dass K von moderater Grofe
ist. Wir haben gesehen, dass diese Annahme z. B.. fiir monotone AWAn berechtigt ist.
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Zur praktischen Auswertung der a priori Fehlerabschitzung (2.3.46) benétigt man
moglichst scharfe Schranken fiir ||7,|| . Bei den Taylor-Verfahren m-ter Ordnung gilt z. B..

1

17l < - A max [lu™ @]
(m+1)! tel

und es wiren somit hohere Ableitungen der unbekannten exakten Lisung w(t) abzuschét-
zen. Dies ist aber selbst bei Ausnutzung der Beziehung u(™*tV(t) = f0™(¢,u(t)) und
Kenntnis von Schranken fiir «(¢) kaum mit vertretbarem Aufwand moglich. Daher wer-
den in der Praxis meist a posteriori Schitzungen fiir die Abschneidefehler verwendet, die
man aus den berechneten Ndherungswerten fiir w(¢) erhilt. Die zugehérige Theorie ist
naturgeméfl stark heuristisch gepragt. Allgemein fiir Differenzenverfahren anwendbar ist
die sog. ,,Methode der Schrittweitenhalbierung”, die im Folgenden beschrieben wird. Sie
entspricht dem iiblichen Vorgehen zur Fehlerschétzung bei der numerischen Quadratur.
Wir beschréiinken die Diskussion der Einfachheit halber auf explizite Methoden.

Ausgangspunkt ist eine Darstellung des Abschneidefehlers 7, = 7(¢,) auf dem Inter-
vall [t,_1,t,] zur Schrittweite h, in der Form

T = 7™ () h™ + O(h™ ) (2.3.47)

mit einer von h, unabhingigen Funktion 70" (t), der sog. , Hauptabschneidefehlerfunk-
tion”, und einem Restglied hoherer Ordnung. Bei den Taylor-Verfahren ist z. B..

T (t,) = u™ ) (t,1) .

(m+1)!

Ahnliche Darstellungen gelten auch fiir die Runge-Kutta-Verfahren (Ubungsaufgabe).

Wir wollen nun Strategien angeben, mit deren Hilfe wiahrend der Rechnung die Schritt-
weiten h, so gewéhlt werden, dass zu einer vorgegebenen Fehlertoleranz TOL > 0 auf
dem Intervall I die Schranke

max |le,|| < TOL, (2.3.48)
tn€l

realisiert wird. Die Toleranz TOL sollte dabei deutlich gréfier als die Maschinengenauig-
keit eps gewihlt sein, genauer (sieche Ubungsaufgabe):

-1
TOL > max {h;" lyn-1lleps} .

Ausgangspunkt ist die a priori Fehlerabschitzung (2.3.46). Wir setzen K = 1 und
nehmen an, dass Schatzun%en fiir die lokalen Abschneidefehler 7,, bzw. fiir die Hauptab-
schneidefehlerfunktion 7, = 70™(t,) bekannt sind. Wie solche zu berechnen sind, wird
anschlieffend diskutiert. Es bieten smh nun zwei Strategien zur Schrittweitensteuerung an:

Strategie I: Die Schrittweiten h,, werden geméf

TOL TOL 1/m
Khm\@(lm)”z% baw. h <KT|O(’">||>
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gewdhlt, so dass wie gewiinscht folgt:
TOL
~ m (m) ~ .
tnel tn€l
Die Anzahl der durchzufiihrenden Zeitschritte ergibt sich dann zu

¥ St = S () = () i

tnel

Unter Beriicksichtigung der Beziehung 7™ ~ u™t(t,_,) folgt also in etwa, dass

N~ — (mED|m
(7oz) [ 1umon

Strategie 1I: Die Schrittweiten h, werden gemifl

TOL TOL 1/(m+1)
KhZ’“HT,Em)H ~ N bzw. n ~ (ﬁ)
KN|m™|

gewéhlt mit der (noch unbekannten) Gesamtzahl N der durchzufiihrenden Zeitschritte,
so dass ebenfalls folgt:

m m TOL
Itng}(HenH ~K E {hn+1||7'1(l )||} R E 1 =TOL.
el el

Die Anzahl N ergibt sich dann analog wie oben zu

KN|7™|| 1/ om+1) 1/(m+1)
N ~ h, ( ) < ) B || 70 [/ 074 D)
2 (" o1 ror) 2 MmIn"

Unter Beriicksichtigung der Beziehung ™ w1 (t,_,) ergibt sich diesmal

K 1/(m+1)
N/ (1) g1/ (m) ( ) /||um+1H1/(m+1) dt,
TOL I

und folglich

m (m+1)/m
N =~ (L) Y Hu(m+1)|‘1/(m+1)dt .
TOL I

Da N a priori nicht bekannt ist, muss es zunéchst geschétzt und dann im Verlaufe
von mehreren Durchldufen angepasst werden. Diese Schrittweitenstrategie erscheint also
aufwendiger als die erste.

Beide beschriebenen Strategien zur Schrittweitenwahl sind asymptotisch gleich effi-
zient, d. h.: Die globale Fehlertoleranz TOL wird mit N ~ TOL™Y™ Zeitschritten
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erreicht. Allerdings ergeben sich leichte Unterschiede bei den Konstanten. Wir wollen de-
ren Bedeutung fiir m = 1 (Eulersche Polygonzugmethode) diskutieren. Fiir Strategie I

gilt dann
~7or [ Il

und fiir Strategie II entsprechend

K "11/2 / //
N — <7
ror ([lwrea) < 257 [

Der Unterschied besteht also im wesentlichen darin, wie die Regularitit der exakten
Losung in die Schrittzahl eingeht. Strategie II ist hinsichtlich der Anzahl der erzeugten
Zeitschritte offenbar dann 6konomischer als Strategie I, wenn

2
</||u”|1/2dt) e T/Hu”|| it
I I

Dies ist etwa der Fall fiir singulire Losungen, deren zweite Ableitungen nicht integrabel
sind; z. B..: u(t) = (1 —t)V/2.

2.3.1 Schiatzung des Abschneidefehlers

Wichtigster Bestandteil der obigen Schrlttweltenstrateglen sind gute Schitzungen fiir die
Hauptabschneidefehlerfunktion 7™ Diese kann man etwa mit Hilfe des im Folgenden
beschriebenen Prozesses gewinnen. Sel zum Zeitpunkt ¢, die Ndherung y, berechnet, so
dass

max ||y, —u(t,)]| < TOL.

tu€lto,tn]

Zur Bestimmung von 7'7(;:% und damit der neuen Schrittweite h,,; wihlen wir zunéchst

eine Schétzschrittweite H (etwa H = 2h,). Anwendung des Einschrittverfahrens zum
Startwert y, mit den Schrittweiten H (ein Schritt) und H/2 (zwei Schritte) ergibt zum
vorlaufigen Zeitpunkt ¢, := t,+H Niaherungen yfﬂ bzw. yf ﬁ . Fiir die Fehler gilt
yﬁ_l —u(tys1) = e, + H{F(H;tn,yn) — F(H' oy Un)} — HTﬁH
= (1+O(H)) e, — H™ 7 + O(H™ )

H/2

sowie analog fiir y, 1} /2~

u(tyq1/2) . Wir erhalten weiter

" H "
ynﬁ u(tny1) = ynﬁ/g — u(tnya/2) + %H{F(lff tnt1/2, yn.ﬁ/g)

— F(3H; tn+1/27u(tn+1/2))} s

(14 O (!} = ultwya) } = (GH)™5) + O(H")

= (1+0(H) {(1+ O(H))en — (3H)™'77) , + O(H™2) |
— (3H)"™ I 4+ O(H™ )
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und folglich

Y2 —u(tusr) = (1 + O(H))e, — 20 HY™ 1700 + O(H™*2).

Dabei wurde ausgenutzt, dass sich die Hauptabschneidefehlerfunktion geméf
i =T+ O(H)
entwickeln lasst. Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt
Yntt =yt = O(H)en = 73 {2GH)™ = H™} + O(H™?)

bzw.

) yH/2 yH

m) n+1 =~ Yn+1 —m

Tl = Hmi(1— 9-m) +O(H)+O(H e, . (2.3.49)
Bis hierin war die Analyse noch mathematisch korrekt. Nun wird postuliert, dass die
beiden ,,0”-Terme rechts in (1.2.1) klein genug sind, um mit

ynls =yl

~(m) . _ ntl — Intl

Tor1 i= (1= 9-m) (2.3.50)
eine brauchbare Néherung fiir 7, ﬁ zu erhalten. Dazu wird oft e,, = 0 angenommen, d. h.:
Man betrachtet den Abschneidefehler entlang der diskreten Approximation (y,), anstatt
entlang der ,richtigen” Losung wu(t). Alternativ kann man sich auch auf die Annahme
einer hoheren Approximationsordnung e, = O(H™"!) abstiitzen, was durch die folgende
Diskussion nahegelegt wird.

2.3.2 Adaptive Schrittweitensteuerung

Mit der obigen Schétzung fiir T,,(LT% wird nun geméf einer der oben angegebenen Strategien

eine neue Schrittweite h,,+1 bestimmt, also etwa als (Strategie I):

1/m
TOL
By = < m) . (2.3.51)
K70

n+1

Zur Kontrolle wird noch iiberpriift, dass nicht h,,; < H, was die Brauchbarkeit der
Schéitzung 7, ﬁ in Frage stellen wiirde. Insgesamt ergibt smh also der folgende Algorith-

mus zur adaptiven Schrittweitenwahl und Fehlerkontrolle:

(i) Sel die Ndherung y, ~ u(t,) berechnet, mit der letzten Schrittweite h, . Wihle
= 2h,, und setze probeweise t,.1 :=t, + H.

ii) Berechne 3% , und yH/ 2, und bestimme die Schitzung des Abschneidefehlers und
n+1 n+1
die daraus resultierende Schrittweite h,.; etwa aus (2.3.51).
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(iti) Uberpriife, ob hy41 < SH = h, (2. B.t by < 1H).

a) Wenn ja: Die Schétzung fiir Tr(;’:i ist zu grob. Wiederhole Schritt (i) mit H =
2Ny . (Beende die Rechnung, falls H < hypp ).

b) Wenn nein: Setze h,.1 = H,t,.1 = t,+H und akzeptiere die beste verfiighare
Nédherung y,41 := yfﬁ 2 () -

Eine noch bessere Niherung zu u(t,,;) erhdlt man durch eine Linearkombination der

beiden Werte yf ﬁ und y/., (,Prinzip der Extrapolation zum Limes H = 0):

mei{/z - yf m
U(tn+1) = % + O(H +1) ‘

Heuristische Grundlage dieses Schritts ist die postulierte ,,asymptotische” Entwicklung
Yl = utys) + a™ () H™ + O(H™) (2.3.52)
mit einer H-unabhéngigen Funktion ™ (t). Wir werden uns spéter noch eingehender mit

der Extrapolation bei der Losung von AWAn befassen.

Bemerkung: Die Schrittweitenkontrolle durch Schrittweitenhalbierung ist prinzipiell fiir
jede Einschrittmethode anwendbar. Sie ist orientiert am lokalen Abschneidefehler,

Ty 1= h;l{u(tn) . u(tn,l)} — bt u(tn )

den man durch Einsetzen der exakten Losung w in die Differenzengleichung erhilt, und
basiert auf der diskreten Stabilitit des L-stetigen Differenzenoperators. Dieser Ansatz
fithrt zunédchst auf a priori Fehlerabschiatzungen, die erst danach durch Schitzung des
Abschneidefehlers 7,, in verwendbare a posteriori Fehlerabschitzungen umgewandelt wer-
den. Die Methode zur Schrittweitenwahl durch lokale Eztrapolation ist im Prinzip auch
fiir implizite Einschrittformeln anwendbar (Ubungsaufgabe).

Ein alternativer Zugang bedient sich des Residuums der diskreten Losung (yy,)n, wel-
ches man durch Einsetzen einer geeigneten Interpolierenden 3" (etwa stiickweise linear)
von (y,), in die Differentialgleichung erhélt:

R(y") =y~ f(t,y"), tel.
Damit geniigt 4" der gestérten Gleichung
y" =ty R, tel,

und man erhilt tiber die Stabilitdt des Differentialoperators (Satz 1.4) direkt eine a po-
steriori Abschiitzung fiir den Fehler e := y" — u durch das bekannte Residuum R(y"):

i () = (o) < 7 { ol + T LR (23.53)
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Hierbei besteht aber das Problem, dass unter Umstédnden, insbesondere bei Verfahren
hoherer Ordnung, das heuristisch gebildete Residuum nicht mit der richtigen Ordnung
gegen Null geht und der Fehler somit grob iiberschétzt wird. Diesen Zugang zur Feh-
lerschéitzung werden wir spater im Zusammenhang mit den sog. Galerkin-Verfahren zur
Losung von AWAn weiter verfolgen.

Bemerkung: Die kritische Schwéche der allgemeinen heuristischen Schrittweitenkon-
trolle fiir das implizite Euler-Verfahren basierend auf der a priori Fehlerabschitzung
(2.3.46) ist die moglicherweise starke Unterschétzung der Fehlerkonstante K, wenn sie
einfach willkiirlich gesetzt wird. Auf der anderen Seite orientieren sich analytische a priori
Abschitzungen von K zwangsliufig am schlimmsten Fall und fithren zu grober Uberschiit-
zung des tatsidchlichen Fehlers und damit zu ineffizienter Schrittweitenkontrolle. Ein An-
satz zur moglichen Uberwindung dieses Problems basiert auf der Beziehung

en = en_1+ hnf (tn, Yn)en + hnTn(u) + h,,O(€2), (2.3.54)

fiir den Fehler e, = u,—y, , mit Anfangswert ey = 0. Mit einer Schitzung des Abschnei-
defehlers 7, (y,) = 7,,(u) (erhalten etwa mit Hilfe lokaler Extrapolation) kann die Losung
E,, der linearisierten Fehlergleichung

E,=Eu 1+ hof (tw,yn)En + homo(yn), 0<n <N, (2.3.55)

verwendet werden, um eine Schatzung fiir den Fehler E, =~ e, zu gewinnen.

2.3.3 Numerischer Test

Fiir die AWA
u'(t) = —200tu(t)?, t>-3, wu(-3)=1/901,

mit der Losung u(t) = (14 100¢%)~" wurde der Wert u(0) = 1 approximiert mit
— dem Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung
Yn = Yn1 + shafks + ka}, k1 = fltat,yn-1), ko= f(tn, Y1+ hok1).
— mit dem ,klassischen” Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Yn = Yn—1 + %hn{kl + 2k2 + 2k3 + k4};
ki = fltn-1,Yn-1), k2= f(tn-1/2, Yn-1 + 5hnk1),
kS = f(tnfl/Z; Yn—1 + %hnkQ)a k4 = f(tna Yn—1 t+ hnkJ)

Die Schrittweitensteuerung erfolgte dabei geméfl der obigen Strategie

yHﬁ — Ui |Yn|
ot L TOL = eps .
(=2 P

Bei 17-stelliger Rechnung ergaben sich folgende Resultate:
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Rechnung mit variabler Schrittweite

Ordnung | eps Rmin Rmax Fehler # Auswertungen
) 1079 12,5-1074(3,8-102|1,3-1076 ~ 16.000
m =
1073 7,3-107 | 1,2-107* | 2,7-1076 ~ 384.000
107 |1 6,6-107*|1,0-107![2,9-1076 ~ 1.200
m=4
107171 1,9-107*12,9-1073 | 1,7-10719 ~ 2.000

Rechnung mit fester Schrittweite

Ordnung h Fehler | # Auswertungen
m=2 |5-107°|3-107¢ ~ 120.000
m=4 |5-107%|3-107F ~ 2.000

2.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1: a) Man rekapituliere den Begriff der ,Konsistenz“ und den der ,,Kon-
sistenzordnung® einer (expliziten) Einschrittformel vy, = y,-1 + hF(h;tp_1,Yn_1) zur
Approximation der Differentialgleichung «'(t) = f (¢, u(t)) .

b) Man gebe die Konsistenzordnungen der folgenden Differenzenformeln an:

(1) Modifizierte Euler-Formel:
Yn = Yn—1 + hf<tn71 + %h7 Yn—1 + %hf(tnflvynfl));
(ii) 3-stufige Runge-Kutta-Formel:

Yn = Yn—1 + 1h{k1 + Bka + 4ks},
ky = f(tn-1 + 3B, yn—1 + 3hk1),

ky = f(tn-1,Yn-1),
ks = f(tam1 + §h Y1 — f3hkn + Jhks).

Aufgabe 2.2: Das allgemeine (explizite oder implizite) Runge-Kutta-Verfahren hat die
Form

Yn = Yn—-1 + hnF(hm tn—la yn—l)
mit der Verfahrensfunktion

R R
F(hit,e) = ch(hit,a), ko(hit,a) = f<t t+hapz+ by bk)

r=1 s=1

mit Konstanten c¢,, a,, b.s. Im Fall b., =0 fiir s > r ist das Schema explizit. Man zeige:
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a) Dieses Verfahren geniigt der Lipschitz-Bedingung (Lj,)
[F(hst,x) — F(hit, Z)|| < Lfjz -z,

wenn die Funktion f(¢,z) (bzgl. x) Lipschitz-stetig ist.

b) Das Verfahren ist genau dann konsistent, wenn Zil ¢ =1 ist.

Aufgabe 2.3: Bei der Durchfiihrung einer expliziten (L-stetigen) Einschrittmethode wird
wegen des unvermeidbaren Rundungsfehlers eine gestorte Rekursion

gn = gn—l + hnF(hn;tn—hgn—l) + En, n 2 1a
gelost. Die ,lokalen® Fehler verhalten sich dabei wie ||e,|| ~ eps |ly,||, wobei eps die sog.

»Maschinengenauigkeit” (maximaler relativer Rundungsfehler) bezeichnet. Man beweise
die Abschitzung (Stabilitédtssatz)

190 = wto)l] < K (ta){ o = oll + (b — to) max || +eps max Az flymll}.

wobel 7, den Abschneidefehler der Differenzenformel bezeichnet.

Bemerkung: Dies zeigt, dass bei einer Verkleinerung der Schrittweiten h,, iiber eine ge-
wisse Grenze hinaus der Gesamtfehler wieder anwachsen wird. Ferner wird die Wahl der
Fehlertoleranz e ~ eps ||y,||/hn bei der automatischen a posteriori Schrittweitenkontrolle
nahegelegt.

Aufgabe 2.4: In vielen Fillen kann die Konvergenzordnung eines Grenzprozesses

a(h) = a (h—0), a(h)—a=0(hY),

nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekanntem Limes a fiir zwei Werte
h und h/2 die Fehler a(h) —a und a(h/2) —a berechnet und dann die Ordnung « iiber
den formalen Ansatz a(h) — a = ch® aus der folgenden Formel ermittelt:

“= 1og1(2) log <’ ac(lf(zf/L)Q)_aa D '

a) Man rekapituliere die Rechtfertigung dieser Formel und iiberlege, wie man vorgehen
konnte, wenn kein exakter Limes a bekannt ist.

b) Man bestimme die inhdrenten Konvergenzordnungen fiir die folgenden Werte:
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h a(h) b(h)
271 | 7.188270827204928 | 8.89271737217539
272 | 7.095485351135761 | 8.971800326329658
273 | 7.047858597600531 | 8.992881146463981
274 | 7.023726226390662 | 8.998220339291473
27° | 7.011579000356371 | 8.999559782988968
27% | 7.005485409034109 | 8.999895247704067
Limes | a(0)=70 | b(0) =?
Aufgabe 2.5 (Praktische Aufgabe):
Man berechne Niaherungslosungen fiir die AWA
u'(t) =sin(u(t)), >0, u(0)=1,

mit Hilfe

- der Polygonzugmethode,

- der modifizierten Euler-Formel,

- des , klassischen“ Runge-Kutta-Verfahrens 4-ter Ordnung,
jeweils fiir die (konstanten) Schrittweiten h; =27%i=1,...,8.

Man bestimme , experimentell“ die Konvergenzordnungen p der Verfahren fiir die Ap-
proximation des Losungswertes u(10) aus den berechneten Néherungen yﬁf,) ~ u(10) zu
Schrittweiten h; nach der Formel

1 i i1
p=— )log<yN In )

log(2 yv' =y

Aufgabe 2.6: Man betrachte das implizite Euler-Schema

Yn = Yn—1 + hnf(ﬁna yn)a tn 2> 1o, Yo & U,

zur Diskretisierung der iiblichen L-stetigen AWA /(¢) = f(t, u(t)),t > to,u(ty) = up.
Man beweise mit den Mitteln aus dem Text unter der Annahme einer geeigneten Schritt-
weitenbedingung die a priori Fehlerabschétzung (mit einem geeigneten v > 0)

NEEOINe

= (el < 5= iy = wol| + 3T max {ny,

max
1<m<n te(t

b — 1:7)’!.
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Aufgabe 2.7: (i) Man beweise zunichst die beiden Abschitzungen

| = el <o =wl, | =2 < e
— = < |z -y — —z|| < |z — %
fell ~ Tl e |

fiir beliebige Vektoren x,y,z € R mit ||z|| > 1, [jy|| > 1, ||z|| < 1. (Hinweis: Zum Nach-
weis dieser Abschétzungen darf , geometrisch® argumentiert werden; analytische Beweise
sind aber auch willkommen.)

(ii) Die Funktion f(¢,x) geniige fiir ein p > 0 auf dem ,Schlauch*
U, := {(tw) el xR | |z —u(t)] < p}, I = [to, to + T7,

um die Losung w(t) der zugehdrigen AWA o'(¢t) = f(t,u(t), t € I, u(ty) = uo, der
iiblichen Lipschitz-Bedingung mit Konstante L;. Fiir (¢,z) € (I x RY)\ U, sei gesetzt

x — u(t)

R P T

so dass stets (t,z,) € U, ist. Man zeige, dass dann die modifizierte Funktion

u(t),

xT

f(t2). (t.a) €U,
f(tz,), (t.2) € (I x RY)\ U,

auf ganz [ x R? stetig und sogar global Lipschitz-stetig ist mit derselben Konstante L.

. ={

Aufgabe 2.8: Die (nicht-autonome) AWA o/(t) = f(t,u(t)), t > to, u(to) = uo,
geniige der iiblichen (globalen) Lipschitz- und Monotonie-Bedingung. Man zeige mit den
Argumenten aus dem Text, dass dann die implizite Euler-Methode

Yn = Yn—1 + hnf(tnayn)a n>1, yo=uo,

ohne Schrittweitenrestriktion Nédherungen y,, liefert, welche im Fall sup,s, [|f(¢,0)| < M
beschrénkt bleiben:

sup [[ya[| < M.

n>1

(Hinweis: Man passe die Argumentation im Text zum Nachweis der globalen a priori
Fehlerabschatzung fiir das implizite Euler-Verfahren an die vorliegende Fragestellung an,
ohne letzteres Resultat explizit zu verwenden.)

Aufgabe 2.9: Die Durchfithrung eines impliziten, L-stetigen Einschrittverfahrens
Yn = Yn-1 + " F (A s Yns Y1), =1, yo = uo,

zur Losung der L-stetigen AWA «/(t) = f(t,u(t)), t > 0, u(0) = up, der Dimension d
erfordert in jedem Zeitschritt die Losung eines i. Allg. nichtlinearen Gleichungssystems.
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a) Man formuliere (mit Begriindung) eine Bedingung an die Zeitschrittweiten h,, , unter
der die Konvergenz der einfachen Fixpunktiteration

y,(f) =Yn-1 + hnF(hM L, yﬁk_l)y yn—l)a k>1, y7(1,0) = Yn-1,

gesichert ist, und gebe eine Fehlerabschéitzung fiir diese Fixpunktiteration an.

b) Unter welcher Zusatzbedingung an die Verfahrensfunktion F'(h,;t,, Yn, Y1) ist die
Losbarkeit des nichtlinearen Gleichungssystems unabhéngig von der Wahl der Schrittweite
h, stets gesichert?

¢) Wie lautet das Newton-Verfahren zur Losung dieses Gleichungssystems und unter wel-
chen Bedingungen konvergiert es quadratisch (s. Literatur)?

Aufgabe 2.10 (Praktische Aufgabe):
a) Man berechne Naherungslosungen fiir die AWA

u'(t) = =200t u(t)?, to:=-3<t<3, u(-3)=—
mit Hilfe der expliziten ,,Polygonzugmethode®

yn:yn71+hf(tnfl7ynfl)7 nil,...,NI: 4/ha

fiir die (konstanten) Schrittweiten h =27%i =15, ...,10. Man vergleiche die berechneten
Werte zum Zeitpunkt ¢ = 1 mit dem Wert u(1) der exakten Losung u(t) = (1+100¢%)~*
in einem logarithmischen Plot (Logarithmus des absoluten Fehlers als Funktion von h
bzw. i =0,1,2,...).

b) Man wiederhole die Rechnung mit der sog. ,,(impliziten) Trapezregel®

1
Yn = Yn—1 + éh{f(tn7yn) + f(tnfla y’nfl)}a n= 17 RS N = 6/h7
und vergleiche die beobachteten ,, Konvergenzordnungen®:
[u(3) = yn| = O(h").

Wie verhiilt sich das dieses Verfahren fiir die grobere Schrittweite h = 27*? Man versuche,

den beobachteten Effekt zu erkliren.
¢) Man untersuche die Konvergenz der folgenden, aus den mit der Trapezregel gewonnenen
(i)

Werte y,’ zur Schrittweite h; gebildeten Approximationen

(i 1 i - ,
y](\,) = §{4y](\,) — y}v 1)}, 1=2,...,8.

Die beobachteten Phanomene werden im Verlauf des Textes erklart werden.
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Aufgabe 2.11: Betrachtet werde die lineare AWA
u'(t) = Au(t) +b(t), t>0, u(0)=u,
mit der Matrix A = (a,-]-)ﬁ j=1 mit den Elementen
(i = —2, ;341 =1, a;; =0 sonst,

und der Vektorfunktion b(t) = (b;(t))_, mit den Komponenten b;(t) = sin(jmt). Lasst
sich die (globale) Losung w(t) dlCSCI“ AWA mit Hilfe der Trapozrogol

Yn = Yn—1 + %hn{Ayn—l + bn—l + Ayn + bn}7

gleichmifig in der Zeit approximieren, d. h.: Gilt unter einer globalen Schrittweitenbe-
dingung h,, < h bei hinreichend kleinem h eine globale Fehlerabschétzung der Form

sup 9 — un|| < Kh?,
tn

und wie sieht dabei die Fehlerkonstante K aus?

Aufgabe 2.12: Man zeige fiir (global) L-stetige und (strikt) monotone AWAn im Sinne
des Textes unter der Schrittweitenbedingung

2
=i < 7o

dass das explizite Euler-Verfahren, vy, = y,—1 4+ hnf(tn1,Yn-1), 7 > 1, yo = ug, global
konvergiert, d. h. es gilt eine globale Fehlerabschitzung der Form

llyn — u(tn)|| < clgluagn{hu max W[}, tn > to.

Hinweis: Man versuche (angelehnt an den Beweis der globalen Konvergenz des impliziten
Euler-Verfahrens aus dem Text) die Abschitzung (k = 2\ — hL?)

8
lenl|* < = max [, [ (fir kh < 1).
Kk 1<v<n

induktiv zu beweisen. Hierbei konnten sich die Beziehung 2||e,[|? — 2(en_1, €n) = |len||* +
llen — en1l|* = llen_1]|*> und die Youngsche Ungleichung, 2ab < e~1a® + b?, als niitzlich
erweisen.

Bemerkung: Diese Aussage folgt auch aus dem ,,globalen“ Konvergenzsatz des Textes, da
unter den gestellten Bedingungen die Losung der AWA exponentiell stabil ist. Dies zeigt
die Leistungsfahigkeit dieses allgemeinen Satzes.

Aufgabe 2.13: Man zeige exemplarisch fiir das Heunsche Verfahren 2-ter Ordnung

Yn = Yn—1 + %hn{f(tnfh ynfl) + f(tna Yn—1 + hnf(tn71>ynfl))}7
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dass der Abschneidefehler einer expliziten Runge-Kutta-Formel m-ter Ordnung eine Dar-
stellung der Form
o =70 () B+ O(hpt)

erlaubt, wobei die sog. ,fiihrende Abschneidefunktion® 7™ (¢) nicht von h, abhingt.
(Hinweis: Man treibe einfach die zur der Ermittlung der Konsistenzordnung der Differen-
zenformel angesetzten Taylor-Entwicklungen um eine Stufe weiter.)

Aufgabe 2.14: Man rekapituliere die im Text angegebene , Methode der Schrittweiten-
halbierung® zur Schiatzung des Abschneidefehlers expliziter Einschrittverfahren und be-
antworte dabei die folgenden Fragen:

(i) Wie lauten die Formeln, wenn statt mit ,,Schrittweitenhalbierung® mit ,,Schrittweiten-
viertelung“ gearbeitet wird?

(ii) Ist diese Methode auch fiir implizite Einschrittverfahren

Yn = Yn-1 + hnF(hny b1y Yn—1, yn)

mit L-stetiger Verfahrensfunktion F'(h;t,-,-) anwendbar?

Aufgabe 2.15: Die kritische Schwiche der allgemeinen heuristischen Schrittweitenkon-
trolle fiir das implizite Euler-Verfahren basierend auf der allgemeinen lokalen a priori
Fehlerabschétzung aus dem Text ist die moglicherweise starke Unterschédtzung der Feh-
lerkonstante K, wenn sie einfach willkiirlich gesetzt wird. Auf der anderen Seite orien-
tieren sich analytische a priori Abschatzungen von K zwangsldufig am schlimmsten Fall
und fithren zu grober Uberschitzung des tatsichlichen Fehlers und damit zu ineffizienter
Schrittweitenkontrolle.

Ein Ansatz zur moglichen Uberwindung dieses Problems basiert auf der Beziehung
€n = €p—1 + hnf/(tna yn)en + hnTn(u) + hno(ei)a

fiir den Fehler e, = u,—y, , mit Anfangswert ey = 0. Mit einer Schitzung des Abschnei-
defehlers 7, (y,) ~ 7,(u) (erhalten etwa mit Hilfe lokaler Extrapolation) kann die Losung
E,, der linearisierten Fehlergleichung

E”l = En—l + hnfl(t’m yn)En + hnTn(yn)u 0 S n S N7

verwendet werden, um eine Schitzung fiir den Fehler F, =~ e, zu gewinnen. Man zeige,
dass fiir diese Schétzung gilt:

max |le, — F,| = O( max ||en|\2).
0<n<N 0<n<N

Aufgabe 2.16 (Praktische Aufgabe):
Man berechne eine Néherungslosung fiir die AWA

u'(t) = =200tu(t)?, t>-3, u(-3)=——
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auf dem Intervall I = [—3,3] mit Hilfe der Heunschen Formel 2. Ordnung unter Ver-
wendung der Strategie zur Schrittweitensteuerung aus dem Text. Als angestrebte Feh-
lertoleranz wihle man ¢ = 1077, als Fehlerkonstante K = 10 und als Startschrittweite
hg = 1072, Man beurteile die Giite der Schrittweitensteuerung durch Vergleich mit der

exakten Losung
1

= —""\

= o0

Fiir welche konstante Schrittweite wiirde man dieselbe Genauigkeit erzielen, und wieviele
Funktionsauswertungen f(t,x) sind jeweils erforderlich?






3 Numerische Stabilitat

3.1 Modellproblemanalyse

Eine Lipschitz-stetige und (strikt) monotone AWA
u'(t) = f(t,u(t), t>to, ulte)=uo, (3.1.1)

hat im Falle sup,.,||f(¢,0)]] < oo eine globale, gleichméfiig beschrénkte Losung. Ist
f(t,0) = 0, so fillt diese Losung sogar exponentiell gegen Null ab. Seien L(t) die
Lipschitz-Konstante und A(¢) die Monotonie-Konstante der Funktion f(¢,-). Wir haben
gesehen (siche Ubungsaufgabe), dass das Polygonzugverfahren eine analoge Eigenschaft
besitzt, wenn die strikte Schrittweitenbedingung

. 2)\71—1
i) oe

erfiillt ist. Fiir solche Schrittweiten ist das Verfahren also ,numerisch stabil“. Anhand der
skalaren Testgleichung

u'(t) = Au(t), XeC, (3.1.3)
(L = |A|) sieht man, dass die Bedingung (3.1.2) i. Allg. scharf ist. Fiir A € R, A < 0, gilt
Yn = (1 4+hN)y,—1 = ... = (1 + hA\)"yo,

d. h: Fiir h > 2|\,_1|/L2_, = 2/|\| wichst die diskrete Losung exponentiell, fiir h =
2|\_1|/L2_, = 2/|\| bleibt sie beschrinkt (absolutbetragsmiBig sogar konstant) und fiir
h < 2|A\,_1|/L%_; = 2/|\| fillt sie exponentiell. Die Testgleichung (3.1.3) wird in der
weiteren Diskussion im Komplexen betrachtet, da der Parameter A € C fiir die i. Allg.
komplexen Eigenwerte der Jacobi-Matrix f.(¢,z) steht.

Zur Mlustration betrachten wir folgendes Beispiel
u'(t) = —200tu(t)?, t>0, wu(0)=1,

mit der Losung u(t) = (1 + 100¢2)~". Es soll der Wert wu(3) = 1/901 mit Hilfe des klas-
sischen Runge-Kutta-Verfahrens approximiert werden. Nach den Ergebnissen zur Kon-
vergenz dieses Verfahrens diirften dabei keine Probleme auftreten, insbesondere da die
Losung u(t) fiir t — oo sehr glatt gegen Null abfillt. Man ist daher versucht, mit relativ
groflen Schrittweiten zu rechnen. Bei 17-stelliger Rechnung erhélt man jedoch das in Ta-
belle 3.1 wiedergegebene bedenkliche Resultat (N = Schrittzahl). Offensichtlich zeigt das
ansonsten sehr gutartige Runge-Kutta-Verfahren bei diesem Problem eine numerische In-
stabilitat, wenn die Schrittweite zu grob ist. Im Folgenden wollen wir uns mit der Analyse
und Kontrolle solcher gefidhrlichen Instabilitdten beschéftigen.

73
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Tabelle 3.1: Beispiel numerischer Instabilitit.

N h lyn — u(3)]
50 | 0.06 ~2-1078
25 | 0.12 ~2-107
20 | 0.15 ~T7-107

151 0.2 overflow (103%)

20 | 0.1538 ~T-107°
19 | 0.1579 | overflow (10%%)

Lineare Stabilitdtsanalyse

Wir nennen zunéchst intuitiv ein Differenzenverfahren ,numerisch stabil® fiir festes h,
wenn im Falle sup,. [|u(t)[| < co auch sup,,q [|ya|| < co. Zur [ustration sei das einfache
Testproblem (3.1.3) betrachtet. Das Verhalten der Losung u(t) = upe* fiir t — oo ist
charakterisiert durch das Vorzeichen von Re \:

ReA <0 — 0
ReA=0 p = |u(t)] = |ugle®? § = |uol (3.1.4)
ReA >0 — 00

Definition 3.1 (Absolute Stabilitit): Fine FEinschrittmethode heifst ,absolut stabil“
fiir ein Ah # 0, wenn sie angewendet auf das skalare Testproblem (3.1.3) fir ReA <0
beschrinkte Niherungen erzeugt: sup,, g |yn| < 0o .

Fiir die Polygonzugmethode liegt also absolute Stabilitdt genau dann vor, wenn fiir
den sog. ,, Verstiarkungsfaktor® w = w(Ah) := 1+ Ah gilt |w| < 1. Wir nennen allgemein

SG={z=MeC:|w(z)| <1}

das ,,Gebiet absoluter Stabilitit“ (kurz ,Stabilitdtsgebiet*) einer Einschrittformel. Das
Stabilitétsgebiet der Polygonzugmethode ist in Abb. 3.1 dargestellt. Fiir ein festes A mit
ReA < 0 muss die Schrittweite h so bemessen sein, dass Ah € SG ist. Andernfalls
wéchst die Ndherungslosung y, fir n — oo exponentiell an, obwohl die exakte Losung
beschrénkt ist oder sogar exponentiell abfillt.
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Abbildung 3.1: Stabilititsgebiet der Polygonzugmethode.

Wir wollen nun die numerische Stabilitit der Taylor- und der Runge-Kutta-Formeln
untersuchen. Fiir das Testproblem (3.1.3) erhélt die Taylor-Methode der Stufe R die
Gestalt

hrfl

ynfl-

T 1 n lvyn 1)*yn 1+hz

Der Verstarkungsfaktor ist also

3

(3.1.5)

R (\h
:2;(

Da die Bestimmung des vollen Stabilitdtsgebietes SG = {z € C : |w(z)| < 1} schwierig
ist, beschrinken wir uns hier auf die Betrachtung des ,,Stabilitatsintervalls®

SI={zeR:|w)| <1}

Wir finden
[—2,0] , R=1
—-2.0 R=2
ST = [=2,0] ’
[-2.51...,0] , R=3
[-2.78...,0] , R=4

Sei F(h;t,z) die Verfahrensfunktion einer R-stufigen Runge-Kutta-Methode der Ordnung
m = R < 4. Nach Konstruktion der Runge-Kutta-Formeln gilt dann

R

hrfl
. _ (r—1) R
mmum_2;7rf (t,u) + O(h").
Fiir das Testproblem ist
R
F(h;t,u) Z (Rt u)



76 KAPITEL 3. NUMERISCHE STABILITAT

offenbar ein Polynom in A der Ordnung R — 1. Folglich gilt in diesem Fall

R

h’r—l 3
F(hvt7u):ZTf(T 1)(t7u)7
r=1 :

d. h.: Der Verstiarkungsfaktor w der Runge-Kutta-Formeln der Ordnung (m = R <
4) ist derselbe wie der der entsprechenden Taylor-Formeln. Also sind durch die obige
Abbildung fiir R < 4 auch die Stabilitatsintervalle der R-stufigen Runge-Kutta-Formeln
der Ordnung m = R gegeben.

Abbildung 3.2: Stabilititsgebiete der (expliziten) Taylor- und Runge-Kulta- Verfahren.

Der obigen Stabilitdtsanalyse entnehmen wir, dass fiir Re A < —1 die Stabilitdt der
durch die Runge-Kutta-Verfahren erzeugten Losungen die Verwendung einer entsprechend
kleinen Schrittweite h erfordert. In diesem Fall wire daher die Verwendung einer Formel
mit einem in der komplexen Ebene moglichst weit nach links reichendem Stabilitédtsgebiet.
Die in dieser Hinsicht ,optimalen* Methoden haben die folgende Eigenschaft:

Definition 3.2: FEine Differenzenmethode heifst ,A-stabil®, wenn fiir ihr Stabilitdtsgebiet
gilt
{zeC|Rez <0} C SG. (3.1.6)

Man kann zeigen, dass explizite Methoden nicht A-stabil sein kénnen. Wir werden spéter
sehen, dass die implizite Euler-Methode sowie die Trapezregel

Yn = Yn—1 + hf(tn; yn)a
Yn = Yn—1 + %h{f(tn? yn) + f(tn—la yn—l)}

A-stabil sind.
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Nutzung der linearen Stabilititsanalyse fiir allgemeine Systeme

Wir wenden uns nun der Frage nach der ,,numerischen Stabilitdt“ von Einschrittverfahren
fiir allgemeine (nicht notwendig monotone) Systeme 1. Ordnung der Form (3.1.1) zu. Dazu
miissen wir zunéchst erklaren, was im Folgenden unter der ,,Stabilitit“ der Losung einer
AWA zu verstehen ist. Basierend auf der Diskussion von ,Stabilitdt* in Kapitel 1 fithren
wir folgende Begriffe ein:

Definition 3.3: Die (globale) Lisung u einer AWA
u'(t) = f(t,u(t)), t>to, u(ty) = uo, (3.1.7)
wird ,,(asymptotisch) stabil® genannt, wenn jede Losung v der gestérten AWA
V() = f(tu(t)), t >t v(t.) =u(ts) + ws, (3.1.8)

zu einem Zeitpunkt t. > to mit einer hinreichend kleinen Storung |Jw.| < 6 ebenfalls
global ist und folgendes gilt:

lv—=w)(@®)]| =0 (t— o0). (3.1.9)

Bemerkung 3.1: In der Literatur findet man auch noch eine Reihe anderer Konzepte
von ,Stabilitat* fiir die Losungen von AWAn. Statt der Konvergenz |[(v — u)(¢)]] — 0
fir (¢t = oo) wird manchmal nur die Beschrénktheit sup,, |(v—u)(t)| < e fiir beliebig
kleines ¢ > 0 gefordert, wobei die Grofie der Anfangsstorung an das e gekoppelt ist:
[lw.l < d6(e). Der stirkste Stabilitdtsbegriff ist der der ,exponentiellen Stabilitat®, bei
der

(v = w)()[| < Aeme*)

w., (3.1.10)

d. h. exponentieller Fehlerabfall proportional zur Anfangsstérung, gefordert wird. Ein
hinreichendes Kriterium fiir exponentielle Stabilitdt (und damit auch fiir asymptotische
Stabbilitét) ist, wie wir gesehen haben, die (starke) Monotonie der AWA. Da aber auch
nicht-monotone AWA stabile Losungen haben konnen, operieren wir im Folgenden mit
dem etwas weniger einschriankenden Konzept der (asymptotischen) Stabilitét.

In Anlehnung an die vorausgehende Definition fithren wir nun analoge Stabilitédtsbe-
griffe fiir die Diskretrisierungen von AWA durch Einschrittverfahren ein.

Definition 3.4: Die AWA (8.1.7) sei mit einem FEinschrittverfahren
Yn = Yn—1 + hnF<hna ns Yn, ynfl)a n =0, Yo = Uo, (3111)

mit L-stetiger Verfahrensfunktion diskretisiert. Eine (globale) Lisung (Yn)n>o heifit ,(nu-
merisch) stabil“, wenn fir jede Losung (zp)n>n, vON

Zp = Zp—1+ th(hn;tm Zn, Zn—l); N =Ny,  Zn, = Yn, T Wy, (3112)
zu einem Zeitpunkt t,, > to mit einer hinreichend kleinen Storung |w.|| < 4§ gilt:

120 = yull = 0 (n — 0). (3.1.13)
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Bemerkung 3.2: Analog zu kontinuierlichen Fall wird die Lésung (y,)n>o einer Dif-
ferenzenapproximation als ,exponentiell stabil® bezeichnet, wenn fiir jede Losung der
gestorten Diffenzengleichung gilt:

0 = ] < Ae72tts=te)

well, n>n,. (3.1.14)

Die direkte Anwendung der anhand des Testproblems (3.1.3) gewonnenen Erkenntnisse
zur absoluten Stabilitédt einer Differenzenformel fiir allgemeine Systeme setzt folgendes
voraus:

Hypothese: Die (globale) Lisung u der allgemeinen AWA sei asymptotisch stabil und
alle Eigenwerte A(t) der Jacobi-Matriz fL(t,u(t)) haben die Eigenschaft Re A(t) < 0.
Dann ist ein Differenzenverfahren mit einem Stabilititsgebiet SG C C ,numerisch sta-
bil“, wenn die Schrittweiten h, so gewdhlt werden, dass gilt:

ha Mtn) €SG, n>0. (3.1.15)

Die Berechtigung dieser Hypothese ist in allgemeinen Situationen schwer zu kldren. An-
hand von Beispielen zeigt sich, dass sie falsch sein kann, wenn die Jacobi-Matrix fL(¢, u(t))
nicht diagonalisierbar ist, d. h. kein vollstandiges System von Eigenvektoren besitzt. Wir
wollen die wesentlichen Schritte zur Rechfertigung der Hypothese skizzieren.

(i) Zunéchst wollen wir diese Frage fiir das kontinuierliche Problem diskutieren. Seien also
u und v (globale) Losungen der AWAn

u'(t) = f(t,u(t), t>ty, u(to) = uo,
V(t) = f(to(t), t >t vt =u(t.) + w,.
mit einer ,kleinen“ Stérung w, . Fiir die Differenz w := v — u gilt dann

wE) = Ft.0(0) = ) = [t + su(t) ds

- / Pt ut) + sw(t)) dsw(t) = £t u(t))w(t) + O(Jw(®)]?)

Reduktionsschritt 1 (Linearisierung): Bei Vernachldssigung des quadratischen, und damit
als ,klein® anzunehmenden, Terms |lw(t)||? geniigt die Differenz w niherungsweise der
linearen AWA

w'(t) = filt,u(®)w(t), t>t., w(t,) =w,. (3.1.16)

Diese beschreibt im Rahmen einer (lokalen) differentiellen Stabilitdtsanalyse bei t. das
Anwachsen oder Abfallen von Storungen. Man beachte, dass || fL(¢, u(t))| ein Maf fir die
lokale Lipschitz-Stetigkeit von f(¢,z) ist.

Reduktionsschritt 2 (Lokalisierung): Nach , Einfrieren® des Koeffizienten zum Zeitpunkt
t. > to erhdlt man das autonome (lineare) System

w'(t) = [t u(t))w(t), t>t., w(ts) = w.. (3.1.17)

T
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Reduktionsschritt 3 (Separation): Ist nun die Matrix A := fl(t,, u(t.)) diagonalisierbar,
so existiert eine regulidre Matrix @, so dass

QAQ ™' = D = diag()\;) (3.1.18)

mit den Eigenwerten A\; € C(i =1,...,d) von A. Die Funktion w(t) := Quw(t) ist dann
Losung von

w'(t) = QAQ'w(t) = Dw(t), t>t,. (3.1.19)
Dieses Diagonalsystem zerfillt in die d skalaren Gleichungen
wi(t) = Nwi(t), t>t., i=1,....d. (3.1.20)

Das Verhalten der einzelnen Komponenten w; fiir ¢ — oo ist wieder charakterisiert durch
die Realteile von ;. Wegen der Regularitit von @ folgt die Beziehung

Redi<0 (i=1,....d) < Ju@® <cllw@)l], t=t.. (3.1.21)

Die Stabilitdt des diagonalisierbaren Systems (3.1.17) wird also vollsténdig durch die
Eigenwerte ); von A beschrieben. Uber die skizzierte Argumentationskette (Reduk-
tionsschritte 1 — 3) wird die Stabilitdtsanalyse fiir eine allgemeine AWA lokal auf die
Untersuchung der Eigenwerte der Jacobi-Matrix A = f1(t., u(t,)), zuriickgefiihrt.

(ii) Die numerische Stabilitdtsanalyse verlduft analog in umgekehrter Richtung. Wir dis-
kutieren hier nur den kritischen Ubergang vom skalaren Modellproblem zum allgemeinen
linearen System. Die verbleibenden Schritte ,Lokalisierung® und ,Linearisierung® sind
analog wie im kontinuierlichen Fall. Alle betrachteten Einschrittverfahren haben fiir das
System (3.1.17) die Form

Yn = g(hA)yn_1

mit einer rationalen Funktion ¢(z).Z. B. ist bei den Taylor-Formeln (und bei den Runge-
Kutta-Formeln mit m = R < 4)

Sei die Matrix A wieder als diagonalisierbar angenommen. Wir setzen g, = Qy, und
finden

Yn = Qyn = Qg(hA)ynfl = Qg(hA)Q_lgnfl .
Aufgrund eines allgemeinen Satzes iiber analytische Matrizenfunktionen ist
Qg(hA)Q™" = g(hQAQ™") = g(hD)

und folglich
Yn = g(hD)gn—l = g(hD)nQO )
bzw.
Uni = g(hX)"Woq, 1=1,...,d.
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Wegen der eindeutigen Kopplung 4, = Qy, konnen wir uns bei der Stabilitédtsbetrachtung
also auf die skalare Differentialgleichung «'(t) = Au(t) beschrinken, wobei der Parameter
A € C die Eigenwerte der Matrix A durchlduft. Es sei betont, dass die entscheidende
Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Uberlegung die angenommene Diagonalisierbarkeit
der Matrix A, d. h.i. Allg. Fall der Jacobi-Matrix des Systems, ist. Andernfalls kann, wie
Gegenbeispiele zeigen, die vereinfachte skalare Analyse beim Ubergang zu Systemen zu
Fehleinschédtzungen fithren. Die ebenfalls vorgenommene lokale Linearisierung sowie das
., Einfrieren* der Koeffizienten ist dagegen weniger kritisch.

Beispiel 3.1: Bei dem nichtlinearen Problem vom Anfang dieses Kapitels
u'(t) = —200tu(t)*, t€][0,3], wu(0)=1,

gilt entlang der Losungstrajektorie

1001 min_ £ (¢, u(t)) = —20.

(¢, u(t)) = —400tu(t) = ————
fa(t,ul(t)) u(t) 1+ 1002 t€0,3]

Fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit dem Stabilitdtsintervall ST a~ [—2.78, 0]
impliziert dies die Schrittweitenbeschrinkung h < 2.78/20 = 0.139. Da die L-Konstante

bei diesem nichtlinearen Problem auBerhalb des relativ kleinen Intervalls [0, 1] iiberall
< 16 ist, wird die Instabilitdt im Bereich h ~ 0.14 nur schwach in Erscheinung treten.
Tatsédchlich beobachten wir in obiger Testrechnung die ,,Explosion® erst bei i ~ 0.158.

Gegenbeispiel zur ,skalaren® Stabilitidtsanalyse

Der Vollstéandigkeit halber geben wir ein Beispiel an, welches zeigt, dass die der auf Varia-
blenseparation beruhenden numerischen Stabilitédtsanalyse zugrundeliegende Hypothese
auch falsch sein kann. Fiir Parameter 1 < 0, ¢ > 0,a € R betrachte man das System

u'(t) = A()u(t), u(0)=u’, (3.1.22)

-1 B
0 -1’ U(t)_l

Die zeitabhéngige Matrix U(t) ist unitir, U(t)U*(t) = I (Drehung um den Winkel —at
im R?). Der Vollstindigkeit halber wollen wir die Matrix A(t) ausrechnen:

fl(t):U*(t)AU(t):é [z ‘j]l‘ol fﬂ.l: Z]

1
—— -1
(-

Anwendung der A-stabilen Trapezregel auf (3.1.22) ergibt

Yn = [ - %h"i(tn)]il[[ + %h‘[l(tnfl)]ynfl- (3123)

A=c'U(HAU(t), A=

—sinat cosat

cosat sinat ]

—sin ot cosat cos? at
—sin® at sin ait cos at
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Fiir transformierte Variable v(t) = U(t)u(t) gilt

V'(t) = U'(t)u(t) + Ut)u'(¢)
= [U' ) U*(t) + e 'URU ) AU (t)u(t) = [U' (#)U*(t) + e AJo(2)

und somit
-1 +
S = Bolt), B=| Y HETA (3.1.24)
-  —1/e
Das System (3.1.24) hat die allgemeine Losung
v(t) = c; e+ cp e (3.1.25)

mit den folgenden Eigenwerten und zugehorigen FEigenvektoren der Matrix B':

)\1’2 = —8_1 + \/ —CY(O( + ,U/&‘il), Ci2 =

£V a+p/e
V—a

Einschub: Setze a« = -3, pu=3, = % . Dann wird

M =-3+309-3)=3+"2-1)>12,

1.

d. h.: Die Losung v(t) von (3.1.24) wichst fiir ¢t — oo wie e'* | obwohl die Eigenwerte

des ,aquivalenten® Systems (3.1.22) alle negativ sind.
Wir schreiben (3.1.23) in der Form
Y — Yno1 = Sh At Y0 + Altar)yn-1] - (3.1.26)
Fiir die transformierte diskrete Variable z, = U(t,)y, gilt dann wegen

([ — 5 WU (tn 1) AU (tpsaJynia = [ + 5~ AU (80) AU (1)
U*(tn+1)[l B %5_1hA}U(tn+1)yn+l = U*(tn)[l + %5_1hA]U(tn)yn

auch
Zpgr = (I — 3eT RA] T U (b)) U (t0)[I + 27 'hA]z,
bzw.
Znp1 = (I — 27" RA]TTU(W) (I + e " hA]z, = M z,. (3.1.27)
Hierbei wurde beriicksichtigt, dass (geometrisches Argument)
coslpi1  sinat,yq cosat, —sinat,
U(tn1)U* (tn) = . ’ .
—Sinatyy;  COS Aty sin at,, cos aty,
B cos a1 cosat, +sinat, 1 sinat, —cosat,y1 sinat, +sinat,1q cosat,
—sinat, 1 cosat, + cosat, 1 sinat, sin at, 11 sin at, + cos at, 1 cosat,

= U(h).

—sinah cosah

l cos ah sinah]
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Beachte, dass M auch unabhéngig von ¢ ist. Da U(t) unitér ist, ||[U(t)z]] = ||z|, gilt
fiir die Losung v, von (3.1.23) fiir ¢y =0:

[ynll = [1U* () 2nll = (U (tn)M™U (to)yoll = [|U*(tn) MU 0)yoll = |M"yol| -

Wir berechnen nun die Eigenwerte von M , um entscheiden zu koénnen, ob die diskreten
Losungen y, anwachsen oder abnehmen. Setze 7= —ah, a <0, &= —%ahQ. Dann
erhalten wir durch Taylor-Entwicklung

M= [%T] _ A]71 . 008(7_7.—) (Sm()_T) - ] . [%7'[ + 4]

BT = AT [+ 7]+ O[T+ 4], J= “ _01]

7] — A7 AT+ A — ATV A + O(7?)
[%TA’I - I]’l[%TA’1 + 1] - 7AYTA+ O(7?)
—I —TATNI + JA] + O(7?).

Nun ist
-1 - 1 1
A= Pl r+ga=
0 -1 -1 1+4+p
und somit
—1+p —(14p+p?
M=-I-1 o) +0(7%).
1 —1—pu

Die Eigenwerte von M sind néherungsweise mit den Wurzeln Ao des (gestorten) cha-
rakteristischen Polynoms

X)) =N+ 20+ p+2
gegeben als
MLQ = —1 — T)\LQ =+ 0(7'2) 5
wobei

)\172:—1i —1—/L

Die Wurzel \; = —1+ /=1 — u ist positiv, wenn p < —2. In diesem Fall wird (fiir
hinreichend kleines 7 = —ah)

| > 1.

Die A-stabile Trapezregel erzeugt dann exponentiell anwachsende Ndherungen vy, =
U*(t,)zn zu der exponentiell abfallenden Lésung u(t,) .

Dieses Beispiel zeigt, dass zur Behandlung ,,nicht diagonalisierbarer® Systeme die nu-
merische Stabilitdtstheorie der skalaren Gleichungen nicht ausreicht.
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3.1.1 Steife Probleme

Die numerischen Stabilitédtseigenschaften einer Differenzenformel sind von essentieller Be-
deutung fiir die Integration sog. ,steifer Probleme.

Definition 3.5 (Steifheit): Eine AWA heifit ,steif* (entlang einer Lisung u(t)), wenn
fir die Eigenwerte A(t) der Jacobi-Matriz fL(t,u(t)) gilt:

maxpe (<o | Re A(t)]
. 1 3.1.28
K(t) Min ge <o | Re ()] > | !

Die Grifle k(t) wird ,Steifigkeitsrate genannt.

Bemerkung 3.3: Die Realteile der Eigenwerte der Jacobi-Matrix f/(¢,u(t)) stehen in
enger Beziehung zur Lipschitz-Konstante Ly von f(¢-):

t,z) — f(t, < ' (¢ —yll < L¢||z —
1f(t,x) = f(t,y)l < e, £z Nz —yll < Lyllx — yll,
| Re Amax| < [Amax] < || £ (8, u(t))]]-

Es ist zu beachten, dass bei der Bestimmung der Steifigkeitsrate nur die Eigenwerte mit
negativem Realteil beriicksichtigt werden. Diejenigen mit positivem Realteil gehoren zu
exponentiell wachsenden Losungskomponenten und bedingen auf jeden Fall eine entspre-
chende Schrittweitenrestriktion. Steife Probleme zeichnen sich demnach durch Losungs-
komponenten mit stark unterschiedlichem Abklingverhalten aus. Es ist aber nicht gerecht-
fertigt, eine skalare AWA als ,steif zu bezeichnen, nur weil ihre Lipschitz-Konstante L
sehr grof} ist. Denn in diesem Fall miifite ja des Diskretisierungsfehlers wegen sowieso mit
einer entsprechend reduzierten Schrittweite gerechnet werden.

Beispiel 3.2:

—21 19 —20
u'(t) = Au(t), u(0) = (1,0,-1)",  A=| 19 —-21 20 |,
40 —40 —40

Die Eigenwerte von A sind A\, = —2, Ay 3 = —40 £+ 40¢. Die Lésung des Systems ist

uy(t) = Se7 + Le7*% [cos 40t + sin 401]
up(t) = se7* — L7 [cos 40t + sin 40¢]

uz(t) = —e % [cos 40t — sin 40t].

Im Bereich 0 < ¢t < 0.1 variieren alle drei Losungskomponenten schnell, so dass die
Notwendigkeit einer kleineren Schrittweite h < 0.1 plausibel ist. Fiir ¢ > 0.1 sind
dagegen u; ~ us nahezu identisch und variieren sehr langsam, wéihrend wus ~ 0 ist. Dies
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Verhalten legt die Wahl einer groberen Schrittweite h > 0.1 in diesem Bereich nahe. Fiir
die explizite Euler-Methode erzwingt jedoch die Stabilitdtsbedingung |1 4 40h| < 1 die
globale Schrittweite h < 0.025. Tatséchlich erhalten wir bei Verwendung von h = 0.04
eine oszillierende Approximation von u; (e im Bild).

-1+

Abbildung 3.3: Lisungskomponenten einer ,steifen AWA und instabile numerische Ap-
proximation ,e“.

Beispiel 3.3: Bei ortlicher Diskretisierung der (1-dim.) Warmeleitungsgleichung

v A v(0,t) = v(1,t) =0
a(l’i) = ﬁ(%t%

mittels des zentralen Differenzenquotionten zweiter Ordnung

82
a—;; (2,8) ~ 5 [0 + A ) = 20(a, 1) + v(w — A, )]

entsteht ein System von d = 1= —

kannten u;(t) ~ v(x;,t):

1 gewohnlichen Differentialgleichungen in den Unbe-

1

ui(t) = A2 [wip1(t) — 2u;(t) +wia ()], i=1,...,d (up=1uas1 =0).

Die zugehorige Koeffizientenmatrix
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—92 1 0
1 =2
1
A= — € R4
Ax?
-2 1
0 1 -2 |
hat die Eigenwerte
sin(jmrAx/2)72 , 4 2
)\.:77] , =1,....d, Amax ~ — 755  Amin ~ —T .
j Az/2 J Ax? "

Das System ist also umso steifer, je feiner die Ortsvariable diskretisiert wird. Fiir das
explizite Euler-Verfahren erzwingt die Stabilitdtsbedingung dann die Schrittweitenrelation

h<%Ax2.

3.1.2 Implizite Verfahren

Zur Integration eines steifen Systems mit nicht bekannter Steifigkeitsrate werden Diffe-
renzenformeln mit moglichst guten numerischen Stabilitédtseigenschaften bendtigt, d. h.
moglichst A-stabile Methoden. Da explizite Formeln nicht A-stabil sein kénnen, werden
zur Integration steifer Systeme fast ausschlielich implizite Methoden verwendet. Das all-
gemeine implizite Einschrittverfahren hat die Gestalt

Yn = Yn—1 + hnF(hna tn—hyn—l-, yn) ) n 2 1. (3129)

Von grofler praktischer Bedeutung sind die sog. ,,impliziten Runge-Kutta-Verfahren*
R
Un = Y1+ O Cko(huitut,ynr), n =1, (3.1.30)
r=1

R
kr(hn; tnfla ynfl) = f(tnfl + hnary Yn—1 t+ hn Z brsks(hn; tnfly ynfl))a r= 17 ceey R.

s=1

Diese Formeln sind trotz ihrer scheinbar expliziten Form natiirlich implizit, da die k,
als Losungen eines i. Allg. nichtlinearen Gleichungssystems bestimmt sind. Der einfachste
Vertreter fiir R =1 ist die ,,implizite Euler-Methode*

Yn = Yn—1+ hnf(tn7yn)> n > 1. (3131)
Fiir das Testproblem (3.1.3) ergibt sie
Yo = (1= Ah) "y,

mit dem Verstéirkungsfaktor w = (1 — Ah)~!. Das Stabilititsgebiet ist also das Komple-
ment der offenen Kreisscheibe {z € C: |1 — 2| < 1}, d. h.: Die implizite Euler-Methode
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ist A-stabil. Fiir Re A > 0 ist sie allerdings auch fiir |1 — Ah| > 1 absolut-stabil; sie kann
also Beschranktheit der Losung u(t) vorgaukeln, auch wenn w(t) exponentiell wéchst.
In letzterem Fall (fiir Im A = 0) ist jedoch (1 —Ah)™' < 0, d. h.: Die Ndherungswerte
yn haben oszillierende Vorzeichen fiir n — oo, was immer ein Zeichen fiir irgendwelche
numerische Instabilitét ist.

Abbildung 3.4: Stabilititsgebiet der impliziten Euler-Methode.

Aufgrund der grofleren Anzahl von freien Parametern der impliziten Runge-Kutta-
Formeln léasst sich bei gegebener Stufenzahl R eine héhere Ordnung erzielen als mit
expliziten Formeln dieser Art. Insbesondere lassen sich implizite Runge-Kutta-Formeln
beliebig hoher Ordnung konstruieren, die gleichzeitig noch A-stabil sind.

Beispiel 3.4: Die 2-stufige Formel

Yn = Yn—1 + %h{k’l + kz},
k= f(taes + (3 + 2 guor + Sk + (3 + 2)hky)),
ko = f(tar + (3 = B, yus + (2 = Bk + 1hky),

hat die Ordnung m = 4. Ihr Verstarkungsfaktor ist

17, 17
w:ﬂ h = h\
1—3h+5h?’ ’

und ihr Stabilitdtsintervall ST = (—o0,0].

Ein Nachteil dieser ,,optimalen®, impliziten Runge-Kutte-Formeln ist, dass bei ihrer An-
wendung in jedem Zeitschritt Gleichungssysteme der Dimension Rd gelést werden miissen.
Um dies zu vermeiden, verwendet man in der Regel sog. ,diagonal-implizite“ Runge-
Kutta-Verfahren (sog. , DIRK“-Formeln), welche zwar eine etwas geringere Ordnung ha-
ben, aber wegen ihrer speziellen Struktur nur die Losung von Sytemen der Dimension d
erfordern. Dies wird dadurch erreicht, dass die in der Darstellung (3.1.30) die Koeffizienten
b.s =0, s > r, gewahlt werden.
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Beispiel 3.5: Die allgemeine 3-stufige, diagonal-implizite Runge-Kutta-Formel

Yn = Yn—1 + h{ciky + caka + c3ks},
k1= f(th-1,yn-1), ko= f(tu_1 + ash, Yyn—1 + hba ki + hbasks),
ks = f(tn_1 + ash, yn_1 + hbsi1ky + hbsaks + hbssks),

hat die maximale Ordnung m = 3. Thr Stabilitdtsintervall ist ebenfalls ST = (—o0,0].

3.2 Losung monotoner Probleme: Newton-Verfahren

Das Hauptproblem bei der Anwendung impliziter Differenzenverfahren ist die Losung der
auftretenden, i. Allg. nichtlinearen Gleichungssysteme. In den einzelnen Zeitschritten hat
man bei den allgemeinen R-stufigen impliziten Runge-Kutta-Methoden Gleichungssyste-
me der Dimension Rd zu l6sen, bei den diagonal-impliziten Runge-Kutta-Formeln Syste-
me der Dimension d. Bei grolen Systemen, d > 1, ist dies ein betréchtlicher Aufwand,
der nur im Fall hochgradiger Steifheit des Problems gerechtfertigt ist.

Die Fragen nach der Existenz der diskreten Ndherungen g, und ihrer tatséchlichen
Berechnung wollen wir exemplarisch anhand der impliziten Euler-Methode behandeln.
Der Schritt von ¢,_; nach ¢, erfordert hier die Losung der Fixpunktgleichung

y=Gy) = Yo+ huf(tn,y) . (3.2.32)
Die Abbildung G : R? — R? ist unter der Bedingung
hol =:1q<1 (3.2.33)
mit der Lipschitz-Konstante L von f(¢,-) eine Kontraktion:

1G(y) = GO < hallf(tn,y) — f(tny)

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert dann genau ein Fixpunkt y =y, von G,
der mit Hilfe der ,,sukzessiven Approximation*

| < hnLlly =9l

y ) = Gy®), k=0,1,2,..., (3.2.34)

berechnet werden kann. Deren Konvergenz ist aber leider nur garantiert, wenn die Schritt-
weitenbedingung (3.2.33) erfiillt ist. Bei einem steifen Problem mit L > 1 ist diese Forde-
rung aber meist zu restriktiv. In diesem Fall benttigt man fiir den Nachweis der Existenz
der Approximationen y, zusitzliche Struktureigenschaften der AWA. Wir diskutieren
hier nur den einfachsten Fall einer ,semi-monotonen® Nichtlinearitat.

Satz 3.1 (Monotone steife AWA): Die rechte Seite f(t,-) der AWA sei L-stetig mit
Konstante L und semi-monoton,

—(f(t,x) = f(t,y), x—y) >0, (tz), (t,y) € I xR (3.2.35)
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Dann existieren fiir beliebig gewdhlte Schrittweiten h, stets die Approzimationen y, .
Ferner konvergiert fir jedes hinreichend kleine 0 die Folge der Iterierten

y® =y ED — 0Ly — hf (e, y* V) —yaa ), Y@ =y, (3.2.36)
gegen diese Losung vy, . Die Konvergenz ist am schnellsten fir 0 = (1 + h*L*)~1 | wobei
die a priori Fehlerabschdtzung gilt:

1 k/2
® oyl < (1= 7—5) WO =3Ol k=1 3.2.37
[y = || < NI Iy =y, k> ( )

Beweis: (i) Wir haben zu zeigen, dass fiir jedes feste h > 0 stets ein eindeutig bestimmtes
yn € R? existiert, so dass

Die Semimonotonie der Funktion f(¢,-) impliziert, dass die Abbildung
g:RY = RY g(x) =2 — hf(tn, x)

strikt monoton ist mit der Monotoniekonstante v = 1. Gemé&fl Korollar 1.7 existiert daher
eine eindeutig bestimmte Losung y,, € R? der Gleichung ¢(y,) = 9,1 . Der Beweis dieses
Resultats verwendete die Tatsache, dass die Fixpunktabbildung

Go(z) =2 = 0(9(2) — ya—1)
fir 0 <6 <2(1+h?L?)~" wegen
1Go(x) = Go(I* = llz = 09(x) = yn-1 = y + 09(y) + Y]
= [(1=0)(x—y) + Oh(f (tn, x) = f (tn, »))|I”
= (1=0)|lx = yl* + 21=0)0h (v — y, [ (ta, ) = f(tn,y))

<0

+ 0°h*|lg(x) — g(y)|®
<{(1-0)> +*n* L)}z — y|?

eine Kontraktion ist. Deren Lipschitz-Konstante wird minimal fiir 6 := (1 + h?L?)~!

_ )2 2;272\11/2 _ - 1 12
= {(1-0)* + 6°h*L?)} _(1 1+th2) <1

In diesem Fall konvergiert dann die Fixpunktiteration
y(k+1) = GG(y(k)) = y(k) - e(y(k) - hf(tm y(k)) - yn—l)

gegen die Losung von (3.2.38), wobei bekanntlich die behauptete a priori Fehlerabschitzung
gilt. Q.E.D.
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Das implizite Euler-Verfahrens lasst sich fiir , steife AWAn mit semi-monotoner rech-
ter Seite also im Prinzip fiir beliebige Schrittweite h,, durchfiihren. Allerdings konvergiert
in diesem Fall wegen h,L > 1 die einfache Fixpunktiteration (3.2.36) nur sehr langsam.

Wir betrachten daher in diesem Fall als Alternative das Newton-Verfahren zur Losung
der Gleichung (3.2.32) in Form einer , Nullstellengleichung*:

Dieses hat die Gestalt

g (y®)y*tD = ¢/ (y®)y® — g(y®)) | (3.2.40)

mit der Newton-Matrix

9 GW) =1 = hofi(tn, y™).
In der Praxis wird das Newton-Verfahren aber in Form einer , Defektkorrekturiteration*
durchgefiihrt:

gy = —g(y™), y" =y W 4 5y (3.2.41)

Wenn ¢'(y,) regulir ist und der Startwert y® hinreichend nahe bei y, liegt, konver-
gieren (unter weiteren Bedingungen an f) die Newton-Iterierten y® — y, (k — 00)
quadratisch:

Iy =yl < cg®), k>1, (3.2.42)

mit gewissen Konstanten ¢ > 0 und ¢ € (0,1). Wir wollen die Abhéngigkeit dieser
Konvergenz von der Lipschitz-Konstante L genauer untersuchen. Dazu benétigen wir
Ergebnisse aus der Theorie des Newton-Verfahrens, welche im Folgenden in einem allge-
meineren Rahmen entwickelt werden.

Sei g : R — R? eine differenzierbare Abbildung, fiir die eine Nullstelle x* gesucht
ist. Die Jacobi-Matrix ¢'(-) sei auf der Niveaumenge

D= D..:= {z € R lg(2)| < [lg(=")II}

zu einem (beliebigen) festen Punkt z* € R? reguldr mit gleichmiiBlig beschriinkter Inver-
ser:
lg'(@)7 I <8, =eD.

Ferner sei ¢'(-) auf D gleichméfBig L-stetig:
lg'(x) =g Wl <Alle—yll, @yeD.

Mit diesen Bezeichnungen haben wir den folgenden Satz.

Satz 3.2 (Newton-Kantorovich): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei fiir
den Startpunkt @ € D mit a = |g'(z®)1g(z)|| die folgende Bedingung erfiillt:

q:= %aﬁ’y <1 (3.2.43)
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Dann erzeugt die Newton-Iteration
L+ — (k) J(z (k)) gz (k>) k>0,

eine Folge (z)cy C D, welche quadratisch gegen eine Nullstelle x* € D wvon g kon-
vergiert, wobet die folgende a priori Fehlerabschdtzung gilt:

2® — 7] < A ) (3244

«
1— q(Qk)q )

Beweis: Zum Startpunkt z(®) € D gehort die abgeschlossene, nicht leere Niveaumenge
Dy == {z € R'|||g(2)]| < llg(z)||} € D.
Wir betrachten die stetige Abbildung G : Dy — R,
G(z) =z —g'(x) 'g(x),

welche gerade einen Newton-Schritt ausgehend vom Punkt x beschreibt.

(i) Wir wollen zunéchst einige Hilfsresultate ableiten. Fiir 2 € Dy sei
z, =z —1rg(x) 'g(z), r>0.
Fiir die Vektorfunktion A(r) := g(x,) gilt
W(r) = —g'(z,)g'(2)"g(x),  1(0) = —h(0).
Sei R:=max{r € [0,1]|zs € Dy, 0 < s <r}.Fiir 0<r <R ist dann

lg(zn)[| = A=n)[lg(x)]| < llg(zr) — (1=r)g(z)|| = [[A(r) — (1—r)R(0)]
—H/ }(s) ds + rh(0 ’—H/{h — (0 }ds”
< [ W - roas

“g(x):

17'(s) = 1" (0)]| = l{g'(xs) — g'(2) }g(x) g ()]
<Allzs = 2llllg' (@) g @)l < ysllg' ()" g ()|

und ferner wegen z; —x = —sg'(z)

Dies ergibt
lg(z)ll = A=) llg(@)ll < 5r*v]lg' ()" g(@)|* < 5r*Blg () g(@)llllg (). (3.2.45)
Mit der GriBe a, = ||¢'(x)Lg(z)| folgt

lg(zo)ll < (1 =7+ 5r*yBag)llg (@)l (3.2.46)
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(ii) Im Falle a, < a gilt dann wegen der Voraussetzung %a[h <1:

lg(zo)ll < (1 =7+ r)g(@)].

Folglich ist in diesem Fall R = 1 und somit G(z) € Dy, d. h.: Der Newton-Schritt bringt
uns nicht aus der Menge Dy heraus. Fiir solche x € Dqy gilt weiter

IG(z) = G*(2)]| = |G(2) — G(x) + ¢'(G(2))"'9(G ()]
< llg'(G (@) llg( G @) < Bllg(G@)]-
Mit Hilfe der Abschitzung (3.2.45) fiir » = 1 folgt weiter bei Beachtung von G(x) = x;:

IG(z) = G*(2)]l < 38719/ (2) " g(@)|I* = 387]lz — G(@)|I%, (3.2.47)

sowie

l9'(G(2)) g(G(@)|| = [|G(z) = G*(@)|| < §8019'(2) g(@) || = 38703, (3.2.48)
Fiir a, < o ibertréagt sich diese Eigenschaft also auch auf G(z), d. h.: ag@) < a.

(iii) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Beweis des Satzes. Aus den Vorbe-
trachtungen ergibt sich, dass fiir den Startwert 2(® € Dy mit o := ||g/(z®)~1g(z@)]| alle
Iterierten des Newton-Verfahrens ebenfalls in Dy liegen und oy := [|¢’(z®))1g(2™|| <
erfiillen. Hiermit erhalten wir

J2®+D — 2®) | = |62 (@*Y) — G|
< 167|G(z* V) — 2|2 = 18y |a® — p-1)2,

und bei Iteration dieser Abschéitzung:

— — 2
2 — 2 < 36y(357 24D - o--22)
(387)® D ol — a2 @)

_ _ _ 22 3_ _ _ P
< (38N (557127 — 2@ I2) D = (7))o — 2|,

IN

Fortsetzung der Iteration bis k = 0 ergibt mit ¢ = %aﬁ’y:
[a®D — 2®))| < (%57)(2’“—1)”3;(1) — 2@ < (%67)(2k‘1)a(2k) < aq®V,

Fiir beliebiges m € N folgt damit wegen ¢ < 1:
Hx<k+m) . x(k)H < Hx(k-&-m) . x(k+m—1)” 4t ||x(k+2) . x(k+1)|| + Hx<k+1) . x(k)H
(2k+m—1

-1) R aq@kﬂ—l) + aq(Qk—l)
< aq@k 1){ q(Qk) (2m=2) NI q(Qk) + 1}

2’“ 1) o 2’“) (2’“71) 1
; 1—q

< aq
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Dies besagt, dass (z"))eny € D eine Cauchy-Folge ist. Deren Limes z* € D ist dann
notwendig ein Fixpunkt von G bzw. Nullstelle von g¢:

z* = lim 2® = lim G(z* V) = G(a").

k—o0 k—o0

Durch Grenziibergang m — oo erhalten wir auch die Fehlerabschétzung (3.2.44). Q.E.D.

In der obigen Situation des impliziten Euler-Schrittes ist g(z) := @ — hf(tn, ) — Yn_1
und damit

g (x)=1—hf,(tn,z).

Aufgrund der angenommenen Semi-Monotonie von f(¢,-) gilt

(' @)y, y) = [yl = h(foltn, ©)y, y)

L 3.2.49
= Iyl = lim e (F (b, 2+ €)= f (1 2), ) > ol (3:2.49)

Daher ist ¢'(z) regulir, und es folgt unter Verwendung von (3.2.49):

/ —1 2 / / —1 / —1

lg/ @) Y2 = sup lg'@) "yl o, W@ @)y @) y)
2 2

yeRA\{0} Iyl yeR4A\{0} llyll

g/ T 71y B
< sup @y,
yeRA\{0} llyll

bzw. [|¢'(x)7|| < 1. In diesem Fall haben wir also stets

Bi=sup g/@) | <1 a< o)) = o
zeR

Allerdings ist nach wie vor

lg'(2) = g’ W)l = hll fa(tn, ) = foltn, y)ll < AL ||z =y

mit der Lipschitz-Konstante L' von f,(t,,-). Dies fiithrt zu folgendem Resultat.

Korollar 3.1 (Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei
fiir den Startpunkt y© € R® mit o/ == ||y O —hf(tn, y ) —yn_1| die folgende Bedingung
erfullt:

q:=1a'hl < 1. (3.2.50)

Dann erzeugt die Newton-Iteration (3.2.40) eine Folge (y™)ren , welche quadratisch gegen
Yn konvergiert und es gilt die Fehlerabschdtzung

o k_
||y(k) —yall < 1—7q(2k)q(2 1), k>1. (3.2.51)
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Wir sehen, dass das Newton-Verfahren im Fall einer steifen, semi-momotonen AWA
zwar fiir alle Schrittweiten h,, quadratisch konvergiert, aber der Einzugsbereich der Kon-
vergenz proportional zu (hL')~! schrumpft. Da fiir eine steife AWA im allg. L > 1 sowie
L' > 1 ist, wird damit das Konvergenzproblem praktisch nur verschoben. Im néchsten
Schritt wollen wir versuchen, das Newton-Verfahren zu ,globalisieren®, d. h. den Ein-
zugsbereich der Konvergenz auf ganz R? zu erweitern. Dazu gehen wir wieder in den
oben definierten abstrakten Rahmen zuriick und betrachten zur Losung der Gleichung
g(z) = 0 mit der Abbildung g : R? — R? das sog. ,,gedédmpfte* Newton-Verfahren

a® ) = 28 N g/ (W) g (2™, k> 1, (3.2.52)

mit Parametern A\;_; € (0, 1]. Dafiir haben wir folgendes Resultat.

Satz 3.3 (geddmpftes Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraussetzun-
gen erzeugt fiir jeden Startpunkt x°) € D die gedimpfte Newton-Iteration (3.2.52) mit

1
A 1= min{l, 7}, o = || (%) "L (™))
s e k=g (@) g ()]
eine Folge (2™))ien, fiir welche nach k, Schritten q, = %ak*ﬁv < 1 erfillt ist, so dass
ab dann %) quadratisch konvergiert.

Beweis: Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 3.2. Fiir eine
Newton-Iterierte ) € Dy gilt mit ay := ||¢’(®)~1g(x®)|| < a die Abschiitzung

gzl < (1 =7+ §riaxBy)llg=™)], 0<r<1.
Man beachte, dass xgk) =2+ | Fiir %akﬁ”y < 1 ist die Hauptvoraussetzung von Satz 3.2
erfiillt, d. h.: Die Folge (I(l))lzk konvergiert quadratisch gegen eine Nullstelle von ¢. Sei
nun angenommen, dass %akﬁ’y > 1. Dann wird der Vorfaktor in obiger Abschitzung
minimal fiir

1

< 1.
ag By

T = >0: l—ro+iraypy < 1-

2087

Bei Wahl von 7, := (ag3y)"" ist also (2)rey € Dg, und die Norm ||g(x®)|| fillt
streng monoton:

lo ) < (1= 5 ) g )]l

2,87

Nach endlich vielen, k. > 1, Iterationsschritten ist dann %ak* By < 1, und die quadrati-
sche Konvergenz der weiteren Folge (m(k))kzk* folgt wieder aus Satz 3.2. Q.E.D.

Aus Satz 3.3 erhalten wir das folgende Korollar fiir die vorliegende, spezielle Situation.
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Korollar 3.2 (Geddmpftes Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraus-
setzungen erzeugt fiir jeden Startpunkt y©® € R? die gedidmpfte Newton-Iteration

gt = &) _ N g (D)l g(y®)) k> 1, (3.2.53)
mit
. 1 k k
Ak = min {17 W}, o = Hy( )_hf(tn>y( ))—yan

eine Folge (y*™)iex, fiir welche nach k, ~ |log(hL')|hL' Schritten die Bedingung q, :=
%a;*hL’ <1 erfillt ist, so dass ab dann y*) quadratisch gegen vy, konvergiert.

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 3.3 entnehmen wir die Abschétzung

1

(k1)) < (1,
lg(y™ I < 20

Mgyl
Im vorliegenden Fall gilt wegen (3 = [|¢/(x)7| < 1:
oy, = [|g' (™) g(a®)| < [lg(a™)]| =: o, < ap.

Mit v = hL' erhalten wir also

1 1
1-— < l—-——7--x<1
208y — 2aph L’

Die Bedingung ¢ := %akﬂy < %agﬂy < 1 ist dann erfiillt fiir

1(1 ! )k ohL' <1 & (1 ! )k< 2
2\" " 2apnr) 0 20hhL/) " ahhLl’
bzw.
| log(40)| N T 1
k>-———" =~ |log(hL)| hL =
log(1—0) | log(AL) ALY, 7 20ph L'’
wobei hL' > 1 bzw. ¢ < 1 angenommen wird. Q.E.D.

Die bisher fiir das implizite Euler-Verfahren abgeleiteten Resultate basieren im we-
sentlichen auf der Semi-Monotonie der Funktion f(t,-). Sie lassen sich direkt auf ande-
re, implizite Verfahren iibertragen, wenn entsprechend die jeweilige Verfahrensfunktion
F(h;t,z,-) semi-monoton ist. Dies ist automatisch der Fall z.B. fiir die Trapezregel und
fiir die spéter betrachteten , Riickwirtsdifferenzenformeln® (implizite, lineare Mehrschritt-
methoden). I. Allg., nicht-monotonen Fall kommt man um restriktive Bedingungen an die
Qualitit der Startpunkte y© bzw. an die Schrittweiten h,, nicht herum.
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3.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1: Man gebe die Stabilitétsintervalle der folgenden Einschrittformeln an:

Cl) Yn+1 = Yn + %h{f(tn-‘rla yn+1) + f(tn; yn)}a
b) Yn+1 = Yn + hf (tn + %h, Yn + %hf(t'm yn))7
C) Yn+1 = Yn + %h{Qf(th, ynJrl) + 4f(tna yn) + hf(1)<tn7 yn)}>

wobei fU(t,x) = fi(t,2) + f(t,2) f;(t,x) .
Aufgabe 3.2: Aus einer skalaren Differentialgleichung 2-ter Ordnung
u'(t) = f(t,u(t), u'(t))

mit einer differenzierbaren Funktion f(¢,z,y) gewinnt man durch Einfithrung der Hilfs-
funktionen wu; := w,us := u' ein System von Gleichungen 1-ter Ordnung. Man zeige,
dass die Jacobi-Matrix dessen rechter Seite im Falle 0, f > 0 nur reelle Eigenwerte hat.
Welche Konsequenzen hat dies fiir die Approximierbarkeit dieses Problems mit Differen-
zenformeln?

Aufgabe 3.3: Sei f(-): D C R™>? — R%9 eine analytische, d. h. durch eine konvergente
Potenzreihe darstellbare, Matrixfunktion:

FA) =D a A
i=0

a) Fiir die Exponentialfunktion f(A) = e=*, die Sinusfunktion f(A4) = sin(A4) und die
Inversenfunktion f(A) = (I — A)~! gebe man die jeweiligen Potenzreihen und deren
Konvergenzradien an.

b) Man zeige, dass mit jeder reguliren Matrix Q € R¥*¢ gilt:
QF(AQ™ = f(QAQ™).
Wenn die Argumentation fiir eine allgemeine, analytische Funktion f(-) zu schwierig

erscheint, beschranke man sich auf den Fall einer rationalen Funktion.

Aufgabe 3.4 (Praktische Aufgabe): Man lose die 3-dimensionale, steife AWA
w(t) = Au(t), >0, u(©0)=(1,0,-1)",

mit der Systemmatrix
—-21 19 =20
A= 19 —21 20
40 —40 —40
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und der Losung

1 1
ui(t) = ée*% + 56740t{C0S(40t) + sin(40t)},

1 1
uy(t) = 56—2’5 - 5e—4°f{cos(40t) + sin(40t)},

ug(t) = —e1%{cos(40t) — sin(40t)}
mit Hilfe

a) des klassischen (expliziten) Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung,

b) der (impliziten) Trapezregel 2. Ordnung (mit ,direkter* Gleichungssystemlésung durch
GauB-Elimination)

Zu berechnen ist der Vektor u(2) € R® auf 10 Dezimalstellen. Man versuche, in beiden
Fallen moglichst sparsam zu arbeiten. Mit welchem Verfahren ldsst sich diese Aufgabe
(mit dquidistanter Schrittweite) am effizientesten, d. h. in geringster Zeit, 16sen?

Aufgabe 3.5: Jede der im Text betrachteten Einschrittmethoden nimmt angewendet auf
ein lineares (autonomes) System u'(t) = Au(t) die Form v, = g(hA)y,—, an, mit einer
rationalen Funktion g¢(-), d.h. es gibt Polynome ¢, p, so dass

g(hA) = q(hA)~'p(hA).
a) Man zeige, dass im Fall einer symmetrischen Matrix A die Darstellung
g(hA) = Qg(hD)Q"

gilt, mit einer orthogonalen Matrix @ und D = diag(\;), A1, -, A, Eigenwerte von A.
(Hinweis: Symmetrische Matrizen besitzen ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren.)

b) Fiir den Fall, dass die Matrix A symmetrisch ist, zeige man weiterhin bzgl. der eukli-
dischen Norm die Abschéitzung

Iyl < gma [gEA)I" o]

mit den Eigenwerten \; von A.

¢) Man bestimme mit Hilfe von (b) die maximale Schrittweite h, fiir die das ,klassische®
4-stufige Runge-Kutta-Verfahren das System

u'(t) = =10u(t) + 9v(t), o'(t) = u(t) — 10v(t)

noch numerisch stabil integriert.

Aufgabe 3.6: Man beweise, dass die Trapezregel

Yn = Yn—1 + %hn{f(tm yn) + f(tnfh ynfl)}
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A-stabil ist, d. h.: Thr Stabilitétsgebiet enthélt die negative komplexe Halbebene. Genauer
gilt sogar

SG = {z € C|Rez < 0}.
(Hinweis: Die Beziehung ST = {z € R|z < 0} ist evident. Die stérkere Aussage fiir das
ganze Stabilitdtsgebiet SG kann man durch direkte Rechnung ableiten.)

Aufgabe 3.7: Man zeige, dass die semi-implizite Runge-Kutta-Formel 2-ter Ordnung
Yn = Yn—1 + %h{h + kQ}, ki = f(tn-1,Yn-1), ko= f(tn,Yn-1 + shki + Shks),

A-stabil ist. Man vergleiche den Rechenaufwand (pro Zeitschritt) fiir diese Methode mit
dem fiir die gleichfalls A-stabile Trapezregel, wenn zur Auflésung der impliziten Gleichun-
gen das Newton-Verfahren verwendet wird.

Aufgabe 3.8 (Praktische Aufgabe): a) Man berechne eine Néherungslosung fiir die
AWA

u'(t) = —=50u(t) + 49v(t), w(0) =1,
V'(t) = 49u(t) — 50v(t), ©v(0) =1,

mit Hilfe der Trapezregel

Yn = Yn—1 + %h{f(tm yn) + f(tn—la yn—l)}

sowie der modifizierten Euler-Formel

Yn = Yn-1 + hf (tnfl + %h, Yn—1+ %hf(tnflv ynfl))

fiir die (konstanten) Schrittweiten h = 27% i =1,...,8. Man vergleiche die berechneten
Werte zum Zeitpunkt ¢ = 3 mit dem Wert «(3) der exakten Losung. Dazu berechne
man entweder die exakte Losung analytisch oder erzeuge einen sehr genauen Referenzwert
durch Rechnung mit der feinen Gitterweite h = 2710,

b) Man berechne die Losung mit einem relativen Fehler kleiner als 1073 mit Hilfe einer
geeignet erscheinenden Methode aus dem Text (mit dquidistanter Schrittweite). Dabei
soll der numerische Aufwand (Zahl der Auswertungen der Funktion f) moglichst gering
sein.

Aufgabe 3.9: Fiir zweimal stetig differenzierbare Abbildungen ¢ : D € R? — R? mit
invertierbarer Jacobi-Matrix ¢'(-) konvergiert das Newton-Verfahren lokal quadratisch
gegen eine Nullstelle z*. Man zeige, dass es fiir (nur) stetig differenzierbare Abbildungen
immer noch ,super-linear” konvergiert,

" — 2|

es ist also i. Allg. asymptotisch schneller als die einfache Fixpunktiteration. Zur Ver-
einfachung nehme man an, dass g auf ganz R? definiert ist und dort die geforderten
Eigenschaften besitzt. Ferner darf die Existenz einer Nullstelle z* von ¢(-) angenommen
werden.
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Aufgabe 3.10: Die im Text entwickelte Theorie des Newton-Verfahrens basiert auf der
Annahme der Semi-Monotonie der rechten Seite f(¢,-) in der Differentialgleichung bzw.
der Verfahrenstunktion F'(h;t,x,-) bzgl. des ,impliziten* Arguments:

—(ft,y1) = f(t,92), 91 — y2) =0, 1,90 € RY

a) Man untersuche die Anwendbarkeit dieser Resultate zur Losung der impliziten Glei-
chungssysteme bei Verwendung des semi-impliziten Runge-Kutta-Verfahrens

Yn = Yn—1 + %h{]ﬁ + ko), ki= f(tae1,Un-1), ko= f(tn,yn-1+ %hlﬁ + %hlﬁ)

bei angenommener Semi-Monotonie und zweimaligen Differenzierbarkeit von f(¢,-).

b) Wie sieht es im Fall eines diagonal-impliziten Runge-Kutta-Verfahrens héherer Ord-
nung aus?

¢) Ist zu erwarten, dass solch ein Ergebnis auch fiir voll implizite Runge-Kutta-Verfahren
giiltig bleibt, d. h. Semi-Monotonie des zu l6senden Rd-dimensionalen, nichtlinearen Glei-
chungssystems?

Aufgabe 3.11: Fiir die Newton-Iteration zur Losung der nichtlinearen Gleichungen bei
der Durchfithrung des impliziten Euler-Verfahrens ist im Text die Schrittweitenstrategie
M = min (1 L) a, =19 (y™) g™

) ak hL ) v o - )
entwickelt worden. Man entwickle unter analogen Voraussetzungen wie im Text eine
entsprechende Strategie fiir die Newton-Iteration bei dem semi-impliziten Runge-Kutta-
Verfahren aus Aufgabe 7.2:

1
Yn = Yn—1+ §h{k1 +kot, k= f(tu1,Yn-1); ko= f(tn, yn-1+ shky + 3hks).

Aufgabe 3.12 (Praktische Aufgabe): Man approximiere die (globale) Losung der 2-
dimensionalen AWA

mit Hilfe der Trapezregel

Yn = Yn-1 + 3h{f(tn, yn) + f(tn-1, yn-1) }

mit dquidistanten Schrittweiten h = 27% ¢ = 4,...,10. Die in jedem Zeitschritt auftre-
tenden nichtlinearen Gleichungssysteme werden mit dem Newton-Verfahren (ohne Damp-
fung) gelost. Die Losung konvergiert fiir ¢ — oo gegen einen konstanten Vektor; dessen
Wert soll bestimmt werden.



4 Lineare Mehrschrittmethoden

Die bisher betrachteten Differenzenformeln waren alle Einschrittformeln, d. h.: Bei ih-
nen wird der Wert y,, jeweils allein aus dem vorausgehenden y, 1 berechnet. Formeln,
bei denen dazu auf die R vorausgehenden Werte v, 1,...,y,_gr zuriickgegriffen wird,
heiflen ,, Mehrschrittformeln bzw. ,,R-Schrittformeln®. Fiir lineare Mehrschrittmethoden
schreiben wir im folgenden kurz LMM. Zur Durchfithrung einer solchen Methode benotigt
man Startwerte g, ...,yr_1, die etwa durch eine vorgeschaltete Einschrittmethode aus-
reichend hoher Ordnung berechnet werden. Der Mehrschrittansatz bietet im im Gegensatz
zu den Einschrittformeln den Vorteil der leichten Konstruktion von Formeln beliebig ho-
her Ordnung und einer recht einfachen Verfahrensstruktur. Zur Vereinfachung der Nota-
tion beschrinken wir uns im folgenden auf die Betrachtung von dquidistanten Zeitgittern
{t, = to+nh, n>0}. In der Praxis miissen natiirlich auch variable Schrittweiten zugelas-
sen werden, was bei Mehrschrittformeln aber gewisse technische Schwierigkeiten mit sich
bringt (s. unten die diesbeziigliche Bemerkung im Zusammenhang mit der Schrittweiten-
steuerung).

4.1 Konstruktion linearer Mehrschrittformeln

Mehrschrittformeln lassen sich z. B. durch numerische Integration erzeugen. Die Losung
u der AWA geniigt der Integralbeziehung

u(ty) = u(tn_o) + / f(s,u(s))ds,

fiir festes o € N. Das Integral auf der rechten Seite wird durch eine Quadraturformel
approximiert. Dazu wird die Funktion f(¢,u(¢)) durch ein Polynom p,,(t) vom Grade
m in den Gitterpunkten ¢_,, 0 < p < m, interpoliert: py,(tp—p) = f(te—p, u(tp—p)), 0 <
1 < m. In der Lagrange-Darstellung ist dieses Polynom gegeben durch

m m

m m t—1lp
pt) =D flbeputi)) LTV, L0 = ] AT
u=0 1=0,l%p K
und der Interpolationsfehler hat die Darstellung
L(t) L(t)
t,u(t)) — pp(t) = —2— (m+1) _ (m+2)

mit einer Zwischenstelle & € [tg_m, tx] und

m

Lty =[]t -t

=0

99
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Damit erhalten wir die Beziehung

m tn

u(tn) = u(tnfg) + Z f(tk,u, U(tkfu)) / LELm)(S) ds + O(hm+2) .
n=0 o
Durch Wahl von o € N und k € {n—o,...,n} ergeben sich daraus auf einem dquidi-

stanten Gitter die folgenden linearen Mehrschrittformeln:

yn:ynfo+hz 5,ufk7/u nZk,

=0

mit den Abkiirzungen f, = f(¢,,y,) und

t?‘l,
B, =h" / Lim(¢) dt
tn—a

Beispiele: Durch numerische Integration gewonnene LMM

1. Adams'-Bashforth?>-Formeln: o =1,k=n—1 (explizit)

tn

Yn = Yn—1 + Z Jtn 1 Yn1-p) / Lftm) (t)ydt, n>m+1.
p=0 fn7'17” s
m=0: y,=yp1+hfn Polygonzugmethode)
m=1: yp="yn1+ 5h{3fn1— fo 2}
m=2: Yp="yYn1+ 350M{23fn1—16f02+5f 3}
M=3% Yo="0n1+ h{55f01—59fs o+ 3Tfos—9fud).

2. Adams-Moulton®-Formeln: o =1,k=mn  (implizit)
m tn
Un = Un-1+ > fan / LiM(tydt, n>m.
n=0

tn—l

1John Couch Adams (1819-1892): Englischer Mathematiker und Astronom; Professor in Cambridge;
bekannt u. a. fiir die theoretische Vorhersage der Existenz des Planeten Neptun auf Basis beobachteter
Storungen der Umlaufbahn von Uranus.

2Francis Bashforth (1819-1912): Englischer angewandter Mathematiker; zeitweise Professor an der
Royal Military Academy, Woolwich; arbeitete u. a. iiber Fragen der Ballistik und Oberflichenspannung;
er verwendete die nach ihm benannten Adams-Bashforth-Methoden zusammen mit Adams 1983 bei der
Untersuchung der Tropfenbildung.

3Forest Ray Moulton (1872-1952): US-Amerikanischer Astronom; wirkte an der University of Chicago;
Modelle zur Planetenentstehung; schlug die Verwendung von Paaren expliziter und impliziter LMM im
Rahmen eines Pridiktor-Korrektor-Verfahrens vor; nach ihm benannt sind neben den ,,AdamsMoulton-
Methoden* auch noch der ,,Moulton-Mondkrater” und die ,,Moulton-Ebene* in Geometrie.
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m=0: Yp=yn1+hfn (implizite Euler-Methode)
m=1: ypmyertih{fotfus}  (Trapesegel)
m=2: yn:yn,1+1—12h{5fn+8fn,1 — fu—2}

m=3: Yp="Yn1+ 2—14]1{9fn +19fn-1—5fn—2+ fus}

3. Nystrém*-Formeln: o =2,k=mn—1 (explizit)

tn

n=Un2t Y oot / L6y dt, n>m.
n=0

th—2

m=0: Y,="Yp2+2hfr1 (Mittelpunktsregel)

4. Milne-Simpson®-Formeln: o =2, k=mn  (implizit)

tn

_yn2—|—2fn#/LLm)(t)dt, n>m.
pn=0

th—2
m=2: Yn = Yn—2 + %h {fn + 4fn71 + fn72} (Simpson—Regel).

Weitere Mehrschrittformeln lassen sich mit Hilfe der numerischen Differentiation ge-
winnen. In der Differentialgleichung v'(¢) = f(¢,u(t)) wird u(t) durch das Interpolations-
polynom p,,(t) m-ter Ordnung zu den Funktionswerten p,,(tx—,) = u(tr—,),0 < p < m,
ersetzt. Mit Hilfe der Darstellung des Interpolationsfehlers, angewendet fiir w(t),

ult) = put) = o G 6 mt]

ergibt sich
ZLW (ty ) = f(tn, ultn)) + O™ ).

Fiir ¢, = t,, erhilt man z. B. die impliziten ,, Riickwértsdifferenzenformeln“ (BDF-Methoden)

ZL(m)' VUn-p = fn, n>m.

4Evert Johannes Nystrém (1895-1960): Finnischer angewandter Mathematiker; Schiiler von Lindelof;
Professor an der TU Helsinki; numerische Methoden fiir Integralgleichungen.

SWilliam Edmund Milne (1905-1981): US-Amerikanischer Mathematiker; Professor an der Oregon
State University; Pionier der Numerischen Mathematik.

5Thomas Simpson (1710-1761): Englischer Mathematiker; lehrte Mathematik an der Royal Milita-
ry Academy, Woolwich, und war Mitglied der Royal Society of London; veréffentlichte eine Reihe von
Lehrbiicher; die nach im benannte ,Milne“-Regel war bereits 100 Jahre vor ihm bekannt, wurde aber
wohl durch seine Biicher verbreitet.
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Beispiele: Durch numerische Differentiation gewonnene LMM (sog ,, Riickwértsdifferenzen-
Formeln“ (,BDF“ = backward differencing formulas®))

m=1: y,—yYp_1="hf, implizite Euler-Formel
m=2: yp— %ynfl + 3Yn—2 = 3hfn

m=3: Yp— %%—1 + %Z/n—z - 12_1yn_3 = 1_61hfn

m=4: Yo = 55Yn1+ NYn-2— 11Yn-3+ 11Yn-a = 110fn

Durch Kombination der bisher angegebenen Differenzenformeln lassen sich fast belie-
big viele weitere konstruieren. Die allgemeine Form einer linearen R-Schritt-Formel ist

R R
Z AR—rYn—r = hz BRfrfnfr ) fm = f(tmy ym) ) (411)
r=0 r=0

mit Konstanten ag =1 (Normalisierungskonvention; alternativ Zf:o Br=1)und |ag|+
|Bo] # 0. Im Falle Sr =0 ist die Formel explizit, sonst implizit.

Bemerkung 4.1: i) Die oben angegebenen Mehrschrittformeln lassen sich ohne Schwie-
rigkeiten auch auf Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen anwenden. Dabei
sind lediglich y, und f, = f(tn,yn) als Vektoren zu verstehen; die Koeffizienten bleiben
dieselben. Zur Anwendung einer impliziten Formel ist in diesem Fall in jedem Zeitschritt
ein d-dimensionales System nichtlinearer algebraischer Gleichungen zu losen.

ii) Die Verwendung dquidistant verteilter Interpolationspunkte bei der Konstruktion der
LMM ist nicht zwingend. Man kann diese auch fiir nicht dquidistante Verteilungen erzeu-
gen, was dann natiirlich zu schrittweiten-abhéngigen Koeffizienten fiihrt, wodurch Nota-
tion und Konvergenzanalyse erschwert werden. Solche , nicht-dquidistante* LMM finden
wegen ihrer grofieren Flexibilitdt, insbesondere in Verbindung mit adaptiver Zeitschritt-
wahl, in der Praxis Verwendung. Die allgemeine LMM zu variablen Schrittweiten hat dann
die Gestalt

R R
> Ak e =ha Y Bh i Fasrs Fun = f s Ym) (4.1.2)
r=0 r=0

mit Koeeffizienten, die vom jeweiligen Auswertungspunkt ¢, und den verwendeten vari-
ierenden Schrittweiten h,_, abhéngen.

4.2 Stabilitdt und Konvergenz

Den lokalen Diskretisierungsfehler (Abschneidefehler) der LMM erhélt man analog
wie bei den Einschrittverfahren durch Einsetzen der exakten Losung in die Differenzen-
gleichung;:

R R
Ts = Th(tn) = h_l Z AR pUp—yr — Z BR—Tf(tn—m un—r) 5
r=0 r=0



4.2. STABILITAT UND KONVERGENZ 103

mit der abgekiirzten Schreibweise w, = u(t,). Der Abschneidefehler wird auch ,lokaler
Diskretisierungsfehler genannt. Dies ist gerechtfertigt aufgrund der folgenden Aussage.

Hilfssatz 4.1 (Lokaler Diskretisierungsfehler): Unter der Annahme exakter Start-
werte Yp_p = Up_, (r=1,...R) gilt fiir eine allgemeine LMM die Beziehung

tn = Yo = {I — O(h|Br| L)} 7, (42.3)
Fiir eine explizite LMM, d. h. fir Sr =0, gilt demnach sogar:

Uy — Yp = b7 (4.2.4)

Beweis: Fiir den Fehler e, := u,—y, gilt aufgrund der Annahme e, , =0 (r=1,...,R)
und bei Beachtung von ar=1:

hTrle = €np — hﬂR{f(tnvun) - f(tna yn)}
Mit der Lipschitz-Konstante L von f(t,-) folgt daher
|7y — enll < hIBRIL [lenll,

was die behauptete Beziehung impliziert. Q.E.D.
Definition 4.1 (Konsistenz): Die LMM heifit ,konsistent® (mit der AWA), wenn
max || 7] — 0 (h—0),
tnel

und ,von der Ordnung p > 0%, wenn fir hinreichend glatte Losung w gilt

max |7y || = O(").

Hilfssatz 4.2 (Abschneidefehler): Der lokale Diskretisierungsfehler einer LMM be-
sitzt fir eine analytische Losung u(t) die Darstellung

=h' ) k() (4.2.5)
=0

mit den Koeffizienten Cy = Zf:o ag—y und (0!:=1,0:=1)

R
Ci = (—1)1'{%, > rlap, + (Z_;l), > THBR_T} ieN. (4.2.6)
" r=0

" r=0
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Beweis: Entwicklung von u,_, = u(t, — rh) und f,_, = f(t, — rh, u(t, — rh)) =
W (t, —rh) um h =0 ergibt

oo

2

u(t, —rh) L(H—l)(tn) .

(tn), "(t, —rh)

i=0 =0

Wir setzen dies in die Definition von 7/ = 7"(¢,,) ein und ordnen nach Potenzen von h:

R
=ht Z QR—rUn—r Z Br—r [ (tn—r, Un—r)
=nt i Ry i (_;h)z ul(t,) — i /BRfri (_;h) “(t,,)
r=0 =0 =0 =0
o0 R i o0 R 14
=h' Yy (1)) aRJZf‘ Oty) =D (=17 Br- 7;—1}1)' u?(t,)
=0 r=0 . z;l r=0 1 .
= h_l{ ;a3‘7}u(t”) +ht Zz:;(—l)z{i! ; r'op_, + (i—1)! ; 1 Br ,}hzu(z)(t )
Koeffizientenvergleich ergibt also fiir ¢ =0 und ¢ > 1
R PR 1 R
C’o—;aprr, CZZ(—I)Z{Z.!;T‘CYRT-F (1—1)'2 B r}

Q.ED.

Korollar 4.1 (Konsistenzordnung): Eine LMM ist genau dann konsistent (mit jeder
AWA), wenn gilt

R R
Z ar, =0, Z rag ., + Z Br—r=0, (4.2.7)
r=0 r=0

und von der (genauen) Ordnung p, wenn gilt

Co=...=C,=0, Coy#0. (4.2.8)

Beweis: Mit Hilfe der Darstellung (4.2.5) impliziert die Konvergenz 7"(t) — 0 notwen-
dig, dass Cy = C} = 0. Dies ist gleichbedeutend mit (4.2.7). Fiir eine LMM der Ordnung
p muss auflerdem noch (4.2.8) erfiillt sein. Q.E.D.

Der fithrende Koeffizient C,.; in der Entwicklung (4.2.5) fiir eine LMM p-ter Ordnung
wird als ihre ,Fehlerkonstante“ bezeichnet. Die Beziehungen (4.2.5), (4.2.6) konnen zur
Konstruktion von LMM vorgegebener Ordnung und Struktur benutzt werden.
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Beispiel 4.1: Die allgemeine lineare 2-Schrittmethode hat die freien Parameter

g, a1, Po, Bi, Pa (g =1).
Mit o = «q ergibt sich somit:

Co=1l+a+a

Cy = —(o1 +2a) — (Bo+ B1 + Bo)
Cy = 3(o +40) + (81 + 260)

Cy = —¢(a1 + 8a) — 2(B1 + 45o)
Cy = Z(ay +16a) + 2(B1 + 85)
Cs = 155(on + 320) — 4 (B + 165)

Zur Konstruktion von Formeln mindestens dritter Ordnung erzwingen die Bedingungen
Co=...=C3=0, dass

0[1:—1—O[7ﬂ02—1—12(1+50[)7 51:§(1_O‘)7 52:%(5—’_0[)
Die allgemeine 2-Schrittmethode (mindestens) dritter Ordnung hat also die Form

Yn — (L+ )yt +ayn o = %h (5+a)fu+8(1—a)for—(1+5a)f,a.

Ferner gilt:  Cy=—4(1+a), Cs=—35(17+13a).

1
351
(i) a = =1 : Es wird Cy =0(C5 #0), d. h.: Die Methode ist von der Ordnung p =4 :

Yn = Yn-2 + %h [fn + 4fn—1 + fn—?] (Simpson-Formel).

(i1)) @« # —1 : Es wird Cy # 0, d. h.: Die Methode ist von der Ordnung p = 3. Fiir
a =0 erhalten wir die 2-stufige implizite Adams-Moulton-Formel:

Yn = Yn-1 + 1_12h [5fn + 8fn—1 - fn—Q] .
(i11) Fir o = —5 wird die Methode explizit

Yn + 4yn71 - 5yn72 = h[4fn71 + 2fn72] .
Diese explizite Formel dritter Ordnung scheint fiir die praktische Realisierung besonders
attraktiv zu sein, da sie mit nur 2 Funktionsauswertungen pro Zeitschritt auskommt.
Dies wire wichtig bei Verwendung von adaptiv gesteuerter variabler Schrittweite, wobei
unter Umstédnden fehlende Startwerte zusétzlich berechnet werden miissen. Die expliziten

Einschrittverfahren dritter Ordnung erfordern mindestens drei Funktionsauswertungen
pro Zeitschritt. Bei ihrer Anwendung auf die (monotone) AWA

u(t)=—u(t), t>0, u(0)=1,
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mit der Losung w(t) = e findet man bei 9-stelliger Rechnung und Verwendung der exak-
ten Startwerte yo = 1,71 = e~ " (bis auf Maschinengenauigkeit), fiir den Niherungswert
yn ~ e 1 =0.3678... die in Tablle 4.1 angegebenen Werte.

Tabelle 4.1: Demonstration der Nichtkonvergenz einer LMM

h YN h =0.05
0.2 0.398... Y10 0.252 - 10°
0.1 | —0.677...10" Y11 0.240 - 10"
0.05 | —0.465...107 Y12 —0.884 - 10"
0.025 | —0.290...10'8 Y13 —0.489 - 10?
Y14 —0.248 - 103
Y15 0.128 - 104
Y16 —0.661 - 104
Y17 0.340 - 10°
Y18 —0.175 - 10°
Y19 0.904 - 108
Y20 —0.465 - 107

Im Gegensatz zu den Einschrittmethoden, welche die Lipschitz-Bedingung (L) er-
fiillen, ist fir LMM die Konsistenz offenbar allein noch nicht hinreichend fiir ihre Kon-
vergenz.

Definition 4.2 (Konvergenz): Fine LMM heifst ,konvergent®, wenn fir jede AWA gilt

0SnEN |Yn —u(ty)|| =0 (h—0),
vorausgesetzt die Startwerte yo, ..., yr_1 konvergieren,

[ lyn — wol| =0 (h—0).

Definition 4.3 (Charakteristische Polynome): Fiir die LMM wird definiert
(i) ,erstes charakteristisches Polynom®:  p(\) = Zf:o a\",
(i1) ,zweites charakteristisches Polynom®:  o(\) = Zfio BT

Geméf Hilfssatz 4.1 ist die Konsistenz einer LMM &quivalent mit den Beziehungen

p(1) =0, p(1)=0(1).
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Hilfssatz 4.3 (Wurzelbedingung): Fiir eine konvergente LMM gilt fiir die Wurzeln
i € C des ersten charakteristischen Polynoms p(\) notwendig:

[\i] <1, falls \; einfach, [\i| <1, falls \; mehrfach.

Beweis: Betrachte die triviale Anfangswertaufgabe u/(¢) =0, w(0) = 0, mit der Losung
u = 0. Die LMM hat dafiir die Gestalt

R
Z Ry Ynr = 0. (4.2.9)
r=0

Fiir die Losung dieser linearen Differenzengleichung machen wir den Ansatz y, = A", so
dass

R
|
AN AT = Ap(A) =0,
r=0
Die Wurzeln von p(A) erzeugen also durch y, = A? Losungen von (4.2.9). Im Falle

einer mehrfachen Wurzel ; von p(\) ist auch durch y, = nA? eine Losung von (4.2.9)
gegeben, da
R
Z ar_(n—r)A = AP Ep(N) = N () = 0.

r=0

Seien nun 0.B.d.A. A; eine einfache und Ay eine mehrfache Nullstelle von p(A). Dann
ist durch
Yn = h(AT +1A3)

sicher eine Losung von (4.2.9) gegeben mit der speziellen Eigenschaft
Yn — 0 (h —0), n=0,...,R—1.
Aufgrund der angenommenen Konvergenz der LMM muss dann auch gelten
Yo = (AT +nAy) =0 (h—0, t,=t, fest).

Nun ist t =t, =nh, d. h.:

1 n n

A+ A —=0 (n — 00).

n
Dies impliziert [A| <1 und |Ag| < 1. Q.E.D.
Definition 4.4 (Null-Stabilitéit): Eine LMM heifit ,null-stabil“, wenn keine Nullstelle

des ersten charakteristischen Polynoms p(\) einen Betrag gréfier als eins hat, und wenn
alle Nullstellen mit Betrag eins einfach sind.
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Die obige explizite 2-Schrittformel ist nicht null-stabil, denn ihr erstes charakteristi-

sches Polynom
p(A) =N +4) -5

hat die Nullstellen
AM=1, M=-5.

Dies erklért ihre offensichtliche Divergenz fiir h — 0.
Wir betrachten nun das gestorte Mehrschrittverfahren
Un = Yn + Pn, n=0,...,R—1,

R R

) ~ (4.2.10)
§ OR—r Yn—r = h E 51?—7’ f(tn—ra yn—r) +pPn, n= R.
r=0 r=0

Sei L wieder die globale Lipschitz-Konstante der Funktion f (¢, x). Unter der Bedingung
h < 1/(L|Bgr|) (im Falle g # 0) sind die Werte ,, n > 0, durch (4.2.10) eindeutig
bestimmt (Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes).

Satz 4.1 (Stabilitatssatz): Die AWA geniige der globalen Lipschitz-Bedingung, und die
LMM sei null-stabil. Dann gilt unter der Voraussetzung h < 1/(L|Br|) (im Falle Br # 0)
fiir je zwei Losungen {y,} und {g,} von (4.1.1) bzw. (4.2.10) die Abschitzung

0<v<R-1

[0~ vall < KL ma |+ o}, >R (1211)
v=R

Die Konstanten K und T sind bestimmt durch die Lipschitz-Konstante L und die Ko-
effizienten o, B, ; fir h L|Bgr| — 1 gehen K,I' — oo

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir den skalaren Fall (d = 1). Die Differenzen
€n = Un — Yn geniigen den Beziehungen e, = p,,, fir n=0,..., R—1, und fiir n > R:

R
€p = — Z QOR_y Ep—r + hﬁR{f(tn; gn) - f(tnv yn)}+

r=1

R
+ 0y Brer {f (b Gnr) = F(taers )} + o
r=1

Wir definieren

f(tna gn) — f(tnv yn) €n 7& 0,

o, =
Damit gilt dann |o,| < L und

R
(]- - hﬂRan) €n = — Z QR y€ny + b, n>R.
r=1
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Diese Beziehung ergibt zusammen mit den trivialen Gleichungen
(1= hBron—y)en—r =1 —hBgrop_r)en_rr, r=1,....R,
eine rekursive Folge von Gleichungssystemen
D.E,=C,AE, 1 +B,_1, n>1,

fur die (R + 1)-Tupel

— T R+1
En— (en,en,R,...,en,l) eR .

Dabei ist B,, = (0,...,0,b,)T € RE*! und die (R + 1) x (R + 1)-Matrizen D,, C,, und
A sind definiert wie folgt:

0 1*hﬁRO'n,R 0 1*hﬁR0nfR 0
Dn = ) Cn = I
0 1_hﬁRo—n71 0 1_hﬁRJn71
1—hfBro, 0 0 0 1
01 0
A =
0 1
0—ap —ar

Aufgrund der Voraussetzung h < 1/L|fg| sind die Matrizen D,, invertierbar, und es gilt
folglich
En:Dgl{CnAEn,1+Bn,1}, ’I’LZl

Die Matrix A hat das charakteristische Polynom (Entwicklung nach der letzten Zeile)
xaA) = (D0 + g+ ard+ ...+ ag AT AN = (1) Fp(M)A.

Aufgrund der vorausgesetzten Null-Stabilitdt der LMM gibt es nun geméaf Hilfssatz 4.4
(s. unten) eine natiirliche Matrizennorm || - ||o, so dass

[Allo = spr(4) <1.

Die erzeugende Vektornorm sei gleichfalls mit || - ||o bezeichnet. Damit erhalten wir die
Normabschatzung

1Eallo < 10, llo {ICalloll Zn-sllo + [ Ba-sllo}-

Wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem R gilt mit einer Konstante v > 0

R
7 izl < Y1zl < qllzlle V2 e RFFL
v=0
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Damit wird nun abgeschétzt:

R
bl ABL Y Jen—s| + |pnl

r=1

< hB LA Enllo + |pnl

r-1 |58, und folglich:

mit = max,_,_,

1Ballo < Y[bal < 7B LA?|| Enllo + v1pal

Weiter gilt aufgrund der Identitét

1 a
=1+ -— <1
1—a +17(17 ] ’

die Darstellung

mit einer Permutationsmatrix P, . Es ist also (|| P,|lo = 1)

hﬁR On—r
1— hﬁROnfr

i

. 2
1D o <1+ 1Y o < 147 _max

2
L
<1p L ABRIL
1—=h|Br|L
Auf analoge Weise erhalten wir
HCn”O S 1 + h|ﬁR|L72 .

Kombination aller dieser Abschitzungen ergibt nun

v?|Br|L
) AL+ HIBRIL ) |t

+ hBLAY | En-allo +vlpnl }
<|[Enllo+ AT Enillo + Alpnl

1Eallo < (1+1

mit den Konstanten

P = VL 4 o2 8L) 42 L (18l + )

1_h|BR|L R R )

2
7*|Br|L

A= (14n ),

T T I RiBaIL

Durch rekursive Anwendung dieser Ungleichung fiir n,n—1,...,0 erhalten wir
n—1 n

1Eallo T Y RIE o+ [1Eollo+A Y o0l
v=0 v=1
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Hierauf lasst sich nun das diskrete Gronwallsche Lemma anwenden mit dem Resultat
n
20 < 0 (B0 + A4S ln ).
v=1

Dies impliziert dann schliefllich mit K = v max{vy,A}:

.....

o < K F(tn—to){ 5 5 }
len] < Ke glag_lller;lp\

Q.ED.

Hilfssatz 4.4 (Spektralradius): Zu jeder Matriz A € R™ ™ gibt es fiir jedes ¢ > 0

eine natirliche Matrizennorm || - ||ac, so dass fir den Spektralradius spr(A) gilt:
spr(A) < [|Aljae <spr(A4)+e. (4.2.12)

Ist jeder Eigenwert von A mit |A| = spr(A) nur einfache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms xa(z) = det(A—zI), so existiert sogar eine natirliche Matrizennorm || - || a0,
s0 dass

spr(A) = [ Allao. (4.2.13)

Beweis: Die Matrix B ist dhnlich zu einer Dreiecksmatrix

i1 0 Tin
B=T'RT, R= SR I
0 Ton

mit den Eigenwerten von B auf der Hauptdiagonalen, d. h.:

spr(B) = max 7] -

Fiir ein beliebiges ¢ € (0,1] setzen wir

1 0

5 11 0
S5 = ) ) Ry = )
' 0 P
0 6n—1
[ 0 79 6T13 v 5”*27"1” |
Qs = L Orpgm | o
717171,71
0
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und haben damit

riu Orig cee 0"y

Rs == S;'RS; = R = Ry +0Qs.

Op_1n
0 Tnn
Wegen der Regularitét von Sng wird durch
lzlls = 1S5 Tz]l2, @ €R",
eine Vektornorm erklirt. Dann ist wegen R = SgRgSgl
B=T"'RT =T 'S;RsS;'T
fiir alle € R und y = S; 'Tx:

|Bzlls = [ T7'SsRsS;5 ' Txlls = || Rsyll
< Royll2 + 6l|Qsyll2 < {maxicicn [riil + 04} [yl
< {spr(B) + op}lxlls

mit der Konstanten
1/2
( Z e >
4,j=1
Also ist

[ Bls

zern\{0} ||zl
und die Behauptung folgt mit 6 =¢/pu. Q.E.D.

< spr(B) + pué,

Wie bei den Einschrittverfahren fithrt uns der Stabilitatssatz nun auch zu einem all-
gemeinen Konvergenzresultat fiir LMM.

Satz 4.2 (Konvergenzsatz): Die AWA geniige der globalen Lipschitz-Bedingung, und
die LMM sei null-stabil. Unter den Bedingungen

1
h < —— (im Falle Br # 0), (4.2.14)
|Br|L
Op = o JBBX | Y — u(t,)|| =0 (h—0) (4.2.15)

ist dann ihre Konsistenz hinreichend fir die Konvergenz

o0ax [lyn —ulta)l =0 (h—0).

und es gilt die a priori Fehlerabschdtzung

lyn — w(tn)|| < K el'tn—to) {5h+ (tn —to) max H H} (4.2.16)

mit den Konstanten K,T' aus Satz 4.1.
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Beweis: Die exakte Losung u(t) geniigt der , gestorten” Differenzengleichung

un:yn+(un_yn), nzO,...,R—l,

R R
Z ARy Up—y = h Z /BR—T f(tn—Ta un—r) + th ; n Z Ra
r=0 r=0

wobel u, := u(t,) gesetzt ist. Der Stabilitédtssatz 4.1 liefert also fiir h < 1/(|5g|L),:

n
i =l < 2L e =il +h 3 I}

Q.E.D.

Bei den null-stabilen LMM ist also ebenfalls die globale Konvergenzordnung gleich der
lokalen Konsistenzordnung. Als Anwendung des Konvergenzsatzes haben wir den folgen-
den Satz:

Satz 4.3 (Konvergenz der Adams-Verfahren): Die LMMn vom Adams-Bashforth-,
Adams-Moulton-, Nystrom- und Milne-Simpson-Typ sind konvergent.

Beweis: Alle diese Formeln wurden konstruiert durch Ansatz einer numerischen Integra-
tionsformel in der Beziehung

ln

u(ﬁn) = u(tnfa) + / f(ta u(f)) dt ~ u(tnfo) + / pm(t) dt,

th—o th—o

mit gewissen Interpolationspolynomen p,,(¢) zu f (¢t,u (t)) vom Grad m. Diese Formeln
sind exakt, wenn wu (t) selbst ein Polynom vom Grade m + 1 ist. Folglich sind diese
Methoden mindestens von der Ordnung m + 1, d. h. insbesondere konsistent. Ihre ersten
charakteristischen Polynome p(A) haben die Form

p(A) = A = X1 baw. p(A) = AP — A2

Die Methoden sind also auch null-stabil. Dasselbe gilt auch fiir die Rickwartsdifferenzen-
formeln bis zur Stufe R =6; ab R =7 geht die Nullstabilitéit verloren. Q.E.D.

Bei der Konstruktion einer R-Schrittmethode stehen 2R+1 freie Parameter «,., 8., 7 =
0,..., R zur Verfiigung, um moglichst viele der Koeffizienten C; in der Entwicklung des
(lokalen) Abschneidefehlers zu Null zu machen (ar = 1!). Im expliziten Fall sind es
2R Parameter. Folglich ist die hochste erzielbare Ordnung m = 2R fiir eine implizite
und m = 2R — 1 fiir eine explizite Formel. Fiir konvergente Formeln besteht jedoch die
folgende Beschrankung:
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Satz 4.4 (Ordnungsbarriere): Keine null-stabile R-Schrittmethode kann eine Ordnung
m > R+ 2 fir R gerade und m > R+ 1 fir R ungerade haben. Fir explizite R-
Schrittmethoden ist die mazimale Ordnung m = R.

Beweis: Siehe G. Dahlquist: Convergence and stability in the numerical integration of
ordinary differential equations, Math Scand. 4, 33-53 (1956). Q.E.D.

Null-stabile R-Schrittmethoden der Ordnung m = R+2 werden als ,,optimal“ bezeichnet.
Offenbar ist die Simpson-Formel eine optimale 2-Schrittformel

Yn = Yn—2 + %h{fn + 4fn—1 + f’n—2}'

4.3 Numerische Stabilitit linearer Mehrschrittmethoden

Wir studieren nun die numerischen Stabilitétseigenschaften der allgemeinen LMM

R R
Z AR—rYn—r = h Z 6Rfrfn7r (4317)
r=0 r=0

mit den tiblichen Konventionen ap =1, |ag|+ |fo| # 0. Anwendung von (4.3.17) auf die
Testgleichung «'(t) = qu(t) ergibt die Differenzengleichung

R
[ar—r — hqBr—r] Yn—r =0. (4.3.18)

r=0

Wir haben schon bei der Analyse der Konvergenzfrage fiir die hier betrachteten Methoden
gesehen, dass (4.3.18) gelost wird durch die Folgen (A)neny bzw. (nAD)peny mit den
einfachen bzw. mehrfachen Wurzeln \; des sog. ,,Stabilitdtspolynoms*

R

T(Aigh) =Y [on — ghB] A" = p(X) — gha(N).

r=0

Offensichtlich bleibt die Losung ¥, von (4.3.18) nur dann beschrénkt, wenn |[A\;] <1 im
Falle einer einfachen Wurzel und |A;| < 1 im Falle einer mehrfachen Wurzel von 7(\; ¢h) .
Dies legt fiir LMMn die folgende Definition nahe:

Definition 4.5 (Absolute Stabilitéit): Eine LMM heifit ,absolut stabil® fir ein h =
qgh # 0, wenn fiir die Wurzeln des Stabilititspolynoms w(\; qh) gilt:

INi| <1 bzw.  |N| <1 im Fall mehrfacher Wurzeln.

Die Menge aller h € C, fiir welche die LMM absolut stabil ist, wird wieder als ihr
»Stabilititsgebiet® (kurz SG) bezeichnet. Die Konsistenz dieser Definition der absolu-
ten Stabilitdt fiir LMMn mit der fiir Einschrittverfahren wird durch den folgenden Satz
sichergestellt:
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Satz 4.5 (Lineare Differenzengleichungen): Die Lisungen der homogenen linearen
Differenzengleichung (4.3.18) bilden einen R-dimensionalen Vektorraum. Seien Ay, ...,
Am (m < R) die paarweise verschiedenen Wurzeln des Stabilititspolynoms m(X; gh) mit
den Vielfachheiten p, ..., py . Dann bilden (im Falle ag—hqBy # 0 und agr—hqBr # 0)
die R=3Y"", p; Folgen mit den Elementen

(4.3.19)
(t=1,...,m)

Yyn=nn—1)...(n — p; +2)\}

eine Basis des Ldosungsraumes.

Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir v, := «, — ¢hf, und 7(\) := m(\; ¢h) . Die Losungs-
menge der linearen homogenen Differenzengleichung

R
Z YR—r Yn—r = 0
r=0

ist offensichtlich ein linearer Raum. Zu jedem Satz von Startwerten {yo,...,ygr_1} ist
eindeutig eine Losung (yn)neny bestimmt (yg #0) :

R
1
Yn = —— YR—r Yn—r 5 n>R.
&
Fiir ein System {(y'y(li))neN}i:L“.7m von Losungen folgt daher aus
Syl =0, k=0,...,R-1,
i=1

notwendig auch

Zciyﬁf)zo Vn>0.

i=1

.....

es die Startwerte sind:
Zcz‘yff)=0 (k=0,...,R—1) = ¢,=0 (i=1,...,m).

i=1

Folglich ist die Dimension des Losungsraumes genau R. Wir zeigen nun zunéchst, dass
die obigen Folgen (y,)nen Losungen sind. Wegen o # 0 ist A = 0 keine Wurzel von
m(A). Sei nun A eine Wurzel der Vielfachheit f; diese ist dann auch p-fache Wurzel von
p(A) :== N"m(X) . Folglich gilt
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R
Z 'YRfr)\nir =0
r=0

R
Z 'YR—r(n _ T)/\nfrfl =0
r=0

R
Z Yrrn—7r)...(n—r—p+ 2))\n—T—u+1 —0

r=0

Dies impliziert, wie wir bereits gesehen haben, dass die p Folgen (A")nen, (RA")nen, - - - »
(n(n—=1)...(n — p+2)A")nen Losungen der Differenzengleichung sind. Es bleibt nun zu
zeigen, dass die Startwerte der obigen R Folgen linear unabhéngig sind. Dies ist aber
dquivalent damit, dass die Matrix

(1) )

yo . nyl
M = : :
R R
y e YR
reguldr ist, d. h.
det(M) = [T =) [ (mi— 0 #0,
ij=1 =1
wobei 0! :=1 und k!l :=k! - (E—1)!-...-1!. Q.E.D.

Bei der Untersuchung der numerischen Stabilitit der Einschrittverfahren brauchten
wir uns nur um einen Wachstumsparameter A;, d. h. um eine Nullstelle des Stabilitéits-
polynoms, zu kiimmern. z. B. war das Stabilitéitsgebiet der Taylor-Formeln sowie der
entsprechenden Runge-Kutta-Formeln R-ter Stufe und Ordnung bestimmt durch

1
(gh)®| < 1.

1 2
\/\1|—|1+qh+§(qh) +"'+E

Bei den LMM ist das Auffinden des Stabilititsgebietes wesentlich aufwendiger, da nun
alle R Wurzeln des Stabilitdtspolynoms m(A;gh) = p(A\) — gho(A) untersucht werden
miissen.

Es ist intuitiv klar, dass LMMn mit Wurzeln X;(0) (¢ = 2,..., R) des ersten charak-
teristischen Polynoms, welche weit im Innern des Einheitskreises liegen (z. B. die Adams-
Moulton-Formeln mit X;(0) = 0,7 = 2,..., R) ein verhéltnisméBig groBes Stabilitdtsge-
biet haben sollten. Auf der anderen Seite wird das Stabilitatsgebiet von Formeln, deren
Nullstellen A;(0) nahe am Rande des Einheitskreises liegen, klein sein. Tatséchlich gilt:

Satz 4.6: Eine optimale LMM, d. h. null-stabile R-Schrittmethode der Ordnung m =
R+ 2, hat ein triviales Stabilititsgebiet SG = {0} .
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Beweis: Siehe G.Dahlquist: Stability and error bounds in the numerical integration of
ordinary differential equations; Trans.Roy.Inst.Technol., Stockholm, Nr. 130 (1959), und
P. Henrici [9; S. 275 £.]. Q.E.D.

Beispiel 4.2: (a) Simpson-Regel:
Yn — Yn—2 = %h [fn + 4fn—l + fn—Q}
pA) =N =1 oA=L\ +4r+1)
T(ANh)=(1—32R) N —2hA— (1+1h).

Hier und besonders bei Methoden hoherer Ordnung ist es kaum praktikabel, \; in Abhén-
gigkeit von h explizit anzugeben. Dagegen konnen gewisse Informationen durch Betrach-
tung von O(h)-Approximationen von )\; gewonnen werden. Die beiden Wurzeln von p())
sind A\;(0) =1 und My(0) = —1. Wir machen also den Ansatz A (h) = 1 +yh + O(h?)
und Ay(h) = —1 + yh + O(h?). Nach Einsetzen in 7(A;h) = 0 erhalten wir durch
Koeffizientenvergleich, dass notwendig 7, =1 und v = % , und folglich

M=1+h+0R%), l=-1+ih+0(h%.
Fiir hinreichend kleines h kann der O(h?)-Term vernachlissigt werden, und wir finden
M~l+h<l, M~—1+ih<—1.

Fiir ¢ € R und kleines (positives) h ist die Simpson-Methode also numerisch instabil.
Dasselbe gilt, wie man leicht nachrechnet (Ubungsaufgabe) auch fiir die Mittelpunktsregel.

(b) Adams-Moulton-Formel (R = 3):

+-2i

Abbildung 4.1: Stabilitédtsgebiet der Adams-Moulton-Formel 3. Ordnung
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(c) Stabilititsintervalle (o, 0) der Adams-Bashforth- und Adams-Moulton-Formeln:

Adams-Bashforth (explizit) Adams-Moulton (implizit)

R 1 2 3 4 R 1 2 3 4
m 1 2 3 4 m 2 3 4 )
G| 3 B 1B N
a | -2 -1 =& -3 @ |[-c0 -6 -3 =%

Zur Integration steifer AWA sollten Methoden verwendet werden, die moglichst grofie
negative Werte von Reh in ihrem Stabilitdtsgebiet enthalten. Leider bedeutet die For-
derung der A-Stabilitét eine starke Einschrankung bei der Wahl der moglichen Methode.

Satz 4.7 (A-stabile LMMn): Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Eine explizite LMM kann nicht A-stabil sein.
2. Die Ordnung einer A-stabilen impliziten LMM kann nicht grofier als p =2 sein.

3. Die A-stabile implizite LMM der Ordnung p = 2 mit kleinster Fehlerkonstante ist
die Trapezregel v, — Yp_1 = %h(fn + foo1)

Beweis: Siehe G.Dahlquist: A special stability problem for linear multistep methods. BIT
3, 27-43 (1963). Q.E.D.

Wegen der Ordnungsbegrenzung A-stabiler Methoden hat man folgenden abgeschwiéich-
ten Stabilitdtsbegriff eingefiihrt.

Definition 4.6 (A(a)-Stabilitét): Eine LMM heifit ,A(a)-stabil®, o € (0,73), wenn
ihr Gebiet absoluter Stabilitit den unendlichen Sektor {—a < m—arg(h) < a} enthdlt. Sie
heift ,A(0)-stabil“, wenn ihr Stabilititsintervall die ganze negative reelle Achse enthilt.

Eine A(0)-stabile LMM ist geeignet zur Integration steifer AWA mit reellen Eigenwerten
der Jacobi-Matrix f,(t,u(t)) (s. Ubungsaufgabe).

Satz 4.8 (A(0)-stabile LMM): Eine explizite LMM kann nicht A(0)-stabil sein. Es
existiert nur eine A(0)-stabile R-Schritt-Methode der Ordnung p > R+ 1, ndmlich die
Trapezregel.

Beweis: Siche O.B.Widlund: A note on unconditionally stable linear multistep methods.
BIT 7, 65-70 (1967). Q.E.D.
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Beispiel 4.3: Wir betrachten die allgemeine LMM

R R
Z QR—r Yn—r = h Z ﬁRfr fnfr .
r=0 r=0

A(a)-Stabiliit erfordert, dass die Wurzeln des Stabilitdtspolynoms 7(\; k) im Innern des
Einheitskreises liegen fiir reelle h mit h — —oco. In diesem Limes gehen die Wurzeln
von 7(\;h) iiber in die von o(\). Daher ist es natiirlich, o(\) so zu wihlen, dass seine
Wurzeln im Innern des Einheitskreises liegen, z. B.: o(A\) = M. Wir erhalten so die
uns schon bekannten Riickwértsdifferenzenformeln (BDF)

R
> ar s Ynr=hBa fn. (4.3.20)

r=0

Tabelle 4.2: Stabilitétsgebiete der Riickwértsdifferenzenformeln

R Br g Qs Qy Qs Qo oy Qp «
1 1 1 -1 | 90°
2 _4 1 0

2 3 1 ! L | 90
6 _ 18 9 _2 0

3 11 1 11 11 11 88
12 _48 36 _16 3 0

4 25 1 25 25 25 25 3
60 __300 300 __ 200 75 _ 12 0

D 137 1 137 137 137 137 37 | Ol
6 60 1 __360 450 __ 400 225 2 10 180

147 147 147 147 147 147 147

Beispiel 4.4: Die allgemeine 2-Schrittformel 2-ter Ordnung
Yn — (L + Q) Yn1 + aYp_o = h{(% + 5+ B) fut (% - %(1 —2B) fa-1+ Bfa-2}

ist null-stabil fiir —1 <o <1 . Sie ist A-stabil fir a > —-1,8 > -5 . Fiir a = %,/3 =0
erhélt man die Rickwdrtsdifferenzen-Formel

Yn — %ynfl + éyn72 = %hfn

4.4 Praktische Aspekte

Wir wollen uns nun mit der praktischen Durchfiihrung der Mehrschrittmethoden beschéfti-
gen. Dazu gehort insbesondere wieder eine effektive Schrittweitenkontrolle.
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4.4.1 Berechnung von Startwerten

Die Startwerte o, ..., Yr_1, kann man z. B. mit einem Einschrittverfahren (meistens vom
Runge-Kutta-Typ) generieren. Nach R — 1 Schritten hat man dabei gem&f (4.2.11) die
Fehlerabschitzung (fiir yo = u(to))

R-1
_ < h|oLRh N

Ogllflga}%al ”yv u(tV)” > h; ||7—1/ e (4.4.21)

Ist das Einschrittverfahren von der Ordnung p*, so werden die Startwerte o, ..., Yr_1,

mit der Ordnung p*+1 berechnet. In Verbindung mit einer LMM der Ordnung p ist also
zur Gewihrleistung der globalen Fehlerordnung p eine Startprozedur der Ordnung p—1
erforderlich. Wegen des geringen Aufwandes fiir die R — 1 Schritte dieser Startprozedur
verwendet man in der Praxis jedoch meist Methoden der Ordnung p* > p, um den
Anfangsfehler klein zu halten.

Alternativ wird auch eine sog. ,,Selbststartprozedur” verwendet, bei der die Startwer-
te mit Hilfe von Vertretern derselben Klasse von LMM aufsteigender Ordnung erzeugt
werden. Bei der Losung von potenziell steifen AWAn beginnt man z. B. innerhalb der
Familie der Riickwértsdifferenzenformeln im ersten Schritt mit der implizen Euler-Formel
1. Ordnung und verwendet dann die so vorhandenen zwei Startwerte zur Anwendung der
Rickwértsdifferenzenformel 2. Ordnung und so weiter, bis ausreichend viele Startwerte
erzeugt sind. Zur Erreichung einer ausreichenden Genauigkeit der Startprozedur werden
die ersten Schritte niedriger Ordnung mit entsprechend kleineren Zeitschrittweiten durch-
gefithrt. Dabei kommen sinnvollerweise LMM zu nicht dquidistanten Schrittweiten zum
Einsatz.

4.4.2 Lésung der impliziten Gleichungssysteme

Bei einer impliziten LMM

R R
Z OR—rYn—r = h Z 5Rfrfnfr y, QR = 17 5R 7é 07
r=0 r=0

ist bei berechneten Werten ¥, _g,...,yn—1, der neue Wert vy, bestimmt als Losung des
(i. Allg, nichtlinearen) Gleichungssystems

Yn — hBRS (tns Yn) — gn = 0 (4.4.22)
wobei

R R
9n = h Z BR—Tfn—r - Z OR—rYn—r -
r=1 r=1

Wir haben schon im Stabilitdtssatz 4.1 gesehen, dass dieses Gleichungssystem fiir

1

h <
L|Bg|

(4.4.23)
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(L die Lipschitz-Konstante von f(¢,z)) eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Diese
kann man durch eine Fixpunktiteration

y7(1k+1) = hﬁRf(tnvyfwk))+gn7 k:O’1’27""

ausgehend vom einem beliebigen Startwert y,(LO) bestimmen. Dabei gilt die Fehlerabschéatzung

I8 = yall < @" 15 — yal (4.4.24)

mit ¢ = hL|Br| < 1. Im Fall moderater Lipschitz-Konstante L ~ 1 bedeutet dies,

dass sich die Genauigkeit der Ndherung y,(lk) in jedem Iterationsschritt um eine h-Potenz

erhoht. Fiir eine LMM der Ordnung p gilt nach p Iterationsschritten:
1yP = tnll < 1yP = yull + llyn — unll < ch?. (4.4.25)

Sinnvollerweise wird die Iteration also nach etwa p+41 Schritten abgebrochen, da dann i.
Allg. bereits das Genauigkeitsniveau des Diskretisierungsfehlers erreicht ist.

Die Bedingung (4.4.23) an die Schrittweite h bedeutet im Falle L >> 1 (steifes
Problem) eine zu starke Einschrénkung. Eine Alternative ist, wie schon bei den impliziten
Einschrittverfahren diskutiert, die Newton-Iteration

[I - hﬁR fx(tmy,(,k)ﬂ 7<1k+1) = [I - hﬁR fz(tmyr(f))] yr(zk> - y£k>+
h/BRf(tn7y1§Lk;))+gn7 k:0’]‘727"'7

welches z. B. fiir monotone AWAn garantiert konvergiert.

4.4.3 Pradiktor-Korrektor-Methode

Eine in der Praxis wichtige Variante der Fixpunktiteration zur Losung des Gleichungssy-
stems (4.4.22) sind die sog. Prddiktor-Korrektor-Methoden. Da in die Fehlerabschétzung

(4.4.24) der Anfangsfehler ||y7(L0 ) Yn|| eingeht, liegt es nahe, das Verfahren durch Wahl
eines moglichst guten Startwertes zu verbessern. Das Priadiktor- Korrektor-Verfahren ver-
schafft sich diesen Startwert durch einmalige Anwendung einer expliziten LMM, den sog.
,Pradiktor. Mit Hilfe einer impliziten LMM, dem sog. ,,Korrektor, wird dieser Wert
dann durch sukzessive Iteration korrigiert.

Wir wollen diese Methode an Hand einer héufig verwendeten Variante diskutieren:
Pradiktor: Adams-Bashforth-Formel 4-terOrdnung
Yn = Yn—1 + 3755 fa1 — 59 fus + 3T fn—s — Vfurd], (4.4.26)
Korrektor: Adams-Moulton-Formel 4-ter Ordnung
Yn = Yn-1+ 3;09fn +19fn1 — 5fn2 + fa-s]. (4.4.27)
Diese Formeln haben die Fehlerkonstanten

(P) _ 251 € _ 19
Cy =5 Cs =—0-
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Die Préadiktor-Korrektor-Methode arbeitet dann wie folgt: Zu bereits berechneten Wer-

ten y,_., v = 1,...,4, wird durch Anwendung des Priadiktors ,P* der Startwert y,(LO)

bestimmt:
SLO) =Yn-1+ z%lh[55fn71 — 590+ 37fn_3 —9fn_sd],

bzw. in abstrakter Schreibweise

yg)) = P(ynfh ey yn74) .

Dann wird der Korrektor ,C“ benutzt, um durch sukzessive Approximation den Wert

0
yg ) zu verbessern:

FED = f(t,, g%,
Y& =y + ZROFED 4 19f 1 = 5fuat fus], k=12,

bzw. wieder in abstrakter Schreibweise
V=BG, P =Clynas s V) k=12,
Wird die Iteration fortgefiihrt, bis eine vorgebene Fehlerschranke e erreicht ist, etwa

[y ®) — y &) < eh?.

n

so spricht man von Korrektur zur Konvergenz. Es ist klar, dass in diesem Falle der schlief3-
lich akzeptierte Wert y,, := y£k> im Wesentlichen unabhéngig vom Startwert yﬁo) ist, d. h.:
Der Diskretisierungsfehler ist allein durch den Korrektor bestimmt.

Das Korrigieren zur Konvergenz ist in der Praxis meistens zu aufwendig, da in jedem
Iterationsschritt eine weitere Funktionsauswertung f,gk_l) = E(yf«bk_l)) erforderlich ist.
Daher begniigt man sich mit einer vorgegebenen Zahl k von Iterationen und akzeptiert
Yn = y,(f) als neuen Wert. Das Verfahren wird dann bezeichnet als

P(EC)* bzw. P(EC)*E,

falls noch fF = E(yfzk)) berechnet wird. In der P(EC)*- Form werden im Pridiktor-
schritt jeweils die Werte f}f:”, r=1,...,4, verwendet. Fiir den Abschneidefehler dieser

kombinierten Methode gilt dann folgende Aussage:

Satz 4.9 (Ordnung des Pridiktor-Korrektor-Verfahrens): Sei m") die Ordnung
des Pridiktors und m'©) die des Korrektors. Dann ist die Ordnung m des Pridiktor-
Korrektor-Verfahren in P(EC)*- oder P(EC)*E-Form gegeben durch

m = min{m@, m") +k}. (4.4.28)

Im Falle m'©) < m") +k ist die Fehlerkonstante des kombinierten Verfahrens gleich der
des Korrektors, d. h.: Cpqq = C’fncjl }

Beweis: Ubungsaufgabe. Q.E.D.
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4.4.4 Fehlerschitzung und Schrittweitensteuerung: ,,Milne Device*

Die obige Aussage bzgl. der Fehlerkonstante des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens ldsst sich
zur a posteriori Abschétzung des lokalen Abschneidefehlers und damit zur Schrittweiten-
steuerung verwenden. Diese Vorgehensweise hat Eingang in die Literatur gefunden als
sog. ,,Milne Device*.

Fir die mit den Formeln (4.4.26) und (4.4.27) gebildete kombinierte Methode gilt
(unter der Annahme ezakter Startwerte)

Cép)hE’ u®(t,) = u(t,) — y© 4+ 0(h°)
COMuO(t,) = u(t,) — y + 0(hS) .
Daraus erhalten wir offenbar
By

uO () = —2 I on). (4.4.29)
w(cs” - o)

Im vorliegenden Fall ist der lokale Diskretisierungsfehler 7" der kombinierten Methode
von der Form

= Nt (t,) + O(h?).
Mit Hilfe von (4.4.29) erhlt man also eine Schiitzung fiir 7(¢,) der Ordnung 0(h®) mit
L 0O o
el h

o]

+0(R%). (4.4.30)

Mit dieser Schitzung fiir den Abschneidefehler 77 lassen sich nun #hnlich wie bei den
Einschrittverfahren Strategien zur Schrittweitenkontrolle angeben. Wir verzichten auf An-
gabe der Details.

Bei Vergroflerung der Schrittweite, etwa um den Faktor 2, werden nur bereits berech-
nete Werte v,_,. zusétzlich benétigt. Dies kann jedoch unter Umstédnden zu Speicher-
platzproblemen fithren. Generell lassen sich neue Startwerte bei Schrittweitendnderungen
durch Einschrittverfahren beschaffen. Eine weitere Moglichkeit bei Schrittweitenverklei-
nerung zur Beschaffung der bendtigten Zwischenwerte y,,_,/2 besteht in der Interpolation
der bereits berechneten Werte y,,_,.. Dabei muss die Ordnung des Interpolationspolynoms
natiirlich der Ordnung der LMM angepasst sein.

Numerischer Test: Fiir die AWA
u'(t) = =200t u(t)?, t>-3, wu(-3) =g

9017

mit der Losung w(t) = (14 100¢*)~! wurde der Wert u(0) = 1 approximiert mit dem
Préadiktor-Korrektor-Verfahren 4-ter Ordnung nach Adams-Bashforth-Moulton in PECE-
Form mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4-ter Ordnung als Startprozedur:

Ui = Yn—1 + 577 {55 fa1 = 59 frz + 37 fn_g — fus}

fo = F(tn,yr)

Yn = Yn-1+ 550 {9f; +19fn1 = 5fn-2+ fn s}

fo= ftn, yn) -
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Die Schrittweitensteuerung erfolgte geméfl Milne Device

a” -y Yn — U Y1
= IO > (.07 ~ e = eps——,
05(13) _ Céc) h h h

wobei erforderliche Zwischenwerte mit Hilfe der Runge-Kutta-Formel 4-ter Ordnung be-
rechnet werden. Es zeigt sich, dass bei diesem einfachen Problem durch die adapti-
ve Schrittweitenwahl keine Ersparnis hinsichtlich Rechenaufwand erreicht werden kann.
Dafiir kann aber ohne a priori Informationen die geforderte Genauigkeit garantiert werden.

Tabelle 4.3: Ergebnisse der adaptiven Rechnung bei 17-stelliger Arithmetik

Ordnung | eps Rmin Rmax Fehler # Auswertungen
m=4 | 1077 6-107° 1073 | 2-107° | ~ 16.500

Rechnung mit konstanter (mittlerer) Schrittweite:
4.5-107% 2.7-107M | ~ 13.400

4.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1: Betrachtet werde die LMM

Yn + O‘(ynfl - yn72) —Yn-3 = %(3 + O‘)h(fnfl + fnf2)>

mit einem freien Parameter a € R.
i) Man zeige, dass die angegebene Methode genau fiir « € (—3,1) null-stabil ist.

ii) Welche Konsistenzordnung hat das Verfahren fiir o € (—3,1) ? Ist eine hohere Konsi-
stenzordnung méoglich?

Aufgabe 4.2: Zur Losung der AWA
u'(t) = =200/ (t) — 19u(t), t>0, u(0)=1, «'(0)=-10,
soll das Adams-Moulton-Verfahren dritter Ordnung
Yn = Yn—1 + lizh(g)fn +8fu-1— fu-2)
verwendet werden. Dazu forme man die Differentialgleichung zunéchst in ein System erster

Ordnung um. Wie klein muss dann die Schrittweite h bemessen sein, damit in jedem
Zeitschritt die Konvergenz der Fixpunktiteration zur Berechnung von y, garantiert ist?
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Aufgabe 4.3: Man bestimme das Stabilitéatsintervall und -Gebiet der expliziten Mittel-
punktsregel:

Yn — Yn—2 = 2hfn71

Man benutze hierzu den lokalen Stérungsansatz zur Stabilitédtsanalyse aus dem Text.

Aufgabe 4.4 (Praktische Aufgabe): Fiir das Modellproblem

1

"(t) = =200t u(t)?, t> -3 —3) =
(1) u(®)?, 123 u(=3) = oo,

mit der Losung u(t) = (1 + 100¢%)~" soll néherungsweise der Wert u(0) = 1 berechnet
werden mit Hilfe:

a) der klassischen 4-stufigen Runge-Kutta-Methode,
b) der 4-Schritt-Adams-Bashforth-Methode,

¢) der 3-Schritt-Adams-Moulton-Methode.

Alle diese Formeln sind von 4-ter Ordnung. Als Startprozedur fiir die Mehrschrittver-
fahren werde die Runge-Kutta-Methode verwendet. Man fiihre die Rechnungen fiir die
(dquidistanten) Schrittweiten h; = 27 ¢ = 2,...,8, durch und vergleiche die erreichte
Genauigkeit und den erforderlichen Rechenaufwand (Anzahl der Funktionsauswertungen).

Aufgabe 4.5: Man zeige, dass die Riickwiértsdifferenzenformeln (BDF) der Stufen R =
1,2,3:

R
Z AOR—rYn—r = hBan

r=0

konvergent sind. Welche A-stabilen Einschrittformeln wiren (fir R > 2) jeweils als Start-
prozeduren geeignet?

Aufgabe 4.6: Man zeige durch Nachrechnen fiir ein Paar von einer expliziten und einer
impliziten LMM:

R R R R
Sy =0 B e Ay =0 B
r=0 r=1 r=0 r=0

a) Die Ordnung m des zugehorigen Préadiktor-Korrektor-Verfahrens in der P(EK)kE—Form
ist m = min{m" m® 1 k}.

b) Gilt fiir die Ordnungen m®) < m®) + k., so ist die Fehlerkonstante C7,_; des Ge-
samtverfahrens gleich der Fehlerkonstante C,Sl}i)l des Korrektors.
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Aufgabe 4.7: Zur Integration des steifen Systems

u'(t) = —10u(t) — 100v(t),
v'(t) = 100u(t) — 10v(t),
w'(t) = u(t) +v(t) — tw(t),

soll eine LMM moglichst hoher Ordnung verwendet werden. Welche von den im Text
angegebenen Methoden sollte man nehmen?

Aufgabe 4.8 (Praktische Aufgabe): Man berechne eine Ndherungslosung fiir die Modell-

AWA
1

~ 901’
mit Hilfe des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens 4-ter Ordnung nach Adams-Bashforth-Moul-
ton in PEKE-Form mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4-ter Ordnung als Startprozedur:

u'(t) = =200t u(t)?, t>-3, wu(-3)

1
'U: = Yn—1 + ﬂh(55fn—l - 59fn—2 + 37fn—3 - 9fn—4)7 f; - f(tna yZ),
1 *
Yn = Yn-1+ ﬂh(gfn +19f0 1 = 5fn2+ fas), fo=ftnyn)
mit zunéchst festen Schrittweiten A = 0.2,0.1,0.05,0.025,0.0125, 0.00625.

a) Man vergleiche die berechneten Werte zum Zeitpunkt ¢ = 3 mit dem Wert w(3) der
exakten Losung wu(t) = (1 + 100¢%)7!.

b) In einem zweiten Schritt versuche man eine Schrittweitenstrategie auf der Basis des
»Milne Device*

K *
05( ) Yn — yn
o — b

Yn —yZ

<e ‘yn—l‘

~ —0.07
- h

zu entwickeln. Dazu setze man eps = 107! und berechne die eventuell erforderlichen
Zwischenwerte mit Hilfe der Runge-Kutta-Methode 4-ter Ordnung.

Aufgabe 4.9: Zur Rekapitulation der bisher im Text diskutierten ,,Stabilitdtskonzepte*
beschreibe man kurz die Bedeutung der folgenden Begriffe und den Zusammenhang, in
welchem sie verwendet werden:

a
b
¢
d
e
f

~—

exponentielle Stabilitét,
diskrete Stabilitét,
numerische Stabilitét,
Null-Stabilitét,
A-Stabilitét,
A(0)-Stabilitét.

~— —

~_



5 Extrapolationsmethode
5.1 Das Extrapolationsprinzip

Zunichst diskutieren wir die allgemeine Idee der sog. ,Richardson!-Extrapolation zum
Limes“. Gegeben sei ein Algorithmus, der fiir einen Diskretisierungsparameter h, h — 0,
numerische Werte a(h) liefert. Gefragt ist nach dem Grenzwert a (0) = limy, ¢ a(h), der
aber i. Allg. nicht direkt berechnet werden kann. Fiir eine Reihe von Werten hg > hy >

. > hy > 0 sei a(h;) berechnet. Die Extrapolationsmethode interpoliert dann diese
Werte mit Hilfe einer geeigneten (einfach strukturierten) Funktion, etwa einem Polynom
p(h), und nimmt den Wert p(0) als Néherung fir a(0).

Das beschriebene Vorgehen ist insbesondere sinnvoll, wenn a(h) eine Entwicklung der
Form

a(h) = a(0) + aph™ + amr K" 4+ O(R™2) (5.1.1)
erlaubt. Haben wir z. B. fiir eine feste Schrittweite H die Werte a(H) und a(iH)

2
berechnet, so ist offenbar

CL(H) = CZ(O) +anH™ + O(Hm+1) , a(%H) = G(O) + am<%H)m + O(Hm+1) )

Interpolieren wir diese Werte mit einem Polynom p(h) = ag + «,, ™,

_ 2"a(3H) — a(H) g OUH) = a(3H)

p(h) om — 1 Hm2m—1)

so wird wegen der dadurch bewirkten Eliminierung des fithrenden H™-Fehlerterms in der
Entwicklung (5.1.1):

_ 2™a(3H) — a(H)
B 2m — 1

d. h.: Die Ordnung der Approximation ist von O(H™) auf O(H™'') erhoht. Der Extra-
polationsschritt lasst also zwei dquivalente Interpretationen zu:

- Polynomextrapolation der berechneten Werte a(H;) nach H =0;
- Elimination der fithrenden Fehlerterme in der asymptotischen Entwicklung (5.1.1).

p(0) = a(0) + O(H™"),

Beispiel 5.1: Numerische Differentiation
a(h) = B [f (t+h) = fF(O)] ~ f'(2).
Taylorentwicklumg um ¢ liefert im Falle f € C*:
a(h) = h7'[f () + hf'(t) + 3h% f7(t) + 5h° () + O(h*) — f (t)]
= f'(t) + gh f"(t) + §h* f(t) + O (h%).

Lewis Fry Richardson (1881-1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer ,angewandter Mathematiker®; leistete Pionierbeitrige
zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.
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Mit a(0) = f/(t), a1 = 3f"(t), az = % f"(t), ist dies eine Entwicklung vom Typ
(5.1.1). Mit den Werten a(H), a(3H) erhalten wir dann durch

p(0) = 2a(3H) — a(H) = H7' [4f (t+ 5H) = 3f () — [ (t+ H)]

eine Approximation von f’(t) der Ordnung O(H?). Fiir den ,symmetrischen“ Differen-
zenquotienten

a(h) = (2h)"" [ f(t+h) = f(t—h)]
gilt im Falle f € C%:

a(h) = (2h) L[ () + hf'(8) + 3h* £7(8) + Gh® £ (1) + 50" f&) (8) + O(R)

= f(O) +Rf (@) = gh? (1) + h° £ () = g5 7 0) + 00)]

= f'(t) + §h° f'(t) + O(n*),
d. h.: Die Entwicklung von a(h) schreitet mit geraden Potenzen von h fort. In diesem Fal-
le erhalten wir bei Interpolation der Werte a(H) und a(3H) durch ein lineares Polynom
in A2,

p(h?) = 3H*[a(H) = a(GH)] 1* + 3 [4a(3H) — a(H)],

mit
p(0) = 3a(H) — 3a(H) = gH " [2f(t+ 3H) = 2f(t — 3H) — 5 f(t+ H) + 5 f(t — H)]
(t) der Ordnung O(H?). Dies zeigt, dass die Extrapolation
) eine Entwicklung nach geraden Potenzen von h besitzt.

eine Approximation von f’
besonders effizient ist, wenn a(h

Wir betrachten nun den speziellen Fall einer Entwicklung
a(h) = a(0) 4+ a;h” + ash® + ... + a,h™ + O(h™ 1) (5.1.2)

mit einem v > 0. Fiir eine geeignete Folge von Werten hg > hy... > h; > ... > 0 seien
die Werte a(h;) berechnet. Dann bezeichne Ty, (h) das (eindeutig bestimmte) Polynom
k-ten Grades in h?, welches die k+1 Werte a(h;4;), j =0,...,k, interpoliert:

Tie(h) = by + bihY + ...+ bph*, Ti(hiy) = alhiyy), §=0,....k.

Den Wert Ty, := T (0) = by nehmen wir als Naherung fiir (0). Zur Abschitzung des
Fehlers Tix — a(0) setzen wir z = h7, so dass

Tix(h) = by + b1z + ...+ by 2~
In der Lagrange-Darstellung hat T;;(h) die Form

k k Z = Ziql
§j L9 alhisy), L) = [ == (5.1.3)
Folglich ist

k
k k Ziti 1
Ty = § LW alhig), LY =0 T =0 I] = - (514)
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Hilfssatz 5.1 (Lagrange-Polynome): Es gilt

k 1 , fir 7=0
S LY = 0 fir t=1,...,k . (5.1.5)

(=D *zizig1 ... zip , fir 7=k+1

Beweis: Fir 7 = 0,...,k folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit der Lagrange-

Polynominterpolation. Fiir das Polynom p(z) = zF*1 gilt
k k L k
k+1 _ k1 T Zil
B R | =R | (R}

=0 I£j1=0 it L
denn die rechte Seite ist gleich der linken fiir z = z;y,, r =0,...,k, und die Koeffizienten
von zF*1 stimmen iiberein. Daraus folgt

k)

Z 1k++]1 L( 1)k ZiZid1 - - Ritk s

was zu beweisen war. Q.E.D.

Damit erhalten wir folgendes Resultat.

Satz 5.1 (Allgemeiner Extrapolationssatz): Unter der Voraussetzung

h;
sup —+ < 1 (5.1.6)
>0 Ty
gilt fiir festes k und i — oo :
Tix — a(0) = O(hFTD7) | (5.1.7)

d. h.: Die Elemente der k-ten Spalte des Extrapolationstableaus konvergieren gegen a(0)
wie O(RFTY).

Beweis: Unter Verwendung von (5.1.2) und (5.1.5) finden wir

Ty, = Z L(k) his;) Z L(k) [ap + a1zip; + ...+ aszﬂ- + zfj] (ars1+O(h}y;))]

und folglich

T = a(0) + (=1)% 2z - ... zih (agy1 + O(R]))
:a(O)—l—zi e Rtk O+ (hi7-~~7hi+k), (518)
—_———

>0
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wobei

G zie = O oy (hiy o higs) = (=1)F(agss + O(R])) .

Dies impliziert die Behauptung. Wir bemerken, dass im Falle h;41/h; — 1, die Koeffizi-
enten Lz(f) in den extrapolierten Werten Ty (h) unbeschriankt anwachsen. Q.E.D.

Der Fehlerdarstellung (5.1.8) entnehmen wir, dass fiir festes &, und ap.q # 0, Tjx und
fiir ¢ — oo einseitig entweder von oben oder von unten gegen a(0) konvergiert. Mit den
Grofen

Uik == 2Ti1 — Ti

gilt dann weiter

Ui, — a(0) = 2[Tiy1p, — a(0) ] — [Tiy, — a(0) ]

=2 Zitl " Ri42 t - Bit1+k Ok+1 (hiJrl, ey hi+l+k) (519)
R Rl e Rk Okl (hi7 cee hi+k)
2z k
=Zit... Zi+k [_0k+1(hi7 oy hi+k) z;lJr Uk+1 (hi+17 cey hi+1+k) ]
(3
Nun ist
lim o1 (Biy - hip) = Hm o1 (Biv, o hivigr) = (—1)" arga
i—00 i—»00

und (in der Regel)

2Zip14k | 2h;{+1+k
= ~ < 1.
Zi hz

Ein Vergleich von (5.1.8) und (5.1.9) zeigt, daf fiir festes & und geniigend grofies ¢ gilt:
Ti, — a(0) ~ —(Uix — a(0)), (5.1.10)

d. h.: Es ist ndherungsweise (wegen der einseitigen Konvergenz Tj, — a(0) )
T < a(0) < Uy, oder Uy < a(0) < Ty, (5.1.11)

und beide Seiten konvergieren gegen a(0) fiir ¢ — oo. Dieses Verhalten der Folgen
(Ti)iens (Uik)ien kann zur Konstruktion eines Abbruchkriteriums verwendet werden:

[T, — Ul <TOL = STOP. (5.1.12)
Unter den Bedingungen
e higa hit1
f — >0 — <1 5.1.13
%1210 i 7 511215) h; ’ ( )

lasst sich sogar zeigen, dass die Diagonalfolge (Tj;);en schneller gegen a(0) konvergiert
(,,superlineare* Konvergenz) als jede der Folgen (Tj;);en fiir festes k.
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Zur Berechnung der Werte Tj; des Extrapolationstableaus ist es natiirlich nicht sinn-
voll, dazu explizit die Koeffizienten der Polynome Tj,(h) zu bestimmen. Stattdessen wer-
den die T}, rekursiv berechnet, ohne den Umweg iiber die Polynome Tj;(h) . Dazu beach-
tet man, dass das lineare Polynom 7j;(z) welches die Werte a(h;), a(h;41) interpoliert,
gegeben ist in der Determinantenform

1

Zi4l — %

a(h;)  z—z

Th(z) =
1() a(hi+1) Zi4l — %

z="h.

)

Im néchsten Schritt schreibt man das Polynom Tj(z), welches die Werte
a(h;), a(hiy1), a(hiie) interpoliert, in der Form

1

Zi42 T %4

T;1(2) Z — 2

Tia(2) =
2( ) Ti+1,1(2) Zi42 — 2

Durch vollstédndige Induktion findet man dann, dass das Polynom Tj(z), welches die

Werte a(h;), ..., a(hiyy) interpoliert, sich aus den vorausgehenden T;j_1(2) rekursiv
aufbaut als
1 Tik_1(z Z—z
Ts(e) = ——— | Toxr®) (5.1.14)
Zivk = Zi | Tiy1p-1(2) 2zigk — 2
Damit erhalten wir fiir die Werte T;. die folgenden Rekursionsformeln:
1 T‘Z — Zi
To=a(h), Typ=—| """ (5.1.15)
Zitk = Zi | Tij1 k-1 Zigk
Fiir praktische Auswertung geeigneter ist die Form
Tig—1 — Tic -
Ty = Tipor + 2 Ll (5.1.16)

(hi—g/hi)T =1~

bei der nicht durch die méglicherweise kleinen Grolen h;, g — h; dividiert wird. Dies ist
gerade der Neville-Algorithmus zur Auswertung des Lagrange-Interpolationspolynoms.
Die Werte T} werden iiblicherweise in einem sog. ,, Extrapolationstableau® angeordnet:

ho | Too
hV
hi|Tw — Tn
hV
4>

ho | Tag
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5.2 Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichungen

Zur Anwendung der Extrapolationsmethode auf die numerische Losung einer AWA miissen
wir zunéchst sicherstellen, dass der globale Diskretisierungsfehler e, = wu(t,) — y, eine
Entwicklung der Art (5.1.2) erlaubt. Wir betrachten wieder die Anfangswertaufgabe

u'(t) = f(t,u(t)), tel=I[tyto+T], wulty) =nu’. (5.2.17)

Satz 5.2 (Allgemeine Fehlerentwicklung): Die Funktion f(t,z) sei (N+1)-mal ste-
tig differenzierbar auf I x RY. Dann gilt fiir die durch ein (Lipschitz-stetiges) Einschritt-
verfahren der Ordnung m > 1 fir dquidistante Schrittweite h gelieferte Niherungslosung
Yn , Yo = Ug , die asymptotische Entwicklung

Yo = u(ty) + W em(tn) + ...+ BN en(ty) + BN Enga(tas b)), (5.2.18)

wobei die Funktionen e;(t) unabhingig von h sind, und das Restglied Eni1(t,;h) be-
schrinkt ist.

Beweis: Wir geben den Beweis nur exemplarisch fiir die Polygonzugmethode und den
Fall N = 1,d = 1. Fiir die Losung v € C?(I) gilt dann mit einem Zwischenwert

gn S (tn7tn+1) :
u(t’fl+1) - u(tn) +h f(tnv u(tn)) + %hZUH(tn) + %hs um(gn) :
Fiir den Fehler e, =y, — u(t,) folgt also

eni1 = en + D{f(tn, yn) = ftn, u(ta))} — 3h%u"(t,) — §h°u" (&)
=ep+ hf;-(tnv u(tn)) en + %hf;/z(tnv 7771) ei_
- %hQUN(tn) - %h:}um(gn% M € (U(tn), yn)

Die Funktion e, := %en geniigt dann offensichtlich der Differenzengleichung

nt1 = En+ h{fL(tn, u(ty))E, — 20" (t,)} + K2y, (5.2.19)
mit
T'n = % ;:/z(tna nn) éi - éum(fn) .

Der Konvergenzsatz 2.2 liefert die Abschatzung

n
Litn—t h| < 1,LT _.
|en| < ekttn—to) hz Ty < 3e ThntlEa}x [u"(t)] =: Kih,

v=1

und damit

rl 3 mase L@ K+ e [ (0)] = Ko

Die Beziehung (5.2.19) kann nun als die Anwendung der Polygonzugmethode auf die
lineare AWA

e(t) = fo(t,u(t))e(t) — iu"(t), tel, e(t) =0, (5.2.20)
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interpretiert werden, wobei in jedem Schritt noch ein zusétzlicher Fehler h?r, gemacht
wird. Die Fehlerabschétzung aus Satz 2.2 besagen dann, dass

8, — e(ty)| < eltn=to) {Z W+ h2|ry|} < Ksh, (5.2.21)
v=1 v=1

mit dem zur AWA (5.2.20) gehérenden Abschneidefehler 7. Also ist
en=he(t,) + W Es(ty;h), |BEs(ty;h)] < K,
was zu beweisen war. Q.E.D.

Dieses Resultat besagt, dass alle hier betrachteten Einschrittverfahren fiir die Extrapola-
tion in Frage kommen, z. B. das explizite Euler-Verfahren

Yn = Yn—1 + hf(tnflvynfl)v

sein implizites Gegenstiick
Yn = Yn—1 + hf(tm yn)7

oder die Trapezregel

Yn = Yn—1 + %h (f(tnayn) + f(tn—lv yn—l))'

Ersteres entspricht dem oben behandelten Beispiel des vorwértsgenommenen Differenzen-
quotienten zur Approximation der Ableitung.

Satz 5.2 fordert die Verwendung einer dquidistanten Schrittweite bei der Erzeugung der
Néaherungswerte ¥, , was eine adaptive Schrittweitenwahl ausschliefit. Damit wird diese
(zeitlich) ,,globale® Extrapolation zur Verminderung des , globalen“ Diskretisierungsfeh-
lers, bei der in jedem Schritt iiber das ganze Zeitintervall [to,ty + T] gerechnet werden
muss, fiir die Praxis unattraktiv. Stattdessen verwendet man ,lokale“ Extrapolation in
jedem einzelnen Zeitschritt y, — y,.+1 zur Erhohung der ,lokalen“ Approximationsord-
nung (Konsistenzordnung), d. h. zur Erzeugung einer Differenzenapproximation héherer
Ordnung.

Bei der Wahl einer geeigneten ,,Basisformel“ fiir die Anwendung der Extrapolation
sollten die folgenden Kriterien beachtet werden:

— Die Formel sollte moglichst ,einfach“ sein, d. h. nur eine Funktionsauswertung pro
Zeitschritt erfordern, denn die Konsistenzordnung kann ja durch Fortschreiten nach
rechts im Extrapolationstableau beliebig erhoht werden. Damit kommen praktisch
nur die obige explizite oder die implizite Euler-Formel, die Trapezregel oder die
Mittelpunktsregel

Yn = Yn—2 + th(tnflv ynfl)

in Frage. Letztere ist allerdings eine Zweischrittformel, auf die Satz 5.2 nicht an-
wendbar ist.
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— Da wir hier nur nicht-steife AWA betrachten, kommen ,implizite“ Formel aus Auf-
wandsgriinden nicht in Frage. Damit scheiden die implizite Euler-Formel und die
Trapezregel aus.

— Aus Effizienzgriinden ist es wiinschenswert, eine Basisformel zu verwenden, die eine
asymptotische Fehlerentwicklung nach h?-Potenzen zuldsst. In Analogie zur nume-
rischen Quadratur ist dies, wegen der symmetrischen Positionierung der Funktions-
auswertungen im Integrationsintervall [t, 1,t,] bzw. [t,_o,1,], fiir die Trapezregel
und die Mittelpunktsregel zu erwarten.

Bei Anlegung dieser drei Auswahlkriterien kommt also fiir die Anwendung der (lokalen)
Extrapolation bei nicht-steifen AWA als Basisformel praktisch nur die Mittelpunktsregel
in Frage. Diese erfordert als Zweischrittformel (2. Ordnung) eine geeignete Startproze-
dur (mindestens 1. Ordnung). Fiir die Mittelpunktsregel gilt das folgende Resultat von
Gragg?(1963):

Satz 5.3 (Satz von Gragg): Die Funktion f(t,xz) sei (2m+2)-mal stetig differenzier-
bar auf I x R?, und es sei vy, die durch die Mittelpunktsregel mit expliziter Euler-Formel
als Startprozedur gelieferte Niherungslosung. Dann besteht die asymptotische Entwicklung

Y = u(ty) + Zm: 2 {ag(tn) + (=1)"be(tn)} + A2 2 Egpo(ta; h) (5.2.22)

wobei die Funktionen ay(t), bi(t) unabhdngig von h sind, und das Restglied Eopyio(t;h)
beschrdinkt ist.

Wegen des oszillierenden Terms (—1)"by(t,) ist (5.2.22) nicht ganz eine Entwicklung
der gewiinschten Form (5.1.2). Die Verwendung der expliziten Euler-Formel als Startproze-
dur ist wesentlich; wird stattdessen etwa die Runge-Kutta-Formel 4. Ordnung genommen,
so besteht nur noch eine Entwicklung der Form

2m~+1

Yn = u(t") + Z hk{dk(t") + (_l)ni)k(tn)} + h2m+2E2m+2(tn§ h) :
k=2

Der oszillierende Term (—1)"by(t,) im fithrenden Fehlerglied
Yo — u(tn) = h* a1 (tn) + (=1)" ba(ta)] + O(R?)
kann durch einen Trick beseitigt werden. Man bildet den Mittelwert

Gn = TYns1 + 5 Yn + 1 Yn-1, (5.2.23)

2William B. Gragg (1936-2016): US-Amerikanischer angewandter Mathematiker; Professor an der
Naval Postgraduate School (Monterey, Californien); Schiiler von P. Henrici; wichtige Beitriige zur nu-
merischen linearen Algebra und zur Numerik von gew. Differentialgleichungen; das nach ihm benannte
Extrapolationsverfahren war Gegenstand siner Dissertation 1964 an der University of California (UCLA,
USA).
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welcher die Entwicklung besitzt:
o = 3 { ut) + Hultr) + ulta)}+
£SO R [aut) + Hanlhnen) + axltn )}
k=1
+ (=1)" { be(tn) — 5{be(tns1) + bi(tn-1)} ] } +O(h*?).

Entwickelt man w(t,+1) und ax(tn+1), be(tnr1) in Taylor-Reihen nach h, so erhélt man
eine Entwicklung der Form

Gn = u(ty) + 02 [ar(ta) + 2 u®(t,)] +

Ui - 5.2.24
+ Z h% [ak(tn) + (71)nbk(tn)] + O(h2m+2) ’ ( )

deren fiihrender Term kein Oszillationsglied mehr enthélt.

Das Extrapolationsverfahren basierend auf der Mittelpunktregel kombiniert mit der
Mittelung (5.2.23) ist eine der meist gebriauchlichen Methoden dieser Art. Aufgrund der
Oszillationsterme in den Entwicklungen (5.2.22) und (5.2.24) muss man darauf achten,
dass die Schrittweitenfolge

H
hi:*7 1<ng<n<ng <...

nur mit geraden n; oder nur mit ungeraden n; gebildet wird, damit (—1)" stets von ein
und demselben Vorzeichen ist. Eine populiire Folge ist (sog. ,, Bulirsch®-Folge*)

{2,4,6,8,12,16,.. .},

wobei man gewohnlich nicht mehr als 6-8 Extrapolationsschritte ausfiihrt. Die ebenfalls
geeignete , Romberg-Folge* {2,4,8,16,...} ist wegen der sehr schnell kleiner werdenden
Schrittweiten meist zu aufwendig, wihrend die Folge {1,2,3,4,...} wegen h;/hiy1 —
1(i = o0) ein instabiles Verhalten der T}, bewirkt.

Basierend auf Satz 5.3 sieht das Extrapolationsverfahren nach Gragg-Stoer?-Bulirsch
wie folgt aus:

3Roland Bulirsch (1932-): Deutscher Numeriker; 1967-1969 Assoc. Prof. an der University of California
in San Diego, USA, 1969 Prof. an der Univ. Kéln und ab 1973 Prof. an der TU Miinchen; Beitrége vor
allem zur Numerik von gew. Differentialgleichungen und Optimierungsaufgaben; besonders bekannt durch
die von ihm entwickelte ,,Mehrzielmethode (Mehrfachschiefiverfahren)“ und sein Lehrbuch ,,Numerische
Mathematik® zus. mit J. Stoer.

4Josef Stoer (1934-): Deutscher Numeriker; Professor an der Univ. Wiirzburg; Beitriige zur Appro-
ximationstheorie, Numerik gew. Differentialgleichungen und Optimierungsverfahren; bekannt durch sein
Lehrbuch ,,Numerische Mathematik zus. mit R. Bulirsch® basierend auf Vorlesungen seines Doktorvaters
Friedrich L. Bauer (Univ. Mainz).
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(i) Wébhle eine ,,Grundschrittweite® H zur Berechnung der Naherungen

g ~ult,) (n=0,1,2,...).

(ii) Sei y, berechnet. Wéhle ganze Zahlen ny < n; < ... < n, und berechne die
Néherungen
n(t, +vhiyhy), hi=H/n;, v=1....n+1,

mit Hilfe der Mittelpunktregel gestartet durch die Polygonzgmethode,
n(tn + hz’ hz) = Yn + hz f(tn; yn)
n(t, + (v + Dhg; hy) = n(t, + (v — D)hy; hy) + 2k, f(t, + vhi,n(t, + vhi; b)),

und setze
- 1
a(h;) = f(tns1; i) = Z{U(tnﬂ — his hi) 4 20(tng1; hi) + 0(tnss + iy hi) }.

(iii) Berechne die diagonalen Werte Tj; des Extrapolationstableaus mit Hilfe der Rekur-
sionsformel (5.1.16). Setze Y41 := Ty , und beginne wieder bei (ii).

Durch Berechnung der Werte
Umm = 2Tm+1,m - Tmm

lassen sich Schitzungen fiir den lokalen Fehler T, — u(t,+1) und damit fiir den Ab-
schneidefehler gewinnen:

Tal ~ H ™ Tom — Ui - (5.2.25)

Das Graggsche Extrapolationsverfahren lésst sich offensichtlich als ein explizites Fin-
schrittverfahren zur Basisschrittweite H auffassen. Seine lokale Genauigkeit (bei exak-
tem Startwert y, ) ist nach Satz 5.1 gerade O(H?™*2) d. h.: Die Konsistenzordnung
ist 2m + 2. Bei Verwendung der Folge {2,4,6,8,12,16} (m = 5) erhilt man also ein
Verfahren der Ordnung 12.

Neben der Polynomextrapolation findet auch die Extrapolation mit rationalen Funk-
tionen Verwendung. In der Tat sind die erzielten Ergebnise bei Verwendung rationaler
Funktionen

Pik(h)
Tix(h) = ;
= Quth
welche die Werte a(h;),...,a(hiyx) interpolieren, oft wesentlich besser als die durch Po-

lynominterpolation erzielten. Fiir die Werte Tj, = Ti(0) des zugehorigen Extrapolati-
onstableaus bestehen dann #hnliche Rekursionsformeln wie die oben angegebenen.

Die Anwendung der Extrapolationsmethode auf steife AWAn erfordert die Verwendung
einer A-stabilen Basisformel. Hierfiir kommen in Betracht die einfache implizierte Euler-
Formel oder die Trapezregel, welche wieder eine asymptotische Fehlerentwicklung in h?2
erlaubt. Allerdings neigt die Trapezregel zu Instabilitdten gegeniiber Storungen der Daten,
so dass in der Praxis die robustere implizierte Euler-Formel vorgezogen wird.
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5.2.1 Numerischer Test

Fiir die AWA
u'(t) = =200t u(t)*, t> -3, u(=3) = 1/901,

mit der Losung wu(t) = (1 4+ 100¢%)~! wurde der Wert «(0) = 1 mit dem Graggschen
Extrapolationsverfahren approximiert: (i =0,...,m)

N(tn + (v 4 Dhis hi) = n(tn + (v — Vs hi) + 2k f(tn, 4 vhi, n(t, + vhi, b))
(v=1,...,n;+1)
1
a(hy) = 1 {n(tn+1 — hi; h) 4 20(tng1s he) + 0t + b hz)}
und weiter
Tii—1—Tici k-1
(hi/hiJrk)z -1’

(i=0,....m+1Lk=1,...,m)

Ty = a(h;), Tip=Tip 1+

Yn+1 = Tmma Umm = 2Tm+1,m - /—Tmm-
Die Schrittweitensteuerung erfolgte dabei geméfl dem Kriterium
H™ |Tmm - Umm‘ ~ & = €ps |yn|/H

Bei Verwendung der Bulirsch-Folge {H/2, H/4, H/6, H/8} mit H = 0.1 ergaben sich
mit 17-stelliger Rechnung die folgenden Resultate:

Ordnung | eps honin hyay | Fehler | Auswertungen

m=10 | 107 | 6-1072| 0.1 | 2-107* ~ 7.800

Rechnung mit konstanter (mittlerer) Schrittweite:

| 25102 [6-102]  ~4400

Der durch die adaptive Schrittweitenwahl bedingte Mehraufwand an Funktionsauswer-
tungen garantiert die Einhaltung der Fehlerschranke eps ~ 107!2 ohne a priori-Kenntnis
der ,optimalen“ gleichméfligen Schrittweite h = 2.5-1072.

5.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1: Fir die AWA
u'(t) = f(t,u(t), t >0, u(0)=u,
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soll ndherungsweise der Losungswert «(1) mit Hilfe des Graggschen Extrapolationsverfah-
rens zur Basisschrittweite h unter Verwendung der sog. ,, Bulirsch-Folge* {2, 4,6, 8,12, 16}
berechnet werden.

a) Man beschreibe den Ablauf dieses Verfahrens. Welche Ordnung hat es, wenn die ganze
gegebene Schrittweitenfolge verwnedet wird?

b) Wieviele Funktionsauswertungen sind in Abhéngigkeit von h erforderlich?

Aufgabe 5.2: Die Anwendung der Extrapolationsmethode im Falle steifer AWAn er-
fordert die Verwendung eines einfachern A-stabilen Basisverfahrens, z. B. das implizite
Euler-Verfahren (oder die Trapezregel):

Yn = Yn—1 + hnf(tmyn)7 n>1, Yo = Uo-

a) Man beschreibe den Ablauf des Extrapolationsverfahrens mit der impliziten Euler-
Formel als Basisverfahren. Welche Ordnung hat es, wenn die ganze ,,Bulirsch-Folge*
{2,4,6,8,12,16} verwendet wird?

b) Es stellt sich die Frage, ob das resultierende Extrapolationsverfahren ebenso wie das
zugrunde liegende Basisverfahren wieder A-stabil ist. Man diskutiere diese Frage exempla-
risch durch Betrachten eines Zeitschrittes des Extrapolationsverfahrens mit genau einem
Extrapolationsschritt (m = 1):

Wie sieht der Verstdrkungsfaktor w(z) aus? Was kann man {iber sein Verhalten auf der
reellen Achse aussagen; und in der Umgebung von 0 in der komplexen Ebene?

(Bemerkung: Die Trapezregel neigt beim Extrapolieren leicht zu numerisch instabilem
Verhalten und erfordert daher in der Praxis, dhnlich wie die Mittelpunktsregel, die Zwi-
schenschaltung einer zusétzliche Mittellungsprozedur zur Stabilisierung.)

Aufgabe 5.3: Man schreibe die modifizierte Mittelpunktsformel nach Gragg (mit einem
expliziten Euler-Schritt als Startprozedur) zur Schrittweite h/N mit N = 2 als Runge-
Kutta-Methode zur Schrittweite h .

a) Welche Ordnung hat diese Formel?

b) Die Mittelpunktsformel hat ein triviales Stabilitdtsintervall. Man verifiziere, dass diese
Runge-Kutta-Methode trotzdem das ungeféhre Stabilitétsintervall ST = [—3.1,0] besitzt.
Dies demonstriert den Stabilisierungseffekt der Graggschen Gléttungsoperation.

Aufgabe 5.4 (Praktische Aufgabe): Man realisiere das Graggsche Extrapolationsver-
fahren fiir die AWA

u'(t) = —200tu(t)?, t> -3, u(-3)=—

mit der exakten Losung
1

141002

u(t)
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auf dem Intervall I = [—3,1]. Fiir die Basisschrittweiten h = 27% k = 3,4,5,6, iiberpriife
man die durch die Theorie vorhergesagten Konvergenzordnungen fir R = 1,2,...,6
Extrapolationsschritte. Die Schrittweiten seien dabei ausgehend von der Basisschrittweite
h geméif der ,,Bulirsch-Folge*

{h/ni}i=1,...,6a n; € {27 45 67 87 127 16}7

gewihlt.






6 Differentiell-algebraische Gleichungen (DAE)

Wir haben bisher ausschlielich sog. ,,explizite“ AWA betrachtet:
u'(t) = f(t,u(t)), t>to, wulte) = uop. (6.0.1)

In der Praxis treten aber héiufig auch implizit gestellte Aufgaben auf. Deren allgemeine
Form ist

F(t,u(t),u'(t) =0, t>ty, wulty) = uo, (6.0.2)

mit einer Vektorfunktion F(t,z,n) : D C R4 — R? Unter der Annahme, dass
die Ableitungsmatrix F)(t,u,u’) entlang einer Lésung (Existenz vorausgesetzt) regulir
ist, kann (zumindest prinzipiell) das System lokal nach «'(¢) aufgelést werden, und man
erhdlt in diesem Fall wieder eine explizite AWA der Form (6.0.1). Ein Spezialfall ist die
sog. ,linear implizite* Gleichung

M(t,u)u' = f(t,u), (6.0.3)

mit einer Matrix M(¢,2) : R x R? :— R4 Fiir reguliires M ist dies dquivalent zur
,normalen® Gleichung u' = M (t,u)~' f(t,u) .

Im Folgenden interessiert uns nun der Fall, dass F}(t,u,u’) bzw. M(t,u) nicht regulér
ist. Die linear implizite Gleichung zerfallt dann héufig in einen , differentiellen* und einen
,algebraischen® Teil gemé&f:

u =

Uy ] M [ My O ] Myuy = fi(t,ug, us)

Uy 021 Og 0 = folt,ur, ug)

In diesem Fall spricht man von einem , differentiell-algebraischen System* (engl. ,DAE®),
bei dem es fiir die Ableitungen gewisser Komponenten von u(t) keine Bestimmungsglei-
chungen gibt.

Beispiel 6.1: Als Beispiel betrachten wir die lineare AWA (siehe auch Kapitel 3.1.1):

u'(t) = Au(t) +b, u(0) = uy,

—21 19 -20 1
Uy = 0|, A= 19 =21 20|, b=|1
-1 40 —40 —-40 1

Die Eigenwerte von A sind A; = —2,Ay3 = —40 £ 40¢, d. h.: Die lineare AWA ist
strikt monoton. Nach Satz 1.7 ist seine eindeutige Losung dann exponentiell stabil. Da
die AWA auch autonom ist, folgt weiter aus Satz 1.8, dass diese Losung exponentiell gegen
die Losung u, der algebraischen Gleichung

At = —b

141
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konvergiert. Die Losung u’(¢) der homogenen Gleichung «/(t) = Au(t) zu denselben
Anfangsbedingungen u°(0) = wuq ist

ul(t) = e + e % [cos 40t + sin 40¢] }

ud(t) = 2{e " — e "% [cos 40t + sin 40] }

uy(t) = —e % [cos 40t — sin 40t] .

Sie hat die in der Grafik 6.1 dargestellte Form.

-1

Abbildung 6.1: Komponenten der Losung des homogenen Systems.

Die Funktion a(t) := u"(t) + us ist dann Losung der AWA
' (t) = u”(t) = Au(t) + Aug — At = At(t) +b, 1(0) = ug + U, (6.0.4)

und konvergiert exponentiell wie u°(¢) gegen den Limes u,, . Dabei konvergiert die dritte
Komponente sehr viel schneller als die beiden anderen: 3(t) — o3 ~ € 4% . Nach einer
kurzen Anfangsphase kann ihre zeitliche Variation vernachléssigt werden, so dass danach
die dritte Gleichung durch die algebraische Beziehung

0 = 40i; () — 40i(t) — 40a5(t) + 1, (6.0.5)

ersetzt werden kann. Uber die ersten beiden Gleichungen beeinfluBt @s(¢) aber nach wie
vor die Dynamik der Komponenten ,(t), to(t). Offenbar ldsst sich aber ds(t) ganz
aus dem System eliminieren, was die Dimension um eins reduziert. Das nichtreduzierte
System stellt eine Differentialgleichung auf der durch die lineare Zwangsbedingung (6.0.5)
beschriebenen Mannigfaltigkeit dar.

In der Praxis treten hiaufig solche DAEs direkt auf, z. B. in der Mehrkoérpermechanik.
Thre effiziente numerische Loésung macht einen zunehmend grofien Teil der numerischen
Forschung zu gewohnlichen Differentialgleichungen aus.
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6.1 Theorie differentiell-algebraischer Gleichungen

Wir betrachten eine allgemeine implizite AWA
F(t,u,u') = 0, t>ty, wu(ty) = uo, (6.1.6)

fiir Funktionen u = wu(t), mit einer L-stetigen Vektorfunktion F(¢,x,n) : R1*dtd — Re.
Wir nehmen an, dass [ (¢,u,u’) nicht reguldr ist, so dass ein differentiell-algebraisches
System (DAE) vorliegt. Durch fortgesetztes Differenzieren dieser Gleichung nach der Zeit
kann man unter Umstédnden in endlich vielen Schritten Gleichungen fiir die Ableitungen
w;(t) aller Komponenten herleiten, d. h. das System in eine normale AWA iiberfiihren.

Definition 6.1 (Index der DAE): Der ,(differenticlle) Index® der DAE (6.1.6) ist die
kleinste Zahl k € N, fiir die der Ableitungsvektor u'(t) durch die k+1 Gleichungen

di
F(t,u,u’) =0, @F(t,u,u’) =0, i=1,..k, (6.1.7)

eindeutig in Ausdriicken von u(t) bestimmit ist.

Beispiel 6.2: Ein einfaches Beispiel einer DAE vom Index d > 1 ist das d-dimensionale
System
Mu' =u—b

mit der dxd-Matrix

1
0

In diesem Fall fehlt im System eine Gleichung fiir die Ableitung der ersten Komponente
u) . Diese kann durch sukzessives Differenzieren und eliminieren der erzeugten Ableitungen
up, I =d, ..., 1, aus den jeweils vorausgehenden Gleichungen erzeugt werden:

r I g "
Uy =uy — by =  u] =0b +ug

r "no__qn "
Us =Us — by = Uy =0y + ug

Uy =ug_1 —bg_1 = uf{i” = bfjd:ll) + ufid)

O=ug—by = uf’=b" = wi=b+by+..+b

Nach Definition ist das System also vom Index d .
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Beispiel 6.3: Ein wichtiger Spezialfall sind DAEs vom Index & =1 in der sog. ,(linear)
expliziten“ Form

M(t,u,v)u’ = f(t,u,v), t>to, wulty) = uo, (6.1.8)

mit Vektorfunktionen f(¢,z,y), g(t,z,y) : R4 — RI und einer Matrixfunktion
M(t,z,y) : RMdHd — R4 Wir setzen im Folgenden generell voraus, dass die Funktionen
ftx,y), gtz y), M(t,z,y) in allen Argumenten stetig und bzgl. der Argumente z, y
Lipschitz-stetig sind. Die Matrix M (¢, z,y) sei reguldr. Ferner sei ¢(¢,z,y) differenzier-
bar mit regulérer Ableitungsmatrix g;(t, x,y) . Diese Eigenschaften sollen der Einfachheit
halber gleichméfBig fiir alle Argumente gelten. Dann kann man die differenzierte Beziehung

0= gi(t,u,v) + g, (t,u,v)u' + g, (t,u, )0

nach v auflésen, und man erhilt das normale System

u' = M(t,u, ) f(tu,v), t>ty,  u(te) = uo, (6.1.9)
v = =g, (tu,0) " gi(t u,v) + gt u o)}
= —g;(t, u,U)fl{gg(t,u, v) + gl (t,u, ) M(t,u,v) " f(t, u,v)}. (6.1.10)

Die DAE hat also den Index 1. Im Folgenden werden wir der Einfachheit halber nur DAE
vom Index 1 betrachten, bei denen M(t,x,y) = I ist.

Beispiel 6.4: Ein weiterer typischer Fall ist die DAE

u' = f(t,u,v), t>to, ulto) = uo, (6.1.11)
0=yg(t,u), (6.1.12)

in der die ,,algebraische” Variable v(t) in der algebraischen Gleichung gar nicht vorkommt.
Zeitliche Ableitung von (6.1.12) ergibt

0= g;(t, u) + g;(t, u)u/>
und nach Kombination mit der Differentialgleichung:
gn(t,u)u' = gh(t,u) f(t,u,v) = —g,(t,u) .

Dies wird nun erneut differenziert, wodurch die Ableitung v" erscheint, aber noch mit /'
verkoppelt. Driickt man hier nun « mit Hilfe der ersten Differentialgleichung durch wu, v
aus, so erhélt wieder ein Standardsystem fiir u, v, vorausgesetzt die Matrix

C = g, (t,u) f(t,u,v)

ist regulédr. Dann ist diese DAE also vom Index 2.
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Im Folgenden betrachten wir nun ausschlielich DAE vom Index k& = 1 in expliziter
Form. Fiir diese gilt der folgende allgemeine Existenzsatz:

Satz 6.1 (Existenzsatz fiir DAE): Die Funktionen f(t,x,y) und g(t,x,y) seien aus-
reichend differenzierbar. Ferner sei die Gleichung g(to, xo,y0) = 0 nach yo auflésbar. Ist
dann g,(t,x,y) in einer Umgebung von {to,xo,yo} requlir, so besitzt die DAE (6.1.8)
vom Index 1 eine eindeutig bestimmt lokale Losung {u(t),v(t)} .

Beweis: Der Beweis kann etwa analog zum Existenzsatz von Peano mit einem konstrukti-
ven Argument direkt fiir die DAE oder auch durch Riickfithrung auf Resultate fiir normale
AWA gefithrt werden. Letzterer Weg verwendet die vorausgesetzte Regularitét der Ablei-
tungsmatrix g, (¢, z,y), um die DAE in eine normale AWA zu iiberfiihren:

u = f(t,u,v), ulty) = uo, (6.1.13)
v = —g;(t, u,v)_l{gg(t, u,v) + go(t,u,v) f(t,u, v)} (6.1.14)

Dabei wird der noch fehlende Anfangswert fiir v durch Losung der algebraischen Glei-
chung g(to, ug, v(tp)) = 0 bestimmt. Auf diese AWA konnen nun die schon bekannten
Existenz- und Eindeutigkeitsresultate angewendet werden. Die weiteren Details seien als
Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

6.2 Numerik differentiell-algebraischer Gleichungen

Ausgangspunkt ist eine DAE vom Index 1 der expliziten Form

u' = f(t,u,v), tE€lto,to+T], ulty)= uo, (6.2.15)
0=g(t,u,v), (6.2.16)

wobei die Ableitungsmatrix g, (¢,u,v) wieder entlang der ganzen Losungstrajektorie re-
guldr sein soll. Die Losung existiere auf dem ganzen Intervall I = [tg,to + 7). In der
Praxis ist die Dimension der algebraischen Bedingung (6.2.16) meist deutlich kleiner als
die der Differentialgleichung (6.2.15).

Bei einer DAE kann ,,Steifheit“ in verschiedener Form auftreten. Zunéchst kann der
differentielle Anteil (6.2.15) im {iblichen Sinne ,,steif* sein mit || f.(¢,z,y)|| > 1. Daneben
kann aber auch der algebraische Anteil ,steif* sein mit ||g; (t,z,y)~"|| > 1. In beiden
Fillen ist dann das abgeleitete System

u = f(t,u,v)
v = —g,(t,u, v)_l{gi(t, u,v) + g (t,u,v) f (¢, u, v)}
,steif“ im iiblichen Sinne. Je nachdem, welcher Teil der DAE | steif* ist, miissen im nu-

merischen Verfahren implizite Komponenten verwendet werden. Wir wollen dies zunéchst
anhand der einfachsten Einschrittverfahren diskutieren.
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a) Der nicht-steife Fall:
Mit der Bezeichnung vy, ~ u(t,), 2z, =~ v(t,) lautet die Polygonzugmethode angewandt
auf das obige System:

Yn =Yn-1 T hf(tn1,Yn-1,20-1), n2>1, yo=uo, (6.2.17)
0= g(tn, Yn, 2n) - (6.2.18)

Wir sehen, dass dieses Schema wegen der algebraische Gleichung (6.2.18) immer eine
implizite Komponente enthélt. Zur Bestimmung von z, aus (6.2.18) kann im Fall einer
moderat konditionierten Jacobi-Matrix g, (¢, z,y) die einfache Fixpunktiteration

20 = 207D _ Cg(tn, yn, 297D, 5=1,2,3, ..., (6.2.19)
verwendet werden. Dabei ist C' eine regulire Matrix, die so zu wihlen ist, dass
||I - ng/;(taxvy)H <1

garantiert ist (geméafl dem Konvergenzkriterium im Banachschen Fixpunktsatz). In diesem
Fall konvergiert die Folge der Iterierten z,(f ) fiir jeden Startwert 27(10) gegen die Losung z,
der algebraischen Beziehung (6.2.18). Als Startwert mit guter Anfangsgenauigkeit dient

meist z,(LO) = 2,1 . Wir weisen auf die Ahnlichkeit der Tterationsvorschrift (6.2.19) mit

dem Polygonzugschema (6.2.17) hin, wenn man C' = hl setzt. Die Folge (z,(lj))]-:m,m

lésst sich dann interpretieren als Polygonzug-Approximation der AWA
Z=g(t,z), t>t,, z2(tn) = zn-1. (6.2.20)

Deren Losung konvergiert fiir ¢ — oo gegen einen Limes z., , wenn die Funktion g¢(t, z,y)
strikt monoton in y bzw. ihre Jacobi-Matrix g, (t,r,y) strikt negativ definit ist.

b) Der semi-steife Fall:

Etwas kritischer ist die Situation, wenn die algebraische Gleichung (6.2.18) , steif* ist, d. h.:
g,(t, z,y) ist zwar regulir, aber die Norm der Inversen ist gro8 : ||g; (t,z,y)~"|| > 1. Dann
wird die Gleichung (6.2.18) mit Hilfe des Newton-Verfahrens gelost:

g;(tn, Yn, Zr(Ljil))Zy(ij) = g;(tn7 Yn, Zy(y?il))zfgljil) - g(tn> Yn, 27(371))7 j = 17 27 37 Tt
wobei wieder der Startwert zﬁlo) = z,_1 verwendet wird. Die in jedem Iterationsschritt
zu losenden linearen Gleichungssysteme sind zwar meist schlecht konditioniert, aber auch
von moderater Grofle verglichen mit dem Polygonzugschritt (6.2.17).

c) Der steife Fall:
Wenn die differentielle Gleichung (6.2.15) steif ist, muss zu ihrer Integration ein implizites
Verfahren verwendet werden. Das implizite Euler-Schema lautet hier wie folgt:

Yn = Yn—1 + hf(tnayna Zn) n> ]-7 Yo = U, (6221)
0= g(tn, Yn, 2n) - (6.2.22)

Der Startwert fiir die algebraische Variable 2z, wird wieder aus der Gleichung

g(t(b Yo, ZO) =0
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bestimmt. Wenn auch die algebraische Gleichung ,steif* ist, ||g; (t,2z,y)~"[| > 1, so stellt
die Bestimmung eines , konsistenten“ Anfangswerts z, ein sehr schwieriges Problem dar.
Dies liegt daran, dass in diesem Fall fiir das nur lokal konvergierende Newton-Verfahren
keine offensichtliche Anfangsndherung z((,o) ~ zg zur Verfiigung steht, sondern erst kon-
struiert werden muss. Dies ist in komplizierten Anwendungsfillen oft ,teurer” als die
anschliefende Zeititeration. In den nachfolgenden Zeitschritten stellt sich dieses Problem
bei der Losung von ¢(t,,, Yn, 2,) = 0 nicht so scharf, da hier mit 20 = zn—1 automatisch
ein ,guter* Startwert verfiigbar ist. In jedem Zeitschritt ist ein gekoppeltes Gleichungs-
system der Form

Yn — hf(tn, Yns 20) = Yn—, (6.2.23)
9(tn: Yns 20) = 0, (6.2.24)

zu losen. Die zugehorige Newton-Matrix lautet

J = I— hf;(tnayna Zn) _hf;(t'myna Zn)
n =
92 (tn, Yn, 2n) g;(tnvymzn)

Thre Invertierung ist relativ leicht, wenn beide Diagonalblocke I — hfl(t,,Yn, z,) und
9y(tn, Yns 2n) positiv definit sind. Andernfalls ist die Gesamtmatrix streng indefinit, d. h.:
Es liegt ein sog. , Sattelpunktproblem® vor, zu dessen Losung meist spezielle , Tricks*
erforderlich sind.

Zur Integration von steifen DAE konnen grundséatzlich alle fiir steife AWA geeignete
Verfahren verwendet werden. Besonders naheliegend sind wegen ihrer einfachen Struk-
tur die A(a)-stabilen BDF-Formeln (, Rickwértdifferenzen-Formeln®). Diese stehen zur
Verfiigung bis zur Ordnung m = 6, was fiir steife Probleme ausreichende Genauigkeit
garantiert. Jeder Zeitschritt hat dann die Gestalt

R

Un=—_ Qrslnr + hBof (tn. Yns 20), 1> R—1, (6.2.25)
r=1

0= g(tn, Yn, 2n) » (6.2.26)

wobei die Startwerte ., 7 = 0,..., R — 1, etwa mit Hilfe eines Einschrittverfahrens er-
zeugt werden. Fiir die Losung der impliziten Gleichungssysteme in jedem Zeitschritt gilt
dann dasselbe, was bereits zum impliziten Euler-Verfahren gesagt worden ist. In mo-
dernen ODE- oder DAE-Codes werden diese LMM mit variabler Ordnung auch direkt
auf nichtdquidistanten Zeitgittern formuliert, was die Durchfithrung von Zeitschrittkon-
trolle stark vereinfacht. Dies fiihrt allerdings auf kompliziertere Differenzenformeln mit
zeitabhingigen Koeffizienten o,.(h,_1,...,h,_g). Die ;Kunst“ besteht dann im Design
einer effektiven Schrittweiten- und Ordnungssteuerung.
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6.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1: Bei der Ortsdiskretisierung der ,,inkompressiblen“ Navier-Stokes-Gleichun-
gen der Strémungsmechanik entsteht eine (n + m)-dimensionale DAE der Gestalt

Mu/(t) = Au(t) + N(u(t))u(t) + Bp(t) + b,

BTu(t)=0, t>0, u(0)=u,
fiir die Vektoren der approximierenden Punktwerte u(t) € R" des Geschwindigkeitsfeldes
und p(t) € R™ des skalaren Druckfeldes. (Bemerkung: Die lineare algebraische Neben-
bedingung BTu = 0 reprisentiert die ,,Inkompressibilitét* des betrachteten Fluids.) Aus
numerischen Griinden ist stets n > m. Die Systemmatrizen M, A, N(-) € R™" und

B € R™™ sind meist zeitlich konstant, wogegen der Vektor b € R™ zeitabhéngig sein
kann. Ferner sind die Matrizen M und A regular.

a) Von welchem Typ ist diese DAE?
b) Unter welcher Zusatzbedingung an die Systemmatrizen ist diese DAE losbar?

Aufgabe 6.2 (Praktische Aufgabe): Man lose die 3-dimensionale steife DAE

Mu/'(t) = Au(t) +b, t>0, u(0)= (1,0, unbestimmt)”,

1 00 -21 19 =20 1
M=1010]|, A= 19 —-21 20 |, b=1|1],
000 40 —40 —40 1

direkt, d. h. ohne Reduktion auf ein System der Dimension zwei, auf dem Intervall I =
[0, 10] mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens und der Trapez-Regel. Die (dquidistante)
Schrittweite werde so gewihlt, dass der absolute Fehler kleiner als 1073 ist. Man vergleiche
die Ergebnisse mit denen der Losung der zugehorigen normalen AWA mit der Matrix
M = I und der Anfangsbedingung u(0) = (1,0,—1)7.

Aufgabe 6.3: Man versuche die folgenden Fragen moglichst ohne Verwendung des Textes
knapp zu beantworten:

a) Welche Bedingung sichert die Eindeutigkeit der Losung der AWA

u'(t) = f(t,ut), t>ty, u(ty)=u’?

b) Was ist die Struktur des Losungsraums des linearen homogenen Systems

mit einer stetigen Matrixfunktion A : [t, 00) — R4 ?
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¢) Was besagt das Gronwallsche Lemma?

d) Hat die AWA
u'(t) = sin(u(t)) + e Ot >t u(ty) = u®,

eine globale Losung?

e) Wie sieht die allgemeine Einschrittmethode zur Approximation der AWA «/(t) =
fltu(t),t > to, u(ty) = u’ aus, und was ist ihr , Abschneidefehler (bzw. ,lokaler
Diskretisierungsfehlert)?

f) Wie lautet die Trapezregel als Differenzenverfahren zur Approximation der allgemeinen
AWA und was ist ihre Ordnung?

g) Wie lautet die allgemeine LMM zur Approximation der allgemeimen AWA und wie
lautet ihr | Stabilitdtspolynom*?

h) Wann nennt man eine allgemeine AWA | steif“?
i) Was bedeuten fiir eine LMM die Begriffe , null-stabil“, | A-stabil“ und ,,A(0)-stabil“?

j) Was sind die Stabilitétsgebiete der expliziten Euler-Formel (Polygonzugmethode), der
impliziten Euler-Formel und der Trapezregel?

k) Was ist der ,Index® einer DAE?






7 Galerkin-Verfahren

Bisher haben wir zur Losung von AWA sog. , Differenzenverfahren® betrachtet. In diesem
Rahmen stehen mit den Runge-Kutta-Verfahren, den linearen Mehrschrittformeln sowie
den durch lokale Extrapolation gewonnenen Formeln Methoden jeder gewiinschten Ord-
nung zur Verfiigung, wobei in jedem Zeitschritt lediglich Funktionsauswertungen der rech-
ten Seite f(t,z) erforderlich sind. Mit den A-stabilen impliziten Runge-Kutta-Schemata,
den BDF-Verfahren und der extrapolierten impliziten Euler-Formel lassen sich auch steife
Probleme behandeln. Die dabei in jedem Zeitschritt auftretenden, schlecht konditionier-
ten, nichtlinearen Gleichungssysteme werden mit Hilfe des Newton-Verfahrens gelost. Es
ist daher wiinschenswert, dass sich Monotonie-Eigenschaften der AWA auf entsprechende
Eigenschaften der Verfahrensfunktion F(h;t,z,y) iibertragen. Dies ist bei allgemeinen
impliziten Runge-Kutta-Verfahren aber nicht notwendigerweise der Fall. Bei allen be-
trachteten Differenzenverfahren kann die Zeitschrittweite auf der Basis von heuristischen
Schatzungen des Abschneidefehlers gewéhlt werden. Dahinter steht als ,, Rechtfertigung*
die a priori Fehlerabschétzung mit einer allerdings unbestimmten Fehlerkontante, welche
im schlimmsten Fall exponentiell mit der Zeit wachsen kann. Insbesondere bei steifen
Problemen mit inhérent grofien Lipschitz-Konstanten ist diese Begriindung ungeniigend.
Wiinschenswert wére also eine Schrittweitenkontrolle auf der Basis auswertbarer a poste-
riort Fehlerabschatzungen. Dies fithrt auf die Frage nach der Konstruktion von Einschritt-
verfahren beliebig hoher Ordnung, welche

— nur Funktionsauswertungen der rechten Seite erfordern,

— zur Integration ,steifer Probleme geeignet sind,

dieselben Monotonie-Eigenschaften wie die gegebene AWA besitzen,

eine a posteriori Fehleranalyse mit auswertbaren Fehlerabschiatzungen zulésst,

— eine verlassliche Schrittweitenkontrolle erlaubt.

Wir werden im Folgenden mit den sog. ,,Galerkin!-Verfahren“ einen fiir AWA noch wenig
gebriuchlichen Diskretisierungsansatz betrachten, welcher diesen Anforderungen wenig-
stens im Prinzip gerecht wird.

7.1 Variationelle Formulierung der Anfangswertaufgaben

Die bisher betrachteten Losungsmethoden fiir AWA
u' = ftiu), t>ty, u(te) =uo, (7.1.1)

waren alle Differenzenverfahren. Bei diesen wird typischerweise die linke Seite in (7.1.1)
durch Differenzenquotienten approximiert und die zugehorige Naherungslosung U, =~

'Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945): Russischer Bauingenieur und Mathematiker; Prof. in St.
Petersburg; Beitrége zur Struktur-Mechanik, insbesondere zur Plattentheorie.
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u(t,) in diskreten Zeitpunkten ¢, bestimmt. Wir betrachten nun einen Ansatz, der eine
mehr globale Sichtweise hat, das sog. ,,Galerkin-Verfahren*. Die AWA wird der Einfachheit
halber wieder als (global) Lipschitz-stetig angenommen, und die Notation ist so gehal-
ten, dass auch allgemeine d-dimensionale Systeme von Gleichungen erfasst werden, d. h.:
Auftretende Funktionen sind gegebenenfalls vektorwertig, und (-, -) bedeutet dann wieder
das zugehorige euklidische Skalarprodukt.

Ausgangspunkt ist eine integrale Formulierung der AWA iiber einem vorgegebenen
Zeitintervall I = [tg,to + T]. Fiir eine Funktion w € C'(I)? mit u(ty) = ug ist (7.1.1)
dquivalent zu

/(u'ff(t,u),g))dt:O Vo e C(I)*. (7.1.2)
I

Jede (klassische) Losung von (7.1.1) erfiillt offensichtlich (7.1.2). Die Umkehrung zeigt
man etwa, indem fiir jeden festen Zeitpunkt ¢ € I als , Testfunktionen“ approximierende
Dirac-Funktionen 6.(¢;-) zum Aufpunkt ¢ eingesetzt werden und der Grenziibergang
¢ — 0 durchgefithrt wird (Fundamentalsatz der Variationsrechnung):

0= /I(u; — fi(s,u))dc(t; s)ds  —e0 U;(t) — fi(t, u(t)). (7.1.3)

Wir verzichten auf die Beweisdetails, da dies fiir das Folgende nicht wichtig ist. Wenn
Missversténdnisse ausgeschlossen sind, wird die explizite Erwéhnung der ¢-Abhéngigkeit
von Funktionen unter dem Integral weggelassen.

Da die Funktionen ¢ in (7.1.2) beliebig variieren diirfen, nennt man dies auch eine
,variationelle Formulierung® der AWA (7.1.1). Sie besagt geometrisch ausgedriickt, dass
das sog. ,,Residuum® der Lésung wu,

R(u) :=u" = f(-,u),

bzgl. des Skalarprodukts von L2(I)¢ orthogonal zu allen Testfunktionen o € C'(I)? ist.

7.2 Das ,,unstetige* Galerkin-Verfahren

Ein allgemeines Galerkin-Verfahren zur Approximation von (7.1.1) restringiert die Glei-
chung (7.1.2) auf geeignete, endlich dimensionale Ansatzriume, ganz analog zum Vorge-
hen etwa beim CG-Verfahren zur Losung von allgemeinen linearen Gleichungssystemen.
Wir betrachten solche Galerkin-Verfahren mit stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen.
Dazu seien

t0<t1<<tN:t0+T

eine Unterteilungen des Integrationsintervalls I in (hier nach links halboffene) Teilinter-
valle I, = (t,_1,t,) . Wir setzen wieder

h, =t,—t,_1, h= max h,.
N

,,,,,
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Bzgl. einer solchen Unterteilung T), = {I,,, n =1,..., N} wird zunéchst der Raum V(1)
von stiickweise glatten Funktionen definiert durch

V() ={v: I =R": v(ty) €RY, vy, € CH(L)*, n=1,...,N} .

Dabei bezeichnet C'}(1,,) den Raum der auf dem (halb offenen) Intervall I, stetig differen-
zierbaren und stetig zum linken Randpunkt ¢, _; fortsetzbaren Funktionen. Wir wollen die
variationelle Formulierung (7.1.2) der AWA (7.1.1) zu einer dquivalenten auf dem Raum
V(I) erweitern, welche dann als Grundlage eines Diskretisierungsansatzes auch mit un-
stetigen Ansatzfunktionen dienen kann. Fiir Funktionen v € V(I) werden die folgenden
Bezeichnungen eingefiihrt:

+ o . - _ . _ + —
v, = limyy, v, v, = limyy, v, V] = v, — v, .

Gesucht ist nun eine Funktion w € V(I) mit den Eigenschaften u(tg) = uy = uo und

S { [ sfewas (et} =0 (72.4)

n=1

fiir alle ¢ € V(I). Man iiberlegt sich leicht, dass diese Formulierung in der Tat dquivalent
u (7.1.2) bzw. zu (7.1.1) ist:

Beweisargument: Durch Wahl von ¢, mit ¢f, =1 und ¢.(t) = 0(c — 0) fiir t # t,
folgt [u], = 0 fiir n>1, d. h. die Stetigkeit von u bei t,, sowie uj = ug fir n=0.
Analog folgt das Bestehen der Gleichung v = f(-,u) auf I,,. Wegen der Stetigkeit von
f(t,z) ergibt sich damit wieder, dass u notwendig auch stetig differenzierbar auf I sein
muss und folglich mit der Lésung von (7.1.1) iibereinstimmt.

Wir gehen noch einen Schritt weiter und integrieren auch noch die Anfangsbedingung
in die variationelle Formulierung. Dazu fithren wir die folgende Semi-Linearform ein:

Atus) = { [ (= ) 0)dt+ (a0 } + ()

n=1 n
welche bzgl. des zweiten Arguments ¢ (Argument nach dem Semikolon) linear ist. Die
AWA (7.1.1) ist dann dquivalent zur Bestimmung eines u € V(I) mit der Eigenschaft
Al ) = (w0, ) Y € V(). (7.2.5)

Zur Diskretisierung von (7.2.5) fithren wir nun Teilrdume S}(LT)([ ) C V(I) (r € Ny) von
stiickweise polynomialen Funktionen ein:

Sy I)={peV{): ¢(to) €R?, ¢, € P([,)", n=1,...,N} .

Dabei bezeichnet P,(1,) den Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich r. Man

beachte, dass die Ansatzfunktionen ¢ € S;LT) i. Allg. unstetig sind und im Anfangszeit-
punkt ty einen Wert ¢(tg) # limys, ©(¢) annehmen kénnen. Der Fall stetiger Ansatzfunk-
tionen wird unten kurz diskutiert werden. Der Galerkin-Ansatz zur Losung von (7.1.1)
besteht nun darin, dass eine Funktion U & S(r)( I) gesucht wird mit den Eigenschaften

AU ®) = (ug, ®5) VP € 5(1). (7.2.6)
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Aus offensichtlichem Grund wird dieses Verfahren ,unstetiges Galerkin-Verfahren (mit
Ansatzgrad r)“ oder kurz ,,dG(r)-Verfahren“ genannt. Die Losbarkeit des (endlich di-
mensionalen) Problems (7.2.6) wird spéter diskutiert. Zunéchst stellen wir fest, dass we-
gen der zugelassenen Unstetigkeit der Testfunktionen das globale Problem auch als ein
sukzessives Zeitschrittverfahren geschrieben werden kann. Durch Wahl einer Testfunktion
in der Form ¢ =0 auf allen I, # I, erhélt man aus (7.2.6)

/I (U/7 QD) dt + (U;ztl? Qp;zkfl) = /I (f(t’ U)? (P) dt + (Un_fla @;,1) ’ (727)

fiir alle ¢ € P.(I,,) . Dabei spielt U, ; die Rolle des Anfangswertes auf dem Intervall I, .
Der Anfangswert fiir n = 1 ist natiirlich U; = uo. Man beachte, dass die diskrete Losung
U an den Stiitzstellen ¢, nicht stetig zu sein braucht. Da die kontinuierliche Losung
offensichtlich dieselbe variationelle Gleichung (7.2.6) erfiillt,

Au; @) = (ug, ®F) Vo € S (1)

ergibt sich durch Subtraktion die sog. ,, Galerkin-Orthogonalitét®

Alu; ®) — A(U;®) =0 Vo € S7(1). (7.2.8)

7.2.1 Beispiele

Das scheinbar so andersartige dG(r)-Verfahren besitzt dennoch eine enge Verwandtschaft
mit wohl bekannten Differenzenverfahren. Dazu betrachten wir den Fall d = 1.

(1) Fall »=0: Wir setzen U, := U, auf I, = (t,_1,%,] und (7.2.7) reduziert sich auf
U,—U,1 = f(t,Uy,)dt. (7.2.9)
I’VZ
Dies ist eine Variante des impliziten Euler-Schemas, welches man durch Approximation

des Integrals auf der rechten Seite mit der Boxregel erhélt:

Un = Un—l + f(tv Un) dt ~ Un—l + hnf(t'm Un)-

In

(2) Fall »=1: Wir verwenden fiiv U(t) auf I, die Lagrange-Darstellung

U(t) = h, ' (t — t, 1)U, — h, (t —t,)UT

n n n—1-
Setzt man dies in (7.2.7) ein und testet nacheinander mit den Basispolynomen ¢ = 1

und ¢ = h;'(t —t,_1), so ergibt sich fiir die Funktionswerte U} ; und U, das System

U-—U; F Uy, U —UF, =2k / FEUYE —toy)dt.  (7.2.10)
In

n n—1—
I7l
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Wenn man die Integrale mit der Trapezregel approximiert,
F,U)dt
In

2h [ f Ut =t ) dt = hyf(ta,U,),

In

Q

shad f (b1, UZy) + f(ta, U}

ergibt sich das implizite Runge-Kutta-Verfahren
U, =U,_y+ shalki + ka), ki = f(ta—1,U, —hnka), ko= f(ta,U;).  (7.2.11)

Dieses Differenzenverfahren ist von zweiter Ordnung (Nachrechnen als Ubungsaufgabe).
Wir werden spéter aber sehen, dass das exakte dG(1)-Verfahren in den diskreten Zeit-
punkten %, sogar von dritter Ordnung ist.

Beide Differenzenverfahren, (7.2.9) und (7.2.10), sind A-stabil. Sie gehéren zur Klasse
der sog. ,subdiagonalen Padé? -Verfahren“ und haben angewandt auf das iibliche Modell-
problem u' = A\u die Verstiarkungsfaktoren

1
1—hX’
1+ 3hA
1— 2R\ + Lh2a2

dG(0)-Verfahren: w(Ah) =

dG(1)-Verfahren: w(Ah) =

Das Differenzenschema (7.2.11) hat den Verstirkungsfaktor w(Ah) = (1 —hA + $h2A%)~
und ist folglich A-stabil.

7.2.2 Losbarkeit der Galerkin-Gleichungen

Wir untersuchen zunéchst die Wohlgestelltheit der Galerkin-Gleichungen im Fall von L-
stetigen (nicht-steifen) AWA.

Satz 7.1 (dG-Verfahren fiir nicht-steife AWA): Sei wieder L die globale Lipschitz-
Konstante der Funktion f(t,x). Fir jedes r > 0 gibt es eine Konstante v > 0, so dass
die Galerkin-Gleichung (7.2.6) unter der Bedingung h < /L eine eindeutige Lisung

Ue S,(LT)(I) besitzt.

Beweis: Sei U bis zum Zeitpunkt ¢,_; berechnet. Der Schritt nach ¢, erfordert die
Bestimmung von Uj;, aus U, _,. Die Losung Uy, ist bestimmt durch die Fixpunktglei-
chung

/ (U @) dt + (U, 0t )) = / (LU, @) dt+ (U0t ) (7.2.12)

In

2Henri Eugene Padé (1785-1836): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Poitiers und Bordeaux; ent-
wickelte die sog. ,,Padé-Approximation®, rationale Approximationen der Exponentialfunktion.
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fir alle » € P,(I,). Wir werden zeigen, dass diese eine Fixpunktabbildung ¢ : P.(I,) —
P,(I,) definiert (zu festem U, _,), welche fiir h < /L eine Kontraktion ist. Seien dazu

U =g(U) und V = g(V) fiir zwei beliebige U, V € P,(1,) . Die Differenzen W := U—V
und W :=U —V geniigen dann der Relation

/1 (W', o) dt + (W ot ) < L / Wil Vo e P(L).

Wir setzen hier zunéchst ¢ = W und erhalten unter Verwendung der Identitat (W', W) =
L4 W (> und anschliefender Integration die Beziehung

W, 1P + W, [ < 2Lh,, sup W] sup Wl (7.2.13)
Als néchstes setzen wir ¢ = (¢ — ¢,,-1)W’ € P,(I,) und erhalten
i W2t = to-r) dt < L/I W IW Nl (= ta) dt
bzw. unter Verwendung der Ungleichung ab < %aQ + %bz :

WP =ty dt < L2 [ WG =t de < SR sup [W]P. - (72.14)

In In

In Hilfssatz 7.1 werden wir fur W € P,(I,,) die folgende Abschitzung zeigen:
sup WP <t { [ IWIRGE = bo) de+ (W17}, (72,15
In In

mit einer von der Intervallbreite h, unabhéngigen Konstante x > 0. Durch Kombination
der vorausgehenden Abschétzungen (7.2.13) - (7.2.15) erhalten wir

sup W17 < { [ WP = b dt+ (W)
In In

< w2 {1212 sup [ + 2L, sup 77 sup [ W]}
und schliellich .
sup W < TthnS}lpHWII,

mit einer festen Konstante = > 0. Hieraus folgt zunichst, dass die Abbildung ¢ :
P.(I,) — P.(I,) wohl definiert ist, denn fir W = 0, d. h. fiir verschwindende rech-
te Seite in (7.2.12), ist notwendig W = 0, was wegen der Linearitit der linken Seite
in (7.2.12) aufgrund eines fundamentalen Satzes der linearen Algebra die Existenz von
g(U) € P.(I,) fiir jedes Argument U € P,(I,) impliziert. Weiter ist die Abbildung
g(-) wie behauptet fiir h, < /L eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert
dann die Existenz einer (eindeutig bestimmten) Losung der Galerkin-Gleichung (7.2.12).

Q.E.D.
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Hilfssatz 7.1 (Diskrete Sobolewsche Ungleichung): Fir Funktionen ¢ € P,(1,)?
gilt die diskrete ,Sobolewsche® Ungleichung“

1/2
b

supllel <w ([ IIPt—tas) dt+ Ny ) (7216)
n I‘IL

mit einer von der Intervallinge h, unabhdngigen Konstante x > 0.

Beweis: Der Beweis verwendet ein sog. ,,Skalierungsargument“. Da derartige Argumente
in der Analyse von Galerkin-Verfahren héufig vorkommen, wollen wir den Beweis hier
vollstandig durchfiithren. Wir betrachten nur den skalaren Fall d = 1; die Verallgemei-
nerung fiir d € N ist dann offensichtlich. Ausgangspunkt ist die Feststellung, dass die
Ungleichung (7.2.16) fiir Polynome ¢ € P.((0,1]) auf dem Einheitsintervall gilt mit einer
Konstante & > 0:

N N ! NP N 2\ /2
sup [¢| 9(/ 2 Edi + (1)2) (7.2.17)
(0,1] 0

Dies folgt direkt aufgrund der Aquivalenz aller Normen auf dem endlich dimensionalen
Vektorraum P,.((0, 1]) . Man iiberzeugt sich leicht, dass die Ausdriicke auf der linken und
rechten Seite in (7.2.17) in der Tat Normen sind. Wir fithren nun eine (affin-lineare)
Skalierungstransformation von (0, 1] auf I, ein:

x:(0,1] = I, t=x(t) =ty 1 +hat, X()= hy.

Zu jedem Polynom ¢ € P,(I,) defieren wir damit ein zugehériges Polynom ¢ € P,((0,1])
durch

p(t) = p(x(d), e (0,1].
Dann gilt offenbar

¢ =X (1) = ¢'(O)hn
Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir durch Koordinatentransformation die folgenden
Beziehungen:

1 A . 1/2
suplel =sup o] < ([ | idi-+1oDP)
In (0,1] 0
1/2
= ([ Rl =t e+ o )
In

Dies beweist die Giiltigkeit der behaupteten Ungleichung mit derselben Konstante x = &
auf dem Intervall I, . Q.E.D.

3Sergei Lvovich Sobolew (1908-1989): Russischer Mathematiker; wirkte zunichst in Leningrad (St.
Petersburg) und dann am berithmten Steklov-Institut fiir Mathematik der Akademie der Wissenschaf-
ten in Moskau; fundamentale Beitrige zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Konzept der
verallgemeinerten (distributionellen) Losung, Sobolew-Ridume; beschéiftigte sich auch mit numerischen
Methoden, numerische Quadratur.
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Wir bemerken, dass es eine interessante Ubungsaufgabe ist, die Abschiitzung (7.2.16)
direkt ohne Verwendung des Skalierungsarguments zu beweisen und dabei auch die , beste*
Konstante x = r(r) zu bestimmen. Man beachte, dass (7.2.16) nicht gleichméBig fiir
¢ € CY(I,) gelten kann.

Als néichstes betrachten wir den Fall | steifer* AWA unter der zusétzlichen Annahme,
dass die rechte Seite f(t,-) L-stetig ist und die strikte Monotonieeigenschaft

_(f(tax) _f(tvy)7x_y) 27|\x—y||2, te ]7 xvyeRd’ (7218)

besitzt mit einer Konstante v > 0. Dies ist z. B. der Fall fiir f(¢,2) = A(t)x + b(t) mit
einer (gleichméBig bzgl. t) negativ definiten Matrix A(t).

Satz 7.2 (dG-Verfahren fiir steife AWA): Die AWA habe eine L-stetige und strikt
monotone rechte Seite f(t,x). Die Galerkin-Gleichung (7.2.6) besitzt dann unabhingig
von der Schrittweite eine eindeutige Losung U € S’,(lr)([), welche mit dem Newton-
Verfahren berechnet werden kann.

Beweis: Ausgangspunkt ist die lokale Galerkin-Gleichung

J W= Fe U@ e U ) = Urapin) Yo RO (1219)
In

Dies ist dquivalent zu einer nichtlinearen Gleichung fiir U € P,.(I,)?. Wir wollen zeigen,
dass die zugehorige Abbildung strikt monoton ist. Die (eindeutige) Losbarkeit der Glei-
chung (7.2.19) fiir beliebigen Anfangswert U, ; wird dann durch Korollar 1.7 garantiert.
Fiir zwei Funktionen U, V € P,(I,) und ihre Differenz W := U=V gilt unter Verwendung
der Monotonieeigenschaft von f(¢,-):

/ (W' — F(6.0) + F(E V). W) dt+ W |

In
1d
> [ GHIWIE AW ae e w P
ITL
Loz o Lire 2 2
= SIWL P+ SIWali P+ [ Wt
2 2 I
Da alle Normen auf dem endlich dimensionalen Vektorraum P,(I,)? #quivalent sind,
bedeutet dies die behauptete starke Monotonie der Abbildung,. Q.E.D.

Bemerkung: Wir bemerken, dass in Satz 7.2 fiir » = 0 und r = 1 als Voraussetzung
die einfache Semi-Monotonie der Funktion f(¢,-) ausreicht. In diesem Fall ist namlich
bereits

_ 1/2
W= (W12 + (W 1%)

eine Norm auf P,(I,)%, so dass v = 0 sein darf. Ob dies auch richtig ist fiir r > 2,
ist eine (zum Zeitpunkt der Erstellung dieses Textes) noch offene Frage. Ein einfaches
Beispiel fiir eine steife AWA mit nur semi-monotoner rechter Seite ist das 4 x 4-System

u'(t) = Au(t), t>0, u(0)=(1,0,1,1)7,
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mit der Matrix

—-100 0 O
0 0 1
A—
0 -1 0
0 0 0 —1

und der Losung

up(t) = e 1% uy(t) = sin(t), wus(t) = cos(t), uu(t) =e "

7.2.3 Andere Arten von Galerkin-Verfahren

Neben dem impliziten Euler-Schema lassen sich auch einige der anderen bisher betrach-
teten einfachen Einschrittformeln als Varianten von Galerkin-Verfahren deuten.

a) Verwendet man bei der Herleitung der variationellen Formulierung (7.2.4) ein Punkt-

gitter {to,...,txy} mit nach rechts halboffenen Teilintervallen I,, = [t,_1,%5), so erhilt
man

N

S [ - 0. pdr+ @) | = 0.

n=1 L

Ein unstetiger Galerkin-Ansatz mit stiickweise konstanten Funktionen ergibt dann die
Rekursionsgleichungen

U, = [ ft,U)dt, 1<n<N.
In
Diese entsprechen offensichtlich einem expliziten Einschrittverfahren fiir die Grolen U, :=
U, welches im autonomen Fall, f(¢,z) = f(z), oder nach numerischer Integration mit
der linksseitigen Boxregel mit der Polygonzugmethode (explizites Euler-Verfahren)

Un = Un—l + hnf(tn—la Un—l)

iubereinstimmt.

b) Ausgehend von der variationellen Formulierung (7.2.4) kann man auf dem Gitter
{to, ...,tn} stetige Ansitze fiir U machen. Damit dies aber wieder ein Zeitschrittverfahren
liefert, welches rekursiv von Zeitlevel zu Zeitlevel abgearbeitet werden kann, miissen die
Testfunktionen als unstetig gewihlt werden. Dies ergibt dann ein sog. ,, Petrow?-Galerkin-
Verfahren“ im Gegensatz zum ,, Galerkin-Verfahren®, bei dem Ansatz- und Testraum die-
selben sind. Bei Wahl von stiickweise linearen Ansétzen fiir U und stiickweise konstanten
Testfunktionen ergibt sich wegen U, := U} = U, das Schema

{U' = f(t,U)}dt =0

In

4Georgi Iwanowitsch Petrow (1912-1987): Russischer Ingenieur; 1965-1973 Direktor des Instituts fiir
Raumfahrtforschung; Publ.: “Application of the Galerkin method and the problem of flow stability of a
viscous liquid” (russ.), Prikl. Mat. Mekh. 4, 36-47 (1947)
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bzw.

Up = U, 1+ [ flt,h (t =ty )Un + b (t, — ) U, 1) dt .

In

Dieses Schema stimmt fiir eine lineare, autonome AWA mit f(¢,2) = Az + b oder bei
Anwendung der Trapezregel auf das Integral offenbar mit der Trapezformel

Un = Unfl + %hn {f(trm Un) + f(tnflv Unfl)} .
iiberein. Die Resultate der folgenden Abschnitte zur a prioriund a posteriori Fehleranalyse

und Schrittweitensteuerung bei den unstetigen Galerkin-Verfahren gelten sinngeméfl auch
fiir diese stetigen Petrow-Galerkin-Verfahren.

7.3 A priori Fehleranalyse

Die dG(r)-Verfahren lassen a priori Fehlerabschétzungen zu, welche eine &hnliche
Struktur wie diejenigen fiir Differenzenverfahren haben. Sie stellen aber etwas geringe-
re Anforderungen an die Regularitét der exakten Losung. Wir wollen diesen wichtigen
Punkt zunéchst anhand eines ganz einfachen Spezialfalles diskutieren. Betrachtet werde
die triviale skalare AWA

W)= f(t), te =101, u(0)=0, (7.3.20)

deren Losung u(t) gerade die Stammfunktion der rechten Seite f(¢) iiber dem jeweiligen
Intervall [0,¢] ist. Die dG(0)-Verfahren nimmt angewendet auf diese AWA die folgende
Gestalt an:

U, =Ur, = | fydt+U, ,. (7.3.21)
In
Die exakte Losung u(t) erfiillt offenbar dieselbe Gleichung,
u, = | f(t)dt + u,_,
In

so dass der Fehler e = u — U zu den Zeiten ¢, verschwindet: ey =e; = ...
In den Zwischenpunkten ¢ € I, gilt

Il
)
>
I
o

tn tn
le(t)| = ‘/ ¢ dt‘ = ‘/ u'dt‘ < hpsup|u/|, €I,
t ¢ In
Dies impliziert die globale Fehlerabschitzung

3 < 5 ! .3.22
51;plel < lg@v{hnbgplum (7.3.22)
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welche fiir stiickweise konstante Approximation (r = 0) hinsichtlich der Konvergenzord-
nung und den Regularitdtsanforderungen an die Losung u sicherlich optimal ist. Ver-
gleicht man dieses Resultat mit dem entsprechenden fiir das implizite Euler-Verfahren
(fiir die vorliegende semi-monotone AWA),
N
Sup le] <4 Zl h? S}ip [u"] < %Tlgfg\/{hn S}lnp lu"[}, (7.3.23)
n—

so fallen zwei Unterschiede auf:

— Der Fehler in (7.3.23) wéchst linear mit der Zeit 7.

— Die Abschitzung (7.3.23) erfordert eine Schranke fiir die zweite Ableitung u”.

Dieser Unterschied ist verfahrenstypisch und tritt auch im Fall allgemeinerer AWA auf.
Im betrachteten trivialen Fall wére die Folgerung fiir die dG(0)-Verfahren, dass die Aus-
wertung der Integrale in (7.3.21) statt mit der Box-Regel (wie beim impliziten Euler-
Verfahren) besser mit einer Quadraturformel 2. Ordnung, z. B. der Mittelpunktsregel,
erfolgen sollte:

Un = hnf(tnfl/Z) + Unfl ) tn71/2 = %(tn + tnfl) .

Fiir dieses Differenzenverfahren erhélt man die Fehlerdarstellung

tn
€n = €n_1 +/ J@) dt — hof (ta-1/2) = en1 + 5700 f" () -
tn—1

Hieraus folgt die Abschéitzung
< |+ L Th? "IV 3.
Sl]1p|e| < 1212?\/{h"s}1np|u|+24Th” S}lﬂp|f 1} (7.3.24)

Der bei Intergration iiber grofle Zeitintervalle dominante Zeitfaktor 7' kann hier durch
die erhohte Potenz der Schrittweite h, kompensiert werden. Dies macht Sinn, wenn die
hoheren Ableitungen der Losung nicht deutlich gréfier als die niedrigen sind. Dies ist
natiirlich im vorliegenden Spezialfall kein allzu grofier Fortschritt, aber das zugrunde
liegende Prinzip ist auch in viel allgemeineren Situationen wirksam und fithrt zu neu-
artigen Anséitzen bei der Kontrolle des Diskretisierungsfehlers. Insbesondere erscheint in
der Abschétzung (7.3.24) der reine Verfahrensfehler (Approximation der Zeitableitung)
separiert vom Quadraturfehler bei der Auswertung der rechten Seite f(t,-). Beim Diffe-
renzenverfahren werden dagegen beide Fehleranteile vermischt.

Wir geben nun a priori Abschétzungen fiir den Diskretisierungsfehler der dG(r)-Verfah-

ren an.

Satz 7.3 (A priori Fehler - nicht-steif): Im Fall einer allgemeinen L-stetigen AWA
gilt fiir das dG(r)-Verfahren fir hinreichend kleine Schrittweiten h, < v/L (siche Satz
7.1) die a priori Fehlerabschditzung

< r+1 (r+1) 3.
sup [lel < K max {Ay" sup [V}, (7.3.25)

mit einer im allg. exponentiell von L und T abhingigen Konstante K = K(L,T).
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Beweis: Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten.

(i) Wir betrachten als Ubung zuniichst den einfachsten Fall r = 0. Subtraktion der
Gleichungen fiir v und U,

Uy = ’ Ft, u(t)) dt + up—1,
U, =U, = : f&U()dt+U,_,
ergibt fiir die Differenz e, := u, — Uy :
=/ {f(t,u(®)) = f(5,U®))} dt + eny
= In{f(t»U(t)) — [t un) + [t un) = f(EU))} dE + eny.

Damit folgt

leall = / £t u(t)) — F(t )l di + / £t un) — FEUD) dE+ len ]

< Ly sup Ju(t) = u(t)]| + Lhalleal + ool
teln
und weiter durch rekursive Anwendung dieser Ungleichung und Beachtung von eg = 0:
lenll < LY hlleml + L b SUp [u(t) = u(tm)]-
m=1 m=1 clm
Die diskrete Gronwollsche Ungleichugn liefert dann die Abschédtzung
|| < eYltn—to), B sup ||u(t) — u(t,y,)||,
Jeall < 3 o s (1) = uit)|

bzw.

sup [e]| < sup [[u(t) — un + [|en
teln

eln

< sup [u(t) = up|| + TN By sup [Ju(t) = u(t)])-
t o1 t€Im

eln

Mit Hilfe der Abschitzung
()~ ute)l = | [ de]| < [T 1w O] < honsup ).
t t m

erhalten wir also
sup [lel| < K(L,T) max {hy,sup||u'|}.
tely, 1=m=n Im
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Dies impliziert die behauptete Fehlerabschéitzung fiir » = 0.

(ii) Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Fall r > 0 zu. Der exakten Losung u wird
eine Approximierende U € S ,(LT)(I ) zugeordnet durch die Vorschrift

U, =ul(ty,), / (U—wu)qdt=0 Vqe P._(I,)%, n=1,..,N.
In

Wir werden unten in Hilfssatz 7.2 zeigen, dass diese Approximierende lokal auf jedem

Teilintervall I, eindeutig bestimmt ist (r + 1 Bestimmungsgleichungen fiir r 4+ 1 freie

Parameter) und dass die Fehlerabschitzung gilt:

(r+1)H

sup [|[u — U|| < erhsup |lu , (7.3.26)
I

n n

mit einer sog. ,, Interpolationskonstante® ¢; > 0. Fiir diese Approximierende U gilt nach
Konstruktion mit beliebigem ¢ € P,(I,,) die folgende Beziehung (beachte ¢’ € P,_1(I,,))

/I(U’,go)dtJr(U;_l,gaﬁ_l):—/I (U, ¢)dt+ (U, , ¢5)

:_/ (u, @) dt + (tn, ©3)

I

:/ (u/7@)dt+(un71799:—1)

In

= / (ft,u), ) dt + (up—1,05_,) - (7.3.27)

In
(iii) Wir wollen eine rekursive Abschétzung fiir den intervallweisen Fehlerterm £, :=
sup;, ||e]|* herleiten. Dazu wird aufgespalten e :=é+n mit € :=u—U und 7 :=U—U.

Im Hinblick auf (7.3.26) geniigt es, die Fehlerkomponente 7 abzuschitzen. Wir bedienen
uns dazu der , diskreten Sobolewschen Ungleichung (7.2.16) fiir n € P.(I,):

sup ol < w { [ 2=t de+ ]} (7.3.28)
ITL In
Durch Subtraktion der Gleichungen (7.2.7) fiir U und (7.3.27) fiir U erhalten wir
[ ot et = [ () - SV R e+ i),
In In

fiir beliebiges ¢ € P,(I,) . Wir wihlen nun ¢ := 1 und erhalten

[t bl = [ (e — £6.0) ) de+ ).

In In

bzw. bei Beachtung von (1/,1) = 14{n||> und anschlieSender Integration iiber I,, :

sl P+ 3l < L/I lelimll dt + 3llm_ll* + 3l
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Dies ergibt
I |1 < ZL/ lelllinll dt + lln_y 1%,
177/

und nach rekursiver Anwendung fiir n,n—1,...,1 und Beachtung von 7, =0:

Il 117 < 2LZ/I llelllln]l dt . (7.3.29)
v=1 v

Als néchstes setzen wir ¢ :=n/(t—t,—1) € P.(I,—1) und erhalten

||77,|2(t_tn—1)dt:/l (f(tu) = f(&,U) 0 ) (t—tns dt<L/ llelHln'l|(t—tn—1) dt

<1 [ et ) ([ et )

In

bzw.

/ IIn’H?(t—tn,l)dtgLQ/ llel|>(t—t,_1) dt . (7.3.30)
In In

Kombination der Abschétzungen (7.3.28), (7.3.29) und (7.3.30) ergibt

Sup Inll* < K*L2h3 Sup llell® + QHQLZ/% sup [l

v=1

Unter Verwendung der Abschitzung (7.3.26) fiir ¢ = u—U erschlieen wir hieraus

sup He”2 S 2/{2L2hi sup He”2 + QClhi’F+2 sup ||U(T+1) H2

n n In

+ KL Z h,{3 sup lle]|? + 2crh2 2 sup [t 12}

v=1

< 5k%L Z h, sup lle||* + 4K*Ley Z R2 3 sup (|02,

v=1 v=1

wobei 0.B.d.A. k2L > 1 und Lh, <1 angenommen wurde. Auf der Basis dieser Bezie-
hung liefert nun die diskrete Gronwallsche Ungleichung (2.1.11) unter der Voraussetzung
5k%2Lh, < 1, dass

sup [le]|? < exp ZJV5K2Lh )4r*Leg Z h2+3 sup [ +D]12, (7.3.31)
" v=0 v=1

wobei o, = (1 — 5x?Lh,)~!. Dies impliziert die behauptete a priori Fehlerabschitzung
mit der Konstante v := 1/(5x?%). Q.E.D.
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Hilfssatz 7.2 (Interpolationssatz): Einer Funktion uw € C™(1,,)) wird durch die Vor-
schrift

U, = u(t,), / (U —u)gdt =0 Vg€ P_(1,)% (7.3.32)

n
In
eindeutig eine Interpolierende U € P,(I,,) zugeordnet. Fiir diese gilt die Fehlerabschiitzung

sup [lu — Ul < erhy, ™ sup [[ul™0], (7.3.33)

n n

mit einer von h, unabhingigen sog. ,Interpolationskonstante c; = c;(r) .

Beweis: (i) Auf dem Intervall [, haben wir r 4+ 1 lineare Bedingungen (7.3.32) zur
Bestimmung der ebenfalls 7 + 1 freien Parameter in U € P,.(I,). Das resultierende
lineare Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung, da jedes Polynom p € P.(I,)
mit den Eigenschaften

p, =0, / pgdt =0 Vq € Pr_l(ln)d.

I

notwendig das Nullpolynom p = 0 ist. Um dies einzusehen, nehmen wir an, dass p # 0 ist.
Seien {7;,7 =1,...,m} die Nullstellen von p im Innern von I, mit ungerader Vielfachheit.
Dann gilt

In i=1 n i=1

mit einem Polynom p ohne Nullstelle in 7,,. Da nun p orthogonal zu allen Polynomen
in P._y ist, muss also zwangslaufig m > r sein. Zusammen mit 7,y := ¢, hat also p
genau 7 + 1 (dann notwendig einfache) Nullstellen, und es ergibt sich der Widerspruch
p=0.

(i) Mit demselben Argument wie unter (i) erhalten wir, dass die Fehlerfunktion u—U €
C"™'(I,) in I, mindestens 7+ 1 (einfache) Nullstellen besitzt. Betrachten wir nun das
Nullpolynom p = 0 als Lagrange-Interpolierende in P,(I,,) von u—U in diesen Punkten,
so liefert die allgemeine Fehlerabschitzung fiir die Lagrange-Interpolation die folgende
Abschétzung:

(r+1)H ]

sup flu =T < sy b sup fl(w = 0) V) = s

(r+1)! (r+1)!

Dies impliziert die Behauptung mit der Konstante c; := Q.E.D.

1
(r1)!

Fiir das dG(r)-Verfahren ldsst sich mit einer ganz anderen als der in Satz 7.3 ver-
wendeten Beweistechnik zeigen, dass der Fehler in den diskreten Zeitpunkten ¢, sogar
mit der besseren Ordnung O(h™?) konvergiert. Dieser sog. ,,Superapproximationseffekt*
kann natiirlich nicht auf dem ganzen Intervall I gelten, da allgemeine Funktionen durch
Polynome vom Grad r global hichstens mit der Ordnung O(h"*!) approximiert werden
kénnen.
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Satz 7.4 (Superkonvergenz): Das dG(r)-Verfahren ist ,superkonvergent®in den Stiitz-
punkten t, , d. h.: Fir den Fehler e :=u—U gilt:

1<n

< r+2 (r+1) 2 3.
max || ()| < K1I<_I}1a§)§v{h” S}ip [u D]} + KmIaX llell?, (7.3.34)
mit einer i. Allg. exponentiell von L und T abhingigen Konstante K = K(L,T).

Beweis: Zum Beweis bedienen wir uns eines sog. ,,(diskreten) Dualitdtsarguments“. Sei
wieder e :=u — U gesetzt.

(i) Zunéchst schreiben wir

flt,u)— f(t,U) = /01 %f(t,U—ﬁ—se) ds = /01 fz(t,U+se)eds =: B(t)e.

Fiir die Semi-Linearform A(-;-) von oben gilt damit

Aw; V) =AU V)= | {(, V)= (f(t.u)— f(t,U),V)ds} dt

n=1"1In

+ Z n— 17 (68_7 %+)
—Z {(¢,V) - eV}dtJrZ elnet, VE) + (ef, V).
I’Vl
Die rechte Seite definiert nun offenbar eine von u und U abhéngige Bilinearform
N
L(u, Z {W V) = BOW V)t + 3 (Wt Vi) + (0 V).
In n=2
Mit dieser gilt wegen der Galerkin-Orthogonalitét:
L(w,U)(e,V) = A(u; V) — A(U; V) =0, V eS"().

Fiir die Form L(u,u)(W,V) erhalten wir mit

/1 fao(t,utse)ds = f.(t,u)
0

durch partielle Integration und Umordnung von Termen:

L(u,u)(W, V) Z/ — fo(t, )W, V) dtJrZ Wln_1, V.F ) + (W5, Veh)
I,

n=2
N-1

_Z/I (W, V' = ot u) V) dt = S (Wi y, [V]er) + (Wi, Vi):

n=1
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(ii) Sei nun Z € Sy) (I) die Losung des diskreten variationellen Problems
Luw,u)(V, Z) = (Viy,en) YV e S, (7.3.35)
Dies ist die dG(r)-Approximation des linearen ,dualen Problems* (), Riickwértsproblem®)
2+ folt,u)z =0, ty >t>0, z(ty)=ey. (7.3.36)

Diese AWA ist wohl-gestellt, da sie nach der Transformation s = ty—t und Z(s) := z(¢)
in die wohl-gestellte ,, Vorwirtsaufgabe“

2= fa(s,u)2=0, 0<s<ty, 2(0)=ey,

iibergeht. Fiir die diskrete ,duale Losung® Z gilt die a priori Abschidtzung
sup | 2]+ [ 12/ dt < esulex]| (7.3.37)
I

mit einer sog. ,Stabilitédtskonstante” cgy , die i. Allg. exponentiell von Schranken fiir
fe(t,x), d. h. L, und T abhéngt.

(iii) Wir setzen 7 := U — U, wobei U € Sf(f)(]) wieder die oben eingefiihrte Appro-
ximation der exakten Losung u ist. Mit dieser gilt konstruktionsgema ey = ny . Wir
setzen nun V :=1n:=U—U in (7.3.35) und é := u — U . Dann ergibt sich mit Hilfe der
Definitionsgleichung von Z und der Galerkin-Orthogonalitat fiir U :

||€N||2 L(u, uw)(n,
L(u, U)(n, ) (L(u, U) = L(u, w))(n, Z)
L(u,U)(e, Z) = L(u, U)(e, Z) = (L(u, U) = L(u, u))(n, Z)
= —L(u,U)(e,Z) = (L{u, U) = L(u,u))(n, Z)
(U—u,Z) — (L(u,U) = L(u,u))(n, Z)

= —L(u,u)(€,2) + (L(u, U)—L(u, u)) U
= —L(u,u)(e,Z) — (L(u,U)—L(u,u))(e, Z).

Den zweiten Term auf der rechten Seite schéitzen wir nun wie folgt ab:

[(L(u, U)—L(u,u))(e, Z)| SZ/I |/0 (fx(t7U+se)e,Z)ds—(fz(t,u)e,Z)|dt

< LTsup llel*sup||Z|| < csalT suplell*lex |l

Zur weiteren Behandlung des ersten Terms auf der rechten Seite verwenden wir die Pro-
jektionseigenschaften von e wie folgt:

N-1

L(u, u)(é,Z) Z/I = folt,u) Z)dt =Y (y 1. [Z]n1) + (En, Zy)

n=1

= Z/I (é7 fr(tau)*Z - Psz(tau)*Z) dt
n=1 n
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Hieraus folgt dann mit Hilfe der iiblichen Fehlerabschétzungen fiir € und Fy:
N
L)@ 2] <3 [ Jellftta) 2 = Pofelea) 2] di
n=171In
N
< Yo s O b [ (Gatt0) 2 db
n=1 In In

N
r+1 (r+2) * r7\/
< er s, (12 s 1) 3 J 1y zy

Durch Ausdifferenzieren sehen wir, dass auf jedem Zeilintervall I,, gilt:
1(fa(t, )" Z) (O < c(){NZO) + 12 (D]}
Mit der obigen a priori Abschitzung fiir Z folgt daher

— < r+2 (r+1) —1.
|L(u,u)(e, Z)| < cresp 12%%{/% bllrlnP”U ||} lexl

Kombination der bis hierhin abgeleiteten Abschéitzungen ergibt nun

— < r+2 (r+1) 2
llexll < cresn lrsnnagv{hn SELPHU ||}+Cs,hLTSl}p||€H :

Q.ED.

Bemerkung 7.1: Mit Hilfe einer Verfeinerung des vorangehenden Beweises lésst sich
zeigen, dass das dG(r)-Verfahren in den diskreten Zeitpunkten sogar eine noch hohere
Konvergenzordnung besitzt:

' 2r+1 (r+1) 2
max fle(ta)| < K max {h Sup [u D} + K maxle]|?, (7.3.38)
Dies bedeutet fiir das dG(0)-Verfahren (implizites Euler-Verfahren) noch keine Verbesse-

rung gegeniiber der Konvergenzordnung m = 1, doch beim dG(1)-Verfahren ergibt sich
bereits die Ordnung m = 3.

7.4 A posteriori Fehlerschitzung und Schrittweitensteuerung

7.4.1 Allgemeines zur a posteriori Fehleranalyse

Wir wollen die allgemeine Vorgehensweise bei der a posteriori Fehleranalyse fiir Galerkin-
Verfahren zunéchst in dem einfacheren Rahmen algebraischer Gleichungssysteme herlei-
ten. Wir beginnen mit der approximativen Lésung linearer Probleme. Mit (reguldren)
Matrizen A, A, € R™™ und Vektoren b, b, € R™ seien die Gleichungssysteme

Az = b, Ahl’h = bh
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betrachtet. Zur Abschitzung des Fehlers ej := x — x; kann man sich des ,, Abschneide-
fehlers* 7, := Apx — by oder des ,Residuums“ p, := b — Az, bedienen. Fiir ersteres
gilt

Aheh = Ahx - Ahl’h = Ahl’ — bh = Tp
und folglich

lleall < 145 [ lI7ll- (7.4.39)

Dies entspricht der typischen Vorgehensweise bei der a priori Fehleranalyse von Differen-
zenverfahren fiir AWA. Die resultierende Fehlerschranke basiert auf Abschéitzungen fiir
den (unbekannten) Abschneidefehler 7, sowie der Stabilitidt des ,diskreten Operators
Ay, d. h. auf Schranken der Form || A, < csy mit gleichmiBig bzgl. des Parameters
h beschrankten Konstanten cgj . Diese Bezichung kann zum Nachweis der Konvergenz
llen]] — 0 (h — 0) verwendet werden. Sie erlaubt aber nur mit starken Einschrankungen
eine a posteriori Fehlerschitzung.

Mit dem Residuum p;, gilt
Aey, = Ax — Axp, = b — Axy, = pp
und folglich
llenll < 1AM lpnl- (7.4.40)

In diesem Fall ist der Fehler abgeschitzt durch das auswertbare Residuum mit der Stabi-
litdtskonstante cg := ||A7!|| des ungestdrten Operators A . Hieraus lisst sich meist keine
a priori Information iiber die Konvergenz der Approximation fiir A — 0 ableiten, wohl
aber eine a posteriori Fehlerabschétzung fiir die berechnete Naherung xj, . Dazu ist eine
Schitzung fiir die Stabilitatskonstante cg erforderlich, welche i. Allg. kaum mit brauchba-
rer Genauigkeit analytisch zur Verfiigung steht. Die Bestimmung der Stabilitdtskonstante
¢s kann aber numerisch vorgenommen werden. Dazu nehmen wir an, dass die Abschéitzung
einer Fehlerkomponente ey, ;| oder allgemeiner eines linearen Funktionalwerts

J(en) = (en, J)

mit einem Vektor j € R™ gewiinscht ist. Die Abschétzung der Norm ||en||, ldsst sich mit
der Setzung j := |les|| 'es, in diesen Rahmen einordnen. Mit der Losung 2 € R™ des sog.
,dualen“ Problems

Az =4, (7.4.41)
gebildet mit der ,,Adjungierten (hier der Transponierten) A* von A, gilt dann

J(en) = (en, j) = (en, A2) = (Aen, 2) = (pn, 2)

und folglich die ,,gewichtete® Fehlerabschiatzung

[ T(en)l < L2l lonal. (7.4.42)
i=1
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In dieser Beziehung beschreiben die Gewichte w; := |z;| die Auswirkung einer Reduzie-
rung der einzelnen Residuenkomponenten p; (durch Verbesserung der Approximation)
auf die Zielgrofie J(ey,) . Zur Auswertung dieser Abschitzung muss die ,,duale® Losung z
aus (7.4.41) bestimmt werden. Der dazu erforderliche Aufwand entspricht etwa dem der
Losung des eigentlichen Problems, d. h.: Zielorientierte a posteriori Fehlerschétzung ist
kostspielig.

Wir wollen nun die eben beschriebene Vorgehensweise zur Ableitung von a posteriori
Fehlerabschatzungen fiir lineare Funktionale des Fehlers fiir nichtlineare Gleichungssyste-
me verallgemeinern. Mit zwei stetig differenzierbaren Abbildungen A(:), A,(:) : R* — R”
und Vektoren b, by, € R" seien die Systeme

Alz) = b, An(xn) = bn, (7.4.43)

betrachtet. Die Abbildung A(-) sei differenzierbar mit Jacobi-Matrix A’(z). Wir nehmen
an, dass die beiden Probleme in (7.4.43) eindeutige Losungen haben. Wir wollen wieder
den Approximationsfehler e, := z — x; mit Hilfe des berechenbaren Residuums p;, :=
b—A(zy,) abschitzen. Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
gilt fiir beliebiges y € R™:

d

(0re1) = (A@) = Ale).9) = [ (Al + sen). ) s

1
— / (A,(mh—"seh)ehvy) dS = (Bheh)y)?
0

mit der von x und x; abhédngigen Matrix

1
By, = B(z, 1) := / A(zp+sep)ds .
0

Ist wieder ein Funktionalwert J(e,) = (ep,j) abzuschitzen, wird nun das linearisierte
duale Problem

Brz=j (7.4.44)
verwendet. Mit seiner Losung z gilt dann nach Konstruktion:

J(en) = (en, j) = (en, Byz) = (Buen, 2) = (p, 2),

bzw. genau wie im linearen Fall:
n
e < 0=l lni. (7.4.45)
i=1
Zur Auswertung dieser Abschétzung wére nun wieder das duale Problem zu 16sen. Dies
ist aber nicht ohne weiteres moglich, da die Matrix Bj; von der unbekannten Losung x
abhéngt. Es liegt nahe, hier pragmatisch einfach x durch die berechnete Approximation
xp, zu ersetzen. Dies fithrt wegen

1
By, =~ By, := B(xy,xp) = / Al(xp)ds = A'(zy,).
0
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auf das approximative duale Problem
AI(TEh)*é == j .

Um den Losungsaufwand weiter zu reduzieren wird auch nur eine Approximation dazu
gelost:

Ay (xn) 20 = jn- (7.4.46)

Mit der resultierenden approximativen dualen Losung z, wird dann die Fehlerschéitzung
verwendet:

| J(en)| 77 2= |(pns Z0)l = Y @ilpil, - @i = |Znal- (7.4.47)

Die Frage nach der Verlédsslichkeit der Approximation 7 ~ n kann i. Allg. nur heuristisch
beantwortet werden. Zunéchst gilt die gestorte Fehleridentitét

e, 7) = (en, BZZ) = (f)’heh, Z)

(Bh — Bp)en, 2) + (Bpen, 2)

(Bh — Bi)en, 2) + (pn, 2)

(Bi — Bu)en, 2) + (pn: 2 = Zn) + (pn, Zn).-

Mit der Lipschitz-Konstante L' von A'(-) gilt

1
[ Br — Bl = ||/ {A'(2n) — A'(wp+sen) ds|| < 5L len])-
0
Dies ergibt die Abschéitzung

| T(en)l < 3L lenll* + llonlll|Z = Zull + 2.

Die beiden ersten, quadratischen Terme koénnen bei ,gutartigen Problemen als klein
gegeniiber dem zu schitzenden Fehler angenommen werden, so dass 7 den wesentlichen
Anteil des Schétzers darstellt.

7.4.2 Realisierung fiir das dG-Verfahren

Die a posteriori Fehleranalyse beim dG(r)-Verfahren bedient sich des eben fiir algebrai-
sche Gleichungssysteme skizzierten Ansatzes. Dieser wird im Folgenden Schritt fiir Schritt
entwickelt werden. Wir verwenden wieder die abkiirzende Bezeichnung U fiir die appro-
ximierende Losung der AWA, welche bestimmt ist durch U, = uy und

Z { / F(t,U), ) dt + ([U]n_l,ap:j_l)} =0 Vees). (7.4.48)
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Bei Verwendung der Semilinearform

V) Z/I(U’— dt+z Jnet, ViE ) + (U, Vi)

erhilt dies die kompakte Gestalt
AUY(p) = (uo, Vg") Ve e S(I). (7.4.49)

Durch Vergleich mit der entsprechenden Gleichung fiir die exakte Losung u erhéilt man
die Beziehung (Galerkin-Orthogonalitét)

A()(@) = AU)() =0 ¥p € S(I). (7.4.50)

Wir wollen eine a posteriori Abschétzung fiir den Fehler e = uw — U zum Zeitpunkt ¢y
herleiten. Die Rolle des Residuums der diskreten Losung U iibernimmt das Funktional
p(U)(+), welches durch folgende Relation definiert ist:

p(U)(p) = (uo,5) — AU)(p), e V().

Offenbar ist p(U)(p)=0 Vp € S}(LT)(I ), d. h.: Das Residuum ist in einem gewissen Sinne
orthogonal zum diskreten Ansatzraum.

Wir wollen als néchstes das duale Problem zur Abschétzung des Endzeitfehlers ey
herleiten. Die Beziehungen

A(u)(p) - AU)g) =Y / (¢ = {f(t,u)— F(1.0)} . )

+ Z n— l7<)0n 1 (637@3)
und ( f, bezeichnet wieder die Jacobi-Matrix von f(¢,z) bzgl. der Variablen x.)

fltu)— f(t,U) = /0 fo(t, U+ se)eds =: B(t)e

legen die Verwendung der folgenden Bilinearform nahe:

L(u,U)(v = Z/U—vadt‘i‘z Vo1, 1) + (U5, 5 ) -
In

n=2

Die zugehorige adjungierte Form L*(u, U; v, @) := L(u, U; ¢, v) erhdlt man durch partielle
Integration in der Form

N-1

L (u, U) (0, ) = Z/I = B0 )dt = 3 ([t ) + (05 43)
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mit der adjungierten Matrix B* von B . Im Rahmen des Dualitdtsarguments wird nun
eine Funktion z € V(I) gesucht mit den Eigenschaften z3 = |ley|'ey und

L*(u,U)(z,0) = (21, o) Ve e V(I). (7.4.51)

Dieses in der Zeit riickwérts laufende Problem ist linear und von derselben Struktur wie
die bisher betrachteten Standardprobleme. Die zugehorige AWA lautet

)+ B ()z(t) =0, to<t<tyn, z(tn)=exl ey, (7.4.52)

und kann durch die einfache Variablentransformation ¢ — ¢y +1%ty—1 in eine vorwéarts-
laufende iiberfithrt werden. Ihre eindeutige Losbarkeit folgt daher aus dem allgemeinen
Existenzssatz fiir lineare AWA.

Mit der dualen Losung z erhdlt man nun durch Wahl der Testfunktion ¢ := e in
(7.4.51) die Fehlerdarstellung

lenll = L7 (u, U; 2, €) = L(u, U)(e, 2) = A(u)(z) = A(U)(2) = p(U)(2) -

Die Orthogonalititsbeziehung (7.4.50) erlaubt es nun, auf der rechten Seite eine beliebige
Approximation Z € S}(f)(] ) von z einzuschieben. Wir erhalten damit

lexll = p(U)(z—2), ZeS(D), (7.4.53)

Das Residuum auf der rechten Seite muss nun explizit ausgewertet werden. Wir haben i.
Allg. die Darstellung (beachte Uy :=ug)

p(U)(2=2) = (ug = Uy, (2= 2)5) — Z/, (R(U),z2—2) dt—Z([U}nfh(z Z))
=S [ e zyin @ =20

mit dem punktweisen Residuum R(U) := U’ — f(t,U). Wir wollen nun geeignete Kandi-
daten fiir die Approximierenden Z € S,(f)([ ) diskutieren.

(i) Eine natiirliche Wahl ist die orthogonale Projektion P,z € S\(I) von z auf S\"(I)
bzgl. des L?-Skalarprodukts (sog. ,, L2-Projektion®). Diese ist (eindeutig) bestimmt durch
die intervallweise Orthogonalitéitseigenschaft

/ (2= Poz,q)dt =0 Vq € P.(I,)" (7.4.54)

In

Wir werden unten in Hilfssatz 7.3 Fehlerabschitzungen fiir die L?-Projektion herleiten.
Damit erhélt man unter Ausnutzung der Orthogonalitéitseigenschaften von Z = P.z:

pU)(z-Pz) ==Y { /I (R(U)=P,R(U), »—P,z) dt (7.4.55)

+ (U, =)L) -
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(ii) Eine naheliegende Alternative zur Wahl Z = P,z ist die modifizierte L?-Projektion
Z=Pze S,(:) , welche fiir » > 1 durch

(P2)t | = 2(th1), / (2= Poz,q)dt = 0 Vge P_y(I,)°.
In

definiert ist. Im Fall » = 0 wird nur die Interpolationsbedingung bei ¢, ; wirksam.
Fiir diese Projektion haben wir bereits Fehlerabschéitzungen in Hilfssatz 7.2 hergeleitet
(Tatséchlich wird in Hilfssatz 7.2 eine Variante dieser Projektion mit der Interpolations-
vorschrift (P.z); = z(t,) betrachtet.). Unter Verwendung der Projektionseigenschaften

von Z = P,z und Beachtung von (z—P,z); | =0 erhalten wir nun:

p(U)(z—Pz) = = /1 (R(U)=P,_1R(U), z— P,z) dt. (7.4.56)

Die beiden Residuumsdarstellungen (7.4.55) und (7.4.56) sind natiirlich im Hinblick auf
die Identitét (7.4.53) dquivalent.

Aus den Residumsdarstellungen (7.4.55) bzw. (7.4.56) gewinnt man nun unmittelbar
eine a posteriori Fehlerabschétzung fir ||ey||. Wir fassen dieses Resultat ausgehend von
der einfacheren Darstellung (7.4.56) in einem Satz zusammen.

Satz 7.5 (A posteriori Fehler): Die AWA (7.1.1) sei (global) Lipschitz-stetig. Dann
gilt fir das dG(r)-Verfahren die lokale a posteriori Fehlerabschitzung

N
el < 3 {sup [RW) PO [ 11+l at} (7457
n=1 " n

mit der modifizierten L*-Projektion Z = P,z und der L*-Projektion P,_; auf den An-
satzraum S,(ffl). Hieraus folgt die etwas gréobere globale a posteriori Fehlerabschdtzung

— r+1
lexll < eser max {h" sup |RU) ~ P RU)| } (7.4.58)
mit der Interpolationskonstante c¢; aus der Abschdtzung

llz = Pz||dt < clhffl/ [| 2D dt (7.4.59)
In In

und der Stabilitdtskonstante cg aus der Abschitzung

/Hz(’““)”dt < cg. (7.4.60)
I

Ausgehend von der ersten Fehlerdarstellung (7.4.55) erhalten wir die zu (7.4.57) ana-
loge Fehlerabschitzung

Jexl < eser max, {h sup [ RU) = PR + B U] ]} (7.4.61)
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mit der Interpolationskonstante c¢; aus der Abschitzung
max {/ |z = Poz| dt, hyll(z — Po2)t_4]|} < c;hzﬂ/ |2V || dt (7.4.62)
In In

und derselben Stabilitdtskonstante cs wie in (7.4.60). Eine iiberschlagsweise Analyse
zeigt, dass der Term h.*Y|R(U) — P.R(U)| im Allgemeinen um mindestens eine h,,-
Potenz kleiner ist als der Term A!||[U],-1]| . Dies legt es nahe, aus Kostengriinden die
folgene vereinfachte Fehlerschéitzung zu verwenden:

lexll ~ eser max {RL N[V} (7.4.63)

Zur Auswertung der Fehlerschranken (7.4.57) bzw. (7.4.61) benotigen wir moglichst
gute Abschitzungen fiir die Interpolationen P,z sowie P,z , d. h. fiir die Interpolations-
konstanten cy.

Hilfssatz 7.3 (Interpolation): Fiir die Projektionen P,z € P.(1,) sowie P,z € P,(I,,)
gelten die Abschdtzungen

max{ / lz = P.z|| dt, h,||(z — Pr):l’le} < cjh:fl/ ||z(r+1)|| dt (7.4.64)
In In
bzw.
|z — Pz| dt < cjh,’:“l/ |20+ dt (7.4.65)
172, I'VL

mit der Interpolationskonstante c; = ﬁ .

Beweis: Wir fithren den Beweis konstruktiv, um eine explizite Schranke fiir die Inter-
polationskonstante c¢; zu erhalten. Offenbar geniigt es, die Behauptung im skalaren Fall
d =1 zu zeigen. Wir verwenden zunéchst die Orthogonalitatseigenschaften von z — P,z
um zu begriinden, dass z— P,z im Innern von I, mindenstens r + 1 paarweise ver-
schiedene Nullstellen haben muss. Die Argumentation verlauft dabei analog zu der im
Beweis von Hilfssatz 7.2. In diesen Nullstellen {7, ..., 7.} wird also z durch das Polynom
P,z € P,(I,) interpoliert. Die allgemeine Fehlerdarstellung fiir die Lagrange-Interpolation

lautet
T

(2= Po2)(t) = 2[s0, -+ sun ] [ [ (=50,

=0

mit der ,dividierten Differenz“ z[sg,- -, s,,¢] in integraler Darstellung

1 rn Tr—1 [Tr
Z[So,"' ,Sht]:/ / / / Z(T+1)(50+7—1(31_30)+'“
0 0 0 0

+ 7 (sp—8p—1) + 7(t—s;)) drdr, - - - dTodm .
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Integration iiber I, ergibt dann

(= POl < i [ o sl o |h;;+1/ 2 dt

In In

Dies sieht man wie folgt. Vertauschung der Integrationsreihenfolge ergibt zunéchst

1 prm Tr—1 [Tr
|2[s0, - - ,sr,t]|dt§/ / / / ( |20 (0 + 71 (s1—80) + - - -
In o Jo 0 0 In

+ 7 (8,—8,21) + T(t—5,))] dt) drdr, - - - dredry .
Wir setzen nun
E:=s0+m(s1—s0) + -+ 7(8,—51) + T(t—35;)

und finden wegen d¢ = 7dt:

120D (s 4 1y (81— 50) + - 4 (8, —5p_1) + T(t—5,))| dt < T/ 120D ()] de .
In In

Dies impliziert

1 T1 Tr—1 Tr
/|z[so,-~,smt]|dt§// / / TdeTT“'dedTl/ |20 (€)| de
In In
hr+1/ ‘ZT+1|dt

Das Argumentation fiir die Projektion P,z verlduft ganz analog. Q.E.D.

S

Die Abschétzung (7.4.57) bezieht sich auf den Fehler zum Endzeitpunkt ¢y =ty + 7.
Natiirlich folgt hieraus auch eine entsprechende Abschiitzung iiber das ganze Integrati-
onsintervall I, wenn man den jeweiligen Zeitpunkt ¢, als Endpunkt des Intervalls [to, t,]
betrachtet und (7.4.57) sinngeméfl anwendet.

7.4.3 Auswertung der a posteriori Fehlerabschitzung

Wihrend die Interpolationskonstante c¢; sehr préazise angegeben werden kann, ist die
Bestimmung der Stabilitdtskonstante cg i. Allg. schwierig. Dies hat im Wesentlichen drei
Ursachen:

— Die Koeffizientenmatrix B* des dualen Problems hingt explizit von der (unbekann-
ten) exakten Losung u ab.

— Die Inhomogenitét des dualen Problems ist gerade der (unbekannte) Fehler zy =

exllen .
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— Selbst bei Kenntnis der exakten Matrix B* sowie der rechten Seite e wiirde eine
direkte Abschéitzung mit Hilfe der Struktureigenschaften des Problems, d. h. der
Funktion f,, in der Regel eine zu grobe Schranke fiir cg liefern.

Wir wollen nun die Aussage von Satz 7.5 zunéchst fiir den einfachsten Fall mit r = 0,

d. h. das dG(0)-Verfahren, konkretisieren. Dazu notieren wir zunéchst als Spezialfall von
Hilfssatz 7.3 die folgende Interpolationsabschétzung:

1z = Poz)uall < hn ; 12"l dt, (7.4.66)

d. h.: Die Interpolationskonstante ist in diesem Fall ¢; = 1. Zur Bestimmung der zu-
gehorigen Stabilitdtskonstante cg stellen wir folgenden Hilfssatz bereit.

Hilfssatz 7.4 (Duale Stabilitit): Fir die duale lineare AWA (7.4.51) gilt die a priori
Abschitzung

/ |7l dt < e, = / 1B (0)]] dt . (7.4.67)
I I

Ist die Funktion f(t,x) strikt monoton,
*(f(t,.ﬂ)*f(t,x/),l'*l') > ')/H.’L'*.Z'/H27 :CvxleRda

so gilt

/||z’|\ dt <min{T,2/v}sup ||B*||. (7.4.68)
1 I

Beweis: Zunichst gilt offensichtlich
J11de= [ el a < psupllel. (7.4.69)
I I 1
Zur weiteren Abschéiitzung der rechten Seite schreiben wir
tN
2(t) = v(ty) + / B*zds
¢
und erhalten
tn
Iz < =) +/ 1B*||[|=] ds -
t
Anwendung des Gronwallschen Lemmas (diesmal riickwérts in der Zeit) ergibt

l=(0)] < exp ( / 1B ds) 1=t

bzw.
Sl}pHZ(t)H < eP|lz(tw)l -
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Kombiniert mit (7.4.69) ergibt dies die erste Behauptung. Sei nun die Funktion f(¢,z)
als monoton angenommen. Damit wird auch die Matrix B* definit im Sinne

1
(Byy) = / —(, (U + se)y)ds > Ayl

Multiplikation von (7.4.52) mit —e?*~=% 2 ergibt

_1d

LI {022} %vew(tw—t) 2B 2y = 0

und folglich nach Integration von ¢ nach ¢y

()] < e 2z (tn)

Wir kombinieren dies mit (7.4.69) und finden

J e < sup 157 {002 at ()] < min{T, 20 sup 7 tex) .
I I

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

Die Schranken cg = e bzw. csg = min{T, 2/} sup; | B*|| aus den a priori Abschéit-

zungen (7.4.67) bzw. (7.4.68) sind i. Allg. fiir praktische Zwecke viel zu grob. Zur Aus-
wertung der a posteriori Abschatzung

lexll < es max hnl|[Uln-| (7.4.70)

1<n<N

sollte man daher cg numerisch zu schitzen suchen. Dies kénnte etwa nach folgender
Strategie geschehen:

1. Die Koeffizientenmatrix B(t) wird approximiert durch

B(t) = /0 1 £ U+ se)ds ~ fo(t,U). (7.4.71)

Dies ist gerechtfertigt, da bei zunehmender Approximationsgenauigkeit in Folge der
Gitteranpassung der Fehler e immer kleiner wird (garantiert durch die a priori
Fehlerabschétzung).

Der Fehler e, wird durch die Differenz der Losungen zu zwei aufeinander folgenden
Gittern approximiert:

ey & &y = UY=U", iy :=|exll"ex - (7.4.72)

N
Dies ist gerechtfertigt, wenn das h’-Gitter bereits sehr fein ist und somit nur heu-

ristisch (und gegebenenfalls durch den Erfolg) begriindbar. Im Fall, dass man nur
an einer einzelnen Fehlerkomponente ey ; interessiert ist, kann dagegen mit dem

festen Anfangswert zy := (5§-i))§»\’:1 gearbeitet werden.
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3. Das duale Hilfsproblem
F(t) + LU () =0, to<t<ty, Z(tn)=2z4, (7.4.73)

wird numerisch auf dem aktuellen (oder aus Sparsamkeitsgriinden moglicherweise
auch auf einem groberen) Gitter gelost. Aus der resultierenden approximierenden
Losung Z ¢ S,(lr)(f ) wird dann der duale Fehler z — Z oder direkt die globale
Stabilitatskonstante cg geschéatzt:

N
/||z’||dt ~ > Bl Z]aall = és. (7.4.74)
1 n=1

Fiir die dG(r)-Verfahren hoherer Ordnung, r > 1, werden zur Auswertung der hoheren
Ableitungen 2+ der dualen Losung diese direkt mit Hilfe von entsprechenden Differen-
zenquotienten oder (bei nicht zu komplizierten Differentialgleichungen) unter Ausnutzung
der Rekursion z’ = —B*z aus der gerechneten Niherung Z geschitzt. Fiir das dG(1)-
Verfahren ergibt sich somit z. B. die approximative Fehlerschéitzung

N
1 ) o
lexll = 5 Y Bl Ul 1B (2] + BYZ; | (7.4.75)
n=1

Dieser ganze Prozess sollte wihrend der fortschreitenden Gitterverfeinerung (und da-
mit einhergehender Fehlerreduktion) iteriert werden. Den Einfluss der unter (1) - (3) be-
schriebenen Approximationsschritte kann man prinzipiell auch a posteriori kontrollieren.
Dies wird jedoch im Detail sehr kompliziert, so dass man sich meist mit einer einfachen
yad-hoc-Kontrolle® der Entwicklung des Schétzers bei fortschreitender Gitterverfeinerung
begniigt. Wir wollen zum Abschluss dieser Diskussion noch eine a priori Abschétzung fiir
den Fehler durch den Linearisierungsschritt (1) angeben.

Satz 7.6 (Linearisierung im dualen Problem): Sei z € V(I) die (eindeutige) Lo-
sung des linearisierten dualen Problems

)+ f6U)2(1t) =0, to<t<ty, Z(tn)= 2%, (7.4.76)

wobei etwa 2% = |ley]| ey zur Abschitzung des Endzeitfehlers gewdihlt ist. Damit gilt
die gestirte a posteriori Fehlerdarstellung

lewll = R(U; 2 = Z) + O(sup lell?), (7.4.77)
mit dem Residuum R(U;-) von U wie oben und einem beliebigen Z € S,(ZT)(I) .

Beweis: Die variationelle Formulierung des gestorten dualen Problems (7.4.76) lautet

AUsp,2) = (¢4, 55) Ve e V(D) (7.4.78)
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mit der 1. Ableitung von A(:;-) bei U:

A/(U§ 9077]) = _Z/I (C,O,U/-i-fm(t, U)*U) dt — 2(@;,[v]n,)+(¢ﬁ7vﬁ).

Die 2. Ableitung von A(+;-) am Argument 7 hat die Form

N
A, 0,0) = —Z/ (05 fau(t,m)"v) dt
n=1"1In

mit der 2. Ableitung f,, von f nach dem Argument x:

o= (G,

0x 0y /ijh=1

Durch Taylor-Entwicklung bis zum Restglied 2. Stufe erhalten wir
1
Au;2) = A(U;2) — A'(Use, 2) —/ A"(U + se;e e, 2)(s — 1) ds
0

bzw.

1
A'(Use, z) = R(U;2) +/ AU + se;e e, 2)(s — 1) ds
0

mit dem Fehler e := v — U. Wihlen wir in der variationellen Formulierung des dualen
Problems(7.4.78) als Testfunktion ¢ := e, so ergibt sich

1
lexll = A (Use, 2) = R(U; %) +/ A"(U + se;e e, 2)(s — 1) ds.
0

Hieraus folgt mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitdt die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung: Eine verfeinerte Schrittweitenwahl ist auf Basis der ,,gewichteten* a poste-
riori Fehlerabschatzung

el < Y- {sup 1A@) - R RO [ 11 Pt} (7479

n=1

moglich. Dabei sind die ,,Residuen® p,, := ||R(U)—F,_1R(U)|| direkt auswertbar, wihrend
die ,,Gewichte“

wp = | |lz—Pz|dt
In

aus einer numerisch berechneten diskreten dualen Losung approximiert werden miissen.
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7.4.4 Adaptive Schrittweitenwahl beim dG(0)-Verfahren

Die Strategie zur adaptiven Schrittweitensteuerung beim dG(0)-Verfahren sieht dann wie
folgt aus. Sei eine Fehlertoleranz TOL > ¢ (Maschinengenauigkeit) vorgegeben. Be-
ginnend mit einem (moglicherweise dquidistanten) Gitter 7p mit Schrittweitenvektor
(hslo))Nil werden auf einer Folge von sukzessiv verfeinerten Gittern Ty, k = 0,1,2,...,
mit Schrittweitenfolgen (hY”)M, Niherungslosungen U® € S (I) erzeugt, so dass nach
K Schritten gilt

Ju(ty) — US| < TOL. (7.4.80)

Im k-ten Verfeinerungsschritt wird mit der erreichten Losung U = U® auf dem Gitter
T, zunéchst das duale Problem (7.4.51) nidherungsweise gelost, wobei als Startwert die
Differenz Z3; = [[(U*=D—U®) || "H(U*D-U®), genommen wird. Mit der (diskreten)
dualen Losung Z wird eine approximative Stabilitdtskonstante cg bestimmt zu

¢s = S (2l (7.481)

Die Interpolationskonstante, in diesem Fall ¢; = 1, wird als im Voraus bestimmt an-

genommen. Damit wird dann der aktuelle Fehler geschétzt etwa durch die a posteriori
Abschéitzung (7.4.63):

lexll ~ eser max {(BU)-i]}- (7.4.82)

Um eine gesicherte Abschitzung fiir sup; |[u—U|| zu erhalten, muss dieser lokale Pro-
zess fiir jeden Zwischenzeitpunkt ¢, € I separat durchgefithrt werden, was sehr aufwendig
werden kann.

Das Kriterium zur lokalen Verfeinerung der Gitterweite ist nun, inwieweit die lokalen
Beitrage der Intervalle I, zum Gesamtfehler jeweils noch iiber der gegebenen Toleranz
liegen. Dazu setzt man

pu = |l U

und fragt bei den Zeitschritten ¢,_; — ¢, jeweils ab, ob

(a) CSCIhnpn > TOL7
(b) %TOL < cserhpp, < TOL,
(¢) cscrhpp, < 5 TOL.

Im Fall (a) wird die Schrittweite h, halbiert, im Fall (b) beibehalten und im Fall (c)
verdoppelt. Nach Erreichen des Endzeitpunkts ¢y + 7 wird mit der gerade berechneten
Naherung U erneut das duale Problem gelost und eine verbesserter Wert fiir die Sta-
bilitdtskonstante cg bestimmt. Mit diesem wird der ganze Gitteranpassungszyklus dann
wiederholt. Dieser Prozess fithrt nach endlich vielen Schritten zu einer Aquilibrierung
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der lokalen Fehlerindikatoren cgcrhy,p, iiber dem Intervall I und zur Reduzierung des
Gesamtfehlers unter die Toleranz TOL:

cseymin {h,p,} = |lu(tn) — Un| = cseymax {h,p,} = TOL,

wobei das erreichte Endgitter dann in gewissem Sinne ,optimal“, d. h. sparsamst ist.

7.4.5 Vergleich zwischen dG- und Differenzen-Verfahren

Wir wollen die wesentlichen Unterschiede der beschriebenen residuen-basierten Fehler-
und Schrittweitenkontrolle beim Galerkin- Verfahren zur traditionellen Schrittweiten-
steuerung bei Differenzen- Verfahren diskutieren. Dazu beschréinken wir uns wieder auf
den einfachsten Fall, namlich das dG(0)-Verfahren angewendet fiir eine autonome AWA

W)= f(u), t >0, u(0)=u.

fiir t — 1 singuldr wird. Die Lipschitz-Konstante von f(-) entlang dieser Lésung verhilt
sich fiir 0 < ¢, <1 wie L(t,) = 2(1 —t,)':

[f (@) = fW)| = lz +yllz —yl < 2max{|z], [y[}z -yl

Fiir diesen Fall ist das dG(0)-Verfahren

(U, ) = / FO),0)dt Vg€ Py(L), n>1, Uy —up,

dquivalent zum impliziten Euler-Verfahren
Un = Un—l + hnf(Un): n 2 17 UO = uOy

wenn man jeweils U, := U, setzt und beriicksichtigt, dass U, = U, .

dG(0)-Verfahren: Die Schrittweitenkontrolle beim dG(0)-Verfahren basiert in diesem
einfachen Fall auf der a posteriori Fehlerschétzung

exl =~ eser max {|[U) ]}

mit der Interpolationskonstante ¢; = 1 und der Stabilitéitskonstante cg aus der a priori
Abschétzung fiir das duale Problem

tn
/ || dt < cs.
to
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Das Kriterium fir die Wahl der lokalen Schrittweite ist

TOL
By = =R YUl (7.4.83)
CrCspn

Nehmen wir an, dass die verwendeten Schrittweiten bereits klein genug sind, so dass

ho ' [ULn] & g — wn 1| & sup o],
so wird )
hn ~ (cgsup [u']) TOL.
I

n

Bei dem Testbeispiel ist die Stabilitétskonstante bestimmt durch das duale Problem (nach
Linearisierung um die exakte Losung u)

2
1—1t

A(t) = exp <2 /;n 1d_‘9$> S(ty) = (f_;)ZZ(tN),

cs < (1 —ty)2

Z(t)=— 2(t), 1>t,>0, =z2(ty)=1,

mit der Losung

so dass

Dies ergibt unter Beachtung der Beziehung sup; |u/| & (1 —t,)"? und der Schrittweiten-
formel

By~ (1 —t,)*(1 — ty)* TOL, (7.4.84)
als Konsequenz ein gleichméfiges Fehlerverhalten

sup |e] ~ TOL, 0 <ty <1.
[0,tn]

Zur Abschitzung des Rechenaufwands zur Erzielung dieser Genauigkeit (ohne Beriick-
sichtigung des zusétzlichen Aufwands zur Fehlerkontrolle) bestimmen wir die Anzahl N
von Zeitschritten zur Erreichung des Endzeitpunkts ¢y aus der Formel

N

N’ZN:’”L*I” e Y (7.4.85)
_n:1 e TOL(l—tN)2 1(1—tn)2 ~ (1_tN)3TOL' <.

Bei Anndherung an die Singularitét erhoht sich der Aufwand fiir feste Fehlertoleranz TOL
also kubisch mit dem reziproken Abstand zu ¢t =1.

Euler-Verfahren: Die iibliche Schrittweitenkontrolle beim (impliziten) Euler-Verfahren
basiert auf der a priori Fehlerabschitzung (e, = u(t,)—U,, ey = 0)

len| < K(tw) Y halma(w)] (7.4.86)

n=1
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mit dem lokalen Abschneidefehler

|Tn(u)| - |h;1(un - unfl) - f(un)| < %hn sup |u”|>

n

und einer Konstanten K (¢y), die sich im allgemeinen Fall wie

K(tn) ~ exp (/Om L(#) dt) ~ e (2 /OtN 1d—tt> T —1tN)2

verhilt, wobei L(t) wieder die Lipschitz-Konstante von f(-) entlang der exakten Losung
u(t) ist. Sei TOL die zu garantierende Fehlertoleranz. Der lokale Abschneidefehler |7,|
wird mit Hilfe eines Extrapolationsschritts iiber das Intervall I,, geschatzt. Nimmt man
an, dass diese Schitzung exakt ist, so ergibt sich die neue Schrittweite dann geméf

TOL

hy " .
" K(ty)supy, [u”]

(7.4.87)
Hier muss die stark wachsende Stabilitédtskonstante K (t,) auf jeden Fall mit beriicksich-

tigt werden, um eine krasse Unterschétzung des Fehlers zu verhindern. Wegen sup; |u”| ~
(1 —t,)"3 fiihrt diese Schrittweitenkontrolle auf

hy =~ (1 —tyx)*(1 —t,)* TOL. (7.4.88)

Wir wollen aber nicht vergessen, dass i. Allg. diese Konstante nicht bekannt ist, und man
iiblicherweise rein heuristisch K(ty) = 1 setzen wiirde. Vergleich der Schrittweitenformel
(7.4.88) mit der entsprechenden Formel (7.4.84) fiir das dG(0)-Verfahren zeigt, dass erstere
bei Anndherung von ¢, — 1 eine stérkere Reduzierung von h,, erzeugt, was sich natiirlich
auch in einem deutlich hoheren numerischen Aufwand niederschligt:

N

1 1 1 1 1
Na~——"3Nh, R .
(1—ty)? Z (1—t,)® TOL! (1 —ty)* TOL

n=1

Im Gegensatz zur residuen-basierten Fehlerkontrolle des Galerkin-Verfahrens wéchst hier
der Aufwand mit der vierten Potenz des reziproken Abstandes zu ¢t = 1. Dieser Effekt liele
sich durch eine Verfeinerung der Schrittweitenstrategie, die aber in den iiblichen ODE-
Codes nicht iiblich ist, vermeiden. Dazu bestimmt man die lokale Schrittweite anstatt aus
(7.4.87) geméB der Formel

2 TOL
v N K () supy, ]

(7.4.89)

Dies ist wegen der Verwendung der (am Zeitpunkt ¢, noch unbekannten) Gesamtanzahl
N der Gitterpunkte eine implizite Strategie, die eigentlich keine vorwiértsschreitende Wahl
der lokalen Schrittweiten h, erlaubt und in jedem (globalen) Verfeinerungsschritt hin-
sichtlich der tatséchlichen Grofle von N mnachiteriert werden miisste. In der Praxis wiirde
man aber, wenn die Verfeinerung in jedem Schritt nicht zu abrupt erfolgt, einfach den
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Wert fiir N von der vorausgehenden Verfeinerungsstufe verwenden. Nach dieser Strategie
ergibt sich die Schrittweitenformel

h, ~

TOL 12 TOL\ /2 ‘
(NK(tmsupmf) ~ ( N ) (1= tw)(1 = )",

sowie die zugehorige Schrittzahl

N\ 1 & 1 N\ 1
N =~ Zhn ~ .
TOL -ty &= " (1—t,)%2 TOL (1 —ty)3/?

bzw.
1 1

N~ ———— .
TOL (1 — ty)?

Es ergibt sich nunmehr die gleiche Aufwandschiitzung wie beim Galerkin-Verfahren. Dazu
ist aber beim Differenzenverfahren eine hinreichend genaue Schitzung (durch Zusatzrech-
nung) der Abschneidefehler 7, erforderlich, wihrend beim Galerkin-Verfahren nur die
leicht berechenbaren Residuen p,, eingehen.

Bemerkung: Ein alternativer Zugang zur a posteriori Fehlerschiatzung beim Differen-
zenverfahren verwendet ein ,,diskretes Dualitdtsargument dhnlich dem , kontinuierlichen®
Dualitatsargument beim Galerkin-Verfahren. Ausgangspunkt ist wieder die linearisierte
Fehlergleichung

en = en_1 + haf' (Un)en + hoTo(u) + h,O(e2). (7.4.90)
Sei Z, die Losung des riickwérts laufenden Euler-Schemas
Znr = Zn+ b f'(U) Zn1, 0 <ty < t, (7.4.91)
mit Startwert Zy . Damit gilt

(6»,” Zn) = (en, Zn_Zn—l) + (en—en_h Zn—l) + (en_h Zn—l)
= _hn(env f/(Un)Zn 1) + hn(f/<Un)en7 anl)
h (Tn(u) + O(ei) n— 1) + (enfla anl)y

and nach Summation fiir 1 <n < N:

(€N7ZN):(€OaZO)+Zhn(Tn u) + Ofe ) 1)

n=1

Fiir Zy :=en|lex||™" und ey =0 erhalten wir

lex]| <05k2h {Ilma ()] + O(leal®)}, (7.4.92)
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mit der diskreten Stabilitdtskonstante cgy := maxo<p<n_1||Z,||. Vernachldssigung des
quadratischen Fehlerterms ergibt dann

N
HeN” = Csk Z hnHTn(Un)”a (7.4.93)
n=1

mit der Approximation 7,,(U,) = 7,(u) fiir den Abschneidefehler. Hier ist die i. Allg. zu
pessimistische a priori Fehlerkonstante K (ty) ersetzt durch die a posteriori Stabilitéts-
konstante cgy, . Die letztere wird in der Praxis aus der berechneten dualen Losung Z,, zu
einer Approximation des Startwerts Zy = ey|len|| ™! berechnet. Die auf der Abschétzung
(7.4.93) basierende Schrittweitenkontrolle ist wieder implizit wie die fiir das Galerkin-
Verfahren, liefert aber brauchbare Fehlerabschiatzungen.

Fiir beide Verfahrensvarianten, Differenzen- oder Galerkin-Verfahren, kann die Ef-
fizienz der Rechnung durch Verwendung einer stirker lokalisierten Adaptionsstrategie
noch weiter verbessert werden. Ausgangspunkt ist die , gewichtete a posteriori Fehler-
abschdtzung (7.4.79)

N
lexll < 3 K2 pun

n=1

mit den ,,Residuen“ und ,,Gewichten®
Pn = bup|R(U)‘7 Wp = hv_Ll |Z_p0'z|dt7
I, In
oder

1
Pn = h7_11|[U]n—1|a Wn = ) |Z/| dt.
In

Wie schon vorher berechnen wir p,, ~ sup; |u/| =~ (1—t,)"? und

AT /In(lt) dt = by

Basierend auf der obigen ,gewichteten® a posteriori Fehlerabschitzung ergibt sich die
Schrittweitenwahl

Wy =

TOL \1/2 o TOLY?
hn = (anwn) ~ (1= 1) (1= T) 7
Folglich wird
N TSRS, (R S T
= (1-T)TOLY? &= (1 —t,)* ~ (1 - T)TOLY*’

und schliellich
1 1

~
~

(1-T)2 TOL’
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Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass selbst bei sehr einfachen AWA nur durch sehr
sorgfaltige Beriicksichtigung der Regularitédts- und Stabilitdtseigenschaften des zugrun-
de liegenden Problems eine zuverldssige und effiziente Fehlerschétzung und Schrittwei-
tensteuerung moglich ist. Der Galerkin-Ansatz hat dabei klare konzeptionelle Vorteile
gegeniiber dem Differenzenverfahren, auch wenn beide hier bei diesen extrem einfachen
Beispielen bei richtiger Anwendung der Theorie auf dhnliche Ergebnisse fiihren.

7.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1: Das dG(1)-Verfahren nimmt angewendet auf die AWA

u'(t) = f(t,u(t)), t>to, wulty) = uo,,

die folgende Gestalt an:

2
Urj = f(ta U) dt + U7 1 U'r: - Ur:,L—l - hi f(ta U)(t - tnfl) dta
In n JIn
fiir n =1,...,N. Dabei ist fir n > 2 der Wert U,_; vom vorausgehenden Intervall
I,y = (tn_2,t,_1] her bekannt, und U, ,U," ;| sind die beiden zu bestimmenden Werte
auf dem Intervall I, = (th_1,t ] Fiir n =1 ist Uy := u’ der gegebene Anfangswert der

Anfangswertaufgabe bei g .

i) Man konkretisiere dieses Verfahren mit der Setzung y, := U, als implizites Einschritt-
verfahren fiir eine lineare, autonome AWA mit f(¢,z) = Ax +b.

i) Welche Ordnung hat dieses Verfahren?
ili) Wie sieht das zugehorige Stabilitdtsintervall aus?

Aufgabe 7.2: Im Text wurde fiir Funktionen v € P.(I,,), I, = (t,_1, t,] , mit Hilfe eines
Transformationsarguments die diskrete ,,Sobolewsche Ungleichung*

1/2
bup|v ) <k /|U 2t —ty,_ 1)dt+|vn|2)
bewiesen. Man zeige mit derselben Argumentation die Variante
sup [v(t)] < & (/ W) dt+ht| [ o) dtD .
teln In In

Welche von den beiden Abschiitzungen gilt auch gleichméaBig fiir Funktionen v € C* (fn) ?
Man gebe eine Begriindung.

Aufgabe 7.3: Im Text wurde gezeigt, wie auch das explizite Euler-Verfahren (Polygon-
zugmethode) iiber einen ,unstetigen“ Galerkin-Ansatz gewonnen werden kann.

a) Man reproduziere die Herleitung des betreffenden expliziten unstetigen Galerkin-Ver-
fahrens dGey,(0).
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b) Man zeige, dass dieses dGex,-Verfahren eine dhnliche a priori Fehlerabschétzung zulésst
wie sein implizites Gegenstiick dG(0):

2 — < LfT / .
su?|(u U)(t)| < (1+ LyTe™T) 12%}?\/{% sup |u/(t)| }

te tely

¢) Man stelle das entsprechende dGeyp(1)-Verfahren auf. Lésst sich hieraus durch Einsatz
geeigneter Quadraturformeln ein explizites Differenzenschema zweiter Ordnung ableiten?

Aufgabe 7.4: Sei I, eines der (halboffenen) Teilintervalle von I = [to,to—ﬁ—T]i mit Linge
hy, = t, — t,_1 . Die sog. L?>-Projektion mu € P,(I,) einer Funktion u € C(I,) auf den
Polynomraum P,(I,,) ist definiert durch

{u(t) — mu®) }et)dt =0 Ve € P.(1,).
In
Fiir u € C"Y(I,,) gilt hierbei die Fehlerabschitzung

1
sup |(u — mu)(t)] < R sup [u" Y (1),
sup (= (1) < (g sup ()

(i) Man beweise diese Aussage fiir die Spezialfdlle » = 0, 1.

(ii) Man zeige, dass Funktionen f € C(I,) mit der Eigenschaft

f(t)@“) dt=0 Vpe€ P’r(]n)y
In
mindestens r 4+ 1 reellwertige Nullstellen besitzen, und beweise damit die obige Fehler-
abschétzung fiir alle r € Ny .

Aufgabe 7.5 (praktische Aufgabe): Man approximiere die AWA
u'(t) =ut)?, 0<t<1, wu(0)=1,

mit der (singuliren) Losung u(t) = (1 —¢)~! mit Hilfe des ,unstetigen* dG(1)- sowie des
sstetigen® ¢G(1)-Verfahrens. Die a priori Fehlerabschitzungen aus dem Text garantieren
fir beide Verfahren das Konvergenzverhalten max;|U — u| = O(h*). Man iiberpriife
die Vorhersage, dass fiir das dG(1)-Verfahren in den diskreten Zeitgitterpunkten ¢, die
héhere Konvergenzordnung (U — u)(t,)| = O(h*) besteht.

Aufgabe 7.6: Betrachtet werde die AWA
u'(t) =ut)?, 0<t<T<1, u(0)=1,

mit der (singuldren) Losung wu(t) = (1 —¢)~'. Man konkretisiere hierfiir die im Text
angegebene a priori Fehlerabschétzung fiir das DG(0)-Verfahren und vergleiche sie mit
dem entsprechenden Resultat fiir das implizite Euler-Verfahren. Wie wiéichst in beiden
Féllen der Aufwand (gemessen in der Anzahl der Auswertungen von f) in Abhéngigkeit
von der vorgegebenen Toleranz bei Annéherung an die kritische Stelle T — 17
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Aufgabe 7.7 (Praktische Aufgabe): Man approximiere die 3-d, steife AWA
u'(t) = Au(t), t>0, u(0)=(1,0,-1)7,

mit der Systemmatrix

-21 19 =20
A= 19 -21 20
40 —40 —40

und der Losung

1 1
ui(t) = 5672)5 - 5674015{(708(4015) + sin(40t)},
1 1
ug(t) = 56_% - 56_40t{C0S(40t) + sin(40¢t) },
1
ug(t) = —56_40t{cos(40t) — sin(40t)}

mit Hilfe (a) der Trapezregel und (b) des ¢G(1)-Verfahrens. Zu berechnen ist der Wert
u(2) auf 6 wesentliche Dezimalstellen. Man versuche, in beiden Fillen moglichst sparsam
zu arbeiten. Mit welchem Verfahren lédsst sich diese Aufgabe am effizientesten, d. h. in
geringster Zeit, 1osen?

Aufgabe 7.8: Das cG(1)-Verfahren verwendet auf einer Zerlegung des Losungsintervalls
I = [ty,to + T stetige, stiickweise lineare Ansatzfunktionen und unstetige, stiickweise
konstante Testfunktionen.

Man fithre mit Hilfe der Vorgehensweise aus dem Text eine a posteriori Fehleranalyse fiir
das c¢G(1)-Verfahren durch. Abgeschétzt werden soll der Endzeitfehler |Uy —u(ty)| . Zur
Vereinfachung konzentriere man sich auf den Fall einer linearen autonomen AWA,

u'(t) = Au(t)+b, t>0, u(0)=u,

fiir welche das c¢G(1)-Verfahren dquivalent zur ,, Trapezregel® ist.

Aufgabe 7.9: Man betrachte die approximative Losung der autonomen AWA
u'(t) =ut)?, 0<t<T<1, u(0) =1,

mit der (singuléren) Lésung u(t) = (1—¢)~! mit Hilfe a) des impliziten Euler-Verfahrens
und b) des dG(0)-Verfahrens. Es soll der Wert w(7T'), T = ty, berechnet werden unter
Verwendung einer adaptiven Schrittweitensteuerung. Was ist der asymptotische Aufwand
N = N(TOL,T) der beiden Verfahren in Abhéngigkeit von der vorgegebenen Fehlertole-
ranz bei Anndherung T — 17

a) Fiir das implizite Euler-Verfahren

Up=Up 1 +hU: n>1, Uy=1.
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folgt aus der fiir allgemeine Einschrittverfahreb im Text hergeleiteten a priori Fehler-
abschéitzung die Fehlerschranke

len| < K(T) Z R To (W), To(u) = hay (u) + O(h7),

Dies induziert die (implizite) Schrittweitenstrategie

i (W%)lﬂ'

b) Die Schrittweitenwahl in der dG(0)-Methode basiert auf der ,,gewichteten“ a posterori
Fehlerabschétzung

N
|€N| < cr Z hnpnwm
n=1

und folgt der (impliziten) Strategie

T
B~ OL .
Nppwny

Aufgabe 7.10 (Praktische Aufgabe): Man l6se die AWA
u'(t) =u(t)?, 0<<1, wu(0)=1,

mit der (singuldren) Losung u(t) = (1 —¢)~' mit Hilfe des dG(0)- und des impliziten
Euler-Verfahrens bei Verwendung der jeweiligen Strategien zur Schrittweitensteuerung
aus Augabe 7.9. Die einzuhaltende Fehlertoleranz ist € = 10~%. Man versuche, moglichst
weit an die singuldre Stelle ¢ = 1 heranzurechnen. Wie entwickeln sich bei den beiden
Verfahren die Schrittweiten fiir ¢ — 17



8 Aus der Theorie der Randwertaufgaben

8.1 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

8.1.1 Allgemeine Randwertaufgaben

Die in Kapitel 1 betrachteten Anfangswertaufgaben konnen als Spezialfall der allgemeinen
,Randwertaufgabe“ (abgekiirzt: , RWA“)

u'(t) = f(t,u(t), tel=]la,b], r(u(a),u(b)) =0, (8.1.1)

aufgefafit werden. Dabei sind f : I x R — R? und r : R? x R? — R? gegebene, i.
Allg. vektorwertige Funktionen, welche im Folgenden stets als mindestens zweimal ste-
tig differenzierbar bzgl. aller ihrer Argumente vorausgesetzt sind, und gesucht ist eine
stetig differenzierbare Funktion w : I — R?. In der Literatur findet sich fiir (8.1.1)
auch die Bezeichnung ., Zweipunkt-Randwertaufgabe® zur Abgrenzung von allgemeineren
Problemen mit mehrpunktigen Nebenbedingungen der Form r(u(t1),...,u (tx)) = 0. Im
Gegensatz zu den AWA existiert fiir RWAn keine allgemeine Existenztheorie; nur unter
sehr einschrinkenden Voraussetzungen lisst sich fiir nichtlineare Probleme die Existenz
von Losungen a priori garantieren. Da diese Voraussetzungen bei den in der Praxis auftre-
tenden Problemen meist nicht erfiillt sind, wird hier auf die Darstellung solcher Resultate
verzichtet. Fiir das Folgende begniigen wir uns mit der Annahme, dass die Aufgabe (8.1.1)
eine Losung wu (t) besitzt, welche wenigstens lokal eindeutig (bzw. isoliert) ist, d. h.: Es
existiert keine zweite Losung @ # u, welche w im Intervall I beliebig nahe kommt.
Bezeichnen

Fult,x) = (05 filt2) )iy -

d d
T;(Ia y) = (ajri(xa Y) )i,j=1 ) T’;(I, y) = (8jri(m7 y))id‘:l
wieder die Jacobi-Matrizen der Vektorfunktionen f(¢,-) und r(:,-), so haben wir fiir die
lokale Eindeutigkeit einer Losung u von (8.1.1) die folgende Charakterisierung:

Satz 8.1 (Lokale Eindeutigkeit): Fine Lisung w(t) von Problem (8.1.1) ist genau
dann lokal eindeutig, wenn die lineare, homogene RWA

V(t) = faltu®)v(t) =0, tel
ra(ua), u(b)) v(a) +r,(u(a), u(b)) v(b) = 0

nur die triviale Losung v =0 besitzt.

(8.1.2)

Zum Beweis von Satz 8.1 miissen wir uns zunédchst mit der Losbarkeit der linearen
Aufgabe (8.1.2) beschiftigen; dafiir existiert gliicklicherweise eine vollstéandige Theorie.
Wir betrachten die allgemeine inhomogene, lineare RWA

u'(t) — At)u(t) = f(t), tel,

B,u(a) + Byu(b) = g (8.1.3)

191
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mit Matrizen B,, B, € R¥? einer stetigen Matrix-Funktion A : I — R%? sowie einer
stetigen Vektor-Funktion f : [a,b] — R? und einem Vektor g € R?. Der RWA (8.1.1)
werden die d +1 AWA

Yo(t) — A)wo(t) = f(t), t>a, wyola)=0,

8.1.4
L) — At =0, t>a. wla) =e. i=1.. .d (8.14)

zugeordnet mit den kartesischen Einheitsvektoren e; € R?. Mit den eindeutigen Losungen

yo und yy,...,yq von (8.1.4) wird dann die sog. ,,Fundamentalmatrix®
yu(t) ... yal(t)
Y(t) = : :
yld(t) e ydd(t)

des Systems (8.1.3) gebildet und der Losungsansatz

u(t; s) = yo(t) + Z siyi(t) = yo(t) + Y (t)s

i=1
gemacht. Offensichtlich geniigt dieser Ansatz der Differentialgleichung

u'(t;s) — Alt)u(t;s) = f(t), t>a.
Es bleibt also, den Vektor s € R? so zu bestimmen, dass gilt:

Buu(a; s) + Byu(b;s) = g. (8.1.5)
dass dies nicht immer moglich ist, zeigt das folgende Beispiel.
Beispiel 8.1: Die Differentialgleichung
() +ult)=0, tel0,7] & uj(t) —ux(t) =0, uh(t)+ui(t) =0,

hat die allgemeine Losung: u(t) = ¢ sint + ¢y cost . Fiir verschiedene Randbedingungen
ergibt sich ein qualitativ unterschiedliches Losbarkeitsverhalten.

i) w(0) = u(m), v'(0) =u/(7) : u(t) =0 (eindeutig bestimmt),
i) u(0) =u(r)=0: u(t) = cysint  (unendlich viele Losungen),
iii) w(0) =0, u(r)=1: keine Losung.

Die Randbedingung (8.1.5) kann durch Einsetzen des Ansatzes fiir u (t) umgeschrieben
werden in ein lineares Gleichungssystem fiir s:

Bayo(a) +B. Y (a) s + Byyo(b) + ByY (b)s = g,
— ——
d. h.

[B, + ByY (b)]s = g — Bpyo(b) . (8.1.6)

Damit erhalten wir das folgende Resultat:
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Satz 8.2 (Existenzsatz fiir lineare RWA): Die linecare RWA (8.1.8) besitzt fir belie-
bige Daten f(t) und g genau dann eine eindeutige Losung u(t), wenn die Matriz

B, + B)Y (b) € R4
requldr ist.
Beweis: Ist die Matrix B, + B,Y (b) regulér, so ist das System (8.1.6) eindeutig 16sbar,

und die zugehorige Funktion wu(t; s) 16st dann nach unserer Konstruktion die RWA (8.1.3).
Umgekehrt ldsst sich aber jede Losung w(t) von (8.1.3) in der Form

u(t) = yo(t) + Y (t)s

mit einem s € R? darstellen, da die Losungsmannigfaltigkeit von (8.1.3) die Dimension
d hat. d. h.: Die Regularitdt von B, + B,Y (b) ist notwendig und hinreichend fiir die
Eindeutigkeit moglicher Losungen von (8.1.3). Q.E.D.

Bemerkung 8.1: Die eigentliche Bedeutung von Satz 8.2 liegt darin, dass er eine starke
Analogie zwischen linearen RWA und linearen (quadratischen) Gleichungssystemen auf-
zeigt. Bei beiden Problemtypen gentigt es zum Nachweis der Existenz von Losungen zu
zeigen, dass eventuell existierende Losungen notwendig eindeutig sind.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Beweis von Satz 8.1 fiihren.

Beweis von Satz 8.1:
Die Funktion f(t,z) ist gleichmiflig L-stetig auf einer Umgebung Ug des Graphen von
u(t) . Daher gibt es ein p > 0, so dass fiir jede Losung v(t) der AWA

V()= f(to(t), tel, v(to) =,
mit to € I, |jvg — u(to)|| < p, notwendig gilt (Folgerung aus dem Stabilitétssatz 1.4):

— <R.
max [Ju(t) —v(t)]| < R

d. h.: Jede zweite Losung v(t) der RWA, deren Graph dem von wu(f) um weniger als
p nahekommt, verlduft ganz in Ug. Sei nun v(¢) eine zweite Losung der RWA mit
Graph(v) C Ug . Dann gilt fir w:=u—v:

w'(t) = f(t,u) — f(t,v) = /0 it v+ s(u—v)wds

= sttt ([ 42000+ 0~ s as)

=: a(t)
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und analog
0=r(u(a),ud)) —r(va),vd))
= r(u(a),u(b)) —r(v(a),u(b)) + r(v(a),u(b)) — r(v(a),v(b))
= i r;(v(a)Jrsw(a),u(b))w(a) ds + i r (U(a) (b)+sw(b))w(b) ds
(

I
<
8~
—~
<
—~
)
—
I~
—~
=
=
—
g
—~
S
~
—+
=3

Die Funktion w 16st also die homogene lineare RWA

w' = [fit,u) +a®)]w=0, tel,
[ (u(a), u(0)) + Ba] wla) + [ry(u(a), u(b)) + By] w(b) = 0.

Wegen der angenommenen L-Stetigkeit von fi(¢,-),7,(-,y) und r(z, ) kann man die

Matrizen a(t), 8, und S, normméBig beliebig klein machen durch hineichend kleine Wahl
von R:

(8.1.7)

1
ol =|| [ {20+ su) = st} |
0
1
< Lf;/ lv+sw—ulds < Ly IItlB}XHwH < LyR,
yA 2 1t A

und analog

8.1l = H/ @)+ sw(a), u(b)) — ' (u(a), u(b)) ds
<L, / o)+ sw(a) — u(a)||ds < Ly Jlw(a)]| < Ly, R,

sowie ||| < L,s R. Im Hinblick auf den Stabilititssatz 1.4 fiir AWAn kann damit auch
die Abweichung der Matrix B, 4 B, Y (b) von der zum System (8.1.2) gehérenden Matrix
B,+ B, Y (b) klein gemacht werden. Da dieses System nur die triviale Lésung haben soll,
ist nach Satz 8.2 notwendig B, + B, Y (b) reguldr. Fiir hinreichend kleines R ist dann
auch B, + B, ?(b) reguldr und folglich wieder nach Satz 8.1 w = 0 die einzige Losung
von (8.1.7).

Der Beweis der Umkehrung dieser Aussage kann hier nicht gebracht werden (siehe die
angegebene Literatur zur Theorie von RWA).
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Bemerkung 8.2: Hinsichtlich der Regularitidt von Losungen von RWA gilr dasselbe wie
bei AWA, denn allgemein ist eine Losung der Differentialgleichung

u'(u) = f(t,ut)), telcCR,

mit r-mal stetig differenzierbarem f(-,-) wegen des Fundamentalsatzes der Analysis au-
tomatisch in C"T1(T).

8.1.2 Sturm-Liouville-Probleme

Wir wollen nun Satz 8.2 anwenden auf die fiir die Praxis wichtige Klasse der sog. ,,(re-
guliren) Sturm'-Liouville’.-Probleme*:

PO + a0 6) + () = £(0), t€ T =[ab], o)
aqu'(a) + agu(a) = go,  G1'(b) + Pou(b) = gy .

Dabei seien p € CY(I), q,r, f € C(I) und g, a1, Bo, Bi, gas 9 € R. Die Bezeichnung
yreguldr® bezieht sich auf die Tatsache, dass die Koeffizienten p, g, nicht singulér und
das Intervall I als beschriinkt vorausgesetzt sind.

Die RWA (8.1.8) ist von zweiter Ordnung und muss zunéchst in ein System erster
Ordnung umgeschrieben werden. Wir setzen dazu u; := « und us := «' und erhalten:

uy =ug, —[pus) +quat+rur=1yf,, tel,
arug(a) + apu(a) = ga,  Frua(b) + Bour(b) = gs -

Unter der Voraussetzung p(t) > p > 0 ist dies dquivalent zu dem System

! 0 1 0
- “l = . tela],
Uy r/p (a=1)/p | | u —f/p
ap Qq uy(a) N 0 0 uy(b) _ | Ye
0 0 us(a) Bo B us(b) 9o
in der Standardform (8.1.3). Fiir diese RWA lassen sich sehr allgemeine Existenzsétze
beweisen. Wir beschrinken uns hier auf den Spezialfall sog. ,, Dirichlet3-Randbedingungen®

(8.1.9)

u(a) =ga, u(b)=gs. (8.1.10)

tJacques Charles Franois Sturm (1803-1855): Franzosisch-Schweizer Mathematiker; Professor an der
Ecole Polytechnique in Paris seit 1840; Beitriige zur Mathematischen Physik, Differentialgleichungen,
(,,Sturm-Liouville-Problem*) und Differentialgeometrie.

2Joseph Liouville (1809-1882): Franzosischer Mathematiker; Prof. an der Ecole Polytechnique und
spiiter am Collége de France in Paris; Beitrige zur Zahlentheore, Funktionentheorie, Differentialgeometrie
und Topologie, aber auch zur Mathematischen Physik.

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): Franzosisch-Deutscher Mathematiker; geb. in
Diiren (damals bei Frankreich); wirkte in Berlin und als Prof. in Géttingen (Nachfolger von Gauf );
wichtige Beitrige zur Zahlentheorie, Analysis und Differentialgleichungen (,,Dirichletsches Prinzip“).
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Satz 8.3 (Sturm-Liouville-Probleme): Es sei p(t) > p > 0. Dann besitzt das Sturm-
Liouwille-Problem (8.1.8) mit Dirichletschen Randbedingungen (8.1.10) unter der Bedin-

gung
p+(b— a)%PEiIn{r(t) —3d ()} >0 (8.1.11)

eine eindeutige Losung u(t) € C*(I) .

Beweis: Wegen der Aquivalenz des Sturm-Liouville-Problems (8.1.8) mit der RWA (8.1.9)
geniigt es, im Hinblick auf Satz (8.2) zu zeigen, dass das homogene Problem (8.1.8) mit
f(#) =0, go =g, =0 nur die triviale Losung u(t) = 0 besitzt. Sei also u(¢) Losung von

—[pu] +qu' +ru=0, tel, wu(a)=u(b)=0.

Multiplikation mit % und Integration iiber I ergibt

—/[pu'}/udt—i— %/q(uz)’dt—i— /7‘u2 dt=0.
I I I

Durch partielle Integration folgt also bei Beriicksichtigung der Randbedingungen

=0.

p(u th—pu’u‘b—&-/ r— ¢ YPdt + Lqu? '
[t sl s,
Also ist
p/}(u’)th—&—I?ei}l{r— ‘g}/lu2dt <0.
Aus der Identitét .
u(t) = u(a)+/ u'(s) ds
\:/0/ a

erschliet man die sog. ,, Poincarésche? Ungleichung*

t 2
/u2dt§/</ u’ds) dtﬁ(b—a)2/|u’\2dt.
I 1 NJa I

N2 2 : 1 20t <0
(b—a) p/lu dt+a12tl£b{r 2q}/lu dt <0

/qutSO
I

bzw. u=0. Q.E.D.

Damit erhalten wir

Unter der Voraussetzung (8.1.11) folgt

4Jules Henri Poincaré (1854-1912): franzosischer Mathematiker; Prof. an der Ecole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; eins der letzten mathematischen Universalgenies; fundamentale Beitrége zu allen
Bereichen der Mathematik, zur Himmelsmechanik, Stromungsmechanik und Wissenschaftsphilosophie.
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8.2 Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1: Die lineare Differentialgleichung u”(¢) + u(t) = 1 zweiter Ordnung hat
die allgemeine Losung
u(t) = Asin(t) + Bcos(t) + 1.

a) Man verifiziere, dass zu den Randbedingungen u(0) = w(mw/2) = 0 genau eine, zu
u(0) = u(r) = 0 keine und zu w(0) = 1, u(w) = 1 unendlich viele Losungen dieser Gestalt
existieren. Dies demonstriert die Schwierigkeiten einer einheitlichen Existenztheorie fiir
RWA selbst im linearen Fall.

b) Man schreibe die obige Differentialgleichung zweiter Ordnung in Form eines Systems
erster Ordnung und iiberpriife anhand der drei zugehorigen Randwertaufgaben die Rich-
tigkeit des Losbarkeitskriteriums aus dem Text, d. h.: die Regularitdt der zugehorigen
Matrix

Aufgabe 8.2: Man betrachte das (reguldre) Sturm-Liouville-Problem

—u(t) + q(Ou'(t) +r(tu(t) = f(t), t€ab],
mit sog. ,Neumann-Randbedingungen*
u'(a) = ga, () = go-
Man formuliere eine Bedingung an die Koeflizienten ¢ und r, unter der diese RWA fiir

beliebige stetige rechte Seite f und Randdaten g,, g, eine eindeutige Losung besitzt.

Aufgabe 8.3: a) Man beweise fiir Funktionen v € C''([a, b]), die kontinuierliche ,,Sobo-
lewsche Ungleichung*

max | \</ [v'(t)] dt + |v(a)|.

te(a,b]

b) Man beweise weiter die Ungleichung

Inax\v |</ |v'(¢ |dt+7’/ dt).
tela,b]

(Hinweis: Fundamentalsatz und Mittelwertsatz der Differential- und Integralrechnung)






9 Schief3lverfahren

9.1 Lineare Randwertaufgaben

Der konstruktive Beweis von Satz 8.2 zur Losbarkeit der linearen RWA

u'(t) — At)u(t) = f(t), tel=]a,b,

Bu(a) + Byu(b) = g, (9.1.1)

legt auch ein Verfahren zu deren numerischen Approximation nahe, das sog. ,,Schief3ver-
fahren“. Die kontinuierliche Losung ist gegeben in der Form
u(t; 8) = yol(t) + Y (t)$s

mit den Losungen yo: I — R? und Y : I — R¥>4 der AWA

WO — AOWE = 1), el pl@=0, 012
Y'(t) — A@)Y (t) =0, tel, Y(a)=1I.
sowie der Losung 8 € R? des linearen Gleichungssystems
Qs = (B + B)Y (b))s = g — Byyo(b),
vorausgesetzt B, + BpY (b) ist reguldr. Dabei ist u(¢;5) die Losung der AWA
u'(t;8) — A(t)u(t; 8) = f(t), tel, wula;8) =35, (9.1.3)

fiir die gerade die Randbedingung B,u(a; §)+Byu(b; §) = ¢ erfiillt ist. Dies begriindet die
Bezeichnung Schieffverfahren fiir das folgende Vorgehen:

T

Abbildung 9.1: Konzept des (einfachen) Schieverfahrens.

Das Intervall I wird unterteilt,

a=ty<t; <...<ty=0D,

199
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in Teilintervalle der Lange h,, =t, — t,_1, wobei

h:= max h, <6 min h,,
1<n<N 1<n<N

mit einer Konstante 6 > 1. Auf diesem Punktgitter werden dann mit Hilfe eines konver-
genten Differenzenverfahrens (Einschrittverfahren, Pradiktor-Korrektor-Verfahren, Extra-
polationsverfahren, etc.) Ndherungen (y{fn)fl\’zl, i =0,...,d, zu den Losungen y;, i =
0,...,d, der AWAn (9.1.2) berechnet; dazu sind d+ 1 Systeme zu losen. Ist das verwen-
dete Verfahren von der Ordnung m , und sind die Funktionen A(t), f(¢) hinreichend glatt,
so verhélt sich nach den Resultaten der Kapitel 1.2, 1.4 und 1.5 der Diskretisierungsfehler
wie

lyly — yi(b)|| < Ke"C=nm, (9.1.4)

wobei die Konstante K im Wesentlichen nur von den gegebenen Daten A(t), f(t) abhéingt,
und L = maxyes ||A(¢)|| die Lipschitz-Konstante des Systems reprasentiert. Mit der dis-

kreten Fundamentalmatrix Y,* = [y ... ¢4 ] wird dann die Matrix

Q" := B, + ByY}:
gebildet. Ist diese nun ebenfalls regulér, so besitzt das Gleichungssystem
Q"s" =g - Byly (9.1.5)
eine eindeutige Losung 5" € R, mit der durch
uz = yg’n—&—YTfLéh, n=0,...,N,
eine Naherung zu wu(t) definiert ist.

Satz 9.1 (Konvergenz des Schiefiverfahrens): Fir hinreichend kleines h > 0 ist die
Matriz Q" regulir, und das Schiefverfahren konvergiert mit der Ordnung m :

max lul —u(t,)|| = Oh™) (h—0).

tn€

Beweis: Die Fehlerabschétzung (9.1.4) impliziert
1Q = Q" = 1ByY (b) = BYNI| < el Byl max [lyi(b) — yirn |l = O(R™),  (9.1.6)

mit einer dimensions-abhéngigen Konstante c¢. Fiir hinreichend kleines h ist also

1Q — Q"I < 57 ||Q T bzw. [|Q7HQ" - Q)] < L.

Im Hinblick auf die angenommene Regularitiat von ) imp.l.iziert dies auch die Regularitét
von Q" =Q(I +Q1(Q" — Q)) sowie die Abschitzung (Ubungsaufgabe)

[

1
@Y=y oo —ai
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Uber die Beziehung
Q—l_(Qh)—l _ Q_I(Qh_Q)(Qh)_17
folgt weiter die Abschétzung

QM
1Q7HHIQ — @l

lQ™ = (@Y7 < = lQ — Q"I

Mit (9.1.6) folgt damit
Q7" — (@)~ = o(h™).

Damit erschliefen wir weiter

Is = s"l = Qg — Bewo(®)] — (Q")"*[g — Byyg

< o7t = @) Hlgll + 1Rt = (@") M Boll yo(B)]]
QMM Bl lyo(b) — ygn [l = O(A™).
und hiermit
lun —ult)ll = Nlyon +Yo's" = yoltn) = Y (ta)sl|
< e — w0t |+ 1Y = Y () 18"+
H Y ) 18" = sll = O(h™),
was zu zeigen war. Q.E.D.

Bei der praktischen Durchfiihrung des Schiefiverfahrens hat man zunéchst die d + 1
AWA (9.1.2) zu losen. Da zur Aufstellung des Gleichungssystems (9.1.5) aber nur die

Endwerte y{fN, 1 =0,...,d, benotigt werden, ist die Anwendung eines Extrapolations-
verfahrens mit Basisschrittweite H = b — a zu empfehlen. Die diskrete Losung u" wird
dann statt aus der Darstellung u! = y(’}n + Ysh | wozu ja yfn fir alle n = 0,..., N

berechnet werden miissten, durch nochmalige Losung der einzelnen AWA
u'(t) = Atyu(t) = f(t), tel, u(a)=3",

bestimmt. Je nachdem, mit welcher Methode dies geschieht, erhélt man natiirlich mogli-
cherweise eine leicht verdnderte Approximation "

Das Hauptproblem bei der Durchfiihrung des oben beschriebenen sog. ,einfachen*
SchieBverfahrens ist das der Stabilitdt bei Integration iiber langere Intervalle I. Der
Wert der Losung y(t;s) der AWA (9.1.3) am rechten Intervallpunkt b kann bei etwas
instabileren Problemen sehr empfindlich gegeniiber Storungen im Anfangswert s sein.
Unter Umstédnden muss § zur Kompensation dieser Instabilitdt mit solcher Genauigkeit
berechnet werden, dass der dazu erforderliche numerische Aufwand bei der Diskretisierung
der AWA (9.1.2) nicht mehr realisierbar ist.

Beispiel 9.1:
yi(t) =w2(t), wh(t) = 110y (t) + 2(t) -
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Die allgemeine Losung ist (mit beliebigen Zahlen ¢, ¢s)

e B

Fiir die Anfangswerte y(0) = (s1,52)7 erhalten wir also

y(t7 3) _ 1181 — S9 6710t 1 1081 + So Pllt [ 1 .
21 —10

21 |11

Den Randbedingungen y;(0) =1, y1(10) =1 geniigt die Losung

ellO —1 _ 1 1— 67100 1
y(t) = 110 —100 e o + 110 —100 ellt '
ell0 _ ¢ —10 elld —e 11
Insbesondere ist
21 — 100

_ —47
yg(O)——10+mN—10+3510 .

Eine Rechnung mit zehn Stellen Genauigkeit ergibt fiir den leicht gestérten Startwert

) 1
°T [—1o+ 109] ‘

den zugehodrigen Endwert y;(10; 3) ~ 10%7 anstelle des exakten Wertes y;(10;5) = 1. Bei
diesem hochgradig instabilen Problem versagt die Schiefiverfahren also vollig.

Bei dem eben betrachteten Beispiel liegt offensichtlich ein exponentielles Wachstum
in der Abhéngigkeit der Losung y(z;s) vom Anfangswert s vor:

ly(t: 51) — y(t; s2)[| = O(e™) |51 — sal -

Diese Beobachtung ist in Ubereinstimmung mit dem Resultat des Stabilititssatzes aus
Kapitel 1
ly(t; s1) = y(t; s2)|| < "M |51 — s,

wobei L die Lipschitz-Konstante des Systems représentiert. Um dieses Instabilitétspro-
blem zu iiberwinden, wird das einfache Schiefiverfahren zum sog. ,, Mehrfachschiefver-
fahren“ (,multiple shooting method“ nach R. Bulirsch) erweitert. Dazu teilen wir das
Intervall [a,b] so in Teilintervalle auf,

a=1 < - <tp<--- <ty =0,

dass die kritische Grofie
eL(tk+1_tk)

nicht zu grof wird. Dann wird die Schiefprozedur auf jedes der Teilintervalle [tg, ¢y 1]
angewendet und die dabei gewonnenen Teilstiicke der Losung zu einer globalen Losung
zusammengesetzt.
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Fiir gegebene Vektoren s, € R4k = 1,..., R, seien y(t;ty,s;) die Losungen der
AWA

y'(t) = Ayt) = f(t), tE€ [tetur], y(th) =si (9.1.7)
4 (ts, s3)
—
(tr,sr)
(ta, s2)
(th 51)
t
a:tl t2 t3 tR tR+1 =)

Abbildung 9.2: Konzept des Mehrfachschiefverfahrens

Das Problem besteht dann darin, die R Vektoren s; so zu bestimmen, dass die zusam-
mengesetzte Funktion y(t) : [a,0] = R,

y(t) = y(tvtlwsk)v le [tkatk+1]7 k= 17"'7R7
stetig auf ganz [a,b] wird und der Randbedingung
Buy(a) + Byy(b) = g

geniigt. Fir t € [ty, ty11) gilt dann

k-1

y(t) = y(t) = y(t) + > _{y(tyr) —y(t)} +y(a)

:/ty'(r)df-l-z

=1t

ti1

[ vy
tr

t

= [ {AMy(r) + f()}dr + y(a) ,

d. h.: y(t) ist auf I sogar stetig differenzierbar und somit Losung der RWA (9.1.1). Die
obigen Forderungen an y(t) ergeben folgende Bestimmungsgleichungen fiir die Vektoren
Sk € R?:

y(tkﬂ;tk,sk) = Sk+1 k= 1,...,R—1, (918)
Bus1 + Byy(bytr, sg) =g (9.1.9)

Seien wieder yi(t),Yi(t), (k=1,...,R) die eindeutig bestimmten Losungen der AWA
y(t) — A)ye(t) = f(t), t€E [tites1], y(ty) =0, (9.1.10)

Yk/(t) — A(t)Yk(t) =0, te [tk,tk+1] s Yk(tk) =1. (9111)
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Die Gleichungen (9.1.8) fithren dann iiber die lokalen Losungsdarstellungen

y(tvtk7sk):yk(t)+yk(t)Ska kil)"'7R7

auf
Ye(ths1) + Viltrrr)se = sga, k=1,...,R—1,
Bus1 + By{yr(b) + Yr(b)sg} =g¢.
Die Parametervektoren sip,...,sp sind also bestimmt durch ein lineares Rd x Rd-Glei-
chungssystem

Aps =f3 (9.1.12)

mit s = (s1,...,s8)7, B = (g — Byyr(b),y1(ta), . . ., yR,l(tR))T und der Koeffizienten-
matrix

B(z BbYR(b)
—Yi(t2) [
Ap = ’
L 0 —Yr_1(tgr) I ]

Die mit dem eventuellen Losungsvektor § gebildete Funktion u € C'(I) ist dann konstruk-
tionsgeméfl die Losung der RWA (9.1.1). Zur Untersuchung der Regularitit der Matrix
A nehmen wir folgende Dreieckszerlegung vor:

Q, ... On I 0
A = ! | )
0 I 0 Yroa(tr) I
=R =L

mit den rekursiv bestimmten d x d-Matrizen

QR = BbYR(b)
Qr = Qr1Yi(lterr), k=R-1,...,2

Q1 = Ba+Q2Yi(t2)
= B,+ B)Yr(b)Yr_1(tg)...Yi(ta) .

Offensichtlich ist die Matrix A regulér, wenn es die Matrix Q1 = B,+ByYr(tg_1) ... Y1(t2)
ist.
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Hilfssatz 9.1 (,,SchieBmatrix*“): Mit der Matric Q = B, + B,Y(b) des einfachen
Schiefsverfahrens gilt Q1 = Q.

Beweis: Die Fundamentalmatrizen Y (¢) und Yj(¢) sind definiert als Losungen der
AWAn:
Y'(t) - A)Y(t)=0, tel, Y(a)=1,

chl(t)_A(t)}//%(t):()? te [tkvtk’-‘rl]? Yk(tk):-[/ kzl,,R
Die Losung der AWA

Uht) = A(y(t) =0, tel, yla)=a= Za

ist gerade y(t) =Y (t)a bzw. y(t) = Yi(t)a. Also ist
Yi(t))a=Y(t)a  VaeR?.
Analog gilt allgemein
Vi (o) [Yi1(te) o] = Vi1 (tesa) v,

und durch Rekursion folgt daraus
YR(tR+1) .. )/1(1‘}2)0[ = Y(tR+1)()é Va e Rd .
Q.E.D.

Das Mehrfachschiefiverfahren ist also durchfithrbar, wenn die gegebene RWA eine ein-
deutige Losung besitzt, d. h. wenn B, + B,Y (b) regulér ist.
Die Dreieckszerlegung Ar = RL konnte natiirlich direkt zur Berechnung des Para-

metervektors § verwendet werden. Durch Riickwértseinsetzen wére zundchst Ro = 3
nach o aufzulosen, wozu es im Wesentlichen nur der Losung des d x d-Systems

d
Q101 = Z Qzﬂi (9~1~13)
i=2

bedarf. Durch sukzessives Vorwiértseinsetzen erhélt man dann § aus £5 = o . Die Matrix
@1 = @ wird aber meist sehr schlecht konditioniert sein, wie wir ja schon im Zusammen-
hang mit dem einfachen Schiefiverfahren festgestellt haben:

QT > 1.

Statt der obigen RL-Zerlegung von A verwendet man daher besser das Gaufische Elimi-
nationsverfahren mit partieller Pivotierung direkt am System As = (. Bei der prakti-
schen Durchfiihrung des Mehrfachschielverfahrens berechnet man analog zum einfachen
SchieBverfahren wieder mit Hilfe eines ,, AWA-Lésers® diskrete Niherungen y/, und Y/,
zu den Funktionen y;(¢) und Y;(¢) und erhilt damit eine Approximation

hsh _ ph
A8t =33
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zum System (9.1.12). Die daraus bestimmten Parametervektoren 3%, ..., 3% ergeben dann
durch
yZ = ylg,n+}/k}fn‘§27 tn € [tk7tk+1]7 k= 17"'JR7

eine Niherungslosung y" fiir die RWA (9.1.1). Analog wie in Satz 9.1 zeigt man auch hier
die Konvergenz
mas u(t,) — ol = O(™)  (h—0)
n€

mit der Ordnung m des AWA-Losers. (Dabei sind natiirlich die Schiefpunkte t; als
Gitterpunkte angenommen!) Dariiber hinaus ldsst sich noch zeigen, dass i. Allg. die Matrix
Q" eine wesentlich bessere Approximation von @ ist als Q" von Q.

9.2 Nichtlineares Schief3verfahren

Wir betrachten nun die allgemeine RWA
u'(t) = f(tu), tel, r(u(a)u()=0, (9.2.14)

unter den Bedingungen von Abschnitt 8.1.1 und nehmen an, dass eine lokal eindeutige
Losung wu(t) existiert. Das einfache Schiefiverfahren zur Berechnung von wu(t) geht aus
von der AWA

y'(t) = f(t,yt)), tel, yla)=s, (9.2.15)

und versucht den Parameter § € R? so zu bestimmen, dass die Lésung y(¢; ) der Rand-
bedingung geniigt:

r(y(a; 8),y(b; 8)) = (3, y(b;8)) = 0.
Unter der Annahme, dass (9.2.15) wenigstens fiir ein gewisses Intervall [s1, s5] eindeutige

Losungen y(z;s) auf I besitzt, ist dieses Vorgehen #quivalent zur Suche nach einer
Nullstelle § € [sy, so] der implizit definierten Funktion

F(s):=r(s,y(b;s)).

Zur Auswertung von F(s) fiir ein s € [sq, sp] muss zundchst der Wert y(b;s) der zu-
gehorigen Losung der AWA (9.2.15) berechnet werden. Zur Berechnung einer Nullstelle §
von F(s) bietet sich etwa eine Fixpunktiteration der Form

s = i) _ 0P (¢, G eN, (9.2.16)

an, mit einer geeigneten reguliiren Matrix C' € R4 . Wir wissen, dass die Losung y(b; s)
der AWA (9.2.15) Lipschitz-stetig vom Anfangswert y(a;s) = s abhéngt; dies ist eine
Konsequenz des allgemeinen Stabilitétssatzes 1.4. Damit wird auch die Funktion F(s)
Lipschitz-stetig, und die Fixpunktiteration (9.2.16) kann durch geschickte Wahl von C
zur Konvergenz gebracht werden. Diese ist allerdings in der Regel zu langsam, so dass man
besser das wesentlich schnellere Newton-Verfahren verwendet. Dazu benotigen wir aber
die Ableitung (Jacobi-Matrix) der Funktion F(s) bzw. die Ableitung des Wertes y/(b; s)
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nach dem Anfangswert s. Letztere ist eine Matrixfunktion G(¢;s) := dsy(¢; s) und nach
Satz 1.6 als Losung einer linearen Matrix-AWA gegeben, vorausgesetzt alle Daten des
Problems sind hinreichend , glatt“:

Gt;s)Y(t) = fult,y(t; )Gt s)(1), tel, Glas)=1. (9.2.17)

Ist auch die Funktion (., .) stetig differenzierbar (In der Praxis ist r meist sogar linear.),
so wird die Funktion F(s) stetig differenzierbar mit der Ableitung

F'(s) = ra(s,y(b;5)) + 1y (5,y(b; 5))G(b; 5).
Damit lautet das Newton-Verfahren formal wie folgt:
s = 5O — (s p(s9) ) i =0,1,2,..., (9.2.18)

wobei s ein geeigneter Startwert ist. Um s+ aus s zu berechnen, sind dann
folgende Schritte notig:

i) Losung der AWA ‘
y(t) = fty), tel, yla)=s",

und Auswertung der Funktion

F(s9) = r(s", y(b; sV));
ii) Losung der linearen (Matrix)-AWA
G'(t;sY) = fr(t,y(t s NG D), tel, Glas?) =1,
und Auswertung der Matrixfunktion
F(s0%) = 1o, 03 5)) 1y (5, 0 5)) (b )
iii) Losung des linearen Gleichungssystems (Newton-Schritt)

F'(s50)6sD = —F(s9), 50D = 50 1 550,

Beispiel 9.2:

bzw.

yi(t) = yalt)
yo(t) = 3 (8)®, t€0,1], 1(0)=4, w(l)=1

Die zugehorige AWA ist hier problemangepasst:

w0, te0,1], w(0)=4, 4(0)=s.
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Die daraus resultierende Funktion F'(s) zeigt Abb. 9.3.

70 6
60 4
| wl(t)
50 2
| y;
[p40 0 ve
F(s E . . .
30 7 -2
20 -4
R | s10 -6
S1 S92
0 -8
2100 -80  -60 »40W
5 = -10
-12

Abbildung 9.3: Verlauf der Funktion F(s).

Offensichtlich hat die Funktion F'(s) zwei Nullstellen, welche zu zwei verschiedenen
Losungen w' (i = 1,2) der RWA gehdren. Obwohl diese dieselben Randwerte haben, be-
steht aber kein Widerspruch zum Eindeutigkeitssatz 8.1, da es sich hier um eine RWA 2-ter
Ordnung handelt. Die oben beschriebene Newton-Iteration liefert die folgenden Néihe-
rungswerte fiir die Nullstellen:

51 =—8, 3y = —35.8585487278.

Ein Vergleich mit der bekannten exakten Losung zeigt, dass die SchieBmethode in diesem
Fall eine auf mindestens 10 Stellen genaue Naherung liefert.

Die Berechnung der Ableitungsmatrix F’(s(®) in Schritt (i) erfordert die Losung eines
d x d-Systems von linearen gewo6hnlichen Differentialgleichungen. Dies kann in der Praxis
zu aufwendig sein. Stattdessen kann man die Ableitung F’ durch einen Differenzenquo-
tienten approximieren

AF(s) = (ALF(s),. .., AgF(s)),

wobei

AJF(S) _ F(Sla...Sj+A$j,...7$d)fF(Sl,...7$d) .
Die Werte F(s1,...,5; + Asj,...,sq) und F(s1,...,,54) werden gemafl Schritt i) be-
rechnet.

Zur Rechtfertigung des Schiefiverfahrens fiir die RWA (9.2.14) und insbesondere der
Verwendung des Newton-Verfahrens zur Berechnung der Nullstelle § der impliziten Funk-
tion F(s) sei nun folgendes angenommen:

Auf einer p-Umgebung (p > 0)
Uy={(t,2) € I xR ||z —u(t)| < p, t € I}

der isolierten Losung u(t) der RWA (9.2.14) ist f € C?(U,) und besitzt bzgl. des Argu-
ments x die Lipschitz-Konstante L. Auf einer p-Umgebung

Qp = {(z,9) €R! x R[]z —u(a)| < p, [ly —u(®)] < p}
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der Randwerte ist € C%*(Q,) . In Analogie zu Satz 1.1.7 des Kapitels 1.1.2 gilt dann:

Hilfssatz 9.2 (Nichtlineares Schieflverfahren): Fir jeden Vektor
se K={oeR||ua)—o| < pe Lt~}
besitzt die AWA
y'(t) =fty), tel, yla)=s,
eine eindeutige Lisung y(t;s), welche ganz in U, verliuft. Weiter ist u(b;s) € C*(K),
und die Ableitungsmatriz Ozy(t; s) = G(t;s) erfillt

G'(t;s) = fo(t,y(t;9)G(t;s), tel, Glays)=1.

Beweis: Siehe: E.A. Coddington und N. Levinson: Theory of Ordinary Differential Equa-
tions, McGraw-Hill, 1955. Q.E.D.

Mit Hilfe dieses Resultates erhalten wir nun leicht folgenden Satz.

Satz 9.2 (Newton-Bedingungen): Unter den obigen Bedingungen gilt F(s) € C*(K),
F(u(a)) =0, und F'(u(a)) ist reguldr.

Beweis: i) ist eine unmittelbare Folge der Glattheitsvoraussetzungen an f(¢,2) und
r(z,y) und Hilfsatz 9.2. ii) ist offensichtlich. Zur Verifikation von iii) schreiben wir

F'(s) = ra(s,y(b; 8)) + 1y (s, y(b; 5))G(b; ) -

Offenbar ist G(t;s) = Y(t) gerade die Fundamentalmatrix der linearen Gleichung (fiir
festes s)
Y'(t) — fu(t,y(t;8)Y () =0, t>a, Y(a)=1I.
Also ist
F'(u(a)) = rz(u(a), y(b; u(a))) + ry(u(a), y(b;u(a)))Y(b) .
Diese Matrix ist aber gemafl Satz 8.2 notwendig regulédr, wenn w(t) isolierte Losung ist,

da dann das linearisierte System (8.1.2) aus Satz 8.1 nur die triviale Losung haben kann.
Q.E.D.

Satz 9.2 enthélt gerade die wesentlichen Bedingungen, unter denen das Newton-Verfahren
lokal quadratisch konvergiert:

|s® — 5| < clls® D —3%, k=1,2,...;
auf die wichtige Frage der Bestimmung eines geeigneten Startvektors s € K kann hier
nicht eingegangen werden (siche dazu z. B. [Stoer/Bulirsch| im Literaturverzeichnis).

Wir skizzieren nun noch die kontinuierliche Version des Mehrfachschiefiverfahrens zur
Losung der RWA (9.2.14).
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Fiir gegebene Vektoren sy (k=1,..., R) seien y(t;ty, sx) die Losungen der AWA

y'(t) = f(ty(t), teltitinl, y(te) =sk. (9.2.19)

Das Problem besteht nun darin, die Vektoren s; so zu bestimmen, dass die zusammen-
gesetzte Funktion

y(t) ==yt ty, sx), t € [tr,tera), k=1,...,R—1,

y(b) = g1, (9.2.20)

stetig (und damit natiirlich notwendig auch stetig differenzierbar) auf dem ganzen Intervall
[a,b] wird und der Randbedingung geniigt:

r(y(a), y(b)) = r(s1,5r41) = 0.
Dann ist y(t) die gesuchte Losung der RWA (8.1.11).

Dies sind d - R Bestimmungsgleichungen fiir sy :

Y(tegrste, Sk) = Sp1, k=1,...,R—1,

9.2.21
T(5175R+1) - 07 ( )

die auch in der Form geschrieben werden kénnen:

Fi(s1, 52) y(ta;t1, 51) — 52
F(s) = : = : ~0.
Fr_1(Sr-1,5r) Y(tr;tr—1,5r-1) — SR
Fr(s1,Sp+1) r(S1, SR+1)

Eine Nullstelle 5 € R der Funktion F(s) kann wieder mit Hilfe des Newton-Verfahrens
bestimmt werden. Ausgehend von einem geeigneten Startwert s lautet die Iteration
dann

s = O _ (s 1ROy i =0,1,2,.... (9.2.22)
Jeder Iterationsschritt erfordert nun die Losung der R AWAn

y'(t) = f(tyt), tE [trtrr]

y(tr) = s\ = yltesn; tr, s0)),

fir k=1,..., R, und die Berechnung der Jacobi-Matrix

Gy -1 0 0
5 0 Gy -1 :
F'(s¥) = <8—Fk(5(i))> = L0
5j ij=1,...R 0 0 C /
R-1 —
i 0 . 0 B |
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wobei die folgenden Abkiirzungen verwendet wurden:

0
Gr = — y(trer;ts, - k=1...,R
k 65k y( k+15 Yk, gk) 5 B ) )
B = 7@5}3 7"(517 5R+1) , A= 7631 7‘(51, 3R+1) .

Normalerweise ist die direkte Berechnung von F’(s(®) aus seiner Darstellung als Losung
einer linearen AWA viel zu aufwendig. Da die Koeffizienten dieses Systems von der Lésung
y(t) abhingen, miifite man diese dazu mit grofier Genauigkeit auf dem ,,ganzen* Intervall
I berechnen, obwohl sie eigentlich nur in den Gitterpunkten t; benotigt wird! Man ersetzt
daher die Ableitung F’(s®) wieder durch einen Differenzenquotienten

AF(s%) = (AjF(5%))jr=1.r

wobei

F(...,S;i]g—i-ASjk,...)—F(... s o)

7 3945k
AjF(s%) = Asy ’
J

Zur Berechnung der Iterierten s+ aus s schreiben wir das lineare Gleichungssystem
(9.2.22) in der Form

G1As; — Asy = —F)

Gpr1Asgp1 —Asp=—Fr1
AASl + BAST 7FR

mit den Abkiirzungen Asy := SS+1) — s,(f) und Fjy, := Fy(sk, Sg+1) - Durch Kombination
dieser Gleichung erhélt man dann:

ASQ = G1A51 +F1

: (9.2.23)
Asp = Gpoi...Gils + Y0 (7L G E;,
und aus der letzten Gleichung:

mit w = —[FR + BFR,1 + BGR,lFR,z + ...+ BGR,1 c. GgFﬂ .

Das lineare Gleichungssystem (9.2.24) fiir As; kann nun etwa mit Hilfe der GauB-
Elimination gelost werden. Die anderen Unbekannten Asg, k = 2,..., R erhidlt man
dann aus den Rekursionsgleichungen (9.2.23).
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9.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 9.1: Es sei A € R™? eine regulire Matrix. Man zeige, dass fiir jede Matrix
B € R™4 mit der Eigenschaft ||B|| < ||A7![|~! bzgl. irgend einer natiirlichen Matrizen-

norm || - || auch die Matrix A + B regulir ist und dass dann gilt:
- 1A~
I(A+B)7 ] < :
L= [lA=H{|{}B]]

Aufgabe 9.2: Fiir eine d-dimensionale lineare RWA mit ,,separierten Randbedingungen

W'(t) = Au(t) + f(t), tE€ [a,b],
ui(a)=ay, i=1,....r, wb)=0,i=r+1,...,d,

kann die Dimension der im Zuge des MehrfachschieBverfahrens zu 16senden Gleichungs-
systeme reduziert werden. Fiir den Fall d = 2 (und somit r = 1), sowie a = z; <
T9 < x3 = b stelle man das Gleichungssystem fiir die Parametervektoren s; und s, auf.
Dabei soll entsprechend der Separation der Randbedingungen von a = x; nach x5 und
riickwérts von b = x3 nach x, integriert werden (sog. , Gegenschieflen®).

Aufgabe 9.3: Die Randwertaufgabe
u’(t) = 100u(t), 0<t<3, u(0)=1, u3)=e,

soll mit dem einfachen Schiefverfahren gelost werden. Dazu berechnet man die Losung
u(t; s) der Anfangswertaufgabe

u’(t) = 100u(t), ¢t>0, wu(0)=1, «'(0)=s,

und bestime s = s* so, dass u(3;s*) = 30 wird. Wie grof} ist der relative Fehler in
u(3; %), wenn s* mit einem relativen Fehler e behaftet ist? (Hinweis: man forme die
RWA in ein System erster Ordnung um und bestimme dessen allgemeine Losung durch

Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der 2 x 2 Koeffizientenmatrix.)

Aufgabe 9.4 (Praktische Aufgabe): Man lose die skalare Randwertaufgabe

—u"(t) — 4u'(t) + sin(t)u(t) = cos(t), 0<t <,
u(0) = u(m), u'(0) ='(m),
mit Hilfe des Einfachschiefiverfahrens. Als Integrator fiir die AWA verwende man alter-

nativ das Heunsche Verfahren 2-ter Ordnung und das klassische Runge-Kutta-Verfahren
4-ter Ordnung.



10 Differenzenverfahren

10.1 Systeme erster Ordnung

Wir konzentrieren uns im Folgenden auf die Betrachtung linearer RWA im R?, obwohl die
meisten Aussagen sinngeméif auch fiir die Approximation isolierter Losungen nichtlinearer
Probleme iibertragen werden konnen. Zur Abkiirzung der Notation fithren wir Operatoren
L:CYI)—C(I) und R:C(I) = R ein:

(Lu)(t) = u'(t) = A()u(t) = f(t), te€l=]ab],

Ru = Byu(a) + Byu(b) = g, (10.1.1)

Wir nehmen an, dass diese RWA eine eindeutige Losung besitzt, bzw. dass die zugehorige
Matrix B, + B,Y (b) regulér ist.

Grundsétzlich kann jedes Differenzenverfahren zur Losung von AWA|
u'(t) — A)u(t) = ft), t>a, ula)=a, (10.1.2)

auch zur Losung der RWA (10.1.1) verwendet werden. Dazu wihlt man etwa ein dquidi-
stantes Gitter auf [a,b],

th=a+nh, 0<n<N, h=(b-a)/N,

auf dem Approximationen y, zu u(t,) bestimmt werden sollen. Anwendung der Dif-
ferenzenformeln auf eine Gitterfunktion y" := (y,))_, ergibt dann ein System von N
Differenzengleichungen

N

(Lny")n = Cuj(h)y; = Fu(hs f), n=1,...,N. (10.1.3)

=0
Eine (N + 1)-te Gleichung erhilt man durch exakte Ubernahme der Randbedingung
Ruy" := Buyo+ Byyny = g. (10.1.4)

Das diskrete Operatorpaar {L;, R} wird als Approximation von {L, R} betrachtet.
Durch die Beziechungen (10.1.3), (10.1.4) mit der Koeffizientenmatrix (C.;(h));;—, und
dem inhomogenen Vektor (F,(h; f))_; wird eine sehr allgemeine Klasse von Differenzen-
approximationen der RWA (10.1.1) erfasst; alle im ersten Teil des Textes beschriebenen
Einschritt-, Mehrschritt- und Extrapolationsverfahren fallen darunter. Man erhélt so ein
lineares Gleichungssystem

Ay = p" (10.1.5)
fiir den diskreten Losungsvektor 3" = (yo,...,yn)T € ROVFDL mit
Ba 0 ce Bb g
Cio(h) Cu(h) ... Cin(h) Fi(h; f)
Ah = . . . . ) 6/1 = .
CN(](h) CNl(h) N CNN(h) FN(h; f)

213
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Dies ist eine (N 4 1) x (N + 1)-Blockmatrix, deren Blockelemente wir mit Ay, be-
zeichnen. Im Folgenden wird die einheitliche Bezeichnung 4" sowohl fiir die diskrete Git-
terfunktion y" : {to,...,txy} — R? wie fiir den zugehorigen Block-Vektor der Gitterwerte
y" = (yo, ..., yn)T verwenden. Verwechslungen sollten ausgeschlossen sein.

Beispiel 10.1: Eins der einfachsten Differenzenverfahren ist das sog. ,, Box-Schema‘, wel-
ches auf der Trapezregel als AWA-Loser basiert:

Lhyn = h_l(yn - yn—l) - %An—l/Q(yn + yn—l) = fn—1/27

wobei t,_1/9 := %(t +tp—1) und A,y = A(t,_q1/2) gesetzt ist. Das zugehorige Glei-
chungssystem (10.1.5) hat hier die Gestalt

B, 0 By Yo g
- %hA1/2 I— %hAl/Q 0 9 = hf1/2
0 —I — $hAN_1)2 I — 3hAx 1) YN hfn-172

Die eindeutige Losbarkeit dieses Systems (fiir hinreichend kleines h ) wird unten im Rah-
men eines sehr viel allgemeineren Resultats gezeigt werden.

Zur Untersuchung der Konvergenz der Differenzenapproximation (10.1.3), (10.1.4)
fithren wir wieder den Abschneidefehler 7" als Gitterfunktion ein durch

=Ly — Fh(h; ).

Dabei bezeichnet u” die durch Restriktion der Losung u auf das Punktgitter {t,,...,tx}
gewonnene Gitterfunktion. Im Falle einer AWA hatten wir gesehen, dass hinreichend fiir
die Konvergenz der Differenzenapproximation ihre Konsistenz (mit Ordnung m > 1),

llyo = ol + max [|7a[l = O(A™), (10.1.6)

und ihre Stabilitdt,

1}, (10.1.7)

0r<na<x ”yn | < K{”yO” + maX ” Lh n

fiir Gitterfunktionen y" = (y,)o<n<n ist. Die Stabilitéitsbedingung (10.1.7) ist lediglich
eine Umformulierung der Aussagen der Stabilitéatssiatze 2.2 und 4.2 fiir Einschritt- bzw. fiir
lineare Mehrschrittverfahren, wobei K ~ =% ist. Wird nun das Differenzenverfahren
zur Losung der RWA (10.1.1) angewendet, so definiert man sinngemifl Konsistenz (mit
der Ordnung m ) durch

1Rnu" =gl 4+ max [I(Lnu")n = Fu(hi )| = O(h™) (10.1.8)
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und Stabilitdt durch

< h h 1.
omax flynll < K{II Bug"ll + max [1(Zay")all} (10.1.9)

fiir Gitterfunktionen y" = (y,)o<n<y und hinreichend kleines h .

Die Stabilitétseigenschaft (10.1.9) des Differenzenoperators {Ljy, Ry} ldsst sich dqui-
valent durch eine Stabilititseigenschaft der zugehorigen Matrix A; ausdriicken. Dazu
fithren wir die von der Vektornorm

b h (N+1)d
"o Oglaé}?\,”yn” y'eR )

erzeugte natiirliche Matrizennorm ein:
At
||Ah||oo . sup || h}:l[/ ||<>O’ Ah c R(thl)dx(NJrl)dA
yheR(N+1d "l

Diese Matrizennorm ist gerade die sog. ,, Maximale-Blockzeilensummen-Norm*

,,,,,

wobei wiederum || Ap.,..|| die von der euklidischen Vektornorm des R? erzeugte natiirli-
che Matrizennorm des R¥? ist.

Hilfssatz 10.1 (Stabilitit linearer Differenzenverfahren): Die Stabilitit des Diffe-
renzenschemas (10.1.3), (10.1.4) ist dquivalent dazu, dass die zugehérigen Matrizen Ap
requldr sind mit

sup || A}, oo < 00 (10.1.10)
h>0

Beweis: Fiir eine Gitterfunktion y" = {y,}o<n<n bzw. Gitterwertvektor y" = (y,)N_,
ist Apy" = 0 #quivalent mit (L,y"), =0(1 <n < N) und Ruy" = 0. Aus (10.1.9) folgt
also notwendig die Regularitit von A;, sowie || A; ']l < ¢ (gleichmiBig bzgl. h) und
umgekehrt:

A e = sup Wl e
yheR(N+1)d 1 Any" |l oo

Q.ED.

In Analogie zu den Konvergenzsitzen fiir Diskretisierungen von AWA haben wir nun
den folgenden

Satz 10.1 (Konvergenzsatz): Ist das Differenzenschema (10.1.8), (10.1.4) konsistent
mit der Ordnung m > 1 und stabil, so ist es auch konvergent mit der Ordnung m :

max ||y, — u(ta)|| = O(h™)  (h = 0).

tn
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Beweis: Fiir die Fehlerfunktion e” := y" —u gilt
Lye" = Lpy" — Lyu" = F"(h; f) — Lyu" = —7" .
Aufgrund der Konsistenz folgt
h _ m
|| + a1l = O™,
so dass die Stabilitdt direkt die gewiinschte Konvergenzaussage impliziert. Q.E.D.

Das Hauptproblem bei der Analyse von Differenzendiskretisierungen der RWA (10.1.1)
besteht also im Nachweis der Stabilitdt. Uberraschenderweise gibt es aber dafiir ein sehr
allgemeines Kriterium:

Satz 10.2 (Aquivalenzsatz): Das Differenzenschema (10.1.8), (10.1.4) ist konsistent
(mit Ordnung m) und stabil fir die RWA (10.1.1) genaw dann, wenn es konsistent (mit
Ordnung m) und stabil fir die AWA (10.1.2) ist.

Beweis: (i) Die Aquivalenz der Konsistenz mit Ordnung m ist klar, da die Randbedin-
gung bzw. Anfangsbedingung exakt erfiillt werden. Die AWA kann als spezielle RWA mit
B, =1 und B, = 0 aufgefasst werden. Zum Beweis des Satzes betrachten wir nun zwei
beliebige Randwertaufgaben RWA(0) bzw. RWA(1) fiir das System

Lu(t) =u'(t) — A(t)u(t) = f(t), tel, (10.1.11)
zu den Randbedingungen
Ry = BWu(a) + Béi)u(b) =g, =01, (10.1.12)

und nehmen an, dass beide ejndeuti§ l6sbar sind. Dies ist gleichbedeutend damit, dass
die zugehorigen Matrizen BS + BISL Y (b) beide reguldr sind. Hierbei bezeichnet Y (t)
wieder die Fundamentalmatrix des Systems (10.1.11), d. h. die Lésung der Matrix-AWA
Y'(t) — A@)Y(t) = 0, t € [a,b], Y(a) = I. Es ist dann zu zeigen, dass die Stabilitét
des Differenzenschemas fiir RWA(0) auch die fir RWA(1) impliziert. Die zugehorigen

Verfahrensmatrizen sind

B o ... 0 BY

, Cho(h Cin(h
A = 10.() W() . i=0,1.

CNO(h) ONN(h)

Sei nun das Schema stabil fiir RWA(0), d. h.: Nach Hilfssatz 10.1 ist Agbo) reguldr und
SUDp ||AEIO)_1||OO < 0o. Mit der Differenz

1 0 1 0
B"-B" o ... 0o BY—BY

0 . 0
Dy =AY — AP =
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schreiben wir
AV = (T+ Dy AP AP (10.1.13)

Im Hinblick auf die angenommene Regularitiat der Matrizen .A,SO ) und der gleichmiifligen

(0)-1
h

beschranktheit ihrer Inversen muss jetzt die Matrix [ 4+ Dy A untersucht werden.

(i) Wir wollen jetzt zeigen, dass die Matrix I + Dy, .AELO )™! reguléir und ihre Inverse
gleichméifig in h beschrankt ist. Dazu schreiben wir die Inverse von A,(IO) in der Blockform

0 0
A A
A;O)ﬂ: : 5 7 Z;g)eRdxd.
0 0
zQ ... ZY

Durch zeilenweise Auswertung der Beziehung Ag]).A,(IO)_l = I ergeben sich dann die Be-
ziehungen

BOZ + BOZz0 — 1 (10.1.14)
BOZY +BOZ0) —0, k=1,..,N, (10.1.15)
und
N
S Cuz) =0, n=1,..N. (10.1.16)
=0

Mit diesen Bezeichnungen konnen wir schreiben:

[T W_pO  BY_p" 1|29 ... 2z
[+ DAY — + : :
I I 0 ... 0 z0 . ZY
[ QuoQui . Quw
= I ,
I I

mit den Matrizen
Quo:=1+[BY - BY] ) + B} — B2
=1+[BYZy + B 2] - [BY Zy) + By Z3),
=1
Qni = [BY — BO) 29 4 BV — BM1 20
= [BYZy) + B 23] - [BY Zy) + B 73]

=0




218 KAPITEL 10. DIFFERENZENVERFAHREN

(iii) Als néchstes wollen wir zeigen, dass der erste Diagonalblock Qo = B,(ll)Zég) +
Bél)ZJ(\% reguldr ist. Aus (10.1.14) und (10.1.16) entnehmen wir, dass der ,,Blockvektor®

,,,,,

die Differenzenapproximation zur Losung Z(©(t) der Matrix-RWA
Z't) - AWZ(t) =0, teclab, R9Z=1I (10.1.17)
Nach dem Konvergenzsatz 10.1 gilt dabei fiir den Fehler
max (|2, = 20(t)| = O(h™) (b= 0),

0<n<N
und folglich
| BOZO + BN Z20 — {BD Z2O0(a) + BN ZOB)} || = O(h™) . (10.1.18)
=Qno — R(1) 70

Die mit der Fundamentallssung Y (t) € R?*? des Systems (10.1.11) gebildete Matrix
Q.= ROY = BY + BéO)Y(b) ist nach Voraussetzung regulir. Wegen
YU (1) — AY ()QV 1 = [Y'(t) = AQ)Y ()]Q" " =0, ¢t € a,0],
RO [y(t)Q(O)—l} - R(O)y(t)Q(O)—l =QUQO-t =
ist dann auch die Matrixfunktion Y (#) Q! Losung der RWA (10.1.17). Wegen der
Eindeutigkeit dieser Losung folgt die Gleichung
ZO@) =Y (t) QO
Aufgrund der vorausgesetzten Losbarkeit der Randwertaufgabe RWA(1) ist die Matrix
QW = ROy = BYM 4 Bél)Y(b) und damit auch die Matrix
RO Z0) — gy 01 _ o) 0)-1

reguldr. Wegen (10.1.18) gibt es fiir ein beliebiges, aber festes p € (0,1) ein h, > 0, so
dass gilt:

oW1« P
Qo — QVQ | < TQoQO-1] 0<h<h,.
Fiir solche h ist dann auch Qo regulir (Ubungsaufgabe), und es gilt

[QOQW-|
[QOQW-1 @0 — QUQO-1]

10l < =

< 0.

d. B supgpen, ||Q;}J|
(iv) Mit Qo ist nun auch I+D, A;O)_l und schlieflich auch AS) reguldr. Man verifiziert
leicht, dass
Qno —Qro@nr - —QroQuy
I
(I =Dy ANt =
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Damit folgt die Abschétzung

1)— 0)—1 0)—1\— 0)—1 0)—1\—
A Moo = 1A+ DRAL ™) oo < A oo 11+ DrAY ™) oo
N
< el A oo max {1 1QEEI{ 1+ X IQuall}} < K.
k=1

Die Beschrinktheit von S, |Qn| erschlieBen wir wie folgt: Aus der (angenommenen)
Beschrianktheit der Normen (maximale Block-Zeilensumme) ||AELO)_IHOo folgt insbeson-

dere die Beschrianktheit der Blocksummen ij:o ||Z32)H und ch\;o HZ](\(,),)CH, und damit
schlieBlich auch die von

N N N N
0 1) (0 0 1 0
Do llQuall = D 1BLZ5) + BEZGI < 1BV Y1251+ 17113 1233
k=1 k=1 k=1 k=1
Das Differenzenschema ist also auch stabil fir AWA(1). Q.E.D.

Als Konsequenz des fundamentalen Satzes 10.2 sehen wir, dass alle bisher betrachteten
konvergenten Differenzenverfahren fiir AWA auch zur Losung von RWA verwendet werden
kénnen, und hier auch dieselbe Konvergenzordnung besitzen.

Beispiel 10.2: Das oben eingefiihrte Box-Schema hat als Abkémmling der Trapezregel
die Konsistenzenordnung m = 2 und ist stabil fiir die AWA (10.1.2). Geméf Satz 10.2
impliziert dies also die Regularitdt der zugehorigen Matrizen A, fiir hinreichend kleines
h und die Konvergenz der diskreten Losungen

mas |y, — u(t,)]| = O(h?)  (h—0).
n€

Fiir den Diskretisierungsfehler lassen sich auch wieder asymptotische Entwicklungen nach
Potenzen von h* (wegen der Symmetrie der Differenzenformel) nachweisen:

R
Y — ultn) = > h¥ei(t,) + O(h*+?).

i=1

Dabei ist wieder u € C?#2(I) angenommen, und die Fehlerfunktionen e;(t) sind un-
abhéngig von h. Auf der Basis dieser Entwicklung ldsst sich fiir das Box-Schema die
Richardson-Extrapolation auf h = 0 anwenden. Durch (R + 1)-malige Auswertung des
Gleichungssystems A,y" = " mit den Gitterweiten 27Ph,p =0,1,2,..., R, erhélt man
so eine Niherung 7" (2R + 2)-ter Ordnung:

= _ 2R+2
max |7, — ulta)l| = O(R™) .
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10.2 Sturm-Liouville-Probleme

Fiir die in der Praxis hiufig auftretenden Sturm-Liouville-Probleme (skalare RWA 2-ter
Ordnung) verwendet man meist spezielle Differenzenverfahren, welche nicht den Umweg
itber die Transformation auf ein System 1-ter Ordnung gehen. Wir wollen das hier anhand
des Spezialfalls mit Dirichlet-Randbedingungen

Lu(t) := =[pu']'(t) + ¢/ () + r()u(t) = f(t), tel=][al],
u(a) =a, u()=p,

studieren. Dieses Problem stellt einen eindimensionalen Modellfall fiir eine groffe Klasse
von hoherdimensionalen Differentialgleichungsproblemen dar. Obwohl die im Folgenden
betrachtete Diskretisierung von (10.2.19) i. Allg. praktisch nicht konkurrenzfdhig (da nur
von zweiter Ordnung) ist, erlaubt ihre Analyse doch schon Riickschliisse auf das Ver-
halten analoger Verfahren fiir die sehr viel schwierigeren mehrdimensionalen Probleme.
Dieser sowie der néchste Abschnitt iiber Variationsmethoden sind also im wesentlichen
als Vorbereitung fiir die Untersuchung von Diskretisierungsverfahren bei partiellen Diffe-
rentialgleichungen zu sehen.

(10.2.19)

Unter den Standardvoraussetzungen
p,g € CYI), rfeC), plt)y>p>0, tel,
und zusétzlich
p+(b—a)? min {r(t)—34(®)} >0 (10.2.20)
besitzt Problem (10.2.19) nach Satz 8.3 eine eindeutige Losung u € C?(I). Im Falle
p € C3(I), q,r, f € C*(I) ist sogar u € C*(I).
Zur Diskretisierung von (10.2.19) sei (zur Vereinfachung) ein dquidistantes Punktgitter

B b—a
N+

a:t0<...tn<...<t1\/+1:b, I, = [tn,htn], th —th_1=~h

zugrunde gelegt. Das Differenzenanalogon von Problem (10.2.19) lautet dann

Wy ni2Pnnj2Yn] + dnDnYn + Tayn = f, " (10.2.21)
Yo=a, Yny1 =0,

mit dem zentralen Differenzenquotienten 2-ter Ordnung

_ oyt h) —y(t—h)
2h

und der Schreibweise ¢, = g(t,,) fiir die Gitterwerte einer stetigen Funktion.

Apy(t)

Dies ist dquivalent zu einem linearen (N +2) x (N + 2)-Gleichungssystem fiir den Gitter-
vektor yh = (y07 Y1,---, YN, yN+1)Ta

At =", (10.2.22)
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wobei die Matrix A;, und die rechte Seite b, aus den Gleichungen yy = a, yyi1 = 3
und

—[Pn-1/2Un—1 — (Pn-1/2 + Pnt1/2)Un + Pri1/2Yns1] + %hqn<yn+l — Yn—1) +
+h2rnyn:h2fn7 1§nSN7

abgelesen werden kénnen. Durch Elimination der bekannten Randwerte yo = a, yny11 =
wird dieses System auf ein N x N-System

Anyn = bn, (10.2.23)

fiir den Vektor y" = (yi,...,yn)T reduziert mit der N x N-Matrix

p1/2 +p3/2 + h2T1 _p3/2 + %hfh
1 ) ) 1
Ay = ﬁ —Pn-1/2 — EhQn Pn-1/2 + Pnt1/2 + hor, —Dnt1j2 + §hqn
- —PN-1/2 — %h‘QN PN-1/2 +pN+1/2+h2rN i

und dem N-Vektor

V' = (fi + h °prjpa+ sh ' qra, fo, .o, fyots fv + W 2pvsreB — 207w B)T.

Die Genauigkeit dieser Differenzenapproximation wird wieder mit Hilfe des Abschnei-
defehlers

T = (Lpu™), — fo, 1< n <N,
fiir die Gitterfunktion u" := (ug, ..., uns1)" beschrieben. Fiir den zentralen Differenzen-
quotienten einer Funktion z € C3(I) gilt

Apz(t) = 2'(t) + §h*2"(&), &€t —h,t+h].
Damit folgt fiir u € C*(I):

(Lnu") = fo = —Dnja[palnotin] + Gty + rotty — fo
—Applpattl, + 57P2 Pt (60)] + Guus, + §R2 g () + Tt — fo
= —[pu]}, — 3:h* (pu')"(Ca) — 35h* Dnya[pau (€2)]
+ %hQQnum(nn) + Uy — fn
= —[pu]}, + quttl, + Tty — fu +h20(n}ax |ul™)| + max "),
=0

d. h.: Die obige Differenzenapproximation ist von 2. Ordnung in h. Aus der Darstellung
des Abschneidefehlers folgt, dass die Differenzenapproximation exakt ist fiir quadratische
Polynome (im Fall ¢ = 0 sogar fiir kubische Polynome). Dies wird im Folgenden an
entscheidender Stelle fiir den Nachweis der Konvergenz des Verfahrens verwendet werden.
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Der Nachweis der Konvergenz erfolgt nun auf analogem Wege wie vorher bei den
Differenzenapproximationen von Systemen 1. Ordnung. Grundlage ist der Nachweis der
Stabilitéit der Differenzenapproximation im Sinne, dass

max fya| < K{Jyo] + lyn] + max [(Lny")nl} (10.2.24)

fiir jede Gitterfunktion y" = (y)p<n<ny+1 mit einer h-unabhiingigen Konstante K. Fiir
die Fehlerfunktion e” := y" —u" gilt nun definitionsgemif

h h h
Lhen:fn—Lhun:—T ’/'L:L...,N, 60:€N+1:0,

n?

woraus mit der Stabilitdtsungleichung (10.2.24) direkt die Konvergenz des Verfahrens
sowie eine optimale a priori Fehlerabschétzung folgen:

max |e!| < K max |7 = O(h?). (10.2.25)
1<n<N 1<n<N

Der schwierige Teil der Analyse ist also wieder der Nachweis der Stabilitdt. Diese konnte
z. B. durch Riickfithrung auf den allgemeinen Stabilitéitssatz fiir Systeme erster Ordnung
gewonnen werden. Wir werden aber hier einen anderen Weg beschreiten, der die speziellen
algebraischen Eigenschaften der Diskretisierung ausnutzt und sich auch bei partiellen
Differentialgleichungen anwenden lasst.

a) Der symmetrische Fall (¢ = 0):

Wir wollen einige spezielle Eigenschaften der tridiagonalen Matrix A;, = (aij)f-yjzl ablei-
ten. Zunéchst wird der Fall betrachtet, dass auf I gilt: p > 0, ¢ = 0, r > 0. Dann ist
Ay, offensichtlich symmetrisch und hat zusétzlich die Eigenschaften

- stark diagonal dominant: Es gilt fiir mindestens ein s € {1,...,N}:
Z lai;| <lay|, 1<i<N, Z las;| < |ass).
J#i js
- irreduzibel: Zu je zwei Indizes i,k € {1,...,n} gibt es eine Folge von Indizes ji,..., jmn,
so dass Ajyi # 0, jaj #0,..., A fm—1 # 0, Ajjm, #0.
Diese Eigenschaften bedeuten, dass die Matrix A; dem sog. ,,schwachen Zeilensum-

menkriterium* geniigt (hinreichend fiir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens). Die Losbar-
keit des Gleichungssystems (10.2.22) wird dann durch folgenden Hilfssatz sichergestellt:

Hilfssatz 10.2 (Diagonal-dominante Matrizen): Fir eine stark diagonal-dominante,
irreduzible Matriv A € RN*N gilt:

i) A st regulir.
i) Im Falle A= AT und a;; >0 (i=1,...,N) ist A positiv definit.

i) Im Falle a; >0 und a;; <0 fir i #j (i,j=1,...,N) ist A eine sog. M-Matriz,
d. h.: A7t >0 (elementweise).
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Beweis: Wir bendtigen einige Vorbereitungen. Die Irreduzibilitdt von A bedingt

N
> lagl >0, i=1,...,N,
j=1

und die Diagonaldominanz dann auch |a;| > 0,i=1,..., N. Wir zerlegen A geméi8
a1 0 0 0 (7]
A= + +
aN N Qij 0 0 0
=D =L =R

und bilden die sog. Jacobi-Matriz J := —D (L + R). Wir wollen zuniichst zeigen, dass
spr(J) < 1 ist. Seien p € C irgendein Eigenwert von J und w € CN~! ein zugehoriger
Eigenvektor mit

|w,| = max |w;| == ||[w|lew =1.
1<i<N
Es gilt dann
pw; = az' Y ajw;, 1<i <N (10.2.26)
JFi

Hieraus folgt zunéchst mit Hilfe der Diagonaldominanz

| = || < Jar |7 Jagg] [w]loo < 1.
i

Angenommen, es ist |u| = 1. Wegen der Irreduzibilitit existieren Indizes iy, ..., %, , SO
dass ais #0,...,0.4, # 0. Durch sukzessive Anwendung von (10.2.26) folgt damit der
Widerspruch

sl =[] < Jass| ™Y lag] lwloo < flw]loo

J#s
il = i) < faiga 7 { D o olloo + il ]} < 0]l
2 sl
J#i1,8 £0

< @i,

lwi,,,| = |pwi,

Y il ol + i, i1} < el
j;éim,im—l ;é()

lolloe = el = el < Japs D7 Jars 1]l + ariy | w5, |} < 0lle
JFErim £0

Also ist spr(J) < 1.
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i) Wire A irregulir, so gibe es ein w € RY mit w # 0 und Aw = 0. Aus der Identitét
0=Aw = Dw+ (L + R)w = D(w — Jw)
folgte dann, dass p =1 Eigenwert von J wire im Widerspruch zu spr(J) < 1.

ii) Seien A € C irgendein Eigenwert von A und w € CV ein zugehoriger Eigenvektor
mit |w,| = ||w]je = 1. Dann gilt
N N
= Z ArjW;j = Z QrjW;j + Qpp Wy
=1 J#r

bzw.
N

A — | lw,| < Qi | (W5 < |yl .
| | Jwrl Z\ il Jwi| < lar|
=1 J#T <1
Im Falle a,, > 0 folgt hieraus zunéchst ReA > 0 und dann wegen der Regularitit von

A auch ReX > 0. Fiir symmetrisches A ist A € R und somit A > 0, d. h.: A ist positiv
definit.

iii) Im Falle a; > 0 und a;; < 0,0 # j (i,j=1,...,N) ist D >0 und L+ R <0,
d. h.: J >0 (elementweise). Wegen spr(J) < 1 onverglert die Reihe

0< iﬁ =({I-J)"
k=0
Hieraus folgt schliellich wegen
(I-N)'=U+DYL+R)'=(D*'D+L+R)"'=A4"'D
und D > 0 notwendig A=' > 0. Q.E.D.

Stark diagonal dominante und irreduzible Matrizen haben besonders angenehme Ei-
genschaften. Zum einen besitzen sie stets Darstellungen A = LR als das Produkt von
Dreiecksmatrizen, welche sich mit Hilfe des Gaufischen Eliminationsverfahrens (ohne Pi-
votierung!) berechnen lassen, zum anderen konvergieren fiir sie die einfachen Iterati-
onsverfahren wie z. B. das Jacobi-Verfahren, das Gauf3-Seidel-Verfahren oder das SOR-
Verfahren. Die zusétzliche Eigenschaft von A, M-Matrix zu sein, erlaubt es schliefSlich,
die angestrebte Stabilitiat der Differenzenapproximation zu zeigen.

Satz 10.3 (Stabilitit von Differenzenverfahren): Im Falle ¢ = 0,7 > 0 auf I ist

die Differenzenapprozimation stabil, d. h.: Fiir jede Gitterfunktion z" = (2")o<p<ni1 gilt

die Stabilitdtsabschdtzung

max (21 < K {]26] 4 |25l + max |Lzt

mit einer h-unabhdngigen Konstante K. Ferner gilt die Konvergenzaussage

max [u(t,) — y,| = O(h*)  (h —0).
n€
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Beweis: Wir betrachten der Ubersichtlichkeit halber nur den Spezialfall p = 1. Sei
(2M)o<n<n+1 eine beliebige Gitterfunktion. Die mit der linearen Funktion

(b—t)zg + (t — a)zh iy
b—a ’

i(t) =
gebildete Gitterfunktion 2" = 2" — " hat dann homogene Randwerte z} = %, = 0. Sei

My, := max |L,2".
1<n<N

Fiir die quadratische Funktionen w(t) := $M(b — ¢)(t — a) > 0 gilt dann wegen der
Exaktheit der Differenzenapproximation fiir quadratische Polynome

(Lhwh)n = Lw(t,) = M, + rnw;‘ >M, 1<n<N\,

bzw. A,w" > M, komponentenweise mit w” := (Wn)o<n<n+1. Damit ist ebenfalls kom-
ponentenweise
Ah[ﬂ:Z —w ] *:l:AhZ —Ahw <Mh_Mh_0

Wegen A;l > 0 ergibt sich dann +zh —wh <0 baw.

nax |2 |< max. |wh| < i(b—a)’M,.

Mit der Definition von z und M, folgt mit Ko, = 5(b— a)*:
1<n<N

e, fonl < g Wl + o s 120

< |zg] + len| + Ko max |(Lnz")a| + Ko max [(Lyl")|

und weiter wegen |Lpl"| = |LlL,| = |rul,| < maxi<p<n [ral{|28] + [2%]}
hl < h
1I<na<s><N|z | < K|z + |2k |+ max | (Lpz")nl}

mit K := Ko(1 + maxj<p<n |7nl]) - Q.E.D.

b) Der unsymmetrische Fall (¢ # 0):
Wir betrachten nun den Fall ¢ # 0. Die Systemmatrix A, erhélt dann die Gestalt

[ P1/2 + D32 + hPry —P3/2 + %hfh
1 1 2 1
Ap = ﬁ —Pn-1/2 — §hQn Prn—1/2 + Pnt1/2 + hory, —Pn+1/2 + §hQn
| —pn_1/2 — shan PN—1/2 + Dny1/2 + PPN
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Diese Matrix ist offensichtlich unsymmetrisch und nur unter der Bedingung

h<2 min {IIllIl{pn—l/27p7L+l/2}} (10227)

1<n<N |gn]

diagonal dominant. In diesem Fall geniigt A, auch der Vorzeichenbedingung und ist
damit eine M-Matrix. Die auf dieser Eigenschaft aufbauende obige Konvergenzanalyse
kann mit etwas mehr Aufwand hierfiir iibertragen werden, und wir erhalten wieder die
Losbarkeit der Differenzengleichungen sowie die Konvergenz des Verfahrens mit der Feh-
lerordnung O(h?). Der Fall |g,| > |p,| ist aber kritisch, da oft die Gitterweite h aus
Kapazititsgriinden nicht geméf (10.2.27) klein genug gewéhlt werden kann. Die in die-
sem Zusammenhang auftretenden Phdnomene wollen wir zunéchst anhand eines einfachen
Modellproblems diskutieren.

Beispiel 10.3: Wir setzen I = [0,1] sowie f =0, ¢=1,r=0und 0 <p=:e << 1.
Die singuldr gestorte RWA

Leu(t) := —ed"(t) + 4/ (t) =0, xz€l, u(0) =1, u(1) =0,
hat die (eindeutige) Losung

el —1 7
Im betrachteten Fall ¢ < 1 nennt man dies eine Grenzschichtlosung (s. Bild), denn fir
t=1-—9 und 6 > € ist

6l/e
el/e — 1
Fiir € = 0 ergibt sich die Grenzlésung u° = 1, welche die Randbedingung bei ¢t = 1
nicht erfiillt.

-2

€(1 _ _ _ o 0/€) ~ €l
u(1—9) (1-e")~1, mIaX|u | ~ €

us(t) : uO(t)

€1

Abbildung 10.1: Losung des singuldr gestorten Problems fiir € = .1

Die Approximation dieses Problems mit dem obigen Differenzenverfahren zur (dqui-
distanten) Schrittweite h = 1/(N+1) ergibt

_(6+%h)yn71+2€yn_(6_%h)yn+1:07 1§n§N7 y0:17 yNJrl:O‘
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Die zugehorige Systemmatrix ist offensichtlich diagonal dominant und von nicht-negativen
Typ fiir h < 2e. Diese Bedingung ist aber fiir sehr kleines ¢ < 1 in der Praxis nur schwer
erfiillbar.

Fiir die Losung dieser Differenzengleichungen machen wir wieder einen Ansatz der
Form gy, = A\". Die moglichen Werte fiir A sind gerade die Wurzeln AL der quadratischen
Gleichung

2 th+e
+1 : A= % =

Eh — € Eh — €

Beriicksichtigung der Randbedingungen ¢y =1 und yny = 0 in dem Ansatz

A2

Yn = C4 A +c AT

ergibt fiir die Koeffizienten die Beziehungen ¢, + ¢ = 1, c+)\i\_]+1 + e AV =0 und
folglich
)\erl )\erl /\erl

cp = 1— = — .
N+1 N+1 N+1 N+1
ATHT 3B AN

.=
)\iﬂrl _ /\]7\/+1

Die Losung hat also die Gestalt

AR AN+

Im vorliegenden Fall sind die Wurzeln gegeben durch
—e:l:\/62 (3h+e)(3h—e) 1h +1p
A+ - 1 - ¢ :F )\+ == 1, )\, == ¢ ? .
’ sh—e €— —h e—s3h

Fir e < %h ist A\_ ~ —1. In diesem Fall wird also eine oszillierende Losung erzeugt,

)\71_/\§+1
Yn = N+1
1= ANF

welche qualitativ nicht den richtigen Losungsverlauf wiedergibt.

Zur Unterdriickung dieses Defekts gibt es verschiedene Strategien, die im Folgenden
skizziert werden.

i) Upwind-Diskretisierung: Zunichst kann der Term erster Ordnung «/(¢) in der Dif-
ferentialgleichung statt mit dem zentralen mit einem der einseitigen Differenzenquotienten

u(t + h) — u(t) u(t) —u(t — h)
h ’ h
approximiert werden. Bei Wahl des riickwdrtigen Differenzenquotienten A, wird dem
physikalischen Vorgang eines Informationstransports in positive ¢-Richtung Rechnung ge-
tragen (vergl. die Form der Grenzlosung u’(¢)). Dies fiihrt auf die Differenzengleichungen

Af u(t) = A ult) =

(—€+ h)yn—1+ 26+ h)Yn — €Yynt1 = 0.
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Die zugehorige Matrix Ay, ist dann fiir beliebiges A > 0 wieder diagonal dominant und
geniigt der Vorzeichenbedingung, d. h.: Sie ist eine M-Matrix. Der Losungsansatz y, = A"
fithrt in diesem Fall auf die Gleichung

2
\2 €—|—h)\+6—|—h:0’
€ €
mit den Wurzeln
2 h 2 h+h h
- 527; j:\/(25+h)2—45(£+h):%, )\+:E—£ CA =1
€

Die kritische Wurzel A, ist hier stets positiv, so dass in der diskreten Losung geméafl
(10.2.28),
A —an
Ca T

keine ungewollten Oszillationen in der Naherungslosung entstehen. Diese spezielle Art der
einseitigen Diskretisierung des Terms /() nennt man ,Riickwirtsdiskretisierung® oder
auch englisch ,,upwind discretization®. Da der verwendete einseitige Differenzenquotienten
aber nur die Approximationsordnung O(h) hat, ist auch das Gesamtverfahren nur von
erster Ordnung genau. Dies limitiert die Approximationsgenauigkeit in Bereichen, in denen
die Losung glatt ist, selbst wenn die Gitterweite in der Grenzschicht ausreichend fein
geméifl h ~ ¢ gewahlt wird.

ii) Kiinstliche (numerische) Diffusion: Unter Beibehaltung der zentralen Diskreti-
sierung des Terms u/(t) wird der Diffusionskoeffizient € fiir feste Schrittweite h auf einen
groferen Wert € := e + dh gesetzt. Dies fiihrt auf die Differenzengleichungen

—(é+h/2)yn_1+ 2y, — (E—h/2)ys1 =0, 1<n<N.
Fiir die zugehorige Losung erhélt man wieder durch einen Potenzansatz die Darstellung

) AT é+h/2

AV 17 t T e—h/2

Offenbar ist in diesem Fall Ay > 0 fiir ¢ +0h > h/2, d. h. fiir die Wahl § > 1/2. Mit
diesem Ansatz erhdlt man also ebenfalls wieder eine M-Matrix und somit eine stabile
Diskretisierung. Allerdings wird nun die Grenzschicht stark verschmiert auf das Intervall
[1—¢€1] ~ [1— h,1], und die globale Approximationsgiite ist aufgrund der Stérung des
Differentialoperators ebenfalls lediglich O(h).

Beim allgemeinen Sturm-Liouville-Problem mit variablem ¢(¢) muss das ,, Upwinding*
abhéngig vom Vorzeichen von ¢, angesetzt werden. Die einseitigen Differenzenquotienten
werden geméf der folgenden Schaltvorschrift angesetzt:

+1 : A,
sgn<qn>={ Lo
- . ho

Dies fithrt dann wieder auf eine fiir alle A > 0 diagonal dominante Matrix A, .
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Anhand des obigen einfachen Beispiels haben wir gesehen, dass bei singuldr gestorten
Problemen die einfachen Démpfungsstrategien Rickwdrtsdiskretisierung oder kiinstliche
Diffusion zwar auf stabile Diskretisierungen fiihren, die Approximationsordnung aber auf
O(h) reduzieren. Die Frage nach einer sicheren Dampfungsstrategie hoherer Ordnung
zur Diskretisierung von Transporttermen ist noch nicht vollstdndig geklart. Versuche in
diese Richtung bedienen sich z. B. einseitiger Differenzenquotienten hoéherer Ordnung
(beim Upwinding) oder kiinstlicher Diffusionsterme der Form ¢§h%u(™). Allerdings kann
die starke M-Matrixeigenschaft nur mit Diskretisierungen erster Ordnung erreicht werden.
Einen anderen Ansatz werden wir im néchsten Abschnitt im Zusammenhang mit Galerkin-
Verfahren fiir Sturm-Liouville-Probleme kennenlernen.

10.2.1 Konditionierung
Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch die Konditionierung der Systemma-

trizen Ap in Abhéngigkeit von der Gitterweite h untersuchen. Dazu betrachten wir den
einfachen Modellfall p=1,¢=0,r=0, d. h.:

A= . h=—

Die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren dieser Matrix sind, wie man leicht nach-
rechnet:

1 .
A\ = ﬁ{2 — 2cos(khm)}, w" = (51n(zkh7r))N k=1,...,N.

i=1
Also ist

Ao = 7542 — 2cos((1 = B)m)} = 5+ O(1),

1 1
Amin = E{Q —2cos(hm)} = E{Q —2(1 = %) + O(hY)} = % + O(1?),

und folglich
A 4

max — O 1 )
)\min 7T2h2 i ( )
Die Konditionierung der Systemmatrix A, wird also mit kleiner werdender Gitterweite,
d. h. mit zunehmender Diskretisierungsgenauigkeit, wie O(h~2) schlechter. Dabei wird
der Exponent —2 offensichtlich durch die Ordnung des Differentialoperators L bestimmt

(und nicht etwa durch die Ordnung der Differenzenapproximation!).

condy(Ay) =
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10.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 10.1: Zur Losung der d-dimensionalen linearen RWA 1. Ordnung
u'(t) — A(t)u(t) = f(t), tela,b], Byu(a) + Byu(b) = g,

kann die Polygonzugmethode verwendet werden (a) als direktes Differenzenschema, oder
(b) als AWA-Loser im Zuge des Schiefiverfahrens. Beide Ansétze liefern Néherungen der
Ordnung O(h). Man vergleiche den jeweiligen numerischen Aufwand, d. h. die Anzahl
der Auswertungen von A(f) und f(¢), bei gleicher Gitterweite h, sowie den Aufwand
zur Losung der auftretenden Gleichungssysteme.

Aufgabe 10.2: Man betrachte die Trapezregel zur Diskretisierung der RWA 2. Ordnung
—u"(t)+d'(t)=1, te€[0,1], wu(0)=u(l)=0,
auf einem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h = 1/N . Ist die RWA iiberhaupt ein-

deutig losbar? Wie lautet das zugehorige Gleichungssystem und von welcher Ordnung ist
dieses Differenzenschema?

Aufgabe 10.3: Man betrachte das Sturm-Liouville-Problem
—u"(t) + 100/ (t) =1, ¢t €[0,1], wu(0)=wu(l)=0.

a) Ist die RWA eindeutig 16sbar?

b) Man approximiere die RWA auf einem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h = 1/N
unter Verwendung des zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung

u"(t) ~ h™2{u(t + h) — 2u(t) +u(t — h)},
fiir die zweiten Ableitungen und des zentralen Differenzenquotienten erster Ordnung
W'(t) ~ (2h) " H{u(t + h) —u(t — h)}.

fiir die erste Ableitung. Wie lauten die zugehorigen Gleichungssysteme? Unter welcher
Bedingung an die Gitterweite h sind die Systemmatrizen (strikt) diagonal dominant?

¢) Man verwende zur Approximation der ersten Ableitung anstelle des zentralen den
riickwértsgenommenen Differenzenquotienten erster Ordnung

W' (t) ~ b H{u(t) —u(t —h)}

Unter welcher Bedingung an die Gitterweite h ist die zugehorige Systemmatrix (strikt)
diagonal dominant?
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Aufgabe 10.4: Man betrachte das ,,singuldr gestorte® Strurm-Liouville-Problem
Lou(t) = —eu"(t) +u'(t) =0, te]0,1], w(0) =1, u(1) =0,

mit einem € < 1. Ein zum ,upwinding“ alternativer Ansatz zur Umgehung der Schritt-
weitenbedingung h < 2e ist die Verwendung , kiinstlicher Diffusion®, d. h. die Ersetzung
von € durch € := e+ %h unter Beibehaltung der Approximation des Ableitungsterms
u/(t) durch den zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung. Dies fithrt auf die Dif-
ferenzengleichung

Mit Hilfe des Potenzansatzes aus der Vorlesung bestimme man deren Losung und zeige,
dass diese wie beim ,upwinding“ keine oszillierende Komponente besitzt. Mit diesem
Ansatz erhalt man ebenfalls wieder eine M-Matrix und somit eine stabile Diskretisierung.
Allerdings ist deren Konvergenzordnung aufgrund der Storung des Differentialoperators
ebenfalls lediglich O(h).






11 Variationsmethoden
11.1 Allgemeines Ritz-Galerkin-Verfahren

Wir betrachten wieder das Sturm-Liouville-Problem
Lu(t) := —[pu]'(t) + )’ (t) + r(t)u(t) = f(t), tel=]la,b],
u(a) =a, u()=4,
mit Dirichlet-Randbedingungen unter den Voraussetzungen p € C*(I), p(t) > p > 0 und
q,r, feC), r(t) >0.

Die sog. ,, Variationsmethoden®, speziell die sog. ,,Ritz! -Galerkin-Verfahren“ zur Lésung
der RWA (11.1.1) basieren auf entsprechenden variationellen Formulierungen. Zu deren
Herleitung ist es praktisch, das Problem zunéchst in ein dquivalentes mit homogenen
Randdaten zu transformiert. Dazu verwenden wir die lineare Funktion

() = (b—t)itgt—a)ﬁ.

Ist dann u(t) die Losung von (11.1.1), so 1ost v(t) := u(t) — I(t) die RWA

Lo(t) = f(t) = [pIT'(8) + a@®U'(t) +r()It), tel,
v(a) =v(b) =0.
O.B.d.A. kénnen wir uns also auf den Fall homogener Randbedingungen u(a) = u(b) =0
beschranken. Die rechte Seite wird dabei weiter mit f(¢) bezeichnet.

(11.1.1)

(11.1.2)

Zur Gewinnung einer sog. ,variationellen“ Formulierung der RWA (11.1.2) multipli-
zieren wir die Differentialgleichung mit einer beliebigen (stetigen) ,, Testfunktion“ ¢ und
integrieren iiber das Intervall I:

/1 Lu(t)p(t) dt = /1 F&)p(t) dt. (11.1.3)

Fiir differenzierbare Testfunktionen ¢, welche den Randbedingungen ¢(a) = ¢(b) = 0
geniigen, kénnen wir im ersten Term von Lu partiell integrieren und erhalten

/I e (O (1) + gty (D(t) + r(Bu(t)p(t)} di = / fOetydi.  (1114)

Diese Formulierung ist wohl definiert fiir Ansatzfunktionen u und Testfunktionen ¢,
welche stiickweise stetig differenzierbar sind auf dem Intervall I. Dabei nennen wir eine
Funktion v € C(I) stickweise stetig differenzierbar, wenn es eine endliche Unterteilung
a=ty<..<t;<..<tyy =Db gibt,sodass u auf jedem der Teilintervalle (¢;_i,t;) ste-
tig differenzierbar ist und ebenso auf [t;_1,¢;] fortgesetzt werden kann. Derartige Funktio-
nen, welche zusétzlich noch den homogenen Dirichlet-Randbedingungen geniigen, bilden
den Funktionenraum

CYI) == {v e C(I)|v stiickweise stetig differenzierbar, v(a) = v(b) = 0} .

"Walter Ritz (1878-1909): Schweizer Physiker; Prof. in Ziirich und Géttingen; Beitriige zu Spektral-
theorie in der Kernphysik und Elektro-Magnetismus.
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Mit Hilfe eines , Dirac-Folgenarguments® kann man zeigen (hier nicht ausgefiihrt), dass
fiir eine Funktion u € C}(I) aus der Giiltigkeit von (11.1.4) notwendig folgt, dass sie
auch Losung der Randwertaufgabe (11.1.1) ist, d. h.: Die beiden Problemformulierungen
(11.1.1) und (11.1.4) sind dquivalent.

Auf dem Raum V := C}(I) sind das L?(I)-Skalarprodukt, die zugehérige L?(1)-Norm

(u,v) = /Iu(t)v(t) dt, || = (v,v)"/?
sowie die sog. , Energieform® und das , Lastfunktional
a(u,v) = /I{p(t)u’(t)z/(t) + gt (t)u(t) + r(tult)o(t)} dt,
)= [ o

definiert. (Diese Notation ist der strukturmechanischen Anwendung des Sturm-Liouville-
Problems entlehnt.) Mit diesen Abkiirzungen schreibt sich die Variationsgleichung (11.1.4)
in der kompakten Form

ueV: alu,9)=1llp) YpeV. (11.1.5)

Wir betrachten nun zunéchst den Sonderfall, dass ¢ = 0. Dann ist der Differential-
operator L auf dem Raum V N C?*(I) bzgl. des L?(I)-Skalarprodukts symmetrisch und
positiv definit, und die Losung u(t) von (11.1.1) kann als Minimum des sog. , Energie-
funktionals“ charakterisiert werden:

E(v) = 1a(v,v) = l(v).

Dies ist die Grundlage des klassischen , Ritzschen Projektionsverfahrens“. Die Bilinear-
form a(-,-) ist symmetrisch und aufgrund der Poincaréschen Ungleichung

[oll < (b= a)ll'[l, (11.1.6)

positiv definit; folglich definiert sie auf dem Raum V' ein Skalarprodukt. Die Vervollstéandi-
gung des so entstehenden , priahilbertschen* Raumes ist gerade der sog. ,,Sobolew-Raum*
H(I) der auf I absolutstetigen Funktionen mit (im Lebesgueschen Sinne) quadratinte-
grablen ersten Ableitungen und Randwerten v(a) = v(b) = 0. Dies ist in gewissem Sinne
der groBte Funktionenraum, auf dem sich das Energie-Funktional E(-) noch definieren
lasst. Fiir unsere Zwecke geniigt es jedoch, F(-) auf dem Raum V von (stiickweise)
klassisch differenzierbaren Funktionen zu betrachten.

Satz 11.1 (Variationsprinzip): Im Fall ¢ = 0 gilt fir die eindeutige Losung u €
V NC*(I) der RWA (11.1.1) die Minimalititsbeziehung

E(u) < E(v) YweV\{ul. (11.1.7)

Umgekehrt gilt fir jedes v € V' mit der Eigenschaft (11.1.7) notwendig v = u .
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Beweis: i) Sei u € V N C?*(I) Losung von (11.1.1). Durch partielle Integration folgt
(Lu, ) = a(u, 9) — pu'p|, = a(u, ),
fir p eV, d h:
a(u, ) = (f, ) VoeV. (11.1.8)
Damit folgt weiter mit beliebigem v € V' :

E(v) - () a(v,v) = (f,v) = 5a(u,u) + (f, )
a(v,v) — a(u,v) + sa(u,u) = La(v —u,v —u).

l\')\»—- l\')|H

Fir w=u—v gilt a(w,w) > 0, und im Falle a(w,w) =0 folgt notwendig w = 0. Also
ist wie behauptet E(v) > E(u) fiir v # u.

ii) Gilt umgekehrt (11.1.7) fiir ein v € V', so folgt notwendig

d
d—EE(v +ep) |E:0 =0 VoeV.

Auswertung dieser Bezichung ergibt
a(v,) = (f,p) VeV

Also ist speziell a(v—u,v—u) =0, woraus nach dem oben Gesagten v = u folgt. Q.E.D.

Die Extremaleigenschaft (11.1.7) der Losung u der RWA (11.1.1) suggeriert die fol-
gende Approximationsmethode (sog. ,,Ritz-Verfahren*).

Verfahren von Ritz: Man wihle geeignete endlich dimensionale Teilraume V,, C V' und
minimiere das Energie-Funktional E(-) tiber Vj:

up €V, E(uh) < E(Uh) Yo, € Vj,.

Die Funktion w;, € V}, wird dann als Approximation zur Losung u von (11.1.1) betrachtet.
Das Minimum wuy;, € V}, ist charakterisiert durch

d
d_EE(Uh + 6(,0}1)|E:0 =0 Yo, € Vi,

woraus man die Gleichung

a(un, n) = (fyon)  Yon € Vi (11.1.9)

erhilt. Dies ist offensichtlich gerade das diskrete Analogon der , Variationsgleichung
(11.1.8).

Sei nun {gpgf)., i=1,...,N =N(h)} eine Basis von V},. Setzt man dann den Ansatz

Z yip (Z)
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in die Beziehung (11.1.9) und ldsst ¢, alle Basisfunktionen wg) durchlaufen, so ergibt
sich ein lineares Gleichungssystem

Zyz (6 o) = (f, ), j=1,...,N,

bzw.
Ay =1" (11.1.10)
fiir den Koeffizientenvektor y" = (y1,...,yx)? mit

Ap = (aij)f?]j:p QAjj = a(wﬁf’, 90;:))7

= (b)Y, b= (f, o).

Die Matrix Aj;, ist symmetrisch, positiv definit und folglich reguldr. Die Symmetrie
von A folgt direkt aus der Symmetrie der Bilinearform a(-,-). Einem Vektor y =
(Y1, ..., yn) € RY sei die Funktion v, = ZZ 1y,<ph € Vj, zugeordnet. Nach Konstruktion
gilt dann

N
v Ay =" a(e) o iy = G(Zyzwﬁl),Zyﬁom) = a(vp,vp) > 0
ig—1

fiir y #0, d. h.: A, ist positiv definit.

Wir untersuchen nun die Frage nach der Konvergenz der Naherungslosungen w;, — u
fiir eine Folge von Ansatzraumen V;, C V' mit dim V}, = N(h) — oo . Durch Kombination
der Variationsgleichungen (11.1.5) fiir w und (11.1.9) fiir u;, ergibt sich die sog. ,, Galerkin-
Orthogonalitét” fiir den Fehler e = u — uy,

ale,on) =0, ¢p € Vy. (11.1.11)

Die geometrische Interpretation dieser Beziehung ist, dass der Fehler e bzgl. des Skalar-
produkts a(-,-) orthogonal auf dem Teilraum V), C V' steht, bzw. dass wuy, die orthogonale
Projektion von u auf V), ist. Dies rechtfertigt die héufig gebrauchte Bezeichnung ,,Pro-
jektionsmethode* fiir das Ritz-Verfahren.

Als einfache Konsequenz der Orthogonalititsbeziehung (11.1.11) haben wir den fol-
genden Hilfssatz.

Hilfssatz 11.1 (Bestapproximationseigenschaft): Fiir den Fehler e = u — w;, beim
Ritz-Verfahren gilt

ale,e) = min a(u — vy, u — vy,). (11.1.12)
VR EVR
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Beweis: Mit beliebigem v, € V}, gilt
ale,e) = ale,u —vy) + ale, v, — up)
=0

< ale,e)?a(u— vp,u—vy)"?,

da a(-,-) Skalarprodukt auf V' ist. Nimmt man auf der rechten Seite nun das Infimum
(téatsdchlich das Minimum) iiber v;, € V}, so ergibt sich die Behauptung. Q.E.D.

Mit (11.1.12) ist die Frage nach der Konvergenz w, — wu zuriickgefithrt auf das
Problem der Approximierbarkeit von Funktionen u € V N C%(I) durch Elemente der
Ansatzriaume V. Bei Beriicksichtigung der Annahmen iiber p und r ergibt sich aus
(11.1.12) die Fehlerabschitzung

le'll < & min f|(u — on)'l (11.1.13)

mit K% = p~!(1+ (b — a)*) max;{p + r}. Dies ist ein einfach zu handhabendes Konver-
genzkriterium. Dariiber hinaus erhéilt man mit Hilfe der Identitéit

t
v(t) :/ V'(s)ds, tel,
fir v € V aus (11.1.13) die punktweise Abschétzung
max |e(t)| < Kvb —a min ||(u —vp,)'|| . (11.1.14)
tel vhE€Vh

Bemerkung: Es sei darauf hingewiesen, dass die Abschétzung (11.1.14) in dieser Form
nur in einer Raumdimension gilt, wihrend die integrale Abschétzung (11.1.13) natiirliche
Analoga bei partiellen Differentialgleichungen besitzt.

Wenn der ,, Transportterm® qu’ im Sturm-Liouville-Operator Lu présent ist, stellt die
Energieform a(-,-) kein Skalarprodukt dar, und die Losung der Randwertaufgabe (11.1.1)
ldsst sich nicht mehr als Minimum eines Energiefunktionals charakterisieren. In diesem
Fall basiert das sog. ,,Galerkin-Verfahren* zur Approximation von (11.1.1) direkt auf der
Variationsgleichung (11.1.5):

up € Vi - a(u;“goh) = l((ph) Yop € V. (11115)
Unter der Bedingung p+ (b—a)? min;{r — 3¢’} > 0, welche in diesem Fall die eindeutige
Losbarkeit von (11.1.1) sichert, ist offensichtlich auch das endlich dimensionale Problem
(11.1.15) eindeutig lésbar, d. h. ist die zugehorige Systemmatrix Aj, regulédr. Dies folgt
aus der sog. ,,Koerzivitétsrelation®
a(v,v) > A|V|*, veV, y>0, (11.1.16)
welche man wieder mit Hilfe der Poincarésche Ungleichung gewinnt. Ferner ist die Ener-
gieform a(-,-) beschrinkt auf V:
la(v,w)] < afW'||[Jw']l, v,weV. (11.1.17)

Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitéit erschlieft man dann auch in diesem Fall fiir das
Galerkin-Verfahren die allgemeine Konvergenzabschatzung

l€']] < e min |(u—n)'[]- (11.1.18)
PrEVR
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11.2 Methode der finiten Elemente

Fiir die praktische Realisierung der Ritzschen (bzw. der Galerkinschen Methode) wére es
sicher am giinstigsten, wenn man Orthogonalbasen von Vj, bzgl. des Energieskalarprodukts
a(-,-) verwenden wiirde, denn dann reduziert sich die Matrix A, zu einer Diagonalmatrix.
Dies lésst sich aber meist nicht verwirklichen, so dass man darauf angewiesen ist, mit
Basen {<ph)} von Vj, zu arbeiten, die nur fast orthogonal sind. Solche Basen lassen sich
leicht konstruieren, wenn der Raum Vj, aus stiickweise polynomialen Funktionen besteht.
Dieser Spezialfall der Ritz-Methode ist unter dem Namen ,, Methode der finiten Elemente*
(kurz ,FEM*) bekannt.

11.2.1 ,,Lineare* finite Elemente

Sei a =ty < ... < t; < .. < tyy1 = b wieder eine Unterteilung des Intervalls I mit
Teilintervallen I; = [t;—1,t;] der Lénge h, = t; — t;-1, und h = maxj<;<y h, . Bzgl.
dieser Unterteilung wird der folgende Finite-Elemente-Ansatzraum definiert:

S = { v, € CUI): vpy, € Pi(L),i=1,..., N +1, vp(a) = va(b) =0}

Offensichtlich ist S ,(ll) C V ein endlich dimensionaler Teilraum. Eine Basis von 51(11) erhilt
man durch die Vorschrift

e e sV 04 y=6, ij=1,...N.

Wegen ihrer stiickweisen Linearitdt und Stetigkeit sind die Funktionen <p§f) dadurch ein-
deutig bestimmt. Das System {gpg), i=1,...,N} ist in der Tat eine Basis (,Lagrange-
Basis“), denn aus der Beziehung

O_ZQZSDh j - ) i7j:17~"7N7

fiir irgendwelche Zahlen «; folgt notwendig «; = 0. Andererseits besitzt jede Funktion
v € S}(Ll) eine Darstellung

was man durch Einsetzen von ¢ = ¢; sieht. Diese Basis von S,(Ll) wird “(lokale) Knoten-

basis“ genannt. Sie ist fast orthogonal, da jedes go() nur auf einer Umgebung I; U ;1
des Gitterpunktes ¢; von Null verschieden ist (s. Abb. 11.1). Fiir die zugehérigen Matri-
xelemente gilt daher

alpi, o) =0, li—jl=2,
d. h.: Die Matrix A;, des Systems (11.1.10) ist tridiagonal.
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o (2)

Ti-1 &£y Tit1

Abbildung 11.1: Lagrange-Basisfunktion linearer finiter Elemente

Die von Null verschiedenen Elemente von A, und die Elemente des Vektors b, haben
fir ¢ =0, r =0 folgende Gestalt:

i = alel! o)) = [pOIOF dt = 1 [ poyae e [ ploae
1

I; Tit1

Gii1 = g™ o) = / () (0" (1) dt = —hiE / p(t) dt
i+1
Q-1 = G(WSALQDS)) = ... = —h;Q/p(t) dt
I.
b = (f,o))) = )y (t) dt
= (o) FO () dt
LUl 11

Wenn das Gitter {tg,...txy1} Aquidistant ist, d. h. h = h;, i = 1,..., N, so erhilt man
durch Auswertung dieser Integrale etwa mit der Mittelpunktsregel die Beziehungen

Gy = h’l(pi,l/g +piv12) +O(h), Qi1 = —h71p¢11/2 +O(h), bi=hfi+O(h).

Es ergibt sich also (bis auf Terme hoherer Ordnung in h) dasselbe Gleichungssystem wie
bei der Diskretisierung von (11.1.1) mit Hilfe zentraler Differenzenquotienten. Zwischen
dem Ritz-Verfahren und dem Differenzenverfahren besteht also ein enger Zusammenhang.

Zur Abschétzung des Diskretisierungsfehlers sei fiir v € C(I) durch
Ihv(ti) Z:U(ti), ZZO,,N+1,

die stiickweise lineare ,, Knoteninterpolierende“ I,v € S,(Ll) erklédrt. Fiir ein Teilintervall
I' C I schreiben wir im Folgenden | - || fiir die L:-Norm sowie || - |lo.r fiir die
Maximumnorm iiber [I’. Im Spezialfall I’ = I wird der Index [ weiterhin weggelassen.

Hilfssatz 11.2 (Interpolationsabschitzungen): Fir die Knoteninterpolierende Inu €
S}(Ll) von w €V NC3(I) gilt auf jedem Teilintervall I :

llu — Inullr, + hill(w = w)'|[5, < B [l (11.2.19)

lw = Inulloosr, < %h2||u”||00§1i . (11.2.20)
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Beweis: In jedem Intervall I; gibt es sicher einen Punkt £ mit (u — Iyu)'(§) = 0 (s.
Abb. 11.2).

Abbildung 11.2: Lineare Approximation

Mit Hilfe der Identitét
(u— I (t) = /t(u — Lu)"(s)ds = /; u”(s)ds
¢
erhdlt man durch Anwendung der Holderschen Ungleichung
(=LY (OF < [ ') ds,
und dann durch Integration iiber ¢ € I; l

/|(uflhu)’(t)|2dt§h2 / W (s) |2 ds
I; I;

Zum Beweis von (11.2.20) betrachten wir die Funktion v := u—g € C*([;) (s. Abb. 11.2)
mit v(§) = v'(§) = 0. Taylor-Entwicklung um ¢ ergibt dann fiir ¢ € I;:

u(t) = 3t = &)V (m) = 3(t = &)*u"(n,)
mit einem Zwischenpunkt 7, € I;. Hieraus folgt
lu = tllocit, < [0lloor, < 3H200 o,

Der Beweis der entsprechenden L2—Fehlerabschiitzqu (11.2.19) folgt demselben Muster
aber mit einer Modifikation. Diese zu finden, sei als Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Hilfssatz 11.3 (A priori Regularititsabschitzungen): Die Lisung u € V N C?(1)
der RWA (11.1.1) gendigt den folgenden a-priori Abschitzungen

max [Ju® || < 11.2.21

k:OE,%l,Z [w] < el ( )
(k) <

kgloa,fZ "o < el f oo s (11.2.22)

mit von u und f unabhdngigen Konstanten c.
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Beweis: Aus der Variationsgleichung fiir u,
a(u, ) = (f,p) VeeV,

erhidlt man fiir ¢ = u die Abschétzung

pldI? < alu,u) = (f,u) < I f] .
Hieraus folgt dann mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung

lull < (b= a)llw']| < p~' (b —a)*|I fI|-
Die Identitét 1

u'=~{f+pu —ru}
p

fithrt damit auf die gewiinschte Abschétzung (11.2.21). Der Beweis von (11.2.22) sei als
Ubungsaufgabe gestellt. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitung konnen wir den folgenden Konvergenzsatz fiir die Methode
der finiten Elemente formulieren:

Satz 11.2 (A priori Fehlerabschitzungen): Fir den Fehler e = u — wu;, beim Ritz-
Galerkin-Verfahren mit stickweise linearen Ansatzfunktionen gelten die Energieabschit-
2ung

']l < chllf], (11.2.23)
und die verbesserte L*-Abschitzung

lell < eh? |11, (11.2.24)
mit von u, f und h unabhdngigen Konstanten c.
Beweis: Die Abschitzung (11.2.23) folgt direkt durch Kombination von (11.1.13) mit
(11.2.19) und (11.2.21). Zum Beweis von (11.2.24) verwenden wir ein Argument, wel-

ches in der Literatur als ,, Aubin-Nitsche-Trick® oder allgemeiner als ,, Dualitdtsargument*
bezeichnet wird. Der Fehler e wird dabei als rechte Seite eines sog. ,,dualen Problems*

Lo(t)=e(t), tel, w(a)=uv(b)=0, (11.2.25)

genommen. Dessen eindeutige Losung v € V N C?(I) geniigt dann nach Hilfssatz 11.3 der
a priori Abschétzung

0"l < cllell, (11.2.26)

mit einer von u und A unabhingigen Konstante c¢. Damit folgt dann mit Hilfe der
Galerkin-Orthogonalitét

lell? = (e, Lv) = a(e,v) = a(e,v — Iyv)

< cllef (v = Tw)'|l



242 KAPITEL 11. VARIATIONSMETHODEN

Anwendung von (11.2.19), (11.2.21) und (11.2.26) ergibt also

Hieraus folgt dann mit der schon gezeigten Energienorm-Fehlerabschitzung (11.2.23) die
verbesserte L?-Abschitzung (11.2.24). Q.E.D.

Die Energienorm-Fehlerabschitzung (11.2.23) impliziert zusammen mit der Sobolew-
schen Ungleichung (11.1.14) die punktweise Fehlerabschétzung

lello < chlIf].

Mit etwas mehr als dem bisher betriebenen Aufwand lidsst auch das folgende punktweise
Analogon zu der L*-Fehlerabschitzung (11.2.24) zeigen:

lelloo < ¢h? | floo- (11.2.27)

Damit erweist sich das Ritz-Verfahren mit stiickweise linearen finiten Elementen asymp-
totisch als genauso gut wie das im vorigen Abschnitt behandelte Differenzenverfahren.

11.2.2 Finite Elemente héherer Ordnung
i) ,Quadratische“ finite Elemente: Der Ansatzraum ist nun
S = {w, € CI)| vyr, € Po(L), i = 1,.., N+ 1, vy(a) = vp(b) =0}
Offenbar ist dim S,(L2> = 2N + 1, und die natiirliche Knotenbasis ist bestimmt durch
e es? oWt =6y, i,j=131,....,NN+1.

Mit analogen Argumenten wie oben fiir den stiickweise linearen Ansatz erhdlt man nun
die a priori L2-Fehlerabschiitzungen

lell + Rlle'll < e h® max{|| £, L/}
sowie die Maximumnorm-Abschéitzung

lelloo < e h® max{ ]| fllo, [l lloc} - (11.2.28)

ii) ,Kubische* finite Elemente (Splines): Der Ansatzraum ist nun
S = {o, € CYI)| vnyr, € P3(L,), i =1,..; N + 1, vp(a) = vp(b) = 0}
Offenbar ist dim S,(_bs) = 2N 4+ 2, und die natiirliche Knotenbasis ist bestimmt durch

o e 89 oWy =6, GV(t,)=0, i=1,..,N,j=0,.N+1,
w,(lk) S Sh : }(Lk)( ) 0, ,(k) (tl) = 51@17 k‘,l =0, ,N+ 1,

3
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d. h.: Jeder Gitterpunkt ¢; ist doppelter Knoten. Mit analogen Argumenten wie fiir den
stiickweise linearen Ansatz erhilt man nun die a-priori L-Fehlerabschitzung

h ' < h4 (k)
lell + hlle'll < en® max /)

sowie die Maximum-Abschéitzung

< ‘ (k) . /N
llelloo < ch max, £ oo (11.2.29)

Wir bemerken, dass man auch einen grofieren Ansatzraum von kubischen finiten Elemen-
ten 5‘,(;)’) C C(I) auf der Basis der Lagrange-Interpolation definieren kann. Dazu wird
jedes Polynomstiick auf einem Intervall I; durch Vorgabe der Funktionswerte in den
Endpunkten ¢;_1, t; sowie in zwei (beliebigen) weiteren inneren Punkten ti—o/3, ti—1/3

festgelegt. Der so definierte Ansatzraum hat die Dimension dim g,(lg) = 3N + 2 und ist
eine echte Obermenge des Raumes S,(f) .

Das Beispiel der kubischen Splines zeigt, dass sich durch Hinzunahme von Ableitungs-
knoten, d. h. durch Erzwingen von hoherer Regularitidt von Sy, die Konvergenzordnung
des Ritzschen Verfahrens erhohen lésst, ohne gleichzeitig die Anzahl der Freiheitsgrade
wesentlich zu vergroflern. Dies wirkt sich natiirlich nur dann aus, wenn die Losung u der
RWA (11.1.1) auch entsprechende Regularitéit besitzt. Diese Beobachtung lisst sich zu
folgender Regel zusammenfassen: Ist die zu approzimierende Losung von (11.1.1) glatt,
so sind in der Methode der finiten Elemente die Polynomansdtze hoher Ordnung und Re-
gularitit auf grobem Gitter ginstiger als solche niedriger Ordnung und Regularitit auf
feinem Gitter.

11.2.3 Der transport-dominante Fall

Wir betrachten jetzt wieder das allgemeine Sturm-Liouville-Problem mit nicht verschwin-
dendem Transportterm, d. h. ¢ # 0. Insbesondere sind wir wieder an folgendem singuldr
gestorten Modellfall interessiert:

Lu:=—ed"+u' +u=f, tel=101], (11.2.30)

fir € < 1, mit den iiblichen Randbedingungen u(0) =0, w(1) = 0. Im Modellfall f =1
ist die Grenzlssung fiir € = 0 gerade u°(t) = !, so dass die Randbedingung u(1) = 0 bei
t =1 wieder ein Grenzschichtverhalten bedingt. Fiir Gitterweiten h > ¢ weist dann die
normale Finite-Elemente-Losung analog wie die entsprechende Finite-Differenzen-Losung
ein unphysikalisches, oszillatorisches Verhalten auf. Zur Unterdriickung dieser Oszilla-
tionen kann bei der FEM mit einer verfeinerten Variante der Methode der kiinstlichen
Diffusion gearbeitet werden, der sog. Stromliniendiffusion. Zu diesem Zweck ergénzen
wir die normale variationelle Formulierung des Problems um transport-orientierte Damp-
fungsterme wie folgt:

e, @)+ (' +u, o+ 0¢") = (fio+d¢), peV, (11.2.31)
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mit einer Parameterfunktion 4, die noch geeignet an die Gitterweite h gekoppelt wird.
Die resultierende Bilinearform

as(u,v) == e(u',v") + (u' + u, v + 6v')
ist dann bzgl. der modifizierten Energie-Norm
Iolls = (elle’l* + 18212 + o)
koerzitiv geméaf3
as(v,v) > ||}, veV. (11.2.32)
Zum Nachweis dieser Beziehung nutzt man die Identitét
(v',v) = 3((v*),1) = 0.
Es sei betont, dass der Parameter § = §(¢) i. Allg. eine Funktion von ¢ ist (stiickweise
konstant auf der Zerlegung 0 =ty < ... < ty11 = 1) und folglich innerhalb der Norm
|61/20'||; stehen muss. Analog verwenden wir im Folgenden auch das Symbol h = h(t)

fiir eine stiickweise konstante Gitterweitenfunktion mit A, = h, (n = 1,m..., N + 1).
Das zugehorige Finite-Elemente-Verfahren (mit linearen Ansatzfunktionen) lautet nun

Up € S}(Ll) : a(s(uh, gﬁh) = l(S(‘Ph) V(,Oh € S}(ll)., (11233)
mit dem modifizierten Lastfunktional
ls(v) = (f, v+ dv').

Durch Kombination der Variationsgleichungen fiir « und wu, erhalten wir die folgende
gestorte Orthogonalititsbeziehung fiir den Fehler e = u — uy,:

as(e,pn) = (U +u— f,00)) = e(u”,d¢}) . (11.2.34)
Fiir die Finite-Elemente-Diskretisierung mit Stromliniendiffusion (kurz ,SDFEM®) hat

man dann das folgende Resultat:

Satz 11.3 (Konvergenzsatz fir SDFEM): Es sei € < hyy, , und der Stabilisierungs-
parameter in der Stromliniendiffusion sei auf jedem Teilinterval I, wie 6, = h,, gewdhlt.
Dann gilt fir den Fehler e = uw — uy, bzgl. der modifizierten Energienorm die a priori
Abschitzung

llells < el|n*2u”|], (11.2.35)

mit einer von h (und &) unabhingigen Konstante c.
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Beweis: Mit Hilfe der Koerzitivitdtsungleichung (11.2.32) und der Orthogonalititsrelati-
on (11.2.34) erhalten wir mit beliebigem ), € S,(ll):

lell? < as(e,u — opn) +e(u”,5(on —un)') . (11.2.36)
Der erste Term rechts wird weiter abgeschétzt durch
|as(e, u— @n)| < el (u—@n) )| +1(e" + e, u— @+ d(u— pn))]
< elle']l I (w = @n)'ll + LUl + llell} 1w — el
+ {[16Y2€/|| + (162l } 116" (u — n)'I|

Fiir die Wahl ¢, = Iu folgt mit Hilfe der lokalen Interpolationsabschétzungen (11.2.19)
bei Beachtung von d = h <1 und € < hyin:

Jas(e,u — Iw)] < celle| 1]l + ¢ {182/ + llell} 5=/2h%")
e {1182 + llell} 182

< el + el .
Fiir den zweiten Term rechts in (11.2.36) folgt fiir ¢, = Iu mit analogen Argumenten
el(u”, 0(Lnu —un))| < €| 82| {1162 (Inu — w)'|| + [|672€'|| }
< el + e 2P

Kombination der bisher gezeigten Abschétzungen ergibt das gewiinschte Resultat. Q.E.D.

Die Fehlerabschétzung (11.2.35) besagt insbesondere, dass im Fall einer glatten Losung
u (ohne Grenzschicht), oder wenn die Gitterweite in der Grenzschicht hinreichend klein
gewihlt wird, das Verfahren bzgl. der L?-Norm mit der Ordnung |le|]| = O(h%/?) kon-
vergiert. Damit ist das einfachste Finite-Elemente-Verfahren mit Stromliniendiffusion im
transport-dominanten Fall von hoherer Ordnung als das durch Upwinding stabilisierte
Differenzenverfahren. Allerdings muss bemerkt werden, dass die zugehorige Systemma-
trix A zwar definit ist, aber keine M-Matrix-Eigenschaft hat; insbesondere liegt in der
Regel keine Diagonaldominanz vor.

11.2.4 A posteriori Fehleranalyse

Zum Abschlul wollen wir noch kurz die a posteriori Fehleranalyse bei FE-Diskretisierungen
diskutieren. Wir beschrénken uns dabei auf den linearen Ansatz S,(ll) und auf Fehlerkon-
trolle in der Energie- und der L?-Norm. Die Herleitung von a posteriori Fehlerabschitzun-
gen bedient sich wieder eines Dualitdtsarguments und der Galerkin-Orthogonalitét.

Sei J(-) irgend ein lineares Funktional, welches auf dem Raum V' definiert ist und
z € V die zugehorige Losung des dualen Problems

a(p,z) =J(p) VoeV. (11.2.37)
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Fir ¢ = e gilt mit einem beliebigen z; € S,(ll) :
ale,z) = ale,z — zp) = (f, 2 — zn) — alun, 2 — z1) ,

und nach partieller Integration

t;
tio1 -

ale, z) = ; { /I z( F— Lup)(£)(2 — 20)(8) dt — pup(z — zn)

Bei Wahl von z, = I,z verschwinden die Randterme und es folgt
N
la(e,2)] < (f = Lun, z = In2)s,
i=1

N 12 2V 1/2
< (DohIF = L) (3oh e — el )
=1

i=1
fiir irgend ein k& € N. Mit Hilfe der Interpolationsabschéitzung

HZ - IhZHIz <G hf”Z(k)”Iw k=12

mit einer ,, Interpolationskonstante* C; erhalten wir dann

la(e, 2)| < G(ihzkﬂf—Luth)l/Q E=1.2. (11.2.38)
[0, = - i L) o> )

Zur Herleitung einer a posteriori Fehlerabschétzung in der Energienorm wihlen wir nun

J(p) = ale, e)_1/2 a(p,e).

Die Losung des dualen Problems (11.2.37) ist dann offensichtlich gerade der normierte
Fehler selbst, d. h.: z = a(e, e)""/?e, und es gilt

12l < Csa(z, 2)Y? = C;.
Die Ungleichung (11.2.38) ergibt damit bei der Wahl k = 1:

1/2

N
ale, ) < CCi( D RF - L) (11.2.39)
=1

Zur Gewinnung einer a posteriori Fehlerabschitzung in der L?-Norm setzen wir

J(¢) = llell7" (g,e) -

Die Losung z des dualen Problems (11.2.37) ist dann in C?(I) und geniigt der a priori
Abschétzung
12"l < Cs,
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mit einer , Stabilitatskonstante” C;. Die Ungleichung (11.2.38) ergibt damit mit der Wahl
k =2 die gewiinschte L2-Abschitzung:

N 1/2
lellr < G (SRS = Lunll3) (11.2.40)
=1

Auf der Basis dieser a posteriori Fehlerabschétzungen lassen sich nun wieder Strategien
zur adaptiven Steuerung des Diskretisierungsgitters und Fehlerkontrolle angeben. Dies
erfolgt in Anlehnung an die Vorgehensweise beim Galerkin-Verfahren fiir AWA und sei
als Ubung gestellt.

11.3 Ubungsaufgaben (zur Uberpriifung des Kenntnisstandes)
Aufgabe 11.1: Man gebe moglichst kurze Antworten auf die folgenden Fragen:

1. Was ist der wesentliche Unterschied in den Aussagen der Existenzsitze von Peano
und Picard-Lindelf?

2. Wie lautet die Losung der AWA o/(t) = u(t)?, t >0, u(0) =17

3. Was besagt der , Fortsetzungssatz* fiir lokale Losungen von AWA?

4. Sind Losungen linearer AWAn mit stetigen Koeffizienten eindeutig?

5. Was ist der Abschneidefehler einer Einschrittmethode?

6. Wann nennt man eine AWA «'(¢t) = f(t,u(t)), t >0, u(0) = ug, ,,steif“?
7. Unter welchen Bedingungen konvergiert eine lineare Mehrschrittmethode?
8. Was ist das Stabilitétspolynom einer linearen Mehrschrittmethode?

9. Welche Ordnungen haben die Mittelpunktsregel und die Trapezregel?

10. Warum sind die Mittelpunkts- und die Simpson-Methode unbrauchbar als eigenstéin-
dige Losungsmethoden?

11. Warum verwendet man zur Integration nicht-steifer AWA mit Hilfe der Extrapola-
tion als Basisformel die Mittelpunktsregel?

12. Was bedeutet ,,Extrapolation zur Schrittweite h = 0“7

13. Warum sollte beim Extrapolationsverfahren die Schrittweitenfolge h; = h/i (i € N)
nicht verwendet werden?

14. Was bedeutet fiir eine Differenzenformel |, A-stabil® bzw. , A(a)-stabil“?

15. Was ist der Vorteil der Mehrfachschie3- gegeniiber der Einfachschiefmethode?
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16. Woran sieht man, ob eine DAE den Index eins hat?

17. Was ist die ,, Fundamentalmatrix®“ einer linearen RWA?

18. Was ist ein ,regulidres® Sturm-Liouville-Problem?

19. Was sind ,,Dirichletsche Randbedingungen“ beim Sturm-Liouville-Problem?

20. Wie sieht die ,, Trapezregel® zur Diskretisierung einer linearen RWA 1. Ordnung aus?

Aufgabe 11.2: Eine der leistungsfahigsten Methoden zur Losung von AWA basiert auf
dem Prinzip der Extrapolation zum Limes. Man skizziere die Vorgehensweise des Gragg-
schen Extrapolationsverfahrens fiir eine nicht-steife AWA.

Aufgabe 11.3: Eins der Hauptprobleme bei der Realisierung von Losungsverfahren fiir
AWA ist die geeignete Wahl der Schrittweiten h,, . Man skizziere die Vorgehensweise zur
adaptiven Schrittweitenwahl bei expliziten Einschrittverfahren

Yn = Yn—1+ hnF(hna tna yn—l)

basierend auf dem Abschneidefehler.

Aufgabe 11.4: a) Wann wird eine allgemeine AWA
u'(t) = f(t,ult), t>ty, u(ty) = u,

,steif genannt.?

b) Wann wird eine LMM | A-stabl* bzw. ,A(0)-stabil“ genannt? Was bedeutet dies fiir
die Schrittweitenwahl bei der Integration steifer AWAn?

¢) Man betrachte die lineare, 2-dimensionale AWA
u'(t) = Au(t), t>to, wulte) = uo,

mit einer (diagonalisierbaren) Matrix A € R**? mit den Eigenwerten A\; = —1 und Ay =
—399. Unter welcher Schrittweitenbedingung wird dieses System von (i) der expliziten
Polygonzugmethode und (ii) der impliziten Trapezregel stabil integriert?

Aufgabe 11.5: Man skizziere die Vorgehensweise beim einfachen SchiefSverfahren zur
Losung einer allgemeinen nichtlinearen RWA

u'(t) = f(t,u(t)), t€la,b], r(u(a),u(d))=0.

Aufgabe 11.6 (Praktische Aufgabe zum Abschluss): Der Mathematiker und Me-
teorologe E.N. Lorenz hat 1963 das folgende System von gewohnlichen Differentialglei-
chungen angegeben, um die Unmoglichkeit einer Langzeitwettervorhersage zu illustrieren:

2 (t) = —ox(t) + oy(t),
y'(t) = rz(t) —y(t) — z(t)2(t), (11.3.41)
2(t) = w(t)y(t) — bz(t),
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mit den Anfangswerten xg = 1, yo = 0, 2o = 0. Tatséchlich hat er dieses System durch
mehrere stark vereinfachende Annahmen aus den Grundgleichungen der Strémungsme-
chanik, den sog. Navier-Stokes-Gleichungen, welche u. a. auch die Luftstromungen in der
Erdatmosphére beschreiben, abgeleitet. Fiir die Parameterwerte

c=10, b=8/3, r=28,

ist dieses sog. ,,Lorenz-System” nicht steif und besitzt eine eindeutige Losung, die aber
extrem sensitiv gegeniiber Storungen der Anfangsdaten ist. Kleine Stérungen in diesen
werden z. B. iiber das verhéltnisméBig kurze Zeitintervall I = [0,25] bereits mit einem
Faktor =~ 10® verstirkt. Die zuverliissige numerische Losung dieses Problems fiir Zeiten
t > 25 erschien daher seinerzeit praktisch unmoglich und stellt auch heute noch ein hartes
Problem dar.

5
X 10 15

Abbildung 11.3: Numerisch berechnete Losungstrajektorien fiir das Lorenz-System; links: kor-
rektes Ergebnis; rechts: falsches Ergebnis

Im Phasenbild sind zwei Approximationen der Losungstrajektorie iiber das Zeitintervall
I =10,25] dargestellt, wie sie mit verschiedenen Verfahren berechnet worden sind. Das
linke Ergebnis ist das korrekte. Man erkennt zwei Zentren im R?, um welche der Losungs-
punkt (x(t),y(t), z(t)) mit fortlaufender Zeit kreist, wobei gelegentlich ein Wechsel von
dem einen Orbit in den anderen erfolgt. Die genaue numerische Erfassung dieser Um-
schlége ist duflerst schwierig.

Aufgabe: Man versuche mit Verfahren eigener Wahl, das Lorenz-Problem {iber ein mog-
lichst grofles Zeitintervall zu losen. Dabei kann mit konstanter Schrittweite gerechnet
werden. Zur Ergebnisauswertung kénnen neben dem Phasenbild im R? auch einfache
Diagramme der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Komponenten z(t),y(t) und z(t)
dienen. Man verwende zur Verlésslichkeitskontrolle auf jeden Fall mehr als ein Verfahren
und mehr als eine Schrittweite.






12 Ausblick auf partielle Differentialgleichungen
12.1 Transportgleichung (hyperbolisches Problem)

Instationére Transportvorgéange fithren auf lineare partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung der Form

ou+coyu=0. (12.1.1)

Dabei ist u = u(z,t) im einfachsten Fall eine skalare Funktion von Ort und Zeit, welche
z. B. die Fortpflanzung einer Stérung (Welle) entlang der a-Achse mit Fortpflanzungs-
geschwindigkeit ¢ beschreibt. Ein Anwendungsbeispiel ist etwa die Beschreibung von
Wellenbewegungen auf der Wasseroberfliche. Die partiellen Ableitungen nach x sowie ¢
werden im Folgenden abgekiirzt als Oyu := Ou/0t, O,u := Ju/Ox geschrieben. Analoge
Bezeichnungen werden auch fiir hohere Ableitungen verwendet. Die allgemeine Losung
dieser Transportgleichung hat die Form

u(z,t) = p(x — ct)

mit einer Funktion ¢(-), welche zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangsverteilung u’(z) =
©(x) beschreibt. In konkreten Anwendungen treten Modelle dieser Art in der Regel als
nichtlineare (skalare) ,, Erhaltungsgleichungen*,

Ou+ 0, f(u) =0, (12.1.2)
mit konvexen Funktionen f(-) (z. B.: f(u) = iu?), sowie als Systeme der Gestalt
Ou—cOyv =0, 0w —cdyu =0,

auf. Kombination dieser Gleichungen erster Ordnung fithrt auf eine skalare Gleichung
zweiter Ordnung,

O — 0% =0, (12.1.3)

der sog. ,, Wellengleichung® fiir eine Funktion ¢ = ¢(x,t) mit u = 9y, v = 9, . Dies
ist der Prototyp einer sog. ,hyperbolischen* Differentialgleichung. Bei einem (linearen)
Transportproblem ist die Losung offenbar durch Vorgabe von Anfangswerten zum Zeit-
punkt ¢t = 0 eindeutig festgelegt. Diese Werte werden entlang der sog. ,, Charakteristiken*
in der (x,t)-Ebene, {(z,t)| x — ¢t = konst.}, fortgepflanzt.

Wir unterscheiden die folgenden beiden Problemstellungen:
i) Anfangswertaufgabe (sog. ,,Cauchy-Problem*):

u(z,0) = u’(x), —oo <z < o0;
i) Anfangs-Randwertaufgabe:

u(z,0) =u’(x), 0 <z <oo, u(0,t)=u'(t), 0<t<o0.

251
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12.1.1 Differenzenverfahren

Wir iiberdecken die (z,t)-Ebene mit einem dquidistanten Punktgitter mit den Gitterwei-
ten h in x-Richtung und % in ¢-Richtung. In den Gitterpunkten mit den Koordinaten
xn = nh und t, := mk werden Ndherungen U™ = u" := u(xp,t,,) als Losungen von
Differenzengleichungen gesucht.

Zur Diskretisierung des reinen Anfangswertproblems kommen nur explizite Differen-
zenformeln in Frage.

i) Differenzenapproxzimation erster Ordnung:

1 >
LU= U+ U - U =0, (12.1.4)
mit Anfangswerten U := u"(x,). Der Abschneidefehler dieses Differenzenschemas hat
fiir eine glatte Losung (genauer: u € C?(R™)) die Ordnung
mo.__ 1 m __ , m—1 E m—1 _ , m—1\ _
Tn = (un U, ) + (un Up—1 ) - O(h + k) .
k h
Zur Untersuchung der Stabilitdt dieses Schemas schreiben wir es in der Form
m m—1 m—1 k
U'=1-co)U" " +coUly, o:= e
Genau unter der Bedingung 1 — co > 0 gilt dann
max |U™| < max [UT™ < ... < max|UY], (12.1.5)

d. h. ist das Verfahren stabil in der Maximumnorm. Die Bedingung fiir Stabilitéit lautet
ausgeschrieben

kE<c'h (12.1.6)

und wird ,,Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung®“ oder auch kurz ,CFL-Bedingung® ge-
nannt. Sie ist typisch fiir explizite Differenzenverfahren speziell bei Transportproblemen
bzw. allgemein bei hyperbolischen (und auch bei parabolischen) partiellen Differentialglei-
chungen. Die CFL-Bedingung bedeutet, dass der Informationsfluss im Differenzenschema,
d. h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Stérungen auf dem Rechengitter, nicht schneller
sein darf als diejenige im kontinuierlichen Problem.

Mit Hilfe der Stabilitdtsaussage (12.1.5) ldsst sich nun wieder das schon bekannte
Argumentationsschema ,, Konsistenz + Stabilitit = Konvergenz“ realisieren. Die Fehler-
funktion e :=w — U™ geniigt der Differenzengleichung

m o m—1 m—1 m
et =(1—co)er " +coep | + k"

Unter Annahme des Erfiilltseins der CFL-Bedingung folgt dann durch Rekursion iiber
w=m,..., 1

n
max |e”| < max [e¥ | + kZ |7E].
n n
p=1
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Aus dieser Beziehung entnehmen wir die folgende a priori Fehlerabschéitzung fiir das obige
einfache Differenzenverfahren:

max |e)'| < c(u)t, {h+k}, (12.1.7)

mit einer Konstante c(u) ~ maxge{|0?u|+|0?u|}. Man beachte das lineare Anwachsen der
Fehlerkonstante mit der Zeit, was eine charakteristische (und unvermeidbare) Eigenschaft
von Diskretisierungen von reinen Transportgleichungen ist.

it) Laz-Wendroff-Schema: Das bisher betrachtete Differenzenschema ist nur von erster
Ordnung genau und damit praktisch uninteressant. Eine Verbesserung erhélt man durch
Umformungen im Abschneidefehler,

1 k
7l = up ™) = (Guu)yy + 5(5’?“):’3 +O(K?),
und nachfolgender Ausnutzung der Beziehungen d;u = —cd,u und 9?u = 29?u,
1

k
%(u;” —u™ ) = e(Opu)™ + 502(6§u)ﬁ + O(k?).
Die Ortsableitungen werden nun durch zentrale Differenzenquotienten zweiter Ordnung
diskretisiert:

1 m m—1 ¢ m m kCZ m m m 2 2
_(un - un ) = %(u'nﬁrl - unfl) + ﬁ(unqu - 2un + unfl) + O(h + k ) .

Diese Umformung setzt voraus, dass die Losung beschriankte dritte Ableitungen in Ort
und Zeit besitzt. Das so abgeleitete Differenzenschema (sog. ,,Lax-Wendroff-Schema®)
1 c kc?

(U = U = (U~ Up) = S (U — 208 +U) =0 (12.18)

hat dann konstruktionsgeméf einen Abschneidefehler der Ordnung
™ = O(h* + k%)
Umschreiben von (12.1.8) ergibt

Ur=(1-ce®)Up " = teo(1 = co)USH + Lea(1 4 co)UTT
wieder mit der Abkiirzung o := k/h. Die Stabilitdt dieses Verfahrens lédsst sich leider
nicht mehr mit einem so einfachen Argument wie eben erschliefilen. Stattdessen bedient
man sich einer Technik der Fourier-Analyse, die auf J. von Neumann zuriickgeht. Diese
liefert dann Stabilitdt im L2-Sinne. Die Losung der Differenzengleichung erlaubt zu jedem
Zeitpunkt t,, auf dem &quidistanten Ortsgitter {z,|n = 0,+1,£2,...} eine diskrete
Fourier-Entwicklung der Form

+oo
m o E ayt T
Un — Aye vim o n,
v=0
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mit Koeffizienten a, € C, welche iiber die Differenzengleichung (12.1.8) bestimmt sind.
Die Koeffizienten A, € C sind gerade die Fourier-Koeffizienten der Anfangswerte

+oo
0 _ WLy
U, = E A et
v=0

fiir die angenommen wird, dass

+oo

IORIE = D 1A < 0.

v=0

Hier steht allgemein U* = (U[), fiir den (unendlichen) Vektor der Gitterwerte zum
Zeitpunkt ¢, . Da die Differenzengleichung linear ist, werden durch sie die einzelnen Sum-
manden dieser Entwicklung separat von einem Zeitpunkt zum néchsten fortgepflanzt (mit
der Setzung r := co),

eal,tmewmn — (1 _ rQ)eal,tm,lewxn _ %T(l _ r)eal,tm,lewxmrl + %7"(1 + r)eal,tm,lewxn,l ;

bzw. nach Kiirzen von e®!m-1e#n

w, = e"F = (1=r?) = r(1 =)™ + Ir(1+r)e ™",

Unter Beachtung der Beziehungen cos 2z = cos?z — sin?z und sin®z + cos®>z = 1 folgt
W, = (1 _ ,r,2) + %7”2(611/’1 + e—zuh) o %r(ezuh _ e—zuh)

2cosvh 2isinvh

= {1—2r%sin®(vh)} — i{rsin(vh)}.

Also ist
w, > =1 —4r*sin®(Svh) + 4r* sin*(Lvh) + r* sin®(vh)
=1 —4r?sin®(3vh) + 4r'sin* (2vh) + 4r*{sin®(vh) — sin*(3vh)}
=1—4r*(1—r?)sin*(3vh).

1
2
1

Fiir r = co <1, d. h. unter der CFL-Bedingung, gilt also |w,| < 1 und damit
+oo +oo

ORI < DAL P = (UMl < o < DDA = 107
v=0 v=0

Das Lax-Wendroff-Schema ist dann also L2-stabil. Mit Hilfe einer Erweiterung dieses
Arguments kann man damit noch das asymptotische Konvergenzverhalten O(h* + k?)
bzgl. der diskreten L?-Norm zeigen.

i11) Leap-Frog-Schema: Das folgende Differenzenschema

1
S (U = U™ + (U = U3 =0 (12.1.9)
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wird aus geometrischen Griinden ,,Leap-Frog-Schema® genannt. Es hat ebenfalls die Kon-
sistenzordnung O(h? + k?) . Ausgehend von der Darstellung

Ur=ur—?—coUl' + coUl" 3!

erhilt man mit dem Fourier-Ansatz die Beziehung

aytm iVTn — eauth—QeiVxn _ Co.ealxtm—l eiVxn-%—l + Co-ealxtm—l eiVﬁn—l

(& (&

bzw. mit den Abkiirzungen von eben:

-1

v

wy =w, b —r(e" —e M) = w T — 2irsin(vh).

Es ergibt sich die quadratische Gleichung w? + 2ir sin(vh)w, — 1 = 0 mit den Wurzeln
w, = —irsin(vh) &£ 1/1 — rZsin®(vh).

Unter der CFL-Bedingung r < 1 gilt dann wieder |w,| < 1.

Zur Diskretisierung des Anfangs-Randwertproblems kénnen auch implizite Differen-
zenformeln verwendet werden, um sich von der lidstigen CFL-Bedingung an die Schritt-
weiten zu befreien.

i) Differenzenapprozimation erster Ordnung:

1
E(Uf—U,T’l)Jr%(U,T—Uﬁ_l) —0, (12.1.10)

mit Anfangswerten U? := u%(z,), UJ® = u'(t). Der Abschneidefehler dieses Differen-
zenschemas ist wieder von erster Ordnung in A und k,

t=0(Mh+k).

Bei Verwendung der Randbedingungen U = u'(t,,) lassen sich alle Werte U™ aus der
Differenzenformel sukzessiv (d. h. explizit) berechnen. Zur Untersuchung der Stabilitét
schreiben wir das Schema wieder in der Form

(14 co)U" = coUM™, + UM,

Sei M := sup,,»o|UY|. Unter der Annahme |[U¥| < M fir 0<v<n—-1,0<pu<m
sowie fir 0 < v <mn, 0 < pu <m—1 ist dann auch |Um| < M, und durch Induktion
nach n folgt:

sup |U;"| < max{sup |U})], sup [U5"[},

n>0 n>0 m2>0

d. h. die Stabilitidt des Schemas ohne jede Schrittweitenrestriktion (,,unbedingte® Stabi-
litéit).

1) Wendroff-Schema: Ein implizites Differenzenschema zweiter Ordnung ist das sog.
., Wendroff-Schema*

1—co
14 co

ur=urit+ (urt—um,)y. (12.1.11)

Auch dieses Verfahren ist unbedingt stabil.
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12.1.2 Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren

Die bisher betrachteten Differenzenapproximationen von Transportproblemen haben den
Nachteil, dass sie nur auf sog. ,, Tensorprodukt-Gittern® der (z, t)-Ebene definiert sind und
somit eine dynamische Anpassung an lokale Losungsstrukturen (z. B. wandernde Fron-
ten) nur schwer méglich ist. Weiter gibt es fiir diese Verfahren keinen fundierten Ansatz
zur a posteriori Fehlerschitzung und adaptiven Gittersteuerung. Diese Nachteile kénnen
durch Galerkin-Verfahren im Orts-Zeit-Raum mit Finite-Elemente-Ansatzfunktionen be-
hoben werden. Dabei erhoht sich aber i. Allg. durch die globalere Kopplung der Unbekann-
ten gegeniiber den einfachen, expliziten Differenzenverfahren der rechnerische Aufwand.
Wir beschreiben im Folgenden, wie die Idee des ,unstetigen Galerkin-Verfahrens“ (hier
speziell dG(0)-Verfahren) zur Losung von Anfangswertaufgaben gewohnlicher Differenti-
algleichungen auf Transportprobleme in héheren Dimensionen iibertragen werden kann.

Wir schreiben die Transportgleichung (12.1.1) in etwas allgemeinerer Notation als
(stationére) Transportgleichung in der (a7, x3)-Ebene

b-Vu(r) =0, z:=(11,7)" €Q, (12.1.12)

auf einem Quadrat @ := {z € R?| 0 < z; < 1(i = 1,2)}, mit einem (festen) Richtungs-
vektor b = (by, b)) und dem Gradientenoperator V = (9;,0;)" . Die Transportgleichung
(12.1.1) passt in diesen Rahmen mit b = (1, ¢)T. Die Randbedingungen sind dann gestellt
als sog. ,,Einstromrandbedingungen*

u=g auf 0Q_ :={x€dqQ|b-n(x) <0}, (12.1.13)

mit einer gegebenen Randbelegungsfunktion g(z) und dem nach auflen gerichteten Nor-
maleneinheitsvektor n = (ny,ny)7 entlang des Randes 9Q von Q. Der andere Teil des
Randes 0@, := 0Q \ 9Q_ wird sinngeméi$ als ,, Ausstromrand® bezeichnet.

Ausgangspunkt der Galerkin-Diskretisierung der Transportgleichung (12.1.12) ist wie-
der deren variationelle Formulierung. Zundchst wird das Losungsgebiet ) zerlegt in Drei-
ecke (Zellen) K, wobei zwei Dreiecke dieser Triangulierung 7}, jeweils nur eine ganze
Seite oder einen Eckpunkt gemeinsam haben (d. h.: Die Triangulierung muss nicht struk-
turiert sein, aber sog. ,hdngende Knoten® sind hier nicht erlaubt). Die Gitterweite wird
beschrieben durch die Parameter hy := diam(K) sowie h := maxg hy . Fiir jede Zelle
K definieren wir ihren Ein- sowie Ausstromrand durch

OK_ = {zx € OK|b-n(z) <0}, 0K, :=0dK\IK_.

Bzgl. der Triangulierungen 7}, fithren wir Finite-Elemente-Ansatzriume bestehend aus
stiickweise konstanten Funktionen ein:

SO = fuy: Q = R| i € By(K), K € Ty}

Die Funktionen in S}(LO) sind i. Allg. unstetig iiber die Zellkanten. Fiir einen Punkt x € 0K
fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

_ T o + 1 O T
v () = SliIEOv(x sb), v(x): SIEEOU(IjLSb)’ [v] :=v" —w
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Die diskreten Probleme lauten dann
u, € S0 B( = v ©)
h hov U}“(ph) =0 ©n € Sh s (12.1.14)

mit der (affin)-bilinearen Form

Bow)= 3 { [ v-vowde— [

KTy, K-

n-bvjw® ds}.

Man beachte, dass hier die Einstromrandbedingung so in das Verfahren eingebaut ist,
dass implizit u, = ¢g auf 0Q_ realisiert wird. Die exakte Losung erfiillt offensichtlich
ebenfalls die Galerkin-Gleichung (12.1.14), so dass wir fir den Fehler e = u — uy, wieder
die folgende Orthogonalitdtsbeziehung haben:

Ble,gn) =0, ¢neS”. (12.1.15)
Die Galerkin-Diskretisierung ist stabil bzgl. der natiirlichen , Energienorm*
1 2 1 2, \Y2
foli= (230 [ toedllolas s [ fueslfopas)
KeTy, Y 0K~ 9Q+

Dariiberhinaus gilt fiir jede (z. B. bzgl. T}, ) stiickweise differenzierbare Funktion v :
Blow) = ol =4 [ n-tl o Pas,
Q-

was man leicht durch zellweise partielle Integration erschliefit. Da fiir den betrachteten
Sonderfall stiickweise konstanter Ansatzfunktionen auf jeder Zelle b-Vu, = 0 ist, reduziert
sich (12.1.14) auf eine Beziehung fiir die Zellwerte Uy := upi

—1
UK:</ n-bds) / n-bu; ds, KeT. (12.1.16)
OK_ OK_

Dieses lokal gekoppelte System von Gleichungen kann wieder (wie beim impliziten Diffe-
renzenverfahren) ausgehend vom Einstromrand sukzessiv aufgelost werden. Diese Galerkin-
Diskretisierung stellt eine Verallgemeinerung des einfachen Upwind-Differenzenverfahrens
(1. Ordnung) auf kartesischen Tensorproduktgittern fiir allgemeine, unstrukturierte Tri-
angulierungen dar. Hierfiir gilt die folgende Konvergenzaussage:

Satz 12.1 (DG-Verfahren): Besitzt die Lisung des Transportproblems (12.1.12) qua-
dratintegrable erste Ableitungen, so gilt fiir die unstetige Galerkin-Methode (12.1.14) die
a priori Fehlerabschdtzung

w — wnlp < c(u) R, (12.1.17)

mit einer Konstanten

1/2
c(u) = |Vullg := (/Q|Vu|2dx> .
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Beweis: Zu der Losung u definieren wir eine zellweise Interpolierende u;, € S,(lo) durch
die Setzung iy x = |K|™" [, udz. Fiir diese gilt die wohl bekannte Fehlerabschiitzung

1/2
lu — nllx + (/8K |b-n||(u—ah)+|2ds) < ¢ hi||Vul k- (12.1.18)

Mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitét (12.1.15) und unter Beachtung von w, = g auf
0Q_ erschlieffen wir fiir den Fehler e :=u — uy,:

lelly = Ble,e) = Ble,u — ).
Da auf jeder Zelle b- Vuy, = 0, folgt mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung
lelly <11~ Vullgllu —anllq + A+ B,

wobei

A::(Z/BK |b-n|[e]2ds)1/2, B:z(Z/K \b-n||(u—ﬂh)+|2ds)1/2.

KeT, KeT),

Unter Beachtung von A < |le||, und der Interpolationsabschitzung (12.1.18) ergibt sich
hieraus die Behauptung. Q.E.D.

12.2 Wiarmeleitungsgleichung (parabolisches Problem)

Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
O — ad’u =0 (12.2.19)

fiir Funktionen u = wu(z,t) mit Argumenten z € [ := [0,1],¢ > 0. Diese Gleichung
beschreibt z. B. die Ausbreitung von Temperatur in einem wérmeleitenden Draht (da-
her auch der Name , Warmeleitungsgleichung“). Hierbei handelt es sich i. Allg. um ein
Anfangs-Randwertproblem, d. h.: Es werden Anfangsbedingungen und Randbedingungen
gestellt:

u(z,0) =u’(z), v €I, u(0,t)=u(l,t)=0,1t>0.

Die Anfangswerte stammen z. B. von einer vorgegebenen Temperaturverteilung im Draht,
etwa ein plotzlicher Temperaturimpuls zum Zeitpunkt ¢ = 0, wahrend die Dirichletschen
Randwerte der Vorgabe eines (unendlich grofien) Wéarmereservoirs entsprechen, an das
die Enden des Drahtes angeschlossen sind. Realitéitsnahere Randbedingungen sind die
der perfekten Wéarmeisolation, welche durch die Bezichungen 0,u(0,t) = d,u(1,¢) = 0
(sog. ,Neumannsche Randbedingungen*) beschrieben sind. Der Einfachheit halber bleiben
wir im Folgenden aber bei den Dirichletschen Randbedingungen. Die Wiarmeleitungsglei-
chung ist der Prototyp einer ,,parabolischen“ Differentialgleichungen. Bei diesen treten im
Gegensatz zu den hyperbolischen Gleichungen (z. B. der oben betrachteten Transportglei-
chung oder der Wellengleichung) als charakteristische Richtungen nur die Parallelen zur
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x-Achse auf, .. Storungen breiten sich mit unendlich grofer Geschwindigkeit ¢ = oo im
Ort aus.

Wir wollen kurz die Existenz von Losungen der Warmeleitungsgleichung und ihre
Eindeutigkeit diskutieren. Zum Nachweis der Existenz von Lésungen wenden wir die sog.
»Methode der Variablenseparation“ an. Fiir den Separationsansatz u(z,t) = v(z)p(t)
folgt durch Einsetzen in die Wérmeleitungsgleichung;:

) v'(x)
() ()

fiir alle Argumente (z,t) € Q. Die Separationsfaktoren v(x) und ¥(¢) sind also notwen-
dig Losungen der eindimensionalen Eigenwertprobleme

Y (t)o(x) = ap(t)o" ()

= konst. ,

av"(z) + X v(x) =0, z€ I, P ({t)+M{Et)=0,t>0,
unter den Nebenbedingungen v(0) = v(1) = 0 bzw. ¥(0) = 1 mit Parametern A € R.
Die Eigenwertaufgabe fiir v besitzt die Losungen

~1/2
vi(z) = ajsin(jrz), N\ =aj’n?, a; = (/sinZ(jm:) da:) , JEN.
I

Die zugehérigen Losungen fiir ¢(¢) sind ;(t) = e %' Die Anfangsfunktion besitzt die
(verallgemeinerte) Fourier-Entwicklung

u’(z) = Zu?vj(:r) , ;) = /UO(ZL‘)Uj(a?) dx .
=0 1
Durch Superposition der Einzellosungen fiir j € N
u(z,t) = Z u?vj(x)e”\ft ,
j=1

erhalten wir folglich eine Losung der Warmeleitungsgleichung, welche den Randbedingun-
gen und insbesondere den Anfangsbedingungen geniigt. (Zum Nachweis iiberpriife man
die Konvergenz der Reihen der jeweils nach x sowie ¢ abgeleiteten Einzellosungen.) dass
diese Losung die einzige ist, belegt das folgene Argument: Fiir eine regulire Losung wu
multiplizieren wir in (12.2.19) mit w«, integrieren iiber I und danach partiell im Ort:

1d
O:/Gtuudxfa/ﬁzuudx:——/\u|2d:ﬁ+a/|8¢u|2dm.
I I 2dt J; I

Integration {iber die Zeit liefert

/|u|2dx§/|u0|2da:, t>0.
I I

Hieraus ersehen wir erstens, dass zwei (reguldre) Losungen der Wirmeleitungsgleichung
zu denselben Anfangswerten notwendig fiir alle Zeiten iibereinstimmen, und zweitens, dass
die somit (eindeutige) Losung stetig bzgl. der L?-Norm von den Anfangswerten abhiingt.



260 KAPITEL 12. AUSBLICK AUF PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

12.2.1 Diskretisierungsverfahren

Bei der Diskretisierung von instationiren, insbesondere parabolischen Problemen gibt es
drei grundsatzliche Vorgehensweisen, die im Folgenden nacheinander diskutiert werden.

i) Linienmethode: Die Differentialgleichung wird zunéchst im Ort und erst danach bzgl.
der Zeit diskretisiert. Sei 0 = xp < ... < 2, < ... < y41 = 1 wieder ein (zunichst als
dquidistant angenommenes) Punktgitter auf dem Ortsbereich I = [0, 1] mit Gitterweite
h = (N + 1)~'. Auf diesem Gitter werden Néherungen U, (t) ~ u(z,,t) definiert durch
Diskretisierung des Ortsoperators in (12.2.19) mit Hilfe des zentralen Differenzenquotien-
ten 2. Ordnung,

ad?u(zp, t) ~ %{Un,l(t) — QU (1) + Ui (8)} -

Die Vektorfunktion Uy (t) = (U,(t))Y_, geniigt dann dem System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen

Un(t) = 75{=Un1(8) + 200 () = Unin ()} = 0.

wobei bei Beriicksichtigung der Randbedingungen Uy = Unyq1 = 0 gesetzt ist. Die An-
fangswerte sind naturgemif U, (0) = u’(z,). In kompakter Schreibweise lautet dies

Un + AUn(t) =0, t >0, Up(0)=0U", (12.2.20)

mit der (N x N)-Matrix

0 1 -2 |
Diese Matrix hat die (positiven rellen) Eigenwerte und der zugehorigen Eigenvektoren
An = 2ah7%(1 — cos(nwh)), w™ = (sin(jmrh));-\/:1 .

Fiir den kleinsten und grofiten Eigenwert gilt

Amin = 2ah™%(1 — cos(mh)) = ah™*(7*h* + O(hY)) = ar® + O(h?),
Amax = 2ah™2(1 — cos(m(1 — h)) = 2ah™*(1 + cos(nh)) = 4ah™? + O(1) .

Die Spektralkondition von Aj; hingt also wie folgt von der Gitterweite ab:
condy(Ay) =47 2h 2> 1.

Das nach Ortsdiskretisierung entstandene System (12.2.20) wird fiir kleines h zunehmend
steif mit Steifigkeitsrate x = O(h™?).
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Bei der weiteren zeitlichen Diskretisierung werden explizite Schemata starken Schritt-
weitenbeschriankungen unterliegen. Beim expliziten Euler-Schema (Polygonzugmethode)
wire aus Stabilitdtsgriinden die Schrittweitenbedingung

ek € [=2,0] = k< —p2
2a

einzuhalten. Offensichtlich ist diese Bedingung viel restriktiver als die CFL-Bedingung
k < ¢ 'h bei der expliziten Zeitdiskretisierung der Transportgleichung (12.1.1). Der for-
male Vorteil der expliziten Verfahren, dass in den einzelnen Zeitschritten keine Gleichungs-
systeme zu l6sen sind, wird durch die grofie Zahl von durchzufithrenden Zeitschritten
(besonders bei Verwendung lokal verfeinerter Ortsgitter) mehr als aufgehoben. Da die
Eigenwerte der Systemmatrix Aj alle reell sind, kéme zur stabilen Integration des Sy-
stems (12.2.20) jede der in Kapitel 4.3 betrachteten A(0)-stabilen Formeln in Frage. Dabei
muss aber der hohe numerische Aufwand bei der Durchfiihrung komplizierter impliziter
Verfahren hoher Ordnung beriicksichtigt werden. Auf der anderen Seite hat das einfache
implizite Gegenstiick zum expliziten FEuler-Schema,

(I+ kAU =U"" m>1, Ul =~u.

nur die Ordnung O(k), so dass die zeitliche Genauigkeit i. Allg. nicht gut mit der ortli-
chen Genauigkeit O(h?) balanciert ist. Fiir Warmeleitungsprobleme ist das Euler-Schema
meist zu ungenau und zu stark ddmpfend (Man beachte die extreme Struktur des Sta-
bilitdtsgebiets dieser Formel.). In der Praxis wird daher zur zeitlichen Diskretisierung
solcher Probleme meist die A-stabile Trapezregel verwendet, welche in kompakter Form
wie folgt lautet:

(I 4 kAU = (I - 3kA)U " m>1, Ul ~dl. (12.2.21)

Dieses Schema findet man in der Literatur unter dem Namen ,, Crank-Nicolson-Verfahren*.
Nach Konstruktion sollte die Konsistenzordnung des resultierenden Gesamtverfahrens
O(h? + k?) sein, so dass ortliche und zeitliche Genauigkeit formal balanciert sind. Zur
Konvergenzanalyse fithren wir mit der Standardnotation u!* := wu(z,,t,) wieder den
zugehorigen Abschneidefehler ein:
=k ) — ) = Sah T = 2ul 4 uty) — Sah TR (ul T = 2u T ).

Durch Taylor-Entwicklung erhélt man fiir die einzelnen Bestandteile des Abschneidefehlers
die Darstellungen

n

t7n
E N um™ —um™ ) = k‘_l/ Oyu(x,t)dt,
tm—1
%ah72(u:?—1 - ZU,ZL + u;n+1) = %aaiu(‘rm tm) + iahzaiu(gm tm) )

und damit

tm
T:Ln — k_l atu(x’ru t) dt - %{atu(xna t'm) + atu(xrn t'm—l)} - 1_12ah2a;lu(£n7 n’m) .

tm—1
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Auf jeder der Zellen Q" := [x,_1, Tpi1] X [tm—1,tm] gilt folglich

177 < LK max |07u| + Lah? max |(94u|

Zur Abschitzung des (globalen) Diskretisierungsfehlers fithren wir fiir Gitterfunktionen
(v,)N_, diskrete Analoga des L?-Skalarprodukts und der zugehérigen L?-Norm ein:

N
(w)y =hY vawn,  [olls = (v,0),%.

n=1

Satz 12.2 (Crank-Nicolson-Verfahren): Das beschriebene Crank-Nicolson-Verfahren
hat fiir hinreichend glatte Lisung u den globalen Diskretiserungsfehler

max |[u”" — Ul||ln < c(u) t {h* + k*}, (12.2.22)

1<m<n

mit einer Konstanten c(u) ~ maxo{|0u| + a|djul}.

Beweis: Wir setzen ™ := u™ — U™ und entsprechend €™ := (e™)M_, sowie 77 :=

(rm)N_, . Mit dieser Notation gilt dann '
EHe™ —e™ ) + A (e + e =1
Multiplikation dieser Identitiit mit €™ + ¢™ ! und Summation iiber m ergibt
E=Hlle™ I — e HIRY + 3(An(e™ + €71 €™ + ey = (77, €™ + ")y
Der kleinste Eigenwert von A verhélt sich wie A; = am? + O(h?). Damit erschliefen wir
E-HNe™ 15 — lle™ M IRd + 3aalle™ + e MR < ghalle™ + el + 3 A 1717

bzw.
le™ i < lle™ I + A k™17 -

Wir summieren nun iiber m = n,...,1 und erhalten
le™ 7 < N1l + 52 % D 717 -
=1
Mit €® = 0 und der obigen Abschiitzung fiir den Abschneidefehler folgt schlieBlich die

Behauptung. Q.E.D.

Die iiblichen Einschrittformeln fiir das autonome System (12.2.20) (mit t-unabhéngiger
Matrix Ay ) lassen sich in kompakter Form schreiben,

Um = R(_kAh)U}'rln—l ’
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mit rationalen Funktionen
P(z)

Q(2)
Zu den expliziten und impliziten Euler-Verfahren gehoren die Funktionen R(z) =1 — z
bzw. R(z) = (1+ z)~'. Das Crank-Nicolson-Verfahren wird beschrieben durch R(z) =

(1—22)(1+32)7*. Fiir die Brauchbarkeit dieser Verfahren fiir steife Anfangswertaufgaben
sind die folgenden Eigenschaften wichtig:

(1) A-stabil: |R(z)] <1, Rez<0,
(2) stark A-stabil: |R(z)| <1, Rez— —o0,
(3) steif-stabil: |R(z)| -0, Rez— —o0.

R(z) =

Das von uns favorisierte Crank-Nicolson-Verfahren ist in diesem Sinne zwar A-stabil aber
nicht stark A-stabil. Dies hat nachteilige Konsequenzen im Fall von irregulédren Anfangs-
werten u’ (z. B.: lokalen Temperaturspitzen). Die durch diese Anfangsdaten induzierten
hochfrequenten Fehleranteile werden durch das Crank-Nicolson-Schema nur unzureichend
ausgeddmpft, so dass sich ein unphysikalisches Losungsverhalten zeigen kann. Man be-
achte, dass der kontinuierliche Differentialoperator stark dampfend ist:

/|u(x,t)|2 dx < 6_’\t/|u°(ac)|2 de, t>0,
I I

mit dem kleinsten Eigenwert des Ortsoperators, A = an?. Dieses unliebsame Verhalten
des Crank-Nicolson-Verfahrens wird vermieden bei Verwendung einer Modifikation des
Crank-Nicolson-Verfahrens als ein sog. ,, Teilschritt-6-Verfahren“ bestehend aus jeweils
drei sukzessiven Teilschritten vom Crank-Nicolson-Typ:

(I + afBkA)U™ 0 = (I — BOKA,)U™ !
(I + BOkANU™? = (I — af'kA,) U™
(I + afkA)U™ = (I — BOkA,)U™?

mit den Parametern 6 = 1 — %\/i = 0,292893..., ¢ = 1 — 20 und beliebigen Werten
a € (%, 1], 8 =1— «. Fiir den speziellen Wert o = (1 — 26)(1 — 6)~! = 0,585786... ist
af = B0, so dass die zu invertierenden Matrizen in den Teilschritten iibereinstimmen.
Dieses Verfahren wird beschrieben durch die rationale Funktion

(1+ad'2)(1 + 302)?

Rolz) = T = 502)

= e+ 0(J:f).

Aus dieser Beziehung liest man ab, dass das obige Teilschrittverfahren wie das einfache
Crank-Nicolson-Schema von zweiter Ordnung genau ist, und insbesondere dass es stark
A-stabil ist: 8
|Ro(2)] <1, Rez <0, lim |Ry(z)]==<1.
a

Re z——o00

Dieses Schema hat sich in der Praxis als besonders geeignet zur Behandlung von parabo-
lischen Problemen mit nicht notwendig reguldren Daten erwiesen.
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ii) Rothe-Methode: Die Differentialgleichung wird zunichst mit einem A-stabilen Verfah-
ren in der Zeit diskretisiert. Bei Verwendung z. B. des impliziten Euler-Schemas ergibt
sich eine Folge von stationéiren Randwertaufgaben (vom Sturm-Liouville-Typ)

U™ — akd2U™ = U™ 4 kf™ m>1, U =u.

Diese Probleme werden nun nacheinander auf moglicherweise wechselnden, dem Losungs-
verlauf angepassten Ortsgittern diskretisiert. Das Problem ist dabei der addquate Transfer
der jeweiligen Startlosung U™ ! vom alten auf das neue Ortsgitter. Hier zeigt sich wieder
der systematische Vorteil einer Finite-Elemente-Galerkin-Methode, bei der sich ganz au-
tomatisch als richtige Wahl die L?-Projektion von U™~ ! auf das neue Gitter ergibt. Die
theoretische Analyse der Rothe-Methode mit wechselnder Ortsdiskretisierung ist wesent-
lich schwieriger als die der einfachen Linienmethode und kann im Rahmen dieser kurzen
Einfiihrung nicht beschrieben werden.

iii) Globale Diskretisierung: Ahnlich wie bei den Transportproblemen kénnte auch bei der
Wirmeleitungsgleichung eine simultane Diskretisierung (etwa mit einem Finite-Elemente-
Galerkin-Verfahren) auf einem unstrukturierten Gitter der ganzen (x,¢)-Ebene erfolgen.
Dieser theoretisch durchaus attraktive Ansatz wird aber bei hoher dimensionalen Pro-
blemen wegen der globalen Kopplung aller Unbekannten zu rechenaufwendig und spielt
daher in der Praxis keine Rolle.

12.3 Laplace-Gleichung (elliptisches Problem)

Wir verwenden wieder die Bezeichnung = := (x1,25)”7 von oben fiir Punkte der (1, z5)-
Ebene und betrachten auf dem (offenen) Bereich Q = {z € R?|0 < x; < 1 (i = 1,2)} die
Differentialgleichung

—Au(z) == —0tu(z) — dsu(z) = f(z), z€Q, (12.3.23)

mit dem sog. ,Laplace-Operator® A fiir gegebene rechte Seite f(z). Diese ,,Poisson-
Gleichung® genannte Differentialgleichung 2. Ordnung ist der Prototyp eines , elliptischen
Problems. Diese sind dadurch ausgezeichnet, dass es keine charakteristischen Richtungen
gibt, d. h.: Stérungen breiten sich in alle Richtungen mit unendlicher Geschwindigkeit aus.
Entsprechend diirfen (und miissen) analog wie beim eindimensionalen Sturm-Liouville-
Problem auch wieder entlang des ganzen Randes 02 des betrachteten Losungsgebiets €2
Vorgaben fiir die Losung gemacht werden. Wir betrachten hier der Einfachheit halber nur
homogene Dirichletsche Randbedingungen u(z) =0, x € 99 (sog. ,,1. Randwertproblem
des Laplace-Operators“). Die Losung w beschreibt z. B. die Auslenkung einer (ideali-
sierten) elastischen Membran, die {iber dem Gebiet 2 horizontal gespannt und mit einer
Kraftdichte f vertikal belastet wird. Eine Losung u(z) ist i. Allg. nicht explizit angebbar,
so dass man auf numerische Approximation angewiesen ist. Der Nachweis der Existenz
von Losungen der Poisson-Gleichung kann hier im Rahmen dieser Einfithrung nicht be-
schrieben werden. Er ist wesentlich aufwendiger als das entsprechende Argument bei den
eindimensionalen Sturm-Liouville-Problemen. Die Eindeutigkeit von Losungen folgt aber
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wieder mit einem einfachen Variationsargument. Seien u (i = 1,2) zwei Losungen mit
endlicher ,potentielle Energie“:

B := 3(Vu®, Vul)g — (f,u")q < co.

Hier bezeichnet (v,w)q := [, v(x)w(z)dr das L*-Skalarprodukt iiber dem Gebiet €.
Dann gilt fiir die Differenz w = u(® — 4

(VUJ, Vw)Q = (_Aw7w)§2 =0

und folglich wegen der Randbedingung notwendig w = konst. = 0. Wir bemerken noch,
dass die Losungen elliptischer Probleme auf Gebieten mit nicht glatten Réandern (wie
das hier betrachtete Quadrat) bei den Eckpunkten i. Allg. lokale Irregularitéten, d. h.
Singularitéten in hoheren Ableitungen, besitzen.

12.3.1 Differenzenverfahren

Die Differenzendiskretisierung des Poisson-Problems (12.3.23) erfolgt analog wie die des
Sturm-Liouville-Problems in einer Dimension. Wir iiberdecken den Bereich € wieder mit
einem achsen-parallelen Tensorproduktgitter , := {z € Q|z = zy; = (ih, jh)T, (i,j =
0,...,m + 1) mit der konstanten Gitterweite h = (m + 1)~'. Die Verwendung derselben
festen Gitterweite in alle Ortsrichtungen ist nicht zwingend und erfolgt hier nur der Ein-
fachheit halber. Die N = m? inneren Gitterpunkte, bezeichnet als die Punktmenge €,
werden zeilenweise durchnumeriert.

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
} 13 14 15 16
h

h

Abbildung 12.1: Diskretisierungsgitter des Modellproblems

Auf dem Gitter €, werden Gitterfunktionen U, := (U”)’Z"le0 gesucht als Losungen der
Differenzengleichungen

7AhUh = th Tij € Qh, (12324)
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mit der Notation

(AnUn)ij = h™2(4Usj = Uiprj = Uiaj = Uijor = Uijpn)
(Fh)ij = flzig), 1<id,j5<m.

Die geometrische Verteilung der Stiitzstellen fiir diesen Differenzenoperator begriinden sei-
nen Namen , 5-Punkte-Operator . Entsprechend den gegebenen Randbedingungen werden
die Randwerte Uy; = 0, U;o = 0 gesetzt. Die Gitterwerte sind dann Approximationen
der exakten Losung, U;; =~ u(z;;) . Das Differenzenschema (12.3.24) ist dquivalent zu dem
linearen Gleichungssystem

AU, = by, (12.3.25)

,,,,,

fir den Vektor Uy = (Usj)ij=1,..m € RY der unbekannten Knotenwerte. Die Matrix hat
die schon bekannte Gestalt (I, die m xm-Einheitsmatrix)

B, —I, 4 -1
_I, B, -I, 14—
Ap=h"? .o N B,= _ m

Die rechte Seite ist bestimmt durch b, = (f(211),. .., f(2mm))? . Die Matrix A, ist

a) eine diinn besetzte Bandmatrix mit der Bandbreite 2m + 1;
b) symmetrisch, irreduzibel und schwach diagonal dominant;

¢) positiv definit und M-Matrix.

Die M-Matrixeigenschaft von Aj erlaubt es, bei der Fehleranalyse fiir die Differenzen-
approximation (12.3.24) analog vorzugehen wie vorher beim Sturm-Liouville-Problem in
einer Dimension.

Satz 12.3 (5-Punkte-Schema): Fiir die 5-Punkte-Differenzenapprozimation (12.5.24)
der Poisson-Gleichung (12.3.23) gilt im Falle einer hinreichend glatten Losung die a priori
Fehlerabschdtzung

max |u(z;) — Usj| < g MA*, (12.3.26)
Tij
mit der Konstante M := maxg{|0ju| + |O5ul|}.
Beweis: Der Abschneidefehler der 5-Punkte-Differenzenapproximation gentigt der Abschitzung

max |7,| := max |fi; — (Apu)y| < %hz mgx{|8fu| + \8§u|}
Q i €EQp Q
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Hieraus ersehen wir, dafl die Differenzenapproximation exakt ist insbesondere fiir quadra-
tische Polynome. Die Fehlerfunktion des Verfahrens sei mit ej := uj, — U, bezeichnet.
Aus der M-Matrix-Figenschaft der zum Differenzenoperator —A,; korrespondierenden
Matrix Aj, folgt fiir deren Inverse komponentenweise A;l > 0. Fiir jede Gitterfunktion
vy, implizieren dann die Beziehungen —Ajv, <0 in ©Q und v, < 0 auf 09 notwendig,

dass v, <0 in ganz €, (diskretes , Maximumprinzip®). Wir definieren die quadratische

Funktion w(z) := cMh?(21(1 — 1) + 22(1 — 22)) sowie die zugehérige Gitterfunktion

wy, . In Gitterpunkten auf dem Rand 08, ist offensichtlich wj, > 0 und
—Apwy, = —Aw = -5 MB35 € Qy,
Dann ist weiter +e;, — wp, < 0 in Punkten auf 99, und
—Ap(Fe, —wy) = +7, — 1—12Mh2 <0, z; €.

Folglich muss
—wp < ep < Wy

auf ganz 2, sein. Dies impliziert die behauptete Fehlerabschétzung. Q.E.D.

Das Hauptproblem bei der numerischen Approximation von elliptischen Randwert-
aufgaben vom Typ (12.3.23) ist die effiziente Losung der auftretenden grofien, linearen
Gleichungssysteme. Um dies einzuschétzen, betrachten wir die folgende Modellsituation:
Zu der speziellen rechten Seite f(x) = 27?sin(mx)sin(rxs) gehort die exakte Losung

u(z) = sin(mxy) sin(mwas) .
Aus der obigen a priori Fehlerabschitzung (12.3.26) entnehmen wir hierfiir
max |u(zy;) — Uyl < =mth? .

Zur Erzielung einer Genauigkeit von & = 10~* (vier Stellen) ist also die Gitterweite
h ~ V961 2107% ~ 1072,

erforderlich. Die Anzahl von Unbekannten im System (12.3.25) ist dann N ~ 10%.

Zur Bestimmung der Konditionierung der zugehorigen Systemmatrix A; berechnen
wir wieder ihre Eigenwerte und Eigenvektoren:

M = h™2{4 — 2 (cos(kh) + cos(lhm))}, w* = (sin(ikhr) sin(jIh7))ij=1, m -

.....

Also ist

)\max = h_2{4 — 4 cos (1 — h)ﬂ'} = Sh_2 + O(l)
Amin = h72{4 —4cos (hm)} = h*2{4 —4(1— %wziﬂ)} + O(hz)) — on? 1 O(h2)

und somit
condy(Ay) ~ 47 2h 2.
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Fiir die Gitterweite h = 1072 folgt also condy(Ay) & 477210~* =~ 5.000 .

Zur Bestimmung der Losung des durch Diskretisierung der Randwertaufgabe (12.3.23)
entstehenden (N x N)-Gleichungssystems A,U;, = b, bendtigen die einfachen Fixpunkti-
terationen (Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren) O(N?) Operationen. Als direktes Verfah-
ren erfordert das Cholesky-Verfahren bei Beriicksichtigung der speziellen Struktur der Sy-
stemmatrix O(m?N) = O(N?) Operationen zur Berechnung der Zerlegung A; = L, LT
und das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen. Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass
letzteres O(mN) = O(N3/?) Speicherplitze benstigt im Gegensatz zu den nur O(N)
der einfachen Iterationsverfahren. In den letzten Jahren wurden sehr effiziente Verfahren
zur Lésung von Problemen des obigen Typs entwickelt (die sog. ,, Mehrgitter-Verfahren®),
die in der Regel die N Unbekannten mit O(N) Operationen auf Diskretisierungsfehler-
genauigkeit berechnen.

12.3.2 Finite-Elemente-Galerkin-Verfahren

Das Finite-Elemente-Verfahren zur Approximation der Poisson-Gleichung (12.3.23) sieht
formal genauso aus wie beim Sturm-Liouville-Problem in einer Dimension. Ausgangspunkt
ist wieder eine variationellen Formulierung des Problems:

weV: (Vu,Vo)a=(fi9)a VYpeV. (12.3.27)

Dabei bezeichnet V' den Raum der Funktionen mit endlicher Energie E(-). Fiir unsere
Zwecke geniigt es zu wissen, dass dieser Funktionenraum den folgenden Raum als Teilraum
enthélt:

Vi={veC(Q)|v stiickweise stetig differenzierbar, vjgo =0} .

Fiir Funktionen aus V' gilt die mehrdimensionale Poincarésche Ungleichung
IVulle = collvlla, veV.

Zur Diskretisierung wird der Bereich Q wieder in Dreiecke K zerlegt, wobei je zwei
Dreiecke nur eine ganze Seite oder einem Eckpunkt gemeinsam haben koénnen, d. h. sog.
,héngende® Knoten sind hier nicht erlaubt. Die Knotenpunkte dieser Triangulierung wer-
den mit P, bezeichnet, wobei die Art der Numerierung beliebig ist. Die Triangulierung
Ty, ist i. Allg. unstrukturiert, d. h.: Die Knotenpunkte brauchen keine zeilenweise bzw.
spaltenweise Numerierung zu erlauben. Die Feinheit von 7}, wird durch die lokale Zell-
weite hg := diam(K) und die globale Gitterweite h := maxger, hi beschrieben. Auf
der Triangulierung 7}, wird der folgende Finite-Elemente- Ansatzraum stiickweise linearer
Funktionen definiert:

Vi, = {Uh S V| Vh|K S Pl(K), K e Th}.
Die approximierenden Probleme lauten dann

up € V- (Vuh, Vgph)g = (f, (ph)Q V(ph cV,. (12328)
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Wie im eindimensionalen Fall wird eine ,, Knotenbasis“ {cpgf), t=1,.,N = dimV,}
von V;, eingefithrt (sog. ,Lagrange-Basis“ ), bzgl. derer jede Funktion v, € V}, eine
Darstellung der Form besitzt

N
ve= > un(P)gy .
i=1

Bei Verwendung dieser Basis ist das diskrete Problem (12.3.28) wieder dquivalent zu einem
linearen Gleichungssystem
ApUp = by,
fiir den Vektor Uy, = (up(P;))Y, der Knotenwerte mit der Systemmatrix (sog. ,,Steifig-
keitsmatrix“) A, = (a;;)7 und der rechten Seite (sog. , Lastvektor®) by, = (b;)}; :
aij = (Vo Ve e, b= (f,Ve)a.

Die Matrix A, ist wieder symmetrisch und (im Hinblick auf die Poincarésche Unglei-
chung) auch positiv definit. Man kann zeigen, dass ihre Spektralkondition sich auch auf
allgemeinen Triangulierungen stets wie die des 5-Punkte-Differenzenoperators verhélt:
condy(Ay,) = O(h~2). Dabei ist die Potenz h~2 weder durch die Raumdimension noch
durch den Polynomgrad der Ansatzfunktionen sondern allein durch die Ordnung des Dif-
ferentialoperators A bestimmt.

Mit Hilfe der ,,Galerkin-Orthogonalitat® fiir die Fehlerfunktion e := u — uy, ,
(Ve,Von)a=0, ¢n€ Vi,
erschlieflen wir wieder die Bestapproximationseigenschaft des Galerkin-Verfahrens:
|Vello < min ||[V(u—¢p)|la- (12.3.29)
PhEVR
Fiir Funktionen v € V' definieren wir wieder die Knoteninterpolierende I,v € V}, durch
Lyw(P) =v(P), (i=1,..,N). Fiir den zugehdrigen Interpolationsfehler gilt
V(v = Iyw)||x < cihgl| V0K, (12.3.30)
wobei V2v den Tensor der zweiten partiellen Ableitungen von v bezeichnet. Durch Kom-
bination der Abschitzungen (12.3.29) und (12.3.30) erhalten wir folgendes Resultat:
Satz 12.4 (FEM): Fir die Finite- Elemente-Galerkin-Methode (12.5.28) mit stickweise
linearen Ansatzfunktionen gilt die Konvergenzabschdtzung
[Vella < e[| Vullq . (12.3.31)
Mit Hilfe eines Dualitétsarguments analog zu dem beim Sturm-Liouville-Problem ver-
wendeten lisst sich auch eine verbesserte L2-Fehlerabschiitzung herleiten,
lella < cicsh? || Vullq - (12.3.32)

Dabei ist diesmal allerdings die Abschitzung der Stabilitdtskonstante c¢g fiir das duale
Problem

Az =|lelg'e nQ,  za0 =0, (12.3.33)

wesentlich komplizierter (und i. Allg. auf nicht glattberandeten Gebieten in dieser Form
auch gar nicht richtig).






A Loésungen der Ubungsaufgaben
Im Folgenden sind Lésungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Ubungs-

aufgaben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nur um Losungsvorschéige ohne An-
spruch auf Vollstandigkeit zur Anregung weiterer eigener Uberlegungen.

A.1 Kapitel 1

Losung A.1.1: a) Wir fithren die Bezeichnungen w; = v, uy := v/, ug := 0", uy :=

0" us := u, ug := v, ein und erhalten das System

(@), uy(x) = us(z), uy(r) = ua(z)

uy(7) = f(z) + a(@)us(x), us(x) = ug(x), ug(z) = g(x) — b(x)us(2).

b) Zunichst wird v’ = g — bv eingesetzt und dann analog zu (a) verfahren.

Losung A.1.2: a) Sei u Losung der Anfangswertaufgabe
u'(t) = f(tu(t), 0<t<T, u(0)=u.

Durch Integration iiber [0, ¢] erhalten wir

/Ot u'(s)ds = /Ot f(s,u(s))ds,

und somit
u(t) = u(0) + /0 f(s,u(s))ds = up + /0 f(s,u(s))ds.

Sei nun w Losung der Integralgleichung

t
u(t) = ug +/ f(s,u(s))ds, 0<t<T.
0
Dann ist zunéchst
0
u(0) = ug —|—/ f(s,u(s))ds = uo.
0

Auflerdem ist u nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stetig diffe-
renzierbar mit

W)= o / f(s,u(s)) ds = f(t,u(t).

271
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b) Fiir den Integraloperator K : C[0,7] — C[0,T7] gilt:

|K@@—mew:m+/3mwmw—m—éﬁawmwu

= H/ (s,v(s)) — f(s,u(s))) dSH

< ||f(87v(8))—f( su(s))| ds

<A 1£(s.0(s)) — (s, u(s))]| ds.

Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von f(¢,-) ergibt sich

t
1K (0)(t) = K(u)(®)]| S/O Lljo(s) — u(s)| ds
T
<L max ||[v(7) —u(7)|| ds = LT||v — t/|o-
o TE0,T]
Da diese Abschétzung fiir jedes ¢ € [0,7] gilt, folgt
1K (v) = K(u)]loo < LT[0 — tf|.

Also ist K im Falle ¢ := LT < 1 eine Kontraktion, so dass der Banachsche Fixpunktsatz
anwendbar ist.
c¢) Es gilt die a priori Fehlerabschéitzung

qk

lu* = ulloe < 1—Hu1 — ]l

= max H/ f(s,ug dSH < 7T||f( o) || oo

1—q te[0,77]

und die a posteriori Fehlerabschétzung

lc—lHoo

q
o =l < 1t~

Losung A.1.3: Wir schreiben die AWA in der Form «'(t) = f(¢,u(t)). Alle Funktionen
f sind stetig, es existiert also jeweils (mindestens) eine lokale Losung.

a) Eine Losung ist (nach Text) u(t) = (1—¢)~!. Wegen der (lokalen) L-Stetigkeit von f
ist diese im Existenzintervall eindeutig. Sie wird jedoch fiir ¢ — 1 singuldr. Gébe es
eine Losung auch fiir ¢ > 1, so miisste diese fiir ¢ < 1 mit (1—¢)~! iibereinstimmen.
Die Losung existiert also nicht global und ist auch nicht gleichméflig beschréankt.

b) Wegen der lokalen L-Stetigkeit der Funktion f(t,2) = —2? esistiert eine lokale, ein-
deutige Losung. Dies ist gerade u(t) = (1+¢)~!. Diese Losung ist global fortsetzbar
und beschrankt.
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¢) Eine lokale Losung existiert nach dem Existenzsatz von Peano. Fiir diese gilt wegen
u'(t) = uw(t)/? > 0 fiir alle ¢ aus ihrem Existenzintervall notwendig wu(t) > 1.
Wegen der L-Stetigkeit der Funktion f(x) = 2'/? fiir 2 > 1 ist diese Losung also
eindeutig. Diese Losung hat die explizite Gestalt

u(t) = (1+ 5t)°

und ist offenbar global®, d.h. fiir alle ¢ > 0 definiert, aber nicht beschrankt.
Bemerkung: Fiir den Anfangswert w(0) = 0 gidbe es dagegen die unendlich vielen

Losungen
@ {0, 0<t<e
U(T) = 2
[Lt—0)]", c<t

d) Hier ist f(t,x) = cos(z) — 2. Wir konnen den globalen Existenzsatz aus dem Text
anwenden:
|f(t,x)] = |cos(x) — 2z| < |cos(x)| + 2|z| < 2]z + 1.

Auflerdem ist f global L-stetig:

|f(t,x) = f(t,y)| = | cos(z) — cos(y) + 2y — 2z
< |cos(x) — cos(y)| + 2|z — y]
=[sin(€)(z —y)[+ 2z -yl (€€ [z, y])
<l —yl+2lz —yl =3[z —yl.

Also ist die AWA global eindeutig 16sbar. Da f auBlerdem der Monotoniebedingung
geniigt und |f(£,0)] =1 < oo ist, folgt die Beschrianktheit (sowie die exponentielle
Stabilitdt) nach dem globalen Stabilitétssatz.

Losung A.1.4: a) Angenommen, die AWA besitze eine eindeutige Losung u, aber nicht
die gesamte Folge (up), konvergiere gegen diese. Dann existiert eine Teilfolge (up) von
(up), die nicht gegen u konvergiert und fiir die u auch kein Haufungspunkt ist. Auf die-
se Teilfolge wenden wir den Satz von Arzela-Ascoli an. Dieser liefert die Existenz einer
weiteren Teilfolge, die gegen eine Losung v konvergiert. Da nach Voraussetzung u # v
gilt, u aber die einzige Losung der AWA sein soll, ergibt sich ein Widerspruch.

b) Der Satz von Peano und der Fortsetzungssatz behalten ihre Giiltigkeit: Wir unter-
teilen das Zeitintervall so, dass die (endlich vielen) Unstetigkeitsstellen mit Stiitzstellen
zusammenfallen. Danach wenden wir den Satz sukzessive fiir jedes Teilintervall an. Die
Anfangswerte auf den Teilintervallen sind gerade die Endwerte der vorangegangenen, vor-
ausgesetzt diese existieren iiberhaupt (wegen der unter Umstédnden nur lokalen Existenz
des vorhergehenden Losungsstiickes).

Losung A.1.5: Zum Beweis schreiben wir fiir jede einzelne Komponente von f(¢,x):

filt,z) — fi(t,z") /8flf1+s(ac ') dsf/ Zafzt%'+$(l a'))(x;—a%) ds
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und finden durch Normbildung und Ausnutzen der Vertriglichkeit von euklidischer Norm
und Frobenius-Norm:

1t 2) — F(t, ) |\</ ||Zafm+s<x ) () || ds

! . / ny |2 1/2 ’
< [ [ S 1osttta+sta-aP] o - l1ds
0

i,j=1

<1Kdl|z—2.

Losung A.1.6: Eine Differentialgleichung
u'(t) = f(t, u(t))
heit (stark) ,monoton“, wenn gilt:

Monotone AWA mit sup,cp, ) [|f(#,0)[|2 < 0o haben nach einem Resultat aus derm Text
globale, gleichméfig beschrinkte Losungen.

a) Fir f(t,z) .= A(t)x +b(t) gilt, wenn A(t) gleichméafig fur ¢ > ¢, negativ definit ist:
—(ft.x) = ft.y), 2 =yl = —(A)(@ —y),z —y)2 2 1llz —yll}, =,y R,
d. h.: die AWA ist ,monoton“.

b) Die Matrix —A ist symmetrisch und strikt diagonal-dominant und hat folglich nur
positive Eigenwerte. Also ist A negativ definit.

c¢) Weiter gilt im Falle sup,-, [|b(t)||]2 < oo:
sup [| f(t,0)[l2 = sup [[b(t) |2 < oo,
t>to t>to

d. h.: Die Losung der linearen AWA ist gleichméfig beschréinkt.

Losung A.1.7 (Praktische Aufgabe): Fiir die verschiedenen Verfahren ergibt sich:

i) Sukzessive Approximation: Bemerkung: Die sukzessive Appro-
®(1) — tan(1 ximation liefert eigentlich Naherun-
k| u®(1) M gen fiir den ganzen Losungsverlauf,
tan(1) u(t), kann aber auch auf die Be-
1| 1.0000000 0.35790738 rechnung von u(1) beschréankt wer-
21 1.3333333 0.14387651 den. Der Hauptaufwand bei der
3| 1.4825397 0.04807222 Durchfiihrung der Methode besteht
in der Berechnung der Integrale
4 | 1.5369594 0.01312974 fo ))ds, was in der Regel
5 | 1.5527855 0.00296787 mit Quadraturformeln (am besten
6 1.5565238 0.00056754 mit der ROIIlbeI‘g—l\leth(?de.) unter
Verwendung von a posteriori Fehler-

7 | 1.5572616 0.00009384 kontrolle erfolgen mus.
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ii) Taylor-Methode: ili) Polygonzugmethode:
UM (1) — tan(1 — tan(1

i Ul(R)(l) 1 (tézn(l) 2 e N ’yNtan(l)( )’

1 | 1.0000000 0.35790738 1 1.0000000 | 0.35790738

2 | 1.0000000 0.35790738 2 1.1250000 | 0.27764581

3 | 1.3333333 0.14387651 4 1.2551867 | 0.19405390

4 | 1.3333333 0.14387651 8 1.3669378 | 0.12229936

5 | 1.4666667 0.05826416 16 | 1.4472379 | 0.07073923

6 | 1.4666667 0.05826416 32 | 1.4974739 | 0.03848307

7 | 1.5206349 0.02361155 64 | 1.5260316 | 0.02014639

8 | 1.5206349 0.02361155 128 | 1.5413373 | 0.01031867

9 | 1.5425044 0.00956931 256 | 1.5492728 | 0.00522339

10 | 1.5425044 0.00956931 512 | 1.5533148 | 0.00262806

11 | 1.5513676 0.00387829 1024 | 1.5553548 | 0.00131817

12 | 1.5513676 0.00387829 2048 | 1.5563796 | 0.00066012

13 | 1.5549598 0.00157181 4096 | 1.5568933 | 0.00033032

14 | 1.5549598 0.00157181 8192 | 1.5571504 | 0.00016523

15 | 1.5564156 0.00063703 16384 | 1.5572790 | 0.00008263

16} 1.5564156 0-00063703 Bemerkung: Die Polygonzugmethode lie-

17| 1.5570056 0.00025818 fert automatisch Naherungen y, fiir den

18 | 1.5570056 0.00025818 ganzen Losungsverlauf und nicht nur zum

19 | 1.5572448 0.00010464 Endwert ¢ = 1. Der zu ihrer Durchfiih-
rung notwendige Aufwand besteht im We-

20 | 1.5572448 0.00010464 sentlichen in den Funktionsauswertungen

21 | 1.5573417 0.00004241 f(t;,y;) in den einzelnen Zeitschritten.

A.2 Kapitel 2

Losung A.2.1: a) Unter Konsistenz (eines Einschrittverfahrens mit einer AWA) versteht
man das Verschwinden des lokalen Diskretisierungsfehlers (Abschneidefehlers)

1
b= (un - un—l) - F(hn;tn—hun—l)

"l
bei kleiner werdender Schrittweite h = max, (k) :

max ||7"|| = 0 fiir A — 0.
tn€l
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Das Einschrittverfahren hat die Konsistenzordnung m , wenn gilt
h — hm
max | 71| = O(7).

bl) Diese Formel entstand durch Koeffizientenvergleich aus der 2-stufigen Runge-Kutta-
Formel mit der Taylormethode. Ansatz:

F(h'ru tn—la yn—l) = le + CQf(t + hna27u + hanIf)

Taylorentwicklung in Termen von h,, ergibt:

gy
F(hn;tn—lvyn—l) = Z T_’;LahnF‘

r=0

= (c1 + o) f + caaghy fi + cabaho f fo + O(R2).

hn=0

Koeffizientenvergleich mit der Taylormethode liefert die Konsistenzbedingung:

(Cl + C2)f + CZCLthft + 02b21hnffac + O(h‘i) ; f + %hn{ft + fxf} + O(hi)

Mit der Wahl ¢; =0, ¢co =1 und ay = by = % erhélt man also gerade eine Methode 2.
Ordnung.

b2) Diese Formel ist eine 3-stufige Runge-Kutta-Formel

F(hpitn1,Yn-1) = c1ky + coko + c3ks

J(tn1,Yn-1),
ky = f(ta-1 + ha@o, Y1 + hnbarkr) = f(tao1 + hnaz, Y1 + hnbar f),
J(tno1 + hnas, Yn—1 + hnbsiki + hypbsaks)

f(tn1 + hpas, o1+ hpbor f + hpbsa f (t,—1 + hag, Y1 + hbor f)).

Taylorentwicklung der Verfahrensfunktion ergibt:

F(hpitn1,yn—1) = (c1 + c2 + c3) f + (caaz + c3ag)hn fi 4+ (c2ba1 + c3bs1 + c3bsa)hn f fa
+ (3203 + 2c3a3)h2 fur + (coa0bor + c3asbs + c3azbsn) R f fra
+ ($e2b3y + Sesbyy + csbsibsa + Se3b3y)RE [ foa
+ csagbsohi, fif2 + csbanbsahil f f72 + O(h))

Koeffizientenvergleich mit der Taylormethode

Flhpita 1,yn 1) = f + Sha{fi+ [ 12}
+ éhi{ftt + fotar + f2fmm + ftfa: + ffz2} + O(hi)
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ergibt die Konsistenzbedingungen:

c1+co+c3 =1,

1

C209 + C3a3 = 5,

_ 1

Cabo1 + c3b31 + 3b32 = 3,

1,02 1. 2 _ 1

562612 + 5(33&3 =%

_ 1

C2a2ba1 + c3a3bs1 + czasbzy = 3,

1,12 4 1,32 1,12 _ 1

502()21 + 563[)31 =+ 03b31b32 + 503[)32 )

1

c3a2b3y = 67

1

c3ba1bgy = 6"

Ablesen der Koeffizienten ergibt:

_ 1 _ 5 _ 4 _ 1 _5 _ 1 __ 5 _5
€1 =1 C=71p ©@B=19 A2=73, a4 =y, bzl—g, b31——§7 532—1-

Die so konstruierte Runge-Kutta-Formel ist demnach von 3. Ordnung.

(Alternativer Zugang: Die endgiiltigen Koeffizienten direkt in der Taylorentwicklung der
Verfahrensfunktion einsetzen.)

Losung A.2.2: a) Es geniigt, die L-Stetigkeit der k,.(h;t,x) zu zeigen. Zunichst schétzt
man allgemein ab:

|

Hhmﬁwy—mmﬁyﬂzHf@+hmw+h§3@$J—f@+hmw+hﬁém$0
s=1

s=1

< Ly (B3 Wl ksl 2) = Bulhs )l + =) (%)

s=1

Unter der Schrittweitenbedingung Lh|b,,| < 1 erhdlt man:

k(R t, ) — K (hst, y)|
R

1
<o Ly (h S bl kbt o) — kit o)+ e —ul) O
1 — Lshl|b,,| T
Diese Ungleichung erlaubt es nun, induktiv die L-Stetigkeit der k, zu zeigen:

Induktionsanfang: Fiir R =1 folgt sofort die Lipschitz-Stetigkeit von k;.
Induktionsschritt: Einsetzen der Ungleichung (*) fir kg in die Ungleichungen (**) fiir

ki, , kg1 liefert R —1 Ungleichungen mit modifizierten Koeffizienten:

R—1
lbor | Ly h
kn(hit, ) — ko(ht, )| < Le| b m50+————f>mhmx—@ma
([ ( ) = k(B t y) | f( ;l | 1= Lyhlba] [ s ( ) = ks(h;t,y)||

Lih(R—1)|b,

T — firr=1,---,R—1
R AT ) yn)
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Nach Induktionsvoraussetzung sind die k., r = 1,--- , R—1 aufgrund dieses Ungleichungs-
systems L-stetig. Nach Ungleichung (**) ist somit auch kg L-stetig.

b) Durch Taylorentwicklung erhalten wir

Tn = % - F(hmtnflvunfl)
w1+ Bl |+ O(h2) —
- et u”712_ ( ”) fnt - F(hn;tnfla“nfl)
= ’U’;L 1 (hm b1, Un— 1) + O(hn)

= f( n—1 Un— 1 Zcrkr hna tnfla unfl) + O(hn)

R

= Sltnr unr) = 3 e fltacrs ) + Oha) | +O(h)
= f(tn-1,un—1 { le:ér}

Das Verfahren ist konsistent, falls 7, — 0 (h, — 0). Dies ist offensichtlich genau dann
der Fall, wenn Zf;l ¢ =1 gilt.
Losung A.2.3: Mit é, := ¢, — u, gilt
én = én—l + hn (F(hna tn—l; gn—l) - F(hna tn—17 un—l)) - hnTn + En
und damit
Enll < llen—1ll + Anl[F (s tn1s Gn1) = F (hn; e, un—0)l| + b |70l + [lenl
< ”én—lH + hnL”én—ln + hnHTnH + ”5”“

n—1 n n
< el + LY husallell + > hllnll + el
v=0 v=1 v=1

Mit Hilfe des diskreten Gronwallschen Lemmas erschlieft man

n—1 n n
Jenll < exp [23 b {lleoll + D mlimll + D Il }
v=0 v=1 v=1
n n
Ltn—to) [ |1 5 -1
< ol + gma Nl 32 1+ 3 b el
v= v=

n
< Hn = YGg|| 4 (b — to) max [l + max hitllenll b}

v=1

L(tn—to) > _ -1
< 29 { @]l + (tn = to) ( max [7ll +eps max b yall) },
=:K(tn)

was zU zeigen war.
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Losung A.2.4: a) Mit dem Ansatz a(h) = a + ch® ergibt sich
a(h)—a  ch* ga
a(h/2) —a  c(h/2)>

a(h) —a
“= logl(2) log <’a(h/2) - aD '

Wenn der Limes a nicht bekannt ist, schreiben wir

und folglich

a(h) —a(h/2) _ a(h) —a+a—a(h/2) __cht - c(h/2)~
a(h/2) —a(h/4)  a(h/2) —a+a—a(h/4)  c(h/2)* —c(h/4)®
1-2"«
S S — U
9-a _ 4-a

und erhalten

1 a(h) —a(h/2)
O o) 8 (’ a(h)2) — a(h/4)‘ '
b) Fiir die gegebenen Folgen ergibt sich:

@ 10g1(2) log <’ ac(llgl;)Q)_—aa D ~1

(Izlm;mlm%<h$§;;fxgig\>;*2

und

Losung A.2.5 (Praktische Aufgabe): Zu approximieren ist die Losung der AWA
u/'(t) = sin(u(t)), t €[0,10], u(0)=1.

Die exakte Losung berechnet man mittels ,, TdV*:

u(t) t

(o) sin(2)

N ln(tan (?)) — ln(tan (U(QO))) =1t
< In(tan (@)) =t+ ln(tan(%))
& tan (“Y) — exp(t + m(tan(2))

2
1
& u(t) = 2arctan(e’ tan (5))

Probe: Mit den Beziehungen

sin(arctan(z)) =

cos(arctan(z)) =

sin(2x) = 2sin(x) cos(x)
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gilt mit x := e’ tan(1/2):

sowie

sin(u(t)) = sin(2 arctan(z))

= 2 -sin(arctan(x)) - cos(arctan(z))

- x 1
VIi+z2 1+ a2
1
—9. = .
1+ a2 .

AuBerdem ist der Anfangswert erfiillt: u(0) = 2 - arctan(tan (1)) =21 = 1.

Tabelle A.1: Iterationen, absolute Fehler e und Konvergenzordnung o

iter | h e(FE) |o(FE)| e(ME) |o(ME)| e (RK4) |o (RK4)
4 274 1 4.0%107° | 0.51 9.2% 1077 2.22 2.0 10710 4.14
27° | 2.1%107° | 0.78 2.2% 1077 2.09 1.2%1071 4.07
276 | 1.1%107° | 0.89 5.5% 1078 2.04 | 751071 4.04
277 | 55%10°% | 0.95 1.4%10°8 2.02 4.7 %1071 4.02
278 128%10°%| 097 | 34%107° 2.01 4%1071° 4.04
279 1 14%107%| 099 | 8510710 2.00 2%10°1 2.88
10 [271906.9%1077 | 0.99 |21%1071° 2.00 3x1071 2.12
11 | 271351077 | 1.00 |5.3%1071! 2.00 1%1071° -0.74
12 272 | 171077 | 1.00 | 1.3% 1071 2.00 61071 -1.26
13 | 2718 | 871078 | 1.00 | 3.3%107!2 2.00 3x1071 -0.74
14 |27 4351078 | 1.00 |82%1071 2.00 3x1071 0.62

© 00 = O Ot

Losung A.2.6: Nach Definition des Abschneidefehlers ist

1 T [ t—ty tn
Tn = _{un - un—l} - f(tm Uﬂ) =7 / ul(t) dt — ;ul(t)
hn hn Jy,_,

1 tn
_ _iT/ (t =t 1) (1) dt
n Jin_1
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und somit

]' tn "
Il < [ = el
n Jitn

1
< —Inax||u ||/ tpo1)dt = *hnItIlEIlXHuU(t)H.
€ln

h,, tel,

_ 1 2

= th
Fiir w, gilt w, = up_1 + hpf(tn, uy) + by, und damit fiir den Fehler e, := y,, — u,:

€n = €Ep—1 + hn (f(t’m yn) - f(tn’ un)) - hnTn
sowie unter Ausnutzung der Lipschitz-Stetigkeit von f(¢,z):
lenll < llen—all + hnLllenll + fnll7al-

Wiederholte Anwendung liefert

Fir h, < 1/L kénnen wir das diskrete Gronwallsche Lemma anwenden
(v :=maxi<<n(1 — Lhy)™1):

leall < exp [YL " k) {lleoll + > hulinll}
v=1 v=1
= ol + 3 hullml }

v=1
n
< wL(tnfm{ 3 }
<e Heo||+1glma§nllmll 1hu
p

< H0=0 fjjeq]| + (t — to) max |17l }
Mit |7, < %hm maxyey,, [|[u”(t)] folgt

lyn — w(tn)|| < e'vL(tn—to){“yO — ol + 3(tn — to) pax. {hm, max ||u ||}}

tE[tm—1,tm]

Losung A.2.7: i) Die erste behauptete Ungleichung ist dquivalent zu

e < ey
H el llyll H
Bezeichnet (-, -) das euklidische Skalarprodukt, so gilt (wegen ||z|| > 1, [ly|]| > 1):

z 2 1
lrer = morl = ey el = wliel 2llvll = wikel)

1
< Tl (N 1Plyl? = 26, )2yl + ly)?ll=]?}

= 2||z[l[ly[l — 2(z,)-
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Mit Hilfe der Young’schen Ungleichung (ab < %aZ + %bz) erschlieflen wir somit

[ =l = 2l = 260.) < ol =260 + Il = o =i,

was zu zeigen war. Die Richtigkeit der zweiten Ungleichung sieht man wie folgt:

x 2 x T T x
b= - G = G === -
[l ]| [[z]] [l ]
T T T
= (——L——z) + (m—z,——z)
]l ] [l

T, 2 r
_q_@2) —Hx||+(337Z)+<l’—Z’*_Z)
o] Il
1
(- Y@ 1 el (-5 - 2)
] [E4|
~——
>0, da [jz[[>1
< (1 o H)Hx” 2] +1 = flz]l + [z - zHH Izl ZH
<1
T X
<z —14+1—|z)| + |z — z||Hm — zH =[x — Z||Hm — ZH

Kiirzen liefert dann die Behauptung.
ii) Offenbar geniigt es, die L-Stetigkeit von f zu zeigen. Dabei kénnen drei Fille auftreten:
1. Fall (t,z),(t,y) € Uy
1F(tx) = Ft )l = 1f(t.2) = f(t.9)]l < Lylle = yll;
2. Fall (t,2),(t,y) € (I x RY)\ Uy,
17t ) = F(t o)l = 1 (t ) — f(2, 9,

— u(t) y— u(t)
< Ll = well = Lyl =y + 40— iy~ 0|
L e—ul)  y—ul)
Lol o=~ T =l
B p~ (= u(t)) p 'y —
L”Wm w—u)] o= HH
< Lypllp™ @—um—y+umm—me—w
3. Fall (t,z) € (I x RY)\ U, (t,y) € U,
17t ) = Ft.w)ll = 1t ) — F(t,9)]
x — u(t)
< Llry =9l = L lors =y + 0~

— gl e - o)

< Lypllp™ (@ = u(t) — y + u(t)|| = Lyl — .
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Losung A.2.8: Es gilt

Yn = Yn—1 + hn{f(tm yn) - f(tnv O)} + hnf(t’m O)

Wir multiplizieren mit ||y,|| "'y, und erhalten unter Ausnutzung der Monotonie

1Ynll < Nyall ™ Wnr Yn) = Anhnllyall + Pl £ (E0, ).
Dies ergibt
(1 + )‘nhn)Hyn” < Hyn71|| + hn”f(tm O)H
bzw.
”ynle +

1 B
n < T, N 1L T, N 1L t’I’L7O
Il < 5 1 0l

Wegen A, > A >0 (strikte Monotonie) erschlieen wir hieraus per Induktion:

< -1 .
lynll < 27" max [[f(t,,0)]
Fir n =1 gilt trivialerweise

1]l < === lInll < ||f(t1,0)|-

<
T 14+ Ay
Sei die Behauptung nun richtig fiir n — 1. Dann folgt:

1
||yn|| < 7“3/71—1” +t Hf(tmo)”

ho,
1+ Ahy, 1+ Ahy,

1
At max ||f(tl,,0||+

<
— 14+ Ah, 1<v<n

n 1
3 < — .
S (60 < 5 a1, 0)]

Dies vervollstédndigt den Beweis.

Losung A.2.9: a) Die L-Konstante der Fixpunktabbildung
g(x) = Yn—1 + hnF(hn7 tn> xZ, ynfl)

ist Ly = h,Lp mit der L-Konstante Lp der Verfahrensfunktion F(h;t,z,y) bzgl. des
Arguments y. Fir h, < L;l ist die Abbildung ¢(-) eine Kontraktion und die Fixpunkt-
iteration konvergiert nach dem Banachschen Fixpunktsatz. Man erhélt durch rekursives
Abschétzen mit Hilfe der L-Stetigkeit von ¢ die a priori Fehlerabschétzung:

(k) (k) _ Lk+1)| 4 |y(k+1) (Lk+2)‘ + ‘yék—‘rQ) _ y£k+3)| 4.

—Ynl < lyn
(P L) [y = y O + hy Ly + (haLp)* + -+ }

:M‘ym o
1 hoL; /n

|y,

IN

b) Wir suchen eine Nullstelle von

h(x) =T = Yn—1 — hnF(hna tna x, ynfl)-
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Mit der Jacobi-Matrix
Jh(z) =1 — hF.(hp;tn, T, Yn_1)
lautet das Newton-Verfahren ausgehend von einem Startwert yﬁbo):
u? =y,
Th(y$ )6y = =y 4 g1+ hF (B b, 50, 1),

¢) Das Newton-Verfahren ist unter der Bedingung, dass F zweimal stetig partiell diffe-
renzierbar ist und Jh(y,,) reguldr lokal quadratisch konvergent.

Losung A.2.10 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.2.11: a) Der Abschneidefehler

1 1
Tn = h_(un - unfl) - 5 (f(tn717 Unfl) + f(trmun))
der Trapezregel erlaubt die folgende Darstellung (zweimaliges partielles Integrieren):
1 [t
n = 77 t—tn)(t —t,_1)u" (1) dt.
=g |t ()

Abschatzen:

1
I7all < 5 s flu” |l A

b) A ist negativ definit und symmetrisch, d. h. es gibt eine Orthonormalbasis ON B
beziiglich derer A als Bilinearform Diagonalgestalt besitzt mit den negativen Eigenwerten
A1, -+ -+, A, auf der Diagonalen.

Betrachte nun die folgende Fehlerdarstellung fiir die Trapezregel:
(I — %hnA)en =(I+ %hnA)en_l + hy, T

Testen mit e, und anschlieBender Koordinatenwechsel auf ONB liefert:

((1— 1h, (Al M) )én,én> - ((1+;hn<

Es sei A der betragsméfig kleinste Eigenwert. Dann gilt

A1

))énhén)Jrhn(%n,én).
An

A1
(U 3D @) < 4 300 () [ Bermalll + s )
An

Im Folgenden sei nun eine globale Schrittweitenbedingung h,, < h angenommen mit einem
hinreichend kleinem h, so dass stets (die A; sind negativ):

A1
Jresn (7 )]st
An
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Division von (*) durch [|é,]| und anschlieBende Riicktransformation liefert:
(1 Sl llewll < llewoall + a7l
Hiermit beweist man nun induktiv die Fehlerdarstellung

llenll < 7 max |7, [|

|)\| 1<v<n
Induktionsanfang: Mit ||leg|| = 0 ergibt sich

Il < i

Jerf) < —on
T
S I VDY Al

Induktionsschritt:
1

T 17 N n— + TL
e Il

<

<2 e Il
— ax ||,
VR PYRPY R o VMDY I202n

=, 73l

¢) Es ergibt sich also mit Hilfe von (a ) und (b)

leall < = — sup " 2.

6 |/\| tel,
Dies liefert die globale Fehlerabschatzung

sup [leal| < = bupHU”’H h.

in>0 6 [\ 2>
Losung A.2.12: a) Es gilt
(1= hpa)llen]]* < (1= hok)[len|® + %HTnH2 Va>0,
mit k = 2\ — hL?.
Beweis: Es gilt fiir e, = u,, — yy:

€n =6€n_1+ hn (f(tn—la un—l) - f(tn—la yn—l) + hnTn-
Multiplizieren mit -2 e, liefert:
2”6””2 -2 (en—la en) =2 hn(f(tn—la un—l) - f(tn—17yn—1)7 en—l)

+ 2 hn(f(tn—la un—l) - f(tn—lv yn—l)a €n — en—l)
+ 2hy, (Ty, €5)

IA

_th)‘n||en—1||2 + 2h, Lllen—1ll [|en — en—1ll + 2hal| 70| [|en ]l

IN

2N Anllen1|* + 205 L¥|len—||* + [len — en-a®
h

+ EHHTHH2 + hna||enH2
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Mit dem Hinweis folgt:
Hen”2 + Hen—l - enH - Hen—IH < —th/\n||€n—1||2 + 2h72LL2Hen—1H2 + Hen - en—1H2

h
+ o lmall® + Ao aflen]?

Umformen:

h,
(1 - hna)HenHQ < (1 - hn}‘ + hiLQ)”en—lW + E”THHQ

b) Mit a = x/2 und 0.B.d.A. h < k™! folgt induktiv:

8
leall? < = mas |17,

Beweis:

hy,

. m 2 <
0 o 2

8
lleall <0+ I7]l* < — max |7, [*
K2

4
(1— $hk) K2 1<v<l
Weiterhin:
1—h,k hy,
1-— %hnn (1 — %hnlﬁ)%li
1—h,k i n hnp
1— %hnli K2 (1 - %hnl-@)%ﬂ

~[8(1 = huk) +4hy
N (1 - %hnn) K2

I7al?

A

lleall < llen1ll* +

max |7,
1<v<n

max |7,
1<v<n

8 2
= — max e
K 1<v<n

¢) Schliefllich gilt fiir den Abschneidefehler des expliziten Euler-Verfahrens:

17l < ghw sup [|u”]).
1,

v

Losung A.2.13: Durch Taylorentwicklung erhalten wir

Un = Up 1+ hnty_y + shoun_y + ghouny + O(hy)
= Up-—1 + hnf<tn—1a un—l) + %hif(l) (tn—b un—l) + %hif@) (tn—la un—l) + O(hi)
=ty + b f + 302 o+ fof Y+ §h{fu + 2f ] + foaf? + fifa + F2F} + O(hy)
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sowie

f(tnfl + hruynfl + hnf(tnfla ynfl)) =

Fiir den Abschneidefehler

Uy — Up—1 1

1
Tn = T - if(tnflvunfl) - if(tna Up—1 + hnf(tnflvunfﬂ)

ergibt sich damit

=+ lhn{ft + fof Y+ gl fu + 2fwf + foaf? + fofo + F2F} + O(h)
— 3F = 3f = shafi— Shnffo— Sh2 fu — ShEf fiw — Sh2F faa + O(B2)
— 52 {—ﬁ fio— 3FFro = S foo + S fifa + 2121} + O(B2).

Wir erhalten somit
T = T2 (tn_1)h2 + O(R3).

Eine weitere Taylorentwicklung von f(t, — h,, ) liefert die behauptete Beziehung

To = T2 (t) by, + O(h3).

Losung A.2.14: (i) Die folgende Uberlegung folgt der ontsprechcndcn Passage im Text
iir ,,Schrittweitenhalbierung®. Zur Bestimmung von 7,7, und damit der neuen Schritt-
weite h, 1 wihlen wir zunéchst eine Schitzschrittweite H (etwa H = 2h,,). Anwendung
des Einschrittverfahrens zum Startwert y, mit den Schrittweiten H (ein Schritt) und
H/4 (vier Schritte) ergibt zum vorldufigen Zeitpunkt ¢,1 := ¢,+H Néherungen y/,

bzw. yf ﬁ Fiir die Fehler gilt

yf-s—l —u(tni1) = en + H{F(H'tmyn) — F(H; tnaun)} Hr! Tn+1
= (1+O(H)) e, — H™ 77| + O(H™?),

H/4

bzw. eine analoge Identitt fiir y, | /4

Anwendung der Fehleridentitét

— u(tpq1/4) - Wir erhalten weiterhin durch rekursive

H/4 H/4 H/4
ynll (tn+1) = y7h{3/4 - u(tn+3/4) —+ }IH{F(lHQ In+3/4; yn+/3/4)

- F(lH; tn+3/47u(tn+3/4))} HTﬂf
H/4 m m m
(1+0(H {yn+/3/4 (tnvaa) } — (GH)™ ' + O(H™)

= (1+ O(H){(1+ OH)){y,l} )y = ultnsrje)} — CH)™ 70 0+ O(H™2)}

— (GH)™ 0+ O(H™?)

=(1+0(H))e, — (4H m+1{ il T, +3/4 + Tn+1/2 + Tn+1/4} +0 Hm+2)
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und folglich
Ut = ltnsr) = (L+ O(H))en = AGH)™ 150, + O(H™ ).
Dabei wurde ausgenutzt, dass sich die Hauptabschneidefunktion geméaf
Tﬁ3/4 +1/2 + Tn+1/4 =374+ O(H)

entwickeln lasst. Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt

Uffll y5+1 = O(H)e, — T:jrl {4(iH)mH - Hm“} + O(HerQ)

bzw.
ZUH/ZL Y1
Toi1 = W +O(H) +O(H ™)e, . (1.2.1)

Es wird nun postuliert, dass die beiden ,,O”-Terme rechts in (1.2.1) klein genug sind, um
mit
H/4
~m - yn-ﬁ{l y'rIL{+1 (1 2 2)
Tnt1 + Hm+l(1 _ 4—m) e

eine brauchbare Naherung fiir 77}, zu erhalten. Dazu wird oft e, = 0 angenommen,
d. h.: Man betrachtet den Abschneidefehler entlang der diskreten Approximation (y,),
anstatt entlang der ,richtigen” Losung w(t). Alternativ kann man sich auch auf die An-
nahme einer héheren Approximationsordnung e, = O(H™*!) abstiitzen, was durch die
Diskussion im Text nahegelegt wird.

(ii) Analog zum Vorgehen im Text ergibt sich mit einer Schrittweite H:
yfﬂ — Up41 = €p + H{F(H ln, ymyfﬂ) — F(H;tp, un, Un+1)} HTn+1
= (14 O(H))e, + O(H)ell,, — H™ 77 + O(H™?)
und somit unter Beachtung von (1 — O(H))™' =1+ O(H)
Yn1 — Unr = (1+ O(H))en — H™ 1, + O(H™?).
Fiir die Schrittweite % erhalten wir

H H H #
2 2 2
—u = —U 1 — —T,
Ynt1 n+1 yn_'_% n+3 2 n+1

H H g g H
+ {F<E§tn+§7yn2+ Jyn2+1) - F<5§tn+%>un+%aun+l> }
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und somit
a a H mtl m m+2
bin — e = 0+ O {y, —usf = () 7+ 002,
Durch Einsetzen ergibt sich
i Hym+t m+2
Yo =t = 1+ OMHN{(1+ OH)en— (T) " 70, + O(H™2) )

— (§>m+1 n+1 + O(H7n+2)
= (1+0H)e, —2(5

m—+1
1y ot

wobei wir ausgenutzt haben, dass 7 il = 7" + O(H). Durch Subtraktion beider Glei-

chungen erhélt man

H H\ m+1
bin — iy = O(H)en =iy {2(5) — B} + O(H™)

bzw.

y%-H - yH+1
Tnt1 = m +O(H) +O(H™™)ey,.

Analog zum Text wird nun wieder postuliert, dass die beiden ,,O“-Terme klein sind.

Losung A.2.15: Subtraktion der beiden Gleichungen liefert:
€n — En = €n—-1 — Enfl + hn (f/(tna yn)a €n — En) + hnTn + hno(”enH2) - hnTn(yn)
Unter der Annahme 7, = 7,(y,,), sowie

sup ”f(tnv)”oo =R <0
tOStnST

liefert dies:
llen — En” < ||€n,1 - En71|| + ok [len — EnH + hnc||€n||2 + Iy, O(H6n”3)

Umformen:

hpk
1—h,k

len — Enll < llen-1 — Enall + (clleall” + O(llenll*))-

n— _En— -
len-t = Bucal| + 75—

Rekursiv Einsetzen:

n—1

hyi1K
”en_EnH §Zl_;1

v=0

(clle ]l + Ol 1))
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Diskrete Gronwallsche Ungleichung unter einer Schrittweitenbedingung hx < 271 anwen-
den:

n—1 n—1
lew = Ball < exp (25t — 10) 2{ 3 hucllenl* + D mO(les ) |
v=1 v=1
< exp (26(tn — 10)) 2{ (ta — to) € max [leu |* + (ta — to) max O(lles[*) },

also

_ _ 2
en — Byl = O( maSXnHeVH ).
Losung A.2.16 (Praktische Aufgabe): Wir haben die folgenden Resultate:

Tabelle A.2: Lokale vs. globale Verfeinerung auf I = [—3, —1] fiir versch. Toleranzen
(Heun)

TOL | #Int | #FEval Romin Bomaz max ||ep,||
local | 107° 75 872 75-107212.0-107' | 34-107°
global | 1073 160 600 1.3-1072|1.3-1072| 6.6-107°
local | 1072 | 7536 | 90404 | 7.2-107°|2.1-1072 | 1.4-10712
global | 107 | 20480 | 81880 | 9.8-107°|9.8-107° | 4.1-1071°

Tabelle A.3: Lokale vs. globale Verfeinerung auf I = [—3, —1] fiir versch. Toleranzen (RK)

TOL | #Int | #FEval R, J max ||e,||
local | 107 5 40 120-107'[8.0-107t| 1.5-107*
global | 107° | 20 80 |1.0-107'|1.0-107' | 6.6-1077
local | 107 | 53 1228 | 1.5-107%219.4-1072 | 8.0-107°
global | 107 | 160 | 1200 | 1.3-1072]1.3-1072 1.9-10°%

Tabelle A.4: Lokale Verfeinerung auf I = [—3, 1] fiir versch. Fehlerkonstanten (Heun)

‘ TOL ‘ K ‘ #Int ‘ #Ewval ‘ R, ‘ Poma ‘ max ||e,||
local | 1073 10 5766 | 62288 | 6.0-107° | 7.4-1072 | 3.5-1073
local | 107® | 2500 | 83733 | 854306 | 3.8-1076 1 9.3-107% | 1.0-10°°
global | 1075 | - | 81920 | 327600 | 4.9-1075 | 4910~ | 2.8.10
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Tabelle A.5: Lokale Verfeinerung auf I = [—3, 1] fiir versch. Fehlerkonstanten (RK)

TOL | K | #Int | #Eval Bomin, Bomaz max | e, |
local | 107° 10 118 2212 123-1072|8.0-107' | 1.6-10°

local | 107® | 2500 | 357 7660 | 1.5-1073{2.0-107'| 1.5-1073
global | 107° - 640 4960 | 6.3-107216.3-107% | 4.5-1076
local | 107 10 897 19372 | 59-107*|79-1072 | 4.2-107°
local | 107 | 2500 | 3469 | 73720 | 1.5-107* | 4.0-1072 | 3.4-107"
global | 10° | - | 10240 | 81760 | 3.9-104 | 3.9-10~4 | 2.5.10710

A.3 Kapitel 3

Losung A.3.1: Angewendet auf das skalare Modellproblem u/(t) = Au(¢) liefern die Ver-
fahren folgende Verstarkungsfaktoren:

1) Yn+1 = Yn + %h’n {Ayn-t,-l + >\yn} fihrt auf

14 ThaA
It =TI A

1+%z

¢—. Somit ist
1*52

Der Verstiarkungsfaktor lautet also w(z) =
lw) <1 & [1+32]<[1-1z].

— 1. Fall: z < 2:
“1+12<1+12<1-31z
liefert die Bedingungen 0 < 2 und 2z < 0.

— 2. Fall: 2 > 2:
1—%z§1+%z§—1+%z

liefert die Bedingungen z > 0 und 2 < 0.

Das Stabilitatsintervall ist also SI = (—o0, 0].
2.) Yns1 = Yn + haX (yn + 3hA) fiihrt auf
Y1 = (5(haX)? + hpA + 1) Y.
Der Verstérkungsfaktor lautet also w(z) = 22% + z + 1. Somit ist

wz)| <1 < %z2+z+1|§1.
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Wegen 322 + 2+ 1= (22 + 22+ 2) = $(z + 1)* + 3 ist dies dquivalent zu
Hz+1)+4<1 & |z+1/ <L

Das Stabilitatsintervall ist also SI = [—2,0].

3.) Zunéchst bestimmen wir
fY ) = filt,x) + f(t,x) - folt,z) =0+ Az - A = N,
Damit erhalten wir 4,11 = Yn + ghn {2A0n41 + 4Ays + hu A%y, } und somit

F(hA)? + 2h A +1 & ((haX)? + 4ho X + 6)

Ynt+1 = 1*%}?/")\ Yn = 1*%hn)\ Yn
g (X422 + 2)y (X422 2)y ~ (haA+2)2+ 2y
1 — 2h,A £(6 — 2h,\) 6 — 2hpA
Der Verstiarkungsfaktor lautet also w(z) = (zﬁ#. Somit ist

w)| <1 & |(z+2)*+2[ <16 -2z
— 1. Fall: z < 3:
—6+2:<(2+2)%4+2<6-22 & —6+2:<22+42+6<6-22

liefert die Bedingungen 2% +22+12>0 & (z+1)2+11>0 & (z+1)?> —11
und 22 +62<0 & (243)2-9<0 & |z+3|<3.

— 2. Fall: z > 3:
6—-2:<(24+224+2<-6+22 & 6-2:<22+42+6< —6+22

liefert die Bedingungen 22 4+ 62 >0 < (2 +3)2-9>0 & |2+ 3| > 3 und
2+2:412<0 & (2+1)2411<0 & (2+1)2 < —11.

Das Stabilitéatsintervall ist also SI = [—6, 0].
Losung A.3.2: i) Das entstehende System 1. Ordnung lautet
wo] [ w

Die zugehorige Jacobi-Matrix ergibt sich zu

Aua(t) Aua(t) O 1
J = Ouy Oua _
’ Aftun (B)uz(®)  Of(tua (),ua(t)) oftaun ()uz(®)  Of(tur(Dua(®)) |

duy dua duy duo
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(t ul,uz) 0f(t ul,u2

Nach Voraussetzung ist : ¢ > 0. Setzen wir weiter d := , so gilt:

A !
det(/\I—J):det[ ]:)\(x\—d)—c:)\Q—dz\—ciO.
—c

Umformen liefert

d d?
=— %14/ .
)\1/2 9 4 +c

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist %2+c > 0 und J hat somit nur reelle Eigenwerte.

ii) Im Falle reeller Eigenwerte muss nur das Stabilitdtsintervall betrachtet werden. Da ohne
Einschrinkung Ay < 0, muss die Schrittweite h also so bemessen sein, dass A\sh € SI ist.

Lésung A.3.3: a) Die Matrix-Exponentialfunktion e? und der Matrix-Sinus sin(A)
sind definiert als die Grenzwerte im R?*? der matrixwertigen Reihen:

0 Ak o A2k+1
et = -, sin(A E k
k! — 2k +1)!

Diese Reihen haben die gemeinsame Majorante Y - [|A[*/k!, welche fiir beliebige Ma-
trix A (absolut) konvergiert. Also sind beide Matrix-Reihen fiir beliebige Matrix A kon-
vergent (im Sinne der Matrizen-Konvergenz = Norm-Konvergenz = elementweise Kon-
vergenz) und stellen die definierten Funktionen dar. Die dritte Funktion hat die Reihen-
darstellung (,,Neumannsche Reihe“)

o= iA’“.
k=0

Diese Reihe konvergiert fiir jede Matrix mit Norm ||A|| < 1, wobei || - || eine beliebige
Matrizennorm (submultiplikative Matrix-Norm) ist. Folglich konvergiert die Reihe fiir jede
Matrix mit spr(A) := max{|A| : A Eigenwert von A} < 1. Fiir eine solche Matrix gilt
dann limy,_, [|A%]] < limg_e [[A]* = 0 und folglich

m m—+1
(I—-4)) A ZAk A =T A" 5T (m— o0).
k=0 k=0 k=1

Also ist der Limes lim,, oo > g A™ gerade die Inverse von I — A.

b) Zunichst stellen wir fest, dass

(QAQ™Y)' =QAQT'QAQ™...QAQ = QA'Q™
~——

gilt. Damit gilt fiir alle n:

n n

Q[ an|et =Y weag

i=0 =0
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Konvergiert nun g(A) = lim, o Y 1y a;A?, so ist das Cauchy-Kriterium erfiillt. Damit
folgt dann
[ 3 aafe
+

Also ist dann auch das Cauchy-Kriterium fiir g(QAQ ™) erfiillt und die Reihe konvergiert.

| 52 niare

< llQllle- 1|\H Z ai A’

Losung A.3.4 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.3.5: 1.) Die symmetrische Matrix A besitzt ein Orthonormalsystem aus Ei-
genvektoren, d. h.: Es gibt eine orthogonale Matrix @ mit A = QDQT und D = diag()\;)
mit den Eigenwerten A; von A. Dann ist

p(A) =p (QDQ") = Qp(D)Q" bzw. q(A) =q(QDQ") = Qq(D)Q".

Damit folgt:

g(hA) = q(hA)™' - p(hA) = ¢ (hQDQT) ™" - p (hQDQT)
= [Qq(hD)QT) ™ Qp(hD)Q" = Qq(hD) ' Q" Qp(hD)Q"
= Qq(hD)'p(hD)Q" = Qg(hD)Q".

2.) Mit y, = g(hA)y,_1 folgt

Q"yn = Q"g(hA)QQ Y-
= g(hD)Q"y—1.

Dies erlaubt die Abschétzung:

1Q"ynll2 < lg(hD)|l2l| Q" yn—1ll2
— lynlle < lg(hD)ll2llyn-1ll2 (@ orthogonal).

Weiterhin gilt fiir die von der euklidischen Norm induzierten natiirlichen Matrizennorm:
lg(hD)l2 = [[diag(g(hA) 2 < max [g(h ;)]
Damit ergibt sich:
lynll2 < max [g(hA)|" [yoll-

3.) Fiir das System
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sind die Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen:

A+10 -9
-9  A4+10

det = (A+10)* — 81 = A% 4+ 20\ + 100 — 81 = A\* + 20\ + 19.

Die Eigenwerte sind also gegeben durch
AMpp=—-10£v100-19=—-10£9, d.h. A =-1, Al =-10.
Jetzt schreiben wir das klassische 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren fiir f(¢,2) = Az als
Yn = g(hnA)ynfl
kl = Ayn—17
ko = A (ynfl =+ %hnAynfl) = Aynfl + %hnA2ynfla
k3 =A (yn—l + %hn (Ayn—l + %hnA2yn—1))
= Aynfl + %hnAQynfl + ihiAgynflv
k4 = A (yn—l + hn (Ayn—l + %hnA2yn—1 + ZlihiAgyn—l))
= Ayn—l + hnA2yn—1 + %hiAJyn—l + lehiA4yn—1~

Damit ergibt sich insgesamt:

= (I +hyA+ 3n2A% + Lh3 A% + Lha A*) g1

2''n 24°"n

Es gilt also g(z) = 1 + 2+ 522 + 2% 4+ J,z*. Damit das System noch numerisch stabil
integriert wird, muss nun

mas{lg(—h)],lg(~19%)|} = max g(—19h)| < 1
sein. Da g(z) > 0 fiir alle z € R, ist dies dquivalent zu

36172 6859 1.3 130321 7.4

bzw.
130321h* — 27436h° + 4332h% — 456k < 0.

Fiir h # 0 ist dies gleichbedeutend mit
130321h° — 27436h% + 4332h — 456 < 0.

Mit dem Newton-Verfahren ermitteln wir nun eine Nullstelle von f(h) := 1303215 —
274362 + 4332h — 456:

f(h@) 130321h%,) — 2743612, + 4332h;) — 456
ha+) = ha) — = he) — ’
'(h 39096302, — 54872h + 4332
w 0 @

fithrt mit Ay =0 zu

hay = 0,1053,  hey = 0,1579, hg) = 0,1474, hyy = 0,1466,  hs) = 0,1466.
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Da f(h) keine weiteren reellen Nullstellen hat, wird das System fiir A < 0,1466 numerisch
stabil integriert.

Alternativ kann man sich auch die Kenntnis des Stabilitdtsintervalls der Runge-Kutta-
Formel (SI = [-2.78...,0]) zunutze machen und hieraus die maximal zulédssige Schritt-
weite bestimmen.

Losung A.3.6: Wendet man die Trapezregel auf das Modellproblem «/(t) = Au(t) an,
so erhélt man
Yn = Yn—1 + %hnAyn + %hn/\ynfl

bzw. umgeformt

1+ ShaX
Yn = 1— %hn)\ynq-
1z
Der Verstirkungsfaktor ist also w(z) := . 2~ Es gilt dann
— 1z
p

wz) <1 & [1+32|<1-3%2] & |1—|—%Z|2§|1—%z|2.

Dies wiederum ist dquivalent zu

1-— %Rez)2+ (%Imz)2
— Rez+ %(Rez2)”

(1+ %Rez)2+ (%Imz)2 <
= 1+ Rez+ 1(Rez)’ <
<— 2Rez <

S =~

Also ist SGrr = {7 € C| Rez < 0}.

Losung A.3.7: a) Fiir das Modellproblem «'(t) = Au(t) ist k1 = A\y,—; und
ky = X (yn—l + %h)\@/n—1 + %h]@) = AYp—1 + %hAQyn—l + %hM@

bzw.

1+ 3hA

ko = — 2
2T 1 1hA

Aynfl-

Einsetzen ergibt

1+ 1hA 1+ 2hA
Yn = Yn—1 + %h)\ynq + ﬁ%h)\ynfl = <1 + 3hA+ 5 —2h)\ h)\> Yn—1
hA 2 — hA+ hA
_ 1 - 1 - 7 7
= (14 3h)) <1+2_M) yn1 = (L4 3hA) =59

1+ hA
- %h)\yn—l
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1
Mit dem Verstarkungsfaktor w(z) = 1J_r§i gilt dann nach einer der vorausgegangenen
2

1
Aufgaben:

lw(z)| <1 &  Rez<0,
d. h.: Das Stabilitdtsgebiet der semi-implizite Runge-Kutta-Formel zweiter Ordnung ist
SG:SGTRZ{ZE(Cl REZSO}

b) Betrachten wir zunéchst weiter diese Runge-Kutta-Formel: Hier muss nur ks mit dem
Newton-Verfahren bestimmt werden:

G(k) == f (tn—1 + B, yn—1 + Shf(tn1, yn—1) + 3hk) — k.
Fiir das Newton-Verfahren bendtigen wir die Jacobi-Matrix von G:
G'(k) = Lhfy (tnor + hyyn1 + S0 (tao1, Y1) + Shk) — 1.
Die Newton-Iteration zur Bestimmung von k. lautet dann:
G (KN = G(ENED — G(kD), i=1,2,...,
also:
(3 (tnt + By g1 + 30 (bt yn) + 3hED) = 1) KD
= 0 fy (taot + B Yno1 + 3hf(tn1,Yn1) + %hkm) k9
— f (tae1 4 By Yoot + 30 (tae1, Ynor) + 30ED)
Bei der Trapezregel wird y,, direkt mit dem Newton-Verfahren berechnet:
G(Y) = Yn-1+ $hf(tn-1,Yn-1) + hf(tacr + hyy) — y,
G'(y) = shfeltor +hyy) — 1.
Es lautet somit:
(37 fe(tnr + hoy®) = 1)y = Jhfo(tny + h,y)y®
— Ypo1 — 3hf(tn1,Yn1) — Shf (o + h,y).

Um den Aufwand pro Zeitschritt zu vergleichen, untersuchen wir zunéchst die Anzahl der
benotigten Funktionsauswertungen und arithmetischen Operationen:

Fkt.sausw. | Mult. | Add.

Start: RK2: 1 2
Trapez: 1 2 2

G: RK2: 1 1 2
Trapez: 1 1 2

G": RK2: 1 2 2
Trapez: 1 1 1
Ende: RK2: 0 1 1
Trapez: 0 0 0
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Zu Beginn kénnen wir ndmlich jeweils ¢,_1 + h, % sowie y,_1 + % f(tn_1,Yn_1) berechnen.

Beide Verfahren haben also pro Iteration etwa den gleichen Aufwand. Um die Kon-
vergenzgeschwindigkeit des Newton-Verfahrens zu beurteilen, betrachten wir wegen

M .
|z, — 2| < %Hx, —x1|)?, M :=max|G"||, m :=min]| G|

die zweiten Ableitungen der Verfahrensfunktionen:

G'(k) = W2 ful...) (RK2),
G”(y) - %hfacz( . ) (Trapez).

Da fiir beide Verfahren m = 1 4 O(h) gilt, konvergiert das Newton-Verfahren fiir die
Runge-Kutta-Formel schneller.

Losung A.3.8 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.3.9: Anwenden des mehrdimensionalen Mittelwertsatzes auf ¢ liefert:
g@*) = g(a*) +g'(€") - (a" —a*), €' eakar.
Umformen und g(z*) = 0 ausnutzen:
0=g(z") +¢'(a") - (a" = a") + (¢'(€") = ¢'(a")) - (" — 2").
Umstellen:
g'(@)Tg(@") + ot — b = —g' (") (g (€") — g (")) - (" = 2P).
Damit erhélt man:
ot — = 2 gk g g (o) Lg ()
=—g'(z") 7 (g'(€") - g'a")) - (=" —a").
Also

B <19 ) - /)l ()

[l —

Hieraus folgert man, dass es ein § gibt, so dass mit einer Wahl 2% € Ks(z*) das New-
tonverfahren stets superlinear konvergiert:

|lg'(x*)~1]| ist auf Ks(x*) (fiir 6 klein genug) nach Annahme beschrinkt. Weiterhin folgt
aufgrund der Stetigkeit von ¢', dass durch hinreichend kleines § stets gilt:

[ max 11907 ]9/ (@) — g @ Sk <1 Yoy € Ko,

HEKs(z*)
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Mit 2y € Ks(z*) liegt also induktiv durch (1) auch jedes z*, und damit auch jedes
&F € xka* in Ks(x*). (1) liefert schlieflich

o — 2]

40 T <k<l.
EErd

Das Verfahren ist also kontraktiv. Die Superlinearitéit folgt dann sofort aus
lg'(€") = g'(@™)| = 0 fiir a* — 2.
Losung A.3.10: a) Beim Anwenden des semi-impliziten Runge-Kutta-Verfahrens ist in
jedem Schritt das implizite Gleichungssystem
ks = f(tns g1+ gk + hks)
zu l6sen, d. h.: Gesucht ist eine Nullstelle von g¢(-) mit

9(k) ==k = f(tu, yn-r + 3h ks + 5hEK).

=F(k)
f(k) ist nun semi-monoton:
N . . 9 ~
_(f(k) _f(k)ak_k) = _E(f(t7nylz—1+%hkl+%hk) _f(tna—i_%hk)
(o 3hk) = (o 3E) )

>0,
aufgrund selbiger Eigenschaft fiir f. Analog zum Text folgt hieraus nun die Anwendbar-
keit des Satzes von Newton-Kantorovich.

b) Im Fall diagonal-impliziter Runge-Kutta-Verfahren sind R—1 nichtlineare Gleichungs-
systeme der Dimension d zu losen:

r—1

kr = f(tnfl + harvynfl + hz brs ks + hbrr kr)

s=1
Die Argumentation verlduft dann vollig analog.
Losung A.3.11: Wir iiberpriifen die Voraussetzungen des Satzes iiber das geddmpfte
Newton-Verfahren, wobei wir voraussetzen, dass die rechte Seite f unserer AWA semi-

monoton ist, und ihre erste Ableitung f, L-stetig ist mit Konstante L’. Die Verfahrens-
funktion des Newton-Verfahrens ist gerade (vgl. eine vorausgegangene Aufgabe):

G(k) = f (tnfl + h7 Yn—1 + %f (tnfla ynfl) + %hk) -k
mit der Ableitung:

Gl(k) = %hfm (tnfl + h7yn71 + %f (tnfla ynfl) + %hk) -1
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Die Funktion G ist streng-monoton, denn aufgrund der Semi-Monotonie von f gilt:

— (G (k) =G (k) k—F) == (f (tur. .+ 2hk) = [ (tn, ... + Ihk) k= k)
— (k= kk—F)
> ||k — K|

Hieraus folgt (s. Text), dass
- (G, (.Z') y>y) > HyHQ’ y e Rda

und damit die Regularitit von G’ (z) (Null kann nicht Eigenwert sein.). Dies sicht man wie
folgt: Mit dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fiir beliebigen
Richtungsvektor e € R? und kleines h € R:

G(xz + he) — G(x) = /01 %G(:ﬁ + she)ds = /01 G'(x + she)) ds he.
Damit gilt
R2[|e|2 < —(G(x + he) — G(x), he) = —hZ(/Ol C/(a + she)) dse.c).
und nach Kiirzen durch h? folgt fiir h — 0:
lell* < —(G'()e; ).
Analog zum Text erschliefen wir weiter:

- G (x) "yl
167 (@) [ = sup 14D 0
y#0 [yl
(@@ ¢ @) 5.6 @) )
e Tk

”G/ (CU)_ y” _ ”G/ (1‘)71 H

< sup
vro |yl

Und folglich ||G’ (z)™" || < 1. Wir konnen also 3 =1 verwenden. Ferner ist G’ L-stetig,
denn:

IG" (k) = G" (k) | = sk || fo (tns - -+ 3hE) = fo (tn, ...+ 2RE)||
ol

Lk — k]

IN

Und somit ~ = ihQL’ . Wir erhalten damit aus dem Satz iiber das gedampfte Newton-

Verfahren die Schrittweiten: A
A = min (1, m) .

Losung A.3.12 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiighar.
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A.4 Kapitel 4

Losung A.4.1: i) Die angegebene LMM hat die Koeffizienten (R = 3) a3 = 1, an = «,
o = —a,ap = —1, f3 =0, B = 2 5 = 32 5y = 0. Ihr erstes charakteristisches
Polynom lautet damit

p(A) = N +a)? —aX — 1.

Es hat wegen \* +a)X? —al—1=(\—1)(A?+ (a+ 1)\ + 1) die Nullstellen
M=1, Aypy=-2L+1V/a242a-3.
Fir —3 < a <1 folgt
Aojp= -+ 162 120 - 3= -2 £ Lj\/3 20 — a2

und somit

a 2
Posal” = (%37)" + 5 —sa—ja* = 1.

Wegen 3 — 2a +a? > 0 fiir —3 < a < 1 sind alle Nullstellen paarweise verschieden und
damit die LMM nullstabil im Bereich —3 < o < 1.

Umgekehrt ist fiir o > 3 bzw. a < —1 der Radikant in obiger Formel fiir Ay3 positiv
und die A3 somit reell. Im Fall o < —3 ist —a > 3 und wegen

)\7 a+1+ ‘/062%’20(7 >70¢1 %:1
ist dann || > 1 und die LMM kann nicht nullstabil sein. Ebenso ist fir a > 1:
M= el LG gg —3< el o _1H_

[A3] > 1 und die LMM kann ebenso nicht nullstabil sein. Im Grenzfall o = —3 ist
A1 = Xg = A3 = 1; ebenso folgt aus a =1 sofort Ay = A3 = —

i) Um die Konsiztenzordnung der Formel zu bestimmen, betrachten wir

: 1~ 1
Co = Zoam C; = i Zorzar G Zor‘_l[a’r.

Zunéchst ist
Co=—-1l—a+a+1=0,
Cr=(—a+2a+3)— (0+ 32 4 322 4 ) =
Co=3(—a+4a+9)— (332 +3+a) =

[SISCI—
O

Weiter erhilt man

Cs=¢(—a+8a+27)— 1 (32 +6+20)=la+i-3a-LP=—Fa+3
Ci=%(—a+16a+81)— ¢ (B2 +12+40) =3a+ ¥ -3a-Z =—-la+2

Die LMM ist also fiir a € (—3,1) von 2. Ordnung und hitte theoretisch eine Konsisten-
zordnung von 4 fiir die Wahl o = 9. Hier geht allerdings die Nullstabilitéit verloren.
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Losung A.4.2: Zunéchst formen wir die Differentialgleichung durch Einfiihren der Hilfs-
funktionen wug(t) := w(t), ui(t) :=o/(t) um in ein System erster Ordnung:

ug(t) _ uy(t) _ 0 1 uo(t) £ 0 up(0) _ 1
W (t) —20uy (t) — 19ug(t) -19 —20| |u(®)| T 7 |w(0) 10|
= A

Um die Kontraktionseigenschaft der Fixpunktiteration zu sichern, benotigt man die L-
Konstante der Iterationsabbildung

9(x) = Y1+ leh (5f(tn, ) +8fn1 — fu-2)-

Mit der L-Konstante Ly von f ist diese gerade L, = |fo|hLy = %th. Die Schrittweite h
muss also so bestimmt werden, dass

h < (|Ba|Ly)~" = 15*2L,71-

Zur Bestimmung von L; sei festgestellt:

1F (& 2) = F(E o)l < llAfllle =y,

mit einer beliebigen, vertriglichen Matrizennorm ||.|]. Um hiermit eine moglichst kleine
Lipschitzkonstante Ly = ||A|| zu erhalten, wéhlen wir die maximale Spaltensummennorm:
Al = 21 (||Allee = 39). Es ergibt sich damit

1 12 4
hes ——— =—2 = — ~0,114.
BolL; 21-5 35

Losung A.4.3: Zu bestimmen ist zunéchst das Stabilitatspolynom

(X 2) = Z [, — 20, N\

r=0
und dann dessen Nullstellen.

Esist y, —yno=2hf, 1 und somit R=2, ap =1, a3 =0, a9 =—1, B2 =0, [ =2,
Bo = 0. Damit ist
(A z) = A% — 22\ — 1.

Die Nullstellen ergeben sich zu
)\1/2:Z:|Z VZ2+]..

Betrachten wir zunéchst das Stabilitdtsintervall: Fiir z > 0 ist Ay > 1, flir 2 < 0 ist
Ay < —1. Fiir z = 0 folgt A, = £1. Da dies zwei einfache Nullstellen sind, ist das
Stabilitédtsintervall SI = {0}.
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Um das Stabilitdtsgebiet zu bestimmen, bedienen wir uns der im Text beschriebenen
Vereinfachung. Seien A;(0) und Ao(0) die Nullstellen des Polynoms 7(\;0) = A? — 1. Es
ist also A1(0) =1, A\2(0) = —1. Wir machen den Ansatz

AM(2) =14+ y2 + O(22),
Aa(2) 1= =14 vz + O(22).

Einsetzen in m(A; z) = 0 liefert
1+2y2-2:—-1+0(z*) =0 sowie 1—2vz+22—-14+0(z*) =0

bzw. v = 1 sowie 7 = 1. Damit ergibt sich A;(z) & 1+ z und Ay(z) = —1 + 2. Nun
muss gelten (z := x + iy)

ME)<1T & (z+1)*+9y° <1 sowie M(2)| <1 & (z-1)2+¢y* <1

Dies ist nur erfillt fir (z,y) = (0,0).

Zusatz: Eine genauere Analyse zeigt jedoch: Fiir z := iy ist Ao = iy £ /1 — 32 Im
Fall |y| <1 ist Ay # Ay und Ao = 9* +1—y* = 1. Fiir y = £1 liegt eine doppelte
Nullstelle A = #i mit |A] =1 vor. Falls |y| > 1, so ist

Aijp =iy £ /1 =92 :i(y:I: \/yQ—l),

und mindestens eine der Nullstellen hat einen Betrag grofier als 1. Ebenso hat mindestens
eine der Nullstellen einen Betrag grofier als 1, falls o # 0. Somit folgt SG={z € C|z =

(07 y)7 Y€ [_L 1}}
Losung A.4.4 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.4.5: Die Riickwértsdifferenzenformeln der Stufen R = 1,2,3 lauten:

- R=1 y,—Yn1=hf,, Koeflizienten ay =1, ag=—-1, p; =1.
_p_ o 4 1 _ 2 . _ _ 4 _ 1
R =2 yy — 3Yn-1 + 3Yn—2 = 3hfn, Koeflizienten ay =1, oy = —3, ap = 3,
_ 2
By = 3.
“R=3 g By it Sy — Zyus = Shfs Kocffzienten ag = 1, ap = —1,
_ 9 _ _
a1 =737, @0 = —17, P3 = 17~

Fiir die Konvergenz ist Konsistenz und Nullstabilitét zu iiberpriifen.
R = 1: Konsistenz folgt aus

1

1
Zar:—l—i—l:O, Zrar:—1:Zﬁr.
r=0

r=0
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Das erste charakteristische Polynom ist

1
p(A) =D X =1,
r=0

und hat die Nullstelle A = 1. Somit ist die BDF nullstabil und damit konvergent.

R=2:
2

2 2
Zarzé—g—klzo, Zra,n:—f—é—&-Q:%:Zﬁr.
r=0 r=0

r=0
Das erste charakteristische Polynom ist

2
pA) =D N =N — 4N+ 4,
r=0

mit den Nullstellen M =1 und Xy = % Somit ist die BDF nullstabil und damit
konvergent.

R=3:

3 3 3

_ 2 9 18 _ 9 36 _ 6 _
Zar——ﬁ+ﬁ—ﬁ+1—0, ZTGT—ﬁ—ﬁ+3—ﬁ—ZﬁT.

r=0 r=0 r=0

Das erste charakteristische Polynom ist
3
pA) =D oA =X - A2 SN - 2
r=0

und hat die Nullstellen Ay =1, Ay = .5 &+ Liv/39. Wegen

2 _ 7 39 _ 49439 _ 2
|)‘2/3‘ =92 top = m — a1

ist die BDF nullstabil und damit konvergent.

Fiir die Berechnung der Startwerte wird ein Verfahren der Ordnung p* > p — 1 benotigt
(p Ordnung der BDF). Bestimme also die Ordnungen der Riickwirtsdifferenzenformeln
fir R =2,3: (Cy = C7 =0 bereits fiir Konsistenz notig)

R=2:

2

2
CQI%ZTQQT—ZrBT:_§+2_%:O,
r=0

r=0
2 2
_1 3. 1 25 _ 2,4 _4_ _2
03*65:7'0“7“ 25:71/&* s T3 3=7%
r=0 r=0

Die Ordnung ist also p = 2. Es geniigt also z. B. das implizite Eulerverfahren als Start-
prozedur.
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R =3:

3 3
_12 2 _E — 9 _ 36 49 _ 18 _
02_2 rag Tf@’"_m T3 11_07

r=0 r=0
3 3
_1\",3 I e 24, 9 21 _
03—627"% QZTBT -3+t5-17=0,
r=0 r=0
3 3
~ LY v 12:3 12,27 21 _ 3
Ci=5 6 rh =g —ntE HT Twm
r=0 r=

Die Ordnung ist also p = 3. Es geniigt also z. B. die Trapezregel als Startprozedur.

Losung A.4.6: Wir zitieren zunéchst einige Resultate aus dem Text: Fiir die Iterierten
y,(lk) im Korrektor-Verfahren gilt die Abschatzung:

(k) (0) _

1y — yll < @* |y — yal|

wobei vy, die exakte Losung des Korrektors und ¢ = hﬁg{) ist. Ferner gilt
) = up = hrlpy (1 =0 (h)),
Yn — Up = hT(hC) (1-0(h))

mit den Abschneidefehlern 7'( Py T(C) des Pradiktor-, Korrektorverfahrens. Fiir die Ab-
schneidefehler gilt (bis auf das Vorzelchen)

h C(P)

TPy =

m(P)
hm(P) ( +1) + O(hm(P)+1)

mP) 41 Un

m(C) 41 Y
T(C) C((;)c Bt 7( +1) +O(hm(c)+1)
Damit erhalten wir nun:
15 = wnll < 1Y% =yl + yn — tal

< Ny = yall + llyn —
< ¢ llyl = unll + (¢ + 1) lyn — unll

m(P) mP) 41 m(P)
<q el h ™| 4 0 (a2

m( ) m(C)+1 m(©)
(@ + ) LTl @ 1) 0 )
und somit, falls m®) + k < m(©):

[y ®) — || < chm I O (R 2 E)
und im Fall m®) + k> m(©:

1589 = tall < oo eat™ V)| 007+

und somit die erste Behauptung. Die zweite Behauptung ergibt sich durch Ablesen aus
der letzten Ungleichung.
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Losung A.4.7: Das betrachtete System lautet

u'(t) —10 —100 O | [wu(?)

J) | =100 —10 0] [v@)

w'(t) 1 1 =t |w(t)
=: A(t)

Zu bestimmen sind nun die Eigenwerte von A(t):

A+10 100 0
det(M — A(t)) =det | =100 X+10 0 | =(A+t)det
—1 —1 A+t
= (A+1t) ((A+10)* 4+ 10000) = (A + t)(A* + 20\ 4 10100).

A+10 100
—100 A +10

Die Eigenwerte sind also
AL = —t sowie Ay3 = —10+£ /100 — 10100 = —10 £ 1003.

Um eine moglichst hohe Ordnung zu bekommen, fordern wir von der LMM nur A(a)-
Stabilitat. Bestimme also den Winkel a: Wegen A; € R und A3 = Ay erhalten wir

«a = arctan % = arctan 10 ~ 84,3°.

Es kommen also nur Riickwértsdifferenzenformeln der Stufe R < 3 in Frage. Nach dem
Text erhélt man bei Verwendung der 3-stufigen BDF nach Konstruktion die Ordnung
m = 3.

Losung A.4.8 (Praktische Aughabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.4.9: a) Exponentielle Stabilitit ist eine Eigenschaft der Losung u einer AWA.
Diese besagt, dass hinreichend kleine Storungen exponentiell abklingen, genauer: Es gibt
0, A, A > 0, so dass fiir alle Stérungen ||w*|| < § zu einem Zeitpunkt t* > ¢, fiir die
Losung der gestorten AWA o(t) = f(t,v(t)), t > t*, v(t) = u(t) + w*, stets gilt

lu(t) = v(B)]| < A7,

b) Diskrete Stabilitit ist eine Eigenschaft eines Ein- oder Mehrschrittverfahrens, welche
es einem erlaubt die Differenz zweier Gitterfunktionen {yn}n>0, {zn}n>0 mit Hilfe der
Verfahrensvorschrift L; darzustellen:

n
I = sl < KL e+ 3 ullLagn = Lo}

Aus diskreter Stabilitdt folgt mit Konsistenz die (lokale) Konvergenz einer Methode.
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c¢) Numerische Stabilitit ist eine Eigenschaft einer (globalen) Losung y,,>, eines Ein-
schrittverfahrens, v, = yn_1+ Ao F (R tn, Yn, Yn-1), 7 > 0,40 = up (oder Mehrschrittver-
fahrens): {y,} heifit numerisch stabil, falls fiir jede Losung {z,}n>n+ von

Zn = Zp—1 T+ hnF(hna tna Zny anl)a n Z TL*, Zpr = Upr + w*
mit einer hinreichend kleinen Stérung ||w*|| < ¢ stets gilt:

llzn — yull — 0, fiir n — 0.

d) Eine lineare Mehrschrittmethode heifit Null-stabil, falls fiir die Nullstellen \; des er-
sten charakteristischen Polynoms p(\) = Zf:o a A" stets gilt: |[A\;] < 1, und falls \;
eine mehrfache Nullstelle ist, sogar |);| < 1. Null-Stabilitéit ist eine notwendige (und zu-
sammen mit L-Stetigkeit der Verfahrensfunktion hinreichende) Bedingung fiir die diskrete
Stabilitét von linearen Mehrschrittmethoden.

e), ) A-Stabilitdat und A(0)-Stabilitdt sind Begriffe aus der numerischen Stabilitéitsanaly-
se. Ein Ein- oder Mehrschrittverfahren heifit A-stabil, falls die gesamte negative, komplexe
Halbebene {z: Rez < 0} im Stabilitéitsgebiet liegt, und A(0)-stabil, falls dies die fiir die
negative, reelle Achse zutrifft.

A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: a) Wir betrachten das Intervall [0,1] und wollen u(1) berechnen. Wir

verwenden die Grundschrittweite H, d. h. wir unterteilen das Intervall [0,1] in N = &

i
Teile. Auf jeden Teilintervall verwenden wir jetzt den folgenden Algorithmus:

1. Es sel y(tg) mit t, = kH und 0 < k < N — 1 berechnet (Ziel ist es, per Ex-
trapolation der Zwischenwerte a(hg),...,a(hs) mit hg = H/2,...,hs = H/16 den
néchsten Wert y(¢x.1) zu berechnen)

2. Setze ng =2,n1 =4,n9 =6,n3 =8, ny = 12, n5 = 16.
3. Setze i = 0.

4. Berechne H
7’](t}€+l/h“hl), hi:77 V:1,...,7’Li+17
n;

mit Hilfe der Mittelpunktsregel gestartet durch die Polygonzugmethode,

Ntk + his hi) = Yo, + hi f (te, y(tr))
n(tk + (v + Dhis hi) = n(te + (v — 1)hg; hy) + 20 f (te + vhi, n(ty + vhi; hy)),

fir v =1,...n;, und setze

a(hi) = f(tesrs hi) = H{n(rer — his ) + 20(tesa; he) + 0t + his ha) 3
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5. Falls i <4 setze i < i+ 1 und gehe zu (4).

6. Berechne mit a(h;) = Ty die Werte Tj; des Extrapolationstableaus mit Hilfe der

Rekursionsformel
Tii—1—Tici k-1

(hi—g/hi)* =1~

und erhalte Ts; als Ndherung fiir w(tg,1).

T =Tip-1+

Ordnung des Verfahren: Mithilfe des Satzes von Gragg erhalten wir mit m = 5 die
Ordnung 12.

b) Anzahl der Funktionsauswertungen in dem eben beschriebenen Algorithmus fiir den
Schritt von t; auf tg.i: Fiir jedes :

— Polygonzugmethode: 1 Funktionsauswertung (nur beim ersten Schritt, d. h. fiir i=0
notig)

— n;mal Anwendung der Mittelpunktsregel: n; Funktionsauswertungen.

— Mittelung: keine weiteren Funktionsauswertungen nétig.

Damit ergeben sich bei der hier betrachteten Folge der n;
24+1)+4+6+8+12+416=49

Funktionsauswertungen. Da wir insgesamt auf N = % Intervallen extrapolieren, benoti-
gen wir also 49/H Funktionsauswertungen, um eine Néherung fiir u(1) zu erhalten.

Losung A.5.2: Analog zum klassischen Graggschen Extrapolationsverfahren berechnet
man yy; mit einer Basisschrittweite H ausgehend vom bereits berechneten 1 durch
Extrapolation:

1. Setze ng =2, n1 =4, no =6, n3 =8, ng =12, ny = 16.

2. Setze i = 0.

3. Es ist n(tk; hi) = y;. Berechne

n(tk+vhi;hi), hi = v=1--.n

)

H
g

mit Hilfe des impliziten Eulerverfahrens:

n(te + vhishi) = n(te + (v — 1)hi; hi) + f(tk + vhi, n(te + vhi; by)).

5. Falls i <5 setze i < i+ 1 und gehe zu (3).
6. Bestimme y;41 = a(0) durch Extrapolation von a(h):
Tigp—1— Tici g—1

Tiw=Tip1+ "y
k k-1 T (hi g /)l — 1

Tio = a(hi)-

Setze yrr1 = Tks.
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a) Die Ordnung des zugrundeliegenden Verfahrens ist v = 1, so dass sich bei m =5 die
Ordnung 6 ergibt.

b) Fiir einen Extrapolationsschritt, d. h.: m = 1, hat man mit ny = 2, n; = 4 zu
berechnen:

n(te+5:5) =y + 5f (te + 50t + 55 5)),
no
0 ’ i

) =nlte+5:5) + 5f (e + Ho(te + H: 5)).
%%)_yk‘F f(tk+4777(tk+474))
nqg

n(te+H; 2) =ty + 32 5) + L f (4 + Hon(te + H; ).

Angewendet auf das skalare Testproblem

erhélt man

Extrapolation:
2ty + H; L) —n(ty + H; & - _
Y1 = n(ts 241)7 177( t 2) [2 (1-1HN = (1-1H)) 2] Y-

Der Verstiarkungsfaktor ist also:

Diskussion fiir die reelle Achse:

Esist w(0) =1 und lim,,_o w(z) = 0. Die Funktion w(z) besitzt im Negativen genau
ein lokales Minimum bei zy &~ —8.25 mit w(zy) ~ —0.015 und genau einen Wendepunkt
bei x1 ~ —11.7. Somit ist stets |w(z)| <1 fiir alle z <O0.

Diskussion fir die komplere Halbebene: Man betrachte den folgenden Plot von |w(z)]:
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cocooooooo—
W UTIOY~I00O

Losung A.5.3: Sei y, = n(ty; %) berechnet. Mit einem expliziten Euler-Schritt bestim-
men wir

Ntn +5:5) = 0(ta; 5) + 5f (b1t 5)) = Y + 5F (tnr yn)
und anschlieBend mit der Mittelpunktsregel

Nty +h; 2) = 0(tn; %) + 25 f (b + 20t + 2:%))
Yn)

=yt hf (ta+ 2y, + 212,

b
)
sowie

Nt +3hi 5) = n(tn + 5 8) + 25 (6 + hon(t + h; 3))
=Un+ 2f(tnsyn) + 1f (tn+ Dot + 1f (tn + 2oy + 2 f(tn,yn))) -

Nun wird gesetzt

Yn+1 = 4{77t +2»2)+27](t +h>2)+77(t +3h72)}
= Z{yn + %f(tm yn) + 2y, + th (tn + §»yn + %f(tm yn))

5 (s yn) + 0 (b4 Doy + R (b + 500 + 5 f(tns yn))) }
= gt B L) + 3 (b 5+ 1 s )

£ (b o+ hf (b4 00+ 2t w) |
= Yo+ h{ik+ 3ka + jhs}

mit
ky = f(tnayn)a ky = f(tn+%>yn+%kl)v ks = f(tn+hayn+hk2)
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Entsprechend dem Extrapolationssatz hat diese Formel die Ordnung 2 (m = 0, da keine
Extrapolationsschritte durchgefiihrt werden). Alternativ stellt man fest, dass die Taylor-
reihe der Runge-Kutta-Formel mit der von f bis zur Ordnung 2 iibereinstimmt.

Angewendet auf das Modellproblem «/(t) = f(¢,u(t)) mit f(¢,z) = Az erhilt man

Ynt1 = Yn + 2hAY, + LR (Yo + $hAYL) + 2RA (v + B (yn + 2hAY,))
= (1+hXA+ L(hA)? + £ (hA)?) Y-

Es ist also
w)=1+z2+32"+32° =3 (P +42°+8248) =4(2+2) ((z+ 1) +3).
Wegen (z + 1)? 4+ 3 > 0, unterscheiden wir die folgenden Fille:
2> —2: Dann ist |w(z)] = £(z 4+ 2) ((z+1)?+3) und es gilt |w(z)] < 1, wenn (2 +

2) ((z+1)2+3) <1 bzw. 28+422+82 < 0. Wegen 2°+4224+82 = 2 (22 + 42 +8) =
2 ((z +2)2 +4) ist dies nur fiir z € [~2,0] erfiillt.

z < —2: Damn ist |w(2)] = —#(2 +2) ((z+1)* +3) und es gilt |w(z)| < 1, wenn —1(z +
2) ((z+1)*+3) <1 bzw. 2*+422482+416 > 0. Wir suchen also eine Nullstelle von
g(2) == 23 + 42% + 82+ 16. Mit ¢'(z) = 322 + 82 + 8 und dem Startwert zy := —2
liefert das Newtonverfahren

g9(zn) 223 4+422-16
A+l = Bn T = 2
9'(zn) 322+ 82, +8

die folgenden Approximationen: z; = —4, zp = —3.333, z3 = —3.111, z; = —3.088,
25 = —3.087, z5 = —3.087. Wegen |w(—3)| = I < 1 ist die Bedingung erfiillt fiir
z € [-3.1,0].

Zusammengenommen erhalten wir fiir das Stabilitatsintervall SI = [—3.1,0].

Losung A.5.4 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

A.6 Kapitel 6

Losung A.6.1: Wir formen das System um in
Mu'(t) = b(t) — Au(t) — N(u(t))u(t) — Bp(t),
0= BTu(t).
Da M regulir ist, konnen wir mit A ~' multiplizieren und erhalten

u'(t) = M(t) — M~ Au(t) — M~EN(u(t))u(t) — M Bp(t)
0 = B u(t).

?
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Mit den Bezeichnungen b(t) == M7b(t), A := M~'A, N(u(t)) := M~'N(u(t)) und
B := M~'B erhalten wir nach Differenzieren der zweiten Gleichung
W/(t) = b(t) — Au(t) — N(u(®))u(t) - Bp(t),
0= BT/ (t) = BT (B(t) — Aut) — N(u®)ult) - Bp(t)) .

Bezeichnen wir die Spalten von N (u(t)) mit N;(u(t)) und die Zeilen von w(t) mit u;(t),
so konnen wir die dies umformen zu

u'(t) = b(t) — Au(t) — N(u(t))u(t) — Bp(),
0= BT (B(t) = Au(t) = 37 Nifu(t)) - wilt) - Bp(t)).

Durch nochmaliges Differenzieren der zweiten Gleichung erhalten wir

W/(t) = b(t) — Au(t) — N(u(®))ult) — Bp(o),
0= BT (t) — B"Ad'(t) — BTBp/(t)
B {( D)) ey + M) i)

j=1 J

Nach erneutem Ersetzen von «'(¢) in der zweiten Gleichung durch die erste erhdlt man,
falls BT B = BT M~'B regulir ist, eine Gleichung zur Bestimmung von p/(t) in Abhiingig-
keit von u(t) und p(t). Die DAE hat also den Index 2 und ist 16sbar, wenn BT M !B
regulér ist, was bedeutet, dass B Rang m hat.

Losung A.6.2 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.6.3:
a) (Lokale) L-Stetigkeit von f(¢,x) bzgl. des Arguments x;
b) d-dimensionaler Vektorraum;

¢) Eine stetige Funktion w(t) > 0, die durch ihr Zeitintegral beschrankt ist, hat hochsten
exponentielles Wachstum;

d) Ja, nach Fortsetzungssatz, da f(t,x) bzgl. x gleichméBig beschrinkt ist;

e) Yn = Yn—1 + hnF(hna tna ynayn—l)a n > 17 Yo = uO;
Tn = hrzl(un_unfl) - F(hny tna Un, un71)7 Up 1= u(tn) 5

f) Yn = Yn—1 + %hn{f(tmyn) + f(tnfla ynfl} , Ordnung m = 2;
g) Zf«{:o AR—rYn—r = h Zf:() BR - 7"fnfr ) fm = f(tm-, ym) 5 ’/T(Z; 77/) = Zf:(){ar - Eﬁr}zT ;

h) Wenn der Quotient von kleinstem und grofitem (negativen) Realteil der Eigenwerte
der Jacobi-Matrix f.(¢,u(t)) entlang der Losungstrajektorie sehr grof ist;
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i) ,Null-stabil“: Alle Nullstellen des 1. charakteristischen Polynoms p(z) = Zf:o a,z"

erfillen |A| <1, sowie |[A] <1, wenn sie mehrfach sind.
»A-stabil“: das Stabilitdtsgebiet enthélt die ,,negative” komplexe Halbebene.
»A(0)-stabil“: Das Stabilitdtsgebiet enthélt die ,negative“ reelle Halbachse..

J) SGexpl.Euler = {Z S (C| ‘Z + 1| S 1}7 SGiHlpl.Euler = {Z S (C| ‘Z — ]_‘ 2 ]_}7
SGTrapez = {Z S (C| Rez < 0}’

k) Minimalzahl der zeitlichen Ableitungen die zur Uberfithrung der DAE in eine , normal®
AWA erforderlich sind.

A.7 Kapitel 7

Losung A.7.1: i) Beim dG(1)-Verfahren besitzt U auf dem Intervall I,, = (¢,_1,t,] die
Darstellung

t— tnfl

Ult)y=U",+ (U, —=U,).

n

Einsetzen in die 2. Gleichung liefert mit f(¢,2) = Az +b und y, = U, :

2 [t
u, -Ur, = h_/t AU) - (t —tnq) + b (t —t,_q1)dt

2 1 11 . B
— Yo — U | = W (AU;1 . ihi +3 h—nh;A(Un — U,j1)> + hpb
= (I = 2hpA) y = (I + 5haA) Uy + hyb.

Und fiir die 1. Gleichung:

tn

U =U;, + AU(t) + bdt

tn—1
— (I — %hnA) Yn = Yn—1 + %hnAUr-:——l + fnd.

Einsetzen der 2. in die 1. Gleichung liefert schliefSlich:
(I = 2ha A+ §h2A?) y = (I + 5hnA) yn1 + (I — §hnA) hyb.
ii) Der Abschneidefehler ist definiert durch
hnTn = u(ty) — u(tn_1) — o F(hn; 1, u(tn_1).
Man entwickelt in diesem Fall:
u(tn) = w(tn-1) + hatt (tn-1) + 3hou” (ta1) + O(h3)
= u(tnr) +hof|,  + 302 (Fi+ fof)],  +OR)
= u(tn_1) + ho(Au(t,—1) + b) + 1R A(Au(t,—1) +b) + O(h3).
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Weiterhin:
W(tn—1 + hpF (hp; tn—1, u(t,—1))
= (I = 2h, A+ 202437 [(T+ ShaA)u(t,—y) + (I — LhaA)hyb] .
Mit
(I = 2h, A+ 102427 =T 4 2h, A+ 302 A% + O(R2)
ergibt sich:
w(tn—1 + " F (hp; tn—1, u(tn-1))

= (I + 2 A+ 502 A%+ O2)) (I + ShnA)ultnr) + (I = Shad)hab)

= (I 4+ hy A+ LR2A% + O(12))u(ty-1 + (I + ShaA)hyb+ O(KY).
Man sieht durch Subraktion:

BTy = O(R2),
d. h. das Verfahren ist von 2. Ordnung.
Bemerkung:
(I = 2hp A+ o A%y = (I + 5hoA)yna

ist ein sogenanntes ,subdiagonales Padé-Schema 2. Ordnung“: Unter einer entsprechen-
den Begriffsbildung kann man zeigen, dass ein Ldsungsoperator el!"t)4 existiert, der
angewendet auf den Startwert wy,

u(t) = et Ay,
eine Losung der AWA
u'(t) = Au(t), t>t,, ulty) =uo

liefert (Der Einfachheit halber sei b = 0 gesetzt). Das Padé-Schema entsteht nun durch
eine stiickweise rationale Approximation des Losungsoperators:

hnA hoa  PnA) P(hnA)

et e, e N — e

e(tn *tO)A —

mit gewissen Polynomen P und Q.

iii) Angewendet auf das skalare Testproblem ergibt sich:
(1= 2B+ 1120) g = (14 21a) g,

Der Verstarkungsfaktor lautet:
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Bestimmung des Stabilititsintervalls: Es soll sein:
1432l < U= o+ ] = b -2+ 1,
also
= ’1+%z‘glf§z+%z2.
Fallunterscheidung:
. Fall: z > -3:

1+%z§1—§z+%22
0<z-(2—06)
z>6 oder z<0
2 e [-3,0]U[6,00).

117

CFall: 2 < -3:

—1—%z§1—§z+%z2
0< 114 (2—1)°

=
— z € (—0,3)

Damit ergibt sich SI=R\ (0,6).

Losung A.7.2: i) Es gibt eine Konstante « € Rt so dass die Ungleichung

tel

sup [o(t)| < & </I|1/(t)| dt + ‘ /Iv(t) dtD Vo € Po(I)

auf dem Einheitsintervall T = (0,1)] gilt.

Hierzu zeigen wir, dass die rechte Seite eine Norm auf dem endlichdimensionalen Po-
lynomraum P,.(I) darstellt. Die Existenz von k folgt dann aus der Norméquivalenz.
Homogenitit und Dreiecksungleichung sind klar aufgrund selbiger Eigenschaft des Abso-
lutbetrags und die Definitheit folgt aus:

/I|U'(t)|dt+‘/lv(t) dt‘ =0

= v = const. ’/v(t) dt’ =0
I

- v=0.

Sei nun I, = (t,_1,t,] ein beliebiges Intervall. Definiere

X (0,1 = (ty_1,tn), t=x{) =ty 1+ hat.
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Dies induziert einen ,,Pullback®: P.(I,) — P.(I) durch

p(f) = p(x(D) fir g € Po(In).
Weiterhin ist
‘15/(7?) = 99/(t)X/(t) = @l(t)h7L~
Hiermit konnen die einzelnen Terme der Ungleichung entsprechend transformiert werden:

sup [io(f)] = sup lo(x ()] = sup |&(1)],

tel tel
) o P
[ wtode= [ otxtd-aeencdlai = [oai-,
In I n
Old= [ 16011 det 13Ol = [ 1o(d) bl di-
In n

Einsetzen der Identitdten in die Ungleichung auf I ergibt also zusammenfassend die
Behauptung:

sup [o(t)] < & ( @l ‘ /I u(t) dtD ve P(L).

tel,

ii) Diese Ungleichung gilt auch gleichméfig fiir Funktionen v € C’l( ). Wir argumentie-
ren, dass sich das obige Skalierungsargument direkt tibertréigt. Man zeigt zunéchst wieder
die Giiltigkeit der Ungleichung

stL€1§)|v(t)| <k </1U/(t)|dt+’/1v(t)dt’> veC'(I).

Dies muss allerdings aufgrund der unendlichen Dimesion von C' 1(1_ ) itber ein etwas an-
deres Argument erfolgen: Sei v € C! (I ) beliebig. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz
ein ¢ € I, so dass

() = /I u(t) dt.

Es gilt dann:

— 0] = @) + [ 10

= suplu(t)| = /v dt)+/\v (t)] dt
tel
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Das Skalierungsargument iibertrigt sich ohne Modifikation: Definiere analog zu oben den
,Pullback“: C'(I,) — C*(I) durch
o) = ¢(x(D) fiir p € C'(I).
Dieser ist offensichtlich wohldefiniert und es gilt wieder
(1) = ¢ (X' () = ¢ (t)
so dass die restliche Argumentation aus (i) ohne weitere Modifikation anwendbar ist.
Losung A.7.3: Beim dGey,(r)-Verfahren werden nach rechts halboffene Teilintervalle

I, = [ta_1,t,) verwendet anstelle der nach links halboffenen Intervalle des dG(r)-Verfahrens.
Dies fithrt zu einem modifizierten Ansatz der Form:

>

| W= s ar+ <[U1n,wn)} —0, *)

In

bzw. bei Wahl einer Testfunktion ¢ mit ¢ =0 auf I, # I,:

a) Die Wahl stiickweiser konstanter Ansatz- und Testfunktionen im Fall r =0,
Yo = Unpa(t) = U; =Unts
p =1 auf [,

mit dem Startwert yg := ug reduziert diese Gleichung auf:
Yn = ’ St Yn—1) dt + yn_1.
Durch Approximation des Integrals mit der Boxregel,
’ f(t 1) dt = hy f(tn1, Yn—1)

erhélt man die explizite Polygonzugmethode:

Yn+1 = Un + hnf(trh yn)
b) Es gilt

U =Usy+ [ f(tU®)dt,

In

ulty) = u(tao) + | F(t,u(t)) dt.

In

Subtraktion liefert:
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Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von f:
U = ut)] < |0~ )|+ [ Lo|UL o) de. (%
In

Der Integrand des Integrals auf der rechten Seite erlaubt die Darstellung

Ui = ult) = Uiy —utta )~ [ @ di

tn—1

tn
= U —ut)] < U — ulta)]| + / (7| di
tn—1

<

Uiy — u(tn-1)| + s?p [u/].
Einsetzen in (**):
|Un+ — u(tn)| < |U,T_1 — u(tn_1)| —1—/1 Ly <|U;[_1 — u(tn_l)} + h, S}lp |u'|) dt
<|Uiy = ulte-1)| + h:Lf|Unt1 — u(ty_1)| + h2Ly sup ).

Rekursives Einsetzen liefert (man beachte |Uy — u(to)| = 0):

n—1 n
U = ultn)] < ho LU —ult,)| + Y h2Ly sup /.
v=0 v

v=1

Nach dem Gronwallschen Lemman gilt folglich:

(U = ultn)] < exp (Ly(tn = t)) 3 WLy sup o]

v=1

und damit
U = u(tn)| < exp (Ly(t = t0)) Ly (tn — to) max {hy sup o]},

Seinun t € I, 1:

Ur - u(t)| < |u(t) — u(tn)| + |U; — u(tn)|

t
< ‘/ o/ (F) di] + U} = u(ty)|
tn

< By sup || + |U,Jlr — u(tn)|

I1L+1
< {1+ Lyp(t, — to) exp (Ly(tn — to)) } dnax {h, up |},

Also letztendlich:

sup |U(8) — u(®)] < {1+ L,Te""} max {h, sup|u'},
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¢) Im Fall stiickweiser linearer Ansatz- und Testfunktionen (r = 1) hat U(¢) die Gestalt:
Ut) = hy (¢ = ta1)Uy = b (t = 8) Uy

Testen von (*) mit ¢ =1 und ¢ = h,;*(t, —t) liefert:

Ufr=ur,= [ f(tU)dt,
In

- 2
U, -U, = W, Ft,U)(t, —t)dt.

Approximiere die Integrale mit der Trapezregel:

Ft,U)dt = 3h (f(ta, Uly) + f(ta, Uy))

In

2
hﬁ f(ta U)(tn - t) dt =~ hnf(tnfla U;LL—I)'
n JI,

Einsetzen liefert:
1
U»,Jlr = U:71 + ihn {kl + kQ} s kl = f(tn—h U?’Jbll)v k2 = f(tna Un+71 + hnkl)

Dies ist gerade das Heunsche Verfahren 2. Ordnung.

Losung A.7.4: i) Die Spezialfille » = 0,1 folgen direkt aus dem allgemeinen Beweis in
(ii). Alternativ kann man die Behauptungen auch durch direktes Nachrechnen verifizieren.
So z. B. erlaubt r = 0 die folgende Diskussion:

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € I mit u(§) = i il 1, u(t) dt. Weiterhin gilt

u(t)—/é u'(s) ds + u(§).

Damit ergibt sich:

Ju(t) — u(€)| < / " (s)|ds <y sup |u(8)].

tn—1 tely,

Durch Testen der Bestimmungsgleichung von m.u mit ¢ =1 sieht man mu = u(§), so
dass sich unmittelbar ergibt:

sup |u(t) — mou| < hy, sup |[u'(¢)].
tel, teln

ii) Sei f € C(I,) mit der Eigenschaft

f(t) ’ (p(t) dt=0 Vpe Pr([n)a
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Angenommen f hat hochstens r Nullstellen. Sei nun {r;, i = 1,--- ,m} die (evtl. leere)
Menge aller Nullstellen von f an der die Funktion f das Vorzeichen wechselt. (Aufgrund
der hochstens r Nullstellen von f ist stets f(¢) # 0 fiir alle ¢ # ¢; in einer Umgebung
einer Nullstelle ¢;, und der Vorzeichenwechsel damit wohldefiniert.) Definiere

m

oty =t -m) Pl

i=1

((t) := 1, falls keine 7; existieren). Die Funktion f(¢)y(t) besitzt damit nur noch
Nullstellen an der sie das Vorzeichen nicht wechselt und es gilt:

f@)w(t) =0, oder f(t)i(t) <0

ginzlich auf I, . Weiterhin ist ¢ Z 0 und f # 0 ( f hat hochstens r reelle Nullstellen).
Somit gilt:

FOU®)At >0, oder [ ft)w(t)dt < 0.

In In

Damit muss fiir den Polynomgrad m von ¢ aufgrund der Orthogonalitétseigenschaft
aber m > r + 1 gelten: Widerspruch!

Seien nun u € Cr(fn) und mu die L2-Interpolierende von u. Dann hat w — m.u nach
obiger Darstellung mindestens r 4+ 1 Nullstellen. Seien 7, --- ;7. 7+ 1 willkiirlich aus-
gewdhlte, paarweise verschiedene Nullstellen von uw — 7,.u. Fasse nun das Nullpolynom
p = 0 als Lagrangeinterpolierende in diesen Punkten von u — m.u auf. Nach der Fehler-
darstellung der Lagrange-Interpolation,

u— o)t (E) 1
26 (u—mu)(t)—pt) = LT E Ty

|
(r+1)! o
folgt damit sofort die Abschétzung:
sup |(u — mu)(t)| < 1 AU+ sup |u Y.
tel, G ) L

Losung A.7.5 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.7.6: Die a priori-Fehlerabschétzung fiir das dG(0)-Verfahren lautet
| < / }
Sl}p le]l < Kag 12%}(1\7{}% S}lp ||| ¢,
die analoge Fehlerabschétzung fiir das implizite Eulerverfahren:

o < K. 5 " }
tbﬂ}ler;\lenll < Kig ax {h"b}lnp [lu"Il ¢,
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mit Konstanten Kqg, Kig, die exponentiell von L¢(t) abhéngen.

Die L-Konstante von f(z) = 2? verhilt sich aufgrund

l2* = 2]l < 2max {||], |y} [l= — ]

entlang des Losungsverlaufs wu(t) wie
2
L(t) =2 sup |u(s)|=——

s€lto,d] 1—t¢

Dies ergibt fiir die Konstanten Kyq, bzw. Kig:

v 9 1
Ky =C. dts | = C, —2log(1 —ty)) = Cag ————.
dG dG exp </to 1—s S> ac exp (—2log( ~)) dG (1~ tn)?
i) Es ist
1 2
i t — //t —
O O
und damit
1 2
sup [/ ()| = ———, sup|l'(t)]= .
sup o) = = SO =
Es ergibt sich also:
aG(0): lell < Coc 77— b
: Sl}p €|l >~ CLag (1—tn)? 12}%%\[ (1—t,)? )
1 2h,
Impl. Euler: 5:161; llenll < Cig A= in) ax, {(1—%)3} .

ii) Wir betrachten die Schrittweitenbedingung

he Y
<
slllp llel| < Kag lrgllnaév { (i- tn)z} < TOL.

Hinreichend hierfiir ist die stérkere Bedingung fiir 1 <n < N:
he,

Ko

dG 1= n)?

Approximiert man diese Beziehung nun kontinuierlich, so erhélt man:

~ 1 TOL
h(t) = Ko

L TOL.

(1—-1)°.

Die kontinuierliche Approximation der Schrittanzahl N verlduft nach folgender Motiva-

tion:

Ve 1= 3 b= 3 b b = [

1<n<N 1<n<N 1<n<N
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Dies ergibt

Caa 3
= 1 —
6 TOL( )
und analog
- Cig
N, = (1 —ty)
B TOL( tn)

Wihrend der Aufwand des dG(0)-Verfahrens also kubisch in (1 — ¢y)~" ist, ergibt sich
fiir die Abschétzung des impliziten Eulerverfahrens eine Abhéngigkeit in vierter Potenz.

Losung A.7.7: Nicht verfiighar.

Losung A.7.8: Beim cG(1)-Verfahren macht man den Ansatz

UeCI)NSp(1)={vel():v|, €P(l,)}

In

mit Testfunktionen
o€ SO = {v IR o, € PO(LL)}.

Wir suchen also U € C(1) N .Sy(1) mit

(w0, ) = A(U, ) : Z/ ) —b,) dt+ (Un,05) Vg € SO(D).
I,
Bemerkung: Hieraus folgt intervallweise:
U,-U,1= / AU(t) + b dt,
In
bzw. mit U = h 1(t —t, 1)U, + h (t, — )U, 4
U — Up—1 = sha(AU, + AU, 1 + 2b).
Das primale Problem lautet in obiger Notation: Gesucht ist v € C'(I) mit

A(u, @) = (ug, ) Voe{v:I >R : U|In € Ce(In)}-

Man {iberlegt sich analog zum Text, dass das duale Problem die Gestalt hat: Gesucht ist
z € CY(I) mit

L*(z,¢) = (en/llenll,on) Vo€ {v:I =R : U‘In € C.(I,)},

mit der adjungierten Linearisierung:

N
L*(Z, Sﬁ) = Z/Ir (—Z/ - A*Zv (10) dt + (ZN7 (10]_\7)
n=1Y-"n
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und dem Fehler e(t) = u(t) — U(t).
Man definiert weiterhin das Residuum p(U, V) als

,O(U, V) = (u07 V()+) - A(Ua V)

Bemerkung: p(U,V) =0 firalle V € S}(LO)(I) nach Definition der diskreten Losung U.

Der Schliissel zur a posteriori-Fehlerschétzung ist die Feststellung, dass mit ¢ = e gilt:
L*(z,e) = (en/llenll, en) = llenll;

sowie
N
L*(z,e) = Z/ (=2 — Az e) dt + (2N, €x)
In

Z/I 2 — Ae— b+ b)dt — (20, ¢8)

—Z/ (z,u' — Au — b) dt — (20, ul) — Z/(z7U’—AU—b)dt+(z0,UJ)
I n=1 In

=0+ p(U, 2).

Also
p(U, z) = [lex]|-

Analog zum Vorgehen im Text setzt man wieder Z := Fyz € S}(LO) mit:
Damit ist dann p(U, z) = p(U, z — Z). Ausgeschrieben:

lexll = p(U, 2)
= p(U7Z - Z)

N
:—Z/(U'—AU—b,z—Z)dt,
n=1"1In

Und letztendlich:

llex|| = p(U, 2) = Z/ — AU — b,z — Pyz) dt
In

n=1

ST O Iy [ )
n=1 " In
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Losung A.7.9: a) In der vorliegenden Situation bestimmen wir

K(T)~(1-T)"*,  |n,(U)] ~sup [u"| = (1—t,) ",

n

und folglich h,, = (1=T)(1—t,)*>N~"/2 TOLY?. Dies liefert

N N
N = hahy' = NY2(1=T)"TOL™?Y " h,(1—t,)%?
n=1 n=1

~ N1/2(1 _T)73/2TOL71/2’

und schlieBlich N ~ (1-T)*TOL™!.

b) Wir gehen aus von der a posteriori Fehlerabschitzung

N
len] < Zhipn(U)Wn(z): pn(U) == hT_Ll|[U]7l|7 wn(z) = hr_zl/l |2/ dt,
n=1 n

mit der zugehorigen dualen Losung z, und die daraus resultierende (implizite) Schritt-

weitenformel
( TOL )1/2
hp = ——+—— )
Npn(U)wn(2)

pn(U) = hT_LlHU]n| ~ h;l\un — Up 1| < h;1 |u’| dt < (1— tn)_za
I,

Weiter gilt (s. Text)

sowie bei Beachtung von z(t) = (1 —t)*(1 —t,)"2:
wn(2) == ht | |2 dt =2k, (1 — tn)’Z/ (1—t)dt <2(1—t,)""
In In

Damit ergibt sich
TOLY? ,
n TN (1= tn)*2.

Fiir N folgt dann die Beziehung

N N N1/2 )
N=> hh' =Y h (1—t,)~%?
n=1

— TOL'?
N1/2 T N1/2
~——0 | 1=t At ——— (1 —-T)?
TOLY? J, TOLY?
bzw.
1 1
T TOL1-T"

Losung A.7.10 (Praktische Aufgabe): s. [10], Chapter 2.
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A.8 Kapitel 8

Losung A.8.1: a) Zunéchst erhalten wir durch Einsetzen in die allgemeine Losung u(t) =
Asin(t) + Bcos(t) + 1
u(0) =B +1, u(f)=A+1, wu(r)=1-5B.
a) u(0) = u(%) = 0: Dies liefert die Bedingungen
B+1=0 & DB=-1 sowie A+1=0 & A=-1.
Es existiert also genau eine Losung zu diesen Randwerten.
b) u(0) = u(mw) = 0: Dies liefert die Bedingungen
B+1=0 & B=-1 sowie 1-B=0 & B=L1
Es existiert also keine Losung zu diesen Randwerten.
¢) u(0) = u(m) = 1: Dies liefert die Bedingungen
B+1=1 & B=0 sowie 1-B=1 & B=0.

Es existert also fiir jedes A eine Losung, also unendlich viele.

b) Mit den Funktionen u und v := ' lautet das umgeformte System erster Ordnung

u'(t)—ov(t) =0, V(t)+ult)=1,

u'(t) 0 1| |u®)| |0
V'(t) —1 0f |v(¢) 1
Die Fundamentalmatrix dieses Systems ist

cos(t) sin(t)]

—sin(t) cos(t)

bzw. in Matrixschreibweise

Y(t) = l

Die drei gegebenen Randbedingungen lauten

) [1 0] [u(0) . 0 o] [uz)] o
¢ 0 0] lv©@] |1 o] [o(m)] o
1 o] [u@]  Jo o] [utm)] o

g 0 0 L(O) - 1 0] L(w)] B M
) 1 0] [u(0) . [0 0] [um] |1
‘ 0 0f [v©@] [t 0] [o(m] |1
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Damit ergibt sich in allen drei Fallen

1 0

Bat BiY (0) = cos(b) sin(b)

] , det(B, + ByY (b)) = sin(b).

Somit ist die Matrix B, + B,Y (b) im Falle a) reguldr und in den Féllen b) und c¢) nicht
reguldr.

Losung A.8.2: Analog zum Vorgehen im Text bei der Betrachtung des Sturm-Liouville-
Problems mit Dirichlet-Randbedingungen lésst sich auch das Neumann-Problem in der
Standardform schreiben als

ol o o] b~ o
0]~ |r0) o] [mo)] ~ (o)

0 1 |uo(a) N 0 0] [uo(b) _ %
0 0| lw(@)]| |0 1] |w(d) o

Es reicht deshalb wieder zu zeigen, dass das homogene Problem

—u"(t) + q()u' (t) + r()u(t) =0, tel=]a,b], u'(a)=1u'(b)=0

nur die triviale Losung besitzt. Dazu multiplizieren wir die Gleichung mit » und integrie-
ren iiber I:

/ —u"(t)u(t) dt + 3 / q(t) (u(t)?)" dt + / r(t)u(t)?dt = 0.

T T I
Durch partielle Integration erhalten wir daraus unter Beachtung der Randbedingungen

J @ e [ ()= 40 ©) ute ae+ atoue?] =o

I I

Unter den Voraussetzungen

min (r(t) — 34/(1)) >0, q(@) <0, q(t) >0,

wobei eine der Ungleichungen strikt gelten muss, folgt damit u = 0.

Losung A.8.3: (a) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fiir
t € [a,b]

v(t):/ V' (s) ds+wv(a).

Damit folgt

|MMs/wwnmﬂwm$/Wme+w@L
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Da die rechte Seite der Ungleichung unabhéngig von ¢ ist, ergibt sich durch Maximums-
bildung iiber ¢ direkt die Behauptung.

(b) Da v insbesondere stetig ist, folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung die
Existenz einer Stelle ¢, € [a, b], so dass

(b—a)v (ty) = / v (s) ds.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt
t
v (t) :/ V' (s) ds + v (to) .
to

Insgesamt ergibt sich also

/abv(s) ds| .

\‘U(t)lé/ |v'(s)|d5+|v(t0)|:/ W(S)‘dﬁﬁ

A.9 Kapitel 9

Losung A.9.1: i) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall A = I. Fiir alle z € K" gilt
(I + B)z|| = |lzl| — 1 Bz|| = (L = [|B])l=]-
Wegen 1 — ||BJ| > 0 ist also I + B injektiv und folglich reguldr. Mit der Abschéitzung

1

I =117+ B)(I + B)7Hl = (I + B~ + B(I + B)~'|
17+ B)7H = 1B+ B)~H = (T + B)~H (1= [[B]l) >0

Y

erhdlt man die behauptete Ungleichung fiir den Fall A = 1.

ii) Nun zum Fall einer allgemeinen Matrix A: Wegen ||B| < [|[A7Y||™! ist |A™'B| <
|A7Y|||B|l < 1. Nach dem o. a. Resultat ist also I 4+ A™'B regulér, und es gilt

1

1
I(7+A7B)7 | < < :
L—[[A=1B] = 1= [[A=]]IB]]

Dann ist auch A+ B = A(I + A™'B) regulir, und es gilt

A~

A+ B < AT+ ATB) I < AT + AT B) | < — s
Ii¢ )7 < AT )THIIE < HFATHHIC )l T A5

Losung A.9.2: Wir betrachten die zweidimensionale lineare RWA

u'(t) — Au(t) = f(t), t€a,b], ui(a)=c, uy(b)=2_,.
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Diese lautet in Standardform
U/l (t) _ a1 Q12 ul(t) _ fl (t)
uy(t) as an| [us(t) L]
1 0f |ui(a) N 0 0f fuu(d)| |«
0 0f |uz(a) 0 1| |uz(b) gl
Beim Gegenschieen machen wir fiir die diskrete Losung y(¢) den folgenden Ansatz:
y(t) = vi(t) +Yi(t)si, te€l=[tiyti],

wobei y;(t) bzw. Y;(t) als Losungen der folgenden AWA gegeben sind:

(to
(to

(t2
(

)

)

<

2 ’

0
1
0
1

&

ta

I

=

-

m
—

S

-
pN 22,

~ <

=S
S~— ~— S~— ~—

Ziel ist es nun, die Parametervektoren s; und sy so bestimmen, dass y(t) die Randbe-
dingungen erfiillt und auf dem gesamten Intervall [a,b] stetig ist, d. h. dass gilt

10
L) 0] (11(a) + Yi(a)s1) +

0 «
1] (y2(b) + Y5(b)s2) = lﬁ]

sowie
y1(t1) +Yi(t1)s1 = ya(tr) + Ya(t1)se.

Da wir in diesem Fall separierte Randbedingungen haben, kénnen wir s;; und sgo di-
rekt aus der Gleichung fiir die Randbedingungen ablesen. Unter Beachtung von y;(a) =
y2(b) = 0 und Yi(a) = Y1(b) = I erhalten wir ndmlich

s11=a und S9 = /.
Somit sind nur noch $13 und s5; mithilfe der SchlieSbedingungen zu bestimmen. Aus

}/1(751)51 - YQ(fl)SQ = yZ(tl) - yl(tl)

erhalten wir mit s;; = a und sq = (8

«

512

Yitt) —vae0)] | 7] = [oaltr) - wattr)] -

521

B
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Diese Bedingung kann man in ein 2 x 2 Gleichungssystem fiir die gesuchten Werte sio
und s9; umschreiben. Ist dieses eindeutig l6sbar, so erhalten wir

ol ol

Bemerkung: Bei Verwendung der iiblichen Mehrzielmethode (d. h. kein Gegenschiefien)
hétten wir ein 3 x 3-Gleichungssystem erhalten, da wir zusétzlich zu s;3 und sg; noch
S99 mithilfe der Randbedingungen bestimmen miissten.

Losung A.9.3: Wir formen das Anfangswertproblem um in ein System 1. Ordnung;:

upy®] [ o 1] [uo(t) u(0)] |1
wit)] (100 0f lm@®)] |w©)] |s]

Wir bestimmen die Eigenwerte von A:

A -1
det(M — A) = det = A? — 100 = (A + 10)(A — 10).
—100 A

A hat also die Eigenwerte 10 und —10. Die allgemeine Losung des Anfangswertproblems

lautet daher
Uo(t§ 3) _ cleIOt 1 + 02671015 1 .
(GE) 10 —10

Damit erhélt man fiir die Koeffizienten ¢; und ¢y aufgrund der Anfangswerte die Bedin-

gungen
1 uo(0; ) ¢+ e
s| u1(0; ) B 10¢; — 10¢y
und somit
~ 10+s - 10—s
AT 0 0 T a0

Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet also

1045 100 10=5
t;s) = .
u(t; s) 50 ¢ + 50 ¢
Damit wird e = u(3;s*) = 185530 4 102526750 und durch Auflésen nach s* erhalten
wir s* = —10 und damit als Losung der Randwertaufgabe
u(t) = u(t; s*) = e 1.
Hat man statt s* = —10 ein § mit \S —° | <€ d h. [§410] < 10e, so folgt

S*

10+ s . 10—-5 _. 10 + s* . 10 — s* _.
|u(37§) _ u(g’s*” _ ‘ﬁe‘iﬂ —86—30 . + s &30 _ S o530

20 20 20 20

*

§—s

20

(630 _ 6730) _

< — €.
20 ¢

5+ 10’ (630 _ 6730) 230 _ o
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Mit u(3;s*) = e30 ergibt sich fiir den relativen Fehler in w(3;35):

u(3; 8) — u(3;s%) - e —1
u(3; s*) -2

€.

Losung A.9.4 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiighar.

A.10 Kapitel 10

Losung A.10.1: Wir betrachten die RWA

u'(t) = At)u(t) = f(t), € la,b],
B,u(a) + Byu(b) = g.

1. Fiir die Polygonzugmethode gilt

Lhyn = h_l(yn - ynfl) - A(tnfl)ynfl = f(tnfl)
bzw.
(_I - hA(tn—l))yn—l +Yn = hf(tn—l)'
Unter Hinzunahme der Randbedingung

By +Byyn =g

erhalten wir damit das System (A, := A(t,), fn = f(tn))

B, 0 . 0 B, Yo g
—I — hA, I U1 hfo
—I—hA, I =
: Yn—-1 :
L —I — hAN_l I 1L YN i _th—l_

Um dieses System aufzustellen, benétigt man jeweils N Auswertungen von A(t)
und f(t). Das entstehende LGS hat eine Blockstrucktur, so dass wir das LGS mit
Aufwand O (@®*N) 16sen kinnen.

2. Im Falle des Schiefiverfahrens bestimmen wir zunéichst die diskreten Fundamental-
matrizen Y,» aus den Losungen der AWA

Y'(t)—A@)Y (t)=0, Y(a)=1
sowie die Losung yo der AWA

Yo (t) = A(t)yo (1) = f(t), wyo(a)=0.
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Hierzu werden ebenfalls nur N Auswertungen von A und f benétigt, da die Git-
terweite fiir alle AWA gleich ist. Die Anzahl der Matrix-Vektor Multiplikationen ist
aber (d+ 1) N anstatt N.

Anschliefend bestimmen wir mit Q" = B, + B,Y:
Q"s" =g — By

Die Losung dieses LGS erfordert einen Aufwand O (d*). Anschlieend erhalten wir
unsere Niherungslosung u” mittels:

= VS
also durch weitere N Matrix-Vektor Multiplikationen (O (Nd?) ). Ferner benétigen
wir flir dieses vorgehen die Losungen der d + 1 AWA. Also einen Speicherplatz
O (Nd?) anstatt O (Nd) wie im Fall (a).

Losung A.10.2: (i) Zunéchst schreiben wir die RWA als System erster Ordnung (in
Standardform):

Fiir die Trapezregel gilt

1 1
LL n = 7Un — Un— S n— n) =
rY h(l/ Yn-1) 2[ O] (Yn-1+ Yn) l ]

1
—1 =k
2
Yn—1+

2

Zusammen mit den Randbedingungen ergibt sich also folgendes Gleichungssystem:

b o ] [
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Die Randwertaufgabe ist als Spezialfall eines Sturm-Liouville-Problems (p = 1, ¢
r =1) wegen
I1+(1-02min{l-0}=2>0

te[0,1]

eindeutig losbar.

(ii) Zunéchst schreiben wir die RWA als System erster Ordnung (in Standardform):

0 1] lm@®| |1’
0 0] |u(0)] |1 0] [w(D)] o]

1 110 1 0
L n = 7\Un — Un— S n— n) =
nY h(l/ Yn-1) 5 [ 11 (Yn—1+ Yn) l 1]

Fiir die Trapezregel gilt

bzw.

Zusammen mit den Randbedingungen ergibt sich also folgendes Gleichungssystem:

10 0 o] ] [ o] T
o D [
-1 =l - " [0 ]
0 —1—-%2] [0 1-1% =11
e et R |

i 0 —1-2| o 1-1%] 1=

0,

Die Randwertaufgabe ist als Spezialfall eines Sturm-Liouville-Problems (p = 1, ¢ = 1,

r =0) wegen
1+(1—-0)? min {0-0}=1>0

te [0,1]

eindeutig l6sbar. Da die Trapezregel fiir AWAn von zweiter Ordnung ist, ist sie dies nach

dem Aquivalenzsatz aus der Vorlesung ebenfalls fiir RWA.

Losung A.10.3: a) Die RWA besitzt eine eindeutige Losung, denn das entsprechende
homogene Problem besitzt nur die triviale Losung « = 0, wie man wie folgt sieht: Sei u

eine Losung von

—u"(t) +100d/(t) =0, t€[0,1], wu(0)=wu(l)=0.
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Multiplikation mit u und Integration itber I = [0, 1] liefert

- /1 u” (t)u(t) dt + 100 /1 ' (H)u(t) dt =0

bzw. nach partieller Integration

+ /l(u'(t))2 dt 4 50 /1 (u(t)?)"dt = 0.

Einsetzen der Randwerte liefert

—u’(t)u(t)‘

0

/Ol(u’(t))th =0

und damit u' = 0. Wegen u(0) = u(1) = 0 folgt also u = 0.

b) Fiir die Gitterfunktion (y"), ergibt sich durch Anwendung der zentralen Differenzen-
quotienten

—hiQ{yﬁrl — nyl + yfﬂl} + 50h71{yi+1 — yi_l} = 1, 1= 1, Ce N.

Die Randbedingungen liefern y} = v +1 = 0. Durch Elimination der Randwerte Yl und
y% erhiilt man so das folgende Gleichungssystem:

[ 2 50h — 1 17w ] [1]
—50h—1 2 50h — 1 Yo 1

h_2 . . . . _ .
—50h — 1 2 50h — 1| |yn_1 1
I —50n—1 2 ||y~ | |1

Die Matrix ist offenbar diagonal-dominant, falls gilt
2 > |=50h — 1| + [50h — 1| = 50h + 1 + |50h — 1.

Fall 1: 50h—120<:)h2%:

wt

1
2250h+1+50h—1:100h¢>h§%.

Fall 2: 50h —1 <0 h < 5
2>50h+1+1—50h=2.

Die Matrix ist also diagonal-dominant, falls A < %. Strikte Diagonaldominanz liegt nie
VOr.

c) Fiir die Gitterfunktion (y”), ergibt sich in diesem Fall

—h_z{yifﬂrl — ny + yf_l} + IOOh_l{yi —yiar=1, i=1,...,N.
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Elimination der Randwerte y und y% 4 fithrt dann auf das Gleichungssystem

[ 2+ 100n —1 10w 1 [1
—~100h — 1 2+ 100h ~1 Yo 1

h72 . _
—~100h —1 2+ 100h —1 Yn—1 1
I —100h —1 2+100h] | yx | [1]

Diese Matrix ist also wegen
2+ 100h > |-100h — 1| + |-1| = 100h + 2

flir jede Schrittweite h diagonal-dominant. Strikte Diagonaldominanz liegt auch hier nie
vor.

Losung A.10.4: Fiir die Losung der Differenzengleichungen (2. Ordnung)
—(é+ %)ynfl +2¢ — (6 — %h)ynJrl =0, wo=1, ynp1=0

machen wir einen Ansatz der Form y,, = A". Mogliche Werte fiir A sind dann gerade die
Losungen Ai der Gleichung

—eA? + (2 + W)X — (e + h) =0,

wobei wir € = € + %h verwendet haben. Beriicksichtigung der Randbedingungen yo = 1
und yyi1 =0 in dem Ansatz
Yn = C4 AL+ A

ergibt die Bedingungen c¢; +c¢_ =1 sowie c+)\f+1 + e A¥*1 =0 und damit
)\f+l )\N+1
- = AT D C+ = _/\fﬂ EVERE

Die Losung hat also die Gestalt

= A_1X+1)\7i _)\]_V‘Fl)\i
/\erl _ )\J_\/Jrl

Im konkreten Fall sind die Losungen Ay gegeben als

—2¢ —h++/(2¢ + h)? -4 h —2¢ —
_ 2 \/(6—2&— ) e + ): 2¢ 2h:l:h,d.11.)\+:1, )\7:6+h.
—2¢ —2¢ €

At

Die Losung besitzt also die konkrete Darstellung

AVHL h
Yp = ———— Init/\_zeJr

ez ; >1>0.

Insbesondere ist damit y, > 0 (oszillationsfrei) monoton fallend.
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A.11 Kapitel 11

Losung A.11.1:

1. Der Satz von Picard-Lindelof fordert die L-Stetigkeit der AWA und ergibt neben
der lokalen Existenz einer Losung auch deren Eindeutigkeit.

2. u(t)=(01-1t)""

3. Die lokale Losung einer (stetigen) AWA ist in der Zeit fortsetzbar, bis ihr Graph an
den Rand des Definitionsbereich der rechten Seite f(¢,x) stofit.

4. Ja.

5. Der Abschneidefehler entsteht durch Einsetzen der exakten Losung in die Differen-
zenformel:

hntZ = Up = Up—1 — hnF(hna Un, u’mun—l)-

6. Wenn fiir die Eigenwerte A(t) der Jacobi-Matrix f.(¢,u(t)) entlang der Losungs-
trajektorie gilt:

o Re)(t
maxgex(r)<o [ReA(t)] > 1,

IHinRe/\(t)<0 |Re)\(t)\
7. Wenn sie konsistent und null-stabil ist.

8. Die LMM
R R
Z AR—rYn—r = h Z ﬁRfrfnfr
r=0 r=0

hat das Stabilitédtspolynom
R
T\ qh) = for — ghAB I
r=0

9. Die Ordnung ist m = 2.
10. Die Simpson- und die Mittelpunkts-Methode haben ein triviales Stabilitéitsgebiet.

11. Die Mittelpunkts-Methode ist explizit und erlaubt eine asymptotische Fehlerent-
wicklung nach geraden Potenzen von h.

12. Eine Funktion a(h) wird fiir eine Folge von Werten hg > hy > - -+ > h,, > 0 ausge-
wertet. Der Grenzwert a(0) wird durch den Wert p,,,(0) des Interpolationspolynoms
m-ten Grades zu den Stiitzwerten {hg,a(ho)}, ..., {hm,a(hy)} approximiert.

13. Fiir die Schrittweiten h; = h/i gilt limsup, ,. hjy1/h1 = 1, so dass in der Feh-
lerabschétzung fiir das Extrapolationsverfahren die Konstante im Restglied nicht
beschrénkt bleibt.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

A-Stabilitit bedeutet, dass das Stabilitétsgebiet der Diffenzenformal die ganze ,ne-
gative“ komplexe Halbenene enthilt. A(a)-Stabilitdt verlangt dies nur fiir einen
Sektor mit Halbwinkel o > 0.

Bessere Stabilitdt beim Losen der AWAn wegen kiirzerer Integrationsintervallen.

Die algebraische Nebenbedingung enthélt explizit die ,,algebraische Variable und
ihre Jacobi-Matrix bzgl. dieser ist regulr.

Die Fundamentalmatrix Y'(¢) ist die Losung der linearen Matrix-AWA Y (t) =
A)Y(t), t € [a,b], Y(a)=1T.

Ein ,,reguldres Sturm-Liouville-Problem* ist eine lineare RWA 2-ter Ordnung

—[pu]'(t) + q(t)u'(t) + r(t)u(t) = f(t), t € [a,b], Randbedingungen.

Es wird u(a) = g, und wu(b) = g, gefordert.

Die Trapezregel angewendet auf eine lineare RWA hat die Gestalt:

Yn — Yn—-1 = %h{A(tn)yn + A(tnfl)ynfl + f(tn) + f(tnfl)}7 n = 17 L) N,
Bayo + Byyn = g.

Losung A.11.2: Das Graggsche Extrapolationsverfahren basiert auf der asymptotischen
Entwicklung

Un = ultn) + > W {ag(ty) + (=1)"be(ta) } + O(R*"?)

der Mittelpunktsregel gestartet mit der Polygonzugmethode. Diese erlaubt somit bei Wahl
gerader Koeffizienten n; = 2,4,6,8,12,16,--- in h; = nﬁ eine Extrapolation zum Limes
in 2. Ordnung.

Man berechnet also konkret:

1.

2.

Zu einer Grundschrittweite H mit ganzen Zahlen n; = 2,4,6,8,--- werden
Nty + vhi b)), hi = H/n;, v=1,--+ n;+1
berechnet mit

n(tn + hi; h1) =Yn + hif(tnv yn)7
Nty + (v + Dhg; hy) = n(t, + (v — Dhis hy) + 2hi f (t, + vhy, n(t, + vh; hy)

Mittelungsprozedur:

a(hi) =+ (n(tns1 = his hi) + ntnga; Bi) + 0t + his hy) -
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3. Extrapolation:

Ty = a(hi)7
T —Tic1 e

T =Tip1+
k k-1t (hi /i) — 1

sowie dem finalen Setzen von

yn+1 — Tmm

Losung A.11.3: Die adaptive Schrittweitenwahl beruht auf einer Entwicklung des Ab-
schneidefehlers,

T = byt (1) + O(hy ),
und einer Schiatzung des Hauptabschneidefehlers ™™ durch

H/2 H
m ~ Yn' — Yy
T (tn) ~ Hm-‘rl(l _ 2—m) (*)

mit Hilfe der Ndherungen y (mit Schrittweite H ) und yn /2 (mit halber Schrittweite
H/2) von u(t,—1+ H).

AUS der a priOI‘i-Fehlel"abSChé( Zung
ax [|€ < ZS 1 ax ||t
tnel H TLH tnel || TL”

gewinnt man die Schrittweitenbedingung

1/m
h,, ~ <T70L> , (%)
KT([tm(t.)|l

so dass maxy, ey ||en|| < TOL.
Dies motiviert z. B. den folgenden Algorithmus:
1. Sei y, berechnet, Setze H := 2h,,.

2. Berechne yf, y ﬁ und schiitze mit (*) und (**) die notwendige Schrittweite 7,
ab.

3. h, < %H? Falls ja und hy, > huin, setze H = 2h,, 11 und mache bei (2.) weiter.

4. Ansonsten: Setze h,,1 = H, t,.1 =1, + H,

m. H/2
y. _ 2 Z/n+/1 - ?Jfﬂ
n+1 om _ 1

5. Falls t,41 < T Weiter bei (1.)
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Losung A.11.4: a) Die AWA heifit steif, wenn mit den Eigenwerten A(¢) der Jacobi-
Matrix f.(¢,u(t)) entlang der Losungstrajektorie gilt:
maxgex <o |ReA(t)]

K(t) = — > 1.
(*) mingex <o |[ReA(t)]

b) Eine LMM ist ,, A-stabil“, falls die linke komplexe Halbebene ganz im Stabilitétsgebiet
liegt. Eine LMM ist ,, A(0)-stabil“, falls die negative reelle Achse ganz im Stabilitétsgebiet
liegt. Sind die Eigenwerte A(t) der Jacobi-Matrix f.(¢,u(t)) stets reellwertig, so ist keine
Schrittweitenrestriktion notig um numerisch stabil zu integrieren.

¢) Die Eigenwerte von A sind A\ = —1 und Ay = —399, so dass
K(t) =399 > 1,
d. h. die AWA ist steif. Das Stabilitdtsintervall der Polygonzugmethode ist ST = [—2,0].

Um mit der Polygonzugmethode numerisch stabil zu integrieren fordern wir:

\ - he -2, h<—.
€[-2,00 = 399

Die Trapezregel ist A-stabil, d.h. nach (b) ist keine Schrittweitenbedingung notwendig.

Losung A.11.5: Zur Losung der nichtlinearen RWA
u'(t) = [t u(t)
r(u(a), u(b)) =
definiert beim beim SchieBverfahren y(t;s) als (eindeutige) Losung der AWA

yl(t> - f(tvy(t))v tel,
y(a) = s.

), tel,
0

~
<

Das Losen der RWA ist dann dquivalent zum Finden einer Nullstelle von
F(s):=r(s,y(b;s)) =0.

Die Nullstelle sucht man dabei mit Hilfe des Newtonverfahrens. Hierbei ist in der Jacobi-
Matrix

F'(s) =1, (s,y(b;5)) + 7 (5, 9(b; ) - (b 5)

der unbekannte Term G(t;s) := y.(¢; s) nach dem Satz von der differentiellen Stabilitét
bestimmt durch die Matrix-AWA

G(t;s)'(t) = fo(t,y(t; )Gt s)(t), teL,
G(a;s) =1.
Dies motiviert das folgende Vorgehen:

Sei 5@ ein geeigneter Startwert. Berechne s(*+D aus der vorangegangenen Schitzung
@) durch
s urc
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1. Lose AWA

y'(t) = f(ty(t), tel,
y(a) = s
Setze damit

F(s9) := (s, y(b; 59)).

2. Lose die lineare Matrix-AWA

G(t;sD) (1) = filt,y(t; s9)G(t; s (1), tel,
Gla;s) =1

und setze

F'(sW) i= 1 (559, y(b; s5D)) + 1 (ss™, y(b; 557)) - G(b; ).

3. Lose abschlieBend

F/(S(i>)s(i+1) - F’(s(i))s“) — F(S(i)).

Losung A.11.6 (Praktische Aufgabe): Zur Approximation des (nicht-steifen) Lorenz-
Systems verwenden wir das dG(1)-Verfahren mit adaptiver Schrittweitenwahl geméf der
im Text beschriebenen Strategie (fiir Kontrolle des ,,Endzeitfehlers® e(7) mit Fehlerto-
leranz TOL = 0.2),

lexll < CHCD En) max {mall U + RIS O} (QL1L3)

Die dabei auftretende Stabilitéitskonstante wichst exponentiell mit der Zeit wie
CSU(T) ~ exp(2T
s (T) = exp(3T).

Fir T = 25 ist dies C?(25) ~ 108 und fiir 7 = 35 bereits C'?(35) ~ 10'3. Dies
bedeutet, dass verldssliche Rechnungen mit dem dG(1)-Verfahren mit einer akzeptable
Schrittweite h, > 10~7 bis zum Zeitpunkt T = 35 moglich sind; s. Abb. A.11.6. Weit
dariiberhinaus kommt man mit dem (impliziten) dG(1)-Verfahren wegen seiner niedrigen
Ordnung und der weiter wachsenden Stabilitdtskonstante c? (40) ~ 10'® nicht mehr,
da dann wegen des enorm kleinen lokalen Zeitschritts der Rundungsfehler dominiert (bei
Rechnung in REAL*8-Arithmetik). Abb. A.11.6 zeigt, dass die Leistungsgrenze scheint bei
etwa T ~ 37 liegt. Zum Vergleich wurde eine genaue Referenzlosung auf dem Intervall
I =[0,40] erzeugt mit Hilfe eines ,,Hochleistungs-ODE-Losers® (entwickelt von Reinhold
v.Schwerin, HS Ulm) auf Basis von Adams-Formeln variabler Ordnung (maximale Ord-

nung 12) mit adaptiver Schrittweitenkontrolle (Fehlertoleranz 1072%) und Rechnung mit
REAL*16-Arithmetik.
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Abbildung A.1: Referenzlosung (x-Komponente) (links) und ,falsche® Losung (x-
Komponente) (rechts) auf dem Intervall I = [0,40] berechnet mit dem adaptiven dG(1)-
Verfahren mit TOL = 10~%.
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