A Loésungen der Ubungsaufgaben
Im Folgenden sind Lésungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Ubungs-

aufgaben zusammengestellt. Es handelt sich dabei nur um Losungsvorschéige ohne An-
spruch auf Vollstandigkeit zur Anregung weiterer eigener Uberlegungen.

A.1 Kapitel 1

Losung A.1.1: a) Wir fithren die Bezeichnungen w; = v, uy := v/, ug := 0", uy :=

0" us = u, ug := o, ein und erhalten das System

(@), uy(x) = us(), uy(r) = ua(x)

uy(r) = f(z) + a(@)us(x), us(x) = ug(x), ug(z) = g(x) — b(x)u(2).

b) Zunichst wird v’ = g — bv eingesetzt und dann analog zu (a) verfahren.

Losung A.1.2: a) Sei u Losung der Anfangswertaufgabe
u'(t) = f(tu(t), 0<t<T, u(0)=u.

Durch Integration iiber [0, ¢] erhalten wir

/Ot u'(s)ds = /Ot f(s,u(s))ds,

und somit
u(t) = u(0) + /0 f(s,u(s))ds = up + /0 f(s,u(s))ds.

Sei nun w Losung der Integralgleichung

t
u(t) = ug +/ f(s,u(s))ds, 0<t<T.
0
Dann ist zunéchst
0
u(0) = ug —|—/ f(s,u(s))ds = uo.
0

Auflerdem ist u nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stetig diffe-
renzierbar mit

W)= o / f(s,u(s)) ds = f(t,u(t).

271
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b) Fiir den Integraloperator K : C[0,7] — C[0,T7] gilt:

|K@@—mew:m+/3mwmw—m—éﬁawmwu

= H/ (s,v(s)) — f(s,u(s))) dSH

< ||f(87v(8))—f( su(s))| ds

<A 1£(s.0(s)) — (s, u(s))]| ds.

Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von f(¢,-) ergibt sich

t
1K (0)(t) = K(u)(®)]| S/O Llfo(s) — u(s)| ds
T
<L max ||[v(7) —u(7)|| ds = LT||v — t||so-
o TE0,T]
Da diese Abschétzung fiir jedes ¢ € [0,7] gilt, folgt
1K (v) = K(u)]loo < LT[0 — tf|.

Also ist K im Falle ¢ := LT < 1 eine Kontraktion, so dass der Banachsche Fixpunktsatz
anwendbar ist.
¢) Es gilt die a priori Fehlerabschéitzung

qk

lu = ulloe < 1—Hu1 — ]l

= max H/ f(s,ug dSH < 7T||f( o) || oo

1—q te[0,77]

und die a posteriori Fehlerabschétzung

lc—lHoo

q
e =l < 1t~

Losung A.1.3: Wir schreiben die AWA in der Form w/'(t) = f(¢,u(t)). Alle Funktionen
f sind stetig, es existiert also jeweils (mindestens) eine lokale Losung.

a) Eine Losung ist (nach Text) u(t) = (1—¢)~!. Wegen der (lokalen) L-Stetigkeit von f
ist diese im Existenzintervall eindeutig. Sie wird jedoch fiir ¢ — 1 singuldr. Gébe es
eine Losung auch fiir ¢ > 1, so miisste diese fiir ¢ < 1 mit (1—¢)~! iibereinstimmen.
Die Losung existiert also nicht global und ist auch nicht gleichmiiflig beschréankt.

b) Wegen der lokalen L-Stetigkeit der Funktion f(¢,2) = —z? esistiert eine lokale, ein-
deutige Losung. Dies ist gerade u(t) = (1+¢)~!. Diese Losung ist global fortsetzbar
und beschrankt.
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¢) Eine lokale Losung existiert nach dem Existenzsatz von Peano. Fiir diese gilt wegen
u'(t) = u(t)/? > 0 fiir alle ¢ aus ihrem Existenzintervall notwendig u(t) > 1.
Wegen der L-Stetigkeit der Funktion f(x) = 2'/? fiir x > 1 ist diese Losung also
eindeutig. Diese Losung hat die explizite Gestalt

u(t) = (1+ 5t)°

und ist offenbar ,global®, d.h. fiir alle ¢ > 0 definiert, aber nicht beschrankt.
Bemerkung: Fiir den Anfangswert w(0) = 0 gidbe es dagegen die unendlich vielen

Losungen
@ {0, 0<t<e
U(T) = 2
[Lt—0)]", c<t

d) Hier ist f(t,z) = cos(z) — 2. Wir konnen den globalen Existenzsatz aus dem Text
anwenden:
|f(t,x)] = |cos(x) — 2z| < |cos(x)| + 2|z| < 2]z + 1.

Auflerdem ist f global L-stetig:

[f(t,2) — f(t.y)| = | cos(x) — cos(y) + 2y — 2|
< | cos(x) — cos(y)| + 2|z — y|
=[sin(€)(x —y)l+2lz -yl (£ € [z,y])
<o —yl+2lz —yl =3[z —yl.

Also ist die AWA global eindeutig 16sbar. Da f auBlerdem der Monotoniebedingung
geniigt und |f(£,0)] = 1 < oo ist, folgt die Beschrianktheit (sowie die exponentielle
Stabilitdt) nach dem globalen Stabilitétssatz.

Losung A.1.4: a) Angenommen, die AWA besitze eine eindeutige Losung u, aber nicht
die gesamte Folge (up), konvergiere gegen diese. Dann existiert eine Teilfolge (up) von
(up), die nicht gegen u konvergiert und fiir die u auch kein Haufungspunkt ist. Auf die-
se Teilfolge wenden wir den Satz von Arzela-Ascoli an. Dieser liefert die Existenz einer
weiteren Teilfolge, die gegen eine Losung v konvergiert. Da nach Voraussetzung u # v
gilt, u aber die einzige Losung der AWA sein soll, ergibt sich ein Widerspruch.

b) Der Satz von Peano und der Fortsetzungssatz behalten ihre Giiltigkeit: Wir unter-
teilen das Zeitintervall so, dass die (endlich vielen) Unstetigkeitsstellen mit Stiitzstellen
zusammenfallen. Danach wenden wir den Satz sukzessive fiir jedes Teilintervall an. Die
Anfangswerte auf den Teilintervallen sind gerade die Endwerte der vorangegangenen, vor-
ausgesetzt diese existieren iiberhaupt (wegen der unter Umstédnden nur lokalen Existenz
des vorhergehenden Losungsstiickes).

Losung A.1.5: Zum Beweis schreiben wir fiir jede einzelne Komponente von f(¢,x):

filt,z) — fi(t,z") /8flf1+s(ac ) dsf/ Zafzt%'+$(l a'))(x;—at) ds
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und finden durch Normbildung und Ausnutzen der Vertriglichkeit von euklidischer Norm
und Frobenius-Norm:

1 () — F(t,2) |\</ ||Zafm+s<x o)) () || ds

! : / ny |2 1/2 /
< [ [ S 1osttta+sta—aP] e - l1ds
0

i,j=1

<1Kdl|z—2.

Losung A.1.6: Eine Differentialgleichung
u'(t) = f(t, u(t))
heit (stark) ,monoton“, wenn gilt:

Monotone AWA mit sup,cp, o [|f(#,0)[|2 < 0o haben nach einem Resultat aus derm Text
globale, gleichméfig beschrinkte Losungen.

a) Fir f(t,z) .= A(t)x + b(t) gilt, wenn A(t) gleichméafig fur ¢ > ¢, negativ definit ist:
—(ft.x) = ft.y), 2 =yl = —(A(@ —y),z —y)2 2 1llz —yll}, =,y R,
d. h.: die AWA ist ,monoton®.

b) Die Matrix —A ist symmetrisch und strikt diagonal-dominant und hat folglich nur
positive Eigenwerte. Also ist A negativ definit.

c¢) Weiter gilt im Falle sup,-, [|b(t)|]2 < co:
sup [| f(t,0)[|l2 = sup [[b(t) |2 < oo,
t>to t>to

d. h.: Die Losung der linearen AWA ist gleichméBig beschréinkt.

Losung A.1.7 (Praktische Aufgabe): Fiir die verschiedenen Verfahren ergibt sich:

i) Sukzessive Approximation: Bemerkung: Die sukzessive Appro-
®(1) — tan(1 ximation liefert eigentlich Naherun-
k| u®(1) M gen fiir den ganzen Losungsverlauf,
tan(1) u(t), kann aber auch auf die Be-
1| 1.0000000 0.35790738 rechnung von u(1) beschréankt wer-
21 1.3333333 0.14387651 den. Der Hauptaufwand bei der
3| 1.4825397 0.04807222 Durchfiihrung der Methode besteht
in der Berechnung der Integrale
4 | 1.5369594 0.01312974 fo ))ds, was in der Regel
5 | 1.5527855 0.00296787 mit Quadraturformeln (am besten
6 1.5565238 0.00056754 mit der ROIIlbeI‘g—l\leth(?de.) unter
Verwendung von a posteriori Fehler-

7 | 1.5572616 0.00009384 kontrolle erfolgen mus.
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ii) Taylor-Methode: ili) Polygonzugmethode:
UM (1) — tan(1 — tan(1

i Ul(R)(l) 1 (tézn(l) 2 e N ’yNtan(l)( )’

1 | 1.0000000 0.35790738 1 1.0000000 | 0.35790738

2 | 1.0000000 0.35790738 2 1.1250000 | 0.27764581

3 | 1.3333333 0.14387651 4 1.2551867 | 0.19405390

4 | 1.3333333 0.14387651 8 1.3669378 | 0.12229936

5 | 1.4666667 0.05826416 16 | 1.4472379 | 0.07073923

6 | 1.4666667 0.05826416 32 | 1.4974739 | 0.03848307

7 1 1.5206349 0.02361155 64 | 1.5260316 | 0.02014639

8 | 1.5206349 0.02361155 128 | 1.5413373 | 0.01031867

9 | 1.5425044 0.00956931 256 | 1.5492728 | 0.00522339

10 | 1.5425044 0.00956931 512 | 1.5533148 | 0.00262806

11 | 1.5513676 0.00387829 1024 | 1.5553548 | 0.00131817

12 | 1.5513676 0.00387829 2048 | 1.5563796 | 0.00066012

13 | 1.5549598 0.00157181 4096 | 1.5568933 | 0.00033032

14 | 1.5549598 0.00157181 8192 | 1.5571504 | 0.00016523

15 | 1.5564156 0.00063703 16384 | 1.5572790 | 0.00008263

16} 1.5564156 0-00063703 Bemerkung: Die Polygonzugmethode lie-

17| 1.5570056 0.00025818 fert automatisch Naherungen g, fiir den

18 | 1.5570056 0.00025818 ganzen Losungsverlauf und nicht nur zum

19 | 1.5572448 0.00010464 Endwert ¢ = 1. Der zu ihrer Durchfiih-
rung notwendige Aufwand besteht im We-

20 | 1.5572448 0.00010464 sentlichen in den Funktionsauswertungen

21 | 1.5573417 0.00004241 f(t;,y;) in den einzelnen Zeitschritten.

A.2 Kapitel 2

Losung A.2.1: a) Unter Konsistenz (eines Einschrittverfahrens mit einer AWA) versteht
man das Verschwinden des lokalen Diskretisierungsfehlers (Abschneidefehlers)

1
b= (un - un—l) - F(hn;tn—hun—l)

"l
bei kleiner werdender Schrittweite h = max,(hy,) :

max || 7| — 0 fiir A — 0.
tn€l
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Das Einschrittverfahren hat die Konsistenzordnung m , wenn gilt
h — hm
max | 71| = O(7).

b1) Diese Formel entstand durch Koeffizientenvergleich aus der 2-stufigen Runge-Kutta-
Formel mit der Taylormethode. Ansatz:

F(h'ru tn—la yn—l) = le + CQf(t + hna27u + hanIf)

Taylorentwicklung in Termen von h,, ergibt:

gy
F(hn;tn—lvyn—l) = Z T_’;LahnF‘

r=0

= (c1 + o) f + caaghy fi + cabaho f fo + O(R2).

hn=0

Koeffizientenvergleich mit der Taylormethode liefert die Konsistenzbedingung;:

(Cl + C2)f + CZCLthft + 02b21hnffac + O(h‘i) ; f + %hn{ft + fxf} + O(hi)

Mit der Wahl ¢; =0, ¢co =1 und ay = by = % erhélt man also gerade eine Methode 2.
Ordnung.

b2) Diese Formel ist eine 3-stufige Runge-Kutta-Formel

F(hpitn-1,Yn-1) = c1ky + coko + c3ks

J(tn1,Yn-1),
ky = f(ta-1 + ha@o, Y1 + hnbarkr) = f(tao1 + hnaz, Y1 + hnbar f),
J(tn—1 + hnas, Yn—1 + hnbsiki + hypbsaks)

f(tn1 + hpas, o1+ hpbor f + hypbsa f (t,-1 + hao, Y1 + hbor f)).

Taylorentwicklung der Verfahrensfunktion ergibt:

F(hnitn1,yn—1) = (c1 + c2 + c3) f + (caaz + c3ag)hn fi 4+ (c2ba1 + c3bs1 + c3bsa) b f fo
+ (3203 + 2c3a3) 12 fu + (coa0bor + c3asbs + c3a3bsa) R f fra
+ ($e2b3y + Se3byy + csbsibsa + Se3b3y)RE [ foa
+ csasbsohi, fifo + cabanbsahl f f72 + O(h))

Koeffizientenvergleich mit der Taylormethode

Flhpitn 1,yn 1) = f+ Sha{fi+ [ 12}
+ éhi{ftt + fotar + f2fmm + ftfa: + ffz2} + O(hi)
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ergibt die Konsistenzbedingungen:

c1+co+c3 =1,

1

C209 + C3a3 = 5,

_ 1

Cabor + c3b31 + c3b3a = 3,

1,2 1. 2 1

562612 + 5(33&3 =%

_ 1

C2a2ba1 + c3a3bs1 + czasbzy = 3,

1,12 4 1,32 1,12 _ 1

502()21 + 563[)31 =+ 03b31b32 + 503[)32 )

1

c3a2bzy = 67

1

c3ba1bgy = 6"

Ablesen der Koeffizienten ergibt:

_ 1 _ 5 _ 4 _ 1 _5 _ 1 __ 5 _5
€1 =1 C=71p ©@B=719 A2=73, =y, bzl—g, b31——§7 532—1-

Die so konstruierte Runge-Kutta-Formel ist demnach von 3. Ordnung.

(Alternativer Zugang: Die endgiiltigen Koeffizienten direkt in der Taylorentwicklung der
Verfahrensfunktion einsetzen.)

Losung A.2.2: a) Es geniigt, die L-Stetigkeit der k,.(h;t,x) zu zeigen. Zunichst schétzt
man allgemein ab:

|

Hhmﬁwy—mmﬁyﬂzHf@+hmw+h§3@$J—f@+hmw+hﬁém$0
s=1

s=1

< Ly (B3 Wl ksl 2) = Bulhs )l + =) (%)

s=1

Unter der Schrittweitenbedingung Lh|b,,| < 1 erhdlt man:

|k (R t, ) — K (hst, y)|
R

1
<o Ly (h S bl Ikt ) — kit o)+ e — o) )
1 — Lshl|b,,| T
Diese Ungleichung erlaubt es nun, induktiv die L-Stetigkeit der k, zu zeigen:

Induktionsanfang: Fiir R =1 folgt sofort die Lipschitz-Stetigkeit von k;.
Induktionsschritt: Einsetzen der Ungleichung (*) fir kg in die Ungleichungen (**) fiir

ki, , kg1 liefert R —1 Ungleichungen mit modifizierten Koeffizienten:

R—1
lbor | Ly h
kr(hit, ) — ko(hit, )| < Le| B m50+————f>mhmx—@ma
([ ( ) = k(B t,y) | f( ;l | 1= Lyhlba] [ s ( ) = ks(h;t,y)||

Lih(R—1)|b,

T — firr=1,---,R—1
Ry AT ) yn)
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Nach Induktionsvoraussetzung sind die k., r = 1,--- | R—1 aufgrund dieses Ungleichungs-
systems L-stetig. Nach Ungleichung (**) ist somit auch kg L-stetig.

b) Durch Taylorentwicklung erhalten wir

Tn = % - F(hmtnflvunfl)
w1+ Bl |+ O(h2) —
- e u”712_ ( ”) ot - F(hn;tnfla“nfl)
= ’U’;L 1 (hm b1, Un— 1) + O(hn)

= f( n—1 Un— 1 Zcrkr hna tnfla unfl) + O(hn)

R

= fltn ) = 3 e fltncrs ) + O | +O(h)
= f(tn-1,un—1 { le:ér}

Das Verfahren ist konsistent, falls 7, — 0 (h,, — 0). Dies ist offensichtlich genau dann
der Fall, wenn Zf;l ¢ =1 gilt.
Losung A.2.3: Mit é, := ¢, — u, gilt
én = én—l + hn (F(hna tn—l; gn—l) - F(hna tn—17 un—l)) - hnTn + En
und damit
Enll < llen—sll + Anl[F (s tnzs Y1) = F (s e, un—n)l| + hn |70l + [lenl
< ”én—lH + hnL”én—ln + hnHTnH + ”5”“

n—1 n n
<éoll + LY husallell + > mllnll + el
v=0 v=1 v=1

Mit Hilfe des diskreten Gronwallschen Lemmas erschlieft man

n—1 n n
Jenll < exp [23 b {lleoll + D molimll + D Il }
v=0 v=1 v=1
n n
Ltn—to) [ |1 2 -1
< ol + gma Wl 32 1+ 3 b el
v= v=

n
< Hn = YGg|| 4 (b — to) max [l + max hitlenll A}

v=1

L(tn—to) > _ -1
< 2 { @] + (tn = to) ( max [7ll +eps max b yal) },
=:K(tn)

was zu zeigen war.
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Losung A.2.4: a) Mit dem Ansatz a(h) = a + ch® ergibt sich
a(h)—a  ch* g0
a(h/2) —a  c(h/2)>

a(h) —a
‘= logl(2) log <’a(h/2) - aD '

Wenn der Limes a nicht bekannt ist, schreiben wir

und folglich

a(h) — a(h/2) _ a(h) —a+a—a(h/2) __cht - c(h/2)~
a(h/2) —a(h/4)  a(h/2) —a+a—a(h/4)  c(h/2)> —c(h/4)®
12
29— _ f-«

und erhalten ) ) (h/2)
a(h) —a(h
= log (| =)
* 7 Tog2) Og( a(h/2) = a(h/4) )
b) Fiir die gegebenen Folgen ergibt sich:

“ 10g1(2) log <’ ac(llgl;)Q)_—aa D ~1

. log1<2> o <‘ b?g})zf—bé}(l% D =

und

Losung A.2.5 (Praktische Aufgabe): Zu approximieren ist die Losung der AWA
u/'(t) = sin(u(t)), t € [0,10], u(0)=1.

Die exakte Losung berechnet man mittels ,, TdV*:

u(t) t

(o) sin(z)

< In(tan (?)) — In(tan (U(QO))) =t
< In(tan (@)) =t+ ln(tan(l))

2 2
& tan (“Y) = exp(t + m(tan(}))

2
1
& u(t) = 2arctan(e’ tan (5))

Probe: Mit den Beziehungen

sin(arctan(z)) =

cos(arctan(z)) =

sin(2x) = 2sin(x) cos(x)
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gilt mit x := e tan(1/2):

sowie

sin(u(t)) = sin(2 arctan(z))

= 2 -sin(arctan(x)) - cos(arctan(z))

- x 1
VI+22 1+ a2
1
—9. = .
1+ a2 *

AuBerdem ist der Anfangswert erfiillt: u(0) = 2 - arctan(tan (1)) =21 = 1.

Tabelle A.1: Iterationen, absolute Fehler e und Konvergenzordnung o

iter | h e(FE) |o(FE)| e(ME) |o(ME)| e(RK4) |o (RK4)
4 274 1 4.0%107° | 0.51 9.2% 1077 2.22 2.0% 10710 4.14
27° | 2.1%107° | 0.78 2.2% 1077 2.09 1.2%1071 4.07
276 | 1.1%107° | 0.89 5.5% 1078 2.04 | 751071 4.04
277 | 55%107% | 0.95 1.4 %1078 2.02 4.7 %1071 4.02
278 128%10°%| 097 | 34%107° 2.01 4%1071° 4.04
279 1 14%107%| 099 | 8510710 2.00 2%10°1 2.88
10 27190691077 0.99 |21%1071° 2.00 3x1071 2.12
11 [ 271351077 | 1.00 |5.3%1071! 2.00 1%1071° -0.74
12 272 | 171077 | 1.00 | 1.3% 1071 2.00 61071 -1.26
13 | 2718 | 871078 | 1.00 | 3.3%107!2 2.00 3x1071 -0.74
14 |27 14351078 | 1.00 |82%1071 2.00 3x10719 0.62

© 0o = O Ot

Losung A.2.6: Nach Definition des Abschneidefehlers ist

1 1 [ t—ty tn
ﬂ,zﬁﬁwfwmq}—fmnw)zﬁi/ W) dt — | — =R (t)
n n tn—1

1 tn
:_F/1@—%4WﬁMt
n Jin_1
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und somit

]' tn "
Il < [ = el
n Jitn

1
< —InaXHu ||/ ty1)dt = fh max||u )]

hy, tel, teln
T
Fiir w, gilt w, = up_1 + hyf(tn, u,) + by, und damit fiir den Fehler e, := y,, — u,:
en = 1+ o (f (b, Yn) = f(tn,tn)) — haTy
sowie unter Ausnutzung der Lipschitz-Stetigkeit von f(¢,z):
lenll < llen—1ll + hnLllenll + hnll7al-
Wiederholte Anwendung liefert

Fir h, < 1/L kénnen wir das diskrete Gronwallsche Lemma anwenden
(v :=maxi<;<n(l — Lhy)™1):

leall < exp [YL Y k) {lleoll + > hulinll |
v=1 v=1
= ol + 3 hullml }

v=1
n
< wL(tHo){ 3 }
<e Heo||+1g1ma§n||7mll lhu
p

< H00 fjjeq]| + (t — to) max |17l }
Mit |7, < %hm maxyey,, [|[u”(t)] folgt

lyn — u(tn)|| < e'vL(tn—to){“yO — ol + 3(tn — to) pax. {hm max ||u ||}}

tE[tm—1,tm]

Losung A.2.7: i) Die erste behauptete Ungleichung ist dquivalent zu

e < e
H el llyll H
Bezeichnet (-, -) das euklidische Skalarprodukt, so gilt (wegen ||z|| > 1, [ly|| > 1):

x 2 1
lrer = morl = ey (el = wliel 2llvll = wikel)

1
< 1Tl (N 1Plyl? = 262, )2yl + ly)?l]=]?}

= 2||z[llly[l — 2(z, ).
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Mit Hilfe der Young’schen Ungleichung (ab < %aZ + %bz) erschlieflen wir somit

[ =l = 2l = 2602 < ol =260 + P = o =l

was zu zeigen war. Die Richtigkeit der zweiten Ungleichung sieht man wie folgt:
T 2 T T T x
b = (o)~ (o)
] ] ] ] ]
x x x
= (——x,——z) + (x—z,——z)
] ]| ]

T, 2 r
_q_@2) —Hx||+(337Z)+<I—Z’*_Z)
o] Il
1
(- )@ 1 el (o2 - 2)
] |z
~——
>0, da [jz[[>1
s@ ”H)WHWH+1IWWHW ﬂW”H 4
<1
T X
<z —14+1—|z)| + |z — z||Hm — zH =[x — Z||Hm — ZH

Kiirzen liefert dann die Behauptung.
ii) Offenbar geniigt es, die L-Stetigkeit von f zu zeigen. Dabei kénnen drei Fille auftreten:
1. Fall (t,z),(t,y) € Uy
1Ftx) = Ft )l = 1f(t.2) = f(t.9)]l < Lylle = yll;
2. Fall (t,2),(t,y) € (I x RY)\ Uy,
17t ) = F(t o)l = 1 (t ) = f(2, 9,

< Lyliny =l = Ly o+ ult) = prt s — o
o pe—u(t)  y—ul)
'MAfouum ly— umH
H Yo —ul(t)) Py — H
f|m (@ —u®) o~y — u(®)]
< Lypllo @—um—y+wwm—me—w
3. Fall (t,z) € (I x RY)\ U, (t,y) € U,
V(6 2) — Fit)ll = £ (taz,) — (b 9)]
< Lyley— ol = Lo + )~ o

— gl e = o)

< Lypllp™ (@ —u(t) —y + u(®)|| = Lyllz — .
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Losung A.2.8: Es gilt

Yn = Yn—1 + hn{f(tm yn) - f(tnv O)} + hnf(t’m O)

Wir multiplizieren mit ||y,|| "'y, und erhalten unter Ausnutzung der Monotonie

1Ynll < Nyall ™ Wnr Yn) = Anhnllyall + Pl £ (£0, ).
Dies ergibt
(1 + )‘nhn)Hyn” < Hyn71|| + hn”f(tm O)H
bzw.
”ynle +

1 B
n < T N 1L T N 1L t’I’L7O
Il € 15 1 0l

Wegen A, > A > 0 (strikte Monotonie) erschlieen wir hieraus per Induktion:

< —1 .
lynll < 27" max [[f(t,,0)]
Fir n =1 gilt trivialerweise

]l < =7 lInll < ||f(t1,0)|-

<
T 14+ Ay
Sei die Behauptung nun richtig fiir n — 1. Dann folgt:

1
||yn|| < 7“3/71—1” +t o Hf(tmo)”

ho,
1+ Ahy, 1+ Ahy,

1
At max ||f(tl,,0||+

<
— 14+ Ah, 1<v<n

n 1
[ < — .
S (00 < 5 a1, 0)]

Dies vervollstéandigt den Beweis.

Losung A.2.9: a) Die L-Konstante der Fixpunktabbildung
g(x) = Yn—1 + hnF(hn7 tn> €, ynfl)

ist Ly = h,Lp mit der L-Konstante Lp der Verfahrensfunktion F(h;t,z,y) bzgl. des
Arguments y. Fir h, < L;l ist die Abbildung ¢(-) eine Kontraktion und die Fixpunkt-
iteration konvergiert nach dem Banachschen Fixpunktsatz. Man erhélt durch rekursives
Abschétzen mit Hilfe der L-Stetigkeit von ¢ die a priori Fehlerabschétzung:

(k) (k) _ Lk+1)| 4 |y(k+1) (Lk+2)‘ + ‘yék—‘rQ) o y£k+3)| 4.

—Ynl <lyn
(P L) [y = y O + hy Ly + (haLp)* + -+ }

:M‘ym o
1 hoL; /n

|y,

IN

b) Wir suchen eine Nullstelle von

h(x) =T = Yn—1 — hnF(hna tna x, ynfl)-
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Mit der Jacobi-Matrix
Jh(z) :=1 — hF.(hp;tn, T, Yn_1)
lautet das Newton-Verfahren ausgehend von einem Startwert yﬁbo):
u? =y oy,
Th(y$ )6y = =y 4 g1+ b F (B b, 50, 1),

¢) Das Newton-Verfahren ist unter der Bedingung, dass F zweimal stetig partiell diffe-
renzierbar ist und Jh(y,,) regulér lokal quadratisch konvergent.

Losung A.2.10 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.2.11: a) Der Abschneidefehler

1 1
Tn = h_(un - unfl) - 5 (f(tn717 Unfl) + f(trmun))
der Trapezregel erlaubt die folgende Darstellung (zweimaliges partielles Integrieren):
1 [t
n = 77 t—tn)(t —t,_1)u" (t)dt.
=g |t ()

Abschatzen:

1
7l < g sl A

b) A ist negativ definit und symmetrisch, d. h. es gibt eine Orthonormalbasis ON B
beziiglich derer A als Bilinearform Diagonalgestalt besitzt mit den negativen Eigenwerten
A1, + -+, A, auf der Diagonalen.

Betrachte nun die folgende Fehlerdarstellung fiir die Trapezregel:
(I — %hnA)en =(I+ %hnA)en_l + hy, T

Testen mit e, und anschlieBender Koordinatenwechsel auf ONB liefert:

((1— 1h, (Al M) )én,én> - ((1+;hn<

Es sei A der betragsméfig kleinste Eigenwert. Dann gilt

A1

))énhén)Jrhn(%n,én).
An

A1
N TR T G | [ YR NCR AR
An

Im Folgenden sei nun eine globale Schrittweitenbedingung h,, < h angenommen mit einem
hinreichend kleinem h, so dass stets (die \; sind negativ):

A1
Jrsn (7 )]st
An
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Division von (*) durch [|é,]| und anschlieBende Riicktransformation liefert:
9ln Enll = [|€n—1 n | Tnll-
(1 30l el < Neams |+l
Hiermit beweist man nun induktiv die Fehlerdarstellung

llenll < 7 max 7|

|)\| 1<v<n
Induktionsanfang: Mit ||leg|| = 0 ergibt sich

Il < il

lerl <
TR
S I VDY 1Al

Induktionsschritt:
1

T 17 N n— + TL
e Il

<

< SN h” X |7l
T
R PYRPY R e VMDY 1202n

2
= Il

¢) Es ergibt sich also mit Hilfe von (a ) und (b)

leall < = — sup " 2.

6 |/\| tel,
Dies liefert die globale Fehlerabschatzung

sup [lea]| < = bupHU”’H h.

in>0 6 [A] 2>
Losung A.2.12: a) Es gilt
(1= haa)]len]]* < (1= hok)[len|® + %HTnHQ Va>0,
mit k = 2\ — hL?.
Beweis: Es gilt fiir e, = u,, — yy:

€n = Ep—1 + hn (f(tn—la un—l) - f(tn—la yn—l) + hnTn-
Multiplizieren mit -2 e, liefert:
2”6””2 -2 (en—la en) =2 hn(f(tn—la un—l) - f(tn—17yn—1)7 en—l)

+ 2 hn(f(tn—la un—l) - f(tn—ly yn—l)a €n — en—l)
+ 2hy, (Th, €5)

IA

_th)‘n||en—1||2 + 2h, Lllen—1ll [|en — en1ll + 2hn| 70| [|en ]

IN

2N Anlen1|* + 205 L¥|len—||* + [len — en-a®
h

+ EHHTHH2 + hna||enH2
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Mit dem Hinweis folgt:
Hen”2 + Hen—l - enH - Hen—IH < —th/\n||€n—1||2 + 2h72LL2Hen—1H2 + Hen - en—1H2

h
+ o lmall® + hn aflen]?

Umformen:

h,
(1 - hna)HenHQ < (1 - hn}‘ + hiLQ)”en—lW + E”THHQ

b) Mit a = x/2 und 0.B.d.A. h < k7! folgt induktiv:

8
leall? < = mas |17,

Beweis:

hy,

I 2 <
o 2

8
lleall <0+ I7)l* < — max |7, [*
K2

4
(1— $hk) K2 1<v<l
Weiterhin:
1—h,k hy,
1-— %hnn (1 — %hnlﬁ)%li
1—h,k i n hnp
1— %hnli K2 (1 - %hnl-@)%ﬂ

~[8(1 = huk) +4hy
N (1 - %hnn) K2

I7al?

A

llenll < llen1ll* +

max |7,
1<v<n

max |7,
1<v<n

8 2
= — max e
K4 1<v<n

¢) Schliellich gilt fiir den Abschneidefehler des expliziten Euler-Verfahrens:

7ol < ghw sup [|u”]).
1,

v

Losung A.2.13: Durch Taylorentwicklung erhalten wir

Un = Up—1 + hntiy_y + shoun_y + ghouny + O(hy)
= Up-—1 + hnf<tn—1a un—l) + %hif(l) (tn—b un—l) + %hif@) (tn—la un—l) + O(hi)
=ty + b f + 302 o+ fof 4 §h{fu + 2 ] + foaf? + fifa + F2F} + O(hy)
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sowie

f(tnfl + hruynfl + hnf(tnfla ynfl)) =

Fiir den Abschneidefehler

Uy — Up—1 1

1
Tn = T - if(tnflvunfl) - if(tna Up—1 + hnf(tnflvunfﬂ)

ergibt sich damit

=+ lhn{ft + fof Y+ gl fu + 2fwf + foaf? + fofo + F2F} + O(R)
— 3f = 3f = shafi— Shnffo— Sh2 fu — ShEf fuw — Sh2F fa + O(B2)
— 52 {—ﬁ fio = 3FFra — S foo + S fifa + 2121} + O(B2).

Wir erhalten somit
T = T2 (tn_1)h2 + O(R3).

Eine weitere Taylorentwicklung von f(t, — h,, ) liefert die behauptete Beziehung

To = T2 (t) by, + O(h3).

Losung A.2.14: (i) Die folgende Uberlegung folgt der ontsprechcndcn Passage im Text
iir ,,Schrittweitenhalbierung®. Zur Bestimmung von 7,7, und damit der neuen Schritt-
weite h,, 1 wihlen wir zunéchst eine Schitzschrittweite H (etwa H = 2h,,) . Anwendung
des Einschrittverfahrens zum Startwert y, mit den Schrittweiten H (ein Schritt) und
H/4 (vier Schritte) ergibt zum vorldufigen Zeitpunkt ¢,1 := ¢,+H Néherungen y/,

bzw. yf ﬁ Fiir die Fehler gilt

yf-s—l —u(tni1) = en + H{F(H'tmyn) — F(H; tnaun)} Hr)! Tn+1
= (1+O(H)) e, — H™ 77 | + O(H™?),

H/4

bzw. eine analoge Identitt fiir y, | /4

Anwendung der Fehleridentitét

— u(tpq1/4) - Wir erhalten weiterhin durch rekursive

H/4 H/4 H/4
ynll (tn+1) = y7h{3/4 - u(tn+3/4) + }IH{F(lHQ In+3/4; yn+/3/4)

- F(lH; tn+3/47u(tn+3/4))} HTﬂf
H/4 m m m
(1+0(H {yn+/3/4 (tnvaa) } — (GH)™ ' + O(H™)

= (1+ O(H){(1+ OH)){y,l} 1y — ultnsrje) } — CH)™ 0+ O(H™2)}

— (GH)™ N+ O(H™?)

=(1+0(H))e, — (4H m+1{ 1 T, +3/4 + Tn+1/2 + Tn+1/4} +0 Hm+2)
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und folglich
Uit = ultusr) = (L+ O(H))en — A(H)" 1oty + O(H™ ).
Dabei wurde ausgenutzt, dass sich die Hauptabschneidefunktion geméaf
Tﬁ3/4 +1/2 + Tn+1/4 37 +O(H)

entwickeln lasst. Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt

Yyl = O(H)e, — 7y {A(LH)™Y — H™1) + O(H™2)

bzw.
H/4 H
m Ynt1 — Yn —m

Es wird nun postuliert, dass die beiden ,,O”-Terme rechts in (1.2.1) klein genug sind, um
mit
H/4
~m - yn-ﬁ{l y'rIL{+1 (1 2 2)
Tnt1 + Hm+l(1 _ 4—m) e

eine brauchbare Naherung fiir 77}, zu erhalten. Dazu wird oft e, = 0 angenommen,
d. h.: Man betrachtet den Abschneidefehler entlang der diskreten Approximation (y,),
anstatt entlang der ,richtigen” Losung w(t). Alternativ kann man sich auch auf die An-
nahme einer héheren Approximationsordnung e, = O(H™*"!) abstiitzen, was durch die
Diskussion im Text nahegelegt wird.

(ii) Analog zum Vorgehen im Text ergibt sich mit einer Schrittweite H:
yfﬂ — Up41 = €p + H{F(H ln, ymyfﬂ) — F(H;tp, un, Un+1)} HTn+1
= (14 O(H))e, + O(H)ell,, — H™ 77 + O(H™"?)
und somit unter Beachtung von (1 — O(H))™' =1+ O(H)
Yns1 — Unir = (1+ O(H))en — H™ 0, + O(H™?).
Fiir die Schrittweite % erhalten wir

H H H #
2 2 2
—u = — U 1 — —T,
yn+1 n+1 yn+% n+3 2 n+1

Hifpln, 4 4\ _p(n
+ o {F<§7tn+%/yn+ 7yn+1) - F<5;tn+%7un+%aun+1> }
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und somit
a a H mtl m m+2
bim =t = A+ Oy, —us = () 7+ 00,
Durch Einsetzen ergibt sich
i Hym+t m+2
Yo =t = 1+ OMHN{(1+ OH)en— () 720, + O(H™2)}

— (§>m+1 n+1 + O(H7n+2)
= (1+0(H)e, —2(5

m—+1
1y ot

wobei wir ausgenutzt haben, dass 7" il = 7" + O(H). Durch Subtraktion beider Glei-

chungen erhélt man

H H\ m+1
bin — i = O(H)en =iy {2(5) — H™ )+ O(H™)

bzw.

y%-H - yH+1
Tnt1 = m +O(H) +O(H™™)ey,.

Analog zum Text wird nun wieder postuliert, dass die beiden ,,O“-Terme klein sind.

Losung A.2.15: Subtraktion der beiden Gleichungen liefert:
€n — En = €n—-1 — Enfl + hn (f/(tna yn)a €n — En) + hnTn + hno(”enH2) - hnTn(yn)
Unter der Annahme 7, = 7,(y,,), sowie

sup ”f(tnv)”oo =R <00
tOStnST

liefert dies:
llen — En” < ||€n,1 - En71|| + bk [len — EnH + hnc||€n||2 + Iy, O(H6n”3)

Umformen:

hpk
1—h,k

len — Enll < llen-1 — Enall + (clleall” + O(llenll*))-

n— _En— —
len-1 = Bueal| + 75—

Rekursiv Einsetzen:

n—1

hyi1K
”en_EnH §Zl_;1

v=0

(clle ] + Ol 1))
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Diskrete Gronwallsche Ungleichung unter einer Schrittweitenbedingung hx < 271 anwen-
den:

n—1 n—1
lew = Eall < exp (26t — 10) 2{ 3 hucllen]? + D mO(les ) |
v=1 v=1
< exp (26(tn — 10)) 2{ (ta — to) € max [les | + (t — to) max Ol [*) },

also

_ _ 2
en — Byl = O( maSXnHeVH ).
Losung A.2.16 (Praktische Aufgabe): Wir haben die folgenden Resultate:

Tabelle A.2: Lokale vs. globale Verfeinerung auf I = [—3, —1] fiir versch. Toleranzen
(Heun)

TOL | #Int | #FEval Romin Bomaz max ||ep,||
local | 107° 75 872 75-107212.0-107' | 34-107°
global | 1073 160 600 1.3-1072|1.3-1072| 6.6-107°
local | 1072 | 7536 | 90404 | 7.2-107° | 2.1-1072 | 1.4-1071'2
global | 107 | 20480 | 81880 | 9.8-107°|9.8-107° | 4.1-1071°

Tabelle A.3: Lokale vs. globale Verfeinerung auf I = [—3, —1] fiir versch. Toleranzen (RK)

TOL | #Int | #FEval R, J max ||e,||
local | 107 5 40 12.0-107'[8.0-107*| 1.5-107*
global | 107° | 20 80 |1.0-107'|1.0-107' | 6.6-1077
local | 107 | 53 1228 | 1.5-107%219.4-107%2 | 8.0-107°
global | 107 | 160 | 1200 | 1.3-1072]1.3-1072 1.9-107%

Tabelle A.4: Lokale Verfeinerung auf I = [—3, 1] fiir versch. Fehlerkonstanten (Heun)

‘ TOL ‘ K ‘ #Int ‘ #Ewval ‘ Ronin, ‘ [ ‘ max ||e,||
local | 1073 10 5766 | 62288 | 6.0-107° | 7.4-107%2|3.5-107°
local | 107® | 2500 | 83733 | 854306 | 3.8-1076 1 9.3-107% | 1.0-10°°
global | 105 | - | 81920 | 327600 | 4.9-1075 | 4910~ | 2.8 10
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Tabelle A.5: Lokale Verfeinerung auf I = [—3, 1] fiir versch. Fehlerkonstanten (RK)

TOL | K | #Int | #Eval Bomin, Bomaz max | e, |
local | 107° 10 118 2212 123-107%|8.0-107' | 1.6-10°

local | 107® | 2500 | 357 7660 | 1.5-1073{2.0-10"'| 1.5-1073
global | 107° - 640 4960 | 6.3-107%16.3-107% | 4.5-1076
local | 107 10 897 19372 | 59-107* | 79-1072 | 4.2-107°
local | 1072 | 2500 | 3469 | 73720 | 1.5-107* | 4.0-1072 | 3.4-107"
global | 10° | - | 10240 | 81760 | 3.9-104 | 3.9-10~4 | 2.5.10710

A.3 Kapitel 3

Losung A.3.1: Angewendet auf das skalare Modellproblem u/(t) = Au(¢) liefern die Ver-
fahren folgende Verstarkungsfaktoren:

1) Yn+1 = Yn + %h’n {Ayn-t,-l + >\yn} fihrt auf

14 1haA
It =TI

1+%z

¢—. Somit ist
1*52

Der Verstiarkungsfaktor lautet also w(z) =
lw) <1 & [1+32]<[1-1z].

— 1. Fall: z < 2:
“1+12<1+12<1-3z
liefert die Bedingungen 0 < 2 und 2z < 0.

— 2. Fall: 2 > 2:
1—%z§1+%z§—1+%z

liefert die Bedingungen z > 0 und 2 < 0.

Das Stabilitatsintervall ist also SI = (—o0, 0].
2.) Yns1 = Yn + haX (yn + 3hA) fiihrt auf
Yns1 = (5(haX)? + hpA + 1) Y.
Der Verstérkungsfaktor lautet also w(z) = 22% + z + 1. Somit ist

lw(z)| <1 < %z2+z+1|§1.
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Wegen 322 + 2+ 1= 1 (22 + 22+ 2) = $(z + 1)* + 3 ist dies dquivalent zu
Hz+1)+4<1 & |z+1/ <L

Das Stabilitatsintervall ist also SI = [—2,0].

3.) Zunéchst bestimmen wir
fY ) = filt,x) + f(t,x) - folt,z) =0+ Az - A = N,
Damit erhalten wir 4,11 = Yn + ghn {2Mn41 + 4Ays + A%y, } und somit

F(hA)? + 2h A +1 & ((hX)? + 4ho X + 6)

Yn+1 = 1*%}?/")\ Yn = 1*%hn)\ Yn
g (A2 + 2)y (X422 2)y ~ (haA+2)2+ 2y
1— 2h,A £(6 — 2h,\) 6 — 2hpA
Der Verstiarkungsfaktor lautet also w(z) = (zﬁ#. Somit ist

w)| <1 & |(z+2)*+2[ <6 -2z
— 1. Fall: z < 3:
—6+2:<(2+2)%4+2<6-22 & —6+2:<22+42+6<6-22

liefert die Bedingungen 2% +22+12>0 & (z+1)2+11>0 & (z+1)? > —11
und 22 +62<0 & (243)2-9<0 & |z+3|<3.

— 2. Fall: z > 3:
6—-22<(24+224+2<-6+22 & 6-2:<22+42+6< —6+22

liefert die Bedingungen 22 4+ 62z >0 < (2 +3)2-9>0 < |2+ 3| > 3 und
P242:412<0 & (2+1)2411<0 & (2+1)2 < —11.

Das Stabilitéatsintervall ist also SI = [—6, 0].
Losung A.3.2: i) Das entstehende System 1. Ordnung lautet
wo] [

Die zugehorige Jacobi-Matrix ergibt sich zu

Aua (t) Aua(t) O 1
J = Ouy Oua _
’ Aftur (B)uz (@) Of(Lua (),ua (1)) oftun ()uz(®)  Of(tur(Dua(®)) |

duy Odua duy duo
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(t ul,uz) 0f(t ul,u2

Nach Voraussetzung ist c ¢ > 0. Setzen wir weiter d := , so gilt:

A !
det(/\I—J):det[ ]:)\(x\—d)—c:)\Q—dz\—ciO.
—c

Umformen liefert

d d?
=— %14/ .
)\1/2 9 4 +c

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist %2+c > 0 und J hat somit nur reelle Eigenwerte.

ii) Im Falle reeller Eigenwerte muss nur das Stabilitdtsintervall betrachtet werden. Da ohne
Einschrankung Ay < 0, muss die Schrittweite i also so bemessen sein, dass \oh € SI ist.

Lésung A.3.3: a) Die Matrix-Exponentialfunktion e? und der Matrix-Sinus sin(A)
sind definiert als die Grenzwerte im R?*? der matrixwertigen Reihen:

0 Ak o A2k+1
et = -, sin( E k
k! — 2k: + 1!

Diese Reihen haben die gemeinsame Majorante Y - [|A|"/k!, welche fiir beliebige Ma-
trix A (absolut) konvergiert. Also sind beide Matrix-Reihen fiir beliebige Matrix A kon-
vergent (im Sinne der Matrizen-Konvergenz = Norm-Konvergenz = elementweise Kon-
vergenz) und stellen die definierten Funktionen dar. Die dritte Funktion hat die Reihen-
darstellung (,,Neumannsche Reihe)

o= iA’“.
k=0

Diese Reihe konvergiert fiir jede Matrix mit Norm ||A|| < 1, wobei || - || eine beliebige
Matrizennorm (submultiplikative Matrix-Norm) ist. Folglich konvergiert die Reihe fiir jede
Matrix mit spr(A) := max{|A| : A Eigenwert von A} < 1. Fiir eine solche Matrix gilt
dann limy,_,o [|A%]] < limg_e [[A]* = 0 und folglich

m m—+1
(I—-A)) A ZAk S A =T A" 5T (m— o0).
k=0 k=0 k=1

Also ist der Limes lim,, oo » g A™ gerade die Inverse von I — A.

b) Zunichst stellen wir fest, dass

(QAQ™Y)' =QAQT'QAQ™...QAQ™" = QA'Q™
~——

gilt. Damit gilt fiir alle n:

n n

Q[ anlet =Y weag

i=0 =0
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Konvergiert nun g(A) = lim, oo Y 1y a;A?, so ist das Cauchy-Kriterium erfiillt. Damit
folgt dann
[ 3 aafe
+

Also ist dann auch das Cauchy-Kriterium fiir g(QAQ ™) erfiillt und die Reihe konvergiert.

| 52 niare

< llQllle- 1|\H Z ai A’

Losung A.3.4 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.3.5: 1.) Die symmetrische Matrix A besitzt ein Orthonormalsystem aus Ei-
genvektoren, d. h.: Es gibt eine orthogonale Matrix @ mit A = QDQT und D = diag()\;)
mit den Eigenwerten A; von A. Dann ist

p(A) =p (QDQ") = Qp(D)Q" bzw. q(A) =q(QDQ") = Qq(D)Q".

Damit folgt:

g(hA) = q(hA)~' - p(hA) = ¢ (hQDQT) ™" - p (hQDQT)
= [Qq(hD)QT) ™ Qp(hD)Q" = Qq(hD) ™' Q" Qp(hD)Q"
= Qq(hD)'p(hD)Q" = Qg(hD)Q".

2.) Mit y, = g(hA)y,_1 folgt

QTyn = QTg(hA)QQTynfl
= g(hD)Q "y 1.

Dies erlaubt die Abschéatzung:

1Q"ynll2 < lg(hD) 12| Q" yn—1ll2
— lynlle < lg(hD)ll2llyn-1ll2 (@ orthogonal).

Weiterhin gilt fiir die von der euklidischen Norm induzierten natiirlichen Matrizennorm:
lg(hD)l2 = [[diag(g(hA)l2 < max [g(h ;)]
Damit ergibt sich:
lynll2 < max [g(hA)1" [yoll-

3.) Fir das System



A.3. KAPITEL 3 295

sind die Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen:

A+10 -9
-9  A4+10

det = (A+10)* — 81 = A% 4+ 20\ + 100 — 81 = A\* + 20\ + 19.

Die Eigenwerte sind also gegeben durch
App=—-10£v100-19=-10£9, d.h. A =-1, Al =-10.
Jetzt schreiben wir das klassische 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren fiir f(¢,2) = Az als
Yn = g(hnA)ynfl
kl = Ayn—17
ko = A (ynfl =+ %hnAynfl) = Aynfl + %hnA2ynfla
k3 =A (yn—l + %hn (Ayn—l + %hnA2yn—1))
= Aynfl + %hnAQynfl + ihiAgynflv
k4 = A (yn—l + hn (Ayn—l + %hnA2yn—1 + ZlihiAgyn—l))
= Ayn—l + hnA2yn—1 + %hiAJyn—l + lehiA4yn—1~

Damit ergibt sich insgesamt:

= (I +hyA+ 3h2A% + Lh3 A% + Lha A*) g1

2''n 24°"n

Es gilt also g(z) = 1 + 2+ $22 + 12° 4+ J,z*. Damit das System noch numerisch stabil
integriert wird, muss nun

mas{lg(—h)],lg(~19%) } = max g(—19h)| < 1
sein. Da g(z) > 0 fiir alle z € R, ist dies dquivalent zu

36172 6859 1.3 130321 7.4

bzw.
130321h% — 27436h° + 4332h% — 456k < 0.

Fiir h # 0 ist dies gleichbedeutend mit
130321h° — 27436h% + 4332h — 456 < 0.

Mit dem Newton-Verfahren ermitteln wir nun eine Nullstelle von f(h) := 1303215 —
274362 + 4332h — 456:

f(h@) 130321h%,) — 2743612, + 4332h;) — 456
ha+) = ha) — = he) — ’
(h 39096302, — 54872h + 4332
v @ @

fithrt mit Ay =0 zu

hay = 0,1053,  hey = 0,1579, hg) = 0,1474, hyy = 0,1466,  hs) = 0,1466.
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Da f(h) keine weiteren reellen Nullstellen hat, wird das System fiir h < 0,1466 numerisch
stabil integriert.

Alternativ kann man sich auch die Kenntnis des Stabilitdtsintervalls der Runge-Kutta-
Formel (SI = [-2.78...,0]) zunutze machen und hieraus die maximal zulédssige Schritt-
weite bestimmen.

Losung A.3.6: Wendet man die Trapezregel auf das Modellproblem «/(t) = Au(t) an,
so erhélt man
Yn = Yn—1 + %hnAyn + %hn/\ynfl

bzw. umgeformt

1+ ShaX
Yn = 1— %h”)\ynfr
1z
Der Verstirkungsfaktor ist also w(z) := . 2~ Es gilt dann
-1z
3

wz) <1 & [1+32|<1-%2] & |1—|—%Z|2§|1—%Z|2.

Dies wiederum ist dquivalent zu

1-— %Rez)2+ (%Imz)2
— Rez + %(Rez2)”

(1+ %Rez)2+ (%Imz)2 <
= 1+ Rez+ 1(Rez)’ <
<— 2Rez <

O =~

Also ist SGrr = {2 € C| Rez < 0}.

Losung A.3.7: a) Fiir das Modellproblem «/(t) = Au(t) ist k3 = A\y,—1 und
by = A (yn—l + %h)\@/n—1 + %h]@) = Ap—1 + %hAQyn—l + %hM@

bzw.

1+ 3hA

ko = — 2
2T 1 1hA

Aynfl-

Einsetzen ergibt

14 1hA 1+ LhA
Yn = Yn—1 + %h)‘ynfl + ﬁ%h)\ynfl = (1 + 3hA+ 5 —2h)\ h)\> Yn—1
hA 2 —hX+hA
_ 1 _ 1 A
= (1+%h)) (1 +5- M) yn1 = (L4 3hA) =59

1+ 3hA
— %h)\yn—l
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1
Mit dem Verstdarkungsfaktor w(z) = 1J_r§i gilt dann nach einer der vorausgegangenen
2

1
Aufgaben:

lw(z)| <1 <&  Rez<0,
d. h.: Das Stabilitdtsgebiet der semi-implizite Runge-Kutta-Formel zweiter Ordnung ist
SG:SGTRZ{ZE(Cl REZSO}

b) Betrachten wir zunéchst weiter diese Runge-Kutta-Formel: Hier muss nur &y mit dem
Newton-Verfahren bestimmt werden:

G(k) == f (tn—1 + B, yn—1 + Shf(tn1, yn—1) + 3hk) — k.
Fiir das Newton-Verfahren bendtigen wir die Jacobi-Matrix von G:
G'(k) = Lhfy (tnor + hyyn1 + S0 (tao1, Y1) + Shk) — 1.
Die Newton-Iteration zur Bestimmung von ks lautet dann:
G (KN = G(ENED — GkD), i=1,2,...,
also:
(3 (tnt + By g1 + 50 (bnrs yn) + hED) = 1) KD
= L0 fy (taot + B Yn1 + 3hf(tn1,Yn1) + %hkm) k9
— f (ta1 4 By Yoot + 30 (tae1, Ynor) + 30ED)
Bei der Trapezregel wird y,, direkt mit dem Newton-Verfahren berechnet:
G(Y) = Yn-1+ shf(tn-1,Yn-1) + hf(tacr + hy) — y,
G'(y) = shfeltor +hyy) — 1.
Es lautet somit:
(37 fe(tnr + hoy®) = 1)y = Jhfo(tn + b,y )y®
— Ypo1 — 3hf(tn1, Yn1) — Shf(tnor + h,y).

Um den Aufwand pro Zeitschritt zu vergleichen, untersuchen wir zunéchst die Anzahl der
benotigten Funktionsauswertungen und arithmetischen Operationen:

Fkt.sausw. | Mult. | Add.

Start: RK2: 1 2
Trapez: 1 2 2

G: RK2: 1 1 2
Trapez: 1 1 2

G": RK2: 1 2 2
Trapez: 1 1 1
Ende: RK2: 0 1 1
Trapez: 0 0 0




208 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

Zu Beginn kénnen wir ndmlich jeweils ¢, 1 + h, % sowie y,_1 + % f(tn_1,Yn_1) berechnen.

Beide Verfahren haben also pro Iteration etwa den gleichen Aufwand. Um die Kon-
vergenzgeschwindigkeit des Newton-Verfahrens zu beurteilen, betrachten wir wegen

M .
|z — 2| < %Hx, —1|)?, M :=max|G"||, m:=min]| G|

die zweiten Ableitungen der Verfahrensfunktionen:

) = 1PFul ) (RKD),
G”(y) - %hfzz( . ) (Trapez).

Da fiir beide Verfahren m = 1+ O(h) gilt, konvergiert das Newton-Verfahren fiir die
Runge-Kutta-Formel schneller.

Losung A.3.8 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiighar.

Losung A.3.9: Anwenden des mehrdimensionalen Mittelwertsatzes auf ¢ liefert:
g(x*) = g(a*) + ¢'(€") - (a* —a"), € e akar.
Umformen und g(z*) = 0 ausnutzen:
0=g(z") +¢'(a") - (a" = a") + (¢'(€") = g'(a")) - (" — 2").
Umstellen:
g'(@)Tg(@") + 2t — b = —g' (") (g (€") — g («F)) - (" = 2P).
Damit erhélt man:
ot — = 2 gk g g () Lg ()
=—g'(z")7'(g'(€") - g'a")) - (=" —a").
Also

B <19 g€ - ()

[l —

Hieraus folgert man, dass es ein § gibt, so dass mit einer Wahl 2% € Ks(z*) das New-
tonverfahren stets superlinear konvergiert:

|lg'(x*)~1]| ist auf Ks(x*) (fiir 6 klein genug) nach Annahme beschrénkt. Weiterhin folgt
aufgrund der Stetigkeit von ¢', dass durch hinreichend kleines § stets gilt:

[ max (1907 ]9/ @) — g @l Sk <1 Yoy € Ko,

HEKs(z*)
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Mit 2y € Ks(z*) liegt also induktiv durch (1) auch jedes z*, und damit auch jedes
&k € xkx* in Ks(x*). (1) liefert schlieflich

l* — 2]

400 T <k<l.
EErd

Das Verfahren ist also kontraktiv. Die Superlinearitéit folgt dann sofort aus
lg'(€") = g'@)| = 0 fiir a* — 2.
Losung A.3.10: a) Beim Anwenden des semi-impliziten Runge-Kutta-Verfahrens ist in
jedem Schritt das implizite Gleichungssystem
ks = f(tns g1+ gk + shks)
zu l6sen, d. h.: Gesucht ist eine Nullstelle von ¢(-) mit

9(k) ==k = f(tu, yn-r + 3h ks + 5hEK).

=1 (k)
f(k) ist nun semi-monoton:
N . - 9 _
_(f(k) _f(k)ak_k) = _E(f(t7nylz—1+%hkl+%hk) _f(tna—i_%hk)
(o 3hk) = (o 3R )

>0,
aufgrund selbiger Eigenschaft fiir f. Analog zum Text folgt hieraus nun die Anwendbar-
keit des Satzes von Newton-Kantorovich.

b) Im Fall diagonal-impliziter Runge-Kutta-Verfahren sind R—1 nichtlineare Gleichungs-
systeme der Dimension d zu losen:

r—1

kr = f(tnfl + harvynfl + hz brs ks + hbrr kr)

s=1
Die Argumentation verlduft dann vollig analog.
Losung A.3.11: Wir iiberpriifen die Voraussetzungen des Satzes iiber das geddmpfte
Newton-Verfahren, wobei wir voraussetzen, dass die rechte Seite f unserer AWA semi-

monoton ist, und ihre erste Ableitung f, L-stetig ist mit Konstante L’. Die Verfahrens-
funktion des Newton-Verfahrens ist gerade (vgl. eine vorausgegangene Aufgabe):

G(k) = f (tnfl + h7 Yn—1 + %f (tnfla ynfl) + %hk) —k
mit der Ableitung:

Gl(k) = %hfm (tnfl + h7yn71 + %f (tnfla ynfl) + %hk) -1
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Die Funktion G ist streng-monoton, denn aufgrund der Semi-Monotonie von f gilt:

—(G (k) =G (k) k—F) == (f (tur. .+ 2hk) = [ (tn, ... + Ihk) k= k)
— (k= kk—F)
> ||k — K|

Hieraus folgt (s. Text), dass
- (G, (.Z') y>y) > HyHQ’ y e Rda

und damit die Regularitidt von G’ (z) (Null kann nicht Eigenwert sein.). Dies sicht man wie
folgt: Mit dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fiir beliebigen
Richtungsvektor e € R? und kleines h € R:

G(xz + he) — G(x) = /01 %G(:ﬁ + she)ds = /01 G'(x + she)) ds he.
Damit gilt
R2[|e|2 < —(G(x + he) — G(x), he) — —hZ(/Ol C'(a + she)) dse.c).
und nach Kiirzen durch h? folgt fiir h — 0:
lell* < —(G'(2)e; ).
Analog zum Text erschliefen wir weiter:

- G (x) "yl
16 (@) ) = sup 1400l
y#0 [yl
(@@ ¢ @) 5.6 @) )
i Tk

”G/ (CU)_ y” _ ”G/ (1‘)71 H

< sup
vro |yl

Und folglich ||G’ (z)™" || < 1. Wir konnen also =1 verwenden. Ferner ist G’ L-stetig,
denn:

IG" (k) = G" (k) | = sk || fo (tn, - -+ 3hk) = fo (tn, ...+ 2hE) ||
phl || 3hk — 3hk|

Lk — k]

IN

Und somit ~ = ihQL’ . Wir erhalten damit aus dem Satz iiber das gedampfte Newton-

Verfahren die Schrittweiten: A
A = min (1, m) .

Losung A.3.12 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiighar.
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A.4 Kapitel 4

Losung A.4.1: i) Die angegebene LMM hat die Koeffizienten (R = 3) a3 = 1, as = «,
o = —a, ap = —1, f5 =0, B = 22, B = 332 ) = 0. Ihr erstes charakteristisches
Polynom lautet damit

p(A) = N +a)? —aX — 1.

Es hat wegen \* +aX? —al—1=(\—1)(A?+ (a+ 1)\ + 1) die Nullstellen
M=1, Ayy=-2L+1Va242a-3.
Fir —3 < a <1 folgt
Aopp= -+ 102 120 - 3= -2 £ Lj\/3 20 — a2

und somit ,

haplt = (1) 43 - b~ ta? =1
Wegen 3 — 2a +a? > 0 fiir —3 < a < 1 sind alle Nullstellen paarweise verschieden und
damit die LMM nullstabil im Bereich —3 < o < 1.

Umgekehrt ist fir o > 3 bzw. a < —1 der Radikant in obiger Formel fiir Ay 3 positiv
und die Ay3 somit reell. Im Fall o < —3 ist —a > 3 und wegen

)\7 a+1+ ‘/Oé2+2057 >7o¢1 %:1
ist dann || > 1 und die LMM kann nicht nullstabil sein. Ebenso ist fir « > 1:
M= el /a7 gg —3< el o 1

[A3] > 1 und die LMM kann ebenso nicht nullstabil sein. Im Grenzfall @ = —3 ist
A1 = Ay = A3 = 1; ebenso folgt aus a =1 sofort Ay = A3 = —

ii) Um die Konsiztenzordnung der Formel zu bestimmen, betrachten wir

3 3 3
1 ) 1 .
Co = E a, Ci=- E Ty — E 1B,
| —_1)!
r=0 v r=0 (Z 1) r=0
Zunéchst ist
Co=-1l—a+a+1=0,
Cr=(—a+2a+3)— (0+ 32+ 240

02:%(—a+4a+9)—(3+7“+3+a) =

Nl N
O

Weiter erhilt man

Cy=1(—a+8a+27)—1(3e

6
4
04224( a+16a+81)— ¢ (2 +12+4a)=32a+Z¥ -3a-L =—-la+2

Die LMM ist also fiir a € (—3,1) von 2. Ordnung und hitte theoretisch eine Konsisten-
zordnung von 4 fiir die Wahl a = 9. Hier geht allerdings die Nullstabilitéit verloren.
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Losung A.4.2: Zunéchst formen wir die Differentialgleichung durch Einfiihren der Hilfs-
funktionen wuo(t) := w(t), uy(t) := o/(t) um in ein System erster Ordnung:

up(t) _ uy(t) _ 0 1 uo(t) i 0 uo(0) _ 1
) (t) —20us (t) — 19ug(t) -19 —20| |u®)| T 7 |w(0) 10|
= A

Um die Kontraktionseigenschaft der Fixpunktiteration zu sichern, benotigt man die L-
Konstante der Iterationsabbildung

9(x) = Y1+ leh (5f(tn, ) +8fn1 — fu-2)-

Mit der L-Konstante Ly von f ist diese gerade L, = |fo|hLy = %th. Die Schrittweite h
muss also so bestimmt werden, dass

h < (|Ba|Ly)~" = %L;I-

Zur Bestimmung von L; sei festgestellt:

1F (& 2) = F(E o)l < IlAfllle =y,

mit einer beliebigen, vertriglichen Matrizennorm |[.|]. Um hiermit eine moglichst kleine
Lipschitzkonstante Ly = ||A|| zu erhalten, wéhlen wir die maximale Spaltensummennorm:
Al = 21 (||Allee = 39). Es ergibt sich damit

1 12 4
hes —— =—2 = — ~0,114.
BolL;  21-5 35

Losung A.4.3: Zu bestimmen ist zunéchst das Stabilitatspolynom

(A 2) = Z [, — 20, "

r=0
und dann dessen Nullstellen.

Esist y, —yno=2hf, 1 und somit R =2, as =1, a3 =0, a9 =—1, B2 =0, [ =2,
By = 0. Damit ist
T\ z) = A% — 22\ — 1.

Die Nullstellen ergeben sich zu
)\1/2:Z:|Z VZ2+]..

Betrachten wir zunéchst das Stabilitdtsintervall: Fiir z > 0 ist Ay > 1, flir 2 < 0 ist
Ay < —1. Fiir z = 0 folgt A, = £1. Da dies zwei einfache Nullstellen sind, ist das
Stabilitédtsintervall SI = {0}.
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Um das Stabilitdtsgebiet zu bestimmen, bedienen wir uns der im Text beschriebenen
Vereinfachung. Seien A;(0) und Ay(0) die Nullstellen des Polynoms 7(\;0) = A? — 1. Es
ist also A1(0) =1, A2(0) = —1. Wir machen den Ansatz

AM(2) == 1472+ O(22),
Aa(2) 1= =14 vz + O(22).

Einsetzen in m(A; z) = 0 liefert
1+2v2-2:—-1+0(z*) =0 sowie 1—2vz+22—-14+0(z*) =0

bzw. v = 1 sowie 75 = 1. Damit ergibt sich A;(z) & 1+ z und Ay(z) = —1 + z. Nun
muss gelten (z := x + iy)

ME)<1T & (z+1)*+9y°<1 sowie M(2)| <1 & (z-1)2+¢y* <1

Dies ist nur erfillt fir (z,y) = (0,0).

Zusatz: Eine genauere Analyse zeigt jedoch: Fiir z := iy ist Ao = iy £ /1 — 32 Im
Fall |y| <1 ist Ay # Ay und Ao = 9* +1—y* = 1. Fiir y = £1 liegt eine doppelte
Nullstelle A = 4i mit |A] =1 vor. Falls |y| > 1, so ist

Aijp =iy £ /1 =92 :i(y:I: V2 — 1),

und mindestens eine der Nullstellen hat einen Betrag grofier als 1. Ebenso hat mindestens
eine der Nullstellen einen Betrag grofier als 1, falls o # 0. Somit folgt SG={z € C|z =

(O7y)7 Y€ [_L 1}}
Losung A.4.4 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.4.5: Die Riickwirtsdifferenzenformeln der Stufen R = 1,2,3 lauten:

- R=1 vy, —Yo1=hf,, Koeffizienten ay =1, ag= -1, p; =1.
_p_ o 4 1 _ 2 . _ _ 4 _ 1
R =2 yy — 3Yn-1 + 3Yn—2 = 3hfn, Koeflizienten ay =1, oy = —3, ap = 3,
_ 2
Bo = 3.
CR=3 g By + S o Eyu s = Shfu, Koefizienten ag = 1, ay = —,
_ 9 _ _ 6
a1 =37, @0 = —317, P3 = 17~

Fiir die Konvergenz ist Konsistenz und Nullstabilitét zu iiberpriifen.
R = 1: Konsistenz folgt aus

1

1
Zar:—l—i—l:O, Zrozr:—1:ZB,..
r=0

r=0
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Das erste charakteristische Polynom ist

1
p(A) =D X =1,
r=0

und hat die Nullstelle A = 1. Somit ist die BDF nullstabil und damit konvergent.

R=2:
2

2 2
Zarzé—g—klzo, Zra,n:—f—é—&-Q:%:Zﬁr.
r=0 r=0

r=0
Das erste charakteristische Polynom ist

2
pA) =D N =N — 4N+ 4,
r=0

mit den Nullstellen X =1 und Xy = % Somit ist die BDF nullstabil und damit
konvergent.

R=3:

3 3 3

_ 2 9 18 _ 9 36 _ 6 _
Zar——ﬁ+ﬁ—ﬁ+1—0, ZTGT—ﬁ—ﬁ+3—ﬁ—ZﬁT.

r=0 r=0 r=0

Das erste charakteristische Polynom ist
3
pA) =D N =X = A4 SN - 2
r=0

und hat die Nullstellen Ay =1, Ay = 5 &+ Liv/39. Wegen

2 _ 7 39 _ 49439 _ 2
|>‘2/3‘ =92 tor = m — a1

ist die BDF nullstabil und damit konvergent.

Fiir die Berechnung der Startwerte wird ein Verfahren der Ordnung p* > p — 1 benotigt
(p Ordnung der BDF). Bestimme also die Ordnungen der Riickwirtsdifferenzenformeln
fir R =2,3: (Cy = C} =0 bereits fiir Konsistenz nétig)

R=2:

2

2
CQI%ZTQQT—ZrBT:_§+2_%:O,
r=0

r=0
2 2
_1 3. 1 25 _ _2 .4 _4_ _2
03*65:7'0“7“ 25:71/&* s T3 3=7%
r=0 r=0

Die Ordnung ist also p = 2. Es geniigt also z. B. das implizite Eulerverfahren als Start-
prozedur.
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R=3:

3 3
_12 2 _E — 9 _ 36 4,9 _ 18 _
02_2 roag Tf@’"_m T3 11_07

r=0 r=0
3 3
_1\",3 1N\, 2 24, 9 21 _
03—627"% QZTBT -3t5-17=0,
r=0 r=0
3 3
— LY v 12:3 12,27 21 _ 3
Ci=35 6 rh =gty HT Twm
r=0 r=

Die Ordnung ist also p = 3. Es geniigt also z. B. die Trapezregel als Startprozedur.

Losung A.4.6: Wir zitieren zunéchst einige Resultate aus dem Text: Fiir die Iterierten
y,(lk) im Korrektor-Verfahren gilt die Abschatzung:

(k) (0) _

1y — yll < @1y — yal|

wobei vy, die exakte Losung des Korrektors und ¢ = hﬁg{) ist. Ferner gilt
uy) =ty = hrlpy (1 =0 (h)),
Yn — Up = hT(hC) (1—=0(h))

mit den Abschneidefehlern 7'( Py T(C) des Priadiktor-, Korrektorverfahrens. Fiir die Ab-
schneidefehler gilt (bis auf das Vorzelchen)

h C(P)

TPy =

m(P)
hm(P) ( +1) + O(hm(P)+1)

mP)4+1 Un
m(C) 1 Y
Ty = C0, A o (@)
Damit erhalten wir nun:

195 — wnll < N = yall + Y — wal
)

< YL =yl + lyn — |
< @y — wa|| + (¢ + 1) IIyn — |
< ch(P) hm(P)-HH ‘H H (hm(P)+2+k)

O g+ 0y
und somit, falls m® + k< m©.
[y ®) — || < chm I O (B 2R

und im Fall m®) + &k > m(©:

155 = tall < Cprah™ ™ [l 4 0 (0 +2)

und somit die erste Behauptung. Die zweite Behauptung ergibt sich durch Ablesen aus
der letzten Ungleichung.
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Losung A.4.7: Das betrachtete System lautet

u'(t) —10 —100 0 | [wu(?)

JO | =100 —10 0] [v@)

w'(t) 1 1 =t |w(t)
=: A(t)

Zu bestimmen sind nun die Eigenwerte von A(t):

A+10 100 0
det(M — A(t)) =det | =100 X+10 0 | =(A+t)det
—1 —1 A+t
= (A+1t) ((A+10)* + 10000) = (A + )(A* + 20\ 4 10100).

A+10 100
—100 A +10

Die Eigenwerte sind also
AL = —t sowie Ay3 = —10+£ /100 — 10100 = —10 £ 1003.

Um eine moglichst hohe Ordnung zu bekommen, fordern wir von der LMM nur Aa)-
Stabilitat. Bestimme also den Winkel a: Wegen A; € R und A3 = Ay erhalten wir

«a = arctan % = arctan 10 ~ 84,3°.

Es kommen also nur Riickwértsdifferenzenformeln der Stufe R < 3 in Frage. Nach dem
Text erhélt man bei Verwendung der 3-stufigen BDF nach Konstruktion die Ordnung
m = 3.

Losung A.4.8 (Praktische Aughabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.4.9: a) Exponentielle Stabilitit ist eine Eigenschaft der Losung u einer AWA.
Diese besagt, dass hinreichend kleine Storungen exponentiell abklingen, genauer: Es gibt
0, A, A > 0, so dass fiir alle Storungen ||Jw*|| < § zu einem Zeitpunkt t* > ¢, fiir die
Losung der gestorten AWA o(t) = f(t,v(t)), t > t*, v(t) = u(t) + w*, stets gilt

lu(t) = v(®)]| < A7,

b) Diskrete Stabilitit ist eine Eigenschaft eines Ein- oder Mehrschrittverfahrens, welche
es einem erlaubt die Differenz zweier Gitterfunktionen {yn}n>0, {zn}n>0 mit Hilfe der
Verfahrensvorschrift L, darzustellen:

n
I = sl < K 0{ e+ 3 ullLagn = L]}

Aus diskreter Stabilitdt folgt mit Konsistenz die (lokale) Konvergenz einer Methode.
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c¢) Numerische Stabilitdt ist eine Eigenschaft einer (globalen) Losung y,,>, eines Ein-
schrittverfahrens, v, = yn_1+ Ao F (R to, Yn, Yn-1), 7 > 0,49 = up (oder Mehrschrittver-
fahrens): {y,} heifit numerisch stabil, falls fiir jede Losung {z,}n>n+ von

Zn = Zp—1 T+ hnF(hna tna Zny anl)a n Z TL*, Zpr = Upr + w”
mit einer hinreichend kleinen Stérung ||w*|| < ¢ stets gilt:

|20 — yull — 0, fiir n — o0.

d) Eine lineare Mehrschrittmethode heifit Null-stabil, falls fiir die Nullstellen \; des er-
sten charakteristischen Polynoms p(\) = Zf:o a N stets gilt: [A\;] < 1, und falls \;
eine mehrfache Nullstelle ist, sogar |);| < 1. Null-Stabilitéit ist eine notwendige (und zu-
sammen mit L-Stetigkeit der Verfahrensfunktion hinreichende) Bedingung fiir die diskrete
Stabilitét von linearen Mehrschrittmethoden.

e), ) A-Stabilitdt und A(0)-Stabilitédt sind Begriffe aus der numerischen Stabilitéitsanaly-
se. Ein Ein- oder Mehrschrittverfahren heifit A-stabil, falls die gesamte negative, komplexe
Halbebene {z: Rez < 0} im Stabilitéitsgebiet liegt, und A(0)-stabil, falls dies die fiir die
negative, reelle Achse zutrifft.

A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: a) Wir betrachten das Intervall [0,1] und wollen u(1) berechnen. Wir

verwenden die Grundschrittweite H, d. h. wir unterteilen das Intervall [0,1] in N = &

i
Teile. Auf jeden Teilintervall verwenden wir jetzt den folgenden Algorithmus:

1. Es sel y(tg) mit t, = kH und 0 < k < N — 1 berechnet (Ziel ist es, per Ex-
trapolation der Zwischenwerte a(hg),...,a(hs) mit hg = H/2,...,hs = H/16 den
néchsten Wert y(tx.1) zu berechnen)

2. Setze ng =2,n1 =4,n0 =6,n3 =8, ny = 12, n5 = 16.
3. Setze i = 0.

4. Berechne H
7’](t}€+l/h“hl), hi:77 V:1,...,7’Li+17
n;

mit Hilfe der Mittelpunktsregel gestartet durch die Polygonzugmethode,

Ntk + his hi) = ye, + hi f (te, y(tr))
n(tk + (v + Dhis hi) = n(te + (v — 1)hi; hy) 4 20 f (te + vhi, n(ty + vhi; hy)),

fir v =1,...n;, und setze

a(hi) = (tesrs hi) = H{n(rer — his ) + 20(tesa; he) + 0t + his hi) 3
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5. Falls i <4 setze i < i+ 1 und gehe zu (4).

6. Berechne mit a(h;) = Ty die Werte Tj; des Extrapolationstableaus mit Hilfe der

Rekursionsformel
Tij—1—Tici k-1

(hi—g/hi)* =1~

und erhalte Ts; als Ndherung fiir w(tg,q).

T =Tip-1+

Ordnung des Verfahren: Mithilfe des Satzes von Gragg erhalten wir mit m = 5 die
Ordnung 12.

b) Anzahl der Funktionsauswertungen in dem eben beschriebenen Algorithmus fiir den
Schritt von t; auf tg.i: Fiir jedes :

— Polygonzugmethode: 1 Funktionsauswertung (nur beim ersten Schritt, d. h. fiir i=0
notig)

— nymal Anwendung der Mittelpunktsregel: n; Funktionsauswertungen.

— Mittelung: keine weiteren Funktionsauswertungen nétig.

Damit ergeben sich bei der hier betrachteten Folge der n;
24+1)+4+6+8+12+416=49

Funktionsauswertungen. Da wir insgesamt auf N = % Intervallen extrapolieren, benoti-
gen wir also 49/H Funktionsauswertungen, um eine N&herung fiir u(1) zu erhalten.

Losung A.5.2: Analog zum klassischen Graggschen Extrapolationsverfahren berechnet
man yy1 mit einer Basisschrittweite H ausgehend vom bereits berechneten 1, durch
Extrapolation:

1. Setze ng =2, n1 =4, no =6, n3 =8, ngy =12, ny = 16.

2. Setze i = 0.

3. Es ist n(tk; hi) = y;. Berechne

n(tk+vhi;hi), h; = v=1-.n

)

H
1

mit Hilfe des impliziten Eulerverfahrens:

n(te + vhishi) = n(te + (v — 1)hs; hi) + f(tk + vhi, n(te + vhi; by)).

5. Falls i <5 setze i < i+ 1 und gehe zu (3).
6. Bestimme y;41 = a(0) durch Extrapolation von a(h):
Tigp—1— Tic1 g1

Tiw=Tip1+ "y
k k-1 T (hip/h)l — 1

Tio = a(hi)-

Setze yrir1 = Tks.
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a) Die Ordnung des zugrundeliegenden Verfahrens ist v = 1, so dass sich bei m =5 die
Ordnung 6 ergibt.

b) Fiir einen Extrapolationsschritt, d. h.: m = 1, hat man mit ny = 2, n; = 4 zu
berechnen:

n(te+5:5) =+ 51 (te + 50t + 55 5)),
no -
0 ’ i

) =nlte+5:5) + 5f (e + Ho(te + H: 5)).
%%)_yk‘F f(tk+4777(tk+474))
ny

n(te + H; &) =ty + 32 5) + L f (4 + Hon(te + H; ).

Angewendet auf das skalare Testproblem

erhélt man

Extrapolation:
2ty + H; L) —n(ty + H; & - _
Y1 = n(ts 241)7 177( t 2) [2 (1-1HN = (1-LH)) 2] Y-

Der Verstiarkungsfaktor ist also:

Diskussion fiir die reelle Achse:

Esist w(0) =1 und lim, o w(z) = 0. Die Funktion w(z) besitzt im Negativen genau
ein lokales Minimum bei zy &~ —8.25 mit w(zy) ~ —0.015 und genau einen Wendepunkt
bei x1 ~ —11.7. Somit ist stets |w(z)| <1 fiir alle z <O0.

Diskussion fir die komplere Halbebene: Man betrachte den folgenden Plot von |w(z)]:
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cocoooooo0—
W UTOY~I00O

Losung A.5.3: Sei y, = n(ty; %) berechnet. Mit einem expliziten Euler-Schritt bestim-
men wir

n(tn + %; %) = n(tn; %) + %f (tna n(tn; %)) = Yn + %f(tny yn)
und anschlieBend mit der Mittelpunktsregel

sowie

Nt +3hi 5) = n(tn + 5 8) + 25 (tn + hon(t + h; B))
=Yn+ 2f(tn,yn) + hf (tn + hyyn + Af (b + 2y + 5 f(tayn))) -

Nun wird gesetzt
Unit = H{n(ta + B 5) + 20(ta + I ) + 0t + 30 2)}
= i{yn + 2 F (b yn) 4 2yn + 20 f (L + 2,y + 5 f (0, yn)
Yo B (b yn) + 1f (b + By + R (b + By + 2 F(yn) }
= o+ B3 (s gn) + 51 (b 5+ 5 s 90)

1 (b o+ bf (b4 00+ 20 w) |
= yo +h{ik+ 3ka + jhs}

mit
ky = f(tnayn)a ky = f(tn+%>yn+%kl)7 ks = f(tn+hayn+hk2)
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Entsprechend dem Extrapolationssatz hat diese Formel die Ordnung 2 (m = 0, da keine
Extrapolationsschritte durchgefiihrt werden). Alternativ stellt man fest, dass die Taylor-
reihe der Runge-Kutta-Formel mit der von f bis zur Ordnung 2 iibereinstimmt.

Angewendet auf das Modellproblem «/(t) = f(¢,u(t)) mit f(¢,2) = Az erhilt man

Ynt1 = Yn + 2hAY, + LR (Yo + $hAY,) + 2RA (v + B (Yo + 2hAY,))
= (1+hXA+ L(hA)? + L (hA)?) Y-

Es ist also
wz)=1+z2+32"+3:2° =3 (P +42°+8248) =4(2+2) ((z+ 1) +3).
Wegen (z + 1)? 4+ 3 > 0, unterscheiden wir die folgenden Fille:
z> —2: Dann ist |w(z)] = #(z 4+ 2) ((z4+1)?+3) und es gilt |w(z)] < 1, wenn (2 +

2) ((z+1)?+3) <1 bzw. 28+422+82 < 0. Wegen 2°+4224+82 = 2 (22 + 42 +8) =
2 ((z +2)2 +4) ist dies nur fiir z € [-2,0] erfiillt.

z < —2: Damn ist |w(2)] = —§(2 +2) ((z+1)? +3) und es gilt |w(z)| < 1, wenn —1(z +
2) ((z+1)*+3) <1 bzw. 23+422482+416 > 0. Wir suchen also eine Nullstelle von
g(2) == 23+ 42% + 82 + 16. Mit ¢'(z) = 322 + 82 + 8 und dem Startwert zy := —2
liefert das Newtonverfahren

g9(zn) 223 4+422-16
Zntl T Bn T = 2
9'(zn) 322+ 82, +8

die folgenden Approximationen: z; = —4, 2z = —3.333, z3 = —3.111, z; = —3.088,
25 = —3.087, z5 = —3.087. Wegen |w(—3)| = I < 1 ist die Bedingung erfiillt fiir
z € [-3.1,0].

Zusammengenommen erhalten wir fiir das Stabilitatsintervall SI = [—3.1,0].

Losung A.5.4 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

A.6 Kapitel 6

Losung A.6.1: Wir formen das System um in
Mu'(t) = b(t) — Au(t) — N(u(t))u(t) — Bp(t),
0= BT u(t).
Da M regulir ist, konnen wir mit A ~' multiplizieren und erhalten

u'(t) = M(t) — M~ Au(t) — M~EN(u(t))u(t) — M Bp(t)
0 = BT u(t).

?
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Mit den Bezeichnungen b(t) == M7b(t), A := M~'A, N(u(t)) := M~'N(u(t)) und
B := M~'B erhalten wir nach Differenzieren der zweiten Gleichung
W/(t) = b(t) — Au(t) — N(u(®))u(t) - Bp(t),
0= BT/ (t) = BT (B(t) — Aut) — N(u(®)ult) - Bp(t)) .

Bezeichnen wir die Spalten von N (u(t)) mit N;(u(t)) und die Zeilen von w(t) mit 1;(t),
so konnen wir die dies umformen zu

W' (t) = b(t) — Au(t) — N(u(t))u(t) — Bp(b),
0= BT (B(t) = Au(t) = 37 Nifu(t)) - wilt) - Bp(t)).

Durch nochmaliges Differenzieren der zweiten Gleichung erhalten wir

W/(t) = b(t) = Au(t) — N(u(®))ult) - Bp(o),
0= B (t) — B"Ad'(t) — BT Bp'(t)
B {( D) ) e+ M) i)

j=1 J

Nach erneutem Ersetzen von «'(t) in der zweiten Gleichung durch die erste erhdlt man,
falls BT B = BT M~'B regulir ist, eine Gleichung zur Bestimmung von p/(t) in Abhiingig-
keit von u(t) und p(t). Die DAE hat also den Index 2 und ist l6sbar, wenn BT M~'B
regulér ist, was bedeutet, dass B Rang m hat.

Losung A.6.2 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.6.3:
a) (Lokale) L-Stetigkeit von f(¢,x) bzgl. des Arguments x;
b) d-dimensionaler Vektorraum;

¢) Eine stetige Funktion w(t) > 0, die durch ihr Zeitintegral beschrankt ist, hat hochsten
exponentielles Wachstum;

d) Ja, nach Fortsetzungssatz, da f(t,x) bzgl. x gleichméBig beschrinkt ist;

e) Yn = Yn—1 + hnF(hna tna ynayn—l)a n > 17 Yo = uO;
Tn = hrzl(un_unfl) - F(hny tna Unp, un71)7 Up 1= u(tn) 5

f) Yn = Yn—1 + %hn{f(tmyn) + f(tnfla ynfl} , Ordnung m = 2;
g) Zf«{:o AR—rYn—r = h Zf:() BR - 7"fnfr ) fm = f(tm-, ym) 5 ’/T(Z; 77/) = Zf:(){ar - Eﬁr}zT ;

h) Wenn der Quotient von kleinstem und grofitem (negativen) Realteil der Eigenwerte
der Jacobi-Matrix f/(t,u(t)) entlang der Losungstrajektorie sehr grof ist;
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i) ,Null-stabil“: Alle Nullstellen des 1. charakteristischen Polynoms p(z) = Zf:o a,z"

erfillen |A| <1, sowie |[A] <1, wenn sie mehrfach sind.
»A-stabil“: das Stabilitdtsgebiet enthilt die ,,negative” komplexe Halbebene.
»A(0)-stabil“: Das Stabilitidtsgebiet enthélt die ,negative“ reelle Halbachse..

J) SGexpl.Euler = {Z S (C| ‘Z + 1| S 1}7 SGiHlpl.Euler = {Z S (C‘ ‘Z — ]_‘ 2 ]_}7
SGTrapez = {Z S (C| Rez < 0}’

k) Minimalzahl der zeitlichen Ableitungen die zur Uberfithrung der DAE in eine , normal®
AWA erforderlich sind.

A.7 Kapitel 7

Losung A.7.1: i) Beim dG(1)-Verfahren besitzt U auf dem Intervall I, = (¢,_1,t,] die
Darstellung

t— tnfl

Ult)=U",+ (U, —U,).

n

Einsetzen in die 2. Gleichung liefert mit f(¢,2) = Az +b und y, = U, :

2 tn
u, -Ur, = h_/t AU) - (t —tnq) + b (t —t, 1) dt

2 1 11 . _
- = Ui = (AU G4 RAU — U )+ b
= (I = 2hnA) yp = (I + 3haA) U7 + hid.

Und fiir die 1. Gleichung:

tn

U =U;, + AU(t) + bdt

tn—1
<— (I - %hnA) Yn = Yn—1 + %h”AUTT—l + hb.

Einsetzen der 2. in die 1. Gleichung liefert schliefSlich:
(I = 2haA+ $h2A%) yp = (I 4 $hpA) Yoy + (1 — $hoA) hyb.
ii) Der Abschneidefehler ist definiert durch
hnTn = u(ty) — u(tn_1) — o F(hn; b1, u(tn_1).
Man entwickelt in diesem Fall:
u(tn) = utu—1) + bt (ta-1) + 3hou (taor) + O(R3)
= u(tn) +haf|,  +3hn (fet fof)],  +O0)
= u(tn_1) + ho(Au(t,—1) + b) + 1R A(Au(t,—1) +b) + O(h3).
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Weiterhin:
W(tn_1 + hpF (hp; tn—1, u(t,—1))
= (I = 2h, A+ 20243 7 [(T+ ShaA)u(t,—y) + (I — LhaA)hyb] -
Mit
(I = 2h, A+ 102427 =T 4 2p, A+ 302 A% + O(h2)
ergibt sich:
W(tn—1 + " F (hp; tn—1,u(tn-1))

= (I + 2 A+ 502 A%+ O2)) (I + ShnA)ultnr) + (I = Shad)hab)

= (I 4+ ho A+ LR2A% + O(h))u(ty-1 + (I + ShaA)hb+ O(h).
Man sieht durch Subraktion:

BTy = O(R2),
d. h. das Verfahren ist von 2. Ordnung.
Bemerkung:
(I = 2hp A+ 12 A%y = (I + hoA)yna

ist ein sogenanntes , subdiagonales Padé-Schema 2. Ordnung®: Unter einer entsprechen-
den Begriffsbildung kann man zeigen, dass ein Ldsungsoperator el!"t0)4 existiert, der
angewendet auf den Startwert wy,

u(t) = et Ay,
eine Losung der AWA
u'(t) = Au(t), t>t,, ulty) =up

liefert (Der Einfachheit halber sei b = 0 gesetzt). Das Padé-Schema entsteht nun durch
eine stiickweise rationale Approximation des Losungsoperators:

mit gewissen Polynomen P und Q.

ili) Angewendet auf das skalare Testproblem ergibt sich:
(1= 2B+ 11202) g = (14 L1a) g,

Der Verstarkungsfaktor lautet:
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Bestimmung des Stabilititsintervalls: Es soll sein:
1432 < U= o+ 4] = [h -2+ 1,
also
= ’1+%z‘glf§z+%z2.
Fallunterscheidung:
. Fall: z > —3:

1+%z§1—§z+%22
0<z-(2—06)
z>6 oder z<0
> e [-3,0]U[6,00).

117

CFall: 2 < -3

—1—%z§1—§z+%z2
0< 114 (2—1)°

=
— z € (—0,3)

Damit ergibt sich SI=R\ (0,6).

Losung A.7.2: i) Es gibt eine Konstante « € Rt so dass die Ungleichung

tel

sup [o(t)| < & </I|1/(t)| dt + ‘ /Iv(t) dtD Vo € Po(I)

auf dem Einheitsintervall T = (0,1)] gilt.

Hierzu zeigen wir, dass die rechte Seite eine Norm auf dem endlichdimensionalen Po-
lynomraum P,.(I) darstellt. Die Existenz von s folgt dann aus der Norméquivalenz.
Homogenitiat und Dreiecksungleichung sind klar aufgrund selbiger Eigenschaft des Abso-
lutbetrags und die Definitheit folgt aus:

/I|U'(t)|dt+‘/lv(t) dt‘ =0

= v = const. ’/v(t) dt’ =0
I

- v=0.

Sei nun I, = (t,_1,t,] ein beliebiges Intervall. Definiere

X (0,1 = (ty_1,tn), t=x{) =ty 1+ hat.
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Dies induziert einen ,, Pullback®: P.(I,) — P.(I) durch

p(f) = p(x(D) fir g € Po(1).
Weiterhin ist
‘15/(7?) = 99/(t)X/(t) = @l(t)h7L~
Hiermit konnen die einzelnen Terme der Ungleichung entsprechend transformiert werden:

sup [io(f)] = sup lo(x ()] = sup |&(1)],

tel tel
) o P
[ wode= [ otxtd-aencdlai = [oai-,
In I n
Old= [ 1601 det 13O = [ 1o(d) bl di-
In n

Einsetzen der Identitdten in die Ungleichung auf I ergibt also zusammenfassend die
Behauptung:

sup [0(t)] < & ( )+ ‘ /I u(t) dtD ve P(L).

tely,

ii) Diese Ungleichung gilt auch gleichméfig fiir Funktionen v € C’l( ). Wir argumentie-
ren, dass sich das obige Skalierungsargument direkt {ibertréigt. Man zeigt zunéchst wieder
die Giiltigkeit der Ungleichung

stL€1§)|v(t)| <k </1U/(t)|dt+’/1v(t)dt’> ve (D).

Dies muss allerdings aufgrund der unendlichen Dimesion von C' 1(1_ ) itber ein etwas an-
deres Argument erfolgen: Sei v € C*! (I ) beliebig. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz
ein ¢ € I, so dass

() = /I u(t) dt.

Es gilt dann:

— 0] = @) + [ 10

= suplu(t)| = /v dt)+/\v (t)] dt
tel



A.7. KAPITEL 7 317

Das Skalierungsargument iibertrigt sich ohne Modifikation: Definiere analog zu oben den
,Pullback“: C'(I,) — C*(I) durch
¢() = ¢(x(D) fiir p € C'(I).
Dieser ist offensichtlich wohldefiniert und es gilt wieder
(1) = ¢ (X' () = ¢ (t)
so dass die restliche Argumentation aus (i) ohne weitere Modifikation anwendbar ist.
Losung A.7.3: Beim dGey,(r)-Verfahren werden nach rechts halboffene Teilintervalle

I, = [tn—1,t,) verwendet anstelle der nach links halboffenen Intervalle des dG(r)-Verfahrens.
Dies fithrt zu einem modifizierten Ansatz der Form:

>

| s ar+ <[U1n,wn)} 0, *)

In

bzw. bei Wahl einer Testfunktion ¢ mit ¢ =0 auf I, # [,:

a) Die Wahl stiickweiser konstanter Ansatz- und Testfunktionen im Fall r = 0,
Yo i = Unpa(t) = U; =Unts
=1 auf [,

mit dem Startwert yg := ug reduziert diese Gleichung auf:
Yn = ’ St Yn—1) dt + yn_1.
Durch Approximation des Integrals mit der Boxregel,
’ f(t Y1) dt = hy f(tn1, Yn—1)

erhélt man die explizite Polygonzugmethode:

Yn+1 = Un + hnf(trh yn)
b) Es gilt

U =Uy+ | f(tU®)dt,

I

ulty) = utaoy) + | F(t,u(t)) dt.

In

Subtraktion liefert:
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Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von f:
U = ut)] < |0~ )|+ [ Lo|UL —uto)] de. &
In

Der Integrand des Integrals auf der rechten Seite erlaubt die Darstellung

U =) = Uiy —utta )~ [ @ di

tn—1

tn
= U, —u®)| <|UF = ulte-)| +/ |/ (1)| di
tn—1

<

Uiy = u(tn-1)| + I s?p ||
Einsetzen in (**):
|Un+ — u(tn)| < |U:_1 — u(tn_1)| +/1 Ly <|U;[_1 — u(tn_l)} + h, S}lp |u'|> dt
<|Uiy = ultn-1)| + h:Lf|Unt1 — u(ty_1)| + h2Ly sup ]

Rekursives Einsetzen liefert (man beachte |Uy — u(to)| = 0):

n—1 n
U = ultn)] < hoa LU —ult,)]| + > h2Ly sup /.
v=0 v

v=1

Nach dem Gronwallschen Lemman gilt folglich:

(U = ultn)] < exp (Ly(tn = t)) Y _ Ly sup o]

v=1

und damit
U = u(tn)| < exp (Ly(t = t0)) Ly (tn — to) max {hy sup o]},

Seinun t € I, 1:

Ur— u(t)| < |u(t) — u(tn)| + |U; — u(tn)|

t
< ‘/ o/ (0) di] + U = u(ty)|
tn

< By sup |u/| + |U,Jlr — u(tn)|

I1L+1
< {1+ Lyg(tn — to) exp (Ly(t, — to)) } dnax {h, up |},

Also letztendlich:

sup |U(8) — u(®)] < {1+ L,Te""} max {h, sup |},
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¢) Im Fall stiickweiser linearer Ansatz- und Testfunktionen (r = 1) hat U(¢t) die Gestalt:
U(t) = hy (¢ = ta1)Uy = b (t = 8) Uy

Testen von (*) mit ¢ =1 und ¢ = h,;*(t, —t) liefert:

Ufr—=ur,= [ f(tU)dt,
In

- 2
U, -Ur, = W, F,U)(t, —t)dt.

Approximiere die Integrale mit der Trapezregel:

Ft,U)dt = Gh (f(ta, Uly) + f(ta, U))

In

2
hﬁ f(ta U)(tn - t) dt =~ hnf(tnfla U;LL—I)'
n JI,

Einsetzen liefert:
1
U»,Jlr = U:71 + ihn {kl + kQ} s kl = f(tn—h U?’Jbll)v k2 - f(tna Un+71 + hnkl)

Dies ist gerade das Heunsche Verfahren 2. Ordnung.

Losung A.7.4: i) Die Spezialfille » = 0,1 folgen direkt aus dem allgemeinen Beweis in
(ii). Alternativ kann man die Behauptungen auch durch direktes Nachrechnen verifizieren.
So z. B. erlaubt r =0 die folgende Diskussion:

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € I mit u(§) = i Il 1, u(t) dt. Weiterhin gilt

u(t)—/é u'(s) ds + u(§).

Damit ergibt sich:

Ju(t) — u(€)| < / " (s)| ds <y sup |u(8)].

tn—1 tely

Durch Testen der Bestimmungsgleichung von w4 mit ¢ =1 sieht man mu = u(§), so
dass sich unmittelbar ergibt:

sup |u(t) — mou| < hy, sup |[u'(t)].
tel, teln

ii) Sei f € C(I,) mit der Eigenschaft

f(t) ’ (p(t) dt=0 Vpe Pr([n)a
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Angenommen f hat hochstens » Nullstellen. Sei nun {7;, i = 1,--- ,m} die (evtl. leere)
Menge aller Nullstellen von f an der die Funktion f das Vorzeichen wechselt. (Aufgrund
der hochstens r Nullstellen von f ist stets f(¢) # 0 fiir alle ¢ # ¢; in einer Umgebung
einer Nullstelle ¢;, und der Vorzeichenwechsel damit wohldefiniert.) Definiere

m

¢(t> = H(t - Ti) S Pr(ln)

i=1

((t) := 1, falls keine 7; existieren). Die Funktion f(¢)y(¢) besitzt damit nur noch
Nullstellen an der sie das Vorzeichen nicht wechselt und es gilt:

f@)w(t) =0, oder f(t)i(t) <0

ginzlich auf I, . Weiterhin ist ¢» Z 0 und f # 0 ( f hat hochstens r reelle Nullstellen).
Somit gilt:

FOU®)AL >0, oder [ ft)w(t)dt < 0.

I In

Damit muss fiir den Polynomgrad m von ¢ aufgrund der Orthogonalitédtseigenschaft
aber m > r + 1 gelten: Widerspruch!

Seien nun u € Cr(fn) und mu die L2-Interpolierende von u. Dann hat w — m.u nach
obiger Darstellung mindestens 7 4+ 1 Nullstellen. Seien 7, --- 7. 7+ 1 willkiirlich aus-
gewdhlte, paarweise verschiedene Nullstellen von u — 7,.u. Fasse nun das Nullpolynom
p = 0 als Lagrangeinterpolierende in diesen Punkten von u — m,.u auf. Nach der Fehler-
darstellung der Lagrange-Interpolation,

u — mu) (&) 1
3 (= ma)(t) —p(t) = LS T,

|
(r+1)! o
folgt damit sofort die Abschétzung:
sup |(u — mu)(t)| < ! AU+ sup |u Y],
tel, T DET e,

Losung A.7.5 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

Losung A.7.6: Die a priori-Fehlerabschétzung fiir das dG(0)-Verfahren lautet
| < / }
Sl}p le]l < Kag 12%}(1\7{}% S}lp ||| ¢,
die analoge Fehlerabschétzung fiir das implizite Eulerverfahren:

o < K. 5 " }
tbnuer;\lenll < Kig Jax {hnb}lnp [lw”Il ¢,
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mit Konstanten Kqg, Kig, die exponentiell von L¢(t) abhéngen.

Die L-Konstante von f(z) = 2? verhilt sich aufgrund

l2* = 52| < 2max {||z], |y} [l= — ]

entlang des Losungsverlaufs wu(t) wie
2
L(t) =2 sup |u(s)|=——

s€lto,d] 1—t¢

Dies ergibt fiir die Konstanten Kyq, bzw. Kig:

v 9 1
Kya =C. dts | = C, —2log(1 —ty)) = Cag ————.
dG dG exp </to 1—s S> ac exp (—2log( ~)) dG (1~ tn)?
i) Es ist
1 2
i t — //t —
O O
und damit
1 2
sup [/ ()| = ———, sup|ld'(t)]=-—"—.
sup o) = = O] =
Es ergibt sich also:
aG(0): lell < Coc 77— "
: Sl}p €|l >~ Laa (1—tn)? 12}%%\[ (1—t,)? )
1 2h,
Impl. Euler: 5:161; llenll < Cig A= in) ax, {(1—%)3} .

ii) Wir betrachten die Schrittweitenbedingung

he Y
s <
slllp lle|]| < Kag lrgllnaév { (i- tn)z} < TOL.

Hinreichend hierfiir ist die stéirkere Bedingung fiir 1 <n < N:
h,

Ko

dG 1= n)?

Approximiert man diese Beziehung nun kontinuierlich, so erhélt man:

~ 1 TOL
h(t) = Ko

L TOL.

(1—-1)°.

Die kontinuierliche Approximation der Schrittanzahl N verlduft nach folgender Motiva-

tion:

Ve 1= 3 b= 3 b b = [

1<n<N 1<n<N 1<n<N
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Dies ergibt

Caa 3
= 1 —
6 TOL( tn)
und analog
- Cig
N, = (1 —ty)
e TOL( tn)

Wihrend der Aufwand des dG(0)-Verfahrens also kubisch in (1 — ¢y)~" ist, ergibt sich
fiir die Abschétzung des impliziten Eulerverfahrens eine Abhéangigkeit in vierter Potenz.

Losung A.7.7: Nicht verfiighar.

Losung A.7.8: Beim cG(1)-Verfahren macht man den Ansatz

UeCI)NSp(1)={vel():v|, €P(l)}

In

mit Testfunktionen
o€ SO = {v IR o, € PO(LL)}.

Wir suchen also U € C(1) N .Sy(1) mit

(w0, ) = A(U, ) : Z/ ) —b,) dt+ (Un,05) Vg € SO(D).
I,
Bemerkung: Hieraus folgt intervallweise:
U,-U,1= / AU(t) + b dt,
In
bzw. mit U = h1(t —t, 1)U, + h 1 (t, — )U, 4
U — Uyt = sha(AU, + AU, 1 + 2b).
Das primale Problem lautet in obiger Notation: Gesucht ist v € C*(I) mit

A(u, @) = (ug, ) Voe{v:I >R : U|In € Ce(In)}

Man {iberlegt sich analog zum Text, dass das duale Problem die Gestalt hat: Gesucht ist
z € CY(I) mit

L*(z,¢) = (en/llenll,on) Vo€ {v:I =R : U‘In € C.(I,)},

mit der adjungierten Linearisierung:

N
L*(Z, Sﬁ) = Z/Ir (—Z/ - A*Zv (10) dt + (ZN7 (10]_\7)
n=1Y-"n
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und dem Fehler e(t) = u(t) — U(t).
Man definiert weiterhin das Residuum p(U, V) als

,O(U, V) = (u07 V()+) - A(Ua V)

Bemerkung: p(U,V) =0 firalle V € S}(LO)(I) nach Definition der diskreten Losung U.

Der Schliissel zur a posteriori-Fehlerschétzung ist die Feststellung, dass mit ¢ = e gilt:
L*(z,e) = (en/llenl, en) = llenll,

sowie
N
L*(z,e) = Z/ (=2 — Az e)dt + (2n,€x)
In

Z/I 2 — Ae— b+ b)dt — (20, €8)

—Z/ (z,u' — Au — b) dt — (z0, ul) — Z/(z7U’—AU—b)dt+(z0,UJ)
I n=1 In

=0+ p(U, 2).

Also
p(U, z) = [lex]|-

Analog zum Vorgehen im Text setzt man wieder Z := Fyz € S}(LO) mit:
Damit ist dann p(U, z) = p(U, z — Z). Ausgeschrieben:

lexll = p(U, 2)
= p(U7Z - Z)

N
:—Z/(U'—AU—b,z—Z)dt,
n=1"1In

Und letztendlich:

llex|| = p(U, 2) = Z/ — AU — b,z — Pyz) dt
In

n=1

ST O L Ty (A )
n=1 " In
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Losung A.7.9: a) In der vorliegenden Situation bestimmen wir

K(T)~(1-17)"*,  |n)(U)] ~sup [u| = (1—t,) ",

n

und folglich h,, = (1—-T)(1—t,)*>N~-"/2 TOLY?. Dies liefert

N N
N = hahy' = N2(1=T)"TOL™?Y " h,(1—t,)%?
n=1 n=1

~ N1/2(1 _T)73/2TOL71/2’

und schlieBlich N ~ (1-T)"*TOL™!.

b) Wir gehen aus von der a posteriori Fehlerabschitzung

N
lenl < Zhipn(U)Wn(z): pn(U) == hT_Ll|[U]7l|7 wn(z) = hr_zl/l |2/ dt,
n=1 n

mit der zugehorigen dualen Losung z, und die daraus resultierende (implizite) Schritt-

weitenformel
( TOL )1/2
hp = ——+—— )
Npn(U)wn(2)

pn(U) = hT_LlHU]n| ~ h;l\un — Up 1| < h;1 |u’| dt < (1 - tn)_za
Iy

Weiter gilt (s. Text)

sowie bei Beachtung von z(t) = (1 —t)*(1 —t,)72:
wa(2) = ht | |2 dt =2k, M (1 — tn)’Z/ (1—t)dt <2(1—t,)"
In In

Damit ergibt sich
TOLY? ,
n ¥ TN (1= tn)*2.

Fir N folgt dann die Beziehung

N N N1/2 )
N=> hh' =Y h (1—1t,)7%?
n=1

—~ TOL'/?
N1/2 T N1/2
~— | 1=t At ——— (1 -T)?
TOLY? J, TOLY?
bzw.
1 1
T TOL1-T"

Losung A.7.10 (Praktische Aufgabe): s. [10], Chapter 2.
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A.8 Kapitel 8

Losung A.8.1: a) Zunéchst erhalten wir durch Einsetzen in die allgemeine Losung u(t) =
Asin(t) + Bcos(t) + 1
u(0)=B+1, u(j)=A+1, wu(r)=1-5B.
a) u(0) = u(%) = 0: Dies liefert die Bedingungen
B+1=0 & DB=-1 sowie A+1=0 & A=-1.
Es existiert also genau eine Losung zu diesen Randwerten.
b) u(0) = u(mw) = 0: Dies liefert die Bedingungen
B+1=0 & B=-1 sowie 1-B=0 & B=L1
Es existiert also keine Losung zu diesen Randwerten.
¢) u(0) = u(m) = 1: Dies liefert die Bedingungen
B+1=1 & DB=0 sowie 1-B=1 & B=0.

Es existert also fiir jedes A eine Losung, also unendlich viele.

b) Mit den Funktionen « und v := ' lautet das umgeformte System erster Ordnung

u'(t) —ovt) =0, V(t)+ult)=1,

u'(t) 0 1| |u®)| |0
V'(t) —1 0f |v(¢) 1
Die Fundamentalmatrix dieses Systems ist

cos(t) sin(t)]

—sin(t) cos(t)

bzw. in Matrixschreibweise

Y(t) = l

Die drei gegebenen Randbedingungen lauten

) 1 0] [u(0) . 0 o] [uz)] o
¢ 0 0] [v@] |1 0] [0(%)] o
1 o] [u@]  Jo o] [utm)] o

g 0 0 L(O) - 1 0] L(w)] B M
) 1 0] [u(0) . [0 0] [um] [
‘ 0 0f [o@] [t 0] [o(m)]| |1
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Damit ergibt sich in allen drei Fallen

1 0

Bat BiY (6) = cos(b) sin(b)

] , det(B, + ByY (b)) = sin(b).

Somit ist die Matrix B, + B,Y (b) im Falle a) reguldr und in den Féllen b) und c¢) nicht
reguldr.

Losung A.8.2: Analog zum Vorgehen im Text bei der Betrachtung des Sturm-Liouville-
Problems mit Dirichlet-Randbedingungen lésst sich auch das Neumann-Problem in der
Standardform schreiben als

ol bty o] b~ o
0]~ |r0) o] o] ~ [0

0 1 |uo(a) N 0 0] [uo(b) _ %
0 0| lw(a)]| |0 1] |w(d) o

Es reicht deshalb wieder zu zeigen, dass das homogene Problem

—u"(t) + q()u' (t) + r()u(t) =0, te€l=]a,b], u'(a)=1u'(b)=0

nur die triviale Losung besitzt. Dazu multiplizieren wir die Gleichung mit » und integrie-
ren iiber I:

/ —u"(t)u(t) dt + 3 / q(t) (u(t)?)" dt + / r(t)u(t)?dt = 0.

T T I
Durch partielle Integration erhalten wir daraus unter Beachtung der Randbedingungen

J @ e [ (o)~ 40 ©) ute ae+ atoue?] =o

I I

Unter den Voraussetzungen

min (r(t) ~ 30/(1)) >0, q(@) <0, q(t) >0,

wobei eine der Ungleichungen strikt gelten muss, folgt damit u = 0.

Losung A.8.3: (a) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fiir
t € [a,b]

v(t):/ V' (s) ds+wv(a).

Damit folgt

|MMs/wwnmﬂwm$/Wme+w@L
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Da die rechte Seite der Ungleichung unabhéngig von ¢ ist, ergibt sich durch Maximums-
bildung iiber ¢ direkt die Behauptung.

(b) Da v insbesondere stetig ist, folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung die
Existenz einer Stelle ¢, € [a, b], so dass

(b—a)v(ty) = / v (s) ds.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt
t
v (t) :/ V' (s) ds + v (to).
to

Insgesamt ergibt sich also

/abv(s) ds| .

\‘U(t)lé/ |v'(s)|d5+|v(t0)|:/ W(S)‘dﬁﬁ

A.9 Kapitel 9

Losung A.9.1: i) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall A = I. Fiir alle z € K" gilt
(I + B)z|| = |lzl| — [ Bz|| = (L= [|B])ll=]-
Wegen 1 — ||BJ| > 0 ist also I + B injektiv und folglich reguldr. Mit der Abschitzung

1

I =111+ B)(I+ B)7Hl = (I + B~ + B+ B)™'|
1T+ B)7H = IBIHIT + B)~H = (T + B)~H[ (1= [[B]l) >0

Y

erhdlt man die behauptete Ungleichung fiir den Fall A = 1.

ii) Nun zum Fall einer allgemeinen Matrix A: Wegen ||B| < ||[A7Y||7! ist |A™'B|| <
[|A7Y|||B|l < 1. Nach dem o. a. Resultat ist also I+ A™'B regulér, und es gilt

1

1
I(7+A7B)7 | < < :
L—[[A='B] = 1= [[A=]]|B]]

Dann ist auch A+ B = A(I + A™'B) regulir, und es gilt

A~

A+ B < AT+ ATB) I < AT + AT B) | < — s
Ii¢ )7 < AT )THIIE < HFATHIHIC )l T A5

Losung A.9.2: Wir betrachten die zweidimensionale lineare RWA

u'(t) — Au(t) = f(t), t€a,b], ui(a)=c, us(b)=2_,.
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Diese lautet in Standardform
U/l (t) - a1 a2 ul(t) _ fl (t)
uy(t) as an| [us(t) L]
1 0f |ui(a) N 0 0f fuu(d)| |«
0 0f |uz(a) 0 1| [uz(b) gl
Beim Gegenschiefen machen wir fiir die diskrete Losung y(¢) den folgenden Ansatz:
y(t) = vi(t) +Yi(t)si, te€l;=[tiyti],

wobei y;(t) bzw. Y;(t) als Losungen der folgenden AWA gegeben sind:

(to
(to

(t2
(

7

)

<

2 ’

0
1
0
1

&

12

I

=

-

m
—

&)

~
pN 22,

~ <

=S
S~— ~— S~— ~—

Ziel ist es nun, die Parametervektoren s; und sy so bestimmen, dass y(t) die Randbe-
dingungen erfiillt und auf dem gesamten Intervall [a,b] stetig ist, d. h. dass gilt

10
L) 0] (11(a) + Ya(a)s1) +

0 «
1] (y2(b) + Y5(b)s2) = lﬁ]

sowie
y1(t1) +Yi(t)s1 = ya(tr) + Ya(t1)se.

Da wir in diesem Fall separierte Randbedingungen haben, kénnen wir s;; und sgo di-
rekt aus der Gleichung fiir die Randbedingungen ablesen. Unter Beachtung von y;(a) =
y2(b) = 0 und Yi(a) = Y1(b) = I erhalten wir ndmlich

s11=a und S9 =[f.
Somit sind nur noch s15 und s, mithilfe der SchlieSbedingungen zu bestimmen. Aus

}/1(751)51 - YQ(fl)SQ = yZ(tl) - yl(tl)

erhalten wir mit s;; = a und sq = (8

«

512

Yitt) —vae0)] | 7] = [oaltr) - yaten)] -

521

B
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Diese Bedingung kann man in ein 2 x 2 Gleichungssystem fiir die gesuchten Werte si9
und s9; umschreiben. Ist dieses eindeutig l6sbar, so erhalten wir

ol ol

Bemerkung: Bei Verwendung der iiblichen Mehrzielmethode (d. h. kein Gegenschiefien)
hétten wir ein 3 x 3-Gleichungssystem erhalten, da wir zusétzlich zu s;5 und s9; noch
S99 mithilfe der Randbedingungen bestimmen miissten.

Losung A.9.3: Wir formen das Anfangswertproblem um in ein System 1. Ordnung;:

upy®] [ o 1] [uo(t) w(0)] |1
wit)] (100 0f lm®)] |w©)] |s]

Wir bestimmen die Eigenwerte von A:

A -1
det(M — A) = det = A? — 100 = (A + 10)(A — 10).
—100 A

A hat also die Eigenwerte 10 und —10. Die allgemeine Losung des Anfangswertproblems

lautet daher
Uo(t§ 3) _ cleIOt 1 + 02671015 1 .
uy(t; 5) 10 —10

Damit erhélt man fiir die Koeffizienten ¢; und ¢y aufgrund der Anfangswerte die Bedin-

gungen
1 uo(0; ) ¢+ e
s| u1(0; ) B 10¢; — 10¢y
und somit
~ 10+s - 10—s
AT 0 0 T a0

Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet also

1045 100 10=5
t;s) = .
u(t; s) 50 ¢ + 50 ¢
Damit wird e = u(3;s*) = 185530 4 102526750 und durch Auflésen nach s* erhalten
wir s* = —10 und damit als Losung der Randwertaufgabe
u(t) = u(t; s*) = e 1.
Hat man statt s* = —10 ein § mit \S —° | <€ d h. [§410] < 10e, so folgt

S*

10+ s . 10—-5 _. 10 + s* . 10 — s* _.
|u(37§) _ u(g’s*” _ ‘ﬁe‘iﬂ —86—30 o + s &30 _ S 30

20 20 20 20

*

S—s

20

(630 _ 6730) _

< — €.
20 ¢

5+ 10’ (630 _ 6730) 230 _ o
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Mit u(3;s*) = e30 ergibt sich fiir den relativen Fehler in w(3;35):

u(3;8) — u(3;s%) - e —1
u(3; s*) - 2

€.

Losung A.9.4 (Praktische Aufgabe): Nicht verfiigbar.

A.10 Kapitel 10

Losung A.10.1: Wir betrachten die RWA

u'(t) = At)u(t) = f(t), € a,b],
B,u(a) + Byu(b) = g.

1. Fiir die Polygonzugmethode gilt

Lhyn = h_l(yn - ynfl) - A(tnfl)ynfl = f(tnfl)
bzw.
(_I - hA(tn—l))yn—l +Yn = hf(tn—l)'
Unter Hinzunahme der Randbedingung

B.yo + Byyn =g

erhalten wir damit das System (A, := A(t,), fn = f(tn))

B, 0 . 0 B, Yo g
—1 — hA, I Y1 h.fo
—I—hA, I =
: Yn—1 :
L —I — hAN_l I 1L YN ] _th—l_

Um dieses System aufzustellen, benétigt man jeweils N Auswertungen von A(t)
und f(¢). Das entstehende LGS hat eine Blockstrucktur, so dass wir das LGS mit
Aufwand O (@®*N) 16sen kinnen.

2. Im Falle des Schiefiverfahrens bestimmen wir zunéichst die diskreten Fundamental-
matrizen Y," aus den Losungen der AWA

Y'(t)—A)Y (t)=0, Y(a)=1
sowie die Losung yo der AWA

Yo (t) — A(t)yo (t) = f(t), wyo(a)=0.
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Hierzu werden ebenfalls nur N Auswertungen von A und f benotigt, da die Git-
terweite fiir alle AWA gleich ist. Die Anzahl der Matrix-Vektor Multiplikationen ist
aber (d+ 1) N anstatt N.

Anschliefend bestimmen wir mit Q" = B, + B,Y:
Q"s" =g — By

Die Losung dieses LGS erfordert einen Aufwand O (d*). Anschlieend erhalten wir
unsere Niherungslosung u” mittels:

=l VS
also durch weitere N Matrix-Vektor Multiplikationen (O (Nd?) ). Ferner bendtigen
wir flir dieses vorgehen die Losungen der d + 1 AWA. Also einen Speicherplatz
O (Nd?) anstatt O (Nd) wie im Fall (a).

Losung A.10.2: (i) Zunéchst schreiben wir die RWA als System erster Ordnung (in
Standardform):

Fiir die Trapezregel gilt

1 1
LL n = 7Un — Un— S n— n) —
nY h(l/ Yn-1) 2[ O] (Yn—1+ Yn) l ]

1
-1 =k
2
Yn—1+

2

Zusammen mit den Randbedingungen ergibt sich also folgendes Gleichungssystem:

b o ] [
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Die Randwertaufgabe ist als Spezialfall eines Sturm-Liouville-Problems (p = 1, ¢
r =1) wegen
I1+(1-02min{l-0}=2>0

te[0,1]

eindeutig losbar.

(ii) Zunéchst schreiben wir die RWA als System erster Ordnung (in Standardform):

0 1] |lm@®| |-1|’
0 0] |u(0)] |1 0] [w(1)] o]

1 110 1 0
L n = 7\Un — Un— S n— n) =
hY h(l/ Yn-1) 5 [ 11 (Yn—1+ Yn) l 1]

Fiir die Trapezregel gilt

bzw.

Zusammen mit den Randbedingungen ergibt sich also folgendes Gleichungssystem:

10 0 o] ] [ o] T
) ) [
-1 -l [ " [0 ]
0 —1—-%2] [0 1-1% =11
R et R |

i 0 —1-2 |0 1-1%] 1=

0,

Die Randwertaufgabe ist als Spezialfall eines Sturm-Liouville-Problems (p = 1, ¢ = 1,

r =0) wegen
1+(1-0)?2 min {0-0}=1>0

te [0,1]

eindeutig l6sbar. Da die Trapezregel fiir AWAn von zweiter Ordnung ist, ist sie dies nach

dem Aquivalenzsatz aus der Vorlesung ebenfalls fiir RWA.

Losung A.10.3: a) Die RWA besitzt eine eindeutige Losung, denn das entsprechende
homogene Problem besitzt nur die triviale Losung « = 0, wie man wie folgt sieht: Sei u

eine Losung von

—u"(t) +100/(t) =0, t€[0,1], wu(0)=wu(l)=0.
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Multiplikation mit u und Integration itber I = [0, 1] liefert

- /1 u” (t)u(t) dt + 100 /1 u' (H)u(t) dt =0

bzw. nach partieller Integration

+ /l(u'(t))2 dt 4 50 /1 (u(t)?)"dt = 0.

Einsetzen der Randwerte liefert

—u’(t)u(t)‘

0

/Ol(u’(t))th =0

und damit u = 0. Wegen u(0) = u(1) =0 folgt also u = 0.

b) Fiir die Gitterfunktion (y"), ergibt sich durch Anwendung der zentralen Differenzen-
quotienten

—hiQ{yﬁrl — nyl + yfﬂl} + 50h71{yi+1 — yi_l} = 1, 1= 1, e N.

Die Randbedingungen liefern y} = v +1 = 0. Durch Elimination der Randwerte Yl und
y% erhiilt man so das folgende Gleichungssystem:

[ 2 50h — 1 17w ] [1]
—50h—1 2 50h — 1 s 1

h_2 . . . . _ .
—50h — 1 2 50h — 1| |yn_1 1
I —50h—1 2 ||y~ | |1

Die Matrix ist offenbar diagonal-dominant, falls gilt
2 > |=50h — 1| + [50h — 1| = 50h + 1 + |50h — 1.

Fall 1: 50h—120<:)h2%:

wt

1
2250h+1+50h—1:100h¢>h§%.

Fall 2: 50h —1 <0 h < 5
2>50h+1+1—50h=2.

Die Matrix ist also diagonal-dominant, falls A < %. Strikte Diagonaldominanz liegt nie
VOr.

c) Fiir die Gitterfunktion (y!), ergibt sich in diesem Fall

—h_z{yifﬂrl — ny + yf_l} + IOOh_l{yi —yiar=1, i=1,...,N.
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Elimination der Randwerte y und y% 4 fithrt dann auf das Gleichungssystem

[ 2+ 100h —1 17w 1 [1
—~100h — 1 2+ 100h ~1 Yo 1

h72 . _
—~100h —1 2+ 100Ah ~1 Yn—1 1
I —100h —1 2+100h] | yx | [1]

Diese Matrix ist also wegen
2+ 100h > |-100h — 1| + |—1| = 100h + 2

fiir jede Schrittweite h diagonal-dominant. Strikte Diagonaldominanz liegt auch hier nie
vor.

Losung A.10.4: Fiir die Losung der Differenzengleichungen (2. Ordnung)
—(é+ %)ynfl +2¢ — (é— %h)ynJrl =0, wo=1, ynp1=0

machen wir einen Ansatz der Form y,, = A". Mogliche Werte fiir A sind dann gerade die
Losungen Ai der Gleichung

—eA? + (2 + W)X — (e + h) =0,

wobel wir € = € + %h verwendet haben. Beriicksichtigung der Randbedingungen yg = 1
und yyi1 =0 in dem Ansatz
Yn = C4 AL+ A

ergibt die Bedingungen c; +c¢_ =1 sowie c+)\f+1 + e A¥*1 =0 und damit
)\N+1 )\N+1
- = N+1+ N0 G+ = TONTT O NAT
AP = AD AT =2

Die Losung hat also die Gestalt

o — A_1X+1)\7i _)\]_V‘Fl)\i
/\erl _ )\J_\/Jrl

Im konkreten Fall sind die Losungen Ay gegeben als

—2¢ —h++/(2¢ + h)? -4 h —2¢ —
_ 2 \/(6—2&— ) e + ): 2¢ 2h:l:h,d.11.)\+:1, )\7:6+h.
—2¢ —2¢ €

At

Die Losung besitzt also die konkrete Darstellung

AV h
Yp = ———— Init/\_zeJr

ez ; >1>0.

Insbesondere ist damit y, > 0 (oszillationsfrei) monoton fallend.
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A.11 Kapitel 11

Losung A.11.1:

1. Der Satz von Picard-Lindelof fordert die L-Stetigkeit der AWA und ergibt neben
der lokalen Existenz einer Losung auch deren Eindeutigkeit.

2. u(t)=(01-1t)""

3. Die lokale Losung einer (stetigen) AWA ist in der Zeit fortsetzbar, bis ihr Graph an
den Rand des Definitionsbereich der rechten Seite f(¢,x) stofit.

4. Ja.

5. Der Abschneidefehler entsteht durch Einsetzen der exakten Losung in die Differen-
zenformel:

hntZ = Up = Up—1 — hnF(hna Un, u’mun—l)-

6. Wenn fiir die Eigenwerte A(t) der Jacobi-Matrix f.(¢,u(t)) entlang der Losungs-
trajektorie gilt:

o Re(t
maxgex(r)<o |[ReA(t)] > 1,

mingexr)<o [ReA(t)]
7. Wenn sie konsistent und null-stabil ist.

8. Die LMM
R R
Z AR—rYn—r = h Z ﬁRfrfnfr
r=0 r=0

hat das Stabilitédtspolynom
R
T\ qh) = for — ghAB I
r=0

9. Die Ordnung ist m = 2.
10. Die Simpson- und die Mittelpunkts-Methode haben ein triviales Stabilitéitsgebiet.

11. Die Mittelpunkts-Methode ist explizit und erlaubt eine asymptotische Fehlerent-
wicklung nach geraden Potenzen von h .

12. Eine Funktion a(h) wird fiir eine Folge von Werten hg > hy > -+ > h,, > 0 ausge-
wertet. Der Grenzwert a(0) wird durch den Wert p,,,(0) des Interpolationspolynoms
m-ten Grades zu den Stiitzwerten {hg, a(ho)}, ..., {hm,a(h,)} approximiert.

13. Fiir die Schrittweiten h; = h/i gilt limsup, ,. hjy1/h1 = 1, so dass in der Feh-
lerabschétzung fiir das Extrapolationsverfahren die Konstante im Restglied nicht
beschrénkt bleibt.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

A-Stabilitit bedeutet, dass das Stabilitédtsgebiet der Diffenzenformal die ganze ,ne-
gative“ komplexe Halbenene enthilt. A(a)-Stabilitdt verlangt dies nur fiir einen
Sektor mit Halbwinkel o > 0.

Bessere Stabilitdt beim Losen der AWAn wegen kiirzerer Integrationsintervallen.

Die algebraische Nebenbedingung enthélt explizit die ,,algebraische Variable und
ihre Jacobi-Matrix bzgl. dieser ist regular.

Die Fundamentalmatrix Y'(¢) ist die Losung der linearen Matrix-AWA Y (t) =
ALY (t), t € [a,b], Y(a)=1T.

Ein ,reguldres Sturm-Liouville-Problem* ist eine lineare RWA 2-ter Ordnung

—[pu]'(t) + q(t)u'(t) + r(t)u(t) = f(t), t € [a,b], Randbedingungen.

Es wird u(a) = g, und wu(b) = g, gefordert.

Die Trapezregel angewendet auf eine lineare RWA hat die Gestalt:

Yn — Yn—-1 = %h{A(tn)yn + A(tnfl)ynfl + f(tn) + f(tnfl)}7 n = 17 L) N,
Bayo + Byyn = g.

Losung A.11.2: Das Graggsche Extrapolationsverfahren basiert auf der asymptotischen
Entwicklung

Un = ult) + > W {ag(ty) + (=1)"be(ta) } + O(R*"?)

der Mittelpunktsregel gestartet mit der Polygonzugmethode. Diese erlaubt somit bei Wahl
gerader Koeffizienten n; = 2,4,6,8,12,16,--- in h; = nﬁ eine Extrapolation zum Limes
in 2. Ordnung.

Man berechnet also konkret:

1.

2.

Zu einer Grundschrittweite H mit ganzen Zahlen n; = 2,4,6,8,--- werden
Nty + vhi b)), hi = H/n;, v=1,--+ n; +1
berechnet mit

n(tn + hi; h1) =Yn + hif(tnv yn)7
Nty + (v + V)hg; hy) = n(t, + (v — Dhis hy) + 2hi f (L, + vhy, n(t, + vhi; hy)

Mittelungsprozedur:

a(hi) = 2 (n(tn1 = his hi) + ntnga; bi) + 0t + iy hy) -
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3. Extrapolation:

Ty = a(hi)7
T —Tic1 e

T =Tip1+
k k-1t (/i) — 1

sowie dem finalen Setzen von

yn+1 — Tmm

Losung A.11.3: Die adaptive Schrittweitenwahl beruht auf einer Entwicklung des Ab-
schneidefehlers,

T = byt (1) + O(hy ),
und einer Schiatzung des Hauptabschneidefehlers ™ durch

H/2 H
m ~ Yn' — Yy
T (tn) ~ Hm-‘rl(l _ 2—m) (*)

mit Hilfe der Ndherungen y7 (mit Schrittweite H ) und yn /2 (mit halber Schrittweite
H/2) von u(t,—1+ H).

AUS der a priOI‘i-Fehlel"abSChé( Zung
ax ||€ < ZS 1 ax ||t
tnel H TLH tnel || TL”

gewinnt man die Schrittweitenbedingung

1/m
h,, ~ <T70L> , (**)
KT([tm(t.)|l

so dass maxy, ey ||en|| < TOL.
Dies motiviert z. B. den folgenden Algorithmus:
1. Sei y, berechnet, Setze H := 2h,,.

2. Berechne yf, y ﬁ und schiitze mit (*) und (**) die notwendige Schrittweite h,
ab.

3. h, < %H? Falls ja und hy, > hin, setze H = 2h,, 11 und mache bei (2.) weiter.

4. Ansonsten: Setze h,,1 = H, t,.1 =1, + H,

m. H/2
y. _ 2 Z/n+/1 - ?Jfﬂ
n+1 om _ 1

5. Falls t,41 < T Weiter bei (1.)
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Losung A.11.4: a) Die AWA heifit steif, wenn mit den Eigenwerten A(¢) der Jacobi-
Matrix fL(¢,u(t)) entlang der Losungstrajektorie gilt:
maxge <o |ReA(t)]

K(t) = — > 1.
(*) mingex <o |[ReA(t)]

b) Eine LMM ist ,, A-stabil“, falls die linke komplexe Halbebene ganz im Stabilitdtsgebiet
liegt. Eine LMM ist ,,A(0)-stabil“, falls die negative reelle Achse ganz im Stabilitdtsgebiet
liegt. Sind die Eigenwerte A(t) der Jacobi-Matrix f1(¢,u(t)) stets reellwertig, so ist keine
Schrittweitenrestriktion notig um numerisch stabil zu integrieren.

¢) Die Eigenwerte von A sind A\ = —1 und Ay = —399, so dass
K(t) =399 > 1,
d. h. die AWA ist steif. Das Stabilitdtsintervall der Polygonzugmethode ist ST = [—2,0].

Um mit der Polygonzugmethode numerisch stabil zu integrieren fordern wir:

N he -2, h<—.
e[-2,00 = 399

Die Trapezregel ist A-stabil, d.h. nach (b) ist keine Schrittweitenbedingung notwendig.

Losung A.11.5: Zur Losung der nichtlinearen RWA
u'(t) = [t u(t)
r(u(a), u(b)) =
definiert beim beim SchieBverfahren y(t;s) als (eindeutige) Losung der AWA

yl(t> - f(tvy(t))v tel,
y(a) = s.

), tel,
0

~
<

Das Losen der RWA ist dann dquivalent zum Finden einer Nullstelle von
F(s):=r(s,y(b;s)) =0.

Die Nullstelle sucht man dabei mit Hilfe des Newtonverfahrens. Hierbei ist in der Jacobi-
Matrix

F'(s) =1, (s,y(b;5)) + 7 (5,9(b; 5)) - (b 5)

der unbekannte Term G(t;s) := y.(t;s) nach dem Satz von der differentiellen Stabilitét
bestimmt durch die Matrix-AWA

G(t;s)'(t) = f(t,y(t; )Gt s)(t), teEL,
G(a;s) =1.
Dies motiviert das folgende Vorgehen:

Sei 5@ ein geeigneter Startwert. Berechne s(*D aus der vorangegangenen Schitzung
@) durch
s urc
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1. Lose AWA

y'(t) = f(t,y(t), tel,
y(a) = s
Setze damit

F(sD) := (s, y(b; 59)).

2. Lose die lineare Matrix-AWA

G(t; sD) (1) = filt,y(t; s9)G(t; s (1), tel,
Gla;sD) =1

und setze

F'(sW) i= 1 (559, y(b; s5D)) + 1 (ssW, y(b; 55")) - G(b; 7).

3. Lose abschlielend

F/(S(i>)s(i+1) - F’(s(i))s“) _ F(S(i)).

Losung A.11.6 (Praktische Aufgabe): Zur Approximation des (nicht-steifen) Lorenz-
Systems verwenden wir das dG(1)-Verfahren mit adaptiver Schrittweitenwahl geméf der
im Text beschriebenen Strategie (fiir Kontrolle des ,,Endzeitfehlers® e(7) mit Fehlerto-
leranz TOL = 0.2),

lexll < CHCP En) max {mall U + RO} (L1L3)

Die dabei auftretende Stabilitéitskonstante wichst exponentiell mit der Zeit wie
CSUT) ~ exp(2T
s (T) = exp(3T).

Fir T = 25 ist dies C?(25) ~ 108 und fiir 7 = 35 bereits C'?(35) ~ 10'3. Dies
bedeutet, dass verldssliche Rechnungen mit dem dG(1)-Verfahren mit einer akzeptable
Schrittweite h, > 10~7 bis zum Zeitpunkt 7" = 35 moglich sind; s. Abb. A.11.6. Weit
dariiberhinaus kommt man mit dem (impliziten) dG(1)-Verfahren wegen seiner niedrigen
Ordnung und der weiter wachsenden Stabilitdtskonstante c? (40) ~ 10'® nicht mehr,
da dann wegen des enorm kleinen lokalen Zeitschritts der Rundungsfehler dominiert (bei
Rechnung in REAL*8-Arithmetik). Abb. A.11.6 zeigt, dass die Leistungsgrenze scheint bei
etwa T ~ 37 liegt. Zum Vergleich wurde eine genaue Referenzlosung auf dem Intervall
I =[0,40] erzeugt mit Hilfe eines ,,Hochleistungs-ODE-Losers® (entwickelt von Reinhold
v.Schwerin, HS Ulm) auf Basis von Adams-Formeln variabler Ordnung (maximale Ord-

nung 12) mit adaptiver Schrittweitenkontrolle (Fehlertoleranz 1072%) und Rechnung mit
REAL*16-Arithmetik.
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Abbildung A.1: Referenzlosung (x-Komponente) (links) und ,falsche® Lésung (x-
Komponente) (rechts) auf dem Intervall I = [0,40] berechnet mit dem adaptiven dG(1)-
Verfahren mit TOL = 10~%.





