10 Differenzenverfahren

10.1 Systeme erster Ordnung

Wir konzentrieren uns im Folgenden auf die Betrachtung linearer RWA im R?, obwohl die
meisten Aussagen sinngeméif auch fiir die Approximation isolierter Losungen nichtlinearer
Probleme iibertragen werden konnen. Zur Abkiirzung der Notation fithren wir Operatoren
L:CYI)—C() und R:C(I) = R ein:

(Lu)(t) = u'(t) = A()u(t) = f(t), te€l=]ab],

Ru = Byu(a) + Byu(b) = g, (10.1.1)

Wir nehmen an, dass diese RWA eine eindeutige Losung besitzt, bzw. dass die zugehorige
Matrix B, + B,Y (b) regulér ist.

Grundsétzlich kann jedes Differenzenverfahren zur Losung von AWA|
u'(t) — A)u(t) = f(t), t>a, wula)=a, (10.1.2)

auch zur Losung der RWA (10.1.1) verwendet werden. Dazu wihlt man etwa ein dquidi-
stantes Gitter auf [a, b],

th=a+nh, 0<n<N, h=(b-a)/N,

auf dem Approximationen y, zu u(t,) bestimmt werden sollen. Anwendung der Dif-
ferenzenformeln auf eine Gitterfunktion y” := (y,))_, ergibt dann ein System von N
Differenzengleichungen

N

(Lny")n =Y Cuj(h)y; = Fu(hs f), n=1,...,N. (10.1.3)

=0
Eine (N + 1)-te Gleichung erhilt man durch exakte Ubernahme der Randbedingung
Ruy" := Bayo+ Boyn = g . (10.1.4)

Das diskrete Operatorpaar {L;, R} wird als Approximation von {L, R} betrachtet.
Durch die Beziechungen (10.1.3), (10.1.4) mit der Koeffizientenmatrix (C.;(h));;—; und
dem inhomogenen Vektor (F,(h; f))»_; wird eine sehr allgemeine Klasse von Differenzen-
approximationen der RWA (10.1.1) erfasst; alle im ersten Teil des Textes beschriebenen
Einschritt-, Mehrschritt- und Extrapolationsverfahren fallen darunter. Man erhélt so ein
lineares Gleichungssystem

Ay = p" (10.1.5)
fiir den diskreten Losungsvektor 3" = (yo,...,yn)T € RVFDL mit
Ba 0 ce Bb g
Cio(h) Cu(h) ... Cin(h) Fi(h; f)
Ah = . . . . ) 6/1 = .
CN(](h) CNl(h) SN CNN(h) FN(h; f)
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Dies ist eine (N + 1) x (N + 1)-Blockmatrix, deren Blockelemente wir mit A, be-
zeichnen. Im Folgenden wird die einheitliche Bezeichnung 4" sowohl fiir die diskrete Git-
terfunktion y" : {to,...,txy} — R? wie fiir den zugehorigen Block-Vektor der Gitterwerte
y" = (yo, ..., yn)T verwenden. Verwechslungen sollten ausgeschlossen sein.

Beispiel 10.1: Eins der einfachsten Differenzenverfahren ist das sog. ,, Box-Schema‘, wel-
ches auf der Trapezregel als AWA-Loser basiert:

Lhyn = h_l(yn - yn—l) - %An—l/Q(yn + yn—l) = fn—1/27

wobei t,_1/9 := %(t +tn1) und A,y = A(t,_1/2) gesetzt ist. Das zugehorige Glei-
chungssystem (10.1.5) hat hier die Gestalt

B, 0 By Yo g
- %hA1/2 I— %hAl/Q 0 % = hf1/2
0 —I — $hAN_1)2 I — 3hAx 1) YN hfn-1/2

Die eindeutige Losbarkeit dieses Systems (fiir hinreichend kleines h ) wird unten im Rah-
men eines sehr viel allgemeineren Resultats gezeigt werden.

Zur Untersuchung der Konvergenz der Differenzenapproximation (10.1.3), (10.1.4)
fithren wir wieder den Abschneidefehler 7" als Gitterfunktion ein durch

=Ly — Fh(h; ).

Dabei bezeichnet u” die durch Restriktion der Losung u auf das Punktgitter {t,,...,tx}
gewonnene Gitterfunktion. Im Falle einer AWA hatten wir gesehen, dass hinreichend fiir
die Konvergenz der Differenzenapproximation ihre Konsistenz (mit Ordnung m > 1),

llyo = uoll + max [Ima[l = O(A™), (10.1.6)

und ihre Stabilitdt,

1, (10.1.7)

0r<na<x ”yn | < K{”yO” + maX ” Lh n

fiir Gitterfunktionen y" = (y,)o<n<n ist. Die Stabilitéitsbedingung (10.1.7) ist lediglich
eine Umformulierung der Aussagen der Stabilitéatssiatze 2.2 und 4.2 fiir Einschritt- bzw. fiir
lineare Mehrschrittverfahren, wobei K ~ =% ist. Wird nun das Differenzenverfahren
zur Losung der RWA (10.1.1) angewendet, so definiert man sinngemifl Konsistenz (mit
der Ordnung m ) durch

1Rnu" =gl + max [I(Lnu")n = Fu(hi )l = O(h™) (10.1.8)
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und Stabilitdt durch

< h h 1.
omax flynll < K{IIBug"ll + max [1(Zay")all} (10.1.9)

fiir Gitterfunktionen y" = (y,)o<n<ny und hinreichend kleines h .

Die Stabilitétseigenschaft (10.1.9) des Differenzenoperators {Lj, Ry} ldsst sich dqui-
valent durch eine Stabilitidtseigenschaft der zugehorigen Matrix A; ausdriicken. Dazu
fithren wir die von der Vektornorm

h h (N+1)d
1" [l Oglaé}?\,”yn” y'eR )

erzeugte natiirliche Matrizennorm ein:
At
||Ah||oo - sup || h}:l[/ ||<>O’ Ah c R(thl)dx(NJrl)dA
yheR(N+1d 1"l

Diese Matrizennorm ist gerade die sog. ,, Maximale-Blockzeilensummen-Norm*

,,,,,

wobei wiederum || Ap.,..|| die von der euklidischen Vektornorm des R? erzeugte natiirli-
che Matrizennorm des R¥? ist.

Hilfssatz 10.1 (Stabilitit linearer Differenzenverfahren): Die Stabilitit des Diffe-
renzenschemas (10.1.3), (10.1.4) ist dquivalent dazu, dass die zugehérigen Matrizen Ap,
requldr sind mit

sup || A4}, oo < 00 (10.1.10)
h>0

Beweis: Fiir eine Gitterfunktion y" = {y,}o<n<n bzw. Gitterwertvektor y" = (y,)N_,
ist Apy" = 0 #quivalent mit (L,y"), =0(1 <n < N) und Ryy" = 0. Aus (10.1.9) folgt
also notwendig die Regularitit von A;, sowie | A; ']l < ¢ (gleichmiBig bzgl. h) und
umgekehrt:

A e = sup Wl e
yheR(N+1)d | Any" |l oo

Q.ED.

In Analogie zu den Konvergenzsitzen fiir Diskretisierungen von AWA haben wir nun
den folgenden

Satz 10.1 (Konvergenzsatz): Ist das Differenzenschema (10.1.8), (10.1.4) konsistent
mit der Ordnung m > 1 und stabil, so ist es auch konvergent mit der Ordnung m :

max ||y, — u(ta)|| = O(h™)  (h = 0).

tn
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Beweis: Fiir die Fehlerfunktion e” := y" — u gilt
Lne" = Lyy" — Lyu" = F"(h; f) — Lyu" = —7".
Aufgrund der Konsistenz folgt
h o m
|t + a1l = O™,
so dass die Stabilitdt direkt die gewiinschte Konvergenzaussage impliziert. Q.E.D.

Das Hauptproblem bei der Analyse von Differenzendiskretisierungen der RWA (10.1.1)
besteht also im Nachweis der Stabilitdt. Uberraschenderweise gibt es aber dafiir ein sehr
allgemeines Kriterium:

Satz 10.2 (Aquivalenzsatz): Das Differenzenschema (10.1.8), (10.1.4) ist konsistent
(mit Ordnung m) und stabil fir die RWA (10.1.1) genaw dann, wenn es konsistent (mit
Ordnung m) und stabil fir die AWA (10.1.2) ist.

Beweis: (i) Die Aquivalenz der Konsistenz mit Ordnung m ist klar, da die Randbedin-
gung bzw. Anfangsbedingung exakt erfiillt werden. Die AWA kann als spezielle RWA mit
B, =1 und B, = 0 aufgefasst werden. Zum Beweis des Satzes betrachten wir nun zwei
beliebige Randwertaufgaben RWA(0) bzw. RWA(1) fir das System

Lu(t) =u'(t) — A(t)u(t) = f(t), tel, (10.1.11)
zu den Randbedingungen
Ry = BWu(a) + Béi)u(b) =g, 1=0,1, (10.1.12)

und nehmen an, dass beide ejlldeuti% losbar sind. Dies ist gleichbedeutend damit, dass
die zugehorigen Matrizen B + B,SL Y (b) beide reguldr sind. Hierbei bezeichnet Y (t)
wieder die Fundamentalmatrix des Systems (10.1.11), d. h. die Lésung der Matrix-AWA
Y'(t) — A@)Y (t) = 0, t € [a,b], Y(a) = I. Es ist dann zu zeigen, dass die Stabilitéit
des Differenzenschemas fiir RWA(0) auch die fir RWA(1) impliziert. Die zugehorigen

Verfahrensmatrizen sind

B o ... 0 BY

, Cio(h Cin(h
A = 10.() ”V.() . i=0,1.

CNO(h) ONN(h)

Sei nun das Schema stabil fiir RWA(0), d. h.: Nach Hilfssatz 10.1 ist Aglo) reguldr und
SUDp ||AEIO)_1||OO < 0o. Mit der Differenz

1 0 1 0
B"-B" o ... 0o BY—BY

0 . 0
Dy =AY — AP =
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schreiben wir
AW = (T+ Dy AP AP (10.1.13)

Im Hinblick auf die angenommene Regularitiat der Matrizen .A,SO ) und der gleichmiifligen

(0)-1
h

beschranktheit ihrer Inversen muss jetzt die Matrix [ 4+ Dy A untersucht werden.

(i) Wir wollen jetzt zeigen, dass die Matrix I + Dy, .AELO )™ reguléir und ihre Inverse
gleichmiiffig in h beschrankt ist. Dazu schreiben wir die Inverse von A,(IO) in der Blockform

0 0
A A
A;O)ﬂ: : : : Z;g)eRdxd.
0 0
zQ ... Z0

Durch zeilenweise Auswertung der Beziehung Ag]).A,(IO)_l = I ergeben sich dann die Be-
ziehungen

BOZ + BOZz0 — 1 (10.1.14)
BOZY +BOZ0 —0, k=1,..,N, (10.1.15)
und
N
S Cuz =0, n=1,..N. (10.1.16)
=0

Mit diesen Bezeichnungen konnen wir schreiben:

[T W_pO  BYV_p" [ 29 ... 20
I+ DAY — + : :
I I 0 ... 0 z0 . ZY
[ QuoQui - Quw
= I ,
I I

mit den Matrizen
Quo:=1+[BY - BY] ) + [B}" - B2
=1+ [BYZy + B 2] — [BY Zy) + By Z3),
=1
Qny = [BY — BO) 29 4 B — BM 20
= [BYZy) + B 23] - [BY Zy) + B 73] .

=0
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(iii) Als néchstes wollen wir zeigen, dass der erste Diagonalblock Qo = B,(ll)Zég) +
Bél)ZJ(\% reguldr ist. Aus (10.1.14) und (10.1.16) entnehmen wir, dass der ,,Blockvektor®

,,,,,

die Differenzenapproximation zur Losung Z(©(¢) der Matrix-RWA
Z't) - AW Z(t) =0, tecla,b], R9Z=1I. (10.1.17)
Nach dem Konvergenzsatz 10.1 gilt dabei fiir den Fehler
max (|2, — 20 (t)| = O(h™) (b= 0),

0<n<N
und folglich
| BOZO + BN Z20 — {BOZ2O0(a) + BN ZOB)} || = O(h™) . (10.1.18)
=Qno — R(1) 70

Die mit der Fundamentallssung Y (t) € R?*¢ des Systems (10.1.11) gebildete Matrix
Q.= ROY = BY + BéO)Y(b) ist nach Voraussetzung regulir. Wegen
YU (1) — AY ()QV 1 = [Y'(t) - AQ)Y ()]Q" " =0, ¢t € a,0],
RO [y(t)Q(O)—l} — R(O)y(t)Q(O)—l =QUQO-t =
ist dann auch die Matrixfunktion Y (t) Q! Losung der RWA (10.1.17). Wegen der
Eindeutigkeit dieser Losung folgt die Gleichung
ZO@) =Y (t) QU
Aufgrund der vorausgesetzten Losbarkeit der Randwertaufgabe RWA(1) ist die Matrix
QW = ROy = BM 4 Bél)Y(b) und damit auch die Matrix
RO Z0) _ gy 901 _ o) 0)-1

regulidr. Wegen (10.1.18) gibt es fiir ein beliebiges, aber festes p € (0,1) ein h, > 0, so
dass gilt:

oW1« P
[Qno — QVQ | < TQoQm-1] 0<h<h,.
Fiir solche h ist dann auch Qo regulir (Ubungsaufgabe), und es gilt

[QOQW-|
[QOQW-1 @0 — QUQO-1]

10l < =

< 0.

d. B supgpen, ||Qf7%]|
(iv) Mit Qo ist nun auch I+D, A;O)_l und schlieflich auch AS) reguldr. Man verifiziert
leicht, dass
Qno —Qro@nr - —QroQuy
I
(I—Dy A H 1 =
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Damit folgt die Abschétzung

1)— 0)—1 0)—1\— 0)—1 0)—1\—
A Moo = 1A+ DRAL ™) oo < A oo 11+ DrAY ™) oo
N
< el A oo max {1 QA1+ D IQuall}} < K.
k=1

Die Beschrinktheit von S_p_, |Qn| erschlieBen wir wie folgt: Aus der (angenommenen)
Beschrianktheit der Normen (maximale Block-Zeilensumme) ||AELO)_IHOo folgt insbeson-

dere die Beschrianktheit der Blocksummen ij:o ||Z32)H und ch\;o HZ](\(,),)CH, und damit
schlieBlich auch die von

N N N N
0 1,0 0 1 0
Do llQuall = D 1BLZ5) + BEZG < 1BV Y1251+ 185713 1280
k=1 k=1 k=1 k=1
Das Differenzenschema ist also auch stabil fir AWA(1). Q.E.D.

Als Konsequenz des fundamentalen Satzes 10.2 sehen wir, dass alle bisher betrachteten
konvergenten Differenzenverfahren fiir AWA auch zur Losung von RWA verwendet werden
kénnen, und hier auch dieselbe Konvergenzordnung besitzen.

Beispiel 10.2: Das oben eingefiihrte Box-Schema hat als Abkéommling der Trapezregel
die Konsistenzenordnung m = 2 und ist stabil fiir die AWA (10.1.2). Geméf Satz 10.2
impliziert dies also die Regularitdt der zugehorigen Matrizen A, fiir hinreichend kleines
h und die Konvergenz der diskreten Losungen

mas |y, — u(t,)]| = O(A)  (h—0).
n€

Fiir den Diskretisierungsfehler lassen sich auch wieder asymptotische Entwicklungen nach
Potenzen von h* (wegen der Symmetrie der Differenzenformel) nachweisen:

R
Y — ultn) = > h%ei(t,) + O(h*+?).

i=1

Dabei ist wieder u € C?#2(I) angenommen, und die Fehlerfunktionen e;(t) sind un-
abhéngig von h. Auf der Basis dieser Entwicklung ldsst sich fiir das Box-Schema die
Richardson-Extrapolation auf h = 0 anwenden. Durch (R + 1)-malige Auswertung des
Gleichungssystems A,y" = " mit den Gitterweiten 27Ph,p =0,1,2,..., R, erhélt man
so eine Niherung 7" (2R + 2)-ter Ordnung:

= _ 2R+2
max |7, — ulta)l| = O(R™) .
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10.2 Sturm-Liouville-Probleme

Fiir die in der Praxis h#ufig auftretenden Sturm-Liouville-Probleme (skalare RWA 2-ter
Ordnung) verwendet man meist spezielle Differenzenverfahren, welche nicht den Umweg
itber die Transformation auf ein System 1-ter Ordnung gehen. Wir wollen das hier anhand
des Spezialfalls mit Dirichlet-Randbedingungen

Lu(t) := =[pu' (t) + ¢/ () + r()u(t) = f(t), t€l=][al],
u(a) =a, u(b) =p,

studieren. Dieses Problem stellt einen eindimensionalen Modellfall fiir eine groffe Klasse
von hoherdimensionalen Differentialgleichungsproblemen dar. Obwohl die im Folgenden
betrachtete Diskretisierung von (10.2.19) i. Allg. praktisch nicht konkurrenzfdhig (da nur
von zweiter Ordnung) ist, erlaubt ihre Analyse doch schon Riickschliisse auf das Ver-
halten analoger Verfahren fiir die sehr viel schwierigeren mehrdimensionalen Probleme.
Dieser sowie der néchste Abschnitt iiber Variationsmethoden sind also im wesentlichen
als Vorbereitung fiir die Untersuchung von Diskretisierungsverfahren bei partiellen Diffe-
rentialgleichungen zu sehen.

(10.2.19)

Unter den Standardvoraussetzungen
p,g € CYI), rfeC), plt)y>p>0, tecl,
und zusétzlich
p+(b—a)? min {r(t)—3d(®)} >0 (10.2.20)
besitzt Problem (10.2.19) nach Satz 8.3 eine eindeutige Losung u € C?(I). Im Falle
p € C3(I), q,r, f € C*(I) ist sogar u € C*(I).
Zur Diskretisierung von (10.2.19) sei (zur Vereinfachung) ein dquidistantes Punktgitter

B b—a
N+ U

a:t0<...tn<...<t1\/+1:b, I, = [tn,htn], th —th_1=~h

zugrunde gelegt. Das Differenzenanalogon von Problem (10.2.19) lautet dann

nY h/2[Pnnj2Yn] + @G AnYn + rayn = f K (10.2.21)
Yo=0o, yny1 =70,

mit dem zentralen Differenzenquotienten 2-ter Ordnung

_ Yt h) —y(t—h)
2h

und der Schreibweise ¢, = g(t,,) fiir die Gitterwerte einer stetigen Funktion.

Apy(t)

Dies ist dquivalent zu einem linearen (N + 2) x (N + 2)-Gleichungssystem fiir den Gitter-
vektor yh - (y07 Y1,---, YN, yN+1)Ta

At =", (10.2.22)
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wobei die Matrix A;, und die rechte Seite b, aus den Gleichungen yo = «, yyi1 = 3
und

—[Pn-1/2Un—1 — (Pn-1/2 + Pnt1/2)Un + Pri1/2Yns1] + %hqn<yn+l — Yn—1) +
+h2rnyn:h2fn7 1§nSN7

abgelesen werden kénnen. Durch Elimination der bekannten Randwerte 1o = «, yy11 = 3
wird dieses System auf ein N x N-System

Anyn = bn (10.2.23)

fiir den Vektor y" = (yi,...,yn)T reduziert mit der N x N-Matrix

p1/2 +p3/2 + h2T1 _p3/2 + %hfh
1 ) ) 1
Ay = ﬁ —Pn-1/2 — EhQn Pn-1/2 + Pnt1/2 + hr, —Dnt1j2 + §hqn
- —PN-1/2 — %h‘QN PN-1/2 +pN+1/2+h2rN ]

und dem N-Vektor

V' = (fi + h °prjpa+ sh'qra, fo, .o, fvots fv + R 2pvsreB — 207w B)T.

Die Genauigkeit dieser Differenzenapproximation wird wieder mit Hilfe des Abschnei-
defehlers

T = (Lpu™), — fo, 1<n <N,
fiir die Gitterfunktion u" := (ug, ..., uns1)T beschrieben. Fiir den zentralen Differenzen-
quotienten einer Funktion z € C3(I) gilt

Apz(t) = 2'(t) + §h*2"(&), & €[t —h,t+h].
Damit folgt fiir u € C*(I):

(Lnu") = fo = —Dnja[palnjotin] + Gt + rotty — fo
—Applpattl, + 57P2 0t (60)] + Guus, + $R2 gt () + Tt — fr
= —[pu]}, — 3:h*(pu')" (Ca) — 35h* Dnya[pau (€0)]
+ %hQQnum(nn) +rptn — fr
= —[pu]}, + quttl, + oty — fu +h20(n}ax |ul™)| + max "),
=0

d. h.: Die obige Differenzenapproximation ist von 2. Ordnung in h. Aus der Darstellung
des Abschneidefehlers folgt, dass die Differenzenapproximation exakt ist fiir quadratische
Polynome (im Fall ¢ = 0 sogar fiir kubische Polynome). Dies wird im Folgenden an
entscheidender Stelle fiir den Nachweis der Konvergenz des Verfahrens verwendet werden.



222 KAPITEL 10. DIFFERENZENVERFAHREN

Der Nachweis der Konvergenz erfolgt nun auf analogem Wege wie vorher bei den
Differenzenapproximationen von Systemen 1. Ordnung. Grundlage ist der Nachweis der
Stabilitéit der Differenzenapproximation im Sinne, dass

max {ya| < K{Jyo] + lyna] + max [(Lny")nl} (10.2.24)

fiir jede Gitterfunktion y" = (y/)p<n<ny+1 mit einer h-unabhiingigen Konstante K. Fiir
die Fehlerfunktion e” := y" —u" gilt nun definitionsgem#f

h h h
Lhen:fn—Lhun:—T ’/'L:L...,N, 60:€N+1:0,

n?

woraus mit der Stabilitdtsungleichung (10.2.24) direkt die Konvergenz des Verfahrens
sowie eine optimale a priori Fehlerabschétzung folgen:

max |e!| < K max |7 = O(h?). (10.2.25)
1<n<N 1<n<N

Der schwierige Teil der Analyse ist also wieder der Nachweis der Stabilitéat. Diese konnte
z. B. durch Riickfithrung auf den allgemeinen Stabilitéitssatz fiir Systeme erster Ordnung
gewonnen werden. Wir werden aber hier einen anderen Weg beschreiten, der die speziellen
algebraischen Eigenschaften der Diskretisierung ausnutzt und sich auch bei partiellen
Differentialgleichungen anwenden lésst.

a) Der symmetrische Fall (¢ = 0):

Wir wollen einige spezielle Eigenschaften der tridiagonalen Matrix A;, = (aij)f-yjzl ablei-
ten. Zunéchst wird der Fall betrachtet, dass auf I gilt: p > 0, ¢ = 0, r > 0. Dann ist
Ay, offensichtlich symmetrisch und hat zusétzlich die Eigenschaften

- stark diagonal dominant: Es gilt fiir mindestens ein s € {1,...,N}:
Z lai;| <lau|, 1<i<N, Z las;| < |ass).
i js
- irreduzibel: Zu je zwei Indizes i,k € {1,...,n} gibt es eine Folge von Indizes ji,..., jmn,
so dass Ajyi # 0, jaj #0,..., A fm—1 # 0, Ajjm, #0.
Diese Eigenschaften bedeuten, dass die Matrix A; dem sog. ,,schwachen Zeilensum-

menkriterium* geniigt (hinreichend fiir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens). Die Losbar-
keit des Gleichungssystems (10.2.22) wird dann durch folgenden Hilfssatz sichergestellt:

Hilfssatz 10.2 (Diagonal-dominante Matrizen): Fir eine stark diagonal-dominante,
irreduzible Matriv A € RN*N gilt:

i) A st regulir.
i) Im Falle A= AT und a;; >0 (i=1,...,N) ist A positiv definit.

i) Im Falle a; >0 und a; <0 fir i #j (i,j=1,...,N) ist A eine sog. M-Matriz,
d. h.: A7t >0 (elementweise).
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Beweis: Wir bendtigen einige Vorbereitungen. Die Irreduzibilitdt von A bedingt

N
> laigl >0, i=1,...,N,
j=1

und die Diagonaldominanz dann auch |a;| > 0,i=1,..., N. Wir zerlegen A geméi8
a1 0 0 0 (7]
A= + +
aN N Qij 0 0 0
=D =: L =R

und bilden die sog. Jacobi-Matriz J := —D~(L + R). Wir wollen zuniichst zeigen, dass
spr(J) < 1 ist. Seien p € C irgendein Eigenwert von J und w € CN~! ein zugehoriger
Eigenvektor mit

|w,| = max |w;| = ||w|le =1.
1<i<N
Es gilt dann
pw; = az' Y aw;, 1<i <N (10.2.26)
JFi

Hieraus folgt zunéchst mit Hilfe der Diagonaldominanz

| = |y ] < Jar |7 Jag] [[w]loe < 1.
it

Angenommen, es ist |u| = 1. Wegen der Irreduzibilitit existieren Indizes iy, ..., 4%, , SO
dass ais #0,...,a0.4, # 0. Durch sukzessive Anwendung von (10.2.26) folgt damit der
Widerspruch

Jwl =[] < Jass| ™Y lag ] lwloe < flw]loo

J#s
il = i) < a7 { D i olloo + il ]} < 0]l
2 sl
J#i1,8 £0

< @i,

lwi,,| = |pwi,

SR (D S T N e o | g o
j;éim,im—l ;é()

lolloe = el = el < Japr D7 Jars 1]l + ariy | w5, |} < 0lle
JFETrim £0

Also ist spr(J) < 1.
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i) Wire A irregulir, so gibe es ein w € RY mit w # 0 und Aw = 0. Aus der Identitét
0=Aw = Dw+ (L + R)w = D(w — Jw)
folgte dann, dass p =1 Eigenwert von J wire im Widerspruch zu spr(J) < 1.

ii) Seien A € C irgendein Eigenwert von A und w € CV ein zugehoriger Eigenvektor
mit |w,| = ||w]le = 1. Dann gilt
N N
= Z ArjW;j = Z QrjW;j + Qpp Wy
=1 J#r

bzw.
N

A — | lw,] < Qi | (W5 < || .
| | Jwrl Z\ il Jwi| < lar|
=1 J#T <1
Im Falle a,, > 0 folgt hieraus zunéchst ReA > 0 und dann wegen der Regularitit von

A auch ReX > 0. Fiir symmetrisches A ist A € R und somit A > 0, d. h.: A ist positiv
definit.

iii) Im Falle a; > 0 und a;; < 0,0 # j (i,j=1,...,N) ist D >0 und L+ R <0,
d. h.: J >0 (elementweise). Wegen spr(J) < 1 onverglert die Reihe

0< iﬁ =({I-J)"
k=0
Hieraus folgt schliellich wegen
(I-N)'=U+D'NL+R)'=D*'D+L+R)"'=A4"'D
und D > 0 notwendig A~' > 0. Q.E.D.

Stark diagonal dominante und irreduzible Matrizen haben besonders angenehme Ei-
genschaften. Zum einen besitzen sie stets Darstellungen A = LR als das Produkt von
Dreiecksmatrizen, welche sich mit Hilfe des Gaufischen Eliminationsverfahrens (ohne Pi-
votierung!) berechnen lassen, zum anderen konvergieren fiir sie die einfachen Iterati-
onsverfahren wie z. B. das Jacobi-Verfahren, das Gauf3-Seidel-Verfahren oder das SOR-
Verfahren. Die zusétzliche Eigenschaft von Aj;,, M-Matrix zu sein, erlaubt es schliefSlich,
die angestrebte Stabilitit der Differenzenapproximation zu zeigen.

Satz 10.3 (Stabilitit von Differenzenverfahren): Im Falle ¢ = 0,7 > 0 auf I ist

die Differenzenapprozimation stabil, d. h.: Fiir jede Gitterfunktion z" = (2")o<p<ni1 gilt

die Stabilitdtsabschdtzung

max (21 < K {]26] 4 |24l + max |Lzt]

mit einer h-unabhdngigen Konstante K. Ferner gilt die Konvergenzaussage

max [u(t,) — y,| = O(h*)  (h = 0).
n€
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Beweis: Wir betrachten der Ubersichtlichkeit halber nur den Spezialfall p = 1. Sei
(2M)o<n<n+1 eine beliebige Gitterfunktion. Die mit der linearen Funktion

(b—t)zg + (t — a)zh iy
b—a '

i(t) =
gebildete Gitterfunktion " = 2" — " hat dann homogene Randwerte z} = %, = 0. Sei

My, := max |L,2".
1<n<N

Fiir die quadratische Funktionen w(t) := 1M(b — ¢)(t — a) > 0 gilt dann wegen der
Exaktheit der Differenzenapproximation fiir quadratische Polynome

(Lhwh)n = Lw(t,) = M, + ran >M, 1<n<N\,

bzw. A,w" > M, komponentenweise mit w” := (Wn)o<n<n+1. Damit ist ebenfalls kom-
ponentenweise
Ah[ﬂ:Z —w ] *:i:Ahz —Ahw <Mh_Mh_0

Wegen A;l > 0 ergibt sich dann +zh —wh <0 baw.

nax |2 |< max. |wh| < i(b—a)’M,.

Mit der Definition von 2z und M, folgt mit Ko, = (b — a)*:
max 2| < max |I"| + Ky max |(Ly2"),]
1<n<N ' ™' T 1<n<N ' 1<n<N
h h h h
< lzg] + len| + Ko max |(Lnz")a| + Ko max [(Lal")|

und weiter wegen |Lpl"| = |LlL,| = |rul,| < maxi<p<n [ral{|28] + [2%]}

h h
ax, |20 < K{|20] + |24 |+ max | (Lpz")nl}
mit K := Ko(1 + maxj<p<n |7nl]) - Q.E.D.

b) Der unsymmetrische Fall (¢ # 0):
Wir betrachten nun den Fall ¢ #Z 0. Die Systemmatrix A, erhélt dann die Gestalt

[ P1j2 + P32 + Py —P3s2 + %hfh
1 1 2 1
Ap = ﬁ —Pn-1/2 — §hQn Prn—1/2 + Pnt1/2 + hory, —Pn+1/2 + §thn,
| —pn_1/2 — shan PN—1/2 + PNny1/2 + PPN



226 KAPITEL 10. DIFFERENZENVERFAHREN

Diese Matrix ist offensichtlich unsymmetrisch und nur unter der Bedingung

h<2 min {Illlll{pn—l/27p7L+l/2}} (10227)

1<n<N |gn]

diagonal dominant. In diesem Fall geniigt A, auch der Vorzeichenbedingung und ist
damit eine M-Matrix. Die auf dieser Eigenschaft aufbauende obige Konvergenzanalyse
kann mit etwas mehr Aufwand hierfiir iibertragen werden, und wir erhalten wieder die
Losbarkeit der Differenzengleichungen sowie die Konvergenz des Verfahrens mit der Feh-
lerordnung O(h?). Der Fall |g,| > |p,| ist aber kritisch, da oft die Gitterweite h aus
Kapazititsgriinden nicht geméf (10.2.27) klein genug gewéhlt werden kann. Die in die-
sem Zusammenhang auftretenden Phanomene wollen wir zunéchst anhand eines einfachen
Modellproblems diskutieren.

Beispiel 10.3: Wir setzen [ = [0,1] sowie f =0, ¢g=1,r=0und 0 <p=:e << 1.
Die singuldr gestorte RWA

Leu(t) := —ed"(t) + 4/ (t) =0, xz€l, u(0) =1, u(1) =0,
hat die (eindeutige) Losung

el —1 7
Im betrachteten Fall ¢ < 1 nennt man dies eine Grenzschichtlosung (s. Bild), denn fir
t=1-—9 und 6 > € ist

6l/e
el/e — 1
Fiir € = 0 ergibt sich die Grenzlésung u° = 1, welche die Randbedingung bei ¢t = 1
nicht erfiillt.

-2

€f1 _ _ _ o 0/€) €|
u(1—9) (1—-e)~1, mIaX|u | ~ €

us(t) : uO(t)

€1

Abbildung 10.1: Losung des singuldr gestorten Problems fiir € = .1

Die Approximation dieses Problems mit dem obigen Differenzenverfahren zur (dqui-
distanten) Schrittweite h = 1/(N+1) ergibt

_(€+%h)ynfl+2€yn_(6_%h)yn+1:07 1<n<N, Yo=1, ynt1=0.
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Die zugehorige Systemmatrix ist offensichtlich diagonal dominant und von nicht-negativen
Typ fiir h < 2e. Diese Bedingung ist aber fiir sehr kleines ¢ < 1 in der Praxis nur schwer
erfiillbar.

Fiir die Losung dieser Differenzengleichungen machen wir wieder einen Ansatz der
Form vy, = A". Die moglichen Werte fiir A sind gerade die Wurzeln A+ der quadratischen
Gleichung

2 1h+e
+1 ) A= % =

Eh — € Eh — €

Beriicksichtigung der Randbedingungen ¢y =1 und yy = 0 in dem Ansatz

A2

Yn = C4 A +c AT

ergibt fiir die Koeffizienten die Beziehungen ¢, + ¢ = 1, c+)\i\_]+1 +c AV =0 und
folglich
)\erl )\erl /\erl

cp = 1— = — .
N+1 N+1 N+1 N+1
ATHT 3B AHT N

=
)\iﬂrl _ /\]7\/+1

Die Losung hat also die Gestalt

AR AN+

Im vorliegenden Fall sind die Wurzeln gegeben durch
—e:l:\/62 (3h+e)(3h—e) Ih +1p
A+ - 1 - ¢ :F )\+ - 1, )\, - ¢ ? .
’ sh—e €— —h e—sh

Fir e < %h ist A\_ ~ —1. In diesem Fall wird also eine oszillierende Losung erzeugt,

)\71_/\§+1
Yn = N+1
1= ANF

welche qualitativ nicht den richtigen Losungsverlauf wiedergibt.

Zur Unterdriickung dieses Defekts gibt es verschiedene Strategien, die im Folgenden
skizziert werden.

i) Upwind-Diskretisierung: Zunichst kann der Term erster Ordnung «/(¢) in der Dif-
ferentialgleichung statt mit dem zentralen mit einem der einseitigen Differenzenquotienten

u(t + h) — u(t) u(t) —u(t — h)
h ' h
approximiert werden. Bei Wahl des riickwdrtigen Differenzenquotienten A, wird dem
physikalischen Vorgang eines Informationstransports in positive ¢-Richtung Rechnung ge-
tragen (vergl. die Form der Grenzlosung u’(¢)). Dies fiihrt auf die Differenzengleichungen

Af u(t) = A ult) =

(—€+ h)yn—1+ (2 + h)yn — €ypnt1 = 0.
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Die zugehorige Matrix Ay, ist dann fiir beliebiges A > 0 wieder diagonal dominant und
geniigt der Vorzeichenbedingung, d. h.: Sie ist eine M-Matrix. Der Losungsansatz y, = A"
fithrt in diesem Fall auf die Gleichung

2
\2 €—|—h)\+6—|—h:0’
€ €
mit den Wurzeln
2 h 2 h=+h h
- 527; j:\/(25+h)2—45(£+h):%, )\+:E—£ DA =1
€

Die kritische Wurzel A, ist hier stets positiv, so dass in der diskreten Losung geméaf3
(10.2.28),
A —an
Ca T

keine ungewollten Oszillationen in der Naherungslosung entstehen. Diese spezielle Art der
einseitigen Diskretisierung des Terms /() nennt man ,Riickwirtsdiskretisierung® oder
auch englisch ,,upwind discretization®. Da der verwendete einseitige Differenzenquotienten
aber nur die Approximationsordnung O(h) hat, ist auch das Gesamtverfahren nur von
erster Ordnung genau. Dies limitiert die Approximationsgenauigkeit in Bereichen, in denen
die Losung glatt ist, selbst wenn die Gitterweite in der Grenzschicht ausreichend fein
geméifl h ~ ¢ gewahlt wird.

ii) Kiinstliche (numerische) Diffusion: Unter Beibehaltung der zentralen Diskreti-
sierung des Terms u/(t) wird der Diffusionskoeffizient € fiir feste Schrittweite h auf einen
grofleren Wert € := e + dh gesetzt. Dies fiihrt auf die Differenzengleichungen

—(é+h/2)yn—1+ 26y, — (E—h/2)ys1 =0, 1<n<N.
Fiir die zugehorige Losung erhélt man wieder durch einen Potenzansatz die Darstellung

) AT - é+h/2

AV 17 t T e—h/2

Offenbar ist in diesem Fall Ay > 0 fiir ¢ + 0h > h/2, d. h. fiir die Wahl § > 1/2. Mit
diesem Ansatz erhdlt man also ebenfalls wieder eine M-Matrix und somit eine stabile
Diskretisierung. Allerdings wird nun die Grenzschicht stark verschmiert auf das Intervall
[1—¢€1] ~ [1—h,1], und die globale Approximationsgiite ist aufgrund der Stérung des
Differentialoperators ebenfalls lediglich O(h).

Beim allgemeinen Sturm-Liouville-Problem mit variablem ¢(¢) muss das ,, Upwinding*
abhéngig vom Vorzeichen von ¢, angesetzt werden. Die einseitigen Differenzenquotienten
werden geméf der folgenden Schaltvorschrift angesetzt:

+1 : A,
sgn<qn>={ Lo
- . ho

Dies fithrt dann wieder auf eine fiir alle h > 0 diagonal dominante Matrix A, .
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Anhand des obigen einfachen Beispiels haben wir gesehen, dass bei singuldr gestorten
Problemen die einfachen Démpfungsstrategien Rickwdrtsdiskretisierung oder kiinstliche
Diffusion zwar auf stabile Diskretisierungen fiihren, die Approximationsordnung aber auf
O(h) reduzieren. Die Frage nach einer sicheren Dampfungsstrategie hoherer Ordnung
zur Diskretisierung von Transporttermen ist noch nicht vollstdndig gekléart. Versuche in
diese Richtung bedienen sich z. B. einseitiger Differenzenquotienten hoherer Ordnung
(beim Upwinding) oder kiinstlicher Diffusionsterme der Form ¢h%u(™). Allerdings kann
die starke M-Matrixeigenschaft nur mit Diskretisierungen erster Ordnung erreicht werden.
Einen anderen Ansatz werden wir im néchsten Abschnitt im Zusammenhang mit Galerkin-
Verfahren fiir Sturm-Liouville-Probleme kennenlernen.

10.2.1 Konditionierung
Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch die Konditionierung der Systemma-

trizen Ap in Abhéngigkeit von der Gitterweite h untersuchen. Dazu betrachten wir den
einfachen Modellfall p=1,¢=0,r=0, d. h.:

A= . h=—

Die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren dieser Matrix sind, wie man leicht nach-
rechnet:

1 .
A\ = ﬁ{2 — 2cos(khm)}, w" = (51n(zkh7r))N k=1,...,N.

i=1
Also ist

Ao = 742~ 2c0s((1 = B)m)} = 5+ O(1)

1 1
Amin = E{Q —2cos(hm)} = E{Q —2(1 = in*7%) + O(hY)} = % + O(?),

und folglich
A 4

max — O 1 )
)\min 7T2h2 - ( )
Die Konditionierung der Systemmatrix A, wird also mit kleiner werdender Gitterweite,
d. h. mit zunehmender Diskretisierungsgenauigkeit, wie O(h~2) schlechter. Dabei wird
der Exponent —2 offensichtlich durch die Ordnung des Differentialoperators L bestimmt

(und nicht etwa durch die Ordnung der Differenzenapproximation!).

condy(Ay) =
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10.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 10.1: Zur Losung der d-dimensionalen linearen RWA 1. Ordnung
u'(t) — A(t)u(t) = f(t), tela,bl, Byu(a) + Byu(b) = g,

kann die Polygonzugmethode verwendet werden (a) als direktes Differenzenschema, oder
(b) als AWA-Loser im Zuge des Schiefiverfahrens. Beide Ansétze liefern Néherungen der
Ordnung O(h). Man vergleiche den jeweiligen numerischen Aufwand, d. h. die Anzahl
der Auswertungen von A(t) und f(¢), bei gleicher Gitterweite h, sowie den Aufwand
zur Losung der auftretenden Gleichungssysteme.

Aufgabe 10.2: Man betrachte die Trapezregel zur Diskretisierung der RWA 2. Ordnung
—u"(t)+d'(t)=1, te[0,1], wu(0)=u(l)=0,
auf einem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h = 1/N . Ist die RWA iiberhaupt ein-

deutig 1osbar? Wie lautet das zugehorige Gleichungssystem und von welcher Ordnung ist
dieses Differenzenschema?

Aufgabe 10.3: Man betrachte das Sturm-Liouville-Problem
—u"(t) + 100/ (t) = 1, ¢ €0,1], wu(0)=wu(l)=0.

a) Ist die RWA eindeutig 16sbar?

b) Man approximiere die RWA auf einem dquidistanten Gitter mit Gitterweite h = 1/N
unter Verwendung des zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung

u"(t) ~ h™2{u(t + h) — 2u(t) +u(t — h)},
fiir die zweiten Ableitungen und des zentralen Differenzenquotienten erster Ordnung
W'(t) ~ (2h) " H{u(t + h) —u(t — h)}.

fiir die erste Ableitung. Wie lauten die zugehorigen Gleichungssysteme? Unter welcher
Bedingung an die Gitterweite h sind die Systemmatrizen (strikt) diagonal dominant?

¢) Man verwende zur Approximation der ersten Ableitung anstelle des zentralen den
riickwértsgenommenen Differenzenquotienten erster Ordnung

W' (t) ~ b H{u(t) —u(t —h)}

Unter welcher Bedingung an die Gitterweite h ist die zugehorige Systemmatrix (strikt)
diagonal dominant?
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Aufgabe 10.4: Man betrachte das ,,singuldr gestorte® Strurm-Liouville-Problem
Leu(t) = —ed"(t) +u'(t) =0, te]|0,1], w(0) =1, u(1) =0,

mit einem e < 1. Ein zum ,upwinding“ alternativer Ansatz zur Umgehung der Schritt-
weitenbedingung h < 2e ist die Verwendung , kiinstlicher Diffusion®, d. h. die Ersetzung
von € durch € := e+ %h unter Beibehaltung der Approximation des Ableitungsterms
u/(t) durch den zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung. Dies fithrt auf die Dif-
ferenzengleichung

Mit Hilfe des Potenzansatzes aus der Vorlesung bestimme man deren Losung und zeige,
dass diese wie beim ,upwinding“ keine oszillierende Komponente besitzt. Mit diesem
Ansatz erhalt man ebenfalls wieder eine M-Matrix und somit eine stabile Diskretisierung.
Allerdings ist deren Konvergenzordnung aufgrund der Storung des Differentialoperators
ebenfalls lediglich O(h).








