8 Aus der Theorie der Randwertaufgaben

8.1 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

8.1.1 Allgemeine Randwertaufgaben

Die in Kapitel 1 betrachteten Anfangswertaufgaben konnen als Spezialfall der allgemeinen
,Randwertaufgabe“ (abgekiirzt: , RWA“)

u'(t) = f(t,u(t), tel=]lab], r(u(a),u(b)) =0, (8.1.1)

aufgefafit werden. Dabei sind f : I x R — R? und r : R? x R? — R? gegebene, i.
Allg. vektorwertige Funktionen, welche im Folgenden stets als mindestens zweimal ste-
tig differenzierbar bzgl. aller ihrer Argumente vorausgesetzt sind, und gesucht ist eine
stetig differenzierbare Funktion w : I — R?. In der Literatur findet sich fiir (8.1.1)
auch die Bezeichnung ., Zweipunkt-Randwertaufgabe® zur Abgrenzung von allgemeineren
Problemen mit mehrpunktigen Nebenbedingungen der Form r(u(t1),...,u (tx)) = 0. Im
Gegensatz zu den AWA existiert fiir RWAn keine allgemeine Existenztheorie; nur unter
sehr einschrinkenden Voraussetzungen lisst sich fiir nichtlineare Probleme die Existenz
von Losungen a priori garantieren. Da diese Voraussetzungen bei den in der Praxis auftre-
tenden Problemen meist nicht erfiillt sind, wird hier auf die Darstellung solcher Resultate
verzichtet. Fiir das Folgende begniigen wir uns mit der Annahme, dass die Aufgabe (8.1.1)
eine Losung wu (t) besitzt, welche wenigstens lokal eindeutig (bzw. isoliert) ist, d. h.: Es
existiert keine zweite Losung @ # u, welche w im Intervall I beliebig nahe kommt.
Bezeichnen

Fult,x) = (05 filt.2) )iy -

d d
T;(Ia y) = (ajri(xa Y) )i,j=1 ) T’;(I, y) = (8jri(m7 y))id‘:l
wieder die Jacobi-Matrizen der Vektorfunktionen f(¢,-) und r(-,-), so haben wir fiir die
lokale Eindeutigkeit einer Losung u von (8.1.1) die folgende Charakterisierung:

Satz 8.1 (Lokale Eindeutigkeit): Fine Lisung w(t) von Problem (8.1.1) ist genau
dann lokal eindeutig, wenn die lineare, homogene RWA

V(t) = faltu®)v(t) =0, tel
ra(u(a), u(b)) v(a) +r,(u(a), u(b)) v(b) = 0

nur die triviale Losung v =0 besitzt.

(8.1.2)

Zum Beweis von Satz 8.1 miissen wir uns zunédchst mit der Losbarkeit der linearen
Aufgabe (8.1.2) beschiftigen; dafiir existiert gliicklicherweise eine vollstdndige Theorie.
Wir betrachten die allgemeine inhomogene, lineare RWA

u'(t) — At)u(t) = f(t), tel,

B,u(a) + Byu(b) = g (8.1.3)
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mit Matrizen B,, B, € R¥? einer stetigen Matrix-Funktion A : I — R%? sowie einer
stetigen Vektor-Funktion f : [a,b] — R? und einem Vektor g € R?. Der RWA (8.1.1)
werden die d +1 AWA

Yo(t) — A()wo(t) = f(t), t>a, wyola)=0,

8.1.4
L) — At =0, t>a. wla@) =e. i=1.. .d (8.14)

zugeordnet mit den kartesischen Einheitsvektoren e; € R?. Mit den eindeutigen Losungen

yo und yy,...,yq von (8.1.4) wird dann die sog. ,,Fundamentalmatrix®
yu(t) .. yal(t)
Y(t) = : :
yld(t) e ydd(t)

des Systems (8.1.3) gebildet und der Losungsansatz

u(t; s) = yo(t) + Z siyi(t) = yo(t) + Y (t)s

i=1
gemacht. Offensichtlich geniigt dieser Ansatz der Differentialgleichung

u'(t;s) — Alt)u(t;s) = f(t), t>a.
Es bleibt also, den Vektor s € R? so zu bestimmen, dass gilt:

Buu(a; s) + Byu(b;s) = g. (8.1.5)
dass dies nicht immer moglich ist, zeigt das folgende Beispiel.
Beispiel 8.1: Die Differentialgleichung
() +ult) =0, tel0,7] & u(t) —ux(t) =0, uh(t)+ui(t) =0,

hat die allgemeine Losung: u(t) = ¢ sint + ¢y cost . Fiir verschiedene Randbedingungen
ergibt sich ein qualitativ unterschiedliches Losbarkeitsverhalten.

i) w(0) = u(m), v'(0) =u/(7) : u(t) =0 (eindeutig bestimmt),
i) u(0) =u(r)=0: u(t) = cysint  (unendlich viele Losungen),
i) w(0) =0, u(r)=1: keine Losung.

Die Randbedingung (8.1.5) kann durch Einsetzen des Ansatzes fiir u (t) umgeschrieben
werden in ein lineares Gleichungssystem fiir s:

Bayola) +B.Y (a) s + Byyo(b) + ByY (b)s = g,
— ——
d. h.

[B, + ByY (b)]s = g — Bypyo(b) . (8.1.6)

Damit erhalten wir das folgende Resultat:
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Satz 8.2 (Existenzsatz fiir lineare RWA): Die linecare RWA (8.1.8) besitzt fir belie-
bige Daten f(t) und g genau dann eine eindeutige Losung u(t), wenn die Matriz

B, + B)Y (b) € R4
requldr ist.
Beweis: Ist die Matrix B, + B,Y (b) regulér, so ist das System (8.1.6) eindeutig 1sbar,

und die zugehorige Funktion wu(t; s) 16st dann nach unserer Konstruktion die RWA (8.1.3).
Umgekehrt ldsst sich aber jede Losung w(t) von (8.1.3) in der Form

u(t) = yo(t) + Y (t)s

mit einem s € RY darstellen, da die Losungsmannigfaltigkeit von (8.1.3) die Dimension
d hat. d. h.: Die Regularitdt von B, + B,Y () ist notwendig und hinreichend fiir die
Eindeutigkeit moglicher Losungen von (8.1.3). Q.E.D.

Bemerkung 8.1: Die eigentliche Bedeutung von Satz 8.2 liegt darin, dass er eine starke
Analogie zwischen linearen RWA und linearen (quadratischen) Gleichungssystemen auf-
zeigt. Bel beiden Problemtypen gentigt es zum Nachweis der Existenz von Losungen zu
zeigen, dass eventuell existierende Losungen notwendig eindeutig sind.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Beweis von Satz 8.1 fiihren.

Beweis von Satz 8.1:
Die Funktion f(t,z) ist gleichmifig L-stetig auf einer Umgebung Ug des Graphen von
u(t) . Daher gibt es ein p > 0, so dass fiir jede Losung v(t) der AWA

V() = f(to(t), tel, v(to) =,
mit to € I, |jvg — u(to)|| < p, notwendig gilt (Folgerung aus dem Stabilitdtssatz 1.4):

— <R.
max [Ju(t) —v(t)|| < R

d. h.: Jede zweite Losung v(t) der RWA, deren Graph dem von wu(f) um weniger als
p nahekommt, verlduft ganz in Ug. Sei nun v(¢) eine zweite Losung der RWA mit
Graph(v) C Ug . Dann gilt fir w:=u—wv:

w'(t) = f(t,u) — f(t,v) = /0 it v+ s(u—v)wds

= sttt ([ 42000+ 0~ s as)

=:a(t)
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und analog
0=r(u(a),ud)) —r(v(a),vd))
= r(u(a),u(b)) —r(v(a),u(b)) + r(v(a),u(b)) — r(v(a),v(b))
= i r;(v(a)Jrsw(a),u(b))w(a) ds + i r (U(a) (b)+sw(b))w(b) ds
(

I
<
8~
—~
<
—
)
—
I~
—~
=
=
—
g
—
S
~
—+
=3

Die Funktion w 16st also die homogene lineare RWA

w' = [fit,u) +a®)]w=0, tel,
[ (u(a), u(0)) + Ba] wla) + [ry(u(a), u(b)) + By] w(b) = 0.

Wegen der angenommenen L-Stetigkeit von fi(¢,-),7,(-,y) und r(z, ) kann man die

Matrizen a(t), 8, und S, normméBig beliebig klein machen durch hineichend kleine Wahl
von R:

(8.1.7)

1
ol =|| [ {20+ su) = st} |
0
1
< Lf;/ lv+sw—ulds < Ly IItlB}XHwH < LyR,
A 2 1t )

und analog

8.1l = H/ @)+ sw(a), u(b)) — ' (u(a), u(b)) ds
<L, / Joa)+sw(a) — u(a)||ds < L. Jlw(a)]| < Ly, R,

sowie ||| < L,» R. Im Hinblick auf den Stabilititssatz 1.4 fiir AWAn kann damit auch
die Abweichung der Matrix B, 4 B, Y (b) von der zum System (8.1.2) gehérenden Matrix
B,+ B, Y (b) klein gemacht werden. Da dieses System nur die triviale Lésung haben soll,
ist nach Satz 8.2 notwendig B, + B, Y (b) regulédr. Fiir hinreichend kleines R ist dann
auch B, + B, ?(b) reguldr und folglich wieder nach Satz 8.1 w = 0 die einzige Losung
von (8.1.7).

Der Beweis der Umkehrung dieser Aussage kann hier nicht gebracht werden (siehe die
angegebene Literatur zur Theorie von RWA).
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Bemerkung 8.2: Hinsichtlich der Regularitidt von Losungen von RWA gilr dasselbe wie
bei AWA, denn allgemein ist eine Losung der Differentialgleichung

u'(u) = f(t,ut)), telcCR,

mit r-mal stetig differenzierbarem f(-,-) wegen des Fundamentalsatzes der Analysis au-
tomatisch in C" (7).

8.1.2 Sturm-Liouville-Probleme

Wir wollen nun Satz 8.2 anwenden auf die fiir die Praxis wichtige Klasse der sog. ,,(re-
guliiren) Sturm'-Liouville’.-Probleme*:

~Ipu (0 +a(O6) + () = £0), t€ T =[ab], o)
o' (a) + agu(a) = go,  G1'(b) + Pou(b) = gy .

Dabei seien p € CY(I), ¢,r, f € C(I) und g, a1, Bo, Bi, gas 9 € R. Die Bezeichnung
yregular® bezieht sich auf die Tatsache, dass die Koeffizienten p, g, nicht singulér und
das Intervall I als beschriinkt vorausgesetzt sind.

Die RWA (8.1.8) ist von zweiter Ordnung und muss zunéchst in ein System erster
Ordnung umgeschrieben werden. Wir setzen dazu u; := w und us := «' und erhalten:

uy =ug, —[pus) +quat+ruy=1f,, tel,
arug(a) + agu(a) = ga,  PFrua(b) + Bour(b) = gs -

Unter der Voraussetzung p(t) > p > 0 ist dies dquivalent zu dem System

! 0 1 0
- “l= . tela],
Uy r/p (a=1)/p | | u —f/p
ap i uy(a) N 0 0 ur(b) | | a
0 0 us(a) Bo B us(b) 9b
in der Standardform (8.1.3). Fiir diese RWA lassen sich schr allgemeine Existenzsétze
beweisen. Wir beschrinken uns hier auf den Spezialfall sog. ,, Dirichlet3-Randbedingungen®

(8.1.9)

u(a) =ga, u(b)=gs. (8.1.10)

tJacques Charles Franois Sturm (1803-1855): Franzosisch-Schweizer Mathematiker; Professor an der
Ecole Polytechnique in Paris seit 1840; Beitriige zur Mathematischen Physik, Differentialgleichungen,
(,,Sturm-Liouville-Problem*) und Differentialgeometrie.

2Joseph Liouville (1809-1882): Franzosischer Mathematiker; Prof. an der Ecole Polytechnique und
spiiter am Collége de France in Paris; Beitrige zur Zahlentheore, Funktionentheorie, Differentialgeometrie
und Topologie, aber auch zur Mathematischen Physik.

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): Franzosisch-Deutscher Mathematiker; geb. in
Diiren (damals bei Frankreich); wirkte in Berlin und als Prof. in Géttingen (Nachfolger von Gauf );
wichtige Beitrige zur Zahlentheorie, Analysis und Differentialgleichungen (,,Dirichletsches Prinzip“).
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Satz 8.3 (Sturm-Liouville-Probleme): Es sei p(t) > p > 0. Dann besitzt das Sturm-
Liouwille-Problem (8.1.8) mit Dirichletschen Randbedingungen (8.1.10) unter der Bedin-

gung
p+(b— a)%Pei}q{r(t) —3d ()} >0 (8.1.11)

eine eindeutige Losung u(t) € C*(I) .

Beweis: Wegen der Aquivalenz des Sturm-Liouville-Problems (8.1.8) mit der RWA (8.1.9)
geniigt es, im Hinblick auf Satz (8.2) zu zeigen, dass das homogene Problem (8.1.8) mit
F(#) =0, go =g, =0 nur die triviale Losung u(t) = 0 besitzt. Sei also u(¢) Losung von

—[pu] +qu' +ru=0, tel, wu(a)=u(b)=0.

Multiplikation mit » und Integration tiber I ergibt

—/[pu'}/u dt + %/q(uz)’dt—i— /7‘u2 dt=0.
I I I

Durch partielle Integration folgt also bei Beriicksichtigung der Randbedingungen

=0.

p(u th—pu’u‘b—&-/ r— ¢ YPdt + Lqu? '
[t il s,
Also ist
p/}(u’)th—&—I?ei}l{r— ‘g}/lu2dt <0.
Aus der Identitét .
u(t) = u(a)+/ u'(s) ds
\:/0/ a

erschlieft man die sog. ., Poincarésche* Ungleichung®

t 2
/u2dt§/</ u’ds) dtﬁ(b—a)2/|u’\2dt.
I 1 NJa I

N2 2 : 1 20t <0
(b—a) p/lu dt+aré1t1£b{r 2q}/lu dt <0

/qutSO
I

bzw. u=0. Q.E.D.

Damit erhalten wir

Unter der Voraussetzung (8.1.11) folgt

4Jules Henri Poincaré (1854-1912): franzosischer Mathematiker; Prof. an der Ecole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; eins der letzten mathematischen Universalgenies; fundamentale Beitrége zu allen
Bereichen der Mathematik, zur Himmelsmechanik, Stromungsmechanik und Wissenschaftsphilosophie.
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8.2 Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.1: Die lineare Differentialgleichung u”(¢) + u(t) = 1 zweiter Ordnung hat
die allgemeine Losung
u(t) = Asin(t) + Bcos(t) + 1.

a) Man verifiziere, dass zu den Randbedingungen u(0) = w(7w/2) = 0 genau eine, zu
u(0) = u(r) = 0 keine und zu w(0) = 1, u(w) = 1 unendlich viele Losungen dieser Gestalt
existieren. Dies demonstriert die Schwierigkeiten einer einheitlichen Existenztheorie fiir
RWA selbst im linearen Fall.

b) Man schreibe die obige Differentialgleichung zweiter Ordnung in Form eines Systems
erster Ordnung und iiberpriife anhand der drei zugehorigen Randwertaufgaben die Rich-
tigkeit des Losbarkeitskriteriums aus dem Text, d. h.: die Regularitdt der zugehorigen
Matrix

Aufgabe 8.2: Man betrachte das (reguldre) Sturm-Liouville-Problem

—u(t) + q(Ou'(t) +r(tu(t) = f{t), t€ab],
mit sog. ,Neumann-Randbedingungen*
u'(a) = ga, () = go-
Man formuliere eine Bedingung an die Koeflizienten ¢ und r, unter der diese RWA fiir

beliebige stetige rechte Seite f und Randdaten g,, g, eine eindeutige Losung besitzt.

Aufgabe 8.3: a) Man beweise fiir Funktionen v € C''([a, b]), die kontinuierliche ,,Sobo-
lewsche Ungleichung*

max | \</ [v'(t)] dt + |v(a)|.

te(a,b]

b) Man beweise weiter die Ungleichung

Inax\v |</ |v' (¢ |dt+7’/ dt).
tela,b]

(Hinweis: Fundamentalsatz und Mittelwertsatz der Differential- und Integralrechnung)








