7 Galerkin-Verfahren

Bisher haben wir zur Losung von AWA sog. , Differenzenverfahren betrachtet. In diesem
Rahmen stehen mit den Runge-Kutta-Verfahren, den linearen Mehrschrittformeln sowie
den durch lokale Extrapolation gewonnenen Formeln Methoden jeder gewiinschten Ord-
nung zur Verfiigung, wobei in jedem Zeitschritt lediglich Funktionsauswertungen der rech-
ten Seite f(t,z) erforderlich sind. Mit den A-stabilen impliziten Runge-Kutta-Schemata,
den BDF-Verfahren und der extrapolierten impliziten Euler-Formel lassen sich auch steife
Probleme behandeln. Die dabei in jedem Zeitschritt auftretenden, schlecht konditionier-
ten, nichtlinearen Gleichungssysteme werden mit Hilfe des Newton-Verfahrens gelost. Es
ist daher wiinschenswert, dass sich Monotonie-Eigenschaften der AWA auf entsprechende
Eigenschaften der Verfahrensfunktion F(h;t,z,y) iibertragen. Dies ist bei allgemeinen
impliziten Runge-Kutta-Verfahren aber nicht notwendigerweise der Fall. Bei allen be-
trachteten Differenzenverfahren kann die Zeitschrittweite auf der Basis von heuristischen
Schitzungen des Abschneidefehlers gewéhlt werden. Dahinter steht als ,, Rechtfertigung*
die a priori Fehlerabschétzung mit einer allerdings unbestimmten Fehlerkontante, welche
im schlimmsten Fall exponentiell mit der Zeit wachsen kann. Insbesondere bei steifen
Problemen mit inhérent grofien Lipschitz-Konstanten ist diese Begriindung ungeniigend.
Wiinschenswert wére also eine Schrittweitenkontrolle auf der Basis auswertbarer a poste-
riort Fehlerabschatzungen. Dies fithrt auf die Frage nach der Konstruktion von Einschritt-
verfahren beliebig hoher Ordnung, welche

— nur Funktionsauswertungen der rechten Seite erfordern,

— zur Integration ,steifer Probleme geeignet sind,

dieselben Monotonie-Eigenschaften wie die gegebene AWA besitzen,

eine a posteriori Fehleranalyse mit auswertbaren Fehlerabschitzungen zulésst,

— eine verlassliche Schrittweitenkontrolle erlaubt.

Wir werden im Folgenden mit den sog. ,,Galerkin'-Verfahren“ einen fiir AWA noch wenig
gebriuchlichen Diskretisierungsansatz betrachten, welcher diesen Anforderungen wenig-
stens im Prinzip gerecht wird.

7.1 Variationelle Formulierung der Anfangswertaufgaben

Die bisher betrachteten Losungsmethoden fiir AWA
u' = ftiu), t>ty, u(te) =uo, (7.1.1)

waren alle Differenzenverfahren. Bei diesen wird typischerweise die linke Seite in (7.1.1)
durch Differenzenquotienten approximiert und die zugehorige Naherungslosung U, =~

'Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945): Russischer Bauingenieur und Mathematiker; Prof. in St.
Petersburg; Beitrége zur Struktur-Mechanik, insbesondere zur Plattentheorie.
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u(t,) in diskreten Zeitpunkten ¢, bestimmt. Wir betrachten nun einen Ansatz, der eine
mehr globale Sichtweise hat, das sog. ,,Galerkin-Verfahren*. Die AWA wird der Einfachheit
halber wieder als (global) Lipschitz-stetig angenommen, und die Notation ist so gehal-
ten, dass auch allgemeine d-dimensionale Systeme von Gleichungen erfasst werden, d. h.:
Auftretende Funktionen sind gegebenenfalls vektorwertig, und (-, -) bedeutet dann wieder
das zugehorige euklidische Skalarprodukt.

Ausgangspunkt ist eine integrale Formulierung der AWA iiber einem vorgegebenen
Zeitintervall I = [tg,to + T]. Fiir eine Funktion u € CY(I)¢ mit u(ty) = ug ist (7.1.1)
dquivalent zu

/(u'ff(t,u),g))dt:O Vo e C(I)*. (7.1.2)
I

Jede (klassische) Losung von (7.1.1) erfiillt offensichtlich (7.1.2). Die Umkehrung zeigt
man etwa, indem fiir jeden festen Zeitpunkt ¢ € I als , Testfunktionen“ approximierende
Dirac-Funktionen 0.(¢;+) zum Aufpunkt ¢ eingesetzt werden und der Grenziibergang
¢ — 0 durchgefiithrt wird (Fundamentalsatz der Variationsrechnung):

0= /I(u; — fi(s,uw)0-(t;8)ds  —o0  ui(t) — fi(t,u(t)). (7.1.3)

Wir verzichten auf die Beweisdetails, da dies fiir das Folgende nicht wichtig ist. Wenn
Missversténdnisse ausgeschlossen sind, wird die explizite Erwéhnung der ¢-Abhingigkeit
von Funktionen unter dem Integral weggelassen.

Da die Funktionen ¢ in (7.1.2) beliebig variieren diirfen, nennt man dies auch eine
,variationelle Formulierung® der AWA (7.1.1). Sie besagt geometrisch ausgedriickt, dass
das sog. ,,Residuum® der Lésung wu,

R(u) :=u' = f(-,u),

bzgl. des Skalarprodukts von L2(I)¢ orthogonal zu allen Testfunktionen o € C'(I)? ist.

7.2 Das ,,unstetige* Galerkin-Verfahren

Ein allgemeines Galerkin-Verfahren zur Approximation von (7.1.1) restringiert die Glei-
chung (7.1.2) auf geeignete, endlich dimensionale Ansatzriume, ganz analog zum Vorge-
hen etwa beim CG-Verfahren zur Losung von allgemeinen linearen Gleichungssystemen.
Wir betrachten solche Galerkin-Verfahren mit stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen.
Dazu seien

t0<t1<<tN:t0+T

eine Unterteilungen des Integrationsintervalls I in (hier nach links halboffene) Teilinter-
valle I, = (t,_1,t,] . Wir setzen wieder

h,=t,—t,_1, h= max h,.
N

,,,,,
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Bzgl. einer solchen Unterteilung T), = {I,,, n =1,..., N} wird zunéchst der Raum V(1)
von stiickweise glatten Funktionen definiert durch

V() ={v: I =R": v(ty) R, vy, € CH(L)*, n=1,...,N} .

Dabei bezeichnet C'}(1,,) den Raum der auf dem (halb offenen) Intervall I,, stetig differen-
zierbaren und stetig zum linken Randpunkt ¢, _; fortsetzbaren Funktionen. Wir wollen die
variationelle Formulierung (7.1.2) der AWA (7.1.1) zu einer dquivalenten auf dem Raum
V(I) erweitern, welche dann als Grundlage eines Diskretisierungsansatzes auch mit un-
stetigen Ansatzfunktionen dienen kann. Fiir Funktionen v € V(I) werden die folgenden
Bezeichnungen eingefiihrt:

+ o . - _ . o + p—
v, = limyy, v, v, = limyy, v, V], =v, — v, .

Gesucht ist nun eine Funktion w € V(I) mit den Eigenschaften u(tg) = uy = up und

5 { [ e (et} =0 (72.4)

n=1

fiir alle ¢ € V(I). Man iiberlegt sich leicht, dass diese Formulierung in der Tat dquivalent
u (7.1.2) bzw. zu (7.1.1) ist:

Beweisargument: Durch Wahl von ¢, mit ¢f, =1 und ¢.(t) = 0(c — 0) fiir t # t,
folgt [u], = 0 fiir n>1, d. h. die Stetigkeit von u bei t,, sowie uj = ug fir n=0.
Analog folgt das Bestehen der Gleichung v = f(-,u) auf I,,. Wegen der Stetigkeit von
f(t,z) ergibt sich damit wieder, dass u notwendig auch stetig differenzierbar auf I sein
muss und folglich mit der Lésung von (7.1.1) iibereinstimmt.

Wir gehen noch einen Schritt weiter und integrieren auch noch die Anfangsbedingung
in die variationelle Formulierung. Dazu fithren wir die folgende Semi-Linearform ein:

Atws) = { [ (= ) 0)dt+ (a0} + ()

n=1 n
welche bzgl. des zweiten Arguments ¢ (Argument nach dem Semikolon) linear ist. Die
AWA (7.1.1) ist dann dquivalent zur Bestimmung eines u € V(I) mit der Eigenschaft
Al ) = (w0, ) Y € V(). (7.2.5)

Zur Diskretisierung von (7.2.5) fithren wir nun Teilrdume S}(LT)([ ) C V(I) (r € Ny) von
stiickweise polynomialen Funktionen ein:

Sy I)={peV{): ¢to) €R?, ¢, € P(I,)", n=1,...,N} .

Dabei bezeichnet P,(7,) den Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich r. Man

beachte, dass die Ansatzfunktionen ¢ € S;LT) i. Allg. unstetig sind und im Anfangszeit-
punkt ¢y einen Wert ¢(tg) # limys, ©(¢) annehmen kénnen. Der Fall stetiger Ansatzfunk-
tionen wird unten kurz diskutiert werden. Der Galerkin-Ansatz zur Losung von (7.1.1)
besteht nun darin, dass eine Funktion U € S(r)( I) gesucht wird mit den Eigenschaften

AU ®) = (ug, ®5) VP € 5(1). (7.2.6)
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Aus offensichtlichem Grund wird dieses Verfahren ,unstetiges Galerkin-Verfahren (mit
Ansatzgrad r)“ oder kurz ,,dG(r)-Verfahren“ genannt. Die Losbarkeit des (endlich di-
mensionalen) Problems (7.2.6) wird spéter diskutiert. Zunéchst stellen wir fest, dass we-
gen der zugelassenen Unstetigkeit der Testfunktionen das globale Problem auch als ein
sukzessives Zeitschrittverfahren geschrieben werden kann. Durch Wahl einer Testfunktion
in der Form ¢ =0 auf allen I, # I, erhélt man aus (7.2.6)

/I (U/7 QD) dt + (U;ztl? Qp;zkfl) = /I (f(t’ U)? (P) dt + (Un_fla @;,1) ’ (727)

fiir alle ¢ € P.(1,,) . Dabei spielt U, ; die Rolle des Anfangswertes auf dem Intervall I, .
Der Anfangswert fiir n = 1 ist natiirlich U, = uo. Man beachte, dass die diskrete Losung
U an den Stiitzstellen ¢, nicht stetig zu sein braucht. Da die kontinuierliche Losung
offensichtlich dieselbe variationelle Gleichung (7.2.6) erfiillt,

A(u; @) = (u, ®F) VP € S (1)

ergibt sich durch Subtraktion die sog. ,, Galerkin-Orthogonalitét

Alu; ®) — A(U;®) =0 Vo € S7(1). (7.2.8)

7.2.1 Beispiele

Das scheinbar so andersartige dG(r)-Verfahren besitzt dennoch eine enge Verwandtschaft
mit wohl bekannten Differenzenverfahren. Dazu betrachten wir den Fall d = 1.

(1) Fall »=0: Wir setzen U, := U, auf I, = (t,_1,t,] und (7.2.7) reduziert sich auf
U,—U, 1 = f(t,Uy,)dt. (7.2.9)
I’VZ
Dies ist eine Variante des impliziten Euler-Schemas, welches man durch Approximation

des Integrals auf der rechten Seite mit der Boxregel erhélt:

Un = Un—l + f(tv Un) dt ~ Un—l + hnf(t'm Un)-

In

(2) Fall »=1: Wir verwenden fiiv U(t) auf I, die Lagrange-Darstellung

U(t) = h, ' (t — t, 1)U, — b, (t —t,)UT

n n n—1-
Setzt man dies in (7.2.7) ein und testet nacheinander mit den Basispolynomen ¢ = 1

und ¢ = h;'(t —t,_1), so ergibt sich fiir die Funktionswerte U} ; und U,  das System

U-—Us F Uy, U —UF, =2k / FOUYE —toy)dt.  (7.2.10)
In

n n—-1—
I7l
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Wenn man die Integrale mit der Trapezregel approximiert,
F,U)dt
In

2h [ f Ut =t ) dt = hyf(ta,U,),

In

Q

shad f (b1, UZy) + f(t, U}

ergibt sich das implizite Runge-Kutta-Verfahren
U, =U,_y+ shalki + ka), ki = f(ta—1,U, —hnka), ko= f(t,,U;).  (7.2.11)

Dieses Differenzenverfahren ist von zweiter Ordnung (Nachrechnen als Ubungsaufgabe).
Wir werden spéter aber sehen, dass das exakte dG(1)-Verfahren in den diskreten Zeit-
punkten %, sogar von dritter Ordnung ist.

Beide Differenzenverfahren, (7.2.9) und (7.2.10), sind A-stabil. Sie gehéren zur Klasse
der sog. ,subdiagonalen Padé? -Verfahren“ und haben angewandt auf das iibliche Modell-
problem u' = A\u die Verstiarkungsfaktoren

1
1—hX’
1+ 3hA
1— 2R\ + Lh2a2’

dG(0)-Verfahren: w(Ah) =

dG(1)-Verfahren: w(Ah) =

Das Differenzenschema (7.2.11) hat den Verstirkungsfaktor w(Ah) = (1 —hA + $h2A%)~
und ist folglich A-stabil.

7.2.2 Losbarkeit der Galerkin-Gleichungen

Wir untersuchen zunéchst die Wohlgestelltheit der Galerkin-Gleichungen im Fall von L-
stetigen (nicht-steifen) AWA.

Satz 7.1 (dG-Verfahren fiir nicht-steife AWA): Sei wieder L die globale Lipschitz-
Konstante der Funktion f(t,x). Fir jedes r > 0 gibt es eine Konstante v > 0, so dass
die Galerkin-Gleichung (7.2.6) unter der Bedingung h < /L eine eindeutige Lisung

Ue S,(LT)(I) besitzt.

Beweis: Sei U bis zum Zeitpunkt ¢,_; berechnet. Der Schritt nach ¢, erfordert die
Bestimmung von Uj;, aus U, _,. Die Losung Uy, ist bestimmt durch die Fixpunktglei-
chung

/ (U @) dt + (UF .0t )) = / (LU, @) dt+ (U0t ), (7.2.12)

In

2Henri Eugene Padé (1785-1836): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Poitiers und Bordeaux; ent-
wickelte die sog. ,,Padé-Approximation®, rationale Approximationen der Exponentialfunktion.
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fiir alle » € P,(I,). Wir werden zeigen, dass diese eine Fixpunktabbildung ¢ : P.(I,) —
P,(I,) definiert (zu festem U, _,), welche fiir h < /L eine Kontraktion ist. Seien dazu

U =g(U) und V = g(V) fiir zwei beliebige U, V € P,(1,) . Die Differenzen W := U—V
und W :=U —V geniigen dann der Relation

/1 (W', o) dt + (W ot ) < L / Wil Vo e P(L).

Wir setzen hier zunéchst ¢ = W und erhalten unter Verwendung der Identitat (W', W) =
L4 W|*> und anschliefender Integration die Beziehung

W, 1P + W, |1 < 2Lh,, sup W] sup Wl (7.2.13)
Als néchstes setzen wir ¢ = (¢ — t,,-1)W’ € P,(I,)) und erhalten
i W2t — to-r) dt < L/I W IW N[ (= tv) dt
bzw. unter Verwendung der Ungleichung ab < %aQ + %bz :

WP =ty dt < L2 [ WG = ) de < SE2G sup [W]P. (72.14)

In In

In Hilfssatz 7.1 werden wir fur W € P,(I,,) die folgende Abschitzung zeigen:
sup WP <t { [ IWIRGE = b) de+ W), (72,15
In In

mit einer von der Intervallbreite h, unabhéngigen Konstante x > 0. Durch Kombination
der vorausgehenden Abschétzungen (7.2.13) - (7.2.15) erhalten wir

sup W17 < { [ WP = b dt+ (W)
In In

< w2 {3212 sup [ + 2L, sup [T sup [ W]}
und schliellich .
sup W < TthnS}lpHWII,

mit einer festen Konstante 7 > 0. Hieraus folgt zunichst, dass die Abbildung ¢ :
P.(I,) — P.(I,) wohl definiert ist, denn fir W = 0, d. h. fiir verschwindende rech-
te Seite in (7.2.12), ist notwendig W = 0, was wegen der Linearitit der linken Seite
in (7.2.12) aufgrund eines fundamentalen Satzes der linearen Algebra die Existenz von
g(U) € P.(I,) fiir jedes Argument U € P,(I,) impliziert. Weiter ist die Abbildung
g(-) wie behauptet fiir h, < /L eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert
dann die Existenz einer (eindeutig bestimmten) Losung der Galerkin-Gleichung (7.2.12).

Q.E.D.
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Hilfssatz 7.1 (Diskrete Sobolewsche Ungleichung): Fir Funktionen ¢ € P,(I,)?
gilt die diskrete ,Sobolewsche® Ungleichung“

1/2
b

supllel < w ([ IIPt=tas) dt+ N I) (7216)
n I‘IL

mit einer von der Intervallinge h, unabhdngigen Konstante x> 0.

Beweis: Der Beweis verwendet ein sog. ,,Skalierungsargument“. Da derartige Argumente
in der Analyse von Galerkin-Verfahren héufig vorkommen, wollen wir den Beweis hier
vollstandig durchfiithren. Wir betrachten nur den skalaren Fall d = 1; die Verallgemei-
nerung fiir d € N ist dann offensichtlich. Ausgangspunkt ist die Feststellung, dass die
Ungleichung (7.2.16) fiir Polynome ¢ € P.((0,1]) auf dem Einheitsintervall gilt mit einer
Konstante & > 0:

N N ! NP N 2\ /2
sup [¢| 9(/ 2 Edi + p(1)2) (7.2.17)
(0,1] 0

Dies folgt direkt aufgrund der Aquivalenz aller Normen auf dem endlich dimensionalen
Vektorraum P,.((0, 1]) . Man iiberzeugt sich leicht, dass die Ausdriicke auf der linken und
rechten Seite in (7.2.17) in der Tat Normen sind. Wir fithren nun eine (affin-lineare)
Skalierungstransformation von (0, 1] auf I, ein:

x:(0,1] = I, t=x(t) =ty 1+hyt, X()= hy.

Zu jedem Polynom ¢ € P,(I,) defieren wir damit ein zugehériges Polynom ¢ € P,((0,1])
durch

p(t) = p(x(d), e (0,1].
Dann gilt offenbar

¢'H) = ¢ OX (1) = ¢' (O hn
Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir durch Koordinatentransformation die folgenden
Beziehungen:

1 A . 1/2
suplel =sup o] < ([ | idi-+1oDP)
In (0,1] 0
1/2
= ([ Rl =t e+ o )
In

Dies beweist die Giiltigkeit der behaupteten Ungleichung mit derselben Konstante x = &
auf dem Intervall I, . Q.E.D.

3Sergei Lvovich Sobolew (1908-1989): Russischer Mathematiker; wirkte zunichst in Leningrad (St.
Petersburg) und dann am berithmten Steklov-Institut fiir Mathematik der Akademie der Wissenschaf-
ten in Moskau; fundamentale Beitrdge zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Konzept der
verallgemeinerten (distributionellen) Losung, Sobolew-Ridume; beschiiftigte sich auch mit numerischen
Methoden, numerische Quadratur.
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Wir bemerken, dass es eine interessante Ubungsaufgabe ist, die Abschiitzung (7.2.16)
direkt ohne Verwendung des Skalierungsarguments zu beweisen und dabei auch die , beste*
Konstante x = r(r) zu bestimmen. Man beachte, dass (7.2.16) nicht gleichméBig fiir
¢ € CYI,) gelten kann.

Als néichstes betrachten wir den Fall | steifer* AWA unter der zusétzlichen Annahme,
dass die rechte Seite f(t,-) L-stetig ist und die strikte Monotonieeigenschaft

_(f(tax) _f(tvy)7x_y) 27|\x—y||2, te ]7 xvyeRd’ (7218)

besitzt mit einer Konstante v > 0. Dies ist z. B. der Fall fiir f(¢,2) = A(t)x + b(t) mit
einer (gleichméBig bzgl. t) negativ definiten Matrix A(t).

Satz 7.2 (dG-Verfahren fiir steife AWA): Die AWA habe eine L-stetige und strikt
monotone rechte Seite f(t,x). Die Galerkin-Gleichung (7.2.6) besitzt dann unabhingig
von der Schrittweite eine eindeutige Losung U € S’,(lr)([), welche mit dem Newton-
Verfahren berechnet werden kann.

Beweis: Ausgangspunkt ist die lokale Galerkin-Gleichung

J W He U@ e (U = Urapin) Yo RO (1219)
In

Dies ist dquivalent zu einer nichtlinearen Gleichung fiir U € P,.(I,)?. Wir wollen zeigen,
dass die zugehorige Abbildung strikt monoton ist. Die (eindeutige) Losbarkeit der Glei-
chung (7.2.19) fiir beliebigen Anfangswert U, ; wird dann durch Korollar 1.7 garantiert.
Fiir zwei Funktionen U, V € P,(I,) und ihre Differenz W := U=V gilt unter Verwendung
der Monotonieeigenschaft von f(¢,-):

/ (W' — F(6.0) + F( V). W) dt+ W |2

In
1d
> [ GHIWIE AW at e w P
ITL
Loz o Lire 2 2
= SIWL P+ SIWali P+ [ Wt
2 2 I
Da alle Normen auf dem endlich dimensionalen Vektorraum P,(I,)? #quivalent sind,
bedeutet dies die behauptete starke Monotonie der Abbildung,. Q.E.D.

Bemerkung: Wir bemerken, dass in Satz 7.2 fiir » = 0 und r = 1 als Voraussetzung
die einfache Semi-Monotonie der Funktion f(¢,-) ausreicht. In diesem Fall ist namlich
bereits

_ 1/2
WL == (W12 + (W 1%)

eine Norm auf P,(I,)%, so dass v = 0 sein darf. Ob dies auch richtig ist fiir r > 2,
ist eine (zum Zeitpunkt der Erstellung dieses Textes) noch offene Frage. Ein einfaches
Beispiel fiir eine steife AWA mit nur semi-monotoner rechter Seite ist das 4 x 4-System

u'(t) = Au(t), t>0, wu(0)=(1,0,1,1)7,
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mit der Matrix

—100 0 O
0 0 1
A—
0 -1 0
0 0 0 -1

und der Losung

up(t) = e 1% uy(t) = sin(t), wus(t) = cos(t), uu(t) =e".

7.2.3 Andere Arten von Galerkin-Verfahren

Neben dem impliziten Euler-Schema lassen sich auch einige der anderen bisher betrach-
teten einfachen Einschrittformeln als Varianten von Galerkin-Verfahren deuten.

a) Verwendet man bei der Herleitung der variationellen Formulierung (7.2.4) ein Punkt-

gitter {to,...,txy} mit nach rechts halboffenen Teilintervallen I,, = [t,_1,%5), so erhélt
man

N

S [ - 0. phdr+ @) | = 0.

n=1 Ly

Ein unstetiger Galerkin-Ansatz mit stiickweise konstanten Funktionen ergibt dann die
Rekursionsgleichungen

U, = [ ft,U)dt, 1<n<N.
In
Diese entsprechen offensichtlich einem expliziten Einschrittverfahren fiir die Grolen U, :=
U, welches im autonomen Fall, f(¢,z) = f(z), oder nach numerischer Integration mit
der linksseitigen Boxregel mit der Polygonzugmethode (explizites Euler-Verfahren)

Un = Un—l + hnf(tn—la Un—l)

ubereinstimmt.

b) Ausgehend von der variationellen Formulierung (7.2.4) kann man auf dem Gitter
{to, ...,tn} stetige Ansitze fiir U machen. Damit dies aber wieder ein Zeitschrittverfahren
liefert, welches rekursiv von Zeitlevel zu Zeitlevel abgearbeitet werden kann, miissen die
Testfunktionen als unstetig gewihlt werden. Dies ergibt dann ein sog. ,, Petrow?-Galerkin-
Verfahren“ im Gegensatz zum ,, Galerkin-Verfahren®, bei dem Ansatz- und Testraum die-
selben sind. Bei Wahl von stiickweise linearen Ansétzen fiir U und stiickweise konstanten
Testfunktionen ergibt sich wegen U, := U = U, das Schema

{U' = f(t,U)}dt =0

In

4Georgi Twanowitsch Petrow (1912-1987): Russischer Ingenieur; 1965-1973 Direktor des Instituts fiir
Raumfahrtforschung; Publ.: “Application of the Galerkin method and the problem of flow stability of a
viscous liquid” (russ.), Prikl. Mat. Mekh. 4, 36-47 (1947)
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bzw.

Up=U, 1+ [ flt,h (t =ty )Up + b (t, — ) U, 1) dt .

In

Dieses Schema stimmt fiir eine lineare, autonome AWA mit f(¢,z) = Az + b oder bei
Anwendung der Trapezregel auf das Integral offenbar mit der Trapezformel

Un - Unfl + %hn {f(trm Un) + f(tnflv Unfl)} .
iiberein. Die Resultate der folgenden Abschnitte zur a prioriund a posteriori Fehleranalyse

und Schrittweitensteuerung bei den unstetigen Galerkin-Verfahren gelten sinngeméfl auch
fiir diese stetigen Petrow-Galerkin-Verfahren.

7.3 A priori Fehleranalyse

Die dG(r)-Verfahren lassen a priori Fehlerabschétzungen zu, welche eine &hnliche
Struktur wie diejenigen fiir Differenzenverfahren haben. Sie stellen aber etwas geringe-
re Anforderungen an die Regularitét der exakten Losung. Wir wollen diesen wichtigen
Punkt zunéchst anhand eines ganz einfachen Spezialfalles diskutieren. Betrachtet werde
die triviale skalare AWA

W) = f(t), te =101, u(0)=0, (7.3.20)

deren Losung u(t) gerade die Stammfunktion der rechten Seite f(¢) iiber dem jeweiligen
Intervall [0,¢] ist. Die dG(0)-Verfahren nimmt angewendet auf diese AWA die folgende
Gestalt an:

U, =Ur, = | fydt+U, ,. (7.3.21)
In
Die exakte Losung u(t) erfiillt offenbar dieselbe Gleichung,
u, = [ ft)dt + u,_q,
In

so dass der Fehler e = u — U zu den Zeiten ¢, verschwindet: ey =e; = ...
In den Zwischenpunkten ¢ € I, gilt

|
)
=
I
o

tn tn
le(t)| = ‘/ e dt‘ = ‘/ u'dt‘ < hpsup|u/|, €I,
t t In
Dies impliziert die globale Fehlerabschitzung

3 < 5 ! .3.22
51;plel < lg@v{hnbgplum (7.3.22)
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welche fiir stiickweise konstante Approximation (r = 0) hinsichtlich der Konvergenzord-
nung und den Regularitdtsanforderungen an die Losung u sicherlich optimal ist. Ver-
gleicht man dieses Resultat mit dem entsprechenden fiir das implizite Euler-Verfahren
(fiir die vorliegende semi-monotone AWA),
N
Sup le] <% Zl h? S}ip [u"] < %Tlgfg\/{hn S}lnp "]}, (7.3.23)
n—

so fallen zwei Unterschiede auf:

— Der Fehler in (7.3.23) wéchst linear mit der Zeit 7.

— Die Abschitzung (7.3.23) erfordert eine Schranke fiir die zweite Ableitung u”.

Dieser Unterschied ist verfahrenstypisch und tritt auch im Fall allgemeinerer AWA auf.
Im betrachteten trivialen Fall wére die Folgerung fiir die dG(0)-Verfahren, dass die Aus-
wertung der Integrale in (7.3.21) statt mit der Box-Regel (wie beim impliziten Euler-
Verfahren) besser mit einer Quadraturformel 2. Ordnung, z. B. der Mittelpunktsregel,
erfolgen sollte:

Un = hnf(tnfl/Z) + Unfl ) tn71/2 = %(tn + tnfl) .

Fiir dieses Differenzenverfahren erhélt man die Fehlerdarstellung

tn
€n = €n_1 +/ J@) dt — o f (tao1/2) = en1 + 570 f" () -
tn—1

Hieraus folgt die Abschéitzung
< |+ L Th? "IV 3.
Sl]1p|e| < 1212?\/{h"s}1np|u|+24Th” S}lﬂp|f 1} (7.3.24)

Der bei Intergration iiber grofle Zeitintervalle dominante Zeitfaktor 7" kann hier durch
die erhohte Potenz der Schrittweite h, kompensiert werden. Dies macht Sinn, wenn die
hoheren Ableitungen der Losung nicht deutlich gréfier als die niedrigen sind. Dies ist
natiirlich im vorliegenden Spezialfall kein allzu grofier Fortschritt, aber das zugrunde
liegende Prinzip ist auch in viel allgemeineren Situationen wirksam und fithrt zu neu-
artigen Ansétzen bei der Kontrolle des Diskretisierungsfehlers. Insbesondere erscheint in
der Abschétzung (7.3.24) der reine Verfahrensfehler (Approximation der Zeitableitung)
separiert vom Quadraturfehler bei der Auswertung der rechten Seite f(t,-). Beim Diffe-
renzenverfahren werden dagegen beide Fehleranteile vermischt.

Wir geben nun a priori Abschétzungen fiir den Diskretisierungsfehler der dG(r)-Verfah-

ren an.

Satz 7.3 (A priori Fehler - nicht-steif): Im Fall einer allgemeinen L-stetigen AWA
gilt fiir das dG(r)-Verfahren fir hinreichend kleine Schrittweiten h, < ~v/L (siche Satz
7.1) die a priori Fehlerabschitzung

< r+1 (r+1) 3.
sup llell < K max {h7""sup [}, (7.3.25)

mit einer im allg. exponentiell von L und T abhingigen Konstante K = K(L,T).
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Beweis: Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten.

(i) Wir betrachten als Ubung zuniichst den einfachsten Fall r = 0. Subtraktion der
Gleichungen fiir v und U,

Uy = ’ Ft, u(t)) dt + up—1,
U, =U5, = : f&,U()dt+U,_,,
ergibt fiir die Differenz e, := u, — Uy :
=/ {f(t,u(t)) = f(5,U®))} dt + eny
= In{f(t»U(t)) — [t un) + [t un) = f(U))} dE + eny.

Damit folgt

leall = / 1 F(tu(t)) — F(twn)ll di + / £t un) — FEUD) dE+ len ]

< Ly sup Ju(t) = u(ta)]| + Lhalleal + ool
teln
und weiter durch rekursive Anwendung dieser Ungleichung und Beachtung von eg = 0:
lenll < LD hlleml + L b SUp [u(t) = u(tm)]-
m=1 m=1 clm
Die diskrete Gronwollsche Ungleichugn liefert dann die Abschétzung
|| < eYltn—to) B sup [|u(t) — u(t,,)||,
Jeall < 3 o s u(t) = ult)|

bzw.

sup [|e]| < sup [[u(t) — unl + [|en
teln

eln

< sup [u(t) = up|| + O TILY By sup [|u(t) = ult)])-
t o1 t€Im

eln

Mit Hilfe der Abschitzung
()~ ute)l = | [ dt]| < [ 1O < honsup ).
t t m

erhalten wir also
sup [lel| < K(L,T) max {hy,sup||u'|}.
tel, 1sm=n Im
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Dies impliziert die behauptete Fehlerabschitzung fiir » = 0.

(ii) Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Fall r > 0 zu. Der exakten Losung u wird
eine Approximierende U € S ,(LT)(I ) zugeordnet durch die Vorschrift

U, =ulty,), / (U—wu)qdt=0 Vqe P._(I,)*, n=1,..,N.
In

Wir werden unten in Hilfssatz 7.2 zeigen, dass diese Approximierende lokal auf jedem

Teilintervall I, eindeutig bestimmt ist (7 + 1 Bestimmungsgleichungen fiir r 4+ 1 freie

Parameter) und dass die Fehlerabschitzung gilt:

(r+1)H

sup [|[u — U|| < ey b sup |lu , (7.3.26)
I

n n

mit einer sog. ,, Interpolationskonstante® ¢; > 0. Fiir diese Approximierende U gilt nach
Konstruktion mit beliebigem ¢ € P,(I,,) die folgende Beziehung (beachte ¢' € P,_1(I,,))

/I(U’,go)dtJr(U;_l,gaﬁ_l):—/I (U, ¢)dt+ (U, , ¢5)

:_/ (u, @) dt + (tn, 7))

In

:/ (u/7@)dt+(un71799:—1)

In

= / (ft,u), ) dt + (up—1,05_,) - (7.3.27)

In
(iii) Wir wollen eine rekursive Abschétzung fiir den intervallweisen Fehlerterm [, :=
sup;, ||e]|* herleiten. Dazu wird aufgespalten e :=é+n mit €:=u—U und 7 :=U—U.

Im Hinblick auf (7.3.26) geniigt es, die Fehlerkomponente 7 abzuschitzen. Wir bedienen
uns dazu der , diskreten Sobolewschen Ungleichung (7.2.16) fiir n € P,(I,):

sup ol < w { [ 2=t de+ ]} (7.3.28)
ITL In
Durch Subtraktion der Gleichungen (7.2.7) fiir U und (7.3.27) fiir U erhalten wir
[ ot i) = [ () - SV R e+ (i),
In In

fiir beliebiges ¢ € P,(I,) . Wir wihlen nun ¢ :=n und erhalten

[t bl = [ (e = £60) ) de+ ).

In In

bzw. bei Beachtung von (1/,1) = 14{n||> und anschlieSender Integration iiber I,,

sl P+ 3l < L/I el imll dt + 3llmall* + 3l
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Dies ergibt
I |I* < ZL/ lelllinll d + ll_y 1%,
177/

und nach rekursiver Anwendung fiir n,n—1,...,1 und Beachtung von 7, =0:

Il 117 < 2LZ/I llellllnll dt . (7.3.29)
v=1 v

Als néchstes setzen wir ¢ :=n/(t—t,,—1) € P.(I,—1) und erhalten

||77,|2(t_tn—1)dt:/l (f(tu) = f(&,U) 0 ) (t—tns dt<L/ llelHln' Il (t—tn—1) dt

<1 [ et ) ([ et )

In

bzw.

/ IIn’H?(t—tn,l)dtgLQ/ llel|>(t—t,_1) dt . (7.3.30)
In In

Kombination der Abschétzungen (7.3.28), (7.3.29) und (7.3.30) ergibt

Sup Inll* < K*L2h3 sSup llell* + QHQLZ/% sup [leffml]-

v=1

Unter Verwendung der Abschitzung (7.3.26) fiir € = u—U erschlieen wir hieraus

sup He”2 S 2/{2L2hi sup He”2 + QClhi’F+2 sup ||U(T+1) H2

n n In

+ KL Z h,{3 sup lle]|? + 2¢crh2 2 sup [t 12}

v=1

< 5r%L Z h, sup lle||* + 4K*Ler Z R2 3 sup (|02,

v=1 v=1

wobei 0.B.d.A. k2L > 1 und Lh, <1 angenommen wurde. Auf der Basis dieser Bezie-
hung liefert nun die diskrete Gronwallsche Ungleichung (2.1.11) unter der Voraussetzung
5k%2Lh, < 1, dass

sup [le]|? < exp ZJV5K2Lh )4r*Leg Z h2+3 sup (| +D]12, (7.3.31)
" v=0 v=1

wobei o, = (1 — 5x?Lh,)"!. Dies impliziert die behauptete a priori Fehlerabschitzung
mit der Konstante v := 1/(5x?%) . Q.E.D.
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Hilfssatz 7.2 (Interpolationssatz): Einer Funktion uw € C™(1I,,)) wird durch die Vor-
schrift

U, = u(t,), / (U —u)gdt =0 Vg€ P_(1,)% (7.3.32)

n
In
eindeutig eine Interpolierende U € P,(I,,) zugeordnet. Fiir diese gilt die Fehlerabschiitzung

sup [lu — Ul < el sup [[ul™D], (7.3.33)

n n

mit einer von h, unabhingigen sog. ,Interpolationskonstante c; = c;(r) .

Beweis: (i) Auf dem Intervall [, haben wir r 4+ 1 lineare Bedingungen (7.3.32) zur
Bestimmung der ebenfalls 7 + 1 freien Parameter in U € P,.(I,). Das resultierende
lineare Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung, da jedes Polynom p € P.(I,)
mit den Eigenschaften

p, =0, / pgdt =0 Vq € Pr_l(ln)d.

In

notwendig das Nullpolynom p = 0 ist. Um dies einzusehen, nehmen wir an, dass p # 0 ist.
Seien {7;,7=1,...,m} die Nullstellen von p im Innern von I,, mit ungerader Vielfachheit.
Dann gilt

In i=1 n i=1

mit einem Polynom p ohne Nullstelle in 7,,. Da nun p orthogonal zu allen Polynomen
in P._y ist, muss also zwangsldufig m > r sein. Zusammen mit 7,y := ¢, hat also p
genau 7 + 1 (dann notwendig einfache) Nullstellen, und es ergibt sich der Widerspruch
p=0.

(il) Mit demselben Argument wie unter (i) erhalten wir, dass die Fehlerfunktion u—U €
C"'(I,) in I, mindestens 7+ 1 (einfache) Nullstellen besitzt. Betrachten wir nun das
Nullpolynom p = 0 als Lagrange-Interpolierende in P,(I,,) von u—U in diesen Punkten,
so liefert die allgemeine Fehlerabschiatzung fiir die Lagrange-Interpolation die folgende
Abschétzung:

(r+1)H )

S flu =T < sy b sup fl(w = 0) V) = o s

(r+1)! (r+1)!

Dies impliziert die Behauptung mit der Konstante c¢; := Q.E.D.

L
(r1)!

Fiir das dG(r)-Verfahren ldsst sich mit einer ganz anderen als der in Satz 7.3 ver-
wendeten Beweistechnik zeigen, dass der Fehler in den diskreten Zeitpunkten ¢, sogar
mit der besseren Ordnung O(h™?) konvergiert. Dieser sog. ,, Superapproximationseffekt*
kann natiirlich nicht auf dem ganzen Intervall I gelten, da allgemeine Funktionen durch
Polynome vom Grad r global hichstens mit der Ordnung O(h"*!) approximiert werden
kénnen.
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Satz 7.4 (Superkonvergenz): Das dG(r)-Verfahren ist ,superkonvergent®in den Stiitz-
punkten t, , d. h.: Fir den Fehler e :=u—U gilt:

1<n

< r+2 (r+1) 2 3.
max || ()| < K1I<_I}1a§)§v{h” S}ip [u D]} + KmIaX llel|?, (7.3.34)
mit einer i. Allg. exponentiell von L und T abhingigen Konstante K = K(L,T).

Beweis: Zum Beweis bedienen wir uns eines sog. ,,(diskreten) Dualitdtsarguments“. Sei
wieder e :=u — U gesetzt.

(i) Zunéchst schreiben wir

flt,u)— f(t,U) = /01 %f(t,U—ﬁ—se) ds = /01 fx(t,U+se)eds =: B(t)e.

Fiir die Semi-Linearform A(+;-) von oben gilt damit

Aw; V) =AU V)= | {(, V)= (f(t.u)— f(t,U),V)ds} dt

n=1"1In

+ Z n— 17 (68_7 %+)
—Z {(¢,V) - eV}dtJrZ lnet, V) + (ef, V).
I’Vl
Die rechte Seite definiert nun offenbar eine von u und U abhéngige Bilinearform
N
L(u, Z {W V) = BOW V)t + Y (Wt Vi) + (0 V).
In n=2
Mit dieser gilt wegen der Galerkin-Orthogonalitét:
L(w,U)(e,V) = A(u; V) — A(U; V) =0, V eS").

Fiir die Form L(u,u)(W,V) erhalten wir mit

/1 fuo(t,utse)ds = f,(t,u)
0

durch partielle Integration und Umordnung von Termen:

L(u,u)(W, V) Z/ — fo(t, )W, V) dtJrZ Wln_1, V.F ) + (W5, Veh)
I

n=2
N-1

_Z/I (W,V' = ot u) V) dt— S (Wi, [VIer) + (Wi, Vi):

n=1
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(ii) Sei nun Z € Sff) (I) die Losung des diskreten variationellen Problems
Luw,u)(V, Z) = (Viy,en) YV e S, (7.3.35)
Dies ist die dG(r)-Approximation des linearen ,dualen Problems* (), Riickwértsproblem®)
24 fo(t,u)z=0, ty >t>0, z(ty)=ey. (7.3.36)

Diese AWA ist wohl-gestellt, da sie nach der Transformation s =ty—t und Z(s) := z(¢)
in die wohl-gestellte ,, Vorwirtsaufgabe“

2= fa(s,u)2=0, 0<s<ty, 2(0)=ey,

iibergeht. Fiir die diskrete ,duale Losung® 7 gilt die a priori Abschidtzung
sup | 2]+ [ 1Z/]dt < esulex]| (.3.37)
I

mit einer sog. ,Stabilitédtskonstante” cgy , die i. Allg. exponentiell von Schranken fiir
fo(t,xz), d. h. L, und T abhéngt.

(iii) Wir setzen 7 := U — U, wobei U € Sf(f)(]) wieder die oben eingefiihrte Appro-
ximation der exakten Losung u ist. Mit dieser gilt konstruktionsgemal ey = ny . Wir
setzen nun V :=1n:=U—-U in (7.3.35) und é :=u — U . Dann ergibt sich mit Hilfe der
Definitionsgleichung von Z und der Galerkin-Orthogonalitat fiir U :

||€N||2 L(u, uw)(n,
L(u, U)(n, ) (L(u, U) = L(u, w))(n, 2)
L(u,U)(e, Z) = L(u, U)(e, Z) = (L(u, U) = L(u, u))(n, Z)
= —L(u,U)(e,Z) = (L{u, U) = L(u,u))(n, Z)
(U—u,Z) — (L(u,U) = L(u,u))(n, Z)

= —L(u,u)(€,2) + (L(u, U)—L(u, u)) U
= —L(u,u)(e,Z) — (L(u,U)—L(u,u))(e, Z).

Den zweiten Term auf der rechten Seite schétzen wir nun wie folgt ab:

N 1
|(L(u7U)—L(u7u))(e,Z)|SZ/ |/ (fo(t. U+se)e, Z)ds — (fu(t,u)e, Z)| dt
1 /1. Jo
< LTsup ||e||28111p 1Z] < conLT sup lell*llex]l -

Zur weiteren Behandlung des ersten Terms auf der rechten Seite verwenden wir die Pro-
jektionseigenschaften von e wie folgt:

N-1

L(u, u)(e Z) Z / — faltu) 2y dt = 36 [ Z)) + (@50 Z5)

n=1

= Z/I (é7 fr(tau)*Z - Psz(tau)*Z) dt
n=1 n
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Hieraus folgt dann mit Hilfe der iiblichen Fehlerabschéitzungen fiir € und Fy:
N
L)@ 2] <3 [ Il 2 = ottty 2] di
n=171In
N
< Yo m s [V [ (fatt0) 2 db
n=1 In In

N
r+1 (r+2) * r7\/
< er s, (12 s 1) 3 J 1y 2y

Durch Ausdifferenzieren sehen wir, dass auf jedem Zeilintervall I,, gilt:
1(fa(t, )" Z) (O < c(){NZO) + 12D}
Mit der obigen a priori Abschitzung fiir Z folgt daher

— < r+2 (r+1) ~1.
|L(u,u)(e, Z)| < cresp 12%%{/% bllrlnP”U ||} lexl

Kombination der bis hierhin abgeleiteten Abschéitzungen ergibt nun

— < r+2 (r+1) 2
llexll < cresn lrsnnagv{hn SELPHU ||}+Cs,hLTSl}p||€H }

Q.ED.

Bemerkung 7.1: Mit Hilfe einer Verfeinerung des vorangehenden Beweises lésst sich
zeigen, dass das dG(r)-Verfahren in den diskreten Zeitpunkten sogar eine noch hohere
Konvergenzordnung besitzt:

’ 2r+1 (r+1) 2
max fle(ta)| < K max {h Sup [u D} + K maxle]|?, (7.3.38)
Dies bedeutet fiir das dG(0)-Verfahren (implizites Euler-Verfahren) noch keine Verbesse-

rung gegeniiber der Konvergenzordnung m = 1, doch beim dG(1)-Verfahren ergibt sich
bereits die Ordnung m = 3.

7.4 A posteriori Fehlerschitzung und Schrittweitensteuerung

7.4.1 Allgemeines zur a posteriori Fehleranalyse

Wir wollen die allgemeine Vorgehensweise bei der a posteriori Fehleranalyse fiir Galerkin-
Verfahren zunéchst in dem einfacheren Rahmen algebraischer Gleichungssysteme herlei-
ten. Wir beginnen mit der approximativen Losung linearer Probleme. Mit (reguldren)
Matrizen A, A, € R™™ und Vektoren b, b, € R™ seien die Gleichungssysteme

Az = b, Ahl’h = bh
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betrachtet. Zur Abschitzung des Fehlers ej := x — x; kann man sich des ,, Abschneide-
fehlers* 7, := Apx — by oder des ,Residuums® p, := b — Axj, bedienen. Fiir ersteres
gilt

Aheh = Ahx — Ahl’h = Ahl’ - bh = Tp
und folglich

lleall < 145 lI7ll- (7.4.39)

Dies entspricht der typischen Vorgehensweise bei der a priori Fehleranalyse von Differen-
zenverfahren fiir AWA. Die resultierende Fehlerschranke basiert auf Abschéatzungen fiir
den (unbekannten) Abschneidefehler 7, sowie der Stabilitidt des ,diskreten Operators
Ay, d. h. auf Schranken der Form || A, < csy mit gleichmiBig bzgl. des Parameters
h beschrankten Konstanten cgjp . Diese Bezichung kann zum Nachweis der Konvergenz
llern]] — 0 (h — 0) verwendet werden. Sie erlaubt aber nur mit starken Einschrankungen
eine a posterior: Fehlerschitzung.

Mit dem Residuum p;, gilt
Aey, = Ax — Axy, = b — Axy, = pp
und folglich
lenll < 147 lpnl- (7.4.40)

In diesem Fall ist der Fehler abgeschitzt durch das auswertbare Residuum mit der Stabi-
litdtskonstante cg := ||A7!|| des ungestdrten Operators A . Hieraus lisst sich meist keine
a priori Information iiber die Konvergenz der Approximation fiir h — 0 ableiten, wohl
aber eine a posteriori Fehlerabschétzung fiir die berechnete Naherung xj, . Dazu ist eine
Schitzung fiir die Stabilitatskonstante cg erforderlich, welche i. Allg. kaum mit brauchba-
rer Genauigkeit analytisch zur Verfiigung steht. Die Bestimmung der Stabilitédtskonstante
¢s kann aber numerisch vorgenommen werden. Dazu nehmen wir an, dass die Abschéitzung
einer Fehlerkomponente |ep, ;| oder allgemeiner eines linearen Funktionalwerts

J(en) = (en, J)

mit einem Vektor j € R™ gewiinscht ist. Die Abschétzung der Norm ||ep||, ldsst sich mit
der Setzung j := |len|| ‘e, in diesen Rahmen einordnen. Mit der Losung z € R™ des sog.
,dualen“ Problems

Az =4, (7.4.41)
gebildet mit der ,,Adjungierten (hier der Transponierten) A* von A, gilt dann

J(en) = (en, j) = (en, A2) = (Aen, 2) = (pn, 2)

und folglich die ,,gewichtete® Fehlerabschiatzung

[ T(en)l < L2l lonal. (7.4.42)
i=1
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In dieser Beziehung beschreiben die Gewichte w; := |z;| die Auswirkung einer Reduzie-
rung der einzelnen Residuenkomponenten p; (durch Verbesserung der Approximation)
auf die Zielgrofie J(ey,) . Zur Auswertung dieser Abschitzung muss die ,,duale® Losung z
aus (7.4.41) bestimmt werden. Der dazu erforderliche Aufwand entspricht etwa dem der
Losung des eigentlichen Problems, d. h.: Zielorientierte a posteriori Fehlerschéitzung ist
kostspielig.

Wir wollen nun die eben beschriebene Vorgehensweise zur Ableitung von a posteriori
Fehlerabschatzungen fiir lineare Funktionale des Fehlers fiir nichtlineare Gleichungssyste-
me verallgemeinern. Mit zwei stetig differenzierbaren Abbildungen A(:), A,() : R" — R”
und Vektoren b, by, € R" seien die Systeme

A(Z‘) = b, Ah(xh) = bh, (7443)

betrachtet. Die Abbildung A(-) sei differenzierbar mit Jacobi-Matrix A’(z). Wir nehmen
an, dass die beiden Probleme in (7.4.43) eindeutige Losungen haben. Wir wollen wieder
den Approximationsfehler e, := z — x; mit Hilfe des berechenbaren Residuums p;, =
b—A(zy,) abschitzen. Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
gilt fiir beliebiges y € R™:

d

(0ret) = (A@) = Ale).9) = [ (Al + sen). ) s

1
— / (A,(‘/L‘h—’—seh)eh?y) dS = (Bheh)y)?
0

mit der von x und x; abhédngigen Matrix

1
By, = B(z, 1) := / A(zp+sep)ds .
0

Ist wieder ein Funktionalwert J(e,) = (ep,j) abzuschitzen, wird nun das linearisierte
duale Problem

Brz=j (7.4.44)
verwendet. Mit seiner Losung z gilt dann nach Konstruktion:

J(en) = (en, j) = (en, Byz) = (Buen, 2) = (p, 2),

bzw. genau wie im linearen Fall:
n
e < 0= 1l ni. (7.4.45)
i=1
Zur Auswertung dieser Abschétzung wire nun wieder das duale Problem zu 16sen. Dies
ist aber nicht ohne weiteres moglich, da die Matrix B, von der unbekannten Losung x
abhangt. Es liegt nahe, hier pragmatisch einfach x durch die berechnete Approximation
xp, zu ersetzen. Dies fithrt wegen

1
By, =~ By, := B(xy, xp) = / Al(xp)ds = A'(zy,).
0
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auf das approximative duale Problem
AI(TEh)*é — j .

Um den Losungsaufwand weiter zu reduzieren wird auch nur eine Approximation dazu
gelost:

AL (xn) 20 = jn- (7.4.46)

Mit der resultierenden approximativen dualen Losung z, wird dann die Fehlerschéitzung
verwendet:

| T(en)| 77 := |(on Z0)l = Y @ilpil, - @i |Znal- (7.4.47)

Die Frage nach der Verldsslichkeit der Approximation 7 ~ n kann i. Allg. nur heuristisch
beantwortet werden. Zunéachst gilt die gestorte Fehleridentitét

e, 7) = (en, BZZ) = (f)’heh, Z)

(Bh — Bp)en, 2) + (Bpen, 2)

(Bh — Bu)en, 2) + (pn, 2)

(Bi— Bu)en, 2) + (pn: 2 = Zn) + (pn, Zn).-

Mit der Lipschitz-Konstante L' von A'(-) gilt

1
[ Br — Bl = ||/ {A'(2n) — A'(wp+sen) }ds|| < 5L len])-
0
Dies ergibt die Abschéitzung

| T(en)] < 3L lenll* + llnlll|Z = Zull + 2.

Die beiden ersten, quadratischen Terme koénnen bei , gutartigen® Problemen als klein
gegeniiber dem zu schitzenden Fehler angenommen werden, so dass 77 den wesentlichen
Anteil des Schétzers darstellt.

7.4.2 Realisierung fiir das dG-Verfahren

Die a posteriori Fehleranalyse beim dG(r)-Verfahren bedient sich des eben fiir algebrai-
sche Gleichungssysteme skizzierten Ansatzes. Dieser wird im Folgenden Schritt fiir Schritt
entwickelt werden. Wir verwenden wieder die abkiirzende Bezeichnung U fiir die appro-
ximierende Losung der AWA, welche bestimmt ist durch U, = uy und

Z { / Ft,U), ) dt + ([U]n_l,ap:j_l)} =0 Vees). (7.4.48)
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Bei Verwendung der Semilinearform

V) Z/I(U’— dt+z Jnet, ViE ) + (UF, Vi)

erhilt dies die kompakte Gestalt
AU (p) = (uo, Vi) Ve e S(I). (7.4.49)

Durch Vergleich mit der entsprechenden Gleichung fiir die exakte Losung u erhélt man
die Beziehung (Galerkin-Orthogonalitét)

A()(@) = AU)() =0 ¥ € S(I). (7.4.50)

Wir wollen eine a posteriori Abschétzung fiir den Fehler e = uw — U zum Zeitpunkt ¢y
herleiten. Die Rolle des Residuums der diskreten Losung U iibernimmt das Funktional
p(U)(+), welches durch folgende Relation definiert ist:

p(U)(p) = (uo,5) — AU)(p), e V().

Offenbar ist p(U)(p)=0 Yy € S}(LT)(I ), d. h.: Das Residuum ist in einem gewissen Sinne
orthogonal zum diskreten Ansatzraum.

Wir wollen als néchstes das duale Problem zur Abschétzung des Endzeitfehlers ey
herleiten. Die Beziehungen

A(u)(p) - AU)g) =Y / (¢ = {f(t,u)— (1.0} )

+ Z n— l7<)0n 1 (637@3)
und ( f, bezeichnet wieder die Jacobi-Matrix von f(¢,z) bzgl. der Variablen x.)

flt,u)— f(t,U) = /0 Jfo(t, U+ se)eds =: B(t)e

legen die Verwendung der folgenden Bilinearform nahe:

L(u,U)(v = Z/U—vadt‘i‘z Vo1, 1) + (U5, 5 ) -
In

n=2

Die zugehorige adjungierte Form L*(u, U; v, @) := L(u, U; ¢, v) erhdlt man durch partielle
Integration in der Form

N-1

(0, U) (0, ) = Z/I = B0 )dt= 3 (e ) + (05 93)
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mit der adjungierten Matrix B* von B . Im Rahmen des Dualitdtsarguments wird nun
eine Funktion z € V(I) gesucht mit den Eigenschaften z3 = |ley|"'ey und

L*(uw,U)(z,¢) = (21, o) Ve e V(I). (7.4.51)

Dieses in der Zeit riickwérts laufende Problem ist linear und von derselben Struktur wie
die bisher betrachteten Standardprobleme. Die zugehorige AWA lautet

)+ B ()z(t) =0, to<t<ty, z(tn)=exl ey, (7.4.52)

und kann durch die einfache Variablentransformation ¢ — ¢y +1%y—1 in eine vorwéarts-
laufende iiberfithrt werden. Thre eindeutige Losbarkeit folgt daher aus dem allgemeinen
Existenzssatz fiir lineare AWA.

Mit der dualen Losung z erhdlt man nun durch Wahl der Testfunktion ¢ := e in
(7.4.51) die Fehlerdarstellung

lenll = L7 (u, U; 2, €) = L(u, U)(e, 2) = A(u)(z) = A(U)(2) = p(U)(2) -

Die Orthogonalitdtsbeziehung (7.4.50) erlaubt es nun, auf der rechten Seite eine beliebige
Approximation Z € S}(f)(] ) von z einzuschieben. Wir erhalten damit

lexll = p(U)(z—2), ZeS)(D), (7.4.53)

Das Residuum auf der rechten Seite muss nun explizit ausgewertet werden. Wir haben i.
Allg. die Darstellung (beachte Uy := ug)

p(U)(2=2) = (ug = Uy, (2= 2)y) — Z/, (R(U),z2—2) dt—Z([U}nfh(z Z))
=S [ )= zyir @, =250 |

mit dem punktweisen Residuum R(U) := U’ — f(t,U). Wir wollen nun geeignete Kandi-
daten fiir die Approximierenden Z € S,(f)([ ) diskutieren.

(i) Eine natiirliche Wahl ist die orthogonale Projektion P,z € S\"(I) von z auf S\"(I)
bzgl. des L?-Skalarprodukts (sog. ,, L2-Projektion®). Diese ist (eindeutig) bestimmt durch
die intervallweise Orthogonalitéiitseigenschaft

/ (2= Poz,q)dt =0 Vq € P.(I,)" (7.4.54)

In

Wir werden unten in Hilfssatz 7.3 Fehlerabschitzungen fiir die L?-Projektion herleiten.
Damit erhélt man unter Ausnutzung der Orthogonalitéitseigenschaften von Z = P.z:

pU)(z-Pz) ==Y { /I (R(U)=P,R(U), »— P,z) dt (7.4.55)

+ (U, (= P00 -



174 KAPITEL 7. GALERKIN-VERFAHREN

(ii) Eine naheliegende Alternative zur Wahl Z = P,z ist die modifizierte L?-Projektion
Z=Pze S,(:) , welche fiir » > 1 durch

(P2)t = 2(th1), / (2= Poz,q)dt =0 Vge P_y(L,)°.
In

definiert ist. Im Fall » = 0 wird nur die Interpolationsbedingung bei ¢, ; wirksam.
Fiir diese Projektion haben wir bereits Fehlerabschéitzungen in Hilfssatz 7.2 hergeleitet
(Tatséchlich wird in Hilfssatz 7.2 eine Variante dieser Projektion mit der Interpolations-
vorschrift (P,z); = z(t,) betrachtet.). Unter Verwendung der Projektionseigenschaften

von Z = P,z und Beachtung von (z—P,z) | =0 erhalten wir nun:

p(U)(z=Pz) = = /1 (R(U)=P,_1R(U), z— P,z) dt. (7.4.56)

Die beiden Residuumsdarstellungen (7.4.55) und (7.4.56) sind natiirlich im Hinblick auf
die Tdentitét (7.4.53) dquivalent.

Aus den Residumsdarstellungen (7.4.55) bzw. (7.4.56) gewinnt man nun unmittelbar
eine a posteriori Fehlerabschétzung fir ||ey||. Wir fassen dieses Resultat ausgehend von
der einfacheren Darstellung (7.4.56) in einem Satz zusammen.

Satz 7.5 (A posteriori Fehler): Die AWA (7.1.1) sei (global) Lipschitz-stetig. Dann
gilt fir das dG(r)-Verfahren die lokale a posteriori Fehlerabschitzung

N
el < 3 {sup [RW) PO [ 11+l at} (7457
n=1 " n

mit der modifizierten L*-Projektion Z = P,z und der L*-Projektion P,_; auf den An-
satzraum S,(ffl). Hieraus folgt die etwas griobere globale a posteriori Fehlerabschdtzung

— r+1
lexll < eser max {h" sup |RU) ~ P RU)| } (7.4.58)
mit der Interpolationskonstante c¢; aus der Abschdtzung

llz = Pz||dt < clh:f’l/ [| 20| dt (7.4.59)
In In

und der Stabilitdtskonstante cg aus der Abschitzung

/Hz(’““)”dt < cg. (7.4.60)
1

Ausgehend von der ersten Fehlerdarstellung (7.4.55) erhalten wir die zu (7.4.57) ana-
loge Fehlerabschitzung

Jexl < eser max, {h sup [ RU) = PR + B U]} (7.4.61)
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mit der Interpolationskonstante c¢; aus der Abschitzung
max {/ |z = Pz dt, hyll(z — Po2)t_4]|} < c;hzﬂ/ [| 2D || dt (7.4.62)
In In

und derselben Stabilitdtskonstante cs wie in (7.4.60). Eine iiberschlagsweise Analyse
zeigt, dass der Term hI"Y|R(U) — P.R(U)| im Allgemeinen um mindestens eine h,,-
Potenz kleiner ist als der Term A!||[U],-1]| . Dies legt es nahe, aus Kostengriinden die
folgene vereinfachte Fehlerschétzung zu verwenden:

lexll ~ eser max {RL N[V} (7.4.63)

Zur Auswertung der Fehlerschranken (7.4.57) bzw. (7.4.61) benotigen wir moglichst
gute Abschitzungen fiir die Interpolationen P,z sowie P,z , d. h. fiir die Interpolations-
konstanten cy.

Hilfssatz 7.3 (Interpolation): Fir die Projektionen P,z € P.(1,) sowie P,z € P,(I,)
gelten die Abschitzungen

max{ / |z = P.z|| dt, h,||(z — Pr):l’le} < cjh:fl/ ||z(r+1)|| dt (7.4.64)
In In
bzw.
|z — Pz| dt < cjh,’:“l/ |20+ dt (7.4.65)
172, I'VL

mat der Interpolationskonstante ¢y = ﬁ .

Beweis: Wir fithren den Beweis konstruktiv, um eine explizite Schranke fiir die Inter-
polationskonstante c¢; zu erhalten. Offenbar geniigt es, die Behauptung im skalaren Fall
d =1 zu zeigen. Wir verwenden zunéchst die Orthogonalitatseigenschaften von z — P,z
um zu begriinden, dass z— P,z im Innern von [, mindenstens r + 1 paarweise ver-
schiedene Nullstellen haben muss. Die Argumentation verlauft dabei analog zu der im
Beweis von Hilfssatz 7.2. In diesen Nullstellen {7, ..., 7.} wird also z durch das Polynom
P,z € P,(I,) interpoliert. Die allgemeine Fehlerdarstellung fiir die Lagrange-Interpolation

lautet
T

(2= Po2)(t) = 2[s0, -+ sunt] [ [ (=50,

=0

mit der ,dividierten Differenz* z[sg,- -, s,,¢] in integraler Darstellung

1 rn Tr—1 [Tr
Z[So,"' ,Sht]:/ / / / Z(T+1)(50+7—1(31_30)+'“
0 0 0 0

+ 7 (sp—8p-1) + 7(t—s;)) drdr, - - - dTodm
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Integration iiber I, ergibt dann

(=Pl < 7 [ o sl o |h;;+1/ 2 dt.

In In

Dies sieht man wie folgt. Vertauschung der Integrationsreihenfolge ergibt zunéchst

1 prm Tr—1 [Tr
|2[s0, - - ,sr,t]|dt§/ / / / ( |20 (0 + 71 (s1—80) + - - -
In o Jo 0 0 In

+ 7 (8,—8,21) + 7(t—s,))] dt) drdr, - - - dredTy .
Wir setzen nun
=80+ m(s1—80) + -+ 7(8,—5.1) + T(t—5,)

und finden wegen d¢ = 7dt:

120D (s 4 Ty (81— 50) + - 4 (8, —8p_1) + T(t—s5,))| dt < T/ 120D ()] de .
In In

Dies impliziert

1 Tl Tr—1 Tr
/|z[so,-~,smt]|dt§// / / TdeTT“'dedTl/ |20 (€)| de
In In
hr+1/ ‘ZT+1|dt

Das Argumentation fiir die Projektion P,z verlduft ganz analog. Q.E.D.

S

Die Abschétzung (7.4.57) bezieht sich auf den Fehler zum Endzeitpunkt ¢y =ty + 7.
Natiirlich folgt hieraus auch eine entsprechende Abschiitzung iiber das ganze Integrati-
onsintervall I, wenn man den jeweiligen Zeitpunkt ¢, als Endpunkt des Intervalls [to, t,]
betrachtet und (7.4.57) sinngeméfl anwendet.

7.4.3 Auswertung der a posteriori Fehlerabschitzung

Wiihrend die Interpolationskonstante c¢; sehr préazise angegeben werden kann, ist die
Bestimmung der Stabilitdtskonstante cg i. Allg. schwierig. Dies hat im Wesentlichen drei
Ursachen:

— Die Koeffizientenmatrix B* des dualen Problems hingt explizit von der (unbekann-
ten) exakten Losung u ab.

— Die Inhomogenitét des dualen Problems ist gerade der (unbekannte) Fehler zy, =

exllen ™.
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— Selbst bei Kenntnis der exakten Matrix B* sowie der rechten Seite e wiirde eine
direkte Abschéitzung mit Hilfe der Struktureigenschaften des Problems, d. h. der
Funktion f,, in der Regel eine zu grobe Schranke fiir cg liefern.

Wir wollen nun die Aussage von Satz 7.5 zunéchst fiir den einfachsten Fall mit r = 0,

d. h. das dG(0)-Verfahren, konkretisieren. Dazu notieren wir zunéchst als Spezialfall von
Hilfssatz 7.3 die folgende Interpolationsabschétzung:

1z = Poz)uall < hn ; 12"l dt, (7.4.66)

d. h.: Die Interpolationskonstante ist in diesem Fall ¢; = 1. Zur Bestimmung der zu-
gehorigen Stabilitdtskonstante cg stellen wir folgenden Hilfssatz bereit.

Hilfssatz 7.4 (Duale Stabilitét): Fir die duale lineare AWA (7.4.51) gilt die a priori
Abschitzung

/ |7l dt < B, = / 1B (t)]] dt . (7.4.67)
I I

Ist die Funktion f(t,x) strikt monoton,
*(f(t,.ﬂ)*f(t,x/),l'*l') > ')/H.’L'*.Z'/H27 :CvxleRda

so gilt

/||z’|\ dt <min{T,2/v}sup ||B*||. (7.4.68)
1 I

Beweis: Zunichst gilt offensichtlich
[11de= [1ala < psupllel. (7.4.69)
I I 1
Zur weiteren Abschéitzung der rechten Seite schreiben wir
tN
2(t) = v(ty) + / B*zds
¢
und erhalten
tn
2@ < =) +/ 1B*[|[|=] ds -
t
Anwendung des Gronwallschen Lemmas (diesmal riickwérts in der Zeit) ergibt

l=(0)] < exp ( / 1B ds) 1=t

bzw.
Sl}pHZ(t)H < eP|lz(tw)]l -
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Kombiniert mit (7.4.69) ergibt dies die erste Behauptung. Sei nun die Funktion f(¢,z)
als monoton angenommen. Damit wird auch die Matrix B* definit im Sinne

1
(B = / (Lot U+ se)y)ds > Al
0

Multiplikation von (7.4.52) mit —e?*~=% 2 ergibt

_1d

LI {022} %vew(tw—t) 2 tn(Brs 2y = 0

und folglich nach Integration von ¢ nach ty

()] < e 2z (tn)

Wir kombinieren dies mit (7.4.69) und finden

J e < sup 5] {002 at ()] < min{T, 20 sup B tex) .
I I

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

Die Schranken cg = e? bzw. cg = min{T,2/v}sup; ||B*|| aus den a priori Abschiit-

zungen (7.4.67) bzw. (7.4.68) sind i. Allg. fiir praktische Zwecke viel zu grob. Zur Aus-
wertung der a posteriori Abschéatzung

lexll < es max hnl|[Uln—| (7.4.70)

1<n<N

sollte man daher cg numerisch zu schitzen suchen. Dies kénnte etwa nach folgender
Strategie geschehen:

1. Die Koeffizientenmatrix B(t) wird approximiert durch

B(t) = /0 1 £ U+ se)ds ~ fo(t,U). (7.4.71)

Dies ist gerechtfertigt, da bei zunehmender Approximationsgenauigkeit in Folge der
Gitteranpassung der Fehler e immer kleiner wird (garantiert durch die a priori
Fehlerabschétzung).

Der Fehler e, wird durch die Differenz der Losungen zu zwei aufeinander folgenden
Gittern approximiert:

ey & éy = UM =U", zy:= ey ey (7.4.72)
Dies ist gerechtfertigt, wenn das h'-Gitter bereits sehr fein ist und somit nur heu-
ristisch (und gegebenenfalls durch den Erfolg) begriindbar. Im Fall, dass man nur

an einer einzelnen Fehlerkomponente ey ; interessiert ist, kann dagegen mit dem

festen Anfangswert zy := (5§i))§»\’:1 gearbeitet werden.
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3. Das duale Hilfsproblem
Z(t) + f(6U) () =0, to<t<ty, Z(tn)=2z4, (7.4.73)

wird numerisch auf dem aktuellen (oder aus Sparsamkeitsgriinden moglicherweise
auch auf einem groberen) Gitter gelost. Aus der resultierenden approximierenden
Losung Z € S,(lr)(f ) wird dann der duale Fehler z — Z oder direkt die globale
Stabilitatskonstante cg geschétzt:

N
/||z’||dt ~ > all[Z]aall = és. (7.4.74)
1 n=1

Fiir die dG(r)-Verfahren hoherer Ordnung, r > 1, werden zur Auswertung der hoheren
Ableitungen 2+ der dualen Losung diese direkt mit Hilfe von entsprechenden Differen-
zenquotienten oder (bei nicht zu komplizierten Differentialgleichungen) unter Ausnutzung
der Rekursion z/ = —B*z aus der gerechneten Niherung Z geschitzt. Fiir das dG(1)-
Verfahren ergibt sich somit z. B. die approximative Fehlerschéitzung

N
I ) o
lexll = 5 DBl Ul 1B (2] + BYZ; | (7.4.75)
n=1

Dieser ganze Prozess sollte wihrend der fortschreitenden Gitterverfeinerung (und da-
mit einhergehender Fehlerreduktion) iteriert werden. Den Einfluss der unter (1) - (3) be-
schriebenen Approximationsschritte kann man prinzipiell auch a posteriori kontrollieren.
Dies wird jedoch im Detail sehr kompliziert, so dass man sich meist mit einer einfachen
yad-hoc-Kontrolle® der Entwicklung des Schétzers bei fortschreitender Gitterverfeinerung
begniigt. Wir wollen zum Abschluss dieser Diskussion noch eine a priori Abschétzung fiir
den Fehler durch den Linearisierungsschritt (1) angeben.

Satz 7.6 (Linearisierung im dualen Problem): Sei z € V(I) die (eindeutige) Li-
sung des linearisierten dualen Problems

)+ f6U)2(1) =0, to<t<ty, Z(tn)= 2%, (7.4.76)

wobei etwa 2% = |ley]|tey zur Abschitzung des Endzeitfehlers gewdihlt ist. Damit gilt
die gestirte a posteriori Fehlerdarstellung

lewll = R(U; 2 = Z) + O(sup lell?), (7.4.77)
mit dem Residuum R(U;-) von U wie oben und einem beliebigen Z € S,(ZT)(I) .

Beweis: Die variationelle Formulierung des gestorten dualen Problems (7.4.76) lautet

AUsp,2) = (¢4, 55) Ve e V(D) (7.4.78)
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mit der 1. Ableitung von A(:;-) bei U:

A/(U§ 9077]) = _Z/I (C,O,U/-i-fm(t, U)*U) dt — 2(@;,[v]n,)+(¢ﬁ7vﬁ).

Die 2. Ableitung von A(+;-) am Argument 7 hat die Form

N
A9, 0,0) = —Z/ (s fau(t,m)"v) dt
n=1"1In

mit der 2. Ableitung f,, von f nach dem Argument x:

o= (G,

0x 0y /ijh=1

Durch Taylor-Entwicklung bis zum Restglied 2. Stufe erhalten wir
1
Au;2) = A(U;2) — A'(Use, 2) —/ A"(U + se;e e, 2)(s — 1) ds
0

bzw.

1
A(U;e, z) = R(U;2) +/ AU + se;e e, 2)(s — 1) ds
0

mit dem Fehler e := v — U . Wihlen wir in der variationellen Formulierung des dualen
Problems(7.4.78) als Testfunktion ¢ := e, so ergibt sich

1
lexll = A (Use, 2) = R(U; %) +/ A"(U + se;e e, 2)(s — 1) ds.
0

Hieraus folgt mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitidt die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung: Eine verfeinerte Schrittweitenwahl ist auf Basis der ,,gewichteten* a poste-
riori Fehlerabschatzung

el < Y- {sup 1A@) - PR [ 11 Pt} (7479

n=1

moglich. Dabei sind die ,,Residuen® p,, := ||R(U)—F,_1R(U)|| direkt auswertbar, wihrend
die ,,Gewichte“

wp = | |lz=Pz| dt
In

aus einer numerisch berechneten diskreten dualen Losung approximiert werden miissen.
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7.4.4 Adaptive Schrittweitenwahl beim dG(0)-Verfahren

Die Strategie zur adaptiven Schrittweitensteuerung beim dG(0)-Verfahren sieht dann wie
folgt aus. Sei eine Fehlertoleranz TOL > ¢ (Maschinengenauigkeit) vorgegeben. Be-
ginnend mit einem (moglicherweise dquidistanten) Gitter 7p mit Schrittweitenvektor
(hslo))Nil werden auf einer Folge von sukzessiv verfeinerten Gittern Ty, kK = 0,1,2, ...,
mit Schrittweitenfolgen (h4”)M, Niherungslosungen U® € S (I) erzeugt, so dass nach
K Schritten gilt

Ju(ty) — US| < TOL. (7.4.80)

Im k-ten Verfeinerungsschritt wird mit der erreichten Losung U = U® auf dem Gitter
T zunéchst das duale Problem (7.4.51) nidherungsweise gelost, wobei als Startwert die
Differenz Z; = [[(U*=D—~U®) || "H(U*D-U®), genommen wird. Mit der (diskreten)
dualen Losung Z wird eine approximative Stabilitdtskonstante cg bestimmt zu

¢s = SN2l (7.481)

Die Interpolationskonstante, in diesem Fall ¢; = 1, wird als im Voraus bestimmt an-

genommen. Damit wird dann der aktuelle Fehler geschéitzt etwa durch die a posteriori
Abschéitzung (7.4.63):

lexll ~ eser max (B U)-i])} (7.4.82)

Um eine gesicherte Abschitzung fiir sup; |[u—U|| zu erhalten, muss dieser lokale Pro-
zess fiir jeden Zwischenzeitpunkt ¢, € I separat durchgefithrt werden, was sehr aufwendig
werden kann.

Das Kriterium zur lokalen Verfeinerung der Gitterweite ist nun, inwieweit die lokalen
Beitrage der Intervalle I, zum Gesamtfehler jeweils noch iiber der gegebenen Toleranz
liegen. Dazu setzt man

pu = |y U |

und fragt bei den Zeitschritten ¢,_; — ¢, jeweils ab, ob

(a) CSCIhnpn > TOL7
(b) %TOL < cscrhpp, < TOL,
(¢) cscrhpp, < 3 TOL.

Im Fall (a) wird die Schrittweite h, halbiert, im Fall (b) beibehalten und im Fall (c)
verdoppelt. Nach Erreichen des Endzeitpunkts ¢y + 7" wird mit der gerade berechneten
Naherung U erneut das duale Problem gelost und eine verbesserter Wert fiir die Sta-
bilitdtskonstante cg bestimmt. Mit diesem wird der ganze Gitteranpassungszyklus dann
wiederholt. Dieser Prozess fithrt nach endlich vielen Schritten zu einer Aquilibrierung
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der lokalen Fehlerindikatoren cgcrhy,p, iiber dem Intervall I und zur Reduzierung des
Gesamtfehlers unter die Toleranz TOL:

cseymin {h,p,} = |lu(tn) — Un| = cseymax {h,p,} = TOL,

wobei das erreichte Endgitter dann in gewissem Sinne ,optimal“, d. h. sparsamst ist.

7.4.5 Vergleich zwischen dG- und Differenzen-Verfahren

Wir wollen die wesentlichen Unterschiede der beschriebenen residuen-basierten Fehler-
und Schrittweitenkontrolle beim Galerkin- Verfahren zur traditionellen Schrittweiten-
steuerung bei Differenzen- Verfahren diskutieren. Dazu beschrinken wir uns wieder auf
den einfachsten Fall, namlich das dG(0)-Verfahren angewendet fiir eine autonome AWA

W)= f(u), t >0, u(0)=u.

fiir t — 1 singuldr wird. Die Lipschitz-Konstante von f(-) entlang dieser Lésung verhilt
sich fiir 0 < ¢, <1 wie L(t,) = 2(1 —t,)7':

[f (@) = fW)| = [z +yllz —yl < 2max{|z], [y[}z —y].

Fiir diesen Fall ist das dG(0)-Verfahren

(U, ) = / JO),0)dt Vg e Po(L), n>1, Uy —up,

dquivalent zum impliziten Euler-Verfahren
Un = Un—l + hnf(Un): n 2 17 UO = uOy

wenn man jeweils U, := U, setzt und beriicksichtigt, dass U, = U, .

dG(0)-Verfahren: Die Schrittweitenkontrolle beim dG(0)-Verfahren basiert in diesem
einfachen Fall auf der a posteriori Fehlerschétzung

enl =~ eser max {[[U) ]}

mit der Interpolationskonstante ¢; = 1 und der Stabilitéitskonstante cg aus der a priori
Abschétzung fiir das duale Problem

tn
/ || dt < cs.
to
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Das Kriterium fir die Wahl der lokalen Schrittweite ist

TOL
By = =R YUl (7.4.83)
CrCspn

Nehmen wir an, dass die verwendeten Schrittweiten bereits klein genug sind, so dass

ho ' [ULn] & g — | & sup [u],
so wird )
hn ~ (cgsup [u']) TOL.
I

n

Bei dem Testbeispiel ist die Stabilitétskonstante bestimmt durch das duale Problem (nach
Linearisierung um die exakte Losung u)

2
1—1t

A(t) = exp <2 /;n 1d_‘95> S(ty) = (11_ti>2z(m),

cs < (1 —ty)™2

Z(t)=— 2(t), 1>t,>0, =z2(ty)=1,

mit der Losung

so dass

Dies ergibt unter Beachtung der Beziehung sup; |u/| & (1 —t,)"? und der Schrittweiten-
formel

By~ (1 —t,)*(1 — ty)* TOL, (7.4.84)
als Konsequenz ein gleichméfliges Fehlerverhalten

sup |e] ~ TOL, 0 <ty <1.
[0,tn]

Zur Abschitzung des Rechenaufwands zur Erzielung dieser Genauigkeit (ohne Beriick-
sichtigung des zusétzlichen Aufwands zur Fehlerkontrolle) bestimmen wir die Anzahl N
von Zeitschritten zur Erreichung des Endzeitpunkts ¢y aus der Formel

N

N’ZN:’”L*I“’ Y (7.4.85)
_n:1 e TOL(l—tN)2 1(1—tn)2 ~ (1_tN)3TOL' <.

Bei Anndherung an die Singularitét erhoht sich der Aufwand fiir feste Fehlertoleranz TOL
also kubisch mit dem reziproken Abstand zu ¢t = 1.

Euler-Verfahren: Die iibliche Schrittweitenkontrolle beim (impliziten) Euler-Verfahren
basiert auf der a priori Fehlerabschéitzung (e, = u(t,)—U,, ey = 0)

len| < K(tw) Y halma(w)] (7.4.86)

n=1



184 KAPITEL 7. GALERKIN-VERFAHREN

mit dem lokalen Abschneidefehler

|Tn(u)| - |h;1(un - unfl) - f(un)| < %hn sup |u”|>

n

und einer Konstanten K (¢y), die sich im allgemeinen Fall wie

K(ty) ~ exp (/Om L(#) dt) ~ e (2 /OtN 1d—tt> T —1tN)2

verhilt, wobei L(t) wieder die Lipschitz-Konstante von f(-) entlang der exakten Losung
u(t) ist. Sei TOL die zu garantierende Fehlertoleranz. Der lokale Abschneidefehler |7,|
wird mit Hilfe eines Extrapolationsschritts iiber das Intervall I,, geschatzt. Nimmt man
an, dass diese Schitzung exakt ist, so ergibt sich die neue Schrittweite dann geméf

TOL

hy " .
" K(ty)supy, [u”]

(7.4.87)
Hier muss die stark wachsende Stabilitédtskonstante K (t,) auf jeden Fall mit beriicksich-

tigt werden, um eine krasse Unterschétzung des Fehlers zu verhindern. Wegen sup; |u”| ~
(1 —t,)"3 fiihrt diese Schrittweitenkontrolle auf

hy =~ (1 —tyx)*(1 —t,)* TOL. (7.4.88)

Wir wollen aber nicht vergessen, dass i. Allg. diese Konstante nicht bekannt ist, und man
iiblicherweise rein heuristisch K (ty) = 1 setzen wiirde. Vergleich der Schrittweitenformel
(7.4.88) mit der entsprechenden Formel (7.4.84) fiir das dG(0)-Verfahren zeigt, dass erstere
bei Anndherung von ¢, — 1 eine stirkere Reduzierung von h,, erzeugt, was sich natiirlich
auch in einem deutlich hoheren numerischen Aufwand niederschlégt:

N

1 1 1 1 1
Na~—""Nh, R .
(1—ty)? Z (1—1t,)® TOL! (1 —ty)* TOL

n=1

Im Gegensatz zur residuen-basierten Fehlerkontrolle des Galerkin-Verfahrens wéchst hier
der Aufwand mit der vierten Potenz des reziproken Abstandes zu ¢t = 1. Dieser Effekt liele
sich durch eine Verfeinerung der Schrittweitenstrategie, die aber in den iiblichen ODE-
Codes nicht iiblich ist, vermeiden. Dazu bestimmt man die lokale Schrittweite anstatt aus
(7.4.87) geméB der Formel

2 TOL
v N R () supy, ]

(7.4.89)

Dies ist wegen der Verwendung der (am Zeitpunkt ¢, noch unbekannten) Gesamtanzahl
N der Gitterpunkte eine implizite Strategie, die eigentlich keine vorwiértsschreitende Wahl
der lokalen Schrittweiten h, erlaubt und in jedem (globalen) Verfeinerungsschritt hin-
sichtlich der tatséchlichen Grofle von N nachiteriert werden miisste. In der Praxis wiirde
man aber, wenn die Verfeinerung in jedem Schritt nicht zu abrupt erfolgt, einfach den
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Wert fiir N von der vorausgehenden Verfeinerungsstufe verwenden. Nach dieser Strategie
ergibt sich die Schrittweitenformel

h, ~

TOL 12 TOL\ /2 ‘
(NK(tmsupmf) ~ ( N ) (1= tw)(1 = )",

sowie die zugehorige Schrittzahl

N\ 1 & 1 N\ 1
N =~ Zhn ~ .
TOL Lty &= " (1—t,)%2 TOL (1 —ty)3/?

bzw.
1 1

N~ ———
TOL (1 — ty)?

Es ergibt sich nunmehr die gleiche Aufwandschiitzung wie beim Galerkin-Verfahren. Dazu
ist aber beim Differenzenverfahren eine hinreichend genaue Schitzung (durch Zusatzrech-
nung) der Abschneidefehler 7, erforderlich, wihrend beim Galerkin-Verfahren nur die
leicht berechenbaren Residuen p,, eingehen.

Bemerkung: Ein alternativer Zugang zur a posteriori Fehlerschiatzung beim Differen-
zenverfahren verwendet ein ,,diskretes Dualitdtsargument dhnlich dem , kontinuierlichen®
Dualitatsargument beim Galerkin-Verfahren. Ausgangspunkt ist wieder die linearisierte
Fehlergleichung

en = en_1 + haf' (Up)en + hoTo(u) + h,O(e2). (7.4.90)
Sei Z, die Losung des riickwérts laufenden Euler-Schemas
Znr = Zn+ b f'(U) Zn1, 0 <ty < t, (7.4.91)
mit Startwert Zy . Damit gilt

(6»,” Zn) = (en, Zn_Zn—l) + (en—en_h Zn—l) + (en_h Zn—l)
= _hn(env f/(Un)Zn 1) + hn(f/<Un)en7 anl)
h (Tn(u) + O(ei) n— 1) + (enfla anl)y

and nach Summation fiir 1 <n < N:

(€N7ZN):(€OaZO)+Zhn(Tn u) + Ofe ) 1)

n=1

Fiir Zy := en|lex||™" und ey = 0 erhalten wir

lex]| <05k2h {IIma ()] + O(leal®)}, (7.4.92)
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mit der diskreten Stabilitdtskonstante cgy := maxo<p<n_1||Z,||. Vernachldssigung des
quadratischen Fehlerterms ergibt dann

N
HeN” =~ Csk Z hnHTn(Un)”a (7.4.93)
n=1

mit der Approximation 7,,(U,) = 7,(u) fiir den Abschneidefehler. Hier ist die i. Allg. zu
pessimistische a priori Fehlerkonstante K (ty) ersetzt durch die a posteriori Stabilitéts-
konstante cgy, . Die letztere wird in der Praxis aus der berechneten dualen Losung Z,, zu
einer Approximation des Startwerts Zy = ey|len|| ™! berechnet. Die auf der Abschétzung
(7.4.93) basierende Schrittweitenkontrolle ist wieder implizit wie die fiir das Galerkin-
Verfahren, liefert aber brauchbare Fehlerabschidtzungen.

Fiir beide Verfahrensvarianten, Differenzen- oder Galerkin-Verfahren, kann die Ef-
fizienz der Rechnung durch Verwendung einer stirker lokalisierten Adaptionsstrategie
noch weiter verbessert werden. Ausgangspunkt ist die , gewichtete* a posteriori Fehler-
abschitzung (7.4.79)

N
lexll < 3 K2 pun

n=1

mit den ,,Residuen“ und ,,Gewichten*
Pn = bup|R(U)‘7 Wp = hv_Ll |Z_p0'z|dt7
I, In
oder

1
Pn = h7_11|[U]n—1|a Wp = ) |Z/| dt.
In

Wie schon vorher berechnen wir p,, ~ sup; [u/| =~ (1—t,)"? und

AT /In(lt) At~ by

Basierend auf der obigen ,gewichteten® a posteriori Fehlerabschitzung ergibt sich die
Schrittweitenwahl

Wy =

TOL \1/2 o TOLY?
hn = (anwn) ~ (1= 1) (1= T) 7
Folglich wird
N YU, (RN S P
= (1-T)TOLY? &= (1 —t,)* ~ (1 - T)TOLY*’

und schliefllich
1 1

~
~

(1-T)2 TOL’
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Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass selbst bei sehr einfachen AWA nur durch sehr
sorgfaltige Beriicksichtigung der Regularitédts- und Stabilitdtseigenschaften des zugrun-
de liegenden Problems eine zuverldssige und effiziente Fehlerschétzung und Schrittwei-
tensteuerung moglich ist. Der Galerkin-Ansatz hat dabei klare konzeptionelle Vorteile
gegeniiber dem Differenzenverfahren, auch wenn beide hier bei diesen extrem einfachen
Beispielen bei richtiger Anwendung der Theorie auf dhnliche Ergebnisse fiihren.

7.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.1: Das dG(1)-Verfahren nimmt angewendet auf die AWA

u'(t) = f(t,u(t)), t>to, wulty) = uo,,

die folgende Gestalt an:

2
Urj - f(ta U) dt + U7 1 U'r: - Ur:,L—l - hi f(ta U)(t - tnfl) dta
In n JIn
fir n =1,...,N. Dabei ist fir n > 2 der Wert U, _; vom vorausgehenden Intervall
I,y = (tn_2,t,_1] her bekannt, und U, ,U,"; sind die beiden zu bestimmenden Werte
auf dem Intervall I, = (th_1,t ] Fiir n =1 ist Uy :=u’ der gegebene Anfangswert der

Anfangswertaufgabe bei g .

i) Man konkretisiere dieses Verfahren mit der Setzung v, := U, als implizites Einschritt-
verfahren fiir eine lineare, autonome AWA mit f(t,z) = Ax +b.

i) Welche Ordnung hat dieses Verfahren?
ili) Wie sieht das zugehorige Stabilitdtsintervall aus?

Aufgabe 7.2: Im Text wurde fiir Funktionen v € P.(I,,), I, = (t,_1, t,] , mit Hilfe eines
Transformationsarguments die diskrete ,,Sobolewsche Ungleichung*

1/2
bup|v ) <k /|U 2t —ty,_ 1)dt+|vn|2)
bewiesen. Man zeige mit derselben Argumentation die Variante
sup [0(t)] < & (/ W) dt+ht| [ o) dtD .
teln In In

Welche von den beiden Abschiitzungen gilt auch gleichméaBig fiir Funktionen v € C* (fn) ?
Man gebe eine Begriindung.

Aufgabe 7.3: Im Text wurde gezeigt, wie auch das explizite Euler-Verfahren (Polygon-
zugmethode) iiber einen ,unstetigen* Galerkin-Ansatz gewonnen werden kann.

a) Man reproduziere die Herleitung des betreffenden expliziten unstetigen Galerkin-Ver-
fahrens dGey,(0).
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b) Man zeige, dass dieses dGex,-Verfahren eine dhnliche a priori Fehlerabschétzung zulésst
wie sein implizites Gegenstiick dG(0):

3 2 — < LfT / .
su?|(u U)(t)| < (1+ LgTe™T) 1271%)?\/{% sup |u/(t)| }

te tel,

¢) Man stelle das entsprechende dGeyp(1)-Verfahren auf. Lésst sich hieraus durch Einsatz
geeigneter Quadraturformeln ein explizites Differenzenschema zweiter Ordnung ableiten?

Aufgabe 7.4: Sei I, eines der (halboffenen) Teilintervalle von I = [to,to—ﬁ—T]i mit Linge
hy, = t, — t,_1 . Die sog. L?>-Projektion mu € P,(I,) einer Funktion u € C(I,) auf den
Polynomraum P,(I,,) ist definiert durch

{u(t) — mu®) }et)dt =0 Ve € P.(1,).
In
Fiir v € C""Y(I,,) gilt hierbei die Fehlerabschitzung

1
sup |(u — mu)(t)] < R sup [u" Y (1),
sup (1 = (1) < (g sup ()

(i) Man beweise diese Aussage fiir die Spezialfille » = 0, 1.

(ii) Man zeige, dass Funktionen f € C(I,) mit der Eigenschaft

f(t)@“) dt=0 Vpe€ P’r(]n)y
In
mindestens r 4+ 1 reellwertige Nullstellen besitzen, und beweise damit die obige Fehler-
abschétzung fiir alle r € Ny .

Aufgabe 7.5 (praktische Aufgabe): Man approximiere die AWA
u'(t) =ut)?, 0<t<1, wu(0)=1,

mit der (singuldren) Losung u(t) = (1 —¢)~' mit Hilfe des ,,unstetigen® dG(1)- sowie des
wstetigen® ¢G(1)-Verfahrens. Die a priori Fehlerabschitzungen aus dem Text garantieren
fiir beide Verfahren das Konvergenzverhalten max; |U — u| = O(h?). Man iiberpriife
die Vorhersage, dass fiir das dG(1)-Verfahren in den diskreten Zeitgitterpunkten ¢, die
héhere Konvergenzordnung |(U — u)(t,)| = O(h*) besteht.

Aufgabe 7.6: Betrachtet werde die AWA
u'(t) =ut)?, 0<t<T<1, u(0)=1,

mit der (singuldren) Losung wu(t) = (1 —¢)~'. Man konkretisiere hierfiir die im Text
angegebene a priori Fehlerabschétzung fiir das DG(0)-Verfahren und vergleiche sie mit
dem entsprechenden Resultat fiir das implizite Euler-Verfahren. Wie wiéichst in beiden
Féllen der Aufwand (gemessen in der Anzahl der Auswertungen von f) in Abhéngigkeit
von der vorgegebenen Toleranz bei Annéherung an die kritische Stelle 7" — 17
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Aufgabe 7.7 (Praktische Aufgabe): Man approximiere die 3-d, steife AWA
u'(t) = Au(t), t>0, wu(0)=(1,0,-1)7,

mit der Systemmatrix

-21 19 =20
A= 19 -21 20
40 —40 —40

und der Losung

1 1
ui(t) = 5672)5 - 5674015{(708(4015) + sin(40t)},
1 1
ua(t) = 56_% - 56_40t{C0S(40t) + sin(40t)},
1
ug(t) = —56_40t{cos(40t) — sin(40t)}

mit Hilfe (a) der Trapezregel und (b) des ¢G(1)-Verfahrens. Zu berechnen ist der Wert
u(2) auf 6 wesentliche Dezimalstellen. Man versuche, in beiden Fillen moglichst sparsam
zu arbeiten. Mit welchem Verfahren lédsst sich diese Aufgabe am effizientesten, d. h. in
geringster Zeit, 1osen?

Aufgabe 7.8: Das cG(1)-Verfahren verwendet auf einer Zerlegung des Losungsintervalls
I = [to,to + T stetige, stiickweise lineare Ansatzfunktionen und unstetige, stiickweise
konstante Testfunktionen.

Man fithre mit Hilfe der Vorgehensweise aus dem Text eine a posteriori Fehleranalyse fiir
das c¢G(1)-Verfahren durch. Abgeschétzt werden soll der Endzeitfehler |[Uy —u(ty)| . Zur
Vereinfachung konzentriere man sich auf den Fall einer linearen autonomen AWA,

u'(t) = Au(t)+b, t>0, u(0)=u,

fiir welche das ¢G(1)-Verfahren dquivalent zur ,, Trapezregel® ist.

Aufgabe 7.9: Man betrachte die approximative Losung der autonomen AWA
u'(t) =ut)?, 0<t<T<1, u(0) =1,

mit der (singuléren) Lésung u(t) = (1—¢)~! mit Hilfe a) des impliziten Euler-Verfahrens
und b) des dG(0)-Verfahrens. Es soll der Wert w(7T'), T' = ty, berechnet werden unter
Verwendung einer adaptiven Schrittweitensteuerung. Was ist der asymptotische Aufwand
N = N(TOL,T) der beiden Verfahren in Abhéngigkeit von der vorgegebenen Fehlertole-
ranz bei Anndherung 7' — 17

a) Fiir das implizite Euler-Verfahren

Up=Up 1 +hU: n>1, Uy=1.
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folgt aus der fiir allgemeine Einschrittverfahreb im Text hergeleiteten a priori Fehler-
abschéatzung die Fehlerschranke

len| < K(T) Z o (w), To(u) = hay (u) + O(h7),

Dies induziert die (implizite) Schrittweitenstrategie

i (W%)lﬂ'

b) Die Schrittweitenwahl in der dG(0)-Methode basiert auf der ,,gewichteten“ a posterori
Fehlerabschétzung

N
|€N| < ¢ Z hnpnwm
n=1

und folgt der (impliziten) Strategie

T
B~ OL .
Nppwy

Aufgabe 7.10 (Praktische Aufgabe): Man l16se die AWA
u'(t) =u(t)?, 0<<1, wu(0)=1,

mit der (singuldren) Losung u(t) = (1 —¢)~' mit Hilfe des dG(0)- und des impliziten
Euler-Verfahrens bei Verwendung der jeweiligen Strategien zur Schrittweitensteuerung
aus Augabe 7.9. Die einzuhaltende Fehlertoleranz ist ¢ = 10~%. Man versuche, moglichst
weit an die singuldre Stelle ¢ = 1 heranzurechnen. Wie entwickeln sich bei den beiden
Verfahren die Schrittweiten fiir ¢ — 17





