5 Extrapolationsmethode
5.1 Das Extrapolationsprinzip

Zunichst diskutieren wir die allgemeine Idee der sog. , Richardson!-Extrapolation zum
Limes“. Gegeben sei ein Algorithmus, der fiir einen Diskretisierungsparameter h, h — 0,
numerische Werte a(h) liefert. Gefragt ist nach dem Grenzwert a (0) = limy, ¢ a(h), der
aber i. Allg. nicht direkt berechnet werden kann. Fiir eine Reihe von Werten hg > hy >

. > hy > 0 sei a(h;) berechnet. Die Extrapolationsmethode interpoliert dann diese
Werte mit Hilfe einer geeigneten (einfach strukturierten) Funktion, etwa einem Polynom
p(h), und nimmt den Wert p(0) als Néherung fir a(0).

Das beschriebene Vorgehen ist insbesondere sinnvoll, wenn a(h) eine Entwicklung der
Form

a(h) = a(0) + aph™ + amr K" 4+ O(R™2) (5.1.1)
erlaubt. Haben wir z. B. fiir eine feste Schrittweite H die Werte a(H) und a(iH)

2
berechnet, so ist offenbar

CL(H) = CZ(O) +an H™ + O(Hm+1) , a(%H) = G(O) + am<%H)m + O(Hm+1) )

Interpolieren wir diese Werte mit einem Polynom p(h) = ag + «,, ™,

_ 2"a(3H) — a(H) g OUH) = a(3H)

p(h) om — 1 Hm@2m—1)

so wird wegen der dadurch bewirkten Eliminierung des fithrenden H™-Fehlerterms in der
Entwicklung (5.1.1):

_ 2"a(3H) — a(H)
- 2m — 1

d. h.: Die Ordnung der Approximation ist von O(H™) auf O(H™"') erhoht. Der Extra-
polationsschritt lasst also zwei dquivalente Interpretationen zu:

- Polynomextrapolation der berechneten Werte a(H;) nach H =0;
- Elimination der fithrenden Fehlerterme in der asymptotischen Entwicklung (5.1.1).

p(0) = a(0) + O(H™"),

Beispiel 5.1: Numerische Differentiation
a(h) = B [f (t+h) = fF(O)] ~ f'(2).
Taylorentwicklumg um ¢ liefert im Falle f € C*:
a(h) = h7'[f () + hf'(t) + 3h% f7(t) + 5h° () + O(h*) — f (t)]
= f'(t) + gh f"(t) + §h* f(t) + O (h%).

Lewis Fry Richardson (1881-1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer ,angewandter Mathematiker®; leistete Pionierbeitrige
zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.
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128 KAPITEL 5. EXTRAPOLATIONSMETHODE

Mit a(0) = f/(t), a1 = 3f"(t), az = % f"(t), ist dies eine Entwicklung vom Typ
(5.1.1). Mit den Werten a(H), a(3H) erhalten wir dann durch

p(0) = 2a(3H) — a(H) = H7' [4f (t+ 5H) = 3f () — [ (t+ H)]

eine Approximation von f’(t) der Ordnung O(H?). Fiir den ,symmetrischen* Differen-
zenquotienten

a(h) = (2h)"" [ f(t+h) = f(t—h)]
gilt im Falle f € C%:

a(h) = (2h) " [f() + hf'(8) + 3h* £/(8) + Gh® £ (1) + 50" F&) (8) + O(R)

= f(O) +Rf@) = b7 (1) + Gh° £ () = g5k F0) + 00)]

= f'(t) + §h° f'(t) + O(n*),
d. h.: Die Entwicklung von a(h) schreitet mit geraden Potenzen von h fort. In diesem Fal-
le erhalten wir bei Interpolation der Werte a(H) und a(3H) durch ein lineares Polynom
in hZ,

p(h?) = 3H*[a(H) = a(GH)] 1* + 3 [4a(3H) — a(H)],

mit
p(0) = 3a(3H) — ga(H) = gH " [2f(t+ 3H) = 2f(t — 3H) — 5 f(t+ H) + 5 f(t — H)]
(t) der Ordnung O(H?). Dies zeigt, dass die Extrapolation
) eine Entwicklung nach geraden Potenzen von h besitzt.

eine Approximation von f’
besonders effizient ist, wenn a(h

Wir betrachten nun den speziellen Fall einer Entwicklung
a(h) = a(0) 4+ a;h? + ash® + ... + a, ™ + O(h™ 1) (5.1.2)

mit einem v > 0. Fiir eine geeignete Folge von Werten hg > hy... > h; > ... > 0 seien
die Werte a(h;) berechnet. Dann bezeichne Ty, (h) das (eindeutig bestimmte) Polynom
k-ten Grades in h?, welches die k+1 Werte a(h;4;), j =0,..., k, interpoliert:

Tie(h) = by + b1hY + ...+ bph* | Tiy(hiy) = alhiyy), §=0,.... k.

Den Wert Ty, := T, (0) = by nehmen wir als Niaherung fiir (0). Zur Abschitzung des
Fehlers Tix — a(0) setzen wir z = h7, so dass

Tix(h) = by + b1z + ...+ by 2~
In der Lagrange-Darstellung hat T;;(h) die Form

k k Z = Ziql
§j LY alhisy), L) = [ == (5.1.3)
Folglich ist

k
k k Ziti 1
Ty = § LW alhig), LY =0 JT =0 I] = - (514)
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Hilfssatz 5.1 (Lagrange-Polynome): Es gilt

k 1 , fir 7=0
S LY = 0 fir T=1,...,k . (5.1.5)

(=D fzizig1 ... zigp , fir 7=k+1

Beweis: Fir 7 = 0,...,k folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit der Lagrange-

Polynominterpolation. Fiir das Polynom p(z) = zF+1 gilt
k k L. k
k+1 _ k+1 LT Al
B R | =R (R}

=0 Ifji=0 Fi T AL
denn die rechte Seite ist gleich der linken fiir z = z;y,, r =0,...,k, und die Koeffizienten
von zF*! stimmen iiberein. Daraus folgt

k)

Z ﬁfjl L( 1)k ZiZitl - Ridk s

was zu beweisen war. Q.E.D.

Damit erhalten wir folgendes Resultat.

Satz 5.1 (Allgemeiner Extrapolationssatz): Unter der Voraussetzung

h;
sup —+ < 1 (5.1.6)
>0 Ty
gilt fiir festes k und i — oo :
Tix — a(0) = O(hFHD7) | (5.1.7)

d. h.: Die Elemente der k-ten Spalte des Extrapolationstableaus konvergieren gegen a(0)
wie O(RFTY) .

Beweis: Unter Verwendung von (5.1.2) und (5.1.5) finden wir

Ty = Z L(k) ZH Z L(k) ao +a1zip; + ..+ akZHJ + zl_:rjl (ak+1 +O(h z+J))]

und folglich

T = a(0) + (=1)% 2z - ... 2k (ag1 + O(R]))
:a(O)—l—zi e Rtk O+ (hi7-~~7hi+k), (518)
—_———

>0
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wobei

G zin = O oy (hiy o higs) = (=1D)F(agss + O(R])) .

Dies impliziert die Behauptung. Wir bemerken, dass im Falle h;41/h; — 1, die Koeffizi-
enten LZ(?) in den extrapolierten Werten Tj;(h) unbeschriankt anwachsen. Q.E.D.

Der Fehlerdarstellung (5.1.8) entnehmen wir, dass fiir festes &, und ap.q # 0, T und
fiir ¢ — oo einseitig entweder von oben oder von unten gegen a(0) konvergiert. Mit den
Grofen

Uik == 2Ti41 — Ti

gilt dann weiter

Uik — a(0) = 2[Tix16 — a(0)] = [Tir — a(0)]

=22i11 Zig2 - Zig14k Okgl (hi+17 cee hi+1+k) (5~1~9)
TR Rl e Rtk Ok (hi7 s hi+k)
2z k
=2 Zitk [_Uk+1(hia cee hi+k) l;pr Ok+1 (hi+17 ~-7hi+1+k) ]
(3
Nun ist
hm Ok+1 (h“ ey hi+k) = _hIIl o-k-&-l(hi-&-la SR hi+1+k) = (—1)k Af41
1—00 1—00

und (in der Regel)

2Zip14k | 2h;{+1+k
= 5 < 1.
Zi hz

Ein Vergleich von (5.1.8) und (5.1.9) zeigt, daf fiir festes & und geniigend grofies ¢ gilt:
Tix, — a(0) ~ —(Uix — a(0)), (5.1.10)

d. h.: Es ist ndherungsweise (wegen der einseitigen Konvergenz Tj, — a(0) )
Ty < a(0) < Uy, oder Uy < a(0) < Ty, (5.1.11)

und beide Seiten konvergieren gegen «a(0) fiir ¢ — oo. Dieses Verhalten der Folgen
(Tit)iens (Uik)ien kann zur Konstruktion eines Abbruchkriteriums verwendet werden:

|Tik — U] <TOL = STOP. (5.1.12)
Unter den Bedingungen
e hiy hita
f—= >0 — <1 1.1
SR o

lasst sich sogar zeigen, dass die Diagonalfolge (Tj;);en schneller gegen a(0) konvergiert
(,,superlineare* Konvergenz) als jede der Folgen (Tj;);en fiir festes k.
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Zur Berechnung der Werte Tj, des Extrapolationstableaus ist es natiirlich nicht sinn-
voll, dazu explizit die Koeffizienten der Polynome Tj,(h) zu bestimmen. Stattdessen wer-
den die T}, rekursiv berechnet, ohne den Umweg iiber die Polynome Tj;(h). Dazu beach-
tet man, dass das lineare Polynom 7j;(z) welches die Werte a(h;), a(h;41) interpoliert,
gegeben ist in der Determinantenform

1

Zi+l — %

a(h;)  z—z

Th(z) =
1() a(hi+1) Zi4l — X

z="h.

)

Im néchsten Schritt schreibt man das Polynom Tj(z), welches die Werte
a(h;), a(hiy1), a(hiie) interpoliert, in der Form

1

Zi42 T %4

T;1(2) 2z — 2z

Tio(2) =
2( ) Ti+1,1(2) Ziy2 — 2

Durch vollstédndige Induktion findet man dann, dass das Polynom Tj(z), welches die

Werte a(h;), ..., a(hiyy) interpoliert, sich aus den vorausgehenden T;j_1(2) rekursiv
aufbaut als
1 Tik_1(z Z—z
Ts(e) = ——— | Toxr®) (5.1.14)
Zivk = Zi | Tiy1p-1(2) 2zigk — 2
Damit erhalten wir fiir die Werte T;. die folgenden Rekursionsformeln:
1 T‘Z - Zi
To=a(h), Typ=—o»| """ (5.1.15)
Zitk = Zi | Tij1 k-1 Zigk
Fiir praktische Auswertung geeigneter ist die Form
Tig—1 — Tic
Ty = Tipor + 2 Ll (5.1.16)

(hi—g/hi)T =1~

bei der nicht durch die méglicherweise kleinen Groien h;, g — h; dividiert wird. Dies ist
gerade der Neville-Algorithmus zur Auswertung des Lagrange-Interpolationspolynoms.
Die Werte T}, werden iiblicherweise in einem sog. ,, Extrapolationstableau® angeordnet:

ho | Too
hV
hi|Tw — Tn
e
4>

ho | Tag
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5.2 Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichungen

Zur Anwendung der Extrapolationsmethode auf die numerische Losung einer AWA miissen
wir zunéchst sicherstellen, dass der globale Diskretisierungsfehler e, = wu(t,) — y, eine
Entwicklung der Art (5.1.2) erlaubt. Wir betrachten wieder die Anfangswertaufgabe

u'(t) = f(t,u(t)), tel=][tyto+T], wulty) =nu’. (5.2.17)

Satz 5.2 (Allgemeine Fehlerentwicklung): Die Funktion f(t,z) sei (N+1)-mal ste-
tig differenzierbar auf I x R%. Dann gilt fiir die durch ein (Lipschitz-stetiges) Einschritt-
verfahren der Ordnung m > 1 fir dquidistante Schrittweite h gelieferte Niherungslosung
Yn , Yo = Ug , die asymptotische Entwicklung

Yo = u(ty) + hem(tn) + ...+ BN en(ty) + BN Enga(tas b)), (5.2.18)

wobei die Funktionen e;(t) unabhingig von h sind, und das Restglied Eni1(t,;h) be-
schrinkt ist.

Beweis: Wir geben den Beweis nur exemplarisch fiir die Polygonzugmethode und den
Fall N = 1,d = 1. Fiir die Losung v € C?(I) gilt dann mit einem Zwischenwert

§n € (tTL?t’ﬂJrl) :
u(t’fl+1) - u(tn) +h f(tnv U(tn)) + %hZUH(tn) + %hs um(gn) :
Fiir den Fehler e, =y, — u(t,) folgt also

ent1 = e+ h{f(tn, yn) = ftn, u(tn))} — 3h*u"(tn) — Ghu" (€n)
=eép+ hf;(tnv u(tn)) en + %hf:az(tnv 7771) ei_
- %hQUN(tn) - %h:ium(gn% M € (U(tn), yn)

Die Funktion €, := %en geniigt dann offensichtlich der Differenzengleichung

nt1 = En+ h{fL(tn,u(ty))E, — 20" (t,)} + K2y, (5.2.19)
mit
T'n = % ;:/z(tna nn) éi - éum(fn) .

Der Konvergenzsatz 2.2 liefert die Abschatzung

n
Litn—t h| < 1,LT .
|en| < eltn—to) hz Ty < 3e ThntlEa}x [u"(t)] =: Kih,

v=1

und damit

rl 3 mase L) K7 e [ (8)] = Ko

Die Beziehung (5.2.19) kann nun als die Anwendung der Polygonzugmethode auf die
lineare AWA

e(t) = fo(t,ult))e(t) — iu"(t), tel, e(t) =0, (5.2.20)
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interpretiert werden, wobei in jedem Schritt noch ein zusétzlicher Fehler h?r, gemacht
wird. Die Fehlerabschétzung aus Satz 2.2 besagen dann, dass

|8, — e(ty)| < ehtin=to) {Z W+ h2|ry|} < Ksh, (5.2.21)
v=1 v=1

mit dem zur AWA (5.2.20) gehérenden Abschneidefehler 7. Also ist
en =he(t,) + h2Es(ty;h), |Es(ty;h)] < K,
was zu beweisen war. Q.E.D.

Dieses Resultat besagt, dass alle hier betrachteten Einschrittverfahren fiir die Extrapola-
tion in Frage kommen, z. B. das explizite Euler-Verfahren

Yn = Yn—1 + hf(tnflvynfl)v

sein implizites Gegenstiick
Yn = Yn—1 + hf(tm yn)7

oder die Trapezregel

Yn = Yn—1 + %h (f(tnayn) + f(tn—lv yn—l))'

Ersteres entspricht dem oben behandelten Beispiel des vorwértsgenommenen Differenzen-
quotienten zur Approximation der Ableitung.

Satz 5.2 fordert die Verwendung einer dquidistanten Schrittweite bei der Erzeugung der
Néaherungswerte ¥, , was eine adaptive Schrittweitenwahl ausschliefit. Damit wird diese
(zeitlich) ,,globale” Extrapolation zur Verminderung des ,globalen“ Diskretisierungsfeh-
lers, bei der in jedem Schritt iiber das ganze Zeitintervall [ty, o + T] gerechnet werden
muss, fiir die Praxis unattraktiv. Stattdessen verwendet man ,lokale“ Extrapolation in
jedem einzelnen Zeitschritt vy, — y,.+1 zur Erhohung der ,lokalen“ Approximationsord-
nung (Konsistenzordnung), d. h. zur Erzeugung einer Differenzenapproximation hoherer
Ordnung.

Bei der Wahl einer geeigneten ,,Basisformel“ fiir die Anwendung der Extrapolation
sollten die folgenden Kriterien beachtet werden:

— Die Formel sollte moglichst ,einfach“ sein, d. h. nur eine Funktionsauswertung pro
Zeitschritt erfordern, denn die Konsistenzordnung kann ja durch Fortschreiten nach
rechts im Extrapolationstableau beliebig erhoht werden. Damit kommen praktisch
nur die obige explizite oder die implizite Euler-Formel, die Trapezregel oder die
Mittelpunktsregel

Yn = Yn—2 + th(tnflv ynfl)

in Frage. Letztere ist allerdings eine Zweischrittformel, auf die Satz 5.2 nicht an-
wendbar ist.
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— Da wir hier nur nicht-steife AWA betrachten, kommen ,implizite* Formel aus Auf-
wandsgriinden nicht in Frage. Damit scheiden die implizite Euler-Formel und die
Trapezregel aus.

— Aus Effizienzgriinden ist es wiinschenswert, eine Basisformel zu verwenden, die eine
asymptotische Fehlerentwicklung nach h?-Potenzen zuldsst. In Analogie zur nume-
rischen Quadratur ist dies, wegen der symmetrischen Positionierung der Funktions-
auswertungen im Integrationsintervall [t, 1,t,] bzw. [t, o, 1,], fiir die Trapezregel
und die Mittelpunktsregel zu erwarten.

Bei Anlegung dieser drei Auswahlkriterien kommt also fiir die Anwendung der (lokalen)
Extrapolation bei nicht-steifen AWA als Basisformel praktisch nur die Mittelpunktsregel
in Frage. Diese erfordert als Zweischrittformel (2. Ordnung) eine geeignete Startproze-
dur (mindestens 1. Ordnung). Fiir die Mittelpunktsregel gilt das folgende Resultat von
Gragg?(1963):

Satz 5.3 (Satz von Gragg): Die Funktion f(t,xz) sei (2m+2)-mal stetig differenzier-
bar auf I x R%, und es sei vy, die durch die Mittelpunktsregel mit expliziter Euler-Formel
als Startprozedur gelieferte Naherungslosung. Dann besteht die asymptotische Entwicklung

Y = u(ty) + Zm: 2 ag(tn) + (= 1)"be(tn)} + A2 2 Egpo(tn; 1) (5.2.22)

wobei die Funktionen ay(t), bi(t) unabhdngig von h sind, und das Restglied Eop1o(t;h)
beschrankt ist.

Wegen des oszillierenden Terms (—1)"by(t,,) ist (5.2.22) nicht ganz eine Entwicklung
der gewiinschten Form (5.1.2). Die Verwendung der expliziten Euler-Formel als Startproze-
dur ist wesentlich; wird stattdessen etwa die Runge-Kutta-Formel 4. Ordnung genommen,
so besteht nur noch eine Entwicklung der Form

2m~+1

Yn = u(t") + Z hk{dk(t") + (_l)ni)k(tn)} + h2m+2E2m+2(tn§ h) :
k=2

Der oszillierende Term (—1)"by(t,) im fithrenden Fehlerglied
Yo — u(tn) = h* a1 (tn) + (=1)" b (ta)] + O(R?)
kann durch einen Trick beseitigt werden. Man bildet den Mittelwert

Yn = iyn—kl + %yn + %yn—l ) (5223)

2William B. Gragg (1936-2016): US-Amerikanischer angewandter Mathematiker; Professor an der
Naval Postgraduate School (Monterey, Californien); Schiiler von P. Henrici; wichtige Beitriige zur nu-
merischen linearen Algebra und zur Numerik von gew. Differentialgleichungen; das nach ihm benannte
Extrapolationsverfahren war Gegenstand siner Dissertation 1964 an der University of California (UCLA,
USA).



5.2. ANWENDUNG AUF GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 135

welcher die Entwicklung besitzt:
o = 3 { ut) + Hultr) + ulta-)}+
+ Zm: R [an(tn) + §{an(tun) + ar(tn-1)}+
k=1
+ (=1)" {be(tn) = {bu(tnsr) + bi(tn-1)} ] } +O(h*?).

Entwickelt man w(t,+1) und ax(tn+1), be(tnr1) in Taylor-Reihen nach h, so erhélt man
eine Entwicklung der Form

Gn = ulty) + h? [ar(ta) + 2 u®(t,)] +

i - 5.2.24
+ Z h% [ak(tn) + (71)nbk(tn)] + O(h2m+2) ’ ( )

deren fiithrender Term kein Oszillationsglied mehr enthélt.

Das Extrapolationsverfahren basierend auf der Mittelpunktregel kombiniert mit der
Mittelung (5.2.23) ist eine der meist gebriauchlichen Methoden dieser Art. Aufgrund der
Oszillationsterme in den Entwicklungen (5.2.22) und (5.2.24) muss man darauf achten,
dass die Schrittweitenfolge

H
hi:*7 1<ng<n <ng <...

nur mit geraden n; oder nur mit ungeraden n; gebildet wird, damit (—1)" stets von ein
und demselben Vorzeichen ist. Eine populiire Folge ist (sog. ,,Bulirsch®-Folge*)

{2,4,6,8,12,16,.. .},

wobei man gewohnlich nicht mehr als 6-8 Extrapolationsschritte ausfithrt. Die ebenfalls
geeignete ,, Romberg-Folge* {2,4,8,16,...} ist wegen der sehr schnell kleiner werdenden
Schrittweiten meist zu aufwendig, wihrend die Folge {1,2,3,4,...} wegen h;/hiy1 —
1(i — o0) ein instabiles Verhalten der T}, bewirkt.

Basierend auf Satz 5.3 sieht das Extrapolationsverfahren nach Gragg-Stoer?-Bulirsch
wie folgt aus:

3Roland Bulirsch (1932-): Deutscher Numeriker; 1967-1969 Assoc. Prof. an der University of California
in San Diego, USA, 1969 Prof. an der Univ. Kéln und ab 1973 Prof. an der TU Miinchen; Beitrége vor
allem zur Numerik von gew. Differentialgleichungen und Optimierungsaufgaben; besonders bekannt durch
die von ihm entwickelte ,,Mehrzielmethode (Mehrfachschiefiverfahren)“ und sein Lehrbuch ,,Numerische
Mathematik® zus. mit J. Stoer.

4Josef Stoer (1934-): Deutscher Numeriker; Professor an der Univ. Wiirzburg; Beitriige zur Appro-
ximationstheorie, Numerik gew. Differentialgleichungen und Optimierungsverfahren; bekannt durch sein
Lehrbuch ,Numerische Mathematik zus. mit R. Bulirsch® basierend auf Vorlesungen seines Doktorvaters
Friedrich L. Bauer (Univ. Mainz).
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(i) Wabhle eine ,,Grundschrittweite® H zur Berechnung der Naherungen

g ~ult,) (n=0,1,2,...).

(ii) Sei y, berechnet. Wéhle ganze Zahlen ny < n; < ... < n, und berechne die
Néherungen
n(t, +vhiyh), hi=H/n;, v=1....n+1,

mit Hilfe der Mittelpunktregel gestartet durch die Polygonzgmethode,
n(tn + hz’ hz) = Yn + hz f(tn; yn)
n(t, + (v + D)hg; hy) = n(t, + (v — D)hy; hy) + 2k, f(t, + vhi,n(t, + vhi; b)),

und setze
~ 1
a(h;) = f(tns1; hi) = Z{U(tnﬂ — his hi) 4 20(tng1; hi) + 0(tnss + iy hi) }.

(iii) Berechne die diagonalen Werte Tj; des Extrapolationstableaus mit Hilfe der Rekur-
sionsformel (5.1.16). Setze y,11 := Tpm , und beginne wieder bei (ii).

Durch Berechnung der Werte
Umm = 2Tm+1,m - Tmm

lassen sich Schitzungen fiir den lokalen Fehler T, — u(t,+1) und damit fiir den Ab-
schneidefehler gewinnen:

Tl ~ H ™ Tom — Ui - (5.2.25)

Das Graggsche Extrapolationsverfahren lésst sich offensichtlich als ein explizites Fin-
schrittverfahren zur Basisschrittweite H auffassen. Seine lokale Genauigkeit (bei exak-
tem Startwert y, ) ist nach Satz 5.1 gerade O(H?™*?) d. h.: Die Konsistenzordnung
ist 2m + 2. Bei Verwendung der Folge {2,4,6,8,12,16} (m = 5) erhélt man also ein
Verfahren der Ordnung 12.

Neben der Polynomextrapolation findet auch die Extrapolation mit rationalen Funk-
tionen Verwendung. In der Tat sind die erzielten Ergebnise bei Verwendung rationaler
Funktionen

Pi(h)
Tix(h) = ;
= Quth)
welche die Werte a(h;), ..., a(h;yx) interpolieren, oft wesentlich besser als die durch Po-

lynominterpolation erzielten. Fiir die Werte Tj, = Ti(0) des zugehorigen Extrapolati-
onstableaus bestehen dann #hnliche Rekursionsformeln wie die oben angegebenen.

Die Anwendung der Extrapolationsmethode auf steife AWAn erfordert die Verwendung
einer A-stabilen Basisformel. Hierfiir kommen in Betracht die einfache implizierte Euler-
Formel oder die Trapezregel, welche wieder eine asymptotische Fehlerentwicklung in h?
erlaubt. Allerdings neigt die Trapezregel zu Instabilitdten gegeniiber Storungen der Daten,
so dass in der Praxis die robustere implizierte Euler-Formel vorgezogen wird.
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5.2.1 Numerischer Test

Fiir die AWA
u'(t) = =200t u(t)*, t> -3, u(=3) = 1/901,

mit der Losung w(t) = (1 4+ 100¢?)~! wurde der Wert «(0) = 1 mit dem Graggschen
Extrapolationsverfahren approximiert: (i =0,...,m)

Nty + (v + Dhis hi) = n(tn + (v — Dl hi) + 2hi f(tn + vhi, n(t, + vhi, b))
(v=1,...,n;+1)
1
a(hy) = 1 {n(tn+1 — hi; h) 4 20(tng1s he) + 0t + b hz)}
und weiter
Ti—1—Tic1 k-1
(h‘i/hiJrk)z -1’

(i=0,....m+1Lk=1,...,m)

Ty = a(h;), Tip=Tip 1+

Yn+1 = Tmma Umm = 2Tm+1,m - /—Tmm-
Die Schrittweitensteuerung erfolgte dabei geméfl dem Kriterium
H™ |Tmm - Umm‘ ~ & = €ps |yn|/H

Bei Verwendung der Bulirsch-Folge {H/2, H/4, H/6, H/8} mit H = 0.1 ergaben sich
mit 17-stelliger Rechnung die folgenden Resultate:

Ordnung | eps honin hyay | Fehler | Auswertungen

m=10 | 107 | 6-1072| 0.1 |2-107* ~ 7.800

Rechnung mit konstanter (mittlerer) Schrittweite:

| 25102 [6-102]  ~4400

Der durch die adaptive Schrittweitenwahl bedingte Mehraufwand an Funktionsauswer-
tungen garantiert die Einhaltung der Fehlerschranke eps ~ 107'2 ohne a priori-Kenntnis
der ,optimalen“ gleichméfligen Schrittweite h = 2.5-1072.

5.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1: Fir die AWA
u'(t) = f(t,u(t)), t >0, u(0)=u,
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soll ndherungsweise der Losungswert «(1) mit Hilfe des Graggschen Extrapolationsverfah-
rens zur Basisschrittweite h unter Verwendung der sog. ,, Bulirsch-Folge* {2,4, 6, 8,12, 16}
berechnet werden.

a) Man beschreibe den Ablauf dieses Verfahrens. Welche Ordnung hat es, wenn die ganze
gegebene Schrittweitenfolge verwnedet wird?

b) Wieviele Funktionsauswertungen sind in Abhéngigkeit von h erforderlich?

Aufgabe 5.2: Die Anwendung der Extrapolationsmethode im Falle steifer AWAn er-
fordert die Verwendung eines einfachern A-stabilen Basisverfahrens, z. B. das implizite
Euler-Verfahren (oder die Trapezregel):

Yn = Yn—1 + hnf(tmyn)7 n>1, Yo = Up-

a) Man beschreibe den Ablauf des Extrapolationsverfahrens mit der impliziten Euler-
Formel als Basisverfahren. Welche Ordnung hat es, wenn die ganze ,,Bulirsch-Folge*
{2,4,6,8,12,16} verwendet wird?

b) Es stellt sich die Frage, ob das resultierende Extrapolationsverfahren ebenso wie das
zugrunde liegende Basisverfahren wieder A-stabil ist. Man diskutiere diese Frage exempla-
risch durch Betrachten eines Zeitschrittes des Extrapolationsverfahrens mit genau einem
Extrapolationsschritt (m = 1):

Wie sieht der Verstdrkungsfaktor w(z) aus? Was kann man {iber sein Verhalten auf der
reellen Achse aussagen; und in der Umgebung von 0 in der komplexen Ebene?

(Bemerkung: Die Trapezregel neigt beim Extrapolieren leicht zu numerisch instabilem
Verhalten und erfordert daher in der Praxis, dhnlich wie die Mittelpunktsregel, die Zwi-
schenschaltung einer zusétzliche Mittellungsprozedur zur Stabilisierung.)

Aufgabe 5.3: Man schreibe die modifizierte Mittelpunktsformel nach Gragg (mit einem
expliziten Euler-Schritt als Startprozedur) zur Schrittweite h/N mit N = 2 als Runge-
Kutta-Methode zur Schrittweite h .

a) Welche Ordnung hat diese Formel?

b) Die Mittelpunktsformel hat ein triviales Stabilitdtsintervall. Man verifiziere, dass diese
Runge-Kutta-Methode trotzdem das ungefihre Stabilitétsintervall ST = [—3.1,0] besitzt.
Dies demonstriert den Stabilisierungseffekt der Graggschen Glattungsoperation.

Aufgabe 5.4 (Praktische Aufgabe): Man realisiere das Graggsche Extrapolationsver-
fahren fiir die AWA

u'(t) = —200tu(t)?, t> -3, u(-3)=—

mit der exakten Losung
1

141002

u(?)
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auf dem Intervall I = [—3,1]. Fiir die Basisschrittweiten h = 27% k = 3,4,5,6 , iiberpriife
man die durch die Theorie vorhergesagten Konvergenzordnungen fir R = 1,2,...,6
Extrapolationsschritte. Die Schrittweiten seien dabei ausgehend von der Basisschrittweite
h geméaf der ,,Bulirsch-Folge*

{h/ni}i=1,...,6a n; € {27 45 67 87 127 16}7

gewihlt.








