3 Numerische Stabilitat

3.1 Modellproblemanalyse

Eine Lipschitz-stetige und (strikt) monotone AWA
u'(t) = f(tu(t), t>to, ulte)=uo, (3.1.1)

hat im Falle sup,.,||f(¢,0)]] < oo eine globale, gleichméfiig beschrénkte Losung. Ist
f(t,0) = 0, so fillt diese Losung sogar exponentiell gegen Null ab. Seien L(t) die
Lipschitz-Konstante und A(¢) die Monotonie-Konstante der Funktion f(¢,-). Wir haben
geschen (siche Ubungsaufgabe), dass das Polygonzugverfahren eine analoge Eigenschaft
besitzt, wenn die strikte Schrittweitenbedingung

. 2)\71—1
i) s

erfiillt ist. Fiir solche Schrittweiten ist das Verfahren also ,numerisch stabil“. Anhand der
skalaren Testgleichung

u'(t) = Au(t), XeC, (3.1.3)
(L = |A|) sieht man, dass die Bedingung (3.1.2) i. Allg. scharf ist. Fiir A € R, A < 0, gilt
Yn = (14+hN)y,—1=... = (1 + hA\)"yo,

d. h.: Fiir h > 2|\,_1|/L2_, = 2/|\| wichst die diskrete Losung exponentiell, fiir h =
2|\n_1|/L?_, = 2/|\| bleibt sie beschrinkt (absolutbetragsmiBig sogar konstant) und fiir
h < 2|A\,_1|/L%_; = 2/|\| fillt sie exponentiell. Die Testgleichung (3.1.3) wird in der
weiteren Diskussion im Komplexen betrachtet, da der Parameter A € C fiir die i. Allg.
komplexen Eigenwerte der Jacobi-Matrix fL(¢, x) steht.

Zur Mlustration betrachten wir folgendes Beispiel
u'(t) = —200tu(t)?, t>0, wu(0)=1,

mit der Losung u(t) = (1 + 100¢2)~!. Es soll der Wert u(3) = 1/901 mit Hilfe des klas-
sischen Runge-Kutta-Verfahrens approximiert werden. Nach den Ergebnissen zur Kon-
vergenz dieses Verfahrens diirften dabei keine Probleme auftreten, insbesondere da die
Losung u(t) fiir t — oo sehr glatt gegen Null abfillt. Man ist daher versucht, mit relativ
groflen Schrittweiten zu rechnen. Bei 17-stelliger Rechnung erhélt man jedoch das in Ta-
belle 3.1 wiedergegebene bedenkliche Resultat (N = Schrittzahl). Offensichtlich zeigt das
ansonsten sehr gutartige Runge-Kutta-Verfahren bei diesem Problem eine numerische In-
stabilitat, wenn die Schrittweite zu grob ist. Im Folgenden wollen wir uns mit der Analyse
und Kontrolle solcher gefidhrlichen Instabilitdten beschéftigen.
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Tabelle 3.1: Beispiel numerischer Instabilitit.

N h lyn — u(3)]
50 | 0.06 ~2-1078
25 | 0.12 ~2-107
20 | 0.15 ~T7-107

151 0.2 overflow (10%)

20 | 0.1538 ~T-107°
19 | 0.1579 | overflow (10%%)

Lineare Stabilitdtsanalyse

Wir nennen zunéchst intuitiv ein Differenzenverfahren ,numerisch stabil“ fiir festes h,
wenn im Falle sup,. [|u(t)[| < oo auch sup,,q [|ya|| < co. Zur [ustration sei das einfache
Testproblem (3.1.3) betrachtet. Das Verhalten der Losung u(t) = upe* fiir t — oo ist
charakterisiert durch das Vorzeichen von Re \:

ReA <0 — 0
ReA=0 p = |u(t)] = |ugle®™? § = |uol (3.1.4)
ReA >0 — 00

Definition 3.1 (Absolute Stabilitit): Fine FEinschrittmethode heifst ,absolut stabil“
fiir ein Ah # 0, wenn sie angewendet auf das skalare Testproblem (3.1.3) fir ReA <0
beschrinkte Niherungen erzeugt: sup,, g |yn| < 0o .

Fiir die Polygonzugmethode liegt also absolute Stabilitdt genau dann vor, wenn fiir
den sog. ,, Verstirkungsfaktor® w = w(Ah) := 1+ Ah gilt |w| < 1. Wir nennen allgemein

SG={z=MeC:|w(z)| <1}

das ,,Gebiet absoluter Stabilitit“ (kurz ,Stabilitdtsgebiet) einer Einschrittformel. Das
Stabilitétsgebiet der Polygonzugmethode ist in Abb. 3.1 dargestellt. Fiir ein festes A mit
ReA < 0 muss die Schrittweite h so bemessen sein, dass Ah € SG ist. Andernfalls
wéchst die Ndherungslosung y, fiir n — oo exponentiell an, obwohl die exakte Losung
beschrénkt ist oder sogar exponentiell abfillt.
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Abbildung 3.1: Stabilititsgebiet der Polygonzugmethode.

Wir wollen nun die numerische Stabilitéit der Taylor- und der Runge-Kutta-Formeln
untersuchen. Fiir das Testproblem (3.1.3) erhélt die Taylor-Methode der Stufe R die
Gestalt

hrfl

ynfl-

T 1 n lvyn 1)*yn 1+hz

Der Verstarkungsfaktor ist also

3

(3.1.5)

R (\b
:2;(

Da die Bestimmung des vollen Stabilititsgebietes SG = {z € C : |w(z)| < 1} schwierig
ist, beschrinken wir uns hier auf die Betrachtung des ,,Stabilitdtsintervalls®

SI={zeR:|w)| <1}

Wir finden
[—2,0] , R=1
—-2.0 R=2
ST = [=2,0] ’
[-2.51...,0] , R=3
[-2.78...,0] , R=4

Sei F(h;t,z) die Verfahrensfunktion einer R-stufigen Runge-Kutta-Methode der Ordnung
m = R < 4. Nach Konstruktion der Runge-Kutta-Formeln gilt dann

R

hrfl
. _ (r—1) R
mmum_2;7rf (t,u) +O(h").
Fiir das Testproblem ist
R
F(h;t,u) Z +(hit,u)
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offenbar ein Polynom in A der Ordnung R — 1. Folglich gilt in diesem Fall

R

h’r—l 3
F(hvt7u):ZTf(T 1)(t7u)7
r=1 :

d. h.: Der Verstarkungsfaktor w der Runge-Kutta-Formeln der Ordnung (m = R <
4) ist derselbe wie der der entsprechenden Taylor-Formeln. Also sind durch die obige
Abbildung fiir R <4 auch die Stabilitatsintervalle der R-stufigen Runge-Kutta-Formeln
der Ordnung m = R gegeben.

Abbildung 3.2: Stabilititsgebiete der (expliziten) Taylor- und Runge-Kutta- Verfahren.

Der obigen Stabilitdtsanalyse entnehmen wir, dass fiir Re A < —1 die Stabilitdt der
durch die Runge-Kutta-Verfahren erzeugten Losungen die Verwendung einer entsprechend
kleinen Schrittweite h erfordert. In diesem Fall wire daher die Verwendung einer Formel
mit einem in der komplexen Ebene moglichst weit nach links reichendem Stabilitédtsgebiet.
Die in dieser Hinsicht ,optimalen* Methoden haben die folgende Eigenschaft:

Definition 3.2: FEine Differenzenmethode heifst ,A-stabil®, wenn fiir ihr Stabilitdtsgebiet
gilt
{zeC|Rez <0} C SG. (3.1.6)

Man kann zeigen, dass explizite Methoden nicht A-stabil sein konnen. Wir werden spéter
sehen, dass die implizite Euler-Methode sowie die Trapezregel

Yn = Yn-1 + hf(tm yn)a
Yn = Yn—1 + %h{f(tm yn) + f(tn—la yn—l)}

A-stabil sind.



3.1. MODELLPROBLEMANALYSE 7

Nutzung der linearen Stabilititsanalyse fiir allgemeine Systeme

Wir wenden uns nun der Frage nach der ,numerischen Stabilitdt“ von Einschrittverfahren
fiir allgemeine (nicht notwendig monotone) Systeme 1. Ordnung der Form (3.1.1) zu. Dazu
miissen wir zunéchst erklaren, was im Folgenden unter der ,,Stabilitit“ der Losung einer
AWA zu verstehen ist. Basierend auf der Diskussion von ,Stabilitdt* in Kapitel 1 fithren
wir folgende Begriffe ein:

Definition 3.3: Die (globale) Lisung u einer AWA
u'(t) = f(t,u(t)), t>to, ul(ty) = uo, (3.1.7)
wird ,,(asymptotisch) stabil® genannt, wenn jede Losung v der gestérten AWA
V() = f(tu(t)), t >t v(t.) =u(ts) + ws, (3.1.8)

zu einem Zeitpunkt t. > to mit einer hinreichend kleinen Storung |Jw.| < 6 ebenfalls
global ist und folgendes gilt:

(v —=w)(®)]| =0 (t— 00). (3.1.9)

Bemerkung 3.1: In der Literatur findet man auch noch eine Reihe anderer Konzepte
von , Stabilitat® fiir die Losungen von AWAn. Statt der Konvergenz |[(v — u)(t)]] — 0
fir (¢ = oo) wird manchmal nur die Beschrénktheit sup,, |(v—u)(t)| < e fiir beliebig
kleines ¢ > 0 gefordert, wobei die Grofie der Anfangsstorung an das e gekoppelt ist:
[lw.l < 0(e). Der stirkste Stabilitidtsbegriff ist der der ,exponentiellen Stabilitat®, bei
der

(v = w)(#)[| < Aemo*)

w., (3.1.10)

d. h. exponentieller Fehlerabfall proportional zur Anfangsstérung, gefordert wird. Ein
hinreichendes Kriterium fiir exponentielle Stabilitdt (und damit auch fiir asymptotische
Stabbilitét) ist, wie wir gesehen haben, die (starke) Monotonie der AWA. Da aber auch
nicht-monotone AWA stabile Losungen haben konnen, operieren wir im Folgenden mit
dem etwas weniger einschriankenden Konzept der (asymptotischen) Stabilitét.

In Anlehnung an die vorausgehende Definition fithren wir nun analoge Stabilitédtsbe-
griffe fiir die Diskretrisierungen von AWA durch Einschrittverfahren ein.

Definition 3.4: Die AWA (58.1.7) sei mit einem FEinschrittverfahren
Yn = Yn—1 + hnF<hna ns Yn, ynfl)a n =0, Yo = Uo, (3111)

mit L-stetiger Verfahrensfunktion diskretisiert. Eine (globale) Lisung (Yn)n>o heifit ,(nu-
merisch) stabil, wenn fir jede Losung (zp)n>n. vON

Zp = Zp—1+ th(hn;tm Zny Zn—l); N =Ny,  Zn, = Yn, T Wy, (3112)
zu einem Zeitpunkt t,, > to mit einer hinreichend kleinen Storung |w.|| < 4§ gilt:

120 = Yl = 0 (n — 0). (3.1.13)



78 KAPITEL 3. NUMERISCHE STABILITAT

Bemerkung 3.2: Analog zu kontinuierlichen Fall wird die Lésung (y,)n>o einer Dif-
ferenzenapproximation als ,exponentiell stabil® bezeichnet, wenn fiir jede Losung der
gestorten Diffenzengleichung gilt:

20 = ] < Ae72tts=te)

well, n>n,. (3.1.14)

Die direkte Anwendung der anhand des Testproblems (3.1.3) gewonnenen Erkenntnisse
zur absoluten Stabilitédt einer Differenzenformel fiir allgemeine Systeme setzt folgendes
voraus:

Hypothese: Die (globale) Lisung u der allgemeinen AWA sei asymptotisch stabil und
alle Eigenwerte A(t) der Jacobi-Matriz fL(t,u(t)) haben die Eigenschaft Re A(t) < 0.
Dann ist ein Differenzenverfahren mit einem Stabilititsgebiet SG C C ,numerisch sta-
bil“, wenn die Schrittweiten h, so gewdhlt werden, dass gilt:

ha Mt,) €SG, n>0. (3.1.15)

Die Berechtigung dieser Hypothese ist in allgemeinen Situationen schwer zu kldren. An-
hand von Beispielen zeigt sich, dass sie falsch sein kann, wenn die Jacobi-Matrix fL(¢, u(t))
nicht diagonalisierbar ist, d. h. kein vollstdndiges System von Eigenvektoren besitzt. Wir
wollen die wesentlichen Schritte zur Rechfertigung der Hypothese skizzieren.

(i) Zunéchst wollen wir diese Frage fiir das kontinuierliche Problem diskutieren. Seien also
u und v (globale) Losungen der AWAn

u'(t) = f(t,u(t), t>ty, u(to) = uo,
V(t) = f(to(t), t >t vt =u(t.) + w,.
mit einer ,kleinen“ Stérung w, . Fiir die Differenz w := v — u gilt dann

wE) = Ft.0(0) = ) = [ () + su(t) ds

- / L0t ut) + sw(t)) dsw(t) = £t u(t))w(t) + O(Jw(®)]?)

Reduktionsschritt 1 (Linearisierung): Bei Vernachldssigung des quadratischen, und damit
als ,klein® anzunehmenden, Terms |lw(t)||? geniigt die Differenz w niherungsweise der
linearen AWA

w'(t) = filt,u(®)w(t), t>t., w(t,) = w,. (3.1.16)

Diese beschreibt im Rahmen einer (lokalen) differentiellen Stabilitdtsanalyse bei t. das
Anwachsen oder Abfallen von Storungen. Man beachte, dass || fL(¢, u(t))| ein Maf fur die
lokale Lipschitz-Stetigkeit von f(¢,z) ist.

Reduktionsschritt 2 (Lokalisierung): Nach ,, Einfrieren® des Koeffizienten zum Zeitpunkt
t. > to erhdlt man das autonome (lineare) System

w'(t) = [t u(t))w(t), t>t., w(ts) = w,. (3.1.17)

T
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Reduktionsschritt 3 (Separation): Ist nun die Matrix A := fI(t,, u(ts)) diagonalisierbar,
so existiert eine regulidre Matrix @, so dass

QAQ ™' = D = diag()\;) (3.1.18)

mit den Eigenwerten \; € C(i =1,...,d) von A. Die Funktion w(t) := Quw(t) ist dann
Losung von

w'(t) = QAQ'w(t) = Dw(t), t>t,. (3.1.19)
Dieses Diagonalsystem zerfillt in die d skalaren Gleichungen
wi(t) = Nwi(t), t>t., i=1,....d. (3.1.20)

Das Verhalten der einzelnen Komponenten w; fiir ¢ — oo ist wieder charakterisiert durch
die Realteile von ;. Wegen der Regularitit von @ folgt die Beziehung

Redi<0 (i=1,....d) < Ju@ <cllw@)l, t=t.. (3.1.21)

Die Stabilitdt des diagonalisierbaren Systems (3.1.17) wird also vollsténdig durch die
Eigenwerte ); von A beschrieben. Uber die skizzierte Argumentationskette (Reduk-
tionsschritte 1 — 3) wird die Stabilitdtsanalyse fiir eine allgemeine AWA lokal auf die
Untersuchung der Eigenwerte der Jacobi-Matrix A = f1(t,, u(t,)), zuriickgefiihrt.

(ii) Die numerische Stabilitidtsanalyse verlduft analog in umgekehrter Richtung. Wir dis-
kutieren hier nur den kritischen Ubergang vom skalaren Modellproblem zum allgemeinen
linearen System. Die verbleibenden Schritte , Lokalisierung® und ,Linearisierung® sind
analog wie im kontinuierlichen Fall. Alle betrachteten Einschrittverfahren haben fiir das
System (3.1.17) die Form

Yn = g(hA)yn_1

mit einer rationalen Funktion g¢(z).Z. B. ist bei den Taylor-Formeln (und bei den Runge-
Kutta-Formeln mit m = R < 4)

Sei die Matrix A wieder als diagonalisierbar angenommen. Wir setzen g, = Qy, und
finden

Yn = Qyn = Qg(hA)ynfl = Qg(hA)Q_lgnfl .
Aufgrund eines allgemeinen Satzes iiber analytische Matrizenfunktionen ist
Qg(hA)Q™" = g(hQAQ™") = g(hD)

und folglich
Yn = g(hD)gn—l = g(hD)nQO )
bzw.
Uni = g(hX)"Goq, 1=1,...,d.
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Wegen der eindeutigen Kopplung 7, = Qy, konnen wir uns bei der Stabilitédtsbetrachtung
also auf die skalare Differentialgleichung «'(t) = Au(t) beschrinken, wobei der Parameter
A € C die Eigenwerte der Matrix A durchlduft. Es sei betont, dass die entscheidende
Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Uberlegung die angenommene Diagonalisierbarkeit
der Matrix A, d. h.i. Allg. Fall der Jacobi-Matrix des Systems, ist. Andernfalls kann, wie
Gegenbeispiele zeigen, die vereinfachte skalare Analyse beim Ubergang zu Systemen zu
Fehleinschéatzungen fithren. Die ebenfalls vorgenommene lokale Linearisierung sowie das
., Einfrieren* der Koeffizienten ist dagegen weniger kritisch.

Beispiel 3.1: Bei dem nichtlinearen Problem vom Anfang dieses Kapitels
u'(t) = —200tu(t)*, t€][0,3], wu(0)=1,

gilt entlang der Losungstrajektorie

1001 min_ £, (¢, u(t)) = —20.

(¢, u(t)) = —400tu(t) = ————
fa(t,ul(t)) u(t) 1+ 1002 t€0,3]

Fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit dem Stabilitdtsintervall ST a [—2.78, 0]
impliziert dies die Schrittweitenbeschrinkung h < 2.78/20 = 0.139. Da die L-Konstante

bei diesem nichtlinearen Problem auBerhalb des relativ kleinen Intervalls [0, 1] iiberall
< 16 ist, wird die Instabilitdt im Bereich h ~ 0.14 nur schwach in Erscheinung treten.
Tatsédchlich beobachten wir in obiger Testrechnung die ,,Explosion® erst bei i ~ 0.158.

Gegenbeispiel zur ,skalaren® Stabilitidtsanalyse

Der Vollstéandigkeit halber geben wir ein Beispiel an, welches zeigt, dass die der auf Varia-
blenseparation beruhenden numerischen Stabilitédtsanalyse zugrundeliegende Hypothese
auch falsch sein kann. Fiir Parameter ;1 < 0, ¢ > 0,a € R betrachte man das System

u'(t) = A()u(t), u(0)=u’, (3.1.22)

-1 B
0 -1’ U(t)_l

Die zeitabhéngige Matrix U(t) ist unitir, U(t)U*(t) = I (Drehung um den Winkel —at
im R?). Der Vollstindigkeit halber wollen wir die Matrix A(t) ausrechnen:

fl(t):U*(t)AU(t):é [z ‘j]l‘ol fﬂ.l: Z]

1
= -1
(-

Anwendung der A-stabilen Trapezregel auf (3.1.22) ergibt

Yn = [ - %h"i(tn)]il[[ + %h‘[l(tnfl)]ynfl- (3123)

A=c'U(HAU(t), A=

—sinat cosat

cosat sinat ]

—sin ot cos at cos® at
—sin® at sin at cos at
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Fiir transformierte Variable v(t) = U(t)u(t) gilt

V'(t) = U'(t)ult) + Ut)u'(¢)
= [U' ) U*(t) + e 'UU ) AU (t)u(t) = [U' (#)U*(t) + e AJo(?)

und somit
-1 +
S = Bolt), B—| Y HETA (3.1.24)
—a  —1/e
Das System (3.1.24) hat die allgemeine Losung
v(t) = c; e + cp e (3.1.25)

mit den folgenden Eigenwerten und zugehorigen FEigenvektoren der Matrix B':

)\1’2 = —8_1 + \/ —CY(O( + ,U/&‘il), Ci2 =

£V a+p/e
V—a

Einschub: Setze a« = -3, pu=3, = % . Dann wird

M =-3+309-3)=3+"2-1)>12,

1.

d. h.: Die Losung v(t) von (3.1.24) wichst fiir ¢t — oo wie e'* | obwohl die Eigenwerte

des ,aquivalenten® Systems (3.1.22) alle negativ sind.
Wir schreiben (3.1.23) in der Form
Yn = Yno1 = Sh At Y0 + Altar)yn-1] - (3.1.26)
Fiir die transformierte diskrete Variable z, = U(t,)y, gilt dann wegen

(I — 5e ' WU (tn 1) AU (tpsaJynia = [ + 5 AU (80) AU (£0) ]y
U*(tn+1)[l B %5_1hA}U(tn+1)yn+l = U*(tn)[l + %5_1hA]U(tn)yn

auch
Zpgr = (I — 37 RA]T U (b)) U (t0)[I + 27 hA]z,
bzw.
Znp1 = (I — 27" RA]TTU(R) (I + e " hA]z, = M z,. (3.1.27)
Hierbei wurde beriicksichtigt, dass (geometrisches Argument)
coslpiq  sinat,yq cosat, —sinat,
Utn1)U* (tn) = . ’ .
— SNty COS Aty sin at,, cos aty,
B cos oty 1 cosat, +sinat, 1 sinat, —cosat,y 1 sinat, +sinat,.q cosat,
—sinat, 1 cosat, + cosat, 1 sinat, sin at, 11 sin at,, + cos at, 1 cosat,

= U(h).

—sinah cosah

l cos ah sinah]
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Beachte, dass M auch unabhéngig von ¢ ist. Da U(t) unitér ist, ||[U(t)z]] = ||z|, gilt
fiir die Losung v, von (3.1.23) fiir ¢y =0:

[ynll = [1U* () 2nll = (U (tn) M™U (to)yoll = [|U* (tn) MU O0)yoll = [|M"yo| -

Wir berechnen nun die Eigenwerte von M , um entscheiden zu koénnen, ob die diskreten
Losungen y, anwachsen oder abnehmen. Setze 7= —ah, a <0, &= —%ahQ. Dann
erhalten wir durch Taylor-Entwicklung

M=[irT— A" cos(—) sin(=7) ] AT+ A]

—sin(—7) cos(—7)

BT = AT [+ 7]+ O[T+ 4], J= “ _01]

[s7] — A7 ArT + A — ATV A + O(7?)
[%TA’I - I]’l[%TA’1 + 1] —-7AYTA+ O(?)
—I —TATYI + JA] +O(7?).

Nun ist
-1 - 1 1
A= Pl r+ga=
0 -1 -1 1+4+p
und somit
“1+p —(14p+p?
M=-I-71 o) +0(7%).
1 —1—pu

Die Eigenwerte von M sind ndherungsweise mit den Wurzeln ;5 des (gestorten) cha-
rakteristischen Polynoms

X)) =N+ 20+ p+2
gegeben als
MLQ = —1 — T)\LQ + 0(7'2) 5
wobei

)\172:—1i —1—/L

Die Wurzel \; = —1+ /—1 — u ist positiv, wenn p < —2. In diesem Fall wird (fiir
hinreichend kleines 7 = —ah)

| > 1.

Die A-stabile Trapezregel erzeugt dann exponentiell anwachsende Ndherungen vy, =
U*(t,)zn zu der exponentiell abfallenden Lésung u(t,) .

Dieses Beispiel zeigt, dass zur Behandlung ,,nicht diagonalisierbarer® Systeme die nu-
merische Stabilitdtstheorie der skalaren Gleichungen nicht ausreicht.
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3.1.1 Steife Probleme

Die numerischen Stabilitédtseigenschaften einer Differenzenformel sind von essentieller Be-
deutung fiir die Integration sog. ,steifer Probleme.

Definition 3.5 (Steifheit): Eine AWA heifit ,steif* (entlang einer Lisung u(t)), wenn
fir die Eigenwerte A(t) der Jacobi-Matriz fL(t,u(t)) gilt:

maxpe (<o | Re A(t)]
. 1 3.1.28
K(t) N ge (<o | Re ()] > | )

Die Grifle k(t) wird ,Steifigkeitsrate” genannt.

Bemerkung 3.3: Die Realteile der Eigenwerte der Jacobi-Matrix f1(¢,u(t)) stehen in
enger Beziehung zur Lipschitz-Konstante Ly von f(¢-):

t,z) — f(t, < ' (¢ —yll < L¢||lz —
1f(t,x) = f(t,y)] < e, £z Nz —yll < Lyllx — yll,
| Re Amax| < [Amax| < || fr(t, u(t))]]-

Es ist zu beachten, dass bei der Bestimmung der Steifigkeitsrate nur die Eigenwerte mit
negativem Realteil berticksichtigt werden. Diejenigen mit positivem Realteil gehoren zu
exponentiell wachsenden Losungskomponenten und bedingen auf jeden Fall eine entspre-
chende Schrittweitenrestriktion. Steife Probleme zeichnen sich demnach durch Losungs-
komponenten mit stark unterschiedlichem Abklingverhalten aus. Es ist aber nicht gerecht-
fertigt, eine skalare AWA als ,steif zu bezeichnen, nur weil ihre Lipschitz-Konstante L
sehr grof} ist. Denn in diesem Fall miifite ja des Diskretisierungsfehlers wegen sowieso mit
einer entsprechend reduzierten Schrittweite gerechnet werden.

Beispiel 3.2:

—21 19 —20
u'(t) = Au(t), u(0) = (1,0,-1)",  A=| 19 —-21 20 |,
40 —40 —40

Die Eigenwerte von A sind A\, = —2, Ay 3 = —40 £+ 40:¢. Die Lésung des Systems ist

uy(t) = Se™ + Le7*% [cos 40t + sin 401]
up(t) = e — L7 [cos 40t + sin 40¢]

uz(t) = —e % [cos 40t — sin 40t].

Im Bereich 0 < ¢t < 0.1 variieren alle drei Losungskomponenten schnell, so dass die
Notwendigkeit einer kleineren Schrittweite h < 0.1 plausibel ist. Fiir ¢ > 0.1 sind
dagegen u; ~ us nahezu identisch und variieren sehr langsam, wéihrend wus ~ 0 ist. Dies
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Verhalten legt die Wahl einer groberen Schrittweite h > 0.1 in diesem Bereich nahe. Fiir
die explizite Euler-Methode erzwingt jedoch die Stabilitidtsbedingung |1 4 40h| < 1 die
globale Schrittweite h < 0.025. Tatséchlich erhalten wir bei Verwendung von h = 0.04
eine oszillierende Approximation von u; (e im Bild).

-1+

Abbildung 3.3: Lisungskomponenten einer ,steifen AWA und instabile numerische Ap-
proximation ,e“.

Beispiel 3.3: Bei ortlicher Diskretisierung der (1-dim.) Warmeleitungsgleichung

v A v(0,t) = v(1,t) =0
a(l’i) = ﬁ(%t%

mittels des zentralen Differenzenquotionten zweiter Ordnung

82
a—;; (2,8) ~ 55 [0l + A ) = 20(a, 1) + v(w — A, )]

entsteht ein System von d = 1= —

kannten u;(t) ~ v(x;,t):

1 gewohnlichen Differentialgleichungen in den Unbe-

1

ui(t) = A2 [wip1(t) — 2u;(t) +wia ()], i=1,...,d (uo=1ugs1 =0).

Die zugehorige Koeffizientenmatrix
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92 1 0
1 =2
1
A= — € R4
Ax?
-2 1
0 1 -2 |
hat die Eigenwerte
sin(jmrAx/2)72 , 4 2
)\.:77] , =1,....d, Amax ~ — 755  Amin ~ —T .
j Az/2 J Ax? "

Das System ist also umso steifer, je feiner die Ortsvariable diskretisiert wird. Fiir das
explizite Euler-Verfahren erzwingt die Stabilitdtsbedingung dann die Schrittweitenrelation

h<%Am2.

3.1.2 Implizite Verfahren

Zur Integration eines steifen Systems mit nicht bekannter Steifigkeitsrate werden Diffe-
renzenformeln mit moglichst guten numerischen Stabilitédtseigenschaften bendtigt, d. h.
moglichst A-stabile Methoden. Da explizite Formeln nicht A-stabil sein kénnen, werden
zur Integration steifer Systeme fast ausschlieSlich implizite Methoden verwendet. Das all-
gemeine implizite Einschrittverfahren hat die Gestalt

Yn = Yn—1 + hnF(hna tn—lvyn—l-, yn) ) n 2 1. (3129)

Von grofler praktischer Bedeutung sind die sog. ,,impliziten Runge-Kutta-Verfahren*
R
Un = Y1+ D Cko(hnitut,ynr), n>1, (3.1.30)
r=1

R
kr(hn; tnfla ynfl) = f(tnfl + hnam Yn—1 t+ hn Z brsks(hn; tnfly ynfl))a r= 17 ceey R.

s=1

Diese Formeln sind trotz ihrer scheinbar expliziten Form natiirlich implizit, da die k,
als Losungen eines i. Allg. nichtlinearen Gleichungssystems bestimmt sind. Der einfachste
Vertreter fiir R =1 ist die ,,implizite Euler-Methode*

Yn = Yn—1+ hnf(tn7yn)> n > 1 (3131)
Fiir das Testproblem (3.1.3) ergibt sie
Yn = (1 - )\h’)iny(h

mit dem Verstirkungsfaktor w = (1 — A\h)~!. Das Stabilititsgebiet ist also das Komple-
ment der offenen Kreisscheibe {z € C: |1 — 2| < 1}, d. h.: Die implizite Euler-Methode
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ist A-stabil. Fiir Re A > 0 ist sie allerdings auch fiir |1 — Ah| > 1 absolut-stabil; sie kann
also Beschrianktheit der Losung u(t) vorgaukeln, auch wenn w(t) exponentiell wéchst.
In letzterem Fall (fiir Im A = 0) ist jedoch (1 —Ah)™' < 0, d. h.: Die Nidherungswerte
yn haben oszillierende Vorzeichen fiir n — oo, was immer ein Zeichen fiir irgendwelche
numerische Instabilitét ist.

Abbildung 3.4: Stabilititsgebiet der impliziten Euler-Methode.

Aufgrund der grofleren Anzahl von freien Parametern der impliziten Runge-Kutta-
Formeln léasst sich bei gegebener Stufenzahl R eine héhere Ordnung erzielen als mit
expliziten Formeln dieser Art. Insbesondere lassen sich implizite Runge-Kutta-Formeln
beliebig hoher Ordnung konstruieren, die gleichzeitig noch A-stabil sind.

Beispiel 3.4: Die 2-stufige Formel

Yn = Yn—1 + %h{k’l + kz},
ki = f(tams + (3 + 2 guor + Sk + (3 + 2)hky)),
ko = f(tar + (3 = B)h, gy + (2 = Bk + 1hky),

hat die Ordnung m = 4. Ihr Verstarkungsfaktor ist

17, 17
w:ﬂ h = h\
1—3h+5h?’ ’

und ihr Stabilitdtsintervall ST = (—o0,0].

Ein Nachteil dieser ,,optimalen®, impliziten Runge-Kutte-Formeln ist, dass bei ihrer An-
wendung in jedem Zeitschritt Gleichungssysteme der Dimension Rd gelost werden miissen.
Um dies zu vermeiden, verwendet man in der Regel sog. ,diagonal-implizite® Runge-
Kutta-Verfahren (sog. , DIRK“-Formeln), welche zwar eine etwas geringere Ordnung ha-
ben, aber wegen ihrer speziellen Struktur nur die Losung von Sytemen der Dimension d
erfordern. Dies wird dadurch erreicht, dass die in der Darstellung (3.1.30) die Koeffizienten
b.s =0, s > r, gewahlt werden.



3.2. LOSUNG MONOTONER PROBLEME: NEWTON-VERFAHREN 87

Beispiel 3.5: Die allgemeine 3-stufige, diagonal-implizite Runge-Kutta-Formel

Yn = Yn—1 + h{ciky + caka + c3ks},
k1= f(th-1,yn—1), ko= f(tu_1 + ash, Yyn—1 + hbaky + hbasks),
ks = f(tn_1 + ash, yn_1 + hbsi1ky + hbsaks + hbssks),

hat die maximale Ordnung m = 3. Thr Stabilitdtsintervall ist ebenfalls ST = (—o0,0].

3.2 Losung monotoner Probleme: Newton-Verfahren

Das Hauptproblem bei der Anwendung impliziter Differenzenverfahren ist die Losung der
auftretenden, i. Allg. nichtlinearen Gleichungssysteme. In den einzelnen Zeitschritten hat
man bei den allgemeinen R-stufigen impliziten Runge-Kutta-Methoden Gleichungssyste-
me der Dimension Rd zu l6sen, bei den diagonal-impliziten Runge-Kutta-Formeln Syste-
me der Dimension d. Bei grofien Systemen, d > 1, ist dies ein betréchtlicher Aufwand,
der nur im Fall hochgradiger Steifheit des Problems gerechtfertigt ist.

Die Fragen nach der Existenz der diskreten Ndherungen y, und ihrer tatséichlichen
Berechnung wollen wir exemplarisch anhand der impliziten Euler-Methode behandeln.
Der Schritt von ¢,_; nach ¢, erfordert hier die Losung der Fixpunktgleichung

y=Gy) = Yo+ haf(tn,y) . (3.2.32)
Die Abbildung G : R? — R? ist unter der Bedingung
hnl =:1q <1 (3.2.33)
mit der Lipschitz-Konstante L von f(¢,-) eine Kontraktion:

1G(y) = GO < hallf(tn,y) — f(tay')

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert dann genau ein Fixpunkt y =y, von G,
der mit Hilfe der ,,sukzessiven Approximation*

| < hnLlly =9l

y ) = Gy®) . k=0,1,2,..., (3.2.34)

berechnet werden kann. Deren Konvergenz ist aber leider nur garantiert, wenn die Schritt-
weitenbedingung (3.2.33) erfiillt ist. Bei einem steifen Problem mit L > 1 ist diese Forde-
rung aber meist zu restriktiv. In diesem Fall benttigt man fiir den Nachweis der Existenz
der Approximationen y, zusitzliche Struktureigenschaften der AWA. Wir diskutieren
hier nur den einfachsten Fall einer ,semi-monotonen® Nichtlinearitat.

Satz 3.1 (Monotone steife AWA): Die rechte Seite f(t,-) der AWA sei L-stetig mit
Konstante L und semi-monoton,

—(f(t,x) = f(t,y), x—y) >0, (tz), (t,y) € I xR (3.2.35)
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Dann existieren fir beliebig gewdhlte Schrittweiten h,, stets die Approzimationen y, .
Ferner konvergiert fir jedes hinreichend kleine 0 die Folge der Iterierten

y® =y ED — oLy — hf (e, y* V) —yaa}, 9@ =y, (3.2.36)
gegen diese Losung vy, . Die Konvergenz ist am schnellsten fiir 0 = (1 + h*L*)~1 | wobei
die a priori Fehlerabschdtzung gilt:

1 k/2
® oyl < (1 —5) WO =3Ol k=1 3.2.37
[y = || < NI Iy =y, k> ( )

Beweis: (i) Wir haben zu zeigen, dass fiir jedes feste h > 0 stets ein eindeutig bestimmtes
yn € R? existiert, so dass

Die Semimonotonie der Funktion f(¢,-) impliziert, dass die Abbildung
g:RY =R g(z) =2 — hf(tn, )

strikt monoton ist mit der Monotoniekonstante v = 1. Geméafl Korollar 1.7 existiert daher
eine eindeutig bestimmte Losung y,, € R? der Gleichung ¢(y,) = 9,1 . Der Beweis dieses
Resultats verwendete die Tatsache, dass die Fixpunktabbildung

Go(z) =2 = 0(9(x) — ya—1)
fir 0 <6 <2(1+h?L?)~" wegen
1Go(x) = Go()I* = llz = 09(x) = yn-1 = y + 09(y) + Yn-1]?
= [(1=0)(x—y) + O(f (tn, x) = f (ta, »))|I”
= (1=0)|lx = yl* + 21=0)0h (v — y, [ (tn, ) = f(tn,y))

<0

+ 0°h*|lg(x) — g(y)|”
<{(1-0)> +*r*L?)}H|x — y|?

eine Kontraktion ist. Deren Lipschitz-Konstante wird minimal fiir 6 := (1 + h2L?)~!

_ )2 2;272\11/2 _ o 1 12
= {(1-0)* + 6°h*1?)} _(1 1+th2) <1

In diesem Fall konvergiert dann die Fixpunktiteration
y(k+1) = GG(y(k)) = y(k) - e(y(k) - hf(tm y<k)) - yn—l)

gegen die Losung von (3.2.38), wobei bekanntlich die behauptete a priori Fehlerabschitzung
gilt. Q.E.D.
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Das implizite Euler-Verfahrens ldsst sich fiir , steife AWAn mit semi-monotoner rech-
ter Seite also im Prinzip fiir beliebige Schrittweite h,, durchfithren. Allerdings konvergiert
in diesem Fall wegen h,L > 1 die einfache Fixpunktiteration (3.2.36) nur sehr langsam.

Wir betrachten daher in diesem Fall als Alternative das Newton-Verfahren zur Losung
der Gleichung (3.2.32) in Form einer ,Nullstellengleichung*:

Dieses hat die Gestalt

g (y®)y*tD = ¢/ (y®)y® — g(y®)) | (3.2.40)

mit der Newton-Matrix

g GW) =1 = o fo(tn,y™).
In der Praxis wird das Newton-Verfahren aber in Form einer , Defektkorrekturiteration*
durchgefiihrt:

g (y"M)oy" = —g(y™), y" =y W 4 5y (3.2.41)

Wenn ¢'(y,) regulir ist und der Startwert y® hinreichend nahe bei y, liegt, konver-
gieren (unter weiteren Bedingungen an f) die Newton-Iterierten y* — y, (k — 00)
quadratisch:

Iy =yl < cg®), k>1, (3.2.42)

mit gewissen Konstanten ¢ > 0 und ¢ € (0,1). Wir wollen die Abhéngigkeit dieser
Konvergenz von der Lipschitz-Konstante L genauer untersuchen. Dazu benétigen wir
Ergebnisse aus der Theorie des Newton-Verfahrens, welche im Folgenden in einem allge-
meineren Rahmen entwickelt werden.

Sei g : R — R? eine differenzierbare Abbildung, fiir die eine Nullstelle x* gesucht
ist. Die Jacobi-Matrix ¢'(-) sei auf der Niveaumenge

D= D..:= {z € R lg(2)| < [lg(=")]I}

zu einem (beliebigen) festen Punkt z* € R? reguldr mit gleichmiiBlig beschriinkter Inver-
ser:
lg'(@)~H I <8, =eD.

Ferner sei ¢'(-) auf D gleichméfBig L-stetig:
lg'(x) ='Wl <Alle—yll, @yeD.

Mit diesen Bezeichnungen haben wir den folgenden Satz.

Satz 3.2 (Newton-Kantorovich): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei fiir
den Startpunkt @ € D mit a = |g'(z®)1g(z)|| die folgende Bedingung erfiillt:

q:= %aﬁ’y <1 (3.2.43)
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Dann erzeugt die Newton-Iteration
L+ (k) J(z (k)) gz (k>) k>0,

eine Folge (z)cy C D, welche quadratisch gegen eine Nullstelle x* € D wvon g kon-
vergiert, wobet die folgende a priori Fehlerabschditzung gilt:

2® — ] < A ) (3249

«
1— q(Qk)q )

Beweis: Zum Startpunkt z(®) € D gehort die abgeschlossene, nicht leere Niveaumenge
Dy == {z € R'|||g(2)]| < llg(=)||} € D.
Wir betrachten die stetige Abbildung G : Dy — R%,
G(z) ==z —g'(x) "g(x),

welche gerade einen Newton-Schritt ausgehend vom Punkt x beschreibt.

(i) Wir wollen zunéchst einige Hilfsresultate ableiten. Fiir 2 € Dy sei
z, =z —1rg(x) 'g(zx), r>0.
Fiir die Vektorfunktion A(r) := g(x,) gilt
W(r) = —g'(z,)g'(2)"g(z),  1(0) =—h(0).
Sei R:=max{r € [0,1]|zs € Dy, 0 < s <r}.Fiir 0<r <R ist dann

lg(zn)[| = X=n)[lg(x)]| < llg(zr) — (1=r)g(z)|| = [|A(r) — (1—r)R(0)]
—H/ }(s) ds + rh(0 ’—H/{h — (0 }ds”
< [ W - woas

“g(x):

17'(s) = "(0) | = Il{g'(xs) — g'(2) }g'(x) g ()]
<Allzs = 2llllg' (@) g @)l < ysllg' ()" g ()|

und ferner wegen z; —x = —sg'(z)

Dies ergibt
lg(z)ll = A=) llg(@)ll < 5r*v]lg' ()" g(@)|* < 5r*Blg ()" g(@)llllg (). (3.2.45)
Mit der GriBe a, = ||¢'(x)Lg(z)| folgt

lg(zo)ll < (1 =7+ 3r*yBag)|lg(@)]l- (3.2.46)
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(ii) Im Falle a, < a gilt dann wegen der Voraussetzung %a[h <1:

lg(zo)ll < (1 =7+ r)g(@)].

Folglich ist in diesem Fall R =1 und somit G(z) € Dy, d. h.: Der Newton-Schritt bringt
uns nicht aus der Menge Dy heraus. Fiir solche x € Dqy gilt weiter

IG(z) = G*(2)]| = |G(2) — G(x) + ¢'(G(2))"'g(G ()]
< llg'(G(@)) " llg( G @) < Bllg(G)]-
Mit Hilfe der Abschitzung (3.2.45) fiir » = 1 folgt weiter bei Beachtung von G(x) = x;:

IG () = G*(2)]l < 38719/ () g(@)|I* = 387]lz — G(@)II%, (3.2.47)

sowie

l9'(G(2)) g(G(@)|| = [|G(z) = G*(2)|| < 3801¢'(2) g(@) | = 38val.  (3.2.48)
Fiir a, < o ibertréigt sich diese Eigenschaft also auch auf G(z), d. h.: ag@) < a.

(iii) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Beweis des Satzes. Aus den Vorbe-
trachtungen ergibt sich, dass fiir den Startwert z(® € Dy mit o = ||g/(z@)~1g(z@)]| alle
Iterierten des Newton-Verfahrens ebenfalls in Dy liegen und oy := [|¢’(z®))1g(2™|| <
erfiillen. Hiermit erhalten wir

Ja®+D — 2®)| = |63 Y) — G|
< 167|G(z* V) — 2|2 = 18y |a® — p-1)2,

und bei Iteration dieser Abschéitzung:

_ — 2
2 — 2 < 36y(§57 24D - o--22)
(387)® D ol — a2 @)

_ _ _ 22 3_ _ _ P
< (38N (357012 — 2@ I = (7))ol — 1),

IN

Fortsetzung der Iteration bis k& =0 ergibt mit ¢ = %aﬁ’y:
[a®D — 28| < (%57)(2’“—1)”3;(1) — 2@ < (%67)(2k‘1)a(2k) < aq®V.

Fiir beliebiges m € N folgt damit wegen ¢ < 1:
Hx<k+m) . x(k)H < H:E(k-&-m) o x(k+m—1)” NN ||x(k+2) . x(k+1)|| + Hx<k+l) o x(k)”
(2k+m—1

Doy + aq@kﬂ—l) T aq(Qk—l)
< aq(Zk 1){ q(Qk) 2m= 2) 4+ 4 q(2k) + 1}

2’“ 1) o 2’“) (2’“71) 1
; 1—q

< aq
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Dies besagt, dass (z®))eny € D eine Cauchy-Folge ist. Deren Limes z* € D ist dann
notwendig ein Fixpunkt von G bzw. Nullstelle von g¢:

" = lim 2® = lim G(z* V) = G(a").

k—oo k—o0

Durch Grenziibergang m — oo erhalten wir auch die Fehlerabschétzung (3.2.44). Q.E.D.

In der obigen Situation des impliziten Euler-Schrittes ist g(z) := x — hf(tn, ) — Yn_1
und damit

g (x)=1—hf,(tn,z).

Aufgrund der angenommenen Semi-Monotonie von f(¢,-) gilt

(' @)y, y) = [yl = h(foltn, ©)y, y)

. 3.2.49
= lyl? — Blim ™ (F b, + <) = F(t2), ) > ol (3:2.49)

Daher ist ¢'(z) regulédr, und es folgt unter Verwendung von (3.2.49):

/ —1 2 / / —1 / —1

T lg'@)"yl” -, W@ @)y (@) y)
2 2

yeRA\{0} Iyl yeR4\{0} llyll

g/ T 71y B
< sup @y,
yeRA\{0} llyll

bzw. [|¢'(x)7|| < 1. In diesem Fall haben wir also stets

Bi=sup g/@) | <1, a< o)) = o
zeR

Allerdings ist nach wie vor

lg'(x) = ' W)l = hll fo(tn, 2) = foltn, y)ll < hL' |z =y

mit der Lipschitz-Konstante L' von f,(t,,-). Dies fithrt zu folgendem Resultat.

Korollar 3.1 (Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei
fiir den Startpunkt y© € R® mit o/ == ||y @ —hf(tn, y ) —yn_.| die folgende Bedingung
erfullt:

q:=1a'hl < 1. (3.2.50)

Dann erzeugt die Newton-Iteration (3.2.40) eine Folge (y™)en , welche quadratisch gegen
Yn konvergiert und es gilt die Fehlerabschdtzung

o k_
||y(k) —yall < 1—7q(2k)q(2 1), k>1. (3.2.51)
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Wir sehen, dass das Newton-Verfahren im Fall einer steifen, semi-momotonen AWA
zwar fiir alle Schrittweiten h,, quadratisch konvergiert, aber der Einzugsbereich der Kon-
vergenz proportional zu (hL')~! schrumpft. Da fiir eine steife AWA im allg. L > 1 sowie
L' > 1 ist, wird damit das Konvergenzproblem praktisch nur verschoben. Im néchsten
Schritt wollen wir versuchen, das Newton-Verfahren zu ,globalisieren®, d. h. den Ein-
zugsbereich der Konvergenz auf ganz R? zu erweitern. Dazu gehen wir wieder in den
oben definierten abstrakten Rahmen zuriick und betrachten zur Losung der Gleichung
g(z) = 0 mit der Abbildung g : R? — R? das sog. ,,gedédmpfte* Newton-Verfahren

2® ) = 28 N g/ (W) g (2 W), k> 1, (3.2.52)

mit Parametern A\;_; € (0, 1]. Dafiir haben wir folgendes Resultat.

Satz 3.3 (geddmpftes Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraussetzun-
gen erzeugt fiir jeden Startpunkt x°) € D die gedimpfte Newton-Iteration (3.2.52) mit

1
A 1= min{l, 7}, o = |l g (") Lg ()],
s e k=g (@) g ()]
eine Folge (x™))ren, fiir welche nach k, Schritten q, = %ak*ﬁv < 1 erfillt ist, so dass
ab dann ™) quadratisch konvergiert.

Beweis: Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 3.2. Fiir eine
Newton-Iterierte ) € Dy gilt mit ay := ||¢’(®)~1g(x®)|| < a die Abschiitzung

gz < (1 =7+ §riaxBy)llg=)], 0<r<1.
Man beachte, dass xgk) =2+ | Fiir %akﬁ”y < 1 ist die Hauptvoraussetzung von Satz 3.2
erfiillt, d. h.: Die Folge (I(l))lzk konvergiert quadratisch gegen eine Nullstelle von ¢. Sei
nun angenommen, dass %akﬁ’y > 1. Dann wird der Vorfaktor in obiger Abschitzung
minimal fiir

1

< 1.
ag By

T = >0: l—ro+irapy < 1-

2087

Bei Wahl von 7, := (ag3y)"" ist also (2)rey € Dg, und die Norm ||g(x®)|| fillt
streng monoton:

o) < (1= 5 g )]l

2,87

Nach endlich vielen, k. > 1, Iterationsschritten ist dann %ak* By < 1, und die quadrati-
sche Konvergenz der weiteren Folge (m(k>)k2k* folgt wieder aus Satz 3.2. Q.E.D.

Aus Satz 3.3 erhalten wir das folgende Korollar fiir die vorliegende, spezielle Situation.
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Korollar 3.2 (Geddmpftes Newton-Verfahren): Unter den vorausgehenden Voraus-
setzungen erzeugt fiir jeden Startpunkt y® € R die gedidmpfte Newton-Iteration

y® D = &) _ N g (D)L g(y®)), k> 1, (3.2.53)
mit
. 1 k k
A = min {17 W}, o = Hy( )_hf(tn>y( ))—yan

eine Folge (y*™)iex, fiir welche nach k, ~ |log(hL')|hL' Schritten die Bedingung q, :=
%a;*hL’ <1 erfillt ist, so dass ab dann y*) quadratisch gegen vy, konvergiert.

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 3.3 entnehmen wir die Abschétzung

1

(k+1))|| < (1,
lg(y™ ) < 20

Mgyl
Im vorliegenden Fall gilt wegen (3 = ||¢/(x)7| < 1:
ar, = [|g' (™) g(a®)| < [lg(a™)]| =: o, < ap.

Mit v = hL' erhalten wir also

1 1
1-— < l—-——7--x<1
208y — 2ah L’

Die Bedingung ¢ := %akﬂy < %agﬂy < 1 ist dann erfiillt fiir

1(1 ! )k ohL' <1 & (1 ! )k< 2
2 \" " 2apnr) 0 20hhL/) " ahhLl’
bzw.
| log(40)| N T 1
k>-——" =~ |log(hL')| hL =
log(1—0) | log(RL) ALY, 7 20ph L'’
wobel hL' > 1 bzw. o0 < 1 angenommen wird. Q.E.D.

Die bisher fiir das implizite Euler-Verfahren abgeleiteten Resultate basieren im we-
sentlichen auf der Semi-Monotonie der Funktion f(t,-). Sie lassen sich direkt auf ande-
re, implizite Verfahren iibertragen, wenn entsprechend die jeweilige Verfahrensfunktion
F(h;t,z,-) semi-monoton ist. Dies ist automatisch der Fall z.B. fiir die Trapezregel und
fiir die spéter betrachteten , Riickwirtsdifferenzenformeln® (implizite, lineare Mehrschritt-
methoden). I. Allg., nicht-monotonen Fall kommt man um restriktive Bedingungen an die
Qualitit der Startpunkte y© bzw. an die Schrittweiten h,, nicht herum.
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3.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1: Man gebe die Stabilitétsintervalle der folgenden Einschrittformeln an:

Cl) Yn+1 = Yn + %h{f(tn-‘rla yn+1) + f(tn; yn)}a
b) Yn+1 = Yn + hf (tn + %h, Yn + %hf(t'm yn))7
C) Yn+1 = Yn + %h{Qf(th, ynJrl) + 4f(tna yn) + hf(1)<tn7 yn)}>

wobei fU(t,x) = fi(t,2) + f(t, ) f;(t,x) .
Aufgabe 3.2: Aus einer skalaren Differentialgleichung 2-ter Ordnung
u'(t) = f(t,u(t), u'(t))

mit einer differenzierbaren Funktion f(¢,x,y) gewinnt man durch Einfithrung der Hilfs-
funktionen wu; := w,us := ' ein System von Gleichungen 1-ter Ordnung. Man zeige,
dass die Jacobi-Matrix dessen rechter Seite im Falle 0, f > 0 nur reelle Eigenwerte hat.
Welche Konsequenzen hat dies fiir die Approximierbarkeit dieses Problems mit Differen-
zenformeln?

Aufgabe 3.3: Sei f(-): D C R™? — R%9 eine analytische, d. h. durch eine konvergente
Potenzreihe darstellbare, Matrixfunktion:

FA) =D a Al
i=0

a) Fiir die Exponentialfunktion f(A) = =4, die Sinusfunktion f(A4) = sin(A4) und die
Inversenfunktion f(A) = (I — A)~! gebe man die jeweiligen Potenzreihen und deren
Konvergenzradien an.

b) Man zeige, dass mit jeder reguliren Matrix Q € R¥¢ gilt:
QF(AQ™ = f(QAQ™).
Wenn die Argumentation fiir eine allgemeine, analytische Funktion f(-) zu schwierig

erscheint, beschranke man sich auf den Fall einer rationalen Funktion.

Aufgabe 3.4 (Praktische Aufgabe): Man lose die 3-dimensionale, steife AWA
() = Au(t), 20, u(©0)=(1,0,-1)",

mit der Systemmatrix
—-21 19 =20
A= 19 =21 20
40 —40 —40
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und der Losung

1 1
ui(t) = ée*% + 56740t{C0S(40t) + sin(40t)},

1 1
uy(t) = 56—2’5 - 5e—4°f{cos(40t) + sin(40t)},

ug(t) = —e1%{cos(40t) — sin(40t)}
mit Hilfe

a) des klassischen (expliziten) Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung,

b) der (impliziten) Trapezregel 2. Ordnung (mit , direkter* Gleichungssystemlésung durch
GauB-Elimination)

Zu berechnen ist der Vektor u(2) € R?® auf 10 Dezimalstellen. Man versuche, in beiden
Fallen moglichst sparsam zu arbeiten. Mit welchem Verfahren ldsst sich diese Aufgabe
(mit dquidistanter Schrittweite) am effizientesten, d. h. in geringster Zeit, 16sen?

Aufgabe 3.5: Jede der im Text betrachteten Einschrittmethoden nimmt angewendet auf
ein lineares (autonomes) System u'(t) = Au(t) die Form vy, = g(hA)y,—; an, mit einer
rationalen Funktion g¢(-), d.h. es gibt Polynome ¢, p, so dass

g(hA) = q(hA)~'p(hA).
a) Man zeige, dass im Fall einer symmetrischen Matrix A die Darstellung
g(hA) = Qg(hD)Q"

gilt, mit einer orthogonalen Matrix @ und D = diag(A;), A1, -, A, Eigenwerte von A.
(Hinweis: Symmetrische Matrizen besitzen ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren.)

b) Fiir den Fall, dass die Matrix A symmetrisch ist, zeige man weiterhin bzgl. der eukli-
dischen Norm die Abschéitzung

Il < gma [gEAI" o]

mit den Eigenwerten \; von A.

¢) Man bestimme mit Hilfe von (b) die maximale Schrittweite h, fiir die das ,klassische®
4-stufige Runge-Kutta-Verfahren das System

u'(t) = =10u(t) + 9v(t), o'(t) = u(t) — 10v(t)

noch numerisch stabil integriert.

Aufgabe 3.6: Man beweise, dass die Trapezregel

Yn = Yn—1 + %hn{f(tm yn) + f(tnfh ynfl)}
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A-stabil ist, d. h.: Thr Stabilitétsgebiet enthélt die negative komplexe Halbebene. Genauer
gilt sogar

SG = {z € C|Rez < 0}.
(Hinweis: Die Beziehung ST = {z € R|z < 0} ist evident. Die stérkere Aussage fiir das
ganze Stabilitdtsgebiet SG kann man durch direkte Rechnung ableiten.)

Aufgabe 3.7: Man zeige, dass die semi-implizite Runge-Kutta-Formel 2-ter Ordnung
Yn = Yn—1 + %h{h + kQ}, ki = f(tn-1,Yn-1), ko= f(tn,Yn-1 + shki + Shks),

A-stabil ist. Man vergleiche den Rechenaufwand (pro Zeitschritt) fiir diese Methode mit
dem fiir die gleichfalls A-stabile Trapezregel, wenn zur Auflésung der impliziten Gleichun-
gen das Newton-Verfahren verwendet wird.

Aufgabe 3.8 (Praktische Aufgabe): a) Man berechne eine Néherungslosung fiir die
AWA

u'(t) = —=50u(t) + 49v(t), w(0) =1,
V'(t) = 49u(t) — 50v(t), ©v(0) =1,

mit Hilfe der Trapezregel

Yn = Yn—1 + %h{f(tm yn) + f(tn—la yn—l)}

sowie der modifizierten Euler-Formel

Yn = Yn—1 + I f (tnfl + %h, Yn—1+ %hf(tnflv ynfl))

fiir die (konstanten) Schrittweiten h = 27% i =1,...,8. Man vergleiche die berechneten
Werte zum Zeitpunkt ¢ = 3 mit dem Wert «(3) der exakten Losung. Dazu berechne
man entweder die exakte Losung analytisch oder erzeuge einen sehr genauen Referenzwert
durch Rechnung mit der feinen Gitterweite h = 2710,

b) Man berechne die Losung mit einem relativen Fehler kleiner als 1073 mit Hilfe einer
geeignet erscheinenden Methode aus dem Text (mit dquidistanter Schrittweite). Dabei
soll der numerische Aufwand (Zahl der Auswertungen der Funktion f) moglichst gering
sein.

Aufgabe 3.9: Fiir zweimal stetig differenzierbare Abbildungen ¢ : D € R? — R? mit
invertierbarer Jacobi-Matrix ¢'(-) konvergiert das Newton-Verfahren lokal quadratisch
gegen eine Nullstelle z*. Man zeige, dass es fiir (nur) stetig differenzierbare Abbildungen
immer noch ,super-linear” konvergiert,

" — 2|

es ist also i. Allg. asymptotisch schneller als die einfache Fixpunktiteration. Zur Ver-
einfachung nehme man an, dass g auf ganz R? definiert ist und dort die geforderten
Eigenschaften besitzt. Ferner darf die Existenz einer Nullstelle 2* von ¢(-) angenommen
werden.
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Aufgabe 3.10: Die im Text entwickelte Theorie des Newton-Verfahrens basiert auf der
Annahme der Semi-Monotonie der rechten Seite f(¢,-) in der Differentialgleichung bzw.
der Verfahrenstunktion F'(h;t,x,-) bzgl. des ,impliziten* Arguments:

—(ft,y1) = f(t,92), 91 — ¥2) =0, 1,90 € RY

a) Man untersuche die Anwendbarkeit dieser Resultate zur Losung der impliziten Glei-
chungssysteme bei Verwendung des semi-impliziten Runge-Kutta-Verfahrens

Yn = Yno1 + sh{ki + ko}, ki = f(tao1,Yn-1), ko= [(tn, Yn—1 + Shki + $hks)

bei angenommener Semi-Monotonie und zweimaligen Differenzierbarkeit von f(¢,-).

b) Wie sieht es im Fall eines diagonal-impliziten Runge-Kutta-Verfahrens héherer Ord-
nung aus?

¢) Ist zu erwarten, dass solch ein Ergebnis auch fiir voll implizite Runge-Kutta-Verfahren
giiltig bleibt, d. h. Semi-Monotonie des zu l6senden Rd-dimensionalen, nichtlinearen Glei-
chungssystems?

Aufgabe 3.11: Fiir die Newton-Iteration zur Losung der nichtlinearen Gleichungen bei
der Durchfithrung des impliziten Euler-Verfahrens ist im Text die Schrittweitenstrategie
M = min (1 L) a, = [lg'(y™) g™

) ak hL ) v o b - © )
entwickelt worden. Man entwickle unter analogen Voraussetzungen wie im Text eine
entsprechende Strategie fiir die Newton-Iteration bei dem semi-impliziten Runge-Kutta-
Verfahren aus Aufgabe 7.2:

1
Yn = Yn—1 + §h{k1 +ko}, k= f(tu-1,Yn-1); ko= f(tn, yn—1 + shky + 3hks).

Aufgabe 3.12 (Praktische Aufgabe): Man approximiere die (globale) Losung der 2-
dimensionalen AWA

mit Hilfe der Trapezregel

Yn = Yn—1 + %h{f(tnv yn) + f(tn—l’ yn—l)}

mit dquidistanten Schrittweiten h = 27% ¢ = 4,...,10. Die in jedem Zeitschritt auftre-
tenden nichtlinearen Gleichungssysteme werden mit dem Newton-Verfahren (ohne Damp-
fung) gelost. Die Losung konvergiert fiir ¢ — oo gegen einen konstanten Vektor; dessen
Wert soll bestimmt werden.





