2 Einschrittmethoden

2.1 Die Eulersche Polygonzugmethode

Wir betrachten eine AWA der Form
u'(t) = f(t,u(t)), tel=Tltto+T], ulty)=uop. (2.1.1)
Die Funktion f(t,) sei stetig auf I x R und geniige einer globalen Lipschitz-Bedingung

Hf(ta"T)_f(t?y)” < Lfo_y”v (t7x)7(t7y) GIXRd' (212)

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Losung u(t) von (2.1.1) fur alle ¢ € I'. Letzteres
folgt nach dem Fortsetzungssatz aus der linearen Beschrianktheit der Funktion f(¢,z):

1) < A1f(E2) = £ 0) + 1LF @ 0 < Ll + [1f (2, 0)1-

Diese Losung sei ferner hinreichend glatt. Gelegentlich werden wir auch den Fall T" — oo,
d. h. I = [ty,o0), betrachten.

Zur Approximation der AWA wéhlt man zunéchst eine Folge von diskreten Zeitpunk-
ten o <t; <...<t,<...<ty=ty+T und setzt

I, =t 1,tn], hp:=t,—t, 1, h:= 19%)(]\] By .

Die Eulersche Polygonzugmethode erzeugt nun ausgehend von einem Startwert yf € R?
eine Folge (y"),en durch die rekursive Vorschrift

Z/Z = yg—l“"hnf(tn—lay:;—l)v n=1..,N. (2.1.3)
Wir schreiben dies auch in Form einer Differenzengleichung
(Lyy™)n =0, n=1,...,N, (2.1.4)
mit dem ,, Differenzenoperator”

(Lny™ ) = hy (= yi—1) = f (a1, Y1), (2.1.5)
fiir ,,Gitterfunktionen” y" = {y"},—1 _n.

Als Nebenprodukt unseres Beweises des Existenzsatzes von Peano (Satz 1.1) haben
wir gesehen, dass wegen der Eindeutigkeit der Losung u die Werte y” fiir h — 0 gegen
die Funktionswerte u(t,) konvergieren (vorausgesetzt yl konvergiert gegen g ):

h —
Jnax, lyn — u(t,)|| =0 (h—0). (2.1.6)
Zur Abschétzung der Geschwindigkeit der Konvergenz des Diskretisierungsverfahrens
(2.1.3) fithren wir den sog. ,, Abschneidefehler (auch ,lokaler Diskretisierungsfehler ge-
nannt) ein:

7 o= (L) = hy gy —ul_} = (b, y),

43
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mit der Gitterfunktion v = (u" := u(t,))o<n<n . Fiir den Abschneidefehler gilt offenbar

n

wegen u'(t) = f(t,u) die Beziehung

tn tn
= h;l/ u'(t)dt —u' (t_1) = h;l/ (t, — t)u(t) dt
tn—1 tp—1

und folglich

h < 1 2 " . 1.
17211 < 3 hn max [u" (1) (2.1.7)

Man spricht hier von einer Diskretisierung ,,erster Ordnung*.

Wenn Missverstidndnisse ausgeschlossen sind, schreiben wir im Folgenden einfach 1y,
fiir " und entsprechend 7, fiir 7. Unter Verwendung dieser Notation geniigt die exakte
Losung u der gestorten Differenzengleichung

Up = Up—1+ hnf(tnfla unfl) + hnTn . (218)

Die Abschitzung des globalen Diskretisierungsfehlers e, = vy, — u, erfolgt iiber einen
Stabilitédtssatz fiir das Differenzenverfahren in Analogie zum Stabilitdtssatz fiir die AWA
(Satz 1.3). Vergleich von (2.1.8) mit (2.1.3) ergibt

€n = €p_1+ hn{f(tnflvynfl) - f(tnfh unfl)} - hnTn
und unter Ausnutzung der L-Stetigkeit von f(t,x),
lenll < llen—all + hnLllen1l + hnl[7al]- (2.1.9)

Durch sukzessive Anwendung dieser Bezichung erhélt man die diskrete Integralungleichung
(,Summenungleichung”)

n—1 n
lenll < lleoll + LY~ husallenl + > mulimll- (2.1.10)
v=0 v=1

Zur weiteren Abschitzung bendtigen wir die folgende diskrete Version des Gronwallschen
Lemmas (Hilfssatz 1.1).

Hilfssatz 2.1 (Diskretes Gronwallsches Lemma): Es seien (w,)n>0, (Gn)n>0 und
(bn)n>0 Folgen nichtnegativer Zahlen, fir die gilt wo < by und

n—1
w < aw, by, n>1 (2.1.11)

v=0
Ist die Folge (bn)n>0 monoton steigend so gilt die Abschdtzung

n—1

w,, < exp(Za,,)bn, n>1. (2.1.12)

v=0
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Beweis: Der Beweis kénnte durch Riickfithrung auf das kontinuierliche Gronwallsche
Lemma (fiir stiickweise konstante Funktionen) bewiesen werden. Wir wollen hier aber
lieber einen einfachen, direkten Beweis geben. Dazu definieren wir Zahlen d, > 0 und
S,, durch

n—1

So=wo+do=bo, Syi=wy+dy=) aw,+b,.
v=0

Es gilt dann
Sn - Sn—l = Qp-1Wp—1 + bn - bn—l , n=>1

Hieraus wollen wir durch Induktion nach n erschliefen, dass

n—1

S Sexp(Zal,>bn, n>0, (2.1.13)

v=0

wobei wie iiblich im Fall n = 0 die Summation ,leer” ist, d. h. Sy < by. Zunéchst ist
nach Definition

So < by .

Sei (2.1.13) nun als richtig angenommen fiir n — 1. Dann gilt wegen b, > b,

Sn S Snfl + ap1Wp—1 + bn - bnfl S (1 + an,1)5n71 + bn - bnfl

n—2

S (1 + an—l) eXp( Z al/>bn—1 + bn - bn—l
v=0
n—2 n—1
< gfn-t exp( Z al,> {bho1+bp —bpq} < exp( al,) b, .
v=0 v=0
Dies impliziert wegen w, < S, die Behauptung. Q.E.D.

Im Zusammenhang mit impliziten Verfahren, wie z. B.. dem ,,impliziten Euler-Schema”

Yn = Yn-1 + b f (s Un), (2.1.14)

wird eine verschérfte Variante des diskreten Gronwallschen Lemmas benotigt, bei der eine
implizite Differenzenungleichung der Form

w, < Zal,wy—&—bn, n>1. (2.1.15)
v=0

angenommen wird. Unter der Annahme, dass a, < 1 wird diese durch Elimination des
fithrenden Summanden auf der rechten Seite in die folgende ezplizite Form tiberfiihrt:

n—1

—1 —1

o, W, < E 0,a,0, Wy, + by, n>1,
v=0
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mit den Parametern o, := (1 —a,)~". Anwendung von (2.1.12) auf diese Situation liefert
die Ungleichung

n—1

J;Iwn < EXP(ZUVCLV>I)”, n>1,
v=0

und bei Beachtung von o, = 1+ 0,a, < exp(c,a,) schlieflich das Endresultat
w, < exp(Zayay>bn7 n>1. (2.1.16)
v=0

Wir fahren nun mit unserer Fehleranalyse fiir das Euler-Verfahren fort. Aus (2.1.10)
erschliefen wir mit dem diskreten Gronwallschen Lemma die a priori Fehlerabschétzung

leall < e Jleoll + Y mlml}, n>1, (2.1.17)
v=1
bzw.
max [len]| < eLT{HeOHJrT max \|Tn||}. (2.1.18)
1<n<N 1<n<N

Bei Beriicksichtigung der Abschitzung (2.1.7) fiir 7, folgt also fiir den globalen Diskreti-
sierungsfehler der Eulerschen Polygonzugmethode

s e < ¢ {||€0|| = %Tlg%{hnggf||u"<t>||}} , (2.1.19)
d. h.: Die ,, (globale) Konvergenzordnung,, ist (mindestens) gleich der ,, (lokalen) Konsistenz-
ordnung“. Man beachte den exponentiellen Faktor in der Abschitzung (2.1.19). Wegen
ihrer geringen Genauigkeit hat die Eulersche Polygonzugmethode in der Praxis keine Be-
deutung. Die Herleitung der Abschétzung (2.1.19) ist aber exemplarisch fiir eine grofie
Klasse von Methoden.

2.2 Allgemeine Einschrittmethoden

Der naheliegendste Weg zur Konstruktion von Differenzenformeln hoherer Ordnung ist
der iiber die Taylor-Entwicklung (skalarer Fall d = 1):

R

L hRJrl
u(t) = Z Fum(t —h)+ mU(RH)(f) , EEft—Nht.

r=0
Da u der Differentialgleichung «' = f(¢,u) geniigt, gilt

a0 = (5 Fu) = ).
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Die ,,(R-stufige) Taylor-Verfahren” lauten dann

R
hrfl
Un = Yot Y O b ), n > 1 (2.2.20)

r=1

<

Wir schreiben dies in der allgemeinen Form eines sog. ,,Einschrittverfahrens

Yn = Yn—1 + hnF(h’n;tnfhynvynfl) ) (2'2'21)

bzw.

(Lny")n = by (Yo = Yn-1) = F i tas, Yoy Yuo1) = 0, (2.2.22)
mit der sog. ,, Verfahrensfunktion*

R hrfl

F(hﬂf,y,l’) = ZTf<r_l)(taI)
r=1 :

Die Bezeichnung FEinschrittverfahren erklirt sich dabei selbst. Da hier die Verfahrens-
funktion nur von der unmittelbar vorausgehenden N#herung w, ; abhéngt, wird diese
Methode explizit genannt. Zur Durchfithrung expliziter Differenzenverfahren ist in jedem
Zeitschritt lediglich eine Funktionsauswertung F'(h,;t,_1,y,_1) durchzufiihren, wihrend
implizite Formeln die Losung i. Allg. nichtlinearer Gleichungssysteme erfordern. Wir wer-
den uns daher zunédchst hauptsichlich mit expliziten Verfahren beschéftigen.

Den Abschneidefehler der Formel (2.2.22) definiert man analog zu (2.1.7) durch

Tn - = (Lhuh)n = h,;l{un - unfl} - F(h’n7 tn717 U, unfl) .

Definition 2.1 (Konsistenz): Die Einschrittmethode (2.2.22) heifst ,konsistent (mit
der AWA)” bzw. konsistent mit Konsistenzordnung m”, wenn

ItringTnH — 0 bzw. 1£2¥H7n|| =0(h™) (h—0). (2.2.23)

Offenbar hat die R-stufige Taylor-Formel fiir skalare AWA gerade die Konsistenzord-
nung m = R. Zur Auswertung dieser Formel miissen Ableitungen von f(¢,x) berechnet
werden, z. B. mit den Abkiirzungen f, ;== df/ot, f, = df/0x:

fO ) = [fo+ fo £t 2), FOE ) = [fu+ 2fnf + fife + fouf® + [2f] ().

In der Praxis kann dies sehr aufwendig sein; man berechne z. B. f®) (¢, z) fiir f(¢,2) = (t+
2%)Y? arctan(t 4+ ) . Zur Vermeidung dieses Nachteils konnen die Ableitungen f Y (t, )
durch Differenzenquotienten ersetzt werden, bei denen nur Auswertungen von f(t,u)
auftreten. Z. B. ist fiir die Taylor-Formel der Stufe R = 2

FO@u(t)) = h™ {f(t+ h,u(t+h)) = f(t,u(t)) },
~ b F(E+ hyu(t) + hf(Eu(t) — f(Eu(t)) },
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was auf die folgende Formel fiihrt:

Yn = Yn—1 + hnf(tn—lv yn—l) + %hn {f(tnv Yn—1 + hnf(tn—la yn—l)) - f(tn—17 yn—l) }
- ynfl + hn {%f(tnfhynfl) + %f(tnvynfl + hnf(tnflvynfl)) }

Wenn man bei den obigen Entwicklungsschritten die Restglieder verfolgt, findet man, dass
diese Differenzenformel die Konsistenzordnung m = 2 besitzt, genau wie die zugehorige
Taylor-Formel. Allgemein haben die so entstehenden sog. ,,(expliziten) Runge!-Kutta?-
Verfahren” die Form

R
F(hit,x) = cky(hit,x)
r=1

r—1
k= f(t,x), k=f(t+ha,x+h) buk), r=2... R,
s=1
mit geeignet gewéhlten Konstanten a,, ¢, b.s . Diese werden so bestimmt, dass mit einem
moglichst grofen m (im Idealfall m = R) gilt:

R m

S ek lhstu®) = 32 f D g u(e) + O,

Die Konsistenzordnung der entsprechenden Runge-Kutta-Formel® ist dann konstruktions-
geméf} gerade m .

Beispiel 2.1: Runge-Kutta-Methoden der Stufen R =1,2,3,4:

— R =1: FEulersche Polygonzugmethode

— R = 2: Durch Taylor-Entwicklung und Koeffizientenvergleich erhélt man aus der
Bedingung (setze f = f(t,u), f; = fi(t,u), ws.w.)

erf + caf (t+ hag,u + kb f) = (1 + o) f + coashfy + cabarhf fo + O(h?)
= [+ 3h{fi+ fof} + O(R?)

die Bestimmungsgleichungen c¢; + ¢co = 1 und ceas = by = % Als mogliche
Losungen ergeben sich z. B..:

e ¢ =0Cy= %, as = by =1 (,Heunsches® Verfahren 2-ter Ordnung”):

Yn = Yn—1 + %hn{f(tn—l yn—l) + f(tna Yn—1 + hnf(tn—la yn—l))}7

!Carl David Tolme Runge (1856-1927): Deutscher Mathematiker und Physiker: Promotion in Berlin
bei K. Weierstrass; 1868 Prof. in Hannover; arbeitete u. ii. Spektroskopie; ab 1904 Prof. in Gottingen
(Promoter F. Klein).

2Kutta (1867-1944): Deutscher Mathematiker; 1910-1912 Prof. an der RWTH Aachen; ab 1912 Prof.
in Stuttgart; vor allem bekannt fiir seine Beitriige zur Aerodynamik (sog. ,, Kutta-Bedingung*).

3Karl Heun (1859-1929): Deutscher Mathematiker; Promotion 1881 in Gottingen; Habilitation 1886 in
Miinchen; ab 1902 Prof. fiir Theoretische Mechanik in Karlsruhe; Beitrége zu gew. Differentialgleichungen
und speziellen Funktionen.
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e c;=0, co=1, ay=0by = % ( ,modifiziertes Euler-Verfahren”):
Yn = Yn—1 + hnf(tnfl/% Yn—1 + %hnf(tnfla ynfl))-
— R = 3: Fiir die 8 freien Parameter ergeben sich die 6 Gleichungen

1 2 2 1
ctcete=1, watca=s5, «a+ca=z3,

03a2b32:é> byy —az =0, b3 —az+bp=0.

Als mogliche Losungen ergeben sich z. B..:

_ 1 _ _ 3 1
e ¢ =13, =0 ¢ =1 a = 3,

(,Heunsches Verfahren 3. Ordnung”)

Yn = Yn—1 + Zlihn{kl + 3k5}>
kl = f(tn—la yn—l); k2 = f(t7L—2/37 Yn—1 + %hnkl)a
ks = f(tn-1/3 Yn-1 + 2hnks).

1 2 1

1 1 .
®e =g =3, =g =3, a3 =1, by = 3, by = —1, by = 2

(,Kuttasches Verfahren 3. Ordnung”)

Yn = Yn-1 + gha{ky + 4k + K3},
ki = f(tnfh yn71>7 ko = f(tnfl/% Yn—1 + %hnkl)a
k3 = f(tm Yn—1 — hypky + thkQ) .

— R =4: In diesem Fall stehen 13 freie Parameter zur Verfiigung, mit denen zur Kon-
struktion einer Formel 4-ter Ordnung 11 Bestimmungsgleichungen zu erfiillen sind.
Eine der Losungen fithrt auf das , klassische Runge-Kutta-Verfahren 4-ter Ordnung*:

Yn = Yn—1 + %hn{kl + 2kg + 2k3 + ka},
ki = fltn-1,Yn-1), k2= f(tn-1/2, Yn-1+ 3hnk1),
k3 - f(tnfl/%yn—l + 12hnk2)a ky = f(tna Yn—1 + hnkJ)

Die betrachteten Differenzenformeln sind prinzipiell auch auf Systeme anwendbar.
Bei der Methode der Taylor-Entwicklung ist dabei zu beriicksichtigen, dass die zeitlichen
Ableitungen f) (¢, x) fiir Systeme wesentlich komplizierter aussehen; z. B..: f) = f, +
fe - f mit der Jacobi-Matrix f;(t,x) = V,f(t,x) der Vektorfunktion f(¢,2) bzgl. der
variablen x. Die Runge-Kutta-Formeln sind nicht ohne weiteres auf Systeme iibertragbar,
da zum Abgleich der in f@ auftretenden Ableitungen unter Umstéinden mehr Parameter
notwendig sind, als zur Verfiigung stehen. 1. Allg. gilt, dass eine Runge-Kutta-Methode
der Ordnung m < 4 fiir eine skalare Gleichung dieselbe Ordnung auch fiir Systeme hat;
im Falle m > 5 ist ihre Ordnung fiir Systeme in der Regel reduziert.

Einfache implizite Verfahren sind neben dem impliziten Euler-Verfahren die sog. ,, Tra-
pezregel”

Yn = Yn—1 + P { f(tn, yn) + f(tno1,Yn-1) }, (2.2.24)
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und die dazu sehr dhnliche ,, (Einschritt)-Mittelpunktsregel”
Yn = Yn-1 + Mo f(tn + 5hn, 5 (Yn + Yn-1)). (2.2.25)
Eine andere Variante der , Mittelpunktsformel“ hat die Form (auf dquidistantem Gitter)
Yn = Yn—2+ 20 f (tn_1,Yn1)

Dies ist eine sog. .,(explizite) Zweischrittformel“. Alle drei Verfahren sind konsistent
von zweiter Ordnung. Implizite Verfahren héherer Ordnung vom Typ der Runge-Kutta-
Verfahren werden spéter betrachtet.

2.2.1 Lokale Konvergenz und Fehlerabschitzungen

Analog zum Polygonzugverfahren wollen wir nun die Konvergenz des allgemeinen Ein-
schrittverfahrens (2.2.22) beweisen. Dazu dient die folgende fundamentale Bedingung;:

Definition 2.2 (L-Stetigkeit): Fine Einschrittformel heifit ,Lipschitz-stetig® (kurz ,,L-
stetig®), wenn ihre Verfahrensfunktion einer (gleichmdfigen) Lipschitz-Bedingung gendigt:

[F(h;t,2,y) — F(hit, 2,9)|| < L{lle = Z|| + [ly — I}, (2.2.26)
fiir beliebige Argumente (t,x), (t, %), (t,v), (t,§) € I x R%.
Satz 2.1 (Diskreter Stabilitdtssatz): Eine Lipschitz-stetige Differenzenformel (2.2.22)

ist ,(diskret) stabil”, d. h.: Fiir beliebige Gitterfunktionen y" = {yn}n>0, 2" = {20 }n>0
gilt fiir hinreichend kleine Schrittweite h < éL‘l die Abschdtzung

I = zall < 0= lgo = 200l + D hul(Lag = a2} (2:2.27)

v=1

mit der Lipschitz-Konstante L der Verfahrensfunktion F(h;t,x,y) und der Kontante
k = 4 fiur allgemeine implizite Methoden. Fir explizite Methoden ist k = 1 und die
Schrittweitenbedingung kann entfallen.

Beweis: Fiir zwei Gitterfunktionen {y, }n>0, {2 }n>0 erhalten wir durch Vergleich von

hrjl(yn - ?Jn71) - F(hna tm Yns yn71)7
(Lhzh)’ﬂ = hr_ll(zn - Zn—l) - F(hna tnv Zny Zn—l)

die Gleichung
Yn = Zn = Yn—1 — Zn-1 + hn{F(h; ns Yn, yn—l) - F(h, ns Zns Zn—l) + (Lhyh - Lhzh)n}'

Fiir das Folgende setzen wir e, :=y, — 2, und &, := (Lyy" — Lp2"), .
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(i) Expliziter Fall: Unter Ausnutzung der L-Stetigkeit der Verfahrensfunktion ergibt sich
lenll < llen-all + AnLllen1l + Pnllenl]

und folglich durch rekursive Anwendung dieser Abschétzung:

n—1 n
lenll < leoll + D Lhusallesl + > mu el
v=0 v=1

Mit Hilfe des diskreten Gronwallschen Lemmas 2.1 erhalten wir hieraus

n—1 n n
leall < exp (L3 b ) {lleoll + 3 hullewll} = e g | + 3 hullenl }-
v=0 v=1 v=1

Diese Abschétzung gilt, wie behauptet, ohne jede Bedingung an die Schrittweiten h,, .

(i) Impliziter Fall: Fiir implizite Verfahren ergibt sich wieder unter Ausnutzung der L-
Stetigkeit der Verfahrensfunktion

lleall < llen-1ll + hnL{llenll + llea-rll} + hnllnll-
Dies impliziert mit der Setzung hg := 0 bei Beachtung der Bedingung h < %L‘l :
(I =hnL)llenll < (1 + hnL)l[en1l + hnllen]l

By + B
= (1= hpaD)llena + -

mL(l = hn1L)|lenall + hallenll,

und weiter mit der Notation w, := (1 — h,L)e, :

h +hnl

]l < s +

7 Lllwasll + halleal

Rekursive Anwendung dieser Abschétzung ergibt dann

V 1 +'h
[[wnl < [lwol +Z . |wy | +Zh llevll-

Mit Hilfe des diskreten Gronwallschen Lemmas erhalten wir hieraus

e (15 ey ol + Yl
" v=0

<exp (22 ) e (Li e el + Y-l
n v=0
< 64L(t"’t°){”60‘| + i:hl,Hé‘l,H}
v=1

Dies vervollstédndigt den Beweis. Q.E.D.

lleall <
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Satz 2.2 (Konvergenzsatz): Die Differenzenformel (2.2.22) sei L-stetig und konsistent
mit der AWA. Im Falle |lyo — uol| — 0 konvergiert dann

max ||y, — u(ta)| =0 (h—0), (2.2.28)

und fiir hinreichend kleine Schrittweite h < %L’l qilt die a priori Fehlerabschdtzung

Iy = ult)ll < e {llgo —woll + Y hullmll}, 0<n<A. (2.2.29)

v=1

Fiir eine explizite Methode kann die Schrittweitenbedingung entfallen.

Beweis: Es gelten die Beziehungen
Ly =0, Lypu"=7",
so dass der diskrete Stabilitdtssatz 2.1 unmittelbar die Behauptung impliziert. Q.E.D.

Satz 2.2 besagt, dass fiir eine L-stetige Einschrittformel die globale Konvergenzordnung
(mindestens) gleich der lokalen Konsistenzordnung ist. Dies gilt also z. B.. fiir die Taylor-
Verfahren und ebenso fiir die Runge-Kutta-Verfahren, die ja fiir L-stetiges f(t,z) auto-
matisch der Bedingung (2.2.26) geniigen und auch konsistent sind unter der Bedingung
Zle ¢, = 1 (Ubungsaufgabe). Dasselbe gilt natiirlich fiir das impliziten Euler-Verfahren,
die Trapezregel sowie die Einschritt-Mittelpunktsregel.

Bemerkung 2.1: Wir haben bisher der Einfachheit halber angenommen, dass die Funk-
tion f(¢,x) und entsprechend die Verfahrensfunktion F(¢,z,y) einer globalen Lipschitz-
Bedingung geniigen, d. h.: Die L-Konstante kann gleichmiBig fiir alle x, 2’ € R? gewihlt
werden. Dies schlieBt z. B.. Fille wie f(t,z) = 22 und f(t,z) = 2'/? aus. Von dieser Re-
striktion kann man sich durch folgende Uberlegung befreien: Die AWA habe eine eindeuti-
ge Losung auf einem Intervall I = [tg, to+7], und die Funktion f(¢,z) (und entsprechend
die Verfahrensfunktion F(t,x,y)) geniige einer L-Bedingung auf dem , Streifen”

U, = {ta) e IxR| lz—u(®)] < p}

um die Losung u(t). Die Funktion f(f,2) wird nun so von U, auf Uy = I x R?
fortgesetzt, dass die Fortsetzung f(t,x) global L-stetig ist. Dazu sei fiir (t,x) € I x R4

x—u(t)

= Ple—ao) T

Z,:

und

_ | {f(t,x) , (tx)eU,
f(tv‘rp) ) (t,:v)GUOQ\Up
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Wegen der Beziehung (Ubungsaufgabe)

IIIH IIyII'

fir z,y € RY, mit [lz]| > 1, [Jyl| > 1 ist offenbar f(t,x) auf I x R? gleichmiflig L-stetig
(bzgl. ) mit derselben L-Konstante L. Sei nun (%,), die durch ein Einschrittverfahren

gn = §n71 + hnF(hny tnfly gnv §n71)
gelieferte diskrete Losung. Nach Satz 2.2 gilt dann

max [, — u(ta)|| =0 (h—0).

Fiir hinreichend kleines A ist dann aber {(t,,9,), to <t, <to+7} CU,,d. h.: g, = yp .

2.2.2 Globale Konvergenz

Die a priori Abschétzung (2.2.29) liefert eine realistische Fehlerschranke nur auf relativ
kleinen Intervallen I = [to,to+ T ; die Grofie exp(LT) wéchst extrem schnell mit 7' —
oo, und die Lipschitz-Kontstante L ist i. Allg. nur sehr grob schitzbar. Es erhebt sich
also die Frage, unter welchen Bedingungen eine Abschitzung vom Typ (2.3.46) mit einer
von T unabhingigen Konstante gilt.

Wir betrachten zunéichst wieder als Modellfall die Eulersche Polygonzugmethode

Yn = Yn—1+ Ao f(tn-1, Yn-1) (2.2.30)

und wenden diese an auf eine AWA, die im Folgenden Sinne L-stetig und monoton ist:

1f(t,x) = f(&,2")]| < L(t) |l= — 2], (2.2.31)

~(f(ta) — flta'), @ — ) 2 A0 [l — o) (2.2.32)

fiir alle (t,2), (t,2') € I x RY, mit stetigen Funktionen L(t) > 0, A(t) > 0. Wir setzen
L := max; L(t) und A :=mins \(¢) . Ist die AWA ,homogen”, d. h.: f(¢,0) =0, so erhélt
man durch Multiplikation in der Gleichung (2.2.30) mit ¥, und Beachtung von

I* -

2|ynll? = 2(Yn-1,Yn) = ¥nll® + Y0 — Yn1ll* = |yn-]?

die Identitét
H2 + ||yn - yn—1H2 = ||yn—1||2 + th{(f(tn—lv yn—l)a yn—l) + (.f(tn—la yn—1>7 Yn — yn—l)} .

Unter Ausnutzung der Eigenschaften (2.2.31) und (2.2.32) folgt dann mit den Abkiirzun-
gen L, := L(t,) und \, := A(t,):

llYn

||yn||2 + Hyn - yn—1H2 S Hyn—1||2 - 2)\7z—lhnHyn—1||2 + 2h Ln 1||yn 1||Hyn yn—IH
< Hyn71”2 - 2)‘n*1hn‘|yn71|’2 + h‘ Ln 1||yn 1”2 + ||yn yn71H27
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bzw.

lyall* < (14 Ao L5y = 20 ah) [y ]| (2.2.33)

n—"'n—1

Die Approximationen y, bleibt also beschrinkt bzgl. n, wenn 1+h2L2_; —2\, 1h, <1,
d. h. wenn die Schrittweiten h,, der folgenden Bedingung geniigen:

2
hy, < Lon>1. (2.2.34)

n = 2 )
Lnfl

Mit Hilfe einer Verfeinerung des obigen Argumentes lasst sich die Stabilitdtsaussage
(2.2.33) unter der Bedingung, dass die Schrittweitenbedingung (2.2.34) gleichméBig bzgl.
n im strikten Sinne erfiillt ist, erweitern zu einer globalen Fehlerabschitzung der Form

(Yo =uo)
_ < "
o = ulta)l] < ¢ masx {hy max o} (2.2.35)
Da der Beweis dieser Aussage fiir die Polygonzugmethode verhéltnismaflig kompliziert

ist, verzichten wir hier auf die Details und untersuchen lieber die analoge Situation fiir
das implizite Gegenstiick. Wir nehmen im Folgenden zur Vereinfachung an, dass stets

Yo = Ug -

Satz 2.3 (Globale Konvergenz des impliziten Euler-Verfahrens): Die AWA sei L-
stetig und monoton im Sinne von (2.2.31) und (2.2.82). Dann sind die Lisungen des
implizite Euler-Verfahrens

Yn = Yn—1 + hnf(tm yn)7 n > L Yo = Uo, (2236)
fiir beliebige Schrittweiten h,, wohl definiert und es gilt die globale Fehlerabschdtzung

Iy — ult,)| < 2 min{t,—to, A7} max {h, max |u"|}, t. > to, (2.2.37)
1<v<n I,
mit der offensichtlichen Interpretation fir A = 0.

Beweis: (i) In jedem Schritt des impliziten Euler-Verfahrens ist ein Gleichungssystem

Yn — hnf(tn> yn) = Un-1 (2238)

zu losen. Wegen der angenommenen Eigenschaften (2.2.31) und (2.2.32) ist die Abbildung
g(x) :==x — hy, f(t,, z) L-stetig und strikt monoton im Sinne

(9(x) —g(y),x —y) > y|lz —y|?, =,y €R%,

mit einer festen Konstante v > 0. Mit Korollar 1.7 folgt dann, dass (2.2.38) eine eindeu-
tige Losung besitzt.
(ii) Fiir den Fehler e, =y, — u,, gilt wieder die Differenzengleichung

€n = €Ep—1 + hn{f(tn7 yn) - f(tnvun)} - hnTn7
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mit dem Abschneidefehler 7, des impliziten Euler-Verfahrens

I7all < 5T miax [

Wir multiplizieren mit ||e,||~'e,, und erhalten wieder unter Ausnutzung der Monotonie
leall < llenll™ (en-1€n) = Anhnllenll + hallen]| ™ (7n, €n)-

Dies ergibt
(1 + Anhn)lenll < llen1ll + nll7all-

bzw.

llen1ll + 17l (2.2.39)

1 hny,
lenll < —~—— —
1+ Mh, 1+ \hy

(iii) Im Falle A > 0 (schwache Monotonie) summieren wir (2.2.39) iiber v =1,...,n und
erhalten unter Beachtung von eq = 0 die T-abhingige Abschitzung

llenll < Zh I || < (Zh ) max ||T,,|| < Ltn _to)filax {h, max||u"\|}

(iv) Im Falle A > 0 (strikte Monotonie) erschliefen wir mit Induktion aus (2.2.39) die
Abschétzung
lleall < A™" max |z, |
1<v<n

bzw.
lenl] < 2X7H ax {h maXHu”H}

Fir n =1 gilt trivialerweise

leall < "l < i
all =1, M= i

Sei die Behauptung nun richtig fiir n — 1. Dann folgt mit (2.2.39):

1
lenll < =5 llenall +

172l

T 1+ A, 1+ Ah
1 —1 1
S T e Il + gl < 5 mex fin ]l
Dies vervollstéiindigt den Beweis. QE.D.

Die Argumentation im Beweis von Satz 2.3 lésst sich direkt auf solche Einschrittverfah-
ren iibertragen, deren Verfahrensfunktion Bedingungen vom Typ (2.2.31) und (2.2.32)
geniigen. Leider ist dies bei der Approximation monotoner AWAn mit Verfahren hoherer
Ordnung in der Regel nicht der Fall. Wir werden also einen anderen Zugang zur globalen
Fehlerschiatzung bei allgemeinen Einschrittverfahren finden miissen.



56 KAPITEL 2. EINSCHRITTMETHODEN

Der Ausgangspunkt dazu ist die Beobachtung, dass montone, L-stetige AWAn ez-
ponentiell stabile Losungen haben. Ein ,verniinftiges” Verfahren sollte nun in der Lage
sein, jede exponentiell stabile Losung global zu approximieren, unabhéngig davon, ob das
Problem selbst monoton ist oder nicht. Die Frage ist also: Lassen sich globale Fehler-
abschétzungen der Art (2.2.35) herleiten allein aus der (angenommenen) exponentiellen
Stabilitdt der Losung u(t) und ohne weitere Voraussetzungen an die Struktur der AWA?
Dies ist tatséichlich der Fall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.4 (Globale Konvergenz): Die L-stetige AWA habe eine (globale) exponentiell
stabile Losung u(t) mit Stabilititsparametern §, A, o . Fiir jedes Einschrittverfahren, wel-
ches mit der (AWA) konsistent ist und einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es dann
positive Konstanten hy und K unabhdingig von T, so dass fir h = sup; h, < hy gilt:

max [[y, — u(ts)|| < K max||7,|. (2.2.40)

Dabei bezeichnet 7, das Mazimum des Abschneidefehlers fiir alle méglichen Losungen der
Differentialgleichung, die in der Umgebung Usa = {(t,z) € IXxR? ||z — u(t)|| < JA} des
Graphen von u verlaufen.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach . Sei 0.B.d.A. h < 1 angenom-
men. Zunéchst wird ein A > 1 so gewiihlt, dass

Ae @M <1 he(0,1]. (2.2.41)

Die lokale Konvergenzaussage (2.2.29) liefert fiir alle t,, € [to, to + A] die Abschéitzung

- < AetlA 7. 24
5 = unll < Ae™ max {|7,] (2.2.42)
Wir setzen nun
K = 2AeMA (2.2.43)

und wahlen dann Ay hinreichend klein, so dass fiir ¢, > t; aus

Y — |l < K max 171,

fiir h < hg, notwendig ||y, — u,|| < folgt.

Nach diesen Vorbereitungen sei nun angenommen, dass die Behauptung (2.2.40) richtig
ist fiir alle ¢, € (to,t,] mit irgendeinem ¢, > to+ A . Dann betrachten wir w, = y,, — u,
als Stérung von u(t) zum Zeitpunkt ¢, = t,, . Fiir h < ho ist automatisch |Jw,|| < ¢, und
die Stabilitédtseigenschaft von w(t) liefert fiir die gestorte Losung v(t) die Abschétzung

o(t) —u@)]| < Ae ) |y, — |, t>t,. (2.2.44)
Wir fassen nun y, fiir ¢, <t, als Ndherung von v(t,) auf und kénnen wegen

[o(t) —u(@®)ll < A5, t>t,
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den lokalen Konvergenzsatz wie folgt anwenden:

v — o |l < AekA 7 2.
ng, o modis A, ey Il 2249)

wobel m € N, so dass t,1m <t, + A < i, mi1- Dann folgt fiir A < hg:

||yn+m - Uner” < ”yner - Un+m|| + ||Un+m - uner”

<Aef® max |7 ||+ Ae A |y, — ul|
tn <ty <tntm

bzw. wegen (2.2.41) und der Induktionsannahme,

e =t | < (AP +3K)  max 7]

Mit unserer Definition von K ergibt dies

_ < =
Hyn-&-m un+vn|| > Ktlgg?gag{n+7n HTVHv

was den Schlul von ¢, nach t, + A vervollstindigt. Q.E.D.

Bemerkung 2.2: In Satz 1.8 wurde gezeigt, dass exponentiell stabile Losungen L-stetiger,
autonomer AWAn stationdre Limiten haben, d. h.: limy o u(t) = us mit f(us) = 0
und |Ju(t) — uw|| = O(e™*) (t — o0). Durch Kombination der Argumente im Beweis
von Satz 1.8 und Satz 2.4 sollte sich zeigen lassen, dass in diesem Fall auch die durch
L-Stetige, konsistente Einschrittverfahren erzeugten Naherungslosungen (y,)nen (in ei-
nem diskreten Sinne) exponentiell stabil sind und gegen stationire Limiten konvergieren,
limy, o0 Yn = Yoo , Welche wiederum Approximationen des kontinuierlichen stationéren Li-
mes e sind. Der Beweis fiir diese naheliegende Aussage ist aber noch nicht gefiihrt
worden; s. hierzu auch die Diskussion im néchten Kapitel iiber ,numerische Stabilitéit®.

2.3 Schrittweitenkontrolle

Das Hauptproblem bei der Durchfiihrung von Differenzenverfahren zur Losung einer AWA
ist die Bestimmung geeigneter Schrittweiten h, zur Gewihrleistung einer vorgeschrie-
benen Approximationsgiite. Die im Konvergenzsatz 2.2 angegebene Fehlerabschéitzung
erlaubt es, aus Schranken fiir den ,lokalen” Abschneidefehler 7, auf das Verhalten des
sglobalen” Diskretisierungsfehlers e,, = vy, — u(t,) zu schliefen. Unter Annahme exakter
(d. h. rundungsfehlerfreier) Rechnung gilt bei Verwendung fehlerfreier Startwerte auf dem
Intervall T = [ty, ty + T die a priori Fehlerabschétzung

< < o,
max eal| < K hallmall < KT ma 7] (23.46)

tnel

mit einer Konstante K = K(T') ~ exp(LT). Obwohl im Extremfall K exponentiell mit
der Intervallange T wachst, nehmen wir im Folgenden an, dass K von moderater Griofe
ist. Wir haben gesehen, dass diese Annahme z. B.. fiir monotone AWAn berechtigt ist.
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Zur praktischen Auswertung der a priori Fehlerabschitzung (2.3.46) benotigt man
moglichst scharfe Schranken fiir ||7,|| . Bei den Taylor-Verfahren m-ter Ordnung gilt z. B..

1

17l < - A max [lu™ @]
(m+1)! tel

und es wiren somit hohere Ableitungen der unbekannten exakten Losung wu(t) abzuschét-
zen. Dies ist aber selbst bei Ausnutzung der Beziehung u(™*tD(t) = f0™ (¢, u(t)) und
Kenntnis von Schranken fiir «(¢) kaum mit vertretbarem Aufwand moglich. Daher wer-
den in der Praxis meist a posteriori Schitzungen fir die Abschneidefehler verwendet, die
man aus den berechneten Ndherungswerten fiir w(¢) erhélt. Die zugehérige Theorie ist
naturgeméf stark heuristisch gepragt. Allgemein fiir Differenzenverfahren anwendbar ist
die sog. ,Methode der Schrittweitenhalbierung”, die im Folgenden beschrieben wird. Sie
entspricht dem iiblichen Vorgehen zur Fehlerschétzung bei der numerischen Quadratur.
Wir beschriinken die Diskussion der Einfachheit halber auf explizite Methoden.

Ausgangspunkt ist eine Darstellung des Abschneidefehlers 7, = 7(¢,) auf dem Inter-
vall [t,_1,t,] zur Schrittweite h, in der Form

T = 7™ () h™ + O(h™ ) (2.3.47)

mit einer von h, unabhingigen Funktion 70" (t), der sog. , Hauptabschneidefehlerfunk-
tion”, und einem Restglied hoherer Ordnung. Bei den Taylor-Verfahren ist z. B..

T (t,) = u™ ) (t,1) .

(m+1)!

Ahnliche Darstellungen gelten auch fiir die Runge-Kutta-Verfahren (Ubungsaufgabe).

Wir wollen nun Strategien angeben, mit deren Hilfe wiahrend der Rechnung die Schritt-
weiten h, so gewéhlt werden, dass zu einer vorgegebenen Fehlertoleranz TOL > 0 auf
dem Intervall I die Schranke

max |le,|| < TOL, (2.3.48)
tn€l

realisiert wird. Die Toleranz TOL sollte dabei deutlich gréfier als die Maschinengenauig-
keit eps gewihlt sein, genauer (sieche Ubungsaufgabe):

-1
TOL > max {h," lyn-1lleps} .

Ausgangspunkt ist die a priori Fehlerabschitzung (2.3.46). Wir setzen K = 1 und
nehmen an, dass Schatzun%en fiir die lokalen Abschneidefehler 7,, bzw. fiir die Hauptab-
schneidefehlerfunktion 7, = 70™(t,) bekannt sind. Wie solche zu berechnen sind, wird
anschlieffend diskutiert. Es bieten smh nun zwei Strategien zur Schrittweitensteuerung an:

Strategie I: Die Schrittweiten h,, werden geméf

TOL TOL 1/m
Khm\@(lm)”z% baw. h <KT|O(’">||>
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gewdhlt, so dass wie gewiinscht folgt:
TOL
~ m (m) ~ - .
tnel tn€l
Die Anzahl der durchzufithrenden Zeitschritte ergibt sich dann zu

¥ St = S () = () S

tnel

Unter Beriicksichtigung der Beziehung 7™ u™m+(t,_,) folgt also in etwa, dass

N~ — (mED|m g
(7oz) [ 1umon

Strategie 1I: Die Schrittweiten h, werden geméifl

TOL TOL 1/(m+1)
A R O e
EN|m™ |

gewéhlt mit der (noch unbekannten) Gesamtzahl N der durchzufiihrenden Zeitschritte,
so dass ebenfalls folgt:

m m TOL
Itng}(HenH ~K E {hn+1||7'1(l )||} R E 1 =TOL.
el el

Die Anzahl N ergibt sich dann analog wie oben zu

KN|7{™|| 1/ om+1) 1/(m+1)
N ~ h ( ) < ) B || 70 [/ 074 D)
2 (" o1 ror) 2 M

Unter Beriicksichtigung der Beziehung ™ w1 (t,_1) ergibt sich diesmal

K 1/(m+1)
N/ (1) A=/ (mA) ( ) /||um+1H1/(m+1) dt,
TOL I

und folglich

m (m+1)/m
N =~ (L) Y Hu(mH)Hl/(mH)dt .
TOL I

Da N a priori nicht bekannt ist, muss es zunéchst geschitzt und dann im Verlaufe
von mehreren Durchldufen angepasst werden. Diese Schrittweitenstrategie erscheint also
aufwendiger als die erste.

Beide beschriebenen Strategien zur Schrittweitenwahl sind asymptotisch gleich effi-
zient, d. h.: Die globale Fehlertoleranz TOL wird mit N ~ TOL™Y™ Zeitschritten
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erreicht. Allerdings ergeben sich leichte Unterschiede bei den Konstanten. Wir wollen de-
ren Bedeutung fiir m = 1 (Eulersche Polygonzugmethode) diskutieren. Fiir Strategie I

gilt dann
~7or [ Il

und fiir Strategie II entsprechend

K "11/2 / //
N — <7
ror ([lwea) < 257 [

Der Unterschied besteht also im wesentlichen darin, wie die Regularitit der exakten
Losung in die Schrittzahl eingeht. Strategie II ist hinsichtlich der Anzahl der erzeugten
Zeitschritte offenbar dann 6konomischer als Strategie I, wenn

2
</||u”|1/2dt) e T/Hu”|| dt.
I I

Dies ist etwa der Fall fiir singulire Losungen, deren zweite Ableitungen nicht integrabel
sind; z. B..: u(t) = (1 —t)/2.

2.3.1 Schiatzung des Abschneidefehlers

Wichtigster Bestandteil der obigen Schrlttweltenstrateglen sind gute Schitzungen fiir die
Hauptabschneidefehlerfunktion 7™ Diese kann man etwa mit Hilfe des im Folgenden
beschriebenen Prozesses gewinnen. Sel zum Zeitpunkt ¢, die Ndherung y, berechnet, so
dass

max ||y, —u(t,)]| < TOL.

tu€lto,tn]

Zur Bestimmung von 7'7(;:% und damit der neuen Schrittweite h,,,; wihlen wir zunéchst

eine Schétzschrittweite H (etwa H = 2h,). Anwendung des Einschrittverfahrens zum
Startwert y, mit den Schrittweiten H (ein Schritt) und H/2 (zwei Schritte) ergibt zum
vorlaufigen Zeitpunkt ¢,,; := t,+H Niherungen yfﬂ bzw. yf ﬁ . Fiir die Fehler gilt
yﬁ_l —u(tys1) = e, + H{F(H;ty,yn) — F(H' boyUn)} — HTﬁH
= (1+O0(H)) e, — H™ 7 + O(H™ )

H/2

sowie analog fiir y, 1} P

u(tyq1/2) . Wir erhalten weiter

H H "
ynﬁ U(tny1) = ynﬁ/g = U(tnta/2) + %H{F(lff tn+1/2, yn.ﬁ/g)

— F(3H; tn+1/27u(tn+1/2))} H

(1 O (!} = ultnsya) } = (GH)™ 5+ O(H™)

= (1+0(H) {(1+ O(H))en — (3H)™ 77} , + O(H™2) |
— (3H)"™ I 4+ O(H™)
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und folglich

yit —u(tyn) = (1+ O(H))e, — 20 HY™ 1200 + O(H™*2).

Dabei wurde ausgenutzt, dass sich die Hauptabschneidefehlerfunktion geméf
i =T+ O(H)
entwickeln léasst. Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt
Yntt =yt = O(H)en = 73 {2GH)™ = H™} + O(H™?)

bzw.

) yH/2 yH

m) n+1 "~ Yn+1 —m

Tl = Hmi(1— 2-m) +O(H)+O(H ™)e, . (2.3.49)
Bis hierin war die Analyse noch mathematisch korrekt. Nun wird postuliert, dass die
beiden ,,0”-Terme rechts in (1.2.1) klein genug sind, um mit

ynls =yl

~(m) | _ ntl — Intl

Tort i= (1= 9-m) (2.3.50)
eine brauchbare Néherung fiir 7, ﬁ zu erhalten. Dazu wird oft e,, = 0 angenommen, d. h.:
Man betrachtet den Abschneidefehler entlang der diskreten Approximation (y,), anstatt
entlang der ,richtigen” Losung wu(t). Alternativ kann man sich auch auf die Annahme
einer hoheren Approximationsordnung e, = O(H™"!) abstiitzen, was durch die folgende
Diskussion nahegelegt wird.

2.3.2 Adaptive Schrittweitensteuerung

Mit der obigen Schétzung fiir T,,(LT% wird nun geméf einer der oben angegebenen Strategien

eine neue Schrittweite h,,+1 bestimmt, also etwa als (Strategie I):

1/m
TOL
By = < m) . (2.3.51)
K70

n+1

Zur Kontrolle wird noch iiberpriift, dass nicht h,,; < H, was die Brauchbarkeit der
Schéitzung 7, ﬁ in Frage stellen wiirde. Insgesamt ergibt smh also der folgende Algorith-

mus zur adaptiven Schrittweitenwahl und Fehlerkontrolle:

(i) Sel die Ndherung y, ~ u(t,) berechnet, mit der letzten Schrittweite h, . Wihle
= 2h,, und setze probeweise t,.1 :=1t, + H.

ii) Berechne 3%, , und yH/ 2, und bestimme die Schatzung des Abschneidefehlers und
n+1 n+1
die daraus resultierende Schrittweite h,.; etwa aus (2.3.51).
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(iti) Uberpriife, ob hy41 < 3H = h,, (2. B.i by < 1H).

a) Wenn ja: Die Schétzung fiir Tr(;’:i ist zu grob. Wiederhole Schritt (i) mit H =
2Ny . (Beende die Rechnung, falls H < hypp ).

b) Wenn nein: Setze h,.; = H,t,.1 =t,+H und akzeptiere die beste verfiighare
Nédherung y,41 := yfﬁ 2 u(tpy) -

Eine noch bessere Niaherung zu u(t,,;) erhdlt man durch eine Linearkombination der

beiden Werte yf ﬁ und y/., (,Prinzip der Extrapolation zum Limes H = 0):

mei{/z - yf m
U(tn+1) = % + O(H +1) ‘

Heuristische Grundlage dieses Schritts ist die postulierte ,,asymptotische” Entwicklung
Yl = utys) +a™ () H™ + O(H™) (2.3.52)
mit einer H-unabhdngigen Funktion ™ (t). Wir werden uns spéter noch eingehender mit

der Extrapolation bei der Losung von AWAn befassen.

Bemerkung: Die Schrittweitenkontrolle durch Schrittweitenhalbierung ist prinzipiell fiir
jede Einschrittmethode anwendbar. Sie ist orientiert am lokalen Abschneidefehler,

Ty 1= h;l{u(tn) - u(tn,l)} — Fhpi b1, u(tn ),

den man durch Einsetzen der exakten Losung u in die Differenzengleichung erhélt, und
basiert auf der diskreten Stabilitit des L-stetigen Differenzenoperators. Dieser Ansatz
fithrt zunédchst auf a priori Fehlerabschiatzungen, die erst danach durch Schitzung des
Abschneidefehlers 7,, in verwendbare a posteriori Fehlerabschitzungen umgewandelt wer-
den. Die Methode zur Schrittweitenwahl durch lokale Eztrapolation ist im Prinzip auch
fiir implizite Einschrittformeln anwendbar (Ubungsaufgabe).

Ein alternativer Zugang bedient sich des Residuums der diskreten Losung (yy,)n, wel-
ches man durch Einsetzen einer geeigneten Interpolierenden 3" (etwa stiickweise linear)
von (y,), in die Differentialgleichung erhilt:

R(y") =y~ f(t,y"), tel.
Damit geniigt 4" der gestérten Gleichung
y" = flty") + R, tel,

und man erhilt tiber die Stabilitdt des Differentialoperators (Satz 1.4) direkt eine a po-
steriori Abschiitzung fiir den Fehler e := y" — u durch das bekannte Residuum R(y"):

o () = w0 < 7 { ol + T LRI (23.53)
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Hierbei besteht aber das Problem, dass unter Umstdnden, insbesondere bei Verfahren
hoherer Ordnung, das heuristisch gebildete Residuum nicht mit der richtigen Ordnung
gegen Null geht und der Fehler somit grob iiberschétzt wird. Diesen Zugang zur Feh-
lerschitzung werden wir spater im Zusammenhang mit den sog. Galerkin-Verfahren zur
Losung von AWAn weiter verfolgen.

Bemerkung: Die kritische Schwéche der allgemeinen heuristischen Schrittweitenkon-
trolle fiir das implizite Euler-Verfahren basierend auf der a priori Fehlerabschitzung
(2.3.46) ist die moglicherweise starke Unterschédtzung der Fehlerkonstante K, wenn sie
einfach willkiirlich gesetzt wird. Auf der anderen Seite orientieren sich analytische a priori
Abschitzungen von K zwangsliufig am schlimmsten Fall und fithren zu grober Uberschiit-
zung des tatsichlichen Fehlers und damit zu ineffizienter Schrittweitenkontrolle. Ein An-
satz zur moglichen Uberwindung dieses Problems basiert auf der Beziehung

en = en1+ hnf (tn, Yn)en + huTn(u) + h,O(€2), (2.3.54)

fiir den Fehler e,, = u,—y, , mit Anfangswert ey = 0. Mit einer Schitzung des Abschnei-
defehlers 7, (y,) = 7,,(u) (erhalten etwa mit Hilfe lokaler Extrapolation) kann die Losung
E,, der linearisierten Fehlergleichung

E,=Eu 1+ hof (tw, yn)En + homo(yn), 0<n <N, (2.3.55)

verwendet werden, um eine Schatzung fiir den Fehler FE, ~ e, zu gewinnen.

2.3.3 Numerischer Test

Fiir die AWA
u'(t) = —200tu(t)?, t>-3, wu(-3)=1/901,

mit der Losung w(t) = (14 100¢%)~" wurde der Wert u(0) = 1 approximiert mit
— dem Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung
Yn = Yn1+ shafks + ka}, k1 = flta1,yn-1), ko= f(tn, Y1+ hoki).
— mit dem ,klassischen” Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Yn = Yn—1 + %hn{kl + 2k2 + 2k3 + k4};
ki = fltn-1,Yn-1), k2= f(tn-1/2, Yn-1 + 5hnk1),
kS = f(tnfl/Z; Yn—1 + %hnkQ)a k4 = f(tna Yn—1 t+ hnkJ)

Die Schrittweitensteuerung erfolgte dabei geméf3 der obigen Strategie

yHﬁ — Ui |Yn|
ot L TOL = eps .
(=2 P

Bei 17-stelliger Rechnung ergaben sich folgende Resultate:
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Rechnung mit variabler Schrittweite

Ordnung | eps Romin Rmax Fehler # Auswertungen
5 1079 12,5-1074(3,8-1072|1,3-1076 ~ 16.000
m =
1073 7,3-107 | 1,2-107* | 2,7-107C ~ 384.000
107 16,6-107*|1,0-107![2,9-1076 ~ 1.200
m=4
10771 1,9-107*12,9-1073 | 1,7-10719 ~ 2.000

Rechnung mit fester Schrittweite

Ordnung h Fehler | # Auswertungen
m=2 |5-107°|3-107F ~ 120.000
m=4 |5-107%|3-107° ~ 2.000

2.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1: a) Man rekapituliere den Begriff der ,Konsistenz“ und den der ,,Kon-
sistenzordnung® einer (expliziten) Einschrittformel vy, = y,-1 + hF(h;t,_1,Yn_1) zur
Approximation der Differentialgleichung «'(t) = f (¢, u(t)) .

b) Man gebe die Konsistenzordnungen der folgenden Differenzenformeln an:

(1) Modifizierte Euler-Formel:
Yn = Yn—1 + hf<tn71 + %h7 Yn—1 + %hf(tnflvynfl));
(ii) 3-stufige Runge-Kutta-Formel:

Yn = Yn—1 + floh{kl + 5ko + 4ks},
ky = f(tn-1 + 3P, yn—1 + 3hk1),

kl = f(tnfh yn71)7
ks = f(tam1 + Gl Y1 — f3hkn + Jhks).

Aufgabe 2.2: Das allgemeine (explizite oder implizite) Runge-Kutta-Verfahren hat die
Form

Yn = Yn—-1 + hnF(hm tn—la yn—l)
mit der Verfahrensfunktion

R R
F(hit,e) = ch(hit,a), ko(hit,a) = f<t +hapz+ by bk)

r=1 s=1

mit Konstanten c¢,, a,, b.,. Im Fall b., =0 fiir s > r ist das Schema explizit. Man zeige:
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a) Dieses Verfahren geniigt der Lipschitz-Bedingung (Lj,)
[F(hst,x) — F(hit, Z)|| < Lfjz -z,

wenn die Funktion f(¢,z) (bzgl. x) Lipschitz-stetig ist.

b) Das Verfahren ist genau dann konsistent, wenn Zil ¢ =1 ist.

Aufgabe 2.3: Bei der Durchfiihrung einer expliziten (L-stetigen) Einschrittmethode wird
wegen des unvermeidbaren Rundungsfehlers eine gestorte Rekursion

gn = gn—l + hnF(hn;tn—hgn—l) + En, n 2 1a
gelost. Die ,lokalen® Fehler verhalten sich dabei wie ||e,|| ~ eps |ly,||, wobei eps die sog.

»Maschinengenauigkeit” (maximaler relativer Rundungsfehler) bezeichnet. Man beweise
die Abschitzung (Stabilitétssatz)

190 = wt)]l < K (ta){ o = oll + (b — to) max || +eps max Az flymll}.

wobel T, den Abschneidefehler der Differenzenformel bezeichnet.

Bemerkung: Dies zeigt, dass bei einer Verkleinerung der Schrittweiten h,, iiber eine ge-
wisse Grenze hinaus der Gesamtfehler wieder anwachsen wird. Ferner wird die Wahl der
Fehlertoleranz e ~ eps ||yl /hn bei der automatischen a posteriori Schrittweitenkontrolle
nahegelegt.

Aufgabe 2.4: In vielen Fillen kann die Konvergenzordnung eines Grenzprozesses

a(h) = a (h—0), a(h)—a=0(hY),

nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekanntem Limes a fiir zwei Werte
h und h/2 die Fehler a(h) —a und a(h/2) —a berechnet und dann die Ordnung « iiber
den formalen Ansatz a(h) — a = ch® aus der folgenden Formel ermittelt:

“= 1og1(2) log <’ ac(lf(zf/L)Q)_aa D '

a) Man rekapituliere die Rechtfertigung dieser Formel und iiberlege, wie man vorgehen
konnte, wenn kein exakter Limes a bekannt ist.

b) Man bestimme die inhdrenten Konvergenzordnungen fiir die folgenden Werte:
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h a(h) b(h)
271 | 7.188270827204928 | 8.89271737217539
272 | 7.095485351135761 | 8.971800326329658
273 | 7.047858597600531 | 8.992881146463981
274 | 7.023726226390662 | 8.998220339291473
27° | 7.011579000356371 | 8.999559782988968
27% | 7.005485409034109 | 8.999895247704067
Limes | a(0)=70 | b(0) =?
Aufgabe 2.5 (Praktische Aufgabe):
Man berechne Niherungslosungen fiir die AWA
u'(t) =sin(u(t)), >0, u(0)=1,

mit Hilfe

- der Polygonzugmethode,

- der modifizierten Euler-Formel,

- des ,klassischen* Runge-Kutta-Verfahrens 4-ter Ordnung,
jeweils fiir die (konstanten) Schrittweiten h; =27%i=1,...,8.

Man bestimme , experimentell die Konvergenzordnungen p der Verfahren fiir die Ap-
proximation des Losungswertes u(10) aus den berechneten Néherungen yﬁf,) ~ u(10) zu
Schrittweiten h; nach der Formel

1 i i1
p=— )log<yN In )

log(2 unv' =y

Aufgabe 2.6: Man betrachte das implizite Euler-Schema

Yn = Yn—1 + hnf(ﬁna yn)a ln 2> 1o, Yo & ug,

zur Diskretisierung der iiblichen L-stetigen AWA /(¢) = f(t,u(t)),t > to,u(ty) = up.
Man beweise mit den Mitteln aus dem Text unter der Annahme einer geeigneten Schritt-
weitenbedingung die a priori Fehlerabschétzung (mit einem geeigneten v > 0)

@13}

o — (el < 5= iy — wol| + 3T max {ny,

max
1<m<n te(t

b — 1:7)’!.
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Aufgabe 2.7: (i) Man beweise zunichst die beiden Abschétzungen

| = el < e =wl, | =2 < e
— = <|lz—vy — —z|| < |z — =z
fell ~ Tl B |

fiir beliebige Vektoren x,y, 2z € R mit ||z|| > 1, [jy]| > 1, ||z|| < 1. (Hinweis: Zum Nach-
weis dieser Abschétzungen darf ,geometrisch® argumentiert werden; analytische Beweise
sind aber auch willkommen.)

(ii) Die Funktion f(¢,x) geniige fiir ein p > 0 auf dem ,Schlauch*
U, := {(tw) el xR | |z —u(t)] < p}, I = [to, to + T7,

um die Losung w(t) der zugehorigen AWA /() = f(t,u(t), t € I, u(ty) = uo, der
iiblichen Lipschitz-Bedingung mit Konstante L. Fiir (¢, z) € (I x RY)\ U, sei gesetzt

x — u(t)

R P T

so dass stets (t,z,) € U, ist. Man zeige, dass dann die modifizierte Funktion

u(t),

xT

f(t2). (t.a) €U,
f(tz,)., (t.2) € (I x RN\ U,

auf ganz [ x R? stetig und sogar global Lipschitz-stetig ist mit derselben Konstante L.

e ={

Aufgabe 2.8: Die (nicht-autonome) AWA u/(t) = f(t,u(t)), t > to, ul(to) = uo,
geniige der iiblichen (globalen) Lipschitz- und Monotonie-Bedingung. Man zeige mit den
Argumenten aus dem Text, dass dann die implizite Euler-Methode

Yn = Yn—1 + hnf(tnayn)a n>1, yo=uo,

ohne Schrittweitenrestriktion Nédherungen y,, liefert, welche im Fall sup,>, [/f(¢,0)| < M
beschrénkt bleiben:

sup [[ya[| < M.

n>1

(Hinweis: Man passe die Argumentation im Text zum Nachweis der globalen a priori
Fehlerabschitzung fiir das implizite Euler-Verfahren an die vorliegende Fragestellung an,
ohne letzteres Resultat explizit zu verwenden.)

Aufgabe 2.9: Die Durchfithrung eines impliziten, L-stetigen Einschrittverfahrens
Yn = Yn-1 + "B (At Yns Y1), =1, yo = uo,

zur Losung der L-stetigen AWA «/(t) = f(t,u(t)), t > 0, u(0) = up, der Dimension d
erfordert in jedem Zeitschritt die Losung eines i. Allg. nichtlinearen Gleichungssystems.
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a) Man formuliere (mit Begriindung) eine Bedingung an die Zeitschrittweiten h,, , unter
der die Konvergenz der einfachen Fixpunktiteration

y,(f) =Yn-1 + hnF(hM 12 yﬁk_l)y yn—l)a k>1, y7(1,0) = Yn-1,

gesichert ist, und gebe eine Fehlerabschéitzung fiir diese Fixpunktiteration an.

b) Unter welcher Zusatzbedingung an die Verfahrensfunktion F'(h,;t,, Yn, Y1) ist die
Losbarkeit des nichtlinearen Gleichungssystems unabhéngig von der Wahl der Schrittweite
h, stets gesichert?

¢) Wie lautet das Newton-Verfahren zur Losung dieses Gleichungssystems und unter wel-
chen Bedingungen konvergiert es quadratisch (s. Literatur)?

Aufgabe 2.10 (Praktische Aufgabe):
a) Man berechne Naherungslosungen fiir die AWA

u'(t) = =200t u(t)?, to:=-3<t<3, u(-3)=—
mit Hilfe der expliziten ,,Polygonzugmethode®

yn:yn71+hf(tnfl7ynfl)7 nil,...,NI: 4/ha

fiir die (konstanten) Schrittweiten h =27%i =75, ...,10. Man vergleiche die berechneten
Werte zum Zeitpunkt ¢ = 1 mit dem Wert u(1) der exakten Losung u(t) = (1+100¢%)~*
in einem logarithmischen Plot (Logarithmus des absoluten Fehlers als Funktion von h
bzw. i =0,1,2,...).

b) Man wiederhole die Rechnung mit der sog. ,,(impliziten) Trapezregel®

1
Yn = Yn—1 + éh{f(tn7yn) + f(tnfla y’nfl)}a n= 17 R N = 6/h7
und vergleiche die beobachteten ,, Konvergenzordnungen®:
[u(3) = yn| = O(h").

Wie verhiilt sich das dieses Verfahren fiir die grébere Schrittweite h = 27 ? Man versuche,

den beobachteten Effekt zu erkliren.
¢) Man untersuche die Konvergenz der folgenden, aus den mit der Trapezregel gewonnenen
(i)

Werte y, zur Schrittweite h; gebildeten Approximationen

(i 1 i i ,
y](\,) = §{4y](\,) — y}v 1)}, 1=2,..,8.

Die beobachteten Phanomene werden im Verlauf des Textes erklart werden.
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Aufgabe 2.11: Betrachtet werde die lineare AWA
' (t) = Au(t) +b(t), t>0, u(0)=u,
mit der Matrix A = (a,-]-)ﬁ j—1 mit den Elementen
ay; = —2, ;341 =1, a;; =0 sonst,

und der Vektorfunktion b(t) = (b;(t))_, mit den Komponenten b;(t) = sin(jmt). Lasst
sich die (globale) Losung w(t) dlCSCI“ AWA mit Hilfe der Trapozrogol

Yn = Yn—1 + %hn{Ayn—l + bn—l + Ayn + bn}7

gleichmifig in der Zeit approximieren, d. h.: Gilt unter einer globalen Schrittweitenbe-
dingung h,, < h bei hinreichend kleinem h eine globale Fehlerabschétzung der Form

sup 9 — un|| < Kh?,
tn

und wie sieht dabei die Fehlerkonstante K aus?

Aufgabe 2.12: Man zeige fiir (global) L-stetige und (strikt) monotone AWAn im Sinne
des Textes unter der Schrittweitenbedingung

2\
=i < I

dass das explizite Euler-Verfahren, vy, = y,—1 4+ hnf(tn1,Yn-1), 7 > 1, yo = ug, global
konvergiert, d. h. es gilt eine globale Fehlerabschitzung der Form

llyn — u(tn)|| < clgluagn{hu max W[}, tn > to.

Hinweis: Man versuche (angelehnt an den Beweis der globalen Konvergenz des impliziten
Euler-Verfahrens aus dem Text) die Abschitzung (k = 2\ — hL?)

8
lenl]* < = max [, [ (fir kh < 1).
Kk 1<v<n

induktiv zu beweisen. Hierbei konnten sich die Beziehung 2||e,[|? — 2(en_1, €n) = |len||* +
llen — en1l|* = llen_1]|*> und die Youngsche Ungleichung, 2ab < e~1a® + b?, als niitzlich
erweisen.

Bemerkung: Diese Aussage folgt auch aus dem ,,globalen“ Konvergenzsatz des Textes, da
unter den gestellten Bedingungen die Losung der AWA exponentiell stabil ist. Dies zeigt
die Leistungsfahigkeit dieses allgemeinen Satzes.

Aufgabe 2.13: Man zeige exemplarisch fiir das Heunsche Verfahren 2-ter Ordnung

Yn = Yn—1 + %hn{f(tnfh ynfl) + f(tna Yn—1 + hnf(tn71>ynfl))}7
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dass der Abschneidefehler einer expliziten Runge-Kutta-Formel m-ter Ordnung eine Dar-
stellung der Form
o =7 ()R + O(hpt)

erlaubt, wobei die sog. ,fiihrende Abschneidefunktion® 7™ (¢) nicht von h, abhingt.
(Hinweis: Man treibe einfach die zur der Ermittlung der Konsistenzordnung der Differen-
zenformel angesetzten Taylor-Entwicklungen um eine Stufe weiter.)

Aufgabe 2.14: Man rekapituliere die im Text angegebene , Methode der Schrittweiten-
halbierung® zur Schiatzung des Abschneidefehlers expliziter Einschrittverfahren und be-
antworte dabei die folgenden Fragen:

(i) Wie lauten die Formeln, wenn statt mit ,,Schrittweitenhalbierung® mit ,,Schrittweiten-
viertelung“ gearbeitet wird?

(ii) Ist diese Methode auch fiir implizite Einschrittverfahren

Yn = Yn-1 + hnF(hny b1y Yn—1, yn)

mit L-stetiger Verfahrensfunktion F'(h;t,-,-) anwendbar?

Aufgabe 2.15: Die kritische Schwiche der allgemeinen heuristischen Schrittweitenkon-
trolle fiir das implizite Euler-Verfahren basierend auf der allgemeinen lokalen a priori
Fehlerabschétzung aus dem Text ist die moglicherweise starke Unterschédtzung der Feh-
lerkonstante K, wenn sie einfach willkiirlich gesetzt wird. Auf der anderen Seite orien-
tieren sich analytische a priori Abschatzungen von K zwangsldufig am schlimmsten Fall
und fithren zu grober Uberschitzung des tatsichlichen Fehlers und damit zu ineffizienter
Schrittweitenkontrolle.

Ein Ansatz zur moglichen Uberwindung dieses Problems basiert auf der Beziehung
€n = €Ep—1 + hnf/(tna yn)en + hnTn(u) + hno(ei)a

fiir den Fehler e, = u,—y, , mit Anfangswert ey = 0. Mit einer Schitzung des Abschnei-
defehlers 7, (y,) ~ 7,(u) (erhalten etwa mit Hilfe lokaler Extrapolation) kann die Losung
E,, der linearisierten Fehlergleichung

E”l - En—l + hnfl(t’m yn)En + hnTn(yn)u 0 S n S N7

verwendet werden, um eine Schitzung fiir den Fehler F, ~ ¢, zu gewinnen. Man zeige,
dass fiir diese Schétzung gilt:

max |le, — F,| = O( max ||en|\2).
0<n<N 0<n<N

Aufgabe 2.16 (Praktische Aufgabe):
Man berechne eine Néherungslosung fiir die AWA

u'(t) = =200tu(t)?, t>-3, u(-3)=——
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auf dem Intervall I = [—3,3] mit Hilfe der Heunschen Formel 2. Ordnung unter Ver-
wendung der Strategie zur Schrittweitensteuerung aus dem Text. Als angestrebte Feh-
lertoleranz wihle man ¢ = 1077, als Fehlerkonstante K = 10 und als Startschrittweite
hg = 1072, Man beurteile die Giite der Schrittweitensteuerung durch Vergleich mit der

exakten Losung
1

= —""\

) = o0

Fiir welche konstante Schrittweite wiirde man dieselbe Genauigkeit erzielen, und wieviele
Funktionsauswertungen f(t,x) sind jeweils erforderlich?








