1 Aus der Theorie der Anfangswertaufgaben

1.1 Existenzsitze

1.1.1 Existenz von Losungen

Wir betrachten im Folgenden allgemeine Systeme gewthnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung in der (expliziten) Form

u'(t) = f(t,ult)). (1.1.1)

mit Vektorfunktionen wu(t) = (ui(t),...,uq(t))" und f(t,x) = (fi(t,x),..., fa(t,z))"

Ausgehend von einem Anfangspunkt (to,uo) € R! xR? werden Losungen u(t) auf einem
JZeit“-Intervall I = [tg,to + T oder auch I = [to — T, to+ T] gesucht mit u(ty) = uo.
Die Funktion f(¢,z) sei auf einem Zylinder

D=1xQcR'xR?

des (t, z)-Raumes, welcher den Punkt (¢, ug) enthélt, definiert und dort stetig. Weiterhin
werden die Standardnotationen fiir das euklidische Skalarprodukt und Norm

d
xy)zzxiyi, lz|| = (z,2)"?, x,yeR?,
sowie fiir die zugehérige natiirliche Matrizennorm || A|| = sup{||Az|| : = € R%, ||z| = 1},
fir A € R™? verwendet. Ableitungen werden wie folgt bezeichnet:
du(t) Of(t,x) af(t,z)

u'(t) =

Unter einer ,, Anfangswertaufgabe“ (kurz ,, AWA“) wollen wir folgende Problemstellung
verstehen:

Definition 1.1: Zu einem gegebenen Punkt (ty,ug) € D ist eine (stetig) differenzierbare
Funktion u: I — R? gesucht mit den Eigenschaften:

1. Graph(u) := {(t,u(t)),t € I} C D,
2.4 (t) = f(t,u(t)), tel,
3. u(to) = up -

Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung ist eine stetige Funk-
tion u : I — R? genau dann Losung der AWA, wenn Graph(u) C D ist, und wenn sie
die folgende , Integralgleichung® erfiillt

uL‘):uo—|—/ttf(s,u(3))ds7 tel. (1.1.2)
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Bemerkung 1.1: Die Integralgleichung (1.1.2) ist ein Spezialfall einer sog. ,, Volterra-
schen® Integralgleichung*

u(t) = g(t) —|—/ E(t,s,u(s))ds, t€ [ty t1], (1.1.3)

to

mit gegebener , Inhomogenitét* ¢(¢) und , Integralkern k(t, s, x). Ist die obere Integra-
tionsgrenze fest gegeben,

ult) = g(t) + / Ch(ts,u(s)) ds, 1€ [fo, ],

to

spricht man von einer ,, Fredholmschen? Integralgleichung®.

Wir rekapitulieren die folgenden Bezeichnungen: Eine Differentialgleichung (oder ein
System von solchen) (1.1.1) wird ,,autonom* genannt, wenn die Funktion f(¢,z) nicht
explizit von der Zeit abhéngt, d. h.: f(t,2) = f(x). Sie heifit ,separiert”, wenn f(t, z) =
a(t)g(z), und ,linear, wenn

ft,z) = A(t)x + b(t)

mit Matrizen- und Vektorfunktionen A(-), A(t) € R™? bzw. b(-), b(t) € R?. Beispiel
einer autonomen Gleichung ist «/(t) = u(t)?, und die Gleichung «'(t) = qu(t) + 1 ist
linear. Die lineare Gleichung heifit ,,homogen*, wenn b =0 ist.

Eine allgemeine Aussage iiber die lokale Existenz von Losungen der AWA macht der
folgende fundamentale Satz von Peano®:

Satz 1.1 (Existenzsatz von Peano): Die Funktion f(t,x) sei stetig auf dem (d+1)-
dimensionalen Zylinder

D={(t,z) eR' xR : |t —to| < a, ||z — uo|| < B}.

Dann existiert eine Losung u(t) der AWA auf dem Intervall I := [to — Tty + T, wobei

T := min (a, %} M = max || f(t,x)].

(t,z)eD

Beweis: Zum Beweis konstruieren wir mit Hilfe einer , Differenzenmethode® eine Folge
von stetigen, stiickweise linearen Funktionen, welche eine Teilfolge besitzt, die (gleichmé&Big)
gegen eine Losung der AWA konvergiert. O.B.d.A. geniigt es, das Halbintervall I =
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[to,to + T'] zu betrachten. Mit einem Schrittweitenparameter h > 0 (h — 0) wird ei-
ne dquidistante Unterteilung des Intervalls I gew#hlt:

ty<...<t,<...<tn=to+T, h=|t,—t,1|.

Ausgehend von u := g erzeugt dann die sog. ,Eulersche Polygonzugmethode* Werte
ul durch die sukzessive Vorschrift

ul =l hf(ta_,ul ), n>1. (1.1.4)

Diese diskreten Funktionswerte werden linear interpoliert zu einem stetigen Polygonzug:
u(t) = uh A (= b)) [t ), b SE <ty

(i) Wir zeigen zuniichst, dass diese Konstruktion durchfiihrbar ist, d. h.: Graph(u”) C D.
Sei (t,u”(t)) € D fiir t, <t < t,_,. Nach Konstruktion gilt dann fiir ¢ € [t;_1, 4]

k—1
W) — ug = (1)~ + S {ul —ul )
i=1

k—1
= (t = tee) f(temr uf ) + B> Fltio,uly)

i=1
und folglich
[u(t) — uoll < (t — thet) M + (tpo1 — to)M = (t — tg)M < S.
Also ist (t,u”(t)) € D fiir to <t < ;. Durch Induktion folgt Graph(u”) C D.

(ii) Wir zeigen als niichstes, dass die Funktionenfamilie {u”},~o gleichgradig stetig ist.
Seien dazu t,t' € I, t' <, beliebig mit ¢ € [ty_q1,t;], t' € [t;_1,t;,] fir gewisse t; < t;.
Im Fall ¢,¢' € [ty_1,tx] (d. h: j=Fk)ist

ul'(t) —u"(t') = ujp_y + (= tooy) ftey, w" (teer)) — upy — (' = tier) f(teor, v (te1))
= (t—t")f(te1,u" (t 1))

und somit [|u”(t) — u(t)]| < M|t —¢|. Im Fall ¢; <t ist

k—1
ul(t) —u () = u(t) —up_y + > {ul —ul Y+ ul —u ()
i=j

k—1
= (t = ty1) f(th,ujiy) + hz Fltimiufy) + (o — ) f(to u)y)
=]
k—1
= (t - tk—l)f(tk’—la szl) +h Z f(ti—lv uzhfl) + (h +tj1— t/)f(tj—la U;Zl)
i=j+1

und folglich
[u”(8) = w" ()] < M{(t = tir) + (teos = ) + (4 = )} < M|t — 1]
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Also ist die Familie {u"},-o gleichgradig stetig (sogar gleichgradig Lipschitz-stetig). Fer-
ner sind die Funktionen u" wegen der gemeinsamen Anfangswerte u”(ty) = uo auch
gleichmifig beschrinkt:

[u" @O < [lu"(t) — ol + [luoll < MT + |luoll, ¢ € [to, to + .

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert dann eine Nullfolge (h;);eny und eine stetige
Funktion w auf I, so dass

max lu(t) — u(t)]| =0 (i — o0). (1.1.5)

Da der Zylinder D abgeschlossen ist, ist dann auch Graph(u) C D.

(iii) Es bleibt zu zeigen, dass die Limesfunktion u der Integralgleichung (1.1.2) geniigt.
Fiir ¢ € [ty_1,t;) C I setzen wir u'(t) := uhi(t). Fiir jedes 4 gilt zunichst

ul(t) = u?c—l + (t - tk,l)f(tk,l, u?;_l)
= Up_o 4 (the1 — ti—o) f(tr—a, uj_y) + (t — tre1) f (b1, Up_y)

k-1
= ug + Z(tj —tj1) f(ti, u;'—l) + (t = tr—1) f (b, ug )
=1
ifl t; t
=uy + Z/ f(tj-a, ué_l) ds + / ftr—r,ul ) ds
j=1"7ti-1 th—1
k=1,
—uw0t 3 [ L) = ()} ds
=17t

+[ Umﬁmiﬁﬁﬁw®nﬁ+lf@ﬁ@ﬂ&

Auf der kompakten Menge D ist die stetige Funktion f(¢,z) auch gleichméafig stetig.
Ferner sind die Funktionen der Folge (u');cy gleichgradig stetig. Zu beliebig gegebenen
e >0 gibt es also d,&’ > 0, so dass fiir [t —¢'| < § und ||z —2/|| <&’ gilt:

Ju'(t) —u' () <€ [If(t2) = f(t,2)]| <e.
Fiir hinreichend grofies ¢ > i., d. h. hinreichend kleines h;, folgt damit

max }Ilf(tk_l,ui(tk_l)) — f(s,ui(s))| <e, k=1,....N.

SE€[th—1,tk
Dies ergibt
t
u'(t) — up — / f(s,u'(s))ds| < elt —tol.
to
Die gleichméBige Konvergenz «! — u auf I impliziert auch die gleichméiBige Konvergenz

FCa () = fCu()) (i o0).
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Im Limes ¢ — oo ergibt sich damit

‘u(t)—uo—/t:f(s,u(s))ds <elt — 1.

Wegen der beliebigen Wahl von ¢ folgt, dass die Limesfunktion u die Integralgleichung
(1.1.2) lost, was zu zeigen war. Q.E.D.

Wenn die AWA hochstens eine Losung w auf I hat, erschlieBt man durch ein Wi-
derspruchsargument, dass fiir jede Nullfolge des Schrittweitenparameters h die vom Eu-
lerschen Polygonzugverfahren gelieferte Folge (u"), fiir h — 0 gegen u konvergiert
(Ubungsaufgabe).

Der Beweis von Satz 1.1 zeigt, dass das Existenzintervall I = [to — T,to + T der
durch den Existenzsatz von Peano gelieferten lokalen Losung im wesentlichen nur von den
Stetigkeitseigenschaften der Funktion f(¢,z) abhingt. Durch wiederholte Anwendung
dieses Argumentes ergibt sich die folgende Aussage.

Satz 1.2 (Fortsetzungssatz): Die Funktion f(t,x) sei stetig auf einem abgeschlos-
senen Bereich D des R' x RY, welcher den Punkt (to,uo) enthilt, und sei u eine
Losung der AWA auf einem Intervall T = [to — T,to+ T]. Dann ist die lokale Losung u
nach rechts und links tiber jeden Zeitpunkt hinaus auf ein ,maximales® Ezxistenzintervall
@Inax = (to—Ti, to+T7) (stetig differenzierbar) fortsetzbar, solange der Graph von w nicht
an den Rand von D stifit. Dabei kann Graph(u) := {(t,u(t)),t € Inax} unbeschrinkt
sein sowohl fir t — ty+ 1" = oo als auch fir t — tg+T* < oco.

Beweis: O.B.d.A. wird nur die Fortsetzbarkeit der lokalen Losung auf das rechtsseitige
Intervall [ty, to+7™) betrachtet. Anwendung des Existenzsatzes von Peano liefert zunéchst
die Existenz einer Losung u° der AWA auf einem Anfangsintervall [to,t,], t1 = to + Tp
der Lange

Ty == min(ao, So/Mo).

Dabei hiangt T iiber die Konstanten g, Sy nur von der Schranke M, fiir die Funktion
f(t,z) auf dem Zylinderbereich
Zy:={(t,z) € D, [t —to| < axp, ||z — uol| < Bo}

ab. Wenn (¢1,u(t;)) nicht auf dem Rand 9D liegt, kann ausgehend von ¢; und dem
Anfangswert u; = u(t;) der Satz von Peano erncut angewendet werden und liefert die
Existenz einer Losung u! dieser AWA auf einem Intervall [ty,t,], to :=t; + 7T} der Linge
T, := min(ay, 51/M;) . Dabei ist M; eine Schranke fiir f(¢,2) auf dem Zylinderbereich

Zl = {(t,.%') S D, ‘t*tol S aq, ||.’L'*Ul|| S ﬂl}

Die so gewonnenen Losungsstiicke u”, u' ergeben zusammengesetzt eine stetige und we-
gen der Stetigkeit von f(t,x) sogar eine stetig differenzierbare Funktion wu(t) auf dem
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Intervall [to,to + 1o + T1]; im Ubergangspunkt #; gilt fiir die rechts- bzw. linksseitigen
Ableitungen:
u(t) = f(t.u'(t)) = f(t,u'(t)) = u''(tr).

Nach Konstruktion ist w daher (lokale) Losung der AWA. Dieser Prozess lédsst sich of-
fensichtlich fortsetzen, solange der Graph der Losung nicht an den Rand von D stofit.
Dabei kann es nicht passieren, dass die gewonnene Folge (¢, u(t;)) € D eine Teilfolge
hat, welche gegen einen inneren Punkt (t.,z.) von D konvergiert, denn dann koénnte
man fiir diesen Punkt als Startpunkt wieder den Satz von Peano anwenden und so das
Existenzintervall der Losung iiber den Zeitpunkt ¢, hinaus erweitern. Q.E.D.

Korollar 1.1 (Globale Existenz): Sei die Funktion f(t,z) in der AWA auf ganz R' x
R? definiert und stetig. Besteht dann fiir jede durch den Satz von Peano gelieferte ,lokale®
Lisung u(t) eine Abschitzung der Form

Ju(®)[| < B(t), t€[to—T,to+T], (1.1.6)

mit einer festen stetigen Funktion B : R — R, so ldsst sich u zu einer ,globalen® Lésung
auf ganz R fortsetzen.

Beweis: Wegen der Schranke (1.1.6) fiir alle méglichen lokalen Losungen kann keine von
diesen auf einem beschrinkten Zeitintervall einen unbeschrankten Graphen haben. Also
impliziert der Fortsetzungssatz die Existenz einer globalen Losung. Q.E.D.

Beispiel 1.1: Die skalare AWA
u'(t) = sin(u(t)) ,t >0, u(0) =0, (1.1.7)

besitzt nach dem Satz von Peano lokale Losungen. Fiir jede solche Losung gilt dann

¢
lu(t)| < |u(0)] +/ [ sin(u(s))|ds < |ug| + t.
0
Nach Korollar 1.1 sind diese Losungen also alle global auf R fortsetzbar.

Beispiel 1.2: Die skalare AWA
W () = u()?,t >0, u(0)=0, (1.1.8)
besitzt fiir beliebiges ¢ > 0 eine Losung der Form

0 ., 0<t<c

UC(t):{ [%(t—c)]s/2 , c<t.

Das Eulersche Polygonzugverfahren liefert fiir alle ¢ > 0 die Losung u.(t) = 0. Die
anderen (iiberabzdhlbar vielen!) Losungen kénnen also so nicht approximiert werden.
Wird die Anfangsbedingung aber in u(0) = 1 abgeéndert, ergibt sich die Losung

ut) = (3t+1)"”,

Dass dies wirklich die einzige Losung ist, werden wir weiter unten sehen.



1.1. EXISTENZSATZE 19

Beispiel 1.3: Die AWA

u'(t) =ut)?, 0<t<1, u(0)=1, (1.1.9)
besitzt eine (lokale) Losung der Form wu(t) = (1 —¢)~!. Obwohl f(t,z) = 2% eine glatte
Funktion ist, wird die Losung w(t) fir ¢ — 1 singuldr. Dagegen hat die skalare AWA
1

"(t) = =200t u(t)?, > —3 —-3)=—
(1) u(t, 123, u(-3)= .

die auf ganz R existierende Losung
1

u(t) = ——

®) 1+ 100¢2

welche auch eindeutig bestimmt ist. Dies zeigt wieder, wie unterschiedlich das Losungs-
verhalten von sehr dhnlich aussehenden AWAn sein kann.

Beispiel 1.4: Das skalare ,Modellproblem*

u'(t)=Au(t), t>0, u(0)=uy (AeC),
hat die globale (eindeutige) Losung u(t) = uge

ReX <0: tlim lu(t)| =0, ReA=0: |u(t)|=|ugl, ReA>0: tlim [u(t)] = oo.
—00 —00

mit dem asymptotischen Verhalten

Beispiel 1.5: Die Leistungsfihigkeit des Satzes von Peano in Verbindung mit dem Fort-
setzungssatz sieht man z. B. anhand der stark nichtlinearen d-dimensionalen AWA

d
u'(t) = e~ Ol Hsin(ui(t)), t>0, u(0)=up. (1.1.10)

Der Definitionsbereich der zugehorigen Funktion f(t,z) = e~ I#I [T sin(z;) ist der ganze
R' x R?, und die Funktion f ist auf diesem gleichmiBig beschrinkt. Folglich existiert
(mindestens) eine Losung w auf ganz R, was anhand der Form der Differentialgleichung
nicht so einfach direkt zu sehen ist.

Aus der Integralgleichungsdarstellung (1.1.2) ergibt sich unmittelbar die folgende Aus-
sage {iber die Regularitiat von Losungen der AWA.

Satz 1.3 (Regularitiitssatz): Sei u eine Losung der AWA in Definition 1.1 auf dem
Intervall I. Im Falle f € C™(D)?, fiir ein m > 1, ist dann u € C™ (1),

Beweis: Aus der Beziehung

u(t) = ug —|—/t f(s,u(s))ds, tel,

fiir die lokale Lésung u der AWA entnehmen wir, dass u im Falle f € C'(D)? zweimal
stetig differenzierbar ist mit der Ableitung

u'(t) = dof (t,u(t)) = O f (t,ult)) + Vo f (£, u(t))'(t),
mit der Jacobi-Matrix V,f der Vektorfunktion f. Durch wiederholte Anwendung dieses
Arguments folgt dann die Richtigkeit der Behauptung fiir m > 1. Q.E.D.
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1.1.2 Konstruktion von Lésungen

In einfachen Féllen kann man Losungen einer Differentialgleichung systematisch konstru-
ieren. Wir diskutieren hier zwei der Standardmethoden.

(A) Methode der ,,Trennung der Variablen*

Wir betrachten die ,,separable“ Differentialgleichung

u'(t) = f(t,u(t) = a(t)g(u(t)),

bei der in der rechten Seite die Variablen ¢ und u separiert auftreten. Sei u eine Losung.

Im Fall g(u(t)) # 0 gilt dann
t U/(S) B t }
/to J(a(s) ds = /to a(s)ds.

Mit Hilfe der Variablensubstitution z := u(s) im linken Integral ergibt sich

/u(t) 1 t ( )
—dzz/ a(s)ds.
uo g(Z) to

Hieraus lisst sich in konkreten Fillen hiufig eine Losung w(t) konstruieren. Z. B. ergibt
sich fiir die Differentialgleichung

u'(t) =u(t)?,  f(t.z)=a(t)g(z) =27

ult) 1 L 1 1
t—ty= —de=—-| =———
w 2 2 lug wy  u(t)

durch den Ansatz

eine Losung der Form
Ug

- 1—U()(t—t0)’

u(t)

Diese existiert nicht fiir alle ¢ > ¢, (Singulariéit bei t = to + uy '), obwohl die Funktion
f(x) = 2% ein Polynom ist.

(B) Methode der ,,Variation der Konstanten*
Wir betrachten die lineare Differentialgleichung

u'(t) = a(t)u(t) +b(t), tel:=Iltyto+T]CR, (1.1.11)
mit stetigen Funktionen a,b: I — R. Die zugehorige ,,homogene* Differentialgleichung

V'(t) =al(t)u(t), telCR.
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hat eine Lésung der Form
t
v(t) :==c exp (/ a(s) ds),
to

mit einer freien Konstante ¢ € R, was man direkt nachrechnet. Sei v(¢) eine Losung mit
¢ = 1. Zur Bestimmung einer Losung der ,inhomogenen“ Differentialgleichung (1.1.11)
wird ¢ als Funktion von ¢ angesetzt und so bestimmt, dass u(t) := c(t)v(t) die Diffe-
rentialgleichung erfiillt, d. h.:

u'(t) = c(t)v'(t) +  ()v(t) = a(t)u(t) + b(t).

Daher wird diese Methode auch , Variation der Konstante“ genannt. Wegen c(¢)v'(t) =
c(t)a(t)v(t) = a(t)u(t) ergibt sich die Bedingung

bzw.

c(t) = /tt exp (7 /tT a(s) ds)b(T) dr +~

0 0

mit einer freien Konstante v € R. Damit wird
t

u(t) = exp (/tt a(s) ds) /tt exp < - /tT a(s) dS)b(T) dr + yexp (/t a(s) ds).

0 0 0 0

Durch Wahl der Konstante v = uo kann erreicht werden, dass die Funktion u(t) einen
gegebenen Anfangswert u(ty) = up annimmt. Entsprechend schreiben wir

T

u(t) = exp (/t: a(s) ds) [uo * /t: o < - /tu

Diese Funktion erfiillt dann die lineare Differentialgleichung (1.1.11). Wir werden im Fol-
genden sehen, dass diese Losung durch die Vorgabe eines Anfangswertes u(ty) = ug
eindeutig festgelegt ist. Im einfachsten Fall konstanter Koeffizienten hat die homogene
Differentialgleichung

a(s) ds)b(T) dr} . (1.1.12)

u'(t) = aul(t)
eine Losung der Form u(t) = ce® . Die inhomogene Differentialgleichung
o' (t) = au(t) + b(t)
hat nach dem oben Gezeigten eine Losung der Form
t
u(t) = ey + / e=1b(1) dr. (1.1.13)
to

Jede dieser Losungen ist, wie wir spéter sehen werden, durch ihren Anfangswert w(ty) =
ug eindeutig bestimmt.
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1.2 Eindeutigkeit und Stabilitidt von Losungen

Wir wenden uns nun den Fragen nach der eindeutigen Bestimmtheit von Losungen sowie
ihrer Stabilitdt zu. Die Wichtigkeit der Kenntnis von Stabilitdt oder Instabilitdt von
Losungen wird durch das Beispiel des Lorenz-Systems illustriert.

1.2.1 Lokale Stabilitit und Eindeutigkeit

Definition 1.2 (Lipschitz-Bedingung): (i) Die Funktion f(t,x) geniigt auf ihrem De-
finitionsbereich D C RxR? einer (gleichmifigen) ,Lipschitz-Bedingung®, wenn mit einer
stetigen Funktion L(t) > 0 (,L-Konstante“) gilt:

1t 2) = f(t,2)| < Lt)llz = 2|, (t,2),(t,2") € D. (1.2.14)

(i1) Die Funktion f(t,x) geniigt in D einer ,lokalen® Lipschitzbedingung, wenn f(t,x)
auf jeder beschrinkten Teilmenge von D einer Lipschitz-Bedingung gentigt (mit einer
maglicherweise von dieser Teilmenge abhdngigen Lipschitz-Konstante).

Beispiel 1.6: Die Funktion f(¢,2) habe auf D stetige partielle Ableitungen nach x,
welche beschrankt sind:

[ax [0;filt, )| < K, (t2) €D

Dann ist f Lipschitz-stetig bzgl. x mit der Lipschitz-Konstante L = dK . Zum Beweis
schreiben wir

1y 1 d
f,—(t,x)fi(t,x’)/o dsfi(t,x’+5(x:c’))ds/0 Zajfi(t,9:'+s(:137x'))(x]-7:):;)ds

und finden

d 1 1/
160 5.0 < he =21 [ Y [0 +ste—aDf* as] " < o - ) Ka.

ig=1

Satz 1.4 (Lokaler Stabilititssatz): Mit zwei stetigen Funktionen f(t,z) und g(t,x)
auf D seien die beiden AWAn
u/(t) = f(t7 U(t)) , te [a ’U,(to) = Uo, (1215>
V() =g(t,v(t)), tel, wv(ty) =uvp. (1.2.16)
betrachtet. Die Funktion f(t,x) geniige der Lipschitzbedingung (1.2.14) auf D mit L :=

sup,e; L(t) < oo. Dann gilt fir zwei beliebige Losungen uw von (1.2.15) wund v wvon
(1.2.16)

lu(t) —v(t)|| < eklto) {|u0 — wol| +/ e(s) ds} , tel, (1.2.17)

to

wobei (t) = sup,cq || f(t,z) — g(t, x)].
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Beweis: Fiir die Differenz e(t) = u(t) — v(¢t) gilt

e(t) = /t{f(s,U(S))—f(s,v(S))}dH/t {f(s,0(s)) = g(s,0(s))} ds + uo — vo.

Hieraus folgt

¢ ¢
el < L [ letlds + [ (s)ds + o =]
to to
d. h.: Die (stetige) Funktion w(t) = |le(t)|| geniigt einer linearen Integralungleichung.
Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall* (Hilfssatz 1.1) ergibt sich daraus die gewiinschte
Abschétzung. Q.E.D.

Hilfssatz 1.1 (Gronwallsches Lemma): Die stickweise stetige Funktion w(t) > 0 ge-
niige mit zwei Konstanten a,b > 0 der Integralungleichung

w(t) < a/tw(s) ds+b, t>tp. (1.2.18)

to

Dann gilt die Abschdtzung

w(t) < et t> 1. (1.2.19)

Beweis: Fiir die Funktion .
W(t) = a/to w(s)ds+b
gilt ¢'(t) = aw(t) und somit gemaf Voraussetzung v'(t) < aw(t). Dies impliziert
(e (1) = e (¥'(1) — au(1)) <0,
d. h.: Die Funktion e *(t) ist monoton fallend. Dies bedeutet, dass
e Mw(t) < e Mi(t) < P(tg)e ™0 =be M0t >y,

woraus die behauptete Ungleichung folgt. Q.E.D.

Bemerkung 1.2: Die Abschitzung (1.2.19) im Gronwallschen Lemma lésst verschiedene
Verallgemeinerungen zu. Besteht z. B. eine Beziehung der Form

w(t) < /t a(s)w(s)ds+b(t), t>t, (1.2.20)

to

4T. H. Gronwall (Hakon Grénwall) (1877-1932): Schwedisch-amerikanischer Mathematiker und Inge-
nieur, zeitweise in Princeton (1913-1914); Beitréige zur komplexen Funktionentheorie, Zahlentheorie und
Differentialgleichungen, aber auch zur physikalischen Chemie.
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mit einer stetigen Funktion a(¢) > 0 und einer nichtfallenden Funktion b(¢) > 0, so folgt
w(t) < exp (/t a(s) ds)b(t) >t (1.2.21)
to
Dazu definieren wir die Hilfsfunktionen
o(t) = /ta(s)w(s) ds, Y(t) :=w(t) — /ta(s)w(s)ds < b(t).
to to

Fiir diese gilt dann

und folglich

Also ist () Losung der linearen AWA

¢'(t) = a(t)e(t) +at)p(t), t=to, (te) =0.

Durch Nachrechnen verifiziert man, dass

p(t) = exp[/t a(s) ds] /t exp [ - /S a(r)dr} a(s)(s)ds.

to to to

Wegen a(s) >0 und ¢(s) < b(t) folgt

o(t) < b(t) Cxp[/tta(s)ds} /tt{ - %Cxp[— /t:a(r)dr} } ds

0 0

< b(t) exp[/t a(s)ds} —b(t).

to

Das ergibt schliefllich mit der Voraussetzung (1.2.20)

w(t) < o(t)+0bt) < b(t) exp[/ta(s)ds} .

to

Korollar 1.2 (Eindeutigkeitssatz): Der Stabilititssatz zeigt als Nebenprodukt, dass ei-
ne AWA mit Lipschitz-stetiger Funktion f(t,-) hdchstens eine Lisung haben kann. Die
durch den Ezxistenzsatz von Peano gelieferte lokale Losung ist in diesem Falle also ein-
deutig.

Beweis: Gébe es zwei Losungen « und v, so wiirden diese dieselbe Differentialgleichung
zu denselben Anfangsbedingungen erfiillen. Dies wire dann die Situation des lokalen Sta-
bilitdtssatzes mit g(¢,z) = f(t,z) und vy = ug . Die Stabilitdtsabschitzung ergibt dann
notwendig u(t) = v(t) fiir alle t € T. Q.E.D.



1.2. EINDEUTIGKEIT UND STABILITAT VON LOSUNGEN 25

Korollar 1.3: Wir betrachten eine skalare Differentialgleichung d-ter Ordnung der Form
uD(t) = f(t,u(t),. .., u4V(t)), (1.2.22)

mit einer stetigen Funktion f : I x R? — R, welche beziiglich der letzten d Argumente
einer lokalen Lipschitz-Bedingung genitigt. Dann existiert fir jeden Satz von d Werten
U, ..., ug—1 € R, genau eine lokale Losung u € Cty — ety +¢| der Gleichung (1.2.22),
welche den Anfangsbedingungen geniigt:

u(to) = U, U/(to) =Upy « -y u(d_l) (to) = Ug—1-

Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den vorangegangenen Resultaten
angewendet auf das zu der Gleichung (1.2.22) d-ter Ordnung #dquivalente System 1-ter
Ordnung;:

U (1) = walt)
W) = F(t,unlt),. .. ua(t)),

wobei u; :=u, uy:=uM, ... ug:=u?Y . Die zugehorige Vektorfunktion F(¢,uy,...,uq)
ist offensichtlich stetig und geniigt der Lipschitz-Bedingung. Q.E.D.

Beispiel 1.7: Die Funktion f(t,z) = 2/?(d = 1) aus Beispiel 1.2 ist auf dem Intervall
I =[0,1] in x = 0 nicht Lipschitz-stetig, woraus sich die Mehrdeutigkeit der Losung der
zugehorigen AWA erklart. Fiir die Anfangsbedingung «(0) = 1 ergibt sich dagegen die
Losung u(t) = [2t+ 1]*/? , welche eindeutig ist, da die Funktion f(t,z) = /% bei z =1
Lipschitz-stetig ist.

Beispiel 1.8: Die Funktion f(¢,2) = 2? (d = 1) aus Beispiel 1.3 ist nur ,,lokal® Lipschitz-
stetig, d. h. nur fiir beschriankte Argumente:

|2 — | = |z +yllz —y| < Llz —y|

mit L = max{|z + y|, 2,y € R}. Solange die Losung der zugehorigen AWA existiert, ist
sie jedoch eindeutig.

Beispiel 1.9: Die lineare Differentialgleichung 2-ter Ordnung (harmonischer Oszillator)
u'(t) + ku(t) =0

mit einem festen k € R, besitzt die beiden auf ganz R definierten Losungen wy(t) =
cos(Vkt) und wuy(t) = sin(vkt). Fiir beliebig gegebene ¢, ¢; € R ist auch die Linear-
kombination wu(t) = couy(t) + crus(t) Losung. Wegen u(0) = ¢o und u/(0) = e;Vk ist
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u(t) nach Korollar 1.3 die eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung zu diesen
Anfangswerten. Die Losung zu den Anfangsdaten ¢ = 0 und «/(0) = ¢; ist

u(t) = % sin(Vkt) = Asin (%Tt),

d. h. eine Sinusschwingung mit der Schwingungsdauer T = 27/ vk und der Amplitude

A=C1/\/E

Als Folgerung aus den Sétzen 1.2 und 1.4 erhélt man eine globale Existenzaussage fiir
AWAn mit ,linear beschrankter” Nichtlinearitét.

Korollar 1.4 (Globaler Existenzsatz): Die Funktion f(t,z) sei stetig auf D = R x
R? und geniige mit nicht-negativen, stetigen Funktionen a(t) und B(t) der Wachstums-
bedingung

If(t o) < alt) [l +5@1), (Hz)eD. (1.2.23)

Dann besitzt die zugehorige AWA eine ,globale* Lisung. Gendigt f(t,x) dariberhinaus
einer Lipschitz-Bedingung, so ist die Lisung eindeutig.

Beweis: Fiir die durch den Peanoschen Satz gelieferte lokale Losung « auf einem Intervall
I =lty,to+ T] gilt aufgrund der Wachstumsbeschriankung an f(¢, x)

lu@)] < IuO||+/t {als)l[u(s) + B(s)tds, tel.

Mit Hilfe der verallgemeinerten Gronwallschen Ungleichung (1.2.21) folgt die Abschétzung

u(®)]] < exp[/tta(s) dsHHuoIl +/ttﬁ(s) ds}, tel,

d. h.: |Ju(t)| bleibt auf jedem Existenzintervall unterhalb einer nur von 7' und den Funk-
tionen «(t), 8(t) abhingigen Schranke. Nach Satz 1.2 a3t sich der Graph von u aber bis
zum Rand von D fortsetzen. Folglich existiert u fiir alle ¢ > t;. Die Eindeutigkeitsaus-
sage ergibt sich direkt aus Korollar 1.2. Q.E.D.

Aus Satz 1.4 folgt insbesondere, dass eine (global) L-stetige AWA
1) < ILf () = F@&0) + 1LFE O < Lzl + 1 0),

eine eindeutige, globale Losung besitzt. Durch Spezialisierung dieser Aussage erhélt man
die Existenz einer globalen und eindeutigen Losung der allgemeinen linearen AWAn.

Korollar 1.5 (Lineare AWA): Die Matrizfunktion A : [ty,o00) — R4 und die Vek-
torfunktion b : [ty,00) — RY seien stetig. Dann besitzt die lineare AWA

u'(t) = At)u(t) + b(t), t>to, ulto) = uo, (1.2.24)

eine eindeutige ,globale® Lisung u : [tg,00) — R?.
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Beweis: (i) Fiir die lokale Losung u auf einem Intervall I = [tg, 1o + 7T gilt:

”u(t)”§|u0||+/t {IA®llus)l + llb(s)1 } ds, tel.

Mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas folgt die Abschéitzung
t t
) < exp( [ 1@ 1ds){lwll + [ los)lds}. te .
to to

d. h.: ||u(t)| bleibt auf jedem Existenzintervall unterhalb einer nur von 7' und den Funk-
tionen A(t), b(t) abhingigen Schranke. Nach Satz 1.2 148t sich der Graph von u aber
bis zum Rand von D fortsetzen. Folglich existiert u fiir alle ¢ > ty. Die Eindeutigkeits-
aussage ergibt sich wegen der L-Stetigkeit der Funktion f(¢,z) := A(t)x + b(t),

1t z) = f(Ey)ll = [[A()z +b(t) — A(t)y — b(H)]| < [[AD)]] lz — yll,
direkt aus Satz 1.2. Q.E.D.

Der Existenzsatz von Peano zusammen mit dem Eindeutigkeitsaussage von Satz 1.2
enthiilt einen Teil der Aussagen des klassischen Existenzsatzes von Picard®-Lindel6f®, den
wir im Folgenden formulieren.

Satz 1.5 (Existenzsatz von Picard-Lindel6f): Die stetige Funktion f : D — R?
geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es zu jedem Paar (tg,ug) € D ein
T >0 und eine Losung u: I =[tg — T,to+T] — R der AWA

u'(t) = f(t,u(t)), tel=[to,to+T], wulte) = uo. (1.2.25)

Diese lokale Losung ist eindeutig bestimmi.

Beweis: Wir fithren einen Beweis, der unabhéngig vom Satz von Peano ist und auf dem
Banachschen Fixpunktsatz basiert. Ausgangspunkt ist wieder die zur AWA #quivalente
Integralgleichung

u(t) = ug +/t f(s,u(s)) ds. (1.2.26)

(i) Es gibt ein 0 > 0, so dass
K:={(t,z) eRxR": [t —to| <6, ||z —uo|| <6} C D.
Auf K erfillt f(t,z) eine Lipschitz-Bedingung mit Konstante Ly :

||f(t,$)—f(f,y)‘| SLK”‘T_/UHv (t,CE),(t,y)EK.

Charles Emile Picard (1856-1941): Franzosischer Mathematiker; Prof. in Toulouse und Paris; Beitriige
zu Analysis, Funktionentheorie, Differentialgleichungen und Analytische Geometrie.

SErnst Leonhard Lindelsf (1870-1946): Finnischer Mathematiker; Prof. in Helsinki; Beitréige zu Ana-
lysis, Differentialgleichungen und Funktionentheorie.
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Da K kompakt und f stetig ist, gibt es eine Konstante M > 0, so dass
I f(t, )| <M, (tz)eK.
Wir setzen

) 1
T := min (5,M,E>, Ip :=[to—T,to + T,

und definieren den Vektorraum V := C[ty — T, to + T]¢; dieser ist versehen mit der Norm
lulloe = maxye, 14477 [|u(t)]| ein Banach-Raum (vollstandiger, normierter Vektorraum).

(il) Auf dem Banach-Raum V' definieren wir die Abbildung ¢ : V' — V' durch

g(u)(t) = ug +/t f(s,u(s))ds, te€lIp.

Fiir Funktionen u aus der abgeschlossenen Teilmenge

Vo= {v € Vi maxo(t) — ol <8} C V
clr

gilt fiir t € Ir:
t
lg(u)(t) — uol| < / 1£(s,u(s))| ds < Mt — to] < MT <6,
to

d. h.: Die Abbildung ¢ bildet die Teilmenge Vo C V' in sich ab. Weiter gilt fiir je zwei
Funktionen u,v € Vj aufgrund der L-Stetigkeit von f(¢,):

llg(u)(t) — g(w)D) S/t 1/ (s, u(s)) = f(s,v(s))ll ds
< Lt — toll|lu — vl < LxT|u — v]|o-

Dies impliziert

lg(u) = g(W)llse < 3llu = vl
d. h. g ist auf V eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat ¢ in 1}
genau einen Fixpunkt u*, d. h.:

u*(t) = g(u)(t) = ug +/t f(s,u*(s))ds, te€lIr.

Wegen der Aquivalenz dieser Integralbeziehung zur AWA folgt die Behauptung. Q.E.D.

Die im Beweis des Satzes von Picard-Lindelof konstruierte Losung «* der Integral-
gleichung (1.2.26) erhélt man durch die im Banach-Raum V = C[Iy] konvergente Fix-
punktiteration (sog. ,sukzessive Approximation*)

ub(t) := ug + /t f(s,u*Y(s))ds, telp, (1.2.27)

fiir irgendeine Startfunktion u® € V; . Dieses Iterationsverfahren kann in einfachen Situa-
tionen zur tatsiachlichen Berechnung der Losung der AWA verwendet werden.
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Beispiel 1.10: Zur Losung der AWA
u'(t) =1+u(t)?, t>0, u(0) = 0,
wird die Fixpunktiteration mit der Startfunktion «° = 0 verwendet:
t
uf(t) = / (1+u*(s)?)ds, t>0.
0
Wir finden:

¢ ¢
ul(t) = / ds=t, u(t)= / (148 ds=t+ it*
0 0

t
ui(t) = /O A+ + 2 4 LS ds =t + 13+ 265+ L1

5

t
ut(t) :/(1+52+§s4+(%+1i)56+észﬁr..l)ds
0

_ 143 2 45 1 1 7 1 49
=t4+3t° + 50+ (g5 T )t + et +oo

t

u’(t) = / 1+ + 2"+ 34+ 0+ s +..)ds

0
=t+ 30+ 20+ (g + )t + -

Dies scheint die Taylor-Reihe der Funktion u(t) = tan(t) zu ergeben:

tan(t) =t + 5%+ 267+ 3=t + .. ..

Dies ist tatsdchlich die (eindeutig bestimmte) Losung der AWA, da

siin>’(t) _ cos®(t) + sin®(t)

=1 ? =0.
cos (1) + tan®(¢), tan(0) =0

tan'(t) = <

COS

Fiir spétere Zwecke benotigen wir noch stéirkere Aussagen iiber die Abhéngigkeit der
Losungen von AWAn von den Anfangswerten als die durch den Stabilitétssatz garantierte
(Lipschitz)-Stetigkeit.

Satz 1.6 (Differenzielle Stabilitét): Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Eristenz-
satzes von Peano ezistiere die Funktionalmatriz f.(t,x) = (0;f;(t,))1<ij<a auf dem
Zylinder D wund sei dort stetig. Dann hingt die (eindeutige) Losung der AWA stetig dif-
ferenzierbar vom Anfangswert uy ab. Die zugehorige Ableitungsmatriz (,Jacobi-Matriz®)
Dygu(t) = (Qus(t)/dug )¢, ist gegeben als Losung der linearen Matriz-AWA

D' (t) = fi(t,u(t)) Dyu(t), t€l, Dyu(ty)=1I. (1.2.28)
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Beweis: Fiir kleines § > 0 betrachten wir die Anfangswerte u(ty) = ug und wus(ty) =
up + de; mit dem j-ten kartesischen Einheitsvektor e;. Fiir die zugehorigen (lokalen)
Losungen u und us; der AWA gilt:

5 Hus—u)(t)

e+ / (F (5,5)— £ (5} ds

ej+07" /tt (/01 dig'f(s’u+E(U6_U)> ds) ds

0

= e+ /t: (/01 f;(s,u—&—a(ug—u))ds) 6 Hus—u)(s)ds

= ej—i-/ Bs(s) 6 Hus—u)(s)ds,

to

wobei
Bs(s) :/0 fi(s,ust+e(us—u))de — fi(s,u(s)) (6 —0).

Zur Abkiirzung setzen wir Asu(t) := 6 ' (us—u). Damit folgt aus der obigen Identitit

[Asu(®)]l < llell +/tt 1Bs(s)[[|Asu(s)| ds.

Aufgrund der Voraussetzungen an f gilt ||Bs(s)|| < L mit einem festen L > 0 (Lipschitz-
Konstante). Mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas ergibt sich dann wegen |le;|| = 1:

t
JAsu®ll < exp ([ 1Bs(s)llds)llel] < et
to

Die Folge der Differenzenquotienten Agsu(t) ist also gleichméBig beschrinkt in der Ma-
ximumnorm auf jedem Zeitintervall I = [tg,ty + T], auf dem die lokalen Losungen wugs
existieren. Wir wollen zeigen, dass sie sogar eine Cauchy-Folge ist. Fiir zwei beliebige
Werte 9, > 0 und die zugehorigen Losungen wug, uy gilt dann

Asu(t) = Agu(t) = / Bs(s)Agu(s) ds — / By (s)Aguls) ds

= /t Bs(s)(Asu(s) —Agyu(s)) ds—i—/t (Bs(s)— By (s)) Asu(s) ds,

und mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas folgt weiter analog zu oben:

to+T
sup [|Asu(t) = Ayu(t)]| < egLT/ 1Bs(s)—Ba (s)]| ds -

tel to
Nach Voraussetzung ist die Ableitung f. (¢, z) auf kompakten Mengen gleichméBig stetig.
Dies gilt dann auch fiir Bs(s) als Funktion sowohl von s als auch von §. Durch Wahl

von d, 0" hinreichend klein kann daher sup,; [|Asu(t)—Agu(t)|| kleiner als jedes beliebig
klein vorgegebene & > 0 gemacht werden. Dies impliziert, dass fiir jede Nullfolge (0;);en
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die zugehdrige Folge von Differenzenquotienten (Ags,u);en eine Cauchy-Folge bzgl. der
Maximumnorm auf [tg, to+7] ist. Deren stetiger Limes ist die gesuchte partielle Ableitung
Dy, ju von u nach der j-ten Komponente ug; des Anfangswerts u:

max |As,u(t) — Dy, ju(t)]] =0 (6; = 0).
Durch Grenziibergang 6; — 0 in obiger Identitét ergibt sich weiter
Dunult) = 5+ [ 105,00 Dugsuls) s,
0
d. h.: Die Vektorfunktion D, ju(t) ist Losung der AWA

(Duoyju)/(t) - fa/c(tvu(t))Duoaju(t)v t > to, Duo,ju(to) = €j.

Fiihrt man diese Konstruktion fiir alle Komponenten wug,...,up4 des Anfangswerts
durch, so erhilt man eine Matrixfunktion Dy u(t) := [Dyyau(t), ..., Dy, au(t)], welche
dann nach Konstruktion Losung der linearen Matrix-AWA (1.2.28) ist. Q.E.D.

1.2.2 Globale Stabilitit

Wir wenden uns nun der Frage nach der ,,globalen* Stabilitat von Losungen von AWAn
zu. Neben der Lipschitz-Bedingung (L) wird dazu noch eine weitere Struktureigenschaft
der Nichtlinearitdt f(¢,2) bendtigt.

Definition 1.3 (Monotone AWA): Die Funktion f(t,z) geniigt einer ,Monotoniebe-
dingung®, wenn mit einer Konstante X\ := infie; A(t) > 0 gilt:

—(f(t.x) = ft.y),x —y) 2 AB)llz —ylI*,  (t.2), (t,y) € D. (1.2.29)

Bemerkung 1.3: Die Bedingung (1.2.29) ist eine direkte Verallgemeinerung der skalaren
Eigenschaft monoton fallend fiir vektorwertige Funktionen. Fiir eine skalare Funktion
g(x) ist die Beziehung

—(g9(@) —gW)(x—y) = Nz —yl*, z,y€eR,

gleichbedeutend mit
g(x) —9(y)
r—=y
bzw. ¢’ < —\, wenn g differenzierbar ist. Im Falle einer linearen Vektorfunktion f(¢,z) =
A(t)x +0b(t) ist (1.2.29) gleichbedeutend mit der gleichméfigen negativen Definitheit der
Matrix A(t) auf dem Zeitintervall I. Der einfachste Spezialfall ist die skalare Funktion
f(t,z) = qu, fir die (1.2.29) gerade ¢ < —A < 0 bedeutet.

< =A

b

Eine AWA, die einer (lokalen) Lipschitzbedingung bzw. einer Monotoniebedingung
geniigt nennen wir kurz , (lokal) L-stetig® und ,, (stark) monoton®. Thre Losungen haben
besonders starke Stabilitdtseigenschaften.
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Definition 1.4 (Exponentielle Stabilitéit): Eine globale Lisung u einer AWA wird
exponentiell stabil“ genannt, wenn es positive Konstanten §, oo, A gibt, so dass zu jedem
Zeitpunkt t, > to und zu jedem w, € RY mit |jw.| < § jede (lokale) Lisung v der
gestorten AWA

V() = ftu(t), t>t., vt =u(t,) + w., (1.2.30)
global ist und folgendes gilt:

(v —u)(t)|] < Ae ) |w,|, t>t,. (1.2.31)

Neben dem Begriff der ,,exponentiellen* Stabilitéit findet man in der Literatur noch eine
Reihe anderer (schwicherer) Stabilitédtsdefinitionen, z. B.: asymptotische® Stabilitét.

Satz 1.7 (Globaler Stabilitéitssatz): Alle Losungen einer (lokal) L-stetigen und (stark)
monotonen AWA sind global und exponentiell stabil mit & beliebig und o =X, A=1.Im
Falle sup;,, || f(t,0)|| < oo sind alle Losungen gleichmdfig beschrankt.

Beweis: (i) Wir zeigen zunéchst die globale Existenz von Losungen. Wegen der angenom-
menen (lokalen) L-Stetigkeit hat die AWA eine eindeutige lokale Losung w:

u'(t) = f(t,ut)), to<t<to+T, u(ty) = uop.
Auf derem Existenzintervall erhalten wir durch skalare Multiplikation mit w(t)|lu(t)|| 7" ;
(' (), u(®) (@) ™) = (£ u(®), u(@)lu@)]| ™) = 0
bzw.
%Hu(t)ﬂ = (f(t () = £(£,0),u(t) = 0)[Ju®)[~" = (f(£, 0), u(®)[lu(®)]|~".

Ausnutzung der Monotonieeigenschaft ergibt also
d
g eI+ Alu@l < |LfE 0l (1.2.32)

und nach Integration tiber [to,?]:

nwm§hm+[nmwmw:ﬂw

Die lokale Losung u bleibt also auf jedem Existenzintervall durch die stetige Funktion
g(t) beschrinkt und lésst sich daher auf ganz [tg, 00) fortsetzen. Mit derselben Argumen-
tation folgt auch die globale Losbarkeit der gestorten AWA.

(ii) Als néchstes zeigen wir die gleichméBige Beschranktheit der Losung. Dazu multipli-
zieren wir die Ungleichung (1.2.32) mit e**~%) und erhalten

d -~ —
Gl < X 50
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Integration iiber [t,¢] ergibt dann

t
N < o+ [ {505,001} s
to

und folglich

t
Ol < e ol + s 16,0 ) [ X0
s€|to,t

to

Wegen
t
e—/\(t—to)/ eA(s—to) dS — %{1 _ e—)\(t—to)}

to

erhalten wir schliellich die gewiinschte Abschitzung

1
@) < e uoll + y sup £ (s, 0)ll, > to. (1.2.33)
s>1p

(ili) Wir haben gezeigt, dass sowohl die ungestérte AWA
u'(t) = f(t,u(t), t=to, ulte) = uo,
als auch die gestorte AWA
V(t) = f(to(t), t>te, v(t) =u(t,) + ws,

eindeutige, globale Losungen haben. Wir setzen w(t) := v(t)—u(t). Subtraktion der beiden
Gleichungen und skalare Multiplikation mit w(¢)|jw(¢)|| ™" ergibt analog wie in (i):

%Hw(t)ll = (f(t,v(t) = f(t,u(®), wt)[[w®)]| = =0

und, unter Ausnutzung der Monotonieeigenschaft,

)l + (@) < 0.

A(t—t.

Wir multiplizieren dies mit e ) und erhalten

d A(t—ty)
dt [6

w(t)]] <0,
bzw. nach Integration iiber [t,,?],

lw(®)] < e

w,|, t<t..

Dies vervollsténdigt den Beweis. Q.E.D.
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Bemerkung 1.4: Die Abschitzung (1.2.33) zeigt, dass bei einer (stark) monotonen AWA
der Einfluss des Anfangswerts wy exponentiell mit der Zeit abfillt. Auch der stédndige
,Energiezufluss® durch eine beschriankte rechte Seite f(¢,0) wird durch diese exponenti-
elle ,Dampfung® kompensiert, so dass die Losung nicht beliebig anwachsen kann.

Bemerkung 1.5: Bei Durchsicht des Beweises von Satz 1.7 siecht man, dass die L-Stetigkeit
der Funktion f(¢,z) lediglich zur Sicherstellung der Eindeutigkeit der betrachteten Losun-
gen benotigt wird. Alle anderen Aussagen bleiben auch giiltig, wenn lediglich die Stetigkeit
von f(t,z) gefordert wird.

Die meisten praktisch relevanten AWAn sind leider nicht von monotonem Typ. Trotz-
dem konnen ihre Losungen durchaus exponentiell stabil in dem etwas schwécheren Sinne
unserer Definition oder auch nur ,;asymptotisch stabil® sein.

Korollar 1.6 (Lineare AWA): Die stetige Matrizfunktion A : [tg,00) — R und die
Vektorfunktion b : [ty, 00) — R® seien gleichmdpig negativ definit bzw. beschrinkt. Dann
besitzt die lineare AWA

u'(t) = At)u(t) +b(t), t>ty, u(ty) = uo, (1.2.34)
eine eindeutige ,globale“ Lésung u : [tg,00) — R?, welche beschrinkt und exponentiell

stabil ist.

Beweis: Fiir eine negativ definite Koeffizientenmatrix A(t) geniigt die zugehorige Funk-
tion f(t,x) der Monotoniebedingung:

mit einer Konstante A > 0. Ferner ist

sup |[f(£,0)]| = sup [[b(t)[| < oo.

tE(to,00) te(to,00)

Satz 1.7 liefert also die Beschrianktheit sowie die exponentielle Stabilitdt der globalen
Losung u der linearen AWA. Q.E.D.

Zum Abschluf stellen wir noch den folgenden Satz iiber die Grenzwerte exponentiell
stabiler Losungen fiir ¢ — oo bereit.

Satz 1.8 (Stationére Limiten): Die AWA sei L-stetig und ,autonom®, d. h. f(t,z) =
f(z), und besitze eine Lisung u(t) . Ist diese dann exponentiell stabil mit Stabilititspa-
rametern 0, a, A, so existiert eine Lisung ue, der Gleichung f(us) =0, und es gilt

lu(t) — usl| = O(e™) (t — o0). (1.2.35)
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Beweis: Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Losung u(t) gleichmiflig stetig auf
I = [tg,00) . Es gibt also ein hg > 0, so dass fiir h < hg stets ||u(t + h) — u(t)]| < ¢ ist.
Die ,,verschobene“ Funktion u"(t) = u(t + h) geniigt ebenfalls der Differentialgleichung
u"(t) = f(u"(t)) . Betrachtet man fiir ein beliebiges h < hy die Differenz u(ty + h) — u(to)
als Storung von u(tg), so folgt aufgrund der exponentiellen Stabilitét von w(t)

lu(t 4+ h) —u(t)] < Ae 0§ = Age™ | (t > t,). (1.2.36)

Fiir beliebige n,m € N, n > m, gilt also

n—1

[u(t +nh) — u(t +mh)|| <Y u(t+ [v+ 1]h) — u(t + vh)||

o B (1.2.37)
< /i(;eiat Z efowh7
d. h.: (u(t 4 nh))nen ist Cauchy-Folge fiir jedes t > ¢y, und es existiert
ul () :== lim u(t +nh).
n—oo

Setzt man m = 0 in (1.2.37) und ldsst n — oo, so folgt fiir kleines h:

[ (1) — u(®)]| < Ade—o i ek < Aot L o fgemat 2 (1.2.38)
e’} = =~ 1_ efah >~ oh . /N

v=0
Mit n = m + 1 folgt analog u (t + h) = u (), d. h.: u" () ist periodisch. Fiihrt man
diesen Konstruktionsprozess fiir zwei verschiedene h; < h (i = 1,2) durch, so sind die sich
ergebenden Limesfunktionen u’_(t) jeweils h;-periodisch und stimmen daher wegen

ah; ' ahy

b (8) = o) < llulolt) = w(O)l + Ju(t) = w2 (0] < {2A5 . 2,45}

notwendig iiberein. Wir kénnen also schreiben wu,(t) = ul (¢) fiir alle h < hy. Da h
beliebig klein gew#hlt werden kann, muss u.(t) = us konstant sein. SchlieBlich folgt
durch Grenziibergang n — oo in

t+(n+1)h

u(t + [n+ 1]h) = u(t + nh) + / {f(u(s)) = f(us)} ds + hf(us)

t+nh

die Beziehung f(us) =0. Q.E.D.

Wir haben den vorausgegangenen Satz vor allem bereit gestellt, um fiir spitere Zwecke
folgendes Korollar zur Verfiigung zu haben.

Korollar 1.7 (Monotone Gleichungen): Die nichtlineare Abbildung g(-) : R? — R4
sei L-stetig

lg(@) —gW)ll < Lllz =y, =,y €RY, (1.2.39)
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und strikt monoton im Sinne

(9(x) = g(y),z—y) = Ao —yl?, w,yeR" (1.2.40)

Dann besitzt die Gleichung
glx)=c (1.2.41)
fiir jede rechte Seite ¢ € R? eine eindeutig bestimmte Losung v € R, d. h.: g ist bijektiv.
Beweis: Wir geben zwei Beweisvarianten. Die erste verwendet das Resultat von Satz 1.8,

wahrend die zweite davon unabhéngig ist und auf dem Banachschen Fixpunktsatz fufit.
(i) Wir betrachten die autonome AWA

V(t)=c—gv(t)), t>0, v(0)=0. (1.2.42)

Nach Konstruktion ist die Abbildung ¢—g(-) L-stetig und strikt monoton, so dass geméif
Satz 1.7 die Losung v(t) von (1.2.42) fiir alle ¢ > 0 existiert und exponentiell stabil ist.
Nach Satz 1.8 existiert dann = = vy, mit ¢ — ¢g(Z) = 0. Die Eindeutigkeit dieser Losung
folgt dann direkt aus der strikten Monotonieeigenschaft von g(-).

(ii) Wir betrachten die zur gestellten Gleichung dquivalente Fixpunktgleichung
Gx)=2—-0(g(x)—c) =2z

mit einem noch geeignet zu wéhlendem Parameter 6 > 0. Wir wollen zeigen, dass die
Abbildung G : R? — R? fiir hinreichend kleines 6 eine Kontraktion ist. Dann folgt iiber
den Banachschen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutig bestimmten Fixpunktes T,
der nach Konstruktion auch Losung der Aufgabe ¢(z) = c ist. Fiir beliebige x,y € R?
betrachten wir

|G(z) = GW)II* = |z — Og(x) —y + Og(»)|I?
= |z —yll> = 20(z — y, g(2) — g(v)) + [lg(z) — g(y)|*
< (1 =290 + L?6%)||z — y|>.

Fiir jedes 6 € (0,2v/L?) ist also G eine Kontraktion. Q.E.D.

1.3 Homogene lineare Systeme

Im Folgenden betrachten wir ;homogene® lineare Systeme von Differentialgleichungen
u'(t) = A(t)u(t) (1.3.43)

mit stetigen Matrizenfunktionen A : [ty, 00) — R4,
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Satz 1.9: (i) Die Menge der Losungen des ,homogenen® d-dimensionalen lineare Diffe-
rentialgleichungssystems

u'(t) = A(t)u(t) (1.3.44)

bildet einen Vektorraum H.

(ii) Zu jeder Basis {ub,i =1,...,d} des R erhdlt man mit den zugehérigen Lisungen
der d AWAn

u’(t) = At)u', t>t, u'(ty) =uh, i=1,...,d, (1.3.45)

eine Basis {u',i=1,...,d} dieses Lisungsraums, d. h.: Es ist dim H = d .

(iii) Ist {u';i = 1,...,d} eine Basis des Losungsraums, so bilden fir jedes t > t, die
Vektoren {u’(t),i=1,...,d} eine Basis des R?.

Beweis: (i) Sei H die Menge der Losungen der homogenen Gleichung (1.3.44). Offenbar
ist die Nullfunktion in H , und jede Linearkombination au+ Sv von Funktionen u,v € H
ist wegen

(au+ Bv) = au' + v’ = aA(t)u + BA(t)V = A(t)(au + Sv)
ebenfalls in H . Also ist H ein Vektorraum.

(ii) Sei {ul,i = 1,...,d} eine Basis des R? und {u'} die nach Satz 1.5 eindeutigen
globalen Losungen der AWAn (1.3.45). Gibt es dann Koeffizienten «; € R mit

d
D aui(t) =0, t>t,
=1

so folgt, da dies auch fiir ¢t = ¢, gilt, notwendig o1 = -+ = a4 = 0. Die Funktionen
{u';i=1,...,d} sind also linear unabhiingig. Umgekehrt kann es nicht mehr als d linear
unabhéngige Funktionen in H geben, denn dann miissten auch deren Anfangswerte linear
unabhéingig sein, was nicht moglich ist. Also ist dim H = d.

(iil) Die Argumentation verlauft analog wie unter (ii). Q.E.D.

Definition 1.5: Eine Basis {¢', ..., 9%} des Lisungsraumes des linearen Differential-
gleichungssystems (1.8.44) etwa zu den Anfangswerten ©'(ty) = €' wird ,,,Fundamen-
talsystem® der Gleichung genannt. Die Matriz ® = [p', ..., ¢% der Spaltenvektoren ¢
heifit , ,Fundamentalmatriz® des Systems. Diese ist requldr und geniigt der Matriz-AWA
(komponentenweise zu verstehen)

D'(t) = At)D(t), t>ty, P(to) =1. (1.3.46)

Satz 1.10 (Inhomogene lineare Systeme): Die Matrizfunktion A : [ty,00) — R¥*d
und die Vektorfunktion b : [ty,00) — R seien stetig. Der Vektorraum der Lisungen des
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zugehorigen homogenen Systems sei mit H bezeichnet. Dann erhdlt man eine partikuldre
Lésung der inhomogenen Gleichung

u'(t) = A(t)u(t) + b(t) (1.3.47)

in der Form

up(t) = @(t)(/tq)(s)lb(s) ds+c), (1.3.48)

to

mit einer beliebigen Konstante ¢ € R. Jede andere Lisung der inhomogenen Gleichung
hat die Gestalt u(t) = uy(t) + v(t) mit einer Funktion v € H . Bei Wahl von ¢ = ug
erfillt uw die Anfangsbedingung u,(ty) = ug .

Beweis: (i) Wir setzen

t
P = / O 'bds + c, P = o th.
to

Dann gilt fiir u, := @9 die Bezichung uj, = ®'¢p + $1’, woraus wegen ¢ = AP folgt:
uy, = ADY + &Y' = Auy, + Oy = Auy + OO = Auy + b.

Also ist u, Losung der inhomogenen Differentialgleichung und fiir ¢ = ug auch Losung
der entsprechenden AWA.

(i) Sei w eine zweite Losung der inhomogenen Gleichung. Dann erfiillt w := u — u;, die
Beziehung
w =u —u, = Au+b— Auy — b = Aw,

d. h.: Esist we H. Q.E.D.

Bemerkung 1.6: Die Aussagen dieses Abschnitts zeigen, dass zwischen der Theorie der
Systeme linearer gewohnlicher Differentialgleichungen und der linearer Gleichungssysteme
in R? eine weitgehende Analogie besteht.

Bemerkung 1.7: Die Darstellung

u(t) = (I)(t)(/t ®(s)~b(s) ds + uo),

to

der (eindeutigen) Losung der linearen AWA
u'(t) = At)u(t) +b(t), t>to, ulty) = uo,
entspricht der am Anfang dieses Kapitels fiir skalare lineare AWAn
u'(t) = a(t)u(t) +0(t), t>to, ulte) = uo,

mit Hilfe der Methode der Variation der Konstante gefundenen Darstellung

exp ( - /T a(s) ds) b(r)dr + uo} .

to

t

u(t) = exp (/t: a(s) ds) {/to
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Bemerkung 1.8: Fiir lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten
u'(u) = Aul(t) (1.3.49)

bzw. skalare Gleichungen héherer Ordnung

d—1

ulD(t) =" au(t) (1.3.50)

=0

gibt es eine vollstindige Losungstheorie, die sich weitgehend algebraischer Argumente
bedient. Diese hat enge Beziehungen zu den sog. ,orthogonalen® Polynomem, welche in
der Numerik eine grofie Rolle spielen (z. B. Gauf-Integration). Aus Platzgriinden wird
diese aber hier nicht dargestellt und stattdessen auf die einschligige Literatur verwiesen.

1.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1: Man forme die folgenden Systeme von Differentialgleichungen hoherer
Ordnung

a) v"(x) —a(z)u'(x) = f(a), b) v"(x) — a(2) u"(z) = f(x),
u’(z) + b(x) v(z) = g(=), u"(x) + b(x) v(z) = g(2),

in dquivalente Systeme erster Ordnung um.

Aufgabe 1.2: Gegeben sei die d-dimensionale Anfangswertaufgabe (AWA)
u'(t) = f(t,u(t), 0<t<T, u(0)=u,

mit einer stetigen Funktion f(t,z), welche bzgl. des zweiten Arguments x global Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante L ist, d. h.:

||f<t,$)—f(t,y)”SL”I—yH, x,yeR‘ﬂtE[O,T]’

mit irgendeiner Vektornorm || - ||. Man zeige:

a) Die Anfangswertaufgabe ist dquivalent zu der Integralgleichung
t
u(t) = Ku(t) == uo +/ fls,u(s))ds, 0<t<T,
0

d. h.: Jede Losung u € C[0,T] der Integralgleichung ist automatisch auch in C*[a, b] und
Losung der Anfangswertaufgabe und umgekehrt.

b) Durch die rechte Seite der Integralgleichung ist ein sog. ,, Integraloperator K : C[0,T] —
C[0,T] auf dem Banach-Raum C[0,7] (Vektorraum der auf dem Intervall [0,7] steti-
gen Funktionen versehen mit der ,Maximumnorm® |[|v|lo = maxicjory |v(t)].) in sich
definiert. Dieser ist im Falle T < 1/L eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz
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garantiert folglich die Existenz eines (eindeutig bestimmten) , Fixpunktes® u € C|0,T]
des Integraloperators, welcher dann auch Losung der AWA ist.

¢) Als Nebenprodukt des Banachschen Fixpunktsatzes erhélt man auch die gleichméBige
Konvergenz (d. h. Konvergenz in C[0,T]) der sukzessiven Approximation

¢
uk(t)zuo—k/f(s,uk_l(s))ds, 0<t<T, k=1,2,...,
0

etwa fiir die Startfunktion u® = uy . Man gebe hierfiir sog. ,,a priori“ und ,,a posterio-

ri“ Fehlerabschitzungen an (s. etwa Vorlesungsskriptum ,,Numerik 0 (Einfithrung in die
Numerische Mathematik)“:

||uk —lloo € F(L,T,u°),
||uk —ulleo < G(L, T, uk,uk_l).

Aufgabe 1.3: Man untersuche mit Hilfe der Resultate aus dem Text die Losbarkeitsei-
genschaften (eindeutig, global, beschrinkt) der folgenden AWAn:

a) "t) =u(t)?, t>0, u(0)=1;
=—u(t)?, t>0, wu(0)
=u(®)'?, 120, u(0)=1
d)  u(t) =cos(u(t)) —2u(t), t>0, wu(0)=1.

U 1;
U 1

Aufgabe 1.4: Der im Text skizzierte konstruktive Beweis des Existenzsatzes von Peano
sichert die gleichméfige Konvergenz der , diskreten Funktionen wuy,, (Polygonzugmetho-
de) fir (mindestens) eine Teilfolge (h;);en gegen eine Losung u der AWA.

a) Man zeige mit Hilfe eines Widerspruchsarguments, dass im Falle der Eindeutigkeit der
Losung der AWA die gesamte , Folge® der wy,, d. h. jede Teilfolge (up,)ien mit h; — 0,
gegen diese Losung u konvergiert.

Bemerkung: Dies entspricht der bekannten Tatsache, dass beschrénkte Zahlenfolgen mit
nur einem einzigen Haufungspunkt insgesamt gegen diesen konvergieren (Folge des Satzes
von Bolzano-Weierstra$).

b) In der Kontrolltheorie hat man es haufig mit AWAn zu tun, bei denen die Funktion
f(t,x) bzgl. des Arguments ¢ (endlich viele) Unstetigkeitsstellen hat. Man begriinde,
dass der Peanosche Existenzssatz sowie der darauf basierende Fortsetzungssatz in diesem
Fall sinngeméf ihre Giiltigkeit behalten.

Aufgabe 1.5: Die Funktion f(¢t,z) : D C R} x R? — R habe stetige partielle Ablei-
tungen nach dem Argument x, welche beschrinkt sind:

f <
123}g{d|ajfl(t’x)| — K7 (t,l’) € Dv

mit einer Konstante K > 0. Die Definitionsmenge D sei bzgl. der Komponenete x
konvex. Man zeige, dass f dann in der euklidischen Norm Lipschitz-stetig bzgl. x mit der
Lipschitz-Konstante L = dK ist. (Hinweis: Man rekapituliere den im Text angegebenen
Beweis.)
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Aufgabe 1.6: Gegeben sei die lineare AWA (d-dimensionales System)
u'(t) = Althu(t) +b(t), t>to, ulto) =u’,

mit einer stetigen Matrix-Funktion A(-), A(t) € R™? und Vektorfunktion b(-), b(t) €
R?. Nach einem Resultat im Text hat diese AWA eine eindeutig bestimmte, globale
Lésung.

a) Man zeige, dass diese AWA | monoton® ist (Was heifit das?), wenn die Matrix —A(¢)
symmetrisch und gleichmiiBig fiir ¢ positiv definit ist, d. h.: A(¢) = A(t)T und

(—A@t)z,2)2 > v]j2l}, = €RY,

mit einer Konstante v > 0. Hier bezeichnen (-,-)o das euklidische Skalarprodukt und
|| - |l2 die euklidische Norm. Dies ist gleichbedeutend damit, dass alle Eigenwerte der
Matrizen A(t) negativ und gleichméBig von Null wegbeschrankt sind.

b) Man begriinde mit den Resultaten aus dem Text, dass die eindeutige Losung der AWA
dann fiir ¢t — oo gleichméafig beschriankt ist, wenn

sup ||b(t)]]2 < oc.

to<t<oo

Aufgabe 1.7 (Praktische Aufgabe): Man berechne niherungsweise den Wert wu(1)
der Losung u(t) = tan(t) der AWA

V(1) = flu() = L+u(®)?, ¢>0, u(0)=0,
mit Hilfe der

(1) ,Methode der sukzessiven Approximation® (mit & hinreichend grof)
t
uF(t) = ug +/ fWs))ds, 0<t<1, k=12,..., u"=0.
0

(2) , Taylor-Methode® (mit Schrittweite H =1 und R hinreichend grof})

(R) L H (r—1) ) dyr
U = U+ HY =~ f0 (W), Up =0, f::@Qf

r=1
(3) Eulerschen , Polygonzugmethode® (mit hinreichend kleiner Schrittweite h:=1/N)
yTL+1 :yTL+hf(y7L)7 n:07 17"'7N7 yO :O‘
Man vergleiche den jeweils erforderlichen Aufwand zur Erreichung eines relativen Fehlers
von weniger als 107" fir » =1,2,3,4.

Hinweis: Die Verfahren (1) und (2) konnen fiir kleines & bzw. r noch ,,per Hand“ durch-
gefiihrt werden. Zur Durchfithrung der Polygonzugmethode (3) schreibe man aber ein
MATLAB-Programm. Mit etwas Mehraufwand kénnen auch die Verfahren (1) und (2)
mit MATLAB realisiert werden. Wer dafiir Ergeiz und Zeit hat, versuche sich daran.








