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4.6 Übungsaufgaben ................................146

5 Nichtlineare Gleichungen 153

5.1 Das Newton-Verfahren imR1 .........................153

5.2 DasKonvergenzverhalteniterativerVerfahren ................160

5.3 Interpolationsmethoden ............................164

5.4 Methode der sukzessiven Approximation imRn ...............168

5.5 Das Newton-Verfahren imRn .........................174



INHALTSVERZEICHNIS vii

5.5.1 Ged̈ampftesNewton-Verfahren.....................179
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0 Einleitung

Aufgabenstellung der
”
numerischen“ Mathematik ist die Entwicklung von Methoden, mit

denen die L̈osungen mathematischer Problemstellungen effektiv berechnet bzw. m̈oglichst
mit Fehlerangabe angen̈ahert werden k̈onnen. Bis in die 50-er Jahre des vorigen Jahrhun-
derts zeichneten sich erfolgreiche praktische Mathematiker durch ein besonderes Geschick
aus, mit großen Formel- und Datenmengen umzugehen. Seit dem Aufkommen der immer
leistungsf̈ahigeren elektronischen Rechenanlagen haben sich die Gewichte verschoben. Die

”
praktische“ Mathematik wurde zur

”
numerischen“ Mathematik, d. h. der Theorie der auf

Digitalrechnern realisierbaren numerischen Algorithmen. Eins der Hauptanwendungsge-
biete numerischer Methoden ist in der Simulation komplexer Naturvorg̈ange auf Rechen-
anlagen. Man m̈ochte teure Experimente wie z. B. Windkanalversuche bei der Flugzeug-
konstruktion oder Festigkeitstests bei Betonkonstruktionen durch beliebig oft und schnell
wiederholbare Modellrechnungen ersetzen. Die dabei verwendeten numerischen Verfahren
sind dabei aus einer Reihe von einfachen Bausteinen zusammengesetzt (z. B. Integral-
berechnungen, L̈osung linearer Gleichungssysteme, Berechnung von Nullstellen u.s.w.).
Diese einf̈uhrende Vorlesung befasst sich vor allem mit diesen elementaren Bausteinen,
deren Urspr̈unge meist noch in der Vor-Computer-Zeit liegen.

Zur
”
numerischen L̈osung“ eines Problems der Praxis geḧort unbedingt auch eine

Information̈uber den dabei gemachten Fehler, um das Resultat richtig einscḧatzen zu
k̈onnen. Der Gesamtfehler setzt sich zusammen aus den

”
Modellfehlern“:

– Idealisierungsfehler: Zur Beschreibung eines physikalischen Sachverhalts wird ein
mathematisches Modell gebildet. Beider mathematischen Formulierung m̈ussen Ver-
einfachungen (z. B. Linearisierungen) vorgenommen werden.

– Datenfehler: Die Daten eines mathematischen Modells (z. B. Koeffizienten einer
Differentialgleichung) sind aufgrund ungenauer Kenntnis von Materialeigenschaften
notwendig mit Fehlern behaftet.

und den
”
numerischen“ Fehlern:

– Diskretisierungsfehler: KontinuierlicheProzesse werden durch endliche ersetzt (z. B.
Approximation des Riemannschen Integrals durch Riemannsche Summen).

– Abbruchfehler: Unendliche Algorithmen werden nach endlich vielen Schritten abge-
brochen (z. B. die Iterationxn+1=

1
2
(xn+a/xn)→

√
a(n→∞)).

– Rundungsfehler: Auf der Rechenanlage m̈ussen alle Rechnungen auf einem endlichen
Zahlbereich durchgef̈uhrt werden (z. B. 1/3∼0,3...3).

Das Zusammenwirken all dieser Fehlereinfl̈usse soll anhand des folgenden, einfachen Bei-
spiels demonstriert werden:

Ein Stahlseil der L̈angeL= 1 sei an den Spitzen zweier Masten befestigt, so dass es
unter Einwirkung der Schwerkraft (fast) straff gespannt erscheint. Gefragt ist nun nach

1



2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

der Auslenkung des Seils aus dieser Ruhelage, wenn ein Trapezk̈unstler in seiner Mitte
steht.

✲❄

t

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..............................................

....................................
..............................

..........................
........................
.................

Punktbelastungf(t)

P0 1

Auslenkungy(t)

Das physikalische Modell besteht in der (wohl begr̈undeten) Annahme, dass sich die
tats̈achliche Auslenkung als Graph einer Funktiony(t) beschreiben l̈asst, f̈ur welche die
sog.
”
potentielle Gesamtenergie“ (ceine Materialkonstante,f(t) Belastungsdichte)

E(y)=
c

2

1

0

y(t)2

1+y(t)2
dt−

1

0

f(t)y(t)dt

einen minimalen Wert annimmt. Dies sehen wir als das
”
exakte“ mathematische Modell

des angegebenen physikalischen Sachverhalts an. Zur Vereinfachung des Problems wird
nun angenommen, dass die Belastungf(t) so klein ist, dass nur kleine Auslenkungsgra-
dienten auftreten, d. h.:|y(t)| 1 . In diesem Fall kann das FunktionalE(y) vereinfacht
werden zu

Ẽ(y)=
c

2

1

0

y(t)2dt−

1

0

f(t)y(t)dt .

Dies ist nun das eigentliche
”
mathematische“ Problem, mit dem der

”
numerische“ Ma-

thematiker konfrontiert ist. Der bis hierher entstandene Modellfehler ist im Augenblick
nicht Gegenstand unseres Interesses. Als notwendige (und hinreichende) Bedingung f̈ur
die Minimaliẗatseigenschaft der Funktiony(t)erḧalt man durch den Variationsansatz

d

dα
Ẽ(y+αϕ)|α=0=0 ∀

”
zul̈assige“ϕ=ϕ(t)

die folgende (lineare) Differentialgleichung mit Randbedingungen:

−cy(t)=f(t), t∈(0,1), y(0) =y(1) = 0.

Zur L̈osung des Problems wird nun eine Diskretisierung vorgenommen (sog.
”
zentraler

Differenzenquotient 2. Ordnung“):

ti≡ih , i=0,...,N+1, fi≡f(ti), h=1/(N+1),

y(ti)≈
1

h2
{y(ti+1)−2y(ti)+y(ti−1)},

die auf ein lineares Gleichungssystem
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⎥
⎦

,

bzw. abgek̈urztAη=b,f̈ur den Vektorη=(η1,...,ηN)
T der N̈aherungswerte zuy(ti)

f̈uhrt. Dieses Gleichungssystem besitzt wegen det(A)= 0 eine eindeutige L̈osung. Diese
kann aufgrund der Identiẗat

Dη=Dη−Aη+b, D≡
c

h2

⎡

⎢
⎢
⎣

2 0
...

0 2

⎤

⎥
⎥
⎦,

ausgehend von einem Startvektorη(0)∈RN durch die Iteration (sog.
”
Jacobi-Verfahren“)

η(n+1)=η(n)−D−1[Aη(n)−b]

angen̈ahert werden. Man kann zeigen, dassη(n)→ η(n→ ∞) konvergiert. In der Pra-
xis muss die Iteration aber nach endlich vielen Schritten mit einem N̈aherungswertη(k)

abgebrochen werden. Tats̈achlich wird aber auf dem Rechner stattη(k)eine N̈aherung
η̃(k)geliefert, da alle arithmetischen Operationen auf einem endlichen Zahlbereich durch-
gef̈uhrt werden. Von diesem Ergebnis

η̃(k)=(̃η
(k)
1 ,...,̃η

(k)
n )

T

sollen nun R̈uckschl̈usse auf die zu erwartende Auslenkung des Stahlseils gewonnen wer-
den. Der dabei aufgetretene Fehler setzt sich zusammen aus

– Diskretisierungsfehler: maxi=1,...,N|ηi−y(ti)|.

– Abbruchfehler: maxi=1,...,N|η
(k)
i −ηi|.

– Rundungsfehler: maxi=1,...,N|̃η
(k)
i −η

(k)
i |.

Gegenstand dieses Textes ist nun der Entwurf von L̈osungsverfahren f̈ur derartige Pro-
bleme aus Analysis und Lineare Algebra und die Untersuchung der bei deren Anwendung
auftretenden Fehler.Ähnliche Fragestellungen ergeben sich im Zusammenhang mit der
L̈osung von Eigenwertaugaben z. B.aus der Schwingungsanalyse:

Ay=λy, λ∈R,y∈RN,

und Aufgaben aus derlinearenOptimierung:

cT·y → min !, Ay=b, A∈Rm×n,c,y∈Rn,b∈Rm.





1 Fehleranalyse

1.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler

Bei der Verarbeitung numerischer Algorithmen auf dem
”
Computer“ treten zwangsl̈aufig

Fehler auf, die durch die Endlichkeit des Bereiches der darstellbaren Zahlen bedingt sind.
Zur Approximation von reellen (und auch komplexen) Zahlen und der elementaren arith-
metischen Operationen zwischen ihnen werden sog.

”
Maschinenzahlen“ und

”
Maschinen-

operationen“ verwendet, welche auf dem Computer realisierbar sind.

Eine
”
(normalisierte) Gleitkommazahl“ zur Basisb∈N,b≥2,ist eine Zahlx∈R

dargestellt in der Form

x=±m·b±e (1.1.1)

mit der
”
Mantisse“ m=m1b

−1+...+mrb
−r+...∈R, und dem

”
Exponenten“ e=

es−1b
s−1+...+e0b

0∈N∪{0},wobeimi,ei∈{0,...,b−1}.F̈urx= 0 ist diese
Darstellung durch die Normierungsvorschrift m1= 0 eindeutig bestimmt. F̈urx=0
setzt manm=0.

Bemerkung 1.1:Die Verwendung der Gleitkommadarstellung im numerischen Rechnen
ist wesentlich, um Zahlen sehr unterschiedlicher Gr̈oße verarbeiten zu k̈onnen; z. B. Ru-
hemasse ElektronM0=9.11·10

−28g , Lichtgeschwindigkeitc=2.998·1010cm/sec .

Auf dem Rechner stehen f̈ur die Darstellung von reellen Zahlen nur endlich viele Stellen
zur Verf̈ugung:

rZiffern + 1 Vorzeichen f̈ur die Mantisse

sZiffern + 1 Vorzeichen f̈ur den Exponenten.

Die Speicherung einer solchen Zahl

x=±[m1b
−1+...+mrb

−r]·b±[es−1b
s−1+...+e0b0]

erfolgt dann in der Formx:(±)[m1...mr](±)[es−1...e0] . Aus technischen Gr̈unden
verwenden moderne Rechner eine Zahldarstellung mit den Basenb= 2 (Dualsystem)
oderb= 16 (Sedezimalsystem) oder Mischungen davon. Die in der obigen Form auf
einem Rechner dargestellten (rationalen) Zahlen werden

”
Maschinenzahlen“ genannt; sie

bilden das sog.
”
numerische Gleitkommagitter“A=A(b, r, s). DaAendlich ist, gibt es

eine gr̈oßte/kleinste darstellbare Zahl:

xmax/min=±(b−1){b
−1+...+b−r}·b(b−1){b

s−1+...+b0}=±(1−b−r)·bb
s−1

sowie eine kleinste positive/gr̈oßte negative darstellbare Zahl:

xposmin/negmax=±b
−1·b−(b−1){b

s−1+...+b0}=±b−b
s

.

5



6 KAPITEL 1. FEHLERANALYSE

Beispiel 1.1:Beim sog.
”
IEEE-Format“ (̈ublich auf UNIX-Workstations) werden zur

Darstellung von doppelt genauen Zahlen (REAL*8 in FORTRAN) 64 Bits (= 8 Bytes)
verwendet:

x=±m·2c−1022.

Dabei stehen 1 Bit f̈ur das Vorzeichen, 52 Bits f̈ur die Mantissem =2−1+m22
−2+

...+m532
−53(die erste Mantissenstelle ist aus Normierungsgr̈unden stets 1) und 11 Bits

f̈ur die sog.
”
Charakteristik“ c=c02

0+...+c102
10∈[1,2046] zur Verf̈ugung, wobei

mi,ci∈{0,1}Dualzahlen sind. Durch die vorzeichenfreie Darstellung des Exponenten
in der Forme=c−1022 wird der Zahlbereich um eine Zweierpotenz erweitert. F̈ur
REAL*8-Zahlen gilt somit:

xmax ∼ 21024 ∼ 1.8·10308 , xmin ∼ −21024 ∼ −1.8·10308 ,

xposmin = 2
−1022 ∼ 2.2·10−308 , xnegmax = −2−1022 ∼ −2.2·10−308 .

Die ausgenommenen Wertec= 0 undc= 2047 der Charakteristik werden zur Darstel-
lung der Null (m2=...=m53=0,c0=...=c10= 0) sowie einer Sondergr̈oße”

nan“
(not anumber) verwendet.

Die Ausgangsdaten x∈R einer numerischen Aufgabe und die Zwischenergebnisse
einer Rechnung m̈ussen durch Maschinenzahlen dargestellt werden. F̈ur Zahlen innerhalb
des
”
zul̈assigen“ Bereiches

D:= [xmin,xnegmax]∪{0}∪[xposmin,xmax]

wird eine
”
Rundungsoperation“ rd : D→ A verwendet, an die man die naẗurliche For-

derung stellt

|x−rd(x)|=min
y∈A
|x−y| ∀x∈D. (1.1.2)

Dies ist beim IEEE-Format z. B. realisiert durch
”
naẗurliche“ Rundung:

rd(x) = sgn(x)·
0.m1···m53·2

e, f̈urm54=0

(0.m1···m53+2
−53)·2e,f̈urm54=1.

Andere manchmal vorkommende Rundungsarten, welche (1.1.2) nicht erf̈ullen, werden
im Folgenden nicht betrachtet. F̈ur Zahlen außerhalb des zul̈assigen BereichesD (z. B.
als Resultat einer Division durch Null) wird von einigen Maschinen Exponenten̈uberlauf
(
”
overflow“ oder

”
underflow“) registriert und die Verarbeitung abgebrochen, ẅahrend im

IEEE-Format in diesem Fall mit der unbestimmten Variable
”
nan“ weitergearbeitet wird.

Der mit der Rundung verbundene sog.
”
absolute Rundungsfehler“

|x−rd(x)|≤1
2
b−rbe (1.1.3)

ḧangt jeweils noch vom Exponentenevonxab. Dagegen ist der sog.
”
relative Run-

dungsfehler“
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x−rd(x)

x
≤1
2

b−rbe

|m|be
≤1
2
b−r+1 (1.1.4)

f̈urx∈D, x=0,beschr̈ankt durch die sog.
”
Maschinengenauigkeit“ eps := 1

2
b−r+1.F̈ur

x∈D ist dann offenbar

rd(x) = x(1 +ε) mit |ε|≤eps. (1.1.5)

Bei Anwendung des IEEE-Formats ist der maximale relative Rundungsfehler

epsREAL∗8≤
1
2
2−52∼10−16.

Die arithmetischen Grundoperationen ∗∈{+,−,·,/}werden auf der Rechenanlage
durch entsprechende

”
Maschinenoperationen“ ∗∈{⊕,,,}ersetzt, welche Maschi-

nenzahlen wieder in Maschinenzahlenüberf̈uhren. Dies ist meist f̈urx, y∈A im Falle
x∗y∈D gem̈aß

x∗y=rd(x∗y) = (x∗y)(1 +ε), |ε|≤eps, (1.1.6)

realisiert. Dazu werden die Operationen maschinenintern (meist unter Verwendung einer
erḧohten Stellenzahl f̈ur die Mantisse) ausgef̈uhrt, in normalisierte Form gebracht und
dann gerundet. Im Fallx∗y/∈Derscheint meist eine Fehlermeldung. Bei dem Gebrauch
von
”
IF-Abfragen“ in Programmen ist zu ber̈ucksichtigen, dass die Maschinenoperationen

⊕und dem Assoziativgesetz und dem Distributivgesetz nur n̈aherungsweise gen̈ugen;
i. Allg. ist f̈urx, y, z∈A:

(x⊕y)⊕z=x⊕(y⊕z), (x⊕y) z=(x z)⊕(y z).

Insbesondere gilt i. Allg. f̈ur Zahlenx, y∈A:

x⊕y=x, f̈ur |y|≤
|x|

b
eps. (1.1.7)

Hieraus l̈asst sich f̈ur einen konkreten Rechner die Gr̈oße der Maschinengenauigkeit eps
experimentell ermitteln.

1.2 Konditionierung numerischer Aufgaben

Eine numerische Aufgabe (z. B. Bestimmung einer Nullstelle, L̈osung eines linearen Glei-
chungssystems u.s.w.) wird als

”
gut konditioniert“ bezeichnet, wenn eine kleine Sẗorung

der Eingangsdaten auch nur eine kleineÄnderung der Ergebnisse zur Folge hat.
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Beispiel 1.2:Als Beispiel betrachten wir das lineare Gleichungssystem

1.2969 0.8648

0.2161 0.1441

x

y
=

0.8642

0.1440

mit der (eindeutig bestimmten) L̈osung (x, y)T=(2,−2)T.Sẗorung der rechten Seite zu
(0.86419999,0.14400001)T erzeugt die

”
N̈aherungsl̈osung“ (̃x,̃y)T=(0.9911,−0.4870)T

Diese numerische Aufgabe ist offenbar sehr schlecht konditioniert.

Zur Pr̈azisierung des Begriffes
”
Konditionierung“ m̈ussen wir zun̈achst den der

”
nu-

merischen Aufgabe“ definieren. Wir wollen hier unter einer
”
numerischen Aufgabe“ die

Berechnung endlich vieler Gr̈oßenyi(i=1,...,n) aus gewissen Gr̈oßenxj(j=1,...,m)
mittels einer funktionalen Vorschrift yi=fi(x1,...,xm) verstehen. Der Einfachheit hal-
ber betrachten wir hier nur den Fall, dass dieyi,xjreelle (oder komplexe) Zahlen sind,
und verwenden zur Abk̈urzung die vektorielle Schreibweisey=f(x) mit

x=(x1,...,xm)
T, y=(y1,...,yn)

T, f=(f1,...,fn)
T.

Als Beispiel kann die Berechnung eines Vektorsx∈Rn als L̈osung eines linearen Glei-
chungssystemsAx=bdienen, wobeix=f(A, b):=A−1b.

Definition 1.1: Bei Verwendung fehlerhafter Eingangsdatenxj+Δxj (z. B. aufgrund
des Rundungsfehlers) ergeben sich fehlerhafte Resultateyi+Δyi. Wir bezeichnen|Δyi|
als den

”
absoluten“ Fehler und|Δyi/yi|(f̈uryi=0)alsden”

relativen“ Fehler.

Große absolute Fehler k̈onnen offenbar,
”
relativ“ gesehen, klein sein und umgekehrt; z. B.

mag ein Fehler von±100 km beim Messen der Entfernung Erde-Mond als
”
klein“ an-

gesehen werden, ẅahrend derselbe Fehler bezogen aufdie Entfernung Heidelberg-Paris
sicherlich als

”
groß“ anzusehen ist.

Wir haben gesehen, dass der relative Rundungsfehler durch die Maschinengenauigkeit
eps beschr̈ankt ist. Hier wird uns auch haupts̈achlich nur dieser interessieren. Im Fol-
genden betreiben wir eine sog.

”
differentielle“ Fehleranalyse, die sich auf die Betrachtung

des Einflusses relativ kleiner Datenfehler|Δxj| |xj|beschr̈ankt. Sind die Funktionen
fi=fi(x1,...,xm) stetig partiell differenzierbar nach den Argumentenxj, so gilt nach
dem Taylorschen Satz

Δyi=fi(x+Δx)−fi(x)=
m

j=1

∂fi
∂xj
(x)Δxj+R

f
i(x;Δx), i=1,...,m, (1.2.8)

mit einem Restglied Rfi(x;Δx) , welches schneller als|Δx|= maxj=1,...,m|Δxj|gegen

Null geht; wir schreiben dies abgek̈urzt alsRfi(x;Δx)=o(|Δx|) . Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass sogarRfi(x;Δx)=O(|Δx|

2) gilt, was im Falle der zweimaligen
Differenzierbarkeit der Funktionfgesichert ist.
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Definition 1.2: Wir verwenden hier und im Folgenden die sog.
”
Landauschen1Symbole“

O(·)undo(·)zur quantitativen Beschreibung von Grenzprozessen. F̈ur Funktioneng(t)
undh(t)der Variablent∈R+ bedeutet die Schreibweise

g(t)=O(h(t)) (t→0),

dass f̈ur kleinet∈(0,t0]mit einer Konstanten c≥0gilt

|g(t)|≤c|h(t)|.

Entsprechend bedeutetg(t)=o(h(t))f̈urt→ 0, dass f̈ur kleinet∈(0,t0]mit einer
Funktionc(t)→0(t→0)gilt

|g(t)|≤c(t)|h(t)|.

Analoge Schreibweisen verwendet man f̈ur Grenz̈uberg̈anget→∞.

Beispiel 1.3: F̈ur eine zweimal stetige differenzierbare Funktiong(t) folgt aus

g(t+Δt)=g(t)+Δtg(t)+1
2
Δt2g(τ), τ∈(t, t+Δt),

f̈ur den sog.
”
vorẅarts genommenen Differenzenquotienten“ die Beziehung

Δt−1 g(t+Δt)−g(t)=g(t)+O(Δt).

Die obige Formel (1.2.8) besagt, dass der Fehler Δyi”
in erster N̈aherung“, d. h. bis

auf eine Gr̈oße der OrdnungO(|Δx|2) , gleich dem ersten Summanden auf der rechten
Seite ist; in Symbolen:

Δyi
.
=

m

j=1

∂fi
∂xj
(x)Δxj. (1.2.9)

F̈ur den komponentenweisen relativen Fehler gilt dann

Δyi
yi

.
=

m

j=1

∂fi
∂xj
(x)
Δxj
yi
=

m

j=1

∂fi
∂xj
(x)

xj
fi(x)

=:kij(x)

Δxj
xj
. (1.2.10)

1Edmund Georg Hermann Landau (1877–1938): Deutscher Mathematiker; seit 1909 Professor in
G̈ottingen (Nachfolger von Minkowski); 1934 wegen seiner j̈udischen Abstammung zwangsweise pensio-
niert; fundamentale Beitr̈age zur analytischen Zahlentheorie, insbesondere zur Primzahlverteilung, und
zur (komplexen) Funktionentheorie.
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Dabei verḧalt sich der vernachl̈assigte Term wie

Rfi(x;Δx)

yi
=O

|Δx|2

|yi|
.

Unter der Voraussetzung, dass |Δx|=o(|yi|) kann er gegen den f̈uhrendenO(|Δx|)-
Term vernachl̈assigt werden. Wir werden im Folgenden stets annehmen, dass sich die
auszuwertende Gr̈oße und die betrachteten Datensẗorungen verhalten wie

|Δx|=o(|yi|), i=1,...,n.

Andernfalls darf das Restglied nicht vernachl̈assigt werden.

Definition 1.3: Die Gr̈oßenkij(x)heißen”
(relative) Konditionszahlen“ der Funktion

fim Punktx. Sie sind ein Maß daf̈ur, wie sich kleine relative Fehler in den Ausgangs-
daten im Ergebnis auswirken. Man nennt die Aufgabe,y=f(x)ausxzu berechnen,

”
schlecht konditioniert“, wenn ein|kij(x)| 1ist; andernfalls

”
gut konditioniert“ oder

auch
”
gutartig“. Im Fall|kij(x)|<1spricht man von”

Fehlerd̈ampfung“ und im Fall
|kij(x)|>1von”

Fehlerversẗarkung“.

Die Konditionierung einer numerischen Aufgabe ist eng verkn̈upft mit der Frage nach
berechenbaren Fehlerschranken f̈ur zugeḧorige N̈aherungsl̈osungen. Beim Problem der di-
rekten Funktionsauswertungy=f(x) ist die relative Fehlerempfindlichkeit beschrie-
ben durch die Relation (1.2.10). Interessanter ist das umgekehrte Problem der Glei-
chungsl̈osungx=f−1(y), bei dem zu gegebenemydie L̈osung der Gleichungf(x)=y
gesucht ist. Hierbei wird o.B.d.A. Gleichheit der Dimensionenn=m angenommen. Als
Beispiele k̈onnen wieder die L̈osung eines linearen Gleichungssystems oder die Bestim-
mung der Wurzeln einer quadratischen Gleichung dienen. In diesem Fall liegt es nahe,
eine Fehlerabscḧatzung f̈ur irgendeine N̈aherungsl̈osung ̃xauf dem Weg der

”
Probe“ zu

erzielen. Zu diesem Zweck bildet man den sog.
”
Defekt“ d(̃x)=f(̃x)−y(Die Gr̈oße

r(̃x)=y−f(̃x)=−d(̃x)wirddas
”
Residuum“ von ̃xgenannt.). Die Frage ist nun, ob

f̈ur einen kleinen Defekt auch der tats̈achliche Fehler Δx=̃x−xklein ist. Die differen-
tielle Fehleranalyse liefert hierzu

Δxi
xi

.
=

n

j=1

k
(−1)
ij

Δyj
yj
, k

(−1)
ij :=

∂f−1i
∂yj
(y)
yj
xi
,

mit den Konditionszahlen k
(−1)
ij der inversen Abbildungf−1(·) . Wir fassen die Kondi-

tionszahlen zu MatrizenK=(kij)
n
i,j=1 undK

(−1)=(k
(−1)
ij )

n
i,j=1 zusammen. F̈ur deren

Produkt gilt dann

(K(−1)K)ij=

n

k=1

k
(−1)
ik kkj=

n

k=1

∂f−1i
∂xk

xk
yi

∂fk
∂xj

yj
xk
=
yj
yi

n

k=1

∂f−1i
∂xk

∂fk
∂xj
=δij,
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wobei das sog.
”
Kronecker2-Symbol“δij f̈ur die Alternativeδij=1,f̈uri=j,bzw.

δij=0,f̈uri=j, steht. Die MatrixK
(−1)ist also gerade die Inverse vonK.

1.2.1 Arithmetische Grundoperationen

Im Folgenden diskutieren wir die Konditionierung, d. h. die Anf̈alligkeit gegen̈uber kleiner
Sẗorungen der Eingangsdaten, einiger einfacher Grundaufgaben.

1) Die Additiony=f(x1,x2)=x1+x2zweier Zahlenx1,x2∈R,x1,x2=0,mit

k1=
∂f

∂x1

x1
f
=1·

x1
x1+x2

=
1

1+x2/x1

k2=
∂f

∂x2

x2
f
=1·

x2
x1+x2

=
1

1+x1/x2

ist
”
schlecht“ konditioniert f̈urx1/x2∼−1 . Bei der Addition̈ahnlich großer Zahlen mit

unterschiedlichem Vorzeichen kann bei der Fortpflanzung von kleinen Sẗorungen in den
Eingangsgr̈oßen sog.

”
Ausl̈oschung“ wesentlicher (dezimaler) Stellen auftreten.

Definition 1.4 (Auslöschung):Unter
”
Ausl̈oschung“ versteht man den Verlust an we-

sentlichen Dezimalstellen bei der Subtraktion von Zahlen gleichen Vorzeichens. Dies ist
gef̈ahrlich im Fall, dass eine oder beide der Zahlen keine Maschinenzahlen sind und vor
Ausf̈uhrung der Operation gerundet werden. Bei der Subtraktion von Maschinenzahlen ist
Ausl̈oschung naẗurlich unscḧadlich.

Beispiel 1.4:Dezimale Gleitpunktrechnung mitr= 4 unds=1

x1 = 0.11258762·102 → rd(x1) = 0.1126·102

x2 = 0.11244891·102 → rd(x2) = 0.1124·102

x1+x2 = 0.22503653·10
2 , rd(x1) + rd(x2) = 0.2250·102

x1−x2 = 0.13871·10
−1 , rd(x1)−rd(x2) = 0.2000·10−1

Im zweiten Fall giltk1∼k2∼810 , d. h. fast 1000-fache Fehlerversẗarkung.

2) Die Multiplikationy=f(x1,x2)=x1·x2mit

k1=
∂f

∂x1

x1
f
=x2

x1
x1·x2

=1, k2=...=1,

ist generell
”
gut“ konditioniert. Dasselbe gilt auch f̈ur die Division (̈Ubungsaufgabe).

2Leopold Kronecker (1823–1891): Deutscher Mathematiker; wirkte in Berlin als
”
Privatgelehrter“;

betrieb die Arithmetisierung der Mathematik; wichtiger Vertreter des
”
Konstruktivismus“, welcher die

generelle Verwendung des Widerspruchsbeweises und des
”
aktual Unendlichen“ in Form z. B. der allge-

meinen reellen Zahlen ablehnt.
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1.2.2 L̈osung quadratischer Gleichungen

F̈ur Zahlenp, q∈Rwird die folgende quadratische Gleichung betrachtet:

y2−py+q= 0 (o.b.d.A. q=0).

F̈ur die Wurzelny1undy2gilty1,2=y1,2(p, q)=p/2± p2/4−qsowiep=y1+y2,q=
y1·y2 (Vietascher

3Wurzelsatz). Damit erhält man:

∂y1
∂p
+
∂y2
∂p
=1

∂y1
∂p
y2+y1

∂y2
∂p
=0

⎫
⎪⎬

⎪⎭
⇒

∂y2
∂p
=

y2
y2−y1

,
∂y1
∂p
=

y1
y2−y1

∂y1
∂q
+
∂y2
∂q
=0

∂y1
∂q
y2+y1

∂y2
∂q
=1

⎫
⎪⎬

⎪⎭
⇒

∂y1
∂q
=

1

y1−y2
=−

∂y2
∂q

k11=
∂y1
∂p

p

y1
=

y1
y2−y1

p

y1
=
y1+y2
y1−y2

=
1+y2/y1
1−y2/y1

k12=
∂y1
∂q

q

y1
=

1

y1−y2

q

y1
=

y2
y1−y2

=
1

1−y2/y1

F̈urk21undk22gilt Analoges. Die Berechnung vony1,y2ist schlecht konditioniert f̈ur
y1/y2∼1 , d. h. wenn die Wurzeln relativ dicht beeinander liegen.

Beispiel 1.5: p=4, q=3.999, y1,2=2±0.01 ,

k12=
1

1−y1/y2
=99.5 ⇒ fast 100-fache Fehlerversẗarkung.

1.3 Stabiliẗat numerischer Algorithmen

Gegeben sei wieder eine numerische Aufgabe der Art y=f(x) mit einer Abbildung
f:Rm → Rn. Unter einem

”
Verfahren“ (oder

”
Algorithmus“) zur gegebenenfalls n̈ahe-

rungsweisen Berechnung vonyausxverstehen wir eine endliche (oder auch abz̈ahlbar
unendliche) Folge von

”
elementaren“ Abbildungenϕ(k), die durch sukzessive Anwendung

einen N̈aherungwert ̃yzuyliefern:

x=x(0)→ϕ(1)(x(0))=x(1)→...→ϕ(k+1)(x(k))=x(k+1)→...̃y.

3Francois Viete, lat. Franciscus Vieta (1540–1603): Franz̈osischer Mathematiker; Arbeitenüber alge-
braische Gleichungen und spḧarische Trigonometrie; gab trigonometrische Tafeln heraus und f̈uhrte die
systematische Buchstabenrechnung ein.
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Im einfachsten Fall sind dieϕ(k)arithmetische Grundoperationen.

Definition 1.5: Bei der Durchf̈uhrung des Algorithmus auf einer Rechenanlage treten
in jedem Schritt Fehler auf (z. B. Rundungsfehler, Auswertungsfehler von transzenden-
ten Funktionen, u.s.w.), die sich bis zum Ende der Rechnung akkumulieren k̈onnen. Der
Algorithmus wird

”
stabil“ (oder auch

”
gutartig“) genannt, wenn die im Verlaufe der

Ausf̈uhrung akkumulierten Fehler den durch die Konditionierung der Aufgabey=f(x)
bedingten unvermeidbaren Problemfehler nichẗubersteigen.

Eine der Hauptaufgaben der numerischen Mathematik ist es, f̈ur die in den Anwendungen
auftretenden Aufgaben stabile L̈osungsalgorithmen zu finden. Wir diskutieren im folgen-
den einige elementare Beispiele.

1.3.1 L̈osung quadratischer Gleichungen

Wir betrachten die Auflösung einer quadratischen Gleichung der Form

y2−py+q=0 (0=q<p2/4), y1,2=f(p, q)=p/2± p2/4−q.

F̈ur|y1/y2| 1 , d. h. f̈urq p2/4 , ist die Aufgabe gut konditioniert. Der Algorithmus
zur Berechnung der Wurzeln k̈onnte wie folgt aussehen:

u=p2/4, v=u−q, w=
√
v (≥0).

Im Fallp<0 wird zur Vermeidung von Ausl̈oschung zun̈achst ̃y2=p/2−wberechnet
mit der akzeptablen Fehlerfortpflanzung

Δy2
y2
≤̇

1

1−2w/p

≈1

Δp

p
+

1

1−p/(2w)

≈1

Δw

w
.

Die zweite Wurzel k̈onnte dann auf folgenden Wegen bestimmt werden:

Variante A Variante B

ỹ1=p/2+w ỹ1=q/y2 (wegenq=y1y2)

F̈urq p2/4istw≈−p/2 , d. h. bei Variante A tritt zwangsl̈aufig Ausl̈oschung ein.
Die Rundungsfehler inpundwübertragen sich aufy1wie

Δy1
y1

≤̇
1

1+2w/p

1

Δp

p

≤eps

+
1

1+p/(2w)

1

Δw

w
≈eps

.
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Dieser Algorithmus ist offenbar im vorliegenden Fallq p2/4 sehr instabil. Bei Variante
B gilt dagegen

Δy1
y1
≤̇
Δq

q

≤eps

+
Δy2
y2

≈eps

.

d. h. dieser Algorithmus ist stabil.

Regel 1.1: Bei der L̈osung quadratischer Gleichungen sollten nicht beide Wurzeln aus
der L̈osungsformel berechnet werden.

Beispiel 1.6: p=−4, q=0.01 (vierstellige Rechnung)

u = 4

v = 3.99

w = 1.9974984...

ỹ2 = −3.9974984...

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

ỹ1=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

exakt :−0.0025015...

A : −0.0030 (rel. Fehler 0.2)

B : −0.0025

1.3.2 Auswertung arithmetischer Ausdr̈ucke

Im Folgenden bedienen wir uns einer sog.
”
Vorẅartsrundungsfehleranalyse“, bei welcher

die Akkumulation des Rundungsfehlersausgehend vom Startwert abgescḧatzt wird. Wir
beginnen mit der Auswertung eines einfachen arithmetischen Ausdrucks der Art

y=f(x1,x2)=x
2
1−x

2
2=(x1+x2)·(x1−x2).

Der Problemfehler durch Rundung der Ausgangsdaten verḧalt sich wie

Δy

y
≤̇

2

j=1

∂f

∂xj

xj
f

Δxj
xj

≤ 2x1
x1

x21−x
2
2

+ 2x2
x2

x21−x
2
2

=2
(x1/x2)

2+1

(x1/x2)2−1
eps.

F̈ur|x1/x2|≈1 liegt also schlechte Konditionierung vor. Zur algorithmischen Auswertung
dieses Ausdrucks gibt es zwei Alternativen, wobei die Ausgangsdatenx1,x2∈A als
Maschinenzahlengegeben seien.

Algorithmus A: Algorithmus B:

u=x1 x1 u=x1⊕x2

v=x2 x2 v=x1 x2

ỹ=u v ỹ=u v

Zur Rundungsfehleranalyse beachten wir, dass f̈ur die Maschinenoperationen∗auf der
Menge Ader Maschinenzahlen gilt:

a∗b=rd(a∗b) = (a∗b)(1 +ε) mit |ε|≤eps.
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Unter Verwendung dieser Beziehung erhalten wir f̈ur den ersten Algorithmus:

(A) u=x21(1 +ε1), v=x22(1 +ε2)

ỹ=[x21(1 +ε1)−x
2
2(1 +ε2)] (1 +ε3)

=x21−x
2
2

=y

+x21ε1−x
2
2ε2+(x

2
1−x

2
2)

=y

ε3+O(eps
2)

Δy

y
≤̇eps

x21+x
2
2+|x

2
1−x

2
2|

|x21−x
2
2|

=eps 1+
(x1/x2)

2+1

(x1/x2)2−1
.

Der Rundungsfehlereinfluss wird groß f̈ur|x1/x2|∼1,übersteigt aber nicht den Pro-
blemfehleranteil, d. h.: Der Algorithmus A ist nach unserer Definition durchaus stabil.

F̈ur den zweiten Algorithmus gilt:

(B) u=(x1+x2)(1+ε1), v=(x1−x2)(1+ε2)

ỹ=(x1+x2)(1+ε1)(x1−x2)(1+ε2)(1+ε3)

=x21−x
2
2

=y

+(x21−x
2
2)

=y

(ε1+ε2+ε3)+O(eps
2)

Δy

y
≤̇|ε1+ε2+ε3|≤3eps.

Algorithmus B ist offenbar i. Allg. stabiler als Algorithmus A. Es sei nochmals betont,
dass hierbei von bereits gerundeten Ausfgangsdaten inAausgegangen wird. An diesem
Beispiel kann man bereits eine einfache Regel ablesen, die allgemein g̈ultigen Charakter
hat. Die Auswirkung dieser Regel wird anhand des n̈achsten Beispiels noch klarer werden.

Regel 1.2: Bei der Durchf̈uhrung einer numerischen Rechnung sollte man die numerisch
schlechter konditionierten Operationen m̈oglichst fr̈uhzeitig ansetzen.

1.3.3 Auswertung von Polynomen

Gegeben sei ein allgemeines Polynom in derüblichen Monomdarstellung:

y=p(x)=a0+a1x+...+anx
n.

Als Modellfall betrachten wir zun̈achst das Polynom

p(x)=a1x+a2x
2=x(a1+a2x).

Zu seiner Auswertung in einem Punktξbietet sich der Algorithmus

A) u=ξ ξ, v=a2 u, w=a1 ξ, ỹ=v⊕w,
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und, bei Ber̈ucksichtigung der obigen Faustregel, der Algorithmus

B) u=a2 ξ, v=a1⊕u, ỹ=ξ v,

an. Bei Algorithmus B spart man offensichtlich eine arithmetische Operation. Die zu-
geḧorige Rundungsfehleranalyse sieht wie folgt aus:

(A) u=ξ2(1 +ε1), v=a2ξ
2(1 +ε1)(1 +ε2), w=a1ξ(1 +ε3)

ỹ=[a2ξ
2(1 +ε1)(1 +ε2)+a1ξ(1 +ε3)](1 +ε4)

=a2ξ
2+a1ξ+(a2ξ

2+a1ξ)ε4+a2ξ
2(ε1+ε2)+a1ξε3+O(eps

2)

=y+yε4+a2ξ
2(ε1+ε2)+a1ξε3+O(eps

2)

Δy

y
≤̇ε4+

a1ξε3+a2ξ
2(ε1+ε2)

a1ξ+a2ξ2
=ε4+ε3+

ξ

a1/a2+ξ
(ε1+ε2−ε3)

(B) u=a2ξ(1 +ε1), v=[a1+a2ξ(1 +ε1)](1 +ε2)

ỹ=ξ[a1+a2ξ(1 +ε1)](1 +ε2)(1 +ε3)

=y+a1ξ(ε2+ε3)+a2ξ
2(ε1+ε2+ε3)+O(eps

2)

Δy

y
.
= ε2+ε3+

ξ

a1/a2+ξ
ε1.

F̈urξ∼−a1/a2(d.h.wennξnahe bei einer Nullstelle vonp(x) liegt) ist Algorithmus
B offensichtlich etwas stabiler als Algorithmus A.

Dieses Resultat legt zur Auswertung des allgemeinen Polynomsn-ter Ordnung, aus-
gehend von der Darstellung

p(x)=a0+x(a1+x(a2+...+x(an−1+xan)...)),

den folgenden Algorithmus nahe:

Definition 1.6: Das sog.
”
Horner4-Schema“

bn=an, k=n−1,...,0: bk=ak+ξbk+1, (1.3.11)

liefert den Funktionswertp(ξ)=b0des Polynomsp(x).

Zur Auswertung eines Polynoms in der allgemeineren Darstellung

p(x)=a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+...+an(x−x0)...(x−xn−1)

4William George Horner (1786–1837): Irischer Mathematiker; Betreiber verschiedener Schulen; be-
kannt durch das

”
Horner-Schema“ (1830) zur Auswertung algebraischer Gleichungen; dessen Prinzip war

aber bereits vorher anderen Autoren bekannt (fr̈uheste Quelle ist Zhu Shijie im China des 13. Jahrh.).
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mit gewissen Zahlen xi,i=0,...,xn−1, wird das Horner Schema wie folgt modifizert:

bn=an, k=n−1,...,0: bk=ak+(ξ−xk)bk+1, p(ξ)=b0. (1.3.12)

Regel 1.3: Die Auswertung von (gegebenen) Polynomen sollte mit Hilfe des Horner-
Schemas erfolgen.

Bei der Auswertung von Polynomen mit Hilfe des Horner Schemas spielt auch die Ein-
sparung von arithmetischen Operationen eine Rolle. Dies wird hier und in vielen̈ahnlich
gelagerten F̈allen besonders wichtig, wenn die algorithmische Komponente sehr ḧaufig
wiederholt werden soll. Den Rechenaufwand z̈ahlt man dabeiüblicherweise in Form von
sog.
”
arithmetischen Operationen“ (abgek̈urzt

”
a. Op.“). Eine a. Op. setzt sich zusammen

aus jeweils einer Addition und einer Multiplikation. Die Unterschiedliche Betrachtung von
Addition und Multiplikation geschah bisher aus technischen Gr̈unden, da auf denälteren
Prozessoren eine Multiplikation deutlich mehr Zeit in Anspruch nahm als eine Addition.
Inzwischen hat sich dieser Unterschied aber nivelliert, so dass Addition und Multiplika-
tion als praktisch gleich schnell im Verḧaltnis zur etwas langsameren Division angesetzt
werden m̈ussten.

Beispiel 1.7:Ausf̈uhrungszeiten von jeweils 109a. Op.:

1) (
”
Antiker“) Prozessor 68040 von Motorola (Macintosh Quadra 700):

Addition 1220 Sek., Multiplikation 1320 Sek., Division 2540 Sek.

2. Alter 32 Bit-Prozessor Atlon 1.4 GHz (Standard PC):

Addition 4,5Sek., Multiplikation 4,5Sek., Division 6 Sek.

3. Sp̈aterer 64 Bit-Prozessor Atlon 3500+ (High-end PC):

Addition 2,5Sek., Multiplikation 2,5Sek., Division 4,5Sek.

Moderne Prozessoren sind aber noch wesentlich schneller. Bei solchen Leistungsmessungen
spielt die verwendete Optimierungsstufe desCompilers eine nicht unwesentliche Rolle.
Diese Werte sind erreichbar sowohl mit FORTRAN, C/C++ als auch mit MATLAB.

1.4Übungsaufgaben

Übung 1.1: Man schreibe die folgenden Ausdrücke in der Formf(h) =O(hp), f̈ur
h 0 mit m̈oglichst großemp∈N,bzw.g(n)=O(nq)f̈urn ∞ mit m̈oglichst
kleinemq∈N:

a) f(h)=4(h2+h)2−4h4, b) g(n)=4(n2+n)2−4n4,

c) f(h)=
eh−e−h

2h
−1, d) g(n)=sup

x>0

1−e−nx

1−e−x
.
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e) Wie l̈asst sich das asymptotische Verhalten vonf(h)=1/ln(h) beschreiben?

Übung 1.2: Man untersuche die Konditionierung der folgenden Rechenoperationen:

a) f(x1,x2)=
x1
x2

(x2=0), b) f(x1,x2)=x
x2
1 (x1>0).

Sind die einfachen Operationenf(x)=1/xundf(x)=
√
xgut konditioniert?

Übung 1.3: Die Ausdr̈ucke

a(x)=
1−x

1+2x
−
1−2x

1+x
, b(x)=

3x2

(1 + 2x)(1 +x)

stellen f̈urx>0 dieselbe Funktionf(x)dar.

a) Wie sieht es mit der Konditionierungder jeweiligen numerischen Aufgaben,f(x)f̈ur
0<|x| 1 aus diesen Darstellungen zu berechnen?

b) Wie ẅurde man bei der praktischen Auswertung vonf(x)f̈ur 0<|x| 1zur
Geẅahrleistung guter numerischer Stabiliẗat vorgehen?

Übung 1.4: Man gebe einen Weg an zur experimentellen Bestimmung der Maschinen-
genauigkeit

eps := max
x∈D,x=0

rd(x)−x

x
.

Dabei kann verwendet werden, dass f̈ur die Maschinenoperationen∗gilt:

x∗y=(x∗y)(1 +ε), x,y∈A, |ε|≤eps.

Übung 1.5 (Praktische Aufgabe):
a) Man bestimme mit einem Testprogramm dieMaschinengenauigkeit des benutzten
Rechners (in der jeweils verwendeten Programmiersprache).

b) Man schreibe ein (MATLAB-)Programm zur Berechnung der Exponentialfunktionex

mit Hilfe ihrer Taylor-Summen

Tn(x)=

n

k=0

xk

k!
.

Man plotte fürn∈[0,20] den relativen Fehler f̈ur die Argumentex∈{10,1,−1,−10}.
Man erkläre die schlechten Ergebnisse f̈ur negative Argumente und gebe eine Modifikation
an, mit deren Hilfe negative wie positive Argumente gleich gut behandelt werden k̈onnen.

Übung 1.6: Man schreibe die folgenden Ausdrücke in der Formf(h)=O(hm)bzw.
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f(h)=o(hm)f̈urh∈R+,h→0 , mit einem m̈oglichst großenm∈N:

a) f(h)=
sin(1 +h)−2 sin(1) + sin(1−h)

h2
+ sin(1);

b) f(h)=
h

ln(h)
.

Übung 1.7: Wie groß ist in erster Näherung der relative Fehler bei der Bestimmung der
Molmenge m eines idealen Gases (mit Gaskonstanteγ=0,082) aus der Formel

m(P, V, T)=
PV

γT
,

wenn die TemperaturTmit 200±0,5 Grad, der DruckPmit 2±0,01 atm und das
VolumenV mit 10±0,2 l bestimmt wurden. Welche Messung muss verfeinert werden,
um den Fehler unter 1% zu dr̈ucken?

Übung 1.8: In vielen F̈allen kann die Konvergenzordnung eines Grenzprozesses

a(h)→a(h→0), a(h)−a=O(hα),

nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekanntem Limesaf̈ur zwei Werte
hundh/2dieFehlera(h)−aunda(h/2)−aberechnet und dann die Ordnungαüber
denformalenAnsatza(h)−a=chα aus der folgenden Formel ermittelt:

α=
1

log(2)
log

a(h)−a

a(h/2)−a
.

a) Man rekapituliere die Rechtfertigung dieser Formel undüberlege, wie man vorgehen
k̈onnte, wenn kein exakter Limesabekannt ist.

b) Man bestimme die inḧarenten Konvergenzordnungen f̈ur die folgenden, von Funktionen
a(h) undb(h) abgegriffenen Werte:

h a(h) b(h)

2−1 7.188270827204928 8.89271737217539

2−2 7.095485351135761 8.971800326329658

2−3 7.047858597600531 8.992881146463981

2−4 7.023726226390662 8.998220339291473

2−5 7.011579000356371 8.999559782988968

2−5 7.005485409034109 8.999895247704067

Limes a(0) = 7.0 b(0) =?



20 KAPITEL 1. FEHLERANALYSE

Übung 1.9: Man betrachte die Funktion

f(x)=
1−cos(x)

x
.

a) F̈ur welchexist die Auswertung vonf(x) gut bzw. schlecht konditioniert?

b) Man gebe f̈ur|x| 1 einen stabilen Algorithmus zur Berechnung vonf(x)an.
Dabei sei angenommen, dass cos(x) mit Maschinengenauigkeit berechnet wird. (Hinweis:
Die Darstellung vonfkann mit Hilfe der Rechenregeln f̈ur trigonometrische Funktionen
umgeformt werden.)

Übung 1.10 (Praktische Aufgabe): Man berechne Näherungswerte

n

k=0

xk

k!
≈ex

f̈urx=−5,5 mitn=1,2,...,30 , auf die folgenden drei Arten:

1) mit der obigen Formel;

2) mit der Umformunge−5,5=1/e5,5und der obigen Formel;

3) mit der Umformunge−5,5=(e−0,5)11und der obigen Formel.

Der exakte Wert ist e−5,5=0,0040867714.... Wie sind die beobachteten Effekte zu
interpretieren? Dies ist ein Beispiel daf̈ur, dass scheinbar kleine Modifikationen in nume-
rischen Algorithmen gravierende Konsequenzen f̈ur die Approximationsgenauigkeit haben
k̈onnen. Welche Ergebnisse ergeben sich, wenndie Auswertung der Taylor-Polynome mit
Hilfe des Horner-Schemas erfolgt?

Übung 1.11: SeiA∈Rn×n beliebig gegeben. Man gebe einen Algorithmus an zur Aus-
wertung des Matrixpolynoms

p(A)=

m

i=0

aiA
i

mit Koeffizienten ai∈R,derm̈oglichst wenig Speicherplatz und arithmetische Opera-
tionen (1 a. Op. = 1 Mult. + 1 Add.) ben̈otigt.

Übung 1.12: Es seien die Nullstellen eines Polynomsp(x)= m
i=0aix

izu bestimmen.
Man zeige, dass für eine N̈aherung ̃zzu einer einfachen Nullstellez= 0 in erster N̈ahe-
rung die folgende Abscḧatzung gilt:

z̃−z

z
≤̇
p(̃z)

p(z)z
.

Dies motiviert die Genauigkeitskontrolle bei der Berechnung von Nullstellen von Polyno-
men in derübern̈achsten praktischen Aufgabe. (Hinweis: Die Aufgabe ist leichter als sie
aussieht; Taylor-Entwicklung.)
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Übung 1.13: Die Funktion f(x)=x+ 1 stelle eine physikalische Gr̈oße dar, von der
Werte f̃(xi)≈f(xi)an̈aquidistant verteilten Punkten

xi=ih, 0≤i≤n:= 10
3, h=10−3,

mit einem maximalen Fehler von 0,1% gemessen werden. Man zeige, dass bei der Ap-
proximation der Ableitungswertef(xi) mit dem zentralen Differenzenquotienten

f(xi)≈
f̃(xi+1)−f̃(xi−1)

2h
, i=1,...,n−1

aus diesen Werten ein relativer Fehler von 100% auftreten kann. Dies zeigt die Fragẅurdig-
keit der Approximation von Ableitungen durch Differenzenquotienten. (Hinweis: Man kon-
struiere spezielle Sẗorungen.)

Übung 1.14 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Berechnung der
reellen L̈osungen der quadratischen Gleichung

p(x)=ax2+bx+c=0,

zu gegebenena, b, c∈R. Es sollen alle m̈oglichen F̈alle der Degenerierung (z. B.:a=0)
ber̈ucksichtigt und der Einfluß des Rundungsfehlers minimiert werden. Man erprobe das
Programm anhand der folgenden F̈alle:

a: 0 0 0 0 2 2 2 4 1 1 1 −1 −1 −4 −1 −4 −1 −1 2,5·109

b: 0 0 1 2 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 2 8 2 2 −105

c: 0 1 0 1 0 1 −4 0 −3 1 2 0 −1 2 0 12 −1 −5 1

Die berechneten L̈osungen sollen akzeptiert werden, wenn das folgende heuristische Kri-
terium erf̈ullt ist (s. Aufgabe 2):

p(̃z)

p(̃z)̃z
<10−12.





2 Interpolation und Approximation

Ein Grundproblem der numerischen Praxis istdie Darstellung und Auswertung von Funk-
tionen. Dabei ergeben sich folgende Aufgabenstellungen:

(i) Eine Funktionf(x) ist nur in einer diskreten Menge von Argumentenx0,...,xn
bekannt und soll mit dieser Information rekonstruiert werden (z. B. zur graphischen
Darstellung oder zur Auswertung an Zwischenstellen).

(ii) Eine analytisch gegebene Funktionf(x) soll auf der Rechenanlage so dargestellt
werden, dass jederzeit Funktionswerte zu beliebigem Argumentxleicht berechnet
werden k̈onnen (z. B. trigonometrische Funktionen).

In beiden F̈allen hat man ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden, n̈amlich
die funktionale Abḧangigkeity=f(x) , durch einen endlichen Datensatz zu simulieren.
Hierzu bedient man sich gewisser KlassenPvon einfach strukturierten Funktionen; z. B.:

Polynome: p(x)=a0+a1x+...+anx
n,

rationale Funktionen: r(x)=a0+a1x+...+anx
n

b0+b1x+...+bmx
m ,

trigonometrische Polynome: t(x)=1
2
a0+

n

k=1

{akcos(kx)+bksin(kx)}.

Exponentialsummen: e(x)=
n

k=1

akexp(bkx).

Definition 2.1: Geschieht die Zuordnung eines Elementesg∈Pzur Funktionfdurch
Fixieren von Funktionswerten

g(xi)=yi:=f(xi), i=0,...,n,

so spricht man von
”
Interpolation“. Istg∈P als in einem gewissen Sinne

”
beste“

Darstellung vonfzu bestimmen, z. B.:

max
a≤x≤b

|f(x)−g(x)|minimal f̈ur g∈P,

oder
b

a

|f(x)−g(x)|2dx
1/2

minimal f̈ur g∈P,

so spricht man allgemein vonÄpproximation“. Die jeweilige Wahl der Konstruktion von
g∈P ḧangt von der zu erf̈ullenden Aufgabe ab. Offenbar ist die Interpolation eine spezi-
elle Art der Approximation mit

max
i=0,...,n

|f(xi)−g(xi)|minimal f̈ur g∈P.

23



24 KAPITEL 2. INTERPOLATION UND APPROXIMATION

2.1 Polynominterpolation

Wir bezeichnen mit Pn den Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleichn:

Pn:={p(x)=a0+a1x+...+anx
n|ai∈R,i=0,...,n}.

Definition 2.2: Die sog.
”
Langrange1-Interpolationsaufgabe“ besteht darin, zun+1

paarweise verschiedenen Sẗutzstellen (auch
”
Knoten“ genannt) x0,...,xn∈R und ge-

gebenen Knotenwerteny0,...,yn∈Rein Polynomp∈Pn zu bestimmen mit der Eigen-
schaft

p(xi)=yi, i=0,...,n. (2.1.1)

Satz 2.1 (Langrange-Interpolation):Die Langrange-Interpolationsaufgabe ist eindeu-
tig l̈osbar.

Beweis:Wir zeigen zunächst die Eindeutigkeit. Sindp1,p2∈Pn zwei L̈osungen, so gilt
f̈urp:=p1−p2∈Pn:p(xi)=0,i=0,...,n,d.h.:phatn+ 1 Nullstellen, und ist folg-
lich identisch Null (folgt mit Hilfe des Satzes von Rolle2). Zur Existenz betrachten wir die
Gleichungen p(xi)=yi,i=0,...,n. Dies kann man interpretieren als ein lineares Glei-
chungssystem mitn+ 1 Gleichungen f̈ur dien+ 1 unbekannten Koeffizientena0,...,an
vonp∈Pn. Wegen der Eindeutigkeit vonpmuss dieses System dann notwendig eine
L̈osung haben. Q.E.D.

Zur Konstruktion des Interpolationspolynomsp∈Pn verwendet man etwa die sog.

”
Lagrange-Basispolynome“

L
(n)
i (x):=

n

j=0,j=i

x−xj
xi−xj

∈Pn, i=0,...,n.

Dass der Satz von Polynomen{L
(n)
i ,i=0,...,n}tats̈achlich eine Basis vonPn ist, wird

alsÜbungsaufgabe gestellt. Offenbar ist

L
(n)
i (xk)=

1,fallsi=k

0,fallsi=k
=:δik (Kronecker-Symbol).

Definition 2.3: Das Polynom

p:=

n

i=0

yiL
(n)
i ∈Pn (2.1.2)

1Joseph Louis de Lagrange (1736–1813): Franz̈osischer Mathematiker; 1766-87 Direktor der mathem.
Klasse der Berliner Akademie, dann Professor in Paris; bahnbrechende Arbeiten zur Variationsrechnung,
zur komplexen Funktionentheorie sowie zur theor. Mechanik und Himmelsmechanik.
2Michel Rolle (1652–1719): Französischer Mathematiker und Autodidakt; wirkte in Paris und leistete

Beitr̈age zur Analysis, Algebra und Geometrie; der nach ihm benannten Satz wurde 1691 publiziert.
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hat dann die geẅunschten Eigenschaftenp(xj)=yj. Es wird die”
Lagrange-Darstellung“

des Interpolationspolynoms zu den Sẗutzpunkten(x0,y0),...,(xn,yn)genannt (abgek̈urzt

”
Lagrange-Interpolationspolynom“).

Die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms hat den Nachteil, dass sich die
verwendeten Basisfunktionen vonPn bei Hinzunahme eines weiteren Sẗutzpunkts
(xn+1,yn+1)v̈olligändern. Dies wird vermieden bei Verwendung der sog.”

Newton3-
Basispolynome“

N0(x):=1; i=1,...,n: Ni(x):=

i−1

j=0

(x−xj).

Aus diesen l̈asst sich das Interpolationspolynom systematisch aufbauen. F̈ur den Ansatz

p(x)=
n

i=0

aiNi(x)

findet man durch sukzessive Auswertung inx0,...,xn das gestaffelte Gleichungssystem

y0=p(x0)=a0

y1=p(x1)=a0+a1(x1−x0)

...

yn=p(xn)=a0+a1(xn−x0)+...+an(xn−x0)...(xn−xn−1),

woraus sich die Koeffizientenairekursiv berechnen lassen. Die Hinzunahme eines weiteren
Punktes (xn+1,yn+1) ist nun leicht durch Fortsetzung dieses Prozesses mit der Basisfunk-
tionNn+1 zu bewerkstelligen. In der Praxis bestimmt man dieaijedoch auf eine andere,
numerisch stabilere Weise, die im Folgenden beschrieben wird.

Satz 2.2 (Newton-Darstellung):Das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Punk-
ten(xi,yi),i=0,...,n,l̈asst sich bzgl. der Newton-Polynombasis schreiben in der Form

p(x)=
n

i=0

y[x0,...,xi]Ni(x). (2.1.3)

Dabei bezeichneny[x0,...,xi]die zu den Punkten(xi,yi)geḧorenden sog.”
dividierten

Differenzen“, welche rekursiv definiert sind durch

i=0,...,n: y[xi]:=yi

k=1,...,n−i: y[xi,...,xi+k]:=
y[xi+1,...,xi+k]−y[xi,...,xi+k−1]

xi+k−xi
.

3Isaac Newton (1643–1727): Englischer Physiker und Mathematiker; Professor an der Universiẗat
Cambridge; entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik und der Differentialrechnung.



26 KAPITEL 2. INTERPOLATION UND APPROXIMATION

Beweis:Es bezeichnepi,i+k∈Pkdas Polynom, das die Punkte (xi,yi),...,(xi+k,yi+k),
interpoliert. Speziell ist alsop0,n=pdas gesuchte Interpolationspolynom. Wir zeigen

pi,i+k(x)=y[xi]+y[xi,xi+1](x−xi)+...+y[xi,...,xi+k](x−xi)...(x−xi+k−1),

was offensichtlich die Aussage des Satzes als Spezialfall beinhaltet. Der Beweis wird durch
Induktion bzgl. der Indexdifferenzk=(i+k)−igef̈uhrt. F̈urk= 0 istpi,i=yi=y[xi],
i=0,...,n. Sei die Behauptung richtig f̈urk−1≥0 . Konstruktionsgem̈aß gilt nun

pi,i+k(x)=pi,i+k−1(x)+a(x−xi)...(x−xi+k−1).

Zu zeigen ist also, dassa=y[xi,...,xi+k]. Offenbar istader Koeffizient vonx
k in

pi,i+k(x) . Nach Induktionsannahme ist weiter

pi,i+k−1(x)=...+y[xi,...xi+k−1]x
k−1,

pi+1,i+k(x)=...+y[xi+1,...,xi+k]x
k−1,

wobei
”
...“f̈ur Polynomanteile vom Grad kleiner oder gleichk−2 steht. Wie man leicht

verifiziert, interpoliert das durch

q(x)=
(x−xi)pi+1,i+k(x)−(x−xi+k)pi,i+k−1(x)

xi+k−xi

=pi,i+k−1(x)+(x−xi)
pi+1,i+k(x)−pi,i+k−1(x)

xi+k−xi

gegebene Polynomq∈Pk diek+1 Sẗutzpunkte (xj,yj),j=i,...,i+k. Wegen der
Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ist dann notwendigq≡pi,i+k.Derf̈uhrende
Koeffizient inpi,i+k(x)istdemnach

a=
y[xi+1,...,xi+k]−y[xi,...,xi+k−1]

xi+k−xi
=y[xi,...,xi+k],

was den Beweis vervollsẗandigt. Q.E.D.

Korollar 2.1: Die Aussage von Satz 2.2 impliziert eine wichtige Invarianzeigenschaft der
dividierten Differenzen. Der f̈uhrende Koeffizienty[x0,...,xn]des Lagrange-Interpola-
tionspolynoms ist gleichzeitig der Koeffizient des Monomsxn in seiner Standarddarstel-
lung. Da dieser unabḧangig von der Reihenfolge in der Anordnung der Punktex0,...,xn
ist, gilt dasselbe folglich auch f̈ur die dividierte Differenz, d. h.: Es gilt

y[̃x0,...,̃xn]=y[x0,...,xn] (2.1.4)

f̈ur jede beliebige Permutationx̃0,...,̃xn dieser Punkte.

Die im Beweis von Satz 2.2 verwendete Beziehung zwischen den Polynomen pi,i+k
kann direkt zur rekursiven Berechnung des Interpolationspolynomsp=p0,nverwendet
werden.
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Definition 2.4: Das durch die Rekursionpi,i(x)=yi,i=0,...,n,und

pi,i+k(x)=pi,i+k−1(x)+(x−xi)
pi+1,i+k(x)−pi,i+k−1(x)

xi+k−xi
, (2.1.5)

f̈urk=1,...,n, i=0,...,n−k, erzeugte Polynomp0,nist die sog.”
Neville4-Darstellung“

des Interpolationspolynoms zu den Sẗutzpunkten(x0,y0),...,(xn,yn).

Bei der praktischen Berechnung der Neville-Darstellung geht man nach folgendem
Schema vor:

x0 y0 p0,1(x) p0,2(x)p0,3(x)... p0,n−1(x)p0,n(x)

x1 y1 p1,2(x) p1,3(x)p1,4(x)... p1,n(x)

x2 y2 p2,3(x) p2,4(x)p2,5(x)...
...

...
...

...
...

xn−1 yn−1 pn−1,n(x)

xn yn

Auch hier ist die Hinzunahme eines weiteren Sẗutzpunktes (xn+1,yn+1) problemlos. Die
Neville-Darstellung des Interpolationspolynoms bietet eine sehr effiziente und numerisch
stabile M̈oglichkeit zur Berechnung einzelner Funktionswertep(ξ)(ξ=xi) ohne vorherige
Bestimmung der Koeffizienten in der Newton-Darstellung. Dazu setzt man im obigen
Neville-Schema einfach x=ξund verwendet zur Berechnung vonpi,k:=pi,k(ξ)(aus
Stabiliẗatsgr̈unden) die Rekursionsformelnpi,i=yi,i=0,...,n, und

pi,i+k=pi,i+k−1+(ξ−xi)
pi+1,i+k−pi,i+k−1
xi+k−xi

=pi,i+k−1+
pi,i+k−1−pi+1,i+k

(ξ−xi+k)/(ξ−xi)−1

(2.1.6)

f̈urk=1,...,n, i=0,...,n−k.

2.1.1 Auswertung von Polynomen

Ist ein Polynomp∈Pn in der Formp(x)=a0+a1x+...+anx
n gegeben, so werden

einzelne Wertep(ξ) mit Hilfe des
”
Horner-Schemas“ berechnet (siehe Kapitel 1):

bn=an; k=n−1,...,0: bk≡ak+ξbk+1; p(ξ)=b0.

Zupn:=p∈Pn wird durch

pn−1(x):=b1+b2x+...+bnx
n−1

4Eric Harold Neville (1889–1961): Englischer Mathematiker; Professor an der Universiẗat in Reading,
England (1919–1954); Beitr̈age zur numerischen Mathematik, u. a. zur praktischen Polynominterpolation.
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ein Polynompn−1∈Pn−1definiert. Wegenak=bk−ξbk+1 gilt offenbar

p(x)=(x−ξ)pn−1(x)+r0, r0=p(ξ)=b0,

d. h.: Das Horner-Schema leistet unter anderem die Abspaltung des Linearfaktorsx−ξ
vom Polynomp(x) (euklidischer Algorithmus). Weiter ist dann

p(x)−p(ξ)

x−ξ
=pn−1(x), x=ξ,

d. h.: F̈urx→ ξfolgt die Beziehungp(ξ)=pn−1(ξ). Zur Berechnung vonp(ξ) wird
das Horner-Schema auf das Polynompn−1 angewendet. Dies liefert Koeffizientenck,
k=2,...,n, sowie ein Polynompn−2∈Pn−2mit der Eigenschaft

pn−1(x)=(x−ξ)pn−2(x)+r1, r1=pn−1(ξ)=c1.

Durch fortgesetzte Abspaltung des Linearfaktorsx−ξerḧalt man so eine (endliche) Folge
von Polynomenpn,pn−1,pn−2,...,p0mit der Eigenschaft

pn−j(x)=(x−ξ)pn−j−1(x)+rj, j=0,...,n−1; p0=rn,

und damit die Darstellung

pn(x)=r0+r1(x−ξ)+...+rn(x−ξ)
n. (2.1.7)

Vergleicht man dies mit der Taylor-Entwicklung vonpan der Stelleξ, so findet man

rj=
1

j!
p(j)(ξ), j=0,...,n. (2.1.8)

Die Koeffizienten des Polynomspn−jseien mita
(j)
k bezeichnet:

pn−j(x)=a
(j)
j +a

(j)
j+1x+...+a

(j)
n x

n−j, j=0,...,n.

Sie werden berechnet durch die rekursive Vorschrift

j=0,...,n: a
(j+1)
n =a

(j)
n ,

k=n−1,...,j:a
(j+1)
k =a

(j)
k +ξa

(j+1)
k+1 ,

und es giltp(j)(ξ)=j!a
(j+1)
j ,j=0,...,n.

Die Koeffizientena
(j)
k bilden das sog.”

vollsẗandige Horner-Schema“ zur Auswertung des
Polynomspim Punktξ.

Das Horner-Schema kann leicht zur Auswertung eines Polynoms

p(x)=a0+a1(x−x0)+...+an(x−x0)...(x−xn−1)
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in allgemeiner Newton-Darstellung modifiziert werden:

bn=an; k=n−1,...,0: bk≡ak+(ξ−xk)bk+1; p(ξ)=b0.

Ist man an den Ableitungp(j)(ξ) eines in Newton-Form gegebenen Polynoms interes-
siert, so ist dies weitgehend̈aquivalent mit dem Problem, zu einer gegebenen Darstellung

p(x)=a0+a1(x−x0)+...+an(x−x0)...(x−xn−1)

die Koeffizientenbk,k=0,...,n, in der Darstellung

p(x)=b0+b1(x−y0)+...+bn(x−y0)...(x−yn−1)

bzgl. anderer (paarweise verschiedener) Punkteyk,k=0,...,n−1 , zu bestimmen. Dies
wird durch das folgende

”
verallgemeinerte Horner-Schema“ geleistet:

k=0,...,n: a
(0)
k ;

j=0,...,n−1: a
(j+1)
n =a

(j)
n ;

k=n−1,...,j:a
(j+1)
k =a

(j)
k +(yj−xk−j)a

(j+1)
k+1 ,bj=a

(j+1)
j .

2.1.2 Interpolation von Funktionen

Wir betrachten nun den Fall, dass die Knotenwerte yidurch eine Funktionfauf einem
die Sẗutzpunktexienthaltenden Intervall [a, b] gegeben sind:

yi=f(xi), xi∈[a, b],i=0,...,n.

Zun̈achst stellt sich die Frage, wie gut das zugeḧorige Interpolationspolynomp∈Pn
die Funktionfauf [a, b] approximiert. Im Folgenden bezeichne(x0,...,xn)daskleinste
Intervall, das alle in den Klammern eingeschlossenen Punkte entḧalt. Ferner bezeichnet
C[a, b] den Vektorraum der̈uber [a, b]stetigenFunktionen und analogCk[a, b]denVek-
torraum der̈uber [a, b]k-mal stetig differenzierbarenFunktionen.

Satz 2.3 (Interpolationsfehler 1):Seif∈Cn+1[a, b].Danngibteszujedemx∈
[a, b]einξx∈(x0,...,xn,x), so dass gilt:

f(x)−p(x)=
f(n+1)(ξx)

(n+1)!

n

j=0

(x−xj). (2.1.9)

Beweis:F̈urx∈{x0,...,xn}ist alles klar. Sei alsox∈[a, b]\{x0,...,xn}. Wir setzen

l(t):=

n

j=0

(t−xj), c(x):=
f(x)−p(x)

l(x)
.
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Die FunktionF(t)=f(t)−p(t)−c(x)l(t) besitzt dann mindestens dien+ 2 Nullstellen
x0,...,xn,xin [a, b] . Durch wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle erschließt man,
dass dann die AbleitungF(n+1) eine Nullstelleξx∈(x0,...,xn,x)hat.Mit

0=F(n+1)(ξx)=f
(n+1)(ξx)−p

(n+1)(ξx)−c(x)l
(n+1)(ξx)=f

(n+1)(ξx)−c(x)(n+1)!

folgt die Behauptung. Q.E.D.

Satz 2.4 (Interpolationsfehler 2):Seif∈Cn+1[a, b]. Dann gestattet der Fehler bei
der Polynominterpolation f̈urx∈[a, b]\{x0,···,xn}die Darstellung

f(x)−p(x)=f[x0,...,xn,x]

n

j=0

(x−xj), (2.1.10)

mit der Notation f[xi,...,xi+k]:=y[xi,...,xi+k],undesist

f[x0,...,xn,x]=
1

0

t1

0

...
tn−1

0

tn

0

f(n+1)(x0+t1(x1−x0)+...

+tn(xn−xn−1)+t(x−xn))dtdtn...dt2dt1.

Beweis:Der Beweis wird durch Induktion nach der Anzahl der Sẗutzstellen (in der Rei-
hungx0,x1,x2,...)gef̈uhrt. F̈urn= 0 gilt trivialerweise

f(x)−p0(x)=f(x)−f(x0)=
f[x0,x](x−x0),

(x−x0)
1

0
f(x0+t(x−x0))dt.

Sei die Behauptung nun richtig f̈urn−1≥0 . Dann ist

f(x)−pn(x)=f(x)−

n

i=0

f[x0,...,xi]

i−1

j=0

(x−xj)

=f(x)−pn−1(x)−f[x0,...,xn]
n−1

j=0

(x−xj)

=f[x0,...,xn−1,x]
n−1

j=0

(x−xj)−f[x0,...,xn]
n−1

j=0

(x−xj)

=
f[x0,...,xn−1,x]−f[x0,...,xn]

x−xn

n

j=0

(x−xj),

und somit, wegenf[x0,...,xn−1,x]=f[x, x0,...,xn−1] , unter Ausnutzung der Definition
der dividierten Differenzen:

f(x)−pn(x)=f[x0,...,xn,x]

n

j=0

(x−xj).
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Ferner ist nach Induktionsvoraussetzung

f[x0,...,xn−1,x]−f[x0,...,xn]

=
1

0

t1

0

...
tn−1

0

f(n)(x0+t1(x1−x0)+...+tn(x−xn−1))

−f(n)(x0+t1(x1−x0)+...+tn(xn−xn−1)) dtn...dt1

=
1

0

t1

0

...
tn

0

d

dt
f(n)(x0+...+tn(xn−xn−1)+t(x−xn))

f(n+1)(...)(x−xn)

dtdtn...dt1

und folglich, nach Definition der dividierten Differenzen,

f[x0,...,xn,x]=
1

0

t1

0

...
tn−1

0

tn

0

f(n+1)(...)dtdtn...dt1.

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Die obige Integraldarstellung der dividierten Differenzenf[x0,...,xn] gestattet ihre
stetige Fortsetzung f̈ur den Fall, daß einige der Sẗutzstellen zusammenfallen:

f[x0,...,xr,xr,...,xn] := lim
ε→0
f[x0,...,xr,xr+ε,...,xn].

Im Extremfallx0=...=xn wird

f[x0,...,xn]=
1

0

t1

0

...
tn−1

0

f(n)(x0)dtn...dt2dt1=
1

n!
f(n)(x0),

und das Newton-Interpolationspolynom gehtüber in das Taylor-Polynomn-ten Grades
vonfinx0:

pn(x)=

n

i=0

f[x0,...,xi]

i−1

j=0

(x−xj)=

n

i=0

1

i!
f(i)(x0)(x−x0)

i.

Ferner sehen wir, dass sich die dividierten Differenzen einer hinreichend oft differenzier-
baren Funktion durch Zwischenwerte der entsprechenden Ableitungen ausdr̈ucken lassen:

f[x0,...,xn,x]=
1

(n+1)!
f(n+1)(ξx), (2.1.11)

mit einer Zwischenstelle ξx∈(x0, ..., xn,x).

Wir wollen nun allgemein den Fehler bei der Lagrange-Interpolation diskutieren:

f(x)−p(x)=
f(n+1)(ξx)

(n+1)!

n

j=0

(x−xj). (2.1.12)
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F̈ur großesnwird 1/n! sehr klein, und das Produkt wird klein, wenn die Sẗutzstellen
immer dichter zusammenr̈ucken. Sind die Ableitungen vonfbeschr̈ankt auf [a, b], so
gilt also sicher

max
a≤x≤b

|f(x)−p(x)|→0 (n→∞).

Meist haben die Ableitungen der zu interpolierenden Funktionen jedoch ein zu starkes
Wachstum fürn→∞,z.B.:

f(x)=(1+x2)−1, |f(n)(x)|≈2nn!O(|x|−2−n),

so dass gleichm̈aßige Konvergenz des Approximationsprozesses nicht mehr zu erwarten
ist.

Beispiel 2.1: F̈ur die Funktionf(x)=|x|,x∈[−1,1] , ergibt die Lagrange-Interpolation
in den Sẗutzstellenxi=−1+ih, i=0,...,2m,mith=1/mundx∈{xi,i=0,...,2m}
das Verhalten

pm(x)→f(x) (m→∞).

Dieser Effekt ist nicht auf nicht differenzierbare Funktionen beschr̈ankt, wie das obige
Beispielf(x)=(1+x2)−1,x∈[−5,5] zeigt (s.Übungsaufgabe).

Bemerkung 2.1:Der Approximationssatz von Weierstrass5besagt, dass jede Funktion
f∈C[a, b] beliebig gut gleichm̈aßig auf [a, b] durch Polynome approximiert werden
kann. Die Vermutung, dass dies mit Lagrange-Interpolationspolynomen geschehen kann,
ist jedoch i. Allg. falsch.

Ein weiterer Defekt der Lagrange-Interpolation besteht in ihrer großen Fehlerempfind-
lichkeit. Fehlerhafte Datenyi+Δyiwirken sich auf die Gestalt des Polynoms nicht nur
lokal bei der Sẗutzstellexiaus, sondern ver̈andern den Verlauf auch relativ dramatisch
über dem ganzen Intervall.

Beispiel 2.2: xi=−1+ih,i=0,...,2m,h=1/m;yi=0 f̈uri=m,ym =ε;

p(x)=ε

2m

j=0
j=m

x−xj
xj

(Lagrange-Polynom zum Aufpunktxm =0)

Dies liegt daran, dass auch f̈ur
”
gutartige“ Funktionen der Term|

n

j=0

(x−xj)|f̈urx∈

(x0,...,xn) sehr schnell anẅachst. Die Verwendung der Polynominterpolation zur weit-
reichenden

”
Extrapolation“ ist also nur bedingt zu empfehlen. Hierf̈ur erweist sich die

Interpolation mitrationalenFunktionen als wesentlich geeigneter.

5Karl Theodor Weierstrass (1815–1897): Deutscher Mathematiker; ab 1856 Profssor in Berlin; be-
gr̈undete die moderne, strenge Analysis.
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Abbildung 2.1:Sẗorungsverlauf bei wachsendem Polynomgrad

2.1.3 Hermite-Interpolation

Die Aufgabenstellung der Lagrange-Interpolation l̈asst sich verallgemeinern zur sog.
”
Her-

mite6-Interpolation“:.

Definition 2.5: Die Hermite-Interpolationsaufgabe lautet wie folgt:

Gegeben: xi, i=0,...,m (paarweise verschieden)

y
(k)
i , i=0,...,m k=0,...,μi (μi≥0).

Gesucht: p∈Pn, n=m+
m

i=0

μi: p(k)(xi)=y
(k)
i .

Die Punktexiwerden als(μi+1)-fache Sẗutzstellen bezeichnet.

Analog zu Satz 2.1 beweist man:

Satz 2.5 (Hermite-Interpolation):Die Hermite-Interpolationsaufgabe besitzt eine ein-
deutige L̈osung.

Sind die Knotenwertey
(k)
i =f

(k)(xi) durch eine Funktionfgegeben, so gilt:

6Charles Hermite (1822–1901): Franz̈osischer Mathematiker; Professor an derÉcole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; Beitr̈age zur Zahlentheorie und zur Theorie elliptischer Funktionen.
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Satz 2.6 (Interpolationsfehler):Istf∈Cn+1[a, b],sogibteszujedemx∈[a, b]ein
ξx∈(x0,...,xm,x), so dass f̈ur die L̈osungp∈Pn der Hermite-Interpolationsaufgabe
gilt:

f(x)−p(x)=f[x0,...,x0,...,xm,...,xm,x]

m

i=0

(x−xi)
μi+1

=
1

(n+1)!
f(n+1)(ξx)

m

i=0

(x−xi)
μi+1.

(2.1.13)

Beweis:Analog zu Satz 2.3 bzw. Satz 2.4. Q.E.D.

Aus Stetigkeitsgr̈unden besitzt das Hermite-Interpolationspolynom einer Funktionf∈
Cn+1[a, b] die Darstellung

p(x)=
m

i=0

μi+1

r=1

f[x0,...,x0

(μ0+1)-mal

,..., xi−1,...,xi−1

(μi−1+1)-mal

,xi,...,xi

r-mal

]×

×

i−1

j=0

(x−xj)
μj+1(x−xi)

r−1.

Die dividierten Differenzen f[...] sind durch ein zur Lagrange-Interpolation analoges
Rekursionsschema bestimmt, wobei immer dann, wenn Differenzen wegen des Zusam-
menfallens von Stützpunkten nicht nach der Definitionsformel gebildet werden k̈onnen,
sinngem̈aß die Sẗutzwerteḧoherer Ordnungeinzusetzen sind; z. B.:

y[xi,xi]=y
(1)
i , y[xi,xi,xi+1]=

y[xi,xi+1]−y
(1)
i

xi+1−xi
,

y[xi,xi,xi]=
1

2
y
(2)
i , y[xi,xi,xi,xi+1]=

y[xi,xi,xi+1]−
1
2
y
(2)
i

xi+1−xi
.

Eine weitere Verallgemeinerung der Lagrange- und Hermite-Interpolation ist die sog.

”
Hermite/Birkhoff7-Interpolation“, bei der Funktions- bzw. Ableitungswerte in verschie-
denen Punkten beliebig gemischt vorgegeben werden, z. B.:

p∈P3: p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) = 0, p(3) = 3.

Die Frage nach der L̈osbarkeit der allgemeinen Hermite/Birkhoff- Interpolationsaufgabe
ist noch nicht vollsẗandig gekl̈art. Es k̈onnen im Gegensatz zur Lagrange- und Hermite-
Aufgabe alle F̈alle von

”
eindeutig l̈osbar“über

”
unendlich mehrdeutig l̈osbar“ bis

”
unl̈os-

bar“ auftreten (̈Ubungsaufgabe).

7George David Birkhoff (1884–1944): US-Amerikanischer Mathematiker; Professor an der Harvard
University, Boston, USA; Beitr̈age zu sehr verschiedenen Gebieten der Mathematik: dynamische Systeme
(Ergoden-Satz), Differentialgleichungen, Gravitationstheorie und Mathematik derÄsthetik.
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2.2 Extrapolation zum Limes

Eine wichtige Anwendung der Polynominterpolation ist die sog.
”
Richardson8-Extrapola-

tion (zum Limes)“. Ein numerischer Prozess liefere f̈ur jeden Wert eines positiven Pa-
rametersh∈R+(h→ 0) einen Werta(h) . Gesucht ist die nicht direkt berechenbare
Gr̈oße

a(0) = lim
h→0
a(h). (2.2.14)

Zur Ann̈aherung vona(0) berechnet mana(hi)f̈ur gewisse Wertehi,i=0,...,n,
und nimmt den Wertpn(0) des zugeḧorigen Interpolationspolynoms zu (hi,a(hi)) als
Scḧatzung f̈ura(0) .

Beispiel 2.3:Wir betrachten die numerische Realisierung der Regel von l’Hopital9.Zur
Berechnung von

a(0) := lim
x→+0

cos(x)−1

sin(x)
(= 0)

setzen wir

a(x):=
(cos(x)−1)

sin(x)

und interpolierena(x) an einigen Sẗutzstellenhinahe bei 0 :

h0 =
1
8
,

h1 =
1
16
,

h2 =
1
32
,

a(h0) =−6.258151·10−2,

a(h1) =−3.126018·10−2,

a(h2) =−1.562627·10−2.

Das interpolierende Polynom ist in Lagrange-Darstellung:

p2(x)=a(h0)
(x− 1

16
)(x− 1

32
)

(1
8
− 1
16
)(1
8
− 1
32
)
+a(h1)

(x−1
8
)(x− 1

32
)

(1
16
−1
8
)(1
16
− 1
32
)
+a(h2)

(x−1
8
)(x− 1

16
)

(1
32
−1
8
)(1
32
− 1
16
)
,

und wir erhalten
a(0)∼p2(0) =−1.02·10

−5.

Numerisch g̈unstiger ẅare die Berechnung vonp2(0) mit Hilfe des Neville-Algorithmus
nach dem Schema

pi,i+k(0) =pi,i+k−1(0) +
pi,i+k−1(0)−pi+1,i+k(0)

xi+k/xi−1
, k=1,2.

8Lewis Fry Richardson (1881–1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer

”
angewandter Mathematiker“; leistete Pionierbeitr̈age

zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.
9Guilliome F. A. Marquis del’Hopital (1661–1704): Franz̈osischer Mathematiker; Scḧuler von Johann

Bernoulli; ver̈offentlichte 1696 das erste Lehrbuch der Differentialrechnung, welches auch die nach ihm
benannte Regel entḧalt.
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i xi pi,i(0) =a(hi) pi,i+1(0) pi,i+2(0)

0 x0=
1
8
−6.258151·10−2 6.115·10−5 −1.02·10−5

1 x1=
1
16
−3.126018·10−2 7.64·10−6

2 x2=
1
32
−1.562627·10−2

Beispiel 2.4:Wir betrachten die numerische Differentiation. FürC1-Funktionenfist

lim
h→0

f(x+h)−f(x)

h
=f(x),

und f̈urf∈C2folgt durch Taylor-Entwicklung

f(x+h)−f(x)

h
=f(x)+

h

2
f(ζx), ζx∈(x, x+h).

Im Fallef∈C3erḧalt man eine bessere N̈aherung zuf(x) durch den zentralen Diffe-
renzenquotienten

f(x+h)−f(x−h)

2h
=f(x)+

h2

6
f(ζx), ζx∈(x+h, x−h).

Istfanalytisch, so gilt sogar

a(h):=
f(x+h)−f(x−h)

2h
=f(x)+

∞

i=1

f(2i+1)(x)

(2i)!
h2i,

d. h.:a(h)isteine
”
gerade“ Funktion inh. Zur Extrapolation vona(h) verwendet

man daher zweckm̈aßigerweise auch gerade Polynome, d. h. Polynome inh2. Als Beispiel
betrachten wirf(x)=sin(x) mitf(0) = cos(0) = 1 und

a(h)≡
sin(h)−sin(−h)

2h
=
sin(h)

h
.

Auswertung vona(h)in

h0=
1
8
, h1=

1
16
, h2=

1
32
(”heimliche” Knoten:−1

8
,−1

16
,−1

32
)

a(h0)=0.9973979, a(h1)=0.9993491, a(h2)=0.9998372,

ergibt dann

p2(h)=a(h0)
(h2− 1

162
)(h2− 1

322
)

(1
82
− 1
162
)(1
82
− 1
322
)
+... , p2(0) = 0.999999926.

Der folgende Satz liefert die theoretische Grundlage der Richardson-Extrapolation.
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Satz 2.7 (Extrapolationsfehler):F̈ur die Funktiona(h),h∈R+, sei bekannt, dass
eine asymptotische Entwicklung der Form

a(h)=a0+

n

j=1

ajh
jq+an+1(h)h

(n+1)q (2.2.15)

gilt, mit einemq>0, und gewissen Koeffizientenaj undan+1(h)=an+1+o(1)f̈ur
h→0.Sei(hk)k=0,1,2,...eine monoton fallende Folge positiver Zahlen mit der Eigenschaft

0<
hk+1
hk
≤ρ<1. (2.2.16)

F̈ur das Interpolationspolynomp
(k)
n ∈Pn(inh

q)durch(hqk,a(hk)),...,(h
q
k+n,a(hk+n))

gilt dann:

a(0)−p(k)n (0) =O(h
(n+1)q
k ) (k→∞). (2.2.17)

Beweis:Wir setzen zur Abkürzungz=hqundzk=h
q
k. Das Interpolationspolynom zu

den Sẗutzpunkten (zk+i;a(hk+i)),i=0,...,n, ist in Lagrange-Darstellung:

pn(z)=
n

i=0

a(hk+i)L
(n)
k+i(z), L

(n)
k+i(z)=

n

l=0
l=i

z−zk+l
zk+i−zk+l

.

Aus der Fehlerdarstellung

f(x)−pn(x)=
1

(n+1)!
f(n+1)(ζx)

n

i=0

(x−xk+i), ζx∈[0,h0],

f̈urf≡1sowief(x)=xrliest man ab, dass (̈Ubungsaufgabe)

n

i=0

zrk+iL
(n)
k+i(0) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

1 ,f̈ur r=0,

0 ,f̈ur r=1,...,n,

(−1)n
n

i=0

zk+i ,f̈ur r=n+1.

Damit erschließen wir:

pn(0) =

n

i=0

a0+

n

j=1

ajz
j
k+i+an+1(hk+i)z

n+1
k+i L

(n)
k+i(0)

=a0

n

i=0

L
(n)
k+i(0) +

n

j=1

aj

n

i=0

zjk+iL
(n)
k+i(0)+

an+1

n

i=0

zn+1k+iL
(n)
k+i(0) +

n

i=0

o(1)zn+1k+iL
(n)
k+i(0),
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und somit

pn(0) =a0+an+1(−1)
n

n

i=0

hqk+i+o(h
(n+1)q
k ).

Hier wurde (2.2.16) benutzt, um die vonhkunabḧangige Abscḧatzung

L
(n)
k+i(0)=

n

l=0,l=i

zk+l
zk+i−zk+l

=
n

l=0,l=i

1

zk+i/zk+l−1
≤γ(n, ρ) (2.2.18)

zu garantieren. Wegen
n

i=0

hqk+i=O(h
(n+1)q
k )

ergibt sich (2.2.17) gleichm̈aßig f̈ur allek. Q.E.D.

Üblicherweise wird ein Extrapolationsprozess anhand des folgenden
”
Extrapolations-

tableaus“ zur Berechnung der Wertepi,i+k=pi,i+k(0) durchgef̈uhrt. Es sei daran erinnert,
dasspi,i+k(h) das Polynom (inh

q) ist, welches die Punkte (hqi,a(hi)),...,(h
q
i+k,a(hi+k))

interpoliert. Die Funktionswertepi,i+k erḧalt man nach dem Neville-Algorithmus:

pi,i+k=pi,i+k−1+
pi,i+k−1−pi+1,i+k
xi+k/xi−1

.

Der Konvention folgend setzen wiraik≡pi−k,i:

ai0=a(hi)

h0 a00 Extrapolationstableau

h1 a10 → a11

h2 a20 → a21 → a22
...

...
...

...
...

hi ai0 ai1 ai2 ···aii

Die Tableaueintr̈age werden sukzessive nach der folgenden Rekursionsformel berechnet:

i=0,1,2,...:ai,0=a(hi),

i=1,2,3,..., k=1,2,3,...,i:aik=ai,k−1+
ai,k−1−ai−1,k−1
(hi−k/hi)q−1

.
(2.2.19)

Nach Satz 2.7 gilt dann f̈ur festesk:

a(0)−aik=O(h
(k+1)q
i−k ) (i→∞), (2.2.20)

vorausgesetzt die Schrittweitenfolge gen̈ugt der Bedingung (2.2.16). Gebr̈auchliche Folgen
sind gegeben durchhi≡h0/nimit

i) ni=2
i, ii) ni=2,4,6,8,12,16,..., iii) ni=1,2,3,...(unzul̈assig).
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2.2.1 Fehlerkontrolle

Zur praktischen Durchf̈uhrung der Extrapolation (zum Limesh=0) geḧort ein Kriterium,
wann der Extrapolationsprozess abzubrechen ist. Sei eine zu erzielende Fehlertoleranz
TOL vorgegeben. Der Fehlerdarstellung (siehe den Beweis von Satz 2.7)

aik=a(0) +ak+1(−1)
k

k

j=0

hqi−k+j+o(h
(k+1)q
i−k )

entnehmen wir, dass f̈ur festeskund gen̈ugend großesider Fehleraik−a(0) monoton
gegen Null konvergiert (fallsak+1= 0 ). Mit den neu definierten Gr̈oßen

bik≡2ai+1,k−aik

gilt dann im Falleq≥1:

bik−a(0) = 2{ai+1,k−a(0)}−{aik−a(0)}

=2ak+1(−1)
k

k

j=0

hqi+1−k+j+o(h
(k+1)q
i+1−k)−ak+1(−1)

k

k

j=0

hqi−k+j+o(h
(k+1)q
i−k )

=
k

j=0

hqi−k+j{−ak+1(−1)
k+2(

hi+1
hi−k
)qak+1(−1)

k}+o(h
(k+1)q
i−k ).

Wegen hqi+1/h
q
i−k 1 gilt also in erster N̈aherung

bik−a(0)
.
=−(−1)kak+1

k

j=0

hqi−k+j,

und folglich

aik−a(0)
.
= −(bik−a(0)), (2.2.21)

f̈ur festeskund gen̈ugend großesi. Wegen der monotonen Konvergenzaik−a(0)→
0(i→ ∞) gilt also asymptotisch entwederaik≤a(0)≤bikoderaik≥a(0)≥bik, und
beide Seiten konvergieren monoton gegena(0) f̈uri→ ∞. Dieses Verhalten der Fol-
gen (aik)i∈N und (bik)i∈N (f̈ur festesk) kann zur Konstruktion eines Abbruchkriteriums
herangezogen werden:

|aik−bik|<TOL ⇒ STOP. (2.2.22)

Bemerkung 2.2: F̈ur die Praxis lohnt es sich, den Extrapolationsprozess vollsẗandig
durchzuf̈uhren, d. h. die Diagonalelementeaiides Tableaus zu berechnen. In der Tat
kann man zeigen, dass die

”
Diagonalfolge“ (aii)i∈N schneller gegena(0) konvergiert als

jede der Spaltenfolgen (aik)i∈N,k≥0 ; es giltaii−a(0) =o(h
(k+1)q
i−k ).
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2.3 Spline-Interpolation

Die Lagrange-Interpolationspolynome eignen sich nicht besonders gut zur Approximation
von (nicht glatten) Funktionen, da sie bei Vermehrung der Sẗutzstellenzahl dazu neigen,
zwischen den Sẗutzstellen immer gr̈oßere Werte anzunehmen. Dies ist eine Folge ihrer

”
Steifheit“ bedingt durch die Forderung vonC∞-̈Uberg̈angen in den Knoten. Zur Re-
duzierung dieser Steifheit setztman die interpolierende Funktion ϕnur als

”
sẗuckweise

polynomial“ bzgl. der Zerlegunga=x0<x1< ... < xn=ban. In den Knotenxi
werden dann geeignete Differenzierbarkeitseigenschaften (z. B.ϕ∈C2[a, b] ) gefordert.

a=x0 x1 xi−1 Ii xi xn=b

yi

f(x)

...........
...........
...........
...........
...........
...........
............
.............
................
..............................

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
......................
....................
...............
.............
............
...........
...........
..........
..........
.........
.........
.........
.........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........

Abbildung 2.2:Spline-Approximation

Die L̈ange des TeilintervallsIi=[xi−1,xi]isthi=xi−xi−1, und die Feinheit der gan-
zen Intervallunterteilung wird durch die Gr̈oßeh:= maxi=1,...,nhibeschrieben. Auf einer
solchen Intervallzerlegung werden Vektorr̈aume von sẗuckweise polynomialen Funktionen
betrachtet

S
(k,r)
h [a, b]=p∈Cr[a, b],p|Ii∈Pk(Ii)

f̈urk, r∈{0,1,2,...}. Zu einem Satz von Sẗutzwerten in Punkten aus dem Intervall
[a, b] , die etwa wieder von einer zu interpolierenden Funktionfgenommen werden, wird

dann eine
”
Interpolierende“p∈S

(k,r)
h [a, b] mit Hilfe von geeigneten Interpolationsbedin-

gungen bestimmt. Wir betrachten im Folgenden einige einfache Beispiele.

a=x0 x1 xi−1 Ii xi xn=b

f(x)

p(x)
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Abbildung 2.3:Sẗuckweise lineare Interpolation
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Beispiel 2.5:Die sẗuckweise lineare Lagrange-Interpolation (Fallk=1,r= 0) approxi-
miert eine gegebene Funktion fauf [a, b] durch einen Polygonzug in den Sẗutzstellen
xi,i=0,...,n:

p∈S
(1,0)
h [a, b]=p∈C[a, b],p|Iilinear, p(xi)=f(xi), i=0,...,n.

Anwendung der Fehlerabscḧatzung f̈ur die Lagrange-Interpolation separat auf jedem der
TeilintervalleIiergibt die globale Fehlerabscḧatzung

max
x∈[a,b]

|f(x)−p(x)|≤1
2
h2max
x∈[a,b]

|f(x)|.

✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁

❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆
❆

xi−1 xi xi+1

ϕi(x)

1

✲x

Abbildung 2.4:
”
Lineare“ Knotenbasisfunktion

F̈ur die Konstruktion der Interpolierenden verwendet man die sog.
”
Knotenbasis“ von

S
(1,0)
h [a, b] bestehend aus den

”
Dachfunktionen“ ϕi∈S

(1,0)
h [a, b],i=0,...,n, die durch

die Bedingung
ϕi(xj)=δij

eindeutig bestimmt sind. Dass dies tats̈achlich eine Basis ergibt, ist durch elementare
Argumente einzusehen und sei alsÜbungsaufgabe gestellt. Die Interpolierendepvonf
l̈asst sich dann in der Form

p(x)=

n

i=0

f(xi)ϕi(x).

darstellen. Diese Konstruktion ist analog zur Lagrange-Darstellung des Lagrange-Inter-
polationspolynoms. Da die Dachfunktionenϕinur in den direkt an den jeweiligen Auf-
punktxiangrenzenden Teilintervallen von Null verschieden sind, nennt man diese Basis

”
lokal“. Ḧohere globale Glattheit als Stetigkeit ist sinnvoll mit sẗuckweise linearen Inter-
polierenden offensichtlich nicht erzielbar. Dazu ben̈otigt man Polynomans̈atze ḧoherern
Grades.

Beispiel 2.6:Wir betrachten noch die stückweise Interpolation mit kubischen Polyno-
men (k=3,r=0 oderr=1):S

(3,0)
h [a, b] undS

(3,1)
h [a, b] . Zur Erzielung globaler Stetigkeit
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(r= 0) verwendet man als Interpolationsbedingungen

p(xi)=f(xi), p(xij)=f(xij),

mit jeweils zwei zus̈atzlichen Interpolationspunktenxij∈Ii,i=1,...,n, j=1,2. Durch
sẗuckweise kubische Lagrange-Interpolationist dadurch eindeutig eine global stetige In-
terpolierendep∈S

(3,0)
h [a, b] festgelegt. Analog erḧalt man durch sẗuckweise kubische

Hermite-Interpolation aus den Interpolationsbedingungen

p(xi)=f(xi), p(xi)=f(xi), i=0,...,n,

eine global stetig differenzierbare Interpolierendep∈S
(3,1)
h [a, b] . In beiden F̈allen folgt

aus den jeweiligen Fehlerabscḧatzungen die globale Fehlerabscḧatzung

max
x∈[a,b]

|f(x)−p(x)|≤1
4!
h4max
x∈[a,b]

|f(4)(x)|.

Analog zum Fall k= 1 lassen sich auch hier wieder
”
lokale“ Knotenbasen der An-

satzr̈aumeS
(3,0)
h undS

(3,1)
h angeben. Derartige rein lokale Interpolationsprozesse haben

Anwendungen etwa bei der numerischen L̈osung von geẅohnlichen und partiellen Diffe-
rentialgleichungen.

Die Forderung nach ḧoherer globaler Glattheit, etwa Interpolation inS
(3,2)
h ,f̈uhrt auf

die sog.
”
Spline-Interpolation“, welche von großer praktischer Bedeutung z. B. bei der

glatten Darstellung von Fl̈achen in der Computergrafik ist. Der Begriff
”
Spline“ stammt

aus dem Englischen und bedeutet soviel wie
”
biegsames Kurvenlineal“ (

”
Biegestab“):

✲

x0 x1 x2 x3
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Abbildung 2.5:(Kubische) Spline-Funktion

Nach einem Grundgesetz der Mechanik (Prinzip vom Minimum der potentiellen Gesamt-
energie) stellt sich der Biegestab so ein, dass die Gesamtkr̈ummung minimiert wird, d. h.
in linearisierter N̈aherung:

xn

x0

s(x)2dx= min ! (2.3.23)
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bzgl. aller m̈oglichen interpolierenden (hinreichend glatten) Funktionen. Außerhalb des
Interpolationsintervalls [x0,xn]kanns(x) als linear angenommen werden, d. h.

s(x0)=s(xn)=0. (2.3.24)

Diese sog.
”
naẗurlichen“ Randbedingungen stellen sich also automatisch ein, wenn der

Stab nicht willk̈urlich zu einem anderen Verhalten gezwungen wird (
”
erzwungene“ Rand-

bedingungen: z. B.s(x0)=s(xn) = 0 ). Wir betrachten hier der Einfachheit halber
nur die am ḧaufigsten verwendeten

”
kubischen“ Spline-Funktionen; sie ergeben sich auf

naẗurliche Weise aus dem obigen Biegestabmodell aufgrund der Forderung (2.3.23).

Definition 2.6: Eine Funktionsn:[a, b]→Rheißt”
kubischer Spline“ bzgl. einer Zer-

legunga=x0<x1< ... < xn=b,wenngilt:

(i) sn∈C
2[a, b];

(ii) sn|[xi−1,xi]∈P3, i=1,...,n.

Gilt zus̈atzlich

(iii) sn(a)=sn(b)=0,

so wird der kubische Spline
”
naẗurlich“ genannt.

Wir fragen nun nach der Existenz des interpolierenden kubischen Splines zu vorgege-
benen Knotenwerten

sn(xi)=yi, i=0,...,n.

Satz 2.8 (Spline-Interpolation):Der interpolierende kubische Spline existiert und ist
eindeutig bestimmt durch zus̈atzliche Vorgabe vonsn(a)undsn(b).

Beweis:Jeder kubische Spline (bzgl. der Zerlegunga=x0< ... < xn=b)hatdie
Forms(x)|[xi−1,xi]=pi(x), i=1,...,n, mit Polynomenpi∈P3. Die jeweiligen 4 Ko-
effizienten diesernPolynome ergeben 4nfreie Parameter. Zu ihrer Bestimmung stehen
folgende lineare Beziehungen zur Verf̈ugung:

s(xi)=yi, i=0,...,n: 2n Gleichungen

s∈C[a, b] :n−1 ”

s∈C[a, b] :n−1 ”

Zusatzbedingungen : 2 ”

: 4n ”
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Zum Nachweis der Existenz einer L̈osung dieses (quadratischen) Gleichungssystems gen̈ugt
es wieder zu verifizieren, dass das zugeḧorige homogene System nur die triviale L̈osung
hat. Dazu f̈uhren wir die folgende Funktionenmenge ein:

N≡{w∈C2[a, b]|w(xi)=0,i=0,...,n}.

Seien nuns
(1)
n ,s

(2)
n zwei interpolierende Splines. F̈ur die Differenzs≡s

(1)
n −s

(2)
n ∈N gilt

dann mit beliebigemw∈N:

b

a

s(x)w(x)dx=
n−1

i=0

xi+1

xi

s(x)w(x)dx

=

n−1

i=0

sw
xi+1

xi
−s(3)w

xi+1

xi
+

xi+1

xi

s(4)(x)w(x)dx

=

n−1

i=0

sw
xi+1

xi
=s(b)w(b)−s(a)w(a)=0.

Speziell f̈urw≡s∈N ist also

b

a

|s(x)|2dx=0,

d. h.:sist linear. Wegens(a)=s(b) = 0 folgts≡0. Q.E.D.

Die obige Orthogonaliẗatsbeziehung hat die interessante Konsequenz, dass sich der inter-
polierende Spline durch eine besondersgeringe Oszillation auszeichnet.

Satz 2.9:F̈ur den interpolierenden, naẗurlichen, kubischen Splinesn gilt

b

a

|sn(x)|
2dx≤

b

a

|f(x)|2dx (2.3.25)

bzgl. aller anderen Funktionenf∈C2[a, b]mit f(xi)=yi,i=0,...,n.

Beweis:SeiNwieder definiert wie im Beweis von Satz 2.8. Jede interpolierende Funktion
f∈C2[a, b] kanninderFormf=sn+wmit einem w∈N geschrieben werden. Wir
haben (siehe oben)

b

a

sn(x)w(x)dx=0 ∀w∈N.
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b

a

|f(x)|2dx=
b

a

|sn(x)+w(x)|
2dx

=
b

a

|sn(x)|
2dx+2

b

a

sn(x)w(x)dx

=0

+
b

a

|w(x)|2dx

≥0

folgt die Behauptung. Q.E.D.

Die Aussage von Satz 2.9 l̈asst sich dahingehend umkehren, dass jede interpolierende
Funktions∈C2[a, b],s(xi)=yi, mit der Eigenschaft (2.3.25) notwendig ein naẗurlicher
kubischer Spline ist.

Zur expliziten Berechnung des interpolierenden Splinessn schreiben wir seine Be-
standteilesn|[xi−1,xi]=pi∈P3in der Form

pi(x)=a
(i)
0 +a

(i)
1(x−xi)+a

(i)
2(x−xi)

2+a
(i)
3(x−xi)

3, i=1,...,n,

und bestimmen die 4nKoeffizientena
(i)
0,...,a

(i)
3 . Dies wird im Folgenden f̈ur den inter-

polierenden
”
naẗurlichen“ Spline durchgef̈uhrt:

– Die Interpolationsbedingungpi(xi)=yi,pi(xi−1)=yi−1impliziert:

(1) a
(i)
0 =yi, i=1,...,n,

und mithi=xi−xi−1:

(2) yi−1−yi=−a
(i)
1hi+a

(i)
2h

2
i−a

(i)
3h

3
i, i=1,...,n.

– Die Randbedingungp1(x0)=pn(xn) = 0 impliziert:

(3) a
(1)
2 −3a

(1)
3 h1=0, a

(n)
2 =0.

– Die Stetigkeit der 1. Ableitungpi(xi)=pi+1(xi) impliziert:

(4) a
(i)
1 =a

(i+1)
1 −2a

(i+1)
2 hi+1+3a

(i+1)
3 h2i+1, i=1,...,n−1.

– Die Stetigkeit der 2. Ableitungpi(xi)=pi+1(xi) impliziert:

(5) a
(i)
2 =a

(i+1)
2 −3a

(i+1)
3 hi+1, i=1,...,n−1.

Damit haben wir 4nGleichungen (1)-(5) f̈ur diea
(i)
k gefunden. Zun̈achst werden nun

diea
(i)
1 unda

(i)
3 durch diea

(i)
2 ausgedr̈uckt. Zur Vereinfachung wirda

(0)
2 := 0 und

a
(n+1)
2 := 0 gesetzt.

Die Gleichungen (3) und (5) ergeben (i→i−1) :

Wegen der Identität
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(6) a
(i)
3 =

a
(i)
2 −a

(i−1)
2

3hi
, i=1,...,n.

(2) und (6) ergeben:

(7)

a
(i)
1 =

yi−yi−1
hi

+a
(i)
2hi−a

(i)
3h

2
i

=
yi−yi−1
hi

+hi{a
(i)
2 −

a
(i)
2 −a

(i−1)
2

3
}

=
yi−yi−1
hi

+
hi
3
{2a

(i)
2 +a

(i−1)
2 }, i=1,...,n.

(4), (7) und (6) ergeben:

yi−yi−1
hi

+
hi
3
{2a

(i)
2 +a

(i−1)
2 }

=a
(i)
1

=

=
yi+1−yi
hi+1

+
hi+1
3
{2a

(i+1)
2 +a

(i)
2}

=a
(i+1)
1

−2a
(i+1)
2 hi+1+3a

(i+1)
3 h2i+1

=
yi+1−yi
hi+1

+
hi+1
3
{2a

(i+1)
2 +a

(i)
2}−hi+1{a

(i+1)
2 +a

(i)
2}, i=1,...,n−1.

Dies wird f̈uri=1,...,n−1 umgeschrieben zu

hia
(i−1)
2 +2(hi+hi+1)a

(i)
2 +hi+1a

(i+1)
2 =3

yi+1−yi
hi+1

−
yi−yi−1
hi

.

Damit haben wir f̈ur den (n−1)-Vektor (a
(1)
2 ,...,a

(n−1)
2 )T ein (n−1)×(n−1)-Glei-

chungssystem aufgestellt; die Koeffizientenmatrix

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2(h1+h2) h2 0

h2 2(h2+h3)
...

h3 ...
...2(hn−2+hn−1) hn−1

0 hn−1 2(hn−1+hn)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

ist
”
symmetrisch“, d. h.:aij=aji, und”

strikt diagonaldominant“, d. h.:

n−1

j=1
j=i

|aij|<|aii|. (2.3.26)
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Hieraus folgt nach einem bekannten Satz der Linearen Algebra (s. auch Kapitel 4) eben-
falls die Regulariẗat vonA.DurchL̈osung dieses Gleichungssystems erḧalt man zun̈achst
die Koeffizientena

(1)
2 ,...,a

(n−1)
2 ;a

(n)
2 = 0 aufgrund der Randbedingungen. Einsetzen der

Werte in (7) und (6) liefert dann die anderen Koeffizienten a
(1)
1 ,...,a

(n)
1 sowiea

(1)
3 ,...,a

(n)
3 .

Zur L̈osung des tridiagonalen (symmetrischen) Gleichungssystems kann eine spezielle Va-
riante der Gauß-Elimination verwendet werden (s. Kapitel 4).

Interpolierende Spline-Funktionen besitzenwesentlich bessere Approximationseigen-
schaften f̈ur

h:= max
i=0,...,n−1

|xi+1−xi|→0

als die Lagrange-Interpolationspolynome. Allgemein konvergiert

max
a≤x≤b

|f(x)−sn(x)|→0 (h→0) (2.3.27)

sogar f̈ur absolutstetigesfmit
b

a
|f(x)|2dx <∞.

Satz 2.10 (Approximationsfehler):Seif∈C4[a, b]. Erf̈ullt der interpolierende ku-
bische Splinesn(a)=f(a)undsn(b)=f(b),sogilt

max
a≤x≤b

|f(x)−sn(x)|≤
1
2
h4max
a≤x≤b

|f(4)(x)|. (2.3.28)

Beweis:Siehe Schaback/Werner [5]. Q.E.D.

Neben den guten Approximationseigenschaften weisen Spline-Funktionen auch eine
wesentlich bessere Stabiliẗat gegen̈uber kleinen Sẗorungen in den Interpolationsdatenyi
auf als Lagrange-Polynome; lokale Sẗorungen klingen nach rechts und links schnell ab.

2.4 Trigonometrische Interpolation

In vielen Anwendungsbereichen treten
”
periodische“Funktionen,d.h.Funktionenmit

der Eigenschaftf(x+ω)=f(x),x∈R,auf,mitdersog.
”
Periode“ω>0 . Hier bietet

sich die Interpolation mit
”
trigonometrischen Summen“ an:

tn(x)=
1
2
a0+

m

k=1

akcos
kx2π

ω
+bksin

kx2π

ω
, n:= 2m,

welche ebenfallsω-periodisch sind. O.B.d.A. k̈onnen wir im Folgendenω=2πanneh-
men. Das Interpolationsintervall ist dann [0,2π] , und die Sẗutzstellen werden̈aquidistant
geẅahlt zu

xk=k
2π

n+1
, k=0,...,n.

Beim Arbeiten mit trigonometrischen Summen erweist sich die
”
komplexe“ Schreibweise

als vorteilhaft.
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Satz 2.11 (Trigonometrische Interpolation):Zu gegebenen Zahleny0,...,yn∈C
gibt es genau eine Funktion der Gestalt(i=

√
−1)

t∗n(x)=
n

k=0

cke
ikx, (2.4.29)

welche den Interpolationsbedingungent∗n(xj)=yj(j=0,...,n)gen̈ugt. Die Koeffizienten
sind bestimmt durch

ck=
1

n+1

n

j=0

yje
−ijxk, k=0,...,n. (2.4.30)

Beweis:Mit den Abkürzungen

w=eix, wk=e
ixk=eik2π/(n+1), k=0,±1,···±n,

wird

t∗n(x)=pn(w)=
n

k=0

ckw
k, pn(·)∈Pn.

Offenbar gilt wn+1k =eik2π= 1 , d. h.: Die wk sind sog. (n+ 1)-te”
Einheitswurzeln“.

Ferner ist
wjk=e

j(ik2π)/(n+1)=ek(ij2π)/(n+1)=wkj.

Die trigonometrische Interpolationsbedingung

t∗n(xk)=yk, k=0,...,n,

ist damiẗaquivalent zur polynomialen Interpolationsbedingung (im Komplexen)

pn(wk)=yk, k=0,...,n,

Diese wiederum ist nach Satz 2.1 durchein eindeutig bestimmtes Polynompn ∈Pn
erf̈ullbar. Zur Berechnung der zugeḧorigen Koeffizientenckschreiben wir

n

j=0

yjw
−j
k =

n

j=0

pn(wj)w
−j
k =

n

j=0

n

l=0

clw
l
jw

−j
k =

n

l=0

cl

n

j=0

wl−kj .

Diewksind Wurzeln vonw
n+1−1=(w−1)(wn+wn−1+...+1)=0. Wegenwk=1

f̈urk=±1,...,±n, muss also n
j=0w

j
k= 0 sein. Dies ergibt

n

j=0

wl−kj =

n

j=0

wjl−k=
n+1, l=k,

0, l=k.
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Also ist
n

j=0

yjw
−j
k =ck(n+1),

bzw.

ck=
1

n+1

n

j=0

yje
−ijxk.

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

F̈ur Satz 2.11 ist es unwesentlich, obngerade oder ungerade ist. Im Folgenden m̈ussen
diese beiden F̈alle aber unterschieden werden. Wir wollen zeigen, wie mit Hilfe der Aus-
sagen von Satz 2.11 die gestellte trigonometrische Interpolationsaufgabe gel̈ost werden
kann. Dies f̈uhrt zur sog.

”
diskreten Fourier10-Analysis“.

Satz 2.12 (Diskrete Fourier-Analyse):F̈urn∈N0gibt es zu gegebenen reellen Zah-
leny0,...,yn genau ein trigonometrisches Polynom der Form

tn(x)=
1
2
a0+

m

k=1

akcos(kx)+bksin(kx) +
θ
2
am+1 cos((m+1)x),

mit tn(xj)=yj,j=0,...,n,wobei

θ=0, m=1
2
n, fallsngerade,

θ=1, m=1
2
(n−1),fallsnungerade.

Die Koeffizienten sind bestimmt durch

ak=
2

n+1

n

j=0

yjcos(jxk), bk=
2

n+1

n

j=0

yjsin(jxk).

Beweis:(i) Seit∗n das Interpolationspolynom nach Satz 2.11:

t∗n(x)=

n

k=0

cke
ikx, ck=

1

n+1

n

j=0

yje
−ijxk, k=0,...,n.

Wegen der 2π-Periodiziẗat vone−ixgilt

e−ijxn+1−k=e−ij(n+1−k)2π/(n+1)=e−ij2π+ijxk=eijxk,

10Jean-Baptiste Baron de Fourier (1768–1830): Franz̈osischer Mathematiker und Physiker; Mitglied
der Pariser Akademie; lehrte an derÉcole Polytechniqe; begleitete Napoleon auf seinem Feldzug nach
Ägypten; z̈ahlt zu den bedeutendsten Mathematikern des 19. Jahrhunderts; fand bei seinen Arbeiten zur
Theorie der Ẅarmeleitung die Darstellbarkeit periodischer Funktionen durch trigonometrische Reihen.
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und folglich f̈urk=1,...,m:

cn+1−k=
1

n+1

n

j=0

yje
−ijxn−1−k=

1

n+1

n

j=0

yje
ijxk=:c−k.

Mit dieser Bezeichnung setzen wir

ak:=ck+c−k, bk:=i(ck−c−k), k=1,...,m,

undam+1:= 2cm+1 im Fallen=2m+ 1 ungerade, und definieren das trigonometrische
Polynom

tn(x):=
1

2
a0+

m

k=1

akcos(kx)+bksin(kx)+
θ

2
am+1 cos((m+1)x).

(ii) Wir wollen zeigen, dasst∗n(xj)=tn(xj)=yj,j=0,...,n,ist.Zun̈achst gilt

tn(xj)=c0+
m

k=1

(ck+c−k)cos(kxj)+i(ck−c−k) sin(kxj)+

+θcm+1 cos((m+1)xj)

=c0+

m

k=1

ck cos(kxj)+isin(kxj)}+

m

k=1

c−k{cos(kxj)−

−isin(kxj)}+θcm+1{cos((m+1)xj)+isin((m+1)xj).

Da sin((m+1)xj)=0 (wegen (m+1)xj=jπf̈urn=2m+ 1 ungerade), folgt bei
Beachtung voneiz=cos(z)+isin(z)

tn(xj)=c0+

m

k=1

cke
ikxj+

m

k=1

c−ke
−ikxj+θcm+1e

i(m+1)xj.

Mit Hilfe von c−k=cn+1−k unde
−ikxj =eikj2π/(n+1) =ei(n+1−k)j2π/(n+1) =ei(n+1−k)xj

ergibt sich wie geẅunscht

tn(xj)=
n

k=0

cke
ikxj=yj.

Das trigonometrische Polynomth(·)erf̈ullt also die Interpolationsbedingungen.

(iii) Als n̈achstes betrachten wir die Koeffizientenak und bk. Unter Verwendung der
Beziehungen

sin(z)=
1

2i
(eiz−e−iz), cos(z)=

1

2
(eiz+e−iz),

gilt:
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ak=ck+c−k=
1

n+1

n

j=0

yj{e
−ijxk+eijxk}=

2

n+1

n

j=0

yjcos(jxk),

bk=i(ck−c−k)=
1

n+1

n

j=0

yji{e
−ijxk−eijxk}=

2

n+1

n

j=0

yjsin(jxk).

Dies zeigt die geẅunschte Darstellung der Koeffizienten und auch, dass sie reell sind.

(iv) Es bleibt, die Eindeutigkeit des interpolierenden trigonometrischen Polynoms zu zei-
gen. Dien+1 Bedingungentn(xj)=yj,j=0,...,n, lassen sich als lineares Gleichungs-
system f̈ur dien+ 1 unbekannten Koeffizientenak,bkauffassen. Da dieses System nach
dem eben Gezeigten f̈ur allerechten Seiteny0,...,yn l̈osbar ist, sind die L̈osungen auch
eindeutig. Q.E.D.

Bei der trigonometrischen Interpolation von (stetigen) Funktionenf:R→ Rsind
in Satz 2.12 die Werteyjdurchf(xj) zu ersetzen. Istfallerdings nicht 2π-periodisch,
wird es zun̈achst einmal zu einer 2π-periodischen Funktionf̃gemacht (s. Abb. 2.6):

f̃(x):=

⎧
⎨

⎩

f(x), x∈(0,2π),
1
2
{f(0) +f(2π)}, x=0,

2π-periodisch aufRfortgesetzt.

❅
❅
❅

❅
❅
❅

❅
❅
❅

-2π -π 0 π 2π 3π 4π x

✲

Abbildung 2.6:Periodische Fortsetzung

Besitztfim Intervall [0,2π] eine Unstetigkeitsstelleζ, so definiert man noch

f̃(ζ):=1
2
{f(ζ+)+f(ζ−)}.

Dies ist dadurch motiviert, dass bekanntlich die Fourier-Reihe einer sẗuckweise stetigen
Funktion in den Unstetigkeitsstellen gerade gegen diesen Mittelwert konvergiert.

In Anwendungen tritt ḧaufig der Fall auf, dass eine Funktionfnur auf dem Intervall
[0,π] gegeben ist. Ihre 2π-periodische Fortsetzung auf ganzR ẅurde dann i. Allg. bei
x=πeine Unstetigkeit infoder inf besitzen, welche die Approximationsg̈ute des
trigonometrischen Interpolationspolynoms auf [0,2π] reduziert. Durch geeignete Wahl
der Fortsetzung kann dieser Effekt ḧaufig gemildert werden. Istfauf [0,π] gegeben mit
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f(0) =f(π)=0,sowirdeine2π-periodische Fortsetzung vonferkl̈art durch

f̃(x):=

⎧
⎨

⎩

f(x), x∈[0,π],

−f(2π−x), x∈[π,2π],

2π-periodisch aufRfortgesetzt.

Offenbar ist dann f̃inx=πstetig differenzierbar (fallsfinx=πeinseitig differen-
zierbar war):

lim
h→+0

f̃(π+h)−f̃(π)

h
= lim
h→+0

−f(π−h)+f(π)

h
=f(π)

lim
h→+0

f̃(π)−f̃(π−h)

h
= lim
h→+0

f(π)+f(π−h)

h
=f(π).

Beispiel 2.7:a) Beispiel einer
”
ungeraden“ periodischen Fortsetzung:

✲
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-2π -π 0 π 2π 3π

f(x)

f̃(x)

2π

0

f̃(x)dx=0

Abbildung 2.7:Ungerade periodische Fortsetzung

b) Beispiel einer
”
geraden“ periodischen Fortsetzung:

✲

x
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...............................................................................................................
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.........................................................................................................
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.............
..........................................................................................................

-2π -π 0 π 2π 3π

f(x) f̃(x)
2π

0

f̃(x)dx=2
π

0

f(x)dx

Abbildung 2.8:Gerade periodische Fortsetzung

Je nachdem obf :[0,π]→ R als
”
ungerade“ oder als

”
gerade“ Funktion 2π-

periodisch fortgesetzt wird, ergeben sich bei der trigonometrischen Interpolation vonf
die folgenden Sonderf̈alle: (Beachtef(0) =f(π)=0.)

a) Gerade Fortsetzung:

xk=k
2π
n+1
, k=0,...,n=2m+1

yk=

⎧
⎨

⎩

f(xk), k=0,...,m,

f(2π−xk), k=m+1,...,n
⇒ yk=yn+1−k,k=1,...,n.
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F̈urk=1,...,mfolgt:

ck=
1

n+1

n

j=0

yje
−ijxk=

1

n+1

n

j=0

yn+1−je
−ijxk

=
1

n+1

n

j=0

yje
−i(n+1−j)xk=cn+1−k=c−k,

bk=i(ck−c−k)=0,

ak=2ck=
2

n+1

m

j=0

yje
−ijxk+

2

n+1

n

j=m+1

yje
−ijxk

=
2

n+1

m

j=0

yje
−ijxk+

2

n+1

m

j=1

yn+1−j

=yj

e−i(n+1−j)xk

=
2

n+1

m

j=0

yje
−ijxk+

2

n+1

m

j=1

yje
ijxk (n=2m+1)

=
4

n+1

m

j=1

yj
1
2
(eijxk+e−ijxk)

=cos(jxk)

(y0=ym+1=0)

=
2

m+1

m

j=1

yjcos(jxk).

Die gerade fortgesetzte Funktion l̈asst sich also durch eine
”
Cosinus-Summe“ interpolieren:

s(x)=1
2
a0+

m+1

k=1

akcos(kx), ak=
2

m+1

m

j=1

f̃(xj)cos(jxk).

b) Ungerade Fortsetzung:

xk=k
2π
n+1
, k=0,...,n=2m+1,

yk=
f(xk), k=0,...,m

−f(2π−xk), k=m+1,...,n
⇒ yk=−yn+1−k, k=1,...,n

Dies ergibt analog wie im Fall (a):

ck=−c−k ⇒ ak=0, bk=2ick=....

Die ungerade fortgesetzte Funktion l̈asst sich also durch eine
”
Sinus-Summe“ interpolieren:

s(x)=

m

k=1

bksin(kx), bk=
2

m+1

m

j=1

f̃(xj) sin(jxk).
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2.4.1 Diskrete Fourier-Transformation

Wir diskutieren nun noch die effiziente Berechnung des trigonometrischen Interpolations-
polynoms.

Definition 2.7: Die in Satz 2.12 behandelte Aufgabenstellung wird
”
diskrete Fourier-

Analyse“ genannt: Den n+1 Werten yj=f(xj),(j=0,...,n)einer Funktionf:
[0,2π]→ R werden (eindeutig) dien+1 Koeffizienten ak,bk des trigonometrischen
Interpolationspolynoms zugeordnet

tn(x)=
1
2
a0+

m

k=1

{akcos(kx)+bksin(kx)}+
θ
2
am+1 cos((m+1)x).

Die Abbildung{yj} →{ak,bk}heißt”
diskrete Fourier-Transformation“; sie ist offenbar

umkehrbar.

Interpretiert man cos(kx),sin(kx) als Grundschwingungsformen eines 2π-periodischen
Prozessesy=f(x) , so bedeutet eine (diskrete) Fourier-Analyse die Bestimmung der
jeweiligen Anteileak,bk dieser Grundschwingungen am Prozeß. Zur Berechnung dieser
Koeffizientenak,bkbzw. zur Bestimmung des Polynomstn(·) nach den Formeln

ak=ck+c−k, bk=i(ck−c−k)

sindn+ 1 Summen der Form

ck:=
1

n+1

n

j=0

yje
ijk2π/(n+1)=

n

j=0

ȳjw
jk, k=0,...,n,

zu berechnen mit den Abk̈urzungen (Man beachte, dasswn+1= 1 ist.)

ȳj:=
1
n+1
yj, w:=e−i2π/(n+1).

Das Horner-Schema erfordert dazu jeweilsn(komplexe) Operationen (1 komplexe Multi-
plikation und 1 komplexe Addition), d. h.: Insgesamt sindn2+nOperationen erforderlich.
F̈ur großenund bei mehrfacher Ausf̈uhrung der Fourier-Analyse bedeutet dies einen
betr̈achtlichen numerischen Aufwand. Im Jahre 1965 gaben Cooley und Tukey11einen
Algorithmus an, der diese Aufgabe wesentlich effizienter l̈ost, die sog.

”
Schnelle Fourier-

Transformation“ (
”
Fast Fourier Transform“ oder auch kurz

”
FFT“). Wir erl̈autern diese

f̈ur den Spezialfalln+1=2p,p∈N:

11John Wilder Tukey (1915–2000): US-Amerikanischer Mathematiker; arbeitete seit 1945 an der Princ-
ten University, seit 1956 als Direktor der Statistics Research Group; bekannt vor allem durch die gemein-
sam mit J. W. Cooley (IBM Cooperation) entwickelte FFT: An algorithm for the machine calculation
of complex Fourier series, Math. Comput. 19, 297-301 (1965); wichtige Beitr̈age auch zur praktischen
Statistik.
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Idee der FFT:Durch Aufspaltung der Summe

ck = ȳ0w
0k+̄y1w

1k+̄y2w
2k+̄y3w

3k+...+̄y2p−2w
(2p−2)k+̄y2p−1w

(2p−1)k

= ȳ0(w
2)0k

−−−−−−−

+ȳ1(w
2)0kwk

·····················

+ ȳ2(w
2)1k

−−−−−−−

+ȳ3(w
2)1kwk

························

+···

···+ ȳ2p−2(w
2)(2

p−1−1)

−−−−−−−−−−−−−

+ȳ2p−1(w
2)(2

p−1−1)wk
··········································

bzgl. gerader (
”
—“) und ungerader (

”
···“) Indizes erḧalt man

ck=
2p−1−1

j=0

ȳ2j(w
2)jk+

2p−1−1

j=0

ȳ2j+1(w
2)jkwk.

Seik1∈{0,1,...,2
p−1−1}der ganzzahlige Rest bei Division vonkdurch 2p−1:

k≡k1(mod 2
p−1).

Wegen w2
p
= 1 gilt mit einem geeignetenλ∈N

(w2)jk=(w2)λ2
pj(w2)jk1=(w2

p

)λj(w2)jk1=(w2)jk1.

Folglich ist

ck=
2p−1−1

j=0

ȳ2j(w
2)jk1+wk

p−1−1

j=0

ȳ2j+1(w
2)jk1

bzw.
ck=̃ck1+w

kc̄k1, k=0,...,2p−1,k≡k1(mod 2
p−1),

mit den Teilsummen

c̃k1:=
2p−1−1

j=0

ȳ2j(w
2)jk1, c̄k1:=

2p−1−1

j=0

ȳ2j+1(w
2)jk1, k1=0,...,2

p−1−1.

Zur Berechnung dern+1 = 2pGr̈oßenck gen̈ugt es also, die 2·2
p−1Gr̈oßen ̃ck1,̄ck1

zu bestimmen, d. h.: Die Fourier-Analyse mitn+1 = 2p Termen wird ersetzt durch
zwei Fourier-Analysen mit jeweils 2p−1 Termen. Anwendung derselben Aufspaltung auf
c̃k1 und ̄ck1 ergibt vier Fourier-Analysen mit jeweils 2

p−2 Termen u.s.w.. Am Schluss
verbleiben als Startpunkt des Algorithmus 2pFourier-Analysen mit jeweils einem Term.
Diese

”
trivialen“ Fourier-Analysen ordnen den einzelnen Sẗutzpunktenxk,(k=1,···,n)

gerade die Werteykzu, welche die jeweiligen Koeffizienten der trigonometrischen Appro-
ximation 0-ter Ordnung durch konstante Funktionen darstellen.

Satz 2.13 (Schnelle Fourier-Transformation):Im Falln+1 = 2pl̈ost die
”
Schnelle

Fourier-Transformation“ das Problem der Berechnung dern+1 Fourier-Koeffizienten
{c0,...,cn},mit2(n+1)log2(n+1)(komplexen) arithmetischen Operationen.
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Beweis:Seirpdie Anzahl der (komplexen) Operationen zur Berechnung aller Koeffizi-
enten{c0,...cn}im Fallen+1 = 2

p. Sind die Gr̈oßen ̃ck1,̄ck1 (k1=0,...,2
p−1−1)

bekannt, so erfordert die Berechnung der Potenzenwk (k=1,...,n) und der Koeffizi-
entenck=̃ck1+w

kc̄k1 (k=0,...,n)offenbarḧochstens (n−1) + (n+1) = 2n≤2·2
p

Operationen. (Eine große Ersparnis ẅare durch vorausgehende Berechnung und Speiche-
rung derwkzu erzielen!) Also wird

rp≤2·rp−1+2·2
p, p=1,2,3,....

Wir wollen zeigen, dass rp≤2p·2
pgilt. Ausgehend vonr0= 0 folgt durch Induktion:

rp≤2·rp−1+2·2
p=2·2(p−1)·2p−1 ≤2p·2p= 2 log2(n+1)(n+1),

was den Beweis vervollsẗandigt. Q.E.D.

Beispiel 2.8: n=27−1 = 127

n2+n=16.256, 2(n+1)log2(n+1)

∼7

=1.792.

Implementierung: Bei der konkreten Implementierung der FFT geht man genau ent-
gegengesetzt zu ihrer obigen Herleitung vor. Zun̈achst werden die 2p ein-elementigen
Fourier-Analysen durchgef̈uhrt, welche die gegebenen Sẗutzwerteyj,(j=1,...,2

p−1)
verwenden. Danach werden nur noch die rekursiven Formeln

ck=̃ck1+w
kc̄k1, k=0,...,2p−1,k≡k1(mod 2

p−1),

abgearbeitet.

2.5 Gauß-Approximation

Wir fassen im Folgenden die Menge C[a, b]der̈uber einem Intervall [a, b] stetigen reell-
bzw. komplex-wertigen Funktionen als einen (unendlich dimensionalen) Vektorraumüber
dem Zahlk̈orperK=RoderK=Cauf.

Bemerkung 2.3:Die Aussagen dieses Abschnitts gelten sinngem̈aß auch f̈ur den Vek-
torraumR[a, b]der̈uber dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbaren Funktionen oder
sogar f̈ur den VektorraumL2(a, b)der̈uber (a, b) im Lebesgue-Sinne quadrat-integrablen
Funktionen.

Gegeben sei eine Funktionf∈C[a, b] sowie ein endlich dimensionaler TeilraumS⊂
C[a, b], dessen Elemente zur Approximation vonfdienen sollen, z. B.:S=Pn,Raum
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der Polynome vom Grad≤n. Im Gegensatz zur Interpolation verwendet die
”
Gauß-

Approximation“ das sog.
”
quadratische Mittel“

f ≡
b

a

|f(x)|2dx
1/2

als Maß f̈ur die G̈ute einer Approximation. d. h.: Gesucht ist eing∈S,sodass

f−g=min
ϕ∈S

f−ϕ. (2.5.31)

Eing∈Smit dieser Eigenschaft heißt dann
”
Bestapproximation“ vonf(inSbzgl.

·). Durch · ist aufC[a, b] eine
”
Norm“ gegeben, d. h. eine Funktion ·:C[a, b]→

R+ mit analogen Eigenschaften wie die wohlbekannte euklidische Vektornorm auf dem
Kn. Es sei an die folgenden Eigenschaften einer Norm erinnert:

1. Definitheit: f ∈R+, f =0 ⇒ f=0.

2. Sublineariẗat: f+g≤ f + g (Dreiecksungleichung),

3. Homogeniẗat: αf =|α|f, α∈K.

Das Analogon zum euklidischen Skalarprodukt ist in diesem Fall das
”
L2-Skalarprodukt“

(f, g)≡
b

a

f(t)g(t)dt , (f, f)=f2.

Hierf̈ur liegen wieder die f̈ur ein
”
Skalarprodukt“ charakteristischen Eigenschaften vor:

1. Definitheit: (f, f)∈R+, (f, f)=0⇒ f=0.

2. Lineariẗat: (αf+g, h)=α(f, g)+(h, g), α∈K,

3. Symmetrie: (f, g)=(g, f).

Nicht jede Norm geḧort zu einem Skalarprodukt; z. B.: die sog.
”
Lp-Normen“ ·p f̈ur

p∈[1,∞)\{2}, sowie die sog.
”
Maximumnorm“ ·∞:

fp:=
b

a

f(x)pdx
1/p

, f∞ := max
a≤x≤b

|f(x)|.

Wir notieren noch die wichtige
”
Ḧoldersche12Ungleichung“ f̈ur Skalarprodukte (auch

”
Schwarzsche13Ungleichung“ im Fall allgemeiner Skalarprodukte)

|(f, g)|≤f g.

12Ludwig Otto Ḧolder (1859–1937): Deutscher Mathematiker; Professor in T̈ubingen; Beitr̈age zun̈achst
zur Theorie der Fourier-Reihen und sp̈ater vor allem zur Gruppentheorie; fand 1884 die nach ihm benannte
Ungleichung.
13Hermann Schwarz (1843–1921): Deutscher Mathematiker; wirkte in Halle, G̈ottingen und Berlin;
leistete grundlegende Arbeiten zur Funktionentheorie, Differentialgeometrie und Variationsrechnung.
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Versehen mit demL2-Skalarprodukt wirdC[a, b] zu einem sog.
”
uniẗaren Raum“. F̈ur die

Gauß14-Approximation in uniẗaren R̈aumen haben wir die folgende fundamentale Aussage:

Satz 2.14 (Allgemeine Gauß-Approximation):SeienH ein uniẗarer Raum und
S⊂H ein endlich dimensionaler Teilraum. Dann existiert zu jedemf∈H eine eindeu-
tig bestimmte

”
beste Approximation“g∈S:

f−g=min
ϕ∈S

f−ϕ. (2.5.32)

Beweis:(i) Wir wollen die Eigenschaft der besten Approximation zun̈achst durch eine
etwas handlichere Bedingung charakterisieren. Seig∈Seine beste Approximation. Dann
besitzt f̈ur beliebiges, fest geẅahltesϕ∈Sdie quadratische Funktion

Fϕ(t):=f−g−tϕ
2, t∈R,

beit= 0 ein Minimum. Folglich ist

d

dt
F(t)|t=0=

d

dt
f−g−tϕ2|t=0=0.

Ausgeschrieben bedeutet dies (f−g−tϕ, ϕ)|t=0= 0 und folglich

(f−g, ϕ)=0 ∀ϕ∈S. (2.5.33)

Diese Beziehung kann man so interpretieren, dass der Fehlerf−gauf dem approximie-
renden TeilraumS

”
orthogonal“ ist bzgl. desL2-Skalarprodukts (·,·).

(ii) Gen̈uge nun umgekehrtg∈Sder Bedingung (2.5.33). Dann gilt mit einem beliebigen
ϕ∈S:

f−g2=(f−g, f−g)=(f−g, f−ϕ)+(f−g, ϕ−g)≤ f−g f−ϕ

und folglich
f−g≤inf

ϕ∈S
f−ϕ,

d. h.:gist auch beste Approximation.

(iii) Eindeutigkeit der besten Approximation: Seieng1,g2∈Szwei Bestapproximationen.
Dann gilt notwendig

(f−g1,ϕ)=0=(f−g2,ϕ) ∀ϕ∈S,

und folglich
(g1−g2,ϕ)=0 ∀ϕ∈S.

14Carl Friedrich Gauß (1777–1855): Bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
wirkte in G̈ottingen; fundamentale Beitr̈age zur Arithmetik, Algebra und Geometrie, Begr̈under der
modernen Zahlentheorie, Bestimmung von Planetenbahnen durch

”
Gauß-Ausgleich“, Arbeiten zum Erd-

magnetismus und Konstruktion eines elektromagnetischen Telegraphen.



2.5. GAUSS-APPROXIMATION 59

Wählen wirϕ:=g1−g2∈S, ergibt sichg1−g2
2= 0 und somitg1=g2.

(iv) Existenz der besten Approximation: Der endlich dimensionale TeilraumS⊂ H
besitzt eine Basis{ψ1,...,ψn},n:= dimH, bzgl. derer sich die gesuchte besten Appro-
ximationg∈Sdarstellen l̈asst in der following Form:

g=

n

k=1

αkψk.

Einsetzen dieses Ansatzes in die notwendige Orthogonaliẗatsbedingung (2.5.33) ergibt

(f−

n

i=k

αkψik, ϕ)=(f, ϕ)−

n

k=1

αk(ψk,ϕ)=0 ∀ϕ∈S.

Dies ist bei sukzessiver Wahl vonϕ:=ψif̈uri=1,...,n,̈aquivalent zu dem linearen
n×n-Gleichungssystem

n

k=1

(ψk,ψi)αk=(f, ψi), i=1,···,n. (2.5.34)

Mit der Notation

α:= (αk)
n
k=1, b:= ((f, ψi))

n
i=1, A:= ((ψk,ψi))

n
i,k=1,

l̈asst sich dies in der kompakten FormAα=bschreiben. Die MatrixAist als
”
Gramsche

Matrix“ der Basis {ψ1,...,ψn}regul̈ar. Dies ersieht man aus der Beziehung

ᾱTAα=

n

i,k=1

ᾱiαk(ψk,ψi)=(g, g),

welche die Injektiviẗat vonA impliziert. Ferner istA offenbar ßymmetrisch“ (im Fall
K=R)bzw.

”
hermitesch“ (im FallK=C) und folglich

”
positiv definit“. Das Glei-

chungssystemAα=bist also f̈ur jede rechte Seiteb,d.h.f̈ur jedesf∈H eindeutig
l̈osbar. Folglich bestimmt die Orthogonaliẗatsbedingung (2.5.33) eindeutig ein Element
g∈S, welches dann notwendig eine Bestapproximation vonfist. Q.E.D.

Zur Konstruktion der besten Approximationg∈Szu einer Funktionf∈H kann
zun̈achst das Gleichungssystem (2.5.34) dienen:

n

k=1

(ψk,ψi)αk=(f, ψi), i=1,···,n. (2.5.35)

Es besitzt eine besonders einfache L̈osung, wenn die Basis{ψ1,...,ψn}ein”
Orthonor-

malsystem“ (
”
ONS“) ist, d. h.: (ψk,ψi)=δki. Dann gilt offenbar

αk=(f, ψk), k=1,...,n,
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d. h.: Die beste Approximation ist explizit gegeben durch

g=
n

k=1

(f, ψk)ψk. (2.5.36)

Hilfssatz 2.1 (Gram-Schmidt-Algorithmus): Zu jeder Basis{ψ1,...,ψn}vonS
l̈asst sich ein Orthonormalsystem mit dem

”
Gram15-Schmidt16-Algorithmus“ konstruie-

ren:
ϕ̃1:=ψ1, ϕ1:=ϕ̃1

−1ϕ̃1,

k=2,...,n: ϕ̃k:=ψk−
k−1

i=1

(ψk,ϕi)ϕi, ϕk:=ϕ̃k
−1ϕ̃k.

Das Ergebnis ist ein Orthonormalsystem{ϕ1,...,ϕn}inS.

Beweis:Dies zeigt man durch Induktion nach n=dimS.ImFallψ1= 0 ist ϕ1
wohldefiniert. Sei nun {ϕ1,...,ϕn−1}wohldefiniert und ONS. Im Fall

ϕ̃n=ψn−
n−1

k=1

(ψn,ϕk)ϕk=0

ẅare{ψ1,...,ψn}linear abḧangig, im Widerspruch zur Annahme. Also istϕn wohlde-
finiert. Weiter ist f̈urk=1,...,n−1:

(ϕn,ϕk)=(ψn,ψk)−
n−1

i=1

(ψn,ϕi)(ϕi,ϕk)

=δik

=0,

und ϕn = 1 nach Konstruktion. Q.E.D.

Im Folgenden wollen wir die obigen allgemeinen Aussagen zur Gauß-Approximation
mit Polynomen anwenden. O.B.d.A. legen wir das Intervall [a, b]=[−1,1] zugrunde (ge-
gebenenfalls Variablentransformation). Nach Satz 2.14 existiert zu jedemf∈C[−1,1]
die eindeutig bestimmte beste Approximationg∈S=Pn. Zu ihrer Berechnung sei
zun̈achst die Basis{1,x,...,xn}vonPnherangezogen. Die Koeffizienten in der Darstel-
lungg= n

k=0αkx
kergeben sich dann als L̈osung eines linearen Gleichungssystems mit

der KoeffizientenmatrixA=(aik)
n
i,k=0,wobei

15Jørgen Pedersen Gram (1850–1916): D̈anischer Mathematiker, Mitarbeiter und sp̈ater Eigenẗumer
einer Versicherungsgesellschaft, Beitr̈age zur Algebra (Invariantentheorie), Wahrscheinlichkeitstheorie,
Numerik und Forstwissenschaft; das u. ̇nach ihm benannte Orthogonalisierungsverfahren geht aber wohl
auf Laplace zur̈uck und wurde bereits von Cauchy 1836 verwendet.
16Erhard Schmidt (1876–1959): Deutscher Mathematiker, Professor in Berlin, Gr̈under des dortigen
Instituts f̈ur Angewandte Mathematik 1920, nach dem Krieg Direktor des Mathematischen Instituts der
Akademie der Wissenschaften der DDR; Beitr̈age zur Theorie der Integralgleichungen und der Hilbert-
R̈aume sowie sp̈ater zur Topologie.
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A=2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 1/3 0 1/5 ···

0 1/3 0 1/5

1/3 0 1/5 0

0 1/5
...

1/5
...

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

aik=
1

−1

xkxidx=
0 ,fallsi+k ungerade
2

i+k+1
,fallsi+k gerade

Diese Matrix (sog. Hilbert17-Matrix) ist zwar regul̈ar, doch ist ihre Invertierung so extrem
schlecht konditioniert, dass f̈ur großendie Berechnung vongauf diesem Wege unm̈oglich
ist. Statt dessen wird die Basis{1,...,xn}bzgl. des (reellen) Skalarprodukts (K=R)

(f, g):=
1

−1

f(x)g(x)dx

orthonormalisiert. Das Ergebnis fassen wir in folgendem Satz zusammen.

Satz 2.15 (Legendre-Polynome):Durch Orthogonalisierung der naẗurlichen Monom-
basis{1, x, ..., xn},n∈N, mit dem Gram-Schmidt-Algorithmus ergeben sich Polynome
pk∈Pk (nicht normalisiert), welche sich in der Form

pk(x)=
k!

(2k)!

dk

dxk
(x2−1)k, k=0,1, ..., n, (2.5.37)

darstellen lassen. F̈ur sie gilt die zweistufige Rekursionsformel

p0(x)≡1, p1(x)=x,

pk+1(x)=xpk(x)−
k2

4k2−1
pk−1(x), k=1,2,...,n−1.

(2.5.38)

sowie

pk =
k!2

(2k)!

22k+1

2k+1
, pk(1) =

2kk!2

(2k)!
. (2.5.39)

17David Hilbert (1862–1943): Bedeutender deutscher Mathematiker; wirkte in K̈onigsberg und G̈ottin-
gen; begr̈undete u. a. den axiomatischen Aufbau der Mathematik; zum Wesen der Axiomatik (in der
Geometrie) sagte er

”
Man muss jederzeit anstelle von Punkten, Geraden, Ebenen - Tische, Stühle, Bier-

seidel sagen k̈onnen“.
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Durch Normierung beix=1erḧalt man die sog.
”
Legendre18-Polynome“

Lk(x):=
(2k)!

2kk!2
pk(x), Lk(1) = 1, k=0,1,2,...,n. (2.5.40)

Beweis:Wir führen den Beweis in mehreren Schritten, wobei einige Rechnungen als
Übungsaufgabe gestellt sind.

(i) Wir zeigen zun̈achst, dass die durch (2.5.37) definierten Polynomepk∈Pk bzgl. des
Skalarprodukts (·,·) orthogonal sind. Dies ergibt sich durch partielle Integration̈uber
dem Intervall [−1,1] (̈Ubungsaufgabe). Analog erschließen wir die Beziehungen (2.5.39).

(ii) Der f̈uhrende Term vonpk(x)istgem̈aß der Definitionx
k. Folglich sind diepkgerade

die durch den Gram-Schmidt-Algorithmus aus der Monombasis erzeugten orth. Polynome.

(iii) Das Polynom (x2−1)kist eine gerade Funktion. Seinek-ten Ableitungen sind dann
ungerade oder gerade je nachdem, obkungerade oder gerade ist. Folglich ist

pk(x)=(−1)
kpk(−x).

(iv) Wegenpk+1(x)=x
k+1+...istpk+1(x)−xpk(x)=γkx

k+γk−1x
k−1+...+γ0mit

gewissen Koeffizientenγk, ..., γ0.Istnunk+1 gerade, so ist das Polynompk+1(x)−xpk(x)
gerade aberxk ungerade, so dass notwendigγk = 0 sein muss. Es gibt daher eine
Darstellung

pk+1(x)−xpk(x)=

k−1

i=0

γipi(x)

mit den Polynomen p0, ..., pk−1, die ja als Orthogonalsystem eine Basis vonPk−1bilden.
Wegen der Orthogonalität derpkfolgt dann f̈urj=0, ..., k−2:

0=(pk+1−xpk,Lj)=

k−1

i=0

γi(pi,pj)=γjpj
2,

bzw.γ0=...=γk−2= 0 . Es besteht also eine zweistufige Rekursion der Form

pk+1(x)=xpk(x)+γk−1pk−1(x).

Zur Bestimmung des Koeffizientenγk−1verwenden wirpk(1) =
k!2

(2k)!
2k. Es ergibt sich

γk−1=
pk+1(1)−pk(1)

pk−1(1)
=

(k+1)!2

(2k+2)!
2k+1− k!2

(2k)!
2k

(k−1)!2

(2k−2)!
2k−1

=
4k2(k+1)2−2k2(2k+ 2)(2k+1)

(2k+ 2)(2k+1)2k(2k−1)
=
k(k+1)−k(2k+1)

(2k+ 1)(2k−1)
=−

k2

4k2−1
,

wie behauptet. Q.E.D.

18Adrien-Marie Legendre (1752–1833): Franz̈osischer Mathematiker; Mitglied der Pariser Akademie der
Wissensch.; Beiträge zur Himmelsmechanik, Zahlentheorie und Geometrie.
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Die Rekursionsformel (2.5.38) f̈ur die Polynomepn ist ein Spezialfall eines allgemeinen
Resultats f̈ur

”
orthogonale Polynome“; siehe den folgenden Satz 2.17.

Die Gauß-Approximation mit orthogonalen Polynomen hat den Vorteil der formal
einfachen Berechenbarkeit der besten Approximation

g(x)=
n

k=0

1

−1

|pk(x)|
2dx

−1 1

−1

f(ξ)pk(ξ)dξ pk(x).

Die Berechnung der Koeffizienten erfordert i. Allg. numerische Quadratur.

Die Maximalabweichung der Gauß-Approxierenden

f−g∞ = max
−1≤x≤1

|f(x)−g(x)|

wird jedoch i. Allg. groß; insbesondere in der N̈ahe der Intervallenden treten große Fehler
auf. Zur Unterdr̈uckung dieses Defektes verwendet man das gewichtete Skalarprodukt

(f, g)ω=
1

−1

f(x)g(x)ω(x)dx , ω(x)≡
1

√
1−x2

,

wodurch eine sẗarkere Bindung in der zugeḧorigen Fehlernorm

f−gω=
1

−1

|f(x)−g(x)|2
dx

√
1−x2

1/2

an den Intervallenden impliziert wird. Zur Anwendung von Satz 2.14 wird die Basis
{1,x,...,xn}vonPn nun bzgl. dieses neuen Skalarproduktes orthogonalisiert.

Satz 2.16 (Tschebyscheff-Polynome):Durch Orthogonalisierung der naẗurlichen Mo-
nombasis{1, x, ..., xn},n∈N,bzgl. des gewichteten Skalarprodukts(·,·)ωmit dem Gram-
Schmidt-Algorithmus ergeben sich Polynomepk∈Pk(nicht normalisiert), welche sich in
der Form

p0(x)≡1, pk(x)=2
k−1cos[karccos(x)], k=1,2, ..., n, (2.5.41)

darstellen lassen. F̈ur sie gilt die zweistufige Rekursionsformel

p0(x)≡1, p1(x)=x,

pk+1(x)=4xpk(x)−4pk−1(x), k=1,2,...,n,
(2.5.42)

sowie

pk ω=

√
π, k=0

π/2, k=0,
pk(1) = 2

k−1. (2.5.43)
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Durch Normierung beix=1erḧalt man die sog.
”
Tschebyscheff19-Polynome“

Tk(x)=cos[karccos (x)], Tk(1) = 1, k=0,1,2,.... (2.5.44)

Beweis:Zun̈achst gilt f̈ur die Funktionengk := cos[karccos(x)] im Fallk=0,1:
g0≡1,g1(x)=x. Weiter folgt aus der Identiẗat

cos((n+1)x)+cos((n−1)x)=2cos(x)cos(nx)

die rekursive Beziehung

gk+1(x)=cos[(k+1) arccos (x)]

= 2 cos[arccos (x)] cos[karccos (x)]−cos[(k−1) arccos (x)]

=2xgk−gk−1.

Weiter erhält man mit Hilfe der Variablentransformationx=cos(θ) mit

dx=−sinθdθ=− 1−cos2(θ)dθ=−
√
1−x2dθ

die Beziehung

1

−1

gk(x)gj(x)ω(x)dx=−
0

π

cos(kθ)cos(jθ)dθ=

⎧
⎨

⎩

π, k=j=0

π/2, k=j=0

0, k=j

.

Hieraus entnehmen wir, dass die gk tats̈achlich Polynomek-ten Grades̈uber [−1,1]
sind, paarweise orthogonal bzgl. (·,·)ω sind und den f̈uhrenden Koeffizientengk(x)=
2k−1xk+...haben. Die skalierten Polynomep0≡1 undpk:= 2

k−1qk habendannden
f̈uhrenden Koeffizientenpk(x)=x

k+...und gen̈ugen der zweistufigen Rekursionsformel

pk+1(x)=4xpk−4pk−1.

Sie sind also gerade die durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren er-
zeugten Polynome. Q.E.D.

Die beste Approximation einer Funktionf∈C[−1,1] inPn bzgl. des gewichteten
Skalarproduktes (·,·)ω hat also die Gestalt

g=

n

k=0

αkTk(x)

19Pafnuty Lvovich Tschebyscheff (russ.: Chebyshev) (1821–1894): Russischer Mathematiker; Professor
in St. Petersburg; Beitr̈age zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und vor allem zur Approxima-
tionstheorie; entwickelte eine allgemeine Theorie orthogonaler Polynome.
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mit den Koeffizienten

α0=
1

π

1

−1

f(x)ω(x)dx , αk=
2

π

1

−1

f(x)Tk(x)ω(x)dx , k=1,...,n.

Das Bestehen von zweistufigen Rekusionsformeln f̈ur die Gauß-Legendre sowie f̈ur die
Tschebyscheff-Polynome legt nahe, dass dies vielleicht generell f̈ur orthogonale Polynomen
bzgl. Skalarprodukten der betrachteten Form (·,·)ω gilt. Dazu gilt der folgende Satz.

Satz 2.17 (Orthogonale Polynome):Das allgemeine Skalarprodukt(·,·)aufC[−1,1]
habe die auf dem VektorraumPder Polynome die Symmetrieeigenschaft

(p, xq)=(xp, q) ∀p, q∈P. (2.5.45)

Dann gen̈ugen die durch das Gram-Schmidt-Verfahren aus der Basis{1,x,x2,...}ge-
wonnenen orthogonalen Polynomepk,k=0,1,2,...(nicht normalisiert), den folgenden
rekursiven Beziehungen beginnend mitp0(x)≡1,p1(x)=x−β0:

pk+1(x)=(x−βk)pk−γkpk−1, k=1,2,3,..., (2.5.46)

mit den Koeffizienten

βk=
(xpk,pk)

pk 2
, k=0,1,2,..., γk=

pk
2

pk−1 2
, k=1,2,3,....

Beweis:Das Gram-Schmidt-Verfahren erzeugt die Polynomepknach der Vorschrift

p0≡1, k=1,2,...: pk=x
k−

k−1

i=0

(xk,pi)

pi2
pi.

Also ist p0≡1 undp1=x−β0. Wir setzenqk+1 := (x−βk)pk−γkpk−1. Dann gilt
offenbar wegenpk⊥Pk−1und der Symmetrieeigenschaft von (·,·):

(qk+1,pk)=(xpk,pk)−βkpk
2−γk(pk−1,pk)

=0

=0,

(qk+1,pk−1)=(xpk,pk−1)−βk(pk,pk−1)

=0

−γkpk−1
2

= pk
2

=(pk,xpk−1−pk

∈Pk−1

)=0,

sowie f̈urj=0,...,k−2:

(qk+1,pj)=(pk, xpj

∈Pk−1

)−βk(pk,pj)

=0

−γk(pk−1,pj)

=0

=0.

Also istqk+1 orthogonal zuPk= Span{p0,...,pk}und hat die Gestalt

qk+1(x)=x
k+1+r(x), r∈Pk.
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Entwickelt manrnach{p0,...,pk},

r(x)=
k

i=0

(r, pi)pi
−2pi(x),

so ergibt sich mit

qk+1(x)=x
k+1+

k

i=0

(r, pi)

pi2
pi(x)

=xk+1+

k

i=0

(qk+1,pi)

=0

−(xk+1,pi) pi
−2pi(x)=pk+1(x)

schließlich die Behauptung. Q.E.D.

2.6 Tschebyscheff-Approximation

Im Folgenden betrachten wir nur reell-wertige Funktionen. Die Gauß-Approximation hat
gewisse Probleme mit der gleichm̈aßigen Approximation auf dem ganzen zugrunde liegen-
den Intervall; sie ist aber verḧaltnism̈aßig einfach zu realisieren. Die sog.

”
Tschebyscheff-

Approximation“ verwendet direkt die
”
Maximumnorm“

f∞ =max
a≤x≤b

|f(x)|

zur Bestimmung der besten Approximationg∈S⊂C[a, b].

f−g∞ =min
ϕ∈S

f−ϕ∞. (2.6.47)

Die Norm ·∞ aufC[a, b] wird nichtdurch ein Skalarprodukt erzeugt; die Existenz
der besten Approximation kann also nichtaus Satz 2.12 erschlossen werden. Tats̈achlich
ist i. Allg. die beste Approximation nicht einmal eindeutig bestimmt. Ihre Existenz ist
jedoch allgemein in normierten R̈aumen gesichert.

Beispiel 2.9:Dieses Beispiel belegt die m̈ogliche Mehrdeutigkeit der
”
besten“ Tscheby-

scheff-Approximation.

[a, b]=[0,1], f(x)≡1

S={g|g(x)=αx , α∈R}, dimS=1

f−g∞ ≥1 ∀g∈S

f−g∞ =1 ∀g=αx , 0≤α≤2

1

2

x

f(x)≡1

1

αx
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Satz 2.18 (Allgemeine Tschebyscheff-Approximation):SeiEein normierter Vek-
torraum mit Norm · undS⊂E ein endlich dimensionaler Teilraum. Dann gibt es
zu jedemf∈E eine beste Approximationg∈S:

f−g=min
ϕ∈S

f−ϕ. (2.6.48)

Beweis:Eing0∈Smit g0 >2f kann keine beste Approximation sein, da

f−g0 ≥ g0 − f > f = f−0≥inf
ϕ∈S

f−ϕ.

Die optimale Approximation ist also in der beschr̈ankten Teilmenge

S0:={ϕ∈S:ϕ ≤2f} ⊂S

zu suchen. Sie ist abgeschlossen und, daSendlich dimensional ist, kompakt (Satz von
Bolzano/Weierstrass). Die aufSstetige FunktionF(ϕ):=f−ϕ nimmt dann aufS0
ein Minimumgan, d. h.:

f−g=min
ϕ∈S0

f−ϕ =min
ϕ∈S

f−ϕ.

Q.E.D.

Die Eindeutigkeit der Tschebyscheff-Approximation in C[a, b] wird durch die sog.

”
Haarsche20Bedingung“ (H) an den AnsatzraumS⊂C[a, b] mit dimS=ngarantiert:

Definition 2.8: (H) Man sagt, dass der (endlich dimensionale) TeilraumS⊂C[a, b]
der
”
Haarschen Bedingung“ gen̈ugt, wenn die Lagrange-Interpolationsaufgabeg(xi) =

yi,i=1,...,nmit beliebigen Sẗutzstellena≤x1<x2< ... < xn≤bund Werten
y1,...,yn∈Rstets durch eing∈Sl̈osbar ist.

F̈ur einen TeilraumS⊂C[a, b] ist die Haarsche Bedingung̈aquivalent zureindeutigen
L̈osbarkeit der Lagrange-Interpolationsaufgabe. Dies sieht man wie folgt:

Sei{g1,...,gn}eine Basis vonS. Die Existenz eines interpolierendeng= aigi∈S
isẗaquivalent zur L̈osbarkeit des linearen Gleichungssystems

n

i=1

aigi(xj)=yj, j=1,...,n, (2.6.49)

f̈ur den Koeffizientenvektor (ai,...,an)
T. Die Haarsche Bedingung isẗaquivalent zur Re-

gulariẗat der Matrix (gi(xj))i,j=1,...,n, d. h. zur eindeutigen L̈osbarkeit der Interpolations-
aufgabe.

20Alfŕed Haar (1885–1933): Ungarischer Mathematiker; Professor in Kolozsv́ar (Cluj), Budapest und
Szeged; viele wichtige Beitr̈age zur Approximationstheorie (

”
Haarsche Bedingung“) und Analysis auf

Gruppen (
”
Haar measure“).
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Beispiel 2.10:Wir geben Beispiele von Systemen S,f̈ur welche die Haarsche Bedingung
(H) erf̈ullt ist.

1. Die Polynomr̈aumePn erf̈ullen Bedingung (H) auf jedem Intervall [a, b].

2. Der RaumS= Span{x,...,xn}erf̈ullt Bedingung (H) nur, wenn 0∈[a, b]ist:

x1=0⇒ x
k
1=0, k=1,...,n ⇒ det(xji)i,j=1,...,n=0.

Satz 2.19 (Tschebyscheffscher Alternantensatz):F̈ur den TeilraumS⊂ C[a, b]
mit dimS=nsei die Haarsche Bedingung (H) erf̈ullt. Dann ist die Tschebyscheff-
Approximationg∈S,einer Funktionf∈C[a, b]durch folgende Eigenschaft charakteri-
siert:

(A) Es existierenm≥n+1Stellena≤x0< ... < xm ≤b(sog.”
Alternante“, so dass

f̈ur die Fehlerfunktione(x)=f(x)−g(x)gilt:

|e(xi)|= e∞, e(xi)=−e(xi+1); i=1,...,n. (2.6.50)

Insbesondere ist die beste Approximation eindeutig bestimmt.

Beweis: F̈ur den nicht trivialen Beweis der Alternantenaussage verweisen wir auf die
Literatur; z. B.: Schaback/Werner [5] Q.E.D.

. . . . 

.

||e||∞

-||e||∞

xn+1≤bxnx3x2a≤x1

Abbildung 2.9:Schema der Alternantenregel

Korollar 2.2: Der Alternantensatzes impliziert, dass die beste Approximation f̈ur den
SpezialfallS=Pn−1eindeutig bestimmt ist.

Beweis:Seieng1,g2 zwei beste Approximationen mite1=f−g1,e2=f−g2.F̈ur
λ∈(0,1) ist dann λe2 ∞ < e1 ∞, so dass der Graph vonλe2(x)denvone1(x)
mindestensn-mal schneidet (siehe Abbildung 2.9). Jede der Funktionenϕλ(x)=e1(x)−
λe2(x) hat also mindestensnNullstellen. Durch Grenz̈ubergangλ→ 1 folgt, dass
ϕ1(x)=e1(x)−e2(x)=g2(x)−g1(x) mindestensn(ihrer Vielfachheit entsprechend oft
gez̈ahlte) Nullstellen besitzt. Wegeng2−g1∈Pn−1 ergibt sich zwangsl̈aufigg1≡g2.

Q.E.D.
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Bemerkung 2.4:Der Alternantensatz ist die Grundlage des sog.
”
Remez21-Algorithmus“

zur Konstruktion der Tschebyscheff-Approximation. Ẅare eine Alternante{x1,...,xn+1}
bekannt, so k̈onnte man bei gegebener Basis{ϕ1,...,ϕn}vonSdie beste Approximation

g=
n

i=1

αiϕi

sowie die Gr̈oßeαn+1:=σf−g∞,σ∈{−1,1}, aus dem linearen Gleichungssystem

n

i=1

αiϕi(xk)+(−1)
kαn+1=f(xk), k=1,...,n+1,

berechnen. Der Remez-Algorithmus besteht ausder systematischen iterativen Suche nach
der Alternante{x1,...,xn+1}. In jedem Schritt wird mit der N̈aherung{x

(t)
i,...,x

(t)
n+1}

das Gleichungssystem f̈urα
(t)
1,...,α

(t)
n undα

(t)
n+1 gel̈ost und f̈ur

g(t)=

n

i=1

α
(t)
iϕi

das Optimaliẗatskriterium
f−g(t)∞ =|α

(t)
n+1|

abgefragt. I. Allg. konvergiert{x
(t)
1,...,x

(t)
n+1}gegen{x1,...,xn+1}, allerdings nicht in

endlich vielen Schritten.

Beispiel 2.11: f(x)=cos(x), [a, b]=[0,π/2], S=P1
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Abbildung 2.10: Anwendung der Alternantenregel

21Evgeny Yakovlevich Remez (1896–1975): Russischer Mathematiker; Professor an der Universiẗat Kiew
(1935); Beitr̈age zur konstruktiven Approximationstheorie (

”
Remez-Algorithmus“) und zur numerischen

L̈osung von Differentialgleichungen.
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2.6.1
”
Optimale“ Lagrange-Interpolation

Zur Anwendung der Tschebyscheff-Approximation stellen wir die Frage nach der
”
optima-

len“ Wahl der Sẗutzstellen bei der Lagrange-Interpolation. F̈ur das Lagrange-Interpola-
tionspolynomp∈Pn einer Funktionf∈C

n+1[a, b]zudenSẗutzstellena≤x0<x1<
...xn≤bgilt nach Satz 2.3 die Fehlerdarstellung

f(x)−pn(x)=
1

(n+1)!
f(n+1)(ζx)L(x), x∈[x0,...,xn],

wobeiL(x)= n
j=0(x−xj). Die Sẗutzstellenx0,...,xn solle so bestimmt werden, dass

max
a≤x≤b

|L(x)|= L∞ (2.6.51)

minimal wird. Damit ḧatte man eine
”
optimale“ Darstellbarkeit von Funktionen aus

Cn+1[a, b] durch Lagrange-Interpolationspolynome inPn. Nun istL(x)=x
n+1−pmit

einemp∈Pn, d. h.: Die Aufgabe”
optimale“ Sẗutzstellen zu bestimmen, istäquivalent

zur Konstruktion der Tschebyscheff-Approximation zuf(x)=xn+1 bzgl.S=Pn.Nach
dem Alternantensatz hat die Fehlerfunktione=xn+1−pmindestens n+ 1 Nullstellen
im Intervall [a, b].

Satz 2.20 (Optimale Sẗutzstellen):Auf dem Intervall[a, b]=[−1,1]ist die Tscheby-
scheff-Approximationg∈Pn zuf(x)=x

n+1 gegeben durch

g(x)=xn+1−2−nTn+1(x) (2.6.52)

mit dem (n+1)-ten Tschebyscheff-Polynom

Tn+1(x)=cos[(n+1) arccos(x)].

Die Nullstellen

xk=cos
π

2

2k+1

n+1
, k=0,...,n (2.6.53)

vonTn+1 sind gerade die”
optimalen“ Sẗutzstellen der Lagrange-Interpolation auf[−1,1].

Beweis:Das Polynom Tn+1 ∈Pn+1 hat dien+ 1 Nullstellenxk=cos(
π
2
2k+1
n+1
),k=

0,...,n, und es gilt (̈Ubungsaufgabe)

max
−1≤x≤1

n

k=0

|x−xk|=2
−n.

Der rekursiven Beziehung

T0≡1, T1(x)=x, Tn+1(x)=2xTn(x)−Tn−1(x),
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entnimmt man, dassTn+1(x)=2
nxn+1+q(x) mit einemq∈Pn.Alsoist

2−nTn+1(x)=

n

k=0

(x−xk)=L(x).

Weiter nimmt Tn+1(x)=cos((n+1) arccos(x)) im Intervall [−1,1] offenbar genau (n+2)-
mal einen Extremwert an, abwechselnd±1 (siehe Abb. 2.11). Diesen+2 Extremalstellen
bilden dann eine Alternante f̈ur die Approximationg(x)=xn+1−2−nTn+1(x)∈Pn zu
xn+1. Nach dem Alternantensatz istgalso die eindeutig beste Approximation zuxn+1.
Mit den Nullstellen xkvonTn+1(x) gilt folglich

max
−1≤x≤1

|

n

k=0

(x−xk)|=2
−n max

−1≤x≤1
|Tn+1(x)|

= max
−1≤x≤1

|xn+1−[xn+1−2−nTn+1(x)]|

=min
p∈Pn

max
−1≤x≤1

|xn+1−p(x)|

= min
−1≤ζ0<...<ζn≤1

max
−1≤x≤1

|

n

k=0

(x−ζk)|

und damit die behauptete Optimaliẗatseigenschaft. Q.E.D.
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Abbildung 2.11:Anwendung der Alternantenregel

Die optimalen Sẗutzstellen der Lagrange-Interpolation auf einem beliebigen Intervall
[a, b] gewinnt man aus dem Resultat von Satz 2.20 mit Hilfe der Transformationϕ:
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[a, b]→[−1,1] :

x=ϕ(y):=
2

b−a
y−
a+b

b−a
,

zu

yk=
b−a

2
xk+

a+b

2
, k=0,...,n.

F̈ur den Interpolationsfehler einer Funktionf∈Cn+1[a, b] gilt dann

f−pn ∞ ≤
1

(n+1)!

(b−a)n+1

22n+1
f(n+1) ∞. (2.6.54)

2.7Übungsaufgaben

Übung 2.1: Gegeben seienn+ 1 paarweise verschiedene Punktexi∈R
1,i=0,1,...,n,

und die zugeḧorigenn+ 1 sog. Lagrange-Polynome

L
(n)
i (x)=

n

j=0,j=i

x−xj
xi−xj

, i=0,...,n.

Man zeige, dass die Polynome {L
(n)
i ,i=0,...,n}, eine Basis des PolynomraumsPn(Vek-

torraum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleichn) bilden, und dass die folgenden
Beziehungen gelten:

i)

n

i=0

L
(n)
i (x)=1, x∈R1,

ii)
n

i=0

xkiL
(n)
i (0) = 0, k=1,...,n,

iii)

n

i=0

xn+1i L
(n)
i (0) = (−1)

n

n

i=0

xi.

(Hinweis: Man verwende die Eindeutigkeit des Lagrange-Interpolationspolynoms und die
Darstellung des Fehlers bei der Lagrange-Interpolation.)

Übung 2.2: F̈ur verschiedene Orte wurde an einem bestimmten Tag die folgenden Ta-
gesl̈angen gemessen:

Ort Tagesl̈ange Lage

A 17h 28m 55,7o

B 18h 00m 57,7o

C 18h 31m 59,3o

D 19h 56m 62,6o

E 22h 34m 65,6o
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Man bestimme die Tageslänge am OrtFbei 61,7odurch Auswertung des zugeḧorigen
Interpolationspolynoms mit Hilfe des Neville-Algorithmus. (Es gen̈ugt 4-stellige Dezimal-
rechnung.)

Übung 2.3: Es soll eine 10-stellige Wertetabelle von

f(x)=
x

0

sin(t)2dt, x∈[0,π],

erstellt werden (in Festkommadarstellung), sodass kubische Lagrange-Interpolation einen
Fehler kleiner als 5·10−9 f̈ur jeden Wert vonxim Intervall [0,π] ergibt. Reichen dazu
die Werte zu 250äquidistant verteilten Sẗutzstellen aus? (Hinweis: Der Auswertungs-
fehler setzt sich zusammen aus dem absoluten Interpolationsfehler und dem absoluten
Rundungsfehler in den zur Interpolation verwendeten Sẗutzwerten.)

Übung 2.4: Gegeben sei die Funktion f(x)=eλx,λ∈R, auf einem Intervall [a, b].
Man zeige, dass in diesem Fall der Fehler f−pn der Lagrange-Interpolation vonfüber
beliebig verteiltenn+ 1 (paarweise verschiedenen) Sẗutzstellen aus [a, b]f̈urn→ ∞
gleichm̈aßig gegen Null konvergiert:

max
x∈[a,b]

|f(x)−pn(x)|→0 (n→∞).

Was unterscheidet diese Funktion von dem in der Vorlesung angegebenen Beispielf(x)=
(1 +x2)−1,f̈ur welches die Lagrange-Interpolation f̈urn→ ∞ nicht konvergiert (s.
Aufgabe 3.5)?

Übung 2.5: Wir betrachten die Hermite-Interpolationsaufgabe, zu (paarweise verschie-

denen) Sẗutzstellenxi(i=0,...,m) und zu gegebenen Werteny
(0)
i ,y

(1)
i (i=0,...,m)

ein Polynomp∈Pn,n=2m+ 1 , so zu bestimmen, dass

p(xi)=y
(0)
i , p(xi)=y

(1)
i (i=0,...,m).

Man zeige:

a) Die Hermite-Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutig bestimmte L̈osung.

b) Im Falle der Interpolation einer (n+1)-mal differenzierbaren Funktionf,d.h.p(xi)=
f(xi),p(xi)=f(xi)(i=0,...,m) gilt die Fehlerdarstellung

f(x)−p(x)=
f(n+1)(ξx)

(n+1)!

m

i=0

(x−xi)
2

mitx-abḧangigen Zwischenstellenξx∈[a, b] . (Hinweis: Man modifiziere die entsprechende
Argumentation der Vorlesung oder des Skriptums f̈ur die Lagrange-Interpolation.)
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Übung 2.6 (Praktische Aufgabe): Man berechne die Lagrange-Interpolationspolynome
der Funktionen

f(x)=
1

1+25x2
, g(x)= |x|, −1≤x≤1,

in Neville-Darstellung, jeweils zu den Sẗutzstellenxi=−1+ih, i=0, ..., n,mith=2/n,
f̈urn=5,10,15,20 . Man stelle die Polynome grafisch dar und vergleiche die Polynom-
graphen mit den richtigen Funktionsverl̈aufen.

Übung 2.7: Auf einer Zerlegung 0 =x0<x1< ... < xN−1<xN = 1 des Intervalls
I=[0,1] werdeeineFunktionsẗuckweise quintisch interpoliert, d. h.: Auf jedem der Teil-

intervalleIk=[xk−1,xk],k=1,...,N, wirdfdurch ein Polynomp
(k)
5 ∈P5interpoliert,

wobei jeweils einer der folgenden S̈atze an Bedingungen verwendet wird:

(i) p
(k)
5 (ξ)=f(ξ), ξ∈{xk−1+jhk/5,j=0,...,5}, hk=xk−xk−1,

(ii) p
(k)
5 (ξ)=f(ξ), (p

(k)
5 )(ξ)=f(ξ), (p

(k)
5 )(ξ)=f(ξ), ξ∈{xk−1,xk}.

Im ersten Fall (Lagrange-Interpolation) istdie resultierende zusammengesetzte Funktion
auf dem IntervallIstetig, und im zweiten Fall (Hermite-Interpolation) zweimal stetig
differenzierbar. Man zeige, dass f̈urf∈C6[0,1] in beiden F̈allen die Abscḧatzung gilt:

max
x∈I
|f(x)−p(x)|≤

h6

720
max
x∈I
|f(6)(x)|, h:= max

k=1,...,N
hk.

(Hinweis: Man wende die Fehlerdarstellung der Vorlesung f̈ur die Lagrange- bzw. die
Hermite-Interpolation auf jedem der TeilintervalleIkan.)

Übung 2.8: F̈ur die Funktionf(x)=cosh(x) ist die Wertetabelle gegeben

x f(x)

0.52 1,1382741

0.56 1,1609408

0.60 1,1854652

0.64 1,2118867

0.68 1,2402474.

Man bestimme durch Extrapolation eines geeigneten Differenzenquotienten möglichst gute
N̈aherungen zum Ableitungswertf(0.6) = 0,63665358....

Übung 2.9: Welche von den Indexfolgen

(i) ni=2i−1,i∈N, (ii) ni=3
i,i∈N, (iii) ni=i

2,i∈N,

f̈ur Schrittweitenhi=h/niist zul̈assig f̈ur die Extrapolation zum Limes?
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Übung 2.10: Es bezeichneS0den Vektorraum der kubischen, naẗurlichen Spline-Funktionen
zu den Sẗutzstellenx0=0,x1=1,x2=2.

a) Sind die folgenden Funktionen inS0?

(i) f(x)=x3−x2,

(ii) f(x)=x2(x−6)−(x−2)3,

(iii) f(x)=max{0,x−1}3−1
2
x3.

b) Man bestimme den interpolierenden Splines2∈S0 f̈urf(x)=x
3. Wie lautet das

Ergebnis, wenn dienaẗurlichenRandbedingungen durchs2(x0)=f(x0),unds2(x2)=
f(x2) ersetzt werden.

Übung 2.11 (Praktische Aufgabe): Zur Bestimmung des halben Umfangs

π=3,1415 92653 58979 32384 62643...

des Einheitskreises verwendeten schon die
”
alten Griechen“ den Umfang einbeschriebener

regul̈arer Polygone. Mit Hilfe des 96-seitigen Polygons fand z. B. Archimedes den Wert
π≈3,142 . Die allgemeine Formel f̈ur den UmfangTn desn-seitigen einbeschriebenen,
regul̈aren Polygons ist

(∗) Tn=2nsin(π/n) → 2π (n→∞).

Mankanndie Tn f̈urn=6·2
imit Hilfe der Rekursionsformel (nachprüfen!)

T6=6, T2n=2 2n2−n 4n2−T2n,

ohneAuswertung des Sinus berechnen.

i) Man bestimme mit Hilfe der Richardson-Extrapolation aus den Sẗutzwerten

{Tn,n=6·2
i,i=0,...,k},

f̈urk=1,...,30,Approximationen f̈urπund plotte den resultierenden Fehler in Abḧan-
gigkeit vonk. (Hinweis: Man setzexn=1/nundT(xn):=Tn und extrapoliere die
FunktionT(x):=2/xsin(πx)nachx=0.)

ii) Man wiederhole die Rechnung mit den Sẗutzwerten{Ti,i=3,4,...,k}f̈urk=
4,...,33 , wobei die ben̈otigten WerteTidirekt aus der Definitionsformel (∗)bestimmt
werden sollen. Wie sind die beobachteten Pḧanomene zu erkl̈aren?

Übung 2.12: Man zeige, dass die Funktionen

ϕ0(x)=1/
√
2x, ϕk(x)=

1
√
π
cos(kx), ψk(x)=

1
√
π
sin(kx), k=1,...,n,

ein Orthonormalsystem des TeilraumsTn⊂C[−π, π] der trigonometrischen Polynome
vom Grad kleiner oder gleichnbzgl. desL2-Skalarprodukts̈uber dem Intervall [−π, π]
bilden und bestimme die beste Approximation der Funktionf(x)=xinTn.



76 KAPITEL 2. INTERPOLATION UND APPROXIMATION

Übung 2.13: Man zeige, dass die durch

ϕk(x)=
k!

(2k)!

dk

dxk
(x2−1)k, k=0,1,...,n,

definierten Polynome orthogonal bzgl. desL2-Skalarprodukts̈uber [−1,1] sind, und dass

ϕk =
k!2

(2k)!

22k+1

2k+1
, ϕk(1) =

k!2

(2k)!
2k.

Durch Normierung erḧalt man hieraus die sog. Gauß-Legendre-Polynome

Lk(x):=
(2k)!

k!22k
ϕk(x), L(1) = 1.

(Hinweis: Man verwende partielle Integration, leite f̈ur die IntegraleIk:=
1

−1
(1−x2)kdx

eine einstufige Rekursionsformel her und differenziere die Funktion (x2−1)k.)

Übung 2.14: Man zeige die folgenden Eigenschaften einer Norm · auf einem Vektor-
raumE(nicht notwendig endlich dimensional):

a) x−y≥ x− y , x,y∈E.

b) Die FunktionN(·)= ·:E→Rist stetig.

c) IstE endlich dimensional, so sind alle Normen aufE äquivalent, d. h.: Zu je zwei
Normen ·1,·2aufEgibt es stets KonstantenM ≥m>0 , so dass

m x1≤ x2≤M x1, x∈E.

(Hinweis: F̈ur eine Basis{e1,...,en}vonEbetrachte man die FunktionF(α1,...,αn):=
n
i=1αie

i auf der Einheitsspḧare desRn.)

Übung 2.15: Man bestimme die Gauß-Approximationen der Funktion f(x)=
√
xbzgl.

derL2-Norm̈uber dem Intervall [0,1] in den Polynomr̈aumenP0,P1 undP2. Man
stelle die Ergebnisse graphisch dar.

Übung 2.16: (Praktische Aufgabe) Man berechne rekursiv die Gauß-Legendre- und die
Tschebyscheff-PolynomeLkundTkauf dem Intervall [−1,1] aus den Beziehungen

a) Lk(x):=
(2k)!

2kk!2
ϕk(x), k=0,1,2,...,

ϕ0(x)=1,ϕ1(x)=x, ϕk+1(x)=xϕk(x)−
k2

4k2−1
ϕk−1,

b) T0(x)=1,T1(x)=x, Tk+1(x)=2xTk(x)−Tk−1(x),

f̈urk=0,1,2,...,10 und stelle sie grafisch dar.



3 Numerische Integration

Die Berechnung bestimmter Integrale kann in der Praxis meist nur n̈aherungsweise mit
Hilfe von sog.

”
Quadraturformeln“ erfolgen. Dazu macht man f̈ur eine Funktionf∈

C[a, b]denAnsatz

I(f)=
b

a

f(x)dx∼I(n)(f)=

n

i=0

αif(xi)

mit Sẗutzstellena≤x0< ... < xn≤bund Gewichtenαi∈R. Ein einfaches Beispiel
ist die sog.

”
(summierte) Rechteckregel“:

I(f)≈

n−1

i=0

(xi+1−xi)f(xi).

3.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Ein naheliegender Weg zur Konstruktion von Quadraturformeln ist derüber die Polyno-
minterpolation. Zu den (paarweise verschiedenen) Stützstellena≤x0< ... < xn≤b
wird das Lagrange-Interpolationspolynom gebildet

pn(x)=

n

i=0

f(xi)L
(n)
i (x)

und dann gesetzt

I(n)(f):=
b

a

pn(x)dx=

n

i=0

f(xi)
b

a

L
(n)
i (x)dx

=:αi

. (3.1.1)

Die Quadraturgewichteαiḧangen offenbar nur von [a, b] und den Sẗutzstellenx0,...,xn
ab. Der Quadraturfehler einer solchen sog.

”
interpolatorischen“ Quadraturformel l̈asst sich

leicht angeben:

Satz 3.1 (Lagrange-Quadratur):F̈ur interpolatorische Quadraturformeln gilt:

I(f)−I(n)(f)=
b

a

f[x0,...,xn,x]
n

j=0

(x−xj)dx. (3.1.2)

Beweis:Die allgemeine Darstellung des Quadraturfehlers folgt aus der Restglieddarstel-
lung der Lagrange-Interpolation in Satz 2.4. Q.E.D.

77
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Aus der Fehlerdarstellung (3.1.2) folgt, dass die interpolatorische Quadraturformel
I(n)(·)

”
exakt“ ist f̈ur Polynomep∈Pn; dies ergibt sich ja bereits aus ihrer Konstruktion.

Definition 3.1: Eine QuadraturformelI(n)(·)wird
”
(mindestens) von der Ordnung m“

genannt, wenn durch sie alle Polynome ausPm−1exakt integriert werden.

Die interpolatorischen QuadraturformelnI(n)(·)zun+1 Sẗutzstellen sind also minde-
stens von der Ordnungn+1.

Ein wichtiger Spezialfall sind die aufäquidistant verteilten Sẗutzstellen basierenden
sog.
”
Newton-Cotes1-Quadraturformeln“:

(a)
”
abgeschlossene“ Newton-Cotes-Formeln (a, bsind Sẗutzstellen)

xi=a+iH , i=0,...,n, H=
b−a

n
,

(b)
”
offene“ Newton-Cotes-Formeln (a, bsind keine Sẗutzstellen)

xi=a+(i+1)H, i=0,...,n, H=
b−a

n+2
,

Zur Berechnung der Gewichteαigeht man z. B. im Fall der abgeschlossenen Formeln
wie folgt vor: Jedesx∈[a, b] ist darstellbar alsx=a+tHmit einem t∈[0,n]. Durch
Koordinatentransformationx→t=(x−a)/Herḧalt man

L
(n)
i (x)=

n

j=0
j=i

x−xj
xi−xj

=
n

j=0
j=i

a+tH−a−jH

a+iH−a−jH
=

n

j=0
j=i

t−j

i−j
.

Also ist

αi=
b

a

L
(n)
i (x)dx=H

n

0

n

j=0
j=i

t−j

i−j
dt , i=0,...,n.

Diese Gewichte werden ein f̈ur allemal berechnet und tabelliert. F̈ur die offenen Newton-
Cotes-Formeln verf̈ahrt man analog.

1Roger Cotes (1682–1716): Englischer Mathematiker; Professor f̈ur Astronomy an der Universiẗat
Cambridge (1706) (zusammen mit Newton); Beitr̈age zu vielen konkreten Fragen der reellen Analysis,
insbesondere zur Numerik, Interpolation und Integraltafelnberechnung).
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Beispiel 3.1:Als abgeschlossene Newton-Cotes-Formel f̈urn=2,H:= (b−a)/2:

a0=H
2

0

t−1

0−1

t−2

0−2
dt=

H

2

2

0

(t2−3t+2)dt=
1

3
H

a1=H
2

0

t−0

1−0

t−2

1−2
dt=−H

2

0

(t2−2t)dt=
4

3
H

a2=H
2

0

t−0

2−0

t−1

2−1
dt=

H

2

2

0

(t2−t)dt=
1

3
H

ergibt sich die sog
”
Simpson2-Regel“:

I(2)(f)=
H

3
f(a)+4f

a+b

2
+f(b).

Beispiel 3.2:Wir geben im Folgenden einige der einfachsten Newton-Cotes-Formeln an:

(a) Abgeschlossene Formeln (n=1,2,3,4) : H:= (b−a)/n

I(1)(f)=
b−a

2
f(a)+f(b) (

”
Trapezregel“ bzw.

”
Sehnen-Trapezregel“)

I(2)(f)=
b−a

6
f(a)+4f

a+b

2
+f(b) (

”
Simpson-Regel“)

I(3)(f)=
b−a

8
f(a)+3f(a+H)+3f(b−H)+f(b) (

”
3
8
-Regel)“

I(4)(f)=
b−a

90
7f(a)+32f(a+H)+12f

a+b

2
+32f(b−H)+7f(b).

(b) Offene Formeln (n=0,1,2,3) H:= (b−a)/n

I(0)(f)=(b−a)f
a+b

2
(
”
Mittelpunktsregel“ bzw.

”
Tangenten-Trapezregel“)

I(1)(f)=
b−a

2
f(a+H)+f(b−H)

I(2)(f)=
b−a

3
2f(a+H)−f

a+b

2
+2f(b−H)

I(3)(f)=
b−a

24
11f(a+H)+f(a+2H)+f(b−2H)+11f(b−H).

2Thomas Simpson (1710–1761): Englischer Mathematiker; seit 1743 Professor an der Royal Military
Academny at Woolwich; neben der nach ihm benannten Quadraturformel Beitr̈age zur Geometrie, Trogo-
nometrie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Astronomie; auf ihn gehen die heutigeüblichen Bezeichnungen
Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens zur̈uck, auch die differentielle Form des Newton-Verfahrens wurde
von ihm 1740 eingef̈uhrt.
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Bemerkung 3.1:Im Gegensatz zu den Newton-Cotes-Formeln verwenden die sog.
”
Bes-

selschen3Formeln“ auch Sẗutzstellen außerhalb von [a, b]; z. B.:

I(3)(f)=
b−a

24
−f(2a−b)+13f(a)+13f(b)−f(2b−a).

Die sog.
”
Hermiteschen Formeln“ verwenden Ableitungswerte; z. B.:

I(3)(f)=
b−a

2
f(a)+f(b)+

(b−a)2

12
f(a)−f(b).

Sie basieren auf dem Hermite-Interpolationspolynom zun+1 = 2m+2 Sẗutzstellen
a≤x0< ... < xm ≤bund Sẗutzwertenf(xi),f(xi),i=0,...,m.

Wir wollen nun für die drei einfachsten Newton-Cotes-Formeln, die Trapezregel, die
Simpson-Regel und die Mittelpunktsregel, die Restglieddarstellungen ableiten.

Satz 3.2 (Quadraturrestglieder):Es gelten die folgenden Restglieddarstellungen
(i)f̈ur die Trapezregel:

I(f)−
b−a

2
f(a)+f(b)=−

(b−a)3

12
f(ζ), f∈C2[a, b],

(ii)f̈ur die Simpson-Regel:

I(f)−
b−a

6
f(a)+4f

a+b

2
+f(b) =−

(b−a)5

2880
f(4)(ζ), f∈C4[a, b],

(iii)f̈ur die Mittelpunktsregel:

I(f)−(b−a)f
a+b

2
=
(b−a)3

24
f(ζ), f∈C2[a, b],

mit gewissen Zwischenstellenζ∈[a, b].

Beweis:(i) Wegen (x−a)(x−b)≤0in[a, b] gilt

I(f)−I(1)(f)=
f(ζ)

2

b

a

(x−a)(x−b)dx=−
(b−a)3

12
f(ζ).

(ii) Da (x−a)(x−a+b
2
)(x−b)in[a, b] einen Vorzeichenwechsel hat, kann der in (i)

verwendete trick nicht direkt angewendet werden. Mit der Newton-Form des Interpolati-
onsrestglieds gilt:

3Friedrich Wilhelm Bessel (1784–1846): Deutscher Astromom und Mathematiker; Direktor des Obser-
vatoriums in K̈onigsberg und Mitglied der Berliner Akademie; grundlegende Beitr̈age zur mathematischen
Fehlerkorrektur bei astronomischen Beobachtungen und zur Sternpositionierung.
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I(f)−I(2)(f)=
b

a

f[a,a+b
2
,b,x](x−Bernoullia)(x−a+b

2
)(x−b)dx

=
b

a

f[a,a+b
2
,b,x]−f[a,a+b

2
,b,a+b

2
]

x−a+b
2

(x−a)(x−a+b
2
)2(x−b)

≤0

dx+

+f[a,a+b
2
,b,a+b

2
]

b

a

(x−a)(x−a+b
2
)(x−b)dx

=0

.

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt

I(f)−I(2)(f)=
b

a

f[a,a+b
2
,a+b
2
,b,x](x−a)(x−a+b

2
)2(x−b)dx

=
f(4)(ζ)

4!

b

a

(x−a)(x−a+b
2
)2(x−b)dx.

(iii) Dax−a+b
2
in [a, b] einen Vorzeichenwechsel hat, verwenden wir eine analoge Schluss-

weise wie in (ii):

I(f)−I(0)(f)=
b

a

f[a+b
2
,x](x−a+b

2
)dx

=
b

a

f[a+b
2
,x]−f[a+b

2
,a+b
2
]

x−a+b
2

(x−a+b
2
)2

≥0

dx+f(a+b
2
)

b

a

(x−a+b
2
)dx

=0

=
b

a

f[a+b
2
,a+b
2
,x](x−a+b

2
)2dx=

f(ζ)

2

b

a

(x−a+b
2
)2dx.

Analog lassen sich die Restglieddarstellungen der Newton-Cotes-Formeln ḧoherer Ord-
nung herleiten. Q.E.D.

Bemerkung 3.2:Besitzen die in den Restgliedernauftretenden Ableitungen vonfauf
[a, b] festes Vorzeichen, so gestattet der Vergleich der abgeschlossenen und offenen For-
meln (unter Vernachl̈assigung des Rundungsfehlers) eine Einschließung des Integralwertes.
Zum Beispiel ergibt sich f̈ur

”
konvexe“ Funktionenf(mitf ≥0 ) mit der (Sehnen)-

Trapezregel und der (Tangenten)-Trapezregel (Mittelpunktsregel):

(b−a)f
a+b

2
≤I(f)≤

b−a

2
f(a)+f(b). (3.1.3)
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Bei den abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln treten abn= 7 und bei den offenen
abn=2negativeGewichteαiauf. Dadurch erḧoht sich die Rundungsfehleranf̈alligkeit
dieser Formeln (Ausl̈oschungsgefahr). Außerdem kann i. Allg. keine Konvergenz

I(n)(f)→I(f) (n→∞)

erwartet werden, da die Lagrange-Interpolation kein generell konvergenter Prozess ist.
Man wendet daher zur Berechnung von I(f) die Quadraturformeln nur auf Teilintervalle
der L̈angehan und summiert die Einzelbeitr̈age zu den sog.

”
summierten“ Quadratur-

formeln.

I
(n)
h (f):=

N−1

i=0

I
(n)
[xi,xi+1]

(f), h=
b−a

N
. (3.1.4)

Gilt f̈ur die verwendete Quadraturformel die Fehlerdarstellung

I[xi,xi+1](f)−I
(n)
[xi,xi+1]

(f)=ωnh
m+2f(m+1)(ζi), ζi∈[xi,xi+1],

mit einemm≥n, so ergibt sich mit dem Zwischenwertsatz f̈ur den Fehler die Darstellung

I(f)−I
(n)
h (f)=

N−1

i=0

ωnh
m+2f(m+1)(ζi)=ωnh

m+2Nf(m+1)(ζ),

mit einem ζ∈[a, b]. WegenN=b−a
h
folgt also

I(f)−I
(n)
h (f)=ωn(b−a)h

m+1f(m+1)(ζ), ζ∈[a, b]. (3.1.5)

Beispiel 3.3:Wir geben die Restglieder für die einfachsten Formeln an:

(1) Summierte Trapezregel (m=1)

I
(1)
h (f)=

N−1

i=0

xi+1−xi
2

f(xi)+f(xi+1)=
h

2
f(a)+2

N−1

i=1

f(xi)+f(b).

I(f)−I
(1)
h (f)=−

b−a

12
h2f(ζ), ζ∈[a, b]. (3.1.6)

(2) Summierte Simpson-Regel (m=3)

I
(2)
h (f)=

N−1

i=0

xi+1−xi
6

f(xi)+4f
xi+xi+1
2

+f(xi+1)

=
h

6
f(a)+2

N−1

i=1

f(xi)+4

N−1

i=0

f
xi+xi+1
2

+f(b) .
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I(f)−I
(2)
h (f)=−

b−a

2880
h4f(4)(ζ), ζ∈[a, b]. (3.1.7)

(3) Summierte Mittelpunktsregel (m=1)

I
(0)
h (f)=

N−1

i=0

(xi+1−xi)f
xi+xi+1
2

=h
N−1

i=0

f
xi+xi+1
2

.

I(f)−I
(0)
h (f)=

b−a

24
h2f(ζ), ζ∈[a, b]. (3.1.8)

3.2 Gaußsche Quadraturformeln

Die interpolatorischen Quadraturformeln

I(n)(f)=

n

i=0

αif(xi) (3.2.9)

zu den Sẗutzstellenx0,...,xn∈[a, b] sind nach Konstruktion mindestens von der Ord-
nungn+ 1 , d. h.: F̈ur ihr Restglied gilt:

R(n)(p)≡I(p)−I(n)(p)=0, p∈Pn. (3.2.10)

F̈ur den Spezialfall der Newton-Cotes-Formeln mit gerademn>0 haben wir gesehen
(̈Ubungsaufgabe), dass sogar Polynome ausPn+1 exakt integriert werden. Es stellt sich
nun die Frage, die Sẗutzstellenx0,...,xn und die Gewichteα0,...,αn so zu ẅahlen,
dass Polynome m̈oglichst hohen Grades exakt integriert werden.

Hilfssatz 3.1: Eine obere Grenze f̈ur die Ordnung einer Quadraturformel der ArtI(n)(·)
ist2n+2.

Beweis:WäreI(n)(·)vonḧoherer Ordnung, d. h. insbesondere also exakt f̈ur das Poly-
nom

p(x)=

n

i=0

(x−xi)
2∈P2n+2,

so erg̈abe sich der Widerspruch

0<
b

a

p(x)dx=I(n)(p)=0.

Q.E.D.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass es tatsächlich interpolatorische Quadratur-
formeln zun+1 Sẗutzstellen gibt, welche die Maximalordnung 2n+ 2 haben. Sie
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heißen
”
Gauß-Quadraturformeln“. Seien pn ∈Pn undp2n+1 ∈P2n+1 die Lagrange-

Interpolationspolynome einer Funktionf∈C[a, b]zudenn+1 bzw. 2n+2 Sẗutz-
stellenx0,...,xn,xn+1,...,x2n+1∈[a, b]. F̈ur die zugeḧorigen QuadraturformelnI

(n)(·)
bzw.I(2n+1)(·) gilt dann

I(f)−I(2n+1)(f)=I(f)−
2n+1

i=0

f[x0,...,xi]
b

a

i−1

j=0

(x−xj)dx

=I(f)−I(n)(f)−

2n+1

i=n+1

f[x0,...,xi]
b

a

i−1

j=0

(x−xj)dx.

Wir schreiben füri=n+1,...,2n+1:

b

a

i−1

j=0

(x−xj)dx=
b

a

n

j=0

(x−xj)

∈Pn+1

i−1

j=n+1

(x−xj)

∈Pn

dx.

Dien+1 Polynome

1,x−xn+1,(x−xn+1)(x−xn+2), ... ,
2n

j=n+1

(x−xj)

bilden eine Basis vonPn. Ẅahlen wir nun die erstenn+1 Sẗutzstellenx0,...,xn∈[a, b]
so, dass

b

a

n

j=0

(x−xj)q(x)dx=0 ∀q∈Pn, (3.2.11)

so folgt
I(f)−I(n)(f)=I(f)−I(2n+1)(f),

d. h.: Die interpolatorische QuadraturformelI(n)(·)istexaktf̈ur Polynome ausP2n+1,
also von der Ordnung 2n+2.

Auf dem Funktionenraum C[a, b] verwenden wir im Folgenden wieder das̈ubliche
L2-Skalarprodukt und die zugeḧorige Norm

(f, g):=
b

a

f(x)g(x)dx, f := (f, f)1/2.

Die obige Bedingung (3.2.11) besagt dann, dass das Polynom

p(x)≡

n

j=0

(x−xj)=x
n+1+r(x), r∈Pn,
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bzgl. des Skalarprodukts (·,·)
”
orthogonal“ zum TeilraumPn[a, b]⊂C[a, b] ist. Zur Kon-

struktion vonpund damit seiner Nullstellenx0,...,xn wenden wir das Gram-Schmidt-
Verfahren auf die Monombasis{1,x,...,xn+1}vonPn+1[a, b]an:

p0(x):=1, k=1,...,n+1: pk(x):=x
k−

k−1

j=0

(xk,pj)

pj2
pj(x). (3.2.12)

Dann ist{p0,...,pn+1}ein”
Orthogonalsystem“ inPn+1[a, b]. Offenbar ist

pn+1(x)=x
n+1+r(x), r∈Pn,

so dass wirp(x):=pn+1(x) setzen k̈onnen. Dien+ 1 Nullstellen λ0,...,λn vonp(x)
sind dann m̈ogliche Kandidaten f̈ur

”
optimale“ Integrationspunkte.

Wir legen im Folgenden ein Skalarprodukt der allgemeineren Gestalt

(f, g)ω :=
b

a

f(x)g(x)ω(x)dx

mit einer integrablen Gewichtsfunktionω(x)≥0,x∈(a, b),mitḧochstens endlich vielen
Nullstellen in [a, b] , zugrunde. Seien dannpn,n=0,1,2,...,die mit Hilfe des Gram-
Schmidt-Verfahren aus{1,x,x2,...,}gewonnenen bzgl. (·,·)ω orthogonalen Polynome.

Satz 3.3 (Nullstellen orthogonaler Polynome):Die bzgl. des Skalarproduktes(·,·)ω
orthogonalen Polynomepn besitzen lauter reelle, einfache Nullstellen, die alle im Innern
des Intervalls[a, b]liegen.

Beweis:Wir definieren die Menge

Nn:={λ∈(a, b)|λNullstelleungeraderVielfachheit vonpn}

und setzen

q(x):=1 f̈urNn=∅,

q(x):=
m

i=1

(x−λi) f̈urNn={λ1,...,λm}.

Dann istpn·q∈Pn+m reell und hat in (a, b) keinen Vorzeichenwechsel. Es gilt

(pn,q)ω=
b

a

pn(x)q(x)ω(x)dx=0.

F̈urm<n ist dies ein Widerspruch zupn⊥Pn−1. Q.E.D.

Die orthogonalen Polynomepn bzgl. des Skalarprodukts (·,·)auf[−1,1] sind Viel-
fache der

”
Legendre-Polynome“Ln(x) . Aufgrund von Satz 3.3 k̈onnen wir nun die Null-
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stellenλ0,...,λn des (n+ 1)-ten Legendre-Polynoms Ln+1 als Sẗutzstellen einer inter-
polatorischen Quadraturformel auf dem Intervall [−1,1] verwenden:

I(n)(f)=
n

i=0

αif(λi), αi=
1

−1

n

j=0
j=i

x−λj
λi−λj

dx. (3.2.13)

Wir fassen die Ergebnisse dieser Vorüberlegungen in folgendem Satz zusammen.

Satz 3.4 (Gaußsche Quadraturformeln):Es gibt genau eine interpolatorische Qua-
draturformel zun+1paarweise verschiedenen Sẗutzstellen̈uber dem Intervall[−1,1]mit
der (optimalen) Ordnung2n+2.IhreSẗutzstellen sind gerade die Nullstellenλ0,...,λn∈
(−1,1)des(n+1)-ten Legendre-PolynomsLn+1∈Pn+1, und ihre Gewichte gen̈ugen der
Beziehung

αi=
1

−1

n

j=0
j=i

x−λj
λi−λj

2

dx >0, i=0,...,n. (3.2.14)

F̈urf∈C2n+2[−1,1]besitzt ihr Restglied die Darstellung

R(n)(f)=
f(2n+2)(ξ)

(2n+2)!

1

−1

n

j=0

(x−λj)
2dx , ξ∈(−1,1). (3.2.15)

Beweis:(i) Das orthogonale Polynompn+1 ist orthogonal zuPn[−1,1] und hat mit
seinen (reellen) Nullstellenλ0,...,λn∈(−1,1) die Darstellung

pn+1(x)=
n

i=0

(x−λi)=x
n+1+....

Aufgrund der obigen Vorbetrachtung ist die zugeḧorige interpolatorische Quadraturformel
dann von (2n+ 2)-ter Ordnung. Zur Bestimmung der Gewichteαisetzen wir

li(x):=
n

j=0
j=i

x−λj
λi−λj

, i=0,...,n,

und erhalten wegenl2i∈P2n

0<
1

−1

li(x)
2dx=

n

j=0

αjli(λj)
2

δij

=αi.

(ii) Zum Beweis der Eindeutigkeit der Gauß-Quadraturformel sei angenommen, es g̈abe
eine zweite Formel

Ĩ(n)(f)=

n

i=0

α̃if(̃λi)
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der Ordnung 2n+ 2 . Mit den analog gebildeten Polynomen l̃i∈Pnfolgte dann ebenfalls
α̃i>0. Also ẅare

0=
1

−1

1

α̃i
l̃i(x)

∈Pn

pn+1(x)dx=
n

j=0

α̃j
α̃i
l̃i(̃λj)

=δij

pn+1(̃λj)=pn+1(̃λi).

Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der Nullstellen λivonpn+1 bzw.Ln+1 folgte damit
λi=λ̃isowieαi=α̃i.

(iii) Es bleibt, die Restglieddarstellung herzuleiten. Nach Satz 2.5 und 2.6 gibt es ein
Polynomh∈P2n+1, welches die Hermite-Interpolationsaufgabe

h(λi)=f(λi), h(λi)=f(λi), i=0,...,n,

l̈ost und f̈urf∈C2n+2[−1,1] die Restglieddarstellung hat:

f(x)−h(x)=f[λ0,λ0,λ1,λ1,...,λn,λn,x]

n

i=0

(x−λi)
2.

Anwendung der Gauß-Quadraturformel aufh(x) ergibt dann wegen der IdentiẗatI(n)(h)=
I(h):

I(f)−I(n)(f)=I(f−h)−I(n)(f−h)

=
1

−1

f[λ0,λ0,...,λn,λn,x]

n

i=0

(x−λi)
2

≥0

dx−

n

i=0

αi{f(λi)−h(λi)}

=0

=
f(2n+2)(ξ)

(2n+2)!

1

−1

n

i=0

(x−λi)
2dx.

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Die Legendre-PolynomeLn∈Pn bzw. ihre Vielfachenpn lassen sich auf [−1,1] in
der Form

pn(x)=
n!

(2n)!

dn

dxn
(x2−1)n (0! := 1)

schreiben und gen̈ugen der rekursiven Beziehung

p0(x)≡1, p1(x)≡x, pn+1(x)=xpn(x)−
n2

4n2−1
pn−1(x), n≥1.

Ihre Nullstellen werden analytisch bzw. (f̈urn>4 ) numerisch bestimmt und k̈onnen
Tabellenwerken entnommen werden; z. B.:

p2(x) =x2−1
3
: λ0=− 1/3, λ1= 1/3

p3(x) =x3−3
5
x:λ0=− 3/5, λ1=0, λ2= 3/5.
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Die Gewichte der zugeḧorigen Quadraturformeln bestimmt man gem̈aß

αi=
1

−1

n

j=0
j=i

x−λj
λi−λj

dx=
1

pn+1(λi)pn(λi)
·
(n!)422n+1

(2n)!3(2n+1)
,

und f̈ur die Restglieder gilt

R(n)(f)=
22n+3[(n+1)!]4

(2n+ 3)[(2n+2)!]3
f(2n+2)(ζ), ζ∈(−1,1).

F̈urn= 1 undn= 2 ergeben sich also die Quadraturformeln

I(1)(f)=f− 1/3+f 1/3=
1

−1

f(x)dx−
1

135
f(4)(ζ),

I(2)(f)=
1

9
5f− 3/5+8f(0) + 5f 3/5

=
1

−1

f(x)dx−
1

15.750
f(6)(ζ), ζ∈(−1,1).

Gauß-Quadraturformelnüber einem beliebigen (beschr̈ankten) Intervall [a, b]gewinnt
man durch Anwendung der Koordinatentransformation ϕ:[−1,1]→[a, b],

y=ϕ(x)=
b−a

2
x+
b+a

2
. (3.2.16)

Es ist dann

b

a

f(y)dy=
b−a

2

1

−1

f(ϕ(x))dx

=
b−a

2

n

i=0

αif(ϕ(λi)) +
b−a

2
R(n)(f(ϕ(·))),

wobei

R(n)(f(ϕ(·))) =
2(2n+3)(n+1)!4

(2n+ 3)(2n+2)!3
b−a

2

2n+2

f(2n+2)(ϕ(ζ)),

d. h.: Die Sẗutzstellen und Gewichte der Quadraturformel (2n+2)-ter Ordnungüber [a, b],

I(n)(f)=

n

i=0

α̃if(̃λi),

sind gegeben durch

λ̃i=
1
2
(b−a)λi+

1
2
(b+a), α̃i=

1
2
(b−a)αi, i=0,...,n.

F̈urn= 1 undn= 2 erhalten wir mitc=b+a
2
undh=b−a

2
die folgenden Quadratur-

formeln:
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I(1)(f)=
b−a

2
{f(c− 1/3h)+f(c+ 1/3h)},

I(2)(f)=
b−a

18
{5f(c− 3/5h)+8f(c)+5f(c+ 3/5h)}.

Die zugeḧorigen summierten Gauß-Quadraturformeln haben die Gestalt (xj=a+jh , h=
(b−a)/N):

I
(1)
h (f)=

h

2

N−1

j=0

{f(xj+h)+f(xj+1−h)}

mit h=(1
2
− 1
2
√
3
)h∼0.2113249h,

I(2)(f)=
h

18

N−1

j=0

{5f(xj+h)+8f(xj+
1
2
h)+5f(xj+1−h)}

mit h= 1
2
−1
2

3
5
h∼0,1127012h.

Satz 3.5 (Konvergenz der Gauß-Quadratur):SeienI(n)(f)die(n+1)-punktigen
Gauß-Formeln zur Berechnung von

I(f)=
1

−1

f(x)dx.

F̈ur jede Funktionf∈C[−1,1]konvergiert dann

I(n)(f)→I(f)(n→∞).

Beweis:F̈ur die Gewichte der Gauß-Formel gilt

I(n)(f)=

n

i=0

α
(n)
i f(λ

(n)
i ), α

(n)
i >0,

n

i=0

α
(n)
i =2.

Seiε>0 beliebig vorgegeben. Nach dem Approximationssatz von Weierstraß gibt es ein
pε∈Pm (m hinreichend groß), so dass

max
−1≤x≤1

|f(x)−pε(x)|≤
ε
4
.

Es istR(n)(pε)=0 f̈ur 2n+2>mhinreichend groß. F̈ur solchenist also

|I(f)−I(n)(f)|≤|I(f−pε)

≤ε
4
·2

|+|I(pε)−I
(n)(pε)

=0

|+|I(n)(pε−f)

≤ε
4
·2

|≤ε.

Wegen der beliebigen Wahl von ε>0 mußI(n)(f)→ I(f) konvergieren f̈urn→ ∞.
Q.E.D.
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Die Methode zur Gewinnung der Gauß-Formeln zur
”
optimalen“ Berechnung vonI(f)

l̈asst sichübertragen auf den Fall von Integralen

I(fω)=
b

a

f(x)ω(x)dx

mit einer (uneigentlich) R-integrabierbaren Gewichtsfunktionω(x)≥0 mit ḧochstens
endlich vielen Nullstellen auf (a, b) . Hierbei verwendet man als Sẗutzstellen gerade die
Nullstellen der bzgl. des gewichteten Skalarprodukts

(p, q)ω=
b

a

p(x)q(x)ω(x)dx

orthogonalen Polynome, was durch Satz 3.3 gesichert ist; Satz 3.4 gilt dann sinngem̈aß.

Beispiel 3.4:Wir betrachten den Fall

[a, b]=[−1,1], ω(x)=
1

√
1−x2

.

Die orthogonalen Polynomepn∈Pn[−1,1] sind in diesem Fall Vielfache der”
Tscheby-

scheff-Polynome“Tn(x)∈Pn[−1,1] und sind durch die rekursive Beziehung

p0(x)=1, p1(x)=x, pn+1(x)=2xpn(x)−pn−1(x), n≥1,

bestimmt. Die Sẗutzstellen und Gewichte der zugeḧorigen Quadraturformeln sind

λi=cos
π

2

2i+1

n+1
, αi=

π

n+1
, i=0,...,n.

Die Restglieder haben die Form

R(n)(f)=
2π

22n+2(2n+2)!
f(2n+2)(ζ), ζ∈(−1,1).

Falln=2:

1

−1

f(x)ω(x)dx=
π

3
f−1

2

√
3+f(0) +f1

2

√
3 +

π

23.040
f(6)(ζ),

mit einem Zwischenwert ζ∈(−1,1) .

3.3 Das Romberg-Verfahren

Die zusammengesetzten Quadraturformeln mit Schrittweite h=b−a
N
legen es nahe, das

Prinzip der
”
Extrapolation zum Limes“ h= 0 zu verwenden. Die dazu n̈otige ḧaufi-

ge Anwendung der Quadraturformeln erfordertsolche mit einfacher Struktur und einer
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m̈oglichst geringen Anzahl von Funktionsauswertungen. Wir beschr̈anken uns daher im
Folgenden auf die zusammengesetzte Trapezregel. Das durch Extrapolation der Trapez-
regel gewonnene Integrationsverfahren geht auf Romberg4(1955) zur̈uck und tr̈agt daher
auch seinen Namen. Wir setzenh=(b−a)/Nundxj=a+jh, j=0,...,N.F̈ur die
zusammengesetzte Trapezregel gilt dann:

b

a

f(x)dx≤h
1

2
f(a)+

N−1

j=1

f(xj)+
1

2
f(b)−h2

b−a

12
f(ζ). (3.3.17)

Istf∈C[a, b] , so konvergiert bekanntlich

a(h)=h

N−1

j=0

f(xj)+
h

2
f(b)−f(a)

→0

→
b

a

f(x)dx (h→0).

Die Grundlage der Berechnung von limh→0a(h) durch Extrapolation ist wieder eine
asymptotische Entwicklung vona(h) nach Potenzen der Gitterweiteh.

Satz 3.6 (Euler-Maclaurinsche Summenformel):F̈urf∈C2m+2[a, b]gilt die sog.

”
Euler5-Maclaurinsche6Summenformel“

a(h)=

b

a

f(x)dx+
m

k=1

h2k
B2k
(2k)!

f(2k−1)(b)−f(2k−1)(a)+

+h2m+2
b−a

(2m+2)!
B2m+2f

(2m+2)(ζ), ζ∈[a, b],

(3.3.18)

mit den sog. Bernoulli-ZahlenB2k.

Beweis:Siehez.B.Stoer[1]. Q.E.D.

4Werner Romberg (1909–2003): Deutscher Mathematiker; emigrierte 1937 aus polit. Gründen nach
Russland und sp̈ater nach Norwegen; 1950-1968 Professor in Trondheim und 1968-1977 Inhaber des
Lehrstuhls f̈ur Mathematische Methoden der Naturwissensch. und Numerik in Heidelberg; Beitr̈age zur
Numerik von Differentialgleichungen und numerischen Integration (

”
Rombergsches Extrapolationsverfah-

ren“).
5Leonhard Euler (1707–1783), geb. in Basel: Universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster

und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.
6Colin Maclaurin (1698-1746): Schottischer Mathematischer; Professor an den Universiẗaten Aberdeen

(1717) und Edinburgh (1725); Beitr̈age zur damals
”
neuen“ Differentialrechnung von Newton (erste syste-

matische Darstellung des zugeḧorigen
”
Kalk̈uls“ und Entwicklung der nach ihm benannten Integralformel

(1742)), zur klassischen Mechanik, Geometrie und Algebra.



92 KAPITEL 3. NUMERISCHE INTEGRATION

Die Bernoulli7-Zahlen sind z. B. bestimmt als die Koeffizienten in der Potenzreihe

x

ex−1
=

∞

k=0

Bk
k!
xk, (3.3.19)

und gen̈ugen der Rekursionsformel

Bk=−
k−1

j=0

k!

j!(k−j+1)!
Bj, k=1,.... (3.3.20)

B0=1, B1=−
1
2
, B2=

1
6
, B4=−

1
30
, B6=

1
42
, B8=−

1
30
,....

F̈ur ungerade Indizes giltB2j+1= 0, und f̈urk→∞ wachsen die Bernoulli-Zahlen sehr
schnell an wie

B2k≈(2k)!/(2π)
2k.

Die summierte Trapezregel besitzt also eine Entwicklung nach geraden Potenzen der
Schrittweiteh. Dieser Umstand macht die Extrapolation mit geraden Polynomen, d. h.
solchen inh2, besonders effizient. Zur Berechnung von

lim
h→0
a(h)=

b

a

f(x)dx

geht man nach dem Extrapolationsprinzip wie folgt vor:

1. F̈ur eine Folge von Schrittweitenh0>h1>h2> ... > hm wirda(hk) berechnet.
Dabei verwendet man in der Regel die sog.

”
Romberg-Folge“ hk=h/2

k.Diese
bietet den Vorteil der Wiederverwendbarkeit der schon berechneten Funktionswerte,
f̈uhrt aber auf eine rasch anwachsende Zahl von Sẗutzstellen.

2. Das Interpolationspolynom inh2 zu den Sẗutzpunkten (h2i,a(hi)),i=0,...,m
wird an der Stelleh= 0 nach dem Neville-Schema ausgewertet:

ai0 = a(hi), i=0,...,m,

k=1,...,m:

aik = ai,k−1+
ai,k−1−ai−1,k−1
(hi−k/hi)2−1

, i=k,...,m.

7Bernoulli: Schweizer Mathematiker Familie; JakobBernoulli (1655–1705) lehrtein Basel; verwendete
bereits die vollsẗandige Induktion; Entdecker der

”
Bernoulli-Zahlen“ und Mitbegr̈under der Wahrschein-

lichkeitsrechnung; sein j̈ungerer Bruder Johann Bernoulli (1667–1748) wirkte zuletzt in Basel und galt
nach dem Tode seines Bruders Jakob als f̈uhrender Mathematiker seiner Zeit; er leistete Beitr̈ageüber
Reihen und Differentialgleichungen; sein Sohn Daniel Bernoulli (1700–1782) setzte diese Arbeiten fort; er
wirkte in St. Petersburg und Basel und leistete wichtige Beitr̈age zur Hydromechanik und Gasdynamik.
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Dies ist das sog.
”
Integrationsverfahren von Romberg“. Es baut also sukzessive folgendes

Extrapolationstableau auf:

k 0 1 2 m−1 m

h0 a00

h1 a10 a11

h2 a20 a21 a22
...

...
...

...
...

hm−1 am−1,0 am−1,1 am−1,2 ··· am−1,m−1

hm am,0 am,1 am,2 ··· am,m−1 am,m

Die Diagonalelementeak,ksind gerade die N̈aherungen zua(0) , die man durch Extrapo-
lation der Sẗutzpunkte (h2i,a(hi)),i=0,...,k, gewinnt.

Als Folgerung aus dem allgemeinen Satz 2.7 erḧalt man die Konvergenzaussage:

Satz 3.7 (Romberg-Integration):Es seif∈C2m+2[a, b].Derf̈ur die Schrittweiten-
folgehk=h/2

k,k=0,...,m, berechnete extrapolierte Wertam,m konvergiert gegen
a(0)f̈urh→0mit der Fehlerordnung

a(0)−am,m =O(h
2m+2). (3.3.21)

Bemerkung 3.3:Seif∈C2m+2(−∞,∞) mit der Periode [a, b] . Dann istf(k)(a)=
f(k)(b) , und Satz 3.6 ergibt

a(h)=
b

a

f(x)dx+O(h2m+2).

Ist sogarf∈C∞(−∞,∞) , so konvergiert die zusammengesetzte Trapezregel schneller
als jede Potenz vonhgegen das Integral vonfüber ein ganzes Periodenintervall. Wegen
f(a)=f(b) ist in diesem Fall

a(h)=h

N−1

j=0

f(xj), (3.3.22)

d. h.: Die Trapezregel f̈allt mit der summierten Rechteckregel zusammen. Diese einfach-
ste Quadraturregel konvergiert alsobereits besser als jede Potenz vonh,sodassdie
Anwendung komplizierter Formeln eher scḧadlich ẅare.

3.4 Praktische Aspekte der Integration

Das Hauptproblem bei der numerischen Integration ist die Gewinnung realistischer Scḧatzun-
gen f̈ur den Fehler. Die z. B. f̈ur die summierten Newton-Cotes-Formeln hergeleiteteaprio-
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riFehlerabscḧatzung (nungerade)

|I(f)−I
(n)
h (f)|≤ωn(b−a) max

a≤x≤b
|f(k)(x)|hk

ist dazu in der Regel ungeeignet, da ḧohere Ableitungenf(k)des Integranden nur schwer
zu berechnen sind. (Man berechne z. B. die 4-te Ableitung vonf(x)=(1+x2)−1/2tan(x)!)
Die Verwendung der numerischen Differentiation scheidet wegen des damit verbundenen
großen Rundungsfehlers und des erneuten Bedarfs von Fehlerabscḧatzungen aus.

Bei Quadraturformeln, die wie die summierten Newton-Cotes-Formeln von einem
Schrittweitenparameterhabḧangen, kann das Restglied n̈aherungsweise aus den tats̈achlich
berechneten Werten durch eine sog.

”
a posteriori“Fehlerabscḧatzung bestimmt werden.

F̈ur eine QuadraturformelIh(f) zur Schrittweitehgelte

I(f)=Ih(f)+ωfh
k+r(f;h)hk+1. (3.4.23)

Zur Bestimmung des Restgliedkoeffizientenωfberechnet man f̈ur ein gewisseshzus̈atz-
lich zuIh(f)nochden WertIh/2(f) zur halbierten Schrittweite. F̈ur diesen gilt dann

I(f)=Ih/2(f)+ωf
h

2

k

+rf;
h

2

h

2

k+1

. (3.4.24)

Durch Elimination vonI(f) aus (3.4.23) und (3.4.24) folgt

Ih/2(f)−Ih(f)=ωf h
k−

h

2

k

+hk+1r(f;h)−
h

2

k+1

rf;
h

2
=ωfh

k(1−2−k)+O(hk+1)

bzw.

hkωf=
Ih/2(f)−Ih(f)

1−2−k
+O(hk+1). (3.4.25)

Durch den Quotienten

Ih/2(f)−Ih(f)

1−2−k
h−k

.
=ωf (3.4.26)

erḧalt man also eine Scḧatzung f̈ur den f̈uhrenden Koeffizientenωf im Restglied bis auf
einen Fehler der OrdnungO(h) , der vernachl̈assigt wird. Dies kann zu einem heuristischen
Abbruchkriterium f̈ur die numerische Quadratur verwendet werden:

F̈ur eine Funktionf∈Ck+1[a, b] soll das IntegralI(f)über [a, b] mit Hilfe einer
interpolatorischen Quadraturformel der Ordnungkberechnet werden. Die vorgegebene
Fehlertoleranz sei TOL. Das Problem ist alsodie Bestimmung einer geeigneten Schrittwei-
teh. Wir nehmen wieder an, dass die Quadraturformel eine asymptotische Entwicklung
der Art (3.4.23) gestattet. In erster N̈aherung wollen wirhso bestimmen, dass wenigstens
f̈ur den f̈uhrenden Fehlerterm in erster N̈aherung gilt:



3.4. PRAKTISCHE ASPEKTE DER INTEGRATION 95

|I(f)−Ih(f)|̇≤|ωfh
k|≤TOL ! (3.4.27)

Aufgrund der Scḧatzung f̈urωf sollte also gelten:

Ih/2(f)−Ih(f)

1−2−k
≤TOL. (3.4.28)

Wegen Ih(f)→ I(f)(h→ 0) wird nach einer gewissen Anzahl von Schrittweitenhal-
bierungen diese Bedingung erf̈ullt sein. Aus (3.4.27) l̈asst sich die gesuchte Schrittweite
n̈aherungsweise bestimmen zu

hTOL:=
TOL

ωf

1/k

, ωf≈
Ih/2(f)−Ih(f)

1−2−k
h−k. (3.4.29)

ZurÜberpr̈ufung der G̈ultigkeit dieser Schrittweitenwahl, d. h. der Verl̈asslichkeit der
Scḧatzung vonωf, vergleicht man nochhTOL mit der Scḧatzschrittweiteh.ImFal-
lehTOL ≈hwird das Ergebnis akzeptiert. Ist dagegenhTOL h, so wird der ganze
Scḧatzprozess mit der neuen Scḧatzschrittweiteh:=hTOLwiederholt, bis schließlich der
erste Fall eintritt. Bei Unterschreiten einer vorgegebenen minimal erlaubten Schrittweite
hmin wird der Approximationsprozess abgebrochen, da das Integral offenbar mit dem zur
Verf̈ugung stehenden Aufwand nicht verl̈asslich berechenbar ist.

Bei gleichem Rechenaufwand (gemessen an der Zahl der Funktionsauswertungen) lie-
fern die Gauß-Formeln die genauesten Resultate. Wenn man bei einem vorgelegten In-
tegralI(f) und geẅunschter Genauigkeit TOL ẅusste, welche SchrittweitehTOL man
zu verwenden ḧatte, so ẅaren die Gauß-Formeln den anderen Methodenüberlegen. Da
dies aber a priori kaum m̈oglich ist, m̈ussen die beschriebenen Methoden zur a posteriori
Fehlerabscḧatzung verwendet werden. Da man im Gegensatz zum Extrapolationsverfah-
ren beim̈Ubergang vonhnachh/2 die bis dahin berechneten Funktionswerte vonf(x)
nicht weiter verwenden kann, gehen die Vorz̈uge der Gauß-Formeln schnell verloren. Im
Fall [a, b]=[0,1] berechnet sich mith=1/Nder Rechenaufwand der summierten (abge-
schlossene) Newton-Cotes-Formeln (f̈ur ungeradesn)zuetwan/hFunktionsauswertun-
gen, d. h.: Zur Erzielung der OrdnungO(h2n+2) sind etwan/h2Funktionsauswertungen
erforderlich. Die summierten Gauß-Formeln ben̈otigen f̈ur dieselbe Genauigkeit nur et-
wan/hFunktionsauswertungen. Das Romberg-Verfahren (f̈urhi=2

−ih) liegt mit etwa
2n/hFunktionsauswertungen auch nocht recht gut.

Beispiel 3.5: F̈urn= 3 undh=10−2ergibt sich ein Fehler der Gr̈oße 10−16f(8)(ζ).
Die drei Verfahren ben̈otigen hierf̈ur folgende Anzahlen von Funktionsauswertungen:

Newton-Cotes: 30.000, Gauß: 400, Romberg: 800.
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3.5Übungsaufgaben

Übung 3.1: Mit wievielen Funktionsauswertungen kann das Integral

I=
1

0

dx

1+2x
=0,54930614...

mit einem Fehler kleiner als TOL = 10−8berechnet werden,

a) mit Hilfe der summierten Trapezregel,

b) mit Hilfe der summierten Simpson-Regel ?

(Hinweis: Die Quadraturformeln brauchen hierzu nicht explizit ausgewertet zu werden.)

Übung 3.2: Man bestimme eine Gauß-Quadraturformel, welche das Integral

I=
1

−1

f(x) |x|dx

f̈ur alle Polynome ausP3exakt integriert.

Übung 3.3: Man gebe eine Quadraturformelzur Berechnung des Integrals

I=
1

−1

cos(πx/2)
√
1−x2

dx

mit einem garantierten Fehler TOL≤10−4an (bei Vernachl̈assigung der Rundungsfeh-
ler). Die Quadraturformel soll so geẅahlt sein, dass m̈oglichst wenige Funktionsauswer-
tungen erforderlich sind.

Übung 3.4: Man berechne das Integral

I=
π/2

0

sin(x)dx

mit Hilfe des Romberg-Verfahrens (Schrittweitenfolge hi=2
−i−1π, i=0,1,2,...,)mit

einem Fehler kleiner TOL10−4. Die Genauigkeit kontrolliere man dabei mit der oben
angegebenen Methode zur a posteriori Fehlerabscḧatzung beim Extrapolationsverfahren.

Übung 3.5 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur näherungsweisen
Berechnung des IntegralsI(f) mit dem Romberg-Verfahren und wende dieses an f̈ur das
Integral

I(f)=
1

0

4

x2+1
dx.

Welcher
”
exakte“ Wert ergibt sich f̈ur das Integral?
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a) Der Extrapolationsprozess zur Schrittweitenfolgehi=2
−i(i=0,1,2,...) liefert N̈ahe-

rungswerteRi(f):=aii(Diagonalelemente im Extrapolations-Tableau). Man setze den
Extrapolationsprozess fort, bis entweder der Fehler kleiner als TOL = 10−10oderi=20
ist. Dabei kontrolliere man die Genauigkeit vonRi(f) jeweils mit Hilfe der in der oben
angegebenen Methode zur a posteriori Fehlerscḧatzung. Man gebe die Folgenaiiaus
und stelle die Entwicklung des gescḧatzten und des tats̈achlichen Fehlers|bii−aii|bzw.
|Ri(f)−I(f)|grafisch dar.

b) Zur Illustration der Aussagekr̈aftigkeit der Theorie des Extrapolationsverfahrens wie-
derhole man die Rechnungen (und die grafischen Ausgaben) f̈ur die Extrapolation nach
Potenzen vonh(statth2) sowie f̈ur die Schrittweitenfolgehi=(i+1)

−1,i=0,...,20 .)





4 Lineare Gleichungssysteme I (Direkte Verfahren)

SeienAeine Matrix undbein Vektor

A=(ajk)
m,n
j,k=1=

⎡

⎢
⎢
⎣

a11 ··· a1n
...

...

am1 ···amn

⎤

⎥
⎥
⎦, b=(bj)j=1,...,m=

⎡

⎢
⎢
⎣

b1
...

bm

⎤

⎥
⎥
⎦.

Gesucht ist ein Vektorx=(xk)k=1,...,nmit der Eigenschaft

a11x1+a12x2+···+a1nxn = b1
...

am1x1+am2x2+···+amnxn=bm

oder abgek̈urzt geschrieben:Ax=b.

Definition 4.1: Das lineare Gleichungssystem Ax=bheißt
”
unterbestimmt“ im Fall

m<n,
”
quadratisch“ im Fallm=nund

”
überbestimmt“ im Fallm>n.

Das lineare Gleichungssystem ist genau dann l̈osbar, wenn Rang(A)=Rang[A, b], mit
der zusammengesetzten Matrix

[A, b]=

⎡

⎢
⎢
⎣

a11 ··· a1n b1
...

...
...

am1 ···amn bm

⎤

⎥
⎥
⎦.

Im
”
quadratischen“ Fallm=nsind die folgenden Aussagen̈aquivalent:

(i)Ax=bist f̈ur jedesbeindeutig l̈osbar.

(ii) Rang(A)=n.

(iii) det(A)=0.

(iv) Alle Eigenwerte vonAsind ungleich Null.

Wir beschäftigen uns im Folgenden haupts̈achlich mit der L̈osung von quadratischen
Gleichungssystemen. Die dazu verwendeten Verfahren lassen sich grob in zwei Klassen
einteilen:

Definition 4.2: Ein
”
direktes“ Verfahren zur L̈osung des GleichungssystemsAx=b

ist ein Algorithmus, der (bei Vernachl̈assigung von Rundungsfehlern) in endlich vielen
Schritten die L̈osungxliefert. Im Gegensatz dazu erzeugen die

”
iterativen“ Verfahren

sukzessive eine Folge von Vektoren(x(t))t∈N, die im Limes f̈urt→ ∞ immer bessere
Approximationen zur L̈osungxsind.

99
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4.1 Sẗorungstheorie

Wir beschäftigen uns zun̈achst mit dem Problem der
”
Konditionierung“ von quadratischen

linearen Gleichungssystemen. Bei der L̈osung eines GleichungssystemsAx=btreten zwei
Fehlereinfl̈usse auf:

a) Fehler in der
”
theoretischen“ L̈osung aufgrund von Eingangsfehlern in den Elemen-

ten vonAundb,

b) Fehler in der
”
numerischen“ L̈osung aufgrund des Rundungsfehlers im Verlaufe des

L̈osungsprozesses.

4.1.1 Vektor- und Matrizennormen

Zur Erfassung dieser Fehler ben̈otigen wir ein Maß f̈ur die
”
Gr̈oße“ von Vektoren und

Matrizen. Dazu dienenüblicherweise Normen auf demn-dimensionalen ZahlenraumKn,
K=RoderK=C. (Im Hinblick auf sp̈atere Anwendungen lassen wir im Folgenden
auch komplexe Vektoren bzw. Matrizen zu.)

Definition 4.3: Eine Abbildung · :Kn → R+ heißt”
Norm“, wenn sie folgende

Eigenschaften besitzt:

(N1) x >0, x∈Kn\{0} (Definitheit),

(N2) αx =|α|x, x∈Kn,α∈K (positive Homogeniẗat),

(N3) x+y≤ x+ y, x,y∈Kn (Subadditiviẗat).

Beispiel 4.1:Gebr̈auchliche Beispiele von Vektornormen sind:

x2 :=
n

i=1

|xi|
2
1/2

”
euklidische Norm“ (l2-Norm)

x∞ := max
i=1,...,n

|xi| ”
Maximumnorm“ (l∞-Norm)

x1 :=
n

i=1

|xi| ”
l1-Norm“

Mit Hilfe einer Norm · aufKn l̈asst sich die Konvergenz einer Folge von Vektoren
gegen einen Vektor erkl̈aren durch

x(t)→x(t→∞) :⇐⇒ x(t)−x →0(t→∞).

Die sog.
”
Dreiecksungleichung“ (N3) ergibtüber die Beziehung x = x−y+y die

wichtige Ungleichung

x−y≥ x− y , x,y∈Kn, (4.1.1)

welche u. a. die Stetigkeit von Normen als Funktionen vonKn inRimpliziert.
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Hilfssatz 4.1 (Normäquivalenz):Auf dem endlich dimensionalen VektorraumKnsind
alle Normen̈aquivalent, d. h.: Zu je zwei Normen ·,· gibt es positive Konstanten
m, M, mit denen gilt:

m x ≤ x ≤M x, x∈Kn. (4.1.2)

Beweis:Es gen̈ugt, die Behauptung f̈ur den Fall zu zeigen, dass eine der beiden Normen
die Maximumnorm ·∞ ist. Sei · irgendeine zweite Norm. Bzgl. der kartesischen
Einheitsvektorene1,...,en hat jeder Vektorx∈K

n die Darstellungx= n
i=1 xiei.

Folglich gilt

x ≤γx∞, γ:=

n

i=1

ei .

Die Norm ·ist also auch stetig bzgl. der komponentenweisen Konvergenz von Vektoren.
Die Punktmenge

S≡{x∈Kn,x∞ =1}⊂K
n

ist beschr̈ankt und abgeschlossen (und damit kompakt). Die Norm · nimmt also als
stetige Funktion aufSihr Minimum und Maximum an. Es existieren alsox0,x1∈S,so
dass

0< x0 ≤ x ≤ x1 <∞, ∀x∈S.

F̈ur beliebigesy∈Kn\{0}isty/y∞ ∈Sund folglich

x0 ≤ y/y∞ ≤ x1 .

Mit m≡ x0 undM ≡ x1 gilt daher

m y∞ ≤ y≤M y∞, ∀y∈K
n,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Die Beziehung (4.1.2) impliziert, dass die durch eine beliebige Norm induzierte Konvergenz
von Vektoren stetsäquivalent zur

”
komponentenweisen“ Konvergenz ist.

Wir betrachten nun den Vektorraum der n×n-MatrizenA∈Kn×n.Offenbarkann
dieser mit dem Vektorraum dern2-Vektoren identifiziert werden. Somiẗubertragen sich
alle Aussagen f̈ur Vektornormen auf Normen f̈ur Matrizen. Insbesondere sind alle Normen
f̈urn×n-Matrizen̈aquivalent, und die Konvergenz von Matrizen ist die komponentenweise
Konvergenz:

A(t)→A (t→∞) ⇐⇒ a
(t)
jk→ajk(t→∞), j,k=1,...,n.

Definition 4.4: Eine Norm · aufKn×n heißt
”
vertr̈aglich“ mit einer Vektornorm

· aufKn,wenngilt:

Ax ≤ A x, x∈Kn, A∈Kn×n.
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Sie heißt
”
Matrizennorm“, wenn sie submultiplikativ ist:

AB ≤ A B , A,B∈Kn×n,

Z. B. ist die Quadratsummennorm (sog.
”
Frobenius1-Norm“)

AFr:=
n

j,k=1

|ajk|
2
1/2

eine mit der euklidischen Vektornorm vertr̈agliche Matrizennorm. F̈ur eine beliebige Vek-
tornorm · aufKn wird durch

A := sup
x∈Kn\{0}

Ax

x
= sup
x∈Kn,x=1

Ax

eine mit · vertr̈agliche Matrizennorm erkl̈art (̈Ubungsaufgabe). Diese heißt die von
· erzeugte

”
naẗurliche“ Matrizennorm. F̈ur naẗurliche Matrizennormen gilt

I= sup
x∈Kn\{0}

Ix

x
=1.

Hilfssatz 4.2: Die naẗurlichen Matrizennormen zu ·∞ und ·1sind die”
maximale

Zeilensumme“ bzw. die
”
maximale Spaltensumme“:

A∞ := max
1≤j≤n

n

k=1

|ajk|, A1:= max
1≤k≤n

n

j=1

|ajk|. (4.1.3)

Beweis:Wir geben den Beweis nur für ·∞.F̈ur ·1verl̈auft er analog.
(i) Die maximale Zeilensumme ·∞ ist eine Matrizennorm. Die Normeigenschaften (N1)
- (N3) folgen mit Hilfe der entsprechenden Eigenschaften des Absolutbetrags, und f̈ur ein
Matrizenprodukt ABgilt

AB ∞ =max
1≤i≤n

n

j=1

n

k=1

aikbkj ≤max
1≤i≤n

n

k=1

|aik|

n

j=1

|bkj|

≤max
1≤i≤n

n

k=1

|aik|max
1≤k≤n

n

j=1

|bkj|= A∞ B ∞.

(ii) Weiter ist die maximale Zeilensumme wegen

Ax∞ = max
1≤j≤n

|

n

k=1

ajkxk|≤max
1≤j≤n

n

k=1

|ajk|max
1≤k≤n

|xk|= A∞ x∞

1Ferdinand Georg Frobenius (1849–1917): Deutscher Mathematiker; Professor in Z̈urich und Berlin;
bedeutende Beitr̈age zur Theorie der Differentialgleichungen, zu Determinanten und Matrizen sowie zur
Gruppentheorie.
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vertr̈aglich mit ·∞, und es gilt

sup
x∞=1

Ax∞ ≤ A∞.

(iii) Im Falle A∞ = 0 istA=0,d.h.trivialerweise

A∞ =sup
x∞=1

Ax∞.

(iv) Sei also A∞ >0 undm∈{1,...,n}ein Index mit der Eigenschaft

A∞ = max
1≤j≤n

n

k=1

|ajk|=

n

k=1

|amk|.

Wir setzen fürk=1,...,n:

zk:=
|amk|/amk f̈uramk =0,

0, sonst,

d. h.:z=(zk)
n
k=1∈K

n,z∞ =1.F̈urv:=Azgilt dann

vm =

n

k=1

amkzk=

n

k=1

|amk|= A∞.

Folglich ist
A∞ =vm ≤ v∞ = Az ∞ ≤ sup

y∞=1

Ay ∞,

was zu zeigen war. Q.E.D.

4.1.2 Eigenwerte und Skalarprodukte

Die
”
Eigenwerte“ λ∈K einer MatrixA∈Kn×n sind definiert als die (komplexen)

Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms p(λ)=det(A−λI) . Folglich existieren
genaun(ihrer Vielfachheit als Nullstelle entsprechend oft gez̈ahlte) Eigenwerteλ, und
zu jedemλexistiert mindestens ein

”
Eigenvektor“ w∈Kn\{0}:Aw=λw.Seinun

· eine beliebige Vektornorm und · eine damit vertr̈agliche Matrizennorm, (wobei
die beiden Normen der Einfachheit halber wieder gleich bezeichnet werden). Mit einem
normierten Eigenvektor zum Eigenwertλgilt

|λ|=|λ|w = λw = Aw ≤ A w = A, (4.1.4)
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d. h. alle Eigenwerte vonAliegen in einer Kreisscheibe inCmit Mittelpunkt Null und
Radius A . Speziell mitA∞ erḧalt man die Abscḧatzung

max|λ|≤A∞ = max
1≤j≤n

n

k=1

|ajk|. (4.1.5)

Eine MatrixA∈Kn×n heißt
”
hermitesch“, wenn gilt:

A=ĀT bzw. ajk=akj,j,k=1,...,n.

Reel lehermitesche Matrizen werden
”
symmetrisch“ genannt. Hermitesche Matrizen haben

nur reelle Eigenwerte und besitzen dazu eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Der
Begriff der Symmetrie ist eng verkn̈upft mit dem des Skalarprodukts.

Definition 4.5: Eine Abbildung(·,·):Kn×Kn→Kwird ein
”
Skalarprodukt“ genannt,

wenn sie folgende Eigenschaften hat:

(S1) (x, y)=(y, x), x,y∈Kn (Symmetrie),

(S2) (αx+βy, z)=α(x, z)+β(y, z), x,y,z∈Kn,α,β∈K (Lineariẗat),

(S3) (x, x)>0, x∈Kn\{0} (Definitheit).

Ein Skalarprodukt aufKn×Kn erzeugt eine zugeḧorige Vektornorm durch

x := (x, x)1/2, x∈Kn.

Im Folgenden wird fast ausschließlich das sog.
”
euklidische“ Skalarprodukt verwendet:

(x, y)2=
n

j=1

xjyj, (x, x)2= x22.

Mit Hilfe des euklidischen Skalarprodukts lässt sich die Eigenschaft einer Matrix, hermi-
tesch zu sein,̈aquivalent ausdr̈ucken durch:

A=ĀT ⇐⇒ (Ax, y)2=(x, Ay)2, x,y∈Kn.

Die von der euklidischen Vektornorm erzeugte naẗurliche Matrizennorm heißt die
”
Spek-

tralnorm“ und wird mit ·2 bezeichnet. Diese Bezeichnung ist durch das folgende
Resultat gerechtfertigt:

Hilfssatz 4.3: F̈ur die Spektralnorm hermitescher MatrizenA∈Kn×n gilt

A2=max{|λ|,λEigenwert vonA}. (4.1.6)

F̈ur allgemeine MatrizenA∈Kn×n gilt

A2=max{|λ|
1/2,λEigenwert vonĀTA}. (4.1.7)
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Beweis:Bekanntlich besitzt eine hermitesche MatrixA∈Kn×n nur reelle Eigenwerte
und zwar genaunSẗuck (ihrer Vielfachheit entsprechend oft gez̈ahlt),λ1,...,λn∈R.
Ferner existiert ein zugeḧoriges

”
Orthonormalsystem“ von Eigenvektoren

{w1,...,wn}⊂Kn:Awi=λiw
i, (wi,wj)2=δij, i,j=1,...,n.

Jedesx∈Kn besitzt eine Darstellung der Form

x=

n

i=1

αiw
i, αi=(x, w

i)2,

und es gilt

x22=(x, x)2=

n

i,j=1

αīαj(w
i,wj)2=

n

i=1

|αi|
2,

Ax2
2=(Ax, Ax)2=

n

i,j=1

λiαiλjαj(w
i,wj)2=

n

i=1

λ2i|αi|
2.

Hiermit folgt

A2
2= sup

x∈Kn\{0}

Ax2
2

x22
= sup
x∈Kn\{0}

n
i=1 λ

2
i|αi|

2

n
i=1 |αi|

2
≤max
1≤i≤n

|λi|
2.

Wegen der Eigenwertschranke (4.1.4) ergibt sich damit die Behauptung. Q.E.D.

Eine MatrixA∈Kn×n heißt
”
positiv definit“, wenn gilt:

(Ax, x)2∈R, (Ax, x)2>0 ∀x∈K
n\{0}.

Lemma 4.1:Eine symmetrische MatrixA∈Rn×n ist genau dann positiv definit, wenn
alle ihre (reellen) Eigenwerte positiv sind. Alle ihre Hauptdiagonalelemente sind positiv,
und ihr betragsm̈aßig gr̈oßtes Element liegt auf der Hauptdiagonalen.

Beweis:Seienλ1,...,λn∈Rdie (ihrer Vielfachheiten entsprechend oft gez̈ahlten) Eigen-
werte der symmetrischen MatrixAund{w1,...,wn}eine zugeḧorige Orthonormalbasis
von Eigenvektoren.

(i) Seiλ∈REigenwert undv∈Rn,v||2=1,ein zugeḧoriger Eigenvektor vonA,

Av=λv.

Aus der positiven Definitheit vonAfolgtλ=λv22=(Av, v)2>0 . Sind umgekehrt
alle Eigenwerte vonApositiv, so folgt f̈ur beliebigen Vektorv= n

i=1αiw
i=0:

(Av, v)2=

n

i,j=1

λiαiαj(w
i,wj)2=

n

i=1

λiα
2
i>0.
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(ii) Mit demk-ten kartesischen Einheitsvektorekliefert die positive Definitheit vonA:

akk=

n

i,j=1

aijδikδjk=(Ae
k,ek)2>0.

(iii) Seiaij= 0 ein betragsm̈aßig gr̈oßtes Element vonA, und seii=j. Wir ẅahlen
x=ei−sign(aij)e

j= 0 und erhalten wieder aus der positiven Definitheit von A den
folgenden Widerspruch:

0<(Ax, x)2=(Ae
i,ei)2−2sign(aij)(Ae

i,ej)2+sign(aij)
2(Aej,ej)2

=aii−2sign(aij)aij+ajj=aii−2|aij|+ajj≤0.

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Im Folgenden werden wir in Verbindung mit der Eigenschaft
”
positiv definit“ stets

auch die Eigenschaft
”
hermitesch“ (bzw.

”
symmetrisch“ im Reellen) einer Matrix anneh-

men. Dies ist im Komplexen automatisch gegeben, im Rellen aber eine zus̈atzliche Be-
dingung. Wir werden sp̈ater sehen, dass lineare Gleichungssysteme mit positiv definiten
Koeffizientenmatrizen besonders g̈unstige L̈osbarkeitseigenschaften besitzen.

4.1.3 Fehleranalyse

Wir kommen nun zur Fehleranalyse für lineare Gleichungssysteme

Ax=b (4.1.8)

mit regul̈arer KoeffizientenmatrixA∈Kn×n. Die MatrixAund der Vektorbseien mit
FehlernδAbzw.δbbehaftet, so dass ein gesẗortes System

Ã̃x=b̃ (4.1.9)

mit Ã=A+δA ,̃b=b+δbund ̃x=x+δxgel̈ost wird. Wir wollen den Fehlerδx
in Abḧangigkeit vonδAundδbabscḧatzen. Dazu sei im Folgenden · eine beliebige
Vektornorm und entsprechend · die zugeḧorige naẗurliche Matrizennorm.

Hilfssatz 4.4: Die Matrix B∈Kn×n habe eine Norm B <1. Dann ist die Matrix
I+B regul̈ar, und es gilt

(I+B)−1 ≤
1

1− B
. (4.1.10)

Beweis:F̈ur allex∈Kn gilt

(I+B)x ≥ x− Bx ≥(1− B)x.
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Wegen 1− B >0 ist alsoI+Binjektiv und folglich regul̈ar. Mit der Abscḧatzung

1 = I= (I+B)(I+B)−1 = (I+B)−1+B(I+B)−1

≥ (I+B)−1 − B (I+B)−1 = (I+B)−1 (1− B)>0

erḧalt man die behauptete Ungleichung. Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen k̈onnen wir den folgenden allgemeinen Sẗorungssatz f̈ur
lineare Gleichungssysteme beweisen:

Satz 4.1 (Sẗorungssatz):Die MatrixA∈Kn×n sei regul̈ar, und es sei

δA<
1

A−1
. (4.1.11)

Dann ist die gesẗorte MatrixÃ=A+δAebenfalls regul̈ar, und f̈ur den relativen Fehler
der L̈osung gilt:

δx

x
≤

cond(A)

1−cond(A)δA/A

δb

b
+
δA

A
, (4.1.12)

mit der sog.
”
Konditionszahl“ cond(A):=A A−1 vonA.

Beweis:Aufgrund der Voraussetzung ist

A−1δA≤ A−1 δA<1,

so dass auchA+δA=A[I+A−1δA] nach Hilfssatz 4.4 regul̈ar ist. Aus

(A+δA)̃x=b+δb , (A+δA)x=b+δAx

folgt dann f̈urδx=̃x−x
(A+δA)δx=δb−δAx,

und damit unter Verwendung von Hilfssatz 4.4

δx≤ (A+δA)−1 δb+ δA x

= A(I+A−1δA)
−1

δb+ δA x

= (I+A−1δA)−1A−1 δb+ δA x

≤ (I+A−1δA)−1 A−1 δb+ δA x

≤
A−1

1− A−1δA
δb+ δA x

≤
A−1 A x

1− A−1 δA A A−1

δb

A x
+
δA

A
.
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Wegen b= Ax ≤ A x folgt schließlich

δx≤
cond(A)

1−cond(A)δA A−1

δb

b
+
δA

A
x,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Die Konditionszahl cond(A) ḧangt offenbar von der bei ihrer Definition zugrunde-
gelegten Vektornorm ab. Meistens verwendet man die Maximumnorm ·∞ oder die
euklidische Norm ·2. Im ersten Fall ist

cond∞(A) :=A∞ A
−1

∞

mit der maximalen Zeilensumme ·∞. Speziell f̈ur”
hermitesche“ Matrizen gilt nach

Hilfssatz 4.3

cond2(A) :=A2A
−1

2=
|λmax|

|λmin|
(4.1.13)

mit den betragsm̈aßig gr̈oßten bzw. kleinsten Eigenwertenλmax undλmin vonA;die
Gr̈oße cond2(A) wirdauchdie”

Spektralkonditionszahl“ vonAgenannt.

Ist cond(A)δA A−1 1 , so wird in Satz 4.1

δx

x
≤̇cond(A)

δb

b
+
δA

A
, (4.1.14)

d. h.: cond(A) ist in erster N̈aherung gerade der Versẗarkungsfaktor, mit dem sich die
relativen Fehler inAundbauf den inxauswirken. Diese Fehlerabscḧatzung erlaubt
folgenden Schluss:

Regel 4.1: Die Kondition von A seicond(A)∼10s. Sind dann die Elemente vonA
undbmit einem relativen Fehler der Art

δA

A
∼10−k,

δb

b
∼10−k(k>s)

behaftet, so muss mit einem relativen Fehler im Ergebnis der Gr̈oßenordnung

δx

x
∼10s−k

gerechnet werden, d. h.: Im Fall ·= ·∞ verliert mansStellen Genauigkeit.

Beispiel 4.2:Wir betrachten die folgende Koeffizientenmatrix A:

A=
1.2969 0.8648

0.2161 0.1441
, A−1=108

0.1441 −0.8648

−0.2161 1.2969
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A∞ =2.1617, A−1 ∞ =1.513·10
8⇒ cond(A)≈3.3·108.

Bei der L̈osung des GleichungssystemsAx= bgehen also im ung̈unstigsten Fall 8
wesentliche Stellen an der Genauigkeit, mit der die Elementeajkundbjgegeben sind,
verloren. Dieses System ist sehr

”
schlecht konditioniert“.

Wir demonstrieren anhand der Spektralkondition, dass die Abschätzung in Satz 4.1
im wesentlichen scharf ist. SeiAeine positiv definiten×n-Matrix mit kleinstem und
gr̈oßtem Eigenwertλ1 bzw.λn sowie zugeḧorigen normierten Eigenvektorenw1 bzw.
wn. Wir ẅahlen

δA≡0, b≡wn, δb≡εw1(ε=0).

Dann haben die GleichungenAx=bundÃx=b+δbdie L̈osungen

x=
1

λn
wn, x̃=

1

λn
wn+ε

1

λ1
w1.

Folglich ist f̈urδx=̃x−x

δx2
x2

=ε
λn
λ1

w1 2
wn 2

=cond2(A)
δb2
b2
.

4.2 Gaußsches Eliminationsverfahren

Im Folgenden diskutieren wir
”
direkte“ L̈osungsmethoden f̈ur (reelle) quadratische lineare

Gleichungssysteme

Ax=b. (4.2.15)

Besonders leicht l̈osbar sind gestaffelte Systeme, z. B. solche mit einer oberen Dreiecks-
matrix A=(ajk) als Koeffizientenmatrix

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...

annxn = bn

.

Im Falleajj=0,j=1,...,n,erḧalt man die L̈osung durch sog.”
R̈uckẅartseinsetzen“:

xn=
bn
ann
, j=n−1,...,1: xj=

1

ajj
(bj−

n

k=j+1

ajkxk).

Dazu sind offensichtlich 1
2
n2+O(n)arithmetische Operationenerforderlich (1 a.Op. :=

1 Multiplikation (+ 1 Addition) oder 1 Division).
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Dasklassischedirekte Verfahren zur L̈osung allgemeiner (regul̈arer) Gleichungssyste-
me ist das Gaußsche Eliminationsverfahren (kurz

”
Gauß-Elimination“) . Dabei wird das

gegebene SystemAx=bschrittweise in ein oberes DreieckssystemRx=cumgeformt,
welches dieselbe L̈osungxbesitzt und dann durch R̈uckẅartseinsetzen gel̈ost wird. Dazu
stehen die folgenden elementaren Umformungen zur Verf̈ugung:

– Vertauschung zweier Gleichungen,

– Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen.

Die Vertauschung zweier Spalten von A ist ebenfalls zul̈assig, wenn die Unbekannten
xi entsprechend umnummeriert werden. In der praktischen Durchf̈uhrung der Gauß-
Elimination wendet man die elementaren Umformungen auf die zusammengesetzte Ma-
trix [A, b] an. Im Folgenden wirdA als regul̈ar angenommen. Zun̈achst setzt man

A(0)≡A, b(0)≡ bund bestimmta
(0)
r1 =0,r∈{1,...,n}. (Solch ein Element exi-

stiert, daAsonst singul̈ar ẅare). Vertausche die 1-te und dier-te Zeile. Das Resultat sei
[̃A(0),̃b(0)]. Dann wird f̈urj=2,...,ndasqj1-fache der 1-ten Zeile von derj-ten Zeile
abgezogen:

qj1≡ã
(0)
j1/̃a

(0)
11(=a

(0)
r1/a

(0)
rr), a

(1)
ji := ̃a

(0)
ji−qj1̃a

(0)
1i, b

(1)
j :=̃b

(0)
j −qj1̃b

(0)
1 .

Das Resultat ist

[A(1),b(1)]=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ã
(0)
11 ã

(0)
12 ...ã

(0)
1n b̃

(0)
1

0 a
(1)
22 ... a

(1)
2n b

(1)
2

...
...

0 a
(1)
n2 ... a

(1)
nn b

(1)
n

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

DenÜbergang [A(0),b(0)]→ [̃A(0),̃b(0)]→ [A(1),b(1)] kann man mit Hilfe von Matrizen-
multiplikation beschreiben:

[̃A(0),̃b(0)]=P1[A
(0),b(0)], [A(1),b(1)]=G1[̃A

(0),̃b(0)],

wobeiP1eine”
Permutationsmatrix“ undG1eine sog.”

Frobenius-Matrix“ der folgenden
Gestalt sind:

P1=

1 r
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 ··· 1

1
...

...
...

1

1 ··· 0

1
...

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1

r G1=

1
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

−q21 1
...

...

−qn1 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1
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Beide MatrizenP1undG1sind regul̈ar (Determinante =±1), und es gilt

P−11 =P1, G−11 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

q21 1
...

...

qn1 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Die GleichungssystemeAx=bundA(1)x=b(1)haben offenbar dieselbe L̈osung:

Ax=b ⇐⇒ A(1)x=G1P1Ax=G1P1b=b
(1).

Definition 4.6: Das Elementar1=̃a
(0)
11 heißt”

Pivotelement“ und der ganze Teilschritte
seiner Bestimmung

”
Pivotsuche“. Aus Gr̈unden der numerischen Stabiliẗat trifft man

geẅohnlich die Wahl

|ar1|=max
1≤j≤n

|aj1|. (4.2.16)

Der ganze Prozeß inkl. Zeilenvertauschung wird dann
”
Spaltenpivotierung“ genannt. Sind

dieElementederMatrixA von sehr unterschiedlicher Gr̈oßenordnung, so empfiehlt es
sich, sog.

”
Totalpivotierung“ vorzunehmen. Diese besteht aus der Wahl

|ars|= max
1≤j,k≤n

|ajk| (4.2.17)

und anschließender Vertauschung der 1-ten mit derr-ten Zeile und der 1-ten mit der
s-ten Spalte. Entsprechend der Spaltenvertauschung m̈ussen dann die Unbekanntenxk
umnumeriert werden. Bei großen Gleichungssystemen ist die totale Pivotierung meist zu
aufwendig, so dass man sich mit der Spaltenpivotierung begn̈ugt.

Die im 1. Schritt erzeugte MatrixA(1)ist wieder regul̈ar. Dasselbe gilt auch f̈ur die um
die erste Zeile und Spalte reduzierte Teilmatrix, so dass auf sie der Eliminationsprozess
analog zu Schritt 1 angewendet werden kann. Durch Weiterf̈uhrung dieses Eliminations-
prozesses erḧalt man inn−1 Schritten eine Kette von Matrizen

[A, b]→[A(1),b(1)]→...→[A(n−1),b(n−1)]=:[R, c],

wobei
[A(i),b(i)]=GiPi[A

(i−1),b(i−1)], [A(0),b(0)]:=[A, b],

mit Permutationsmatrizen Pi und (regul̈aren) Frobenius-MatrizenGi der folgenden
Form:
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Pi=

i r
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
...

1

0 ··· 1

1
...

...
...

1

1 ··· 0

1
...

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i

r

Gi=

i
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
...

1

−qi+1,i 1
...

...

−qni 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i

Das Endresultat

[R, c]=Gn−1Pn−1...G1P1[A, b] (4.2.18)

entspricht einem oberen DreieckssystemRx=c, welches dieselbe L̈osung wie das Aus-
gangssystemAx=bbesitzt.

Imi-ten Eliminationsschritt [A(i−1),b(i−1)]→[A(i),b(i)] werden in deri-ten Spalte die
Elemente unterhalb der Diagonalen annuliert. Den frei werdenden Platz benutzt man zur
Abspeicherung der wesentlichen Elementeqi+1,i,...,qn,ider Frobenius-MatrizenG

−1
i (i=

1,...,n−1) . Da imi-ten Eliminationsschritt die vorausgehenden Zeilen 1 bisinicht
ver̈andert werden, arbeitet man also mit Matrizen der folgenden Form:

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r11 r12 ··· r1i r1,i+1 ··· r1n c1

λ21 r22 ··· r2i r2,i+1 ··· r2n c2

λ31 λ32 r3i r3,i+1 ··· r3n c3
...

...
...

...
...

...
...

λi1 λi2 rii ri,i+1 ··· rin ci

λi+1,1 λi+2,2 λi+1,i a
(i)
i+1,i+1 ···a

(i)
i+1,n b

(i)
i+1

...
...

...
...

...
...

λn,1 λn,2 ··· λn,i a
(i)
n,i+1 ··· a

(i)
n,n b

(i)
n

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Dabei sind die Subdiagonalelementeλk+1,k,...,λnk derk-ten Spalte Permutationen der
Elementeqk+1,k,...,qnk vonG

−1
k , da die Zeilenvertauschungen (nur diese!) an der ge-
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samten Matrix vorgenommen werden. Als Endresultat erḧalt man eine Matrix

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r11 ··· r1n c1

l21 r22 r2n c2
...
...

...
...
...

ln1 ···ln,n−1 rnn cn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Satz 4.2 (LR-Zerlegung):Die Matrizen

L=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

l21 1
...
...

...

ln1 ···ln,n−1 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, R=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r11 r12 ···r1n

r22 ···r2n
...

...

0 rnn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

bilden eine sog.
”
LR-Zerlegung“ der MatrixPA:

PA=LR , P=Pn−1···P1. (4.2.19)

Diese Zerlegung ist im FalleP=Ieindeutig bestimmt.

Beweis:Wir führen den Beweis f̈ur den Fall, dass keine Pivotierung erforderlich ist, d. h.:
Pi=I.DannistR=Gn−1···G1Abzw.

G−11 ···G
−1
n−1R=A.

Wegen L=G−11 ···G
−1
n−1 folgt die Behauptung. Zum Nachweis der Eindeutigkeit, seien

nunA=L1R1=L2R2zwei LR-Zerlegungen. Dann ist

L−12 L1=R2R
−1
1 =I,

daL−12 L1untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonalen undR2R
−1
1 obere

Dreiecksmatrix ist. Folglich ist L1=L2 undR1=R2. Q.E.D.

Lemma 4.2:Die zur L̈osung einesn×nGleichungssystems Ax=bmit Hilfe der
Gauß-Elimination erforderliche Anzahl von arithmetischen Operationen (

”
a. Op.“) ist

NGauß(n)=
1
3
n3+O(n2).

Dasselbe gilt f̈ur die Bestimmung der DreieckszerlegungPA=LR.

Beweis:Derk-te Eliminationsschritt

a
(k)
ij =a

(k−1)
ij −

a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

a
(k−1)
kj , b

(k)
i =b

(k−1)
i −

a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

b
(k−1)
k , i,j=k,...,n,
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erfordertn−kDivisionen sowie (n−k)+(n−k)2Multiplikationen und Additionen;
also zusammen

n−1

k=1

k2+O(n2)=
1

3
n3+O(n2) a.Op.

f̈ur dien−1 Schritte der Vorẅartselimination. Damit werden alle Elemente der Zerle-
gungsmatrizenLundRbestimmt. Q.E.D.

Beispiel 4.3:Mit ·wird das Pivotelement markiert.

⎡

⎢
⎢
⎣

3 1 6

2 1 3

1 1 1

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

2

7

4

⎤

⎥
⎥
⎦ →

Pivotierung

3 1 6 2

2 1 3 7

1 1 1 4

Elimination

3 1 6 2

2/3 1/3 −1 17/3

1/3 2/3 −1 10/3

→

Pivotierung

3 1 6 2

1/3 2/3 −1 10/3

2/3 1/3 −1 17/3

Elimination

3 1 6 2

1/3 2/3 −1 10/3

2/3 1/2 −1/2 4

→

x3 = −8

x2 =
3
2
(10
3
−x3)=−7

x1 =
1
3
(2−x2−6x3)=19.

LR-Zerlegung:

P1=I, P2=

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 0 1

0 1 0

⎤

⎥
⎥
⎦,

PA=

⎡

⎢
⎢
⎣

3 1 6

1 1 1

2 1 3

⎤

⎥
⎥
⎦=LR=

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 0

1/3 1 0

2/3 1/2 1

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

3 1 6

0 2/3 −1

0 0 −1/2

⎤

⎥
⎥
⎦.

Beispiel 4.4:Zur Demonstration der Bedeutung der Pivotierung beim Gaußschen Eli-
minationsverfahren betrachten wir das folgende Gleichungssystem

10−4 1

1 1

x1

x2
=

1

2
(4.2.20)
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mit der exakten L̈osungx1=1.00010001,x2=0.99989999 . Bei 3-stelliger Gleitpunkt-
rechnung mit korrekter Rundung erḧalt man:

a) ohne Pivotierung:

x1 x2

0.1·10−3 0.1·101 0.1·101

0 −0.1·105 −0.1·105

x2=1, x1=0

b) mit Pivotierung:

x1 x2

0.1·101 0.1·101 0.2·101

0 0.1·101 0.1·101

x2=1, x1=1

Beispiel 4.5:Der positive Effekt der Spaltenpivotierung ist allerdings nur dann gesi-
chert, wenn die (betragsm̈aßigen) Zeilensummen der Matrix in etwa gleich groß sind. Als
Beispiel betrachte man das Gleichungssystem

2 20000

1 1

x1

x2
=

20000

2
,

welches aus (4.2.20) durch Multiplikation der ersten Zeile mit dem Faktor 20000 hervor-
geht. Da nun in der ersten Spalte das betragsgr̈oßte Element in der Diagonalen steht,
liefert der Gauß-Algorithmus mit und ohne Spaltenpivotierung dasselbe inakzeptable Re-
sultat (x1,x2)

T=(0,1)T.Manf̈uhrt daher vor der Rechnung eine sog.
”
Äquilibrierung“

durch, das heißt, man multipliziert mit einer DiagonalmatrixD

Ax=b → DAx=Db , di=
n

j=1
|aij|

−1

,

die alle Zeilensummen der Matrix auf 1 transformiert. Eine verbesserte Stabilisierung im
Fall stark unterschiedlicher Gr̈oßenordnung der Matrixeintr̈age ist die

”
totale“ Pivotie-

rung. Vor der Durchf̈uhrung wird hier eineÄquilibrierung (zeilenweise und spaltenweise)
vorgenommen.

4.2.1 Konditionierung der Gauß-Elimination

Wir diskutieren nun noch die Konditionierung des Lösens eines linearen Gleichungssy-
stemsAx=bmit Hilfe der Gauß-Elimination. Die (regul̈are) MatrixA besitze mit
Spaltenpivotierung eineLR-Zerlegung der FormPA=LR. Dann gilt

R=L−1PA, R−1=(PA)−1L.

Wegen der Spaltenpivotierung sind die Elemente der Dreiecksmatrizen LundL−1alle
kleiner gleich eins, und es gilt somit

cond∞(L)=L∞ L
−1

∞ ≤n
2.
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Folglich ist

cond∞(R)=R ∞ R
−1

∞ = L−1PA∞ (PA)
−1L∞

≤ L−1 ∞ PA∞ (PA)
−1

∞ L∞ ≤n
2cond∞(PA).

Nach dem allgemeinen Sẗorungssatz gilt dann f̈ur die L̈osung des SystemeLRx=Pb:

δx∞
x∞

≤cond∞(L)cond∞(R)
δP b∞
Pb∞

≤n4cond∞(PA)
δP b∞
Pb∞

.

Die Konditionierung des Ausgangssystems wird also durch dieLR-Zerlegung im schlimm-
sten Fall mitn4verschlechtert. Dies ist aber eine extrem pessimistische Abscḧatzung und
kann wesentlich verbessert werden.

Wir geben zum Abschluß noch ein Resultat von Wilkinson2an, das die Fortpflanzung
des Rundungsfehlers im Verlaufe der Gauß-Elimination beschreibt.

Satz 4.3 (Rundungsfehlereinfluss):Die MatrixA∈Rn×nsei regul̈ar, und das Glei-
chungssystemAx=bwerde mit Gauß-Elimination mit Spaltenpivotierung gel̈ost. Dann
ist die unter dem Einfluß von Rundungsfehlern tats̈achlich berechnete L̈osungx+δx
exakte L̈osung eines gesẗorten Systems(A+δA)(x+δx)=b,wobei(eps= Maschinen-
genauigkeit)

δA∞
A∞

≤1.01·2n−1(n3+2n2)eps. (4.2.21)

In Verbindung mit der Fehlerabscḧatzung von Satz 4.1 ergibt dieses Resultat die fol-
gende Abscḧatzung f̈ur den Rundungsfehlereinfluss:

δx∞
x∞

≤
cond(A)

1−cond(A)δA∞/A∞
{1.01·2n−1(n3+2n2)eps}. (4.2.22)

Diese Abscḧatzung ist, wie die Praxis zeigt, viel zu pessimistisch, da sie am ung̈unstigsten
Fall ausgerichtet ist und keine Rundungsfehlerausl̈oschungen ber̈ucksichtigt. Zur Erfas-
sung der letzteren ẅare eine statistische Theorie erforderlich. Außerdem gilt die obige
Abscḧatzung allgemein f̈ur

”
vollbesetzte“ Matrizen. F̈ur

”
d̈unnbesetzte“ Matrizen sind

wesentlich g̈unstigere Resultate zu erwarten. Insgesamt sieht man, dass der Gaußsche
Eliminationsprozeß (in Abḧangigkeit von der Dimensionn) ein gutartiger numerischer
Algorithmus ist, d. h.: Der Rundungsfehlereinfluss kann abgescḧatzt werden allein in
Abḧangigkeit von der Kondition cond(A) , die ja auch die Konditionierung der nume-
rischen Aufgabe selber beschreibt.

2James Hardy Wilkinson (1919–1986): Englischer Numeriker und fr̈uher Informatiker; arbeitete seit
1946 am National Physical Laboratory in London mit Alan Turing an der Entwicklung der ersten digitalen
Computer; fundamentale Beitr̈age zur numerischen linearen Algebra, insbes. zur Rundungsfehleranalyse;
Mitbegründer der NAG Library (1970).
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4.2.2 Nachiteration

Wir diskutieren nun noch einige Varianten und weitere Anwendungsm̈oglichkeiten der
Gauß-Elimination. Die Gauß-Eliminationüberf̈uhrt ein GleichungssystemAx=bin ein
oberes DreieckssystemRx=c, aus dem sich die L̈osungxdurch einfaches R̈uckẅarts-
aufl̈osen berechnen l̈asst. Nach Satz 4.2 ist dieser Prozess gleichbedeutend mit der Er-
stellung einer DreieckszerlegungPA=LRund der anschließenden L̈osung der beiden
gestaffelten Systeme

Ly=Pb, Rx=y. (4.2.23)

Diese Variante des Gauß-Algorithmus ist insbesondere dann vorzuziehen, wenn dasselbe
Gleichungssystem nacheinander f̈ur verschiedene rechte Seitenbgel̈ost werden soll. Auf-
grund des unvermeidlichen Rundungsfehlers erḧalt man in der Praxis nur eine fehlerhafte
LR-Zerlegung

L̃R̃=PA

und damit nur eine N̈aherungsl̈osungx0mit dem (exakten)
”
Defekt“

d̂0:=Ax0−b=0.

Unter Verwendung der bereits erstellten DreieckszerlegungL̃R̃ ∼ PA l̈ost man nun
(n̈aherungsweise) die sog.

”
Defektgleichung“

Ak=d̂0, L̃R̃k1=d̂0, (4.2.24)

und erḧalt daraus eine Korrekturk1 f̈urx0und setzen damitx1:=x0−k1.Ḧatte man
die Defektgleichung exakt gel̈ost, d. h.k1≡k,soẅare

Ax1=Ax0−Ak=Ax0−d̂0=Ax0−Ax0+b=b,

d. h.:x1=xẅare die exakte L̈osung des SystemsAx=b. I. Allg. wirdx1 auch bei
fehlerhafter L̈osung der Defektgleichung eine bessere N̈aherung zuxalsx0 sein. Dazu
ist es jedoch erforderlich, den DefektdmiterḧohterGenauigkeit zu berechnen. Dies wird
durch die folgende Fehleranalyse belegt (der Einfachheit halber seiP=I):

Wir nehmen an, dass sich der relative Fehler bei der LR-Zerlegung der Matrix A
durch eine kleine Zahlεbeschr̈anken l̈asst. Nach dem allgemeinen Sẗorungssatz 4.1 gilt
dann die Abscḧatzung

x0−x

x
≤

cond(A)

1−cond(A)A−L̃̃R
A

A−L̃R̃

A

∼ε

.

Der Verlust von Stellen entspricht der Gr̈oße von cond(A) . Zus̈atzlich auftretende Run-
dungsfehler werden vernachl̈assigt. Den exakten Defektd̂0 ersetzen wir durch den Aus-
druckd0:=̃Ax0−b,wobeiÃeine genauere Approximation f̈urAist,
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Ã−A

A
≤ε̃ ε.

Nach Konstruktion gilt

x1=x0−k1=x0−(̃LR̃)−1[̃Ax0−b]

=x0+(L̃R̃)−1[Ax0−Ax+(Ã−A)x0],

und daher

x1−x=x0−x−(̃LR̃)−1A(x0−x)+(̃LR̃)−1(̃A−A)x0

=(L̃R̃)−1[̃LR̃−A](x0−x)+(̃LR̃)−1(̃A−A)x0.

Wegen
L̃R̃=A−A+L̃R̃=AI−A−1(A−L̃R̃)

folgt mit Hilfssatz 4.4:

(̃LR̃)−1 ≤ A−1 [I−A−1(A−L̃R̃)]−1

≤
A−1

1− A−1(A−L̃R̃)
≤

A−1

1− A−1 A−L̃R̃
=

A−1

1−cond(A)A−L̃R̃
A

.

Dies impliziert schließlich

x1−x

x
∼cond(A)

A−L̃R̃

A

∼ε

x0−x

x

∼cond(A)ε

+
Ã−A

A

∼ε̃

x0

x
.

Diese Korrektur der L̈osung kann naẗurlich iteriert werden, in dem die jeweils neuen N̈ahe-
rungenxiwieder in die Defektgleichung eingesetzt werden. Diesen Prozess nennt man

”
Nachiteration“; in der Praxis wird der Fehler inxschon durch wenige Korrekturschritte
(meist 2−3) auf die Gr̈oßenordnung der Genauigkeitder Defektauswertung gedr̈uckt,
d. h.: x3−x/x ∼ε̃.

Beispiel 4.6:Das Gleichungssystem

1.05 1,02

1.04 1,02

x1

x2
=

1

2

hat die exakte L̈osungx=(−100,103.921...)T. Die Gauß-Elimination ergibt bei Ver-
wendung 3-stelliger Gleitpunktarithmetik (mit korrekter Rundung) die gen̈aherten Zerle-
gungsmatrizen

L̃=
1 0

0.990 1
, R̃=

1.05 1.02

0 0.01
,
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L̃R̃−A=
0 0

5·10−4 2·10−4
(im Rahmen der Maschinengenauigkeit korrekt).

Die damit bestimmte
”
L̈osung“x0=(−97,1.101)T hat den Defekt

d0=Ax0−b=
(0,0)T 3-stellige Rechnung

−(0,065,0,035)T 6-stellige Rechnung.

Die approximative Korrekturgleichung

1 0

0.990 1

1.05 1.02

0 0.01

k11

k12
=

−0.065

−0.035

hat (3-stellige Rechnung) die L̈osungk1=(2.9,−102.899)T. Die durch Nachkorrektur
verbesserte L̈osung ist also

x1=x0−k1=(−99.9,104)T,

welche deutlich genauer ist als die erste N̈aherungx0.

4.2.3 Determinantenberechnung

F̈ur quadratische Matrizen gilt der Determinantensatz

det(AB)=det(A)det(B). (4.2.25)

F̈ur die durch Gauß-Elimination aus der gegebenen MatrixAgewonnene Dreiecksmatrix

R=Gn−1Pn−1···G1P1A

folgt somit unter Beachtung von

det(P−1i )=det(Pi)=−1, det(G
−1
i )=1,

die Beziehung

det(A)=det(P−11 G
−1
1 ···P

−1
n−1G

−1
n−1R)=±det(R)=±

n

j=1

rjj. (4.2.26)

Das Vorzeichen in det(A)ist +/−, je nachdem, ob eine gerade oder ungerade Anzahl
von Zeilenvertauschungen vorgenommen wurde. L̈asst sich im Verlaufe des Eliminations-
prozesses einmal in einer Spalte kein von Nullverschiedenes Pivotelement finden, so ist
die MatrixA singul̈ar und folglich det(A) = 0 . (Man beachte, dass bei Rechnung in
Gleitpunktarithmetik aufgrund des Rundungsfehlers durchaus auch im Falle det(A)=0
der tats̈achlich berechnete Wert= 0 sein kann!)
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4.2.4 Rangbestimmung

Ist die Elimination durchf̈uhrbar, d. h. l̈asst sich immer ein Pivotelement= 0 finden, und
ist schließlich auch das letzte Diagonalelementa

(n−1)
n,n =0,soist det(A)=0,d.h.

Rang(A)=n

(dies naẗurlich nur bei Vernachl̈assigung der Rundungsfehler!). Gilt dagegen imi-ten
Eliminationsschritt f̈ur alle Elemente in deri-ten Spalte

a
(i−1)
ji =0, j=i,...,n,

so istA singul̈ar. In diesem Fall wird zur weiteren Rangberechnung Totalpivotierung
vorgenommen:

|a(i−1)rs |= max
j,k=1,...,n

|a
(i−1)
jk |.

(Zeilen- und Spaltenvertauschungen̈andern Rang(A) nicht!) Gilt dann nach demi-ten
Eliminationsschritt

a
(i)
jk=0, j,k=i+1,...,n,

so ist Rang(A)=i. Dieser Prozess kann naẗurlich auch zur Rangbestimmung beinicht
quadratischen Matrizen verwendet werden.

4.2.5 Inversenberechnung (Gauß-Jordan-Algorithmus)

Grunds̈atzlich kann die InverseA−1einer regul̈aren MatrixAwie folgt berechnet werden:

(i) Berechnung derLR-Zerlegung vonPA;

(ii) L̈osung der gestaffelten Systeme

Ly(i)=Pe(i),Rx(i)=y(i), i=1,...,n,

mit den kartesischen Basisvektoren e(i)desRn;

(iii)A−1=[x(1),...,x(n)].

Praktischer ist jedoch eine simultane Elimination (hier ohne Berechnung der MatrizenL
undR), die direkt auf die Inverse f̈uhrt (ohne Zeilenvertauschungen):

1 0

A
...

0 1

→

Vorẅartselimination

r11 ··· r1n 1 0
...

...
...

rnn ∗ 1
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R̈uckẅartselimination

r11 0
... ∗

0 rnn

→

Skalierung

1 0
... A−1

0 1

Beispiel 4.7:Es markiere ·das Pivotelement.

A=

⎡

⎢
⎢
⎣

3 1 6

2 1 3

1 1 1

⎤

⎥
⎥
⎦ :

Vorẅartselimination

3 1 6 1 0 0

2 1 3 0 1 0

1 1 1 0 0 1

→

→

Zeilenvertauschung

3 1 6 1 0 0

0 1/3 −1 −2/3 1 0

0 2/3 −1 −1/3 0 1

→

Vorẅartselimination

3 1 6 1 0 0

0 2/3 −1 −1/3 0 1

0 1/3 −1 −2/3 1 0

→

→

R̈uckẅartselimination

3 1 6 1 0 0

0 2/3 −1 −1/3 0 1

0 0 −1/2 −1/2 1 −1/2

→

R̈uckẅartselimination

3 1 0 −5 12 −6

0 2/3 0 2/3 −2 2

0 0 −1/2 −1/2 1 −1/2

→

→

Skalierung

3 0 0 −6 15 −9

0 2/3 0 2/3 −2 2

0 0 −1/2 −1/2 1 −1/2

→
1 0 0 −2 5 −3

0 1 0 1 −3 3

0 0 1 1 −2 1

⇒ A−1=

⎡

⎢
⎢
⎣

−2 5 −3

1 −3 3

1 −2 1

⎤

⎥
⎥
⎦.

Eine alternative Methode zur Berechnung der Inversen einer Matrix ist das sog.
”
Aus-

tauschverfahren“ (auch
”
Gauß-Jordan3-Algorithmus“ genannt). Gegeben sei ein (nicht

notwendig quadratisches)lineares Gleichungssystem

Ax=y mit A∈Rm×n, x∈Rn, y∈Rm. (4.2.27)

3Marie Ennemond CamilleJordan (1838–1922): Franz̈osischer Mathematiker; Professor in Paris; Bei-
tr̈age zur Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.
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Eine L̈osung wird berechnet durch sukzessiven Austausch der Komponenten vonxgegen
solche vony. Ist ein Matrixelementapq= 0 , so wird diep-te Gleichung nachxqaufgel̈ost:

xq=−
ap1
apq
x1−...−

ap,q−1
apq
xq−1+

1

apq
yp−

ap,q+1
apq
xq+1−...−

apn
apq
xn.

Durch Substitution vonxqin den anderen Gleichungen,

aj1x1+...+aj,q−1xq−1+ajqxq+aj,q+1xq+1+...+ajnxn=yj,

erḧalt man f̈urj=1,...,m, j=p:

aj1−
ajqap1
apq

x1+...+ aj,q−1−
ajqap,q−1
apq

xq−1+
ajq
apq
yp +

+ aj,q+1−
ajqap,q+1
apq

xq+1+...+ ajn−
ajqapn
apq

xn=yj.

Das Resultat ist ein zum Ausgangssystemäquivalentes System

Ã

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1
...

yp
...

xn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

y1
...

xq
...

ym

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (4.2.28)

wobei die Elemente der MatrixÃwie folgt bestimmt sind:

Pivotelement : ãpq=1/apq,

Pivotzeile : ãpk=apk/apq, k=1,...,n, k=q,

Pivotspalte : ãjq=ajq/apq, j=1,...,m, j=p,

sonstige : ãjk=ajk−ajqapk/apq, j=1,...,m, j=p, k=1,...,n, k=q.

Gelingt es, durch Fortsetzung des Verfahrens alle Komponenten vonxdurch solche von
yzu ersetzen, so hat man eine explizite Darstellung der L̈osung vony=A−1x.ImFall
m=nergibt sich so auch die InverseA−1, allerdings i. Allg. mit vertauschten Zeilen und
Spalten. Bei der Festlegung des Pivotelementes empfiehlt es sich aus Stabiliẗatsgr̈unden,
unter allen in Frage kommendenapqjeweils eines von m̈oglichst großem Betrag zu ẅahlen.

Satz 4.4 (Gauß-Jordan-Algorithmus):Es k̈onnen genaur=Rang(A)Austausch-
schritte durchgef̈uhrt werden.

Beweis:Das Verfahren breche nachrAustauschschritten ab. O.B.d.A. seienx1,...,xr
gegeny1,...,yrausgetauscht, so dass das resultierende System die folgende Gestalt hat:
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r

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

m−r

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ∗

∗ 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

y1
...

yr

xr+1
...

xn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1
...

xr

yr+1
...

ym

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

r n−r

Wählt man nuny1=···=yr=0, xr+1=λ1,···, xn=λn−r, so sind diex1,···,xr
dadurch eindeutig bestimmt, und es folgtyr+1 =···=ym =0.F̈ur beliebige Werte
λ1,···,λn−rist also

A

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1(λ1,···,λn−r)
...

xr(λ1,···,λn−r)

λ1
...

λn−r

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

...

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

d. h.: dim(Kern(A))≥n−r. Andererseits ist wegen der m̈oglichen freien Wahl von
y1,···,yroffenbar dim(Bild(A))≥r. Da dim(Bild(A)) + dim(Kern(A)) =nist, folgt
Rang(A) = dim(Bild(A)) =r. Q.E.D.

F̈ur ein quadratisches Gleichungssystem mit regul̈arer KoeffizientenmatrixA ist das
Gauß-Jordan-Verfahren zur Berechnung vonA−1also stets durchf̈uhrbar.

Beispiel 4.8: ⎡

⎢
⎢
⎣

1 2 1

−3 −5 −1

−7 −12 −2

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

y1

y2

y3

⎤

⎥
⎥
⎦

Austauschschritte: Mit ·wird das Pivotelement markiert.

x1 x2 x3

1 2 1 y1

−3 −5 −1 y2

−7 −12 −2 y3

x1 y3 x3

−1/6 −1/6 2/3 y1

−1/12 5/12 −1/6 y2

−7/12 −1/12 −1/6 x2
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x1 y3 y1

1/4 1/4 3/2 x3

−1/8 3/8 −1/4 y2

−5/8 −1/8 −1/4 x2

y2 y3 y1

−2 1 1 x3

−8 3 −2 x1

5 −2 1 x2

Inverse:

⎡

⎢
⎢
⎣

−2 −8 3

1 5 −2

1 −2 1

⎤

⎥
⎥
⎦

Lemma 4.3:Die zur Invertierung einer regul̈arenn×n-Matrix mit Hilfe der simultanen
Elimination oder des Gauß-Jordan-Algorithmus erforderliche Anzahl von arithmetischen
Operationen (

”
a. Op.“) ist

NGauß-Jordan(n)=n
3+O(n2).

Beweis:(i) Dien−1 Schritte der Vorẅartselimination an der MatrixAerfordert1
3
n3+

O(n2) a. Op.. Die simultane Bearbeitung der Spalten der Einheitsmatrix erfordert wegen
der Dreicksgestalt vonIzus̈atzliche1

6
n3+O(n2) a.Op..DieR̈uckẅartselimination zur

Erstellung der Einheitsmatrix links erfordert schließlich nochmal

(n−1)n+(n−2)n+...+n=
n(n−1)

2
n=
1

2
n3+O(n2)

Multiplikationen und Additionen und nachfolgend n2 Divisionen. F̈ur die gesamte Be-
rechnung der Inversen ergibt sich also:

1
3
n3+1

6
n3+1

2
n3+O(n2)=n3+O(n2).

(ii) Beim Gauß-Jordan-Verfahren erfordert derk-te Austauschschritt 2n+1 Divisionen
in Pivotzeile und -spalte und (n−1)2Multiplikationen und Additionen für den Update
der Restmatrix, also insgesamtn2+O(n) a. Op. Zur Berechnung der Inversen sindn
Austauschschritte durchzuf̈uhren, so dass sich ebenfalls ein Gesamtaufwand vonn3+
O(n2) a. Op. ergibt. Q.E.D.

4.2.6 Direkte LR-Zerlegung

Der Gauß-Algorithmus zur Berechnung der LR-Zerlegung A=LR(falls sie existiert)
kann auch in direkter Form geschrieben werden, bei der die ElementeljkvonLundrjk
vonRrekursiv berechnet werden. Die GleichungA=LRergibtn2Bestimmungsglei-
chungen f̈ur dien2unbekannten Gr̈oßenrjk,j≤k, ljk,j>k(ljj=1):

ajk=

min(j,k)

i=1

ljirik. (4.2.29)
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Die Reihenfolge der Berechnung von ljk,rjkist zun̈achst noch offen. Beim sog.”
Algo-

rithmus von Crout4“ wird die MatrixA=LRwie folgt parkettiert:

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

3

5
...

2 4 6 ···

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Die einzelnen Schritte des Algorithmus sind dann (lii≡1) :

k=1,···,n: a1k=
1

i=1

l1irik⇒ r1k:=a1k,

j=2,···,n: aj1=
1

i=1

ljiri1⇒ lj1:=r
−1
11aj1,

k=2,···,n: a2k=

2

i=1

l2irik⇒ r2k:=a2k−l21r1k,

...

und allgemein f̈urj=1,···,n:

rjk:=ajk−

j−1

i=1

ljirik, k=j, j+1,···,n,

lkj:=r
−1
jj akj−

j−1

i=1

lkirij , k=j+1,j+2,···,n.

(4.2.30)

Die Gauß-Elimination und die direkte Dreieckszerlegung unterscheiden sich nur in der Rei-
henfolge der Operationen und sind algebraisch v̈ollig̈aquivalent. Allerdings besteht bei der
direkten Dreieckszerlegung wegen der l̈angeren Summationsketten̈ahnlich wie beim Gram-
Schmitt-Algorithmus zur Orthonormalisierung von Vektoren eine gr̈osere Rundungsfeh-
leranf̈alligkeit (Ausl̈oschungsgefahr).

4Prescott D. Crout (1907–1984): US-Amerikanischer Mathematiker und Ingenieur; Professor am Mas-
sachusetts Institute of Technology (MIT); Beitr̈age zur numerischen Linearen Algebra (

”
Ashortmethod

for evaluating determinants and solving systems of linear equations with real or complex coefficients“,
Trans. Amer. Inst. Elec. Eng. 60, 1235-1241, 1941) und zur numerischen Elektrodynamik.
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4.3 Gleichungssysteme mit spezieller Struktur

4.3.1 Bandmatrizen

Die Anwendung der Gauß-Elimination zur L̈osung
”
großer“ Gleichungssysteme (n >

1000) ist mit großen technischen Schwierigkeiten verbunden, wenn der Kernspeicher des
Rechners nicht zur Speicherung der ganzen Koeffizientenmatrix ausreicht. In diesem Fall
m̈ussen externe Speicher verwendet werden, was wegen des Datentransfers die Rechenzeit
in die Ḧohe treibt. Viele der in der Praxis auftretenden großen Matrizen besitzen jedoch
eine besondere Struktur, welche es erlaubt, bei der Durchf̈uhrung der Gauß-Elimination
Speicherplatz zu sparen.

Definition 4.7: Eine MatrixA∈Rn,n heißt
”
Bandmatrix“ vom Bandtyp(ml,mr)mit

0≤ml,mr≤n−1,wenngilt:

ajk=0 f̈ur k<j−ml oder k>j+mr (j, k=1,...,n).

Die Elemente vonAsind also bis auf die Hauptdiagonale und ḧochstensml+mr Ne-
bendiagonalen gleich Null. Die Gr̈oßem=ml+mr+1ist dann die sog.”

Bandbreite“.

Beispiel 4.9:Wir geben einige einfache Beispiele von Bandmatrizen an:

Typ (n−1,0) untere Dreiecksmatrix

Typ (0,n−1) obere Dreiecksmatrix

Typ (1,1) Tridiagonalmatrix

Beispiel einer (16×16)-Matrix vom Bandtyp (4,4) :

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

B −I

−I B −I

−I B −I

−I B

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

16

B =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1

−1 4 −1

−1 4 −1

−1 4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

4

I =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

1

1

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

4

Satz 4.5 (Bandmatrix):IstA∈Rn×n eine Bandmatrix vom Typ(ml,mr),f̈ur die
das Gauß-Verfahren ohne Zeilenvertauschung durchf̈uhrbar ist, dann sind auch alle redu-
zierten Matrizen Bandmatrizen desselben Typs, und die FaktorenLundRder Dreiecks-
zerlegung vonAsind Bandmatrizen vom Typ(ml,0)bzw.(0,mr).DerAufwandf̈ur die
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Berechnung der LR-Zerlegung einer Bandmatrix vom Typ(ml,mr)ist

N=1
3
nmlmr+O(n(ml+mr)).

Beweis:Man erhält die Behauptung durch Nachrechnen (̈Ubung). Q.E.D.

Zur Durchf̈uhrung der Gauß-Elimination gen̈ugt es also bei Bandmatrizen, die Ele-
mente im

”
Band“ zu speichern. Bei Gr̈oßenordnungenn∼10.000 undm∼100 macht

dies die Anwendung des Verfahrens erst m̈oglich. Bei der obigen Modellmatrix ergibt
sich ein reduzierter Speicherplatzbedarf von 16×9 = 144 (oder weniger) anstatt der
16×16 = 256 f̈ur die volle Matrix. (Die Ausnutzung der Symmetrie wird sp̈ater noch
diskutiert.)

Eine extreme Ersparnis ergibt sich naẗurlich bei den besonders einfach strukturierten
Tridiagonalmatrizen ⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a1 b1

c2
...
...

...
...bn−1

cn an

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Hier lassen sich die Elemente der LR-Zerlegung

L=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

γ2
...
...1

γn 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, R=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α1 β1
...

...

αn−1 βn−1

αn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

durch einfache, rekursive Beziehungen bestimmen (Beweis durch Probe):

i=2,...,n−1:

α1 = a1 , β1 = b1,

γi = ci/αi−1 , αi = ai−γiβi−1 , βi = bi,

γn = cn/αn−1 , αn = an−γnβn−1 .

Hierzu sind offenbar nur 3n−2 Speicherpl̈atze und 2n−2 a. Op. erforderlich. Dieser
Spezialfall des Gauß-Verfahrens wird manchmal auch als

”
Thomas5-Algrothmus“ bezeich-

net.

Ḧaufig sind Bandmatrizen auch noch
”
d̈unn besetzt“, d. h.: Die meisten Elemente

innerhalb des Bandes sind Null. Dieser Umstand kann bei der Gauß-Elimination jedoch

5Llewellyn Hilleth Thomas(1903–1992): Britischer Physiker und angewandter Mathematiker; arbei-
tete ẅhrend des 2. Weltkriegs an einem ballistischen Forschungszentrum der US-Armee; ab 1945 am
Computing Laboratory (von IBM gestiftet) der Columbia University und 1946–1968 dort Prof. f̈ue Phy-
sik; danach bis 1978 an der North Carolina State-University; Beitr̈age zur angewandten Atomphysik;
erfand u. a. den Magnetkernspeicher.
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nicht zur Speicherersparnis ausgenutzt werden, da i. Allg. das ganze Band im Verlaufe
des Verfahrens mit Elementen ungleich Null aufgef̈ullt wird.

Wesentlich für Satz 4.5 war, dass das Gauß-Verfahren ohne Zeilenvertauschungen
durchgef̈uhrt werden kann, da andernfalls die Bandbreite anẅachst. Wir betrachten im
Folgenden zwei Klassen von Matrizen, bei denen dies der Fall ist.

4.3.2 Diagonaldominante Matrizen

Definition 4.8: Eine MatrixA=(aij)
n
i,j=1∈R

n×n heißt
”
diagonaldominant“, wenn

n

k=1,k=j

|ajk|≤|ajj|, j=1,...,n. (4.3.31)

Satz 4.6 (Existenz der LR-Zerlegung):Die Matrix A∈Rn×n sei regul̈ar und dia-
gonaldominant. Dann existiert eine LR-ZerlegungA=LR, die mit Gauß-Elimination
ohne Pivotierung bestimmt werden kann.

Beweis:DaAregul̈ar und diagonaldominant ist, mussa11= 0 sein. Folglich kann der
erste EliminationsschrittA:=A(0)→ A(1)ohnePivotierung durchgef̈uhrt werden. Die
Elementea

(1)
jk erḧalt man durcha

(1)
1k=a1k,k=1,...,n, und

j=2,...,n, k=1,...,n: a
(1)
jk=ajk−qj1a1k, qj1=

aj1
a11
.

Also gilt f̈urj=2,...,n:

n

k=2,k=j

|a
(1)
jk|≤

n

k=2,k=j

|ajk|+|qj1|

n

k=2,k=j

|a1k|

≤
n

k=1,k=j

|ajk|

≤|ajj|

−|aj1|+ |qj1|

=
aj1
a11

n

k=2

|a1k|

≤|a11|

−|qj1||a1j|

≤|ajj|−|qj1a1j|≤|ajj−qj1a1j|=|a
(1)
jj|.

Die MatrixA(1)=G1A
(0)ist regul̈ar und offenbar wieder diagonaldominant, und folglich

ista
(1)
22= 0 . Diese Eigenschaft bleibt also bei Durchf̈uhrung der Gauß-Elimination erhal-

ten. Der ganze Prozess ist somit ohne Zeilenvertauschungen durchf̈uhrbar. Q.E.D.

Bemerkung 4.1:Gilt in (4.3.31) f̈ur allej∈{1,...,n}die strikte Ungleichung, so
heißt die MatrixA

”
strikt diagonaldominant“. Der Beweis von Satz 4.6 zeigt, dass f̈ur ei-

ne solche die Gauß-Elimination stets ohne Pivotierung durchf̈uhrbar ist, d. h.: Die Matrix
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ist
”
regul̈ar“. Die obige Modellmatrix ist zwar diagonaldominant, aber nicht strikt dia-

gonaldominant. Dass sie trotzdem regul̈ar ist, wird sich sp̈ater aufgrund eines scḧarferen
Kriteriums ergeben.

4.3.3 Positiv definite Matrizen

Wir erinnern daran, dass eine (symmetrische) Matrix A∈Rn×n mit der Eigenschaft

(Ax, x)2>0, x∈Rn\{0}

”
positiv definit“ genannt wird.

Satz 4.7 (Existenz der LR-Zerlegung):F̈ur positiv definite MatrizenA∈Rn×n ist
die Gauß-Eliminationsverfahren ohne Zeilenvertauschung durchf̈uhrbar, und die dabei auf-
tretenden Pivotelementea

(i)
ii sind alle positiv.

Beweis:Da A symmetrisch und positiv definit ist, ist notwendiga11>0 , und die
Beziehung

a
(1)
jk=ajk−

aj1
a11
a1k=akj−

ak1
a11
a1j=a

(1)
kj

f̈urj, k=2,...,nzeigt, dass die im ersten Eliminationsschritt erzeugte (n−1)×(n−

1)-MatrixÃ(1)=(a
(1)
jk)j,k=2,...,nebenfalls symmetrisch ist. Wir wollen zeigen, dass sie

auch positiv definit ist, so dass wiedera
(1)
22>0 . Der Eliminationsprozeß kann dann mit

positivem Pivotelement fortgesetzt werden, und die Behauptung folgt durch Induktion.

Sei ̃x=(x2,...,xn)
T∈Rn−1\{0}undx=(x1,̃x)

T∈Rn mit

x1=−
1

a11

n

k=2

a1kxk.

Dann ist

0<

n

j,k=1

ajkxjxk=

n

j,k=2

ajkxjxk+2x1

n

k=2

a1kxk+a11x
2
1

−
1

a11

n

j,k=2

ak1a1jxkxj+
1

a11

n

k=2

a1kxk
2

=0(ajk=akj)

=

n

j,k=2

ajk−
ak1a1j
a11

=a
(1)
jk

xjxk+a11 x1+
1

a11

n

k=2

a1kxk
2

=0

und somit ̃xTÃ(1)x̃>0. Q.E.D.
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F̈ur positiv definite Matrizen existiert also stets eineLR-ZerlegungA=LR mit
positiven Pivotelementen

rii=a
(i)
ii>0, i=1,...,n.

Wegen A=AT gilt aber auch

A=AT=(LR)T=(LDR̃)T=R̃TDLT

mit den Matrizen

R̃=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 r12/r11 ··· r1n/r11
...

...
...

1 rn−1,n/rn−1,n−1

0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, D=

⎡

⎢
⎢
⎣

r11 0
...

0 rnn

⎤

⎥
⎥
⎦.

Mit der Eindeutigkeit der LR-Zerlegung folgt aus

A=LR=R̃TDLT

notwendigL=R̃T bzw.R=DLT. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.8:Positiv definite Matrizen gestatten eine sog.
”
Cholesky6-Zerlegung“.

A=LDLT=L̃̃LT (4.3.32)

mit der Matrix L̃:=LD1/2. Bei der Berechnung der Cholesky-Zerlegung gen̈ugt es, die
Matrizen D undLzu bestimmen. Dies reduziert die ben̈otigten Operationen auf

NCholesky(n)=
1
6
n3+O(n2).

Der sog.
”
Algorithmus von Cholesky“ zur Berechnung der Zerlegungsmatrix

L̃=

⎡

⎢
⎢
⎣

l̃11 0
...
...

l̃n1 ··· l̃nn

⎤

⎥
⎥
⎦

geht direkt von der BeziehungA=L̃̃LT aus, die man als ein System vonn(n+1)/2
Gleichungen f̈ur die Gr̈oßenl̃jk,k≤j, auffassen kann. Ausmultiplizieren von

⎡

⎢
⎢
⎣

l̃11 0
...
...

l̃n1 ··· l̃nn

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

l̃11 ··· l̃n1
...

...

0 l̃nn

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

a11 ··· a1n
...

...

an1 ···ann

⎤

⎥
⎥
⎦

6Andr̈‘e Louis Cholesky (1975–1918): Franz̈osischer Mathematiker; Miliẗarkarriere; Beitr̈age zur Nu-
merischen Linearen Algebra.
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ergibt in der ersten Spalte vonL̃:

l̃211=a11, l̃21̃l11=a21, ... , l̃n1̃l11=an1,

woraus sich

l̃11=
√
a11, j=2,...,n: l̃j1=

aj1

l̃11
=
aj1
√
a11
, (4.3.33)

berechnet. Seien nun f̈ur eini∈{2,···,n}die Elementel̃jk,k=1,...,i−1,j=
k,...,n, schon bekannt. Dann erḧalt man aus

l̃2i1+l̃
2
i2+...+l̃

2
ii=aii, l̃ii>0,

l̃j1̃li1+l̃j2̃li2+...+l̃jĩlii=aji,

die n̈achsten Elementel̃iiundl̃ji,j=i+1,...,n,gem̈aß

l̃ii= aii−l̃2i1−l̃
2
i2−...−l̃

2
i,i−1,

l̃ji=l̃
−1
ii aji−l̃j1̃li1−l̃j2̃li2−...−l̃j,i−1̃li,i−1 , j=i+1,...,n,

4.4 Nicht regul̈are Systeme

Mit einer (nicht notwendig quadratischen) Matrix A∈Rm×n und einem Vektorb∈Rm

sei das Gleichungssystem

Ax=b (4.4.34)

gegeben. Es wird hier auch Rang(A)<Rang[A, b] zugelassen, d. h.: Das System muss
nicht unbedingt im eigentlichen Sinne l̈osbar sein. In diesem Fall wird ein geeigneter erwei-
terter L̈osungsbegriff eingef̈uhrt. Wir betrachten im Folgenden die auf Gauß zur̈uckgehen-
de sog.

”
Methode der kleinsten Fehlerquadrate“. Dabei wird ein Vektor ̄x∈Rn gesucht,

dessen Defektd≡Āx−bbzgl. der euklidischen Norm minimal ist. Dieser L̈osungsbegriff
f̈allt naẗurlich im Falle Rang(A)=Rang[A, b] mit dem̈ublichen zusammen.

Satz 4.9 (
”
Least-Squares“-L̈osung):Es existiert stets eine

”
L̈osung“x̄∈Rn von

(4.4.34) mit kleinsten Fehlerquadraten (
”
Least-Squares“ -L̈osung)

Āx−b2=min
x∈Rn

Ax−b2. (4.4.35)

Dies istäquivalent dazu, dassx̄L̈osung der sog.
”
Normalgleichung“ ist:

ATĀx=ATb. (4.4.36)

Im FalleRang(A)=nistx̄eindeutig bestimmt, andernfalls ist jede weitere L̈osung von
der Formx̄+ymit y∈Kern(A).
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Beweis:(i) Sei ̄xL̈osung der Normalgleichung. F̈ur ein beliebigesx∈Rn gilt dann

Ax−b22= Āx−b+A(x−x̄)22
= Āx−b22+2 (Āx−b

∈Kern(AT)

,A[x−x̄])

∈Bild(A)

+A(x−x̄)22≥ Āx−b22,

d. h.: ̄xist Minimall̈osung. F̈ur eine Minimall̈osung ̄xgilt umgekehrt notwendig

0=
∂

∂xi
Ax−b22|x=̄x=

∂

∂xi

n

j=1

n

k=1

ajkxk−bj
2

|x=̄x

=2

n

j=1

aji

n

k=1

ajk̄xk−bj =2(A
TĀx−ATb)i,

d. h.: ̄xl̈ost die Normalgleichung.

(ii) Wir untersuchen nun die L̈osbarkeit der Normalgleichung. Das orthogonale Komple-
ment von Bild(A)inRm ist Kern(AT) . Also besitztbeine eindeutige Zerlegung

b=s+r, s∈Bild(A), r∈Kern(AT).

F̈ur ein ̄x∈Rn mit Āx=sgilt dann

ATĀx=ATs=ATs+ATr=ATb,

d. h.: x̄ l̈ost die Normalgleichung. Im Falle Rang(A)=nist Kern(A) ={0}und
Bild(A)=Rn.AusATAx= 0 folgt also wegen Kern(AT)⊥Bild(A) notwendigAx=0
bzw.x= 0 . Die MatrixATA∈Rn×n ist regul̈ar und folglich ̄xeindeutig bestimmt. Im
Falle Rang(A)<ngilt f̈ur jede weitere L̈osungx1der Normalgleichung

b=Ax1+(b−Ax1)∈Bild(A)+Kern(A
T).

Wegen der Eindeutigkeit dieser orthogonalen Zerlegung ist notwendig Ax1=Āxbzw.
x̄−x1∈Kern(A). Q.E.D.

4.4.1 Gaußsche Ausgleichsrechnung

Im Anschluss an Satz 4.9 betrachten wir als klassische Anwendung der Methode der klein-
sten Fehlerquadrate, die sog.

”
Gaußsche Ausgleichsrechnung“ (kurz

”
Gauß-Ausgleich“).

Die Aufgabenstellung ist dabei die folgende:

Zu gegebenen Funktionenu1,...,un und Punkten (xj,yj)∈R
2,j=1,...,m, m > n,

ist eine Linearkombination

u(x)=

n

k=1

ckuk(x)
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so zu bestimmen, dass die sog.
”
mittlere Abweichung“

Δ2≡
m

j=1

|u(xj)−yj|
2
1/2

m̈oglichst klein wird. (Die sog.
”
Tschebyscheffsche Ausgleichsaufgabe“, bei der die

”
ma-

ximale Abweichung“
Δ∞ ≡ max

j=1,...,m
|u(xj)−yj|

minimiert wird, ist i. Allg. wesentlich schwieriger zu behandeln.) Zur L̈osung der Gauß-
Ausgleichsaufgabe setzen wir

y:= (y1,...,ym)
T, c:= (c1,...,cn)

T,

ak:= (uk(x1),...,uk(xm))
T,k=1,...,n, A:= [a1,...,an].

Zu minimieren ist also bzgl.c∈Rn das Funktional

F(c); =Ac−y2.

Dies ist gleichbedeutend damit, f̈ur das (̈uberbestimmte) GleichungssystemAc=yeine

”
L̈osung“ mit kleinsten Fehlerquadraten zu ermitteln. Im Falle Rang(A)=nist die
eindeutige

”
L̈osung“cdann bestimmt als L̈osung der Normalgleichung

ATAc=ATy.

Ist spezielluk(x)=x
k−1,sonenntmandie

”
optimale“ L̈osung

u(x)=
n

k=1

ckx
k−1

die
”
Gauß-Ausgleichsparabel“ zu den Punkten (xj,yj),j=1,...,m. Wegen der Regu-

lariẗat der sog.
”
Vandermondschen7Determinante“

det

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 x1 ···x
n−1
1

1 x2 ···x
n−1
2

...
...

...

1 xn ···x
n−1
n

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

n

j,k=1,j<k

(xk−xj)=0

f̈ur paarweise verschiedene Sẗutzstellenxjist dann stets Rang(A)=n,d.h.:DieAus-
gleichsparabel ist eindeutig bestimmt.

7Alexandre-Thophile Vandermonde (1735–1796): Franz̈osischer Mathematiker; begabter Musiker, kam
sp̈at zur Mathematik und publizierte hierzu nur vier Arbeiten (trotzdem Mitglied der Akademie der Wis-
senschaften in Paris); Beitr̈age zur Determinantentheorie und kombinatorischer Probleme (kurioserweise
taucht die nach ihm benannte

”
Determinante“ in keiner dieser Arbeiten explizit auf).
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Beispiel 4.10:Zu den Messdaten

xi −2 −1 0 1 2

yi 0.5 0.5 2 3.5 3.5

soll mit Hilfe des Gauß-Ausgleichs eine lineare Funktiony(x)=a+bxangepasst werden.
Dies istäquivalent zur L̈osung des̈uberbestimmten Gleichungssystems

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −2

1 −1

1 0

1 1

1 2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a

b
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0.5

0.5

2

3.5

3.5

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Die zugeḧorige Normalgleichung lautet:

1 1 1 1 1

−2 −1 0 1 2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −2

1 −1

1 0

1 1

1 2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a

b
=

1 1 1 1 1

−2 −1 0 1 2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0.5

0.5

2.0

3.5

3.5

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→
5 0

0 10

a

b
=

10

9
→

a

b
=

2

0.9
.

Es ergibt sich die L̈osungy(x)=2+0.9xmit der mittleren Abweichung:

Δ2=

5

i=1

|y(xi)−yi|
2
1/2

=
√
0.9<1,

und der maximalen Abweichung:

Δ∞ =max
1≤i≤5

|y(xi)−yi|=0.6.

Durch geometrische Anschauung erḧalt man in diesem Fall auch die L̈osung des Tscheby-
scheff-Ausgleichproblems:
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-2 -1 0 1 2 3-3

1

2

3

4

y(x) = 2+x

Δ2= 1

Δ∞= 0.5

Abbildung 4.1: L̈osung der Tschebyscheff-Ausgleichsaufgabe

Bemerkung 4.2:Wesentlich für die Anwendbarkeit des Gauß-Ausgleichs ist, dass f̈ur
die zu bestimmenden Gr̈oßen eine

”
lineare“ Beziehung gegeben ist, z. B.y(x)=a+

bx. Ist die gegebene Beziehung (etwa aus physikalischen Gr̈unden) nichtlinear, so kann
man versuchen, aus ihr eine lineare Beziehung f̈ur unter Umsẗanden andere Gr̈oßen zu
gewinnen, aus denen sich dann nachtr̈aglich die eigentlich gesuchten Gr̈oßen bestimmen
lassen; z. B.:

y(x)=
a

1+bx
.

Umformung:
1

a
+
b

a
x=

1

y(x)
, neue Gr̈oßen: ã=

1

a
, b̃=

b

a
.

Zur Berechnung der L̈osung mit kleinsten (Fehler-)Quadraten eines irregul̈aren Sy-
stemsAx=bmuss die Normalgleichung ATAx=ATbgel̈ost werden. Dessen Matrix
besitzt einige Besonderheiten, die in folgendem Lemma zusammengefasst sind.

Lemma 4.4:F̈ur eine MatrixA∈Km×n mit m≥nist die MatrixĀTA∈Kn×n stets
hermitesch (symmetrisch) und positiv semi-definit. Im FallRang(A)=nistĀTAsogar
positiv definit.

Beweis:Nach den Regeln der Matrizenrechnung gilt:

(̄ATA)T=ATĀ=ĀTA, x̄T(̄ATA)x=(Ax)
T
Ax= Ax2

2≥0,

d. h.:ĀTAist hermitesch und positiv semi-definit. Im Fall Rang(A)=nist die Matrix
als AbbildungA:Kn→ Km (n≤m) injektiv, d. h.: Ax2= 0 impliziertx=0.Die
Matrix ĀTAist also positiv definit. Q.E.D.
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Die L̈osung des Normalgleichungssystems kann wegen der Symmetrie der MatrixATA
prinzipiell mit dem Cholesky-Algorithmus erfolgen. I. Allg. ist sie aber sehr schlecht kon-
ditioniert; im Fallm=nist

cond(ATA)∼cond(A)2. (4.4.37)

Beispiel 4.11:Bei 3-stelliger Rechnung erḧalt man

A=

⎡

⎢
⎢
⎣

1.07 1.10

1.07 1.11

1.07 1.15

⎤

⎥
⎥
⎦ → ATA=

3.43 3.60

3.60 3.76
.

AberATAist nichtpositiv definit: (−1,1)·ATA·(−1,1)T=−0.01 , d. h. Das Cholesky-
Verfahren wird i. Allg. keine L̈osung liefern!

Wir werden nun eine Methode betrachten, die es gestattet, die Cholesky-Zerlegun
ATA=LTLohne explizites Ausmultipkizieren der MatrixATAzu berechnen. F̈ur sp̈ate-
re Zwecke wird dabei der Fall komplexer Matrizen zugelassen.

Satz 4.10 (QR-Zerlegung):SeiA∈Km×n eine rechteckige Matrix mitm≥nund
Rang(A)=n. Dann existiert eine eindeutig bestimmte MatrixQ∈Km×n mit der Ei-
genschaft

Q̄TQ=I (K=C), QTQ=I (K=R), (4.4.38)

und eine eindeutig bestimmte obere DreiecksmatrixR∈Kn×n mit reellen Diagonalele-
menten rii>0,i=1,...,n, so dass

A=QR. (4.4.39)

Wegen Q̄TQ=Isind offenbar die Spalten vonQpaarweise orthonormal;Qwird daher

”
orthogonale“ (genauer

”
orthonormale“) Matrix genannt (im Fallem =n

”
uniẗare“

Matrix).

Beweis:(i) Die MatrixQwird durch sukzessive Orthonormalisierung der Spaltenvekto-
renak,k=1,...,n,vonAerzeugt. Nach dem Gram-Schmidt-Verfahren setzt man

q1≡ a1
−1
2 a1

k=2,...,n: q̃k≡ak−

k−1

i=1

(ak,qi)2qi, qk≡ q̃k
−1
2 q̃k.

Wegen Rang(A)=nsind dienSpaltenvektoren{a1,...,an}linear unabḧangig, und
der Orthonormalisierungsprozess kann folglich nicht vorzeitig abbrechen.
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(ii) Die MatrixQ ≡ [q1,...,qn] ist konstruktionsgem̈aß orthonormal. Ferner gilt f̈ur
k=1,...,n:

ak=̃qk+
k−1

i=1

(ak,qi)2qi= q̃k 2qk+
k−1

i=1

(ak,qi)2qi

bzw.

ak=
k

i=1

rikqk, rkk≡ q̃k 2∈R+, rik≡(ak,qi)2.

Setzt man nochrik≡0f̈uri>k,soistdies̈aquivalent zur Gleichung

A=QR

mit der oberen Dreiecksmatrix R=(rik)∈K
n×n.

(iii) Zum Beweis der Eindeutigkeit der QR-Zerlegung seienA=Q1R1undA=Q2R2
zwei solche Zerlegungen. DaR1undR2regul̈ar sind (det(Ri)>0) , gilt:

Q :=Q̄T2Q1 = R2R
−1
1 rechte obere Dreiecksmatrix,

Q̄T = Q̄T1Q2 = R1R
−1
2 rechte obere Dreiecksmatrix.

Wegen Q̄TQ=R1R
−1
2 R2R

−1
1 =IistQ orthonormalunddiagonalmit |λi|=1.Aus

QR1=R2folgtλir
1
ii=r

2
ii>0 und damitλi∈Rsowieλi=1.AlsoistQ=I,d.h.

R1=R2, Q1=AR
−1
1 =AR

−1
2 =Q2

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

Im FallK=Rgeht die NormalgleichungATAx=ATbbei Verwendung der QR-
Zerlegungüber in

ATAx=RTQTQRx=RTRx=RTQTb,

bzw. wegen der Regulariẗat vonRT,

Rx=QTb. (4.4.40)

Dieses System ist nun durch R̈uckẅartseinsetzen l̈osbar. Wegen

ATA=RTR (4.4.41)

ist mitRalso die Cholesky-Zerlegung vonATAbestimmt, ohneATAexplizit berechnen
zu m̈ussen. Bei einer quadratischen MatrixA∈Rn×n erfordert die Berechnung der QR-
Zerlegung etwa dendoppeltenAufwand wie zur Berechnung der LR-Zerlegung mit dem
Gauß-Algorithmus:NQR(n)=

2
3
n3+O(n2).
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4.4.2 Householder-Verfahren

Die in Satz 4.9 verwendete Gram-Schmidt-Orthogonalisierung zum Nachweis der Exi-
stenz der QR-Zerlegung ist ungeeignet zur praktischen Berechnung vonQ undR,da
aufgrund von Ausl̈oschung die Orthonormaliẗat der Spalten vonQ rasch verloren geht.
Die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist kein numerisch gutartiger Algorithmus. Eine
stabilere Methode zur Erstellung der ZerlegungA=QR ist das sog.

”
Householder8-

Verfahren“, welches wir nun beschreiben wollen. Zur Verwendung an sp̈aterer Stelle lassen
wir dabei wieder komplexe Matrizen zu. F̈ur einen Vektorv∈Km nennt man

v̄vT:=

⎡

⎢
⎢
⎣

v1
...

vm

⎤

⎥
⎥
⎦[̄v1,...,̄vm]=

⎡

⎢
⎢
⎣

|v1|
2 v1̄v2 ··· v1̄vm
...

vmv̄1 vmv̄2 ··· |vm|
2

⎤

⎥
⎥
⎦∈K

m×m

sein
”
dyadisches Produkt“ (im Gegensatz zum

”
skalaren Produkt“ ̄vTv= v22).

Definition 4.9: F̈ur einen Vektorv∈Kn mit v2=1, heißt die Matrix

S=I−2v̄vT∈Km×m

”
Householder-Transformation“. Offenbar istS=S̄T=S−1d. h.:S(und auchS̄T)ist
hermitesch und uniẗar. Ferner ist das Produkt von zwei Householder-Transformationen
wieder uniẗar.

Zur geometrischen Interpretation der Householder-TransformationSbeschr̈anken wir
uns auf denR2und betrachten dort f̈ur irgendeinen normierten Vektorv, v2=1,die
Basis{v, v⊥},wobeivTv⊥=0.F̈ur einen Vektoru=αv+βv⊥∈R2ist dann

Su =(I−2vvT)(αv+βv⊥)

= αv+βv⊥−2α(vvT)v

=1

−2β(vvT)v⊥

=0

=−αv+βv⊥.

Die Anwendung von S= I−2vvT auf einen Vektorubewirkt also in der Ebene
Span{v, u}eine Spiegelung vonuan der orthogonalen Achse Span{v⊥}.

Ausgehend von einer MatrixA∈Km×n erzeugt nun das Householder-Verfahren inn
Schritten eine Folge von Matrizen

A:=A(0)→ ···→A(i−1)→ ···→A(n):=̃R,

8Alston Scott Householder (1904–1993): US-Amerikanischer Mathematiker; Direktor des Oak Ridge
Natioanl Laboratory (1948-1969), danach Professor an der University of Tennessee; Arbeiten zur mathe-
matischen Biologie, aber am besten bekannt durch fundamentalen Beitr̈age zur Numerik, insbesondere
zur numerischen Lineare Algebra.
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wobeiA(i−1)die Gestalt hat:

A(i−1)=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ∗

∗
...

...

∗

∗ ··· ∗

0

∗ ··· ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i

i

Imi-ten Schritt wird eine Householder-TransformationSi∈K
m×m so bestimmt, dass

SiA
(i−1)=A(i).

NachnSchritten ist dann

R̃=A(n)=SnSn−1···S1A=:
¯̃QTA,

wobei ¯̃Q∈Km×m als Produkt uniẗarer Matrizen selbst uniẗar ist, undR̃∈Km×n die
folgende Gestalt hat:

R̃=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r11 ··· r1n
...

...

0 rnn

0 ··· 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
n

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

m.

Dies ergibt die Darstellung
A=S̄T1···̄S

T
nR̃=Q̃R̃.

Hieraus erḧalt man die geẅunschte QR-Zerlegung vonA einfach durch Streichen der
letztenm−nSpalten inQ̃ sowie der letztenm−nZeilen inR̃:

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Q ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

·

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

R

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

n

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
m−n

= QR

n m-n
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Man beachte, dass hier die Diagonalelemente von Rnicht notwendig positiv sein m̈ussen,
d. h.: Der Householder-Algorithmus liefert inder Regel nicht die durch Satz 4.10 gegebene

”
eindeutig bestimmte“ QR-Zerlegung mit Eintr̈agenrii>0.

Wir beschreiben nun den Transformationsprozess im Detail. Seien akdie Spaltenvek-
toren der MatrixA.

1. Schritt:S1wird so geẅahlt, dassS1a1∈Span{e1}.

−||a1||2e1 ||a1||2e1

a1−||a1||2e1 a1+||a1||2e1a1

Spiegelungsachse

x1

Abbildung 4.2: Schema der Householder-Transformation

Im Folgenden werden euklidische Norm und Skalarprodukt zur Abk̈urzung mit ·=
·2und (·,·)=(·,·)2bezeichnet. Der Vektora1wird an der Achse Span{a1+ a1e1}
(oder Span{a1− a1e1})indiex1-Achse gespiegelt. (Zur Vermeidung von Ausl̈oschung
ẅahlt man geẅohnlich das Vorzeichen entsprechend sgn(a11) .) Im Fallea11≥0 ist also

v1=
a1+ a1e1
a1+ a1e1

, v⊥1=
a1− a1e1
a1− a1e1

.

Die MatrixA(1)=(I−2v1̄v
T
1)Ahat dann die Spaltenvektoren

a
(1)
1 =−a1e1, a

(1)
k =ak−2(ak,v1)v1, k=2,...,n.

Sei nun die transformierte MatrixA(i−1)schon berechnet.

i-ter Schritt:F̈urSimachen wir den folgenden Ansatz:

Si =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

I 0

0 I−2̃vī̃v
T
i

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=I−2vīv
T
i, vi=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
...

0

ṽi

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

i-1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

m

i-1
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Die Anwendung der (uniẗaren) MatrixSivon links aufA
(i−1) l̈asst die ersteni−1

Zeilen- und Spalten vonA(i−1) unver̈andert. Zur Konstruktion vonviwenden wir die
Überlegung vom 1. Schritt auf die Teilmatrix:

Ã(i−1)=

⎡

⎢
⎢
⎣

ã
(i−1)
ii ··· ã

(i−1)
in

...
...

ã
(i−1)
mi ··· ã

(i−1)
mn

⎤

⎥
⎥
⎦= ã

(i−1)
i ,...,̃a(i−1)n

an. Es ist demnach

ṽi=
ã
(i−1)
i − ã

(i−1)
i ẽi

...
, ṽ⊥i=

ã
(i−1)
i + ã

(i−1)
i ẽi

...
,

und die MatrixA(i)hat die Spaltenvektoren

a
(i)
k =a

(i−1)
k , k=1,...,i−1,

a
(i)
i =(a

(i−1)
1i , ... , a

(i−1)
i−1,i,ã

(i−1)
i ,0,...,0)T,

a
(i)
k =a

(i−1)
k −2(̃a

(i−1)
k ,̃vi)vi, k=i+1,...,n.

4.5 Die Singul̈arwertzerlegung

Die in den vorhergehenden Abschnitten vorgestellten Methoden zur L̈osung linearer Glei-
chungssysteme oder Ausgleichsprobleme (Methode der kleinsten Fehlerquadrate) werden
numerisch unzuverl̈assig, wenn die Matrizen sehr schlecht konditioniert sind. Es kann sein,
dass eine eigentlich regul̈are Matrix f̈ur die numerische Rechnung singul̈ar erscheint. Die
Bestimmung des Ranges einer Matrix ist mit der LR- oder QR-Zerlegung oft nicht mit
gen̈ugender Sicherheit zu entscheiden. Die derzeit zuverl̈assigste Technik zur Behandlung
nahezu rang-defizienter linearer Gleichungs- und Ausgleichsprobleme verwendet die sog.

”
Singul̈arwertzerlegung“ (

”
singular value decomposition“,

”
SVD“) einer Matrix. Dabei

handelt es sich um einer spezielle
”
orthogonale“ Zerlegung, welche die Matrix von beiden

Seiten transformiert.

Es seiA∈Rm×n gegeben. Weiter seienQ∈Rm×m undZ∈Rn×n orthogonal. Dann
gilt

QAZ 2= A2, (4.5.42)

so dass auch solche beidseitigen Transformationen die Kondition der MatrixA nicht
verschlechtern. F̈ur geeignete MatrizenQundZerḧalt man nun pr̈azise Informationen
über den Rang einer Matrix. Außerdem l̈asst sich das Ausgleichsproblem auch im Fall
reduzierten Ranges befriedigend l̈osen. Allerdings ist die numerisch stabile Berechnung
solcher Transformationen recht aufwendig,wie aus der Tabelle am Ende dieses Abschnittes
hervorgeht.
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Satz 4.11 (Singul̈arwertzerlegung):Es seiA∈Rm×n. Dann existieren orthogonale
Matrizen V∈Rn×n undU∈Rm×m, so dass

UTAV=Σ=diag(σ1,...,σp)∈R
m×n, p= min(m, n), (4.5.43)

wobeiσ1≥σ2≥ ···≥σp≥0.

Je nachdem, obm≤noderm≥nist, erḧalt Σ die Gestalt

⎛

⎜
⎜
⎝

σ1 0
... 0

0 σm

⎞

⎟
⎟
⎠ oder

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

σ1
...

σn

0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Man nennt die Werte σidie”
singul̈aren Werte“ der MatrixA. Aus (4.5.43) liest man

unmittelbar ab, dass mit den Spaltenvektorenui,vivonU,V gilt:

Avi=σiui, ATui=σivi,

f̈uri=1,...,min(m, n) . Daraus ergibt sich

ATAvi=σ
2
ivi, AATui=σ

2
iui.

Die singul̈aren Werteσi,i=...,min(m, n) sind also gerade die Wurzeln der Eigenwerte
vonATAbzw.AAT.

Die Existenz einer Zerlegung der Form (4.5.43) l̈asst sich mit der letztenÜberlegung
unmittelbar darauf zur̈uckf̈uhren, dassATAsich durch orthogonale Matrizen auf Diago-
nalgestalt transformieren l̈asst,

QT(ATA)Q=D.

Wir geben hier einen alternativen, mehr konstruktiven Beweis.

Beweis:Es seiσ= A2. WegenA2=maxx2=1 Ax2existiert einx∈R
n mit

Ax=σy , x2= y2=1.

Wir ergänzenxundyzu Orthonormalbasen desRn undRm:

U=[y,̃y], V=[x,̃x].

Damit ergibt sich

A1≡U
TAV=

σ wT

0 B

mit einem Vektor w∈Rn−1und einer MatrixB.DaUundV orthogonal sind, folgt
aus (4.5.42):
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A1 2= A2=σ.

Andererseits gilt

A1(σ, w)
T 2
2= (σ2+ w2

2,Bw)
T 2
2≥(σ

2+ w2
2)
2=(σ2+ w2

2)(σ, w)
T 2
2

und somitw≡0 . Der Rest folgt mit vollsẗandiger Induktion. Q.E.D.

Wir stellen nun einige einfache Folgerungen aus (4.5.43) zusammen. Die singulären
Werte seien geordnet in der Form σ1≥ ···≥σr>σr+1=···=σp=0,p= min(m, n).

-Rang(A)=r,

-Kern(A) = Span{vr+1,...,vn},

- Bild(A) = Span{u1,...,ur},

-A=UrΣrV
T
r ≡

r
i=1σiuiv

T
i (Singul̈arwertzerlegung vonA),

- A2=σ1=σmax,

- AF=(σ
2
1+···+σ

2
r)
1/2.

Wir betrachten nun das Problem der Bestimmung des
”
numerischen Rangs“ einer Matrix.

Wir definieren
Rang(A, ε)= min

A−B 2≤ε
Rang(B).

Man bezeichnet eine Matrix als
”
numerisch rang-defizient“, falls

Rang(A, ε)<min(m, n), ε=epsA2.

Stammen die Eintr̈age der Matrix z. B. aus Messreihen, so ist statt dessenεan die
Genauigkeit der Meßergebnisse zu kn̈upfen.

Satz 4.12 (Fehlerabscḧatzung):Es seienA, U, V ,Σ wie in Satz4.11.Fallsk<
r= Rang(A), so gilt mit der abgeschnittenen Singul̈arwertzerlegung

Ak=

k

i=1

σiuiv
T
i

die Abscḧatzung
min

Rang(B)=k
A−B 2= A−Ak 2=σk+1.

Als Konsequenz ergibt sich f̈urrε=Rang(A, ε)die Beziehung

σ1≥ ···≥σrε>ε≥σrε+1≥ ···≥σp, p= min(m, n).
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Beweis:Wegen

UTAkV=diag(σ1,...,σk,0,...,0)

folgt Rang(Ak)=k. Weiter erḧalt man

UT(A−Ak)V= diag(0,...,0,σk+1,...,σp)

und wegen der Orthogonaliẗat vonUundVsomit

A−Ak 2=σk+1.

Es bleibt zu zeigen, dass f̈ur jede andere MatrixBmit Rang kdie Ungleichung

A−B 2≥σk+1

gilt. Dazu ẅahlt man eine Orthonormalbasis{x1,...,xn−k}von Kern(B) . Aus Dimen-
sionsgr̈unden gilt offensichtlich

Span{x1,...,xn−k}∩Span{v1,...,vk+1} =∅.

Seizmit z2= 1 aus dieser Menge. Es gilt dann

Bz=0, Az=

k+1

i=1

σi(v
T
iz)ui

und somit

A−B 2
2≥ (A−B)z22= Az 2

2=

k+1

i=1

σ2i(v
T
iz)

2≥σ2k+1.

Hier wurde ausgenutzt, dassz= k+1
i=1(v

T
iz)viund deshalb

1=z22=

k+1

i=1

(vTiz)
2.

Q.E.D.

Mit Hilfe der Singulärwertzerlegung l̈asst sich auch das Ausgleichsproblem elegant
l̈osen. Es sei im Folgenden wiederm≥n. Wir haben bereits gesehen, dass jede Mini-
mall̈osung,

Ax−b2=min

notwendig der Normalgleichung
ATAx=ATb

gen̈ugt. Die L̈osung ist jedoch nur im (numerisch nicht unbedingt eindeutig feststellba-
ren) Fall, dass Rang(A)=nmaximal ist, eindeutig bestimmt. In diesem Fall ist ATA
invertierbar und es giltx=(ATA)−1ATb.
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Im Fall Rang(A)<nbesitzen die Normalgleichungen unendlich viele L̈osungen. Ein-
deutigkeit erzielt man durch die Zusatzforderung, dass diejenige L̈osung gesucht wird, die
z. B, minimale euklidische Norm besitzt. Diese heißt die

”
Minimallösung“ des Ausgleichs-

problems.

Satz 4.13 (Minimall̈osung):Es seiA=UΣVT die Singul̈arwertzerlegung der Matrix
A∈Rm×n und es seir=Rang(A).Dannist

x̄=

r

i=1

uTib

σi
vi

die eindeutig bestimmte L̈osung der Normalgleichung mit minimaler euklidischer Norm.
Der Fehler gen̈ugt der Beziehung

ρ2= Āx−b22=

m

i=r+1

(uTib)
2.

Beweis:F̈ur jedesx∈Rn gilt die Identiẗat

Ax−b22= AV VTx−b22= UTAV VTx−UTb22= ΣVTx−UTb22.

Mit der Abkürzungz=VTxliefert dies

Ax−b22= Σz−UTb22=
r

i=1

(σizi−u
T
ib)

2+
m

i=r+1

(uTib)
2.

Ein Minimum erf̈ullt also notwendigσizi=u
T
ib, i=1,...,r. Unter allenzmit dieser

Eigenschaft hat dasjenige mitzi=0,i=r+1,...,m, die minimale euklidische Norm.
Die Identiẗat f̈ur den Fehler ist offensichtlich. Q.E.D.

Die eindeutig bestimmte Minimall̈osung des Ausgleichsproblems l̈asst sich kompakt
wie folgt darstellen: Es sei

Σ+=diag(σ−11 ,...,σ
−1
r ,0,...,0)∈R

n×m.

Wir nennen die Matrix

A+=VΣ+UT (4.5.44)

die
”
Pseudo-Inverse“ der MatrixA(oder auch die die

”
Penrose9-Inverse“ (1955)).

9Roger Penrose (1931–): Englischer Mathematiker; Professor am Birkbeck College in London (1964)
und seit 1973 Professor an der Universiẗat Oxford; fundamentale Beitr̈age in der Mathematik zur Theorie
von Halbgruppen, zur Matrix-Analysis und zur Theorie von

”
Kachelungen“ sowie in der Theoretischen

Physik zur Kosmologie, Relativiẗats- und Quantentheorie.
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Der letzte Satz besagt

x̄=A+b, ρ= (I−AA+)b2. (4.5.45)

Die Pseudo-Inverse ist die eindeutige L̈osung von

min
X∈Rn×m

AX−IF,

mit der Frobenius-Norm ·F. Da die Identiẗat in (4.5.45) f̈ur allebgilt, folgt

Rang(A)=n ⇒ A+=(ATA)−1AT

Rang(A)=n=m ⇒ A+=A−1.

In der numerischen Praxis ist bei der Definition der Pseudoinversen naẗurlich der (ge-
eignet definierte) numerische Rang zu benutzen. Die numerisch stabile Berechnung der
Singul̈arwertzerlegung ist recht aufwendig. Auf Einzelheiten kann hier nicht eingegangen
werden; es sei auf das Buch von Golub/van Loan:

”
Matrix Computations“ verwiesen.

4.6Übungsaufgaben

Übung 4.1: Man zeige, dass für jede Vektornorm · aufKn durch

A := sup
Ax

x
,x∈Kn,x=0 =sup Ax,x∈Kn,x =1

eine mit ihr
”
vertr̈agliche“ Matrizennorm erkl̈art ist. Diese wird als die von · erzeug-

te
”
naẗurliche“ Matrizennorm bezeichnet. Warum kann die Quadratsummennorm (sog.

”
Frob enius-Norm“ )

AFR=

n

i,j=1

|aij|
2
1/2

keine naẗurliche Matrizennorm sein?

Übung 4.2: Man betrachte das lineare Gleichungssystem

0,5 0,5

0,5 −1

x1

x2
=

1

1
.

Wie groß sind die relativen Fehler δx1/x1und δx∞/x∞, wenn der relative Fehler
in den Matrixelementen ḧochstens±1% und der in den Komponenten der rechten Seite
ḧochstens±3% betr̈agt? Man zeichne die Punktmenge imR2, in denen die L̈osungx+δx
des gesẗorten Systems liegt. (Hinweis: Man berechne die Inverse der Koeffizientenmatrix
und bestimme damit diel1- und diel∞-Kondition.)
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Übung 4.3: a) Man l̈ose durch Gauß-Elimination (ohne Pivotierung) das lineare Glei-
chungssystemAx=b, wobei (Hinweis: Der L̈osungsvektor ist ganzzahlig.)

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1

−3
2
30 −12 0

1 −15 0 −4

0 −6 18 8

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, b=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

3

3

2

−4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

b) Man bestimme dieLR-Zerlegung vonAund berechne die Determinante det(A). c)
Man bestimme die Inverse A−1und die Konditionszahl cond∞(A)=A∞ A

−1
∞.

Übung 4.4: SeiA=(aij)
n
i,j=1 ∈R

n×n eine symmetrische, positiv definite Matrix. Der
Gauß-Algorithmus (ohne Pivotierung) erzeugt bei Anwendung aufAeine Folge von Ma-
trizenA=A(0)→ ...→ A(k)→ ...→ A(n−1)=R mit einer oberen Dreiecksmatrix
R=(rij)

n
i,j=1 als Resultat. Man zeige, dass dieser Algorithmus wie folgt”

stabil“ ist:

k=1,...,n−1: a
(k)
ii ≤a

(k−1)
ii ,i=1,...,n, max

1≤i,j≤n
|rij|≤max

1≤i,j≤n
|aij|.

(Hinweis: Man gehe von den Rekursionsformeln der Eliminationsprozesses aus.)

Übung 4.5 (Praktische Aufgabe): Das folgende MATLAB-Programm leistet die Be-
rechnung der LR-ZerlegungA=LR(sofern sie existiert) einer regul̈aren Matrix:

function [L,R] = LR(A)
%------------------------------------------------------------------
% Berechnet eine LR-Zerlegung (Gauss-Elimination).
% Eingabe: A nxn-regulre Matrix.
% Ausgabe: L nxn-untere Dreiecksmatrix, R nxn-obere Dreiecksmatrix.
%------------------------------------------------------------------
[m,n] = size(A);
if (m ~= n), error(’Matrix A ist nicht quadratisch’), end
for k=1:n-1
A(k+1:n,k) = A(k+1:n,k)/A(k,k);
A(k+1:n,k+1:n) = A(k+1:n,k+1:n)-A(k+1:n,k)*A(k,k+1:n);

end
L = eye(n,n) + tril(A,-1); R = triu(A); return;

(i) Man berechne die LR-Zerlegung der symmetrischen, positiv definiten Blockmatrix

An=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Bm −Im

−Im Bm
...

...
... −Im

−Im Bm

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈Rn×n, Bm =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1

−1 4
...

...
...−1

−1 4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈Rm×m
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(n=m2) mit derm-dimensionalen EinheitsmatrixIm,f̈urm=2
k,k=1,...,7. Die

Leerstellen sind dabei mit Nullen besetzt gedacht. Mit Hilfe eines selbst erstellten Pro-
gramms bestimme man mit Hilfe der gewonnenen LR-ZerlegungAn=LnRn noch die
Cholesky-ZerlegungAn=LnL

T
n und die InverseA

−1
n . Die Genauigkeiẗuberpr̈ufe man

jeweils durch Berechnung der Fehlernormen

An−LnRn ∞, An−LnL
T
n ∞, AnA

−1
n −In ∞.

(ii) Was l̈asst sichüber diel∞-Konditionszahl cond∞(An)=An ∞ A
−1
n ∞ vonAn in

Abḧangigkeit von der Dimensionnsagen?

Übung 4.6: Man zeige für allgemeine MatrizenA∈Kn×n die Beziehung

A2:= sup
Ax2

x2
,x∈Kn,x=0 =sup |λ|,λEigenwert vonĀTA .

(Hinweis: Siehe den obigen Beweis f̈ur hermiteschesA. Man beachte, dass f̈ur allgemeines
Adie MatrixĀTAstets hermitesch ist und somit eine Orthonormalbasis von Eigenvek-
toren besitzt.)

Übung 4.7: Unter einer
”
LR-Zelegung“ einer regul̈aren MatrixA∈Rn×n versteht man

allgemein eine Produktzerlegung der FormA=LRmit einer unteren DreiecksmatrixL,
mit Einsen auf der Hauptdiagonalen, und einer (regul̈aren) oberen DreiecksmatrixR.

(i) Man verifiziere, dass die regul̈aren unteren DreiecksmatrizenL∈Kn×n,mitEinsen
auf der Hauptdiagonalen, und ebenso die allgemeinen regul̈aren oberen Dreiecksmatrizen
R∈Kn×n bez̈uglich derüblichen Matrizenmultiplikation

”
Gruppen“ bilden. Sind diese

Gruppen
”
abelsch“?

(ii) Man zeige damit, dass die mit dem Gauß-Verfahren erzeugte LR-Zerlegung einer
regul̈aren MatrixA∈Kn×n (falls sie existiert) eindeutig bestimmt ist.

Übung 4.8: Gegeben sei das Gleichungssystem Ax=bmit

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

5 −5 0 0

−5 7 −2 0

0 −2 20 −18

0 0 −18 19

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, b=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

5

−7

20

−17

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

und der L̈osungx=(2,1,2,1)T.

a) Man bestimme eine N̈aherungsl̈osung mit dem Cholesky-Algorithmus unter Verwen-
dung 4-stelliger Arithmetik mit korrekter Rundung.

b) Man versuche, das Ergebnis durch einen Nachiterationsschritt unter Verwendung 8-
stelliger Arithmetik f̈ur den Defekt zu verbessern.
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Übung 4.9: SeiA∈Rn×n eine regul̈are Matrix, f̈ur die eine LR-Zerlegung existiert. In
der Vorlesung wurde gezeigt, dass sich diese mit Gauß-Elimination (ohne Pivotierung)
in1

3
n3+O(n2) a. Op. berechnen l̈asst. Im Fall einer symmetrischen Matrix reduziert

sich dieser Aufwand zu1
6
n3+O(n2) a.Op. Dabei entspricht eine

”
a.Op.“ gerade einer

Multiplikation (mit einer Addition) oder einer Division.

Frage:Wie sehen diese Aufwandszahlen für Band-Matrizen vom Typ (ml,mr)mitml=
mr aus? Man konkretisiere dies anhand der in der n̈achsten (praktischen) Aufgabe be-
trachteten Modellmatrix f̈ur die Wertem=102bzw.n=m2=104.

Übung 4.10 (Praktische Aufgabe): a) Man schreibe ein MATLAB-Programm zur
Berechnung der Cholesky-Zerlegung von symmetrischen positiv definiten Matrizen mit
Hilfe des Algorithmus von Cholesky und wende es an f̈ur die Modellmatrix

An=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Bm −Im

−Im Bm
...

...
... −Im

−Im Bm

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈Rn×n, Bm =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1

−1 4
...

...
...−1

−1 4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈Rm×m

(n=m2) mit derm-dimensionalen EinheitsmatrixIm,f̈urm=2,...,20 . Manüber-
pr̈ufe die Genauigkeit wieder durch die Probe An−L

T
nLn ∞. Welche Einsparungen an

Speicherplatz und a. Op. ließen sich hier durch Ausnutzen der Matrixstruktur erzielen?

b) Man wende das Programm auf die Hilbert-Matrix

Hn=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1
2

1
3
... 1

n

1
2

1
3

1
4
... 1

n+1

1
3

1
4

1
5
... 1

n+2
...
...

...
...

...
1
n

1
n+1

1
n+2

... 1
2n−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

an f̈urn=2,...,20 und plotte die Residuennorm An−L
T
nLn ∞. Welche Ergebnisse

liefert hier das MATLAB-interne Programm zur Cholesky-Zerlegung?

Übung 4.11: Betrachtet werde das GleichungssystemAx=bder Form

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3 −4

3 9 −2

4 12 −6

2 6 2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

1

1

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

a) Man untersuche, ob das System l̈osbar ist (mit Begr̈undung).

b) Man bestimme eine L̈osung nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate.
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c) Ist diese L̈osung eindeutig?

d) Ist die MatrixATApositiv definit?

Übung 4.12: Wenn in dem Gleichungssystem von Aufgabe 9.1 einzelnen der Gleichungen
bei der L̈osung mehr Gewicht beibemessen werden soll, z.B. weil die zugeḧorigen Meßwerte
zuverl̈assiger als die anderen sind, so kann dies dadurch ber̈ucksichtigt werden, daß statt
Ax−b2eine gewichtete Quadratsumme D(Ax−b)2minimiert wird. Dabei istD=
diag(dii) eine Diagonalmatrix mit Elementendii>0 . Wie lautet in diesem Fall das
zugeḧorige Normalgleichungssystem?

Übung 4.13: Man berechne dieQR-Zerlegung der Matrix

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 2

−2 1 0 0

0 −2 1 0

0 0 −2 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

mit Hilfe des Householder-Verfahrens.

Übung 4.14: Nach dem ersten Keplerschen Gesetzbewegt sich ein Komet im Sonnensy-
stem auf einer ebenen Bahn von Ellipsen- oder Hyperbelform, wenn Sẗorungen durch die
Planeten vernachl̈assigt werden. Bez̈uglich eines in der Sonne zentrierten polaren (r, ϕ)-
Koordinatensystems wird diese Bahn durch die sog.

”
Kegelschnittgleichung“

r=
p

1−ecos(ϕ)

beschrieben mit der sog.
”
Exzentriziẗat“eund einem Parameterp.F̈ur 0≤e<1 liegt

eine Ellipse, f̈ure= 1 eine Parabel und f̈ure>1 eineHyperbelvor.F̈ur einen neu
entdeckten Kometen wurden die folgenden Beobachtungen gemacht:

Meßtag 15.Jan. 15.April 15.Juni 15.MAug. 15.Sept.

r 10 5 2.5 1.3 1 (Einheiten)

cos(ϕ) ∼0,63 ∼0,39 ∼0,12 ∼−0,31 ∼−0,59

Man bestimme mit Hilfe der Gaußschen Ausgleichsrechnung den Typ der Kometenbahn.
(Hinweis: Man schreibe die Kegelschnittgleichung zun̈achst in der Form 1/p−e/pcos(ϕ)=
1/r, die linear in 1/pund 1/eist. Es gen̈ugt zweistellige Rechnung).

Übung 4.15 (Praktische Aufgabe): a) Man schreibe ein Programm zur Berechnung
der QR-Zerlegung einer MatrixA∈Rn×n mit dem Householder-Verfahren und teste es
f̈ur die Matrix aus Aufgabe 9.3.
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b) Die numerische Stabiliẗat des Algorithmus untersuche man anhand der Hilbert-Matrix

Hn=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1
2

1
3
... 1

n

1
2

1
3

1
4
... 1

n+1

1
3

1
4

1
5
... 1

n+2
...
...

...
...

...
1
n

1
n+1

1
n+2

... 1
2n−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

f̈urn=2k,k=1,2,...,8. Man̈uberpr̈ufe die Genauigkeit der QR-Zerlegung anhand der
Defektnorm A−QR ∞.

c) Die QR-Zerlegung einer MatrixA∈Rn×n liefert die Cholesky-Zerlegung der Matrix
ATAgem̈aßATA=RTR.Man̈uberpr̈ufe die Qualiẗat dieser Zerlegung f̈ur die Hilbert-
MatrixHnanhand der Defektnorm A

TA−RTR ∞ und vergleiche dies mit der Cholesky-
Zerlegung vonATA.





5 Nichtlineare Gleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir numerische Verfahren zur approximativen L̈osungnicht-
linearerGleichungen oder Gleichungssysteme bzw. zur Bestimmung von Nullstellen ska-
larer oder auch vektor-wertiger Funktionen.

Es seifeine (reellwertige) stetige Funktion auf einem IntervallI=[a, b] . Das einfach-
ste Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen vonfberuht auf der folgenden Konsequenz
des Zwischenwertsatzes f̈ur stetige Funktionen:Existiert ein TeilintervallI0=[a0,b0]⊂I
mit f(a0)f(b0)<0, so hatfinI0 mindestens eine Nullstelle.Die sog.”

Intervall-
schachtelung“ erzeugt nun ausgehend von einem solchenI0 eine Folge von Intervallen
It=[at,bt],t=1,2,..., welche jeweils mindestens eine Nullstelle vonfenthalten,
durch die Iteration

xt:=
1
2
(at+bt), (f(xt)=0⇒ STOP ),

mit der Auswahlvorschrift

f(at)f(xt)<0 ⇒ at+1:=at, bt+1:=xt,

f(at)f(xt)>0 ⇒ at+1:=xt, bt+1:=bt.

Offenbar ist dannat≤at+1≤bt+1≤btund

|bt+1−at+1|=
1
2
|bt−at|=2

−t−1|b0−a0|. (5.0.1)

Die monotonen Zahlenfolgen (at)t∈N,(bt)t∈N konvergieren gegen einz∈I0, welches
wegenf(z)2= limt→∞ f(at)f(bt)≤0 notwendig Nullstelle vonfist. Dieses Verfahren
ist numerisch sehr stabil, aber auch sehr langsam; f̈urb0−a0=1 erḧalt man z. B. aus
der obigen a priori Abscḧatzung (2−10≤10−3):

|x9−z|<10
−3, |x19−z|<10

−6, |x29−z|<10
−9.

Die Intervallschachtelung f̈ur stetige Funktionen liefert stets eine Nullstelle, sofern f̈ur das
Startintervall ein Vorzeichenwechsel vorliegt. Dieses Vorgehen ist naturgem̈aß aufreel le
Funktionen beschr̈ankt. Die im Folgenden betrachteten Verfahren sind dagegen teilweise
auch f̈ur komplexwertige Funktionen anwendbar.

5.1 Das Newton-Verfahren imR1

Ist die gegebene Funktionfauf dem Intervall [a, b] stetig differenzierbar, so kann diese
Zusatzinformation zur effizienteren Berechnung einer Nullstelle verwendet werden. Das
(klassische) Newton-Verfahren” (auch Newton-Raphson1-Verfahren” genannt) ist moti-

1Joseph Raphson (1648–1715): Englischer Mathematiker; an der Universiẗat Cambride; sein Buch
Änalysis Aequationum Universalis” (1660) entḧalt bereits die Newton-Methode (50 Jahre vor Newton
selbst);̈ubersetzte einige Werke Newtons (von Latein nach Englisch); eigene Beitr̈ge zur Analysis.
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viert durch die folgende grafischeÜberlegung (s. Abb. 5.1):

f(x)

xt xt+1 zxt+2

Abbildung 5.1:Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens

Im Punktxtwird die Tangente anf(x) berechnet und deren Schnittpunkt mit der x-
Achse als neue N̈aherungxt+1 f̈ur die Nullstellezvonfgenommen. Die Tangente ist
gegeben durch die Gleichung

T(x)=f(xt)(x−xt)+f(xt).

Ihre Nullstellext+1 ist bestimmt durch

xt+1=xt−
f(xt)

f(xt)
. (5.1.2)

Diese Iteration ist offenbar m̈oglich, wenn die Ableitungswertef(xt) nicht zu klein wer-
den. In dieser Form gestattet das Newton-Verfahren es also,einfacheNullstellen zu ap-
proximieren.

Satz 5.1 (Newton-Verfahren):Die Funktionf∈C2[a, b]habe im Innern des Inter-
valls[a, b]eine Nullstellez,undessei

m:= min
a≤x≤b

|f(x)|>0, M:= max
a≤x≤b

|f(x)|.

Seiρ>0so geẅahlt, dass

q:=
M

2m
ρ<1, Kρ(z):={x∈R||x−z|≤ρ}⊂[a, b]. (5.1.3)

Dann sind f̈ur jeden Startpunktx0∈Kρ(z)die Newton-Iteriertenxt∈Kρ(z)definiert
und konvergieren gegen die Nullstellez. Dabei gelten die a priori Fehlerabscḧatzung

|xt−z|≤
2m

M
q(2

t), t∈N, (5.1.4)
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und die a posteriori Fehlerabscḧatzung

|xt−z|≤
1

m
|f(xt)|≤

M

2m
|xt−xt−1|

2, t∈N. (5.1.5)

Beweis:Der Beweis erfordert einige Vorbereitungen. F̈ur Punktex, y∈[a, b],x=y, gilt
aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung mit einemζ∈[x, y]:

f(x)−f(y)

x−y
=|f(ζ)|≥m,

und folglich

|x−y|≤
1

m
|f(x)−f(y)|.

(Die Nullstellezvonfist also die einzige in [a, b] .) Weiter gilt die Taylor-Formel mit
Restglied zweiter Ordnung:

f(y)=f(x)+(y−x)f(x)+(y−x)2
1

0

f(x+s(y−x))(1−s)ds

=:R(y;x)

.

Mit Hilfe der Voraussetzung erhalten wir

|R(y;x)|≤M|y−x|2
1

0

(1−s)ds=
M

2
|y−x|2.

F̈urx∈Kρ(z) setzen wirg(x):=x−f(x)
−1f(x) und finden

g(x)−z=x−
f(x)

f(x)
−z=−

1

f(x)
{f(x)+(z−x)f(x)}

=−R(z;x)

.

Also ist

|g(x)−z|≤
M

2m
|x−z|2≤

M

2m
ρ2<ρ, (5.1.6)

d. h.:g(x)∈Kρ(z) . Die Abbildunggbildet die MengeKρ(z) in sich ab. F̈urx0∈Kρ(z)
bleiben also alle Newton-Iterierten inKρ(z). Setzt man

ρt:=
M

2m
|xt−z|,

so impliziert (5.1.6), dass

ρt≤ρ
2
t−1≤...≤ρ

2t

0, |xt−z|≤
2m

M
ρ2
t

0.
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F̈urρ0=
M
2m
|x0−z|≤

M
2m
ρ<1 liegt also die Konvergenzxt→ z(t→ ∞)vormitder

behaupteten a priori Fehlerabscḧatzung. Zum Beweis der a posteriori Fehlerabscḧatzung
setzt man in der Taylor-Formely=xt,x=xt−1, und erḧalt

f(xt)=f(xt−1)+(xt−xt−1)f(xt−1)

=0

+R(xt;xt−1)

bzw.

|xt−z|≤
1

m
|f(xt)−f(z)

=0

|≤
M

2m
|xt−xt−1|

2.

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.

F̈ur eine zweimal stetig differenzierbare Funktionfexistiert zu jeder einfachen Null-
stellez(f(z)=0,f(z)= 0 ) stets eine (m̈oglicherweise sehr kleine) UmgebungKρ(z),
f̈ur welche die Voraussetzungen von Satz 5.1 erf̈ullt sind. Das Problem beim Newton-
Verfahren ist also die Bestimmung eines imËinzugsbereich” der Nullstellezgelegenen
Startpunktesx0. Ist ein solcher einmal gefunden, sokonvergiert das Newton-Verfahren
enorm schnell gegen die Nullstellez:ImFallq≤1

2
gilt z.B. nach nur 10 Iterationsschrit-

ten bereits (210>1.000)

|x10−z|≤
2m

M
q1.000∼

2m

M
10−300.

Beispiel 5.1: Newton-Verfahren zur Wurzelberechnung:
Dien-te Wurzel einer Zahla>0 ist Nullstelle der Funktionf(x)=xn−a. Das Newton-
Verfahren zur Berechnung vonz= n

√
a>0hatdieGestalt

xt+1=xt−
xnt−a

nxn−1t
=
1

n
(n−1)xt+

a

xn−1t
. (5.1.7)

f(x)

x0

-a

x1

x2a1/n

x0>0⇒
xt> n

√
a, t∈N.

n
√
a<xt+1<xt

Abbildung 5.2:Newton-Iteration zur Wurzelberechnung



5.1. DAS NEWTON-VERFAHREN IMR1 157

Aufgrund von Satz 5.1 konvergiert xt→ z(t→ ∞), wenn nurx0 nahe genug beiz
geẅahlt wird. Bei diesem einfachen Beispiel kann aber mit Hilfe der folgenden geome-
trischen Betrachtung die Konvergenz f̈ur jeden Startpunktx0>0 gesichert werden (s.
Abb. 5.1) Die monoton fallende Folge (xt)t∈N konvergiert notwendig gegen n

√
a.F̈ur

hinreichend großestist dannxtim Einzugsbereich der Nullstellez, und die Fehler-
abscḧatzung von Satz 5.1 gelten mit diesemxtals Startpunkt. Auf diese Weise wird auf
vielen Rechenern die Wurzel n

√
aberechnet.

F̈ur den Spezialfalln= 2 wollen wir den Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz
des Newton-Verfahrens bestimmen. Es gilt

xt+1−
√
a=
1

2
xt+

a

xt
−
√
a=

1

2xt
x2t+a−2xt

√
a =

1

2xt
(xt−

√
a)2,

also f̈urt≥1(wegenxt>
√
a)

|xt+1−
√
a|≤

1

2
√
a
|xt−

√
a|2.

Quadratische Konvergenz liegt vor f̈ur Startwertex0mit der Eigenschaft

1

2
√
a
|x0−

√
a|<1 bzw. |x0−

√
a|<2

√
a.

Aus der Ungleichung
√
a≤xt,t∈N, ergibt sich noch die Beziehung

a

xt
≤
√
a≤xt,

was f̈ur ein Abbruchkriterium verwendet werden kann:

0≤et:=xt−
a

xt
≤ε =⇒ STOP.

Die folgende Tabelle zeigt das Konvergenzverhalten der Newton-Iteration zur Berechnung
vonx=

√
2=1.414213562373095...(16-stellige Rechnung). In jedem Iterationsschritt

verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Dezimalstellen:

x0 = 2

x1 = 1.5

x2 = 1.416, e2≤5·10
−3

x3 = 1.41421568627451,e3≤5·10
−6

x4 = 1.41421356137469,e4≤5·10
−12.

Bemerkung 5.1:Die Bedingungen von Satz 5.1 lassen sich so modifizieren, dass auf
die Voraussetzung der Existenz einer Nullstelle verzichtet werden kann, und,ähnlich
wie beim Banachschen Fixpunktsatz, die Konvergenz der Newton-Folge gegen eine (lo-
kal eindeutige) Nullstelle folgt. Diese Variante von Satz 5.1, der sog.

”
Satz von Newton-

Kantorowitsch“, wird im Rahmen der Diskussion des Newton-Verfahrens imRnbewiesen.
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Bemerkung 5.2:Das Hauptproblem bei der Durchf̈uhrung des Newton-Verfahrens ist
die Bestimmung eines geeigneten Startwertesx0, da der Einzugsbereich der quadratischen
Konvergenz in der Praxis ḧaufig sehr klein ist. Deshalb arbeitet man meist mit dem sog.

”
ged̈ampften Newton-Verfahren“

xt+1=xt−λt
f(xt)

f(xt)
, (5.1.8)

mit einem
”
D̈ampfungsparameter“λt∈(0,1] . Die geeignete Wahl dieses Parameters

ist eine
”
Wissenschaft“ für sich. Sie wird sp̈ater im Zusammenhang mit dem Newton-

Verfahren imRn diskutiert werden.

Mehrfache Nullstellen

Wir betrachten nun den kritischen Fall, dass mit dem Newton-Verfahren eine mehrfa-
che Nullstelle berechnet werden soll. Sei dazu zun̈achstzeine zweifache Nullstelle der
Funktionf,d.h.:f(z)=f(z)=0,f(z)=0.F̈ur die Newton-Iteration gilt dann

xt+1=xt−
f(xt)−f(z)

f(xt)−f(z)
=xt−

f(ζt)

f(ηt)

mit Zwischenpunkten ζt,ηt∈[xt,z]. Der Quotientf(xt)/f(xt) bleibt also f̈urxt→ z
wohl definiert. Sei nun allgemeinzeinep-fache Nullstelle der Funktionf∈Cp+1[a, b]:

f(z)=...=f(p−1)(z)=0, f(p)(z)=0.

Aus der Taylor-Formel umz

f(x)=f(z)

=0

+...+
1

(p−1)!
(x−z)p−1f(p−1)(z)

=0

+(x−z)p
1

p!
f(p)(ζx)

=:Q(z;x)

folgt durch Ableiten

f(x)=Q(z;x)(x−z)p+pQ(z;x)(x−z)p−1.

Also ist f̈urf(x)=0:

f(x)

f(x)
=

(x−z)Q(z;x)

Q(z;x)(x−z)+pQ(z;x)

=
x−z

p
−
1

p
(x−z)2

Q(z;x)

Q(z;x)(x−z)+pQ(z;x)
.

F̈ur den Iterationsansatz

xt+1=xt−α
f(xt)

f(xt)
(5.1.9)



5.1. DAS NEWTON-VERFAHREN IMR1 159

folgt dann

xt+1−z=xt−z−α
f(xt)

f(xt)

=(xt−z)1−
α

p
+(xt−z)

2 αQ(z;xt)

pQ(z;xt)(xt−z)+p2Q(z;xt)
.

Bei der Wahl vonα=perḧalt man f̈ur das so modifizierte Newton–Verfahren

xt+1=xt−p
f(xt)

f(xt)
. (5.1.10)

ein analoges
”
quadratisches“ Konvergenzverhalten wie im Fall einer einfachen Nullstelle.

Vereinfachtes Newton-Verfahren

IstzNullstelle einer stetig differenzierbaren Funktion f, so konvergiert die Newton-
Iteration

xt+1=xt−
f(xt)

f(xt)
→z (t→∞),

wennx0hinreichend nahe beizgeẅahlt war. Jeder Iterationsschritt erfordert die Aus-
wertung der Ableitungf(xt) , was bei komplizierten (m̈oglicherweise auch nur implizit
definierten) Funktionenfunter Umsẗanden zuviel Aufwand erfordert. In solchen F̈allen
geht man zum sog.

”
vereinfachten Newton-Verfahren“über

xt+1=xt−
f(xt)

f(c)
(5.1.11)

mit einem festen, geeignet geẅahlten Punktc. Diese Iteration ist Spezialfall der allge-
meineren

”
Fixpunktiteration“

xt+1=xt+σf(xt) (5.1.12)

mit einer geeigneten Zahl σ∈R,σ= 0 , zur Berechnung einer Nullstelle vonf.Kon-
vergiert hierxt→z(t→∞) , so gilt im Limes

xt+1 = xt + σf(xt)

↓ ↓  ↓ (t→∞)

z = z + σf(z)

d. h.:zist
”
Fixpunkt“ der Abbildungg(x)=x+σf(x) und wegenσ= 0 notwendig Null-

stelle vonf. Der Vorteil der obigen Fixpunktiteration besteht in ihrer ableitungsfreien
Form. Kriterien f̈ur die Konvergenz einer Fixpunktiterationxt+1=g(xt),t=0,1,2,...,
werden wir sp̈ater in einem etwas allgemeineren Rahmen herleiten.
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Wir wollen nun noch das Newton-Verfahren zur Berechnung von Nullstellen von Po-
lynomen

p(x)=a0+a1x+...+anx
n, an=0,

spezialisieren. Zun̈achst verschafft man sich etwa (im Reellen) mit der Intervallschachte-
lung einen groben̈Uberblicküber die Lage der Nullstellen. Nach Vorgabe einer Fehlerto-
leranzε eps lautet der Newton-Algorithmus dann wie folgt:

1. Wahl eines Startwertesx;

2. Auswertung vonp(x) undp(x) mit dem Horner Schema:

i=n, n−1,...,0: αi=ai+αi+1x, βi=αi+βi+1x

(αn+1=βn+1=0)

p(x)=α0, p(x)=β1,

(β1= 0 : Startwertändern) sei β1=0;

3. Newton-Korrektur q=
α0
β1
, |q|≤ε

ja : x wird akzeptiert;

nein : Iterationsschritt;

4. Iterationsschritt x:=x−q, weiter mit (2).

5.2 Das Konvergenzverhalten iterativer Verfahren

Das Newton-Verfahren besitzt lokal in der Umgebung einer Nullstelle die charakteristische
Konvergenzeigenschaft

|xt−z|≤c|xt−1−z|
2. (5.2.13)

Man nennt es daher
”
quadratisch konvergent“ oder auch “von 2-ter Ordnung“.

Definition 5.1: Allgemein spricht man bei einem Iterationsverfahren zur Berechnung
einer Gr̈oßezvon Konvergenz mit der

”
Ordnung“ α, α≥1,wenngilt

|xt−z|≤c|xt−1−z|
α, (5.2.14)

mit einer festen Konstante c>0.ImFallα=1,d.h.
”
linearer“ Konvergenz, nennt

man die
”
beste“ Konstantec

”
lineare Konvergenzrate“. Gilt die Abscḧatzung

|xt−z|≤ct|xt−1−z| (5.2.15)

mit einer Nullfolge ct→0(t→∞), so spricht man von”
superlinear“ Konvergenz.
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Im Fallα>1 impliziert die Beziehung (5.2.14) wiederum Konvergenzxt→z(t→∞),
wenn der Startwertx0hinreichend nahe beizliegt:

c
1
α−1|xt−z|≤c

1
α−1|xt−1−z|

α

≤...≤ c
1
α−1|x0−z|

<1!

αt

→ 0.

Im Fallα=1 folgtKonvergenzf̈urc<1:

|xt−z|≤c|xt−1−z|≤...≤c
t|x0−z|→0 (t→∞).

Bei Fixpunktiterationenxt+1=g(xt) mit stetig differenzierbarer Abbildungggilt

xt+1−z

xt−z
=
g(xt)−g(z)

xt−z
→|g(z)|(t→∞),

d. h.: Die lineare Konvergenzrate ist asymptotisch (f̈urt→ ∞) gerade gleich|g(z)|.
Im Falleg(z) = 0 liegt also (mindestens) superlineare Konvergenz der Fixpunktiteration
vor.

Definition 5.2: Ein Fixpunktzeiner stetig differenzierbaren Abbildunggheißt
”
an-

ziehend“, wenn|g(z)|<1ist, da dann die Fixpunktiteration (sog.
”
sukzessive Approxi-

miert“) f̈ur jeden hinreichend nahe beizgelegenen Startwert gegen ihn konvergiert. Im
Fal l|g(z)|>1heißt er̈abstoßend”, da er durch sukzessive Approximation i. Allg. nicht
angen̈ahert werden kann.

Einen Hinweis zur Konstruktion von Verfahren ḧoherer Ordnung gibt der folgende
Satz.

Satz 5.2 (Iterative Verfahren):Die Funktiongsei in einer Umgebung des Fixpunk-
teszp-mal stetig differenzierbar mitp≥ 2. Genau dann hat die Fixpunktiteration
xt+1=g(xt)die genaue Ordnungp,wenn

g(z)=...=g(p−1)(z)=0 und g(p)(z)=0. (5.2.16)

Beweis:(i) Seig(z)=...=g(p−1)(z) = 0 . Die Taylor-Formel mit dem Restgliedp-ter
Ordnung erḧalt dann im Punktzdie Form

xt+1−z=g(xt)−g(z)=

p−1

i=1

(xt−z)
i

i!
g(i)(z)+

(xt−z)
p

p!
g(p)(ζt),

und folglich

|xt+1−z|≤
1

p!
max|g(p)||xt−z|

p.

(ii) Sei nun umgekehrt die Iteration vonp-ter Ordnung, d. h.:|xt+1−z|≤c|xt−z|
p.

G̈abe es ein minimalesm≤p−1mitg(m)(z)=0,aberg(i)(z)=0,i=1,...,m−1, so
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konvergierte jede Iteriertenfolge (xt)t∈N mit hinreichend kleinem|x0−z| = 0 notwendig
gegenzwie

|xt−z|=|
1

m!
g(m)(ζt)||xt−1−z|

m

Dies impliziert aber im Widerspruch zur Annahme:

|g(m)(z)|= lim
t→∞

|g(m)(ζt)|≤cm! lim
t→∞

|xt−z|
p−m =0.

Hieraus folgt auch, dass im Fall g(z)=...=g(p−1)(z)=0,aberg(p)(z)=0,die
Iteration nicht von ḧoherer alsp-ter (ganzzahliger) Ordnung sein kann. Q.E.D.

Beispiel 5.2:Beim Newton-Verfahren zur Bestimmung einer einfachen Nullstelle der
Funktionfist mitg(x)=x−f(x)−1f(x) also

g(z)=1−
f(z)2−f(z)f(z)

f(z)2
=0,

und i. Allg.g(z)= 0 . Die Newton-Iteration ist also, wie wir schon gesehen haben, von
2-ter Ordnung.

Beispiel 5.3:Bei einer Fixpunktiteration von mindestens 3-ter Ordnung mussg(z)=
g(z) = 0 gelten. Zur Konstruktion eines solchen Verfahrens zur Nullstellenbestimmung
machen wir den Ansatz

g(x)=x−r(x)+s(x)r(x)2 mit r(x)=
f(x)

f(x)
.

Wegen r(z) = 0 undr(z) = 1 ist hier automatischg(z)=0.Diezus̈atzliche Forderung
g(z)=0 wirdz.B.erf̈ullt f̈ur

s(x)=
r(x)

2r(x)2
.

Dieses Verfahren erfordert also die Auswertung der Ableitungen bis zur Ordnung 3 der
Funktionf.

Zur Kl̈arung der numerischen Bedeutung des Ordnungsbegriffes definieren wir f̈ur eine
Iterationsfolge (xt)t∈N

et:=xt−z (absoluterFehler), ēt:=
et
z
(relativerFehler f̈urz=0).

Habenxtundzdie dezimalen Gleitpunktdarstellungen (mit gemeinsamen Exponenten
undm gleichen Mantissenstellen)

z = am...a1.a−1...·10
s, am =0,

xt = am...a1.̃a−1...·10
s,
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so gilt

|̄et|=
xt−z

z
≤10−m,

d. h.: Die Gr̈oße
ρt:=−log10|̄et|=m

gibt ungef̈ahr die Anzahl der richtigen Mantissendezimalen vonxtan. Wegen

|̄et+1|=
xt+1−z

z
=|g(ζt)|

xt−z

z
, ζt∈[xt,xt+1],

gilt
ρt+1=−log10|̄et+1|=−log10|g(ζt)|−log10|̄et|

ρt

und im Limes

ρt+1−ρt→−log10|g(z)|(t→∞). (5.2.17)

(i) Die numerische Bedeutung der
”
asymptotischen“linearenKonvergenzrate|g(z)|einer

Fixpunktiteration ist also, dass sich in jedem Iterationsschritt (f̈ur großet)dieAnzahl
der richtigen Mantissendezimalen um−log10|g(z)|erḧoht (f̈ur|g(z)| =0).

(ii) F̈ur eine Iterationp-ter Ordnung mitp≥2 gilt

|xt+1−z|=
1

p!
|g(p)(ζt)||xt−z|

p, t≥1,

mit ζt→z(t→∞) . Also ist in diesem Fall

|̄et+1|=
xt+1−z

z
=
1

p!
g(p)(ζt)|z|

p−1

=:σt

xt−z

z

p

=|̄et|
p

und

σt→
1

p!
g(p)(z)|z|p−1 (t→∞).

Es folgt die Beziehung (ρt=−log10|̄et|)

ρt+1=pρt−log10σt,

und hieraus wegenρt→∞(t→∞)

lim
t→∞

ρt+1
ρt
=p. (5.2.18)

Dies l̈asst sich so interpretieren, dass sich bei einer Iterationp-ter Ordnung (f̈ur große
t) die Anzahl der richtigen Mantissendezimalen in jedem Schritt etwa ver-p-facht. Dies
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wird durch unser obiges Beispielbeim Newton-Verfahren besẗatigt. Wir fassen die bisher
abgeleiteten Ergebnisse zusammen:

Regel 5.1: Bei einem
”
linear“ konvergenten Iterationsverfahren erḧoht sich in jedem

Schritt die Anzahl von
”
exakten“ Dezimalstellen in der N̈aherung in etwa um den Sum-

manden |log10(g(z))|; bei einer Iteration der Ordnungp>1ver-p-facht sich in jedem
Schritt die Anzahl der

”
exakten“ Dezimalstellen.

5.3 Interpolationsmethoden

Das Ziel ist die iterative Berechnung von Nullstellen ohne Auswertung von Ableitungen,
aber effizienter als mit Intervallschachtelung oder einfacher sukzessiver Approximation.
Dabei werden wir auf ein Iterationsverfahren mit nicht ganzzahliger Ordnung gef̈uhrt.

Die
”
Sekantenmethode“ berechnet ausgehend von einem Paar von Wertenxt−1,xtdie

neue Iteriertext+1 als Nullstelle der Geraden (Sekante) durch die Punkte (xt−1,f(xt−1)) ,
(xt,f(xt)) (s. Abb. 5.3):

f(x)

xt xt+1 zxt+2

s(x)=f(xt)+(x−xt)
f(xt)−f(xt−1)

xt−xt−1
Iteration:

xt+1=xt−f(xt)
xt−xt−1

f(xt)−f(xt−1)
.

Abbildung 5.3:Geometrische Interpretation des Sekanten-Verfahrens

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Verfahren handelt es sich hierbei um ein sog.
”
Zwei-

schrittverfahren“, d. h.: Die Iteriertext+1 wird jeweils aus denbeidenvorausgehen-
den Iteriertenxt,xt−1 berechnet. Zum Starten der Sekantenmethode sind zwei An-
fangsscḧatzungenx0,x1 f̈ur die Nullstelle erforderlich. Analog zum Konvergenzsatz 5.1
f̈ur das Newton-Verfahren haben wir auch eine Konvergenzaussage f̈ur die Sekantenme-
thode. Dabei spielen die durch die Vorschrift

γ0=γ1=1, γt+1=γt+γt−1, t∈N,

definierten sog. Fibonacci2-Zahlen”γteine wichtige Rolle.

2Leonardo Pisano (aus Pisa), genannt Fibonacci (um 1170 – um 1250):
”
erster“ bedeutender Mathe-

matiker des Abendlandes; geḧorte zum Gelehrtenkreis um Kaiser Friedrich II; brachte von ausgedehnten
Reisen eine systematische Einf̈uhrung in das indisch-arabische Zahlensystem nach Europa; in seinem Re-
chenbuch

”
Liber abacci“ untersuchte er u. a. die nach ihm benannte Folge als einfaches Modell f̈ur das

Wachstum von Populationen.
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Satz 5.3 (Sekanten-Methode):Die Funktionf∈C2[a, b]habe im Innern des Inter-
valls[a, b]eine Nullstellez,undessei

m:= min
a≤x≤b

|f(x)|>0, M:= max
a≤x≤b

|f(x)|<∞. (5.3.19)

Sei fernerρ>0so geẅahlt, dass

q≡
M

2m
ρ<1, Kρ(z)={x∈R||x−z|≤ρ}⊂[a, b].

Dann sind f̈ur jedes Paar von Startwertenx0,x1∈Kρ(z),x0=x1, die Iteriertenxt∈
Kρ(z)der Sekantenmethode wohl definiert und konvergieren gegen die Nullstellez.Dabei
gelten die a priori Fehlerabscḧatzung

|xt−z|≤
2m

M
qγt, t∈N, (5.3.20)

und die a posteriori Fehlerabscḧatzung

|xt−z|≤
1

m
|f(xt)|≤

M

2m
|xt−xt−1||xt−xt−2|, t∈N. (5.3.21)

Beweis:(i) Die Argumentation isẗahnlich wie im Beweis von Satz 5.1 f̈ur das Newton-
Verfahren. F̈ur je zwei Punktex, y∈[a, b],x=y, gilt wieder

|x−y|≤
1

m
|f(x)−f(y)|,

woraus u. a. die Eindeutigkeit der Nullstellezfolgt.

(ii) Weiter ist

f(x)−f(y)

x−y
=−

1

0

d

dr
f(x+r(y−x))

dr

x−y
=

1

0

f(x+r(y−x))dr.

Mit einem dritten Punkt ζ∈[a, b],ζ=x, ergibt sich hiermit

f(x)−f(y)

x−y
−
f(x)−f(ζ)

x−ζ
=

1

0

f(x−r(y−x))−f(x+r(ζ−x))dr

=−
1

0

r

0

d

ds
f(x+r(y−x)+s(ζ−y))ds dr

=
1

0

r

0

f(x+r(y−x)+s(ζ−y))ds dr(y−ζ),

bzw.
f(x)−f(y)

x−y
−
f(x)−f(ζ)

x−ζ
≤
M

2
|y−ζ|.
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F̈ur Punktex, y∈Kρ(z),x=y, x=z, y=zdefinieren wir

g(x, y):=x−f(x)
x−y

f(x)−f(y)
.

Dann gilt

g(x, y)−z=x−z−f(x)
x−y

f(x)−f(y)

=
x−y

f(x)−f(y)
(x−z)

f(x)−f(y)

x−y
−f(x)+f(z)

=0

und folglich

|g(x, y)−z|≤|x−z|
f(x)−f(y)

x−y
−
f(x)−f(z)

x−z

≤
M

2m
|x−z||y−z|≤

M

2m
ρ2<ρ.

Die Iteriertenxtder Sekantenmethode bleiben also in der MengeKρ(z) , und es gilt

|xt+1−z|≤
M

2m
|xt−z||xt−1−z|.

(iii) Setzt manρt:=
M
2m
|xt−z|, so folgt

ρt+1 ≤ρtρt−1, t∈N,

d. h. mitρ0≤q, ρ1≤qgiltρt≤q
γt,t∈N. Wegenγt→ ∞(t→ ∞) undq<1

konvergiert also

|xt−z|=
2m

M
ρt≤

2m

M
qγt→ 0 (t→∞).

(iv) Zum Nachweis der a posteriori Fehlerabscḧatzung setzen wir obenx=xt−1,y=xt
undζ=xt−2(xt−2=xt−1, da sonst bereitsf(xt−1) = 0 ) und finden

|xt−z|≤
1

m
|f(xt)−f(z)|

≤
1

m
f(xt−1)+(xt−xt−1)

f(xt)−f(xt−1)

xt−xt−1

≤
1

m
|xt−xt−1|

f(xt)−f(xt−1)

xt−xt−1
−
f(xt−1)−f(xt−2)

xt−1−xt−2

≤
M

2m
|xt−xt−1||xt−xt−2|.

Q.E.D.

Zur Beurteilung der Konvergenzgeschwindigkeit der Sekantenmethode ben̈otigen wir
Informationen̈uber das Anwachsen der Fibonacci-Zahlenγtf̈urt→∞.
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Hilfssatz 5.1: Die Fibonacci-Zahlen verhalten sich asymptotisch wie

γt∼
λ1
√
5
λt1∼0.723·(1.618)

t, (5.3.22)

wobeiλ1:=
1
2
(1±

√
5)gerade der sog.

”
goldene Schnitt“ ist.

Beweis:Die Fibonacci-Zahlen gen̈ugen nach Konstruktion der (linearen) homogenen Dif-
ferenzengleichung

γt+2−γt+1−γt=0, t≥0. (5.3.23)

Deren L̈osungsmenge ist, wie man leicht sieht, ein zweidimensionaler Vektorraum. Zur
Konstruktion einer L̈osunf machen wir den Ansatzγt=λ

tund erhalten die Gleichung

λt(λ2−λ−1) = 0

zur Bestimmung vonλ. Die Wurzelnλ1,2=
1
2
(1±

√
5) der quadratischen Gleichung

λ2−λ−1 = 0 ergeben durch

γt=c1λ
t
1+c2λ

t
2, c1,c2 beliebig, (5.3.24)

die allgemeine L̈osung der Differenzengleichung. Durch Ber̈ucksichtigung der Anfangsbe-
dingungenγ0=γ1= 1 werden die Konstantenc1,c2festgelegt:

c1+c2 = 1

c1λ1+c2λ2 = 1
⇒ c1=

1−λ2
λ1−λ2

=
λ1
√
5
, c2=

λ1−1

λ1−λ2
=−

λ2
√
5
.

Die Fibonacci-Zahlen haben also die Gestalt

γt=
1
√
5
λt+11 −λt+12 , λ1,2=

1

2
(1±

√
5). (5.3.25)

Asymptotisch f̈urt→∞ verḧalt sichγtwie

γt∼
λ1
√
5
λt1∼0.723·(1.618)

t,

was zu zeigen war. Q.E.D.

Die Sekantenmethode konvergiert also asymptotisch mindestens so schnell wie ein Ein-
Schrittverfahren der Ordnungp=1.6 . In jedem Schritt ist dabei nur eine neue Funkti-
onsauswertung, n̈amlich die vonf(xt) , erforderlich.EinSchritt des Newton-Verfahrens
(Auswertung vonf(xt) undf(xt) ) ist also mindestens so aufwendig wiezweiSchrit-
te der Sekantenmethode. Fasst man jedoch zwei Schritte der Sekantenmethode zu einem
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Makroschritt zusammen, so erhält man wegen

|x2t−z|≤
2m

M
qγ2t, γ2t∼0.723 (2.618)

t (λ21=λ1+1), (5.3.26)

ein Verfahren der Ordnungp≥2.6 . Bei gleichem Arbeitsaufwand konvergiert also die
Sekantenmethode asymptotisch (f̈ur großet) schneller als das Newton-Verfahren. Dieser
theoretische Vorteil wird aber in der Praxis oft durch eine große Rundungsfehleranf̈allig-
keit der Sekantenmethode relativiert. Konvergiert n̈amlich hierf(xt)→0 monoton (mit
nicht alternierenden Vorzeichen), so tritt im Sekantenschritt

xt+1=xt−f(xt)
xt−xt−1

f(xt)−f(xt−1)
. (5.3.27)

Ausl̈oschung auf. Zur Stabilisierung der Methode kombiniert man sie mit der Intervall-
schachtelungsidee zur sog.

”
Regula falsi“.

Definition 5.3: Werden im Sekanten-Verfahren die Intervallendpunkte at<btso geẅahlt,
dassf(at)f(bt)<0ist, d. h. dassfeine Nullstellez∈(at,bt)hat, so spricht man von
der
”
Regula falsi“.

Beim Sekantenschritt unter ber̈ucksichtigung der Regula falsi,

xt:=at−f(at)
at−bt

f(at)−f(bt)
, (5.3.28)

tritt dann keine Ausl̈oschung im Termf(at)−f(bt) auf, solangebt−at eps . Offenbar
istat≤xt≤bt. Das neue Intervall [at+1,bt+1] wird bestimmt durch die Vorschrift:
(f(xt)=0⇒STOP )

f(xt)f(at)>0 =⇒ at+1=xt, bt+1=bt,

f(xt)f(at)<0 =⇒ at+1=at, bt+1=xt.
(5.3.29)

Die Regula falsi ist offensichtlich numerisch stabiler als die ihr zugrunde liegende Sekan-
tenmethode, doch konvergiert sie i. Allg. nur linear. In Extremf̈allen ist sie sogar langsamer
(gr̈oßere Konvergenzrate) als das einfache Intervallschachtelungsverfahren.

5.4 Methode der sukzessiven Approximation imRn

Im Folgenden betrachten wir iterative Verfahren zur L̈osung nichtlinearer Gleichungssys-
teme imRn

fi(x1,...,xn)=0, i=1,...,n, (5.4.30)

bzw.f(x)=0 mitf=(f1,...,fn)
T undx=(x1,...,xn)

T. Zur Berechnung einer
L̈osungzverwendet die sog.

”
Methode der sukzessiven Approximation“ die Iteration (in
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Anlehnung an das vereinfachte Newton-Verfahren in einer Dimension und unter Hochstel-
lung des Iterationsindexes bei vektor- oder matrix-wertigen Gr̈oßen):

xt+1=xt+C−1f(xt), t=0,1,2,... , (5.4.31)

mit einer geeigneten regul̈aren MatrixC∈Rn×n. Konvergiert dannxt→ z(t→ ∞),
so ist f̈ur stetigesfim Limesz=z+C−1f(z)bzw.f(z)=0.DieL̈osungzdes
Gleichungssystems ist also ein sog.

”
Fixpunkt“’ der Abbildungg(x):=x+C−1f(x).

Wir wollen nun die Konvergenz von Fixpunktiterationen der Form

xt+1=g(xt), t=0,1,2,..., (5.4.32)

untersuchen. Dazu sei im Folgenden · eine beliebige Vektornorm aufRn und mit
derselben Bezeichnung · die zugeḧorige naẗurliche Matrizennorm.

Definition 5.4: SeiG⊂Rn eine (nichtleere) abgeschlossene Menge. Eine Abbildung
g:G→Rn heißt

”
Lipschitz3-stetig“ (kurz

”
L-stetig“), wenn mit einemq>0gilt:

g(x)−g(y)≤qx−y, x,y∈G. (5.4.33)

Ist die sog.
”
Lipschitz-Konstante“q<1, so nennt mangeine

”
Kontraktion“ aufG.

Beispiel 5.4:a) Die Funktionf(x)=|x|ist L-stetig auf ganzR, wegen

||x|−|y||≤ |x−y|.

b) Die Funktionf(x)= |x|ist nicht L-stetig beix= 0 aber (lokal) L-stetig sonst:

||x|1/2−|0|1/2|=|x|1/2≥|x|−1/2|x−0|.

Der folgende fundamentale
”
Banachsche4Fixpunktsatz“ sichert die Existenz von Fix-

punkten von Kontraktionen.

Satz 5.4 (Sukzessive Approximation):SeiG⊂Rn eine nichtleere, abgeschlossene
Punktmenge undg:G→Geine Kontraktion. Dann existiert genau ein Fixpunktz∈G
vong,undf̈ur jeden Startpunktx0∈Gkonvergiert die Folge der durch (5.4.32) erzeugten
sukzessiven Approximationenxt→ z(t→ ∞). Es gelten die a posteriori und a priori
Fehlerabscḧatzungen

xt−z≤
q

1−q
xt−xt−1 ≤

qt

1−q
x1−x0. (5.4.34)

3Rudolf O. S. Lipschitz (1832–1903): Deutscher Mathematiker aus K̈onigsberg; seit 1864 Professor in
Bonn; arbeitete auf verschiedenen Gebieten der Mathematik.
4Stefan Banach (1892-1945): Polnischer Mathematiker; Professor in Lvov; begr̈undete die

Funktionalanalysis.
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Beweis:Da gdie MengeG in sich abbildet, sind f̈urx0∈G die Iteriertenxt=
g(xt−1)=...=gt(x0) definiert, und es gilt

xt+1−xt = g(xt)−g(xt−1)

≤qxt−xt−1 ≤...≤qt x1−x0.

Wir wollen zeigen, dass (xt)t∈N eine Cauchy-Folge ist. Seien dazuε>0 undm≥1
beliebig vorgegeben:

xt+m−xt ≤ xt+m−xt+m−1 +...+ xt+1−xt

≤{qt+m−1+...+qt} x1−x0

=qt
m−1

i=0

qi=qt
1−qm

1−q
≤ε f̈urt≥t(ε).

Also existiertz= limt→∞ x
t∈G (wegen der Abgeschlossenheit vonG)mitz=g(z).

Die Eindeutigkeit des Fixpunkteszfolgt sofort aus der Kontraktionseigenschaft vong.
Zum Nachweis von (5.4.34) schreiben wir

xt+m−xt ≤ xt+m−xt+m−1 +...+ xt+1−xt

≤{qm+...+q}

≤q/(1−q)

xt−xt−1 , m≥1.

Durch Grenz̈ubergangm→∞ folgt daraus

z−xt ≤
q

1−q
xt−xt−1 ≤

qt

1−q
x1−x0.

Q.E.D.

Zur Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf eine Abbildungg:G→ Rn

muss gezeigt werden, dass es eine abgeschlossene (nichtleere) Teilmenge von Ggibt, die
vongin sich abgebildet wird, und auf dergeine Kontraktion ist. Seigeine Kontraktion
auf der Kugel

Kρ(c)≡{x∈R
n|x−c≤ρ}, ρ>0,

um einen Punktc∈Rn mit Lipschitz-Konstante q<1. F̈urx∈Kρ(c) gilt dann

g(x)−c≤ g(x)−g(c)

≤qρ

+g(c)−c.

Unter der Bedingung

g(c)−c≤(1−q)ρ (5.4.35)
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bildet danngdie MengeKρ(c) in sich ab. Istgdifferenzierbar, so wird die Matrix

g(x)≡
∂gi
∂xj i,j=1,...,n

∈Rn×n

der partiellen Ableitungen die
”
Jacobi5-Matrix“ genannt.

Hilfssatz 5.2 (L-Stetigkeit): Die Abbildungg:G→Rn sei stetig differenzierbar, und
die MengeGsei konvex. Dann gilt

g(x)−g(y)≤sup
ζ∈G

g(ζ) x−y, x,y∈G, (5.4.36)

d. h.: Im Fallesupζ∈G g(ζ)<1istgeine Kontraktion aufG.

Beweis:Seienx, y∈G. Wir setzen f̈uri=1,...,n:

ϕi(s):=gi(x+s(y−x)), 0≤s≤1,

und haben damit

gi(y)−gi(x)=ϕi(1)−ϕi(0) =
1

0

ϕi(s)ds.

Wegen

ϕi(s)=

n

j=1

∂gi
∂xj
(x+s(y−x))(y−x)j

und den Stetigkeitseigenschaften der Vektornorm folgt

g(y)−g(x)=
1

0

g(x+s(y−x))·(y−x)ds

≤
1

0

g(x+s(y−x))dsy−x ≤sup
ζ∈G

g(ζ) y−x.

Dies impliziert die Bahauptung. Q.E.D.

Korollar 5.1: Mit Hilfe der Abschätzung aus Hilfssatz 5.2 und (5.4.35) ergibt sich, dass
es zu jedem Fixpunktz∈Gvong,indem g(z)<1gilt, eine Umgebung

Kρ(z)={x∈R
n|x−z≤ρ}⊂G

gibt, so dassgeine Kontraktion vonKρ(z)in sich ist.

5Carl Gustav Jakob Jacobi (1804–1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind hochbegabt; wirk-
te in K̈onigsberg und Berlin; Beitr̈age zu vielen Bereichen der Mathematik: Zahlentheorie, elliptische
Funktionen, partielle Differentialgleichungen, theoretische Mechanik.
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Wir betrachten nun wieder die Lösung der Gleichungf(x) = 0 mit Hilfe der sukzes-
siven Approximation

xt+1=xt+C−1f(xt), t=0,1,2,.... (5.4.37)

Nach den obigenÜberlegungen ist die Konvergenz dieser Iteration z. B. gesichert, wenn
fauf einer geeigneten KugelKρ(c)⊂R

n stetig differenzierbar ist, und wenn dort gilt

sup
ζ∈Kρ(c)

I+C−1f(ζ) =:q<1, C−1f(c)≤(1−q)ρ. (5.4.38)

Beispiel 5.5:SeienA∈Rn×n undb∈Rn gegeben. Das lineare Gleichungssystem
Ax=bisẗaquivalent zur Nullstellenaufgabef(x):=b−Ax= 0 . Zu deren iterativen
L̈osung betrachten wir mit einer regul̈aren MatrixC∈Rn×n die Fixpunktaufgabe

x=g(x):=x+C−1f(x)=x+C−1(b−Ax)=(I−C−1A)

=B

x+C−1b
=c

.

Die MatrixB:=I−C−1Awird die
”
Iterationsmatrix“ der zugeḧorigen Fixpunktiteration

(
”
sukzessive Approximation“) genannt:

xt+1=BxT+c, t=1,2,....

Die Abbildunggist wegen

g(x)−g(y)= B(x−y)≤ B x−y

f̈ur B <1 eine Kontraktion auf ganzRn. Dabei ist · eine geeignete (naẗurliche)
Matrizennorm. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konvergiert daher die sukzessive
Approximation gegen den (eindeutig bestimmten) Fixpunkt der Abbildung gbzw. die
L̈osung des GleichungssystemsAx=b.

Beispiel 5.6:Die Funktion f(x)=cosh(x)−2x= 1
2
(ex+e−x)−2xhat genau zwei

Nullstellenz1∼0.59,z2∼2.1 . Zu ihrer Approximation machen wir den Ansatz

g(x)=x+1
2
{cosh(x)−2x}=1

2
cosh(x), g(x)=1

2
sinh(x),

Offensichtlich bildetgdas Intervall [0,z2] in sich ab. Da die Beziehung

max
0≤x≤b

|g(x)|=1
2
sinh(b)<1 (arcsinh(2) = 1.44...)

notwendigb<2 voraussetzt, muss|g(z2)|>1sein.F̈ur alle Startwertex
0∈(z2,∞)

divergieren die Iteriertenxt→∞ f̈urt→∞.Tats̈achlich konvergiert aberxt→z1(t→
∞) sogar f̈ur allex0∈[0,z2] (geometrischëUberlegung). Die Bedingung, dassgüberall
eine Kontraktion sein muss, ist also nicht notwendig f̈ur die Konvergenz der sukzessiven
Approximation. Der Fixpunkt z1 mit |g(z1)|<1 in Beispiel 5.4 ist also”

anziehend“,
der Fixpunktz2 dagegen”

abstoßend“, da hier wegen|g(z2)|>1 in jeder Umgebung
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vonz2Startpunktex
0existieren, f̈ur die die sukzessive Approximation nicht gegenz2

konvergiert.
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Abbildung 5.4:Nullstellenproblem

Nach Wahl einer Fehlertoleranzε>eps (z. B.:ε=10−4) wird ausgehend vonx0=0
iteriert gem̈aßxt+1=1

2
cosh(xt)(t=0,1,2,...) bis das folgende Abbruchkriterium erf̈ullt

ist:
xt+1−xt

xt+1
≤ε.

Wir erhalten:

x1=0.5,x2=0.563, ..., x7=0.58931,x8=0.58936, ..., x19=0.5893877633.

x8−x7

x8
≤0.8532·10−4.

Auf dem Intervall [0,1] gilt

q=max
0≤x≤1

|g(x)|=1
2
sinh(1)∼0.6.

Die a priori Fehlerabscḧatzungen von Satz 5.2 ergibt dann

|x8−z1|≤
0.68

1−0.6
|x1−x0|∼2·10−2.

Beispiel 5.7:Zur Bestimmung der QuadratwurzelA1/2∈Rn×n einer positiv definiten
Matrix A∈Rn×n betrachtet man die Abbildung

g(X)=1
2
(X2+B)
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mit der Matrix B=I−A. Dies wird motiviert durch diëAquivalenz

Z=g(Z)=1
2
(Z2+B) ⇔ (I−Z)2=I−B=A,

bzw.I−Z=A1/2. Im FalleB =q<1 gilt f̈urX, Y ∈Kq(0) ={C∈R
n×n|C ≤q}:

g(X)≤
1

2
(X 2+ B )≤

1

2
(q2+q)≤q

und

g(X)−g(Y)=
1

2
X2−Y2 =

1

2
X(X−Y)+(X−Y)Y

≤
1

2
(X + Y)X−Y ≤qX−Y,

d. h.:gist eine Kontraktion der abgeschlossenen TeilmengeKq(0)⊂R
n×n in sich. Nach

dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also genau ein FixpunktZ∈Kq(0) vong, und
die Folge der sukzessiven IteriertenXt=g(Xt−1),t∈N, konvergiert f̈ur jeden Startwert
X0∈Kq(0) :X

t→ Z(t→ ∞) . Wegen der obigenÄquivalenz ist dannI−Z=A1/2.
Alle IteriertenXtund damit auch der FixpunktZsind symmetrisch. Wegen Z|| ≤q
ist daherI−Zauch positiv definit, so daß mitA1/2:=I−Zdie eindeutug bestimmte,
positive” Wurzel vonAbestimmt ist.

5.5 Das Newton-Verfahren imRn

Wir betrachten nun das Newton-Verfahren zur Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme
mit stetig differenzierbaren Abbildungen f:D⊂Rn→Rn. Formal lautet die Newton-
Iteration

xt+1=xt−f(xt)−1f(xt), t=0,1,2..., (5.5.39)

mit der Jacobi-Matrix f(·)vonf. In jedem Iterationsschritt ergibt sich ein lineares
(n×n)-Gleichungssystem mitf(xt) als Koeffizientenmatrix:

f(xt)xt+1=f(xt)xt−f(xt), t=0,1,2... . (5.5.40)

Dies macht das Newton-Verfahren wesentlich aufwendiger als die einfache Fixpunktitera-
tion; daf̈ur konvergiert es aber auch sehr viel schneller. Das Newton-Verfahren wird meist
in Form einer Defektkorrekturiteration durchgef̈uhrt (mit dem ”Defekt”dt:=f(xt)):

f(xt)δxt=f(xt), xt+1=xt−δxt, t=0,1,2... . (5.5.41)

Dies spart gegen̈uber (5.5.40) pro Iterationsschritt eine Matrix-Vektor-Multiplikation.

Im Folgenden geben wir ein Konvergenzresultat f̈ur das Newton-Verfahren, welches ne-
benbei auch die Existenz einer Nullstelle sichert. Mit ·seien die euklidische Vektornorm
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und ebenso die zugeḧorige naẗurliche Matrizennorm bezeichnet. Seif:G⊂Rn→ Rn

eine differenzierbare Abbildung, f̈ur die eine Nullstellezgesucht ist. Die Jacobi-Matrix
f(·) sei auf der Niveaumenge

D∗:={x∈G|f(x)≤ f(x∗)}

zu einem festen Punktx∗∈Gregul̈ar mit gleichm̈aßig beschr̈ankter Inverser:

f(x)−1 ≤β, x∈D∗.

Ferner seif(·)aufD∗gleichm̈aßig L-stetig:

f(x)−f(y)≤γx−y, x,y∈D∗.

Mit diesen Bezeichnungen haben wir den folgenden Satz von Newton-Kantorovich6

Satz 5.5 (Newton-Kantorovich):Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei f̈ur
den Startpunktx0∈D∗mit α:=f(x

0)−1f(x0) die folgende Bedingung erf̈ullt:

q:=1
2
αβγ <1.

Dann erzeugt die Newton-Iteration

f(xt)xt+1=f(xt)xt−f(xt), t≥1,

eine Folge(xt)t∈N⊂D, welche quadratisch gegen eine Nullstellez∈D vonfkonver-
giert, mit der a priori Fehlerabscḧatzung

xt−z≤
α

1−q
q(2

t−1), t≥1. (5.5.42)

Beweis:Zum Startpunktx0∈D∗geḧort die abgeschlossene, nicht leere Niveaumenge

D0:={x∈G|f(x)≤ f(x0)} ⊂D∗.

Wir betrachten die stetige Abbildung g:D0→R
d:g(x):=x−f(x)−1f(x).

(i) Wir wollen zun̈achst einige Hilfsresultate ableiten. F̈urx∈D0sei

xr:=x−rf(x)
−1f(x),0≤r≤1,

undR:= max{r|xs∈D0,0≤s≤r}=max{r|f(xs)≤ f(x0),0≤s≤r}.F̈ur die
Vektorfunktionh(r):=f(xr) gilt

h(r)=−f(xr)f(x)
−1f(x), h(0) =−h(0).

6Leonid Vitalyevich Kantorovich (1912–1986): Russischer Mathematiker; Professor an der Universiẗat
Leningrad (1934-1960), an der Akademie der Wissenschaften (1961-1971) und an der Universiẗat Moskau
(1971-1976); fundamentale Beitr̈age zur Anwendung der linearen Optimierung in derÖkonomie, zur
Funktionalanalysis und Numerik.
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F̈ur 0≤r≤Rergibt dies

f(xr)−(1−r)f(x)≤ f(xr)−(1−r)f(x)= h(r)−(1−r)h(0)

=
r

0

h(s)ds+rh(0)=
r

0

{h(s)−h(0)}ds

≤
r

0

h(s)−h(0)ds,

und ferner wegenxs−x=−sf(x)
−1f(x):

h(s)−h(0)= {f(xs)−f(x)}f(x)
−1f(x)

≤γxs−x f(x)−1f(x)≤γsf(x)−1f(x)2.

Dies ergibt

f(xr)−(1−r)f(x) ≤
1
2
r2γf(x)−1f(x)2. (5.5.43)

Mit der Größeαx:=f(x)
−1f(x) und f(x)−1 ≤βfolgt

f(xr)≤(1−r+
1
2
r2αxβγ)f(x).

Im Falleαx≤αgilt dann wegen der Voraussetzung
1
2
αβγ <1:

f(xr)≤(1−r+r
2)f(x).

Folglich ist in diesem FallR=1,d.h.:g(x)∈D0.F̈ur solchex∈D0gilt weiter

g(x)−g2(x)= g(x)−g(x)+f(g(x))−1f(g(x))≤βf(g(x)).

Mit Hilfe der Abschätzung (5.5.43) f̈urr= 1 folgt bei Beachtung vong(x)=x1:

g(x)−g2(x)≤1
2
βγf(x)−1f(x)2=1

2
βγx−g(x)2. (5.5.44)

(ii) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Beweis des Satzes. Zun̈achst wollen
wir zeigen, dass die Newton-Iterierten (xt)t∈N inD0existieren und die Ungleichung

xt−g(xt)= f(xt)−1f(xt)≤α

erf̈ullen. Dies erfolgt durch vollsẗandige Induktion. F̈urt= 0 ist die Aussage trivialerweise
richtig; insbesondere ist wegenαx0=αnach dem oben gezeigteng(x

0)∈D0.Seinun
xt∈D0eine Iterierte mitg(x

t)∈D0und xt−g(xt)≤α. Dann folgt

xt+1−g(xt+1)= g(xt)−g2(xt)≤1
2
βγxt−g(xt)2≤1

2
α2βγ≤α

und somit nach dem oben Gezeigteng(xt+1)∈D0. Also existiert (x
t)t∈N ⊂D0.Als

n̈achstes zeigen wir, dass diese Folge Cauchy-Folge ist. Mit Hilfe von (5.5.44) ergibt sich

xt+1−xt = g2(xt−1)−g(xt−1)≤1
2
βγg(xt−1)−xt−1 2=1

2
βγxt−xt−1 2,
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und bei Iteration dieser Abscḧatzung:

xt+1−xt ≤1
2
βγ1

2
βγxt−1−xt−2 2

2
≤(1

2
βγ)(2

2−1)xt−1−xt−2 (2
2)

≤(1
2
βγ)(2

2−1) 1
2
βγxt−2−xt−3 2

(22)
=(1

2
βγ)(2

3−1)xt−2−xt−3 (2
3).

Fortsetzung der Iteration bist=0 ergibtmitq=1
2
αβγ:

xt+1−xt ≤(1
2
βγ)(2

t−1)x1−x0 (2
t)≤(1

2
βγ)(2

t−1)α(2
t)≤αq(2

t−1).

F̈ur beliebigesm∈Nfolgt damit wegenq<1:

xt+m−xt ≤ xt+m−xt+m−1 +···+ xt+2−xt+1 + xt+1−xt

≤αq(2
t+m−1−1)+···+αq(2

t+1−1)+αq(2
t−1)

≤αq(2
t−1) (q(2

t))(2
m−1−1)+···+q(2

t)+1

≤αq(2
t−1)

∞

j=0

(q(2
t))j≤

αq(2
t−1)

1−q(2t)
.

Dies besagt, dass (xt)t∈N⊂D0Cauchy-Folge ist. Deren Limesz∈D0ist dann notwendig
ein Fixpunkt vongbzw. Nullstelle vonf:

z= lim
t→∞
xt= lim

t→∞
g(xt−1)=g(z).

Durch Grenz̈ubergangm→∞ erhalten wir auch die Fehlerabscḧatzung

z−xt ≤
α

1−q
q(2

t−1),

was den Beweis vervollsẗandigt. Q.E.D.

Bemerkung 5.3:Unter der Annahme, dass eine Nullstellez∈Gvonfexistiert kann
die Aussage von Satz 5.1 f̈ur das Newton-Verfahren imR1sinngem̈aß auf denRnmit der
Maximumnorm ·∞ verallgemeinert werden. Dabei sind die auftretenden Konstanten
gem̈aßm=1/β, M=γzu identifizieren. Inbesondere gilt neben der a priori Fehler-
abscḧatzung (5.5.42) auch die folgende a posteriori Fehlerabscḧatzung (̈Ubungsaufgabe):

xt−z∞ ≤
1

m
f(xt)∞ ≤

M

2m
xt−xt−1 2∞, t∈N. (5.5.45)

Beispiel 5.8:Zur Bestimmung der InversenZ=A−1einer regul̈aren MatrixA∈Rn×n

wird gesetzt
f(X):=X−1−A,

f̈urX∈Rn×n regul̈ar. Eine Nullstelle dieser Abbildungf(·):Rn×n→ Rn×n ist gerade
die InverseZ=A−1. Diese soll mit dem Newton-Verfahren berechnet werden. Dazu ist
zun̈achst eine Umgebung vonAbzw. vonA−1zu bestimmen, auf derf(·) definiert und
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differenzierbar ist. F̈urX ∈Kρ(A) mitρ< A
−1 −1 folgt ausX =A−A+X =

A(I−A−1(A−X)) die Beziehung

A−1(A−X)≤ A−1 A−X ≤ρA−1 <1,

d. h.:I−A−1(A−X) und damit auchX sind regul̈ar. Als n̈achstes ist die Jacobi-Matrix
f(·)vonf(·) als Abbildung vonRn×n in sich zu bestimmen. F̈ur die Durchf̈uhrung des
Newton-Verfahrens gen̈ugt es offensichtlich, die Wirkung vonf(·) auf MatrizenY∈
Rn×n zu bestimmen. Wir wollen zeigen, dass

f(X)Y=−X−1YX−1, Y∈Rn×n.

Dies sieht man wie folgt: Aus f(X)=X−1−A folgtXf(X)=I−XA.F̈ur die
Jacobi-Matrizen der rechten und linken Seite gilt

[Xf(X)]Y
j,k
=

pq

∂

∂xpq
l

xjlflk(X)ypq

=
p,q l

∂xjl
∂xpq

δjp·δlq

flk(X)+xjl
∂flk
∂xpq
(X)ypq

=
q

fqk(X)yjq+
p,q l

xjl
∂flk
∂xpq
(X)ypq

= Yf(X)+Xf(X)Y
jk
.

Analog finden wir
[I−XA]Y=−YA.

Also ist
−YA=Yf(X)+Xf(X)Y=YX−1−YA−Xf(X)Y

bzw.
f(X)Y=−X−1YX−1.

Das Newton-Verfahren
f(Xt)Xt+1=f(Xt)Xt−f(Xt)

erḧalt in diesem Fall also die Gestalt

−Xt
−1

Xt+1Xt
−1

=−Xt
−1

XtXt
−1

=I

−Xt
−1

+A

bzw.

Xt+1=2Xt−XtAXt=Xt{2I−AXt}. (5.5.46)

Diese Iteration ist das mehrdimensionale Analogen der Iterationxt+1 =xt(2−axt)im
skalaren Fall zur divisionsfreien Berechnung des Kehrwertes 1/aeiner Zahla=0.Über
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die Identiẗat

Xt+1−Z=2Xt−XtAXt−Z=−(Xt−Z)A(Xt−Z) (5.5.47)

gewinnt man die Fehlerabscḧatzung

Xt+1−Z ≤ A Xt−Z 2. (5.5.48)

Der Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz f̈ur das Newton-Verfahren ist in diesem
Fall also die Menge

{X∈Rn×n|X−Z < A−1}.

5.5.1 Ged̈ampftes Newton-Verfahren

Bei der Durchf̈uhrung des Newton-Verfahrens zur L̈osung nichtlinearer Gleichungssysteme
treten zwei Hauptschwierigkeiten auf:

(i) hoher Aufwand pro Iterationsschritt,

(ii) hinreichend
”
guter“ Startpunktx0erforderlich.

ZurÜberwindung dieser Probleme verwendet man gegebenenfalls das sog.
”
vereinfachte

Newton-Verfahren“

f(c)δxt=f(xt), xt+1=xt−δxt, (5.5.49)

mit einem geeigneten c∈Rn,etwac=x(0), welches nahe bei der Nullstellezliegt. Da-
bei haben alle zu l̈osenden Gleichungssysteme dieselbe Koeffizientenmatrix und k̈onnen
mit Hilfe einer einmal berechnetenLR-Zerlegung vonf(c) effizient gel̈ost werden. An-
dererseits f̈uhrt man zur Vergr̈oßerung des Konvergenzbereiches des Newton-Verfahrens
eine

”
D̈ampfung“ ein,

f(xt)δxt=f(xt), xt+1=xt−λtδx
t, (5.5.50)

wobei der Parameter λt∈(0,1] zu Beginn klein geẅahlt wird und dann nach endlich
vielen Schritten gem̈aß einer geeigneten D̈ampfungsstrategieλt= 1 gesetzt wird. Der
folgende Satz gibt ein konstruktives Kriterium f̈ur die a posteriori Wahl des D̈ampfungs-
parametersλt.

Satz 5.6 (ged̈ampftes Newton-Verfahren):Unter den Voraussetzungen von Satz 5.5
erzeugt f̈ur jeden Startpunktx0∈D∗die ged̈ampfte Newton-Iteration (5.5.50) mit

λt:= min1,
1

αtβγ
, αt:=f(x

t)−1f(xt), (5.5.51)
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eine Folge(xt)t∈N,f̈ur welche nacht∗Schrittenq∗:=
1
2
αt∗βγ <1erf̈ullt ist, so dass ab

dannxtquadratisch konvergiert, mit der a priori Fehlerabscḧatzung

xt−z≤
α

1−q∗
q(2

t−1)
∗ , t≥t∗. (5.5.52)

Beweis:Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 5.5. Für
einx∈D0 gilt mitxr:=x−rf(x)

−1f(x),0≤r≤1 , undαx:=f(x)
−1f(x) die

Abscḧatzung

f(xr)≤(1−r+
1
2
r2αxβγ)f(x), 0≤r≤R=max{r|xs∈D0,0≤s≤r≤1}.

Der Vorfaktor wird minimal f̈ur

r∗=min 1,
1

αxβγ
>0: 1−r∗+

1
2
r2∗αxβγ≤ 1−

1

2αxβγ
<1.

Bei Wahl von
rt:= min1,

1

αtβγ

ist also (xt)t∈N⊂D0, und die Normg(x
t) f̈allt streng monoton, d. h.:

f(xt+1)≤ 1−
1

2αtβγ
f(xt).

Nach endlich vielen,t∗≥1 , Iterationsschritten ist dann
1
2
αt∗βγ <1 , und die quadrati-

sche Konvergenz der weiteren Folge (xt)t≥t∗ folgt aus Satz 5.5. Q.E.D.

5.6Übungsaufgaben

Übung 5.1: Man berechne mit einem Fehler kleiner 10−6 die Nullstellez=πder
Funktionf(x)=sin(x):

a) mit der Intervallschachtelung zum Startintervall [2,4] ;

b) mit der Fixpunktiterationxt=xt−1+f(xt−1) zum Startwertx0=4;

c) mit dem Newton-Verfahrenxt=xt−1−f(xt−1)
−1f(xt−1) zum Startwertx0=4.

Warum konvergiert in diesem Fall die einfache Fixpunktiteration (b) genauso schnell wie
das Newton-Verfahren ?

Übung 5.2: Zur Berechnung der L̈osungz∈[0.5,0.6] der Gleichungx+ln(x)=0
werden folgende Fixpunktiterationen vorgeschlagen:

a) xt=−ln(xt−1);

b) xt=e
−xt−1;

c) xt=
1
2
(xt−1+e

−xt−1).

Welche dieser Iterationen kann man verwenden, welche sollte man verwenden, und lässt
sich vielleicht eine noch

”
bessere“ Iteration angeben?
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Übung 5.3: Es seia>0 gegeben. Man zeige, dass f̈ur beliebigen Startwertx0>0die
Fixpunktiteration

xt=
x3t−1+3axt−1
3x2t−1+a

, t=1,2,...,

monoton gegen z=
√
akonvergiert. Wie groß ist die lokale Konvergenzordnung? Man

überpr̈ufe durch einen numerischen Test das theoretische Ergebnis.

Übung 5.4: F̈ur zweimal stetig differenzierbare Funktionenfkonvergiert das Newton-
Verfahren lokal quadratisch gegen eine Nullstelle z. Man zeige, dass es f̈ur (nur) stetig
differenzierbare Funktionen immer noch

”
super-linear“ konvergiert,

xt−z

xt−1−z
→0 (t→∞),

d. h.: Es ist asymptotisch schneller als die einfache Fixpunktiteration.

Übung 5.5 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Berechnung der
Nullstellen eines Polynoms

p(x)=a0+a1x+...+anx
n, an=0,

mit Hilfe des Newton-Verfahrens, wobei zur Auswertung von p(x) undp(x)dasHorner
Schema zu verwenden ist. Startwerte sollen etwa durch Intervallschachtelung ermittelt
werden. Als Abbruchkriterium frage man ab, ob gilt:

|xt+1−xt|

|xt|
=

p(xt)

p(xt)xt
≤10−8.

Dieses Kriterium wird auch im Fall einer mehrfachen Nullstelle, d. h.p(xt)→0(t→∞),
verwendet. Es muß allerdings abgefragt werden, obp(xt)xt=0 ist.

Man berechne mit diesem Programm sämtliche Nullstellen der Legendre- und der Tscheby-
scheff-Polynome vom Gradp= 4 undp=5,d.h.dieSẗutzstellen der entsprechenden
Gaußschen Quadraturformeln. Dabei sollen jeweils alle Iterierte inkl. der Startwertberech-
nung bis zur Erf̈ullung des Abbruchkriteriums ausgegeben werden.
(Hinweis: Die PolynomeLk(x) undTk(x)erḧalt man mit Hilfe der Rekursionsformeln
f̈ur die Legendre- und die Tschebyscheff-Polynome.)

Übung 5.6: Zur Berechnung der InversenA−1einer regul̈aren MatrixA∈Rn×nwerden
die beiden Fixpunktiterationen

a) Xt=Xt−1(I−AC)+C, t=1,2,..., C∈R
n×nregul̈ar,

b) Xt=Xt−1(2I−AXt−1), t=1,2,...,

betrachtet. Man gebe hinreichende Kriterien f̈ur die Konvergenz dieser Iterationen an.
Wie würde in diesem Fall das Newton-Verfahren lauten?
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Übung 5.7: Es sollen die Schnittpunkte des durchx21+x
2
2= 2 gegebenen Kreises und

der durchx21−x
2
2= 1 gegebenen Hyperbel bestimmt werden. Wie lauten die exakten

L̈osungen?

a) Man schreibe die Aufgabenstellung als Nullstellenproblemn einer geeigneten Abbildung
f=f(x1,x2):R

2→ R2 und iteriere ausgehend von dem Startwertx(0)=(1,1)T mit
dem Newton-Verfahren bis das Inkrement x(t)−x(t−1) ∞ kleiner als 2×10

−3ist.

b) Man bestimme zu der Abbildungfaus (a) eine MatrixC∈R2×2in der Form

C=
c c

c−c
, c=0,

so dass die Fixpunktiteration

x(t+1)=x(t)−Cf(x(t))

ausgehend vom Startwertx(0)=(1,1)T garantiert gegen die Nullstellezvonfim
ersten Quadranten der (x1,x2)-Ebene konvergiert. Wie viele Schritte m̈usste man mit
der geẅahlten Fixpunktiteration machen, damit x(t)−z∞ kleiner als 2×10

−3 ist?
(Hinweis: Bei den Abscḧatzungen verwende man die Maximumnorm.)

Übung 5.8: Die EigenwertaufgabeAx=λxeiner MatrixA∈Rn×n isẗaquivalent zu
dem nichtlinearen Gleichungssystem

Ax−λx=0,

x||22−1=0,

vonn+ 1 Gleichungen in denn+1 Unbekanntenx1,...,xn,λ.

a) Man gebe die Newton-Iteration zur L̈osung dieses Gleichungssystems an.

b) Man f̈uhre zwei (oder bei Interesse auch mehr) Newton-Schritte durch f̈ur die Matrix

A=
4 0

−1 4

mit den Startwerten x01=0,x
0
2=1.5,λ

0=3.5 . Man berechne die Eigenwerte und
Eigenvektoren dieser Matrix und stelle fest, ob das Newton-Verfahren in diesem Fall
quadratisch konvergiert.

Übung 5.9: Man untersuche die Konvergenz der Fixpunktiteration

xt=Bxt−1+c

f̈ur die Matrizen
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(i) B=

⎡

⎢
⎢
⎣

0.6 0.3 0.1

0.2 0.5 0.7

0.1 0.1 0.1

⎤

⎥
⎥
⎦, (ii) B=

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0.5 0

1 0 0

0 0 2

⎤

⎥
⎥
⎦.

Was ist der Limes der Folgen im Falle der Konvergenz? (Hinweis: Es sind die Eigenwerte
der Matrizen abzuscḧatzen. Dazu kann eine geeignete Norm oder auch der Zusammen-
hang zwischen den Eigenwerten und der Determinante einer Matrix dienen.)

Übung 5.10 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Realisierung der
Iterationsverfahren aus Aufgabe 5.6 f̈ur die (positiv definite) Tridiagonalmatrix

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1

−1 2
...

...
...−1

−1 2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

f̈urn=2k,k=2,...,10 . Zur Vermeidung zu langer Rechenzeiten sollte eine obere
Schranke (etwak≤105f̈ur die Anzahl der Iterationsschritte gesetzt werden. Mit der
Matrix C=1

8
I∈Rn×nist in diesem Fall nach Aufgabe 11.1 die Konvergenz der Iteration

(a) f̈ur jeden Startwert garantiert. Man verwende daher versuchsweise f̈ur beide Iterationen
(a) und (b) die StartmatrixX0=

1
8
I. Als Abbruchkriterium ẅahle man die Gr̈oße des

ResiduumsAXt−Igem̈aß

AXt−I∞ = max
i=1,...,n

n

j=1

|(AXt)ij−δij|≤10
−8.

Man gebe die Anzahl der benötigten Iterationen in Abḧangigkeit vonnan. Sind die-
se Verfahren konkurrenzf̈ahig mit der direkten Berechnung der Inversen mit Hilfe der
simultanen Gauß-Elimination?





6 Lineare Gleichungssysteme II (Iterative Verfahren)

F̈ur sehr große Gleichungssysteme mitn 1.000 ist die Gauß-Elimination nur sehr
schwer zu realisieren, da sie zu viel Speicherplatz erfordert. F̈ur einen×n-MatrixA
mit n=106 und Bandbreitem =102 sind dies bereits 108Speicherpl̈atze, was die
Arbeitsspeicherkapaziẗat der meisten zur Zeit im Einsatz befindlichen Rechenanlagen
übersteigt. Zur Durchf̈uhrung der Elimination m̈usste man in diesem Fall also mit Hin-
tergrundspeichern arbeiten, was wegen des erforderlichen Datentransfers die Rechenzeit
stark verl̈angert. Bei vielen in der Praxis auftretenden großen Gleichungssystemen hat
man es jedoch mit sehr d̈unn besetzten Bandmatrizen mit nur 5−25 von Null verschie-
denen Elementen pro Zeile zu tun.Die im Folgenden betrachteten

”
iterativen Verfahren“

ben̈otigen zur n̈aherungsweisen L̈osung des GleichungssystemsAx=bnicht viel mehr
Speicherplatz, als zur Speicherung vonAselbst erforderlich ist.

Als erstes betrachten wirFixpunktiterationen zur L̈osung des SystemsAx=bmit
einer regul̈arenn×n-MatrixAund einemn-Vektorb. Zur Konstruktion solcher Iterati-
onsvorschriften geht man etwa wie folgt vor:

Das GleichungssystemAx=blautet ausgeschrieben

ajjxj+

n

k=1
k=j

ajkxk=bj, j=1,...,n.

Im Falleajj= 0 ist diesäquivalent zu

xj=
1

ajj
bj−

n

k=1
k=j

ajkxk , j=1,...,n.

Das sog.
”
Gesamtschritt-Verfahren“ (oder auch

”
Jacobi-Verfahren“) erzeugt Iterierte

xt∈Rn,t=1,2,..., durch die Iterationsvorschrift

xtj=
1

ajj
bj−

n

k=1
k=j

ajkx
t−1
k , j=1,...,n. (6.0.1)

Zum Zeitpunkt der Berechnung vonxtj sind die vorausgehenden neuen Komponenten
xtr,r<j, bereits berechnet. Zur Beschleunigungder Konvergenz liegt es also nahe, diese
Zusatzinformation schon zur Berechnung vonxtjauszunutzen. Diese Idee ist die Grund-
lage des sog.

”
Einzelschritt-Schritt-Verfahrens“ (oder auch

”
Gauß-Seidel1-Verfahrens“):

xtj=
1

ajj
bj−

k<j

ajkx
t
k−

k>j

ajkx
t−1
k , j=1,...,n. (6.0.2)

1Philipp Ludwig von Seidel (1821–1896): Deutscher Mathematiker; Professor in M̈unchen; Beitr̈age
zur Analysis (u. a. Methode der kleinsten Fehlerquadrate) owie Himmelsmechanik und Astronomie.
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6.1 Fixpunktiterationen

Zur kompakteren Schreibweise der betrachteten Iterationsverfahren f̈uhren wir die Auf-
spaltungA=D+L+Rein, wobei

D=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 ··· 0
...

...

0 ··· ann

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

L=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 ··· 0

a21
...

...
...

...

an1 ···an,n−1 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

R=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 a12 ··· a1n
...

...
...

...an−1,n

0 ··· 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Damit schreibt sich das Jacobi-Verfahren in der Form

xt=D−1{b−(L+R)xt−1}=−D−1(L+R)

J

xt−1+D−1b,

mit der sog. “Jacobi-Matrix” Jund das Gauß-Seidel-Verfahren in der Form

xt=D−1{b−Lxt−Rxt−1}=−(D+L)−1R

H1

xt−1+(D+L)−1b.

mit der sog.
”
Gauß-Seidel-Matrix“H1(Die NotationH1f̈ur die Gauß-Seidel-Matrix wird

sp̈ater klar werden.). Beide Verfahren besitzen also die Gestalt

xt=Bxt−1+c (6.1.3)

mit einer sog.
”
Iterationsmatrix“B. Konvergiert nun die Folge der Iterierten (x(t))t∈N

gegen einen Vektorx∈Rn, so gilt f̈ur diesen offenbar

x=Bx+c, (6.1.4)

d. h. er ist ein
”
Fixpunkt“ der Abbildungg:x→ Bx+c; daher auch die Bezeichnung

”
Fixpunktiteration“. Ein sinnvolles iteratives Verfahren dieser Art muss also so gebaut
sein, dass die Fixpunkte vongautomatisch L̈osungen des urspr̈unglichen Gleichungssy-
stemsAx=bsind. Dies ist beim Jacobi- und beim Gauß-Seidel-Verfahren aufgrund ihrer
Konstruktion der Fall. Zur Konstruktion allgemeinerer iterativer Verfahren dieses Typs
ẅahlt man etwa eine regul̈aren×n-MatrixCund iteriert ausgehend von der Beziehung

Ax=b ↔ Cx=Cx−Ax+b ↔ x=x+C−1(b−Ax)

in der Form

xt=(I−C−1A)

=:B

xt−1+C−1b
=:c

. (6.1.5)

Dies wird in der Praxis auf dem Rechner als sog.
”
Defektkorrekturiteration2’ realisiert,

bei der in jedem Schritt im wesentlichen ein lineares Gleichungssystem mit der geẅahlten
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Matrix Cgel̈ost werden muss:

dt−1=Axt−1−b, Cδxt=dt−1, xt=xt−1−δxt.

Ein hinreichendes Kriterium f̈ur die Konvergenz der Iteration (6.1.3) ist nach dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz, dass

B <1

f̈ur irgendeine Matrizennorm · aufRn×n. Die G̈ultigkeit dieser Beziehung kann aber
f̈ur eine konkrete Matrix sehr wohl von der speziellen Wahl der Norm abḧangen. Daher
verwendet man zur Charakterisierungder Fixpunktiteration besser den sog.

”
Spektralra-

dius“ der Iterationsmatrix:

spr(B) := max{|λ|:λ∈σ(B)}.

Hierbei bezeichnet σ(B)⊂C das
”
Spektrum“ der MatrixB, d. h.: die Menge ihrer

Eigenwerte. Offenbar ist spr(B) der Radiusder kleinsten Kreisscheibe um den Nullpunkt
in der komplexen Zahlenebene, die alle Eigenwerte vonB entḧalt. Mit einer beliebigen
naẗurlichen Matrizennorm gilt

spr(B)≤ B. (6.1.6)

F̈ur symmetrischesBist sogar

spr(B) =B2= sup
x∈Rn\{0}

Bx2

x2
; (6.1.7)

jedoch ist spr(·)keineNormaufRn×n, da i. Allg. die Dreiecksungleichung nicht gilt.

Satz 6.1 (Fixpunktiteration):Die durch

xt=Bxt−1+c (6.1.8)

erzeugten Iteriertenxt∈Rn,t=1,2,..., konvergieren genau dann f̈ur jeden Startwert
x0∈Rn gegen die L̈osungx∈Rn der Fixpunktgleichungx=Bx+c,wenn

spr(B)<1. (6.1.9)

Im Falle der Konvergenz ist das asymptotische Konvergenzverhalten bzgl. einer beliebigen
Vektornorm · charakterisiert durch

sup
x0∈Rn

lim sup
t→∞

xt−x

x0−x

1/t

=spr(B). (6.1.10)

Beweis:Wir führen die Fehlervektorenet:=xt−xein und finden (wegenx=Bx+c)

et=xt−x=Bxt−1+c−(Bx+c)

=x

=Bet−1,
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d. h.et=Bte0,t∈N.

(i) Im Fall spr(B)<1 existiert gem̈aß Hilfssatz 6.1 eine naẗurliche Matrizennorm ·ε,
so dass

B ε≤spr(B) +ε<1

f̈ur einε<1−spr(B) . Folglich konvergiert in der zugeḧorigen Vektornorm ·ε:

etε= Bte0 ε≤ Btε e
0
ε≤ B t

ε e
0
ε→0, (t→∞).

Aufgrund derÄquivalenz aller Normen aufRn konvergiert alsoxt→x(t→∞).

(ii) Aus der Konvergenz der Iteration (f̈ur jeden Startwert) folgt bei Wahl vonx0=w+x
mit einem Eigenvektor w∈Rn\{0}zum betragsgr̈oßten EigenwertλvonB:

λtw=Btw=Bte0=et→0 (t→∞).

Dies impliziert notwendig |λ|<1f̈urλ∈σ(B), d. h. spr(B)<1 . Als Nebenprodukt
erhalten wir noch die Beziehung

et

e0

1/t

=|λ|.

(iii) Zu beliebig kleinenε>0 sei wieder ·εeine naẗurliche Matrizennorm mit B ε≤
spr(B) +ε. Dann existieren Zahlenm, M > 0 , so dass f̈ur die gegebene (beliebige)
Vektornorm · gilt:

m x ≤ xε≤M x, x∈Rn,

Damit erhalten wir

et ≤
1

m
etε=

1

m
Bte0 ε≤

1

m
B t
εe
0
ε

≤
M

m
(spr(B) +ε)te0,

bzw. wegen M
m

1/t
→1(t→∞):

lim sup
t→∞

et

e0

1/t

≤spr(B) +ε.

Daε>0 beliebig klein geẅahlt werden kann, ergibt sich die Behauptung. Q.E.D.

Wir tragen noch den im obigen Beweis verwendeten Hilfssatz nach:

Hilfssatz 6.1 (Spektralradius): F̈ur jede MatrixB∈Rn×n gibt es zu jedem beliebig
kleinenε>0eine naẗurliche Matrizennorm ·ε, so dass

spr(B)≤ B ε≤spr(B)+ε. (6.1.11)
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Beweis:Die MatrixBisẗahnlich zu einer Dreiecksmatrix

B=T−1RT , R=

⎡

⎢
⎢
⎣

r11 ···r1n
...

...

0 rnn

⎤

⎥
⎥
⎦,

mit den Eigenwerten von Bauf der Hauptdiagonalen, d. h.:

spr(B) = max
1≤i≤n

|rii|.

F̈ur ein beliebigesδ∈(0,1] setzen wir

Sδ=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

δ
...

0 δn−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, R0=

⎡

⎢
⎢
⎣

r11 0
...

0 rnn

⎤

⎥
⎥
⎦,

Qδ=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 r12 δr13 ···δ
n−2r1n

...
...

...
...

...
... δrn−2,n
... rn−1,n

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

und haben damit

Rδ:=S
−1
δ RSδ=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r11 δr12 ···δ
n−1r1n

...
...

...
... δrn−1,n

0 rnn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=R0+δQδ.

Wegen der Regularität vonS−1δ Twird durch

xδ:=S
−1
δ Tx2, x∈Rn,

eine Vektornorm erkl̈art. Dann ist wegenR=SδRδS
−1
δ :

B=T−1RT=T−1SδRδS
−1
δ T

f̈ur allex∈Rn undy=S−1δ Tx:
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Bxδ = T−1SδRδS
−1
δ Txδ= Rδy2

≤ R0y2+δQδy2≤{max1≤i≤n|rii|+δμ}y2

≤ {spr(B) +δμ}xδ

mit der Konstante

μ=
n

i,j=1

|rij|
2
1/2

.

Also ist

sup
x∈Rn\{0}

Bx δ

xδ
≤spr(B) +μδ,

und die Behauptung folgt mitδ=ε/μ. Q.E.D.

Der Spektralradius der IterationsmatrixBbestimmt also das asymptotische Konver-
genzverhalten der Iteriertenxtbzgl. jeder Vektornorm. Zu jedemε>0 existiert ein
tε∈N,sodass

xt−x ≤(spr(B) +ε)tx0−x (t≥tε).

Dies l̈asst sich wie folgt interpretieren: Ist etwa spr(B)≤ρ<1, so erḧalt man nacht0
Schritten die zur weiteren Reduktion des Fehlers xt0−x um den Faktor 10−1(d. h. zur
Gewinnung einer Dezimalstelle Genauigkeit) erforderliche Anzahl von Iterationsschritten
aus der Beziehungρt≤10−1zu

t∼−
1

log10ρ
=−
ln(10)

ln(ρ)
. (6.1.12)

In ung̈unstigsten F̈allen mit z. B. spr(B)∼0.99 istt1∼230 . F̈ur Gleichungssysteme
der Gr̈oßenordnungn>1000 bedeutet dies einen betr̈achtlichen Rechenaufwand zur
Erlangung einer akzeptablen Genauigkeit.

Abbruchkriterien

Bei iterativen Verfahren ist es erforderlich, ein Abbruchkriterium anzugeben. Zun̈achst
erhalten wir durch Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes die Fehlerabscḧatzung

xt−z≤
q

1−q
xt−xt−1, (6.1.13)

mit der
”
Kontraktionskonstante“ q= B <1 . Bei vorgegebener Fehlertoleranzε>0

k̈onnte man das Verfahren dann abbrechen, sobald f̈ur die relativeÄnderung gilt:

δt

xt
≤

B

1− B
ε. (6.1.14)

Zur Realisierung dieser Strategie wird aber eine Scḧatzung f̈ur die Norm B bzw. f̈ur
spr(B) ben̈otigt. Diese muss indirekt aus den berechneten Iteriertenxt,d.h.a posteriori
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im Verlauf der Rechnung, gewonnen werden.In der Regel kann die IterationsmatrixB=
I−C−1Amit vertretbarem Aufwand gar nicht explizit gebildet werden. Methoden zur
Bestimmung von spr(B) werden im Kapitelüber Eigenwertaufgaben diskutiert.

Alternativ k̈onnte man auch das Residuum Axt−b abfragen.Über die Argumen-
tation

et=xt−x=A−1(Axt−b), b=Ax

et ≤ A−1 Axt−b,
1

b
≥

1

A x

erḧalt man
et

x
≤cond(A)

Axt−b

b
.

Dies hat allerdings den Nachteil, daß dazu extraAxtberechnet werden m̈ußte, und daß im
Falle cond(A) 1 eine starke Unterscḧatzung des tats̈achlichen Fehlers erfolgt. Zudem
ist cond(A) selbst naẗurlich wieder nur schwer scḧatzbar (noch schwieriger als spr(B) ).
Wir verweisen hierfür auch auf das Kapitelüber Eigenwertaufgaben.

Konstruktion von Iterationsverfahren

Bei der Konstruktion der Iterationsverfahren etwa auf dem ersten der angegebenem Wege,
d. h. bei der Wahl der MatrixC,m̈ussen zwei wesentliche Ziele ber̈ucksichtigt werden:

– spr(I−C−1A) soll m̈oglichst klein sein.

– Die GleichungssystemeCxt=(C−A)xt−1+bsollen m̈oglichst leicht (und mit
wenig zus̈atzlichem Speicherplatzbedarf!) l̈osbar sein.

Leider widersprechen sich diese beiden Pr̈amissen; die extremen L̈osungen sind:

C=A ⇒ spr(I−C−1A) = 0

C=D ⇒ spr(I−D−1A)∼1.

Man wird also einen gewissen Kompromiss eingehen. Inwieweit dies beim Jacobi- und
beim Gauß-Seidel-Verfahren gelungen ist, wollen wir jetzt untersuchen. Zun̈achst ist fest-
zustellen, dass Punkt (ii) in beiden F̈allen gut erf̈ullt ist, denn in jedem Iterationsschritt
ist beim Jacobi-Verfahren nur ein Diagonalsystem und beim Gauß-Seidel-Verfahren ein
unteres Dreieckssystem zu l̈osen. Es wird außerdem nicht mehr Speicherplatz ben̈otigt,
als zur Speicherung der MatrixAerforderlich ist. Dies l̈asst vermuten, dass der Spektral-
radius vonI−C−1Anicht besonders klein sein wird. Trotzdem l̈asst sich f̈ur eine große
Klasse von Matrizen wenigstens die Konvergenz der Verfahren garantieren, wenn diese
auch oft sehr langsam ist.
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6.1.1 Jacobi- und Gauß-Seidel-Verfahren

Satz 6.2 (Starkes Zeilensummenkriterium):Gen̈ugen die Zeilensummen der Ma-
trixA∈Rn×n der Bedingung (strikte Diagonaldominanz)

n

k=1,k=j

|ajk|<|ajj|, j=1,...,n, (6.1.15)

so istspr(J)<1undspr(H1)<1, d. h. Jacobi- und Gauß-Seidel-Verfahren konvergie-
ren.

Beweis:Seienλ∈σ(J)bzw.μ∈σ(H1) undvbzw.w zugeḧorige Eigenvektoren
(beachteajj= 0 ), d. h.:

λv=Jv=−D−1(L+R)v

bzw.
μw=H1w=−(D+L)

−1Rw⇐⇒ μw=−D−1(μL+R)w.

Hieraus folgt zun̈achst im Falle v∞ = w∞ =1

|λ|≤D−1(L+R)∞ = max
j=1,...,n

1

|ajj|

n

k=1,k=j

|ajk| <1.

Ferner ist

|μ|≤D−1(μL+R)∞ ≤max
1≤j≤n

1

|ajj|
k<j

|μ||ajk|+
k>j

|ajk| .

Im Falle|μ|≥1erg̈abe sich der Widerspruch

|μ|≤|μ|D−1(L+R)∞ <|μ|,

so dass auch|μ|<1 sein muss. Q.E.D.

Matrizen mit der Eigenschaft aus Satz 6.2 heißen
”
strikt diagonaldominant“. F̈ur die

Bed̈urfnisse der Praxis ist die Bedingung zu einschr̈ankend; die einfache Modellmatrix aus
Abschnitt 4.3

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

B −I4

−I4 B −I4

−I4 B −I4

−I4 B

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

16, B=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1

−1 4 −1

−1 4 −1

−1 4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

4

ist z. B. zwar diagonaldominant, aber nichtstriktdiagonaldominant. Sie ist jedoch in
einigen Zeilen (z. B. der ersten) strikt diagonaldominant. Dieser Umstand kann nun zum
Nachweis der Konvergenz des Jacobi- und des Gauß-Seidel-Verfahrens verwendet werden.
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Definition 6.1: Eine MatrixA∈Rn×n heißt
”
irreduzibel“, wenn es keine Permutati-

onsmatrixPgibt, so dass

PAPT=
Ã11 0

Ã21 Ã22

(simultane Zeilen- und Spaltenvertauschung) mit MatrizenÃ11∈R
p×p,Ã22∈R

q×q,Ã21
∈Rq×p,p,q>0,p+q=n.

Hilfssatz 6.2 (Irreduzibilität):Eine MatrixA ∈Rn×n ist genau dann irreduzibel,
wenn der zugeḧorige gerichtete Graph

G(A):=KnotenP1, ..., Pn,KantenPjPk⇔ ajk=0,j,k=1, ..., n

zusammenḧangend ist, d. h.: wenn zu jedem Knotenpaar{Pj,Pk}eine gerichtete Kan-
tenverbindung zwischenPjundPk existiert.

Beweis:Die Reduzibiliẗat vonA l̈asst sich auch wie folgt formulieren: Es existiert eine
(nicht–triviale) ZerlegungNn =J∪K der IndexmengeNn ={1, ..., n},J, K=∅,
J∩K =∅,sodassajk=0 f̈ur alle Paare{j, k}∈J×K. Der Zusammenhang des
GraphenG(A) bedeutet nun, dass es zu je zwei Indizesj, kstets eine Kette von Indizes
i1,...,im ∈{1,...,n}gibt, so dass

aji1=0,ai1i2=0,... ,aim−1im =0,aimk=0.

Hieraus liest man direkt die behauptete Charakterisierung ab (̈Ubungsaufgabe). Q.E.D.

F̈ur irreduzible Matrizen kann die Bedingungdes starken Zeilensummenkriteriums
deutlich abgemildert werden.

Satz 6.3 (Schwaches Zeilensummenkriterium):Gen̈ugen die Zeilensummen einer
irreduziblen MatrixA∈Rn×n den Bedingungen

n

k=1,k=j

|ajk|≤|ajj| f̈ur j=1,...,n, (6.1.16)

n

k=1,k=r

|ark|<|arr| f̈ur ein r∈{1,...,n}, (6.1.17)

so istA regul̈ar undspr(J)<1sowiespr(H1)<1, d. h. Jacobi- und Gauß-Seidel-
Verfahren konvergieren.

Beweis:Wegen der Irreduzibilität vonAist notwendig

n

k=1

|ajk|>0, j=1,...,n,
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und wegen der Diagonaldominanz folglichajj=0,j=1,...,n. Jacobi- und Gauß-Seidel-
Verfahren sind also durchf̈uhrbar. Mit Hilfe der Diagonaldominanz erschließt man analog
zum Beweis von Satz 6.2:

spr(J)≤1, spr(H1)≤1.

Angenommen, es gibt einen Eigenwertλ∈σ(J)mit|λ|=1.Seiv∈Cnein zugeḧoriger
normierter Eigenvektor, so dass|vs|= v∞ = 1 . Es gilt dann

|λ||vi|≤
1

|aii|
k=i

|aik||vk|, i=1,...,n. (6.1.18)

Aufgrund der Irreduzibiliẗat vonAgibt es nun Indizesi1,...,im,sodassasi1=0,...,
aimr= 0 . Durch mehrfache Anwendung von (6.1.18) folgt so der Widerspruch (|λ|=1)

|vr|= |λvr| ≤ 1
|arr|

k=r

|ark|v∞ < v∞

|vim|= |λvim| ≤ 1
|aimim|

k=im,r

|aimk|v∞ +|aimr|

=0

|vr| < v∞

...

|vi1|= |λvi1| ≤ 1
|ai1i1|

k=i1,i2

|ai1k|v∞ +|ai1i2|

=0

|vi2| < v∞

v∞ = |λvs| ≤ 1
|ass|

k=s,i1

|ask|v∞ +|asi1|

=0

|vi1| < v∞.

Also muss spr(J)<1 sein. Analog erschließt man unter Verwendung von (6.1.18) auch
spr(H1)<1. WegenA=D(I−J) mussAdann regul̈ar sein. Q.E.D.

6.1.2 SOR-Verfahren

F̈ur die in der Praxis auftretenden großen, aber d̈unn besetzten Matrizen ist spr(J)
bzw. spr(H1) nahe bei Eins, so dass Jacobi- und Gauß-Seidel-Verfahren viel zu langsam
konvergieren. Man versucht daher, die Konvergenz durch Einf̈uhrung eines (oder mehre-
rer) sog.

”
Relaxationsparameter“ zu beschleunigen. Beim

”
SOR-Verfahren“ (Successive

OverRelaxation method) berechnet man imt-ten Iterationsschritt ausgehend von dem
Gauß-Seidel-Zwischenwert

x̃tj=
1

ajj
bj−

k<j

xtk−
k>j

xt−1k

die n̈achste Iteriertextjals Linearkombination

xtj=ω̃x
t
j+(1−ω)x

t−1
j
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mit einem Parameter ω≥1. Im Fallω= 1 ist dies gerade das Gauß-Seidel-Verfahren.
Im Falleω<1sprichtmanvon

”
Unterrelaxation“. Die Iterationsmatrix des Relaxati-

onsverfahrens erḧalt man aus den Beziehungen

xt=ωD−1{b−Lxt−Rxt−1}+(1−ω)xt−1

als
Hω=(D+ωL)

−1[(1−ω)D−ωR],

d. h.: Der Iterationsschritt lautet

xt=Hωx
t−1+ω(D+ωL)−1b. (6.1.19)

Der folgende Hilfssatz zeigt, dass man sich beim Relaxationsverfahren auf den Parame-
terbereich 0<ω<2beschr̈anken muss.

Hilfssatz 6.3 (Relaxation): F̈ur eine beliebige MatrixA∈Rn×n mit regul̈arem Dia-
gonalanteilD gilt

spr (Hω)≥|ω−1|, ω∈R. (6.1.20)

Beweis:Der Beweis istüberraschend einfach. Wir formen wie folgt um:

Hω=(D+ωL)
−1[(1−ω)D−ωR]=(I+ωD−1L

=:L

)−1D−1D

=I

[(1−ω)I−ωD−1R

=:R

]

Dann gilt
det(Hω)=det(I+ωL)

=1

)−1·det((1−ω)I−ωR)

=(1−ω)n

=(1−ω)n.

Wegen det (Hω)=
n
i=1λi(λi∈Hω) folgt notwendigerweise

spr(Hω)= max
1≤i≤n

|λi|≥

n

i=1

|λi|
1/n

=|1−ω|.

Q.E.D.

F̈ur positiv definite Matrizen l̈asst sich die Aussage von Hilfssatz 6.3 in gewisser Weise
umkehren.

Satz 6.4 (SOR-Verfahren):F̈ur eine positiv definite MatrixA∈Rn×n gilt

spr(Hω)<1, f̈ur 0<ω<2 ; (6.1.21)

insbesondere ist das Gauß-Seidel-Verfahren konvergent.
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Beweis:Wegen der Symmetrie von AistR=LT,d.h.A=L+D+LT.Seiλ∈σ(Hω)
beliebig f̈ur 0<ω<2 , mit einem Eigenvektorv∈Rn,d.h.Hωv=λv. Es gilt also

(1−ω)D−ωLT v=λ(D+ωL)v

bzw.
ω(D+LT)v=(1−λ)Dv−λωLv.

Hiermit erschließt man

ωAv = ω(D+LT)v+ωLv

=(1−λ)Dv−λωLv+ωLv

=(1−λ)Dv+ω(1−λ)Lv ,

und

λωAv=λω(D+LT)v+λωLv

=λω(D+LT)v+(1−λ)Dv−ω(D+LT)v

=(λ−1)ω(D+LT)v+(1−λ)Dv

=(1−λ)(1−ω)Dv−(1−λ)ωLTv.

Wegen vTLv=vTLTvfolgt

ωvTAv=(1−λ)vTDv+ω(1−λ)vTLv

λωvTAv=(1−λ)(1−ω)vTDv−(1−λ)ωvTLv,

und hieraus durch Addition

ω(1+λ)vTAv=(1−λ)(2−ω)vTDv.

Da mitAauchD positiv definit ist, gilt

vTAv >0, vTDv >0.

Folglich ist unter Beachtung von 0<ω<2 notwendigλ=±1 , und es gilt

μ:=
1+λ

1−λ
=
2−ω

ω

vTDv

vTAv
>0.

Durch Aufl̈osen nachλerhalten wir schließlich

|λ|=
μ−1

μ+1
<1,

was zu zeigen war. Q.E.D.
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Definition 6.2: Die qualitative Konvergenzaussagen der letzten S̈atze lassen sich f̈ur eine
gewisse Klasse von Matrizen wesentlich verscḧarfen. Man nennt die MatrixA∈Rn×n

mit der additiven AufspaltungA=L+D+R
”
konsistent geordnet“, wenn die Eigenwerte

der Matrizen
J(α)=−D−1{αL+α−1R}, α∈C,

unabḧangig vom Parameterαalso stets gleich denen der Jacobi–MatrixJ=J(1)sind.

Man kann zeigen, dass neben anderen die oben eingeführte Modellmatrix
”
konsistent

geordnet“ ist. Die Bedeutung dieser Eigenschaft besteht darin, dass man in diesem Fall
explizit angeben kann, wie die Eigenwerte vonJmit denen von Hω zusammenḧangen.

Satz 6.5 (Optimales SOR-Verfahren):Die MatrixA∈Rn×nsei konsistent geordnet
und0≤ω≤2. Dann besteht zwischen den Eigenwertenμ∈σ(J)undλ∈σ(Hω)die
Beziehung

λ1/2ωμ=λ+ω−1. (6.1.22)

Beweis:Seienλ, μ∈Czwei Zahlen, welche der Gleichung (6.1.22) gen̈ugen. Im Falle
0=λ∈σ(Hω) ist dannHωv=λväquivalent zu

(1−ω)I−ωD−1R v=λ(I+ωD−1L)v

bzw.
(λ+ω−1)v=−λ1/2ωλ1/2D−1L+λ−1/2D−1R v=λ1/2ωJ(λ1/2)v.

Also istvEigenvektor vonJ(λ1/2)zumEigenwert

μ=
λ+ω−1

λ1/2ω
.

Mit der Voraussetzung an Afolgt auchμ∈σ(J). Umgekehrt erḧalt man f̈urμ∈σ(J)
auf diese Weise auchλ∈σ(Hω). Q.E.D.

Als direkte Folgerung aus diesem Resultat erhalten wir f̈ur konsistent geordnete Ma-
trizen f̈ur das Gauß-Seidel-Verfahren (Fallω= 1 ) alternativ spr(H1) =0oderdie
Beziehung

spr(H1) = spr(J)
2. (6.1.23)

Im Falle spr(J)<1 konvergiert das Jacobi-Verfahren. Zur Reduzierung des Fehlers um
den Faktor 10−1sind dann mit dem Gauß-Seidel-Verfahren nur halb so viele Iterationen
erforderlich. Im allgemeinen ist das Gauß-Seidel-Verfahren dem Jacobi-Verfahren vorzu-
ziehen. (Dies darf jedoch nicht generalisiert werden, da man Beispiele konstruieren kann,
bei denen jeweils das eine, aber nicht das andere Verfahren konvergiert.)
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F̈ur konsistent geordnete Matrizen l̈asst sich aus der Identiẗat (6.1.22) der
”
optimale“

Relaxationsparameterωopt∈(0,2) mit

spr(Hωopt)≤spr(Hω), ω∈(0,2),

explizit ableiten. Im Falleρ:= spr(J)<1 gilt f̈ur 0<ω<2:

spr(Hω)=
ω−1 , ωopt≤ω
1
4
ρω+ ρ2ω2−4(ω−1)

2
, ω≤ωopt,

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 ωopt 2

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

✲ ω

spr(Hω)

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......
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.......

.......

.......

..

Abbildung 6.1:Spektralradius der SOR-Matrix als Funktion vonω

Dann ist

ωopt=
2

1+ 1−ρ2
, spr(Hωopt)=ωopt−1=

1− 1−ρ2

1+ 1−ρ2
<1. (6.1.24)

I. Allg, ist der genaue Wert f̈ur spr(J) nicht bekannt. Da die linksseitige Ableitung der
Funktionf(ω)=spr(Hω)f̈urω→ ωoptsingul̈ar wird, ist es bei Scḧatzungen vonωopt
besser, einen etwas zu großen als zu kleinen Wert zu nehmen. Mit Hilfe von Einschlie-
ßungss̈atzen oder auch nur der Schrankeρ≤ J∞ erḧalt man obere Scḧatzungen ̄ρ≥ρ.
Im Falle ̄ρ<1erḧalt man damit durch

ω̄:=
2

1+ 1−ρ̄2
≥

2

1+ 1−ρ2
=ωopt

eine obere Scḧatzung ̄ω≥ωoptmit

spr(Hω̄)=̄ω−1=
1− 1−ρ̄2

1+ 1−ρ̄2
<1. (6.1.25)

Dies setzt naẗurlich voraus, dass die Formel (6.1.24)überhaupt anwendbar ist.

Beispiel 6.1:Konvergenzverbesserung durchÜberrelaxation:

spr(H1)=spr(J)
2=

0.81

0.99
=⇒ spr(Hωopt)=

0.39

0.8
.
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6.2 Abstiegsverfahren

Im Folgenden betrachten wir eine Klasse von Verfahren zur L̈osung linearer Gleichungssy-
steme, die prim̈ar auf symmetrische, positiv definiteKoeffizientenmatrizen zugeschnitten
sind.

SeiA∈Rn×n eine (symmetrische) positiv definite Matrix, d. h.:

(Ax, y) =(x, Ay), ∀x, y∈Rn

(Ax, x)> 0, ∀x∈Rn×n\{0}.
(6.2.26)

Es bezeichnet wieder (·,·) das euklidische Skalarprodukt aufRn und · die eukidi-
sche Vektornorm. Zugeḧorig zur MatrixAwerden das sog.

”
A-Skalarprodukt“ und die

zugeḧorige
”
A-Norm“ definiert:

(x, y)A := (Ax, y), xA := (Ax, x)
1/2. (6.2.27)

Wir haben früher schon einige wichtige Eigenschaften symmetrischer, positiv definiter
Matrizen kennengelernt: Ihre Eigenwerte sind reell und positiv, λ:=λ1≤...≤λn=: Λ
und es existiert eine zugeḧorige Orthonormalbasis{w1,...,wn}von Eigenvektoren. F̈ur
den Spektralradius und die Spektralkonditonszahl gilt

spr(A)=Λ, cond2(A) =
Λ

λ
. (6.2.28)

Grundlegend f̈ur das Folgende ist die Charakterisierung der L̈osungx∈Rn des Glei-
chungssystemsAx=bals Minimum eines quadratischen Funktionals aufRn.

Satz 6.6 (Minimierungseigenschaft):Die Matrix A sei (symmetrisch) positiv defi-
nit. Die eindeutige L̈osung des GleichungssystemsAx=bist charakterisiert durch die
Eigenschaft

Q(x)<Q(y) ∀y∈Rn,y=x, (6.2.29)

mit dem quadratischen Funktional

Q(y):=1
2
(Ay, y)−(b, y), y∈Rn. (6.2.30)

Beweis:Sei zun̈achstAx=b.F̈ury=xist dann

Q(y)−Q(x)=1
2
{(Ay, y)−2(b, y)−(Ax, x)+2(b, x)}

=1
2
{(Ay, y)−2(Ax, y)+(Ax, x)}

=1
2
(A[x−y],x−y)>0,

wegen der Definitheit vonA. Ist umgekehrtQ(x)<Q(y), f̈urx=y,d.h.istxein
Minimum der Funktion QaufRn, so muss notwendig gradQ(x) = 0 sein. Dies bedeutet
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gerade, dass gilt:

∂Q

∂xi
(x)=

1

2

∂

∂xi

n

j,k=1

ajkxjxk−
∂

∂xi

n

k=1

bkxk=
n

k=1

aikxk−bi=0,

f̈uri=1,...,n; man beachteajk=akj.AlsoistAx=b. Q.E.D.

Wir halten fest, dass der Gradient von Qin einem Punkty∈Rn gegeben ist durch

gradQ(y)=1
2
(A+AT)y−b=Ay−b. (6.2.31)

(Dies ist gerade der
”
Defekt“ im Punkt y.) Die sog.

”
Abstiegsverfahren“ bestimmen

nun ausgehend von einem geeigneten Startvektorx(0)∈Rn eine Folge von Iterierten
xt,t∈N, durch

xt+1=xt+αtr
t. (6.2.32)

Dabei sind diertvorgegebene oder auch erst im Verlauf der Iteration berechnete “Ab-
stiegsrichtungen”, und die “Schrittweiten”αt∈R sind durch die Vorschrift bestimmt
(sog. “line search”):

Q(xt+1)=min
α∈R
Q(xt+αrt). (6.2.33)

Wegen
d

dα
Q(xt+αrt) = gradQ(xt+αrt)·rt=(Axt−b, rt)+α(Art,rt)

ist notwendig

αt=−
(gt,rt)

(Art,rt)
, gt:=Axt−b= gradQ(xt).

Definition 6.3: Das allgemeine Abstiegsverfahren bestimmt ausgehend von einem Start-
wertx0∈Rn eine Folge von Iteriertenxt∈Rn,t=1,2,...nach der Vorschrift:

Gradient gt=Axt−b, Abstiegsrichtungrt,

αt=−
(gt,rt)

(Art,rt)
, xt+1=xt+αtr

t.

Praktisch g̈unstiger ist die folgende Schreibweise, bei der man eine Matrix-Vektor-Multiplikation
spart, wenn man den VektorArtabspeichert:

Startwerte: x0∈Rn, g0:=Ax0−b

f̈urt≥0: gt=Axt−b, Abstiegsrichtung rt

αt=−
(gt,rt)
(Art,rt)

, xt+1=xt+αtr
t, gt+1=gt+αtAr

t.
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Unter Verwendung der Notation yB:= (By, y)
1/2gilt

2Q(y)=Ay−b2A−1− b
2
A−1= y−x2A− x2A, (6.2.34)

d. h.: Die Minimierung des FunktionalsQ(·)isẗaquivalent zur Minimierung der Defekt-
norm Ay−bA−1 bzw. der Fehlernorm y−xA.

6.2.1 Gradienten-Verfahren

Die verschiedenen Abstiegsverfahren unterscheiden sich im Wesentlichen durch die jewei-
lige Wahl der Abstiegsrichtungenrt. Die einfachste M̈oglichkeit ẅare, die Richtungenrt

zyklisch die kartesischen Einheitsvektoren{e1,...,en}durchlaufen zu lassen. Die so er-
haltene iterative Methode wird

”
Koordinatenrelaxation“ genannt; sie ist im Wesenlichen

äquivalent zum Gauß-Seidel-Verfahren (̈Ubungsaufgabe). Naheliegender ist die Wahl der
Richtung des sẗarksten Abfalls vonQ(·) im Punktxtals Suchrichtung:

rt=−gradQ(xt)=−gt. (6.2.35)

Definition 6.4: Das
”
Gradientenverfahren“ bestimmt eine Folge von Iteriertenxt∈Rn

gem̈aß der Vorschrift:

Startwerte: x0∈Rn, g0:=Ax0−b

f̈urt≥0: αt=
gt2

(Agt,gt)

xt+1=xt−αtg
t, gt+1=gt−αtAg

t.

Im Falle (Agt,gt) = 0 ist notwendig auchgt= 0 , d. h.: Die Iteration kann nur mit
Axt=babbrechen, d. h.:xtist dann L̈osung des Gleichungssystems.

Satz 6.7 (Gradientenverfahren):Ist die MatrixA∈Rn×n positiv definit, so kon-
vergiert das Gradientenverfahren f̈ur jeden Startvektorx0∈Rn gegen die L̈osung des
GleichungssystemsAx=b.

Beweis:Wir führen das sog.
”
Fehlerfunktional“ ein

E(y):= y−x2A=(y−x, A[y−x]), y∈Rn,

und setzen zur Abk̈urzunget:=xt−x. Mit diesen Bezeichnungen gilt dann

E(xt)−E(xt+1)

E(xt)
=
(et,Aet)−(et+1,Aet+1)

(et,Aet)

=
(et,Aet)−(et−αtg

t,A[et−αtg
t])

(et,Aet)

=
2αt(e

t,Agt)−α2t(g
t,Agt)

(et,Aet)
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und folglich, wegenAet=Axt−Ax=Axt−b=gt,

E(xt)−E(xt+1)

E(xt)
=
2αtg

t2−α2t(g
t,Agt)

(gt,A−1gt)

=
gt4

(gt,Agt)(gt,A−1gt)
.

F̈ur die positiv definite MatrixAgilt

λy2≤(y, Ay)≤Λy2, Λ−1y2≤(y, A−1y)≤λ−1y2,

mit λ=λmin(A) und Λ =λmax(A) . Im Fallex
t=x,d.h.E(xt)= 0 und gt=0,

erschließt man damit

gt4

(gt,Agt)(gt,A−1gt)
≥

gt4

Λgt2λ−1gt2
=
λ

Λ
,

bzw.
E(xt+1)≤{1−κ−1}E(xt), κ:= condnat(A).

Wegen 0 <1−1/κ <1 konvergiert somit f̈ur jedesx0∈Rn das Fehlerfunktional
E(xt)→0(t→∞) , d. h.:xt→x(t→∞). Q.E.D.

F̈ur eine verscḧarfte Abscḧatzung der Konvergenzgeschwindigkeit des Gradientenver-
fahrens ben̈otigen wir das folgende Resultat von Kantorowitsch:

Hilfssatz 6.4 (Lemma von Kantorowitsch): F̈ur die positiv definite MatrixA∈Rn

mit kleinstem Eigenwert λund gr̈oßtem EigenwertΛgilt

4
λΛ

(λ−Λ)2
≤

y4

(y, Ay)(y, A−1y)
, ∀y∈Rn. (6.2.36)

Beweis:Seienλ=λ1≤...≤λn= Λ die Eigenwerte von Aund{w1,...,wn}eine
zugeḧorige Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Ein beliebiger Vektory∈Rn gestattet
die Entwicklungy= n

i=1yiwimit den Koeffizienten yi=(y, wi) . Dann gilt

y4

(y, Ay)(y, A−1y)
=

( n
i=1y

2
i)
2

( n
i=1λiy

2
i)(

n
i=1λ

−1
i y

2
i)
=

1

( n
i=1λiζi)(

n
i=1λ

−1
i ζi)

=
ϕ(ζ)

ψ(ζ)

mit den Bezeichnungen

ζ=(ζi)i=1,...,n, ζi=y
2
i(

n

i=1

y2i)
−1,

ψ(ζ)=

n

i=1

λ−1i ζi, ϕ(ζ)=(

n

i=1

λiζi)
−1.
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Da die Funktionf(λ)=λ−1konvex ist, folgt aus 0≤ζi≤1 und
n
i=1 ζi= 1 , dass gilt:

n

i=1

λ−1i ζi≥(

n

i=1

λiζi)
−1.

Wir setzen g(λ):=(λ1+λn−λ)/(λ1λn).

g(λ)
f(λ)

λ1 λn λ

Abbildung 6.2:Skizze zu Beweis des Lemma von Kantorowitsch

Offenbar liegtϕ(ζ)f̈ur alle Argumenteζstets auf der Kurvef(λ) , undψ(ζ) liegt stets
zwischen den Kurvenf(λ) undg(λ) (schraffierter Bereich). Folglich gilt

ϕ(ζ)

ψ(ζ)
≥ min
λ1≤λ≤λn

f(λ)

g(λ)
=
f([λ1+λn]/2)

g([λ1+λn]/2)
=

4λ1λn
(λ1+λn)2

.

Q.E.D.

Satz 6.8 (Fehlerabscḧatzung):F̈ur das Gradientenverfahren gilt die Fehlerabscḧatzung

xt−zA≤
1−1/κ

1+1/κ

t

x0−zA, t∈N, (6.2.37)

mit der Spektralkonditionszahlκ=cond2(A)=Λ/λvonA.

Beweis:Im Beweis von Satz 6.7 wurde die folgende Identiẗat gezeigt:

E(xt+1)= 1−
gt4

(gt,Agt)(gt,A−1gt)
E(xt).

Diese ergibt mit der Ungleichung von Kantorowitsch

E(xt+1)≤ 1−4
λΛ

(λ+Λ)2
E(xt)=

λ−Λ

λ+Λ

2

E(xt).
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Daraus folgt dann durch sukzessive Anwendung

xt−x2A≤
λ−Λ

λ+λ

2t

x0−x2A, t∈N.

Q.E.D.

Der Beziehung

(gt+1,gt) =(g(t)−αtAg
t,gt)

= gt2−αt(Ag
t,gt)=0.

(6.2.38)

entnehmen wir, dass die Abstiegsrichtungenrt=−gtdes Gradientenverfahrens in je-
weils direkt aufeinanderfolgenden Schritten orthogonal sind. Dagegen kann gt+2 weit
von Orthogonaliẗat zugtabweichen. Dies f̈uhrt zu einem stark oszillatorischen Konver-
genzverhalten des Gradientenverfahrens besonders bei MatrizenAmit weit auseinander
liegenden Eigenwerten. Dies bedeutet etwa in Falln= 2 , dass das FunktionalQ(·) stark
exzentrische Niveaulinien hat, und sich die Iterierten in einem Zickzackkurs der L̈osung
ann̈ahern (siehe Abb. 6.2.1).

Abbildung 6.3:Oszillierende Konvergenz des Gradientenverfahrens

6.2.2 CG-Verfahren

Das Gradientenverfahren nutzt die Struktur des quadratischen FunktionalsQ(·) , d. h. die
Verteilung der Eigenwerte der MatrixA,nurlokalvoneinemSchrittzumn̈achsten aus.
Es ẅare g̈unstiger, wenn bei der Wahl der Abstiegsrichtungen auch die bereits gewonnenen
Informationen̈uber die globale Struktur vonQ(·)ber̈ucksichtigt ẅurde, d. h. wenn etwa
die Abstiegsrichtungen paarweise orthogonal ẅaren. Dies ist die Grundidee des

”
Verfah-

rens der konjugierten Richtungen“ (
”
conjugate gradient method“; kurz

”
CG-Verfahren“)

nach Hestenes2und Stiefel3(1992), welches sukzessive eine Folge von Abstiegsrichtungen
d(t)erzeugt, die bzgl. des Skalarprodukts (·,·)A orthogonal sind (”

A-orthogonal“).

2Magnus R. Hestenes (1906–1991): US-Amerikanischer Mathematiker; arbeitete am National Bureau
of Standards (NBS)und an der University of California at Los Angeles (UCLA); Beitr̈age zur Optimierung
und Kontrolltheorie und zur Numerischen Linearen Algebra.
3Eduard Stiefel (1909–1978): Schweizer Mathematiker; seit 1943 Professor f̈ur Angewandte Mathema-

tik an der ETH Z̈urich; wichtige Beitr̈age zu Topologie, Gruppentheorie, Numerische Lineare Algebra
(CG-verfahren) und Approximationstheorie sowie zur Himmelsmechanik.
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Zur Herleitung des CG-Verfahrens verwenden wir den Ansatz

Bt:= span{d
0,···,dt−1} (6.2.39)

mit einem noch zu bestimmenden linear unabḧangigen Satz von Vektorendiund suchen
die Iterierten in der Form

xt=x0+
t−1

i=0

αid
i∈x0+Bt (6.2.40)

so zu bestimmen, dass

Q(xt)= min
y∈x0+Bt

Q(y) ↔ Axt−bA−1= min
y∈x0+Bt

Ay−bA−1. (6.2.41)

Durch Nullsetzten der Ableitungen vonQ(·)nachdenαisehen wir, dass dies̈aquivalent
ist zu den sog.

”
Galerkin4-Gleichungen“:

(Axt−b, di)=0, i=0,...,t−1. (6.2.42)

bzw. in KurzschreibweiseAxt−b=gt⊥Bt.

Bemerkung 6.1:Es sei bemerkt, dass (6.2.42) nicht von der Symmetrie der Matrix
A abḧangt. Ausgehend von dieser Beziehung lassen sich auch CG-artige Verfahren f̈ur
unsymmetrische und sogar indefinite Gleichungssysteme ableiten. Diese werden allgemein

”
Projektionsverfahren“ genannt.

Setzt man den obigen Ansatz f̈urxtin die Orthogonaliẗatsbedingung (6.2.42) ein, so
erḧalt man ein regul̈ares Gleichungssystem f̈ur die Koeffizientenαi(i=0,...,t−1) . Es
sei nochmals daran erinnert, dass die Galerkin-Gleichungen (6.2.42)̈aquivalent sind zur
Minimierung der Defektnorm Axt−bA−1 oder der Fehlernorm x

t−xA überx
0+Bt.

Eine naẗurliche Wahl f̈urBtsind die sog. Krylow
5-R̈aume

Bt=Kt(d
0;A):=span{d0,Ad0,...,At−1d0}, (6.2.43)

mit einem Vektor d0,etwad0:=b−Ax0 zu irgend einem Startvektorx0.Diesist
motiviert durch die Beobachtung, dass ausAtd0∈Kt(d

0;A) notwendig−gt=b−Axt=
d0+A(x0−xt)∈d0+AKt(d

0;A)∈Kt(d
0;A) folgt. Wegengt⊥Kt(d

0;A) impliziert
dies danngt=0 gem̈aß Konstruktion.

Das CG-Verfahren erzeugt nun Abstiegsrichtungen, die eine A-orthogonale Basis des
Krylow-Raumes Kt(d

0;A) bilden. Dazu wird induktiv vorgegangen: Ausgehend von ei-

4Boris Grigorievich Galerkin (1871–1945): Russischer Bauingenieur und Mathematiker; Professor in
St. Petersburg; Beitr̈age zur Struktur-Mechanik, insbesondere zur Plattentheorie.
5Aleksei Nikolaevich Krylov (1863–1945): Russischer Mathematiker; Professor an der Sov. Akademie

der Wissensch. in St. Petersburg; Beitr̈age zu Fourier-Analysis und Differentialgleichungen, Anwendungen
in der Schiffstechnik.
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nem Startpunktx0 mit
”
Residuum“ (negative

”
Defekt“) d0=b−Ax0 seien Iterier-

texiund zugeḧorige Abstiegsrichtungendi(i=0, ..., t−1) bereits bestimmt, so dass
{d0, ..., dt−1}eine A-orthogonale Basis vonKt(d

0;A) ist. Zur Konstruktion des n̈achsten
dt∈Kt+1(d

0;A) mit der Eigenschaftdt⊥AKt(d
0;A) machen wir den Ansatz

dt=−gt+

t−1

j=0

βt−1j d
j∈Kt+1(d

0;A) (6.2.44)

Dabei wird o.B.d.A. angenommen, dass gt=Axt−b/∈Kt(d
0;A) ist, da andernfalls

gt=0 bzw.xt=xẅare. Dann gilt f̈uri=0, ..., t−1:

(dt,Adi)=(−gt,Adi)+
t−1

j=0

βt−1j (d
j,Adi)=(−gt+βt−1i di,Adi). (6.2.45)

F̈uri<t−1ist(gt,Adi) = 0 wegenAdi∈Kt(d
0;A) und demnachβt−1i =0.F̈ur

i=t−1f̈uhrt die Bedingung

0=(−gt,Adt−1)+βt−1t−1(d
t−1,Adt−1) (6.2.46)

zu den Formeln

βt−1:=β
t−1
t−1=

(gt,Adt−1)

(dt−1,Adt−1)
, dt=−gt+βt−1d

t−1. (6.2.47)

Die n̈achsten Iteriertenxt+1 undgt+1=Axt+1−bsind dann bestimmt durch

αt=−
(gt,dt)

(dt,Adt)
, xt+1=xt+αtd

t, gt+1=gt+αtAd
t. (6.2.48)

Dies sind die Rekursionsformeln des klassischen CG-Verfahrens. Nach Konstruktion gilt

(dt,Adi)=(gt,di)=0, i≤t−1, (gt,gt−1)=0. (6.2.49)

Damit folgern wir, dass

gt2=(dt−βt−1d
t−1,−gt+1+αtAd

t)=αt(d
t,Adt), (6.2.50)

gt+1 2=(gt+αtAd
t,gt+1)=αt(Ad

t,gt+1). (6.2.51)

Dies gestattet einige Vereinfachungen in den Formeln, n̈amlich

αt=
gt2

(dt,Adt)
, βt=

gt+1 2

gt2
, (6.2.52)

solange die Iteration nicht mitgt= 0 abbricht.
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Definition 6.5: Das CG-Verfahren bestimmt eine Folge von Iteriertenxt∈Rn gem̈aß
der Vorschrift:

Startwerte: x0∈Rn, d0=−g0=b−Ax0,

f̈urt≥0: αt=
gt2

(dt,Adt)
, xt+1=xt+αtd

t, gt+1=g(t)+αtAd
t,

βt=
g(t+1) 2

g(t)2
, dt+1=−gt+1+βtd

t.

Nach Konstruktion erzeugt das CG-Verfahren eine Folge von Abstiegsrichtungendt,
welche automatisch paarweise A-orthogonal sind. Dies impliziert, dass die Vektoren
d0,...,dtjeweils linear unabḧangig sind, und dass folglich gilt:

span{d0,...,dn−1}=Rn. (6.2.53)

Wir fassen die bisher abgeleiteten Eigenschaften des CG-Verfahrens in dem folgendem
Satz zusammen:

Satz 6.9 (CG-Verfahren):Das CG-Verfahren bricht f̈ur jeden Startvektorx0∈Rn

(bei rundungsfreier Rechnung) nach sp̈atestensnSchritten mitxtn =xab. Dabei gilt in
jedem Schritt

Q(xt)=min
α∈R
Q(xt−1+αdt−1)= min

y∈x0+Kt
Q(y) (6.2.54)

mit Kt:= span{d
0,...,dt−1}.

Das CG-Verfagren geḧort also im Gegensatz zum Gradientenverfahren eigentlich zur Klas-
se der

”
direkten“ Verfahren. In der Praxis wirdsie jedoch wie ein iteratives Verfahren

angewendet, da

1. aufgrund von Rundungsfehlern die Richtungendtnicht wirklich A-orthogonal sind,
und die Iteration nicht abbricht;

2. bei großen Matrizen auch mit deutlich weniger alsnIterationsschritten schon
brauchbare N̈aherungen erzielbar sind.

Zur Vorbereitung des Hauptsatzesüber die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens
beweisen wir zun̈achst den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 6.5 (Polynomiale Normschranke): F̈ur ein Polynomp∈Pt,p(0) = 1,
gelte auf einer MengeS⊂R, welche alle Eigenwerte vonAentḧalt,

sup
μ∈S
|p(μ)|≤M. (6.2.55)

Dann gilt
xt−xA≤M x0−xA. (6.2.56)
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Beweis:Unter Beachtung der Beziehung

xt−xA= min
y∈x0+Kt

y−xA,

Kt=span{d
0,...,dt−1}=span{A0g(0),...,At−1g0}

finden wir
xt−xA= min

p∈Pt−1
x0−x+p(A)g0 A.

Wegen g0=Ax0−b=A(x0−x) folgt weiter

xt−xA= min
p∈Pt−1

[I+Ap(A)](x0−x)A

≤ min
p∈Pt−1

I+Ap(A)A x
0−xA≤ min

p∈Pt,p(0)=1
p(A)A x

0−xA,

mit der von ·A erzeugten naẗurlichen Matrizennorm ·A.F̈ur beliebigesy∈R
n

gilt mit einer Orthonormalbasis{w1,...,wn}aus Eigenvektoren vonA:

y=

n

i=1

γiwi, γi=(y, wi),

und folglich

p(A)y2A=

n

i=1

λip(λi)
2γ2i≤M

2

n

i=1

λiγ
2
i=M

2 y2A.

Dies impliziert

p(A)A= sup
y∈Rn,y=0

p(A)yA
yA

≤M

und damit die Behauptung. Q.E.D.

Satz 6.10 (CG-Konvergenz):F̈ur das CG-Verfahren gilt die Fehlerabscḧatzung

xt−xA≤2
1−1/

√
κ

1+1/
√
κ

t

x0−xA, t∈N, (6.2.57)

mit der Spektralkonditionszahl κ=cond2(A)=Λ/λvonA. Zur Reduzierung des An-
fangsfehlers um den Faktorεsind ḧochstens

t(ε)≤1
2

√
κln(2/ε) + 1 (6.2.58)

Iterationsschritte erforderlich.

Beweis:Setzt manS:= [λ,Λ] in Hilfssatz 6.5, so folgt

xt−xA≤ min
p∈Pt,p(0)=1

sup
λ≤μ≤Λ

|p(μ)| x0−xA.
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Dies ergibt die Behauptung, wenn wir zeigen k̈onnen, dass

min
p∈Pt,p(0)=1

sup
λ≤μ≤Λ

|p(μ)|≤2
1− λ/Λ

1+ λ/Λ

t

.

Dabei handelt es sich um ein Problem der Bestapproximation mit Polynomen bzgl. der
Maximumnorm (Tschebyscheff-Approximation). Die Lösung ̄pist gegeben durch

p̄(μ)=Tt
Λ+λ−2μ

Λ−λ
Tt
Λ+λ

Λ−λ

−1

,

mit demt-ten Tschebyscheff-PolynomTtauf [−1,1] . Dabei ist

sup
λ≤μ≤Λ

p̄(μ)=Tt
Λ+λ

Λ−λ

−1

.

Aus der Darstellung

Tt(μ)=
1
2
μ+ μ2−1

t
+ μ− μ2−1

t
, μ∈[−1,1],

f̈ur die Tschebyscheff-Polynome folgtüber die Identiẗat

κ+1

κ−1
+

κ+1

κ−1

2

−1=
κ+1

κ−1
+
2
√
κ

κ−1
=
(
√
κ+1)2

κ−1
=

√
κ+1
√
κ−1

die Abscḧatzung nach unten

Tt
Λ+λ

Λ−λ
=Tt

κ+1

κ−1
=
1

2

√
κ+1
√
κ−1

t

+

√
κ−1
√
κ+1

t

≥
1

2

√
κ+1
√
κ−1

t

.

Also wird

sup
λ≤μ≤Λ

p̄(μ)≤2

√
κ−1
√
κ+1

t

,

was (6.2.57) impliziert. Zur Herleitung von (6.2.58) fordern wir

2

√
κ−1
√
κ+1

t(ε)

<ε

bzw.
t(ε)>ln

2

ε
ln

√
κ+1
√
κ−1

−1

.

Wegen

ln
x+1

x−1
=2

1

x
+
1

3

1

x3
+
1

5

1

x5
+...≥

2

x

ist dies erf̈ullt f̈urt(ε)≥1
2

√
κln(2/ε). Q.E.D.

Wegen κ=condnat(A)>1ist
√
κ<κ. Da die Funktionf(λ)=(1−λ−1)(1+λ−1)−1

f̈urλ>0 streng monoton wachsend ist (f(λ)>0) , folgt:
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1−1/
√
κ

1+1/
√
κ
<
1−1/κ

1+1/κ
,

d. h.: Die Methode der konjugierten Richtungensollte schneller konvergieren als das Gra-
dientenverfahren. Dies ist auch praktisch derFall. Beide Verfahren konvergieren offenbar
umso schneller, je n̈aher die Kondition condnat(A) bei 1 liegt. Ist aber Λ λ, was in der
Praxis leider ḧaufig der Fall ist, konvergiert auch die Methode der konjugierten Richtungen
nur sehr langsam. Eine Beschleunigung der Konvergenz kann durch sog.

”
Vorkonditionie-

rung“ erreicht werden, die wir im Folgenden beschreiben werden.

6.2.3 Allgemeinere CG-Verfahren und Vorkonditionierung

Unsymmetrische Systeme

Zur L̈osung allgemeiner GleichungssystemeAx=bmit einer regul̈aren, aber nicht not-
wendig positiv definiten MatrixA∈Rn mit Hilfe des CG-Verfahrens kann man etwa zu
demäquivalenten System

ATAx=ATb (6.2.59)

mit der positiv definiten Matrix ATA übergehen. Hierauf angewendet, schreibt sich das
CG-Verfahren wie folgt:

Startwerte: x0∈Rn, d0=AT(b−Ax0)

f̈urt≥0: αt=
gt2

Adt2
, (gt=ATAx−ATb)

xt+1=xt+αtd
t, gt+1=gt+αtA

TAdt

βt=
gt+1 2

gt2
, dt+1=−gt+1+βtd

t.

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist dabei charakterisiert durchκ(ATA) . Das ganze Ver-
fahren beruht offenbar auf der Minimierung des Funktionals

Q(y):=1
2
(ATAy, y)−(ATb, y)=Ay−b2−1

2
b2, (6.2.60)

d. h. der Minimierung der Residuumsnorm Ay−b, daher der Name
”
MINRES-Verfahren”.

Da κ(ATA)∼ κ(A)2 ist, muss man mit einer recht langsamen Konvergenz des CG-
Verfahrens f̈ur nicht symmetrische Systeme rechnen. Andere CG-artige Verfahren for un-
symmetrische Matrizen mit i. Allg. besseren Konvergenzeigenschaften sind das

”
GMRES-“

und das
”
BiCGstab-Verfahren“ (s. die Literaturüber Numerische Lineare Algebra).

Vorkonditionierung, PCG-Verfahren

Offensichtlich funktioniert das CG-Verfahren um so besser, je n̈aher die Kondition der
Matrix Abei Eins liegt:

κ(A)=
λmax(A)

λmin(A)
≥1. (6.2.61)
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Daher wird eine
”
Vorkonditionierung“ vorgenommen, d. h.: Das SystemAx=bwird in

ein̈aquivalentes umgeformt,Ã̃x=b̃, dessen MatrixÃ besser konditioniert ist. SeiC
eine symmetrische, positiv definite Matrix, welche sich als Produkt darstellen l̈asst,

C=KKT (6.2.62)

mit einer regul̈aren MatrixK.DasSystemAx=bwird dann in der folgendenäquiva-
lenten Form geschrieben:

K−1A(KT)−1

Ã

KTx

x̃

=K−1b

b̃

. (6.2.63)

Das CG-Verfahren wird nun auf das System Ã̃x=b̃angewendet. Die Idee dabei ist, die
Matrix Cso zu ẅahlen, dassκ(̃A) κ(A) wird. Die Beziehung

(KT)−1ÃKT=(KT)−1K−1A(KT)−1KT=C−1A (6.2.64)

zeigt, dass bei der WahlC=uivAdie MatrixÃ ähnlich zuI,d.h.κ(̃A)=κ(I)=I
ẅare. Folglich wird manC als m̈oglichst gute Approximation vonA ẅahlen, wobei
naẗurlich die ZerlegungC=KKT mit m̈oglichst einfach zu invertierendem FaktorK
bekannt sein muss. Das CG-Verfahren sieht dann wie folgt aus:

Startwerte: x̃(0)∈Rn, d̃0=−̃g0=b̃−Ã̃x0

f̈urt≥0: αt=
g̃t2

(̃dt,̃Ad̃t)

x̃t+1 =̃xt+αt̃d
t, g̃t+1 =̃gt+αt̃Ad̃

t

βt=
g̃t+1 2

g̃t2
, d̃t+1=−̃gt+1+βt̃d

t.

Diesen Algorithmus schreibt manüblicherweise bezogen auf die urspr̈ungliche MatrixA
und erḧalt so das sog.

”
PCG-Verfahren“ (

”
Preconditioned PC method“).

Definition 6.6: Das PCG-Verfahren mit (regul̈arer) VorkonditionierungsmatrixC =
KKT bestimmt eine Folge von Iteriertenxt∈Rn gem̈aß der Vorschrift:

Startwerte: x0∈Rn, g0=Ax0−b, Cρ0=g0, d0=−ρ0

f̈urt≥0: αt=
(gt,ρt)
(dt,Adt)

, xt+1=xt+αtd
t, gt+1=gt+αtAd

(t)

Cρt+1=gt+1

βt=
(gt+1,ρt+1)
(gt,ρt)

, dt+1=−ρt+1+βtd
t.

Beim PCG-Verfahren ist in jedem Iterationsschritt ist also ein lineares Gleichungssystem
mit der Koeffizientenmatrix C=KKT zu l̈osen. Dies bedingt, dassK etwa eine Drei-
ecksmatrix oder̈ahnliches sein sollte, so dass die L̈osung vonCρt=gtdurch einfaches
Vorẅarts- und R̈uckẅartseinsetzen erfolgen kann.
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Beispiel 6.2:Wir listen einige einfache in der Praxisgebrauchliche Vorkonditionierungen
f̈ur das CG-Verfahren.

a) Skalierung: Mit derüblichen ZerlegungA=D+L+R, R=LT wird gesetzt:

C=D, K=D1/2 Skalierungsmatrix

Ã=D−1/2AD−1/2⇒ ãii=1 (1≤i≤n).

Die Skalierung bewirkt, dass die Elemente von A auf etwa gleiche Gr̈oßenordnung ge-
bracht werden. Dies reduziert die Kondition, denn es gilt folgender Satz:Der kleinste
(gr̈oßte) Eigenwert einer symmetrischen, positiv definiten Matrix ist ḧochstens (minde-
stens) so groß wie das kleinste (gr̈oßte) Diagonalelement, und die Kondition der Matrix
ist mindestens so groß wie der Quotient aus dem gr̈oßten und dem kleinsten Diagonalele-
ment.

b) SSOR-Vorkonditionierung: Mit einem Parameterωwird gesetzt

C=(D+ωL)D−1(D+ωR)=(D1/2+ωLD−1/2

K

)(D1/2+ωD−1/2R

KT

).

Offenbar besitzt die DreiecksmatrixK dieselbe schwache Besetzung wieA.ProIterati-
onsschritt erfordert das so vorkonditionierte Verfahren etwa doppelt so viel Aufwand wie
das einfache CG-Verfahren. Dagegen gilt f̈ur die Modellmatrix (vgl. Abschnitt 6.3) bei
optimaler Wahl des Parametersω(i. a. nicht leicht zu bestimmen!)

κ(̃A)= κ(A).

c) ICCG-Vorkonditionierung (IncompleteCholeskyConjugateGradient): Die symme-
trische, positiv definite MatrixAbesitzt eine Cholesky-ZerlegungA=LLT mit einer
unteren Dreiecksmatrix

L=

⎡

⎢
⎢
⎣

l11 0
...
...

ln1 ···lnn

⎤

⎥
⎥
⎦.

Die Elemente vonLsind bestimmt durch die Rekursionsformeln

lii=[aii−

i−1

k=1

l2ik]
1/2, i=1,...,n,

lji=[aji−

i−1

k=1

ljklik]/lii, j=i+1,...,n.

Die MatrixLhat i. Allg. innerhalb der Ḧulle vonAvon Null verschiedene Elemente,
erfordert also in der Regel weit mehr Speicherplatz alsAselbst. Dies wird jedoch dadurch
ausgeglichen, dass man nur eine

”
unvollsẗandige Cholesky-Zerlegung“ vornimmt, d. h.: Im
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Cholesky-Algorithmus werden einige derljiwillk̈urlich Null gesetzt, z. B.:

l̃ji=0, wenn aji=0. (6.2.65)

Dies ergibt dann eine Zerlegung

A=L̃̃LT+E (6.2.66)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L̃=(̃lij)i,j=1,...,n, welche einëahnliche (d̈unne) Be-
setzungsstruktur wieA besitzt. Man spricht vom

”
ICCG(0)-Verfahren“, wenn (6.2.65)

gefordert wird. Werden im Fall einer BandmatrixAweiterepNebendiagonalen mit von
Null verschiedenen Elementen in L̃hinzugef̈ugt bzw. weggestrichen, so nennt man dies

”
ICCG(+p)- bzw. ICCG(-p)-Verfahren“. Zur Vorkonditionierung verwendet das ICCG-
Verfahren die Matrix

C=KKT=L̃̃LT. (6.2.67)

Obwohl keine strenge theoretische Begr̈undung f̈ur den Erfolg dieses Ansatzes vorliegt, so
zeigen doch numerische Tests an Modellproblemen, welchen Einfluß diese Konditionierung
auf die Verteilung der Eigenwerte der MatrixÃhat. Zwar wird die Konditionszahlκ(̃A)
nicht deutlich kleiner alsκ(A) , doch die Eigenwerte vonÃ ḧaufen sich im Gegensatz zu
denen vonAstark beiλ= 1 . Dies bewirkt, wie eine feinere Analyse in (6.2.55) zeigt,
eine deutliche Beschleunigung der Konvergenz.

6.3 Ein Modellproblem

Wir wollen im Folgenden die Leistungsfähigkeit der bisher untersuchten Verfahren zur
approximativen L̈osung großer linearer Gleichungssysteme anhand eines Modellproblems
vergleichen. Dazu betrachten wir zun̈achst das sog.

”
1. Randwertproblem des Laplace6-

Operators“

−
∂2u

∂x2
(x, y)−

∂2u

∂y2
(x, y)=f(x, y) f̈ur (x, y)∈Ω

u(x, y)=0 f̈ur (x, y)∈∂Ω,

(6.3.68)

auf dem Einheitsquadrat Ω = (0,1)×(0,1)⊂R2. Die L̈osungu=u(x, y) beschreibt
u. a. die Auslenkung einer (idealisierten) elastischen Membran, diëuber dem BereichΩ̄
horizontal gespannt und mit einer Kraftdichtefvertikal belastet wird. Eine L̈osung ist
i. Allg. nicht geschlossen angebbar, so dass man sich numerisch eine N̈aherungsl̈osung
verschafft. Dazu wird zun̈achst das Gebiet Ω mit einem Quadratgitter̈uberdeckt.

6Pierre Simon Marquis de Laplace (1749–1827): Franz̈osischer Mathematiker und Astronom; Professor
in Paris; begr̈undete u.a. die Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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h= 1
m+1

Gitterweite

n=m2 Anzahl der gesuchten

Knotenwerte

Abbildung 6.4:Zur
”
5-Punkte-Diskretisierung“ des Modellproblems

Die
”
inneren“ Gitterpunkte werden zeilenweise durchnumeriert. Ersetzt man dann in

der obigen Differentialgleichung die 2. Ableitungen durch die entsprechenden zentralen
Differenzenquotienten 2. Ordnung (sog.

”
5-Punkte-Differenzendiskretisierung“) und for-

dert die Gleichung nur in den inneren Gitterpunkten, so erḧalt man die Beziehungen

−h−2 u(x+h, y)−2u(x, y)+u(x−h, y)+u(x, y+h)−2u(x, y)+u(x, y−h)∼=f(x, y)

Durch Ber̈ucksichtigung der Randbedingungu(x, y)=0 f̈ur (x, y)∈∂Ω wird diesäqui-
valent zu dem linearen Gleichungssystem

Ax=b (6.3.69)

f̈ur den Vektorx∈Rn der unbekannten Knotenwerte

xi∼u(Pi), Pi Gitterpunkt.

Die Matrix hat die uns schon bekannte Gestalt (Modellmatrix)

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

B −I

−I B −I

−I B
...

...
...

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

n B=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1

−1 4 −1

−1 4
...

...
...

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎭

m

mit der m×m-EinheitsmatrixI. Die rechte Seite ist

b=h2(f(P1),...,f(Pn))
T.

Die MatrixAist



6.3. EIN MODELLPROBLEM 215

–eined̈unn besetzte Bandmatrix mit der Bandbreite 2m+1;

– symmetrisch, irreduzibel;

– schwach diagonal dominant und positiv definit;

– derartig, dass die Theorie f̈ur das SOR-Verfahren anwendbar ist.

Die Eigenwerte und zugeḧorigen Eigenvektoren vonAlassen sich explizit angeben. F̈ur
k, l=1,...,mergibt sich (h=1/(m+1)):

λkl=4−2(cos(khπ)+cos(lhπ))

wkl=(sin(ikhπ) sin(jlhπ))i,j=1,...,m.

Also ist (f̈urh 1)

Λ:=λmax=4−4cos(1−h)π≈8

λ:=λmin=4−4cos(hπ)=4−41−
1
2
π2h2+O(h4)≈2π2h2

und somit

κ:= condnat(A)≈
4

π2h2
(6.3.70)

Die Eigenwerte der Jacobi-MatrixJ=−D−1(L+R) sind

μkl=
1
2
(cos(khπ)+cos(lhπ)) (k, l=1,...,m)

Folglich wird
μmax=cos(hπ)=1−

1
2
π2h2+O(h4),

bzw.

ρ:= spr(J) =μmax ≈1−
1
2
π2h2. (6.3.71)

F̈ur die IterationsmatrizenH1undHωopt des Gauß-Seidel-Verfahrens und des optimalen
SOR-Verfahrens gilt dann

spr(H1)=ρ
2=1−π2h2+O(h4),

spr(Hωopt)=
1− 1−ρ2

1+ 1−ρ2
=
1−πh+O(h2)

1+πh+O(h2)
=1−2πh+O(h2).

Wir kommen nun zum Leistungsvergleich der verschiedenen Verfahren. Um den An-
fangsfehler x0−x2durch Anwendung der Fixpunktiterationen um den Faktorε 1
zu reduzieren, sind etwa

T(ε)≈
ln(ε)

ln(spr(B))
, B=I−C−1A Iterationsmatrix,
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Iterationsschritte erforderlich. Es ergibt sich somit

TJ(ε)∼
ln(ε)

ln(1−1
2
π2h2)

∼2
ln(1/ε)

π2h2
=
2

π2
nln(1/ε),

TGS(ε)∼
ln(ε)

ln(1−π2h2)
∼
ln(1/ε)

π2h2
=
1

π2
nln(1/ε),

TSOR(ε)∼
ln(ε)

ln(1−2πh)
∼
ln(1/ε)

2πh
=
1

2π

√
nln(1/ε).

Das Gradientenverfahren und das CG-Verfahren ben̈otigen zur Reduzierung des Anfangs-
fehlersx0−x2um den Faktorε 1 die folgenden Iterationszahlen:

TG(ε)=
1

2
κln (2/ε)∼

2

π2h2
ln(1/ε)∼

2

π2
nln(1/ε),

TCG(ε)=
1

2

√
κln(2/ε)∼

1

πh
ln(2/ε)∼

1

π

√
nln(2/ε).

Wir sehen, dass das Jacobi-Verfahren und das Gradientenverfahren ungefähr gleich schnell
sind. Das CG-Verfahren ist zwar nur halb so schnell wie das

”
optimale“ SOR-Verfahren,

erfordert aber nicht die Bestimmung eines optimalen Iterationsparametersωopt.

F̈ur die spezielle rechte Seitef(x, y)=2π2sin(πx) sin(πy) ist die exakte L̈osung der
obigen Randwertaufgabe geradeu(x, y)=sin(πx) sin(πy) und f̈ur den Diskretisierungs-
fehler der Differenzenapproximation gilt:

max
Pi
|u(Pi)−xi|=

π2

12
h2+O(h4). (6.3.72)

Zur Erzielung einer Genauigkeit vonε=10−4(vier Stellen) ist also die Gitterweite

h∼

√
12

π
10−2∼10−2

erforderlich. Die Anzahl von Unbekannten ist dannn∼104.F̈ur die Spektralradien bzw.
Konditionszahlen der betrachteten Iterationsverfahren und f̈ur die Anzahl der Iterations-
schritte, die zur Erzielung einer Fehlergr̈oße von etwa 10−4erforderlich sind, ergibt sich
in diesem Fall (ln(1/ε)∼10) :

spr(J)∼0,9995 TJ(ε)∼20.000

spr(H1)∼0,999 TGS(ε)∼10.000

spr(Hω∗)∼0,9372 TSOR(ε)∼160

condnat(A)∼5.000 TG(ε)∼20.000, TCG(ε)∼340

Zum Vergleich der Effizienz der Iterationsverfahren muss naẗurlich auch der Aufwand pro
Iterationsschritt ber̈ucksichtigt werden. F̈ur die Anzahl

”
OP“ der arithmetischen Opera-

tionen (1 Multiplikation + 1 Addition) pro Iterationsschritt gilt
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OPJ≈OPH1 ≈OPHω ≈6n,

OPG ≈OPCG ≈10 n.

Als Endresultat finden wir, dass zur Bestimmung der L̈osung des durch Diskretisierung der
Randwertaufgabe (6.3.68) entstehenden (n×n)-GleichungssystemsAx=bdas Jacobi-
Verfahren, das Gauß-Seidel-Verfahren und das GradientenverfahrenO(n2)a.Op.ben̈oti-
gen. Zur L̈osung des GleichungssystemsAx=bmit einem direkten Verfahren ẅurde
man das Cholesky-Verfahren verwenden. Bei Ber̈ucksichtigung der speziellen Struktur
der Modellmatrix erfordert diesO(n2)=O(m2n) a. Op. zur Berechnung der Zerlegung
A=LLT und weitereO(n3/2)=O(mn)a.Op.f̈ur Vorẅarts- und R̈uckẅartseinset-
zen. Damit scheint das direkte Verfahren z. B. dem Gauß-Seidel-Verfahren̈uberlegen zu
sein. Es ist jedoch zu ber̈ucksichtigen, dass letzteres nurO(n) Speicherpl̈atze ben̈otigt im
Gegensatz zu denO(n3/2)=O(mn)f̈ur das Cholesky-Verfahren. In den letzten Jahren
wurden sehr effiziente Verfahren zur L̈osung von Problemen des obigen Typs entwickelt,
welche

”
komplexiẗats-optimal“ sind, d. h: dienUnbekannten mitO(n) a. Op. berechnen.

6.4Übungsaufgaben

Übung 6.1: F̈ur die Matrizen

A1=

⎡

⎢
⎢
⎣

2 −1 2

1 2 −2

2 2 2

⎤

⎥
⎥
⎦, A2=

⎡

⎢
⎢
⎣

5 5 0

−1 5 4

2 3 8

⎤

⎥
⎥
⎦,

untersuche man, ob das Jacobi- und das Gauß-Seidel-Verfahren f̈ur die Gleichungssysteme
Aix=b(i=1,2) konvergiert. (Hinweis: Man wende die Konvergenzkriterien von oben
an bzw. scḧatze den Spektralradius ab.)

Übung 6.2: Das Gleichungssystem

3 −1

−1 3

x1

x2
=

−1

1

soll mit dem Jacobi- und dem Gauß-Seidel-Verfahren gel̈ost werden. Wieviele Iterationen
sind jeweils ungef̈ahr erforderlich, um den Iterationsfehler xt−x2um den Faktor 10

−6

zu reduzieren? (Hinweis: Manverwende die Fehlerabscḧatzung von oben.)

Übung 6.3: Zur L̈osung des linearen (2×2)-Gleichungssystems

1 −a

−a 1
x=b, x, b∈R2,
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sei das folgende Iterationsverfahren angesetzt

1 0

−ωa 1
xt=

1−ω ωa

0 1−ω
xt−1+ωb, ω∈R.

a) F̈ur welchea∈Rist diese Methode mitω= 1 konvergent?

b) Man bestimme f̈ura=0.5den Wert

ω∈{0.8,0.9,1.0,1.1,1.2,1.3,1.4},

f̈ur den der Spektralradius der IterationsmatrixBω minimal wird und skizziere den Gra-
phen der Funktionf(ω)=spr(Bω).

Übung 6.4: Man zeige, dass die oben angegebenen beiden Definitionen der “Irreduzibi-
liẗat” einer MatrixA∈Rn×n äquivalent sind.
(Hinweis: Die Definition der

”
Nichtzerlegbarkeit“ des Gleichungssystems in einer Form

PAPT=Ã=
Ã11 0

Ã12 Ã22
, Ã11∈R

p×p, Ã22∈R
q×q, n=p+q,

l̈asst sich auch wie folgt ausdr̈ucken: Es gibt keine (nicht-triviale) Partitionierung{J, K}
vonNn={1,...,n},J∪K=Nn,J∩K=∅,sodassajk=0 f̈urj∈J, k∈K.)

Übung 6.5 (Praktische Aufgabe): Man betrachte das lineare Gleichungssystem Anx=
bmit der (n×n)-Blockmatrix (n=m2,h:= (m+1)−1)

An=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Bm −Im

−Im Bm
...

...
... −Im

−Im Bm

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈Rn×n, Bm =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1

−1 4
...

...
...−1

−1 4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈Rm×m

mit der Einheitsmatrix Im ∈R
m×m und dem Vektorb=h2(1,...,1)T ∈Rn. Man

schreibe ein Programm zur L̈osung dieses Gleichungssystems mit Hilfe

a) des Jacobi-Verfahrens;

b) des Gauß-Seidel-Verfahrens;

c) des SOR-Verfahrens mit
”
optimalem“ Relaxationsparameterωoptgem̈aß der oben an-

gegebenen Theorie:

1<ωopt=
2

1+ 1−spr(J)2
<2, spr(J)=cos(hπ)<1.
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Als Startvektoren verwende man jeweilsx0= 0 und als Abbruchkriterium

Axt−b∞
xt∞

≤10−8 oder tmax≤20000.

F̈urm =2k,k=1,...,6 , vergleiche man das Konvergenzverhalten dieser Verfahren.
(Das Programm soll m̈oglichst sparsam im Speicherverbrauch sein!)





7 Eigenwertaufgaben

Im Folgenden betrachten wir quadratische MatrizenA∈Kn×nmit Elementen ausK=R
oderK=C.

Definition 7.1: (i) Eine Zahlλ∈Cist
”
Eigenwert“ vonA, wenn es einen zugeḧorigen

”
Eigenvektor“ w∈Cn,w=0, gibt mitAw=λw. Die Eigenwerte sind gerade die
Nullstellen des

”
charakteristischen Polynoms“χA vonA

χA(z)=det(A−zI)=(−1)
nzn+b1z

n−1+...+bn.

Es gibt genaun(ihrer Vielfachheit als Nullstelle entsprechend oft gez̈ahlte) Eigenwerte
inC, welche sich unabḧangig voneinander bestimmen lassen.

(ii) Man spricht vom
”
partiellen Eigenwertproblem“, wenn nur einzelne Eigenwerte (etwa

der kleinste oder der gr̈oßte) und gegebenenfalls die zugeḧorigen Eigenvektoren gesucht
sind, und vom

”
vollsẗandigen Eigenwertproblem“, wenn alle Eigenwerte und eventuell

zugeḧorige Eigenvektoren berechnet werden sollen.

Ist ein Eigenwertλbekannt, so erḧalt man die zugeḧorigen Eigenvektoren als L̈osung
des homogenen Gleichungssystems (A−λI)w= 0 . Umgekehrt bestimmt ein Eigenvektor
weindeutig den zugeḧorigen Eigenwert etwa durch den sog.

”
Rayleigh1-Quotienten“

λ=
(Aw, w)2
w2
2

.

Dabei bezeichnen wieder (·,·)2das euklidische Skalarprodukt und ·2die zugeḧorige
Vektornorm. Im Folgenden stellen wir einigeTatsachen und Definitionen der linearen
Algebra zusammen: Das charakteristische Polynom einer MatrixA∈Kn×n besitzt mit
seinen paarweise verschiedenen Nullstellenλi(den Eigenwerten vonA) die Darstellung

χA(z)=
m

i=1

(z−λi)
σi,

m

i=1

σi=n.

Die Eigenvektoren zum Eigenwertλibilden einen Unterraum vonC
n, den sog.

”
geome-

trischen Eigenraum“ zuλi, mit der Dimensionρi= dim(Kern(A−λiI)) . Es heißenσi
die
”
algebraisch“ undρidie”

geometrische“ Vielfachheit vonλi. Es ist stetsρi≤σi.

Beispiel 7.1:Die Bedeutung der folgenden MatrizenCm(λ) liegt darin, dass aus ihnen
die sog.

”
Jordansche2Normalform“ einer MatrixAaufgebaut ist (siehe Abschnitt 7.3):

1John William Strutt (Lord Rayleigh) (1842–1919): EnglischerMathematiker und Physiker; forschte
zun̈achst als (adliger) Privatgelehrter, 1879-1884 Professor f̈ur experimentelle Physik in Cambridge; fun-
damentale Beitr̈age zur theoretischen Physik: Streutheorie, Akustik, Elektro-Magnetismus, Gasdynamik.
2Marie Ennemond CamilleJordan (1838–1922): Franz̈osischer Mathematiker; Professor in Paris; Bei-

tr̈age zur Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.

221
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Cm(λ)=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 1 0

λ 1
...
...

λ 1

0 λ

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∈Km×m, Eigenwerte: λ∈C

χCm(λ)(z)=(λ−z)
m ⇒ σ=m, Rang(Cm(λ)−λI) = m−1 ⇒ ρ=1.

Der naheliegende Weg zur Berechnung der Eigenwerte einer MatrixA∈Kn×n ẅare
die Bestimmung der Koeffizienten ihres charakteristischen PolynomspA(z) und die an-
schließende Berechnung der Nullstellen vonχA(z) mit einem geeigneten numerischen
Verfahren. Dieses Vorgehen ist jedoch i. Allg. nicht angeraten, da die Nullstellenbestim-
mung bei Polynomen ein hochgradig schlecht konditioniertes Problem ist, obwohl das
urspr̈ungliche Eigenwertproblem, wie wir sehen werden, meist gut konditioniert ist.

Beispiel 7.2:Sei A∈R20×20symmetrisch mit Eigenwertenλj=j, j=1,...,20 :

χA(z)=

20

j=1

(z−j)=z20−210

b1

z19+...+ 20!

b20

Der Koeffizientb1sei gesẗort:b̃1=−210 + 2
−23∼−210,000000119...,

relativer Fehler
b̃1−b1
b1

∼10−10.

Das gesẗorte Polynom ̃χA(z) hat dann u. a. die Wurzeln: λ±∼16,7±2,8i.

Über das charakteristische Polynom werden die Eigenwerte nur f̈ur sehr einfach struk-
turierte Matrizen berechnet, bei denen dies m̈oglich ist, ohne die Koeffizienten vonχA(z)
auszurechnen. Dies sind u. a.

”
Tridiagonalmatrizen“ und allgemeiner sog.

”
Hessenberg3

-Matrizen“.

Tridiagonalmatrix Hessenberg-Matrix

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a1 b1

c2
...
...

... bn−1

cn an

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a11 ··· a1n

a21
...

...
... an−1,n

0 an,n−1 ann

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3Karl Adolf Hessenberg (1904–1959): Deutscher Elektroingenieur; arbeitete zun̈achst an der TU Darm-
stadt und dann bei AEG; Dissertation

”
Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenl̈osungen linearer Glei-

chungssysteme“, TU Darmstadt 1942.
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7.1 Konditionierung des Eigenwertproblems

Hilfssatz 7.1 (Stabilität):SeienA, B∈Kn×nbeliebige Matrizen und ·eine naẗurli-
che Matrizennorm. Dann gilt f̈ur jeden EigenwertλvonA, der nicht zugleich auch
Eigenwert vonB ist, die Beziehung

(λI−B)−1(A−B)≥1. (7.1.1)

Beweis:IstwEigenvektor zum EigenwertλvonA, so folgt aus der Identiẗat

(A−B)w=(λI−B)w,

wennλkein Eigenwert vonBist,

(λI−B)−1(A−B)w=w.

Also ist

1≤ sup
x∈Kn\{0}

(λI−B)−1(A−B)x

x
= (λI−B)−1(A−B),

was zu zeigen war. Q.E.D.

Als Folgerung aus Hilfssatz 7.1 erhalten wir zun̈achst den wichtigen Einschließungssatz
von Gerschgorin4(1931).

Satz 7.1 (Satz von Gerschgorin):Alle Eigenwerte einer MatrixA∈Kn×n liegen in
der Vereinigung der sog.

”
Gerschgorin-Kreise“

Kj:=z∈C:|z−ajj|≤

n

k=1,k=j

|ajk|, j=1,...,n. (7.1.2)

Sind die MengenU≡∪mi=1Kji undV≡∪
n
j=1Kj\Udisjunkt, so liegen inUgenaum

und inV genaun−m Eigenwerte vonA (mehrfache Eigenwerte ihrer algebraischen
Vielfachheiten entsprechend oft gez̈ahlt).

Beweis:(i) Wir setzenB≡D= diag(ajj) in Hilfssatz 7.1 und nehmen die”
maximale

Zeilensumme“ als naẗurliche Matrizennorm. Damit folgt dann f̈urλ=ajj:

(λI−D)−1(A−D)∞ = max
j=1,...,n

1

|λ−ajj|

n

k=1,k=j

|ajk|≥1,

d. h.:λliegt in einem der Gerschgorin-Kreise.

4Semyon Aranovich Gershgorin (1901–1933): Russischer Mathematiker; seit 1930 Professor in Lenin-
grad (St. Petersburg); arbeiteteüber Algebra, Funktionenthorie, Differentialgleichungen und Numerik.
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(ii) Zum Beweis der zweiten Behauptung setzen wirAt≡D+t(A−D) . Offenbar liegen
genaum Eigenwerte vonA0=D inU undn−m Eigenwerte inV. Dasselbe folgt
dann auch f̈urA1=A, da die Eigenwerte vonAtstetige Funktionen vontsind. Q.E.D.

Der Satz von Gerschgorin liefert sehr viel genauere Informationenüber die Lage der
EigenwerteλvonAals die uns schon bekannte grobe Abscḧatzung|λ|≤A∞.Die
Matrizen AundAT haben dieselben Eigenwerte. Durch Anwendung von Satz 7.1 auf
AT erḧalt man oft eine weitere Verscḧarfung der Abscḧatzung f̈ur die Eigenwerte.

Beispiel 7.3:

A=

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0.1 −0.2

0 2 0.4

−0.2 0 3

⎤

⎥
⎥
⎦ A∞ =3.2, A1=3.6.

K1 = {z∈C:|z−1|≤0.3}

K2 = {z∈C:|z−2|≤0.4}

K3 = {z∈C:|z−3|≤0.2}

KT1 = {z∈C:|z−1|≤0.2}

KT2 = {z∈C:|z−2|≤0.1}

KT3 = {z∈C:|z−3|≤0.6}

|λ1−1|≤0.2, |λ2−2|≤0.1, |λ3−3|≤0.2

||Α||1||Α||∞

1 2 3

Abbildung 7.1: Gerschgorin-Kreise

Weiter erhalten wir mit Hilfssatz 7.1 den folgenden Stabiliẗatssatz:

Satz 7.2 (Stabiliẗatssatz):SeiA∈Kn×n eine Matrix, zu der esnlinear unabḧangige
Eigenvektoren{w1,...,wn}gibt, und seiB∈K

n×n eine zweite Matrix. Dann gibt es
zu jedem Eigenwertλ(B)vonBeinen Eigenwertλ(A)vonA, so dass mit der Matrix
W =[w1,...,wn]gilt:

|λ(A)−λ(B)|≤cond2(W)A−B2. (7.1.3)
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Beweis:Die Eigenwertgleichungen Aw(i)=λi(A)w
(i)lassen sich in der FormAW =

W·diag(λi(A)) schreiben mit der regul̈aren MatrixW =[w1,...,wn] . Also ist

A=Wdiag(λi(A)) W
−1,

d. h.:Aist “̈ahnlich” zu der Diagonalmatrix Λ = diag(λi(A)) . Wennλ=λ(B)nunkein
Eigenwert vonAist, so gilt

(λI−A)−1 2= W(λI−Λ)−1W−1 2

≤ W−1 2W 2(λI−Λ)
−1

2

=cond2(W) max
i=1,...,n

|λ−λi(A)|
−1.

Hilfssatz 7.1 ergibt dann die Behauptung. Q.E.D.

F̈ur hermitesche MatrizenA∈Kn×n existiert eine Orthonormalbasis desKn von
Eigenvektoren, so dass die MatrixW in Satz 7.2 als uniẗar angenommen werden kann:
WW̄T=I. In diesem Fall gilt dann:

cond2(W) =W̄
T
2 W 2=1. (7.1.4)

Wir fassen die gefundenen Ergebnisse zusammen.

Regel 7.1: Das Eigenwertproblem hermitescher Matrizen ist gut konditioniert, ẅahrend
das allgemeine Eigenwertproblem je nach Gr̈oße voncond2(W)beliebig schlecht kondi-
tioniert sein kann.

7.2 Iterative Verfahren

Im Folgenden betrachten wir ein iteratives Verfahren zur L̈osung des partiellen Eigen-
wertproblems einer MatrixA∈Kn×n.

Definition 7.2: Die
”
Potenzmethode“ nach v. Mises5erzeugt ausgehend von einem Start-

vektorz0∈Cn mit z0 =1eine Folge von Iteriertenzt∈Cn,t=1,2,...,durch

z̃t=Azt−1, zt=
z̃t

z̃t
. (7.2.5)

5Richard von Mises (1883–1953):Östereichischer Mathematiker; Professor f̈ur Angewandte Mathe-
matik und Mechanik in Straßburg (1909-1918), in Dresden und dann Gr̈under des neuen Instituts
f̈ur Angewandte Mathematik in Berlin (1919-1933), danach Emigration in die T̈urkei (Istambul) und
schließlich in die USA (1938); Professor an der Harward University; wichtige Beitr̈age zur theoreti-
schen Str̈omungsmechanik (Einf̈uhrung des

”
Spannungstensors“), Aerodynamik, Numerik, Statistik und

Wahrscheinlichkeitstheorie.
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F̈ur einen beliebigen Indexk∈{1,...,n}(etwa den der
”
maximalen“ Komponente von

zt) wird gesetzt

λt:=
(Azt)k
ztk
. (7.2.6)

Zur Normierung wirdüblicherweise · = ·∞ oder · = ·2verwendet. Zur
Analyse dieses Verfahrens nehmen wir an, dass die Matrix A

”
diagonalisierbar“, d. h.

ähnlich zu einer Diagonalmatrix, ist. Dies ist,äquivalent dazu, dassA eine Basis von
Eigenvektoren{w1,...,wn}besitzt (̈Ubungsaufgabe). Diese Eigenvektorenwiseien nor-
miert. Wir nehmen weiter an, dass der Startwert z0eine nichttriviale Komponente bzgl.
wn besitzt. Dies ist keine wesentliche Einschr̈ankung, da aufgrund des unvermeidbaren
Rundungsfehlers dieser Fall im Verlauf der Iteration sicher einmal eintritt

Satz 7.3 (Potenzmethode):Die MatrixAsei diagonalisierbar und ihr betragsgr̈oßter
Eigenwert sei separiert von den anderen Eigenwerten, d. h.:|λn|>|λi|,i=n.Ferner
habe der Startvektorz0eine nichttriviale Komponente bzgl. des zugeḧorigen Eigenvektors
wn. Dann gibt es Zahlenσt∈C,|σt|=1, so dass

zt−σtwn →0 (t→∞), (7.2.7)

und es gilt

λt−λn=O
λn−1
λn

t

(t→∞). (7.2.8)

Beweis:Seiz0= n
i=1αiwidie Basisdarstellung der Startvektoren. F̈ur die Iteriertenz

t

gilt

zt=
z̃t

z̃t
=
Azt−1

Azt−1
=
Ãzt−1

z̃t−1
z̃t−1

Ãzt−1
=...=

Atz0

Atz0
.

Ferner ist

Atz0=
n

i=1

αiλ
t
iwi=λ

t
nαn wn+

n−1

i=1

αi
αn

λi
λn

t

wi

und folglich wegen|λi/λn|<1,i=1,...,n−1,

Atz0=λtnαn{wn+o(1)} (t→∞).

Dies ergibt

zt=
λtnαn{wn+o(1)}

|λtnαn|wn+o(1)
=
λtnαn
|λtnαn|

=:σt

wn+o(1).
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Die Iteriertenztkonvergieren also gegen span{wn}. Weiter gilt (wegenαn=0)

λt=
(Azt)k
ztk

=
(At+1z0)k
Atz0

Atz0

(Atz0)k

=
λt+1n αnwn,k+

n−1
i=1 αi

λi
λn

t+1
wi,k

λtn αnwn,k+
n−1
i=1 αi

λi
λn

t
wi,k

=λn+O
λn−1
λn

t

(t→∞).

Q.E.D.

Die Konvergenz der Potenzmethode ist um so besser, je mehr der betragsgr̈oßte Ei-
genwertλn von denübrigen betragsm̈aßig separiert ist. Der Konvergenzbeweis l̈asst sich
verallgemeinern f̈ur diagonalisierbare Matrizen, bei denen der betragsgr̈oßte Eigenwert
zwar mehrfach sein kann, aber|λn|= |λi|notwendigλn = λiimpliziert. F̈ur noch
allgemeinere Matrizen ist die Konvergenz nicht mehr gesichert.

Bei hermiteschen Matrizen erḧalt man im Rahmen der Potenzmethode bessere Eigen-
wertn̈aherungen mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten:

λt:= (Azt,zt), zt =1. (7.2.9)

In diesem Fall kann{w1,...,wn}als Orthonormalsystem geẅahlt werden, so dass gilt:

λt=
(At+1z0,Atz0)

Atz0 2
=

n
i=1|αi|

2λ2t+1i
n
i=1|αi|

2λ2ti

=
λ2t+1n |αn|

2+ n−1
i=1 |αi|

2 λi
λn

2t+1

λ2tn {|αn|
2+ n

i=1|αi|
2(λi|λn)2t}

=λn+O
λn−1
λn

2t

.

Die Konvergenz der Eigenwertn̈aherungen ist hier also doppelt so schnell wie im nicht
hermiteschen Fall. F̈ur die praktische Rechnung ist die einfache Potenzmethode nur be-
dingt brauchbar, da sie schlecht konvergiert, wenn|λn−1/λn|∼1 ist, und auch nur den
betragsgr̈oßten Eigenwert liefert.

Eine Weiterentwicklung der Potenzmethode ist die sog.
”
Inverse Iteration“ nach Wie-

landt6. Hier wird davon ausgegangen, dass man bereits eine gute N̈aherungλ̃f̈ur einen
Eigenwertλk der MatrixAkennt (durch Einschließungss̈atze oder andere Verfahren),
so dass gilt:

|λk−λ̃| |λi−λ̃|, i=1,...,n, i=k. (7.2.10)

Im Falleλ̃=λk hat (A−λ̃I)
−1die Eigenwerteμi=(λi−λ̃)

−1,i=1,...,n, und es
gilt:

1

λk−λ̃

1

λi−λ̃
, i=1,...,n, i=k. (7.2.11)

6Helmut Wielandt (1910–2001): Deutscher Mathematiker; Professor in Mainz (1946-1951) und T̈ubin-
gen (1951-1977); Beitr̈age zu Gruppentheorie, Lineare Algebra und Matrix-Theorie.
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Definition 7.3: Die sog.
”
inverse Iteration“ besteht in der Anwendung der Potenzme-

thode auf die Matrix(A−λ̃I)−1mit einer a priori Scḧatzungλ̃zum gesuchten Eigenwert
λk. Ausgehend von einem Startvektorz

0werden Iterierteztbestimmt als L̈osungen der
Gleichungssysteme

(A−λ̃I)zt=zt−1, zt=
z̃t

z̃t
, t=1,2,.... (7.2.12)

Die zugeḧorige Eigenwertn̈aherung wird bestimmt durch

μt:=
ztk

((A−λ̃I)zt)k
, ((A−λ̃I)zt)k=0, (7.2.13)

oder im symmetrischen Fall wieder mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten.

Aufgrund der Aussagenüber die Potenzmethode liefert die inverse Iteration also f̈ur eine
diagonalisierbare Matrix jeden Eigenwert, zu dem bereits eine hinreichend gute N̈aherung
bekannt ist.

Beispiel 7.4:Wir wollen die eben beschriebenen Verfahren auf die Modellmatrix aus
Abschnitt 6.3 anwenden. Zur Bestimmung der Schwingungsformen und Frequenzen einer
über dem BereichΩ̄ gespannten Membran (Trommel) hat man das Eigenwertproblem
des Laplace-Operators

−
∂2w

∂x2
(x, y)−

∂2w

∂y2
(x, y)=μw(x, y) f̈ur (x, y)∈Ω,

w(x, y)=0 f̈ur (x, y)∈∂Ω,

(7.2.14)

zu l̈osen. Man kann zeigen, dass dieses Problem eine abz̈ahlbar unendliche Folge von
reellen, positiven Eigenwerten besitzt. Der kleinste von diesenμmin >0 , beschreibt ge-
rade den Grundton der Trommel und die zugeḧorige Eigenfunktionwmin die zugeḧorige
Grundschwingungsform. Die Diskretisierung dieses Problems mit Hilfe des oben schon
eingef̈uhrten 5-Punkte-Differenzenapproximation f̈uhrt auf eine Matrizeneigenwertaufga-
be

Az=λz , λ=h2μ (7.2.15)

mit derselben BlocktridiagonalmatrixAwie beim Randwertproblem. Unter Verwendung
der Bezeichnungen des Abschnitts 6.3 lassen sich deren Eigenwerte explizit angeben durch

λkl=4−2(cos(khπ)+cos(lhπ)), k,l=1,...,m.

Von Interesse ist nun offenbar insbesondere der kleinste Eigenwertλmin vonA,der
mith−2λmin≈μmin eine Approximation zum kleinsten Eigenwert des Ausgangsproblems
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(3.2.9) liefert. F̈urλmin und den darauffolgenden Eigenwertλ
∗>λmin gilt offenbar

λmin=4−4cos(hπ)=2π
2h2+O(h4),

λ∗=4−2(cos(2hπ)+cos(hπ)) = 5π2h2+O(h4).

Zur Berechnung vonλmin k̈onnte die inverse Iteration (mit Shiftλ= 0 ) verwendet
werden. Dies erfordert in jedem Iterationsschritt die L̈osung eines Gleichungssystems

Azt=zt−1 (7.2.16)

F̈ur die zugeḧorige Eigenwertn̈aherung

λt=
(Azt,zt)

zt2
(7.2.17)

gilt dann mit dem aufλmin folgenden Eigenwertλ
∗>λmin die Konvergenzaussage

|λt−λmin|≈(λmin/λ
∗)2t≈(0,4)2t, (7.2.18)

d. h.: Die Konvergenzgeschwindigkeit ist unabḧangig von der Gitterweitehbzw. der
Dimensionn=m2≈h−2 der MatrixA. Allerdings m̈usste zur Erzielung einer vorge-
gebenen Genauigkeit f̈ur die Approximationμt=h−2λtdie Toleranz mith−2 skaliert
werden, was wiederum eine logarithmischeh-Abḧangigkeit der erforderlichen Iterations-
zahl einf̈uhrt.

t(ε)≈
ln(εh2)

ln(0,4)
≈ln(n). (7.2.19)

Dieser Weg zur Berechnung vonμmin ẅare damit sehr aufwendig, wenn die L̈osung der
Probleme (3.2.11) etwa mit Hilfe des PCG-Verfahrens auf maximale Genauigkeit erfolgen
ẅurde. Zur Aufwandsreduktion k̈onnte man die Abbruchgenauigkeit der CG-Iteration am
Anfang niedrig ansetzen und sie erst im Laufe deräußeren Iteration sukzessive erḧohen.

7.3 Reduktionsmethoden

Wir rekapitulieren einige für das Folgende wichtigen Eigenschaften
”
ähnlicher“ Matrizen.

Definition 7.4: Zwei MatrizenA, B∈Cn×n heißen
”
ähnlich“, in SymbolenA∼B,

wenn es eine regul̈are MatrixT∈Cn×n gibt, so dass gilt:

A=T−1BT. (7.3.20)

Wegen

det(A−zI) = det(T−1[B−zI]T)

= det(T−1)det(B−zI)det(T)=det(B−zI)
(7.3.21)
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habenähnliche MatrizenA, Bdasselbe charakteristische Polynom und folglich dieselben
Eigenwerte. Istλein Eigenwert vonAmit Eigenvektor w,soistwegen

Aw=T−1BTw=λw

offenbarTwein Eigenvektor vonB zum Eigenwertλ. algebraische und geometrische
Vielfachheiten von Eigenwertenähnlicher Matrizen stimmen alsoüberein. Es liegt nun
nahe, eine gegebene MatrixAdurch eine Folge vonÄhnlichkeitstransformationen

A=A(0)=T−11 A
(1)T1=Q...=T

−1
i A

(i)Ti=... (7.3.22)

auf eine Form zu bringen, f̈ur welche Eigenwerte und zugeḧorige Eigenvektoren leicht zu
bestimmen sind. Dies ist die Vorgehensweise der sog.

”
Reduktionsmethoden“. Wir geben

dazu (ohne Beweis) eine Reihe von grundlegenden Resultaten an:

Satz 7.4 (Jordansche Normalform):Die MatrixA∈Cn×n habe die (paarweise ver-
schiedenen) Eigenwerteλi,i=1,...,m, mit Vielfachheitenσiundρi.Danngibtes

Zahlenr
(i)
k ∈N k=1,...,ρi,σi=r

(i)
1 +...+r

(i)
ρi, so dassA ähnlich ist zu einer

Jordanschen Normalform

JA=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

C
r
(1)
1
(λ1)

... 0

C
r
(1)
ρ1

(λ1)

...

C
r
(m)
1
(λm)

0
...

C
r
(m)
ρm
(λm)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Die Zahlenr
(i)
k sind dabei bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

L̈asst man alsÄhnlichkeitstransformation nur solche mit uniẗaren Matrizen zu, so gilt
der folgende Satz von Schur7:

Satz 7.5 (Schursche Normalform):Die Matrix A∈Cn×n habe die (ihrer algebrai-
schen Vielfachheiten entsprechend oft gez̈ahlten) Eigenwerteλi,i=1,...,n.Danngibt

7Issai Schur (1875–1941): Russisch-Deutscher Mathematiker; Professor in Bonn (1911-1916) und in
Berlin (1916-1935), wo er eine ber̈uhmte mathematische Schule begr̈undete; wegen seiner j̈udischen Her-
kunft verfolgt emmigrierte er 1939 nach Palestina; fundamentale Arbeiten insbesondere zur Darstellungs-
theorie von Gruppen und zur Zahlentheorie.
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es eine uniẗare MatrixU∈Cn×n, mit der gilt:

ŪTAU=

⎡

⎢
⎢
⎣

λ1 ∗
...

0 λn

⎤

⎥
⎥
⎦. (7.3.23)

IstA∈Cn×n hermitesch,AT=Ā,soistauchŪTAU hermitesch. Folglich sind her-
mitesche Matrizen A∈Cn×n stets

”
‘uniẗar-̈ahnlich“ zu einer Diagonalmatrix,ŪTAU=

diag(λi),d.h.”
diagonalisierba“.

Hilfssatz 7.2 (Diagonalisierbarkeit): F̈ur eine MatrixA∈Cn×n sind die folgenden
Aussagenäquivalent:

(i)Aist diagonalisierbar.

(ii) Es gibt eine Basis desCn aus Eigenvektoren vonA.

(iii) F̈ur alle Eigenwerte vonAist die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit.

Beweis:Übungsaufgabe. Q.E.D.

Die direkte Transformation einer gegebenen Matrix auf Normalform ist i. Allg. nur
bei vorheriger Kenntnis der Eigenvektoren inendlichvielen Schritten m̈oglich. Daher
transformiert man in der Praxis eine Matrix zun̈achst nur in eine einfachere Form (z. B.
Hessenberg-Form) und wendet auf diese dann andere Verfahren an:

A=A(0)→A(1)=T−11 A
(0)T1→ ...A

(m)=T−1m A
(m−1)Tm.

Die Transformationsmatrizen Tisollten dabei explizit durch die Elemente vonA
(i−1)

angebbar sein. Ferner sollte das Eigenwertproblem der MatrixA(i)=T−1i A
(i−1)Tinicht

wesentlich schlechter konditioniert sein als das vonA(i−1).

Sei ·eine naẗurliche Matrizennorm zur Vektornorm ·aufCn.F̈ur zweïahnliche
Matrizen B∼Agilt dann

B=T−1AT , B+δB=T−1(A+δA)T, δA=TδBT−1,

bzw.
B ≤cond(T)A , δA ≤cond(T)δB.

Folglich ist

δA

A
≤cond(T)2

δB

B
. (7.3.24)

F̈ur große cond(T) 1 werden also kleineÄnderungen in B die Eigenwerte unter
Umsẗanden wesentlich sẗarker verf̈alschen als solche inA. Um die Gutartigkeit der Re-
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duktionsmethode zu garantieren, hat man wegen

cond(T) = cond(T1...Tm)≤cond(T1)·...·cond(Tm)

die MatrizenTiso zu ẅahlen, dass cond(Ti) nicht zu groß wird. Dies ist insbesondere
bei den folgenden drei Typen von Transformationen der Fall:

a) Drehungen:

T=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
...
1

cos(ϕ) −sin(ϕ)

1
...
1

sin(ϕ) cos(ϕ)

1
...
1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=⇒ condnat(T) = 1.

b) Spiegelungen (Householder-Transformationen):

T=I−2ūuT =⇒ condnat(T) = 1.

Die Householder-Transformationen sinduniẗarund folglich ist ihre Spektralkondition
gleich condnat(T) = 1 .

c) Eliminationen

T=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
...

1

li+1,i 1
...

...

ln,i 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, |ljk|≤1=⇒ cond∞(T)≤4.

Im Folgenden betrachten wir nun das Eigenwertproblem reeller Matrizen. Die Grund-
lage des sog.

”
Householder-Verfahrens“ ist der folgende Satz:

Satz 7.6 (Hessenberg-Normalform):Zu jeder MatrixA∈Rn×n existiert eine Folge
von Householder-MatrizenTi,i=1,...,n−2, so dassTAT

T mit T=Tn−2...T1eine
Hessenberg-Matrix ist. F̈ur symmetrischesAistTATT eine Tridiagonalmatrix.
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Beweis: A=[a1,...,an],ak Spaltenvektoren vonA. Im ersten Schritt wirdu1 =
(0,u12,...,u1n)

T∈Rn,u1 2= 1 , so bestimmt, dass mitT1=I−2u1u
T
1 gilt:

T1a1∈Span{e1,e2}

Damit gilt dann

A(1)=T1AT1=

⎡

⎢
⎢
⎣

a11 a12 ... a1n

//// ∗

0

⎤

⎥
⎥
⎦

T1A

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 ...

0 ∗
...

⎤

⎥
⎥
⎦

TT1

=

⎡

⎢
⎢
⎣

a11 ∗

////

0
Ã(1)

⎤

⎥
⎥
⎦.

Im n̈achsten Schritt wendet man eine analoge Prozedur auf die reduzierte MatrixÃ(1)

an. Nachn−2 Schritten erḧalt man so eine MatrixA(n−2), welche offenbar Hessenberg-
Gestalt hat. MitAist auchA(1)=T1AT1symmetrisch und folglich auchA

(n−2).Dann
istA(n−2)als symmetrische Hessenberg-Matrix eine Tridiagonalmatrix. Q.E.D.

F̈ur eine symmetrische MatrixA∈Rn×n erfordert das Householder-Verfahren zur
Reduktion vonAauf Tridiagonalform2

3
n3+O(n2) a. Op.. Zur Reduktion einer allge-

meinen Matrix auf Hessenberg-Form sind 5
3
n3+O(n2) a. Op. erforderlich. In diesem Fall

erweist sich die folgende Methode von Wilkinson als g̈unstiger; sie erfordert nur etwa halb
soviele Operationen. Zur Reduktion einer MatrixA∈Rn×nauf Hessenberg-Form werden
dabeiÄhnlichkeitstransformationen mit Eliminationsmatrizen

Ep−1=

p⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
...

1

lp+1,p 1
...

...

lnp 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

p , E−1p−1=

p⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
...

1

−lp+1,p 1
...

...

−lnp 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

p

und Permutationsmatrizen
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Ppq=

p q⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
...

1

0 ··· 1

1
...

...
...

1

1 ··· 0

1
...

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

p

q

, P−1pq =Ppq,

verwendet:

A(i)=T−1i A
(i−1)Ti, Ti=PpiqiEpi. (7.3.25)

Wie wir schon bei der Analyse der Gauß-Elimination (mit Spaltenpivotierung) gesehen
haben, bewirkt die MultiplikationE−1p Abzw.AEpdie Subtraktion desljp-fachen (j=
p+1,...,n)derp-ten Zeile von derj-ten Zeile vonAbzw. die Addition desljp-fachen
derj-ten Spalte zurp-ten Spalte vonA. Die MultiplikationPpqA bzw.APpq bewirkt
die Vertauschung derp-ten mit derq-ten Zeile bzw. derp-ten mit derq-ten Spalte. Die
Matrizen Ppq sind offenbar uniẗar und haben folglich die Kondition condnat(Ppq)=1.
Die EliminationsmatrizenEphaben zwar eine g̈unstige Kondition, cond∞(Ep)≤4,doch
zersẗoren sie die eventuell vorhandene Symmetrie vonA

Satz 7.7 (Reduktion auf Hessenbergmatrix):Zu jeder MatrixA∈Rn×n existiert
eine Folge von Permutations- und EliminationsmatrizenPi+1,qiEi,i=1,...,n−2,so
dassT−1AT mit T=P2,q1E1···Pn−1,qn−2En−2eine Hessenberg-Matrix ist.

Beweis:Die PermutationsmatrizenPi+1,qidienen allein der Stabilisierung des Eliminati-
onsprozesses durch Spaltenpivotierung; dadurch wird garantiert, daß stets|lj,pi|≤1ist.
Im ersten Schritt ermittelt man zun̈achst das Pivotelement in der 1-sten Spalte

|ap11|= max
j=2,...,n

|aj1|,

und vertauscht die 2-te mit derp1-ten Zeile sowie die 2-te mit derp1-ten Spalte:

A:=P2p1AP2p1.
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Dann werden durch den Eliminationsschritt die Elemente in der 1-sten Spalte unterhalb
vona21annuliert:A :=E

−1
1 P2p1AP2p1 mit

E−11 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

1

−l32 1
...

...

−ln2 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, lj2=
aj1
a21
, j=3,...,n.

DieÄhnlichkeitstransformation erfordert noch die Multiplikation mitE1von rechts:

A(1)=AE1=

⎡

⎢
⎢
⎣

a11 a12 ···a1n

a21 a22 ···a2n

0 ∗

⎤

⎥
⎥
⎦

Dies bewirkt eine Addition von Vielfachen derk-ten Spalten,k=3,...,n,zur2-ten
Spalte, d. h.: Die Elemente der 1-ten Spalte werden nicht mehr ver̈andert. Nachn−2
solcher Transformationen erḧalt man eine zuA ähnliche Hessenberg-Matrix. Q.E.D.

Dasälteste Verfahren zur Reduktion einer gegebenen (hier reell symmetrischen) Matrix
auf Tridiagonalform stammt von Givens8(1958). Es verwendet Drehmatrizen der Form

Upq=

p q⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
...

1

cos(α) ··· sin(α)

1
...

...
...

1

−sin(α) ··· cos(α)

1
...

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

p

q

.

Dieser Algorithmus ben̈otigt aber etwa doppelt so viele a. Op. wie die Methode von
Householder, so dass wir hier nicht weiter darauf eingehen.

8James Wallace Givens, 1910–1993: US-Amerikanischer Mathematiker: arbeitete am Oak Ridge Natio-
nal Laboratory; bekannt durch die nach ihm benannte Matrixtransformation

”
Givens-Rotation“ (

”
Com-

putation of plane unitary rotations transforming a general matrix to triangular form“, SIAM J. Anal.
Math. 6, 26-50, 1958).
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7.4 Tridiagonal- und Hessenberg-Matrizen

Im Folgenden behandeln wir Verfahren zur L̈osung des Eigenwertproblems symmetrischer
Tridiagonalmatrizen und von Hessenberg-Matrizen, die durch Anwendung einer Redukti-
onsmethode aus einer allgemeinen Matrix erzeugt werden.

7.4.1 LR- und QR-Verfahren

SeiA∈Rn×n zun̈achst eine beliebige Matrix. Wir betrachten zwei iterative Verfahren
zur L̈osung des vollsẗandigen Eigenwertproblems vonA:

(I) Das
”
LR-Verfahren“ nach Rutishauser9(1958) erzeugt ausgehend vonA(1):=Aeine

Folge von MatrizenA(t),t∈N, durch die Vorschrift

A(t)=L(t)R(t)(LR-Zerlegung), A(t+1):=R(t)L(t). (7.4.26)

Wegen
A(t+1)=R(t)L(t)=[L(t)]−1L(t)R(t)

=A(t)

L(t)

sind alle IteriertenA(t) ähnlich zuA und haben somit dieselben Eigenwerte. Unter
geeigneten Voraussetzungen anAl̈asst sich zeigen, dass

lim
t→∞

A(t)= lim
t→∞

R(t)=

⎡

⎢
⎢
⎣

λ1 ∗
...

0 λn

⎤

⎥
⎥
⎦, lim

t→∞
L(t)=I, (7.4.27)

wobeiλidie Eigenwerte vonAsind.

Das LR-Verfahren erfordert in jedem Schritt die Berechnung einer LR-Zerlegung und
ist folglich viel zu aufwendig f̈ur allgemeine vollbesetzte Matrizen. Bei Hessenberg-Matrizen
ist der Aufwand jedoch vertretbar. Der schwerwiegende Nachteil des LR-Verfahrens ist die
notwendige Voraussetzung der Existenz der LR-ZerlegungenA(t)=L(t)R(t).Hatmannur
P(t)A(t)=L(t)R(t)mit einer Permutationsmatrix P(t)=I, so braucht keine Konvergenz
vorzuliegen.

(II) Das
”
QR-Verfahren“ nach Francis10(1961) gilt als das derzeit effizienteste zur L̈osung

des Eigenwertproblems von Hessenberg-Matrizen. Zur Umgehung der Hauptschwierigkeit
beim LR-Verfahren liegt es nahe, eine analogeIteration mit Hilfe derstets existierenden

9Heinz Rutishauser (1918–1970): Schweizer Mathematiker und Informatiker; seit 1962 Professor an der
ETH Z̈urich; Beitr̈age zu Numerische Lineare Algebra (LR-Verfahren: Solution of eigenvalue problems
with the LR transformation, Appl. Math. Ser. nat. Bur. Stand. 49, 47-81(1958).) und Analysis sowie zu
Grundlagen der Computer-Arithmetik.
10John F. G. Francis (1934–): Englischer Informatiker; arbeitete in mehreren Industriefirmen; bekannt
durch den von ihm gefundenen

”
QR-Algorithmus“ zur Eigenwertberechnung:

”
The QR transformation.

A unitary analogue to the LR transformation“, Computer J. 4, 265-271 (1961/1962).
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QR-Zerlegung anzusetzen:

A(t)=Q(t)R(t), A(t+1):=R(t)Q(t), t∈N, (7.4.28)

wobeiQ(t)uniẗare undR(t)rechte obere Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonalele-
menten sind. Die QR-Zerlegung wird etwa mit Hilfe des Householder-Verfahrens vor-
genommen. Auch hier kommt ausÖkonomiegr̈unden nur eine Anwendung auf einfach
strukturierte Matrizen wie Hessenberg-Matrizen in Frage. Wegen

A(t+1)=R(t)Q(t)=Q(t)
T

Q(t)R(t)

=A(t)

Q(t)

sind wieder alle IteriertenA(t) ähnlich zuA. Zum Nachweis der Konvergenz des QR-
Verfahrens ben̈otigen wir den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 7.3: Es seienE(t)∈Rn×n,t∈N,regul̈are Matrizen mitlimE(t)=Iund
E(t)=Q(t)R(t)zugeḧorige QR-Zerlegungen. Dann gilt notwendig

lim
t→∞

Q(t)=I= lim
t→∞

R(t). (7.4.29)

Beweis:Wegen

E(t)−I2= Q(t)R(t)−Q(t)Q(t)
T

2= R(t)−Q(t)
T

2→ 0

konvergiertq
(t)
jk→ 0(t→∞),j<k. Dies erzwingt wegen

I=Q(t)Q(t)
T

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

→ 0

∗
...

∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗

∗
...

→ 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

notwendig
q
(t)
jj→±1, q

(t)
jk→ 0 (t→∞), j>k.

Also konvergiertQ(t)→diag(±1) (t→∞). Wegen

Q(t)R(t)=E(t)→I (t→∞), rjj>0

ist also limt→∞ Q
(t)=I. Dann ist aber auch

lim
t→∞

R(t)= lim
t→∞

Q(t)
T

E(t)=I,

was zu zeigen war. Q.E.D.
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Satz 7.8 (QR-Algorithmus):Die Eigenwerte der Matrix A∈Rn×n seien betrags-
m̈aßig separiert:|λ1|>|λ2|> ... >|λn|.Danngiltf̈ur die durch das QR-Verfahren

erzeugten MatrizenA(t)=(a
(t)
jk)j,k=1,...,n:

{lim
t→∞

a
(t)
jj|j=1,...,n}={λ1,...,λn}. (7.4.30)

Beweis:Es gilt

A(t+1)=R(t)Q(t)=Q(t)
T

Q(t)R(t)

=A(t)

Q(t)=

=...=[Q(1)...Q(t)]TA[Q(1)...Q(t)]

=:P(t)

Die normierten Eigenvektoren wi,wi = 1 , zu den Eigenwerten λisind linear un-
abḧangig. Die MatrixW =[w1,...,wn] ist also regul̈ar und gen̈ugt der Beziehung
AW=WΛ mit der Diagonalmatrix Λ = diag(λi) . Folglich gilt

A=WΛW−1.

SeiQR=W die QR-Zerlegung vonW undLS=PW−1eine LR-Zerlegung vonPW−1

(Pgeeignete Permutationsmatrix). Wir betrachten im Folgenden den FallP=I.Esist

At=[WΛW−1]t=WΛtW−1=WΛtLS=W[ΛtL(Λ−1)t]ΛtS

=W

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

1 0
...

ljk
λj
λk

t

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦
ΛtS=W[I+N(t)]ΛtS

=QR[I+N(t)]ΛtS=Q[R+RN(t)]ΛtS,

und somit
At=Q[I+RN(t)R−1]RΛtS.

Da die Eigenwerteλibetragsm̈aßig der Gr̈oße nach geordnet sind, ist|λj/λk|<1,j>k,
d. h.

N(t)→ 0, RN(t)R−1→ 0 (t→∞).

F̈ur die QR-ZerlegungenI+RN(t)R−1=Q̃(t)̃R(t)folgt dann nach Hilfssatz 7.3

Q̃(t)→I, R̃(t)→I (t→∞).

Weiter ist
At=QQ̃(t)[̃R(t)RΛtS]

offenbar eine QR-Zerlegung vonAt(mit nicht notwendig positiven Diagonalelementen
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vonR!). Aus

Q(1)...Q(t)

=P(t)

R(t)...R(1)

=:S(t)

=Q(1)...Q(t−1)

=P(t−1)

A(t)R(t−1)...R(1)

=:S(t−1)

=P(t−1)[P(t−1)
T

AP(t−1)]

s. Beweisbeginn

S(t−1)

=AP(t−1)S(t−1)

folgt
P(t)S(t)=AP(t−1)S(t−1)=...=At−1P(1)S(1)=At.

Also istP(t)S(t)=Ateine zweite QR-Zerlegung vonAt(mit positiven Diagonalelementen
vonR!). Es gibt folglich DiagonalmatrizenD(t)= diag(±1) , so dass

P(t)=QQ̃(t)D(t)

=:T(t)

, (|t
(t)
jk|)j,k=1,...,n→ I (t→∞).

Damit finden wir, dass

A(t+1)=P(t)
T

AP(t)=[QT(t)]TAQT(t)=T(t)
T

QTAQT(t)

=T(t)
T

RΛR−1T(t) (wegenW−1AW=Λ⇔R−1QTAQR=Λ).

=T(t)
T

⎡

⎢
⎢
⎣

λ1 ∗
...

0 λn

⎤

⎥
⎥
⎦Q̃

(t)D(t).

Wegen Q̃(t)→ I(t→∞) konvergiert also

D(t)A(t+1)D(t)→

⎡

⎢
⎢
⎣

λ1 ∗
...

0 λn

⎤

⎥
⎥
⎦ (t→∞).

BesitztW−1 keine LR-Zerlegung, so erscheinen die Eigenwerteλinichtmehrbetrags-
m̈aßig der Gr̈oße nach geordnet. Q.E.D.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des QR-Verfahrens wird bestimmt durch die Gr̈oßen

λj
λk
<1, j>k,

d. h.: Die Konvergenz ist um so schneller, je besser die Eigenwerte vonAbetragsm̈aßig
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separiert sind. F̈ur positiv definite Matrizen kann man zeigen, dass das QR-Verfahren
doppelt so schnell konvergiert wie das entsprechende LR-Verfahren; es ben̈otigt jedoch
pro Iterationsschritt auch etwa die doppelte Anzahl von Operationen. Unter gewissen
Bedingungen kann f̈ur da QR-Verfahren sogarkubischeKonvergenz erreicht werden, d. h.:
|λ(t)−λ|≤c|λ(t−1)−λ|3. Wie das LR-Verfahren wendet man das QR-Verfahren nur
auf bereits reduzierte Matrizen an, f̈ur die eine QR-Zerlegung leichter zu berechnen ist:
Hessenberg-Matrizen, symmetrische Tridiagonalmatrizen oder allgemeiner Bandmatrizen
der Bandbreite 2m+1 n. Dies ist gerechtfertigt aufgrund der folgenden Aussage:

Hilfssatz 7.4: IstAeine Hessenberg-Matrix (oder eine symmetrische2m+1-Bandmatrix),
so gilt dasselbe f̈ur alle vom QR-Algorithmus erzeugten MatrizenA(t).

Praktische Erfahrungen zeigen, dass das QR-Verfahren in Verbindung mit der Reduk-
tionsmethode f̈ur moderat große Matrizen (n≤105) allen anderen bekannten Verfahren
zur L̈osung des vollsẗandigen Eigenwertproblems̈uberlegen ist. F̈ur sehr große Eigenwert-
aufgaben der Dimensionn=105−108, wie sie z. B. in der hydrodynamischen Stabiliẗats-
theorie und der Molekulardynamik/Quantenmechanik auftreten verwendet man speziel-
le, struktur-ausnutzende Varianten der Projektionsmethoden (

”
Krylov-Raum-Nethoden“)

aus dem vorigen Kapitel.

7.4.2 Verfahren der Sturmschen Kette

Wir stellen zum Abschluss noch ein klassisches Verfahren vor zur stabilen,direktenBerech-
nung der Eigenwerte einer symmetrischen (unzerlegbaren) TridiagonalmatrixA∈Rn×n

aus ihrem charakteristischen PolynomPA.SeialsoA∈R
n×n eine symmetrische Tridia-

gonalmatrix mitbi=0,i=1,...,n−1:

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a1 b1 0

b1
...

...
... bn−1

0 bn−1 an

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Zur Berechnung des charakteristischen PolynomspA(z) dienen die Rekursionsformeln

p0(z)=1, p1(z)=a1−z,

pi(z)=(ai−z)pi−1(z)−b
2
i−1pi−2(z), i=2,...,n.

Die Polynome pi∈Pisind gerade die i-ten Hauptminoren von det(A−zI) , d. h.:
pn = pA. Um dies einzusehen, entwickle man den (i+ 1)-ten Hauptminor nach der
(i+ 1)-ten Spalte:
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⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a1−z b1

b1
...

...
...

bi−1

bi−1 ai−z bi

bi ai+1−z
...

...
...

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=(ai+1−z)pi(z)−b
2
ipi−1(z)

=:pi+1(z)

i−1 i i+1

Es ist oft n̈utzlich, die AbleitungpA zu kennen (z. B. bei der Anwendung des Newton-
Verfahrens). Diese erḧalt man durch die Rekursionsformeln

q0(z)=0, q1(z)=−1

qi(z)=−pi−1(z)+(ai−z)qi−1(z)−b
2
i−1qi−2(z), i=2,...,n,

qn=pA.

Hat man eine NullstelleλvonpA,d.h.einenEigenwertvonAbestimmt, so erḧalt man
einen zugeḧorigen Eigenvektor durchw(λ), wobei

w(z)=

⎡

⎢
⎢
⎣

w0(z)
...

wn−1(z)

⎤

⎥
⎥
⎦,

w0(z)≡1 (bn:= 1)

wi(z):=
(−1)ipi(z)

b1...bi
, i=1,...,n.

(7.4.31)

Um dies zu verifizieren, berechnet man (A−zI)w(z). F̈uri=1,...,n−1(b0:= 0) ist

bi−1wi−2(z)+aiwi−1(z)+biwi(z)−zwi−1(z)=

=bi−1(−1)
i−2 pi−2(z)

b1...bi−2
+ai(−1)

i−1 pi−1(z)

b1...bi−1
+bi(−1)

i pi(z)

b1...bi
−z(−1)i−1

pi−1(z)

b1...bi−1

=b2i−1(−1)
i−2 pi−2(z)

b1...bi−1
+ai(−1)

i−1 pi−1(z)

b1...bi−1
+(−1)i

(ai−z)pi−1(z)−b
2
i−1pi−2(z)

b1...bi−1

−z(−1)i−1
pi−1(z)

b1...bi−1
=0.

F̈uri=nist (bn:= 1)

bn−1wn−2(z)+anwn−1(z)−zwn−1(z)=

=bn−1(−1)
n−2 pn−2(z)

b1...bn−2
+(an−z)(−1)

n−1 pn−1(z)

b1...bn−1

=−b2n−1(−1)
n−1 pn−2(z)

b1...bn−1
+(an−z)(−1)

n−1 pn−1(z)

b1...bn−1

=(−1)n−1
pn(z)

b1...bn−1
=−wn(z).



242 KAPITEL 7. EIGENWERTAUFGABEN

Wir finden also

(A−zI)w(z)=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
...

0

−wn(z)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (7.4.32)

F̈ur einen EigenwertλvonAistwn(λ)=konst.·pA(λ) = 0 , d. h.

(A−λI)w(λ)=0.

Ableitung der Identiẗat (7.4.32) ergibt

[(A−zI)w(z)]=−w(z)+(A−zI)w(z)=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
...

0

−wn(z)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Wir setzen z=λmit einem Eigenwert λvonAund multiplizieren mit−w(λ):

0 < w(λ)22−([A−λI]w(λ)

=0

,w(λ))

= wn−1(λ)wn(λ)=−
pn−1(λ)pn(λ)

b21...b
2
n−1

.

Folglich istpn(λ)= 0 , d. h. wir haben allgemein:

(S1)Alle Nullstellen vonpn sind einfach.

(S2)F̈ur jede Nullstelleλvonpn gilt

pn−1(λ)pn(λ)<0.

Weiter gilt

(S3)F̈ur jede reelle Nullstelleζvonpi−1ist

pi(ζ)pi−2(ζ)<0, i=2,...,n;

denn in diesem Fall istpi(ζ)=−b
2
i−1pi−2(ζ) und ẅarepi(ζ) = 0 , so folgte der Wider-

spruch
0=pi(ζ)=pi−1(ζ)=pi−2(ζ)=...=p0(ζ)=1.

Schließlich gilt trivialerweise

(S4)p0=0hat keinen Vorzeichenwechsel.
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Definition 7.5: Eine Folge von Polynomenp=pn,pn−1,...,p0(oder allgemeiner steti-
ger Funktionenfn,fn−1,...,f0) mit den Eigenschaften (S1)-(S4) heißt eine”

Sturmsche11

Kette“ vonp.

Die vorausgegangeneÜberlegung hat also zu folgendem Resultat gef̈uhrt:

Satz 7.9 (Sturmsche Kette):SeiA∈Rn×n eine symmetrische, unzerlegbare Tridia-
gonalmatrix. Dann bilden die Hauptminorenpi(z)der MatrixA−zIeine Sturmsche
Kette des charakteristischen PolynomspA(z)=pn(z)vonA.

Der Wert der Existenz einer Sturmschen Kette zu einem Polynompberuht auf dem
folgenden Resultat:

Satz 7.10 (Intervallschachtelung):Es seipein Polynom undp=pn,pn−1,...,p0
eine zugeḧorige Sturmsche Kette. Dann ist die Anzahl der reellen Nullstellen vonpin
einem Intervall[a, b]gleichN(b)−N(a),wobeiN(ζ)die Anzahl der Vorzeichenwechsel
der Kettepn(ζ),...,p0(ζ)bezeichnet.

Beweis:Wir betrachten die Zahl der Vorzeichenwechsel N(a)f̈ur wachsendesa.N(a)
bleibt konstant, solangeakeine Nullstelle eines derpipassiert. Sei nunaNullstelle
eines derpi; wir unterscheiden zwei F̈alle:

(i) Fallpi(a)=0 f̈uri=n:IndiesemFallistpi+1(a)=0,pi−1(a)= 0 . Die Vorzeichen
vonpj(a),j∈{i−1,i,i+1}zeigen daher f̈ur gen̈ugend kleinesh>0 ein Verhalten,
das durch eines der zwei folgenden Tableaus skizziert werden kann:

a−h a a+h

i−1 − − −

i +/− 0 −/+

i+1 + + +

a−h a a+h

i−1 + + +

i +/− 0 −/+

i+1 − − −

In jedem Fall istN(a−h)=N(a)=N(a+h) , und die Anzahl der Vorzeichenwechsel
ändert sich nicht.

(ii) Fallpn(a) = 0 : In diesem Fall kann das Verhalten vonpj(a),j∈{n−1,n}, durch
eines der folgenden beiden Tableaus beschrieben werden (wegen (S2)):

a−h a a+h

n − 0 +

n−1 − − −

a−h a a+h

n + 0 −

n−1 + + +

11Jacques Charles Franois Sturm (1803–1855): Franz̈osisch-Schweizer Mathematiker; Professor an der
École Polytechnique in Paris seit 1840; Beitr̈age zur Mathematischen Physik, Differentialgleichungen,
(
”
Sturm-Liouville-Problem“) und Differentialgeometrie.
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Also ist N(a−h)=N(a)=N(a+h)−1 , d. h.: Beim Passieren einer Nullstelle von
pn kommt genau ein Vorzeichenwechsel hinzu. F̈ura<bgibt daherN(b)−N(a)=
N(b+h)−N(a−h),h>0gen̈ugend klein, die Anzahl der Nullstellen vonpnim Intervall
[a−h, b+h]an.Dahbeliebig klein geẅahlt werden kann, folgt die Behauptung. Q.E.D.

Satz 7.10 f̈uhrt auf ein einfaches
”
Bisektionsverfahren“ zur Bestimmung der Nullstellen

des charakteristischen PolynomspA einer symmetrischen, irreduziblen Tridiagonalmatrix
A∈Rn×n.OffenbarbesitztAnur reelle, einfache Eigenwerteλ1<λ2<···<λn.F̈ur
x→−∞ besitzt die Kette

p0(x)=1, p1(x)=a1−x

i=2,...,n: pi(x)=(ai−x)pi−1(x)−b
2
ipi−2(x),

die Vorzeichenverteilung +,...,+ ; also ist N(x) = 0 . Folglich gibtN(ζ)geradedie
Anzahl der NullstellenλvonpA mit λ<ζan. F̈ur die EigenwerteλivonAgilt also:

λi<ζ ⇐⇒ N(ζ)≥i. (7.4.33)

Zur Bestimmung des i-ten Eigenwertesλistartet man mit einem Intervall [a0,b0], das
λisicher entḧalt, z. B.:a0<λ1<λn<b0. Dann halbiert man sukzessiv das Intervall
und testet mit Hilfe der Sturmschen Kette, in welchem der beiden neuen Teilintervalleλi
liegt, d. h.: Man bildet f̈urt=0,1,2,...:

μt:=
at+bt
2
,

at+1:=
at,fallsN(μt)≥i

μt,fallsN(μt)<i

bt+1:=
μt,fallsN(μt)≥i

bt,fallsN(μt)<i

(7.4.34)

Teilintervalle λiliegt, d. h.: Man bildet f̈urt=0,1,2,...: Es gilt dann stetsλi∈
[at+1,bt+1],

[at+1,bt+1]⊂[at,bt], |at+1−bt+1|=
1
2
|at−bt|,

undatkonvergiert monoton wachsend,btmonoton fallend gegen λi. Dies Verfahren
ist zwar langsam, aber sehr robust (geringe Rundungsfehleranf̈alligkeit) und gestattet die
Bestimmung eines jeden beliebigen Eigenwertes unabḧangig von den̈ubrigen.

7.5Übungsaufgaben

Übung 7.1: a) Man zeige, dass sich jedes Skalarprodukt (·,·) auf demKn bugl. des
euklidischen Skalarprodukts (·,·)2mit einer hermiteschen, positiv definiten Matrix A∈
Kn×n in der Form

(x, y)=(Ax, y)2, x,y∈K,

darstellen l̈asst.
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b) Man zeige, dass eine positiv definite MatrixA∈Cn×n notwendig auch hertmitesch
ist, d. h.:A=ĀT. Dies ist i. Allg. nicht richtig f̈ur reelle MatrizenA∈Rn×n,d.h.:F̈ur
reelle Matrizen geht die Definition von

”
positiv definit“ geẅohnlich zusammen mit der

Voraussetzung
”
symmetrisch“.

Übung 7.2: Man zeige, dass in einer zusammenhängenden Vereinigung vonkGerschgorin-
Kreisen einer MatrixA∈Cn×n (disjunkt zu allen anderenn−kKreisen) genaukEi-
genwerte vonAliegen (ihrer algebraischen Vielfachheiten entsprechend oft gez̈ahlt). Dies
impliziert, dass eine solche Matrix mit paarweise disjunkten Gerschgorin-Kreisen genau
neinfache Eigenwerte hat und folglich diagonalisierbar ist.

Übung 7.3: SeiA∈Kn×n (K=RoderK=C) eine hermitesche Matrix.

(i) Man zeige, dass Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwertenλ1(A) undλ2(A)
orthogonal zu einander sind. Ist das auch richtig f̈ur nicht-hermitesche aber

”
normale“

Matrizen, d. h.: ĀTA=AĀT?

(ii) Man zeige die Beziehungen

λmin(A)= min
x∈Kn\{0}

(Ax, x)2
x22

≤ max
x∈Kn\{0}

(Ax, x)2
x22

=λmax(A),

wobeiλmin(A) undλmax(A) die minimalen und maximalen (reallen) Eigenwerte vonA
sind. (Hinweis: Eine hermitesche Matrix besitzt bekanntlich eine ONB von Eigenvektoren.)

Übung 7.4: Der Beweis der Konvergenz der Potenzmethode f̈ur eine symmetrische, po-
sitiv definite MatrixA∈Rn×n basierte auf der Identiẗat

λt=(Azt,zt)2=
(λn)

2t+1 |αn|
2+ n−1

i=1 |αi|
2 λi
λn

2t+1

(λn)2t |αn|2+
n−1
i=1 |αi|

2 λi
λn

2t =λmax+O
λn−1
λmax

2t

,

wobwiλi∈R,i=1,...,n, die Eigenwerte vonAsind,{w
i,i=1,...,n}eine zugeḧori-

ge ONB von Eigenvektoren undαidie Koeffizienten in der Entwicklung des Startvektors
z0= n

i=1αiw
i. Man zeige, dass im Falleαn= 0 in dieser Identiẗat der Fehlerterm rechts

gleichm̈ßig bzgl. der DimensionnvonAbeschr̈ankt ist, aber linear mit|λn|ẅachst.

Übung 7.5: Jede MatrixA∈Cn×n besitzt eine QR-ZerlegungA=QRmit einer
uniẗaren MatrixQ=[q1,...,qn] und einer oberen DreiecksmatrixR=(rij)

n
i,j=1. Die-

se Zerlegung ist, wie man sich leicht klar macht, nicht eindeutig bestimmt. Man zeige,
dass f̈ur regul̈aresA die QR-Zerlegung eindeutig bestimmt ist, wenn zus̈atzlichrii∈
R+,i=1,...,n, gefordert wird. (Hinweis: Die QR-Zerlegung vonAliefert eine Cholesky-
Zerlegung vonĀTA.)
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Übung 7.6: SeiAeine Hessenberg-Matrix oder eine symmetrische Tridiagonalmatrix.
Man zeige, dass dasselbe gilt für alle durch den QR-Algorithmus erzeugten IterierteAt

A0:=A,

At+1:=RtQtmit At=QtRt, t≥0.



8 Lineare Optimierung

8.1 Lineare Programme

”
Lineares Programm“ ist die historisch begr̈undete Bezeichnung f̈ur lineare Optimierungs-
aufgaben vom folgenden Typ:

Beispiel 8.1:Eine Fabrik kann zwei Typen A und B eines Produkts unter folgenden
Bedingungen herstellen:

Produkt Typ A Typ B maximal m̈oglich

Sẗuck pro Tag x1 x2 100 Sẗuck

Arbeitszeit pro Sẗuck 4 1 160 Stunden

Kosten pro Sẗuck 20 10 1100 DM

Gewinn pro Sẗuck 120 40 ?DM

Wie müssenx1undx2geẅahlt werden, damit der Gewinn maximal wird? Dabei muss
offenbar der lineare Ausdruck

Q(x1,x2) := 120x1+40x2

zu einem Maximum gemacht werden unter den linearen Nebenbedingungen

x1+ x2≤ 100

4x1+ x2≤ 160

20x1+10x2≤1100

, x1≥0, x2≥0. (8.1.1)

Dies ist ein lineares Programm in sog.
”
Standardform“.

Beispiel 8.2:Die Produktion von 7 Zuckerfabriken soll so auf 300 Verbrauchsorte verteilt
werden, daß der Bedarf befriedigt wird und die Transportkosten minimiert werden.

Fabrik Fj(j=1,...,7) , Verbrauchsort Gk(k=1,...,300)

Produktion aj (pro Monat) , Verbrauch rk (pro Monat)

transportierte MengeFj→Gk :xj,k,Kostencj,k (pro Einheit).

Es sei vorausgesetzt, dass Bedarf und Produktionsmenge gleich sind, d. h.:

300

k=1

rk=

7

j=1

aj.

247
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Zu minimieren sind die Gesamtkosten

Q(x1,1,...,x7,300):=

7

j=1

300

k=1

cj,kxj,k

unter den Nebenbedingungenxj,k≥0 und

7

j=1

xj,k=rk (k=1,...,300),
300

k=1

xj,k=aj (j=1,...,7).

Diese beiden Aufgabenstellungen lassen sich in folgenden allgemeinen Rahmen ein-
ordnen: (F̈ur einen Vektorx=(x1,...,xn)

T bedeutet die Schreibweisex≥0 , dass alle
Komponentenxi≥0 sind.) F̈ur 1≤m≤nseien eine MatrixA∈R

m×n vom Rangm
sowie Vektorenb∈Rm,b≥0 , undc∈Rn gegeben.

Definition 8.1: Als
”
lineares Programm in Normalform“ (oder auch

”
kanonischer“ Form),

abgek̈urzt
”
LP“, bezeichnet man die Aufgabe, unter den Gleichungsnebenbedingungen und

Vorzeichenbedingungen
Ax=b, x≥0

ein Minimum der ZielfunktionQ(x):=cTxzu bestimmen.

Anders ausgedr̈uckt sucht ein lineares Programm im
”
zul̈assigen Bereich“

M :={x∈Rn|Ax=b, x≥0} (8.1.2)

einx∗∈M zu bestimmen, so dass

cTx∗=min
x∈M
cTx. (8.1.3)

Zur Einordnung der obigen Beispiele in diesen Rahmen k̈onnen folgende Umformungen
herangezogen werden:

– Ein Ungleichung mit≥wird durch Multiplikation mit−1 in eine mit≤überf̈uhrt.

– Eine Ungleichunga1x1+...+anxn≤βwird durch Einf̈uhrung einer sog.”
Schlupf-

variablen“yin eine Gleichung und eine Vorzeichenbedingung̈uberf̈uhrt:

a1x1+...+anxn+y=β, y≥0.

–F̈ur jede Gleichunga1x1+...+anxn=βkann (eventuell nach Multiplikation mit
−1) stetsβ≥0 vorausgesetzt werden.

– Fehlt f̈ur eine Variable, etwa f̈urx1, die Vorzeichenbedingung, so wirdx1durch die
Differenzy1−y2zweier neuer Variablen ersetzt, und man forderty1≥0,y2≥0.
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– Gleichungen, die Linearkombinationen anderer Gleichungen sind, werden weggelas-
sen, so dass f̈ur die MatrixA∈Rm×n stets RangA=m angenommen werden
kann.

– Wegen maxcTx=−min (−cTx) kann man alle linearen Programme auf die Be-
stimmung eines Minimums zur̈uckf̈uhren.

Der zul̈assige BereichM einesLP ist der Durchschnitt einer linearen Mannigfaltigkeit
mit Halbr̈aumen und folglich abgeschlossen. Weiter istM

”
konvex“:

x, y∈M =⇒λx+(1−λ)y∈M ∀λ∈[0,1].

IstM =∅, so besitzt dasLP keine L̈osung. Im FallM =∅existiert immer eine
L̈osung, wennM beschr̈ankt (und damit kompakt) ist; f̈ur unbeschr̈anktesM braucht
keine L̈osung zu existieren.

Beispiel 8.3:In einfachen F̈allen lassen sich lineare Programme graphisch l̈osen: Der
zul̈assige BereichM in Beispiel 1 (Standardformulierung) ist der Durchschnitt von 5
Halbebenen desR2, deren Begrenzungsgeraden durch die Gleichungen

x1≥0, x2≥0,

x1+x2= 100

4x1+x2= 160

20x1+10x2= 1100

gegeben sind:

100

100

x1+x2=100

4x1+x2=160

20x1+x2=1100

Zielfunktion:

Q(x1,x2) = 120x1+40x2

Niveaulinie der Zielfunktion,  Q(x1,x2) = 0

Abbildung 8.1:Grafische L̈osung eines Linearen Programms

Parallelverschiebung der Niveaulinie bis an den Rand vonM ergibt als maximalen Wert
den der Niveaulinie durch den Punkt (x∗1,x

∗
2):
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4x∗1+ x∗2 = 160

20x∗1+10x
∗
2 = 1100

=⇒
x∗2 = 60

x∗1 = 25
,

Qmax= 120x
∗
1+40x

∗
2= 5400.

Der optimale Punkt ist in diesem Fall eine Ecke des Polygongebiets M. Dies ist kein
Zufall und wird sich als wesentlicher Punkt bei der Behandlung allgemeinerer Probleme
dieses Typs erweisen. Die maximal m̈ogliche Sẗuckzahl vonx1+x2= 100 wird unter
dem Kriterium der Gewinnmaximierung also nicht erreicht; daf̈ur wird die zur Verf̈ugung
stehende Arbeitszeit voll genutzt.

Wir betrachten im Folgenden die linearen Programmierungsaufgaben stets in Normal-
form. Zun̈achst studieren wir die Struktur der L̈osungsmenge einesLP.

Definition 8.2: Ein Vektorx∈M heißt
”
Ecke“ (oder

”
Extremalpunkt“) der zul̈assigen

Menge M, wenn er keine Darstellung

x=λx(1)+(1−λ)x(2)

mit x(1),x(2)∈M, x(1)=x(2),miteinemλ∈(0,1)zulasst. F̈urx∈M setzen
wir I(x):={i∈{1,...,n}|xi>0}. Weiter bezeichnen wir im Folgenden mitak die
Spaltenvektoren der MatrixA.

Hilfssatz 8.1 (Sekantensatz): Sind f̈ur einx∈M die Spaltenvektoren in

B(x):={ak|k∈I(x)} (8.1.4)

linear abḧangig, so besitztxeine Darstellung

x=1
2
(x(1)+y) (8.1.5)

mit x(1),y∈M undI(x(1))⊂=I(x).

Beweis:O.B.d.A. seiI(x)={1,...,k},sodass

k

i=1

xiai=b.

IstB(x) linear abḧangig, so gibt es Zahlendi,i=1,...,k, nicht alle Null, so dass

k

i=1

diai=0.

Der Vektor
x(λ)=(x1+λd1,...,xk+λdk,0,...,0

n−k

)T
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erf̈ullt dann f̈ur jedesλ∈R die GleichungAx(λ)=b. Wegenxi>0,i=1,...,k,
ist f̈ur hinreichend kleines|λ|auchx(λ)≥0 und somitx(λ)∈M.L̈asst man nunλ
ausgehend von Null wachsen oder fallen, so gelangt man in einem der beiden F̈alle zu
einemλ∗,f̈ur das mindestens eine der Komponentenxi(λ

∗),i=1,...,k, verschwindet.
Ferner istx(λ)∈M f̈ur |λ|≤|λ∗|. Mitx(1)=x(λ∗) undy=x(−λ∗) gilt dann
x=1

2
(x(1)+y) undI(x(1))⊂=I(x). Q.E.D.

Hilfssatz 8.2 (Eckensatz): Ein Vektorx∈M ist genau dann Ecke, wenn die Spalten-
vektoren inB(x)linear unabḧangig sind.

Beweis:Aus Hilfssatz 8.1 folgt, dass f̈ur eine Eckex∈M notwendigB(x) linear
unabḧangig sein muß. Sei nunB(x) linear unabḧangig, aberx∈M keine Ecke, d. h.
x=λx(1)+(1−λ)x(2)mitx(1),x(2)∈M, x(1)=x(2),λ∈(0,1) . Dann impliziertxi=0

auchx
(1)
i =x

(2)
i = 0 , so daß gilt:

i∈I(x)

x
(1)
i ai=

i∈I(x)

x
(2)
i ai=b.

Wegen x(1)=x(2)ist alsoB(x) linear abḧangig im Widerspruch zur Annahme. Q.E.D.

Definition 8.3: Wegen Rang A=m bestehtB(x)f̈ur eine Eckex∈M aus ḧochstens
m Vektoren. Ist f̈ur eine Eckex∈M aberdimB(x)< m,soheißtx

”
entartete

Ecke“; in diesem Fall kannB(x)zu einer BasisB̂(x)aus Spaltenvektoren vonAerg̈anzt
werden. In jedem Fall heißt eine solche BasisB̂(x)

”
Basis zur Eckex“.

Durch eine Basis ist eine Eckex∈M über das GleichungssystemAx=beindeutig
bestimmt. Andererseits gibt es ḧochstens

n

m
=

n!

m!(n−m)!

Systeme vonm linear unabḧangigen Spaltenvektoren der Matrix A, d. h. Ecken vonM.

Hilfssatz 8.3 (Eckenlösung):Besitzt das LP eine L̈osungx∈M, so gibt es eine Ecke
x∗∈M, die ebenfalls L̈osung ist.

Beweis:Istxselbst keine Ecke, so wenden wir Hilfssatz 8.1 an, d. h.: Das Minimum
voncTxwird im Mittelpunkt x= 1

2
(x(1)+y) der Verbindungsgeraden zwischenx(1)

undyangenommen. Folglich istcTxdort konstant, d. h.:x(1)ist auch L̈osung, aber mit
I(x(1))⊂=I(x) . Auf diese Weise erreicht man in endlich vielen Schritten eine Ecke vonM
(im Extremfall ̃x= 0. Q.E.D.
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8.2 Der Simplex-Algorithmus

Im Folgenden entwickeln wir den sog.
”
Simplex-Algorithmus“ nach G. B. Dantzig1(1947)

zur L̈osung von Linearen Programmen. Wir verwenden weiter die Bezeichnungen des
vorherigen Abschnitts. Seix0 eine Ecke des zul̈assigen BereichsM der kanonischen
Programmierungsaufgabe

Ax=b, x≥0, cTx= min !

mit zugeḧoriger BasisB̂(x0)={ai,i∈I
0},I0⊇I(x0) . Dann gilt

i∈I0

x0iai=b. (8.2.6)

F̈ur ein beliebigesx∈M istAx=bund folglich

i∈I0

{xi−x
0
i}ai=−

i∈I0

xiai.

(Die Schreibweisei∈I0bedeuteti∈{1,...,n}\I0.) Wegen der linearen Unabḧangig-
keit vonB̂(x0) kann nach den Differenzenxi−x

0
i aufgel̈ost werden, und man erḧalt

Gleichungen der Form

xi=
k∈I0

αikxk+x
0
i, i∈I

0. (8.2.7)

Der zugeḧorige Zielfunktionswert

cTx=cTx0+cT(x−x0)=cTx0+
i∈I0

ci(xi−x
0
i)+

i∈I0

cixi.

ergibt sich nach Substitution vonxi−x
0
i(i∈I

0)inderForm

cTx=
k∈I0

γkxk+c
Tx0 (8.2.8)

γk=
i∈I0

αikci+ck, k∈I0. (8.2.9)

Die Gleichungsnebenbedingung und die Zielfunktion cTxsind offenbar (bzgl. der Basis
B̂(x0) ) durch das folgende (m+1)×(n−m+ 1)-Gleichungssystem wiedergegeben:

1George B. Dantzig (1914–2005): US-Amerikanischer Mathematiker; entwickelte 1947 den Simplex-
Algorithmus ẅarend seiner T̈atigkeit in einem Forschungslabor der U.S. Air Force; s. sein Buch

”
Lineare

Programmierung und Erweiterungen“, Springer 1966 (̈Ubersetzung aus dem Englischen); seit 1966 Pro-
fessor an der Stanford University.
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xi =
k∈I0

αikxk+x
0
i, i∈I

0

cTx =
k∈I0

γkxk+c
Tx0.

(8.2.10)

Die Komponenten xi,i∈I
0, und der zugeḧorige Zielfunktionswertzeines Vektors

x∈Rn sind durch Vorgabe vonxk≥0(k∈I
0) in (8.2.10) eindeutig bestimmt. Gilt

dabeixi≥0(i∈I
0) , so istx∈M.F̈ur die speziellen Wertexk=0(k∈I

0) ergibt sich
gerade die Ausgangseckex0.

Wir betrachten nun die umgekehrte Situation, dass der zulässige BereichM gerade
aus denjenigen Vektorenx≥0 besteht, deren Komponenten einem System der Gestalt
(8.2.10) gen̈ugen, mit gewissen Zahlenx0i≥0(i∈I

0). Dann ist der Vektorx0∈Rn

mit den Komponenten x0i(i∈I
0),x0i=0(i∈I

0) automatisch Ecke vonM,denner
erf̈ullt offensichtlich (8.2.10), d. h.:Ax0=b, und jede Darstellungx0=λx+(1−λ)̃x
mit x,̃x∈M, 0<λ<1 impliziert zun̈achst notwendigxk=x̃k=x

0
k(k∈I

0) und
damit auchxi=x̃i=x

0
i(i∈I

0).

Das System (8.2.10) charakterisiert also zu einer festen Ecke x0 bzw. der zugeḧori-
gen BasisB̂(x0) den zul̈assigen BereichM. Der Simplex-Algorithmus sucht nun eine (zu
x0 benachbarte) Eckex1 vonM,wobei m̈oglichstcTx1<cTx0 gelten soll. Der zu-
geḧorige Basiswechsel in der Darstellung (8.2.10) wird mit Hilfe des schon betrachteten

”
Gauß-Jordan-Algorithmus“ bewerkstelligt (s. Kapitel 4.2). Der Vollsẗandigkeit halber
rekapitulieren wir im Folgenden den Gauß-Jordan-Algorithmus. Dieser dient zur L̈osung
linearer GleichungssystemeAx=ymit A∈Rm×n,x∈Rn,y∈Rm, durch sukzessiven
Austausch der Komponenten vonxgegen solche vony. Ist ein Matrixelementapq=0,
so kann die p-te Gleichung nachxqaufgel̈ost werden:

xq=−
ap1
apq
x1−...−

ap,q−1
apq

xq−1+
1

apq
yp−

ap,q+1
apq

xq+1−...−
apn
apq
xn.

Durch Substitution vonxqin den anderen Gleichungen

aj1x1+...+aj,q−1xq−1+ajqxq+aj,q+1xq+1+...+ajnxn=yj

erḧalt man f̈urj=1,...,m, j=p:

aj1−
ajqap1
apq

x1+...+ aj,q−1−
ajqap,q−1
apq

xq−1+
ajq
apq
yp+

+ aj,q+1−
ajqap,q+1
apq

xq+1+...+ ajn−
ajqapn
apq

xn=yj.
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Das Resultat ist ein zum Ausgangssystemäquivalentes System

Ã

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1
...

yp
...

xn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

y1
...

xq
...

ym

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (8.2.11)

wobei die Elemente der MatrixÃwie folgt bestimmt sind:

– Pivotelement: ãpq=
1
apq
,

– Pivotzeile: ãpk=−
apk
apq
, k=1,...,n, k=q,

– Pivotspalte: ãjq=
ajq
apq
, j=1,...,m, j=p,

– sonstige: ãjk=ajk−ajq
apk
apq
,
j=1,...,m, j=p

k=1,...,n, k=q.

Gelingt es, durch Fortsetzung des Verfahrens alle Komponenten vonxdurch solche vony
zu ersetzen, so hat man eine explizite Darstellung der L̈osung vonAx=y.ImFallm=n
ergibt sich so auch die InverseA−1, allerdings i. Allg. mit vertauschten Zeilen und Spalten.
Bei der Festlegung des Pivotelementes empfiehlt es sich aus Stabiliẗatsgr̈unden, unter
allen in Frage kommendenapqjeweils eines von m̈oglichst großem Betrag zu ẅahlen. F̈ur
ein quadratisches Gleichungssystem mit regul̈arer KoeffizientenmatrixAist das Gauß-
Jordan-Verfahren zur Berechnung vonA−1stets durchf̈uhrbar.

Beispiel 8.4: ⎡

⎢
⎢
⎣

1 2 1

−3 −5 −1

−7 −12 −2

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

y1

y2

y3

⎤

⎥
⎥
⎦

Austauschschritte: ·Pivotelement

x1 x2 x3

1 2 1 y1

−3 −5 −1 y2

−7 −12 −2 y3

x1 y3 x3

−1/6 −1/6 2/3 y1

−1/12 5/12 −5/6 y2

−7/12 −1/12 −1/6 x2

x1 y3 y1

1/4 1/4 3/2 x3

−1/8 3/8 −1/4 y2

−5/8 −1/8 −1/4 x2

y2 y3 y1

−2 1 1 x3

−8 3 −2 x1

5 −2 1 x2
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Inverse:

⎡

⎢
⎢
⎣

−2 −8 3

1 5 −2

1 −2 1

⎤

⎥
⎥
⎦.

Der Simplex-Algorithmus besteht aus zwei
”
Phasen“. In Phase I wird eine Ausgangsecke

x0konstruiert und das zugeḧorigeTableauerstellt:

xk(k∈I
0)

xi
αik(i∈I

0,k∈I0)
x0i

(i∈I0) (i∈I0)

z γk(k∈I
0) cTx0

In Phase II werden dann unter Verwendung des Gauß-Jordan-Algorithmus Basiswech-
sel vollzogen, wobei der Zielfunktionswert jeweils m̈oglichst stark verkleinert wird. Wir
beginnen mit der Beschreibungdieses Basisaustausches.

Phase II (Basisaustausch)

1. Giltγi≥0(i/∈I
0), so folgt f̈ur beliebige Vorgabe vonxi≥0(i/∈I

0) , d. h.: f̈ur
beliebige Punktex∈M, stets

z=
k∈I0

γkxk+c
Tx0≥cTx0,

d. h. Die Starteckex0ist bereits optimal.

2. Gibt es einq/∈I0mit γq<0 , so sind zwei F̈alle zu unterscheiden:

(a) Im Falleαiq≥0(i∈I
0)erḧalt man durch Vorgabe vonxq:=λ, λ∈R+ und

xk=0(k/∈I
0,k=q) Vektorenx∈M,

xi=αiqλ+x
0
i≥0,

mit Zielfunktionswert

z=γqλ+c
Tx0→−∞ (λ→∞).

Die Aufgabe ist also unl̈osbar.

(b) Gibt es Indizesp∈I0mit αpq<0 , so wird die Variablexqgegen eine noch
auszuẅahlendexpausgetauscht. Die Elemente des Tableaus sind dabei gem̈aß
dem Gauß-Jordan-Algorithmus wie folgt zu transformieren:

Pivotelement: αpq→ αqp=
1

αpq
;
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Pivotspalte: αiq→αip=
αiq
αpq

(i∈I0\{p});

(γq→γp) γq→γp=
γq
αpq
;

Pivotzeile: αpk→αqk=−
αpk
αpq

(k∈I0,k=q);

(xp→xq) x0p→x
1
q=−

x0p
αpq
;

sonstige: αik→αik=αik−
αiqαpk
αpq

;

(xk→xk,xi→xi) x0i→x
1
i=x

0
i−
αiqx

0
p

αpq
, γk→ γk=γk−

γqαpk
αpq
;

cTx0→cTx1=cTx0−
γqx

0
p

αpq
.

Auswahlregel (R):Der Indexp∈I0wird dabei gem̈aß der folgenden Regel ausgeẅahlt:

αpq<0,
x0p
αpq
= max
αiq<0,i∈I0

x0i
αiq
. (8.2.12)

Satz 8.1 (Simplex-Algorithmus):Wird der Basisaustausch gemäß der Regel(R)vor-
genommen, so ist der Vektorx1 ∈Rn mit den Komponenten x1i > 0(i∈I

1 :=
[I0\{p}]∪{q}),x1i=0(i∈I

1)wieder eine Ecke vonM mit der zugeḧorigen Ba-
sis

B̂(x1)= B̂(x0)\{ap}∪{aq}, (8.2.13)

und es giltcTx1≤cTx0.ImFallex0p>0ist sogarc
Tx1<cTx0.

Beweis:Wegen αpq<0 folgtx
1
q=−x

0
p/αpq≥0. Ist weiterαiq≥0 , so folgtx

1
i=

x0i−αiqx
0
p/αpq≥0 . Im Falleαiq<0 gilt ebenfalls wegen der Auswahlregel (R):

x1i
αiq
=
x0i
αiq
−
x0p
αpq
≤0 =⇒ x1i≥0..

Nach dem oben gesagten istx1also Ecke vonM. Q.E.D.

Der Eckenaustausch nach (2b) kann solange fortgesetzt werden, bis Fall (1) oder Fall
(2a) eintritt. Einenichtentartete Ecke kann dabei nie ein zweites Mal erreicht werden,
da ihr Austausch je zu einer Verkleinerung des Zielfunktionswertes f̈uhrt. Das Auftreten
entarteter Ecken wird weiter unten diskutiert werden. Hier k̈onnten sich (theoretisch) im
Laufe des Verfahrens verschiedene Basen zu einer entarteten Ecke zyklisch wiederholen,
so dass der Algorithmus nicht abbricht.
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Beispiel 8.5:Beispiel 8.1.1 aus Abschnitt 8.1 erḧalt nach Einf̈uhrung von Schlupfvaria-
blenx3,x4,x5die Form

−120x1−40x2= min!, xi≥0, i=1,...,5,

x1 + x2 + x3 = 100

4x1 + x2 + + x4 = 160

20x1 + 10x2 + x5 = 1100

Offensichtlich istx0=(0,0,100,160,1100)T einenichtentartete Ecke mit der Basis

B(x0)={a3,a4,a5}=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜
⎜
⎝

1

0

0

⎞

⎟
⎟
⎠,

⎛

⎜
⎜
⎝

0

1

0

⎞

⎟
⎟
⎠,

⎛

⎜
⎜
⎝

0

0

1

⎞

⎟
⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
.

Das Ausgangstableau ist also:

I x1 x2 x6=1 x0i/αiq

x3 −1 −1 100 −100

x4 −4 −1 160 −40

x5 −20 −10 1100 −55

z -120 −40 0

Fall (2b)

Wahlq=1(oderq=2)

Regel (R) =⇒p=4.

Eckentausch (Pivotelementα41)

II x4 x2 x6=1 x0i/αiq

x3 1/4 −3/4 60 −80

x1 −1/4 −1/4 40 −160

x5 5 −5 300 −60

z 30 −10 −4800

Fall (2b)

Wahlq=2

Regel (R) =⇒p=5.

Eckentausch (Pivotelementα52)

III x4 x5 x6=1

x3 −1/2 −3/20 15

x1 −1/2 1/20 25

x2 1 −1/5 60

z 20 2 −5400

Fall (1)

Eckenl̈osungx3=(25,60,15,0,0)T

Extremwertz=−5400.

Wie wir schon gesehen haben, wird der maximale Gewinn von 5400 DM erreicht, wenn
25 Produkte des Typs A und 60 des Typs B hergestellt werden.
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Bemerkung 8.1:Zur Kontrolle der Rechnung sollten die Gr̈oßenγk(k∈I
0)zus̈atzlich

auch aus der folgenden Formel berechnet werden:

γk=
i∈I0

αikci+ck. (8.2.14)

Phase I (Konstruktion einer Startecke)

Wir diskutieren nun die Phase I des Simplexalgorithmus, d. h. die Konstruktion einer
Ausgangseckex0. Im Falle eines in Standardform gegebenen Programms mitb≥0ist
dies, wie obiges Beispiel zeigt, sehr einfach:

(I) cTx=max!, Ax≤b, x≥0. (8.2.15)

Durch Einf̈uhrung von Schlupfvariablenv∈Rm geht (I) in die kanonische Form̈uber:

(̃I) c̃Tx̃= min!, Ã̃x=b̃, x̃≥0, (8.2.16)

mit
Ã=[A, Im], b̃=b, c̃=(−c,0m)

T, x̃=(x, v)T.

Wegen b≥0istderVektorx̃0=(0n,̃b)∈R
n+m automatisch eine Ecke vonM̃,denn

die zugeḧorigen Spaltenvektoren vonÃbilden gerade die EinheitsmatrixIm.

Ist die Programmierungsaufgabe in kanonischer Form gestellt,

(II) cTx= min!, Ax=b, x≥0, (8.2.17)

oder ist in (I)b≥0 nicht erf̈ullt, so ist i. Allg. keine Ecke vonM (oft nicht einmal
ein zul̈assiger Vektor) ersichtlich. Zu ihrer Konstruktion betrachte man das Hilfsproblem
(o.B.d.A.:̃b≥0)

(̃II) c̃Tx̃= min!, Ã̃x=b̃, x̃≥0, (8.2.18)

mit v∈Rm,

Ã=[A, Im], b̃=b, c̃=(0n,1,...,1)
T, x̃=(x, v)T.

Hier ist mit ̃x0=(0n,̃b) eine Ausgangsecke vonM̃ bekannt. Wegen ̃x≥0aufM
besitzt das Hilfsproblem stets eine L̈osung ̃x∗=(x∗,v∗) , die man mit Hilfe des Simplex-
Algorithmus bestimmen kann. Ist v∗= 0 , so liefern die ersten nKomponenten der
L̈osung ̃x∗eine Ausgangsecke des urspr̈unglichenLP:

x0i:= ̃x
∗
i, i=1,...,n. (8.2.19)

Im Fallv∗i>0f̈ur einimuß M =∅sein, d. h.: DasLPbesitzt keine L̈osung. Mit dem
Simplex-Algorithmus kann also auch die Frage nach der L̈osbarkeit des LP entschieden
werden.
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Nach den bisherigenÜberlegungen ist der Simplex-Algorithmus (mit der Auswahlre-
gel (R)) grunds̈atzlich geeignet zur L̈osung linearer Programmierungsaufgaben, bzw. zur
Entscheidung ihrer Unl̈osbarkeit, vorausgesetzt, es treten keine entarteten Ecken auf. Das
Erscheinen einer entarteten Eckex1ist dadurch gekennzeichnet, dass im vorangehenden
Austauschschritt das Kriterium (R) nicht zu einem eindeutigen Indexp∈I0 f̈uhrt:

x1 nichtentartet⇐⇒
∃!p∈I0:αpq<0
x0p
αpq
=max
αiq<0

x0i
αiq
;

andernfalls folgte mitx0p/αpq=x
0
p/αpq

x1p = x0p−αpqx
0
p/αpq = 0

x1p = x0p−αpqx
0
p/αpq = 0

⇐⇒
x1hat weniger alsm

positive Komponenten.

Tritt im Verlaufe des Simplexverfahrens eine entartete Eckex0auf, so kann es passieren,
daß f̈ur den Indexp∈I0geradex0p= 0 ist. Dann bewirkt der Austauschschritt offenbar
keine Ver̈anderung des Vektorsx0, insbesondere also keine Reduzierung des Zielfunktions-
wertes, sonderen nur denÜbergang zu einer anderen Basis zur Eckex0. Wiederholt sich
dann dieselbe Basis zyklisch, so f̈uhrt das Verfahren nicht zum Ziel. Obwohl in der Pra-
xis ḧaufig entartete Ecken auftreten, sind derartige Zyklen noch nicht beobachtet worden
(nur bei eigens zu diesem Zweck konstruierten pathologischen Beispielen). F̈ur Belange
der Praxis erscheint der Simplex-Algorithmus mit der Auswahlregel (R) (erg̈anzt um eine
geeignete Regel f̈ur den Fall einer entarteten Ecke) als hinreichend robust. Vom theore-
tischen Standpunkt ist diese Situation aberunbefriedigend, und man sucht nach einer
Auswahlregel, mit der der Algorithmus garantiert zum Ziel f̈uhrt.

Definition 8.4 (Lexikographische Ordnung): Ein Vektoru∈Rn heißt
”
lexikogra-

phisch positiv“,u
→
>0,wennu=0ist und die erste nicht verschwindende Komponente

positiv ist. Ein Vektoru∈Rn heißt
”
lexikographisch kleiner (gr̈oßer)“ als einv∈Rn,

wennv−u
→
>0(u−v

→
>0). Damit ist auf demRn eine “Ordnung” erkl̈art.

Der Simplex-Algorithmus sei gestartet mit einer Eckexstartmit der Basis B̂(xstart)=
{a1,...,am}(gegebenenfalls nach Umbenennung der Variablen). Damit istI

start=
{1,...,m}. Zur Einf̈uhrung einer erweiterten Auswahlregel werden die Parameterαik
undγkauch f̈urk∈I

starterkl̈art durch

αik:=−δik, γk:= 0, i,k∈I
start,

Hilfssatz 8.4: F̈ur die durch die Darstellungen

ai=
k∈I0

cikak, i∈{1,...,n} (8.2.20)

eindeutig bestimmten Zahlencikgilt:

cki=−αik, k∈{1,...,n}, i∈Istart. (8.2.21)
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Beweis:F̈uri, k∈Istartist nach Definition

αik=−δki=−cki.

Sei nunx∈M beliebig. Dann gilt

i∈Istart

{xi−x
0
i}ai=−

i∈Istart

xiai=−
i∈Istart

xi
k∈Istart

cikak=−
i∈Istart

(
k∈Istart

ckixk)ai

und folglich wegen der linearen Unabḧangigkeit vonB̂(x0)

xi−x
0
i=−

k∈Istart

ckixk, i∈I
start.

Da die αikin der Darstellung (8.2.10) eindeutigbestimmt sind, ergibt sich notwendig
cki=−αik(k∈I

start). Q.E.D.

Sei nunx0eine im Verlaufe des Verfahrens erreichte Ecke undq∈I0der Austausch-
index. Zur Bestimmung des Indexp∈I0bilde man f̈ur aller∈I0mit

x0r
αrq
=max
αjq<0

x0j
αjq
, αrq<0, (8.2.22)

die Vektoren

ur=
x0r
αrq
,−
αr1
αrq
,...,−

αrm
αrq

T

∈Rm+1.

Auswahlregel (R̃):Der Index p∈I0 wird dann als derjenige mit der Eigenschaft
(8.2.22) geẅahlt, so dassupder lexikographisch gr̈oßte unter denurist.

Im Falle, dass der
”
maximale“ Index in (8.2.22) eindeutig bestimmt ist, stimmt die

Auswahlregel (R̃) offenbar mit (R)überein. Ansonsten ist durch (̃R) eindeutig einp∈I0

festgelegt; denn g̈abe es keines, so ẅaren f̈ur zweip, p∈I0die Vektorenup,up iden-
tisch. Dies bedeutete aber, dass die quadratische Matrix (αik)i∈I0,k=1,...,mzwei zueinander
proportionale Zeilen ḧatte und somit singul̈ar ẅare. Nach Hilfssatz 8.4 ẅare dann auch
(cik)i=1,...,m,k∈I0 singul̈ar im Widerspruch zur linearen Unabḧangigkeit der Vektoren in

B̂(x0) undB̂(xstart).

Der Eckex0ordnen wir nun den folgenden Vektor zu:

v0=(cTx0,c1−γ1,...,cm−γm)
T∈Rm+1

Hilfssatz 8.5 (Reduktionssatz): Beim Eckenaustauschx0→x1unter der Bedingung
der Auswahlvorschrift (̃R) wird der Vektorv0durch einen lexikographisch kleineren Vek-
torenv1ersetzt.

Beweis:Die Indexmenge I0 wird ersetzt durch I1=(I0\{p})∪{q}.Dieγiwerden
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nach den folgenden Regeln transformiert:

k∈I0, k=q: γk→γk−γq
αpk
αpq

k=q: γq→0=γq−γq
αpq
αpq

k∈I0, k=p: γk→0

k=p: γp→γq
1
αpq
=γp−γq

αpp
αpq

(γp=0,αpp=−1).

Ferner gilt: cTx0→cTx0−γk
x0p
αpq
.

F̈ur den zur neuen Eckex1geḧorenden Vektorv1∈Rm+1 gilt also:

v1=v0−γq

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x0p/αpq

−αp1/αpq
...

−αpm/αpq

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=v0−γqu
p.

Da γq<0,αpq<0 bleibt zu zeigen, dass der Vektorw
p=(x0p,−αp1,...,−αpm)

T ∈
Rm+1 lexikographisch positiv ist. Dies geschieht durch Induktion bzgl. der Zahl der durch-
gef̈uhrten Verfahrensschritte.

(i) Die zur Ausgangseckexstartgeḧorenden Vektorenwk(k=1,...,m) sind trivialer-
weise lexikographisch positiv, denn es istx0k≥0 und−αki=δki(i=1,...,m).

(ii) Seix0eine im Verlaufe des Verfahrens auftretende Ecke, und alle zux0gebildeten
Vektoren wk(k∈I0) seien lexikographisch positiv. BeimÜbergang von x0 zur
Eckex1ergeben sich die zugeḧorigen Vektoren w̃k(k∈I1) wie folgt:

k∈I1, k=q: wk = x0k−
αkqx

0
p

αpq
,−αk1+

αkqαp1
αpq
,...,−αkm+

αkqαpm
αpq

T

= wk−
αkq
αpq
wp

k=q: w̃q =
x0p
αpq
,+αp1
αpq
,...,+αpm

αpq

T

=− 1
αpq
wp.

Hieraus entnehmen wir mit der Induktionsannahme:

k∈I1, k=q: a)αkq≥0=⇒ w̃
k=wk+

αkq
αpq
wp

→
>0,

b) αkq<0=⇒Auswahlregel (R̃):u
p
→
>uk

=⇒ w̃k=αkqu
k−

αkq
αpq
αpqu

p
→
>0,

k=q: w̃q= 1
αpq
wp

→
>0.

Dies vervollsẗandigt den Beweis. Q.E.D.
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Wir fassen die Ergebnisse der bisherigen Überlegungen zusammen:

Satz 8.2 (Erweiterter Simplex-Algorithmus):Unter der obigen Voraussetzung an
die Ausgangsecke liefert der Simplex-Algorithmus mit der Auswahlregel(̃R) in endlich
vielen Schritten eine L̈osung des kanonischen Problems(II)oder die Besẗatigung seiner
Unl̈osbarkeit.

Beweis:Nach Hilfssatz 8.5 kann aufgrund der Auswahlregel (̃R) keine Basis von Spal-
tenvektoren vonAzweimal auftreten, denn durch die Eckex0und eine zugeḧorige Basis
B̂(x0)istderVektorv0eindeutig bestimmt. Zyklen werden also vermieden. Q.E.D.

8.3Übungsaufgaben

Übung 8.1: Man bringe die folgenden Optimierungsaufgaben in die kanonische Form
eines

”
linearen Programms“:

a) Q(x):=x1+x2+x3→min!

x1≥0,x2≥0,x1+2x2≤5,

x2+x3≤0,

3x2−4x3≤1.

b) Q(x):=|x1|+|x2|+|x3|→min!

x1+x2≤1,

2x1+x3≤3.

Übung 8.2: Man löse die folgende Optimierungsaufgabe grafisch:

Q(x):=2x1+x2→min!

x1≥0,x2≥0,−2x1+x2≤−2,

x1−2x2≤2,

−x1−x2≤−5.

Ist die Aufgabe l̈osbar, wennQ(x)→max! gefordert wird?

Übung 8.3: a) Man wende den Gauß-Jordan-Algorithmus auf die folgende 3×3-Matrix
an:

A=

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 −1

2 2 0

1 2 1

⎞

⎟
⎟
⎠.
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Mit Hilfe des Ergebnisses bestimme man alle y∈R3,f̈ur die das Gleichungssystem
Ax=yeine L̈osung besitzt, sowie die jeweilige L̈osungsmenge.

b) Man implementiere den Gauß-Jordan-Algorithmus f̈ur allgemeinem×n-Matrizen in
einer Programmiersprache eigener Wahl und verifiziere damit die gefundene L̈osung zu
Teil (a).

Übung 8.4: Man löse die lineare Optimierungsaufgabe

Q(x):=x1+3x2+x3→max !

xi≥0,i=1,...,5,

5x1+3x2≤3,

x1+2x2+4x3≤4,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. (Hinweis: Manüberf̈uhre das System durch Einf̈uhrung
von
”
Schlupfvarablen“ in Normalform und rate eine Startecke.)

Übung 8.5: Man löse die lineare Optimierungsaufgabe

Q(x):=4x1+x2+x3→min !

xi≥0,i=1,...,3,

2x1+x2+2x3=4,

3x1+3x2+x3=3,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. Eine Startecke verschaffe man sich durch die Vorlauf-
rechnung (Phase I).

Übung 8.6: Man löse das lineare Programm

Q(x):=3
4
x1−20x2+

1
2
x3−6x4→max !,

xi≥0, i=1,...,4,
1
4
x1−8x2−x3+9x4≤0,

1
2
x1−12x2−

1
3
x3+3x4≤0,

x3≤1,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens unter Verwendung

a) der Auswahlregel (R), erg̈anzt um die Vorschrift, dass kleinste m̈oglichep∈I0 zu
ẅahlen;

b) der Auswahlregel (̃R).

In beiden F̈allen seiq/∈I0so bestimmt, dassγq=min{γk|γk<0,k/∈I
0}, und dassq

der kleinste dieser Indizes ist.

c) Man implementiere Phase II des Simplex-Algorithmus f̈ur lineare Programme in Nor-
malform f̈ur den Fall einer bekannten Starteckex(0)∈M und eines Ausgangstableaus.
Man verifiziere damit die unter (a) bzw. (b) gefundene Optimallösung.





ALösungen derÜbungsaufgaben

Im Folgenden sind L̈osungen f̈ur die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufgaben
zusammengestellt. Es handelt sich dabei nur um L̈osungsvorscḧage ohne Anspruch auf
Vollsẗandigkeit zur Anregung weiterer eigenerÜberlegungen.

A.1 Kapitel 1

L̈osung A.1.1:Durch einfaches Ausmultiplizieren ergibt sich:

a) f(h)=4(h2+h)2−4h4=4h4+8h3+4h2−4h4=O(h2).

b) g(n)=4(n2+n)2−4n4=4n4+8n3+4n2−4n4=O(n3).

c) Anwendung der Taylor-Formel ergibt:

f(h)=
eh−e−h

2h
−1=

1

2h

h

−h

{ex−1}dx=
1

2h

h

−h

x+
x2

2
eη dx=O(h2).

d) Durch Ausmultiplizieren sieht man

Gn(x):=
1−e−nx

1−e−x
=1+e−x+e−2x+···+e−(n−1)x

und
Gn(x)=−e

−x−2e−2x−···−(n−1)e−(n−1)x≤0, x≥0.

Die FunktionGn(x) ist also monoton fallend und folglich ergibt sich (Regel von l’Hospital):

Gn(x)≤Gn(0) = lim
x 0

1−e−nx

1−e−x
=n.

Dies liefertg(n)=n=O(n).

e) Mit der Regel von l’Hospital erhalten wir f̈ur jedesα>0:

lim
h→0
hαln(h) = lim

h→0

ln(h)

h−α
= lim
h→0

h−1

−αh−α−1
= lim
h→0

hα

−α
=0,

aber f̈urα=0:
lim
h→0
ln(h)=∞.

Folglich ist 1/ln(h)=o(1) .

L̈osung A.1.2:a) Nach Definition der Konditionszahlen gilt mitf(x1,x2)=x1/x2:

k1=
∂f

∂x1

x1
f
=
1

x2

x1x2
x1
=1, ky=

∂f

∂y

y

f
=−
x1
x22

x22
x1
=−1, α=1.

265
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Δxi
xi
≤ε(i=1,2) ⇒

Δf

f
≤2ε+o(ε).

Die Division ist also generell gut konditioniert.

b) Analog folgt mitf(x1,x2)=x
x2
1 =e

x2ln(x1):

k1=
∂f

∂x1

x1
f
=x2x

x2−1
1

x1
xx21
=x2, k2=

∂f

∂x2

x2
f
=ln(x1)f

x2
f
=ln(x1)x2.

Die Potenzbildung ist schlecht konditioniert f̈urx2 1oderimFallx2=0 f̈urx1 1
oderx1 1.

Die Operation f(x)=1/xist stets gut konditioniert. Die Operationf(x)=
√
xist

ebenfalls gut konditioniert (Fehlerd̈ampfung).

L̈osung A.1.3:a) Die Konditionionierung der Auswertung der Funktionf(x) ist un-
abḧangig von ihrer Darstellung in der Forma(x)oderb(x):

k=
∂f(x)

∂x

x

f(x)
= 2−

3x+4x2

(1 +x)(1 + 2x)
≈2, 0<|x| 1.

Die numerische Aufgabe, f(x) zu berechnen, ist also f̈ur Argumente 0<|x| 1gut
konditioniert.

b) Der Regel “Schlecht konditionierte Operationen vor gut konditionierten ausf̈uhren!”
folgend, sollte die Darstellungb(x) verwendet werden. Beia(x)drohtAusl̈oschung.

L̈osung A.1.4:Mit der Maschinengenauigkeit eps gilt fürx, y∈A:

x⊕y=x, f̈ur|y|≤
|x|

2
eps.

Dies legt den folgenden Test nahe: k=1,2,3,...:

1+2−k=1 ⇒ 21−k≈eps.

Z. B. ergibt sich so auf einem (ehemaligen) Atlon PC-Prozessor (1.4 GHz Taktung) unter
MATLAB bei Verwendung des Types “double precision” (wie zu erwarten) eps≈2−53≈
10−16.

L̈osung A.1.5 (Praktische Aufgabe):a) Die Maschinengenauigkeit wird bestimmt aus
der Beziehung:

x∗y=(x∗y)(1 +ε), x,y∈A, |ε|≤eps.

Dies legt den folgenden Test nahe: k=1,2,3,...:

1+2−k=1 ⇒ 21−k≈eps.
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Auf einem (alten) Atlon 3500+ Prozessor unter MATLAB ergibt sich so bei Verwendung
des Types “double precision” (wie zu erwarten) eps≈2−53≈10−16.

MATLAB-Programm: Bestimmung der Maschinengenauigkeit

clear
a = 1.;
c = 1.;
i=0;
while c ~= 0
i = i+1
b = 10̂(-i);
c=a+b;
c=c-a

end

b) Taylor-Summen der Exponentialfunktion

ex≈Tn(x)=
n

k=0

xk

k!
.

Relativer Fehler f̈urn∈[0,20] f̈ur die Argumentex∈{10,1,−1,−10}: Die schlechten
Ergebnisse f̈ur negativex-Werte sind dadurch bedingt, dass f̈urx=−10e−10 1ist.
Daher bietet sich in diesem Fall die Auswertung

e−x≈(Tn(x))
−1

an,welcheeineakzeptableApproximationf̈ur allex-Werte liefert.
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MATLAB-Programme:

a) Normale Taylor-Summe

function erg = taylorsumme(x,n)
% Berechne den Vektor x̂k, k=1,...,n:

N = 0:n;
X = x.̂N;

% Teile die Eintraege durch k!:
X = X./factorial(N);

% Erhalte das Ergebnis als Summe ueber alle Eintraege:
erg = sum(X);
return

b) Reziproke Taylor-Summe

function erg = trickytaylorsumme(x, n)
% Berechne den Vektor x̂k, k=1,...,n:

N = 0:n;
if x<0
X = (-x).̂N;

else
X = x.̂N;

end
% Teile die Eintraege durch} k!:

X = X./factorial(N);
% Erhalte das Ergebnis als Summe ueber alle Eintraege}:

erg = sum(X);
if x<0
erg = 1./erg;

end
return

c) Relativer Fehler der Taylor-Approximation

x = [-10,-1,1,10];
n = 1:20;
for k=1: length(x)
for i=1:20
rel(k,i) = abs(taylorsumme(x(k),i) - exp(x(k)))/exp(x(k));
end

end
semilogy(n,rel)
xlabel(’n (Anzahl der Taylor-Summanden)’)
ylabel(’Relativer Fehler’)
title(’Taylor-Summen zur Exponentialfunktion’)
legend(’x=-10’,’x=-1’,’x=1’,’x=10’)
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L̈osung A.1.6:a) Wir setzenϕ(x) := sin(x) und finden mit der Taylor-Formel:

ϕ(x+h)=ϕ(x)+hϕ(x)+1
2
h2ϕ(x)+1

6
h3ϕ(x)+1

24
h4ϕ(iv)(ξ+),

ϕ(x−h)=ϕ(x)−hϕ(x)+1
2
h2ϕ(x)−1

6
h3ϕ(x)+1

24
h4ϕ(iv)(ξ−).

Dies ergibt

ϕ(x)=
ϕ(x+h)−2ϕ(x)+ϕ(x−h)

h2
+ 1
24
h2 ϕ(iv)(ξ+)+ϕ

(iv)(ξ−)

O(h2)

.

Unter beachtung vonϕ(x)=−sin(x) ergibt sich so f̈urx=1:

f(h)=
sin(1 +h)−2 sin(1) + sin(1−h)

h2
+sin(1)=O(h2).

b) Es gilt

ch:=
1

ln(h)
→0 (h→0), f(h)=

h

ln(h)
=chh=o(h).

L̈osung A.1.7:Die Datenfehler sind

|ΔP|

P
≤
0,01

2
≤0.005,

|ΔV|

V
≤
0,2

10
≤0.02,

|ΔT|

T
≤
0,5

200
≤0.00025.

Mit den Konditionszahlen kP=kV=kT= 1 ergibt sich so

Δm

m
≤0,005 + 0,02 + 0,00025 = 0,02525.

Um den relativen Fehler weiter unter 1% , d. h. unter 0,01 , zu dr̈ucken, muss die Messung
vonVverfeinert werden.

L̈osung A.1.8:a) Mit dem Ansatza(h)=a+chα ergibt sich

a(h)−a

a(h/2)−a
=

chα

c(h/2)α
=2α

und folglich

α=
1

log(2)
log

a(h)−a

a(h/2)−a
.

Wenn der Limes anicht bekannt ist, schreiben wir

a(h)−a(h/2)

a(h/2)−a(h/4)
=
a(h)−a+a−a(h/2)

a(h/2)−a+a−a(h/4)
=

chα−c(h/2)α

c(h/2)α−c(h/4)α

=
1−2−α

2−α−4−α
=2α
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und erhalten

α=
1

log(2)
log

a(h)−a(h/2)

a(h/2)−a(h/4)
.

b) F̈ur die gegebenen Folgen ergibt sich:

α≈
1

log(2)
log

a(h)−a

a(h/2)−a
≈1,

und

α≈
1

log(2)
log

b(h)−b(h/2)

b(h/2)−b(h/4)
≈2.

L̈osung A.1.9:a) Fehlerabscḧatzung

Δf

f
≤̇k

Δx

x
, k=

df

dx

x

f
(Konditionszahl).

df

dx
=
xsin(x)−1+cos(x)

x2
,

k=
xsin(x)−1+cos(x)

x2
x2

1−cos(x)
=

xsin(x)

1−cos(x)
−1.

Also ist die Auswertung vonf(x) gut konditioniert f̈ur|x| 1 und schlecht konditioniert
f̈ur|x| 1.

b) Es gilt die Maschinenoperationsregelx∗y=(x∗y)(1+ε)mit|ε|≤eps . Im Folgenden
wirdεals

”
generische’“ Konstante verwendet,welche variieren kann, aber stets|ε|≤eps

erf̈ullt.

Algorithmus A:Nach Voraussetzung ist

u=cos(x)(1 +ε), v=1 u, f̃(x)=v x,

und demnach f̈urx=0:

f̃(x)=
v

x
(1 +ε)=

1−u

x
(1 +ε)(1 +ε)=

1−cos(x)(1 +ε)

x
(1 +ε)(1 +ε)

=
1−cos(x)

x
(1 +ε+ε)−

cos(x)

x
ε+O

eps2

x
.

Also gilt f̈urx=0,2π,4π,...:

f̃(x)−f(x)

f(x)
= ε+ε−

cos(x)

1−cos(x)
ε+O

eps2

1−cos(x)
→ ∞ (|x|→0).

Algorithmus A wird also mit|x|→0 zunehmend schlechter konditioniert.
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Algorithmus B:Umformung

f(x)=
1−cos(x)

x
=
1−cos(x)2

x(1 + cos(x))
=

sin(x)2

x(1 + cos(x))
.

Nach Voraussetzung ist dann wieder

u1= sin(x)(1 +ε), u2=u1⊕u1, v1=cos(x)(1 +ε),

v2=1⊕v1, v3=x v2, f̃=u2 v3,

und demnach

f̃=
u2
v3
(1 +ε)=

u1u1(1 +ε)

xv2(1 +ε)
(1 +ε)

=
sin(x)2(1 +ε)2(1 +ε)(1 +ε)

x(1 +v1)(1 +ε)(1 +ε)
=

sin(x)2(1 +ε)2(1 +ε)(1 +ε)

x(1 + cos(x)(1 +ε))(1 +ε)(1 +ε)
.

Also gilt f̈urx∈(0,π):

f̃(x)−f(x)

f(x)
= 1−

sin(x)2(1 +ε)2(1 +ε)(1 +ε)

x(1 + cos(x)(1 +ε))(1 +ε)(1 +ε)

x(1 + cos(x)

sin(x)2

= 1−
(1 +ε)2(1 +ε)(1 +ε)

1+εcos(x)
1+cos(x)

(1 +ε)(1 +ε)

≤ 1−
(1 +ε)2(1 +ε)(1 +ε)

(1 +ε)(1 +ε)(1 +ε)

= 1−(1 + 2ε+ε+ε)+O(eps2)=O(eps).

Algorithmus B ist also insbesondere f̈ur|x| 1 gut konditioniert.

L̈osung A.1.10 (Praktische Aufgabe):

MATLAB-Programm: Auswertung der Taylor-Summe

clear
n = 3*(1:10);

% Aufgabenteil 1:
for i=1:length(n)
fehler1(i) = abs((taylorsumme(-5.5, n(i)) - exp(-5.5))/eps(-5.5);

end
% Aufgabenteil 2:

for i=1:length(n)
fehler2(i) = abs((trickytaylorsumme(-5.5, n(i)) - exp(-5.5))/eps(-5.5);

end
% Aufgabenteil 3:

for\; i=1:length(n)
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fehler3(i) = abs((taylorsumme(-0.5, n(i))̂11 - exp(-5.5))/eps(-5.5);
end
semilogy(n, fehler1, n, fehler2, n, fehler3)
legend(’Teil 1)’, ’Teil 2)’, ’Teil 3)’)
title(’Taylor-Summen zur Exponentialfunktion’)
xlabel(’n (Anzahl der Taylor-Summanden)’)
ylabel(’Absoluter Fehler’)

Auswertung der Approximationen f̈ur die Exponentialfunktion ergibt:

0 5 10 15 20 25 30
10
−16

10
−14

10
−12

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

10
2

10
4

n (Anzahl der Taylor−Summanden)

R
el
ati
v
er
 
F
e
hl
er

Taylor−Summen zur Exponentialfunktion

Teil 1)

Teil 2)
Teil 3)

Abbildung A.2: Relative Fehler der Taylor-Approximation:Tn(x)

L̈osung A.1.11:Das Horner Schema zur Polynomauswertungp(x)= m
i=0aix

i,

an=an, ak=ak+xak+1, k=n−1,...,0,

liefert den Funktionswertp(x0)=a0. Formale Anwendung auf das Matrixpolynom

p(A)=

m

i0

aiA
i=(...(anA+an−1)A+an−2)...)A+a0I

ergibt den Algorithmus:

An=anI, k=n−1,...,0: Ak=Ak+1A+akI,

mit p(A)=A0. Seine Realisierung in der Form

B=anI, k=n−1,...,0: C=BA, B=C+akI, p(A)=B,
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erfordert die Speicherung vonA, B, C∈Rn×n,c∈Rn+1,b∈Rn,d.h.: 3n2+O(n)
Speicherpl̈atze undn4+O(n2)a.Op.

Am Speicherplatz l̈asst sich durch eine geschicktere Schreibweise des Algorithmus noch
etwas verbessern. Seien

A=[a1,...,an]
T Zeilenvektoren, B=[b1,...,bn] Spaltenvektoren

Damit schreiben wir den Algorithmus in der Form

B:=anI, k=n−1,...,0,j=1,...,n:b=

⎡

⎢
⎢
⎣

ai·bj
...

an·bj

⎤

⎥
⎥
⎦+ak

⎡

⎢
⎢
⎣

δ1j
...

δnj

⎤

⎥
⎥
⎦, bj:=b,

und schließlichp(A)=B. Diese Variante erfordert dieselbe Anzahl von a. Op. wie die
obige, aber nur 2n2+O(n) Speicherpl̈atze.

L̈osung A.1.12:Durch Taylor-Entwicklung um die Nullstellez=0 erḧalt man

p(̃z)=p(z)+p(z)(̃z−z)+O(|̃z−z|2)=p(z)(̃z−z)+O(|̃z−z|2),

und weiter durch Umformung

z̃−z

z
≤
p(̃z)

p(z)z
+O(|̃z−z|2).

L̈osung A.1.13:Nach Vorausetzung ist f̃(xi)=f(xi)+εimit |εi|≤10
−3|f(xi)|und

somit

f̃(xi+1)−f̃(xi−1)

2h
=
f(xi+1)+εi+1−f(xi−1)−εi−1

2h

=
f(xi+1)−f(xi−1)

2h
+
εi+1−εi−1
2h

.

Da f(·) linear ist, ergibt sich f̈urεi+1 =10
−3f(xi+1) undεi−1=−10

−3f(xi−1) und
speziell f̈uri=1:

f̃(xi+1)−f̃(xi−1)

2h
=1+

f(xi+1)+f(xi−1)

2
=1+

1+2h+1

2
=1+1+10−3.

Der relative Approximationsfehler ist in diesem Fall also gr̈oßer als 100% .

L̈osung A.1.14 (Praktische Aufgabe):F̈ur die verschiedenen Datens̈atze{a, b, c}er-
geben sich die folgenden Ergebnisse:

1. Parameter{0,0,0}: Es gibt unendlich viele L̈osungen.

2. Parameter{0,0,1}: Es gibt keine L̈osung.
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3. Parameter{0,1,0}: x1/2= 0; Genauigkeit: 0.

4. Parameter{0,2,1}: x1/2=−0.5; Genauigkeit: 0.

5. Parameter{2,0,0}: x1/2= 0; Genauigkeit: 0.

6. Parameter{2,0,1}: EsgibtkomplexeL̈osungen.

7. Parameter{2,0,−4}: x1/2=±1.4142; Genauigkeit: 1.1102e−16.

8. Parameter{4,2,0}: x1=0,x2=−0.5; Genauigkeit: 0.

9. Parameter{1,2,−3}: x1=1,x2=−3; Genauigkeit: 0.

10. Parameter{1,2,1}: x1/2=−1; Genauigkeit: 0.

11. Parameter{1,2,2}: EsgibtkomplexeL̈osungen.

12. Parameter{−1,0,0}: x1/2= 0; Genauigkeit: 0.

13. Parameter{−1,0,−1}: EsgibtkomplexeL̈osungen.

14. Parameter{−4,0,2}: x1/2=±−0.7071; Genauigkeit: 1.1102e−16.

15. Parameter{−1,2,0}: x1=0,x2= 2; Genauigkeit: 0.

16. Parameter{−4,8,12}: x1=−1,x2= 3; Genauigkeit: 0.

17. Parameter{−1,2,−1}: x1/2= 1; Genauigkeit: 0.

18. Parameter{−1,2,−5}: EsgibtkomplexeL̈osungen.

19. Parameter{2.5·109,−105,1}: x1/2=2·10
−5; Genauigkeit:0.76294.

MATLAB-Programme:

% Hauptprogramm
para = [0 0 0 0 2 2 2 4 1 1 1 -1 -1 -4 -1 -4 -1 -1 2.5e9;

0 0 1 2 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 2 8 2 2 -1.e5;
010101-40-3120-12012-1-51];

for i = 1:max(size(para))
disp([int2str(i),’) Parameter:’])
disp(para(:,i)’)
disp(’Loesung: ’)
sol = mitternacht(para(:,i));
if (isempty(sol))
disp(’Es gibt komplexe Loesungen’)
disp(’ ’)
disp(’ ’)

elseif (sol == inf)
disp(’Es gibt beliebig viele Loesungen’)
disp(’ ’)
disp(’ ’)

elseif (sol == -inf)
disp(’Es gibt keine Loesung’)
disp(’ ’)
disp(’ ’)
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else
if (checkgenauigkeit(sol, para(:,i)) == 1)
disp(sol)
disp(’Genauigkeit: ’)
if (length(sol) == 1)
disp(num2str(genauigkeit(sol,para(:,i))))

else
disp([num2str(genauigkeit(sol(1),para(:,i))), ’ ’,
num2str(genauigkeit(sol(2),para(:,i)))])

end
disp(’ ’)
disp(’ ’)

else
disp([’Loesung waere ’, num2str(sol), ’, aber ’])
if (length(sol) == 1)
ausgabe = [’Genauigkeit von ’,
num2str(genauigkeit(sol,para(:,i))), ’ nicht ausreichend’];

else
ausgabe = [’Genauigkeit von ’,
num2str(genauigkeit(sol(1),para(:,i))), ’ und ’,
num2str(genauigkeit(sol(2),para(:,i))), ’ nicht ausreichend’];

end
disp(ausgabe)
disp(’ ’)

end
end

end

% Genauigkeitstest
function erg = checkgenauigkeit(z,para)
erg=1;
for i = 1:length(z)
if (genauigkeit(z(i),para) > 1.e-12)
erg = 0;

end
end
return

% Ableitungsberechnung
function erg = dp(x,para)
a = para(1);
b = para(2);
c = para(3);
erg = 2*a*x+b;
return
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% Fehlerschaetzer
function erg = genauigkeit(z,para)
if (z == 0 | dp(z,para) == 0)

erg=0;
else

erg = abs(p(z,para) / (dp(z,para)*z));
end
return

% Loesungsformel
function erg = mitternacht(para)

a = para(1);
b = para(2);
c = para(3);
if (a == 0)
if (b == 0)
if (c == 0)
erg = inf;

else
erg = -inf;

end
else
erg = -c/b;

end
else
if (b̂2 < 4*a*c)
erg = [];

elseif (b̂2 == 4*a*c)
erg = -b/(2*a);

else
erg = [-b+sqrt(b̂2-4*a*c), -b-sqrt(b̂2-4*a*c)] / (2*a);

end
end
return

% Funktionsauswertung
function erg = p(x,para)
a = para(1);
b = para(2);
c = para(3);
erg = a*x̂2+b*x+c;
return
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A.2 Kapitel 2

L̈osung A.2.1:0) Nach Konstruktion habe die Lagrangeschen Polynome den Gradn
und die Eigenschaft

L
(n)
i (xj)=δij, i,j=0,...,n.(Kronecker-Symbol)

Damit ergibt sich die Implikation

n

i=1

αiL
(n)
i (x)=0,x∈R, ⇒ 0=

n

i=1

αiL
(n)
i (xj)=αj, j=0,...,n.

Also sind die n+1 Polynome {L
(n)
i ,i=0,...,n}linear unabḧangig und bilden eine

Basis desPn.

i) Das Polynomq(·)= n
i=0L

(n)
i ∈Pn ist in denn+ 1 Stellen xi,i=0,1,...,n,

nach Konstruktion gleich dem Polynomq≡1 . Wegen des Eindeutigkeit des Lagrange-
Interpolationspolynoms muss alsoq≡1 sein (Anwendung des Satzes von Rolle).

ii) Das Polynompk(·)=
n
i=0x

k
iL
(n)
i ∈Pn stimmt in denn+ 1 Stellen ximit dem

Monom q(x)=xk überein. F̈urk=1,...,nist also wieder wegen der Eindeutigkeit des
Lagrange-Interpolationspolynomspk≡x

kund damitpk(0) = 0 .

iii) Im Fallk=n+1 istpk(·)=
n
i=0x

n+1
i L

(n)
i ∈Pndas Lagrange-Interpolationspolynom

des Monomspn+1(x)=x
n+1 zu denn+1 Punktenx0,...,xn. Die allgemeine Darstellung

des Fehlers bei der Lagrange-Interpolation,

f(x)−p(x)=
f(n+1)(ξx)

(n+1)!

n

i=0

(x−xi),

ergibt angewendet auf die vorliegende Situation:

xn+1−pn+1(x)=
1

(n+1)!

dn+1xn+1

dxn+1

n

i=0

(x−xi)=

n

i=0

(x−xi).

Also ist wie behauptet

pn+1(0) =−

n

i=0

(−xi)=(−1)
n

n

i=n

xi.

L̈osung A.2.2:Die Rekursionsformel des Neville-Algorithmus zur Punktauswertung des
Lagrange-Interpolationspolynoms zu den Sẗutzstellen{x0,...,xn}lautet

pi,i+k(ξ)=pi,i+k−1(ξ)+
pi,i+k−1(ξ)−pi+1,i+k(ξ)

ξ−xi+k
ξ−xi

−1
, i=0,...,n, k=1,...,n−i.

Der Funktionswert des Interpolationspolynoms ist dann pn(ξ)=p0,n(ξ) . Das Neville-
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Schema lautet:
xi pi,i pi,i+1 pi,i+2 pi,i+3 p0,4

55,7 17,47 19,06 19,46 19,49 19,46

57,7 18,00 19,30 19,50 19,44

59,3 18,52 19,55 19,39

62,6 19,93 19,14

65,6 22,57

Die Tagesl̈ange am OrtFist also 19h 27,6m .

L̈osung A.2.3:Das Integrationsintervall [0,π]seïaquidistant unterteilt mit den Sẗutz-
stellen 0 =x0<x1< ... < xn=πmit xi−xi−1=h=π/n. Der Auswertungsfehler in
beliebigemx∈[0,π] setzt sich zusammen aus dem Interpolationsfehler und dem Run-
dungsfehler in den zur Interpolation verwendeten Sẗutzwertenf̃(xi)=f(xi)+ε.

i) Abscḧatzung des Interpolationsfehlers: Ausgangspunkt ist die Fehlerdarstellung f̈ur die
kubische Lagrange-Interpolation zu den jeweils vier Sẗutzstellen{xi−1,xi,xi+1,xi+2}:

f(x)−p3(x)=
f(iv)(ξx)

4!

2

j=−1

(x−xi+j), x∈[xi,xi+1], i=1,...,n−1.

Mit f(iv)(x)=−8 sin(x)cos(x)=−4sin(2x)ist maxx∈[0,π]|f
(iv)(x)|=4. Weiterist

max
xi≤x≤xi+1

2

j=−1

(x−xi+j)= max
−h/2≤x≤h/2

(x+3h/2)(x+h/2)(x−h/2)(x−3h/2) =
9

16
h4,

wobei das Maximum inx= 0 angenommen wird. Damit ergibt sich die Fehlerabscḧatzung:

max
x∈[0,π]

|f(x)−p3(x)|≤
4

4!

9

16
h4=

3

32
h4.

ii) Abscḧatzung des Rundungsfehlereinflusses: Aus der Lagrangeschen Darstellung des
Interpolationspolynoms folgt

max
xi≤x≤xi+1

|p3(x)−p̃3(x)|≤

2

j=−1

|f(xi+j−f̃(xi+j)| max
xi≤x≤xi+1

|L
(3)
i+j(x)|.

Etwas Rechnerei ergibt

max
−h/2≤x≤h/2

(x2−h2/4)(x−3h/2)

6h3
≤
1

12
, j=−1,1.

max
−h/2≤x≤h/2

(x2−9h2/4)(x−h/2)

2h3
≤1, j=0,2,
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und somit
max
x∈[0,π]

|p(x)−p̃(x)|≤4max
x∈[0,π]

|f(xi)−f̃(xi)|≤4·0,5·10
−9.

iii) F̈ur den Gesamtfehler ergibt sich:

max
0≤x≤π

|f(x)−p̃3(x)|≤
3

32
h4+2·10−9≈10−1h4+2·10−9.

F̈ur 250 Sẗutzstellen isth=π/249≈0,01262 und folglichh4≈2,5·10−8. Mit 250
Sẗutzstellen l̈aßt sich die Approximationsgenauigkeit von 5·10−9also garantieren.

L̈osung A.2.4:Es istf(n+1)(x)=λn+1eλx. Aus der Fehlerdarstellung der Lagrange-
Interpolation in Punkten{x0,...,xn},

f(x)−pn(x)=
f(n+1)(ξx)

(n+1)!

n

i=0

(x−xi),

erḧalt man also in diesem Fall die Abscḧatzung

|eλx−pn(x)|≤
|λ|n+1eλb

(n+1)!
(b−a)n+1.

Wegen
|λ|n(b−a)n

n!
→0 (n→∞)

folgt die behauptete gleichm̈aßige Konvergenz maxx∈[a,b]|f(x)−g(x)|→0(n→∞).

F̈ur die
”
glatte“ Funktionf(x)=(1+x2)−1gilt

|f(n+1)(x)|≈n!,

so dass das obige Argument nicht gilt.

L̈osung A.2.5:i) Der Beweis der (eindeutigen) L̈osbarkeit der Hermite-Interpolations-
aufgabe folgt ganz analog wie f̈ur die Lagrange-Interpolationsaufgabe mit Hilfe des Satzes
von Rolle.

ii) F̈urx∈{x0,...,xm}gilt die behauptete Restgieddarstellung trivialerweise. Sei also
x∈[a, b]\{x0,...,xm}. Wir verwenden wieder die Funktionen

l(x):=
m

i=0

(x−xi)
2, c(x):=

f(x)−p(x)

l(x)
.

Die Funktion F(t):=f(t)−p(t)−c(x)l(t)hatn+ 2 Nullstellen im Intervall [a, b],
n̈amlich diexi,i=0,...,m, mit Vielfachheiten 2 und den betrachteten Punktx.Mit
Hilfe des Satzes von Rolle folgt hieraus, daß die (n+1)-te AbleitungF(n+1) eine Nullstelle
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ξxim von den Punkten{x, x0,...,xm}aufgespannten Intervall besitzt, d. h.:

0=F(n+1)(ξx)=f
(n+1)(ξx)−p

(n+1)(ξx)−c(x)l
(n+1)(ξx)=f

(n+1)(ξx)−c(x)(n+1)!.

Dies impliziert die behauptete Fehlerdarstellung.

L̈osung A.2.6 (Praktische Aufgabe):Die folgenden Bilder zeigen die relativen Fehler
der Lagrange-Interpolation der Funktionenf(x)=(1+25x2)−1 undg(x)= |x|.Es
zeigt sich, dass f̈urn→ ∞ keine Konvergenz vorliegt; insbesondere am Intervallrand
treten zunehmende Oszillationen auf. Das Problem ist also offenbare nicht das

”
singul̈are“

Verhalten vongbeix= 0 sondern das Verhalten der ḧoheren Ableitungen vongf̈ur
x→±1.
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Abbildung A.3: Lagrange-Interpolationspolanome pn(x) zur Funktionf(x) =(1+
25x2)−1(links) undg(x)= |x|(rechts)
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25x2)−1(links) undg(x)= |x|(rechts)
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MATLAB-Programm:

% Hauptprogramm
clear;
h = [.2, .1];

%
% Plotte die Funktion:

figure(1)
hold off;
clf;
fun = ’g’;
x = linspace(-1, 1, 101);
y1 = feval(fun, x);
plot(x, y1, ’k-’);

%
% Berechne die Interpolationspolynome nach dem Neville-Schema:

N = length(h);
y2 = zeros(N,length(x));
for k = 1:N
stuetzstellen = -1:h(k):1;
for i = 1:length(x)
y2(k,i) = neville(x(i), stuetzstellen, fun);

end
end;

%
% Plotte die Interpolationspolynome:

hold on;
plot(x, y2(1,:), ’k-o’);
plot(x, y2(2,:), ’k-x’);
title(’Funktion und ihre Interpolationspolynome’);
xlabel(’x’)
legend(fun, [’h=’, num2str(h(1))], [’h=’, num2str(h(2))]);
axis([-1 1 0 1])
print -deps2 polynome.eps
figure(2)
hold off;
clf;
fehler = y2;
for k = 1:N
fehler(k,:) = abs(y1 - y2(k,:));

end;
semilogy(x, fehler(1,:), ’k-o’);
hold on
semilogy(x, fehler(2,:), ’k-x’);
title(’Fehler der Interpolationspolynome’);
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xlabel(’x’)
legend([’h=’, num2str(h(1))], [’h=’, num2str(h(2))])
print -deps2 fehler.eps

function erg = f(x);
erg = 1. ./ (1. + 25*x.̂2);
return

function erg = neville(x, stuetz, fun);
%
% Berechne das Lagrangepolynom der Funktion fun an der Stelle x mit den
% Stuetzstellen stuetz

n = length(stuetz);
p = zeros(n);
p(:,1) = (feval(fun, stuetz))’;
for i = 2:n
p(1:n-i+1,i) = p(1:n-i+1,i-1) + (x-stuetz(1:n-i+1))’...

.* (p(2:n-i+2,i-1) - p(1:n-i+1,i-1)) ./ (stuetz(i:n)...
- stuetz(1:n-i+1))’;
end
erg = p(1,n);

L̈osung A.2.7:(i) F̈ur das quintische Lagrange-Interpolationspolynomp(k)5 ∈P5 auf
einem der TeilintervalleIk=[xk−1,xk],k=1,...,N, gilt die Fehlerabscḧatzung

|f(x)−p
(k)
5 (x)|≤

|f(6)(ξx)|

6!

5

i=0

(x−xk−1−jhk/5), ξx∈[xk−1,xk],

und somit wegen|xk−xk−1|≤h:

max
x∈[xk−1,xk]

|f(x)−p(k)n (x)|≤
h6

720
max

x∈[xk−1,xk]
|f(6)(x)|.

Zusammensetzung dieser
”
lokalen“ Abscḧatzungen f̈urk=1,...,Nergibt dann die be-

hauptete Abscḧatzung auf dem ganzen IntervallI.

(ii) F̈ur das quintische Hermite-Interpolationspolynomp
(k)
5 ∈P5auf einem der Teilinter-

valleIk=[xk−1,xk],k=1,...,Ngilt die Fehlerabscḧatzung

|f(x)−p
(k)
5 (x)|≤

|f(6)(ξx)|

6!
(x−xk−1)

3(x−xk)
3, ξx∈[xk−1,xk],

und somit analog zu eben:

max
x∈[xk−1,xk]

|f(x)−p(k)n (x)|≤
h6

720
max

x∈[xk−1,xk]
|f(6)(x)|.
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Zusammensetzung dieser
”
lokalen“ Abscḧatzungen f̈urk=1,...,N, ergibt dann wie bei

(i) die behauptete Abscḧatzung auf dem ganzen IntervallI.

L̈osung A.2.8:Es istf(x)=cosh(x) mitf(0.6)≈0.63665358.... Aus den Tabellen-
werten lassen sich die folgenden zentralen Differenzenquotienten 1. Ordnung bilden (Diese
sind wegen ihrer ḧoheren Ordnung den einfachen vorẅarts- oder r̈uckẅarts genommenen
Differenzenquotienten vorzuziehen.):

h0=0.08 : a(h0)=
f(0.68)−f(0.52)

2·0.08
=0.6373329

h1=0.04 : a(h1)=
f(0.64)−f(0.56)

2·0.04
=0.6368234.

Der Fehler f̈ur den zentralen Differenzenquotienten erlaubt eine Entwicklung nachgeraden
Potenzen vonh. Das zugeḧorige Extrapolationsschema lautet:

ai,0=a(hi), i=0,1,2,...

ai,k=ai,k−1+
ai,k−1−ai−1,k−1
(hi−k/hi)2−1

, i=1,2,..., k=1,...,i.

Dies ergibt

a1,1=
4a(h1)−a(h0)

3
=0.6366535

Nach einem Extrapolationsschritt ist die erreichte Genauigkeit der Theorie gem̈aßO(h4).
Dies entspricht der Bildung des zentralen Differenzenquotienten 4. Ordnung:

−f(x+2h)+8f(x+h)−8f(x−h)+f(x−2h)

12h
=f(x)+O(h4).

L̈osung A.2.9:F̈ur die Extrapolation zul̈assige Indexfolgen (ni)i∈N sind charakterisiert
durch die Eigenschaft

sup
i∈N

ni
ni+1

≤γ<1.

(i) Die Folge (2i−1)i∈N ist nicht zul̈assig wegen

sup
i∈N

ni
ni+1

=sup
i∈N

2i−1

2(i+1)−1
=1.

(ii) Die Folge (3i)i∈N ist zul̈assig wegen

sup
i∈N

3i

3i+1
=
1

3
<1.

(iii) Die Folge (i2)i∈N ist nicht zul̈assig wegen

sup
i∈N

i2

(i+1)2
=1.
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L̈osung A.2.10:a) i) Wegenf(0) =−2 liegt kein naẗurlicher, kubischer Spline vor.
ii) Es istf(x)=8−4xund folglichf(0) =f(2) = 0 . Also liegt ein naẗurlicher,
kubischer Spline vor.
iii) Es istf|[0,1]=−x

3/2 undf|[1,2]=(x−1)
3−x3/2 und folglichf(0) = 0 und

f(2) = 0 . Also liegt ein naẗurlicher, kubischer Spline vor.

b) Die Sẗutzstellen sindx0=0,x1=1,x2=2 mitdenSẗutzwerteny0=0,y1=1,y2=
8 . Zur Konstruktion des interpolierenden,kubischen Splines machen wir den Ansatz:

s2(x)=
a
(1)
0 +a

(1)
1 (x−1) +a

(1)
2 (x−1)

2+a
(1)
3 (x−1)

3, 0≤x≤1,

a
(2)
0 +a

(2)
1 (x−1) +a

(2)
2 (x−1)

2+a
(2)
3 (x−1)

3, 1≤x≤2.

Die Interpolationsbedingung impliziert: a
(1)
0 =y1=1,a

(2)
0 =y2=8.Ber̈ucksichtigung

der Randbedingungen ergibta
(2)
0 = 0 . Die Gleichung f̈ura

(1)
2 (s. Vorlesung) lautet bei

Beachtung vonh1=h2=1:

h1a
(0)
2 +2(h1+h2)a

(1)
2 +h2a

(2)
2 =3

y2−y1
h2

−
y1−y2
h1

,

wasa
(1)
2 =9/2 impliziert. Weiter folgt

a
(1)
3 =

a
(1)
2 −a

(0)
2

3h1
=
3

2
, a

(2)
3 =

a
(2)
2 −a

(1)
2

3h2
=−
3

2
,

a
(1)
1 =

y1−y0
h1

+
h1
3
(2a

(1)
2 +a

(2)
2 )=4, a

(2)
1 =

y2−y1
h2

+h2a
(2)
2 −h

2
2a
(2)
3 =

17

2
.

Hiermit gewinnen wir die Darstellung

s2(x)=
1+4(x−1) +9

2
(x−1)2+3

2
(x−1)3, 0≤x≤1,

8+17
2
(x−1)−3

2
(x−1)3, 1≤x≤2.

Im Fall der inhomogenen Randbedingungen ergibt sich naẗurlich (wegen der Eindeutigkeit
des interpolierenden Splines)s2(x)=x

3.

L̈osung A.2.11 (Praktische Aufgabe):Wir setzen h=1/nund

a(h)=
2

h
sin(πh)=

2

h

∞

i=0

(πh)2i+1

(2i+1)!
,

d. h.: Die Funktiona(h) besitzt eine Entwicklung nach geraden Potenzen vonh.Esist

c2=a(1/2) = 4 sin(π/2) = 4

c3=a(1/3) = 6 sin(π/3) = 5.1962...

c6=a(1/6) = 12 sin(π/6) = 6.
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Das Extrapolationsschema unter Verwendung derh2-Entwicklung lautet:

ak,i=ak−1,i+
ak−1,i−ak−1,i−1
(hi−k/hi)2−1

1/2 4

1/3 5.1962 6.1532

1/6 6 6.2679 6.2806

Das Ergebnis der Extrapolation ist 2π≈6.2806 .

Historische Bemerkungen: Mit Hilfe der Längen des ein- und des umbeschriebenen
n-Ecks gilt die Einschließung

Tn:=nsin(π/n)<π<ntan(π/n)=:Un.

Zur Berechnung dieser L̈angen kann die folgende Rekursionsformel verwendet werden:

T6=6, T2n=2 2n2−n 4n2−T2n.

–Archimedes(282-212 v. Chr.) erhielt mit Hilfe des ein- und des umbeschriebenen
96-Ecks die Einschließung (3 Stellen):

310
71
<π<31

7
.

–Ptolemaios(150 v. Chr.) fand die N̈aherung (4 Stellen):

π≈3,141.

–Lin Hui(263) erhielt mit Hilfe des 3072-Ecks die N̈aherung (6 Stellen):

π≈3,14159.

–Al-Kasi(1437) erhielt mit Hilfe des 3·228-Ecks die N̈aherung (17 Stellen):

π≈3,1415 9265 3589 7932.

–L. van Ceulen(1600) erhielt mit Hilfe des 3·260-Ecks die N̈aherung (35 Stellen):

π≈3,1415 9265 3589 7932 3846....

–Huygens(1654) erhielt mit Hilfe der auf heuzristischem Wege gefundenen
”
Extra-

polationsformel“Sn:=
1
3
(4Tn−Tn/2) die N̈aherung

π≈S96=3,141592.
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Hiermit lassen im Prinzip beliebig gute N̈aherungen zuπgewinnen.
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Abbildung A.5:Fehler der Richardson-Extrapolation zur Berechnung vonπauf der Basis
der Rekursionsformel und der Polygonzugformel im Vergleich zur direkten Approximation
mit diesen Formeln

MATLAB-Programm:

clear
format long
kmax = 30;
n = 6*2.̂(0:kmax);
Arek = richardson(n, ’T’);
Asin = richardson(n, ’T2’);

semilogy(abs(diag(Arek) - 2*pi), ’b’)
hold on
semilogy(abs(diag(Asin) - 2*pi), ’r’)
semilogy(abs(Arek(:,1) - 2*pi), ’b:’)
semilogy(abs(Asin(:,1) - 2*pi), ’r:’)
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legend(’rekursiv’, ’sinus’)
xlabel(’Anzahl der Stuetzpunkte’)
ylabel(’Absoluter Fehler’)
title(’Termauswertung (:) und Extrapolation (-)’)

function A = richardson(n, fun)
h = pi./n;
i = length(h);
A = zeros(i);
A(:,1) = feval(fun, n)’;
for k = 2:i
A(k:i,k) = A(k:i, k-1) + (A(k:i, k-1) - A(k-1:i-1, k-1))
./ (h(1:i-k+1)’./h(k:i)’ - 1);

end
return

function erg = T(n)
erg(1) = 6;
for i=2:length(n)

erg(i) = 2*sqrt(2*n(i-1)̂2 - n(i-1)*sqrt(4*n(i-1)̂2 - erg(i-1)̂2));
end
return

function erg = T2(n)
erg = 2*n .* sin(pi./n);
return

L̈osung A.2.12:(i) F̈urm=nist:

π

−π

cos(mx)cos(nx)dx=cos(mx)
1

n
sin(nx)

π

−π

=0

+
m

n

π

−π

sin(mx) sin(nx)dx

=−
m

n
sin(mx)

1

n
cos(nx)

π

−π

=0

+
m2

n2

π

−π

cos(mx)cos(nx)dx

bzw.

1−
m2

n2

π

−π

cos(mx)cos(nx)dx=0.

Analog ergibt sich in diesem Fall

π

−π

cos(kx) sin(mx)dx=0=
π

−π

sin(mx) sin(nx)dx
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F̈urn=m gilt:

π

−π

sin(mx)2dx=
π

−π

cos(mx)2dx=
π

−π

(1−sin(mx)2)dx

und folglich
π

−π

sin(mx)2dx=
π

−π

cos(mx)2dx=π.

Die Funktionen {ϕ0,ϕk,ψk,k=1,...,n}sind also linear unabḧangig und bilden somit
wegen dim(Tn)=2k+ 1 eine Orthonormalbasis vonTn.

(ii) Die beste Approximationg∈Tn zuf(x)=xist gegeben durch

g(x)=(f, ϕ0)ϕ0(x)+
n

k=1

(f, ϕk)ϕk(x)+
n

k=1

(f, ψk)ψk(x).

Durch Nachrechnen sieht man daß

(x,1) = 0, (x, ψk)=
π

−π

xcos(kx)dx=0, k=1,...,n,

(x, ϕk)=
π

−π

xsin(kx)dx=−
1

k
xcos(kx)

π

−π
=
2π

k
(−1)k+1, k=1,...,n.

Die beste Approximation ist also

g(x)=2
n

k=1

(−1)k+1

k
sin(kx).

L̈osung A.2.13:Wir zeigen zunächst die Orthogonaliẗat der Funtionen
ψk(x):=(2k)!/k!ϕk. Dabei wird verwendet, dass f̈ur 0≤i<kgilt:

di

dxi
(x2−1)k

1

−1
=0, (∗)

di+k

dxi+k
(x2−1)i≡0.

Durch partielle Integration folgt dann f̈uri<k:

1

−1

ψk(x)ψi(x)dx=
1

−1

dk

dxk
(x2−1)k

di

dxi
(x2−1)idx

=
dk−1

dxk−1
(x2−1)k

di

dxi
(x2−1)i

1

−1
−

1

−1

dk−1

dxk−1
(x2−1)k

di+1

dxi
(x2−1)idx

...

=(−1)k
1

−1

(x2−1)k
di+k

dxi+k
(x2−1)idx=0.
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Dies ist die erste Behauptung. Im Falli=kgilt

1

−1

|ψk(x)|
2dx=(−1)k

1

−1

(x2−1)k
d2k

dx2k
(x2−1)kdx

=(2k)!
1

−1

(1−x2)kdx=: (2k)!Ik.

F̈ur das IntegralIk,k≥1,folgt weiter durch partielle Integration:

Ik=
1

−1

(1−x2)k−1dx−
1

2

1

−1

x(1−x2)k−12xdx

=Ik−1+
1

2k
x(1−x2)k

1

−1
−
1

2k

1

−1

(1−x2)kdx=Ik−1−
1

2k
Ik

bzw.

Ik=
2k

2k+1
Ik−1=...=

2k(2k−2)·...·2

(2k+ 1)(2k−1)(2k−3)·...·3
I0

=
2kk!2kk!

(2k+1)2k(2k−1)(2k−2)(2k−3)·...·4·3·2
2=

22k+1k!2

(2k+1)!
.

Dies impliziert die zweite Behauptung:

ϕk =
k!

(2k)!
ψk =

k!

(2k)!
(2k)! Ik

=
k!

(2k)!
(2k)!

22k+1k!2

(2k+1)!
=
k!

(2k)!
(2k)!

22k+1k!2

(2k)!(2k+1)
=
k!2

(2k)!

22k+1

2k+1
.

Zum Nachweis der dritten Behauptung schreiben wir mit Hilfe der obigen Beziehung (∗):

dk

dxk
(x2−1)k

x=1
=
dk−1

dxk−1
2kx(x2−1)k−1

x=1

=
dk−2

dxk−2
22x2k(k−1)(x2−1)k−2

x=1
+
dk−2

dxk−2
2k(x2−1)k−1

x=1

=
dk−3

dxk−3
23x3k(k−1)(k−2)(x2−1)k−3

x=1
+...

x=1

...

=2kxkk!
x=1
+...

x=1
=2kk!

und damit

ϕk(1) =
k!

(2k)!
ψk(1) =

k!2

(2k)!2
2k.
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L̈osung A.2.14:a) Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt

x = x−y+y≤ x−y+ y, y= y−x+x ≤ x−y+ x

und somit x− y ≤ x−y.

b) Die in (a) gezeigte Ungleichung besagt, dass die FunktionN(·)=· sogar Lipschitz-
stetig ist. Zu jedemε∈R+ gilt mitδε:=ε∈R+:

∀x, y∈E, x−y<δε ⇒ x− y ≤ x−y<ε.

c) Sei{e1,...,en}eine Basis vonE. Wir betrachte aufEdie Norm

x∞ := max
i=1,...,n

|αi|, x=
n

i=1
αie

i∈E,

und werden zeigen, dass jede andere Norm · aufEzu dieser̈aquivalent ist, was die
Behauptung impliziert. Die Funktionf(α1,...,αn):= x f̈urx= n

i=1αie
i∈E ist

wegen (s. Teil a)

|f(α1,...,αn)−f(β1,...,βn)|= x− y ≤ x−y

≤

n

i=1

|αi−βi|e
i ≤γx−y∞, γ:=

n

i=1
ei.

stetig (bzgl. der Norm ·∞. Auf der ebenfalls bzgl. · beschr̈ankten und abgeschlos-
senen (und damit nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß kompakten) MengeS:={x∈
E, x∞ =1}nimmt sie dann ihr MaximumM und ihr Minimumm an:

0≤m≤f(α,...,αn)≤M, x=
n

i=1
αie

i∈S.

Dabei istm>0, dam=f(α1,...,αn)=xmin =0 nurf̈urxmin=0∈Sm̈oglich ist.
Damit folgt schließlich f̈ur beliebigesx∈E:

0<m≤
x

x∞
=

x

x∞
=

x

x∞
≤M.

L̈osung A.2.15:Die beste Approximationpn∈Pn zur Funktion
√
x∈C[,1] ist cha-

rakterisiert durch
1

0

(
√
x−p(x))ϕ(x)dx=0 ∀ϕ∈Pn.

(i) F̈urp0∈P0gilt mit dem Ansatzp≡a0:

1

0

(
√
x−a0)dx=0 ⇒ a0=

2
3
.
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(ii) F̈urp1∈P1gilt mit dem Ansatzp1(x)=a0+a1x:

1

0

(
√
x−a0−a1x)x

idx=0, i=0,1, ⇒ 2
3
=a0+

1
2
a1,

2
5
=1
2
a0+

1
3
a1.

Dies impliziertp1(x)=
4
15
+4
5
x.

(iii) F̈urp2∈P2gilt mit dem Ansatzp2(x)=a0+a1x+a2x
2:

1

0

(
√
x−a0−a1x−a2x

2)xidx=0, i=0,1,2,

bzw. das lineare Gleichungssystem vor und nach Vorẅartselimination:

a0+
1
2
a1+

1
3
a2=

2
3
,

1
2
a0+

1
3
a1+

1
12
a2=

2
5
,

1
3
a0+

1
4
a1+

1
180
a2=

2
7
.

⇔

a0+
1
2
a1+

1
3
a2=

2
3
,

1
12
a1+

1
12
a2=

1
15
,

1
180
a2=−

1
315
.

Die L̈osung ist (54
315
,432
315
,−180
315
)T. Die gesuchte beste Approximation ist also

p2(x)=
54
315
+432
315
x−180

315
x2.
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p
1

p
2

Abbildung A.6:Gauß-Approximationen in P0,P1,P2der Funktionf(x)=
√
xauf dem

Intervall[0,1].

L̈osung A.2.16:

MATLAB-Programm:

clear;
x = linspace(-1,1,101);
k = [0,1,2,3,4];
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for i = 1:length(k)
LL(i,:) = min(max(factorial(2*k(i))/(2̂k(i)*factorial(k(i))̂2)
*L(x,k(i)),-1),1);
TT(i,:) = T(x,k(i));

end
figure(1);
plot(x,LL,’k’)
title(’Gauss-Legendre-Polynome fuer k=0,..,4’)
print -deps2 legendre1.eps
figure(2);
plot(x,TT,’k’)
title(’Tschebyscheff-Polynome fuer k=0,..,4’)
print -deps2 tschebyscheff1.eps
k = [5,6,7,8,9,10];
for i = 1:length(k)

LL(i,:) = min(max(factorial(2*k(i))/(2̂k(i)*factorial(k(i))̂2)
*L(x,k(i)),-1),1);
TT(i,:) = T(x,k(i));

end
figure(3);
plot(x,LL,’k’)
title(’Gauss-Legendre-Polynome fuer k=5,..,10’)
print -deps2 legendre2.eps
figure(4);
plot(x,TT,’k’)
title(’Tschebyscheff-Polynome fuer k=5,..,10’)
print -deps2 tschebyscheff2.eps

function erg = L(x,k)
if k == 0

erg = ones(1,length(x));
elseif k == 1

erg=x;
else

erg = x .* L(x,k-1);
erg = erg - (k-1)̂2/(4*(k-1)̂2-1) .* L(x,k-2);

end
return

function erg = T(x,k)
if k == 0

erg = ones(1,length(x));
elseif k == 1

erg=x;
else
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erg = 2 * (x .* T(x,k-1));
erg = erg - T(x,k-2);

end
return
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Abbildung A.7:Gauß-Legendre-Polynome f̈urk=0,...,4(links) undk=5,...,10
(rechts)
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Abbildung A.8:Tschebyscheff-Polynome f̈urk=0,...,4(links) undk=5,...,10
(rechts)
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A.3 Kapitel 3

L̈osung A.3.1:Zur Anwendung der Fehlerabscḧatzung f̈ur die Newton-Cotes-Formeln
sind die entsprechenden Ableitungen des Integrandenf(x) abzuscḧatzen. Es ist

f(k)(x)=
dk

dxk
1

1+2x
=
(−1)k2kk!

(1 + 2x)k+1
, max

x∈[0,1]
|f(k)(x)|=2kk!.

Die summierte Trapezregel lautet mit Schrittweiteh=(b−a)/Nund zugeḧoriger Feh-
lerdarstellung:

IΣ1(f)=
h

2
f(a)+2

N−1

i=1

f(xi)+f(b)

R1(f):=I(f)−I
Σ
1(f)=−

b−a

12
h2f(ξ), ξ∈[a, b].

F̈ur den vorliegenden Fall ergibt dies

|R1(f)|≤
h2

12
8≤10−8! ⇒ h≤1.23·10−4 ≈ 8131Funktionsauswertungen.

Die summierte Simpson-Regel lautet mit Schrittweite h=(b−a)/Nund zugeḧoriger
Fehlerdarstellung:

IΣ2(f)=
h

2
f(a)+2

N−1

i=1

f(xi)+4
N−1

i=0

f1
2
(xi+xi+1)+f(b)

I(f)−IΣ2(f)=−
b−a

2880
h2f(iv)(ξ), ξ∈[a, b].

F̈ur den vorliegenden Fall ergibt dies

|R1(f)|≤
h4

2880
384≤10−8! ⇒ h≤1.66·10−2 ≈ 121Funktionsauswertungen.

L̈osung A.3.2:Es wird eine Gauß-Formel zum Integrationsgewichtω(x)= |x|kon-
struiert. Der Theorie folgend werden zur Erzielung der Ordnungm= 4 (d. h. exakte
Integration f̈ur kubische Polynome) die zueḧorigen orthogonalen Polynome bis zum Grad
k= 2 zum Skalarprodukt

(f, g)ω=
1

−1

f(x)g(x) |x|dx

bestimmt. Aus Symmetriegr̈unden gilt (x,1)ω=(x
2,x)ω= 0 und dmait:
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p0(x)≡1;

p1(x)=x−γ, (p1,p0)ω=(p1,1)ω=−γ(1,1)ω=0! ⇒ γ=0,p1(x)=x;

p2(x)=x
2−αx−β, (p2,p0)ω=(p2,1)ω=(x

2−β,1)ω=0! ⇒ β=−3
7
;

(p2,p1)ω=(p2,x)ω=−α(x, x)ω=0! ⇒ α=0, p2(x)=x
2−3

7
.

Mit den Nullstellen λ1=− 3/7 undλ2= 3/7vonp2lautet die gesuchte Quadra-
turformel:

I1(f)=α1f(λ1)+α2f(λ2).

Die Gewichteα1undα2ergeben sich nach der allgemeinen Formel

α1=
1

−1

x−λ2
λ1−λ2

2

|x|dx=
1

−1

x−λ2
λ1−λ2

|x|dx

=
−1

2 3/7

1

−1

(− 3/7) |x|dx=
1

2

1

−1

|x|dx=
1

0

√
xdx=2

3
,

α2= ...=
2
3
.

Wir erhalten somit die folgende Quadraturformel der Ordnung m=4:

I1(f)=
2
3
f(− 3/7) +2

3
f( 3/7).

L̈osung A.3.3:Zur Berechnung des Integrals bietet sich die Verwendung einer Gauß-
Quadraturformel zum Gewichtω(x)=(1−x2)−1/2an, d. h. einer Gauß-Tschebyscheff-
Formel. Die zugeḧorige Fehlerdarstellung ist:

I(fω)−In(fω)=Rn(fω)=
2π

22n+2(2n+2)!
f(2n+2)(ξ), ξ∈(−1,1).

Im vorliegenden Fall gilt|f(2n+2)(ξ)|≤(π/2)2n+2 und folglich

n=2: |R2(fω)|≤
2π

266!

π

2

6

≈2.37·10−3,

n=3: |R3(fω)|≤
2π

288!

π

2

8

≈2.25·10−5.

Wir verwenden also die Formel fürn=3.IhreSẗutzstellen und Gewichte sind nach der
allgemeinen Formel:

αi=
π

n+1
, λi=cos

π

2

2i+1

i+1
, i=0,...,n.

und somit f̈urn=3:

αi=
π

4
,i=1,...,4, λ0=−λ3≈0.023879,λ1=−λ2≈1.48281.
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Da der Cosinus eine gerade Funktion ist, gilt cos(λ0)=cos(λ3) und cos(λ1)=cos(λ2).
Daher ist

I3(fω)=
π

2
cos(1

2
πλ0)+cos(

1
2
πλ1)≈0.119285 + 0.8247030≈1.48281.

Bemerkung: Man kommt hier wegen der Symmetrie des Integranden mit zwei Funktions-
auswertungen aus, also ebensovielen, wie im Falln= 2 erforderlich ẅaren, erzielt aber
eine deutlich bessere Genauigkeit.

L̈osung A.3.4:Ausgehend von den folgenden Werten des Sinus

x sin(x)

0 0.00000000000000000
1
16π 0.19509032201612825
1
8π 0.38268343236508978
3
16π 0.55557023301960218
1
4π 0.70710678118654746
5
16π 0.83146961230254524
3
8π 0.92387953251128674
7
16π 0.98076528040323043
1
2π 1.00000000000000000

wird zur Schrittweitenfolgehi=2
−i−1π, i=0,1,2,...,mit

hi−k
hi

q

=
2−i+k−1π

2−i−1π

2

=22k

die folgende Rekursionsformel ausgewertet:

i=0,1,2,...:ai,0=a(hi),

i=1,2,3,..., k=1,2,3,...,i:aik=ai,k−1+
ai,k−1−ai−1,k−1
22k−1

.

Dann gilt dann f̈ur festesk(Spaltenindex des Extrapolationstableaus):

a(0)−aik=O(h
(k+1)q
i−k ) (i→∞),

Es ergibt sich das Extrapolationstableau

i ai,0 ai,1 ai.2 ai,3

0 0.78539816339744828

1 0.94805944896851990 1.00227987749221037

2 0.98711580097277518 1.00013458497419361 0.99999156547299250

3 0.99678517188616955 1.00000829552396775 0.99999987622728603 1.00000000814402079
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Zur Fehlerkontrolle werden zus̈atzlich die Gr̈oßenbik≡2ai+1,k−aikbestimmt, was zu
folgendem Abbruchkriterium f̈uhrt:

|aii−bii|<TOL ⇒ STOP.

Es ergibt sich

i |a0,0−b0,0| |a1,1−b1,1| |a2,2−b2,2|

0.32532257114214 0.00429058503603 0.00001662150859

Der akzeptierte N̈aherungswert ist alsoa2,2=0.99999156547299250 .

L̈osung A.3.5 (Praktische Aufgabe):Es ist

I(f)=
1

0

4

x2+1
dx=π.

Die Schrittweitenfolge f̈ur die Extrapolation der summierten Trapezregel nach dem Romberg-
Verfahren ist

hi=2
−i, i=0,1,2,...,20.

Alternativ wird die theoretisch problematische Folgehi=1/(i+ 1) verwendet. Die ex-
trapolierten Werteaik≈a(0) =I(f) werden mit Hilfe der Rekursionsformel berechnet:

i=0,1,2,...:ai,0=a(hi),

i=1,2,3,..., k=1,2,3,...,i:aik=ai,k−1+
ai,k−1−ai−1,k−1
(hi−k/hi)q−1

.

Dann gilt dann f̈ur festesk(Spaltenindex des Extrapolationstableaus):

a(0)−aik=O(h
(k+1)q
i−k ) (i→∞),

Es wird mit den Parameterwerten q= 2 (von der Theorie nahegelegt) und q=1
gerechnet. Zur Fehlerkontrolle werden zus̈atzlich die folgenden Gr̈oßen bestimmt:

bik≡2ai+1,k−aik.

Das Abbruchkriterium lautet dann|aii−bii|<TOL⇒ STOP . Das Romberg-Verfahren
(h2-Extrapolation mit Schrittweitenfolgehi=2

−i) ergibt die folgenden Resultate:
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i aii i aii

0 3.0000000000000000 10 3.1415926535897878

1 3.1333333333333333 11 3.1415926535897887

2 3.1421176470588237 12 3.1415926535897918

3 3.1415857837618737 13 3.1415926535898020

4 3.1415926652777171 14 3.1415926535897767

5 3.1415926536382446 15 3.1415926535897918

6 3.1415926535897203 16 3.1415926535897740

7 3.1415926535897940 17 3.1415926535898406

8 3.1415926535897913 18 3.1415926535898255

9 3.1415926535898024 19 3.1415926535897536

MATLAB-Programm:

clear;
clf;
n1 = (1:21);
n2 = 2.̂(0:20);
n = 0:19;
[ext1, krit1] = romberg(’f’,0,1,n1,1);
figure(1)
semilogy(n,abs(ext1-pi),’k-’,n,krit1,’k:’)
legend(’Fehler’, ’Kriterium’)
title(’Folge 1/i mit linerarer Extrapolation’)
print -deps2 plot1.eps
[ext2, krit2] = romberg(’f’,0,1,n2,1);
figure(2)
semilogy(n,abs(ext2-pi),’k-’,n,krit2,’k:’)
legend(’Fehler’, ’Kriterium’)
title(’Folge 1/2̂i mit linerarer Extrapolation’)
print -deps2 plot2.eps
[ext3, krit3] = romberg(’f’,0,1,n1,2);
figure(3)
semilogy(n,abs(ext3-pi),’k-’,n,krit3,’k:’)
legend(’Fehler’, ’Kriterium’)
title(’Folge 1/i mit quadratischer Extrapolation’)
print -deps2 plot3.eps
[ext4, krit4] = romberg(’f’,0,1,n2,2);
figure(4)
semilogy(n,abs(ext4-pi),’k-’,n,krit4,’k:’)
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legend(’Fehler’, ’Kriterium’)
title(’Folge 1/2̂i mit quadratischer Extrapolation’)
print -deps2 plot4.eps
format long
fid = fopen(’ext.txt’,’wt’);
fprintf(fid,’Diagonalfolge bei quadratischer Extrapolation ...
mit Romberg-Folge:\n\n’);
fprintf(fid,’%12.16f\n’,ext4);
fclose(fid);

function erg = f(x)
erg = 4 ./ (x.̂2 + 1);
return

function erg = Trapez(fun, a, b, n)
h = (b-a)/n;
erg = feval(fun,a) + feval(fun,b);
for i=1:n-1;

erg = erg + 2 * feval(fun,a+i*h);
end
erg = erg / 2 * h;
return

function [ext krit] = romberg(fun, a, b, n, o)
h = (b-a)./n;
A = zeros(length(n));
for i=1:length(n)

A(i,1) = Trapez(fun,a,b,n(i));
end
ext(1) = A(1,1);
for k = 2:length(n)

A(k:i,k) = A(k:i, k-1) + (A(k:i, k-1) - A(k-1:i-1, k-1)) ./ ...
((h(1:i-k+1)’./h(k:i)’).̂o - 1);

if k < length(n)
ext(k) = A(k,k);
krit(k) = 2 * abs(A(k+1,k) - A(k,k));
if krit(k) < 1.e-10

% break;
end

end
end
return
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Abbildung A.9:Extrapolierte Werteaiizur Schrittweitenfolgehi=2
−i,mith2-Extra-

polation (links) und mith-Extrapolation (rechts)
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2-Extra-

polation (links) und mith-Extrapolation (rechts)
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A.4 Kapitel 4

L̈osung A.4.1:(i) Es werden die geẅunschten Normeigenschaftzen nachgepr̈uft:

1. Definitheit:

A ≥0; A =0 ⇒ Ax =0∀x∈Kn ⇒ A=0.

2. Homogeniẗat:

αA =sup αAx,x∈Kn,x =1 =|α|sup Ax,x∈Kn,x =1 =|α|A.

3. Subadditiviẗat:

A+B =sup (A+B)x,x∈Kn,x =1

≤sup Ax + Bx,x∈Kn,x =1

≤sup Ax,x∈Kn,x =1 +sup Bx,x∈Kn,x =1 = A||+ B.

4. Submultiplikativiẗat:

AB =sup
ABx

x
,x∈Kn,x=0

=sup
ABx

Bx

Bx

x
,x∈Kn,x=0,Bx=0

≤sup
Ay

y
,y∈Kn,y=0 sup

Bx

x
,x∈Kn,x=0 = A B.

5. Vertr̈aglichkeit:

Ax ≤
Ax

x
x ≤ A x, x∈Kn,x=0.

Also ist · eine mit der gegebenen Vektornorm vertr̈agliche Matrizennorm.

(ii) Die Quadratsummennorm kann f̈urn>1 wegen

IFR=

n

i,j=1

δ2ij
1/2

=
√
n=1

keine naẗurliche Matrizennorm sein.

L̈osung A.4.2:Die L̈osung des Gleichunsgsystems istx=(x1,x2)
T =(2,0)T mit

x1= x∞ = 2 . Mit derlp-Vektornorm (hierp=1,∞) gilt:

δxp
xp

≤
condp(A)

1−condp(A)δApA−1
p

δbp
bp
+
δAp
Ap

.
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mit der zur Vektornorm ·p geḧorenden naẗurlichen Matrizennorm ·p und der
Konditionszahl

condp(A)=ApA
−1

p.

Die Inverse der KoeffizientenmatrixAist

A−1=
4/3 2/3

2/3 −2/3

und somit

A1=1,5, A
−1

1=2, ⇒ cond1(A)=3,

A∞ =1,5, A
−1

∞ =2 ⇒ cond∞(A)=3.

Unter der Annahme|δaij|/|aij|≤0,01 und|δbi|/|bi|≤0,03 gilt

δA1=max
j=1,2

2

i=1

|δaij|≤max
i,j=1,2

|δaij|

|aij|
max
j=1,2

2

i=1

|aij|≤0,01A∞,

δA∞ =max
i=1,2

2

j=1

|δaij|≤max
i,j=1,2

|δaij|

|aij|
max
i=1,2

2

j=1

|aij|≤0,01A∞,

δb1=

2

i=1

|δbi|≤max
i=1,2

|δbi|

|bi|

2

i=1

|bi|≤0,03b1,

δb∞ =max
i=1,2
|δbi|≤max

i=1,2

|δbi|

|bi|
max
i=1
|bi|≤0,03b∞,

und folglich f̈ur beide Normen ·= ·1sowie ·= ·∞:

δx

x
≤

3

1−3·0,01
{0,03 + 0,01}≤

12

97
≤0,124.

Die Punktmengen imR2, in denen die L̈osungenx+δxdes gesẗorten Systems jeweils
liegen sind:

LS1={y∈R
2,y−x1=|y1−2|+|y2|≤0,248} (Raute umx)

LS∞ ={y∈R
2,y−x∞ =max{|y1−2|,|y2|} ≤0,248} (Rechteck umx).
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L̈osung A.4.3:a) L̈osung des Gleichungssystems:

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1 3

−3
2
30 −12 0 3

1 −15 0 −4 2

0 −6 18 8 −4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1 3

0 3 −6 −3 −6

0 3 −4 −2 8

0 −6 18 8 −4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1 3

0 3 −6 −3 −6

0 0 2 1 14

0 0 6 2 −16

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1 3

0 3 −6 −3 −6

0 0 2 1 14

0 0 0 −1 −58

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, x=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

414

12

−22

58

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

b)LR-ZerlegungA=LR:

A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1

−3
2
30 −12 0

1 −15 0 −4

0 −6 18 8

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0

3 1 0 0

−2 1 1 0

0 −2 3 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1

0 3 −6 −3

0 0 2 1

0 0 0 −1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
=LR.

det(A)=(−1
2
)·3·2·(−1) = 3.

c) Berechnung der InversenA−1und der Konditionszahl:

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1 1 0 0 0

−3
2
30 −12 0 0 1 0 0

1 −15 0 −4 0 0 1 0

0 −6 18 8 0 0 0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
9 −2 1 1 0 0 0

0 3 −6 −3 −3 1 0 0

0 0 2 1 5 −1 1 0

0 0 0 −1 −21 5 −3 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2
0 0 0 −72 15 −14 2

0 3 0 0 12 −2 3 0

0 0 2 0 −16 4 −2 1

0 0 0 −1 −21S 5 −3 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 144 −30 28 −4

0 1 0 0 4 −2/3 1 0

0 0 1 0 −8 2 −1 1/2

0 0 0 1 21 −5 3 −1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

cond∞(A)=A∞ A
−1

∞ =43,5·206 = 8961.

L̈osung A.4.4:Das Resultat der erstenk−1 Eliminationsschritte ist eine Blockmatrix
A(k−1)der Form

A(k−1)=
0 ∗

0 A
k−1 , A

k−1
∈R(n−k)×(n−k)positiv definit.
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Derk-te Eliminationsschritt lautet dann:

a
(k)
ij =a

(k−1)
ij −

a
(k−1)
ik a

(k−1)
kj

a
(k−1)
kk

, i,j=k,...,n.

(i) Die Hauptdiagonalelemente positiv definiter Matrizen sind positiv:a
(k−1)
jj >0. F̈ur

die Diagonalelemente folgt damit unter Ausnutzung der Symmetrie:

a
(k)
ii =a

(k−1)
ii −

a
(k−1)
ij a

(k−1)
ji

a
(k−1)
kk

=a
(k−1)
ii −

|a
(k−1)
ij |2

a
(k−1)
kk

≤a
(k−1)
ii , i=k,...,n.

(ii) Das maximale Element einer positiv definiten MatrixA
(k−1)

liegt auf der Hauptdia-
gonalen:

max
k≤i,j≤n

|a
(k−1)
ij |≤max

k≤i≤n
|a
(k−1)
ii |.

Die imk-ten Schritt erzeugte teilmatrixA
(k)
ist (nach Vorlesung) wieder positiv definit.

Das Resultat (i) impliziert also

max
k≤i,j≤n

|a
(k)
ij|≤max

k≤i≤n
|a
(k)
ii|≤max

k≤i≤n
|a
(k−1)
ii |≤max

k≤i,j≤n
|a
(k−1)
ij |.

Da imk-ten Eliminationsschritt die erstenk−1 Zeilen nicht mehr ver̈andert werden,
ergibt sich durch Induktion nachk=1,...,n:

max
1≤i,j≤n

|rij|= max
1≤i,j≤n

|a
(n−1)
ij |≤max

1≤i,j≤n
|a
(0)
ij|≤max

1≤i,j≤n
|aij|.

L̈osung A.4.5 (Praktische Aufgabe):

MATLAB-Programm:

%Berechnung der LR-Zerlegung (ohne Pivotierung)
function [L,R] = LR(A)
[m,n] = size(A);
if (m ~= n)
error(’Matrix A ist nicht quadratisch’)
end
for k=1:n-1
A(k+1:n,k) = A(k+1:n,k)/A(k,k);
A(k+1:n,k+1:n) = A(k+1:n,k+1:n)-A(k+1:n,k)*A(k,k+1:n);
end
L = eye(n,n) + tril(A,-1);
R = triu(A);

%Hauptprogramm
clear;
for k=1:5
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m=2̂k;
%Matrix erstellen
[A]=Laplace_Mat(m);
%LR Zerlegung
[L,R]=LR(A);

%selbstgeschriebene Choleskyzerlegung
[X,Y]=cholesky(L,R);
%selbstgeschriebene Invertierung der Matrix
B=inv_L(X);

%Fehlernormen
AbsErr(k,1)=norm(A-L*R,inf);
AbsErr(k,2)=norm(A-X*Y,inf);
AbsErr(k,3)=norm(eye(m̂2)-A*B,inf);
cond_A(k)=norm(A,inf)*norm(B,inf);
end;

%Ausgabe der Fehler
semilogy(2.̂(1:5), AbsErr(:,1),’-*k’, 2.̂(1:5), AbsErr(:,2),’-dk’, 2.̂(1:5),

AbsErr(:,3), ’-ok’);
legend(’LR’, ’Cholesky’, ’Inverse’)
title(’Absolute Fehler’)
xlabel(’m (Groesse der Matrix)’)
ylabel(’Absoluter Fehler’)

%Konditionszahl gegen Dimension auftragen
figure;
plot(2.̂(1:5), cond_A, ’k’);
title(’Auftragung Konditionszahl gegen Dimension’)
xlabel(’m (Groesse der Matrix)’)
ylabel(’Konditionszahl von A’)
clear;

%Funktion zum Aufstellen der Matrix
function [A]=Laplace_Mat(m)
B=4*eye(m);
for i=1:m-1

B(i+1,i) = -1;
B(i,i+1) = -1;

end;
A=zeros(m̂2);
for i=1:m

A((i-1)*m+1:i*m,(i-1)*m+1:i*m)=B;
end;
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for i=1:m-1
A((i-1)*m+1:i*m,i*m+1:(i+1)*m)=-eye(m);
A(i*m+1:(i+1)*m,(i-1)*m+1:i*m)=-eye(m);

end;
return;

%Funktion, um die Cholesky Zerlegung aus der LR-Zerlegung berechnen
function [X,Y]=cholesky(L,R)
Y=R;
for i=1:length(Y)

Y(i,:)=Y(i,:)/sqrt(Y(i,i));
end;
X=Y’;
return;

%Funktion zur Berechnung der Inversen aus der Choleskyzerlegung
function [B]=inv_L(L)
Z=eye(length(L));
for i=1:length(L)

Z(i,:)=Z(i,:)/L(i,i);
for j=i+1:length(L)

Z(j,:)=Z(j,:)-L(j,i)*Z(i,:);
end;

end;
B=Z’*Z;
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Abbildung A.11:Residuen-NormenundKonditioninAbḧqangigkeit vonm (h=1/m)

L̈osung A.4.6:Seienλ1,...,λn die Eigenwerte der hermiteschen (und positiv semi-
definiten) MatrixĀTAund{w1,...,wn}ein zugeḧoriges ONS von Eigenvektoren:ĀTAw=
λwi. Damit gilt:

Ax2
2=(Ā

TAx, x)2=

n

i,j=1

λi(x, w
i)2(x, wj)2(w

i,wj)2≤max
1≤i≤n

|λi|

n

i=1

|(x, wi)2|
2= x22.
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Es folgt

A2=sup
Ax2

x2
,x∈Kn\{0} ≤max

1≤i≤n
|λi|.

Andererseits gilt (wegenλi≥0):

|λi|= λi(wi,wi)2= (̄ATAwi,wi)2= Awi2≤ A2.

L̈osung A.4.7:(i) Sei

L:={L∈Rn×n,Lregul̈are untere Dreiecksmatrix mitlii=1},

R:={R∈Rn×n,Lregul̈are obere Dreiecksmatrix}.

Es sind die folgenden Gruppeneigenschaften bzgl. der Matrizenmultiplikation◦nachzu-
weisen:
(G1) Abgeschlossenheit: L1,L2∈L ⇒L1◦L2∈L.
(G2) Assoziativgesetz: L1,L2,L3∈L ⇒L1◦(L2◦L3)=(L1◦L2)◦L3.
(G3) Neutrales ElementI: L∈L ⇒L◦I=L.
(G4) Inverse: L∈L ⇒ ∃L−1∈L:L◦L−1=I.

(G1) folgt durch Nachrechnen. (G2) und (G3)folgen aus den Eigenschaften der Matrizen-
multiplikation. (G4) sieht man mit der Inversenbestimmung mit simultaner Elimination:

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 1 0
...

...

0 1 ∗ 1

⎤

⎥
⎥
⎦ ⇒ L−1=

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0
...

∗ 1

⎤

⎥
⎥
⎦∈L.

Die GruppeList i. Allg.nichtabelsch, wie das folgende 3×3-Beispiel zeigt:
⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 0

1 1 0

0 0 1

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 1 0

0 −1 1

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 0

1 1 0

0 −1 1

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 0

2 1 0

−1 −1 1

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 0

1 1 0

0 0 1

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0 0

1 1 0

−1 −1 1

⎤

⎥
⎥
⎦.

Die Argumentation f̈urR ist analog. Dabei ist die GruppeR i. Allg. ebenfallsnicht
abelsch, wie das folgenden einfache 2×2-Beispiels zeigt:

1 1

0 1
◦
−1 1

0 1
=

−1 2

0 1
=

−1 0

0 1
=

−1 1

0 1
◦
1 1

0 1
.

(ii) Zum Nachweis der Eindeutigkeit der LR-Zerlegung seien f̈ur eine regul̈are Matrix
A∈Rn×nzwei LR-ZerlegungenA=L1R1=L2R2gegeben. Dann ist nach (i)L1,L2∈L
sowieR1,R2∈Rund folglich

R1R
−1
2

∈R

=L−11 L2

∈L

=diag(dii).
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Mit L1(undL2) hat auch die InverseL
−1
1 Einsen auf der Hauptdiagonale. Also muss

dii= 1 sein, was schließlichR1=R2bzw.L2=L1impliziert.

L̈osung A.4.8:Der sog.
”
Cholesky-Algorithmus“ zur Berechnung der Zerlegungsmatrix

L̃=

⎡

⎢
⎢
⎣

l̃11
...
...

l̃n1 ··· l̃nn

⎤

⎥
⎥
⎦

geht direkt von der BeziehungA=L̃̃LT aus, die man als ein System vonn(n+1)/2
Gleichungen f̈ur die Gr̈oßenl̃jk,k≤j, auffassen kann. Dieses System wird sukzessive
nach den Spalten vonL̃aufgel̈ost. Ausmultiplizieren von

⎡

⎢
⎢
⎣

l̃11
...
...

l̃n1 ··· l̃nn

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

l̃11 ··· l̃n1
...

...

l̃nn

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

a11 ··· a1n
...

...

an1 ···ann

⎤

⎥
⎥
⎦

ergibt in der ersten Spalte vonL̃:

l̃211=a11, l̃21̃l11=a21, ... , l̃n1̃l11=an1,

woraus sich
l̃11=

√
a11, j=2,...,n: l̃j1=

aj1

l̃11
,

berechnet. Seien nun f̈ur eini∈{2,···,n}die Elemente der 1-ten bis (i−1)-ten Spalte
l̃jk,k=1,...,i−1,j=k,...,n, schon bekannt. Dann erḧalt man aus

l̃2i1+l̃
2
i2+...+l̃

2
i,i−1+l̃

2
ii=aii, l̃ii>0,

l̃j1̃li1+l̃j2̃li2+...+l̃j,i−1̃li,i−1+l̃jĩlii=aji, j=i+1,...,n,

bzw.

l̃ii= aii−l̃2i1−l̃
2
i2−...−l̃

2
i,i−1,

l̃ji=l̃
−1
ii aji−l̃j1̃li1−l̃j2̃li2−...−l̃j,i−1̃li,i−1 , j=i+1,...,n,

die Elemente deri-ten Spalte. Nach diesem Algorithmus ergibt sich f̈ur die gegebene
Matrix:

LCh=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2,236 0 0 0

−2,236 1,414 0 0

0 −1,414 4,243 0

0 0 −4,242 1,003

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.
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Vorẅarteinsetzen und R̈uckẅartseinsetzen:

LChy=b ⇒ y=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2,236

−1,415

4,242

0.9916

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, LTChx=y ⇒ x=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1,987

0,9873

1,988

0,9886

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

Nachkorrektur der N̈aherungsl̈osungx(0)(Defekt 8-stellig berechnet):

d=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,0015

−0,0001

0,0094

0,0006

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

L̈ose defektgleichungAk=dmit Hilfe der bereits erstellten Cholesky-Zerlegung:

LChy=d ⇒ y=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,0007

0,0010

0,0025

0,0112

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, LTChk=y ⇒ k=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,0128

0,0125

0,0118

0,0112

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

Korrekturschritt:

x(1)=x(0)+k=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1,987

0,9873

1,988

0,9886

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
+

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,0128

0,0125

0,0118

0,0112

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2,000

0,9998

2,000

0,9998

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

L̈osung A.4.9:SeiAeine Bandmatrix mitml=mr=:m. Man mache sich von dieser
Situation eine Skizze.
i) Derk-te Eliminationsschritt

a
(k)
ij =a

(k−1)
ij −

a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

a
(k−1)
kj , b

(k)
i =b

(k−1)
i −

a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

b
(k−1)
k , i,j=k+1,...,k+m.

erfordert im Wesentlichenm Divisionen undm2Multiplikationen und Additionen; also
alles zusammen

NBand-Gauß=nm
2+O(nm) a.Op.

f̈ur dien−1 Schritte der Vorẅartselimination zur Berechnung der MatrixR und
simultan dazu der MatrixL.F̈ur die d̈unn besetzte Modellmatrix istNBand-Gauß =
108+O(106) a. Op. im Gegensatz zuNBand-Gauß=

1
3
1012+O(108)a.Op. f̈ur eine ent-

sprechende voll besetzte Matrix.
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ii) IstAnoch symmetrische (und positiv definit), so erḧalt man die Cholesky-Zerlegung
aus derLR-Zerlegung durch

A=L̃̃LT, L̃=LD1/2,D=diag(rii).

Wegen der Symmetrie aller entstehenden reduzierten Teilmatrizen brauchen nur die Ele-
mente auf und oberhalb der Hauptdiagonalen berechnet zu werden. Dies reduziert den
Aufwand aufNBand-Gauß=

1
2
nm2+O(nm)a. Op.,d.h.f̈ur die Modellmatrix aufNBand-Gauß=

1
2
108+O(106)a.Op..

L̈osung A.4.10 (Praktische Aufgabe):

MATLAB-Programm:

clear
m = 2:2:20;
disp(’Laplace:’)
for i = 1:length(m)
Am = A(m(i));
L1 = mycholesky(Am);
L2 = chol(Am)’;
disp([’m = ’, num2str(m(i)), ’: myres = ’, num2str(norm(full(Am-L1*L1’),
inf)), ...

’, res = ’, num2str(norm(full(Am-L2*L2’),inf))]);
err1(i) = norm(full(Am-L1*L1’),inf);
err2(i) = norm(full(Am-L2*L2’),inf);

end
clf
semilogy(m, err1, ’k-’, ’LineWidth’, 2)
hold on
semilogy(m, err2, ’k--’, ’LineWidth’, 2)
xlabel(’m’)
ylabel(’||A - LL̂T||’)
title(’Laplace Matrix’)
legend(’meins’, ’Matlab’)
print -deps2 laplace.eps
m = 2:2:20;
disp(’Hilbert:’)
for i = 1:length(m)

Am = hilb(m(i));
L1 = mycholesky(Am);
err1(i) = norm(Am-L1*L1’, inf);
try

L2 = chol(Am)’;
err2(i) = norm(Am-L2*L2’, inf);
disp([’m = ’, num2str(m(i)), ’: myres = ’, num2str(norm(Am-L1*L1’,
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inf)), ...
’, res = ’, num2str(norm(Am-L2*L2’, inf))]);

catch
err2(i) = 0;
disp([’m = ’, num2str(m(i)), ’: myres = ’, num2str(norm(Am-L1*L1’,
inf)), ...
’, Matlabinterne Cholesky-Zerlegung versagt!’])

end
end
hold off
semilogy(m, err1, ’k-’, ’LineWidth’, 2)
hold on
semilogy(m, err2, ’k--’, ’LineWidth’, 2)
xlabel(’m’)
ylabel(’||A - LL̂T||’)
title(’Hilbert Matrix’)
legend(’meins’, ’Matlab’)
print -deps2 hilbert.eps

function erg = A(m)
erg = zeros(m̂2);
Bm = B(m);
Id = -eye(m);
for i = 1:m
erg((i-1)*m+1:i*m,(i-1)*m+1:i*m) = Bm;
if (i < m)
erg((i-1)*m+1:i*m,i*m+1:(i+1)*m) = Id;
erg(i*m+1:(i+1)*m,(i-1)*m+1:i*m) = Id;

end
end
return

function erg = B(m)
erg = 4*eye(m);
erg(2:m,1:m-1) = erg(2:m,1:m-1) - eye(m-1);
erg(1:m-1,2:m) = erg(1:m-1,2:m) - eye(m-1);
return

function erg = B(m)
erg = 4*eye(m);
erg(2:m,1:m-1) = erg(2:m,1:m-1) - eye(m-1);
erg(1:m-1,2:m) = erg(1:m-1,2:m) - eye(m-1);
return

function L = mycholesky(A)
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n = length(A);
L = zeros(n);
% Berechne erste Spalte
L(1,1) = sqrt(A(1,1));
for i = 1:n
L(i,1) = A(i,1) / L(1,1);

end
% Berechne restliche Spalten
for i = 2:n
L(i,i) = sqrt(A(i,i) - sum(L(i,1:i).̂2));
for j = i+1:n
L(j,i) = (A(j,i) - L(j,1:i)*L(i,1:i)’)/L(i,i);

end
end
return
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Abbildung A.12:Residuennorm in Abḧqangigkeit vonnf̈ur die Berechnung der Cholesky-
Zerlegung der

”
Laplace-Matrix“ (oben) und der

”
Hilbert-Matrix“ (unten)

L̈osung A.4.11:a) Mit Hilfe der Gauß-Elimination wird der Rang der MatrixAmit
dem der Matrix [A|b] verglichen:

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3 −4 1

3 9 −2 1

4 12 −6 1

2 6 2 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3 −4 1

0 0 10 −2

0 0 10 −3

0 0 10 −1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Wegen RangA=2=3=Rang[A|b] ist das Gleichungssystem nicht l̈osbar. Insbesondere
hatAnicht den maximal m̈oglichen Rang 3 .
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b) Das Normalgleichungssystem ist

⎡

⎢
⎢
⎣

1 3 4 2

3 9 12 6

−4 −2 −6 2

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 3 −4

3 9 −2

4 12 −6

2 6 2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

1 3 4 2

3 9 12 6

−4 −2 −6 2

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

1

1

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

bzw. ⎡

⎢
⎢
⎣

30 90 −30

90 270 −90

−30 −90 60

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

x1

x2

x3

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎣

10

30

−10

⎤

⎥
⎥
⎦.

Die MatrixATA∈R3×3 hat wegen RangA=2<3 einen eindimensionalen Nullraum
und ist damit insbesondere nicht regul̈ar. Elimination ergibt

⎡

⎢
⎢
⎣

30 90 −30 10

90 270 −90 30

−30 −90 60 −10

⎤

⎥
⎥
⎦ →

⎡

⎢
⎢
⎣

30 90 −30 10

0 0 0 0

0 0 30 0

⎤

⎥
⎥
⎦ →

⎡

⎢
⎢
⎣

3 9 0 1

0 0 0 0

0 0 1 0

⎤

⎥
⎥
⎦

und somit die allgemeine L̈osungx=(1
3
−3t, t,0)T,t∈R.

c) Das Normalgleichungsssystem ist also l̈osbar, doch ist die L̈osung nicht eindeutig.

d) DaA nicht maximalen Rang hat, ist die MatrixATA∈R3×3 nicht injektiv und
folglich nur positiv semi-definit. Gegenbeispiel:x=(−3,1,0)T.

L̈osung A.4.12:a) Das kurze Argument geht von dem transformierten SystemÃx=
DAx=Db=b̃aus und bildet die zugeḧorige Normalgleichung:

ÃTÃx=ÃT̃b ⇔ (DA)TDAx=(DA)TDb ⇔ ATD2Ax=ATD2b.

b) Das l̈angere Argument wertet die notwenidge Bedingung f̈ur ein Minimum der Defekt-
norm D(Ax−b)2aus:

0=
∂

∂xi
D(Ax−b)22=

∂

∂xi

n

j=1

djj

n

k=1

ajkxk−bj
2

=2

n

j=1

djj

n

k=1

ajkxk−bj djjaji=2

n

j=1

djjajidjj

n

k=1

ajkxk−bj

=2

n

j=1

aTijd
2
jj

n

k=1

ajkxk−bj =2(A
TD2(Ax−b))i, i=1,...,n.
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Dies impliziert gerade die modifizierte Normalgleichung

ATD2Ax=ATD2b.

L̈osung A.4.13:1. Schritt:

ṽ1=a1−||a1 2e1=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

−2

0

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
−2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

0

0

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−2

−2

0

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
⇒ v1=

1
√
2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1

−1

0

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

S1=I−2v1v
T
1=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, S1A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0

0 0 0 −2

0 −2 1 0

0 0 −2 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

2. Schritt:

ṽ2=
0

a2− a2 2e2
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

−2

−2

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
⇒ v2=

1
√
2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

−1

−1

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

S2=I−2v2v
T
2=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0

0 0 −1 0

0 −1 0 0

0 0 0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, S2S1A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0

0 2 −1 0

0 0 0 2

0 0 −2 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

3. Schritt:

ṽ3=

⎡

⎢
⎢
⎣

0

0

a3− a3 2e3

⎤

⎥
⎥
⎦=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

0

−2

−2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
⇒ v3=

1
√
2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

0

−1

−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, S3=I−2v3v

T
3=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.

Das Ergebnis ist:

R=S3S2S1A=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0

0 2 −1 0

0 0 2 −1

0 0 0 −2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, Q=S1S2S3=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
.
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L̈osung A.4.14:Es ergibt sich dasüberbestimmte Gleichungssystem f̈ur die Unbekann-
ten 1/punde/p:

Ax=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −0,63

1 −0,39

1 −0,12

1 0,31

1 0,59

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1/p

e/p
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0,1

0,2

0,4

0,77

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Das NormalgleichungssystemATAx=ATb(zweistellige Rechnung)

5 −0,2

−0,2 1

1/p

e/p
=

2,5

0,64

hat die L̈osung 1/p=0.53,e/p=0.74 bzw.e=1,4,p=1,9. Die Kometenbahn ist
also eine Hyperbel.

L̈osung A.4.15 (Praktische Aufgabe):

MATLAB-Programm:

function [Q,R] = myQR(A)
[m,n] = size(A);
Q = eye(m);
for k = 1:n
Tmp = Q’*A;
B = Tmp(k:m,k:n);
Qtilde = Q1(B);
Tmp = eye(m);
Tmp(k:m,k:m) = Qtilde;
Q = Q * Tmp;

end
R = Q’*A;
return

function erg = Q1(A)
n = length(A);
a1 = A(:,1);
s = sign(A(1,1));
if s==0

s = 1; end
alpha = -s * norm(a1);
v = a1;
v(1) = v(1) - alpha;
erg = eye(n) - 2*v*v’ / (v’*v);
return
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%Teil 1
clear;
A = [ 0 0 0 2; -2 1 0 0; 0 -2 1 0; 0 0 -2 1]
[Q,R] = myQR(A)
%Teil 2
n = [3:15].̂2;
for i=1:length(n)

A = hilb(n(i));
%QR-Zerlegung
[Q,R] = myQR(A);
err1(i) = norm(R’*R-A*A,inf);
%Cholesky-Zerlegung von A*A ueber eigene LR-Zerlegung
[LL,RR] = LR(A*A);
LLL = CHOL(RR)’;
err2(i) = norm(LLL*LLL’-A*A,inf);

end
clf;
semilogy(n,err1,’k-’,n,err2,’k--’)
xlabel(’Dimension’)
ylabel(’Defektnorm’)
title(’Cholesky-Zerlegung der Hilbertmatrix’)
legend(’mit QR-Zerlegung von A’, ’mit LR-Zerlegung von A*A’,
’Location’,’NorthWest’)
print -depsc2 plot.eps

Die Cholesky- und LR-Zerlegungen sind von einer frueheren Aufgabe
uebernommen.
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Abbildung A.13:Residuennorm in Abḧqangigkeit vonn
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A.5 Kapitel 5

L̈osung A.5.1:a) Intervallschachtelung: Ausgehend vom Startintervall [a0,b0]=[2,4]
lautet der Intervallschachtelungsalgorithmus:

xt=
1
2
(at+bt), at+1:=

at,f(at)f(xt)<0

xt,sonst
, bt+1=

xt,f(at)f(xct)<0

bt,sonst
.

mit dem Abbruchkriterium:

bt−at<5·10
−6 oder f(at)=0 oderf(bt)=0.

t at bt

1 3,0000000 3,5000000

2 3,0000000 3,2500000

3 3,1250000 3,2500000

4 3,1250000 3,1875000

5 3,1250000 3,1562500

6 3,1406250 3,1562500

7 3,1406250 3,1484375

8 3,1406250 3,1445312

9 3,1406250 3,1425781

10 3,1406250 3,1416015

11 3,1411132 3,1416015

12 3,1413574 3,1416015

13 3,1414784 3,1416015

14 3,1415405 3,1416015

15 3,1415710 3,1416015

16 3,1415863 3,1416015

17 3,1415863 3,1415939

18 3,1415901 3,1415939

b) Fixpunktiteration: Ausgehend vom Startwertx0= 4 lautet die Fixpunktiteration:

xt=xt−1+f(xt−1)

mit dem Abbruchkriterium
|xt−xt−1|<5·10

−6.
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t xt

1 3,2431975

2 3,4117873

3 3,1415926

c) Newton-Verfahren: Ausgehend vom Startwertx0= 4 lautet das Newton-Verfahren:

xt=xt−1−
f(xt−1
f(xt−1

=xt−1−tan(xt−1)

mit dem Abbruchkriterium
|f(xt)|<5·10

−6.

t xt

1 2,8421787

2 3,1508729

3 3,1415923

Die Iterationen (b) und (c) konvergieren kubisch. Zur Erkl̈arung notieren wir:

gb(x)=1+cos(x) ⇒ gb(π)=1+cos(π)=0.

gb(x)=−sin(x) ⇒ gb(π)=0.

gc(x)=1−(cos(x))
−2 ⇒ gc(π)=0.

L̈osung A.5.2:Die Ableitung der Fixpunktabbildunggim Fixpunkt l̈asst sich abscḧat-
zen wie folgt:

a) g(x)=−ln(x) ⇒ |g(z)|=
1

z
≥
1

0.6
>1.

b) g(x)=e−x ⇒ |g(z)|=|e−z|≤4e−0,5≈0,61<1.

c) g(x)=1
2
(x+e−x) ⇒ |g(z)|=1

2
|1−e−z|≤1

2
|1−e−0,6|≈0,23<1.

Die Iteration (a) divergiert.Die Iterationen (b) und (c) k̈onnen verwendet werden, wobei
(c) die kleinere (lineare) Konvergenzrate besitzt.

Ein Vergleich von (b) und (c) legt die folgende allgemeine Form einer Iterationsvorschrift
nahe:

(1 +β)xt+1=βxt+e
−xt, g(x)=

1

1+β
(βx−e−x).

Daf̈ur gilt

|g(z)|=
1

1+β
|β−e−z|=

1

1+β
|β−z|.

Die
”
richtige“ Wahl ist alsoβ=z.
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1. Ẅahleβ=0,5,β=0,6oderβals Intervallmittelpunktβ=0,55 . Dies ergibt

|g(z)|≤0,071, |g(z)|≤0,032, |g(z)|≤0,036.

2. Ẅahleβso, dassg(0,5) =−g(0,6) . Dies ergibt

β≈0,5777, |g(z)|≤0,019.

L̈osung A.5.3:F̈urxt≤
√
afolgtxt+1≥xt, und f̈urxt≥

√
afolgtxt+1≤x1. Also

ergibt sich monotone Konvergenzxt→z≥0 und damit die Beziehung

z=
z3+3az

3z2+a
⇒ z=

√
a.

F̈ur die Iterierten gilt

xt+1−
√
a=
x3t+3axt
3x2t+a

−
√
a=
(xt−

√
a)3

3x2t+a

und folglich
xt+1−

√
a

(xt−
√
a)3
=

1

3x2t+a
→
1

4a
(t→∞).

Die Konvergenz dieser Fixpunktiteration ist also kubisch.

L̈osung A.5.4:Wegen der angenommenen Stetigkeit von f gilt

xt→z ⇒ f(xt)→f(z) (t→∞).

Dies impliziert die Beziehung

xt+1−z

xt−z
=
xt−f(xt)

−1f(xt)−z

xt−z
=1−f(xt)

−1

→ f(z)−1

f(xt)−f(z)

xt−z

→ f(z)

→ 0 (t→∞).

Das Newton-Verfahren konvergiert also super-linear.

L̈osung A.5.5 (Praktische Aufgabe):Mit Hilfe der Rekursionsformeln

pLk+1(x)=xp
L
k(x)−

k2

4k2−1
pLk−1(x), pTk+1(x)=2xp

T
k(x)−p

T
k−1(x)

bestimmt man ausgehend vonpL0(x)≡p
T
0(x)≡1 undp

L
1(x)=p

T
1(x)=xdie Legendre-

und Tschebyscheff-Polynome mit der NormierungLk(1) =Tk(1) = 1 zu

L4(x)=
1

8
35x4−30x2+3, L5(x)=

1

8
63x5−70x3+15x,

und
T4(x)=8x

4−8x2+1, T5(x)=16x
5−20x3+5x.
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MATLAB-Programm:

clear
format long
x0 = Nullstellen(’L4’, ’DL4’, 1);
disp(’ ’)
disp(’Die Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grad 4 sind’)
x0
x0 = Nullstellen(’T4’, ’DT4’, 1);
disp(’ ’)
disp(’Die Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms vom Grad 4 sind’)
x0
x0 = Nullstellen(’L5’, ’DL5’, 1);
disp(’ ’)
disp(’Die Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grad 5 sind’)
x0
x0 = Nullstellen(’T5’, ’DT5’, 1);
disp(’ ’)
disp(’Die Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms vom Grad 5 sind’)
x0

function erg = newton(fun, dfun, start, varargin)
tol = 1.e-8;
x = start;
% if (nargin == 4)
% y = feval(fun, x, varargin{1});
% dy = feval(dfun, x, varargin{1});
% else
% y = feval(fun, x);
% dy = feval(dfun, x);
% end
if (nargin == 4)

y = ReduzierteFunktion(fun, x, varargin{1});
dy = ReduzierteAbleitung(dfun, fun, x, varargin{1});

else
y = feval(fun, x);
dy = feval(dfun, x);

end
if (abs(dy*x) > 1.e-5)

err = abs(y/(dy*x));
else

err = abs(y);
end
n=1;
disp(sprintf(’n = 1: x = %0.5f, \t y = %0.5g, \t\t error = %0.5g’,
x, y, err))
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while ((err > tol) & (n<100))
n = n+1;
x = x - y/dy;
if (nargin == 4)

y = ReduzierteFunktion(fun, x, varargin{1});
dy = ReduzierteAbleitung(dfun, fun, x, varargin{1});

else
y = feval(fun, x);
dy = feval(dfun, x);

end
if (abs(dy*x) > 1.e-5)

err = abs(y/(dy*x));
else

err = abs(y);
end
disp(sprintf(’n = %d: x = %0.5f, \t y = %0.5e, \t error = %0.5g’,
n, x, y, err));

end
erg=x;
return

function erg = Nullstellen(fun, dfun, x0)
% Suche alle positiven Nullstellen der Funktion fun, nehme an, alle
% Nullstellen laegen links von x0.
erg(1) = newton(fun, dfun, x0);
n=1;
while (min(erg) > 1.e-6 & n<200)

n=n+1;
disp(’ ’)
erg(n) = newton(fun, dfun, erg(n-1)*1.001, erg);

end
% erg = erg(1:length(erg)-1);
if (min(erg) > -1.e-8)

erg = [erg, -erg(length(erg)-1:-1:1)];
else

erg = erg(1:length(erg)-1);
erg = [erg, -erg(length(erg):-1:1)];

end
return
%
function erg = ReduzierteAbleitung(dfun, fun, x, varargin)
erg = feval(dfun, x);
if (nargin == 4)

f = ReduzierteFunktion(fun, x, varargin{1});
lf = LinearFaktoren(x, varargin{1});
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dlf = DLinearFaktoren(x, varargin{1});
erg = erg - f * dlf;
if (lf == 0)

error(’Muell!!’)
else

erg = erg / lf;
end

end
return

function erg = ReduzierteFunktion(fun, x, varargin)
erg = feval(fun, x);
if (nargin == 3)

lf = LinearFaktoren(x, varargin{1});
if (lf == 0)

error(’Muell!!’)
else

erg = erg / lf;
end

end
return

function erg = T4(x)
erg = 8*x.̂4 - 8*x.̂2 + 1;
return

function erg = T5(x)
erg = 16*x.̂5 - 20*x.̂3 + 5*x;
return

function erg = DL4(x)
erg = .5*(35*x.̂3 - 15*x);
return

function erg = DL5(x)
erg = .125*(315*x.̂4 - 210*x.̂2 + 15);
return

function erg = DLinearFaktoren(x, a)
erg=0;
for i=1:length(a)

erg = erg + LinearFaktoren(x, [a(1:i-1), a(i+1:length(a))]);
end
return
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function erg = DT4(x)
erg = 32*x.̂3 - 16*x;
return

function erg = DT5(x)
erg = 80*x.̂4 - 60*x.̂2 + 5;
return

function erg = L4(x)
erg = .125*(35*x.̂4 - 30*x.̂2 + 3);
return

function erg = L5(x)
erg = .125*(63*x.̂5 - 70*x.̂3 + 15*x);
return

function erg = LinearFaktoren(x, a)
erg=1;
for i=1:length(a)

erg = erg * (x-a(i));
end
return
%------------------------------------------------

Ergebnisse:

Konvergenzhistorie fuer das 4-te Legendre-Polynom:

n = 1: x = 1.00000, y = 1, error = 0.1
n = 2: x = 0.90000, y = 2.07938e-01, error = 0.038459
n = 3: x = 0.86539, y = 2.03342e-02, error = 0.0048437
n = 4: x = 0.86120, y = 2.78402e-04, error = 6.8512e-05
n = 5: x = 0.86114, y = 5.47175e-08, error = 1.3472e-08
n = 6: x = 0.86114, y = 2.22045e-15, error = 5.4668e-16

n = 1: x = 0.86200, y = 4.7302, error = 0.34859
n = 2: x = 0.56151, y = 1.24300e+00, error = 0.28151
n = 3: x = 0.40344, y = 2.61006e-01, error = 0.13852
n = 4: x = 0.34756, y = 2.75394e-02, error = 0.021424
n = 5: x = 0.34011, y = 4.59984e-04, error = 0.00037828
n = 6: x = 0.33998, y = 1.36244e-07, error = 1.1215e-07
n = 7: x = 0.33998, y = 1.20363e-14, error = 9.9081e-15

n = 1: x = 0.34032, y = 3.5759, error = 1.2763
n = 2: x = -0.09404, y = 8.25411e-01, error = 1.9805
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n = 3: x = -0.28027, y = 1.51741e-01, error = 0.19319
n = 4: x = -0.33442, y = 1.28259e-02, error = 0.016469
n = 5: x = -0.33992, y = 1.32710e-04, error = 0.00017119
n = 6: x = -0.33998, y = 1.48150e-08, error = 1.9112e-08
n = 7: x = -0.33998, y = 6.79689e-17, error = 8.7682e-17

Die Nullstellen des 4-ten Legendre-Polynoms sind (bei Beachtung
der Symmetrie):

x_i = 0.86113631159405 0.33998104358486 -0.33998104358486
-0.86113631159405

%

Konvergenzhistorie fuer das 5-te Legendre-Polynom:

n = 1: x = 1.00000, y = 1, error = 0.066667
n = 2: x = 0.93333, y = 2.13360e-01, error = 0.025722
n = 3: x = 0.90933, y = 2.19645e-02, error = 0.0034064
n = 4: x = 0.90623, y = 3.37416e-04, error = 5.4167e-05
n = 5: x = 0.90618, y = 8.38967e-08, error = 1.3476e-08
n = 6: x = 0.90618, y = 4.66294e-15, error = 7.4897e-16

n = 1: x = 0.90709, y = 6.9019, error = 0.21793
n = 2: x = 0.70940, y = 1.92514e+00, error = 0.1624
n = 3: x = 0.59420, y = 4.43154e-01, error = 0.079471
n = 4: x = 0.54698, y = 5.77915e-02, error = 0.015109
n = 5: x = 0.53871, y = 1.59562e-03, error = 0.00044821
n = 6: x = 0.53847, y = 1.33836e-06, error = 3.7674e-07
n = 7: x = 0.53847, y = 9.44432e-13, error = 2.6586e-13

n = 1: x = 0.53901, y = 6.6096, error = 0.53384
n = 2: x = 0.25126, y = 1.80867e+00, error = 0.65136
n = 3: x = 0.08760, y = 4.29209e-01, error = 0.81429
n = 4: x = 0.01627, y = 6.55586e-02, error = 0.95514
n = 5: x = 0.00073, y = 2.81020e-03, error = 0.99785
n = 6: x = 0.00000, y = 6.03845e-06, error = 6.0384e-06
n = 7: x = 0.00000, y = 2.80934e-11, error = 2.8093e-11

Die Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grad 5 sind (bei Beachtung
der Symmetrie):

x_i = 0.90617984593866 0.53846931010583 0.00000000000731
-0.53846931010583 -0.90617984593866

%
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Konvergenzhistorie fuer das 4-te Tschebyscheff-Polynom:

n = 1: x = 1.00000, y = 1, error = 0.0625
n = 2: x = 0.93750, y = 1.48560e-01, error = 0.01394
n = 3: x = 0.92443, y = 5.77259e-03, error = 0.00059534
n = 4: x = 0.92388, y = 9.99629e-06, error = 1.0351e-06
n = 5: x = 0.92388, y = 3.01545e-11, error = 3.1226e-12

n = 1: x = 0.92480, y = 10.483, error = 0.34323
n = 2: x = 0.60738, y = 2.72519e+00, error = 0.26931
n = 3: x = 0.44381, y = 5.52756e-01, error = 0.12312
n = 4: x = 0.38917, y = 5.25644e-02, error = 0.01644
n = 5: x = 0.38277, y = 6.82750e-04, error = 0.00022289
n = 6: x = 0.38268, y = 1.20653e-07, error = 3.941e-08
n = 7: x = 0.38268, y = 4.10285e-15, error = 1.3402e-15

n = 1: x = 0.38307, y = 8.0063, error = 1.2605
n = 2: x = -0.09978, y = 1.86512e+00, error = 2.1107
n = 3: x = -0.31039, y = 3.54836e-01, error = 0.20837
n = 4: x = -0.37506, y = 3.34642e-02, error = 0.020043
n = 5: x = -0.38258, y = 4.52100e-04, error = 0.00027284
n = 6: x = -0.38268, y = 8.71635e-08, error = 5.2608e-08
n = 7: x = -0.38268, y = 3.33067e-15, error = 2.0102e-15

Die Nullstellen des 4-ten Tschebyscheff-Polynoms sind (bei Beachtung
der Symmetrie)

x_i= 0.92387953251417 0.38268343236509 -0.38268343236509
-0.92387953251417

%

Konvergenzhistorie fuer das 5-te Tschebyscheff-Polynom:

n = 1: x = 1.00000, y = 1, error = 0.04
n = 2: x = 0.96000, y = 1.51243e-01, error = 0.0089252
n = 3: x = 0.95143, y = 6.08389e-03, error = 0.00039373
n = 4: x = 0.95106, y = 1.13201e-05, error = 7.3562e-07
n = 5: x = 0.95106, y = 3.94360e-11, error = 2.5627e-12

n = 1: x = 0.95201, y = 16.257, error = 0.21131
n = 2: x = 0.75084, y = 4.46251e+00, error = 0.15135
n = 3: x = 0.63719, y = 9.80032e-01, error = 0.067486
n = 4: x = 0.59419, y = 1.11245e-01, error = 0.010567
n = 5: x = 0.58791, y = 2.17452e-03, error = 0.00021723
n = 6: x = 0.58779, y = 8.88658e-07, error = 8.8866e-08
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n = 7: x = 0.58779, y = 1.47919e-13, error = 1.4792e-14

n = 1: x = 0.58837, y = 17.045, error = 0.53122
n = 2: x = 0.27582, y = 4.67577e+00, error = 0.64759
n = 3: x = 0.09720, y = 1.11671e+00, error = 0.80996
n = 4: x = 0.01847, y = 1.73721e-01, error = 0.95282
n = 5: x = 0.00087, y = 7.81455e-03, error = 0.99761
n = 6: x = 0.00000, y = 1.86364e-05, error = 0.99999
n = 7: x = 0.00000, y = 1.06891e-10, error = 1.0689e-10

Die Nullstellen des 5-ten Tschebyscheff-Polynoms sind (bei Beachtung
der Symmetrie)

x_i = 0.95105651629759 0.58778525229248 0.00000000001195
-0.58778525229248 -0.95105651629759

L̈osung A.5.6:a) Wir haben

Xt=g(Xt−1), g(X):=X(I−AC)+C

und folglich

g(X)−g(Y)= (X−Y)(I−AC)≤ X−Y|| I−AC .

Also istgeine Kontraktion unter der Bedingung I−AC =:q<1.Diezugeḧorige Fix-
punktiteration konvergiert dann f̈ur jeden StartwertX0Ihr Limes gen̈ugt der Beziehung
Z=Z(I−AC)+Cbzw.ZAC=C,was̈aquivalent mitZA=Ibzw.Z=A−1ist.
Die Fixpunktiteration konvergiert also f̈ur jeden StartwertX0∈R

n×n gegen die Inverse
vonAmit der Fehlerabscḧatzung

Xt−A
−1 ≤qtX0−A

−1, t∈N.

b) Wir haben
Xt=g(Xt−1), g(X):=X(2I−AX)

Ein FixpunktZvongerf̈ulltZ=Z(2I−AZ)bzw.Z=ZAZ. WennZregul̈ar ist,
folgtZ=A−1. Dies ist eine wesentliche Annahme, dennZ= 0 ist stets Fixpunkt von
g. Zum Nachweis der Konvergenz setzen wirZ=A−1und finden

Xt−Z=2Xt−1−Xt−1AXt−1−Z

=−Xt−1AXt−.1+ZA
=I

Yt−1+Xt−1AZ
=I

−ZA
=I

Z

=−(Xt−1−Z)A(Xt−1−Z).

Dies impliziert
Xt−Z ≤ A Xt−1−Z

2.
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Unter der Bedingung

X0−Z <
1

A

liegt also quadratische Konvergenz vor:

A Xt−Z ≤ A Xt−1−Z
2
≤ ...≤ A X0−Z

2t
→ 0 (t→∞).

Diese Iteration ist gerade das Newton-Verfahren zur Inversenbestimmung.

Bemerkung:Aus dem Kriterium in (a) ergibt sich f̈ur den StartwertX0=C:

1> I−AX0 = A A−1−X0 bzw. A−1−X0 <
1

A
,

d. h. auch das Kriterium in (b) ist erf̈ullt.

L̈osung A.5.7:Die Funktionf:R2→R2sei definiert durch

f1(x1,x2):=x
2
1+x

2
2−2, f2(x1,x2):=x

2
1−x

2
2−1.

Ihre Nullstellen sind (z1,z2)
T= ± 3/2,± 1/2

T
.

a) Zum Aufstellen der Newton-Iteration berechnen wir

f(x1,x2)=
2x1 2x2

2x1 −2x2
, f(x2,x2)

−1=
−1

8x1x2

−2x2 −2x2

−2x1 2x1

und erhalten die folgenden Iterierten:

x
(1)
1

x
(1)
2

=
1

1
+
1

8

−2 −2

−2 2

0

−1
=

1.25

0.75

x
(2)
1

x
(2)
2

=
1.25

0.75
+
1

7.5

−1.5 −1.5

−2.5 2.5

0.125

0
=

1.225

0.7083
.

Es ist x(2)−x(1)2<2·10
−3.

b) Die Iteration lautet
x(t+1)=x(t)−Cf(x(t))=:g(x(t)).

Die zugeḧorige Jacobi-Matrix ist

g(x1,x2)=I−
c c

c−c

2x1 2x2

2x1 −2x2
=

1−4cx1 0

0 1−4cx2
,

und ihre Norm
g(x)∞ =max{|1−4cx1|,|1−4cx2|}.
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SeiK die ·||∞-Kugel um die Nullstellez= 3/2, 1/2
T
mit x(0)∈∂K.F̈ur

x∈K gilt
1≤x1≤1.5, 0.4≤x2≤1.

Wir wählenc=1/4 und erhalten

max
x∈K

g(x)∞ ≤max{0.5,0.6}=0.6=:q.

Damit folgt dann

x(t)−z||∞ ≤
qt

1−q
x(0)−z∞ =

(0.6)t

0.4
·0.25<2·10−3

f̈urt≥12..

L̈osung A.5.8:a) Es ist eine Nullstelle der folgenden Funktion zu bestimmen:

f(x, λ)=
Ax−λx

x||22−1
.

Die zugeḧorige (n+1)×(n+ 1)-Jacobi-Matrix ist:

f(x, λ)=
A−λI −x

2xT 0

Die Newton-Iteration lautet dann

A−λ(t)I −x(t)

2x(t)T 0

δx(t)

δλ(t)
=−

Ax−λx

x||22−1
,

x(t+1)

λ(t+1)
=

x(t)

λ(t)
+
δx(t)

δλ(t)

b) Startwert (x(0),λ(0))T=(0,1.5,3.5)T.Dannist

f(x(0),λ(0))=

⎡

⎢
⎢
⎣

0

0.75

1.25

⎤

⎥
⎥
⎦, f(x(0),λ(0))=

⎡

⎢
⎢
⎣

0.5 0 0

−1 0.5 −1.5

0 3 0

⎤

⎥
⎥
⎦.

Der erste Newton-Iterationsschritt lautet also in der Schreibweise der Gauß-Elimination:
⎡

⎢
⎢
⎣

0.5 0 0 0

−1 0.5 −1.5 −0.75

0 3 0 −1.25

⎤

⎥
⎥
⎦→

⎡

⎢
⎢
⎣

0.5 0 0 0

0 0.5 −1.5 −0.75

0 0 9 3.25

⎤

⎥
⎥
⎦

mit der L̈osungδx
(0)
1 =0,δx

(0)
2 =−0.4176 ,δλ

(0)=0.3611 , bzw.

x
(1)
1 =x

(0)
1 +δx

(0)
1 =0, x

(1)
2 =x

(0)
2 +δx

(0)
2 =1.0833, λ(1)=λ(0)+δλ(0)=3.8611.
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F̈ur den zweiten Schritt notieren wir

f(x(0),λ(0))=

⎡

⎢
⎢
⎣

0

0.1505

0.1736

⎤

⎥
⎥
⎦, f(x(0),λ(0))=

⎡

⎢
⎢
⎣

0.1389 0 0

−1 0.1389 −1.0833

0 2.1667 0

⎤

⎥
⎥
⎦.

Der zweite Newton-Iterationsschritt lauten dann wieder in der Schreibweise des Gauß-
Elimination:
⎡

⎢
⎢
⎣

0.1389 0 0 0

−1 0.1389 −1.0883 −0.1505

0 2.1667 0 −0.1736

⎤

⎥
⎥
⎦→

⎡

⎢
⎢
⎣

0.1389 0 0 0

0 0.1389 −1.0833 −0.1505

0 0 16.9 2.1736

⎤

⎥
⎥
⎦

mit der L̈osungδx
(1)
1 =0,δx

(1)
2 =0.0801 ,δλ

(1)=0.1286 , bzw.

x
(2)
1 =x

(1)
1 +δx

(1)
1 =0, x

(2)
2 =x

(1)
2 +δx

(1)
2 =1.0032, λ(2)=λ(1)+δλ(1)=3.9897.

Die Matrix hat den zweifachen Eigenwertλ= 4 . Ein zugeḧoriger normierter Eigenvektor
istx=(0,1)T. Die Fehler der Iteration sind also

|λ(0)−λ|≈0.5, |λ(1)−λ|≈0.1389, |λ(2)−λ|≈0.0103

|x
(0)
1 −x1|≈0, |x

(1)
1 −x1|≈0, |x

(0)
1 −x1|≈0

|x
(0)
2 −x1|≈0.5, |x

(1)
2 −x1|≈0.0833, |x

(2)
2 −x1|≈0.0032.

Das Newton-Verfahren konvergiert offenbar mindestens quadratisch, obwohl die Jacobi-
Matrix in der Nullstelle singulär ist:

f(x, λ)=

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0 0

−1 0 −1

0 2 0

⎤

⎥
⎥
⎦.

L̈osung A.5.9:(i) Mit der maximalen Spaltensummen gilt

B 1= max
j=1,2,3

3

i=1

|aij|=0.9<1.

Also ist spr(B)≤ B 1<1 , was Konvergenz der Fixpunktiteration impliziert. (Man
beachte, dass B||∞ =1.4>1.)

(ii) Seienλidie Eigenwerte vonB.Esist

3

i=1

λi=det(B)=−1.
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Hieraus folgt, dass f̈ur mindestens einen der Eigenwerte|λ|≥1 sein muss. I. Allg. liegt
also keine Konvergenz vor, denn istx0−xgerade Eigenvektor zu diesem Eigenwert, so
gilt

xt−x = Bt(x0−x)||= λt(x0−x)||=|λ|tx0−x →0 (t→∞).

L̈osung A.5.10 (Praktische Aufgabe):Die betrachteten Iterationen sind:

a) Xt=Xt−1(I−AC)+C, t=1,2,..., C∈R
n×nregul̈ar,

b) Xt=Xt−1(2I−AXt−1), t=1,2,...,

Nach L̈osungh A.5.6 konvergiert die Iteration (a) mit einer (regul̈aren) MatrixC,f̈ur die
I−AC <1ist,f̈ur jeden StartwertX0,ẅahrend bei Iteration (b) Konvergenz nur f̈ur
Startwerte mit

X0−A
−1

∞ <
1

A∞
=
1

4

garantiert ist. F̈ur die Testrechnungen sollen die folgenden Startwerte verwendet werden:

a) C=1
8
I, X0=C, b) X0=

1
8
I.

MATLAB-Programm:

clear
for k=2:6

n = 2̂k;
A = GetA(k);
X0 = .125 * eye(n);
disp(’ ’)
disp([’k = ’, int2str(k)])
disp(’Erste Iterationsvorschrift (a) mit C = ID / 8:’)
C = X0;
tic
data2 = Iteration(A, X0, C);
t = toc;
disp([’Benoetigte Zeit: ’, num2str(t), ’, # Iterationen: ’, int2str(length(data2

disp(’ ’)
disp(’Zweite Iterationsvorschrift (b):’)
tic;
data1 = Iteration(A, X0);
t = toc;
disp([’Benoetigte Zeit: ’, num2str(t), ’, # Iterationen: ’, int2str(length(data1

end

function matrix = GetA(k)
n = 2̂k;
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matrix = 2*eye(n);
matrix(2:n,1:n-1) = matrix(2:n,1:n-1) - eye(n-1);
matrix(1:n-1,2:n) = matrix(1:n-1,2:n) - eye(n-1);
return

function data = Iteration(A, X0, varargin)
X = X0;
n = length(X);
fehler = norm(A*X - eye(n), inf);
data = fehler;
k=0;
while (fehler > 1.e-8 & k < 1000000)

k = k+1;
if (nargin == 2)

X = IterationsSchritt(A, X);
elseif (nargin == 3)

X = IterationsSchritt(A, X, varargin{1});
end
fehler = norm(A*X - eye(n), inf);
data = [data, fehler];

end
return

function X = IterationsSchritt(A, X0, varargin)
X = X0;
n = length(X);
if (nargin == 3)

% Fhre erste (a) Iterationsvorschrift aus:
C = varargin{1};
X = X*(eye(n) - A*C) + C;

elseif (nargin == 2)
% Fhre zweite (b) Iterationsvorschrift aus:
X = X*(2*eye(n) - A*X);

end
return

Ergebnisse:

k=2
Erste Iterationsvorschrift (a) mit C = ID/8:
Benoetigte Zeit: 0.11103, # Iterationen: 380

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Benoetigte Zeit: 0.025549, # Iterationen: 10
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k=3
Erste Iterationsvorschrift (a) mit C = ID/8:
Benoetigte Zeit: 0.35854, # Iterationen: 1227

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Benoetigte Zeit: 0.00235, # Iterationen: 12

k=4
Erste Iterationsvorschrift (a) mit C = ID/8:
Benoetigte Zeit: 1.3563, # Iterationen: 4374

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Benoetigte Zeit: 0.003194, # Iterationen: 14

k=5
Erste Iterationsvorschrift (a) mit C = ID/8:
Benoetigte Zeit: 8.5067, # Iterationen: 16475

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Benoetigte Zeit: 0.033671, # Iterationen: 16

k=6
Erste Iterationsvorschrift (a) mit C = ID/8:
Benoetigte Zeit: 146.1633, # Iterationen: 63914

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Benoetigte Zeit: 0.029058, # Iterationen: 17

A.6 Kapitel 6

L̈osung A.6.1:a) Die Jacobi- und Gauß-Seidel-Matrizen vonA1sind

J=−D−1(L+R)=

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0.5 −1

−0.5 0 1

−1 −1 0

⎤

⎥
⎥
⎦, H1=−(D+L)

−1R=

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0.5 −1

0 −0.25 1.5

0 −0.25 −0.5

⎤

⎥
⎥
⎦

Mit den Eigenwerten λivonJgiltλ1λ2λ3=det(J)=−1 und folglich spr(J)≥1.Also
ist das Jacobi-Verfahren i. Allg. nicht konvergent. Die MatrixH1hat das charakteristische
Polynomχ(λ)=−λ(λ2+3

4
λ+1

2
) und folglich die Eigenwerteλ1=0,λ2/3=±1/

√
2.

Also ist spr(H1)<1 und folglich das Gauß-Seidel-Verfahren konvergent.

b) Die MatrixA2 erf̈ullt das schwache Zeilenkriterioum und ist irreduzibel. Also sind
sowohl Jacobi- als auch Gauß-Seidel-Verfahren konvergent.
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L̈osung A.6.2:F̈ur die allgemeine Fixpunktiterationxt+1=Bxtg+cgilt im Falle der
Konvergenz gegen einzdie asymptotische Fehlerabscḧatzung

xt−z≤spr(B)tx0−z.

Hieraus ergibt sich die Anzahl der zur Reduzierung des Anfangsfehlers um den Faktorε
erforderlichen Iterationsschritte zu

t≈
log10(ε)

log10(spr(B))
+1.

F̈ur Jacobi- und Gauß-Seidel-Matrix gilt

J=
0 1/3

1/3 0
, H1=

0 −1/3

0 1/9

und somit spr(J)=1/3 und spr(H1)=1/9 . Die notwendige Iterationszahlen f̈ur das
Jacobi- und das Gauß-Seidel-Verfahren ist also (wie von der Theorie vorausgesagt):

tJ≈
6

log10(3)
+1≈13, tH1≈

6

log10(9)
+1≈7≈1

2
tJ.

L̈osung A.6.3:Zun̈achst wird die Iterationsmatrix bestimmt. Mit

1 0

−ωa 1

−1

=
1 0

ωa 1

lautet die Iteration

xt=
1 0

ωa 1

1−ω ωa

0 1−ω
xt−1+ω

1 0

ωa 1
b.

und folglich

Bω=
1−ω ωa

ωa(1−ω)ω2a2+1−ω
.

Also ist det(Bω−λI)=−λω
2a2+(1−ω−λ)2.

a) F̈urω= 1 gilt

det(B1−λI)=−λa
2+λ2 ⇒ spr(B1)=a

2,

d. h.: Konvergenz liegt vor f̈ur|a|<1.

b) Im Falla=1
2
ist

λ1,2=1−ω+
1
8
ω2±1

2
ω 1−ω+ 1

16
ω2.
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Die beiden Nullstellen sind reell f̈ur 1−ω+1
16
ω2≥0,bzw.ω≤8−4

√
3=1.07179677...,

und sonst komplex. Also:

spr(Bω)=
1−ω+1

8
ω2+1

2
ω 1−ω+ 1

16
ω2, 0≤ω≤8−4

√
3,

ω−1, 8−4
√
3<ω≤2.

Auswertung dieser Formel ergibt

ω 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4

spr(Bω)0.476 0.376 0.25 0.1 0.2 0.3 0.4

Der Graph der Funktionρ(ω):=spr(Bω),0≤ω<≤, beginnt mitρ(0) = 1 , weist im
Minimum ωopt:= 8−4

√
3 eine scharfe Spitze nach unten auf und steigt dann linear bis

ρ(2) = 1 an.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 ωopt 2

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

✲ ω

spr(Bω)

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.

Schematische Darstellung der Abḧangigkiet des Spektralradiusspr(Hω)vonω∈[0,2]

L̈osung A.6.4:Wir rekapitulieen die beiden Definitionen von
”
irreduzibel“:

a) Eine MatrixA∈Rn×nmheißt
”
irreduzibel“, wenn es keine PartitionierungJ, Kvon

{1,...,n}=:NnmitJ∪K=NnundJ∩K=∅gibt, so dassajk=0 istf̈ur allej∈J
und allek∈K.

b) Eine MatrixA∈Rn×nheißt
”
irreduzibel“, wenn es zu jedem Indexpaarj, k∈Nneine

Teilmenge{i1,...,im}∈Nn gibt, so dassaj,i1=0,ai1,i2=0,...,aim−1,im =0,aim,k=0.

(i) (a)⇒ (b): SeiA irreduzibel im Sinne von (a). Es seii∈Nn irgendein Index. Es
bezeichneJdie Menge aller Indizesl∈Nn,sodassai,i1,...,aim,lalle=0 sindf̈ur
geeignete{i1,...,im}∈Nn. Wir setzenK:=Nn\Jund haben zu zeigen, dassJ=Nn
bzw.K =∅. Fallsail=0,l=i, so ist offensichtlichJ={i}, und wir haben eine
Partition im Sinne von (a), so dass f̈ur allej∈J, k∈K giltajk= 0 . Also entḧaltJ
noch weitere Elemente. Zup∈J, p=i, gibt es{i1,...,im}∈Nnmitai,i1,...,aim,p=0.
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F̈ur beliebigesq∈K m̈usste wegenJ∩K=∅dannapq= 0 sein. Andererseits ẅareA
reduzibel gem̈aß der negation von (a). Also mussK leer sein.

(i) (b)⇒ (a): SeiA irreduzibel im Sinne von (b). Wir nehmen an,{J, K}ẅare eine
zugeḧorige Partition im Sinne von (b). Dann gibt es zu beliebigen Indixpaaren{j, k}∈
J×K eine Teilmenge von Indizes{i1,...,im}∈Nn,sodassaj,i1 =0,...,aim,k=0.
Wegen aj,i1= 0 ist danni1∈J. Induktiv ergibt sich, dass allei2,...,im zuJgeḧoren,
und schließlich wegenaim,k=0 auchkim Widerspruch zur AnnahmëuberJundK.
Aist also auch im Sinne von (a) irreduzibel.

L̈osung A.6.5 (Praktische Aufgabe):Das lineare GleichungssystemAx=bmit der
Modellmatrix aus der Vorlesung und der rechten Seite b=h2(1,...,1)T wird mit dem
Jacobi-, dem Gauß-Seidel- und dem

”
optimalen“ SOR-Verfahren gel̈ost. Der Startvektor

istx0= 0 und das Abbruchkriterium

b−Axt∞
xt∞

≤TOL:= 10−8.

Mit der kanonischen additiven Aufspaltung A=L+D+Rhaben die drei Iterationsver-
fahren die folgende Form:

– Jacobi-Verfahren:

xt+1=Jxt+c=−D−1(L+R)xt+D−1b;

– Gauß-Seidel-Verfahren:

xt+1=H1x
t+c=−(D+L)−1Rxt+(D+L)−1b;

– SOR-Verfahren mitω=ωopt=21+ 1−spr(J)2
−1
und spr(J)=cos(hπ)<1:

xt+1=Hωx
t+c=−(D+ωL)−1[(1−ω)D−ωR]xt+ω(D+ωL)−1b.

MATLAB-Programm:

clear
tol = 1.e-8;
for k = 1:1

disp([’k = ’, int2str(k)])
m = 2̂k;
A = GetA(m);
b = GetB(m);
start = zeros(m̂2, 1);
omega = 1;
tic
[dataj, xj] = loese(A, b, start, ’jacobi’, tol);
tj = toc;
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disp([’Jacobi: ’, int2str(length(dataj)), ’ Schritte in ’, ...
num2str(tj), ’ Sekunden, res = ’, num2str(dataj(length(dataj)))])

tic
[datag, xg] = loese(A, b, start, ’gaussseidel’, tol);
tg = toc;
disp([’Gauss-Seidel: ’, int2str(length(datag)), ’ Schritte in ’, ...

num2str(tg), ’ Sekunden, res = ’, num2str(datag(length(datag)))])
omega = omegaopt(m);
tic
[datas, xs] = loese(A, b, start, ’sor’, tol);
ts = toc;
disp([’SOR: ’, int2str(length(datas)), ’ Schritte in ’, ...

num2str(ts), ’ Sekunden, res = ’, num2str(datas(length(datas)))])
disp(’ ’)

end

function A = GetA(m)
n = m̂2;
B = 4*speye(m);
B(2:m,1:m-1) = B(2:m,1:m-1) - speye(m-1);
B(1:m-1,2:m) = B(1:m-1,2:m) - speye(m-1);
for i = 1:m-1
A((i-1)*m+1:i*m, (i-1)*m+1:i*m) = B;
A((i-1)*m+1:i*m, i*m+1:(i+1)*m) = -speye(m);
A(i*m+1:(i+1)*m, (i-1)*m+1:i*m) = -speye(m);

end;
A((m-1)*m+1:m̂2, (m-1)*m+1:m̂2) = B;
return

function b = GetB(m)
n = m̂2;
b = ones(n,1) / (m+1)̂2;
return

function [data, x] = loese(A, b, start, vorkonditionierer, tol)
x = start;
r = b - A*x;
res = norm(r, inf);
data = res;
m = round(sqrt(length(A)));
omega = omegaopt(m);
k=0;
while (res > tol & k < 100000)

h = feval(vorkonditionierer, A, r, omega)
x=x+h;
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r = b - A*x;
res = norm(r, inf);
data = [data, res];

end
return

function h = jacobi(A, b, omega)
n = length(A);
D = speye(n);
for i = 1:n

D(i,i) = A(i,i);
end
h = zeros(n,1);
h = b ./ diag(D);
return

function h = gaussseidel(A, b, omega)
n = length(A);
DL = sparse(n,n);
for i = 1:n

DL(i:n,i) = A(i:n,i);
end
h = zeros(n,1);
for i = 1:n

h(i) = (b(i) - DL(i,1:i-1)*h(1:i-1)) / DL(i,i);
end
return

function h = sor(A, b, omega)
n = length(A);
DL = speye(n);
for i = 1:n

DL(i,i) = A(i,i)/omega;
DL(i+1:n,i) = A(i+1:n,i);

e
h = zeros(n,1);
for i = 1:n

h(i) = (b(i) - DL(i,1:i-1)*h(1:i-1)) / DL(i,i);
end
return

function erg = omegaopt(m)
rho = cos(pi/(m+1));
erg = 2 / (1 + sqrt(1-rhô2));
return
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Konvergenzresultate mit Jacobi-, Gauß-Seidel- und optimalem SOR-Verfahren f̈ur die
Modellmatrix wachsender Dimension n(MATLAB-Implementierung)

Jacobi Gauß-Seidel SOR(ωopt)

m n=m2 # Iter. Sek. # Iter. Sek. # Iter. Sek.

3 9 87 0.01 46 0.03 19 0.02

7 49 276 0.06 140 0.28 34 0.08

15 225 924 1.58 464 5.47 59 0.72

31 961 3001 66.83 1602 171.35 106 12.7

63 3969 — — — — — —

Konvergenzresultate mit Jacobi-, Gauß-Seidel- und optimalem SOR-Verfahren f̈ur die
Modellmatrix wachsender Dimension n(C++ Implementierung)

Jacobi Gauß-Seidel SOR(ωopt)

m n=m2 # Iter. Sek. # Iter. Sek. # Iter. Sek.

3 9 63 0 32 0 15 0

7 49 273 0 136 0 34 0

15 225 1110 0.02 555 0.02 69 0

31 961 4458 0.47 2229 0.32 139 0.03

63 3969 17849 6.89 8925 4.79 279 0.18

A.7 Kapitel 7

L̈osung A.7.1:a) Sei{e1,...,en}eine kartesische Basis desKn.F̈ur Vektoren

x=
n

i=1

xie
i, y=

n

j=1

yje
j

gilt dann

(x, y)=
n

i,j=1

xiyj(e
i,ej)=(Ax, y)2

mit der MatrixA:=(ei,ej)
n

i,j=1
. Die MatrixAist offensichtlich symmetrisch und auch

positiv definit:

(Ax, x)2=

n

i,j=1

xixj(e
i,ej)=(x, x)>0, x=0.
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b) SeiA∈Cn×n positiv definit, d. h.: ̄xTAx∈R+,x∈C
n.DannistA notwendig

hermitesch, da f̈ur beliebigex, y∈Cgilt:

(x+y)TA(x+y)∈R =⇒ x̄TAx+̄yTAy+(̄xTAy+̄yTAx)∈R,

(x+iy)TA(x+iy)∈R =⇒ x̄TAx+̄yTAy+i(̄xTAy−ȳTAx)∈R.

F̈urx=eiundy=ejergibt sich alsoaij+̄aji∈Rundi(aij−āji)∈R,d.h.:

Re(aji+aij)+iIm(aji+aij)∈R,

iRe(aji−aij)+Im(aji−aij)∈R.

Also istaij=Reaij+iImaij=Reaji−iImaji=Rēaji+iIm ̄aji=̄aji.
Bem.: Das obige Argument verwendet im Wesentlichen nur, dass ̄xTAx∈R,x∈Cnund
nicht die eigentliche Definitheit vonA.

L̈osung A.7.2:Wir verwenden ein sog.
”
Deformationsargument“. F̈urt∈[0,1] wird

die folgende Matrixfunktion definiert:

A(t)=(1−t)diagi=1,...,n(aii)+tA.

Offensichtlich ist A(0) eine Diagonalmatrix mit Eigenwertenλi(0) =aii. Die Entwick-
lung des i-ten Eigenwertsλi(t) ist eine stetige Funktion int. Dies folgt aus der Tatsa-
che, dass die Nullstelle eines Polnomspα(t) (in diesem Fall das charakteristische Poly-
nom der MatrixA(t) lokal beliebig oft differenzierbar nach den Koeffizienten des Poly-
noms ist - eine direkte Folgerung aus dem Satzüber implizite Funktionen angewendet
aufp(α, t)=pα(t) (unter besonderer Behandlung mehrfacher Nullstellen). Ferner haben
die Gerschgorin-Kreise vonA(t), 0≤t≤1 , alle dieselben Mittelpunkteaii, nur die
Radien wachsen monoton f̈ur wachsendest. Daher impliziert der Einschließungsatz von
Gerschgorin, dass das Bild der Funktion t→ λi(t) vollsẗandig in der Vereinigung aller
Gerschgorin-Kreise von A(1) liegt und folglich wegen seiner Stetigkeit auch vollsẗandig
in der zusammenḧangenden Komponente, welcheaiientḧalt.

L̈osung A.7.3:(i) Seienλ1undλ2 zwei Eigenwerte und zugeḧorigen Eigenvektorenh
v1undv2. Es gilt:

0=(v1,Av2)−(v1,Av2)=(v1,Av2)−(Av1,v2)=(λ2−λ1)(v
1,v2).

Also muss im Falleλ1=λ2notwendig (v
1,v2)=0 sein.

Diese Aussage ist auch richtig f̈ur
”
normale“ (komplexe) Matrizen und ist ein Spezialfall

des sog.
”
Spektralsatzes“ f̈ur

”
normale“Operatoren im Hilbert-R̈aumen.

(ii) Seivein Eigenvektor zu dem maximalen Eigenwertλmax(A)vonA. Es gilt dann:

max
x∈Kn\{0}

(Ax, x)2
x22

≥
(Av, v)2
v22

=λmax(A),
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Umgekehrt existiert f̈ur beliebigesx∈Kn\{0}eine Entwicklungx= ixiv
imit einer

ONB{vi}von Eigenvektoren, so dass:

(Ax, x)2
x22

=
(A ixiv

i, ixiv
i)2

x22
= iλix

2
i

ix
2
i

≤λmax(A).

Die entsprechende Aussage f̈urλmin(A) ergibt sich mit Hilfe eines analogen Arguments.
Die Beziehungλmin(A)≤λmax(A) ist offensichtlich.

L̈osung A.7.4:Es giltz0= n
i=1αiw

iundzt= Atz0 −12 A
tz0und folglich:

λt=(Azt,zt)2=
(At+1z0,Atz0)2

Atz0 22
=

n
i=1|αi|

2λ2t+1i
n
i=1|αi|

2λ2ti

=
(λn)

2t+1 |αn|
2+ n−1

i=1 |αi|
2 λi
λn

2t+1

(λn)2t |αn|2+
n−1
i=1 |αi|

2 λi
λn

2t

=λn
|αn|

2+ n−1
i=1 |αi|

2 λi
λn

2t
+ n−1

i=1 |αi|
2 λi
λn

2t λi
λn
−1

|αn|2+
n−1
i=1 |αi|

2 λi
λn

2t

=λn+λn

n−1
i=1 |αi|

2 λi
λn

2t λi
λn
−1

|αn|2+
n−1
i=1 |αi|

2 λi
λn

2t=:λn+λnEt.

Der Fehlerterm rechts kann wie folgt abgescḧatz werden:

|Et|≤
λn−1
λn

2t n−1
i=1 |αi|

2

|αn|2
=
λn−1
λn

2tz0 22
|αn|2

.

Also ist:

|λt−λn|≤|λn|
z0 22
|αn|2

λn−1
λn

2t

.

L̈osung A.7.5:SeiA=Q̃R̃ eine beliebige QR-Zerlegung vonA. Wir definieren eine
uniẗare MatrixH:= diag(hi)∈C

n×ndurchhi:=
r̄ii
|rii|
und setzenR=HR̃,Q=Q̃H̄.

Nun ist ĀTA=R̄TQ̄TQR=R̄TR die Cholesky-Zerlegung der reellen, symmetrischen
und positiv definiten MatrixĀTA. Da die Cholesky-Zerlegung (mit positiver Diagonale)
infeutig bestimmt ist, folgtRis unique und damit auchQ=AR−1.

L̈osung A.7.6:Es gen̈ugt, die folgenden beiden Aussagenüber die QR-Iteration zu zei-
gen; die Behauptung folgt dann durch Induktion:

1. SeiAeine Hessenberg-Matrix undA=QRihre QR-Zerlegung. Dann istÃ=RQ
ebenfalls eine Hessenberg-Matrix.

2. SeiAeine symmetrische Matrix undA=QR ihre QR-Zerlegung. Dann istÃ=
RQebenfalls symmetrisch.
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Die QR-Zerlegung einer Hessenberg-MatrixAkann geschrieben werden in der Form

Gn−1Gn−2···G1A=R

mit

Gi=

⎛

⎜
⎜
⎝

Ii−1 0

G̃i

0 In−i−1

⎞

⎟
⎟
⎠,

und aeiner orthogonalen KomponenteG̃i∈R
2×2, welche die linke untere Nebendiagonal-

element des Blocks

G̃i
∗i,i ∗i,i+1

ai+1,i ai+1,i+1
=
∗ ∗

0 ∗
.

eliminiert. Neben der Elimination des Elementsai+1,iagiert die orthogonale MatrixGi
nur auf dem rechten oberen Teil der Zwischenmatrix. Daher istReine obere Dreiecks-
matrix und es gilt

Ã=RQ=RGT1G
T
2···G

T
n−1.

Analog ergibt sich durch Induktion, dass Multiplikation mitGTi von rechts ḧochstens ein
nichttriviales Element in der unteren Nebendiagonale an der Position∗i+1,ierzeugt. Also
istÃin der Tat eine Hessenberg-Matrix.

Sei nunA eine symmetrische Matrix. Es giltQR=A=AT =RTQT und folglich
R=QTRTQT. Wir sehen also, dass

Ã=RQ=QTRTQTQ=(RQ)T=ÃT.

A.8 Kapitel 8

L̈osung A.8.1:Eine lineare Optimierungsaufgabe in kanonischer Form hat die Gestalt:
Suchex∈Rn mit

Q(x)=cT·x−→min!,

x≥0,Ax=b,

mit vorgegebenen c∈Rn,b∈Rm undA∈Rm×n.

a) 1. Version: Aufspalten vonx3in einen positiven und negativen Anteilx
+
3−x

−
3 mit

x+3 ≥ 0,x
−
3 ≥ 0 und Einf̈uhren dreier Schlupfvariablenx4,x5 undx6 werden die

Ungleichungen in Gleichungenüberf̈uhrt:
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Q(x)=x1+x2+x
+
3−x

−
3→min!, x≥0,

x1 + 2x2 + x4 = 5

x2 + x+3 − x−3 + x5 = 0

3x2 − 4x+3 + 4x−3 + x6 = 1

2. Version: Die Ungleichungenx2≥0 undx2+x3≤0 implizierenx3≤0. Durch Substi-
tutionx3→−x3erḧalt man die Bedingungx≥0. Durch Einf̈uhren von Schlupfvariablen
x4,x5undx6erḧalt man̈aquivalentes System letztendlich

Q(x)=x1+x2−x3→min!, x≥0,

x1 + 2x2 + x4 = 5

x2 − x3 + x5 = 0

3x2 + 4x3 + x6 = 1

b) Aufspalten vonxiinx
+
i−x

−
i mit der Bedingung x

±
i ≥0, sowie Einf̈uhren zweier

Schlupfvariablen f̈ur die Ungleichungen liefert:

Q(x)=x+1+x
−
1+x

+
2+x

−
2+x

+
3+x

−
3→min!, x≥0,

x+1 − x−1 + x+2 − x−2 + x4 = 1,

2x+1 − 2x−1 + x+3 − x−3 + x5 = 3.

L̈osung A.8.2:L̈osung ist der Schnittpunkt der Geraden (Man zeichne eine Skizze.)

−2x1+x2=−2,

−x1−x2=−5.

Dieser ist (x∗1,x
∗
2)=(7/3,8/3) mitQmin=22/3.

Die Aufgabe ist f̈urQ(x)→max! offensichtlich nicht l̈osbar.

L̈osung A.8.3:a) Gauß-Jordan-Algorithmus:

x1 x2 x3

1 0 −1 y1

2 2 0 y2

1 2 1 y3

→

y2 x2 x3

1/2 −1 −1 y1

1/2 −1 0 x1

1/2 1 1 y3

→

y2 y3 x3

1 −1 0 y1

1 −1 1 x1

−1/2 1 −1 x2

Die MatrixAhat Rang 2, da der Algorithmus nach dem zweiten Schritt abbricht. Aus
der ersten Zeile erschließt man, dass das GleichungssystemAx=ygenau dann l̈osbar
ist, wenny2+y3=y1gilt. Aus den beidenübrigen Zeilen ergibt sich, dass dann (y2−
y3,1/2y2+y3,0) eine L̈osung ist und der Kern von (1,−1,1) erzeugt wird.



A.8. KAPITEL 8 343

L̈osung A.8.4:Durch Einf̈uhren zweier Schlupfvariablenx4undx5überf̈uhrt man das
Optimierungsproblem in Normalform:

Q(x)=cT·x→min !, x≥0, Ax=b, mit

c= −1 −3 −1 0 0, A=
5 3 0 1 0

1 2 4 0 1
, b=

3

4
.

Dank der beiden Schlupfvariablen ist das Raten einer Startecke einfach:x0=(0,0,0,3,4)T

mit Basis B̂(x0)={a4,a5}. (Es istx
0≥0 undAx=b. Weiterhin istB̂(x0) linear un-

abḧangig.) Das Starttableau ist

x1 x2 x3

x4 −5 −3 0 x04=3

x5 −1 −2 −4 x05=4

γ1=−1 γ2=−3 γ3=−1 c
T·x0=0

Es liegt Fall 2b vor. Wir ẅahlenq= 2 und nach der Auswahlregel (R)p=4:

x1 x4 x3

x2 −5/3 −1/3 0 x12=1

x5 7/3 2/3 −4 x15=−2

γ1=4 γ2=1 γ3=−1 c
T·x1=−3

Es liegt Fall 2b vor. Wir ẅahlenq=3 (daγ3negativ) und nach Auswahlregel (R)p=5.

x1 x4 x5

x2 ∗ x22=1

x3 x23=1/2

γ1=41/12 γ2=5/6 γ3=1/4 c
T·x1=−7/2

Hier bricht nun der Simplexalgorithmus ab. Als Eckenl̈osung ergibt sich also
x3=(0,1,1/2,0,0)T mit Q(x3)=−7/2.

L̈osung A.8.5:Das lineare Programm liegt in Normalform vor:

Q(x)=cT·x→min!, x≥0, Ax=b,

mit

c=(4,1,1)T, A=
2 1 2

3 3 1
, b=

4

3
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Da keine Startecke ersichtlich ist l̈ost man zun̈achst das folgende Hilfsproblem: Durch
Einf̈uhren zweier zus̈atzlicher Freiheitsgradev=(x4,x5) wird die Starteckensuche in ein
äquivalentes Optimierungsproblemüberf̈uhrt:

x4+x5→min!, x≥0, AI2
x

v
=b.

Dank der beiden Schlupfvariablen ist das Raten einer Startecke einfach:x0=(0,0,0,4,3)T

mit Basis B̂(x0)={a4,a5}. (Es istx
0≥0 undAx=b. Weiterhin istB̂(x0) linear un-

abḧangig.) Das Starttableau ist

x1 x2 x3

x4 −2 −1 −2 x04=4

x5 [−3] −3 −1 x05=3

γ1=−5 γ2=−4 γ3=−3 c̃
T·x0=7

Es liegt Fall 2b vor. Wir ẅahlenq= 1 und nach der Auswahlregel (R)p=5:

x5 x4 x3

x4 2/3 1 [−4/3] x14=2

x1 −1/3 −1 −1/3 x11=1

γ1=5/3 γ2=1 γ3=−4/3 c̃
T·x1=2

Es liegt Fall 2b vor. Wir ẅahlenq=3 (daγ3negativ) und nach Auswahlregel (R)p=4.

x5 x2 x4

x3 1/2 3/4 −3/4 x23=3/2

x1 −1/2 −5/4 1/4 x21=1/2

γ1=1 γ2=0 γ3=1 c̃T·x1=0

Eine Startecke des urspr̈unglichen Problems ist demnach

x0=(1/2,0,3/2).

Das zugeḧorige Starttableau ergibt sich direkt ausobigem finalen Tableau durch Streichen
der Spalten f̈urx4undx5:
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x2

x3 3/4 x03=3/2

x1 [−5/4] x01=1/2

γ=−13/4 cT·x1=7/2

Fall 2b mitq= 2 und nach Auswahlregel (R)p=1:

x1

x3 −3/5 x13=9/5

x2 −4/5 x12=2/5

γ=13/5 cT·x1=11/5

Die Optimierungsaufgabe wird durch die Eckenl̈osungx∗=(0,2/5,9/5) mit dem Wert
Q(x∗)=−11/5gel̈ost.

L̈osung A.8.6:Überf̈uhrt auf Normalform lautetdie Optimierungsaufgabe:
Suchex∈R7:

cT·x→min!, x≥0, Ax=b

mit

c=(−3/4,20,−1/2,6,0,0,0)T

A=

⎛

⎜
⎜
⎝

1/4 −8 −1 9 1 0 0

1/2 −12 −1/2 3 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎠, b=

⎛

⎜
⎜
⎝

0

0

1

⎞

⎟
⎟
⎠.

Eine Ausgangsecke istx0=(04,b)
T∈R7.

a) L̈ose mit Simplexverfahren mittels Regel (R) + minimalesp∈I0.Dasqsei so be-
stimmt, dassγqminimal ist.

x1 x2 x3 x4

x5 [−1/4] 8 1 −9 x05=0

x6 −1/2 12 1/2 −3 x06=0

x7 0 0 −1 0 x07=1

γ −3/4 20 −1/2 6 cT·x0=0

(I) Auswahl:q=1,p=5

x5 x2 x3 x4

x1 −4 32 4 −36 x11=0

x6 2 [−4]−3/2 15 x16=0

x7 0 0 −1 0 x17=1

γ 3 −4 −7/2 33 cT·x0=0

(II) Auswahl:q=2,p=6
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x5 x6 x3 x4

x1 12 −8 [−8] 84 x21=0

x2 1/2 −1/4 −3/8 15/4 x22=0

x7 0 0 −1 0 x27=1

γ 1 1 −2 18 cT·x0=0

(III) Auswahl:q=3,p=1

x5 x6 x1 x4

x3 3/2 −1 −1/8 21/2 x33=0

x2 −1/16 1/8 3/64 [−3/16] x32=0

x7 −3/2 1 1/8 −21/2 x37=1

γ −2 3 1/4 −3 cT·x0=0

(IV) Auswahl:q=4,p=2

x5 x6 x1 x2

x3 [−2] 6 5/2 −56 x33=0

x4 −1/3 2/3 1/4 −16/3 x34=0

x7 2 −6 −5/2 56 x37=1

γ −1 1 −1/2 16 cT·x0=0

(V) Auswahl:q=4,p=2

x3 x6 x1 x2

x5 −1/2 3  5/4 −28 x35=0

x4 1/6 [−1/3] 1/6 4 x34=0

x7 −1 0  0 0 x37=1

γ 1/2 −2 −7/4 44 cT·x0=0

(VI) Auswahl:q=6,p=4

x3 x4 x1 x2

x5 1 −9 −1/4 8 x05=0

x6 1/2 −3 −1/2 12 x06=0

x7 −1 0 0 0 x07=1

γ −1/2 6 −3/4 20 cT·x0=0

Endlosschleife!

b) L̈ose mit Simplexverfahren mittels Regel (̃R). Dasqsei so bestimmt, dassγqminimal ist.

x1 x2 x3 x4

x5 −1/4 8 1 −9 x05=0

x6 [−1/2] 12 1/2 −3 x06=0

x7 0 0 −1 0 x07=1

γ −3/4 20 −1/2 6 cT·x0=0

(I) Auswahl:q=1,r=6

x6 x2 x3 x4

x5 1/2 2 3/4 −15/2 x15=0

x1 −2 24 1 −6 x11=0

x7 0 0 [−1] 0 x17=1

γ 3/2 2 −5/4 21/2 cT·x0=0

(II) Auswahl:q=3,7=7
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x3 x4 x1 x2

x5 1/2 2 −3/4 −15/2 x25=3/4

x1 −2 24 −1 −6 x21=1

x3 0 0 −1 0 x23=1

γ 3/2 2 5/4 21/2 cT·x0=−5/4

Optimales Tableau!

Wir haben die Eckenlösungx2=(1,0,1,0,3/4,0,0)T mit Q(x2)=−5/4 gefunden.
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uniẗarer Raum, 58
Unterrelaxation, 195

Vandermonde (1735–1796), 133
Vandermondsche Determinante, 133
Vektornorm
vertr̈agliche, 101

Verfahren
direktes, 99
iteratives, 99

Vielfachheit
algebraische, 221
geometrische, 221

Vieta (1540–1603), 12
Vietascher Wurzelsatz, 12

Vorkonditionierung, 211

Weierstrass (1815–1897), 32
Wielandt (1910–2001), 227
Wilkinson (1919–1986), 116
Wurzelberechnung, 156

Zeilensummenkriterium
schwaches, 193
starkes, 192

zul̈assiger Bereich, 248
Zweischrittverfahren, 164







Über dieses Buch
Dieser einführende Text basiert auf Vorlesungen innerhalb eines 
mehrsemestrigen Zyklus „Numerische Mathematik“, den der Autor 
über einen Zeitraum von 25 Jahren an der Universität Heidelberg 
gehalten hat. Im vorliegenden ersten Teil werden die fundamentalen 
Konzepte numerischer Verfahren für Grundaufgaben aus Analysis 
und Lineare Algebra behandelt. Dabei inden sowohl theoretisch- 
mathematische als auch praktische Aspekte Berücksichtigung. Das 
Verständnis der Inhalte erfordert nur solche Vorkenntnisse, wie sie 
üblicherweise in den Grundvorlesungen über Analysis und Lineare 
Algebra vermittelt werden. Zur Erleichterung des Selbststudiums  
dienen theoretische und praktische Übungsaufgaben mit Lösungen.

Über den Autor
Rolf Rannacher, Prof. em. für Numerische Mathematik an der Univer-
sität Heidelberg; Studium der Mathematik an der Universität Frankfurt 
am Main – Promotion 1974; Habilitation 1978 in Bonn; 1979/1980 
Vis. Assoc. Prof. an der University of Michigan (Ann Arbor, USA), 
dann Professor in Erlangen und Saarbrücken – in Heidelberg seit 
1988; Spezialgebiet „Numerik partieller Differentialgleichungen“, 
insbesondere „Methode der initen Elemente“ mit Anwendungen in 
Natur- und Ingenieurwissenschaften; hierzu über 160 publizierte 
wissenschaftliche Arbeiten.

ISBN  978-3-946054-30-6


	Cover
	Titel
	Impressum
	Inhaltsverzeichnis
	Literaturverzeichnis
	Einleitung
	Kapitel 1: Fehleranalyse
	1.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler
	1.2 Konditionierung numerischer Aufgaben
	1.2.1 Arithmetische Grundoperationen
	1.2.2 Lösung quadratischer Gleichungen

	1.3 Stabilität numerischer Algorithmen
	1.3.1 Lösung quadratischer Gleichungen
	1.3.2 Auswertung arithmetischer Ausdrücke
	1.3.3 Auswertung von Polynomen

	1.4 Übungsaufgaben

	Kapitel 2: Interpolation und Approximation
	2.1 Polynominterpolation
	2.1.1 Auswertung von Polynomen
	2.1.2 Interpolation von Funktionen
	2.1.3 Hermite-Interpolation

	2.2 Extrapolation zum Limes
	2.2.1 Fehlerkontrolle

	2.3 Spline-Interpolation
	2.4 Trigonometrische Interpolation
	2.4.1 Diskrete Fourier-Transformation

	2.5 Gauß-Approximation
	2.6 Tschebyscheﬀ-Approximation
	2.6.1 „Optimale“ Lagrange-Interpolation

	2.7 Übungsaufgaben

	Kapitel 3: Numerische Integration
	3.1 Interpolatorische Quadraturformeln
	3.2 Gaußsche Quadraturformeln
	3.3 Das Romberg-Verfahren
	3.4 Praktische Aspekte der Integration
	3.5 Übungsaufgaben

	Kapitel 4: Lineare Gleichungssysteme I (Direkte Verfahren)
	4.1 Störungstheorie
	4.1.1 Vektor- und Matrizennormen
	4.1.2 Eigenwerte und Skalarprodukte
	4.1.3 Fehleranalyse

	4.2 Gaußsches Eliminationsverfahren
	4.2.1 Konditionierung der Gauß-Elimination
	4.2.2 Nachiteration
	4.2.3 Determinantenberechnung
	4.2.4 Rangbestimmung
	4.2.5 Inversenberechnung (Gauß-Jordan-Algorithmus)
	4.2.6 Direkte LR-Zerlegung

	4.3 Gleichungssysteme mit spezieller Struktur
	4.3.1 Bandmatrizen
	4.3.2 Diagonaldominante Matrizen
	4.3.3 Positiv definite Matrizen

	4.4 Nicht reguläre Systeme
	4.4.1 Gaußsche Ausgleichsrechnung
	4.4.2 Householder-Verfahren

	4.5 Die Singulärwertzerlegung
	4.6 Übungsaufgaben

	Kapitel 5: Nichtlineare Gleichungen
	5.1 Das Newton-Verfahren im R1
	5.2 Das Konvergenzverhalten iterativer Verfahren
	5.3 Interpolationsmethoden
	5.4 Methode der sukzessiven Approximation im Rn
	5.5 Das Newton-Verfahren im Rn
	5.5.1 Gedämpftes Newton-Verfahren

	5.6 Übungsaufgaben

	Kapitel 6: Lineare Gleichungssysteme II (Iterative Verfahren)
	6.1 Fixpunktiterationen
	6.1.1 Jacobi- und Gauß-Seidel-Verfahren
	6.1.2 SOR-Verfahren

	6.2 Abstiegsverfahren
	6.2.1 Gradienten-Verfahren
	6.2.2 CG-Verfahren
	6.2.3 Allgemeinere CG-Verfahren und Vorkonditionierung

	6.3 Ein Modellproblem
	6.4 Übungsaufgaben

	Kapitel 7: Eigenwertaufgaben
	7.1 Konditionierung des Eigenwertproblems
	7.2 Iterative Verfahren
	7.3 Reduktionsmethoden
	7.4 Tridiagonal- und Hessenberg-Matrizen
	7.4.1 LR- und QR-Verfahren
	7.4.2 Verfahren der Sturmschen Kette

	7.5 Übungsaufgaben

	Kapitel 8: Lineare Optimierung
	8.1 Lineare Programme
	8.2 Der Simplex-Algorithmus
	8.3 Übungsaufgaben

	Kapitel A: Lösungen der Übungsaufgaben
	A.1 Kapitel 1
	A.2 Kapitel 2
	A.3 Kapitel 3
	A.4 Kapitel 4
	A.5 Kapitel 5
	A.6 Kapitel 6
	A.7 Kapitel 7
	A.8 Kapitel 8

	Index
	Backcover


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




