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0 Einleitung

Aufgabenstellung der ,,numerischen” Mathematik ist die Entwicklung von Methoden, mit
denen die Losungen mathematischer Problemstellungen effektiv berechnet bzw. moglichst
mit Fehlerangabe angenihert werden kénnen. Bis in die 50-er Jahre des vorigen Jahrhun-
derts zeichneten sich erfolgreiche praktische Mathematiker durch ein besonderes Geschick
aus, mit grofen Formel- und Datenmengen nmzugehen. Seit dem Aufkommen der immer
leistungsfahigeren elektronischen Rechenanlagen haben sich die Gewichte verschoben. Die
»praktische” Mathematik wurde zur ,,numerischen® Mathematik, d. h. der Theorie der auf
Digitalrechnern realisierbaren numerischen Algorithmen. Eins der Hauptanwendungsge-
biete numerischer Methoden ist in der Simulation komplexer Naturvorginge auf Rechen-
anlagen. Man méachte teure Experimente wie z. B. Windkanalversuche bei der Flugzeng-
konstruktion oder Festigkeitstests bel Betonkonstruktionen durch beliebig oft und schnell
wiederholbare Modellrechnungen ersetzen. Die dabei verwendeten numerischen Verfahren
sind dabei aus einer Heihe von einfachen Bausteinen zusammengesetzt (z. B. Integral-
berechmungen, Lisung linearer Gleichungssysteme, Berechmung von Nullstellen n.s.w.).
Diiese einfithrende Vorlesung befasst sich vor allem mit diesen elementaren Bausteinen,
deren Urspriinge meist noch in der Vor-Computer-Zeit liegen.

Zur  nmumerischen Lésung® eines Problems der Praxis gehért unbedingt auch eine
Information iiber den dabei gemachten Fehler, um das Resultat richtig einschitzen zu
kinnen. Der Gesamtfehler setzt sich zusammen aus den | Modellfehlern®:

— ldealisierungsfehler: Zur Beschreibung eines physikalischen Sachverhalts wird ein
mathematisches Modell gebildet. Bei der mathematischen Formuliernng miissen Ver-
einfachungen (z. B. Linearisierungen) vorgenommen werden.

— Datenfehler: Die Daten eines mathematischen Modells (z. B. Koeffizienten einer
Differentialgleichung) sind aufgrund ungenauer Kenntnis von Materialeigenschaften
notwendig mit Fehlern behaftet.

und den , numerischen® Fehlern:

— Diskretisierungsfehler: Kontinuierliche Prozesse werden durch endliche ersetzt (z. B.
Approximation des Riemannschen Integrals durch Riemannsche Summen).

— Abbruchfehler: Unendliche Algorithmen werden nach endlich vielen Schritten abge-
brochen (z. B. die Iteration =4 = %{In +a/z,) = /2 (n = o))

— Rundungsfehler: Auf der Rechenanlage miissen alle Rechnungen auf einem endlichen

Zahlbereich durchgefiihrt werden (z.B. 1/3~0,3...3).

Dias Zusammenwirken all dieser Fehlereinfliisse soll anhand des folgenden, einfachen Bei-
spiels demonstriert werden:

Fin Stahlseil der Linge I. = 1 sei an den Spitzen zweier Masten befestigt, so dass es
unter Einwirkung der Schwerkraft (fast) straff gespannt erscheint. Gefragt ist oun nach

1



2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

der Auslenkung des Seils aus dieser Ruhelage, wenn ein Trapezkiinstler in seiner Mitte
steht.

Punkthelastung ft)
w t.-
Auslenkung y(t)

Das physikalische Modell besteht in der (wohl begriindeten) Annahme, dass sich die
tatsichliche Auslenkung als Graph einer Funktion y(t) beschreiben lisst, fiir welche die
sog. ,potentielle Gesamtenergie® (¢ eine Materialkonstante, f(t) Belastungsdichte)

[y f
By) - § !’ N L ! Fleyy(e)de

einen minimalen Wert annimmt. Dies sehen wir als das ,exakte” mathematische Modell
des angegebenen physikalischen Sachverhalts an. Zur Vereinfachung des Problems wird
nun angenommen, dass die Belastung f(¢) so klein ist, dass nur kleine Auslenkungsgra-
dienten auftreten, d. h.: |y'(t)| < 1. In diesem Fall kann das Funktional E{y) vereinfacht
werden zu

1 1
B -3 [ vera- [ rovod.
o o

Diies ist mun das eigentliche  mathematische® Problem, mit dem der  numerische® Ma-
thematiker konfrontiert ist. Der bis hierher entstandene Modellfehler ist im Augenblick
nicht Gegenstand unseres Interesses. Als notwendige (und hinreichende) Bedingung fiir
die Minimalititseigenschaft der Funktion y(t) erhilt man durch den Variationsansatz

d n - -
2 By +ap)lazo =0V, zulissige” o = (t)
die folgende (lineare) Differentialgleichung mit Randbedingungen:

—cy'(t) = f(t), te(0,1), y(0)=y(1)=0.

Zur Lisung des Problems wird nun eine Diskretisierung vorgenommen (sog. | zentraler
Differenzenquotient 2. Ordnung®):

- N+1, fisf(h), h=1/(N+1),

1
y"lt) = 72 {yltisr) — 2y(t:) + yltiz1)},

die auf ein lineares Gleichungssystem



2 —1 0 m fi
-1 2
[
ﬁ = 5
2 -1
| 0 -1 2| | v | iy

bzw. abgekiirzt Ang = b, fiir den Vektor 5 = (m,... gy )7 der Naherungswerte zu y(t;)
fiihrt. Dieses Gleichungssystem besitzt wegen det({A) £ 0 eine eindeutige Lisung. Diese
kann aufgrund der Identitét

[
Dp=Dn—Aq+bh, D=5 ,
0 2

ausgehend von einem Startvektor 5'” € RY durch die Iteration (sog. , Jacobi-Verfahren*)
™) — ) _ D-1[agMn) _p

angenihert werden. Man kann zeigen, dass 5™ — 5(n — oo) konvergiert. In der Pra-
xis muss die Iteration aber nach endlich vielen Schritten mit einem Naherungswert n'*)
abgebrochen werden. Tatsdchlich wird aber auf dem Rechner statt 5™ eine Naherung
7% geliefert, da alle arithmetischen Operationen auf einem endlichen Zahlbereich durch-
gefiihrt werden. Von diesem Ergebnis
7® = @, i)

sollen nun Riickschliisse anf die zu erwartende Auslenkung des Stahlseils gewonnen wer-
den. Der dabei anfgetretene Fehler setzt sich zusammen aus

— Diskretisierungsfehler: max;—__w |5 — wits)].
— Abbruchfehler: max,_y__x |7\ — .
— Rundungsfehler:  max—;__w |f.-}l.g"1'I — r;;.[k]|.

Gegenstand dieses Textes ist nun der Entwurf von Ldsungsverfahren fiir derartige Pro-
bleme aus Analysis und Lineare Algebra und die Untersuchung der bei deren Anwendung
auftretenden Fehler. Ahnliche Fragestellungen ergeben sich im Zusammenhang mit der
Losung von Eigenwertaugaben z. B. aus der Schwingungsanalyse:

Ay=DXMy, AeR, yeRY,
und Aufgaben aus der linearen Optimierung:

&y — minl, Ay=5b AER™" cycR", becR™

1






1 Fehleranalyse
1.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler

Bei der Verarbeitung numerischer Algorithmen auf dem ,Computer” treten zwangsliunfig
Fehler auf, die durch die Endlichkeit des Bereiches der darstellbaren Zahlen bedingt sind.
Zur Approximation von reellen {und auch komplexen) Zahlen und der elementaren arith-
metischen Operationen zwischen ihnen werden sog. , Maschinenzahlen® und  Maschinen-
operationen® verwendet, welche auf dem Computer realisierbar sind.

Eine ,,(normalisierte) Gleitkommazahl® zur Basis b= M, b > 2, ist eine Zahl r € B
dargestellt in der Form

r=+m-b" (1.1.1)

mit der ,Mantisse* m = myb ' 4+ ... + mb" + ... € R, und dem ,Exponenten* e —
etb 1+ ...+ egb® € MU {0}, wobei my,e; € {0,...,b—1}. Fiir = # 0 ist diese
Darstellung durch die Normierungsvorschrift m; # 0 eindeutig bestimmt. Fir = = 0
setzt man m = 0.

Bemerkung 1.1: Die Verwendung der Gleitkommadarstellung im numerischen Hechnen
ist wesentlich, um Zahlen sehr unterschiedlicher Griofie verarbeiten zu kinnen; z. B. Ru-
hemasse Elektron My = 9.11- 102 g, Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2.998 - 10'° cm /sec.

Auf dem Rechner stehen fiir die Darstellung von reellen Zahlen nur endlich viele Stellen
zur Verfiigung:
r Ziffern + 1 Vorzeichen fiir die Mantisse

s Ziffern + 1 Vorzeichen fiir den Exponenten.

Diie Speicherung einer solchen Zahl
T =% [mybt 4. 4 m b - BT e

erfolgt dann in der Form z : (&) [my...m.|(+)[e._; ... eg]. Aus technischen Griinden
verwenden moderne Rechner eine Zahldarstellung mit den Basen & = 2 (Dualsystem)
oder b = 16 (Sedezimalsystem) oder Mischungen davon. Die in der obigen Form auf
einem Rechner dargestellten (rationalen) Zahlen werden ,Maschinenzahlen® genannt; sie
bilden das sog. ,numerische Gleitkommagitter® 4 = A(b,r, s). Da A endlich ist, gibt es
eine grofite/kleinste darstellbare Zahl:

Tmax jmin = £ (b — lj{b_l +...+ ,E._"} . pE-IHE T A (1—&) - Bt
sowie eine kleinste positive/grifite negative darstellbare Zahl:

T posmin/ -4 b_l . b—{b—]}{ﬁ"_1+...+u:']- =+ b—ll' .



6 KAPITEL 1. FEHLERANALYSE

Beispiel 1.1: Beim sog.  IEEE-Format® (iiblich auf UNIX-Workstations) werden zur
Darstellung von doppelt genaunen Zahlen (REAL*S in FORTRAN) 64 Bits (= 8 Bytes)
verwendet:

T =4m- 27102

Dabei stehen 1 Bit fiir das Vorzeichen, 52 Bits fiir die Mantisse m — 27! + ma272 +
...+ mg2™3 (die erste Mantissenstelle ist aus Normierungsgriinden stets 1) und 11 Bits
fiir die sog. , Charakteristik® ¢ = 2% + ... + 102! € [1,2046] zur Verfiigung, wobei
m;, ; € {0,1} Dualzahlen sind. Durch die vorzeichenfreie Darstellung des Exponenten
in der Form & = ¢ — 1022 wird der Zahlbereich um eine Zweierpotenz erweitert. Fiir
REAL*3-Zahlen gilt somit:

e 9024 ~ 1.8.10%08 . Trmin 91024 ~ —1.8.10%8

Tposmin = 2702 ~ 22.10°%8 | . - _97102  _99.10"%8

Tmax ~ 1

Die ausgenommenen Werte ¢ = 0 und ¢ = 2047 der Charakteristik werden zur Darstel-
lung der Null (ma = ... =mgy =0, op = ... = cyp = 0) sowie einer Sondergrifie ,nan®
(not a number) verwendet.

Die Ausgangsdaten r € R einer mumerischen Aufgabe und die Zwischenergebnisse
einer Rechnung miissen durch Maschinenzahlen dargestellt werden. Fiir Zahlen innerhalb
des ,zulfssigen® Bereiches

D = |Imin:-IDEEmH] U {D} U |Ipusn:lin:- Imn]

wird eine  Rundungsoperation® rd : I — A verwendet, an die man die natiirliche For-
derung stellt

|r—rd(x)| =min|x—y| ¥xeD. (1.1.2)
YEA

Diies ist beim IEEE-Format z. B. realisiert durch ,natiirliche* Rundung:

0.y - - - gy - 2¢, fiir gy = 0

ro(x) = sgn(x) { (0my -« -mgg +275) - 25 filr mgq = 1.

Andere manchmal vorkommende Rundungsarten, welche (1.1.2) nicht erfiillen, werden
im Folgenden nicht betrachtet. Fiir Zahlen auBerhalb des zulissigen Bereiches D (z. B.
als Resultat einer Division durch Null) wird von einigen Maschinen Exponenteniiberlanf
(overflow* oder ,underflow*) registriert und die Verarbeitung abgebrochen, wihrend im
IEEE-Format in diesem Fall mit der unbestimmten Variable ,nan* weitergearbeitet wird.
Der mit der Rundung verbundene sog. ,absolute Rundungsfehler”

|z —rd(x)| < 1bTB° (1.1.3)

hingt jeweils noch vom Exponenten e von r ab. Dagegen ist der sog. ,relative Hun-
dungsfehler*



1.2, KONDITIONIERUNG NUMERISCHER AUFGABEN T

r — rd(x)
I

brb .
< S <ab o (1.1.4)

fir r € D, = # 0, beschrankt durch die sog. , Maschinengenanigkeit” eps := %b""‘l . Fiir
x € ) ist dann offenbar

rd(x) =x(1+=) mit [g] <eps. (1.1.5)
Bei Anwendung des IEEE-Formats ist der maximale relative Rundungsfehler

EPSREALs < 3270 ~ 107716,

Die arithmetischen Grundoperationen + € {+,—,-, /} werden auf der Rechenanlage
durch entsprechende , Maschinenoperationen® @ € {&,9,®,@} ersetzt, welche Maschi-
nenzahlen wieder in Maschinenzahlen {iberfiihren. Dies ist meist fiir =,y € A im Falle
T+y € [) gemil

@y =rd(x+y) = (x+y)(1+¢£), |g] <eps, (1.1.6)

realisiert. Dazu werden die Operationen maschinenintern (meist unter Verwendung einer
erhohten Stellenzahl fiir die Mantisse) ausgefiihrt, in normalisierte Form gebracht und
dann gerundet. Im Fall z+y ¢ D erscheint meist eine Fehlermeldung. Bei dem Gebrauch
von ,IF-Abfragen® in Programmen ist zu berticksichtigen, dass die Maschinenoperationen
& und = dem Assoziativgesetz und dem Distributivgesetz nur niherungsweise geniigen;
i. Allg. ist fiir =, y,z € A:

(zdy)bz #zB(ydz), (zBY)Oz # (z0z)B(YO2).
Insbesondere gilt i. Allg. fiir Zahlen =,y € A:

roy=z, fur |y < Zeps (1.1.7)

Hieraus lisst sich fiir einen konkreten Rechner die Grifie der Maschinengenanigkeit eps
experimentell ermitteln.

1.2 Konditionierung numerischer Aufgaben

Eine numerische Aufgabe (z. B. Bestimmung einer Nullstelle, Lésung eines linearen Glei-
chungssystems us.w.) wird als  gut konditioniert* bezeichnet, wenn eine kleine Storung
der Eingangsdaten auch nur eine kleine Anderung der Ergebnisse zur Folge hat.



8 KAPITEL 1. FEHLERANALYSE

Beispiel 1.2: Als Beispiel betrachten wir das lineare Gleichungssystem
1.2969 0.8648
0.2161 0.1441

mit der (eindeutig bestimmten) Lésung (r,y)" = (2, —2)7 . Storung der rechten Seite zu

(0.86419999, 0.14400001)" erzeugt die ,,Ndherungsldsung” (z,3)" = (0.9911, —0.4870)
Diese numerische Aufgabe ist offenbar sehr schlecht konditioniert.

0.8642
0.1440

Zur Prizisierung des Begriffes | Konditionierung® miissen wir zunfichst den der  nu-
merischen Aufgabe* definieren. Wir wollen hier unter einer  numerischen Aufgabe® die
Berechnung endlich vieler Gréfien y; (i = 1,...,n) aus gewissen Grofien =; (j =1,...,m)
mittels einer funktionalen Vorschrift y; = fi(x1,..., o) verstehen. Der Einfachheit hal-
ber betrachten wir hier nur den Fall, dass die y;, =; reelle (oder komplexe) Zahlen sind,
und verwenden zur Abkiirzung die vektorielle Schreibweise y = f{z) mit

1 y={y13'-‘+yn}T1— .f={f1:-"afn}T'

Als Beispiel kann die Berechnung eines Vektors r € R™ als Ldsung eines linearen Glei-
chungssystems Az — b dienen, wobei = — f{A,b) := A~'h.

I=|{Il1—"-:Im}T

Definition 1.1: Bei Verwendung fehlerhafter Eingangsdaten =; + Az; (7. B. aufgrund
des Rundungsfehlers) ergeben sich fehlerhafte Resultate y; + Ay; . Wir bezeichnen |Agy;|
als den absoluten® Fehler und |Ag;/y;| (fir y; £ 0 ) als den  relativen® Fehler.

Grofie absolute Fehler kinnen offenbar, ,relativ® gesehen, klein sein und umgekehrt; z. B.
mag ein Fehler von + 100 km beim Messen der Entfermung Erde-Mond als , klein®* an-
gesehen werden, wihrend derselbe Fehler bezogen anf die Entfernung Heidelberg-Paris
sicherlich als ,,grof* anzusehen ist.

Wir haben gesehen, dass der relative Rundungsfehler durch die Maschinengenanighkeit
eps beschriankt ist. Hier wird uns auch hauptsichlich nur dieser interessieren. Im Fol-
genden betreiben wir eine sog. , differentielle” Fehleranalyse, die sich anf die Betrachtung
des Einflusses relativ kleiner Datenfehler |Ax;| < |z;| beschrinkt. Sind die Funktionen
fi = filz1, ..., zn) stetig partiell differenzierbar nach den Argumenten z;, so gilt nach
dem Taylorschen Satz

m a A
Ay = filz + A7)~ fi(z) = Y 57 (2)Az; + Rl(z;Ax), i=1,...m, (128
j=t 7
mit einem Hestglied R,‘f (z; Ax), welches schneller als |Az| = max;—;__m |Az;| gegen

Null geht; wir schreiben dies abgekiirzt als Rf (z; Ax) = of|Ax|) . Der Emfa.chhmt halber
nehmen wir an, dass sogar R‘f (z; Ar) = O(|Az|*) gilt, was im Falle der zweimaligen
Differenzierbarkeit der Funktion f gesichert ist.
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Definition 1.2: Wir verwenden hier und im Folgenden die sog. ,Landauschen! Symbole*
O(-) und ol-) zur quantitafiven Beschreibung von Grenzprozessen. Fiir Funktionen g(t)
und h(t) der Variablen t € B, bedeutet die Schreibweise

g(t) = O(h{t)) (t—=0),
dass fir Keine t € (0,#p] mit einer Konstanten ¢ > 0 gilt
|g(t)| < c|h(t)].

Entsprechend bedeutet g(t) = o(h(t)) fir t — 0, dass fiir kleine t € (0,to] mit einer
Funktion c(t) =+ 0(t — 0) gqilt

lg(t)| < e(t) | Alt)].

Analoge Schreibweisen verwendet man fiir Grenzibergdnge t — 0o

Beispiel 1.3: Fiir eine zweimal stetige differenzierbare Funktion g (t) folgt aus
g(t+At) = g(t) + Atg'(t) + A g"(T), 7€ (Lt +AL),
fiir den sog. ,vorwirts genommenen Differenzenquotienten die Beziehung

At~ {g(t + At) — g(t)} = ¢'(t) + O(At).

Die obige Formel (1.2.8) besagt, dass der Fehler Agy; ,in erster Naherung”, d.h. bis
auf eine Grife der Ordmung O(| Az|?), gleich dem ersten Summanden auf der rechten
Seite ist; in Symbolen:

m F; :
a2y o), (129)

=1 7

Fiir den komponentenweisen relativen Fehler gilt dann

Ay . N~ O (A7 N~ Of T Az 1.2.10
w20 T 5 T e
=:kij{I}

"Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938): Deutscher Mathematiker; seit 1909 Professor in
Gottingen (Nachfolger von Minkowski); 1934 wegen seiner jidischen Abstammung zwangsweise pensio-
niert; fundamentale Beitrage zur analytischen Zahlentheorie, insbesondere zur Primzahlverteilung, und
zur (komplexen) Funktionentheorie.
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Diabei verhilt sich der vernachlssigte Term wie

S (z: 2
et oty

Unter der Voraussetzung, dass |Ax| = of|y;]) kann er gegen den fiithrenden O(|Ax|)-
Term vernachlissigt werden. Wir werden im Folgenden stets annehmen, dass sich die
aunszuwertende Grife und die betrachteten Datenstéirungen verhalten wie

|Az| = ofys]), i=1,...,n.

Andernfalls darf das Restglied nicht vernachlissigt werden.

Definition 1.3: Die Griflen kij(x) heiflen ,(relative) Konditionszahlen® der Funktion
f im Punki = . Sie sind ein Mafl dafiir, wie sich Eeine relative Fehler in den Ausgangs-
daten im Ergebnis auswirken. Man nennt die Aufgabe, y = flr) aus = zu berechnen,
wschlecht konditioniert®, wenn ein |kj;(x)| 2 1 ist; andernfalls  gut konditioniert® oder
auch gutartig®. Im Fall |kj;(z)| < 1 spricht man von  Fehlerdimpfung® und im Fall
|kij(z)] = 1 von Fehlerverstirkung®.

Die Konditionierung einer numerischen Aufgabe ist eng verkniipft mit der Frage nach
berechenbaren Fehlerschranken fiir zugehorige Niherungslosungen. Beim Problem der di-
rekten Funktionsauswertung y = f(z) ist die relative Fehlerempfindlichkeit beschrie-
ben durch die Relation (1.2.10). Interessanter ist das umgekehrte Problem der Glei-
chungslésung = — f~!(y), bei dem zu gegebenem y die Lisung der Gleichung f(z) =y
gesucht ist. Hierbei wird o.B.d.A. Gleichheit der Dimensionen n = m angenommen. Als
Beispiele kinnen wieder die Losung eines linearen Gleichungssystems oder die Bestim-
mung der Wurzeln einer quadratischen Gleichung dienen. In diesem Fall liegt es nahe,
eine Fehlerabschitzung fiir irgendeine Niherungsldsung = anf dem Weg der ,Probe® zu
erzielen. Zu diesem Zweck bildet man den sog. ,Defekt* d{z) = f(z) — y (Die Grifie
riz) =y — f(zr) = —d(z) wird das ,Residuum® von r genannt.). Die Frage ist mun, ob
fiir einen kleinen Defekt auch der tatsichliche Fehler Az = x — ¢ klein ist. Die differen-
tielle Fehleranalyse liefert hierzn

(- nﬂyj 0. Bf . u
ZL‘ 2 k:j = ay:' {y]I_i?

mit den Konditionszahlen k(" der inversen Abbildung f~*(-). Wir fassen die Kondi-
tionszahlen zu Matrizen K = (k)% und KOV = (k57)z
Produkt gilt dann

_ = Ofeyi _ yiv—Ofc ﬁfk
KOV, =S kS ky; m0fy Y b5
( )i ; ik Z EI'I;: i Or; T z fzy Ox; 4

Ti=1 rusammen. Fiir deren
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wobei das sog. ,Kronecker’-Symbol® &;; fiir die Alternative d; = 1, fiir é = j, baw.
8,; =0, fiir i # j, steht. Die Matrix K'=" ist also gerade die Inverse von K.

1.2.1 Arithmetische Grundoperationen

Im Folgenden diskutieren wir die Konditionierung, d. h. die Anfilligkeit gegeniiber kleiner
Storungen der Eingangsdaten, einiger einfacher Grundaufgaben.

1) Die Addition y = f(x1,a) = T1 + T2 zweler Zahlen zi, 10 € B, xy, 79 # 0, mit

b af « _q Ty B 1
e a1y f B T{ + Ia B 1+IgfI1
af 1a Ta 1

ks — 222 _ . -
d1a f T{ + Ia 1+I1fIg

ist ,schlecht” konditioniert fiir = /xs ~ —1. Bel der Addition &hnlich grofier Zahlen mit
unterschiedlichem Vorzeichen kann bei der Fortpflanzung von kleinen Stérungen in den
Eingangsgrifien sog. ,, Auslischung” wesentlicher (dezimaler) Stellen auftreten.

Definition 1.4 (Ausldschung): Unter  Auslischung® versteht man den Verlust an we-
sentlichen Dezimalstellen bei der Subfraktion von Zahlen gleichen Vorzeichens., Dies ist
gefihrlich im Fall, dass eine oder beide der Zahlen keine Maschinenzahlen sind und vor
Ausfiihrung der Operation gerundet werden. Bei der Subtraktion von Maschinenzahlen ist
Auslischung natiirlich unschddlich.

Beispiel 1.4: Dezimale Gleitpunktrechmung mit =4 und s =1

= 011258762102 — rd(x4) = 0.1126- 102
s = 0.11244801-102 — rd(xa) = 0.1124- 102
T+ 1 = 022503653-102 , rd(x;) +r1d(xg) = 0.2250- 102
r—1a = 0.13871-107! . 1d(x) —rd(xa) = 0.2000-107"

Im zweiten Fall gilt ky ~ kg ~ 810, d. h. fast 1000-fache Fehlerverstirkung.

2) Die Multiplikation y = f(z;,a) = Ty - o mit

af = Ty
M= T mom 0 R Dh

ist generell ,gut* konditioniert. Dasselbe gilt auch fiir die Division (Ubungsaufgabe).

Leopold Kronecker (1823-18091): Deutscher Mathematiker; wirkte in Berlin als ,Privatgelehreer®;
betrich die Arithmetisierung der Mathematik; wichtiger Vertreter des , Konstruktivismus®, welcher die
generelle Verwendung des Widerspruchsbeweises und des ,aktual Unendlichen® in Form z. B. der allge-
meinen reellen Zahlen ablehnt.
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1.2.2 Losung quadratischer Gleichungen

Fiir Zahlen p,q € B wird die folgende quadratische Gleichung betrachtet:
¥ —py+g=0 (obdA. g+£0).

Fiir die Wurzeln y; und yo gilt y12 = y1,2(p, q) = p/2£+/p*/4 — q sowie p=yityp.q=
w1 -ya (Vietascher® Wurzelsatz). Damit erhilt man:

Oy Onm
op ~ Op = Oy _ _m I wn
%yg+y1——[] dp yﬂ_yl? ip Ya — i
p )
O Im
dq  Og = aﬂ= 1 =_%
Wy 2 g vi—ys dq
a a

11=@£= vy p_mtw l+wm/n

dpyy w—wmy wi—wm 1—y/m
12 = 5/ —

gy w—wwm wm—w l1—wp/n

Fiir ky und ks gilt Analoges. Die Berechnung von yy, ye ist schlecht konditioniert fiir
y1/yz ~ 1, d. h. wenn die Wurzeln relativ dicht beeinander liegen.

Beispiel 1.5: p—4, q=23999, y,—2+001,

1

kig = ———
I —y/ye

=095 = fast 100-fache Fehlerverstirkung.

1.3 Stabilitit numerischer Algorithmen

Gegeben sei wieder eine numerische Aufgabe der Art y = f(r) mit einer Abbildung
f:BE™ — B". Unter einem ,Verfahren* (oder  Algorithmus®) zur gegebenenfalls nihe-
rungsweisen Berechnung von y aus r verstehen wir eine endliche (oder auch abzihlbar
unendliche) Folge von _ elementaren® Abbildungen *!, die durch sukzessive Anwendung
einen Naherungwert ¢ zu y liefern:

r— 1@ 5 oM (@) _ g0y ) R ) o

3Francois Viete, lat. Franciseus Vieta (1540-1603): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten uber alge-
braische Gleichungen und sphiirische Trigonometrie; gab trigonometrische Tafeln heraus und fohrte die
systematische Buchstabenrechnung ain.
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Im einfachsten Fall sind die ™ arithmetische Grundoperationen.

Definition 1.5: Bei der Durchfihrung des Algorithmus auf einer Hechenanlage frefen
in jedem Schritt Fehler auf (z. B. Rundungsfehler, Auswertungsfehler von franszenden-
ten Punktionen, u.s.w.), die sich bis zum Ende der Rechnung akkumulieren kdnnen. Der
Algorithmus wird stabil® [{oder auch  gufartig®) genannt, wenn die im Verlaufe der
Ausfiihrung akkbumulierten Fehler den durch die Konditionierung der Aufgabe y = f(x)
bedingten unvermeidbaren Problemfehler nicht dibersteigen.

Eine der Hauptaufgaben der numerischen Mathematik ist es, fiir die in den Anwendungen
auftretenden Aufgaben stabile Losungsalgorithmen zu finden. Wir diskutieren im folgen-
den einige elementare Beispiele.

1.3.1 Lésung quadratischer Gleichungen

Wir betrachten die Auflésung einer quadratischen Gleichung der Form

¥ —py+g=0 (0#£q<p’/1), ma=flpa) =p/2+V/P/1—q.

Fiir |y, /ys| = 1, d. h. fiir g < p*/4, ist die Aufgabe gut konditioniert. Der Algorithmus
zur Berechnung der Wurzeln kiinnte wie folgt aussehen:

u=p/d, v=u—q, w=+v (=0).

Im Fall p = 0 wird zur Vermeidung von Ausloschung zunichst g3 = p/2 — w berechnet
mit der akzeptablen Fehlerfortpflanzung

152 £ |yl 171+ I5
l—Ew,J'p l—pf?w} ’
=1 w1

Die zweite Wurzel konnte dann auf folgenden Wegen bestimmt werden:

Variante A Variante B
i =p/2+w Y1 =qfy2 (Wegengq = yiya)

Fiir ¢ < p°/4 ist w =~ —p/2, d. h. bei Variante A tritt zwangsliufiz Ausléschung ein.
Die Rundungsfehler in p und w ibertragen sich auf 3y wie

ﬁpl

|1+2 || |1+ 92 ||_
w/p pf(2w)l | w |
w1 < Eps % 1 3 Bps

| Ay
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Dieser Algorithmus ist offenbar im vorliegenden Fall g < p?/4 sehr instabil. Bei Variante
B gilt dagegen
|%

|<
0

A
GRS
o

Leps  seps
d. h. dieser Algorithmus ist stabil.

Regel 1.1: Bei der Losung quadratischer Gleichungen sollten nicht beide Wurzeln aus
der Losungsformel berechnet werden.

Beispiel 1.6: p=-—4, g=0.01 (vierstellige Rechnung)

— 4
i 3.00 exakt : —0.0025015...
S 1‘9974954 W= A 1 —0.0030 (rel. Fehler 0.2)
w = e P & aa
B . —0.0025
72 — —3.0074084 ..

1.3.2 Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Im Folgenden bedienen wir uns einer sog. , Vorwartsrundungsfehleranalyse®, bei welcher
die Akkumulation des Rundungsfehlers ausgehend vom Startwert abgeschitzt wird. Wir
beginnen mit der Auswertung eines einfachen arithmetischen Ausdrucks der Art
y = f(z1,72) = 71 — 13 = (1 +72) - (1 — ).

Der Problemfehler durch Rundung der Ausgangsdaten verhilt sich wie

2
Ayl -
= <
B

=1

(z1/z2)* +1
(z1/za2)? — 1

Of z;
an f

Ar;

i

I
eps .
— 3

Ty 2
<ozl b -
_|I1I?—Ig + IEI? ]
Fiir |y /xq| 7= 1 liegt also schlechte Konditionierung vor. Zur algorithmischen Auswertung
dieses Ausdrucks gibt es zwei Alternativen, wobei die Ausgangsdaten =,z £ A als
Maschinenzahlen gegeben seien.

Algorithmus A: Algorithmus B:
u =1 &Iy U =T8Ty

¥ = T (=) Ta v =T & T3
y=uSv y=u®@Hu

Zur Rundungsfehleranalyse beachten wir, dass fiir die Maschinenoperationen & auf der
Menge A der Maschinenzahlen gilt:

a®b=rd(a+b)=(a+b)(l+s) mit |g| <eps.
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Unter Verwendung dieser Beziehung erhalten wir fiir den ersten Algorithmus:

(A) u==zi(l+&), v=x3(1+e)
g=[2(1+&1)—23(1+ea)] (1 +¢e3)
=13 — z% +xiey — TiEe + (73 — 13) £3 + Ofeps’)
I, + 12 + |Il — 12| {I”’Ig]z +1
- = 1+ = ).
| ‘ 22— =] s (z1/z2)? — 1

Der Rundungsfehlereinfluss wird grofi fiir |rp/ra| ~ 1, libersteigt aber nicht den Pro-
blemfehleranteil, d. h.: Der Algorithmus A ist nach unserer Definition durchaus stabil.

= =y

Fiir den zweiten Algorithmus gilt:

(B) u=(zi+m)(l+e1), v=(z—z)(1+&2)
Y = (x1 +x2) (1 +&1) (x1 — z2) (1 + £2) (1 + £3)
= r?_— 3+ (z?_— x3) (51 + £2 + £3) + O(eps”)

Ayl -
’_y' <|e1 + 52+ 53| < Jeps.
)

Alporithmus B ist offenbar 1. Allg. stabiler als Algorithmus A. Es sei nochmals betont,
dass hierbei von bereits gerundeten Ausfgangsdaten in A ausgegangen wird. An diesem
Beispiel kann man bereits eine einfache Hegel ablesen, die allgemein giiltigen Charakter
hat. Die Auswirkung dieser Regel wird anhand des nichsten Beispiels noch klarer werden.

Regel 1.2: Bei der Durchfiihrung einer numerischen Rechnung sollie man die numerisch
schlechter konditionierten Operationen maglichst frithzeitig ansetzen.

1.3.3 Auswertung von Polynomen

Gegeben sei ein allgemeines Polynom in der iiblichen Monomdarstellung:
y=plr)=apt+az+... +a,z".

Als Modellfall betrachten wir zunichst das Polynom
p(x) = a1z + asx” = z(ay + asx).

Zu seiner Auswertung in einem Punkt £ bietet sich der Algorithmus

A) u={(@f, v=aCu, w=m @, y=vdw,
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und, bei Berficksichtigung der obigen Faustregel, der Algorithmus
B) u=a0f, v=a18u, y=£{0u,

an. Bei Algorithmus B spart man offensichtlich eine arithmetische Operation. Die zu-
gehorige Rundungsfehleranalyse sieht wie folgt aus:

(A)  wu=8Y14e), v=af(1+5)(1+2), w=arf(l+eq)
7 = [aa€(1 + £ )(1 + £3) + a1 £(1 + £4)](1 + £4)
= 28 + o€ + (a28® + a1€)2q + aaf (51 + £2) + azfeg + O(eps’)
— y + ye4 + asf? (51 + £a) + asfea + O(eps?)

a1fes + asf?(ey + £2)

ﬂlf + ﬂﬂEﬂ {El + &3 — Eﬂ-]

|%|§“+ =E‘+Ef"+a1fai+a
(B) u=asf(l+51), v=|a+asf(l+z1)](1+za)
§ = Elar + aaf(1 +£1)](1 + £2)(1 + £3)
=y + m&(ga + £3) + a2f’ (1 + £2 + £3) + Ofeps?)

_ &
a1fﬂ2+££l'

Fiir £ ~ —ayfas (d. h. wenn £ nahe bei einer Nullstelle von p(z) liegt) ist Algorithmus
B offensichtlich etwas stabiler als Algorithmus A.

Ay| .
|—| = £z +E3 +
y

Dieses Resultat legt zur Auswertung des allgemeinen Polynoms n-ter Ordnung, ans-
gehend von der Darstellung

p(z) = ap + z(ay + x(az + ... + z(an_y +Ta,)...)),

den folgenden Algorithmus nahe:

Definition 1.6: Das sog.  Horner'-Schema®
bp=an, k=n—1,....0: b =ax+ L, (1.3.11)

liefert den Funktionswert p(£) = by des Polynoms p(x).

Zur Auswertung eines Polynoms in der allgemeineren Darstellung

plr) =ag+ ai(r — ) + aslr — mpl{z — 1) + ... + anlc — xp). . (T — Tp1)

AWilliam George Horner (1786-1837): Irischer Mathematiker; Betreiber verschiedener Sehulen; be-
kannt durch das , Horner-Schema® (1830) zur Auswertung algebraischer Gleichungen; dessen Prinzip war
aber bereits vorher anderen Autoren bekannt (friheste Quelle ist Zhu Shijie im China des 13. Jahrh ).
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mit gewissen Zahlen =;, i =0,... r,_1, wird das Horner Schema wie folgt modifizert:
bp=a,, k=n—-1,..,0: b=a+({—ze)brs1, pl£)=bhn. (1.3.12)

Regel 1.3: Die Auswertung von [gegebenen) Polynomen sollte mit Hilfe des Horner-

Schemas erfolgen.

Bei der Auswertung von Polynomen mit Hilfe des Horner Schemas spielt auch die Ein-
sparung von arithmetischen Operationen eine Rolle. Dies wird hier und in vielen dhnlich
gelagerten Fillen besonders wichtig, wenn die algorithmische Komponente sehr hinfig
wiederholt werden soll. Den Rechenaufwand zihlt man dabei iiblicherweise in Form von
sog.  arithmetischen Operationen® (abgekiirzt | a. Op.*). Eine a. Op. setzt sich zusammen
aus jeweils einer Addition und einer Multiplikation. Die Unterschiedliche Betrachtung von
Addition und Multiplikation geschah bisher aus technischen Griinden, da auf den &lteren
Prozessoren eine Multiplikation deutlich mehr Zeit in Anspruch nahm als eine Addition.
Inzwischen hat sich dieser Unterschied aber nivelliert, so dass Addition und Multiplika-
tion als praktisch gleich schnell im Verhidltnis zur etwas langsameren Division angesetzt
werden milssten.

Beispiel 1.7: Ausfilhrungszeiten von jeweils 10° a. Op.:
1) (,Antiker*) Prozessor 68040 von Motorola (Macintosh Quadra 700):

Addition 1220 Sek., Multiplikation 1320 Sek., Division 2540 Sek.
2. Alter 32 Bit-Prozessor Atlon 1.4 GHz (Standard PC):
Addition 4,5 Sek., Multiplikation 4,5 Sek., Division 6 Sek.
3. Spiterer 64 Bit-Prozessor Atlon 3500+ (High-end PC):
Addition 2,5 Sek., Multiplikation 2,5 Sek., Division 4,5 Sek.

Moderne Prozessoren sind aber noch wesentlich schneller. Bei solchen Leistungsmessungen
spielt die verwendete Optimierungsstufe des Compilers eine nicht unwesentliche Rolle.
Diese Werte sind erreichbar sowohl mit FORTRAN, C/C++ als auch mit MATLAB.

1.4 Ubungsaufgaben

Ubung 1.1: Man schreibe die folgenden Ausdriicke in der Form f(h) = O(h®), fiir
k™ 0 mit miglichst grofflem p € M, bew. g(n) = O(n?) fiir n ,/ oo mit moglichst
kleinem g & M:

a) f(h) = 4(k? + R)* — 4R*, b) g(n)=4(n®+n)* —4n’,
eh — gk l1—eg™=
c) f(h)= BT 1, d) g(n) = i‘;lg ="
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&) Wie lisst sich das asymptotische Verhalten von f(h) = 1/In{h) beschreiben?

Ubung 1.2: Man untersuche die Konditionierung der folgenden Rechenoperationen:
I x
a) flzy,z3) = I—; (ra#0), b flzr,ma)=5" (z1>0).
Sind die einfachen Operationen f(z) = 1/ und f(z) = /T gut konditioniert?

Ubung 1.3: Die Ausdriicke

1—=z 1-2¢ 372
"o = Ay

) =1 T

stellen fiir = > 0 dieselbe Funktion f(x) dar.

a) Wie sieht es mit der Konditionierung der jeweiligen numerischen Aufgaben, f(z) fiir
0 =< |z| <1 aus diesen Darstellungen zu berechnen?

b) Wie wiirde man bei der praktischen Auswertung von f(z) fiir 0 < |z| < 1 zur
Gewidhrleistung guter numerischer Stabilitit vorgehen?

Ubung 1.4: Man gebe einen Weg an zur experimentellen Bestimmung der Maschinen-
genanigkeit
— max I‘d{z}—z|
eps 1= e e

Dabei kann verwendet werden, dass fiir die Maschinenoperationen & gilt:

@y = (z+y)(1+¢), z,y€A, || <eps.

Ubung 1.5 (Praktische Aufgabe):
a) Man bestimme mit einem Testprogramm die Maschinengenanigheit des benutzten
Rechners (in der jeweils verwendeten Programmiersprache).

b) Man schreibe ein (MATLAB-)Programm zur Berechnung der Exponentialfunktion &*
mit Hilfe ihrer Taylor-Summen
= rF
Tu(z) =Y i
k=0

Man plotte fiir n € [0,20] den relativen Fehler fiir die Argumente = € {10,1, -1, —10}.
Man erklire die schlechten Ergebnisse fiir negative Argumente und gebe eine Modifikation
an, mit deren Hilfe negative wie positive Argumente gleich gut behandelt werden konnen.

Ubung 1.6: Man schreibe die folgenden Ausdriicke in der Form f(h) = O(h™) bzw.
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flh)=olh™) fir h € By, h — 0, mit einem moglichst grofen m < M:

sin{1 + k) — 2sin(1) + sin(l — k)
h2

a) f(h)=
b) f(h)=

+ sin(1);
k
In(h)’

Ubung 1.7: Wie groB ist in erster Niherung der relative Fehler bei der Bestimmung der
Molmenge m eines idealen Gases (mit Gaskonstante ~ = 0,082) aus der Formel

PV

m(P,V,T) = T_T’

wenn die Temperatur 7' mit 200+ 0,5 Grad, der Druck P mit 2 £ 0,01 atm und das
Volumen V' mit 10+ 0,2 1 bestimmt wurden. Welche Messung muss verfeinert werden,
um den Fehler unter 1% zu driicken?

Ubung 1.8: In vielen Fallen kann die Konvergenzordnung eines Grenzprozesses
alh) +a (h—0), alh)—a=0R"),

nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekanntem Limes o fiir zwei Werte
h und h/2 die Fehler a(h) —a und a(h/2) —a berechnet und dann die Ordnung o iiber
den formalen Ansatz a(h) — a = ch® aus der folgenden Formel ermittelt:

1
a=10g{2}10g( )

a) Man rekapituliere die Rechtfertigpung dieser Formel und iberlege, wie man vorgehen
kinnte, wenn kein exakter Limes a bekannt ist.

alk) —a
alh/2) —a

b) Man bestimme die inh&renten Konvergenzordnungen fiir die folgenden, von Funktionen
a(h) und b{hk) abgegriffenen Werte:

h a(h) b(h)
9-1 | 7.188270827204928 | 8.80271737217530
2-2 | 7.005485351135761 | 8.071800326320658
2-3 | 7.047858507600531 | 8.992881146463981
91 | 7.023726226300662 | 8.008220330201473
2-5 | 7.011579000356371 | 8.099559782088068
2-5 | 7.005485400034100 | 8.099805247704067
Limes | a(0) = 7.0 b(D) =7
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Ubung 1.9: Man betrachte die Funktion

a) Fiir welche = ist die Auswertung von f(r) gut bzw. schlecht konditioniert?

b) Man gebe fiir |z| < 1 einen stabilen Algorithmus zur Berechnung von fiz) an.
Diabei sei angenommen, dass cos(r) mit Maschinengenanigkeit berechnet wird. (Hinweis:
Die Darstellung von f kann mit Hilfe der Rechenregeln fiir trigonometrische Funktionen
umgeformt werden. )

Ubung 1.10 (Praktische Aufgabe): Man berechne Niaherungswerte
>
E=0

fir r = —5,5 mit n =1,2,...,30, auf die folgenden drei Arten:
1) mit der obigen Formel;
2) mit der Umformung e 5* — 1/&%* und der obigen Formel;
3) mit der Umformung 5* = (¢~%5)!! und der obigen Formel.

Der exakte Wert ist e 5* — 0,0040867714.... Wie sind die beobachteten Effekte zu
interpretieren? Dies ist ein Beispiel dafiir, dass scheinbar kleine Modifikationen in nume-
rischen Algorithmen pravierende Konsequenzen fiir die Approximationsgenanigkeit haben
kinnen. Welche Ergebnisse ergeben sich, wenn die Auswertung der Taylor-Polynome mit
Hilfe des Horner-Schemas erfolgt?

Ubung 1.11: Sei A € R™*" beliebig gegeben. Man gebe einen Algorithmus an zur Aus-
wertung des Matrixpolynoms

p(A) =3 a:A’
i=0
mit Koeffizienten a; € B, der moglichst wenig Speicherplatz und arithmetische Opera-
tionen (1 a. Op. = 1 Mult. + 1 Add.) benitigt.

Ubung 1.12: Es seien die Nullstellen eines Polynoms p(z) = Y7 a;z* zu bestimmen.
Man zeige, dass fiir eine Niherung z zu einer einfachen Nullstelle z £ 0 in erster Nihe-
rung die folgende Abschatzung gilt:

p(2)
P(z)z
Dies motiviert die Genanigkeitskontrolle bei der Berechnung von Nullstellen von Polyno-

men in der iibernfichsten praktischen Aufgabe. (Hinweis: Die Aufgabe ist leichter als sie
aussieht; Taylor-Entwicklung.)

I—z

| <

z
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fIbungﬁl.lB: Die Funktion f{z) = = + 1 stelle sine physikalische Grifie dar, von der
Werte f(r;) = f(z;) an Aquidistant verteilten Punkten

;=th, 0<i<n:=10°, h=107%,

mit einem maximalen Fehler von 0,1% gemessen werden. Man zeige, dass bei der Ap-
proximation der Ableitungswerte f'(r;) mit dem zentralen Differenzenquotienten
Flzs) = f{Ii+1}i;1.f{Ii—1}J i 1l.no1

aus diesen Werten ein relativer Fehler von 100% auftreten kann. Dies zeigt die Fragwiirdig-
keit der Approximation von Ableitungen durch Differenzenquotienten. (Hinweis: Man kon-
struiere spezielle Storungen.)

Ubung 1.14 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Berechnung der
reellen Lasungen der quadratischen Gleichung

plr) =ar® + b +c=10,

zu gegebenen a, b, c € R. Es sollen alle méglichen Félle der Degenerierung (2. B.: a =0
beriicksichtigt und der Einflufi des Rundungsfehlers minimiert werden. Man erprobe das
Programm anhand der folgenden Fille:

a: o(o|of0|2{2| 2 |41 |1|1|-1|-1|—-4|-1|-4|-1|-1]|25-10°
b: ojojr|2j0jojo |22 2200|0282 2 —-10%
[ ojfrjoj1|oj1|-4|0|-2|1|2(0 |-1(2]|0|12|-1|-5 1

Die berechneten Lisungen sollen akzeptiert werden, wenn das folgende heuristische Kri-
terium erfiillt ist (s. Aufgabe 2):







2 Interpolation und Approximation

Ein Grundproblem der numerischen Praxis ist die Darstellung und Auswertung von Funk-
tionen. Dhabei ergeben sich folgende Aufgabenstellungen:

(i) Fine Funktion f(r) ist nur in einer diskreten Menge von Argumenten zy,... T,
bekannt und soll mit dieser Information rekonstruiert werden (z. B. zur graphischen
Darstellung oder zur Auswertung an Zwischenstellen).

(ii} Fine analytisch gegebene Funktion f(r) soll auf der Rechenanlage so dargestellt
werden, dass jederzeit Funktionswerte zu beliebigem Argument = leicht berechnet
werden kiinnen (z. B. trigonometrische Funktionen).

In beiden Fillen hat man ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden, n&mlich
die funktionale Abhingigkeit y = f(z), durch einen endlichen Datensatz zu simulieren.
Hierzu bedient man sich gewisser Klassen P von einfach strukturierten Funktionen; z. B.:

Polynome: plr) =ap+ ez + ... + a,z",
rationale Funktionen: r(z) = g’;: 5111;_:' _:_bﬂ“—m ;

trigopnometrische Polynome: t¢{x) = %au + i {ax cos(kz) + by sin(kz)}.
k=1

Exponentialsummen: e(r) = i ay explbyr).
k=1

Definition 2.1: Geschieht die Zuordnung eines Elementes g € P zur Funktion f durch
Firieren von Funktionswerten

g(z:) =y = fl=z:), i=0,...,n,

so spricht man von  Inferpolation® Ist g € P als in einem gewissen Sinne _beste”®
Darstellung von f zu bestimmen, z. B.:

max |f(z) —g(z)| minimal fir ge P,

axih
oder

f|_f |ﬂdz) minimal fir g€ P,

so spricht man allgemein von Approzimation®. Die jeweilige Wahl der Konstruktion von
g € P hidngt von der zu erfiillenden Aufgabe ab. Offenbar ist die Interpolation eine spezi-
elle Art der Approrimation mit

D%‘&K |flz:) — glz;)| minimal fir ge P

23
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2.1 Polynominterpolation

Wir bezeichnen mit F, den Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich n:
F, ={plr)=ap+aiz+...+ax" |q; €R, 1 =0,...,n}.

Definition 2.2: Die sog. ,Langrange'-Interpolationsaufgabe® besteht darin, zu n + 1
paarweise verschiedenen Shitzstellen (auch ,Knoten® genannt) xp,....1, € B und ge-

gebenen Knotenwerten yy, ...,y € B ein Polynom p € B, zu bestimmen mit der Eigen-
schaft

plr:)=w, i=0,..,n (2.1.1)

Satz 2.1 (Langrange-Interpolation): Die Langrange-Interpolationsaufgabe ist eindeu-
tig lasbar.

Beweis: Wir zeigen zundchst die Eindeutigkeit. Sind py, pe € B, zwei Losungen, so gilt
firp:=py—meF, :plr;)=0,i=0,...,n,d h: p hat n+1 Nullstellen, und ist folg-
lich identisch Null (folgt mit Hilfe des Satzes von Rolle?). Zur Existenz betrachten wir die
Gleichungen p(x;}) = gt = 0,...,n. Dies kann man interpretieren als ein lineares Glei-
chungssystem mit n+ 1 Gleichungen fiir die n+ 1 unbekannten Koeffizienten ag,...,a,
von p € F,. Wegen der Eindeutigkeit von p muss dieses System dann notwendig eine
Losung haben. Q.ED.

Zur Konstruktion des Interpolationspolynoms p € F, verwendet man etwa die sog.
»Lapgrange-Basispolynome®

n

L) = ] ;__I;_EP,,, i=0,..
j=0g =t T

TR

Dass der Satz von Polynomen {LE"}J =0,...,n} tatsdchlich eine Basis von F, ist, wird
als Ubungsaufgabe gestellt. Offenbar ist

0, falls i £k

1

1, falls i —k
Lf.“’{z,,}={ ’ ! } —: 8, (Kronecker-Symbol).
Definition 2.3: Das Polynom

p=Y wuli”eP, (2.1.2)
i=|]

! Joseph Louis de Lagrange (1736-1813): Franzdsischer Mathematiker; 1766-87 Dircktor der mathem.
Klasse der Berliner Akademie, dann Profossor in Paris; bahnbrechende Arbeiten sur Variationsrechnung,
zur komplexen Funktionentheorie sowie zur theor. Mechanik und Himmelsmechanik.

2Michel Rolle {1652-1719): Franzosischer Mathematiker und Autodidakt; wirkte in Paris und leistete
Beitrage sur Analysis, Algehra und Geometrie; der nach thm benannten Satz wurde 1691 publiziert.
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hat dann die geuwninschien Figenschaften p(x;) = y; . Fs wird die ,Lagrange-Darstellung®
des Interpolationspolynoms zu den Stitzpunkten (g, up),. .., (T, ¥, genannt (abgekiirzt
JLagrange-Interpolationspolynom ™).

Die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms hat den Nachteil, dass sich die
verwendeten Basisfunktionen von P, bei Hinzunahme eines weiteren Stiitzpunkts
(Tns1s Ynp1) vollig dndern. Dies wird vermieden bei Verwendung der sog. ,Newton®-
Basispolynome*

i1
No(z) :==1; i=1..,n: Niz) = [[ (= —=)
=0
Aus diesen l&sst sich das Interpolationspolynom systematisch aufbauen. Fiir den Ansatz

n

plz) = Z a; N;(x)

i=(

findet man durch sukzessive Auswertung in xy, ..., r, das gestaffelte Gleichungssystem

Yo = plTo) = ag
w = plz1) = ap + ay(x1 — z0)

Yo =plon) =ap +ay(zy — o) + ... + anlTn — o). . (Tn — Tn-1),

woraus sich die Koeffizienten a; rekursiv berechnen lassen. Die Hinzunahme eines weiteren
Punktes (rp41,%ns1) ist nun leicht durch Fortsetzung dieses Prozesses mit der Basisfunk-
tion N,.:1 zu bewerkstelligen. In der Praxis bestimmt man die a; jedoch auf eine andere,
numerisch stabilere Weise, die im Folgenden beschrieben wird.

Satz 2.2 (Newton-Darstellung): Das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Punk-
ten (i, y:),1 = 0,. . n, ldsst sich bzgl. der Newlton- Polynombasis schreiben in der Form

p(z) = 3 ylzo, ..., 2 Ni(z). (2.1.3)
i=0

Dabei bezeichnen y|zo,...,z;| die zu den Punkten (z;,y;) gehorenden sog. ,dividierten

Differenzen®, welche rekursiv definiert sind durch
i=0,...,n: AR
k=1,...n—i: Y[z, - - s Tipn] 1= Yleers, - Terk] = y[Iﬁ“"IiH‘_l]_

Tick — L

Izane Newton (1643-1727): Englischer Physiker und Mathematiker; Profossor an der Universitat
Cambridge; entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik und der Differentialrechnung.
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Beweis: Es begeichne p;;,; € F, das Polynom, das die Punkte (z;,u;), ... (Tips, Yige) s
interpoliert. Speziell ist also pp,, = p das gesuchte Interpolationspolynom. Wir zeigen

Piisk(T) = ylz:] + ylzs, mop)(z — =) + . ylms, - (2 — ). (T — Tea),

was offensichtlich die Aussage des Satzes als Spezialfall beinhaltet. Der Beweis wird durch
Induktion bzgl. der Indexdifferenz k = (i +k) —:z gefiihrt. Fiir k =0 ist p;; = y = y|z]
i=0,...,n. Sei die Behauptung richtig fiir £ — 1 = 0. Konstruktionsgemif gilt mun

1

Pii+k(T) = piis—1(z) + a(zr — ;). . (T — Tigr—1).

Zu zeigen ist also, dass a = y|z;,...,7is). Offenbar ist a der Koeffizient von =* in
Pii+klx) . Nach Induktionsannahme ist weiter

Pi,.H.ilp_]{I] =...+ !‘I'[I-'-.-- . .I.‘+k_1]Ik_1,
Pi+1,i-|-l:{I] =...+ !uI'[I.'+1:- ©aep I.'+J'=]Ik_1:-

wobei ... * fiir Polynomanteile vom Grad kleiner oder gleich & —2 steht. Wie man leicht
verifiziert, interpoliert das durch

(z— I-']P-'+1,i+k($} —(z— Ii+£]P-‘,-‘+k—1{I}
Tivk — T
}Pi+1,i+k{1} - P-',-'+i=—1{I}
Litk — Ti

g(z) =

= Piitk—1(T) + (T — z;

gegebene Polynom g € Py die k£ + 1 Stitzpunkte (z;.y;), 7 =14,...,i + k. Wegen der
Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ist dann notwendig g = pie . Der fiilhrende
Koeffizient in p;;4i(z) ist demnach

a— YTitt, - - Tivk] — YlTiy - - Tigia)
Titk — Ti

= y[Iiﬁ .. .,I..'.H:],
was den Beweis vervollstindigt. Q.ED.

Korollar 2.1: e Aussage von Satz 2.2 impliziert eine wichtige Invarianzeigenschaft der
dividierten Differenzen. Der fihrende Koeffizient y(zy,...,T,| des Lagrange-Interpola-
tionspolynoms ist gleichzeitig der Koeffizient des Monoms 1™ in seiner Standarddarstel-
lung. Da dieser unabhdngig von der Reihenfolge in der Anordnung der Punkte xp,..., 1,
ist, gilt dasselbe folglich auch fiir die dividierte Differenz, d. h.: Es gilt

Y[Tos- - o T = ¥lTos- - -, T (2.1.4)
Jiir jede beliebige Permutation Ty, ..., T, dieser Punkie.
Die im Beweis von Satz 2.2 verwendete Beziehung zwischen den Polynomen p; i

kann direkt zur rekursiven Berechnung des Interpolationspolynoms p = po, verwendet
werden.
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Definition 2.4: Das durch die Rekursion pii(z) = v, i =10,...,n, und

Pusii(z) = Possia(®) + (z — zo) PEFk(E) — Pisri1(T) (2.15)
Tivk — T

firk=1,...,n,i=0,...,n—k, erzeugte Polynom py, ist die sog. ,Neville*-Darstellung
des Interpolationspolynoms zu den Stitzpunkten (xo,yo),. .. (Tn,Ua) -

Bei der praktischen Berechnung der MNeville-Darstellung geht man nach folgendem
Schema vor:

g | yo | poalz)  poa(z) pos(z) ... Pon-1(z) pon(z)
1 | oy | palz)  pualz) pralz) ... pralz)
T2 | y2 | pas(z) paalz) pas(z)

Tn1 | Un—t | Pa-tnlT)

In Un

Auch hier ist die Hinzunahme eines weiteren Stiitzpunktes (r,.:1,y,+1) problemlos. Die
Neville-Diarstellung des Interpolationspolynoms bietet eine sehr effiziente und numerisch
stabile Maglichkeit zur Berechnung einzelner Funktionswerte p(£)(£ # =;) ohne vorherige
Bestimmung der Koeffizienten in der Newton-Darstellung. Dazu setzt man im obigen
Neville-Schema einfach r = £ und verwendet zur Berechnung von p;; = p;;(£) (aus
Stabilitatsgriinden) die Rekursionsformeln p;; =y, i =0,...,n, und

Piirk = Pigrk-1 + (£ — Iijpﬂlﬁk __P:-Fk =
T (2.1.6)

— - + Pii+k—1 — Pi+li+k
Pkt T e ) /(€ —x) — 1

fir k=1,...,n,i=0,....,n—k.

2.1.1 Auswertung von Polynomen

Ist ein Polynom p € F, in der Form p(z) = ap + a1z + ... + a,z" gegeben, so werden
einzelne Werte p(£) mit Hilfe des  Horner-Schemas® berechnet (siehe Kapitel 1):

bp=a,;  k=n—-1,...0: b=a+lhy;  plE)=bo.

n

Zn p, =pec F, wird durch

Protlz) == I +521+---+b":5"_1

4Fric Harold Neville (1880-1061): Englischer Mathematiker; Professor an der Universitat in Reading,
England (1919-1954); Beitrige zur numerischen Mathematik, u. a. zur praktischen Polynominterpolation.
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ein Polynom p,_; € F,_; definiert. Wegen a; = b — £y, gilt offenbar

p(x) = (z = E)pa-a(z) + 10, 10 =p(£) = b,

d. h.: Das Horner-Schema leistet unter anderem die Abspaltung des Linearfaktors © — £
vom Polynom p(z) (euklidischer Algorithmus). Weiter ist dann

PO i@, =76

d. h.: Fiir = — £ folgt die Beziehung p'(£) = pn—1(£). Zur Berechnung von p'(£) wird
das Horner-Schema auf das Polynom p,_; angewendet. Dies liefert Koeffizienten cf,
k=2 .. . n,sowie ein Polynom p, s € F,_s mit der Eigenschaft

Pa-t(z) = (x —{)pna-alz) + 711, 11 =pPa1(f) =c1.

Durch fortgesetzte Abspaltung des Linearfaktors ©—£ erhilt man so eine (endliche) Folge
von Polynomen pg, pn—1, Pa—2,- - -, po mit der Eigenschaft

.Pn—j{I} = {I - g]Pn—j—l{I] +T_;|'!l j = u!l caag T — 1: Po = Tpsy
und damit die Darstellung
Pulz)=mp+ri{z—E)+ ...+l — £ (2.1.7)

Vergleicht man dies mit der Taylor-Entwicklung von p an der Stelle £, so findet man
1, _
T = EPU}{EL 3=0,..,n (2.1.8)

Die Koeffizienten des Polynoms p,,_. seien mit aE]' bezeichnet:

i)

Pn—jlz) = ﬂg-'ﬂ + aﬁ-ﬂ!lr +. 4 adlmd, j=0,...,n
Sie werden berechnet durch die rekursive Vorschrift
i=0,...n: a1 — g,
., i+1 i j+1
k=n-1,...,3: a}:" ]=EE]+EEE+11'I.I_

und es gilt pi(¢) = 5., j=0,...,n.

Die Koeffizienten a};‘i"' bilden das sog. ,vollstindige Horner-Schema® zur Auswertung des
Polynoms p im Punkt £.

Das Horner-Schema kann leicht zur Auswertung eines Polynoms

plr)y=ap+aj(z — ) + ...+ ag(z — xqg). . (T — Tu—1)
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in allgemeiner Newton-Darstellung modifiziert werden:

bo=an;, k=n-1,...0: B=a+(f -k plé)=

Ist man an den Ableitung pY(£) eines in Newton-Form gegebenen Polynoms interes-
siert, so ist dies weitgehend Aquivalent mit dem Problem, zu einer gegebenen Darstellung

plz) = ap + a1z —zo) + ... + an(z — 20).. .(T — Tn-1)

die Koeffizienten by, k =0,...,n, in der Darstellung

plz) =bo +bi(z — o) + ... + ba(z — w0). - (T — Yn-1)

bzgl. anderer (paarweise verschiedener) Punkte 4, k=0,...,n—1, zu bestimmen. Dies
wird durch das folgende | verallgemeinerte Horner-Schema® geleistet:

k=0,..on:  a®;

j=0,..,n—1: ot =4l

. +1 [+l i+1
k=n-—1,...,35: EE ) = lr"']+|[y' Ik_j}ak+l}, ﬁj=ﬂ§" '

2.1.2 Interpolation von Funktionen

Wir betrachten nun den Fall, dass die Knotenwerte y; durch eine Funktion f auf einem
die Stiitzpunkte z; enthaltenden Intervall [a,b| gegeben sind:

yi= flm), Ti€lab, i=0,..,n

Zundchst stellt sich die Frage, wie gut das zugehéirige Interpolationspolynom p € F,
die Funktion f auof [a,b approximiert. Im Folgenden bezeichne (zg,...,,) das kleinste
Intervall, das alle in den Klammern eingeschlossenen Punkte enthilt. Ferner bezeichnet
Cla,b| den Vektorraum der iiber [a,b| stefigen Funktionen und analog C®[a,b| den Vek-
torraum der fiber [a,b| k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.

Satz 2.3 (Interpolationsfehler 1): Sei f € C™!|a,b|. Dann gibt es zu jedem T €
|a,b] ein & € (zo,...,Tn,T), so dass qilt:

ﬁ"“‘uzsx
f(z) —p(x) = ersi H{r (2.1.9)

Beweis: Fiir = € {xg,...,1,} ist alles klar. Sei also = € [a, b]\{xo,...,z.}. Wir setzen

It) = H{t—Iﬂ, clr) = w
=0
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Die Funktion F(t) = f(t) —p(t) —c{z)l(t) besitzt dann mindestens die n+2 Nullstellen
Tgs .-y I, T 0 |, b] . Durch wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle erschliefit man,
dass dann die Ableitung F"+!) gine Nullstelle £, € (xy,...,T,, =) hat. Mit

0= F(g) = fo(E) —p (&) — @)™V (&) = FUHI(E) — cla)(n+ 1)!
folgt die Behauptung. Q.ED.

Satz 2.4 (Interpolationsfehler 2): Sei f € C"*'[a,b] . Dann gestattet der Fehler bei
der Polynominterpolation fiir « € [a,b\{zo,--- ,za} die Darstellung

f(z) = plx) = flzo,- -, Tn, 2] [ (= — 25), (2.1.10)
3=0

mit der Notation flz;,... T.4] = y|z;, ..., 5i4x] , und es ist

1 1 n-1 pin
T0,. .. T, I| = (n+1) Ty —
flzo, - -, ] Lj: j; L FRT (xo + t (2 — x0) +

+ tolTy — Tpot) +H{x — x,)) didE,. . diadty.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach der Anzahl der Stiitzstellen (in der Rei-
hung =g, 7y, 1q,...) gefithrt. Fiir n =0 gilt trivialerweise

flz']: I]{I - Iﬂ}:

flz) — polz) = f(z) — flzo) = { (z — z0) fu1 F(zo + t(z — 10)) dt.

Sei die Behauptung nun richtig fiir n — 1 = 0. Dann ist

F(x) = palz) = f(x) =Y flzo, ... =] [J(z — =;)
i=0 F=0
n—1
= flz) = pa-1(z) — flxo, - .., 7a H{I — 1)
=0
n—1

n—1
= .f[Iﬂ: '+In—1:aI] H{I_ Ij} —flIu.., ‘e -:aIn] H{I _I_;']
=0

=0

flIEh"-:In—l‘.vI]_.f[Iﬂ:a-“'.vI"] :
— (x— =),
1l

T — Tp

und somit, wegen f[zo,...,Ta_1,T| = f[T,T0,.. ., Tn_1|, unter Ausnutzung der Definition
der dividierten Differenzen:

f(z) = palz) = flzo,. ., Znyz] [ J(z — z5) .
=0
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Ferner ist nach Induktionsvoraussetzung

_f[:i:u, s Tne1, I] f|Iu, I“]

ff fﬂl {F™ (2o + ts(z1 — 20) + ... + talT — Tn_1))

—f™N g+ ti(z1 — o) + ... + talTn — Tn_1 N} dt
=I;L L Ef{"}“”mﬁnirn—zn—ﬂ+t{z—zn)} dtdt,. . .dt

) —zn)
und folglich, nach Definition der dividierten Differenzen,

flzo,. .. Tnyz] = ful j;l...fnh_lﬁinﬂ’””‘{...}dtdi,,...dtl

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.ED.

Die obige Integraldarstellung der dividierten Differenzen f|xy, ..., z,| gestattet ihre
stetige Fortsetzung fiir den Fall, daf einige der Stiitzstellen zusammenfallen:

flzoy oy Try Try oy T 1= ll—rp%f[m’ Ty Ty + £y ooy T

Im Extremfall =g = ... = =, wird

1 i tn—1 1
f|Iu+---,In]=f f f £ zo) dtn. . dtadty = — ™) (zg)
(] 0 L

und das Newton-Interpolationspolynom geht iiber in das Taylor-Polynom n-ten Grades
von f in xp:

i—1

palz) = Z flzo, ... i) H (x— ;) Z %f(ﬂ{m]{z — x).
i=0

Ferner sehen wir, dass sich die dividierten Differenzen einer hinreichend oft differenzier-
baren Funktion durch Zwischenwerte der entsprechenden Ableitungen ansdriicken lassen:

1

o ljlf‘“"”{cfx}l, (2.1.11)

flzo,. . s Tn, x| =
mit einer Zwischenstelle £, € (xp, ..., Tn, T).

Wir wollen nun allgemein den Fehler bei der Lagrange-Interpolation diskutieren:

(n+1)
f(z) —plx) = f *ﬁj ]'[{z (2.1.12)
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Fiir grofies n wird 1/n! sehr klein, und das Produkt wird klein, wenn die Stiitzstellen
immer dichter zusammenriicken. Sind die Ableitungen von f beschrinkt aof [a,b], so
gilt also sicher

max |f(x) —p(x)| 0 (n—c0).

Meist haben die Ableitungen der zu interpolierenden Funktionen jedoch ein zu starkes
Wachstum fiir n —+ oo, 2. B.:

fl) =1+ |f™ )| = 27l O(|2| 7T,

so dass gleichmifige Konvergenz des Approximationsprozesses nicht mehr zu erwarten
ist.

Beispiel 2.1: Fiir die Funktion f(z) = |z|, = € [-1,1], ergibt die Lagrange-Interpolation
in den Stiitzstellen =; = —1+h, i =10,...,2m mit h = 1/m und = & {z;,i =0,...,2m}
das Verhalten

Pm(z) # flx) (m — 00).

Dieser Effekt ist nicht anf nicht differenzierbare Funktionen beschriinkt, wie das obige
Beispiel f(z) = (1+ %), = € [-5,5| zeigt (5. Ubungsaufgabe).

Bemerkung 2.1: Der Approximationssatz von Weierstrass® besagt, dass jede Funktion
f € Cla,b| beliebig gut gleichmifig auf |a,b] durch Polynome approximiert werden
kann. Die Vermutung, dass dies mit Lagrange-Interpolationspolynomen geschehen kann,
ist jedoch i. Allg. falsch.

Fin weiterer Defekt der Lagrange-Interpolation besteht in ihrer grofien Fehlerempfind-
lichkeit. Fehlerhafte Daten y; + Ay; wirken sich auf die Gestalt des Polynoms nicht nur
lokal bei der Stiitzstelle z; aus, sondern verindern den Verlauf auch relativ dramatisch
iiber dem ganzen Intervall.

Beispiel 2.2: 1;=—-1+idh,i=0,....2m, 6 h=1/m; y; =0firi£m, y,=¢;

m
plr) ==« H * ;I"- {Lagrange-Polynom zum Aufpunkt -, = 0)
j—o b]
j#m

Diies liegt daran, dass auch fiir  putartige* Funktionen der Term | ﬁ{z — ;)| fiir ¢ &
=0

(zg,...,zn) sehr schnell anwichst. Die Verwendung der Polynominterpolation zur weit-

reichenden | Extrapolation® ist also mur bedingt zu empfehlen. Hierfiir erweist sich die

Interpolation mit rationalen Funktionen als wesentlich geeigneter.

“Karl Theodor Weierstrass (1815-1897): Deutscher Mathematiker; ab 1856 Profssor in Berlin; be-
grindete die moderne, strenge Analysis.
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Abbildung 2.1: Stdrungsverlauf bei wachsendem Polynomgrad

2.1.3 Hermite-Interpolation

Die Aufgabenstellung der Lagrange-Interpolation lésst sich verallgemeinern zur sog. ,Her-
mite®-Interpolation®:.

Definition 2.5: Die Hermite-Interpolationsaufgabe lautet wie folgt:

Gegeben: =;, i=0,...,m [paarweise verschieden)

y.’-[k].l i=0...m k=0 .,y (yg=0).
Gesucht: pe F,, n=m+ E:P-i p p®N ) = EH'
i=0

Die Punkte 1; werden als (p; + 1) -fache Stitzstellen bezeichnet.
Analog zu Satz 2.1 beweist man:

Satz 2.5 (Hermite-Interpolation): Die Hermife-Interpolationsaufgabe besitzt eine ein-
deutige Losung.

Sind die Knotenwerte 3~ = f®)(z,) durch eine Funktion f gegeben, so gilt:

SCharles Hermite (1822-1901): Franzosischer Mathematiker; Professor an der Ecole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; Beitrige zur Zahlentheorie und zur Theorie elliptischer Funktionen.
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Satz 2.6 (Interpolationsfehler): Ist f € C"*![a,b|, so gibt es zu jedem € [a,b] ein
£ ey, ... ;T T), s0 dass fiir die Lisung p € P, der Hermite-Interpolationsaufgabe
gilt:

f(z) — p(z) = flzo,-- -+ T0,- - 1 Tmy - - 4 T, T H{I - Ii]pi+1
=0 (2.1.13)

() H(I -z

i=0

e 1}'
Beweis: Analog zu Satz 2.3 bew. Satz 2.4. Q.ED.

Aus Stetigkeitsgriinden besitzt das Hermite-Interpolationspolynom einer Funktion f &
C™*la, b die Darstellung

m pitl

sz[ j:ﬂ:l T geeey Timlgee oy Timl 3 Tige ooy T X
i=0 r=1 -
{.ﬂ-u +1)mal (g4 + 1)-mal r-mal
i—1

* H{I - Ij}""j-l-l{I — )L
3=

Die dividierten Differenzen f[...] sind durch ein zur Lagrange-Interpolation analoges
Rekursionsschema bestimmt, wobel immer dann, wenn Differenzen wegen des Zusam-
menfallens von Stiitzpunkten nicht nach der Definitionsformel gebildet werden kinnen,
sinngemAf die Stiitzwerte hiherer Ordnung einzusetzen sind; z. B.:

H|Ii:. Ii+1] - y.!n

ylTi, 7] = y( : yles, To, Zoa] = Tip1 — Ti
| oy 71 —
() . YL Ly Ty g ﬂ‘y'l
y|Ii+Il'1-II'] = Eyl 4 y[I'I'!'IEJI"JI"+1] o
iyl — Ty

Fine weitere Verallgemeinerung der Lagrange- und Hermite-Interpolation ist die sog.
»Hermite/Birkhoff -Interpolation®, bei der Funktions- bzw. Ableitungswerte in verschie-
denen Punkten beliebig gemischt vorgegeben werden, z. B.:

pePR:  p0)=1, p(1)=2, p2)=0, 3)=3

Die Frage nach der Lisbarkeit der allgemeinen Hermite/Birkhoff- Interpolationsaufgabe
ist noch nicht vollstindig geklirt. Es kinnen im Gegensatz zur Lagrange- und Hermite-
Aufgabe alle Fille von | eindeutig 16sbar® iiber  unendlich mehrdeutig ldsbar® bis  unlés-
bar* auftreten (Ubungsaufgabe).

"George David Birkhoff (1884-1944): US-Amerikanischer Mathematiker; Professor an der Harvard
University, Boston, USA; Beitriage zu sehr verschiedenon Gebieten der Mathematik: dynamische Systeme
{Ergoden-Satz), Differentialgleichungen, Gravitationstheorie und Mathematik der Asthotik.
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2.2 Extrapolation zum Limes

Eine wichtige Anwendung der Polynominterpolation ist die sog. , Richardson®-Extrapola-
tion (zum Limes)*. Ein numerischer Prozess liefere fiir jeden Wert eines positiven Pa-
rameters h € By (h — 0) einen Wert a(h). Gesucht ist die nicht direkt berechenbare
Grofe

a(0) = lim a(h). (2.2.14)

Zur Annsherung von a(0) berechnet man a(h;) fiir gewisse Werte h;, ¢ = 0,...,n,
und nimmt den Wert p,(0) des zugehdrigen Interpolationspolynoms zu (h;, a(h;)) als
Schitzung fiir a(0) .

Beispiel 2.3: Wir betrachten die numerische Realisierung der Regel von I'Hopital®. Zur
Berechnung von

. cos(z)—1
a(0) = I, — @)

(=0)

setzen wir

he = 1, a(hg) = —6.258151-1072,
hy — &, a(hy) = —3.126018-102,
hy = &, alhy) = —1.562627-1072,

Dias interpolierende Polynom ist in Lagrange-Darstellung:

r— Lyp_ 1 oy 1 oy _ 1
pa(z) —a(he) E—BE "m) | oy Eo8Emm) o, (Fo )z )
(- w)E—= (6 — ) — =) (33 —s)zm 16

und wir erhalten
a(0) ~ pa(0) = —1.02- 1073,

Numerisch giinstiger wire die Berechnung von ps(0) mit Hilfe des Neville-Algorithmus
nach dem Schema

Piitk—1(0) — pir1,:4x(0) k=12
Tipk/Ti — 1

Pii+k(0) = piira—1(0) +

8Lewis Fry Richardson {1881-1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer ,angewandter Mathematiker”; leistete Pionierbeitrige
zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.

IGuilliome F. A. Marquis de I"Hopital (1661-1704): Franzosischer Mathematiker; Schuler von Johann
Bernoulli; vertffentlichte 1696 das erste Lehrbuch der Differentialrechnung, welches auch die nach ihm
benannte Regel enthalt.
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i| m | pa®=alh)  pueni(0)  pisa(0)

ro =1 | —6.258151-10-2 6.115-10 |—1.02-10-F
1

1|z =35 | —3.126018 - 1072 7.64-10°5
2| = % —1.562627 - 102

Beispiel 2.4: Wir betrachten die numerische Differentiation. Fiir C'-Funktionen f ist

E_IR] f{I+hli:.:._.f{I} =fJ'{IL

und fiir f € C? folgt durch Taylor-Entwicklung

Jed VIO _ poy120), GeTmath).

Im Falle f € C? erhélt man eine bessere Niherung zu f/(x) durch den zentralen Diffe-
renzenquotienten

h) — —h hi -
feth b _ oy Bpney, eGinan.

Ist f analytisch, so gilt sogar

_ fath)—fz—h) _

o e (L)
alh) - ey T

(2i)! :

d. h.: alk) ist eine ,gerade” Funktion in h. Zur Extrapolation von a(h) verwendet
man daher zweckméfBigerweise auch gerade Polynome, d. h. Polynome in h*. Als Beispiel
betrachten wir f{r) = sin(r) mit f'(0) = cos(0) =1 und

_ sin(k) —sin(—h) _ sin(h)
a(h) = o ~ TR

Auswertung von a(h) in

ho=1%1, hi=%, ha=42% ("heimliche” Knoten: — 1, —&, —&)

a(ho) = 0.9973970, a(hy) — 0.0993491 , a(hs) — 00098372,

ergibt dann
(h* — 2 )(h® — 532)
pa(h) = alhg) 73" 1 . pa(0) = 0.999999926 .
(g — 2l — 5 I

Der folgende Satz liefert die theoretische Grundlage der Hichardson-Extrapolation.
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Satz 2.7 (Extrapolationsfehler): Fir die Funktion a(h), h € B, sei bekannt, dass
eine asymptotische Entwicklung der Form

a(h) =ao+ Y a;h + anyq(R)RH (2.2.15)

i=1
gilt, mit einem g > 0, und gewissen Koeffizienten a; und ang1(h) = ang1 + o(1) fir
h— 0. Sei (hi)i=o12, eine monoton fallende Folge positiver Zahlen mit der Figenschaft

h
D < pel, (2.2.16)
[

Fir das Interpolationspolynom p ' e P, (in h?) durch (h{,a(hg)),. .., (A .. a(hein))
gilt dann:

a(0) — p®(0) = O(R9) (K — o0). (2.2.17)

Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung z = h? und zx = hj. Das Interpolationspolynom zu
den Stiitzpunkten (zpy;alhey)), i =0,...,n, ist in Lagrange-Darstellung:

n

wlz) = alk .-L':"].z {"} z i
pn(z) ; (heti) Ly yi(2) wlz) = HZH-'—?-&-H
[ £

Aus der Fehlerdarstellung

f{I}—Pn{I}—{ +1},f{“+”'[£z}H{I—Ib+-}+ (= € [0, ko],

fir f=1 sowie f(r)=z" liest man ab, dass {T:Ibungsaufgabe}

1 , fir r=0,
- ,, 0 fir r=1,...,
> Faalii(0) = oo T
=0 (=) [[zess , fiir r=n+1.

Damit erschliefien wir:

n

pul0) =Y {20+ Y @i+ amss (s } LEL(O)
i=0 i=1

—a0 Y L0+ Y 0 { 3 AL
i=0

§=1 i=0

1 Z LT (0) +Z (1)L, (0),
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und somit ]
pa(0) = a0+ angs (=1)" [ ] L, +o(B™).
i=0
Hier wurde (2.2.16) benutzt, um die von h; unabhingige Abschitzung

|L{"" {u}| - S |- o 1} < 1(n, p) (2.2.18)
;_.J#, +H T IR g | TRl T
zu garantieren. Wegen
H 1= hin+1‘.lq-]
ergibt sich (2.2.17) gleichmifig fiir alle k. Q.ED.

Ublicherweise wird ein Extrapolationsprozess anhand des folgenden , Extrapolations-
tableaus” zur Berechnung der Werte p; ;& = piitx(0) durchgefiihrt. Es sei daran erinnert,
dass p;;4x(h) das Polynom (in A7) ist, welches die Punkte (h{,a(h;)),..., (k] ., a(hise))
interpoliert. Die Funktionswerte p; ;. erhilt man nach dem Nevill&hlgnnthmus

Pii+k—1 — Pitlitk

Pii+k = Pii+k—1 +

IH.j:l,JIIi —_ 1
Der Konvention folgend setzen wir ag = pi—g;:
az = alh;)
hy gy Extrapolationstablean
by ayg —+ an
ha oy —+ a3 —+  am
h; 0 a1 @Gzt a

Diie Tableaneintrige werden sukzessive nach der folgenden Rekursionsformel berechnet:
i=01,2...: a;0=oalh),

_ _ Bifo1 — Bitf 2.2.19
i=1,23,..., k=123, ,i: a.—;‘=ailk_l+w_ ( )

Nach Satz 2.7 gilt dann fiir festes k:
a(0) — ag = O(AEL™) (i — o0), (2.2.20)

vorausgesetzt die Schrittweitenfolge geniigt der Bedingung (2.2.16). Gebriuchliche Folgen
sind gegeben durch h; = hg/n; mit

i) m=2 i) m=24,681216,. iii) m; =1,2,3,... (unzulissig).

3 1 1
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2.2.1 Fehlerkontrolle

Zur praktischen Durchfiihrung der Extrapolation (zum Limes h=0) gehért ein Kriterium,
wann der Extrapolationsprozess abzubrechen ist. Sei eine zu erzielende Fehlertoleranz
TOL vorgegeben. Der Fehlerdarstellung (siehe den Beweis von Satz 2.7)

k
a = a(l) + ﬂk+1{_1}k H h?—k+j + D{h-i"j:-lh}
j=|]

entnehmen wir, dass fiir festes k& und geniigend grofles ¢ der Fehler ay — a(0) monoton
gegen Null konvergiert (falls apyg # 0). Mit den neu definierten Griifien

ba = 2a41 5 — aa
gilt dann im Falle g > 1:

ba — a(0) = 2{a;1.4 — a(0)} — {aa — a(0)}
k k
= 2ag41(—1)F H h?,{l_,‘ﬁ + D{h-i'it]f} — apq1(—1)F H hf—l:+_1i 4 a{hgﬁl}"'}
=0 =0
k -
= H h?—kt;‘ {_ﬂkn{—l}k + ’2{'—+}q a,,:+1|[—1]"=} + ﬂ{hgﬂ;l}"}.
=0 ik

Wegen hl,,/hi ; <1 gilt also in erster Ndherung

k
by —al0) = —{_1},: Gt1 H hg—k+j‘-'
=0

und folglich
ax — a(0) = — (b — a(0)), (2.2.21)

fiir festes k& und geniigend grofies i. Wegen der monotonen Konvergenz ag — a(0) —
0 (i — oo) gilt also asymptotisch entweder a; < a(0) < by oder ay = a(0) = by, und
beide Seiten konvergieren monoton gegen a0} fiir ¢ — oo. Dieses Verhalten der Fol-
gen (g )ienw und (b )zew (fiir festes k) kann zur Konstruktion eines Abbruchkriteriums
herangezogen werden:

lag —bix| < TOL = STOP. (2.2.22)

Bemerkung 2.2: Fiir die Praxis lohnt es sich, den Extrapolationsprozess vollstindig
durchzufiithren, d. h. die Diagonalelemente a; des Tableaus zu berechnen. In der Tat
kann man zeigen, dass die ,Diagonalfolge® (ay);en schneller gegen a(0) konvergiert als
jede der Spaltenfolgen (ay);ex, k > 0; es gilt a,; — a(0) = o(h*1").
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2.3 Spline-Interpolation

Die Lagrange-Interpolationspolynome eignen sich nicht besonders gut zur A pproximation
von (nicht glatten) Funktionen, da sie bei Vermehrung der Stiitzstellenzahl dazu neigen,
zwischen den Stiitzstellen immer grofere Werte anzunehmen. Dies ist eine Folge ihrer
»Steifheit* bedingt durch die Forderung von C==-Ubergéingen in den Knoten. Zur Re-
duzierung dieser Steifheit setzt man die interpolierende Funktion ¢ nur als , stiickweise
polynomial® bzgl. der Zerlegung a = =y < 1 < ... < r, = b an. In den Knoten =;
werden dann geeignete Differenzierbarkeitseigenschaften (z. B. @ € C?a, b] ) gefordert.

()

a=1Ty T Ti1 I; = Tn=~"h

Abbildung 2.2: Spline-A pprorimation

Die Linge des Teilintervalls [; = [z;_1, ;] ist h; = r;—z;_1 , und die Feinheit der gan-
zen Intervallunterteilung wird durch die GréBe h = max;—y . h; beschrieben. Auf einer
solchen Intervallzerlegung werden Vektorrdume von stiickweise polynomialen Funktionen
betrachtet

S}‘k,rﬁlﬂ?ﬁ] = {p E Cr[a.l_b], P € Pk{f.}}
fir k,r € {0,1,2,...}. Zu einem Satz von Stiitzwerten in Punkten aus dem Intervall
|a, b , die etwa wieder von einer zu interpolierenden Funktion f genommen werden, wird
dann eine , Interpolierende* p .S'J{.:"ﬂ|a, b| mit Hilfe von geeigneten Interpolationsbedin-
gungen bestimmt. Wir betrachten im Folgenden einige einfache Beispiele.

of (z)

Abbildung 2.3: Stickweise lineare Interpolation
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Beispiel 2.5: Die stiickweise lineare Lagrange-Interpolation (Fall k=1,+=0) approxi-
miert eine gegebene Funktion f auf [a,b] durch einen Polygonzug in den Stiitzstellen
x;,i=0,_..,n:

pe St a, b = {pe Cla,b, pyp linear}, p(x;) = f(z), i=0,...,n

Anwendung der Fehlerabschitzung fiir die Lagrange-Interpolation separat auf jedem der
Teilintervalle I; ergibt die globale Fehlerabschatzung

_ < 1p2
zfeﬂﬁllf'[f} plz)| < 3h Ilgﬁ]lf"'[ﬂl-

I

Ti—1 I Tit1

Abbildung 2.4: | Lineare® Knotenbasisfunkfion

Fiir die Konstruktion der Interpolierenden verwendet man die sog. | Knotenbasis* von
5t a, b bestehend aus den Dachfunktionen® o; € S"”[a,b], i=0,...,n, die durch
die Bedingung

wilz;) = &y
eindeutig bestimmt sind. Dass dies tatsichlich eine Basis ergibt, ist durch elementare
Argumente einzusehen und sei als Ubungsaufgabe gestellt. Die Interpolierende p von f
ldsst sich dann in der Form

plz) =Y flz:)ei(z).
i=0

darstellen. Diese Konstruktion ist analog zur Lagrange-Darstellung des Lagrange-Inter-
polationspolynoms. Da die Dachfunktionen ¢; mur in den direkt an den jeweiligen Auf-
punkt r; angrenzenden Teilintervallen von Null verschieden sind, nennt man diese Basis
lokal®*. Hohere globale Glattheit als Stetigheit ist sinnvoll mit stiickweise linearen Inter-
polierenden offensichtlich nicht erzielbar. Dazu benétigt man Polynomansitze hiherern
Grades.

Beispiel 2.6: Wir betrachten noch die stiickweise Interpolation mit kubischen Polyno-
men ( k=3, r=0 oder r=1): §%[a,b| und 5*"[a,b]. Zur Erzielung globaler Stetigkeit
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(r=0) verwendet man als Interpolationsbedingungen

plz:) = f(z:), P{Iij} = f{I-'_:'L

mit jeweils zwei zusdtzlichen Interpolationspunkten =; € I;, i=1,...,n, j=1,2. Durch
stiickweise kubische Lagrange-Interpolation ist dadurch eindeutig eine global stetige In-
terpolierende p € S}ls‘ |a,b] festgelegt. Analog erhilt man durch stiickweise kubische
Hermite-Interpolation aus den Interpolationsbedingungen

plz:) = flz:), Pl) = flz), i=0,....m,

eine global stetig differenzierbare Interpolierende p € SF"[a,b]. In beiden Fillen folgt
aus den jeweiligen Fehlerabschitzungen die globale Fehlerabschétzung

max - < LpY max |f4(2)).

max |(z) — pl@)] < ' max |70(@)
Analog zum Fall & = 1 lassen sich auch hier wieder  lokale* Knotenbasen der An-
satzrinme SE‘D]' und .Sf’”' angeben. Derartige rein lokale Interpolationsprozesse haben

Anwendungen etwa bei der numerischen Lésung von gewdhnlichen und partiellen Diffe-
rentialgleichungen.

Die Forderung nach héherer globaler Glattheit, etwa Interpolation in 5}‘3,2‘.! , fiihrt anf
die sog.  Spline-Interpolation®, welche von grofier praktischer Bedeutung z. B. bei der
glatten Darstellung von Flichen in der Computergrafik ist. Der Begriff  Spline* stammt
aus dem Englischen und bedeutet soviel wie  biegsames Kurvenlineal® (, Biegestab®):

/

I3

Abbildung 2.5: (Kubische) Spline-Funktion

Nach einem Grundgesetz der Mechanik (Prinzip vom Minimum der potentiellen Gesamt-
energie) stellt sich der Biegestab so ein, dass die Gesamtkriimmung minimiert wird, d. h.
in linearisierter Naherung:

f ™ () dx — min! (2.3.23)

u}
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bzgl. aller mdglichen interpolierenden (hinreichend glatten) Funktionen. Auferhalb des
Interpolationsintervalls |zy, z,,| kann s(z) als linear angenommen werden, d. h.

() = §"(x,)) = 0. (2.3.24)

Diese sog. ,natiirlichen” Randbedingungen stellen sich also automatisch ein, wenn der
Stab nicht willkiirlich zu einem anderen Verhalten gezwungen wird (,erzwungene® Hand-
bedingungen: z. B. s'(zp) = &'(z,) = 0). Wir betrachten hier der Einfachheit halber
nur die am haunfigsten verwendeten ,kubischen” Spline-Funktionen; sie ergeben sich auf
natiirliche Weise aus dem obigen Biegestabmodell aufgrund der Forderung (2.3.23).

Definition 2.6: Fine Funktion s, : [a,b] =+ R heifit  kubischer Spline® bzgl. einer Zer-
legung a =1y <11 < ... <1 =b, wenn gili:

(i) s, € C?a,b;

(i) Spm . €F, i=1,...,n.
Gilt zusdtzlich

()  i(a) = (5) =0,

so wird der kubische Spline naturlich® genannt.

Wir fragen nun nach der Existenz des interpolierenden kubischen Splines zu vorgege-
benen Knotenwerten
salri) =1, i=0,...,n

Satz 2.8 (Spline-Interpolation): Der interpolierende kubische Spline eristiert und ist
eindeutiy bestimmt durch zusdlzliche Vorgabe von sl(a) und s2(b).

Beweis: Jeder kubische Spline (bzgl. der Zerlegung a = =y < ... < z, = b) hat die
Form s(z)z ;- =mlz), i=1,...,n, mit Polynomen p; € F5. Die jeweiligen 4 Ko-
effizienten dieser n Polynome ergeben 4n freie Parameter. Zu ihrer Bestimmung stehen
folgende lineare Beziehungen zur Verfiigung:

slry)=y;, i=0,....,n : 2n  Gleichungen

s' € Cla, b c on—1 v
s" € Cla, b c on—1 v
Zusatzbedinpungen : 2 "

> . dn "
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Zum Nachweis der Existenz einer Lasung dieses (quadratischen) Gleichungssystems geniigt
es wieder zu verifizieren, dass das zugehiirige homogene System nur die triviale Lasung
hat. Dazu fiihren wir die folgende Funktionenmenge ein:

N = {w € C%a,b) | w(x;) =0, i =0,...,n}.
Seien nun sLn?sLm zwel interpolierende Splines. Fiir die Differenz s = s _sPenN gilt
dann mit beliebigem w & N:

[ o ()w"(x) dx — 2 j:m $"(x)u"(z) dr

n—1

-y {s"wr [ — s
i=0 =
n—1

= "' |2 = S (b)w'(b) — s"(a)u'(a) = 0.
i=0

] i1
= [ s )

Speziell fiir w == € N ist also

]
f | (2)? dx =0,

d. h.: s ist linear. Wegen s(a) = s(b) =0 folgt ==10. Q.ED.

Diie obige Orthogonalitatsbeziehung hat die interessante Konsequenz, dass sich der inter-
polierende Spline durch eine besonders geringe Oszillation anszeichnet.

Satz 2.9: Fir den inferpolierenden, naturlichen, kubischen Spline s, gilt

] ]
f IS'.:'[I]IEHFI*E[ ()| dz (2.3.25)

bzgl. aller anderen Funktionen f € C%a,b] mit f(zr:)=w, i=0,...,n.

Beweis: Sei N wieder definiert wie im Beweis von Satz 2.8. Jede interpolierende Funktion
f € C?a,b] kann in der Form f = s, +w mit einem w € N peschrieben werden. Wir
haben (siehe oben)

siz)w"(z)dr =0 Ywe N
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Wegen der Identitat

] ]
j' ()2 dx = f (s2(x) + w(z) P de

.

=0

=f|s:|[zy|2dz+2[s’;{r}w"{rldz+j:blw"(zllzdr
-0 0 ’

folgt die Behauptung. Q.ED.

Die Aussage von Satz 2.9 l&sst sich dahingehend umkehren, dass jede interpolierende
Funktion s € C?[a,b|, s(z;) = y;, mit der Eigenschaft (2.3.25) notwendig ein natiirlicher
kubischer Spline ist.

Zur expliziten Berechnung des interpolierenden Splines s, schreiben wir seine Be-
standteile sqr,_, - = pi € Fy in der Form
pi(z) =af) +af)(z - z) + oz — )’ + ol (z - z)*, i=1

L

und bestimmen die 4n Koeffizienten a,f,i], e ag:' . Dies wird im Folgenden fiir den inter-

polierenden ,,natiirlichen® Spline durchgefiihrt:

Die Interpolationsbedingung p;(x;) = w, pilTi-1) = y;—1 impliziert:
(1) o =m, i=1...n,
und mit hi =Ty — Tj—1:

T

(2) wa—wm= _‘lii]hi + ‘Iglh? - ﬂ{ﬂi]h? »oi=1..

Die Randbedingung pf(xo) = pll(zn) = 0 impliziert:

@ o’ —3a"hy =0, o -0.

Die Stetigkeit der 1. Ableitung p{(x;) = p,,;(z;) impliziert:

(@) af? =af*" — 2k + 30Ky, i=1,..,n-1.

1

Die Stetigkeit der 2. Ableitung p(x;) = p{y1(z:) impliziert:
(5)  af =af*? —3afhiyy, i=1,..,n-1.
Diamit haben wir 4n Gleichungen (1)-(5) fiir die af:} gefunden. Zunfchst werden nun

die a?-] und aéﬂ durch die aéﬂ ausgedriickt. Zur Vereinfachung wird aém =0 und
al™ = 0 gesetzt.

Die Gleichungen (3) und (5) ergeben (i =+ —1):
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(6) g _ S92 — M

(2) und (6) ergeben:

N
e ) 0 _ _(i-1)
1) W y--1+hi{ag-m_u}
h; s 3
R P S T

(4), (7) und (6) ergeben:

i — Yi— h; i i
LA 1+E{‘2a.'é}+a.§ ”}=

ok .
=al?
Vit — U Rt o iy | ) (i+1) (i+1)
_ —+T{‘2ﬂ2 +ag }—2a3  hiyr + dag h?_,_l
i .
RS

Yirl — Wi hipt (i+1) (i) (i+1] (@) -
=h—1+T{2ﬂ2 +ﬂrﬂ}_hi+1{ﬂ2 + aa }:n 'E-=1,...1,ﬂ—1a
i+

Diies wird fiir i = 1,...,n — 1 umgeschrieben zu

hgaéi_n +9(h, +hi+1}ﬂ£i] +hi+lﬂ{ﬂi+n _3 {y‘i+1 — Wi Wi Hi }
hiti h;

Damit haben wir fiir den (n — 1)-Vektor (a%”,....ad ™7 ein (n — 1) x (n — 1)-Glei-

chungssystem aufgestellt; die Koeffizientenmatrix

[ 2(hy + hy) hy 0
ha 2(ha + hs)
A= hs

2(h,_a+h,_y) by
] hni 2(hp-1+hy) |

ist symmetrisch®, d. h.: a;; = a;;, und strikt diagonaldominant®, d. h.:

n—1
D lag] < laal. (2.3.26)
=
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Hieraus folgt nach einem bekannten Satz der Linearen Algebra (s. auch Kapitel 4) eben-
falls die Regularitdt von A . Durch Lisung dieses Gleichungssystems erhilt man zunéchst
die Koeffizienten ﬂ'leh ':“_1] : a.g“] = 0 aufgrund der Randbedingungen. Einsetzen der
Werte in (7) und (6) llefert da.rm die anderen Koeffizienten a.m ':"]' sOWie agn? ,a.g“] .
Zur Lasung des tridiagonalen (symmetrischen) Glemhungssystems kann eine spezielle Va-

riante der Gaufi-Elimination verwendet werden (s. Kapitel 4).

Interpolierende Spline-Funktionen besitzen wesentlich bessere Approximationseigen-
schaften fiir
h = _=ﬂmax |Tips — =) = 0

als die Lagrange-Interpolationspolynome. Allgemein konvergiert

max |f(z) - sa(z)| 50 (h—0) (2.3.27)
sogar fiir absolutstetiges f mit _f: If ()P dz < oo.

Satz 2.10 (Approximationsfehler): Sei f € C'[a,b]. Erfillt der interpolierende ku-
bische Spline sf(a) = f"(a) und si(b) = f"(b), so gilt

— 144 (4)
max |£(x) = sa(x)| < } A max, |FO()] (2.3.28)
Beweis: Siehe Schaback/Werner [5]. Q.E.D.

Neben den guten Approximationseigenschaften weisen Spline-Funktionen auch eine
wesentlich bessere Stabilitit gegeniiber kleinen Stirungen in den Interpolationsdaten y;
auf als Lagrange-Polynome; lokale Stirungen klingen nach rechts und links schnell ab.

2.4 Trigonometrische Interpolation

In vielen Anwendungsbereichen treten ,periodische” Funktionen, d. h. Funktionen mit
der Eigenschaft f{r + w) = fiz), = € &, auf, mit der sog. ,,Periode®* w = 0. Hier bietet
sich die Interpolation mit ,trigonometrischen Summen® an:

— lag +Z {a,: (LI Ew) + by sin (kI:w) }1 n = 2m,

welche ebenfalls w-periodisch sind. O.B.d. A. kiinnen wir im Folgenden w = 27 anneh-
men. Das Interpolationsintervall ist dann [0, 2x], und die Stiitzstellen werden &quidistant
gewihlt zu

2
T = T =0,...,n
Beim Arbeiten mit trigonometrischen Summen erweist sich die  komplexe® Schreibweise

als vorteilhaft.
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Satz 2.11 (Trigonometrische Interpolation): Zu gegebenen Zahlen yy,. ...y, € C
gibt es genau eine Funktion der Gestalt (i = /1)

th(r) = e, (2.4.29)
k=0

welche den Interpolationsbedingungen t5(z;) = y; (7 =0,...,n) geniigt. Die Koeffizienten
sind bestimmit durch

1 - —ijx
ki

Beweis: Mit den Abkiirzungen

ix

w=eZ, wp—eT =t pL_041,-.-4n,

wird

tn(z) = pa(w) = Y _ caw®,  pal-) € Pa.
=0

Offenbar gilt wi*! = ¢*™ = 1, d. h.: Die w; sind sog. (n+1)-te Einheitswurzeln®.
Ferner ist
wi — iUk f(ntl) _ Kijdn)/(ntl) _ w;f

Diie trigonometrische Interpolationsbedingung
t(zk) =y, k=0,...,n,

ist damit Aquivalent zur polynomialen Interpolationsbedingung (im Komplexen)
Polwg) =wm, k=0,...,m,

Diese wiederum ist nach Satz 2.1 durch ein eindeutig bestimmtes Polynom p, € F,
erfiillbar. Zur Berechnung der zugehdrigen Koeffizienten o schreiben wir

>’ = palwui? =3 (3 awf)uy? =Y a (P ui™).
=0 j=0 =0 I=0 =0 =0

Die wy sind Wurzeln von w™t —1 = (w— 1)(uw" 4w 4. . +1)=0. Wegen wy, # 1
fir k==1,...,+n, muss also 37 _,ug = 0 sein. Dies ergibt

n

S
j=0

i , 14k
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Also ist .

Zij;j = cg(n + 1),

=0
bzw.

1 & N
k= —— % g Tk
n+1 _;2

Dies vervollstindigt den Beweis. Q.ED.

Fiir Satz 2.11 ist es unwesentlich, ob n gerade oder ungerade ist. Im Folgenden miissen
diese beiden Fille aber unterschieden werden. Wir wollen zeigen, wie mit Hilfe der Aus-
sagen von Satz 2.11 die gestellte trigonometrische Interpolationsanfgabe geldst werden
kann. Dies fithrt zur sog. _diskreten Fourier'®-Analysis®.

Satz 2.12 (Diskrete Fourier-Analyse): Fir n € My gibt es zu gegebenen reellen Zah-
len wyy,.. ., Yo genau ein trigonometrisches Polynom der Form

ta(z) = 3a0+ Y {ax cos(kz) + by sin(kr) } + § amys cos((m + 1)z),
k=1
mit to(zi) =u;, 7=0,...,n, wobei

=0, m= %n.{ falls n gerade,
=1, m=g(n—1), falls n ungerade.
Die Koeffizienten sind bestimmt durch
2

2 - n )
> y;cos(jzy), b= —— 3 y;sin(jzg).

g =
n

Beweis: (i) Sei ! das Interpolationspolynom nach Satz 2.11:

~ 1 o .
() =) ™, =—7 D ye ™, k=00
=0 =0
Wegen der 2x-Periodizitdt von e~ gilt

eiiTnsk _ iR () _ i _ im

19 Jean-Baptiste Baron de Fourier (1768-1830): Franzsischer Mathematiker und Physiker; Mitglied
der Pariser Akademie; lehrte an der Ecole Polytechnige; begleitete Napoleon auf seinem Feldzug nach
Agypten; zahlt zu den bedeutendsten Mathematikern des 19. Jahrhunderts; fand bei seinen Arbeiten zur
Theorie der Warmeleitung die Darstellbarkeit periodischer Funktionen durch trigonometrische Reihen.
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und folglich fiilr k=1,... ,m:

1 = . 1 &
o o Tn—1—k __ o TE -
Cntl—k = — 1 E W€ T n+l ZFJE =! C_k-
3=0 =0

Mit dieser Bezeichnung setzen wir
ap = cp+eg, b i=ileg—cg), k=1,....m,

und ams1 = 2cn41 im Falle n = 2m + 1 ungerade, und definieren das trigonometrische
Polynom

ta(x) = %&u + Y {a cos(kz) + by sin(kz)} + gamH cos((m + 1)x).
k=1

(i) Wir wollen zeigen, dass &} (z;) =t.(z;) =y;, 7 =0,...,n, ist. Zunichst gilt

tal(z;) = co+ 3 _{(er+e i) cos(kz;) +i (ce—c_y) sin(kz;) }+
k=1

+ Ocmyy cos((m+1)z;)

—co+ Y _ e { cos(kz;) +i sin(kz;)} + Y e sfcos(kz;)—
k=1 k=1

— i sin(kz;)} + @ cme1{cos((m+1)z;) + i sin{(m+ Dz;)}.
Da sin{{m+1)z;) = 0 (wegen (m + 1)z; = jw fiir » = 2m + 1 ungerade), folgt bei
Beachtung von e® = cos(z) + i sin(z)
ta(z;) = o + Z cpe™i + Z c_re " 4 fop g eI
E=1 E=1
Mit Hilfe von Cok = Cnil k und e—ii’nzj _ Eikjﬂrfl:n-l-l‘,l _ Eifn+1—k]j2:‘,"{n+]] _ El'{n+:|—i'|:‘,l:|:j
ergibt sich wie gewiinscht
talz;) = Y ce™i = ;.
k=0

Dias trigonometrische Polynom #,(-) erfiillt also die Interpolationsbedingungen.

(iii) Als nichstes betrachten wir die Koeffizienten a; und b . Unter Verwendung der
Beziehungen

sin(z) = %{E“—E_EL_ cos(z) = %{e"‘+e_i‘},

gilt:
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1 - —ijx, LTE 3 2 - -
Ak =k ok =Ty Zyj{ﬂ B e Zyj cos(jzi),
=0 =0
by =i (er—c_p) = 1 iy,i{ﬂ—ij:tk_eij!k} _ 2 iy_ sin(jzz).
n+1 £ I nt+1 &=
=0 =0

Dies zeigt die gewiinschte Darstellung der Koeffizienten und auch, dass sie reell sind.

(iv) Es bleibt, die Eindentigkeit des interpolierenden trigomometrischen Polynoms zu zei-
gen. Die n+1 Bedingungen t,(z;} = y;. 7 = 0,...,n, lassen sich als lineares Gleichungs-
system fiir die n + 1 unbekannten Koeffizienten ay, by anffassen. Da dieses System nach
dem eben Gezeigten fiir alle rechten Seiten yy, ..., y, losbar ist, sind die Losungen auch
eindeutig. Q.ED.

Bei der trigonometrischen Interpolation von (stetigen) Funktionen f : B — B sind
in Satz 2.12 die Werte y; durch f(r;) zu ersetzen. Ist f allerdings nicht 2m-periodisch,
wird es rundchst einmal zu einer 2x-periodischen Funktion f gemacht (s. Abb. 2.6):

i flz), = e€(0,2m),
flz) =9 H{FO) + f2m)}, ==0,
2-periodisch auf B fortgesetzt.

9 w0 x 2r 3

Abbildung 2.6: Periodische Fortsefzung

47 T

Besitzt f im Intervall [0, 2x] eine Unstetigkeitsstelle {, so definiert man noch

F(C) = 3 {f (&) + F(C)})

Dies ist dadurch motiviert, dass bekanntlich die Fourier-Reihe einer stiickweise stetigen
Funktion in den Unstetigkeitsstellen gerade gegen diesen Mittelwert konvergiert.

In Anwendungen tritt hiufig der Fall anf, dass eine Funktion f nur anf dem Intervall
[0,7] gegeben ist. Ihre 2w-periodische Fortsetzung anf ganz B wiirde dann i. Allg. bei
r = w eine Unstetighkeit in f oder in f' besitzen, welche die Approximationsgiite des
trigonometrischen Interpolationspolynoms auf [0,2x] reduziert. Durch geeignete Wahl
der Fortsetzung kann dieser Effekt hiufig pemildert werden. Ist f auf [0, x| gegeben mit
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fl0) = f(w) =0, so wird eine 2a-periodische Fortsetzung von f erklirt durch

) fz), z (0,7,
flz) =4 —f(2x—x), =& [m 27|,
2r-periodisch auf B fortgesetzt.

Offenbar ist dann f in = = stetig differenzierbar (falls f iIn © = 7 einseitig differen-
zierbar war):

F T +h — ;" fil —i m — h + i T
Jim, fr+h) - f(m) .Fz. () _ Jim ( i] (m) _ flix)
f m) — F m — h- T m — h

Beispiel 2.7: a) Beispiel einer ,,ungeraden® periodischen Fortsetzung:
fl=z)

ANNAN (\ f'f{r}dzﬂ
o a\j ,\ﬁ): 3 0

Abbildung 2.7: Ungerade periodische Fortsetzung

b) Beispiel einer ,geraden® periodischen Fortsetzung:
flz)  flz)

2w o-m 0 ™ r Im=x

Abbildung 2.8: Gerade periodische Fortsetzung

Je nachdem ob f : [0,x] - R als ,ungerade* oder als ,gerade* Funktion 2m-
periodisch fortgesetzt wird, ergeben sich bei der trigonometrischen Interpolation von f
die folgenden Sonderfille: (Beachte f(0) = f(x) =0.)

a) Gerade Fortsetzung:

me=k25, k=0,....n=2m+1

flze), E=0,...,m,
Y = = Uk = Untl-k; k= 1:!"'5“"
fl2r—x), k=m+1,...,n
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Fiir k=1,...,m folgt:

1 . —ijE 1 - — i
c1==ﬂ—+l Zyj—e jk=—n+1 Zyn+l—j'ﬂ JkE
=0 =0

1 n . )
— E —i(n+l—flre _ —
£ _ c_
1 : U Cn+i-k ks

6k=i{c,g—c_;,}=ﬂ,

n

2 2 .
a = 2e = Z yje yje T
n+l +1 b
2 —ijx i —i —jlz
— ZFJ et Z Yty e I
ﬂ-+ =
= yj
2 - —'Ij.‘!k 2 |_;|J.'1.
=ﬂ—+lzy—' +—ZF: (n=2m+1)
‘ e

Tatl Zyj 3 (67 +e™) (o= gmi1 = 0)

= cos(jz)
2 .
“mil ZHJWUIH-
=1

Diie gerade fortgesetzte Funktion lasst sich also durch eine | Cosinus-Summe* interpolieren:

m+1

s(r) = %ﬂﬂ -+ Zak cos(kz), ap= Z f(x;) cos(jzx).

k=1

b) Ungerade Fortsetzung:

ne=k2, k=0,...,n=2m+l,

11

Filze), k=0,...,m
- = = "Yns1- kE=1,....n
” {—I{Q‘N—Ie], k=m+1,...,n Yk = ~Yn+iks s

Diies ergibt analog wie im Fall (a):
cp=—cp = ap=0, b=2g=...

Die ungerade fortgesetzie Funktion 1dsst sich also durch eine ,, Sinus-Summe* interpolieren:

s(z) =Y besin(kr), b= Z £ (x;) sin(jzy).
=1 i=1
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2.4.1 Diskrete Fourier-Transformation

Wir diskutieren nun noch die effiziente Berechnung des trigonometrischen Interpolations-
polynoms.

Definition 2.7: Die in Satz 2.12 behandelte Aufgabenstellung wird ,diskrete Fourier-
Analyse® genannt: Den n+ 1 Werten y; = flz;), (7 = 0,...,n) einer Funklion f :
[0,2x] - B wenden (eindeutig) die n + 1 Koeffizienten ai, by des trigonometrischen
Interpolationspolynoms zugeordnet

ta(z) = jao+ Y {ax cos(kz) + by sin(kz)} + § am41 cos((m + 1) z).
k=1

Die Abbildung {y;} — {a&,bx} heift ,diskrete Fourier- Transformation®; sie ist offenbar
umbkehrbar.

Interpretiert man cos(kz), sin(kz) als Grundschwingungsformen eines 2w-periodischen
Prozesses y = f(z), so bedeutet eine (diskrete) Fourier-Analyse die Bestimmung der
jeweiligen Anteile ap, by dieser Grundschwingungen am Prozefi. Zur Berechnung dieser
Koeffizienten ag, by bzw. zur Bestimmung des Polynoms £,(-) nach den Formeln

ap =cg + ook, b =1i(ck—c_k)

sind n»+ 1 Summen der Form
1 n - n .
o im =Y O Y gt k=0, m,
nt+l e —
1 I

zn berechnen mit den Abkiirzungen (Man beachte, dass w™! =1 ist.)

- 1 . —idwf(n+1
¥j = oal¥i, w:=e€ ftl,

Dias Horner-Schema erfordert dazu jeweils n (komplexe) Operationen (1 komplexe Multi-
plikation und 1 komplexe Addition), d. h.: Insgesamt sind n”+n Operationen erforderlich.
Fiir grofie n und bei mehrfacher Ausfiihrung der Fourier-Analyse bedeutet dies einen
betréchtlichen numerischen Aufwand. Im Jahre 1965 gaben Cooley und Tukey!! einen
Alporithmus an, der diese Aufgabe wesentlich effizienter 16st, die sog. | Schnelle Fourier-
Transformation® (,Fast Fourier Transform* oder auch kurz |FFT*). Wir erliutern diese
fiir den Spezialfall n +1 =27, p € M:

11 John Wilder Tukey (1915-2000): US-Amerikanischer Mathematiker; arbeitete seit 1945 an der Prine-
ten University, seit 1956 als Dircktor der Statistics Research Group; bekannt vor allem durch die gemein-
sam mit J. W. Cooley (IBM Cooperation) entwickelte FFT: An algorithm for the machine caleulation
of complex Fourier series, Math. Comput. 19, 297-301 (1965); wichtige Beitrige auch zur praktischen
Statistik.
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Idee der FFT: Durch Aufspaltung der Summe

Jow™ + gyw'™ 4+ puw?® + w4+ e qw®VE | gy (21
Ok o 2Ok K — ik oo Ok k
= { so(wh)™ + g1(wh)®u*} + { g(wh)* + ga(w?)FuF} +---

st {2+ gy ()P Dt

Ck

bzgl. gerader (,—*) und ungerader (- --*) Indizes erhilt man

ar-1_1 w11

_ oy ik — ik k

Ok = Z T (w)™ + Z a4 (w” ) w
=0 i=0

Sei ky € {0,1,...,2°"'—1} der ganzzahlige Rest bei Division von k durch 2°—!:
k= ky (mod 277 1),
Wegen w” — 1 gilt mit einem geeigneten A € M
(w?)P* = (w7 (PR = (PPN (w?Ph = (w?)pE

Folglich ist

a1 |
a= 3 Fo(wP puk Y g (wtph

bzw.
cp =gy ey, k=0,...,2°—1,k=k (mod2¥ 1),

mit den Teilsummen

L | oty
C, = Z gﬂj{wﬂ)jh y Oy = Z §2j+1{ur2}jh v k=0,...,2711
F=0 =0

Zur Berechnung der n+1 = 2¢ Grifen ¢, geniigt es also, die 2 - 2°~! Griflen ¢, , &,
zu bestimmen, d. h.: Die Fourier-Analyse mit n+1 = 2F Termen wird ersetzt durch
zwei Fourier-Analysen mit jeweils 2¢~! Termen. Anwendung derselben Aufspaltung auf
&, und &, ergibt vier Fourier-Analysen mit jeweils 2°~2 Termen ws.w.. Am Schluss
verbleiben als Startpunkt des Algorithmus 2F Fourier-Analysen mit jeweils einem Term.
Diese , trivialen® Fourier-Analysen ordnen den einzelnen Stiitzpunkten =, (k=1,--- ,n)
gerade die Werte gy zu, welche die jeweiligen Koeffizienten der trigonometrischen Appro-

ximation O-ter Ordmung durch konstante Funktionen darstellen.

Satz 2.13 (Schnelle Fourier-Transformation): fm Fall n+1 = 27 [gst die ,Schnelle
Fourier-Transformation® das Problem der Berechnung der n + 1 Fourier- Koeffizienten

{co,...,ca}, mit 2(n+ 1)logy(n + 1) (komplezen) arithmetischen Operationen.
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Beweis: Sei r, die Anzahl der (komplexen) Operationen zur Berechnung aller Koeffizi-
enten {cg,...c,} im Falle n+1 = 27 Sind die Groflen &, &, (k =0,...,27°1-1)
bekannt, so erfordert die Berechnung der Potenzen w* (k= 1,...,n) und der Koeffizi-
enten cp = &, + w*a&, (k=0,...,n) offenbar hichstens (n—1) + (n+1) =2n < 2-2¢
Operationen. (Eine grofie Ersparnis wire durch vorausgehende Berechnung und Speiche-
rung der w* zu erzielen!) Also wird

p=2-mp1+2-27, p=123,....
Wir wollen zeigen, dass v, < 2p- 27 gilt. Ausgehend von rp = 0 folgt durch Induktion:
Tp=2-mp 1 +2-2F=12. {2{;3—1}-‘2”‘1] <2p-2* =2 loga(n + 1) (n + 1),

was den Beweis vervollstindigt. Q.ED.

Beispiel 2.8: n =27 -1=127

n® +n=16256, 2(n+1)log,(n+1)=1.792.
7

Implementierung: Bel der konkreten Implementierung der FFT geht man genau ent-
gegengesetzt zu ihrer obigen Herleitung vor. Zunichst werden die 2 ein-elementigen
Fourier-Analysen durchgefiihrt, welche die gegebenen Stiitzwerte ;, (7 =1,...,2P —1)
verwenden. Danach werden nur noch die rekursiven Formeln

ok =g +utey,, k=0,...,27—1, k=k (mod2* 1),

abgearbeitet.

2.5 Gaufi-A pproximation

Wir fassen im Folgenden die Menge C[a,b| der fiber einem Intervall [a,b| stetigen reell-
bzw. komplex-wertigen Funktionen als einen (unendlich dimensionalen) Vektorraum iiber
dem Zahlkéirper K =R oder K = C anf.

Bemerkung 2.3: Die Aussagen dieses Abschnitts gelten sinngem&f auch fiir den Vek-
torraum R[a,b| der iiber dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbaren Funktionen oder
sogar fiir den Vektorraum L*(a,b) der iiber (a,b) im Lebesgue-Sinne quadrat-integrablen
Funktionen.

Gegeben sei eine Funktion f € C|a,b| sowie ein endlich dimensionaler Teilraum S C
C'la, b|, dessen Elemente zur Approximation von f dienen sollen, z. B.: § = F,, Raum
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der Polynome vom Grad < n. Im Gegensatz zur Interpolation verwendet die ,Gaunfi-
Approximation® das sog.  quadratische Mittel*

in1=( [ rera)”

als Maf fiir die Giite einer Approximation. d. h.: Gesucht ist ein g £ 5, s0 dass
If — gll = min [|f — ]| (2.5.31)
wES

Ein g £ 5 mit dieser Eigenschaft heifit dann ,Bestapproximation® von f (in 5§ bzgl
|-|I ). Durch ||-|| ist auf Cla,b| eine ,Norm* gegeben, d. h. eine Funktion || || : Cla,b] —
R, mit analogen Eigenschaften wie die wohlbekannte euklidische Vektornorm auf dem
E"™. Es sei an die folgenden Eigenschaften einer Norm erinnert:

1. Definitheit: || flleR,, |Ifll=0 = f=0.
2. Sublinearitdt: || f + gl < || fll +lgll (Dreiecksungleichung),
3. Homogenitidt: ||af]| = |of||fl, =€ K.
Das Analogon zum euklidischen Skalarprodukt ist in diesem Fall das | L?-Skalarprodukt®

b —
(f.9) Ef f(g®)dt, (f, f)=If>
Hierfiir liegen wieder die fiir ein ,,Skalarprodukt® charakteristischen Figenschaften vor:

1. Definitheit: (f,fleRy, (f.f)=0 = f=0.
2. Linearitit: (af +g,h) =a(f.g)+(h,g), a«ckK,

3. Symmetrie:  (f,g) = (g, f)-

Nicht jede Norm gehdrt zu einem Skalarprodukt; z. B.: die sog. ,LP-Normen® || - ||, fir
p € [1,00) Y {2}, sowie die sog. ,Maximumnorm® |- [|u:

I,= ([ 1@l da)”, Sl max o)

Wir notieren noch die wichtige ,Héldersche!? Ungleichung® fiir Skalarprodukte {auch
wSchwarzsche® Ungleichung® im Fall allgemeiner Skalarprodukte)

(£ < Il lgll-

3L udwig Otto Holder (1859-1937): Deutscher Mathematiker; Professor in Tiibingen; Beitrige zunéchst
zur Theorie der Fourier-Reihen und spater vor allem zur Gruppentheorie; fand 1884 die nach ihm benannte
Ungleichung.

Hermann Schwarz (1843-1921): Deutscher Mathematiker; wirkte in Halle, Gottingen und Berlin;
loistete grundlegende Arbeiten zur Funktionentheorie, Differentialgeometrie und Variationsrechnung,
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Versehen mit dem L?-Skalarprodukt wird C|a,b| zu einem sog. ,unitiren Raum*®. Fiir die
Gaufi'*-A pproximation in unitiren R&umen haben wir die folgende fundamentale Aussage:

Satz 2.14 (Allgemeine Gaufi- Approximation): Seien H ein unitdrer Haum und
S5 C H ein endlich dimensionaler Teilraum. Dann existiert zu jedem f € H eine eindeu-
tig bestimmie _beste Approrimation® g€ 8

If — gll = mig ||f — . (2.5.32)

Beweis: (i) Wir wollen die Eigenschaft der besten Approximation zunfchst durch eine
etwas handlichere Bedingung charakterisieren. Sei g € 5 eine beste Approximation. Dann
besitzt fiir beliebiges, fest gewidhltes ¢ £ 5 die quadratische Funktion

F(t):=|f-g—ty|®>, teR,

bei £ =0 ein Minimum. Folglich ist

d d B
—F(tymo=—|f—g—t — 0.
S Oe=o = 2 lIf =9 —tl 0

Ausgeschrieben bedeutet dies (f — g — #y, ¢ )y—o = 0 und folglich

(f—g.¢)=0 Vpes. (2.5.33)
Diese Beziehung kann man so interpretieren, dass der Fehler f — g auf dem approximie-
renden Teilraum S ,orthogonal® ist bzgl. des L?-Skalarprodukts (-,-).
(11) Genilge nun umgekehrt g € S der Bedingung (2.5.33). Dann gilt mit einem beliebigen
wES:
If—glP=(f-g.f-a)=(f-g.f-)+(f-ge—a <If—gllf -l

und folglich
— < —
If —gll = WL [If — ell,

d. h.: g ist auch beste Approximation.

(iii) Eindeutigkeit der besten Approximation: Seien gy, go € 5 zwei Bestapproximationen.
Diann gilt notwendig
(f—91,9) =0=(f—g2p) VpeS,
und folglich
(g1 —g29) =0 Vel

4 Carl Friedrich Gaufi (1777-1855): Bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
wirkte in Gottingen; fundamentale Beitrige sur Arithmetik, Algebra und Geometrie, Begrunder der
modernen Zahlentheorie, Bestimmung von Planetenbahnen durch ,Gaufi- Ausgleich®, Arbeiten zum Erd-
magnetismus und Konstruktion eines elektromagnetischen Telegraphen.
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Wiihlen wir ¢ := gy — ga € S, ergibt sich ||gy — g|* = 0 und somit g = ga.

(iv) Existenz der besten Approximation: Der endlich dimensionale Teiltaum S5 C H
besitzt eine Basis {11,...,¢,}, n = dim H, bzgl. derer sich die gesuchte besten Appro-
ximation g € & darstellen lisst in der following Form:

9= Zﬂk‘!ﬁ’k-
k=1

Einsetzen dieses Ansatzes in die notwendige Orthogonalititsbedingung (2.5.33) ergibt
(F =3 envik, 0) = (f0) = 3 onl(dn,9) =0 VpeS.
i=k k=1

Diies ist bei sukzessiver Wahl von o = oy fiir i = 1,...,n, Gquivalent zu dem linearen
n ¥ n-Gleichungssystem

S W tdae = (f,95), i=1-,n (2.5.34)

k=1

Mit der Notation

o= (or)izr, bi=((fiu)lim, A= ((¥n )=,

ldsst sich dies in der kompakten Form Ao = b schreiben. Die Matrix A ist als ,, Gramsche
Matrix“ der Basis {41,...,v,} reguldr. Dies ersieht man aus der Beziehung

% Aa = _kz_:lﬁeak{tﬁm,w.-} =(9,9),

welche die Injektivitdt von A impliziert. Ferner ist A offenbar fymmetrisch® (im Fall
E = R) bew. jhermitesch* (im Fall E = C) und folglich ,positiv definit*. Das Glei-
chungssystem Ao = b ist also fiir jede rechte Seite b, d. h. fiir jedes f & H eindeutig
lésbar. Folglich bestimmt die Orthogonalititsbedingung (2.5.33) eindeutig ein Element
g = 5, welches dann notwendig eine Bestapproximation von f ist. Q.ED.

Zur Konstruktion der besten Approximation g € 5 zuo einer Funktion f € H kann
zunfichst das Gleichungssystem (2.5.34) dienen:

Y @k didan = (fih), i=1,-,m (2.5.35)
k=1

Es besitzt eine besonders einfache Losung, wenn die Basis {i4,... ¢y} ein ,Orthonor-
malsystem® (,ONS*) ist, d. h.: (g, ¢) = §; . Dann gilt offenbar

ar = (fign), k=1,...,m,
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d. h.: Die beste Approximation ist explizit gegeben durch

9= (fivu)ve. (2.5.36)

k=1

Hilfssatz 2.1 (Gram-Schmidt-Algorithmus): Zu jeder Basis {14,....¢n} von S
lisst sich ein Orthonormalsystem mit dem ,Gram'®-Schmidt'-Algorithmus® konstruie-
TEn:
G1i=11, 1= @l e,
E—1
o G=thi— ) (nedes eni= G G
i=1

Das Ergebnis ist ein Orthonormalsystem {p1,...,¢a} in 5.

E=2,...

Beweis: Dies zeigt man durch Induktion nach n = dimS. Im Fall ¢4 # 0 ist ¢
wohldefiniert. Sei nun {1, ..., pa—1} wohldefiniert und ONS. Im Fall

Pn=Vn— ) (Yn, r)er =0

k=1

wire {i4,...,1,} linear abhingig, im Widerspruch zur Annahme. Also ist ¢, wohlde-
finiert. Weiter ist fiir k=1,...,n—1:

n—1
(9n: o0) = (¥n, ) — Z{t}i’n:{ﬁ] (i ex) =0,
im1 e
= thik
und ||¢g|| = 1 nach Konstruktion. Q.ED.

Im Folgenden wollen wir die obigen allgemeinen Aussagen rur Gaul-Approximation
mit Polynomen anwenden. O.B.d.A. legen wir das Intervall [a,b] = [—1,1] zugrunde (ge-
gebenenfalls Variablentransformation). Nach Satz 2.14 existiert zu jedem f £ C[-1,1]
die eindeutig bestimmte beste Approximation g € § = F,. Zu ihrer Berechnung sei
zunichst die Basis {1,z,...,z"} von F, herangezogen. Die Koeffizienten in der Darstel-
lung g =% p_paxc® ergeben sich dann als Lésung eines linearen Gleichungssystems mit
der Koeffizientenmatrix A = (a4 )7, _g , wobei

1% Jargen Pedersen Gram (1850-1916): Dénischer Mathematiker, Mitarbeiter und spéter Eigentiimer
einer Versicherungsgesellschaft, Beitrige zur Algebra (Invariantentheorie), Wahrscheinlichkeitstheorie,
Numerik und Forstwissenschaft; das w.nach ihm benannte Orthogonalisierungsverfahren geht aber wohl
auf Laplace suriick und wurde bereits von Canchy 1836 verwendet.

Frhard Schmidt (1876-1959): Deutscher Mathematiker, Professor in Berlin, Griinder des dortigen
Instituts fur Angewandte Mathematik 1920, nach dem Krieg Direktor des Mathematischen Instituts der
Akademie der Wissenschaften der DDR; Beitrage sur Theorie der Integralgleichungen und der Hilbert-
Raume sowie spiter zur Topologie.
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1 0 1/3 0 1/5
0 1/3 0 1/5

/3 0 1/5 0

0 1/5 -

1/5

f Yo 0 , falls i+ &k ungerade
Qg = rr'dr = 3
-1 ks - Malls i+ k  gerade

Diese Matrix (sog. Hilbert!"™-Matrix) ist zwar regulér, doch ist ihre Invertierung so extrem
schlecht konditioniert, dass fiir grofe n die Berechnung von g auf diesem Wege unméglich
ist. Statt dessen wird die Basis {1,...,z"} begl. des (reellen) Skalarprodukts (K =R)

1
(fr9) = f F@)g(a) d

orthonormalisiert. Das Ergebnis fassen wir in folgendem Satz zusammen.

Satz 2.15 (Legendre-Polynome): Durch Orthogonalisierung der naturlichen Monom-

basis {1,z,...,2"}, n € M, mit dem Gram-Schmidt-Algorithmus ergeben sich Polynome

pr € Py (nicht normalisiert), welche sich in der Form
K dF

() = = —(z? —1)F, k=0,1,..

(2K)! d=* 14y eeey Ty (2.5.37)

darstellen lassen. Fiir sie gilt die sweistufige Rekursionsformel

p(r)=1, plz) ==,
k2 (2.5.38)
Prsa(z) = zpi(z) — m?k—ﬂ:z}: k=1,2,...,n—-1L

Hﬂ Eﬂinl-l Ekk!ﬂ
S 1) = ) 2.5.39
ol = gV om0 = @iy (2:5.30)

"David Hilbert (1862-1943): Bedeutender deutscher Mathematiker; wirkte in Konigsberg und Gottin-
gen; begrindete u. a. den axiomatischen Aufbau der Mathematik; zum Wesen der Axiomatik (in der
Geometrie) sagte er ,Man muss jederzeit anstelle von Punkten, Geraden, Ebenen - Tische, Stuhle, Bier-
apidel sagen kbnnen®.

SOURE
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Durch Normierung bei © = 1 erhilt man die sog. Legendre'®- Polynome*

(2Kk)!
Li(z) == g pe(a), Le(1) =1, k=0,12...,n. (2.5.40)

Beweis: Wir filhren den Beweis in mehreren Schritten, wobei einige Rechnungen als
Ubungsaufgabe pestellt sind.

(1) Wir zeigen zunéchst, dass die durch (2.5.37) definierten Polynome py € P bezgl. des
Skalarprodukts (-,-) orthogonal sind. Dies ergibt sich durch partielle Integration iiber
dem Intervall [—1,1] (Ubungsaufgabe). Analog erschliefen wir die Beziehungen (2.5.39).

(ii) Der fiihrende Term von pi(x) ist gemaf der Definition =* . Folglich sind die pp gerade
die durch den Gram-Schmidt-Algorithmus aus der Monombasis erzeugten orth. Polynome.

(iii) Das Polynom (z® — 1)* ist eine gerade Funktion. Seine k-ten Ableitungen sind dann
ungerade oder gerade je nachdem, ob & ungerade oder gerade ist. Folglich ist

Pelz) = (—1)*pi(—x).

(iv) Wegen prya(z) = 25 + . ist prya(z) — zpa(z) = ez + oz + .+ g0 mit
gewissen Koeffizienten -, ..., qp. Ist nun k+1 gerade, soist das Polynom pgyq(x)—zpi(z)
gerade aber r* ungerade, so dass notwendig ~; — 0 sein muss. Es gibt daher eine

Darstellung
k-1

prei(r) — zpe(z) =Y vipil)
=0

mit den Polynomen py, ..., pp_y , die ja als Orthogonalsystem eine Basis von Fy_; bilden.
Wegen der Orthogonalitit der pg folgt daon fiir j=0,...,k —2:

k-1
0= (prst — zpr, Lj) =Y %lpi, p5) = vsllmsll®
i=(

bzw. 3 = ... = 7p—a = 0. Es besteht also eine zweistufize Rekursion der Form

Pe41(z) = Tpi(T) + M—1pr-1(z).

Zur Bestimmung des Koeffizienten ~,_; verwenden wir pp(1) = {’5—;,‘2" Es ergibt sich

(E+1)!7 k41 K2 ok

ey — Pes(l) —pll)  @Esay ~ B
- Pe-1(1) {;k;_l%i‘z"“
AR+ 1) - 22k + 2)(2k+1)  k(k+1)—K(2k+1) k2
(kD)2 +1)2k(2k—1)  (2k+1)(2k—-1) 42 -1’
wie behauptet. Q.ED.

18 A drien-Marie Legendre (1752-1833): Franzosischer Mathematiker; Mitglied der Pariser Akademie der
Wissensch_; Beitrige zur Himmelsmechanik, Zahlentheorie und Geometrie.
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Die Rekursionsformel (2.5.38) fiir die Polynome p, ist ein Spezialfall eines allgemeinen
Resultats fiir , orthogonale Polynome*; siehe den folgenden Satz 2.17.

Die Gauf-Approximation mit orthogonalen Polynomen hat den Vorteil der formal
einfachen Berechenbarkeit der besten Approximation

n 1 1,
9@ =3 ([ I i) ([ 1©m©d6) mio

Die Berechnung der Koeffizienten erfordert i. Allg. numerische Quadratur.

Die Maximalabweichung der Gauf-Approxierenden
If — gllee = max |f(z)—g(z)|

—1<z<l

wird jedoch i. Allg. grofi; insbesondere in der Nihe der Intervallenden treten grofie Fehler
auf. Zur Unterdriickung dieses Defektes verwendet man das gewichtete Skalarprodukt

1

1-r

b

1
(19— [ f@ae d, o=

wodurch eine stirkere Bindung in der zugehérigen Fehlernorm

1=l = ([ 170 - s —is)

an den Intervallenden impliziert wird. Zur Anwendung von Satz 2.14 wird die Basis
{1,z,...,z"} von F, nun bzgl. dieses neuen Skalarproduktes orthogonalisiert.

Satz 2.16 (Tschebyscheff-Polynome): Durch Orthogonalisierung der natirlichen Mo-
nombasis {1,z,...,z"}, n € M, bzgl. des gewichteten Skalarprodukts (-,-), mit dem Gram-
Schmidt-Algorithmus ergeben sich Polynome pp € Py (nicht normalisiert), welche sich in
der Form

po(zr) =1, pe(z) = 2% cos|karccos(z)], k=1,2,..,n, (2.5.41)
darstellen lassen. Fiir sie gilt die zweistufige Rekursionsformel

mir)=1, pz)==z,

2542
pisi(x) = drpele) — dpes(z), k=1,2,...m, (2542)
SOURE
v k=0 -
— 1) =2, 2543
HM|{¢gik%& D) (2.5.43)
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Durch Normierung bei © = 1 erhilt man die sog. | Tschebyscheff '°-Polynome*

Ti(z) = coslkarccos (z)], Ti(1)=1, k=0,1,2,.... (2.5.44)

Beweis: Zunichst gilt fir die Funktionen g := cos|k arccos(r)] im Fall £ = 0,1:
g =1, g1ix) = =. Weiter folgt aus der Identitat

eos((n+1)x) + cos{(n—1)z) = 2 cos(x) cos(nz)
die rekursive Beziehung

gir (x) = cos|(k+1) arceos (z)]
= 2 cos|arccos (z)| cos[k arccos (z)| — cos|(k—1) arccos ()

=2rqr — gr-1.

Weiter erhilt man mit Hilfe der Variablentransformation = = cos(#) mit
dr = —sinf@df = —/1 — cos?(8) df = —/'1 — 22 4

die Beziehung
1 m, k=j3=0
f gilz)gi(z)w(z) dr = —fﬂccs{kﬂ} cos(j8)df = ¢ w2, k=j#0.
-1 x .
0, k#j

Hieraus entnehmen wir, dass die g, tatsichlich Polynome k-ten Grades iiber [—1,1|
sind, paarweise orthogonal bzgl. (-,-), sind und den fiihrenden Koeffizienten gp(z) =
951k 4 .. haben. Die skalierten Polynome pg = 1 und p := 2 "'q. haben dann den
fiihrenden Koeffizienten py(x) = =¥ +... und geniigen der zweistufigen Rekursionsformel

Pre1(z) = dzpr — Apr_1.

Sie sind also gerade die durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren er-
zeugten Polynome. Q.ED.

Die beste Approximation einer Funktion f € C[-1,1] in F, bzgl. des gewichteten
Skalarproduktes (-,-), hat also die Gestalt

g=">_ aTiz)
par

Pafmuty Lvovieh Tachebyscheff (russ.: Chebyshev) (1821-1804): Russischer Mathematiker; Professor
in St. Petersburg; Beitrage zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und vor allem #ur Approxima-
tionstheorie; entwickelte eine allgemeine Theorie orthogonaler Polynome.
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mit den Koeffizienten
1 1 9 1
== -/:1 flrlw(z)dr, oap= - ./—1 flo)T(z)wi(z)de, k=1,...,nm.

Das Bestehen von zweistufizen Rekusionsformeln fiir die Gauf-Legendre sowie fiir die
Tschebyscheff-Polynome legt nahe, dass dies vielleicht generell fiir orthogonale Polynomen
bzgl. Skalarprodukten der betrachteten Form (-,-), gilt. Dazu gilt der folgende Satz.

Satz 2.17 (Orthogonale Polynome): Das allgemeine Skalarprodukt (-,-) auf C[-1,1|
habe die auf dem Vektorraum P der Polymome die Symmetrieeigenschaft

(p,zq) = (zp,q) Yp,ge P. (2.5.45)

Dann geniigen die durch das Gram-Schmidi-Verfahren aus der Basis {1,z,7%,...} ge-
wonnenen orthogonalen Polymome pp, k=10,1,2, ... (nicht normalisiert), den folgenden
rekursiven Bezichungen beginnend mit py(z) =1, pilz) =z — Gy -

Pesilz) = (z — B)pr — epe—1, k=1,2,3,.., (2.5.46)

mit den Koeffizienten

2
ﬁk=$+ E=0,1,2,..., m= ||;|f!r1:k|1I||2’ k=123, ..

Beweis: Das Gram-Schmidt-Verfahren erzengt die Polynome p, nach der Vorschrift

_ (=, ps)
m=l B b2 Z e

Also ist pp = 1 und py = = — Gp. Wir setzen g1 = (z—Be)pr — Jape—1 - Dann gilt
offenbar wegen p | Fy_; und der Symmetriecigenschaft von (-, -):

(gr+1,2x) = (2o, ) — Bellpel® — 7 (Pr—1,p2) = 0,

=10
{":'::+1+P:=—1} = (TPk, P—1) — Be (Pes Pr—1) — ’:l“:.=||;'?':=—1||2 = (P, TPi1 — 1) =0,
o S — "‘-—v—;’ e
=0 =l € Py

sowie fir j =0,...,k—2:

(ge+1,25) = (Pry TP; ) — B (e, Pi) — 1k (PR—1,p5) = 0.
o S’ S —
€ Py =0 =0

Also ist g1 orthogonal zn Py = Span{py,...,px} und hat die Gestalt

ges1(z) =2 4 r(z), 1€ B
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Entwickelt man r nach {py,...,p},

k

r(z) = (rp)llpil 2 pal),

i=0
so ergibt sich mit
E

Gepi(z) =25 43 (129 1 (2)

2 g

k
=24 { (@esr. )~ p) gl i) = prsa ()
i=( -0

schliefilich die Behauptung. Q.ED.

2.6 Tschebyscheff-A pproximation

Im Folgenden betrachten wir nur reell-wertige Funktionen. Die Gauf-A pproximation hat
gewisse Probleme mit der gleichmifigen Approximation auf dem ganzen zugrunde liegen-
den Intervall; sie ist aber verhiltnismafiig einfach zu realisieren. Die sog. ,, Tschebyscheff-
Approximation® verwendet direkt die , Maximumnorm*

| fllee = max |f(z)]

aszeh

zur Bestimmung der besten Approximation g € S5 € Cla, b].
lf—glloe = min lf —ellco- (2.6.47)

Die Norm || - ||l auf Cla,b] wird nicht durch ein Skalarprodukt erzeugt; die Existenz
der besten Approximation kann also nicht aus Satz 2.12 erschlossen werden. Tatsachlich
ist i. Allg. die beste Approximation nicht einmal eindeutig bestimmt. Thre Existenz ist
jedoch allgemein in normierten Riumen gesichert.

Beispiel 2.0: Dieses Beispiel belegt die mégliche Mehrdeutigkeit der ,,besten® Tscheby-
scheff-A pproximation.

2]
la,b] = [0,1], flz)=1 |
S={glg(r)=az,acR}, dimS=1 ) l

=1
If—glleec=1 ¥ges§ /ﬂc | fix)
lf—glle=1 ¥Vg=azr, 0<a<2 |l _
X
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Satz 2.18 (Allgemeine Tschebyscheff-A pproximation): Sei E ein normierter Vek-
torraum mit Norm || - || und § C E ein endlich dimensionaler Teilraum. Dann gibt es
zu jedem f € E eine beste Approrimation g€ S :

If—gll = mig [|f—ell. (2.6.48)

Beweis: Ein gp € § mit ||go] = 2||f]| kann keine beste Approximation sein, da
If =goll = llgoll =LA > A1l = .7 =01l = InL [lf =l
Die optimale Approximation ist also in der beschrinkten Teilmenge

So={peS:lel <2} S

zu suchen. Sie ist abgeschlossen und, da S endlich dimensional ist, kompakt (Satz von
Bolzano/Weierstrass). Die auf 5 stetige Funktion F{y) = ||f—¢| nimmt dann anf Sy
ein Minimum g an, d. h.:

Ilf—gll = min If—ell = min lf—ell-
Q.E.D.

Die Eindeutigkeit der Tschebyscheff-Approximation in Cla, b wird durch die sog.
,Haarsche Bedingung® (H) an den Ansatzraum S C Cla,b| mit dim S = n garantiert:

Definition 2.8: (H) Man sagf, dass der (endlich dimensionale) Teilraum S C Cla, b
der  Haarschen Bedingung® geniigf, wenn die Lagrange-Interpolationsaufgabe g(z;) =
y;, t = 1,...,n mit belichigen Stitzstellen a < 1y < 15 < ... < z, < b und Werten
Yoo Uy € R stets durch ein g € § ldshar ist.

Fiir einen Teilraum S < Cla, b| ist die Haarsche Bedingung &quivalent zur eindeutigen
Lasbarkeit der Lagrange-Interpolationsanfgabe. Dies sieht man wie folgt:

Sei {g1,...,9,} eine Basis von 5. Die Existenz eines interpolierenden g =3 a;g9, € 5
ist Aquivalent zur Losbarkeit des linearen Gleichungssystems

Zﬂigi':fj} =y, Jj=1....m (2.6.49)
=1

fiir den Koeffizientenvektor (a,...,a,)T . Die Haarsche Bedingung ist quivalent zur Re-
gularitit der Matrix (g:(z;))ij=1, n. d. h. 2ur eindeutigen Lisbarkeit der Interpolations-
aufgabe.

M Alréd Haar (1885-1933): Ungarischer Mathematiker; Professor in Kolozsvir {Cluj), Budapest und
Szeged; viele wichtige Beitrige zur Approximationstheorie {,Haarsche Bedingung®) und Analysis auf
Gruppen (,Haar measure®).
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Beispiel 2.10: Wir geben Beispiele von Systemen 5, fiir welche die Haarsche Bedingung
(H) erfiillt ist.

1. Die Polynomraume F, erfiillen Bedingung (H) auf jedem Intervall [a,b].

2. Der Raum S = Span{z,...,z"} erfiillt Bedingung (H) nur, wenn 0 & [a,b] ist:

r=0=2F=0, k=1,....n = det(zl)ij=1._n=0.

Satz 2.19 (Tschebyscheffscher Alternantensatz): Fir den Teilraum S C Cla,b|
mit dim § = n sei die Haarsche Bedingung (H) erfiilllf. Dann ist die Tschebyscheff-
Approzimation g € S, einer Funktion f € Cla,b| durch folgende Eigenschaft charakteri-
siert:

{A) Es eristieren m > n+ 1 Stellen a <zp< ... <z, <b (sog. ,Allernante®, so dass
Jiir die Fehlerfunktion e(z) = f(x) — gl(x) gilt:
le(z:)| = llelles, efx) = —elzi1); i=1,...,n. (2.6.50)

Insbesondere ist die beste Approrimation eindeutig bestimmdt.

Beweis: Fiir den nicht trivialen Beweis der Alternantenaussage verweisen wir anf die

Literatur; z. B.: Schaback/Werner [5 Q.E.D.
[
||ﬂ||m_i__7q\ ______ Z___
T T T T T -
asx) Xz X3 X, X, =h
Jellfm — —— — — — — — — - = = -

Abbildung 2.9: Schema der Alternantenregel

Korollar 2.2: Der Alfernantensatzes impliziert, dass die beste Approrimation fiir den
Spezialfall S = F,_1 eindeutig bestimmi ist.

Beweis: Seien gy, g0 zwel beste Approximationen mit ey = f— g, ea = f — go. Fiir
A e (0,1) ist dann ||Aea||ee < |l€t]|ac , 50 dass der Graph von Aes(x) den von eq(z)
mindestens n-mal schneidet (siehe Abbildung 2.9). Jede der Funktionen ,iz) = ¢/(z) —
Aeg(xr) hat also mindestens n Nullstellen. Durch Grenziibergang A — 1 folgt, dass
wilx) = e1{x) — ealx) = galr) — g1(r) mindestens n (ihrer Vielfachheit entsprechend oft
gezdhlte) Nullstellen besitzt. Wegen gz — gy € F,_1 ergibt sich zwangslinfig g1 = g2.

Q.ED.
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Bemerkung 2.4: Der Alternantensatz ist die Grundlage des sog. , Remez?'- Algorithmus“
zur Konstruktion der Tschebyscheff-A pproximation. Wire eine Alternante {z;,...,z .}
bekannt, so kéinnte man bei gegebener Basis {yy,...,¢,} von S die beste Approximation

g= Zﬂiiﬁi
i=1

sowie die GriBe any == o||f—gllw, ¢ € {—1,1}, aus dem linearen Gleichungssystem

Y api(ze) + (—1)fanss = ), k=1,...,n+1,
i=1

berechnen. Der Remez- Algorithmus besteht aus der systematischen 1teral.1vefu Suche nach
der Alternante {zi,.. $I"+1} In jedem Schrltt wird mit der Niherung {I, ceeey 5:11

das Gleichungssystem fiir a ,.. .?a:.[f] und r:r"+1 gelost und fir
D=3 al%
i=1

das Optimalitidtskriterium
i
1F = 990 = o,

abgefragt. I. Allg. konvergiert {IM ﬁz,,_,_,} gegen {ri,...,Tns1}, allerdings nicht in
endlich vielen Schritten.

Beispiel 2.11: f(z) —cos(z), |a,b] =[0,7/2], S=P

P S —
1ol flz) — | 0.10
osl a(z) 0.05
0.6 ] 0
04l ] 0.0
0.2h ] 0.10
0 02 04 06 0.5 1.0 1.2 14 0 5 0.4 06 0.8 1.0 1.2 14

Abbildung 2.10: Anwendung der Allernantenregel

HNEvgeny Yakovlevich Remes (1896-1975): Russischer Mathematiker; Professor an der Universitat Kiew
(1935); Beitrige zur konstruktiven Approximationstheorie (, Remez-Algorithmus*) und zur numerischen
Losung von Differentialgleichungen.
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2.6.1 ,,Optimale® Lagrange-Interpolation

Zur Anwendung der Tschebyscheff- Approximation stellen wir die Frage nach der | optima-

len* Wahl der Stiitzstellen bel der Lagrange-Interpolation. Fiir das Lagrange-Interpola-

tionspolynom p € P, einer Funktion f € C™![a,b] zu den Stiitzstellen a < g < 1 <
T, < b gilt nach Satz 2.3 die Fehlerdarstellung

flx) — palz) = et )l 1}. ———— fNG)L(z), z € [z0,...,Tn],
wobei Lz ]'[ gz —x;) . Die Stiitzstellen =y, ..., z, solle so bestimmt werden, dass
mmax |L(z)] = |1 L]l (2.6.51)

minimal wird. Damit hitte man eine  optimale* Darstellbarkeit von Funktionen aus
C™*la, b durch Lagrange-Interpolationspolynome in F,. Nun ist L(r) = ™! — p mit
einem p € F,, d. h.: Die Aufgabe  optimale® Stiitzstellen zu bestimmen, ist Gquivalent

zur Konstruktion der Tschebyscheff-Approximation zu f(z) = ™! bzgl. § = P,. Nach
dem Alternantensatz hat die Fehlerfunktion e — ™! — p mindestens n + 1 Nullstellen

im Intervall [a,b].
Satz 2.20 (Optimale Stiitzstellen): Aufdem Intervall |a,b] = [—1, 1] ist die Tscheby-
scheff-Approzimation g € P, zu f(x) = ™! gegeben durch
glz) =" — 27T, 14(x) (2.6.52)
mit dem (n + 1)-ten Tschebyscheff-Polynom
Tut1(z) = cos[(n+1) arceos()).
Die Nullstellen

k=0,..

1

i'rﬂ.+1) n (2.6.53)

"_ms(z g

von Thy1 sind gerade die ,optimalen® Stitzstellen der Lagrange-Interpolation auf [—1,1] .

Beweis: Das Polynom T,iy € Poyy hat die n+1 Nullstellen p = cos(32H), k =

0,...,n, und es gilt (Ubungsaufgabe)

| =92
ke~ H Iz — 2l

Der rekursiven Beziehung

To=1, TNiz)=z, Tiulr)=22T,(z)— Th1(x),
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entnimmt man, dass T,.;(x) = 2"z"*! + g(z) mit einem g € P, . Also ist

2T (x) = [[ (z—=p) = L(2)-
k=0
Weiter nimmt T.41(x) = cos((n+1) arccos(z)) im Intervall [—1, 1| offenbar genau (n+2)-
mal einen Extremwert an, abwechselnd +1 (siche Abb. 2.11). Diese n+2 Extremalstellen
bilden dann eine Alternante fiir die Approximation g(z) = ="' — 2T, ,4(z) € P, zu
z"*! | Nach dem Alternantensatz ist g also die eindeutig beste Approximation zu z™+!.
Mit den Nullstellen xy von T,s1(x) gilt folglich

ma _:1|H+:z )| =27 max [Toys(z)]
= max o™ — [ - 2T (o)

—min max |r"! —
min max | pl(z)|

— _ min [ (=—¢)l
I | —1-::-:1 Pt

und damit die behauptete Optimalititseigenschaft. Q.ED.

!
ad ".1
[T -ll }1‘
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Abbildung 2.11: Anwendung der Alternantenregel

Die optimalen Stiitzstellen der Lagrange-Interpolation auf einem beliebigen Intervall
|a,b] gewinnt man aus dem Resultat von Satz 2.20 mit Hilfe der Transformation ¢ :
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|2, 8] = [-1,1]:
2 a+b
Sl s et

b—a a+b

U = TI;‘+T, E=0,... n
Fiir den Interpolationsfehler einer Funktion f & C™*![a,b| gilt dann
(b—a)"

+1
(nt1)y 2.6.54
mi1) 2= | i |8 ( )

If = palle =

2.7 Ubungsaufgaben

Ubung 2.1: Gegeben seien n+ 1 paarweise verschiedene Punkte =; ¢ R,i = 0,1,.. ., n,
und die zugehdrigen n + 1 sog. Lagrange-Polynome

I—Ij'

LM(z) -

, i=0,.. n
=gt

Man zeige, dass die Polynome {LE"},L' = 0,...,n}, eine Basis des Polynomraums F, (Vek-
torraum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich n ) bilden, und dass die folgenden
Beziehungen gelten:

i) Y LP@)=1, zeR),

1

‘=|]
i) Y ELM0) =0, k=1,...n
i=|]

ii) L) = (1) ] =
i=0 i=0

(Hinweis: Man verwende die Eindeutigkeit des Lagrange-Interpolationspolynoms und die
Darstellung des Fehlers bei der Lagrange-Interpolation. )

Ubung 2.2: Fiir verschiedene Orte wurde an einem bestimmten Tag die folgenden Ta-
geslingen gemessen:

Ort | Tageslinge | Lage
17h 28m | 55,7
18h 00m | 57,7°
18h 31m | 59,3°
19h 56m | 62,67
22h 34m | 65,67

oD Om e
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Man bestimme die Tageslinge am Ort F' bei 61,7 durch Auswertung des zugehirigen
Interpolationspolynoms mit Hilfe des Neville-Algorithmus. (Es geniigt 4-stellige Dezimal-
rechnung.)

Ubung 2.3: Es soll eine 10-stellige Wertetabelle von
flx) =f sin(t)*dt, =€ [0,n],
0

erstellt werden (in Festkommadarstellung), so dass kubische Lagrange-Interpolation einen
Fehler kleiner als 5 - 107 fiir jeden Wert von z im Intervall [0, =] ergibt. Reichen dazu
die Werte zu 250 Aquidistant verteilten Stiitzstellen aus? (Hinweis: Der Auswertungs-
fehler setzt sich zusammen aus dem absoluten Interpolationsfehler und dem absoluten
Rundungsfehler in den zur Interpolation verwendeten Stiitzwerten.)

Ubung 2.4: Gegeben sei die Funktion f(z) = *, A € R, auf einem Intervall [a,b].
Man zeige, dass in diesem Fall der Fehler f — p,, der Lagrange-Interpolation von f iiber
beliebig verteilten n + 1 (paarweise verschiedenen) Stiitzstellen aus [a,b] fiir n — oo
gleichméfig gegen Null konvergiert:

max |f(r) — pal(z)| =0 (n — oo).

oE[a,b]

Whas unterscheidet diese Funktion von dem in der Vorlesung angegebenen Beispiel f(z) =
(1 + =%)~!, fiir welches die Lagrange-Interpolation fiir n — oo nicht konvergiert (s.
Aufgabe 3.5)7

Ubung 2.5: Wir betrachten die Hermite-Interpolationsaufgabe, zu {paa.r'weise verschie-
denen) Stiitzstellen =; (i =0,...,m) und zu gegebenen Werten yfﬂ]', y“‘" (i=
ein Polynom p € F,, n = 2m + 1, so zu bestimmen, dass

plz) =y, plz)=y) (=0,..,m)

e, m)

Man zeige:
a) Die Hermite-Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutig bestimmte Lisung.

b} Im Falle der Interpolation einer (n+ 1)}-mal differenzierbaren Funktion f,d. h. p(z;) =
flz), plx:) = fllz:) (i =10,...,m) gilt die Fehlerdarstellung

) T
1@) = pla) = [ [ -

mit r-abhingigen Zwischenstellen £, € [a, b| . (Hinweis: Man modifiziere die entsprechende
Argumentation der Vorlesung oder des Skriptums fiir die Lagrange-Interpolation. )
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Ubung 2.6 (Praktische Aufgabe): Man berechne die Lagrange-Interpolationspolynome
der Funktionen

1

flz) = T2 glz) =v/l=l, -l1=z=<1,

in Neville-Darstellung, jeweils zu den Stiitzstellen ©; = —1+ih, 1 =0,..,n mit h =2/n
fiir n = 5,10,15,20. Man stelle die Polynome grafisch dar und vergleiche die Polynom-
graphen mit den richtigen Funktionsverliufen.

fIbung 2.7 Auf einer Zerlegung 0 = 19 < 1y < ... < Ty_1 < xy = 1 des Intervalls
I = [0,1] werde eine Funktion stiickweise quintisch interpoliert, d. h.: Auf jedem der Teil-

intervalle Iy — [rg_1,x], k=1,..., N, wird f durch ein Polynom p{* € Py interpoliert,
wobei jeweils einer der folgenden Sdtze an Bedinpungen verwendet wird:

(1) (€)= f&), €€ {zro1 +iha/5 i=0,..,5}, hg==z— T4y,
i) e = £&), EPVE) = 71€), @E)"E) =€), €€ {zr-1, 1}

Im ersten Fall (Lagrange-Interpolation) ist die resultierende zusammengesetzte Funktion
auf dem Intervall T stetig, und im zweiten Fall (Hermite-Interpolation) zweimal stetig
differenzierbar. Man zeige, dass fiir f € C®(0,1] in beiden Fillen die Abschitzung gilt:

k&
- n () .
max |f(z) — p(z)| < oy max |f™(z)], hi= max hi.

= Ly

(Hinweis: Man wende die Fehlerdarstellung der Vorlesung fiir die Lagrange- bzw. die
Hermite-Interpolation auf jedem der Teilintervalle Iy an.)

Ubung 2.8: Fiir die Funktion f(z) = cosh(z) ist die Wertetabelle gegeben

z flz)
0.52 | 1,1382741
0.56 | 1,1609408
0.60 | 1,1854652
0.64 | 1,2118867
0.68 | 1,2402474.

Man bestimme durch Extrapolation eines geeigneten Differenzenquotienten méoglichst gute
Naherungen zum Ableitungswert f(0.6) = 0, 63665358... .

Ubung 2.9: Welche von den Indexfolgen
(i) mi=2—1,ieN, (i) n;=3,iecMN, (i) m=i,ich,

fiir Schrittweiten h; = h/n; ist zulfssig fiir die Extrapolation zum Limes?
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Ubung 2.10: Es bezeichne Sy den Vektorraum der kubischen, natiirlichen Spline-Funktionen
zu den Stiitzstellen ;=01 = 1,15 = 2.

a) Sind die folgenden Funktionen in Sp7

(@) flz)=2*-2,
(i) flz) ==z —6)—(x —2)°,
(#ii) fl(z) = max{0,r — 1} — ézs.

lap besti d te 5 Wi t
Bt e e Do S pe 22 dreh ™ o). e " i
f"(xa) ersetzt werden.

Ubung 2.11 (Praktische Aufgabe): Zur Bestimmung des halben Umfangs
7 = 3,141592653 58979 32384 62643 . ..

des Einheitskreises verwendeten schon die | alten Griechen® den Umfang einbeschriebener
reguldrer Polypone. Mit Hilfe des 96-seitigen Polygons fand z. B. Archimedes den Wert
7 7 3,142 Die allgemeine Formel fiir den Umfang T,, des n-seitigen einbeschriebenen,
regulidren Polygons ist

(*] T, =2nsmir/n) — 2z (n—o0)
Man kann die T;, fiir n = 6- 2" mit Hilfe der Rekursionsformel (nachpriifen!)

To =6, Th —2y/2n?—nV/In?— T2,

ohne Auswertung des Sinus berechnen.

i) Man bestimme mit Hilfe der Richardson-Extrapolation aus den Stiitzwerten
{Th,mn=6-2:=0,.. .k},

fir k=1,...,30, Approximationen fiir = und plotte den resultierenden Fehler in Abhfn-
gigkeit von k. (Hinweis: Man setze r, = 1/n und T'(r,) := T, und extrapoliere die
Funktion T'(r) := 2/zsin(wz) nach = =10.)

ii) Man wiederhole die Rechnung mit den Stiitzwerten {T;,: = 3,4,...k} fiir k£ =
4,...,33, wobei die bendtigten Werte T; direkt aus der Definitionsformel (+) bestimmt
werden sollen. Wie sind die beobachteten Phinomene zu erkldren?

Ubung 2.12: Man zeige, dass die Funktionen

polz) = 1/V3z, ilx) = —=cos(ke), Yi() = —=sin(ks), k=1,...n,
VT VT '
ein Orthonormalsystem des Teilraums T,, € C|—m,n| der trigonometrischen Polynome
vom Grad kleiner oder gleich n bzgl. des L?-Skalarprodukts iiber dem Intervall [—m, ]
bilden und bestimme die beste Approximation der Funktion f(r) =z in T, .
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Ubung 2.13: Man zeige, dass die durch

K df

wr(x) = {2.&;}' dr -l ljk k=0,1,...,n,

1

definierten Polynome orthogonal bzgl. des L2-Skalarprodukts iiber [—1, 1] sind, und dass

krﬂ 2k+1 k12

lsexll = @V 1 wr(l) = {Ek}'?

Durch Normierung erhilt man hieraus die sog. Gauf-Legendre-Polynome

2B
(@) = (), L) =1

(Hinweis: Man verwende partielle Integration, leite fiir die Integrale I} := f_11|[1 —)F dr
eine einstufize Rekursionsformel her und differenziere die Funktion (z® — 1)*.)

Ubung 2.14: Man zeige die folgenden Eigenschaften einer Norm ||-|| auf einem Vektor-
raum F (nicht notwendig endlich dimensional):

a) |lz—yll = |l —llsll|, =yeE.
b) Die Funktion N{-) = -||: E — R ist stetig.
¢) Ist E endlich dimensional, so sind alle Normen auf E &quivalent, d. h.: Zu je zwei
Normen |- |l4,]|- |lz auf E gibt es stets Konstanten M > m > 0, so dass
m||zfly < ||zll2 < M]jzll:, z€E.

(Hinweis: Fiir eine Basis {¢!,...,e"} von E betrachte man die Funktion F(ay,..., a,) =
| 3°%, a:e’|| anf der Einheitssphire des R™.)

Ubung 2.15: Man bestimme die Gaufi-Approximationen der Funktion f(z) = +/z bzgl.
der L?-Norm iiber dem Intervall [0,1] in den Polynomriumen Py, P und P. Man
stelle die Ergebnisse graphisch dar.

Ubung 2.16: (Praktische Aufgabe) Man berechne rekursiv die Gaufi-Legendre- und die
Tschebyscheff-Polynome Lg und T auf dem Intervall [—1,1| aus den Beziehungen
(2K)!
a) Ly(z) = ;zkkm‘f:k{ z), k=0,1,2,...,
kﬂ
wolz) = 1, wilr) ==, prni(r) = T9k(T) — g7 9k-1,

b)  Tolz) =1, Tilz) =z, Tin(zr) =2zTi(z) — Ti-a(x),

fir k=0,1,2,...,10 und stelle sie grafisch dar.



3 Numerische Integration

Die Berechnung bestimmter Integrale kann in der Praxis meist nur ndherungsweise mit
Hilfe von sog. ,Quadraturformeln® erfolgen. Dazu macht man fiir eine Funktion f <
Cla,b| den Ansatz

B n
I(f) =f fla)dz ~ I™(f) =" auf(z:)
@ i=0

mit Stiitzstellen a < =5 < ... < r, < b und Gewichten o, € . Ein einfaches Beispiel
ist die sog. ,(summierte) Rechteckregel“:

n—1

I(f) =~ Z (Tip1 — ) f(z:).

i=0

3.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Ein naheliegender Weg zur Konstruktion von Quadraturformeln ist der iiber die Polyno-
minterpolation. Zu den (paarweise verschiedenen) Stiitzstellen @ < zp < ... <z, < b
wird das Lagrange-Interpolationspolynom gebildet

palz) =3 flx) LM(x)

i=0

und dann gesetzt

b n B
1™ f) :=j' Palz) dz=z_f{z.-}f LM (z) dz. (3.1.1)
@ i=0 e . .

Die Quadraturgewichte o; héngen offenbar nur von |a, b und den Stiitzstellen =p,...,z,
ab. Der Quadraturfehler einer solchen sog. | interpolatorischen® CQuadraturformel ldsst sich
leicht angeben:

Satz 3.1 (Lagrange-Quadratur): Fir interpolatorische Quadraturformeln gilt:

b n
I(f) — I*)(f) =f flzo, - zay7] [[ (= — 3)d. (3.1.2)
a J-=n

Beweis: Die allgemeine Darstellung des Quadraturfehlers folgt aus der Restglieddarstel-
lung der Lagrange-Interpolation in Satz 2.4. Q.ED.

T
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Aus der Fehlerdarstellung (3.1.2) folgt, dass die interpolatorische Quadraturformel
I'™)(.)  exakt® ist fiir Polynome p € P, ; dies ergibt sich ja bereits aus ihrer Konstruktion.

Definition 3.1: Fine Quadraturformel I'™)(-) wird ,(mindestens) von der Ordnung m*
genannt, wenn durch sie alle Polynome aus P,y exakt integriert werden.

Die interpolatorischen Quadraturformeln I™(-) zu n 4 1 Stiitzstellen sind also minde-
stens von der Ordnung n + 1.

Fin wichtiger Spezialfall sind die auf Squidistant verteilten Stiitzstellen basierenden
sog. , Newton-Cotes!-Quadraturformeln®:

(a) ,abgeschlossene® Newton-Cotes-Formeln (a, b sind Stiitzstellen)

b—a
m=a+iH, i=0,...,n, H= ,
n

(b) ,offene* Newton-Cotes-Formeln (a, b sind keine Stiitzstellen)

b—a

. = i+ 1) H i=0,... —_—
T a+(i+1)H, 1 et

joegmy, H =
Zur Berechnung der Gewichte o; geht man z. B. im Fall der abgeschlossenen Formeln
wie folgt vor: Jedes = € [a,b| ist darstellbar als = = a + {H mit einem ¢ € [0,n|. Durch
Koordinatentransformation © —+ ¢ = (r — a)/H erhilt man

A S a+tH —a—jH ~t—j
LM(z) = i _ — .
i (x) 111,._13. ]:!a.+iH—a—jH Hi—j
Je i Je

Also ist

n T i—
ct.-=fL£"]{I}dI=Hf IT-—2d, i=o,...n
a 0 —n i—7
i
Diese Gewichte werden ein fiir allemal berechnet und tabelliert. Fiir die offenen Newton-
Cotes-Formeln verfihrt man analog.

'Roger Cotes (1682-1716): Englischor Mathematiker; Profossor fur Astronomy an der Universitat
Cambridge (1706) (zusammen mit Newton); Beitrige zu vielen konkreten Fragen der reellen Analysis,
inshesondere zur Numerik, Interpolation und Integraltafelnberechnung).
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Beispiel 3.1: Als abgeschlossene Newton-Cotes-Formel fiir n =2, H = (b—a)/2:
t—1¢t— 9 1
ag = Hf -10-2 2 ——fz{t 3t + 2) di EH
t—0t— .
a = Hf 1_01_ =—Hf{t —2t}dﬁ=—H

t—0t— .
ﬂg=H[ 70 02—1 =—f{t—t}.ﬁ

ergibt sich die sog ,Simpson®-Regel“:

a+b

19(f) = 5 (£(a) + 47 (252) + £8)-

Beispiel 3.2: Wir geben im Folgenden einige der einfachsten Newton-Cotes-Formeln an:
(a) Abgeschlossene Formeln (n=1,2,3,4) : H:=(b—a)/n

I0(f) = b (, Trapezregel* bzw. ,Sehnen-Trapezregel*)
10(7) = 222 L f(a) +47(222) + £} (,Simpson-Regel)

19(f) = — {f{a} +3f(a+ H)+3f(b— H) + f(B)} (,5-Regel)*
10(f) = {Tf{a} +32f(a+ H) + 12;(“ + E‘) +32f(b— H) + ?f{b}}.

(b) Offene Formeln (n=10,1,2,3) H:=(b—a)/n

1O(f) = (b—a) f(” i b) (,Mittelpunktsregel* bzw. , Tangenten-Trapezregel“)
9(f) ——{f{a+H}+f{b— )}

19(j) = {?f{a+H} 1(%58) +2r0-m)

I19(f) = )+ fla+2H) + f(b— 2H) + 11f(b— H)}.

IThomas Simpson (1710-1761): Englischer Mathematiker; seit 1743 Professor an der Royal Military
Academny at Woolwich; neben der nach ihm benannten Quadraturformel Beitrége zur Geometrie, Trogo-
nometrie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Astronomie; auf ihn gehen die heutige ublichen Bezeichnungen
Sinus, Cosinns, Tangens und Cotangens zurtick, auch die differentielle Form des Newton-Verfahrens wurde
von ihm 1740 eingefahrt.
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Bemerkung 3.1: Im Gegensatz zu den Newton-Cotes-Formeln verwenden die sog.  Bes-
selschen® Formeln“ auch Stiitzstellen auBerhalb von [a,b); z. B.:

b) + 13f(a) + 13£(b) — F(2b—a)}.

b—a
19() = 5,

Diie sog.  Hermiteschen Formeln* verwenden Ableitungswerte; z. B.:

2
I9(f) = === {f(a) + f(b }+ 2} {f'(a) = f'(B)}.

Sie basieren auf dem Hermite-Interpolationspolynom zu n + 1 = 2m + 2 Stiitzstellen
a < Ty < ... < Ty < b und Stitzwerten f{z;), f(z;), i =0,...,m.

Wir wollen nun fiir die drei einfachsten Newton-Cotes-Formeln, die Trapezregel, die
Simpson-Regel und die Mittelpunktsregel, die Restglieddarstellungen ableiten.

Satz 3.2 (Quadraturrestglieder): Es gelien die folgenden Hestglieddarstellungen
(1) fur die Trapezregel:

b—a)
1) - =L 0, fea,

(ii) fur die Simpson-Regel:

a+b ]

I - 2550

= {f(@) +45(%5 190, feClab,

(ili) fur die Mittelpunktsregel:

)i} =-

1) - (b a)p(25 ) - Lok

f1(¢),  feCal,

mit gewissen Zwischenstellen { € [a, b].

Beweis: (i) Wegen (z —a)(z —b) <0 in [a,b] gilt

L b b—a)?
10 -1 - T8 [(e-ae-pa- - o)

(ii) Da (r —a)(zr — %"]{z —b) in [a,b| einen Vorzeichenwechsel hat, kann der in (i)
verwendete trick nicht direkt angewendet werden. Mit der Newton-Form des Interpolati-
onsrestglieds gilt:

3Friedrich Wilhelm Bessel {1784-1846): Deutscher Astromom und Mathematiker; Direktor des Ohser-
vatoriums in Konigsberg und Mitglied der Berliner Akademie; grundlegende Beitrige zur mathematischen
Fehlerkorrektur bei astronomischen Beobachtungen und zur Sternpositionierung.
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If) — I'B(f) = f fla, %32, b, z)(z — Bernoullia)(x — **)(z — b) dx

a, 2t b a,2th p 2 —'"—5
=j' fla, %5 I]_Jl ]{I—ﬂ}{z—%"b}?{z—bldz+
2 ETU
+ fla, %3%. b, “H’]j' (z —a)(z — *)(x — b) dz.

~0
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt

I(f) — 19(f) = j' fla, =2, 22 b x| (x — a)(z — =) (z — b) dx
fm (©) j' (z — a)(z — “4¥)2(z — b) d.

(iii) Da =— “‘;" in [a,b einen Vorzeichenwechsel hat, verwenden wir eine analoge Schluss-
weise wie in (ii):

]
1(f) - 1O(f) = j' fl222, 2)(x — 2f) da
f f|u+ll ]_ f[n-l-b atd

]

(=2t der (o) [ ogt) s
>0 S

b 1
- [ siogt e ogprar - T o agpa

Analog lassen sich die Restglieddarstellungen der Newton-Cotes-Formeln héherer Ord-
nung herleiten. Q.ED.

Bemerkung 3.2: Besitzen die in den Restgliedern auftretenden Ableitungen von f auf
|a,b] festes Vorzeichen, so gestattet der Vergleich der abgeschlossenen und offenen For-
meln (unter Vernachlissipung des Rundungsfehlers) eine Einschliefung des Integralwertes.
Zum Beispiel ergibt sich fiir ,konvexe* Funktionen f (mit f" > 0) mit der (Sehnen)-
Trapezregel und der (Tangenten)-Trapezregel (Mittelpunktsregel):

a+b b—a
b-af(*5°) < 10) < 52 {f(@) + F®)}: (3.13)
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Bei den abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln treten ab n = 7 und bei den offenen
ab n = 2 negative Gewichte «; auf. Dadurch erhéht sich die Rundungsfehleranfalligheit
dieser Formeln (Ausldschungsgefahr). Aufierdem kann i. Allg. keine Konvergenz

I™(f) = I(f) (n— o0)

erwartet werden, da die Lagrange-Interpolation kein generell konvergenter Prozess ist.
Man wendet daher zur Berechnung von I{f) die Quadraturformeln nur anf Teilintervalle
der Lange h an und summiert die Einzelbeitrige zu den sog. ,summierten” CQuadratur-
formeln.

N-1

n b—a

L) =3 Bt b= (3.1.4)
i=l

Gilt fiir die verwendete Quadraturformel die Fehlerdarstellung

Briiziaa] (F) = Lo () = wn B2 F () G [y Ta,
mit einem m > n, s0 ergibt sich mit dem Zwischenwertsatz fiir den Fehler die Darstellung

N-1

I(f) - 1) = Z wn B2 fOD(G) = wo RN FEmH(Q),

mit einem ¢ € [a,b]. Wegen N = == folgt also

I(f) — E7(f) = walb — @) ™ () ¢ € [a,b]. (3.1.5)

Beispiel 3.3: Wir geben die Restglieder fiir die einfachsten Formeln an:
(1) Summierte Trapezregel (m = 1)

N-1 N-1

() = 3 BT )+ fean)} = 2 { f@) +2 Y () + £}
=1

i=0

10 -1 =220 Q) Celad) (3.16)

(2) Summierte Simpson-Regel (m = 3)

HOE Zl B ) + 47 (P 4 flan))

i=0

N-1
“‘-{ a}+22.f{z}+4z.f(r'+z'“)+f{b]}

i=1
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—a

b
I(£) = B(f) = ~5ggq h* F9(Q), ¢ €lasb] (3.1.7)

(3) Summierte Mittelpunktsregel (m = 1)

— i T T — I; + T;
I}En]{f} = 2 (Tip1 — I.}f(%) =h g f(%)

b—a
I(f) - () = ﬁhz f(Q), (€la,bl. (3.1.8)

3.2 Gaufische Quadraturformeln

Diie interpolatorischen Quadraturformeln
I(f) =) auf(x) (3.2.9)
i=0)

zu den Stiitzstellen xg,...,z, € |a,b| sind nach Konstruktion mindestens von der Ord-
nung n+ 1, d. h.: Fiir ihr Restglied gilt:

R™(p) = I(p) —I™(p) =0, p€ P (3.2.10)

Fiir den Spezialfall der Newton-Cotes-Formeln mit geradem n > 0 haben wir gesehen
(Ubungzaufgabe), dass sogar Polynome aus F,;; exakt integriert werden. Es stellt sich
nun die Frage, die Stiitzstellen zy,...,r, und die Gewichte ag,...,o, so zu wihlen,
dass Polynome moéglichst hohen Grades exakt integriert werden.

Hilfssatz 3.1: Fine obere Grenze fiir die Ordnung einer Quadraturformel der Art 1))
ist In 4+ 2.

Beweis: Wire I™{.) von héherer Ordnung, d. h. insbesondere also exakt fiir das Poly-
nom

n

p(z) = [[ (z — =) € Pansa,

i=0
so ergibe sich der Widerspruch

0< fb plz)dr = I'")(p) = 0.

Q.E.D.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass es tatsfchlich interpolatorische CQuadratur-
formeln zu n + 1 Stiitzstellen gibt, welche die Maximalordnung 2n + 2 haben. Sie
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heifien ,Gauf-Quadraturformeln®. Seien p, € F, und ps,y € Fo,yq die Lagrange-
Interpolationspolynome einer Funktion f € Cla,b| zu den n + 1 bzw. 2n + 2 Stiitz-
stellen zy,..., T, Tugt,- - - Tangq € |a,b] . Fiir die zugehérigen Quadraturformeln 1.
bzw. () gilt dann

i—1

Int1
I(f) = 1) = 1(f) = 3 flra,..., ] f M=) de

i=0 F=0
i-1
= I(f) — I™(f) — Z flzo, - ?Ii]fH{I—Ij}EII.
i=n+1 o =0

Wir schreiben fiir i=n+1,...,2n+ 1:

_/:bﬁ{z_zl qu{I—Iﬂ H (z — z;) dr.

J—ﬂ j=n+1

= FL+1 e PL

Die n+ 1 Polynome

{1, T —Tpi1, (T — Tnp1) (T — Toea), .-, ﬁ (r— Ij}}

j=n+l
bilden eine Basis von F, . Wihlen wir nun die ersten n+1 Stiitzstellen xg,...,z, € [a, ]
s0, dass
fH{I—Ij}q{z}dz=n Vg€ P, (3.2.11)
& j=ﬂ
so folgt

I(f) = 1™(f) = I(f) = 190 ),

d. h.: Die interpolatorische Quadraturformel I'"}(-) ist exakt fiir Polynome aus Po,yq,
also von der Ordnung 2n + 2.

Auf dem Funktionenraum Ca,b|] verwenden wir im Folgenden wieder das iibliche
L2-Skalarprodukt und die zugehéirige Norm

b
(f:9) ==f f(z)g(z)dz, fIl = (£, )

Diie obige Bedingung (3.2.11) besagt dann, dass das Polynom

plr) =[x —z;) =z +7(z), reP,
3=
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bzgl. des Skalarprodukts (-,-) ,orthogonal® zum Teilraum F,[a,b| C C|a,b] ist. Zur Kon-
struktion von p und damit seiner Nullstellen =z, ..., r, wenden wir das Gram-Schmidt-
Verfahren auf die Monombasis {1,x,...,z"*'} von P,,4[a,b an:

k-1

& 5.
mlz)i=1, k=1..,n+1: px)=2"-) 'I” ’_P;}pj{zy_ (3.2.12)
_;|'=ﬂ P_‘i‘”

Dann ist {po,...,Pat1} €in ,Orthogonalsystem® in F,;4(a,b|. Offenbar ist
Pn-l-ll::I} = I"+l + T{I} ] TE Pn:l

s0 dass Wir p(x) = ppyi1(z) setzen kimnen. Die n 4+ 1 Nullstellen Ap,..., A, von p(z)
sind dann migliche Kandidaten fiir ,optimale” Integrationspunkte.

Wir legen im Folgenden ein Skalarprodukt der allgemeineren Gestalt

]
(f,9)u == f f(@)g(z)u(z) dz

mit einer integrablen Gewichtsfunktion w(x) = 0, = € {a,b), mit hochstens endlich vielen
Nullstellen in [a, b|, zugrunde. Seien dann p,, n = 0,1,2,..., die mit Hilfe des Gram-
Schmidt-Verfahren ans {1, ... .} gewonnenen bzgl. (-,-). orthogonalen Polynome.

Satz 3.3 (Nullstellen orthogonaler Polynome): [Die bzgl. des Skalarproduktes (-, ).,
orthogonalen Polynome p, besitzen lauter reelle, einfache Nullstellen, die alle im Innern
des Intervalls |a,b| liegen.

Beweis: Wir definieren die Menge
Ny == {A € (a,b)| A Nullstelle ungerader Vielfachheit von p, }

und setzen

gir):=1 fiir N, =0,

glz):=[[(z—X) fir No={Ar,..., A}

i=1
Dann ist p, - g € Futrm reell und hat in (a,b) keinen Vorzeichenwechsel. Es gilt
b
o) = [ prl@ate)ole) de £ 0.
Fiir m < n ist dies ein Widerspruch zu p, L F,_;. Q.ED.

Die orthogonalen Polynome p, bzgl. des Skalarprodukts (-,-) auf [—1,1] sind Viel-
fache der  Legendre-Polynome®* L, (z). Aufgrund von Satz 3.3 kénnen wir nun die Null-
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stellen Ag,..., A, des (n+ 1)-ten Legendre-Polynoms L, ., als Stiitzstellen einer inter-

polatorischen Quadraturformel auf dem Intervall [—1,1] verwenden:

I™(f) = g a:f(N), o A e, (3.2.13)
> [

J—D

Wir fassen die Ergebnisse dieser Voriiberlegungen in folgendem Satz zusammen.

Satz 3.4 (Gaufische Quadraturformeln): Es gibt genau eine interpolatorische Qua-
draturformel zu n+1 paarweise verschiedenen Stitzstellen uber dem Intervall [—1,1] mit
der (optimalen) Ordnung 2n+2 . Thre Stitzstellen sind gerade die Nullstellen Ay, .. A, €
(—1,1) des (n+1)-ten Legendre-Polynoms L,y € Foy1, und ihre Gewichte gentigen der
Beziehung

f]] "_) dr>0, i=0,...,n. (3.2.14)

,_u

Fiir f € C*%2—1,1| besitzt ihr Restglied die Darstellung

(2n+2)
R™(f) = {2n+;‘§,}f H{ — M)z, Ee(—1,1). (3.2.15)

Beweis: (i) Das orthogonale Polynom p,yq ist orthogonal zu F,[—1,1] und hat mit
seinen (reellen) Nullstellen Ag,..., A, € (—1,1) die Darstellung

pasi(z) = [[(z—A) =™ +....

i=0

Aufgrund der obigen Vorbetrachtung ist die zugehdrige interpolatorische Quadraturformel
dann von (2n 4 2)-ter Ordmung. Zur Bestimmung der Gewichte o; setzen wir

E‘-{I = H}L _ﬂ:“'!ln:l

_-|-—I:l

und erhalten wegen 2 € P,

u.-:f_ Li(x) d'I—Za:J (A = as.

(i) Zum Beweis der Eindentigkeit der Gaufi-CQuadraturformel sei angenommen, es gibe
eine zweite Formel

I™(f) =" a f(A)

i=0
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der Ordnung 2n+ 2. Mit den analog gebildeten Polynomen LeP, folgte dann ebenfalls
a; = 0. Also wire

L Rl Ja - -
0 =f — L(z) past(z)dr = =L L(A;) pasi(Ay) = Pasa(X)-
—1 O e =0 O e e’
c -Pn = El-j

Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der Nullstellen A; von pn;q bzw. Lny folgte damit
)l.i =Ai sowie E!'.'=Elli.

(iii) Es bleibt, die Restglieddarstellung herzuleiten. Nach Satz 2.5 und 2.6 gibt es ein
Polynom h € Pa,yq, welches die Hermite-Interpolationsaufgabe

hA) = flA), KA =F(N), i=0,...m,
lést und fiir f € C***—1,1| die Restglieddarstellung hat:

flx) — h(z) = flAo, A0, Aty Apso s Ay, .,,I]H (z — X)%

Anwendung der Gaufi-Quadraturformel auf h(z) ergibt dann wegen der Identitiat I™)(h) =
I{h):
I(f) = 1™)(f) = I(f —h) = I™)(f — k)

ff[mm Aent] [T (&= M2 e Za.{fm— ()}

i=0

= [] =0
{ﬂn+2}
— X)) dx.
{‘2!1 n 2 f H o) d
Dies vervollstindigt den Beweis. Q.ED.

Die Legendre-Polynome L, € F, bzw. ihre Vielfachen p, lassen sich auf [—1,1] in

der Form |
Pe() = g (& D" (0= 1)

schreiben und geniigen der rekursiven Beziehung
n2
p@) =1, p@)=z, pani(z) = pals) - g—gPes(e), n21L.

Ihre Nullstellen werden analytisch bzw. (fiir n > 4) numerisch bestimmt und kénnen
Tabellenwerken entnommen werden; z. B.:
2

mir) = ££—1: X=—V/1/3, M=+1/3
mir) = -3z do=—/3/5, M=0, A=./3/5.
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Die Gewichte der zugehérigen Quadraturformeln bestimmt man gemaf

N e 1 (m!)t 22n+1
e L H Ai — A = Prst(X)pa(Xs)  (2n)B(2n +1)°

und fiir die Restglieder gilt

92043 [(r + 1)1]4
(2n+ 3)[(2n + 2)IF

R™(f) = A, Ce(-1,0).

Fiir n =1 und n = 2 ergeben sich also die Quadraturformeln
1) = £(~ V) + S(/T7B) = [ #2)de — 11 790,
19(f) = g {5£(~ V/379) + 8£(0) + 5/ (v/375)}
- [ @i s 190, e,

Gauf-Quadraturformeln fiber einem beliebigen (beschrinkten) Intervall [a,b| gewinnt
man durch Anwendung der Koordinatentransformation ¢ : [—1,1] — [a,b],

y=¢p{z]=b;ﬂr+b;ﬂ. (3.2.16)
Es ist dann

b—a !

[ 1wa-25° [ sew) i
b—a b—a
- 3 @ fle(A) + —5— B™(f(e())),
i=0

wobei

20n+3) (n 4 1)1

£ _ b—ﬂ. Int2 L ,
RO = Gpansos (7)o (),

d. h.: Die Stiitzstellen und Gewichte der Quadraturformel (2n+42)-ter Ordnung iiber |a,b],

1™ =" af(d),
i=0

sind gegeben durch
M=ib-a)h+ibta), a&—Lib-a)a, i=0,. .. ,n

Fiir n =1 und n = 2 erhalten wir mit ¢ = % und h = ? die folgenden Quadratur-
formeln:
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(s

V1/3h) + fle++/1/3h)},
2 f {E_fc—v“'_h )+ Bf(c) + 5f(c++/3/5h)}.

Die zugehdrigen summierten Gaufi-Quadraturformeln haben die Gestalt (z; = a+jh, h =
(b—a)/N):

N—l

() = Z{f{zﬁhnf{zﬁl h')}
9

mit h' = (3 — 555)h ~0.2113249 h,
N-1

h
ID(f) = 1g D_{5f(z; + K) + 87 (x; + gh) + 5f (2541 — K)}
=0

. 1 1 3
mit B = (3 —5,/2) b ~0,1127012h.

Satz 3.5 (Konvergenz der GauB-Quadratur): Seien I'™(f) die (n + 1)-punktigen

Gaufl-Formeln zur Berechnung von

1
If) = ) dr.
- [ s@
Fiir jede Funktion f € C[—1,1] konvergiert dann
I™)(f) = I(f) (n— o).

Beweis: Fiir die Gewichte der Gaufi-Formel gilt
() =Y o™,  aP>0, Y af¥-2
i=0 =0

Sei £ = 00 beliebig vorgegeben. Nach dem Approximationssatz von Weierstrafi gibt es ein
pe € B (m hinreichend grofi), so dass

max [f(z) -~ pele)| < §

Es ist R™(p;) = 0 fiir 2n + 2 > m hinreichend grof. Fiir solche n ist also

() = I < | I(f —pe) |+ | 1(pe) — 1™ (pe) | + | I™(pe — f) | <&
e il " ~
<£.2 =0 <52

Wegen der beliebigen Wahl von = = 0 muf I™(f) — I{f) konvergieren fiir n — co.
Q.ED.
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Die Methode zur Gewinnung der Gaufi-Formeln zur  optimalen® Berechnung von I f)
lisst sich fibertragen auf den Fall von Integralen

]
I(fw) = f F@)w(z) dz

mit einer (uneigentlich) R-integrabierbaren Gewichtsfunktion w(zr) > 0 mit hichstens
endlich vielen Nullstellen auf (a,b). Hierbei verwendet man als Stiitzstellen gerade die
Nullstellen der bzgl. des gewichteten Skalarprodukts

(P q)w = f p(r)q(z)w(z)dz

orthogonalen Polynome, was durch Satz 3.3 gesichert ist; Satz 3.4 gilt dann sinngeméf.

Beispiel 3.4: Wir betrachten den Fall

1
V1 — 2

Die orthogonalen Polynome p, € P,[—1,1| sind in diesem Fall Vielfache der , Tscheby-
scheff-Polynome® T,(z) € F,|—1,1| und sind durch die rekursive Beziehung

[ﬂ‘-b] = |_1:1]1- w(r) =

Po(r) =1, pi(z)==z, pPati(z)=22pa(z) —pa-(z), n=1,

bestimmt. Die Stiitzstellen und Gewichte der zugehorigen Quadraturformeln sind

T2+ 1 T )
N GEH). gy

Die Restglieder haben die Form

) gy 2 @nt2) _
RO = spoaig gy /70, (e (L),
Fall n =2:
! ™ m
[ 1@tz = 5{1(~4V3) + 10+ 13V8) } + 557555 1O,

mit einem Zwischenwert { c (—1,1).

3.3 Das Romberg-Verfahren

Die zusammengesetzten Quadraturformeln mit Schrittweite h = ? legen es nahe, das
Prinzip der  Extrapolation zum Limes* h = 0 zu verwenden. Die dazu nitige hiufi-
ge Anwendung der Quadraturformeln erfordert solche mit einfacher Struktur und einer
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miglichst geringen Anzahl von Funktionsauswertungen. Wir beschrinken uns daher im
Folgenden auf die zusammengesetzie Trapezregel. Das durch Extrapolation der Trapez-
regel gewonnene Integrationsverfahren geht auf Romberg? (1955) zuriick und trégt daher
auch seinen Namen. Wir setzen h = (b—a)/N und z; = a+jh, 7=0,...,N. Fir die
zusammengesetzte Trapezregel gilt dann:

b

b N-1 o
[ 1@z <n {31+ > fla) + SO} -0, (33

Ist f € Cla,b|, so konvergiert bekanntlich

N-1 h b

a(h) =k Y f(z;) + 5{f(®) ~ f(a)} = f fz)dz (h—0).

=0 T “
_P

Die Grundlage der Berechnung von limg,paik) durch Extrapolation ist wieder eine
asymptotische Entwicklung von a(k) nach Potenzen der Gitterweite h.

Satz 3.6 (Euler-Maclaurinsche Summenformel): Fir f € C*™+2[a b| gilt die sog.
JEuler®-Maclaurinsche® Summenformel®

b
alh) = [ fa)de+ 3 KL 100 - fO D a) |+
' k=1

1
(2K)! (3.3.18)
b—a
+ pFmi2 m Bamia fP(C), (€ [a,B],
mit den sog. Bernoulli-Zahlen Bag .
Beweis: Siche z. B. Stoer [1]. Q.E.D.

4Werner Romberg (1909-2003): Deutscher Mathematiker;, emigrierte 1937 ans polit. Grinden nach
Russland und spater nach Norwegen; 1950-1968 Professor in Trondheim und 1968-1977 Inhaber des
Lehrstuhls for Mathematische Methoden der Naturwissensch. und Numerik in Heidelberg; Beitrige sur
Numerik von Differentialgleichungen und numerischen Integration (,, Rombergsches Extrapolationsverfah-
ren®).

*Leonhard Euler (1707-1783), geb. in Basel: Universeller Mathematiker und Physiker; bedeutendster
und produktivster Mathematiker seiner Zeit; wirkte in Berlin und St. Petersburg; Arbeiten zu allen
mathemischen Gebieten seiner Zeit.

EColin Maelaurin (1698-1746): Schottischer Mathematiseher; Professor an den Universitaten Aberdeen
(1717) und Edinburgh {1725); Beitrige zur damals ,newen® Differentialrechmung von Newton (erste syste-
matische Darstellung des sugehorigen , Kalknls® und Entwicklung der nach ihm benannten Integralformel
(1742)), zur klassischen Mechanik, Geometrie und Algebra.
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Die Bernoulli’-Zahlen sind z. B. bestimmt als die Koeffizienten in der Potenzreihe

EII_ > %I", (3.3.19)
und geniigen der Rekursionsformel
k-1 K
B,,=-§mﬂj, k=1,.... (3.3.20)

Bﬂ=1; B]=_%: -B'2=é1_ BJ=_%; BE=4_12: BE=_;_|]1_"--

Fiir ungerade Indizes gilt Ba;1y = 0, und fiir & — oo wachsen die Bernoulli-Zahlen sehr
schnell an wie
Bax = (2K)1/(2x)%.

Die summierte Trapezregel besitzt also eine Entwicklung nach geraden Potenzen der
Schrittweite h. Dieser Umstand macht die Extrapolation mit geraden Polynomen, d. h.
solchen in A?, besonders effizient. Zur Berechnung von

b
;lll_l]é alh) = ff{z}dz
geht man nach dem Extrapolationsprinzip wie folgt vor:

1. Fiir eine Folge von Schrittweiten hg > hy > ha > ... > h,, wird a(hg) berechnet.
Dabei verwendet man in der Regel die sog.  Romberg-Folge® hy — h/2%. Diese
bietet den Vorteil der Wiederverwendbarkeit der schon berechneten Funktionswerte,
fiihrt aber auf eine rasch anwachsende Zahl von Stiitzstellen.

2. Das Interpolationspolynom in A? zu den Stitzpunkten (k2 a(h;)), i =0,...,m
wird an der Stelle h = 0 nach dem Neville-Schema ansgewertet:

ap = alk), i=0...,m,
E=1,...,m:

Oy ke—1 — 351, k—1

dik = ﬂiJ=—1+—.[‘m‘_T, i=k,...,m

"Bernoulli: Schweizer Mathematiker Familie; Jakob Bernoulli {1655-1705) lehrte in Basel; verwendete
bereits die vollstindige Induktion; Entdecker der , Bernoulli-Zahlen® und Mitbegriinder der Wahraschein-
lichkeitsrechnung; sein jiingerer Bruder Johann Bernoulli (1667-1748) wirkte zuletzt in Basel und galt
nach dem Tode seines Bruders Jakob als fuhrender Mathematiker seiner Zeit; or leistete Beitrige nber
Reihen und Differentialgleichungen; sein Sohn Daniel Bernoulli {1700-1782) setzte diese Arbeiten fort; er
wirkte in St. Petersburg und Basel und leistete wichtige Beitrage zur Hydromechanik und Gasdynamik.
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Diies ist das sog. , Integrationsverfahren von Romberg®. Es baut also sukzessive folgendes
Extrapolationstableau auf:

k 0 1 2 m—1 m
ho
hy | aw

Fm—1 | @m—-10 @m-11 Gm-12 --*
Emn Tl Bma e T m—1

Die Diagonalelemente apg sind gerade die NSherungen zu a(0) , die man durch Extrapo-
lation der Stiitzpunkte (k2 a(h;)), i =0,...,k, gewinnt.

Als Folgerung aus dem allgemeinen Satz 2.7 erhilt man die Konvergenzaussage:
Satz 3.7 (Romberg-Integration): Es sei f € C*™+2[a b]. Der fir die Schritfweiten-

folge hy = h/2% k& = 0,...,m, berechnete ertrapolierte Wert ., konvergiert gegen
a(0) fir h — 0 mit der Fehlerordnung

a(0) — amm = O(R*™F2). (3.3.21)

Bemerkung 3.3: Sei f € C**%(—00,00) mit der Periode [a,b]. Dann ist f*)(a) =
F%)(B), und Satz 3.6 ergibt

b
a(h) =j' f(x) dz + O(R*™+2).

Ist sogar f € C°°(—oo, 00), so konvergiert die zusammengesetzte Trapezregel schneller
als jede Potenz von h gegen das Integral von f {iber ein ganzes Periodenintervall. Wegen
fla) = f(b) ist in diesem Fall

N-1

a(h) =h ) f(z;), (3.3.22)
=0

d. h.: Die Trapezregel fallt mit der summierten Rechteckregel zusammen. Diese einfach-
ste Quadraturregel konvergiert also bereits besser als jede Potenz von h, so dass die
Anwendung komplizierter Formeln eher schidlich wére.

3.4 Praktische Aspekte der Integration

Dias Hauptproblem bei der numerischen Integration ist die Gewinnung realistischer Schitzun-
gen fiir den Fehler. Die z. B. fiir die summierten Newton-Cotes-Formeln hergeleitete a prio-
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i Fehlerabschitzung (n ungerade)
() = I7(f)| < wa(b— a) max |f® ()| b*

ist dazu in der Regel ungeeignet, da hihere Ableitungen f*! des Integranden nur schwer
zu berechnen sind. (Man berechne z. B. die 4-te Ableitung von f(z) = (1+z2)~%?tan(z)!)
Die Verwendung der numerischen Differentiation scheidet wegen des damit verbundenen
grofen Rundungsfehlers und des erneuten Bedarfs von Fehlerabschitzungen aus.

Bei Quadraturformeln, die wie die summierten Newton-Cotes-Formeln von einem
Schrittweitenparameter h abhfingen, kann das Restglied niherungsweise aus den tatsichlich
berechneten Werten durch eine sog. | a posteriori® Fehlerabschitzung bestimmt werden.
Fiir eine Quadraturformel I f) zur Schrittweite h gelte

I(f) = In(f) + wrh® + r(f; R)RH (3.4.23)

Zur Bestimmung des Restgliedkoeffizienten w; berechnet man fiir ein gewisses h zusétz-
lich zu I, (f) noch den Wert Iy q(f) zur halbierten Schrittweite. Fiir diesen gilt dann

hyE Ry g hy B+
1) = tath) v (5) +7(£:3)(3) - (34.24)
Durch Elimination von I(f) aus (3.4.23) und (3.4.24) folgt
I(f) ~ 1) = wp{ W = (5) } + ¥ — (5) e (£:3)
= wrh*(1—275) + O(K*)
bzw.
hkwf _ I;.,.fz{lfi;_iﬁ(f} " G{hk“]. (3.4.25)
Durch den Quotienten
i) = Blh) pn -, (3.496)

1—2F

erhilt man also eine Schitzung fiir den fithrenden Koeffizienten w; im Restglied bis anf
einen Fehler der Ordnung (k) , der vernachlissigt wird. Dies kann zu einem heuristischen
Abbruchkriterium fiir die numerische Quadratur verwendet werden:

Fiir eine Funktion f € C**'[a,b] soll das Integral I(f) fiber [a,b] mit Hilfe einer
interpolatorischen Quadraturformel der Ordnung & berechnet werden. Die vorgegebene
Fehlertoleranz sei TOL. Das Problem ist also die Bestimmung einer geeigneten Schrittwei-
te h. Wir nehmen wieder an, dass die Quadraturformel eine asymptotische Entwicklung
der Art (3.4.23) gestattet. In erster Naherung wollen wir h so bestimmen, dass wenigstens
fiir den fithrenden Fehlerterm in erster Niherung gilt:



3.4. PRAKTISCHE ASPEKTE DER INTEGRATION 95

[I(f) — In(f)| <|lwsh®| < TOL! (3.4.27)

Aufgrund der Schitzung fiir wy sollte also gelten:

T2 (f) — In(f)

55— < TOL. (3.4.28)

Wegen I(f) — I(f) (k — 0) wird nach einer gewissen Anzahl von Schrittweitenhal-
bierungen diese Bedingung erfiillt sein. Aus (3.4.27) ldsst sich die gesuchte Schrittweite
niherungsweise bestimmen zu

1/k _

Zur Uberpriifung der Giiltigkeit dieser Schrittweitenwahl, d. h. der Verldsslichkeit der
Schatzung von wy, vergleicht man noch hror mit der Schatzschrittweite h. Im Fal-
le hror = h wird das Ergebnis akzeptiert. Ist dagegen hron < h, so wird der ganze
Schitzprozess mit der neuen Schitzschrittweite h := hpop wiederholt, bis schliefilich der
erste Fall eintritt. Bei Unterschreiten einer vorgegebenen minimal erlaubten Schrittweite
hmin wird der Approximationsprozess abgebrochen, da das Integral offenbar mit dem zur
Verfiipung stehenden Aufwand nicht verlasslich berechenbar ist.

Bei gleichem Rechenaufwand (gemessen an der Zahl der Funktionsauswertungen) lie-
fern die Gaufi-Formeln die genauesten Resultate. Wenn man bei einem vorgelegten In-
tegral I{f) und gewiinschter Genauigkeit TOL wiisste, welche Schrittweite hpgr, man
zu verwenden hitte, so wiren die Gauf-Formeln den anderen Methoden iiberlegen. Da
dies aber a priori kaum méglich ist, miissen die beschriebenen Methoden zur a posteriori
Fehlerabschitzung verwendet werden. Da man im Gegensatz zum Extrapolationsverfah-
ren beim Ubergang von k nach k/2 die bis dahin berechneten Funktionswerte von f(x)
nicht weiter verwenden kann, gehen die Vorziige der Gaufi-Formeln schnell verloren. Im
Fall [a,b] = [0, 1] berechnet sich mit h = 1/N der Rechenaufwand der summierten (abge-
schlossene) Newton-Cotes-Formeln (fiir ungerades n) zu etwa n/h Funktionsauswertun-
gen, d. h.: Zur Erzielung der Ordnung O(h?*?) sind etwa n/h? Funktionsauswertungen
erforderlich. Die summierten Ganfi-Formeln bendtigen fiir dieselbe Genauigkeit nur et-
wa n/h Funktionsauswertungen. Das Romberg-Verfahren (fiir h; = 27%h) liegt mit etwa
27 /h Funktionsauswertungen auch nocht recht gut.

Beispiel 3.5: Fiir n — 3 und h = 102 ergibt sich ein Fehler der Grofie 10-8fE(¢).
Diie drei Verfahren bendtigen hierfiir folgende Anzahlen von Funktionsanswertungen:

Newton-Cotes: 30.000 , Gaufi: 400, Romberg: 800.
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3.5 Ubungsaufgaben

Ubung 3.1: Mit wievielen Funktionsauswertungen kann das Integral

1
= [ % _ 0 51030614, .
i} 1+2I

mit einem Fehler kleiner als TOL = 10~® berechnet werden,
a) mit Hilfe der summierten Trapezregel,
b) mit Hilfe der summierten Simpson-Regel 7
(Hinweis: Die Quadraturformeln brauchen hierzu nicht explizit ausgewertet zu werden. )

Ubung 3.2: Man bestimme eine Gauf-Quadraturformel, welche das Integral

1
I = T x| dz
Lﬂ:)v’ﬂ

fiir alle Polynome aus Fy exakt integriert.

Ubung 3.2: Man gebe eine Quadraturformel zur Berechnung des Integrals
[ cos(wz/2)
B 1 W1 =12

mit einem garantierten Fehler TOL < 10~* an (bei Vernachlissigung der Rundungsfeh-
ler). Die Quadraturformel soll so gewdhlt sein, dass méglichst wenige Funktionsanswer-
tungen erforderlich sind.

I dr

Ubung 3.4: Man berechne das Integral

=2
= f sin(x) dr
1]

mit Hilfe des Romberg-Verfahrens (Schrittweitenfolge h; — 27 'x, i = 0,1,2,...,) mit
einem Fehler kleiner TOL10~*. Die Genanigkeit kontrolliere man dabei mit der oben
angegebenen Methode zur a posteriori Fehlerabschitzung beim Extrapolationsverfahren.

Ubung 3.5 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur niherungsweisen
Berechnung des Integrals I{f) mit dem Romberg-Verfahren und wende dieses an fiir das

Integral
g
I f) = —— d=.
(f) fnz*+1

Welcher | exakte* Wert ergibt sich fiir das Integral?
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a) Der Extrapolationsprozess zur Schrittweitenfolge h; — 27 (i = 0,1,2,...) liefert Nahe-
rungswerte R f) ;= a; (Diagonalelemente im Extrapolations-Tablean). Man setze den
Extrapolationsprozess fort, his entweder der Fehler kleiner als TOL = 10-'° oder i — 20
ist. Dabei kontrolliere man die Genauigkeit von H;(f) jeweils mit Hilfe der in der oben
angegebenen Methode zur a posteriori Fehlerschitzung. Man gebe die Folgen a;; aus
und stelle die Entwicklung des geschitzten und des tatsichlichen Fehlers |b; — a;;| bew.

|#:(f) — I(f)| grafisch dar.

b) Zur Mlustration der Aussagekraftigkeit der Theorie des Extrapolationsverfahrens wie-
derhole man die Rechnungen (und die grafischen Ausgaben) fiir die Extrapolation nach
Potenzen von h (statt h? ) sowie fiir die Schrittweitenfolge h; = (i +1)~1,i=0,...,20.)






4 Lineare Gleichungssysteme I (Direkte Verfahren)

Seien A eine Matrix und & ein Vektor

ayy +c O1n by
A= {ﬂ'jk};:;;li = : 5 s b= (bj)j=1,..m =

fmi *°°  mn b

Gesucht ist ein Vektor = = (xg)i=1,__» mit der Eigenschaft

a7y + gaTy +- 0 + Ay, T, = b

Gm1Tt + GmaT2 +** + GmnTn = bm
oder abgekiirzt geschrieben: Ax =b.

Definition 4.1: Das lineare Gleichungssystem Ar = b heifit unterbestimmt® im Fall
m < n,  quadrafisch® im Fall m = n und  dberbestimmit® im Fall m > n .

Das lineare Gleichungssystem ist genan dann l6sbar, wenn Rang(A) = Rang[A,b|, mit
der zusammengesetzten Matrix

@1 e+ G | By
[A,E-]=

Il " Omn 'b'rn

Im  quadratischen® Fall m = n sind die folgenden Aussagen &quivalent:

(i} Az = b ist fiir jedes b eindeutig lGsbar.
(ii) Rang(A) =n.
(i) det(A)=£0.
(iv) Alle Eigenwerte von A sind ungleich Null.
Wir beschéftigen uns im Folgenden hauptsichlich mit der Lésung von quadratischen

Gleichungssystemen. Die dazu verwendeten Verfahren lassen sich grob in zwei Klassen
einteilen:

Definition 4.2: Ein ,direkfes® Verfahren zur Losung des Gleichungssystems Azx = b
ist ein Algorithmus, der (bei Vernachlassigung von Rundungsfehlern) in endlich vielen
Schritten die Lisung = ligfert. Im Gegensatz dazu erzeugen die iterativen® Verfahren
sukzessive eine Folge von Vektoren (2'®)ycn , die im Limes fiir t — oo immer bessere
Approrimationen zur Losung T sind.



100 KAPITEL 4. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME I (DIREKTE VERFAHREN)

4.1 Storungstheorie

Wir beschaftigen uns zunéchst mit dem Problem der , Konditionierung® von quadratischen
linearen Gleichungssystemen. Bel der Lisung eines Gleichungssystems Ar = b treten zwei
Fehlereinfliisse anf:

a) Fehler in der theoretischen” Losung anfgrund von Eingangsfehlern in den Elemen-
ten von A und b,

b) Fehler in der  -numerischen® Lésung aufgrund des Rundungsfehlers im Verlaufe des
Lasungsprozesses.

4.1.1 Vektor- und Matrizennormen

Zur Erfassung dieser Fehler bendtigen wir ein Mafl fiir die ,Grife* von Vektoren und
Matrizen. Dazu dienen iiblicherweise Normen auf dem n-dimensionalen Zahlenraunm E™ |
E =R oder K = C. {Im Hinblick auf spitere Anwendungen lassen wir im Folgenden
auch komplexe Vektoren bzw. Matrizen zu.)

Definition 4.3: Eine Abbildung || - || : K™ — B, heifft ,Norm*®, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzf:

(N1) ||z|| =0, zeK"\{0} (Definitheit),
(N2} |laz|l = || ||z||, zeE™ acK |[positive Homogenitat),
(N3) Nz +yll <zl + llwll, = yeK* (Subadditivitat).

Beispiel 4.1: Gebrduchliche Beispiele von Vektornormen sind:

n 1/2
( > |I.-|2) euklidische Norm® (la-Norm)

[EPRE
Izl = _max || +Mazimumnorm® (1_.-Norm)
l=lls = Zl | wli-Norm®

Mit Hilfe einer Norm ||-|| auf K™ ldsst sich die Konvergenz einer Folge von Vektoren

gegen einen Vektor erkliren durch
s s ) = |z —z|| =0 (t = ).

Die sog. ,Dreiecksungleichung® (N23) ergibt iiber die Beziehung ||z|| = ||z — y + || die
wichtige Ungleichung

Iz —yll = [zl = llyll|, =yeK™, (4.1.1)

welche u. a. die Stetigheit von Normen als Funktionen von K™ in R impliziert.
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Hilfssatz 4.1 (Normiquivalenz): Aufdem endlich dimensionalen Vektorraum K" sind
alle Normen dquivalent, d. h.: Zu je zwei Normen ||-||, || ||' gibt es positive Konstanten
m, M, mitf denen gilt:

m |z < [lz]|' < M|« , zeK". (4.1.2)

Beweis: Es geniigt, die Behanptung fiir den Fall zu zeigen, dass eine der beiden Normen
die Maximumnorm || - ||, ist. Sei || - || irgendeine zweite Norm. Bzgl. der kartesischen
Einheitsvektoren ej,...,e, hat jeder Vektor £ € K™ die Darstellung = = 3} | ;.
Folglich gilt
l=ll < vllzlloss 7= lleill-
i=1
Diie Norm ||-|| ist also auch stetig bzgl. der komponentenweisen Konvergenz von Vektoren.

Die Punktmenge
S={zreK", |z||l=1} CE"

ist beschrankt und abgeschlossen (und damit kompakt). Die Norm || - || nimmt also als
stetige Funktion auf S ihr Minimum und Maximum an. Es existieren also =g, 71 € S, 50
dass

0 < [|lzof| < [lzf| £ [lz|| <00, Vres.

Fiir beliebiges y € K™\ {0} ist y/||y||l. € S und folglich
lzoll < {lwll/llyllae < (=1 -
Mit m = ||zo|| und M = ||z4|| gilt daher
m|yllae < llyll < M lylle, Yy e K,

Was 11 Zelgen War. Q.ED.

Die Beziehung (4.1.2) impliziert, dass die durch eine beliebige Norm induzierte Konvergenz
von Vektoren stets dquivalent zur komponentenweisen® Konvergenz ist.

Wir betrachten nun den Vektorraum der nxn-Matrizen A € E™** . Offenbar kann
dieser mit dem Vektorraum der n®-Vektoren identifiziert werden. Somit fibertragen sich
alle Aussagen fiir Vektornormen auf Normen fiir Matrizen. Insbesondere sind alle Normen
fiir n xn-Matrizen Aquivalent, und die Konvergenz von Matrizen ist die komponentenweise
Konvergenz:

AY S A (ts00) <= al) sap (t—o0), jk=1,...,n.
Definition 4.4: Eine Norm || - || auf E™" heiflt wverfrdglich® mit einer Vektornorm
|- || auf E™, wenn gilt:

lAz|| < [l A[| ll=l|, = €K®, AeK™".
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Sie heifit Matrizennorm®, wenn sie submultiplikativ ist:
IAB|| < lANIBI, A,BeXK™™™,
Z. B. ist die Quadratsummennorm (sog. , Frobenius'-Norm*)
n 172
Al = (3 lazel?)
J.k=1

eine mit der euklidischen Vektornorm vertrigliche Matrizennorm. Fiir eine beliebige Vek-
tornorm || - || auf K™ wird durch

Az
laf = sup A2l g g
zekn\f0} |l zekn jizy=t
eine mit || - || vertrigliche Matrizennorm erklirt (Ubungsaufgabe). Diese heift die von
|| - || erzengte ,natiirliche* Matrizennorm. Fiir natiirliche Matrizennormen gilt
=]
11l = =
K™\ {0} [l

Hilfssatz 4.2: Die natirlichen Matrizennormen zu ||+ ||oc und ||« |1 sind die  ;marimale
Zeilensumme® bzw. die | marimale Spaltensumme®:

14llee = max Z} lajel, (14l = ma le |z (4.1.3)
k= =

Beweis: Wir geben den Beweils nur fiir || - ||, . Fiir || - ||; verlduft er analog.

(i) Die maximale Zeilensumme ||+ ||, ist eine Matrizennorm. Die Normeigenschaften (N1)

- (N3) folgen mit Hilfe der entsprechenden Eigenschaften des Absolutbetrags, und fiir ein

Matrizenprodukt AB gilt

”AB”DG - l'f.'.l'f.'.l'l Z (Zﬂlkbkj)l - 1"'—51 n (la‘klzl |bkj )
=
< max Zl%l max Zlbhl = [l Allec || Bl|oo-
=]
(ii) Weiter ist die maximale Zeilensumme wegen
1 4]|oc = max '2 ajite| < may Z el max |zl = [[Allecll oo

!Ferdinand Georg Frobenius {1849-1917): Deutscher Mathematiker; Professor in Zorich und Berlin;
bedeutende Beitridge zur Theorie der Differentialgleichungen, zu Determinanten und Matrizen sowie sur
Gruppentheorie.
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vertraglich mit || - ||, und es gilt

sup || Az|oe < || Al -

| 2=

(ifi) Im Falle ||A|l, =0 ist A =0, d. h. trivialerweise

IAllee = sup || Az]|a.

Tllcc=—

(iv) Sei also ||A|lx =0 und m € {1,...,n} ein Index mit der Eigenschaft

n n
14llee = max > sl =3 laml-
=1 k=1

Wir setzen fiir k=1,...,n:

. {|11m.e|fﬂm.e fiir ame # 0,
zE =
0, s=sonst,

d h: z=(z)]_; € K", |lz]lec = 1. Fiir v:= Az gilt dann

n n
U =Y Gtk = Y || = [[Allcc-
k=1 k=1

Folglich ist
lAlle = tm < |[v]lee = [[Azll = sUp [|Ay|le,

Mll===

Was 11 Zelgen War. Q.ED.

4.1.2 Eigenwerte und Skalarprodukte

Die ,Eigenwerte® A £ K einer Matrix A € K"*" sind definiert als die (komplexen}
Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms p(A) = det{A4 — AJ). Folglich existieren
genan n (ihrer Vielfachheit als Nullstelle entsprechend oft gezihlte) Eigenwerte A, und
zn jedem A existiert mindestens ein ,Eigenvektor® w € K™\ {0} : Aw = Aw. Sei nun
|| - || eine beliebige Vektornorm und || - || eine damit vertrigliche Matrizennorm, (wobei
die beiden Normen der Finfachheit halber wieder gleich bezeichnet werden). Mit einem
normierten Eigenvektor zum Eigenwert A gilt

|Al = Al llell = f|Aaw]] = [|Aw]] < [[A]f flell = [lAll, (4.1.4)
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d. h. alle Eigenwerte von A liegen in einer Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt Null und
Radius ||A4|| . Speziell mit ||A|l,, erhdlt man die Abschitzung

1<j€n

max |A| < || 4]l = max 3" Jajl. (4.1.5)
k=1

Eine Matrix 4 € K™ heifit  hermitesch®, wenn gilt:
A=A" bew. ap =75, jk=1,...,n.

Reelle hermitesche Matrizen werden ,symmetrisch” genannt. Hermitesche Matrizen haben
nur reelle Eigenwerte und besitzen dazu eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Der
Begriff der Symmetrie ist eng verkniipft mit dem des Skalarprodukts.

Definition 4.5: Eine Abbildung (-,-) : K* x K™ — K wird ein  Skalarprodubt® genannt,

wenn sie folgende Eigenschaften hat:

(1) (z,y)=(y,z), z,yeK" (Symmeiriec),
(52) (azx+ By, z)=olz,z)+By,z), zyzek” a fcK (Lineartdt),
(83) (z,z)=0, zeK"\{0} (Definitheit).

Ein Skalarprodukt auf K™ x BK™ erzeugt eine zugehorige Vektornorm durch

| = (z,2)'?, T eK™
Im Folgenden wird fast ausschliefilich das sog. | euklidische* Skalarprodukt verwendet:

— 2
@)=Y 55, (o=

=1

Mit Hilfe des euklidischen Skalarprodukts ldsst sich die Eigenschaft einer Matrix, hermi-
tesch zu sein, Aquivalent ausdriicken durch:

A=AT — (Az,y)2 = (z, Ay)2, =,y K™

Die von der euklidischen Vektornorm erzeugte natiirliche Matrizennorm heifit die | Spek-
tralnorm®” und wird mit || - ||o bezeichnet. Diese Bezeichnung ist durch das folgende
Resultat gerechtfertigt:

Hilfssatz 4.3: Fur die Spektralnorm hermitescher Matrizen A € ™" gilt
||Al|l2 = max{|A|, A Eigenwert von A}. (4.1.6)
Fir allgemeine Matrizen A € K™ gilt

| Allz = max{|A|"2, X Eigenwert von AT A}. (4.1.7)
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Beweis: Bekanntlich besitzt eine hermitesche Matrix 4 € E™™ nur reelle Eigenwerte
und zwar genau n Stiick (ihrer Vielfachheit entsprechend oft gezdhlt), Ay, ..., A, € R.
Ferner existiert ein zugehéiriges | Orthonormalsystem® von FEigenvektoren

{w',... ,w"} CE": Aw' = \aw'*, (v wf)a=6;, i,j=1,...,n

Jedes = € K™ besitzt eine Darstellung der Form
= Z aw', o = (x,w')s,
i=1

und es gilt

n

=13 = (x,x)2 = D aud; (', uw)a =Y Jal?,

ij=1 i=1

||AI||§ = (AI+AI}2 = Z }'-iﬂi}'-jﬂ'j (wiﬂf-’j]z = Z )'-iﬂ|r:r.-|2-

ig=1 i=1
Hiermit folgt
||AI||§ 1 A Jesl? 2
Al = = =5 < max |A]%
I4lz ko 23 zemmyop Doicg loul? T 1<ige M
Wegen der Eigenwertschranke (4.1.4) ergibt sich damit die Behanptung. Q.ED.

Eine Matrix 4 € K™*" heifit ,positiv definit”, wenn gilt:

(Az,z)s €R, (Az,z)3>0 VzeK"\{0}.

Lemma 4.1: Eine symmetrische Matriz A € R™*™ ist genau dann positiv definit, wenn
alle ihre (reellen) Eigenwerte positiv sind. Alle ihre Hauptdiagonalelemente sind positiv,
und thr befragsmdflig graftes Element liegt auf der Hauptdiagonalen.

Bewaeis: Seien Ay, ..., A, € R die (ihrer Vielfachheiten entsprechend oft gezdhlten) Eigen-
werte der symmetrischen Matrix A und {w',... w"} eine zugehérige Orthonormalbasis
von Eigenvektoren.

(i) Sei A € R Eigenwert und v € R™, [[v[|]2 = 1, ein zugehdriger Eigenvektor von A,

Av = Av.
Aus der positiven Definitheit von A folgt A = Al|v||3 = (Av,v)2 > 0. Sind umgekehrt
alle Eigenwerte von A positiv, so folgt fir beliebigen Vektor v =3%", a,uw® # 0:

{AU:”]E = Z /I‘liﬂiﬂj{wi’ﬂ?j}ﬂ = Z }LI-Q? = []‘

ig=1 i=1
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(ii) Mit dem k-ten kartesischen Einheitsvektor &* liefert die positive Definitheit von A:

ap = Y ayddy = (Aek, )y > 0.

ij=1

(iii) Sei as # 0 ein betragsméafig grifites Element von A, und sei ¢ # j. Wir wihlen
T = &' — sign(a;)e’ # 0 und erhalten wieder aus der positiven Definitheit von A den
folgenden Widerspruch:

0 < (Az,z)2 = (A€', )2 — 2sign(a;;)(Ae’, &)z + sign(ay;)* (Ae’, &)
= iy — Esig'ﬂ{a,j }ﬂ.‘j + a‘jj = iy — glﬂ;jl + a‘jj E [].

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.ED.

Im Folgenden werden wir in Verbindung mit der Eigenschaft ,positiv definit* stets
auch die Eigenschaft  hermitesch® (bzw. ,symmetrisch” im Reellen) einer Matrix anneh-
men. Dies ist im Komplexen automatisch gegeben, im Rellen aber eine zusitzliche Be-
dingung. Wir werden spéiter sehen, dass lineare Gleichungssysteme mit positiv definiten
Koeffizientenmatrizen besonders giinstige Lisbarkeitseigenschaften besitzen.

4.1.3 Fehleranalyse

Wir kommen nun zur Fehleranalyse fiir lineare Gleichungssysteme
Ar =b (4.1.8)

mit reguldrer Koeffizientenmatrix A € K™**™. Die Matrix A und der Vektor & seien mit
Fehlern 44 bzw. &b behaftet, so dass ein gestirtes System

A =b (4.1.9)

mit A = A+ 484, b=b+6b und T = x + 6z geltst wird. Wir wollen den Fehler dx
in Abhingigkeit von 44 und 4b abschétzen. Dazu sei im Folgenden || - || eine beliebige
Vektornorm und entsprechend || - || die zugehérige natiirliche Matrizennorm.

Hilfssatz 4.4: Die Matriz B € K™" habe eine Norm ||B|| < 1. Dann ist die Matriz
I'+ B regular, und es gilt
1

I(7+B)7| < :
1B

(4.1.10)

Beweis: Fiir alle © € K™ gilt

I(F+ B)z|| = |l=ll — || B=|[ = (1 — [|B]|)[|=]-
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1o7

Wegen 1 — ||B|| =0 ist also I + B injektiv und folglich reguldr. Mit der Abschitzung

1 = ||| =T +B)I+B)|=I(I+B)"+B(I+B)7"|

= T+ B =BT+ B) =1+ B~ (1-||Bll) >0

erhalt man die behauptete Ungleichung.

Q.E.D.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den folgenden allgemeinen Stérungssatz fiir

lineare Gleichungssysteme beweisen:

Satz 4.1 (Storungssatz): Die Matriz A € E™*" sei regular, und es sei

(4.1.11)

(4.1.12)

1
|64 < ——.
A=
Dann ist die gestorte Matric A = A+ 8A ebenfalls reguliir, und fiir den relativen Fehler
der Lisung gilt:
ozl cond(A) { [CL/ ||£A||}
lzll = 1—cond(A)|ldAll/|IAll L el 1Al S’

mit der sog. ,Konditionszahl® cond(A) == ||A|| [|[A~Y| von A.

Beweis: Aufgrund der Voraussetzung ist
[At8A| < A7 164 < 1,
so dass auch A+ 6A = Al + A~'5A] nach Hilfssatz 4.4 regulir ist. Aus
(A+8A)T=b+4db, (A+dA)r=b+4dAx

folgt dann fiir dr =1 — =
(A+dA)dx = db— Az,

und damit unter Verwendung von Hilfssatz 4.4

I8l < [I(A +84)~| {lId8]| + |5A] |||}

= (AU +A764)) 7| {l18b]] + [18A] ||<]|}

= (I + A7 s Ay AT {|18B]| + [|15A] ||/l }

< I+ A7 aA) T A {118kl + 18] =] }

-1
Ty {188l + 64l =)
A LA ||| { || 8| +||eut||}

= T AT SAN AN AN VAN =l Al S

1M
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Wegen [|b]| = || Az|| < || Al |||l folgt schlieflich
cond(A) I8l |18 A]
ll=ll;

ozl < 5

+
—cond(A)[[SAJIIAI-T L Bl (14l

Was 711 Zeigen war. Q.ED.

Die Konditionszahl cond(A) hingt offenbar von der bei ihrer Definition zugrunde-
gelegten Vektornorm ab. Meistens verwendet man die Maximumnorm | - ||, oder die
enklidische Norm || - ||z. Im ersten Fall ist

cond.o(A) := [|Al|a A |oe

mit der maximalen Zeilensumme || - ||o. . Speziell fiir ,hermitesche* Matrizen gilt nach
Hilfssatz 4.3
A
condy(A) i— [|A[|pf|A~1 [ — 2zl (11.13)
| Amin |

mit den betragsmifiig grofiten bzw. kleinsten Eigenwerten Apa, und Agyp von A die
Grobe conda(A) wird auch die ,Spektralkonditionszahl® von A genannt.

Ist cond(A)||SA|| ||Al~! < 1, so wird in Satz 4.1

|LE {|I5b|| IIJﬁII}
20 < cond(a) ¢ A1 4 B20 (4.1.14)
|E4] [ETEY e

d. h.: cond(A) ist in erster Naherung gerade der Verstarkungsfaktor, mit dem sich die
relativen Fehler in A und b auf den in = auswirken. Diese Fehlerabschitzung erlaubt

folgenden Schluss:

Regel 4.1: Die Kondition von A sei cond(A) ~ 10F. Sind dann die Elemente von A
und b mit einem relativen Fehler der Art

Al sl .
- ~ 10 - ~ 10 k=az
4] © T (k> )

behaftet, so muss mit einem relativen Fehler im Ergebnis der Griflenordnung

”53:" — lus—k

ll=||
gerechnet werden, d. h.: Im Fall || || = || + ||oe verliert man s Stellen Genauigkeit.

Beispiel 4.2: Wir betrachten die folgende Koeffizientenmatrix A:

12969 0.8648 P 0.1441 —0.3648
0.2161 0.1441 |’ —0.2161 1.2960
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|Allee = 21617, [JA™Y|oe = 1.513-10° = cond(A) = 3.3 - 10°.

Bei der Lasung des Gleichungssystems Arx = b gehen also im ungiinstigsten Fall 8
wesentliche Stellen an der Genanigkeit, mit der die Elemente aj; und b; gegeben sind,
verloren. Dieses System ist sehr  schlecht konditioniert®.

Wir demonstrieren anhand der Spektralkondition, dass die Abschitzung in Satz 4.1
im wesentlichen scharf ist. Sei A eine positiv definite n x n-Matrix mit kleinstem und
grofitem Eigenwert Ay bzw. A, sowie zugehdrigen normierten Eigenvektoren wy bzw.
wy, . WIir wihlen

dA=0, b=w,, db=rcuy(=z£0)

Dann haben die Gleichungen Ar =5 und Ax = b+ 4b die Lisungen
1 1

T=—uw,, I=-—uw,+E—uy.

An An M
Folglich ist fiir dr =7 — =

llozlla A [lunlle lI6bll2
=£— = conda(A) .
l=ll2 At [lwa|la lIbll2

4.2 Gaullsches Eliminationsverfahren

Im Folgenden diskutieren wir ,direkte* Losungsmethoden fiir (reelle) quadratische lineare
Gleichungssysteme
Ar =b. (4.2.15)

Besonders leicht 18sbar sind gestaffelte Systeme, z. B. solche mit einer oberen Dreiecks-
matrix A = (a;) als Koeffizientenmatrix

01171 + 81373 + ... 4 GinTa by
amTa + ... + auI, = M

Im Falle a;; #0, 7 =1,...,n, erhilt man die Lésung durch sog. ,Riickwirtseinsetzen®:

b 1 -
T, = —, j=n—1,...,1: I_,-=—I[I?_,-—Zﬂ;k1k}-
. e F] k=41

Dazu sind offensichtlich in® + O(n) arithmetische Operationen erforderlich (1 a.0p. :=
1 Multiplikation {+ 1 Addition) oder 1 Division).
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Das Elassische direkte Verfahren zur Lasung allgemeiner (reguldrer) Gleichungssyste-
me ist das Gaufische Eliminationsverfahren (kurz  Gaufi-Elimination®) . Dabei wird das
gegebene System Ar = b schrittweise in ein oberes Dreieckssystem Hr = ¢ umgeformt,
welches dieselbe Lisung r besitzt und dann durch Riickwirtseinsetzen geldst wird. Dazu
stehen die folgenden elementaren Umformungen zur Verfiigung:

— Vertauschung zweier Gleichungen,
— Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen.

Die Vertauschung zweier Spalten von A ist ebenfalls zuldssig, wenn die Unbekannten
; entsprechend umnummeriert werden. In der praktischen Durchfiihrung der Ganfi-
Elimination wendet man die elementaren Umformungen auf die zusammengesetzte Ma-
trix [A,b] an. Im Folgenden wird A als regulir angenommen. Zundchst setzt man
A® = A b = b und bestimmt a # 0, r € {1,...,n}. (Solch ein Element exi-
stiert, da A sonst singulir wire). Vertausche die 1-te und die r-te Zeile. Das Resultat sei
[A® b)) Dann wird fiir j = 2,...,n das g;;-fache der 1-ten Zeile von der j-ten Zeile
abgezogen:
ap = a0 fayy (=o/a), o) =) —gual, b7 =D —qub.

Das Resultat ist

=0~ =(0) | ¢

ajp Gyy ... Gy, | By

(1) (1) | i1l

[AD 5] = Ay ... Gy, | by
1 1) | it

0 o . o |40

Den Ubergang [A©@, 0] — [A® @) — [A®) 5] kann man mit Hilfe von Matrizen-
multiplikation beschreiben:

[A®,50) = P[A®,5], (4D, 5V] = G4[A®, 5O,

wobei P eine ,Permutationsmatrix® und &; eine sog. ,,Frobenins-Matrix* der folgenden
Gestalt sind:

K 1 11
1 1
1
1 —qgay 1 1
A= |1 0 r Gi= 1| .
1 —nl 1
L l_
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Beide Matrizen F; und & sind regulir (Determinante = +1), und es gilt

1

_ _ gu 1
Pl=p, G = .

Ini 1

Die Gleichungssysteme Az — b und A"z — plY) haben offenbar dieselbe Lisung:

Ar=b +—= AV PAT =G Pb=0b".

Definition 4.6: Das Element a4 = E.'.'ﬁ]I heifit , Pivotelement® und der ganze Teilschritie
seiner Bestimmung ,Pivofsuche®. Aus Grinden der numerischen Stabilitat triffi man
gewohnlich die Wahl

lart| = o o (12.16)
Der ganze Prozefl inkl. Zeilenvertauschung wird dann Spaltenpivotierung * genannt. Sind
die Elemente der Mafric A von sehr unferschiedlicher Groflenordnung, so empfiehlt es
sich, sog. ,Totalpivotierung® vorzunehmen. Diese besteht aus der Wahl

Iﬂral = lgﬂn |ﬂjk| {4.?.1?}

und anschliefender Vertauschung der 1-ten mit der r-ten Zeile und der 1-temn mit der
s-ten Spalte. Entsprechend der Spaltenverfauschung miissen dann die Unbekannien i
umnumeriert werden. Bei groflen Gleichungssystemen ist die totale Pivolierung meist zu
aufwendig, so dass man sich mit der Spaltenpivotierung begniigt.

Die im 1. Schritt erzengte Matrix A™ ist wieder regulir. Dasselbe gilt auch fiir die um
die erste Zeile und Spalte reduzierte Tellmatrix, so dass auf sie der Eliminationsprozess
analog zu Schritt 1 angewendet werden kann. Durch Weiterfiithrung dieses Eliminations-
prozesses erhilt man in n — 1 Schritten eine Kette von Matrizen

(A, ] = [AM ] & | [AY D) — (R, ],

wobei o _ )
[A®,19] = G.RIACD, B0, (4@, 0] = (4,8,

mit Permutationsmatrizen F; und (reguliren) Frobenius-Matrizen &; der folgenden
Form:
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Das Endresultat

[R,c] = Gao1FPact .. .G1Pi|AL B

1

i1

—ni

(4.2.18)

entspricht einem oberen Dreieckssystem Rr = ¢, welches dieselbe Losung wie das Aus-

gangssystem Ax = b besitzt.

Im i-ten Eliminationsschritt [A%1 36— — [A® 5] werden in der i-ten Spalte die
Elemente unterhalb der Diagonalen annuliert. Den frei werdenden Platz benutzt man zur
Abspeicherung der wesentlichen Elemente giyq:,...,gn: der Frobenius-Matrizen GI." (i=
1,...,n—1). Da im i-ten Eliminationsschritt die vorausgehenden Zeilen 1 bis ¢ nicht
verindert werden, arbeitet man also mit Matrizen der folgenden Form:

Air11 Aigao

T1,i+1 Mn 1
T2i+1 Tin L)
T8i+1 Tin 3
Tiisl Tin Ci
] (O] [i]
/"l.'+1,.' Bt i+l Tigln 'E'i+1
(8) (5) (i)
Qi1 Gnn | bn' |

Dabei sind die Subdiagonalelemente Agyig,..., Ane der k-ten Spalte Permutationen der
Elemente geiig,...,gnx VOL G;l, da die Zeilenvertauschungen (nur diese!) an der ge-
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samten Matrix vorgenommen werden. Als Fndresultat erhilt man eine Matrix

1 e Tn | €1
lyy 1o Ton | €2
!nl e En,n—l Tan | Cn

Satz 4.2 (LR-Zerlegung): Die Matrizen

1 0 1 Tiz *tt Tin
I_ ly 1 R- o Tan
E‘ﬂl e I‘r:l.,n—l 1 0 Tnn

bilden eine sog. L R-Zerlegung® der Matriz PA:
PA = LR, P=F_--F. (4.2.19)

Diese Zerlegung ist im Falle P =1 eindeutig bestimmi.

Beweis: Wir filhren den Beweis fiir den Fall, dass keine Pivotierung erforderlich ist, d. h.:
F;=1. Dannist R =G,—q1---G1A bew.

GTI"‘G:E1R=A-

Wegen L = Gil---G7Y; folgt die Behauptung. Zum Nachweis der Eindeutigkeit, seien
nmun A = LRy = Ls Ry zwel LR-Zerlegungen. Dann ist

Ly'Li = RaR7' =1,

da L;'L; untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonalen und RyR;' obere
Dreiecksmatrix ist. Folglich ist Ly = Is und Ry = Ha. Q.ED.

Lemma 4.2: he zur Lisung eines n ¥ n Gleichungssystems Ar = b mit Hilfe der
Gaufl-Elimination erforderliche Anzahl von arithmetischen Operationen { ja. Op.*) ist

NGauﬂ{n} = %ﬂ-ﬂ + O{ﬂ?}.
Dasselbe gilt fur die Bestimmung der Dreieckszerlegung PA = LR .

Beweis: Der k-te Eliminationsschritt

(k-1) (k—1)
(3 k-1 T k-1 k k-1 Qi k-1 .
ﬂgj:l = ﬂEj ) .[;.;_nﬂ{kj 1"1 bE = b:; - ,:;;_1]‘5{:; 1"1 L,j=Fk...m,
Qpg Qpp
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erfordert n — k Divisionen sowie (n — k) + (n — k)? Multiplikationen und Additionen;
also Fusammen

n—1

Y B +0n) = %nﬂ +0(n?) a. Op.

k=1
fiir die »n — 1 Schritte der Vorwirtselimination. Damit werden alle Elemente der Zerle-
pungsmatrizen L und B bestimmt. QED.

Beispiel 4.3: Mit [-] wird das Pivotelement markiert.

Pivotierung
316 T4 2
(3] 1 6|2
213 o | = | 7 —
2 1 37
111 T3
1 1 1)4
Elimination Pivotierung
3 1 6 2 . 4 1 6 2
2/3 1/3 -1|17/3 1/3 2/3 —-1(10/3
1/3 —1|10/3 2/3 1/3 —1|17/3
Elimination
3 = —B8
3 1 6 2 3010
— Iy = 5l3 —Iﬂ_] = -7
1/3 2/3 -1 |10/3 :
1 = (2 —z2—fx3) =19,
2/3 1/2 -1/2| 4
LE-Zerlegung:
100
=1, BR=|001
010

16 1 0 0 3 1 6
11|=LR=1]1/3 1 0 0 2/3 -1
13 2/3 1/2 1 00 —1/2

PA=

[T T ]

Beispiel 4.4: Zur Demonstration der Bedeutung der Pivotierung beim Gauflschen Eli-
minationsverfahren betrachten wir das folgende Gleichungssystem

HHI=EH
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mit der exakten Lésung ry = 1.00010001, rs = 0.99989999 . Bei 3-stelliger Gleitpunkt-
rechnung mit korrekter Rundung erhilt man:

a) ohne Pivotierung: b) mit Pivotierung:

Ty Ta | Iz
01-100*  01-10'| 0.1-10! 0.1-10" 0.1-10' | 02-10!
0 —0.1-10% | —0.1-10% 0 0.1-10' | 0.1-10!

=1, =0 =1, ;=1

Beispiel 4.5: Der positive Effekt der Spaltenpivotierung ist allerdings nur dann gesi-
chert, wenn die (betragsméifigen) Zeilensummen der Matrix in etwa gleich grofi sind. Als
Beispiel betrachte man das Gleichungssystem

T

welches aus (4.2.20) durch Multiplikation der ersten Zeile mit dem Faktor 20000 hervor-
geht. Da nun in der ersten Spalte das betrapgsgrifite Element in der Diagonalen steht,
liefert der Gaufi-Algorithmus mit und ohne Spaltenpivotierung dasselbe inakzeptable Re-
sultat (zq,z2)T = (0,1)7. Man fithrt daher vor der Rechnung eine sog. , Aquilibrierung®
durch, das heifit, man multipliziert mit einer Diagonalmatrix D

Ar=b — DAz—Db, di— (Z;_':lla.-jl)_l,

die alle Zeilensummen der Matrix auf 1 transformiert. Eine verbesserte Stabilisierung im
Fall stark unterschiedlicher Gréflenordnung der Matrixeintrige ist die _totale* Pivotie-
rung. Vor der Durchfiihrung wird hier eine Aquilibrierung (zeilenweise und spaltenweise)
VOTEENOMITEn.

4.2.1 Konditionierung der Gaufi-Elimination

Wir diskutieren nun noch die Konditionierung des Losens eines linearen Gleichungssy-
stems Ar = b mit Hilfe der Gauf-Elimination. Die (regulire) Matrix A besitze mit
Spaltenpivotierung eine LR-Zerlegung der Form PA = LE. Dann gilt

R=L7'PA, R'=(PA)'L

Wegen der Spaltenpivotierung sind die Elemente der Dreiecksmatrizen L und L~! alle
kleiner gleich eins, und es gilt somit

condeo(L) = || Lf|ec)| L7 || < n?.
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Folglich ist

conda(R) = || Rllac/| R loe = | L PA||ac||( PA) L e
<N LY |aIPA]| ol (PA) ool Lo < n® cond.(PA).

Nach dem allgemeinen Stérungssatz gilt dann fiir die Lésung des Systeme LEr = FPb:
16PYs _ &

6zl 16 Pb||oc
< cond . L)cond . R) < n*cond..(FA) .
ll= | | Pb| o | Pbl|

Die Konditionierung des Ausgangssystems wird also durch die LRE-Zerlegung im schlimm-
sten Fall mit n* verschlechtert. Dies ist aber eine extrem pessimistische Abschitzung und
kann wesentlich verbessert werden.

Wir geben zum Abschluff noch ein Resultat von Wilkinson® an, das die Fortpflanzung
des Rundungsfehlers im Verlanfe der Gauf-Elimination beschreibt.

Satz 4.3 (Rundungsfehlereinfluss): Die Matriz A € B™*" sei regulir, und des Glei-
chungssystem Ar = b werde mit Gaufi-Elimination mit Spaltenpivotierung geldst. Dann
ist die unter dem Einfluf von Rundungsfehlern tatsdchlich berechnefe Lésung = + oz
erakte Lisung eines gestdrten Systems (A + dA)(x + dx) = b, wobei (eps = Maschinen-
genauigkeit)

13l

L < Lot 971 (n® + 2n?) eps. (4.2.21)

In Verbindung mit der Fehlerabschitzung von Satz 4.1 ergibt dieses Resultat die fol-
gende Abschitzung fiir den Rundungsfehlereinfiuss:

ozl cond(A)

1.01 - 2" Y(n® 4 207 . 1.9.99
Izl — l—mnd{ﬁ}||5h||mf||ﬁllm{ (n” + 2n”) eps} ( )

Diiese Abschitzung ist, wie die Praxis zeigt, viel zu pessimistisch, da sie am ungiinstigsten
Fall ausgerichtet ist und keine Rundungsfehlerauslischungen beriicksichtigt. Zur Erfas-
sung der letzteren wére eine statistische Theorie erforderlich. Auflerdem gilt die obige
Abschitzung allgemein fiir  vollbesetzte® Matrizen. Fiir  diinnbesetzte Matrizen sind
wesentlich giinstigere Resultate zu erwarten. Insgesamt sieht man, dass der Gaufische
Eliminationsprozefi (in Abhingigkeit von der Dimension n ) ein gutartiger numerischer
Alporithmus ist, d. h.: Der Rundungsfehlereinfluss kann abgeschitzt werden allein in
Abhingigkeit von der Kondition cond{A), die ja auch die Konditionierung der nume-
rischen Aufgabe selber beschreibt.

2James Hardy Wilkinson (1919-1986): Englischer Numeriker und frither Informatiker; arbeitete seit
1946 am National Physical Laboratory in London mit Alan Turing an der Entwicklung der ersten digitalen
Computer; fundamentale Beitrige sur numerischen linearen Algebra, insbes. zur Rundungsfehleranalyse;
Mitbegrinder der NAG Library (1970).
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4.2.2 Nachiteration

Wir diskutieren nun noch einige Varianten und weitere Anwendungsméglichkeiten der
Gauf-Elimination. Die Gaufi-Elimination iiberfiihrt ein Gleichungssystem Axr = b in ein
oberes Dreieckssystem Hzx = ¢, aus dem sich die Losung = durch einfaches Riickwirts-
auflisen berechnen ldsst. Nach Satz 4.2 ist dieser Prozess gleichbedentend mit der Er-
stellung einer Dreieckszerlegung PA = LR und der anschliefienden Ldsung der beiden
gestaffelten Systeme

Ly=Pb, Rr—y. (4.2.23)

Diese Variante des Gaufi-Algorithmus ist insbesondere dann vorzuziehen, wenn dasselbe
Gleichungssystem nacheinander fiir verschiedene rechte Seiten b gelost werden soll. Auf-
grund des unvermeidlichen Rundungsfehlers erhilt man in der Praxis nur eine fehlerhafte
LR-Zerlegung o
LR +# PA
und damit nur eine Naherungslésung = mit dem (exakten) ,Defekt®
&= A" — b £0.

Unter Verwendung der bereits erstellten Dreieckszerlegung LR ~ PA l6st man nun
(ndherungsweise) die sog. ,Defektgleichung®

Ak = d° LERK = d&° (4.2.24)

1

und erhilt daraus eine Korrektur &' fiir 7 und setzen damit ! := % — k'. Hitte man
die Defektgleichung exakt geléist, d. h. k! = k, so wire

Ar' = Az® — Ak = Az® —d® = A" — Az® + b=,

d. h: ! = r wire die exakte Lésung des Systems Ar = b. I. Allg. wird ' auch bei
fehlerhafter Lisung der Defektgleichung eine bessere Niherung zu = als ¥ sein. Dazn
ist es jedoch erforderlich, den Defekt d mit erhohter Genauigkeit zu berechnen. Dies wird
durch die folgende Fehleranalyse belegt (der Einfachheit halber sei P =T ):

Wir nehmen an, dass sich der relative Fehler bei der LR-Zerlegung der Matrix A
durch eine kleine Zahl = beschrinken ldsst. Nach dem allgemeinen Stérungssatz 4.1 gilt
dann die Abschitzung

|=° —=| _  cond(A)  |A-LR|
=l 1 - cond(a) 2L (14
—

Der Verlust von Stellen entspricht der Grifie von cond(A) . Zusitzlich auftretende Run-
dungsfehler werden vernachléssigt. Den exakten Defekt d" ersetzen wir durch den Aus-
druck d° := Az" — b, wobei A eine genauere Approximation fiir A ist,
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|A—A4| _ .
—— L EEE.
1Al

Nach Konstruktion gilt
="K =:- {E.R}_lh-;l;rn — b
— 2%+ (LR)™'[Az° — Az + (A — A) "),
und daher
' —r=1"—z— (LR)'A(z® — ) + (LR /(A — 4)1°

— (LR)'[LR — A)(z° — z) + (LR) /(A — A) .
Wegen . . .

LR=A—-A+LR=A(I- A (A-LR))
folgt mit Hilfssatz 4.4:

IKLRY I < AT T — A7 A - LR
At A At
1 AYA-LR)||  1-AYI[A— LRI 1- cond(A) "‘Ifﬁm'

Diies impliziert schliefilich

l=! —=| |A-LR| |<® ==l _ A—A] [l
Rl " LT TRt A T |
|
~E&  ~cond(A)e ~ E
Diese Korrektur der Losung kann natiirlich iteriert werden, in dem die jeweils neuen Nihe-
rungen r* wieder in die Defektgleichung eingesetzt werden. Diesen Prozess nennt man
»Machiteration®; in der Praxis wird der Fehler in = schon durch wenige Korrekturschritte

(meist 2 — 3) auf die Grofenordnung der Genaunighkeit der Defektanswertung gedriickt,
d. b |* — | /||| ~ £.

Beispiel 4.6: Das Gleichungssystem
1.05 1,02 ) 1
1.04 1,02 | |2

hat die exakte Lasung = — (—100, 103.921...)7. Die Gaufi-Elimination ergibt bei Ver-
wendung J-stelliger Gleitpunktarithmetik (mit korrekter Rundung) die genfherten Zerle-

pungsmatrizen
- 1 0 - 1.05 1.02
L == ] R = 1
0.990 1 0 0Mm
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5-100% 2.10¢
Die damit bestimmte ,Lésung® z° — (—97,1.101)7 hat den Defekt

= - 0 ]
LRE—-A= [ l (im Rahmen der Maschinengenanigkeit korrekt).

(0,007 3-stellige Rechnung

d®= A" —b=
—(0,065,0,035)T 6-stellige Rechnung .

Diie approximative Korrekturgleichung
1 0 1.05 1.02 K | —0.065
0.990 1 0 0m ki —0.035
hat (3-stellige Rechnung) die Losung k&' = (2.9, —102.899)7 . Die durch Nachkorrektur
verbesserte Losung ist also
! = 2 — k! = (—99.9,104)T,

welche dentlich genaner ist als die erste Naherung .

4.2.3 Determinantenberechnung

Fiir quadratische Matrizen gilt der Determinantensatz
det{ AB) = det{A) det(B). (4.2.25)
Fiir die durch Gauf-Elimination aus der gegebenen Matrix A gewonnene Dreiecksmatrix
R=G, 1F1---Gi A
folgt somit unter Beachtung von
det(P!) =det(P) = -1, det(G;!)=1,

die Beziehung

det(A) = det(P Gy --- PLLGLR) = £ det(R) = + f[ Tij - (4.2.26)

i=1

Das Vorzeichen in det{d) ist +/—, je nachdem, ob eine gerade oder ungerade Anzahl
von Zeilenvertanschungen vorgenommen wurde. Lisst sich im Verlaufe des Eliminations-
prozesses einmal in einer Spalte kein von Null verschiedenes Pivotelement finden, so ist
die Matrix A singulir und folglich det{d) = 0. (Man beachte, dass bei Rechnung in
Gleitpunktarithmetik aufgrund des Rundungsfehlers durchaus auch im Falle det{d) =10
der tatsfchlich berechnete Wert £ 0 sein kann!)
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4.2.4 Rangbestimmung

Ist die Elimination durchfithrbar, d. h. 1dsst sich immer ein Pivotelement £ 0 finden, und
ist schlieflich auch das letzte Diagonalelement o' #£ 0, so ist det(A) £ 0, d. h.

Rang(4) = n

(dies natiirlich nur bei Vernachlissigung der Rundungsfehler!). Gilt dagegen im i-ten
Eliminationsschritt fir alle Elemente in der i-ten Spalte

a0

i r I = e,

so ist A singuldr. In diesem Fall wird zur weiteren Rangberechnung Totalpivotierung
VOTZenomImen:

(i-1)) _ i~

|‘1ra | _il-.krglﬂ.ic-.ﬂ |ﬂ_;|i'|:

(Zeilen- und Spaltenvertauschungen dndern Rang(A) nicht!) Gilt dann nach dem i-ten
Eliminationsschritt _
afy =0, jk=i+1,...n,

s0 ist Hang(A4) = i. Dieser Prozess kann natiirlich auch zur Rangbestimmung bei nicht
quadratischen Matrizen verwendet werden.
4.2.5 Inversenberechnung (Gaufi-Jordan- Algorithmus)

Grundsatzlich kann die Inverse A~! einer reguliren Matrix A wie folgt berechnet werden:

(1) Berechnung der LR-Zerlegung von PA;
(ii}) Losung der gestaffelten Systeme

< Ty

Lyiil _ J,’:rﬁlil'll:l RI{I'II _ y(ﬂlj i=1,..
mit den kartesischen Basisvektoren e des R™;

(iii) A1 = [z, ... @),

Praktischer ist jedoch eine simultane Elimination (hier ohne Berechnung der Matrizen L
und ), die direkt anf die Inverse fiihrt (ohne Zeilenvertanschungen):

Vorwirtselimination
1 0 g - Tim |1 0
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Riickwartselimination Skalierung
11 0 1 0
—%
* : Al
] Trn 1] 1

Beispiel 4.7: Es markiere [-] das Pivotelement.

Vorwéirtselimination
20 3l 1 6[10 0
A=12 1 3
2 1 3|01 0
111
1 1 1({00 1
Zeilenvertauschung Vorwirtselimination
3 1 6 1 00 . 3 1 6 1 00
0 1/2 -1|-2/3 10 0 2/3 -1|-1/2 01
0 |2/3] -1|1-1/3 0 1 01/3 -1|-2/32 10
Riickwairtselimination Riickwartselimination
3 1 6 1 0 0 3 1 0 -5 12 -6
— —
0 2/3 -1 |-1/3 0 1 0o 2/3 0 2/3 -2 2
0o o0 -1/2|-1/2 1 —-1/2 o o0 -1/2|-1/2 1 -1/2
Skalierung
3 0 0 -6 15 -9 _}1[][]—‘2 5 -3
0 2/3 0 2/3 -2 2 010 1 -3 3
0o 0 -1/2(-1/2 1 -1/2 001 1 -2
-2 5 -3
= A= 1 -3 3/|.
1 -2 1

Fine alternative Methode zur Berechnung der Inversen einer Matrix ist das sog.  Aus-
tauschverfahren® (auch ,Ganf-Jordan®-Algorithmus* genannt). Gegeben sei ein (nicht
notwendig quadratisches) lineares Gleichungssystem

Ar—y mit AeR™™, zeR", yecR™. (4.2.27)

IMarie Ennemond Camille Jordan (1838-1922): Franzosischer Mathematiker; Professor in Paris; Bei-
trige sur Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.
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Eine Lésung wird berechnet durch sukzessiven Austausch der Komponenten von = gegen
solche von y . Ist ein Matrixelement a,, # 0, so wird die p-te Gleichung nach r, aufgeldst:
ap1 _ Opg-1

Ty=——""I1—...

1
Te1t—Yp—

Opg Opg Opg
Durch Substitution von =z, in den anderen Gleichungen,
ATy + . G 1Tg-1 + Qg Ta |+ Bjg41Tgr1 + . + BjnTn = Y,

erhilt man fiir j=1,...,m, j # p:

L I gl o1 i
e R e R o
P

I 1 .
+ [ﬂj.wl—m] Im.,.“__,_[ﬂjn_M] I = Uj.

q Apg

Dias Resultat ist ein zum Ausgangssystem Aquivalentes System

B | n
Aly | =]z, |, (4.2.28)
| In | L Hm |

wobei die Elemente der Matrix A wie folgt bestimmt sind:
Pivotelement :© apy = 1/ap,,

Pivotzeile Dok = apfapy, k=1,....,n, k#gq,
Pivotspalte :© aj=aj/ang, j=1....m, j#p,
sonstige DGk = Gjk — Gjgpkfipg, F=1,....m,j#Fp k=1,...,n, k#q

Gelingt es, durch Fortsetzung des Verfahrens alle Komponenten von = durch solche von
y Zu ersetzen, so hat man eine explizite Darstellung der Lésung von y = A~ !z. Im Fall
m = n ergibt sich so auch die Inverse A~!, allerdings i. Allg. mit vertauschten Zeilen und
Spalten. Bei der Festlegung des Pivotelementes empfiehlt es sich ans Stabilititsgriinden,
unter allen in Frage kommenden a,, jeweils eines von méglichst groflem Betrag zu wihlen.

Satz 4.4 (Gaufl-Jordan-Algorithmus): Es kinnen genau r = Hang(A) Austausch-
schritte durchgefithrt werden.

Beweis: Das Verfahren breche nach r Austauschschritten ab. O.B.d.A. selen =q,..., 7,
EeEEn i, ...,Y, ausgetanscht, so dass das resultierende System die folgende Gestalt hat:
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- " - - . -
= *
T4
O N Yr _ T,
Tr4l Yr41
m—r % * [] : :
| Tn | Ym
L
Wihlt manmm ¢y =---=y, =0, =z, =2A,---, =, =A,_,,s0sind die z,--- .z,
dadurch eindeutig bestimmt, und es folgt y.41 = -+« = yn = 0. Fiir beliehige Werte
Ay, o0 An—, ist also i )
Il{)ll-,,"“ s An—r) r 0 .
A Tr(A1y -2 5 Anr) _ ,
M
0
Aﬂ—l’ J - -

d. h.: dim{Kern{4)) > n — r. Andererseits ist wegen der mdglichen freien Wahl von
y1,+ .y oOffenbar dim(Bild(A)) = v. Da dim(Bild(A)) + dim{Kern{A4)) = n ist, folgt
Rang(A) = dim(Bild(A4)) =r. Q.ED.

Fiir ein quadratisches Gleichungssystem mit regulirer Koeffizientenmatrix A ist das
Gaufi-Jordan-Verfahren zur Berechmung von A~! also stets durchfiihrbar.

Beispiel 4.8:
1 2 1 Ty 1
-3 -5 -1 Ta | = | 1
-7 —-12 -2 Ty Y3

Austanschschritte: Mit [-] wird das Pivotelement markiert.

T In Ty | I U I3 |
1 2 1 |m -1/6 —1/6 [2/3||wn
-3 -5 —1|p ~1/12 5/12 —1/6 |1

-7 2 |y ~7/12 —1/12 —1/6 | =
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a2 ¥y owm | v2 U y1|

1/4  1/4 3/2 |z4 2 1 1|z
3/8 —1/4 |y 8 3 -2|x
—5/8 —1/8 —1/4|zs 5 -2 1 |

2 8 3

Inverse: 1 5 -2

1 -2 1

Lemma 4.3: Die zur Invertierung einer regularen n x n-Matriz mit Hilfe der simultanen
Elimination oder des Gaufi-Jordan-Algorithmus erforderliche Anzahl von arithmefischen

Operationen (,a. Op.*) ist
Ngaus Jordan () = n® + O(n?).

Beweis: (i) Die n—1 Schritte der Vorwiirtselimination an der Matrix A erfordert in’+
O{n?) a. Op.. Die simultane Bearbeitung der Spalten der Einheitsmatrix erfordert wegen
der Dreicksgestalt von I zusitzliche éﬂz + O(n?) a. Op.. Die Riickwértselimination zur
Erstellung der Einheitsmatrix links erfordert schliefilich nochmal

{ﬂ—l}n+{n—2}ﬂ+...+n=¥n= %ﬂ3+0{n2]

Multiplikationen und Additionen und nachfolgend n® Divisionen. Fiir die gesamte Be-
rechnung der Inversen ergibt sich also:

%nz -+ %ﬂ-& + %nﬂ + 0(n?) = n® + O(n?).

(ii) Beim Gaufi-Jordan-Verfahren erfordert der k-te Austauschschritt 2n + 1 Divisionen
in Pivotzeile und -spalte und (n — 1) Multiplikationen und Additionen fiir den Update
der Restmatrix, also insgesamt n? + O(n) a. Op. Zur Berechnung der Inversen sind n
Austauschschritte durchzufiihren, so dass sich ebenfalls ein Gesamtaufwand von n® +
O(n?) a. Op. ergibt. Q.ED.

4.2.6 Direkte LR-Zerlegung

Der Gaufi-Algorithmus zur Berechnung der LR-Zerlegung A = LR (falls sie existiert)
kann auch in direkter Form geschrieben werden, bei der die Elemente [; von L und ry
von R rekursiv berechnet werden. Die Gleichung A — LR ergibt n® Bestimmungsglei-
chungen fiir die n? unbekannten GréBen ., j <k, L, j = k(l; = 1):

min(j k)
ag = Y lira (4.2.29)

i=1



4.2. GAUSSSCHES ELIMINATIONSVERFAHREN

125

Die Reihenfolge der Berechnung von I, rj ist zundchst noch offen. Beim sog. , Algo-

rithmus von Crout? * wird die Matrix A — LR wie folgt parkettiert:

_ 1 -
5
2046 ]
Die einzelnen Schritte des Algorithmus sind dann ([; = 1):
1
k=1?~",ﬂl 1111==Z.f1ir,-;r = Tk .= ik,
i=1
1
j — 21_. ce Tl a1 = Z Ijiril = Ij]_ = rl_llﬂj],
i=1
2
k=2?~",ﬂl M=nggrikq‘*rgg:=ﬂgk—fa1r1g,

i=1

und allgemein fir j=1,--- ,n:

i-1
Tik 1= ﬂﬂr—z lirae, k=j3+1,---,m,

i=1

=
b = r_{il (ﬂ"j _Z Ih'rl'j) y k=i+1,j+2,---,n.
i=1

(4.2.30)

Die Gauf-Elimination und die direkte Dreieckszerlepung unterscheiden sich nur in der Rei-
henfolge der Operationen und sind algebraisch vollig &quivalent. Allerdings besteht bei der
direkten Dreieckszerlepung wegen der langeren Summationsketten dhnlich wie beim Gram-
Schmitt-Algorithmus zur Orthonormalisierung von Vektoren eine grosere Rundungsfeh-

leranfilligheit (Ausloschungsgefahr).

4Prescott D. Crout {1907-1984): US-Amerikanischer Mathematiker und Ingenieur; Professor am Mas-
sachusetts Institute of Technology (MIT); Beitréige zur numerischen Linearen Algebra (,A short method
for evaluating determinants and solving systems of linear equations with real or complex coefficients*,

Trans. Amer. Inst. Elec. Eng. 60, 1235-1241, 1941) und zur numerischen Elektrodynamik.
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4.3 Gleichungssysteme mit spezieller Struktur

4.3.1 Bandmatrizen

Die Anwendung der Gaufi-Elimination zur Lisung ,grofler” Gleichungssysteme (n =
1000) ist mit grofien technischen Schwierigkeiten verbunden, wenn der Kernspeicher des
Rechners nicht zur Speicherung der ganzen Koeffizientenmatrix ausreicht. In diesem Fall
miissen externe Speicher verwendet werden, was wegen des Datentransfers die Rechenzeit
in die Hohe treibt. Viele der in der Praxis auftretenden grofien Matrizen besitzen jedoch
eine besondere Struktur, welche es erlaubt, bei der Durchfiihrung der Ganf-Elimination
Speicherplatz zu sparen.

Definition 4.7: Eine Matrizr A € B™™ heifit ,Bandmatriz® vom Bandfyp (my,m.) mit
O0<m,m. <n—1, wenn gilt:

aip=0 fir k<j—m oder k>=j4+m (G E=1,...,n).

Die Elemente von A sind also bis auf die Hauptdiagonale und héchstens my + m, Ne-
bendiagonalen gleich Null. Die Grifle m =my+ m. + 1 ist dann die sog. ,Bandbreite®.

Beispiel 4.9: Wir geben einige sinfache Beispiele von Bandmatrizen an:
Typ (n—1,0) untere Dreiecksmatrix
Typ (0,n—1) obere Dreiecksmatrix
Typ (1,1} Tridiagonalmatrix

Beispiel einer (16 x 16)-Matrix vom Bandtyp (4,4):

[ 4 1
1 4 -1
B — 4
1 4 -1
B —I
I B —I L -1
A= B 16
I B —I )
1
I B .
I = 4
1
I 1

Satz 4.5 (Bandmatrix): st A € BR™" eine Bandmatric vom Typ (my,m,.), fiir die
das Gaufi- Verfahren ohne Zeilenverfauschung durchfiihrbar ist, dann sind auch alle redu-
zierten Matrizen Bandmatrizen desselben Typs, und die Faktoren L und R der Dreiecks-
zerlegung von A sind Bandmatrizen vom Typ (my,0) bzw. (0, m,). Der Aufwand fiir die
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Berechnung der LR-Zerlegung einer Bandmatriz vom Typ (my,m.) ist
N = inmym, 4+ O(n(my +m,)).

Beweis: Man erhalt die Behauptung durch Nachrechnen (Ubung). Q.ED.

Zur Durchfiihrung der Gauf-Elimination geniigt es also bel Bandmatrizen, die Ele-
mente im ,Band“ zu speichern. Bei GriBenordnungen n ~ 10,000 und m ~ 100 macht
dies die Anwendung des Verfahrens erst moglich. Bei der obigen Modellmatrix ergibt
sich ein reduzierter Speicherplatzbedarf von 16 x 9 = 144 (oder weniger) anstatt der
16 x 16 = 256 fiir die volle Matrix. (Die Ausnutzung der Symmetrie wird spater noch
diskutiert.)

Fine extreme Ersparnis ergibt sich natiirlich bei den besonders einfach strukturierten
Tridiagonalmatrizen

a; b
=]
bn—l
Cn Oy
Hier lassen sich die Elemente der LR-Zerlegung
1 111 ,81
L—|™ . R-=—
1 p—1 ,Bn—]
Tu 1 On

durch einfache, rekursive Beziehungen bestimmen (Beweis durch Probe):

ap = @ , b= by,
i=2..n-1: 5 =gfoyr , & = &;i—wfha , & = b,
Tn = Gn!ﬂ'—l 7 By = Og _-ﬁhﬁlrJ
Hierzu sind offenbar nur 3n — 2 Speicherplitze und 2n — 2 a. Op. erforderlich. Dieser

Spezialfall des Gaufi-Verfahrens wird manchmal auch als Thomas®-Algrothmus® bezeich-
net.

Hiufig sind Bandmatrizen auch noch | diinn besetzt®, d. h.: Die meisten Elemente
innerhalb des Bandes sind Null. Dieser Umstand kann bei der Gaufi-Elimination jedoch

“Llewellyn Hilleth Thomas (1903-1992): Britischer Physiker und angewandter Mathematiker; arbei-
tete whrend des 2. Weltkriegs an einem ballistischen Forschungszentrum der US-Armee; ab 1945 am
Computing Laboratory (von IBM gestiftet) der Columbia University und 1946-1968 dort Prof. fie Phy-
gik; danach bis 1978 an der North Carolina State-University; Beitrfige zur angewandten Atomphysik;
erfand w. a. den Magnetkernspeicher.



128 KAPITEL 4. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME I (DIREKTE VERFAHREN)

nicht zur Speicherersparnis ausgenutzt werden, da i. Allg. das ganze Band im Verlanfe
des Verfahrens mit Elementen ungleich Null anfgefiillt wird.

Wesentlich fiir Satz 4.5 war, dass das Gaul-Verfahren ohne Zeilenvertauschungen
durchgefiihrt werden kann, da andernfalls die Bandbreite anwichst. Wir betrachten im
Folgenden zwei Klassen von Matrizen, bei denen dies der Fall ist.

4.3.2 Diagonaldominante Matrizen

Definition 4.8: Fine Matriz A — (a;;)7,_; € R™" heifit ,diagonaldominant®, wenn

> lagl <lagl, i=1,...,n. (4.3.31)
k=1k#j

Satz 4.6 (Existenz der LR-Zerlegung): Die Matrir A € B™™" sei regular und dia-
gonaldominant. Dann eristiert eine LR-Zerlegung A = LR, die mit Gauf-Elimination
ohne Pivotierung bestimmt werden kann.

Beweis: Da A regulir und diagonaldominant ist, muss aj; £ 0 sein. Folglich kann der
erste Eliminationsschritt A (= A™ — A" ghne Pivotierung durchgefithrt werden. Die
Elemente 11_5}:" erhilt man durch a.ﬁ] =ap, k=1,...,n, und

. 1 41
i=2,...n, k=1,...,n: 11_5,:"=ﬂj;=—qj1a1k, g1 = ——.
agy
Also gilt fiir 7 =2,...,n:
1
Yo o la@ls Y lawl +lgnl Y lawd
Sy k=2kj k=2kj
< Y lagl—lasl+ |l D lawl —lgjillas;]
k=1 k] By
(e | E—
< |agl ayyl < lau|
1
= |ﬂj_;'| - Iqjlﬂljl = |ﬂ_;'j - Ei’_;'l‘Z’fljl = |‘1_IE-;|-

Die Matrix AY = ;A ist regulir und offenbar wieder diagonaldominant, und folglich
ist u%} # 0. Diese Eigenschaft bleibt also bei Durchfiihrung der Gaufi-Elimination erhal-
ten. Der ganze Prozess ist somit ohne Zeilenvertauschungen durchfiihrbar. Q.ED.

Bemerkung 4.1: Gilt in (4.3.31) fiir alle 7 € {1,...,n} die strikte Ungleichung, so
heifit die Matrix A _strikt diagonaldominant®. Der Beweis von Satz 4.6 zeigt, dass fiir ei-
ne solche die Ganf-Elimination stets ohne Pivotierung durchfiihrbar ist, d. h.: Die Matrix
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ist ,regular®. Die obige Modellmatrix ist zwar diagonaldominant, aber nicht strikt dia-
gonaldominant. Dass sie trotzdem regulér ist, wird sich spéter aufgrund eines schirferen
Kriteriums ergeben.

4.3.3 Positiv definite Matrizen

Wir erinnern daran, dass eine (symmetrische) Matrix A € B™*" mit der Eigenschaft
(Az,z)2 =0, zeR"\{0}

Hpositiv definit® genannt wird.

Satz 4.7 (Existenz der LR-Zerlegung): Fir positiv definite Matrizen A € B™™ st
die Gaufi-Eliminationsverfahren ohne Zeilenvertauschung durchfiihrbar, und die dabei auf-
tretenden Pivotelemente a.E? sind alle positiv.

Beweis: Da A symmetrisch und positiv definit ist, ist notwendig ay; > 0, und die

Beziehung
al — g — oy = ar; — Ly, = alV
] J ) 3 J
I a1 11 J

fir j,k=2,...,n zeigt, dass die im ersten Eliminationsschritt erzeugte (n —1) x (n —
1)-Matrix A® = (al}));1—2, . ebenfalls symmetrisch ist. Wir wollen zeigen, dass sie
auch positiv definit ist, so dass wieder a.g" = 0. Der Eliminationsprozefl kann dann mit
positivem Pivotelement fortgesetzt werden, und die Behauptung folgt durch Induktion.

Sei &= (z3,...,7,)7 € R"1\ {0} und z = (z1,%)T € R™ mit

1 n
I =—— E A1ETE -
a

k=2
Dann ist
n n n
2
0= E kT Tk = E kT Tk + 211 E a T + a1 Ty
k=1 k=2 k=1
1 — 1 - 2
T E g1 TET; + o ( E 111ka)
1 k=2 "M
. o ——
= [] {ﬂ-jil,_- = ﬂil,_-j}
n n
g1 01 1 2
= E Ak — — I;jTy +ayy | T + e E aigTk
k=2 11 . 11 15 )
_ 1) -
— a]_h_ =0

und somit T AN = 0. Q.ED.
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Fiir positiv definite Matrizen existiert also stets eine LR-Zerlepung A = LA mit
positiven Pivotelementen
T._=ﬂ:_;:.1l}ﬂ1‘ 'i=11,.-

Wegen A — AT gilt aber auch

LT

A= AT — (LR)T = (LDR)T = RTDL™

mit den Matrizen

1 rmafrin <= Tin/T11
) . ] 11 0
R= ' 1' : . D —
Tn—l,n;frn—],n—l 0 o
0 1

Mit der Eindeuntigkeit der LR-Zerlegung folgt ans
A=LR=R'DLT
notwendig L = BT bzw. R = DLT. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.
Satz 4.8: Positiv definite Matrizen gestatten eine sog. ,Choleskif-Zerlegung®.
A=LDLT = LIT (4.3.32)

mit der Matriz L := LD'Y?. Bei der Berechnung der Cholesky-Zerlequng geniigt es, die
Matrizen D) und L zu bestimmen. Dhies reduziert die bendtigien Operationen auf

Nchﬂlﬁkj{n] = %ﬂ-ﬂ + O{ﬂ-ﬂ}.
Der sog. ,Algorithmus von Cholesky® zur Berechnung der Zerlegungsmatrix
l11 0
L=| : -
la - L.
geht direkt von der Beziehung A = LIT aus, die man als ein System von n(n +1)/2
Gleichungen fiir die Gréflen [, k < j, auffassen kann. Ausmultiplizieren von

Iy 0 I - Im 411 +-c din

i
=
g

Inl Qpy *°* fdpg

¢ Andr'e Louis Cholesky (1975-1918): Franztsischer Mathematiker; Militarkarriere; Beitrige zur Nu-
merischen Linearon Algebra
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ergibt in der ersten Spalte von L:

I_?l = a1 Eﬂ] E]] = aa , see g Enl Ell = gl 4
woraus sich
= . - a1 4
iy = =2.... Doly == =2 43.33
n=+an, j=2,...,n A=, T Jan ( )

berechnet. Seien nun fiir ein i € {2,--- ,n} die Elemente [, k = 1,...,i — 1, j =
k,...,n, schon bekannt. Dann erhilt man aus

E1+%+'--+E=ﬂﬁ: I;>0
]

Ejltl'l + !jﬂ'iﬂ +ooo bl = 2

f.-e=x/ﬂa—f?1—f?z—---—f§fi_1=

1
1

i;'i = !a_.-l{ﬂj.' — Ej1841 _Ejﬂ:jiﬂ el T -;i,l'—lfi,i—l}; j=t+ 1:.----..1'1,

4.4 Nicht regulire Systeme

Mit einer (nicht notwendig quadratischen) Matrix 4 € BR™*" und einem Vektor b € R™
sei das Gleichungssystem

Az = b (4.4.34)

gegeben. Es wird hier auch Rang(A) < Rang[A,b| zugelassen, d. h.: Das System muss
nicht unbedingt im eigentlichen Sinne ldsbar sein. In diesem Fall wird ein geeigneter erwei-
terter Lisungsbegriff eingefiihrt. Wir betrachten im Folgenden die auf Gauf zuriickgehen-
de sog. , Methode der kleinsten Fehlerquadrate®. Dabei wird ein Vektor £ € B™ gesucht,
dessen Defekt d = Ax —b bzgl. der euklidischen Norm minimal ist. Dieser Lésungsbegriff
fallt natiirlich im Falle Rang(A) = Rang[A, b| mit dem {iblichen zusammen.

Satz 4.9 (,,Least-Squares“-Lidsung): Es eristiert stefs eine Lasung® T € B™ von
i4.4.34) mit Heinsten Fehlerquadraten | Least-Squares*-Losung)

|4z — bl = min || Az — blla. (4.4.35)
Dies ist dquivalent dazu, dass T Ldsung der sog. Normalgleichung® ist:
AT Az = AT, (4.4.36)

Im Falle Rang(A) =n ist T eindeutig bestimmi, andernfalls ist jede weitere Ldsung von
der Form T+ y mit y € Kern(A).
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Beweis: (1) Sei r Losung der Normalgleichung. Fiir ein beliebiges = € B™ gilt dann

|l Az — b3 = || AZ — b+ A(z — 7)|I3
= || Az — b3 + 2 (AZ — b, Az — z]) +]|A(z — 2)|i3 > || Az — b|j3,
M, e,

cKern(AT) £Bild(4)

d. h.: 7 ist Minimallsung. Fiir eine Minimalldsung = gilt umgekehrt notwendig

0= o Az — bl = o (0|3 agemn - o).
i ' i=1 k=1

—9 i ajq (Zﬂj anii — b;) = 2(AT Az — ATb),,
i=1 k=1

d. h.: x list die Normalgleichung.

(i) Wir untersuchen mun die Lisbarkeit der Normalgleichung. Das orthogonale Komple-
ment von Bild(A) in B™ ist Kern(AT). Also besitzt b eine eindeutige Zerlegung

b=s+r, secBild(d), reKemn(AT).
Fiir ein £ € B™ mit Az = s gilt dann
ATAz = ATs = ATs+ ATr = ATh,

d. h.: £ last die Normalgleichung. Im Falle Rang(A) = n ist Kern(A) = {0} und
Bild(A) = R". Aus ATAr =0 folgt also wegen Kern{AT} 1 Bild{A) notwendig Ax =0
bzw. = = 0. Die Matrix AT A € R™" ist regulér und folglich z eindeutig bestimmt. Im
Falle Rang(A4) < n gilt fiir jede weitere Losung r; der Normalgleichung

b= Ax; + (b— Azy) € Bild(A) + Kern(AT).

Wegen der Eindeutigkeit dieser orthogonalen Zerlegung ist notwendig Ar; = AT bezw.
T — 11 € Kern(A4). Q.ED.

4.4.1 Gaufische Ausgleichsrechnung

Im Anschluss an Satz 4.9 betrachten wir als klassische Anwendung der Methode der klein-
sten Fehlerquadrate, die sog. ,Gaufische Ausgleichsrechnung” (kurz | Gaufi-Ausgleich®).
Die Aufgabenstellung ist dabei die folgende:

Zu gegebenen Funktionen wy,...,u, und Punkten (z; y;) € R, j=1,...,m, m >n,
ist eine Linearkombination

u(r) = Z cpug(T)

=1
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so zu bestimmen, dass die sog. ,mittlere Abweichung®

Ay = (i Ju(z;) — yjlg)m
=1

miglichst klein wird. (Die sog. ,, Tschebyscheffsche Ausgleichsanfgabe®, bei der die ,,ma-
ximale Abweichung*
A = max |u(z;) — yjl

j=1,...m
minimiert wird, ist i. Allg. wesentlich schwieriger zu behandeln.) Zur Lisung der Gaunfi-
Ausgleichsaufgabe setzen wir

vi= {yl'.v"-:ym}T: o= {51:-"&‘:!1}1"1-
ag = {HE{IIL“ : !lu’k{Im}]T:l k= l:l‘ ceq Ty A= |ﬂ-1,. "‘.vﬂn]'

Zu minimieren ist also bzgl. ¢ € B™ das Funktional
F(c); = [|Ac — yla.

Diies ist gleichbedeutend damit, fiir das (iiberbestimmte) Gleichungssystem Aec = y eine
»Losung® mit kleinsten Fehlerquadraten zu ermitteln. Im Falle Rang{A) = n ist die
eindeutige ,,Losung” ¢ dann bestimmt als Losung der Normalgleichung

AT Ac = ATy,

k—1

Ist speziell wi(r) = £ ', so nennt man die  optimale” Lisung

ufr) = chz"_l

k=1

die ,,Gaufi-Ausgleichsparabel® zu den Punkten (z;,y;), 7 = 1,...,m. Wegen der Regu-
laritét der sog. , Vandermondschen” Determinante®

1 zg --- 1
1 zg --- 2871 n
det | . = I (@—=z)#0
2o : dk=1j<k
1z, --- I:—l

fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen z; ist dann stets Rang(A) = n, d. h.: Die Aus-
gleichsparabel ist eindeutig bestimmit.

T Alexandre-Thophile Vandermonde (1735-1796): Franztsischer Mathematiker; begabter Musiker, kam
spit zur Mathematik und publizierte hierzu nur vier Arbeiten (trotzdem Mitglied der Akademie der Wis-
senschaften in Paris); Beitrige zur Determinantentheorie und kombinatorischer Probleme (kurioserweise
taucht die nach ihm benannte ,Determinante® in keiner dieser Arbeiten explizit auf).
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Beispiel 4.10: Zu den Messdaten

n|-2 .10 1 2
% |05 05 2 35 35

soll mit Hilfe des Gaufi-Ausgleichs eine lineare Funktion y(r) = a+ br angepasst werden.
Diies ist Aquivalent zur Losung des iiberbestimmten Gleichungssystems

(1 -9 [ 05 |
1 -1 0.5
a
1 0 [ }= 9
b
1 35
1 2 | 35 |

Die zugehirige Normalgleichung lautet:

1 -2 | 05

1 -1 0.5
{11111] lal{111111

1 0 - 2.0
2 1012 b 92 1012

1 1 3.5

12 35

ool [3)-15] = 2]

Es ergibt sich die Losung y(z) = 2 + 0.9z mit der mittleren Abweichung:

5
Ag = (Z |1(x;) —y;lg) v =+/0.9 < 1,

i=1
und der maximalen Abweichung:

Aoe = max |y(z:) —y:| = 0.6.

Durch geometrische Anschanung erhélt man in diesem Fall auch die Losung des Tscheby-
scheff-Ausgleichproblems:
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N /l/
1
’ /’/ Wx)=2+4x
- Ay=1
A il aj: 0.5
//
-
, /l’ 1
| .
3 A 0 1 3 3

Abbildung 4.1: Losung der Tschebyscheff-Ausgleichsaufpabe

Bemerkung 4.2: Wesentlich fiir die Anwendbarkeit des Gauf-Ausgleichs ist, dass fiir
die zu bestimmenden Grofien eine ,lineare® Bezichung pegeben ist, z. B. y(z) = a +
br . Ist die gepebene Beziehung (etwa aus physikalischen Griinden) nichtlinear, so kann
man versuchen, aus ihr eine lineare Beziehung fiir unter Umstinden andere Grifien zu
gewinnen, aus denen sich dann nachtriglich die eigentlich gesuchten Grofien bestimmen
lassen; z. B.:

a

Tl

y(x)

1 b 1 -
Umformung: - + I= v’ neue Grofen: a = o b=

E N
Zur Berechnung der Losung mit kleinsten (Fehler-)Quadraten eines irreguldren Sy-

stems Az — b muss die Normalgleichung AT Az — ATh gelist werden. Dessen Matrix
besitzt einige Besonderheiten, die in folgendem Lemma zusammengefasst sind.

Lemma 4.4: Fiir eine Matrir A € E™*" mit m > n ist die Matriz ATA € K™ stets
hermitesch (symmetrisch) und positiv semi-definit. Im Fall Rang(A) = n ist ATA sogar
positiv definit.

Beweis: Nach den Regeln der Matrizenrechnung gilt:
(ATAT = ATA=TATA, " (ATA)z=(Az) Az = ||Azll} >0,
d. h.: AT A ist hermitesch und positiv semi-definit. Im Fall Rang(A) = n ist die Matrix

als Abbildung A :E® — K™ (n < m) injektiv, d. h.: ||Az||s = 0 impliziert = = 0. Die
Matrix AT A ist also positiv definit. Q.E.D.
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Die Losung des Normalgleichungssystems kann wegen der Symmetrie der Matrix AT A
prinzipiell mit dem Cholesky-Algorithmus erfolgen. 1. Allg. ist sie aber sehr schlecht kon-
ditioniert; im Fall m =n ist

cond(ATA) ~ cond(A)?. (4.4.37)

Beispiel 4.11: Bei 3-stelliger Rechnung erhilt man

1.07 1.10
A= 107 1.11 -+ ATA =
1.07 1.15

3.60 3.76

343 3.60 ]

Aber AT A ist picht positiv definit: (—1,1)- ATA-(—1,1)" = —0.01, d. h. Das Cholesky-
Verfahren wird i. Allg. keine Lasung liefern!

Wir werden nun eine Methode betrachten, die es gestattet, die Cholesky-Zerlegun
AT A = LT ohne explizites Ausmultipkizieren der Matrix AT A zu berechnen. Fiir spéte-
re Zwecke wird dabei der Fall komplexer Matrizen zugelassen.

Satz 4.10 (QR-Zerlegung): Sei A € E™*" cine rechieckige Matriz mit m > n und
Rang{A) = n. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Matriz @ € E™" mit der Ei-
genschaft

Q"Q=1 (K=0C), @Q=I (K=R), (4.4.38)

und eine eindeutig bestimmie obere Dhreiecksmatriz B € K™™ mit reellen Diagonalele-
menten 7; =0,i=1,....,n, so dass

A=QR. (4.4.39)

Wegen QTQ) = I sind offenbar die Spalten von ) paarweise orthonormal; Q wird daher
Jorthogonale® (genauer ,orthonormale®) Matriz genannt (im Falle m = n unitire®
Matriz).

Bewaeis: (1) Die Matrix @ wird durch sukzessive Orthonormalisierung der Spaltenvekto-
ren ag, k=1,...,n,von A erzeugt. Nach dem Gram-Schmidt-Verfahren setzt man

g1 = ||a1]|3 as
E—1
k=20 @=a-Y (g, @ = |a@ld
i=1
Wegen Rang(A) = n sind die n Spaltenvektoren {ay,...,a,} linear unabhéngig, und
der Orthonormalisierungsprozess kann folglich nicht vorzeitig abbrechen.



4.4. NICHT REGULARE SYSTEME 137

(ii) Die Matrix @ = [q,...,¢n| ist konstruktionsgemif orthonormal. Ferner gilt fiir
E=1,... n:
k-1 k-1

o =G+ Y (ak,g)2¢i = ldellagr + ) (ak, g2

E
ay = Z Tik Gk , The = |lgellz € By, mae = (ak, )2

i=1

Setzt man noch ry =0 fiir i > k&, so ist dies Gquivalent zur Gleichung

A=QR

mit der oberen Dreiecksmatrix R = (rg) € K™%,

(iii) Zum Beweis der Eindeutigkeit der QR-Zerlegung seien A = (3 H; und A = (JaHs
zwel solche Zerlegungen. Da K; und K, regulr sind (det(H;) = 0), gilt:

Q = Q5%0Q; = RaR{' rechte obere Dreiecksmatrix
QT = QTQy = RyR3' rechte obere Dreiecksmatrix .

Wegen QTQ = RiRz'RaRi' = I ist Q orthonormal und diagonal mit || = 1. Aus
QRy = Ry folgt Ark =72 >0 und damit )\; € R sowie \; = 1. Alsoist Q@ =T, d. h.

Ri=Ry, Qi=AR'=AR;'=Q
Dies vervollstindigt den Beweis. Q.ED.

Im Fall K = R geht die Normalgleichung AT Az — ATb bei Verwendung der QR-
Zerlepung iiber in
AT Ar = R"Q"QRx = R"Rz = R*Q"b,

bzw. wegen der Regularitit von RT,

Rz =@Q"b. (4.4.40)
Diieses System ist nun durch Riickwéirtseinsetzen 1Gsbar. Wegen

ATA=R"R (4.4.41)

ist mit R also die Cholesky-Zerlegung von AT A bestimmt, ohne AT A explizit berechnen
zu miissen. Bei einer quadratischen Matrix 4 € B™" erfordert die Berechnung der QR-

Zerlepung etwa den doppelten Aufwand wie zur Berechnung der LR-Zerlegung mit dem
GauB-Algorithmus: Ngg(n) = 3n® + O(n?).
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4.4.2 Householder-Verfahren

Die in Satz 4.9 verwendete Gram-Schmidt-Orthogonalisierung zum Nachweis der Exd-
stenz der QQR-Zerlepung ist ungeeignet zur praktischen Berechnung von @ und R, da
aufgrund von Ausldschung die Orthonormalitit der Spalten von @ rasch verloren geht.
Die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist kein numerisch putartiger Algorithmus. Eine
stabilere Methode zur Erstellung der Zerlegung A = QR ist das sog. ,Householder®-
Verfahren®, welches wir nun beschreiben wollen. Zur Verwendung an spéterer Stelle lassen
wir dabei wieder komplexe Matrizen zu. Fiir einen Vektor v € K™ nennt man

51 o1 vt - 1T

vl = O P T : c gmm

U Ul Umbz - |U|?

sein ,dyadisches Produkt® (im Gegensatz zum ,skalaren Produkt* 7w = ||v[3).

Definition 4.9: Fiir einen Vekfor v € E™ mit ||v||a =1, heifit die Matric
S=1I-2vp" e K™

Householder- Transformation®. Offenbar ist S =87 = S d. h.: S {und auch 57 ) ist
hermitesch und unitdr. Ferner ist das Produkt von zwei Householder-Transformationen
wieder unitdr.

Zur geometrischen Interpretation der Householder-Transformation S beschrinken wir
uns auf den R? und betrachten dort fiir irgendeinen normierten Vektor v, ||v||s = 1, die
Basis {v,v"}, wobei v v' = 0. Fiir einen Vektor u = av + v € R? ist dann

Su = (I—2w")(av+ Bvl)
= av+ vt —2a (v ) v—28(vvT) vl = —av+ Aut.
>

Die Anwendung von § = | — 2vv’ auf einen Vektor u bewirkt also in der Ebene
Span{v,u} eine Spiegelung von u an der orthogonalen Achse Span{v'}.

Ausgehend von einer Matrix 4 € K™*" erzeugt nun das Householder-Verfahren in n
Schritten eine Folge von Matrizen

A A9 5 A g R

8 Alston Seott Houscholder {1904-1993): US-Amerikanischer Mathematiker; Direktor des Oak Ridge
Natioanl Laboratory (1948-1969), danach Professor an der University of Tennessee; Arbeiten zur mathe-
matischen Biologie, aber am besten bekannt durch fundamentalen Beitrige sur Numerik, inshesondere
zur numerischen Lineare Algebra.
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wobei AUV die Gestalt hat:

. .
.
A1) _ . i
. .
0

2
Im i-ten Schritt wird eine Householder-Transformation 5; € K™*™ so bestimmt, dass
5, A1) — 4@

Nach n Schritten ist dann

R=A™ 5,8, 1---54 = QTA,

wobei (.E! £ E™*™ als Produkt unitirer Matrizen selbst unitér ist, und R € K™ die
folgende Gestalt hat:

™M1 *** Tim

Dies ergibt die Darstellung - o

A=57---§TR=QR.
Hieraus erhilt man die gewiinschte (QR-Zerlegung von A einfach durch Streichen der
letzten m — n Spalten in @ sowie der letzten m —n Zeilen in R

R
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Man beachte, dass hier die Diagonalelemente von R nicht notwendig positiv sein miissen,
d. h.: Der Householder-Algorithmus liefert in der Regel nicht die durch Satz 4.10 gegebene
yeindeutig bestimmte® QQR-Zerlegung mit Eintrigen r;; = 0.

Wir beschreiben nun den Transformationsprozess im Detail. Seien ap die Spaltenvek-
toren der Matrix A.

1. Schritt: S; wird so gewdhlt, dass Sijay € Span{e; }.

Spiegelungsachse
31—"“_1_[2'51 a 3!"'““!“"2“!
/ _:\ ‘ -/
/ N -~
"f_-. q} - i =
gl Bl Xy

Abbildung 4.2: Schema der Householder-Transformation

Im Folgenden werden euklidische Norm und Skalarprodukt zur Abkiirzung mit || || =
|- |l2 und (-,-) = (-,-)a bezeichnet. Der Vektor a; wird an der Achse Span{a; + | ai||e;}
(oder Span{a; — ||ai|le1} ) in die x;j-Achse gespiegelt. (Zur Vermeidung von Ausloschung
wahlt man gewdhnlich das Vorzeichen entsprechend sgn(agq) ) Im Falle ayy = 0 ist also

ay + ||a1]les 1 a1 — ||a]les

=" v =
llay + [laq lleq|l *

 lay — [lag[leg|I”
Die Matrix A" = (I — 2v2)A hat dann die Spaltenvektoren

1 1
1151"=—||a.1||£1.|_ ﬂ£]=a;‘—‘2{ahu1]v1.‘_ k=2 . .,n.

Sei nun die transformierte Matrix A"1 schon berechnet.

i-ter Schritt: Fiir 5; machen wir den folgenden Ansatz:

0

I 0

i-1
8 = =1- Ev,-ﬁ?, Y = m
= 0
0 I — 2507 -
7
—
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Die Anwendung der (unitiren) Matrix S; von links auf A® lisst die ersten i — 1
Zeilen- und Spalten von A®Y unveréindert. Zur Konstruktion von v; wenden wir die
Uberlegung vom 1. Schritt auf die Teilmatrix:

gth ... gEh
Fli—1 . . ~(i—1] ~[i—1
AGD — : : = |:ﬂ"| 1-'--1-“51 1"]
~fi—1 ~fi—1
B L e

an. Es ist demnach

(i1 (=1} = ~(i—1) |, (=li-1) =
S_a e o a ) Al e
(| ¥ i ¥
e | PP |
und die Matrix A® hat die Spaltenvektoren

a =gV k=1,...,i-1,

i i—1 i—1 =[i—1 T
o) = (@i, o, a0 a0, 0,

a? —a" M 2@ f)e, k=i+ 1.,

4.5 Die Singulirwertzerlegung

Diie in den vorhergehenden Abschnitten vorgestellten Methoden zur Lésung linearer Glei-
chungssysteme oder Ausgleichsprobleme (Methode der kleinsten Fehlerquadrate) werden
numerisch unzuverlissig, wenn die Matrizen sehr schlecht konditioniert sind. Es kann sein,
dass eine eigentlich regulére Matrix fiir die numerische Rechnung singulir erscheint. Die
Bestimmung des Ranges einer Matrix ist mit der LR- oder QR-Zerlegung oft nicht mit
geniigender Sicherheit zu entscheiden. Die derzeit zuverlissigste Technik zur Behandlung
nahezu rang-defizienter linearer Gleichungs- und Ausgleichsprobleme verwendet die sog.
p»oingularwertzerlegung® (, singular value decomposition®, ,,SVD*®) einer Matrix. Dabei
handelt es sich um einer spezielle ,orthogonale® Zerlegung, welche die Matrix von beiden
Seiten transformiert.

Esseli A € R™ " gegeben. Weiter seien ) € R™*™ und £ € R™*" orthogonal. Dann
gilt
IQAZ||2 = ||All2, (4.5.42)

so dass auch solche beidseitigen Transformationen die Kondition der Matrix A nicht
verschlechtern. Fiir geeignete Matrizen () und Z erhdlt man nun prézise Informationen
iiber den Rang einer Matrix. Auflerdem ldsst sich das Ausgleichsproblem auch im Fall
reduzierten Ranges befriedigend losen. Allerdings ist die numerisch stabile Berechnung
solcher Transformationen recht aufwendig, wie aus der Tabelle am Ende dieses Abschnittes
hervorgeht.



142 KAPITEL 4. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME I (DIREKTE VERFAHREN)

Satz 4.11 (Singulfirwertzerlegung): Es sei 4 € BR™*" | Dann eristieren orthogonale
Matrizen V € B™"™ und 7 € R™*™ | s0 dass

UTAV = ¥ = diag(oy, ... ,a,) € R™", p—min(m,n), (4.5.43)

wobei oy > g0 = --- 2oy = 0.

Je nachdem, ob m < n oder m > n ist, erhdlt ¥ die Gestalt

o1
aq 0

1]

Man nennt die Werte o; die ,singuldren Werte* der Matrix 4. Aus (4.5.43) liest man
unmittelbar ab, dass mit den Spaltenvektoren w;, v; von U7, V' gilt:

Al‘.‘ = ﬂ'i'l.li, AT'LIE = ﬂ'.."i‘.i'i,
fir i =1,...,min(m,n). Darans ergibt sich
AT Aw, = G‘?'u.-? ATy, = ur,-ﬂu,-.

Die singuliren Werte o; , ¢ = ... min(m,n) sind also gerade die Wurzeln der Eigenwerte
von AT A bzw. AAT.

Die Existenz einer Zerlegung der Form (4.5.43) lisst sich mit der letzten Uberlegung
unmittelbar daranf zuriickfilhren, dass AT A sich durch orthogonale Matrizen auf Diago-
nalgestalt transformieren dsst,

Q" (ATA)Q = D.
Wir geben hier einen alternativen, mehr konstruktiven Beweis.
Beweis: Es sel o = ||Al[;. Wegen ||A|ly = max,,_q ||Az||; existiert ein = € R™ mit
Ar =oy,  |lzll2 = [lylla =1.

Wir erginzen r und y zu Orthonormalbasen des R™ und E™:

U=lyy, V =z, 1.
Diamit ergibt sich
T
A =0Tav = 7"
0 B

mit einem Vektor w € R*! und einer Matrix B. Da I/ und V orthogonal sind, folgt
aus (4.5.42):
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lAx]lz = [|All2 = o

Andererseits gilt

Il Ai(e, w)T|3 = |l(e® + lw|i2, Bw)T| = (o + |lw||3)? = (¢ + [lw||D)| (e, w)T||3

und somit w = 0. Der Rest folgt mit vollstindiger Induktion. Q.ED.
Wir stellen nun einige einfache Folgerungen aus (4.5.43) zusammen. Die singuliren

Werte seien geordnet in der Form oy > --- >0, >0,y =-+- =0, =0,p=min(m,n).
- Rang(A4) =,

Kern(A) = Span{uv,41,...,ta},

Bild(A) = Span{us,...,u},

- A=UE VI =¥ o] (Singulirwertzerlegung von A),

- |All2 = o1 = omax ,

- [|Allg = (o +-- -+ a7) 2.

Wir betrachten nun das Problem der Bestimmung des ,numerischen Rangs* einer Matrix.
Wir definieren

Rang(A, =) = ||AP131||I:5E Rang( B).

Man bezeichnet eine Matrix als ,numerisch rang-defizient”, falls
Rang( A, =) < min(m,n), = = eps||A||s.

Stammen die Eintrige der Matrix z. B. aus Messreihen, so ist statt dessen = an die
Genanigkeit der Mefergebnisse zu kniipfen.

Satz 4.12 (Fehlerabschitzung): Es seien A, U, V| E wie in Safz 4.11. Falls k <
r = Rang(A), so gilt mit der abgeschnittenen Singulirwertzerlegung

k

T

A = Za’iu,-v,-
i=1

die Abschatzung

min A—Blla=4—-A = et .
Ra.n,g(ﬂ‘]:k” llz = || kllz = okt

Als Konsegquenz ergibt sich fiir r- = Rang( A, g) die Bezichung

Ty 2 - 20, 2 E 2 Op ) =+ = dp, p=Mmin(m,n).
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Beweis: Wegen

UT AV = diag(ay,...,00,0,...,0)
folgt Rang(A) = k. Weiter erhilt man

UT(A— AV = diag(0,...,0,0044,...,0,)

i¥p
und wegen der Orthogonalitdt von U7 und V' somit
A — Aillz = o1
Es bleibt zu zeigen, dass fiir jede andere Matrix B mit Rang k die Ungleichung
lA—Bll2 = ors1

gilt. Dazu wahlt man eine Orthonormalbasis {zi,...,z,—} von Kern(B). Aus Dimen-
sionsgriinden gilt offensichtlich

Span{zi,...,Tex} N Span{vy, ... v} # 0
Sei z mit ||z|la =1 aus dieser Menge. Es gilt dann

k+1
Bz=10, Az = Z ai(v] 2)u;
i=1
und somit
E+1
4= Bliz = [(A— B)zll = |42ll3 = Y " o2 (v]2)* > of,, -

Hier wurde ausgenutzt, dass =z = Z"‘H (v]z)v; und deshalb

i=1
E+1

1=|lzll3 =) (7 2)".

i=1
QED.

Mit Hilfe der Singulirwertzerlegung lasst sich auch das Ausgleichsproblem elegant
lo=en. Es sel im Folgenden wieder m > n. Wir haben bereits gesehen, dass jede Mini-
malldsung,

| Az — b||2 = min
notwendig der Normalgleichung
AT Az = ATh

geniigt. Die Lésung ist jedoch nur im (numerisch nicht unbedingt eindeutig feststellba-
ren) Fall, dass Rang(A) — n maximal ist, eindeutig bestimmt. In diesem Fall ist AT A
invertierbar und es gilt = — (AT A)~*ATh.
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Im Fall Rang(A4) < n besitzen die Normalgleichungen unendlich viele Losungen. Ein-
dentigkeit erzielt man durch die Zusatzforderung, dass diejenige Lsung gesucht wird, die
Z. B, minimale euklidische Norm besitzt. Diese heifit die  Minimalldsung® des Ausgleichs-
problems.

Satz 4.13 (Minimallésung): FEs sei A= UEVT die Singuldrwertzerleqgung der Matriz
A e B™*" und es sei v = Rang{A). Dann ist

i=1

die eindeutig bestimmie Lisung der Normalgleichung mit minimaler euklidischer Norm.
Der Fehler geniigt der Bezichung

F=lAz - b3 = (ulb)%
i=r+1
Beweis: Fiir jedes = € R™ gilt die Identitit
|Az — B||2 = |AVVTz — B3 = | UTAVV Tz — UTh)3 = |lEVTz — UT B3,

Mit der Abkiirzung z = VT liefert dies

r

| Az — |3 = |2z — UTbJ3 =3 (ouz —uib)* + Y (u; b)™.

i=1 i=r+1

Ein Minimum erfiillt also notwendig o,z; = ul'b, i = 1,...,r. Unter allen z mit dieser
Eigenschaft hat dasjenige mit z; =0,i=7+1,...,m, die minimale euklidische Norm.
Diie Identitat fiir den Fehler ist offensichtlich. Q.ED.

Die eindeutig bestimmte MinimallGsung des Ausgleichsproblems ldsst sich kompakt
wie folgt darstellen: Es sei

Bt = diag{-:rl‘l,. ..,ur:l,EI?. .., 0) & Rmxm,
Wir nennen die Matrix

At =veryT (4.5.44)

die ,,Pseudo-Inverse* der Matrix A (oder auch die die , Penrose-Inverse* (1955)).

9Roger Penrose (1931-): Englischer Mathematiker; Professor am Birkbeck College in London (1964)
und seit 1973 Professor an der Universitat Oxford; fundamentale Beitrige in der Mathematik zur Theorie
von Halbgruppen, sur Matrix-Analysis und zur Theorie von ,Kachelungen® sowie in der Theoretischen
Phyzik zur Kosmologie, Relativitats- und Quantentheorie.
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Der letzte Satz besagt
T=A%,  p=|(I—AA")b|2. (4.5.45)
Die Psendo-Inverse ist die eindentige Losung von

yin [lAX — I,

mit der Frobenius-Norm || - ||p. Da die Identitit in (4.5.45) fiir alle b gilt, folgt
Rang(A)=n = At —=(ATA)1AT
Rang(A)=n=m = At=471
In der numerischen Praxis ist bei der Definition der Pseudoinversen natiirlich der (ge-
eignet definierte) numerische Rang zu benutzen. Die numerisch stabile Berechnung der

Sinpuldrwertzerlegung ist recht anfwendig. Auf Finzelheiten kann hier nicht eingegangen
werden; es sei auf das Buch von Golub/van Loan: Matrix Computations® verwiesen.

4.6 Ubungsaufgaben

Ubung 4.1: Man zeige, dass fiir jede Vektornorm || - || auf K™ durch

[l A=|]
ll=ll
eine mit ihr  vertrigliche* Matrizennorm erkldrt ist. Diese wird als die von || - || erzeug-

te ,natiirliche* Matrizennorm bezeichnet. Warum kann die Quadratsummennorm (sog.
Frobenius-Norm*®)

Al == SHP{ ek z# U} = sup {||Az||, = € K", ||z]| =1}

b 1/2
Al = (Y lasl?)
igj=1

keine natiirliche Matrizennorm sein?

Ubung 4.2: Man betrachte das lineare Gleichungssystem

(o2 20)(2)-(1)

Wie grof sind die relativen Fehler ||dx||;/||z|l1 und ||dx||o/||z||oc , Wenn der relative Fehler
in den Matrixelementen hichstens £1% und der in den Komponenten der rechten Seite
hiichstens +3% betrigt? Man zeichne die Punktmenge im R?, in denen die Losung =+dx
des gestiirten Systems liegt. (Hinweis: Man berechne die Inverse der Koeffizientenmatrix
und bestimme damit die {;- und die I__-Kondition.)
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Ubung 4.3: a) Man lése durch GauB-Elimination (ohne Pivotierung) das lineare Glei-
chungssystem Ar = b, wobei (Hinweis: Der Lisungsvektor ist ganzzahlig.)

-3 9 -2 1
3
-3 30 -12 0
A=| 2 , b=
1 -15 0 -4
0 -6 18 8§ —4

b) Man bestimme die LR-Zerlegung von A und berechne die Determinante det{A4). c)
Man bestimme die Inverse A~! und die Konditionszahl cond..(A) = || Al|a/| A7 -

Ubung 4.4: Sei A = (a4)7 ;21 € B™" eine symmetrische, positiv definite Matrix. Der
Gauf-Algorithmus (ohne Pivotierung) erzengt bei Anwendung auf A eine Folge von Ma-
trizen A = A® 5 . 5 A® 5 5 Al-Y — B mit einer oberen Dreiecksmatrix
R = (r;;)7 ;- als Resultat. Man zeige, dass dieser Algorithmus wie folgt stabil® ist:

n . k) (k-1 .
k=1...n—1: a® < g® b G cey T, MAaxX |rg| < max |agl.
e @ <af™ i=l.n, max | < max |y

(Hinweis: Man gehe von den Rekursionsformeln der Eliminationsprozesses aus.)

Ubung 4.5 (Praktische Aufgabe): Das folzende MATLA B-Programm leistet die Be-
rechnung der LR-Zerlegung A = LR (sofern sie existiert) einer reguléren Matrix:

function [L,R] = LR(A)

y__ — -
% Berechnet eine LR-Zerlegung (Gauss-Elimination).

% Eingabe: A mxn-regulre Matrix.

% Ausgabe: L mxn-untere Dreiecksmatrix, R nxn-obere Dreiecksmatrix.
y__ I __
[m,n] = size(d);
if (m "= n), error(’Matrix A ist nicht quadratisch’), end
for k=1:n-1
A(k+l:n,k) = A(k+i:n,k)/A(k,k);
Alk+l:n,kti:n) = A(k+l:n,k+1:n)-A(k+l:n,k)*A(k, k+1:n);
end
L = eye(n,n) + tril(A,-1); R = triu(A); return;

(i) Man berechne die LR-Zerlegung der symmetrischen, positiv definiten Blockmatrix
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(n = m?) mit der m-dimensionalen Einheitsmatrix I_, fiir m = 2¥ k= 1,...,7. Die
Leerstellen sind dabei mit Nullen besetzt gedacht. Mit Hilfe eines selbst erstellten Pro-
gramms bestimme man mit Hilfe der gewonnenen LR-Zerlegung 4, = L_HK, noch die
Cholesky-Zerlegung A, = L,LT und die Inverse A;'. Die Genauigkeit iiberpriife man
jeweils durch Berechnung der Fehlernormen

”-'471 - LnRﬂllma ”-'471 - L"L?:llm, ”-’47:-'4;1 - n”m B

(ii) Was ldsst sich iiber die I.-Konditionszahl cond..(A4,) = ||Anllc||A; e von A, in
Abhfngigkeit von der Dimension n sagen?

Ubung 4.6: Man zeige fiir allgemeine Matrizen A € K*** die Beziehung

Ax
| Allz := sup {H, ek x# El} — sup {+/|A], A Eigenwert von AT A}.
2

(Hinweis: Siehe den obigen Beweis fiir hermitesches A . Man beachte, dass fiir allgemeines
A die Matrix AT A stets hermitesch ist und somit eine Orthonormalbasis von Eigenvek-
toren besitzt.)

Ubung 4.7: Unter einer , LR-Zelegung® einer reguliren Matrix A € B™*" versteht man
allgemein eine Produktzerlegung der Form A = LR mit einer unteren Dreiecksmatrix L,
mit Einsen auf der Hauptdiagonalen, und einer (reguliren) oberen Dreiecksmatrix B.

(1) Man verifiziere, dass die regulren unteren Dreiecksmatrizen L € K™, mit Einsen
auf der Hauptdiagonalen, und ebenso die allgemeinen reguliren oberen Dreiecksmatrizen
R e E™*" beziiglich der {iblichen Matrizenmultiplikation ,,Gruppen®* bilden. Sind diese
Gruppen ,,abelsch®?

(ii) Man zeige damit, dass die mit dem Gaufi-Verfahren erzeugte LR-Zerlegung einer
reguliren Matrix A € K™" (falls sie existiert) eindeutig bestimmt ist.

Ubung 4.8: Gegeben sei das Gleichungssystem Az — b mit

5 -5 0 0 5
5 7 -2 0 —7
A= . b=
0 -2 2 -18 20
0 0 —18 19 —17

und der Losung = = (2,1,2,1)7.

a) Man bestimme eine N&herungsldsung mit dem Cholesky-Algorithmus unter Verwen-
dung 4-stelliger Arithmetik mit korrekter Rundung.

b) Man versuche, das Ergebnis durch einen Nachiterationsschritt unter Verwendung 5-
stelliger Arithmetik fiir den Defekt zu verbessern.
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Ubung 4.9: Sei A € R™" eine regulire Matrix, fiir die eine LR-Zerlegung existiert. In
der Vorlesung wurde gezeigt, dass sich diese mit Gaufi-Elimination {ohne Pivotierung)
in 3n® + O(n?) a. Op. berechnen ldsst. Im Fall einer symmetrischen Matrix reduziert
sich dieser Aufwand zu éns + O(n?) a.0p. Dabei entspricht eine ,a.0p.* gerade einer
Multiplikation (mit einer Addition) oder einer Division.

Frage: Wie sehen diese Aufwandszahlen fiir Band-Matrizen vom Typ (my, m,) mit my =
m, aus? Man konkretisiere dies anhand der in der n&chsten (praktischen) Aufgabe be-
trachteten Modellmatrix fiir die Werte m = 10° bzw. n = m? = 10%.

Ubung 4.10 (Praktische Aufgabe): a) Man schreibe ein MATLAB-Programm zur
Berechnung der Cholesky-Zerlegung von symmetrischen positiv definiten Matrizen mit
Hilfe des Algorithmus von Cholesky und wende es an fiir die Modellmatrix

B, —I, 4 -1
—Im -1 4 -
A“ _ Bv:n. E Rﬂx“? Bm — E Rmxm
S PP |

—In B -1 4
(n = m?) mit der m-dimensionalen Einheitsmatrix I, fiir m = 2,...,20. Man iiber-

priife die Genanigkeit wieder durch die Probe ||A, — LT L,||... Welche Einsparungen an
Speicherplatz und a. Op. liefien sich hier durch Ausnutzen der Matrixstruktur erzielen?

b) Man wende das Programm auf die Hilbert-Matrix

1 1 1
1 3 3 -
i 1 1 1
7 3 1 ntH
-1 1 1 1
H.=13 1 g R
1 1 1 1
L n ntl mnt2 °°° In—-1

an fir n = 2,...,20 und plotte die Residuennorm ||A, — LT L, || . Welche Ergebnisse
liefert hier das MATLAB-interne Programm zur Cholesky-Zerlegung?

Ubung 4.11: Betrachtet werde das Gleichungssystem Az — b der Form

1 —4 1
I

3 —2 1
Ia -

4 12 -6 1
I3

2 6 2 1

a) Man untersuche, ob das System lasbar ist (mit Begriindung).
b) Man bestimme eine Lisung nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate.
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¢) Ist diese Lisung eindeutig?
d) Ist die Matrix AT A positiv definit?

Ubung 4.12: Wenn in dem Gleichungssystem von Aufgabe 9.1 einzelnen der Gleichungen
bei der Losung mehr Gewicht beibemessen werden soll, z.B. weil die zugehorigen Mefiwerte
zuverlissiger als die anderen sind, so kann dies dadurch beriicksichtigt werden, dafl statt
|| Az — b||a eine gewichtete Quadratsumme || D{Az — b)||z minimiert wird. Dabei ist I} =
diag(d;;) eine Diagonalmatrix mit Elementen dy; = 0. Wie lautet in diesem Fall das
zugehdrige Normalgleichungssystem?

Ubung 4.13: Man berechne die QR-Zerlegung der Matrix

o o 0o 2
-2 1 0 0
A=
0o -2 1 0
o 0o -21

mit Hilfe des Householder-Verfahrens.

Ubung 4.14: Nach dem ersten Keplerschen Gesetz bewegt sich ein Komet im Sonnensy-
stem auf einer ebenen Bahn von Ellipsen- oder Hyperbelform, wenn Stérungen durch die
Planeten vernachlassigt werden. Beziiglich eines in der Sonne zentrierten polaren (r,)-
Koordinatensystems wird diese Bahn durch die sog. ,Kegelschnittgleichung®

p

T T 1 ¢ cos(y)

beschrieben mit der sog. , Exzentrizitit® e und einem Parameter p. Fiir 0 < e < 1 liegt
eine Ellipse, fiir ¢ = 1 eine Parabel und fiir ¢ > 1 eine Hyperbel vor. Fiir einen neu
entdeckten Kometen wurden die folgenden Beobachtungen gemacht:

Mefitag | 15. Jan. 15. April 15 Juni 15. MAug. 15. Sept.
T 10 5 25 1.3 1 (Einheiten)
cos(yp) | ~0,63 ~0,39 ~0,12 ~-0,31 -~ —0,59

Man bestimme mit Hilfe der Gaufischen Ausgleichsrechnung den Typ der Kometenbahn.
(Hinweis: Man schreibe die Kegelschnittgleichung zunéchst in der Form 1/p—e/peos(y) =
1/r, die linear in 1/p und 1/e ist. Es geniigt zweistellige Rechnung).

Ubung 4.15 (Praktische Aufgabe): a) Man schreibe ein Programm zur Berechnung
der QR-Zerlegung einer Matrix 4 € B™*" mit dem Householder-Verfahren und teste es
fiir die Matrix ans Aufgabe 9.3.
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b) Die numerische Stabilitat des Algorithmus untersuche man anhand der Hilbert-Matrix

1 1 1
1 3 3 -
i 1 1 1
7 3 1 ntH
-1 1 1 1
Ho=13 1 g R
1 1 1 1
L n ntl mnt2 °°° In—-1

fiir n = 2% k= 1,2,...,8. Man iiberpriife die Genanigkeit der QR-Zerlegung anhand der
Defektnorm ||A — QR)||s .

¢) Die QR-Zerlegung einer Matrix A € R™*" liefert die Cholesky-Zerlegung der Matrix
AT A gemidB ATA = RTR. Man iiberpriife die Qualitét dieser Zerlegung fiir die Hilbert-
Matrix H,, anhand der Defektnorm || AT A—RT R||_, und vergleiche dies mit der Cholesky-
Zerlegung von AT A.






5 Nichtlineare Gleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir numerische Verfahren zur approximativen Losung nicht-
lineagrer Gleichungen oder Gleichungssysteme bzw. zur Bestimmung von Nullstellen ska-
larer oder auch vektor-wertiger Funktionen.

Essei f eine (resllwertige) stetige Funktion anf einem Intervall I = [a, b . Das einfach-
ste Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen von f beruht auf der folgenden Konsequenz
des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen: Ezistiert ein Teilintervall Iy = [ag, bo| € [T
mit flag)f(by) < 0, so hat f in Iy mindestens eine Nullstelle. Die sog. ,Intervall-
schachtelung® erzeugt nun ausgehend von einem solchen [y eine Folge von Intervallen
Iy = |a, B, t = 1,2,..., welche jeweils mindestens eine Nullstelle von f enthalten,
durch die Iteration

o= Sa + b, (f(ze) =0 = STOP),
mit der Auswahlvorschrift

f{ﬂi}f{Ii} <0 = Qi) i= Qg bﬂ.]_ =T,

f{ﬂi}f{Ii} =0 = [+ T Ty b!+:| = bt'
Offenbar ist dann a; < azpq < beyq < b und

|Bes1 — aes1| = 1|by — ag| =27 |bo — aol. (5.0.1)

Die monotonen Zahlenfolgen (ay)yem, (Be)iew konvergieren gegen ein z € I, welches
wegen f(z)? = lim,,_ f(a,)f(b) < 0 notwendig Nullstelle von f ist. Dieses Verfahren
ist numerisch sehr stabil, aber auch sehr langsam; fiir by — ey = 1 erhilt man z. B. aus
der obigen a priori Abschatzung (2-1° < 10-3):
|tg — 2| < 107}, |z —z| < 1075, |z — 2| < 1072

Diie Intervallschachtelung fiir stetige Funktionen liefert stets eine Nullstelle, sofern fiir das
Startintervall ein Vorzeichenwechsel vorliegt. Dieses Vorgehen ist naturgemiaf auf reelle
Funktionen beschrankt. Die im Folgenden betrachteten Verfahren sind dagegen teilweise
auch fiir komplexwertige Funktionen anwendbar.

5.1 Das Newton-Verfahren im R!

Ist die gegebene Funktion f auf dem Intervall [a,b| stetig differenzierbar, so kann diese
Zusatzinformation zur effizienteren Berechnung einer Nullstelle verwendet werden. Das
(klassische) Newton-Verfahren” (auch Newton-Raphson'-Verfahren” genannt) ist moti-

!Joseph Raphson (1648-1715): Englischer Mathomatiker; an der Universitat Cambride; sein Buch
Analysis Aequationum Universalis” (1660) enthilt bereits die Newton-Methode (50 Jahre vor Newton
selbst); thersetzte einige Werke Newtons (von Latein nach Englisch); eigene Beitrife zur Analysis.
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viert durch die folgende grafische Uberlegung (s. Abb. 5.1):

!

fix)

-

T Ly =
* X1 Rpez 1[\"\
Abbildung 5.1: Geometrische Inferpretation des Newton- Verfahrens

Im Punkt x; wird die Tangente an f(r) berechnet und deren Schnittpunkt mit der x-
Achse als nene Naherung .4 fiir die Nullstelle z von f genommen. Die Tangente ist
gegeben durch die Gleichung

T(x) = fize)(x — ze) + flze).
Ihre Nullstelle ;,y ist bestimmt durch

 flm)
FHEND
Diiese Iteration ist offenbar méglich, wenn die Ableitungswerte f'(x;) nicht zu klein wer-

den. In dieser Form gestattet das Newton-Verfahren es also, einfache Nullstellen zu ap-
proximieren.

(5.1.2)

Iyl = Iy

Satz 5.1 (Newton-Verfahren): Die Funktion f € C*[a,b| habe im Innern des Inter-
valls [a,b] eine Nullstelle z, und es sei

- ; 4 - "
m = ﬂglzlgb |[ff(x)] =0, M: ﬂn_lag& | f*(x)].
Sei p =0 szo0 gewihlt, dass

M
g .= EP{I’ K (z)={z€R||x—z| < p} C [a,}. (5.1.3)

Dann sind fiir jeden Startpunkt o € K,(z) die Newton-lterierten =, € Kj(z) definiert
und konvergieren gegen die Nullstelle z . Dabei gelten die a priori Fehlerabschdtzung

1

2
lwe— 2 < 57 ¢®), teN, (5.1.4)
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und die a posteriori Fehlerabschatzung
1 M
oo — 2| < — | f(we)| < 5 |me — ra)?, tEM. (5.1.5)

Beweis: Der Beweis erfordert einige Vorbereitungen. Fiir Punkte =,y € [a,b], = # v, gilt
aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung mit einem ( € [z, y|:

1016 12 m,

und folglich .
Iz —yl = — |f(z) - F(w)l-

(Die Nullstelle z von f ist also die einzige in [a, b].) Weiter gilt die Taylor-Formel mit
Restglied zweiter Ordnung:

1
f@) = (@) + (g — ) () + (y — 2)? f Fi(x + sy — ))(1 — 5) ds.
1]

S —_
e

— R(y;x)

Mit Hilfe der Voraussetzung erhalten wir

M
IR(yi)| < My == [ (1= ds = Fly—aP.
[1]

Fiir = € K,(z) setzen wir g(z) =z — f'(z)"'f(z) und finden

I—.Z=I—f|::I]—.Z=— 1 I z—I I
g(z) (@) 7@ {f(=) +( $ )f'(x)} .
~ —R(zz)
Also ist
M M
l9(x) — 2| < 5|z — 2" < 5~ " < p, (5.1.6)

d. h.: g(z) € K, (z). Die Abbildung g bildet die Menge K,.(z) in sich ab. Fiir oy € K,(z)
bleiben also alle Newton-Iterierten in K, (z) . Setzt man

Pe :=E|I¢—z|¢

so impliziert (5.1.6), dass
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Fiir pg = &L |zg — 2| < &£ p < 1 liegt also die Konvergenz =, — z(t —+ 0o) vor mit der
behaupteten a priori Fehlerabschitzung. Zum Beweis der a posteriori Fehlerabschitzung
setzt man in der Taylor-Formel y = =, © = =,y , und erhilt

flaze) = flxet) + (ze . To—1) f'(£i-1) +R(ze; Te1)

=0
bW 1 M
|ze — 2| = ;”{Ii} - flz)| = Em—zi—l
=0
Dies vervollstandigt den Beweis. Q.ED.

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f existiert zu jeder einfachen Null-
stelle z (f(z) =0, f'(z) # 0) stets eine (mdglicherweise sehr kleine) Umgebung K,(z),
fiir welche die Voraussetzungen von Satz 5.1 erfiillt sind. Das Problem beim Newton-
Verfahren ist also die Bestimmung eines im Einzugsbereich” der Nullstelle z gelegenen
Startpunktes ;. Ist ein solcher einmal gefunden, so konvergiert das Newton-Verfahren
enorm schnell gegen die Nullstelle z: Im Fall g < % gilt z.B. nach nur 10 Iterationsschrit-
ten bereits (2'° > 1.000)

2m 400 . E_m 1300

S I
|10 zl_MﬂI in

Beispiel 5.1: Newton-Verfahren zur Wurzelberechnung:
Die n-te Wurzel einer Zahl a > 0 ist Nullstelle der Funktion f{r) = =™ —a. Das Newton-
Verfahren zur Berechnung von z = ¢a = 0 hat die Gestalt

B _I:—ﬂ_l{ B a
IH.]_ = I F— = n {ﬂ- 1] IE+F}. {5.1.7}
Il
fix) 250 = > ya, teM.
{n"E{I{+] i o

Abbildung 5.2: Newton-feration zur Wurzelberechnung
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Aufgrund von Satz 5.1 konvergiert =; — =z ({ — oo), wenn nur zp nahe gemg bei =
gewdhlt wird. Bei diesem einfachen Beispiel kann aber mit Hilfe der folgenden geome-
trischen Betrachtung die Konvergenz fiir jeden Startpunkt z; > 0 gesichert werden (s.
Abb. 5.1) Die monoton fallende Folge (z:)iew konvergiert notwendig gegen a. Fiir
hinreichend grofies ¢ ist dann r; im Einzugsbereich der Nullstelle =z, und die Fehler-
abschatzung von Satz 5.1 gelten mit diesem x; als Startpunkt. Auf diese Weise wird auf
vielen Rechenern die Wurzel $a berechnet.

Fiir den Spezialfall n = 2 wollen wir den Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz
des Newton-Verfahrens bestimmen. Es gilt

1 a 1 1
It-l-l_JE=§{IE+I_}_JE=E{Iiﬂ-i_ﬂ_gziﬁ}:E{I!_JE}ﬂ:
[ [ [

also fiir £ > 1 (wegen =; > /a)
1
|Ter1 — va| < EIIE — vl

Quadratische Konvergenz liegt vor fiir Startwerte z; mit der Eigenschaft

;Elzu_ﬁl{l bzw. |zgp — /4| < 24/a.

Aus der Ungleichung /a < x,, ¢ € W, ergibt sich noch die Beziehung

a
— <va<,
I

was fiir ein Abbruchkriterium verwendet werden kann:

0<e—z——<e — STOP.
I
Die folgende Tabelle zeigt das Konvergenzverhalten der Newton-Iteration zur Berechnung
von x = /2 = 1.414213562373005 ... (16-stellige Rechnung). In jedem Iterationsschritt
verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Dezimalstellen:

I = 2

r; = Llh

s = 1416, e < 51073
3 = 1.41421568627451, ey <5-10%

T4 1.41421356137469, 4 < 5-10712,

Bemerkung 5.1: Die Bedingungen von Satz 5.1 lassen sich so modifizieren, dass auf
die Voraussetzung der Existenz einer Nullstelle verzichtet werden kann, und, &hnlich
wie beim Banachschen Fixpunktsatz, die Konvergenz der Newton-Folge gegen eine (lo-
kal eindentige) Nullstelle folgt. Diese Variante von Satz 5.1, der sog. Satz von Newton-
Kantorowitsch”, wird im Rahmen der Diskussion des Newton-Verfahrens im R™ bewiesen.
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Bemerkung 5.2: Das Hauptproblem bei der Durchfiihrung des Newton-Verfahrens ist
die Bestimmung eines geeigneten Startwertes z; , da der Einzugsbereich der quadratischen
Konvergenz in der Praxis hiufig sehr klein ist. Deshalb arbeitet man meist mit dem sog.
»Eedampften Newton-Verfahren®

Tept = Tp — h}f,'i]}, (5.1.8)

mit einem ,Ddmpfungsparameter® X, € (0,1]. Die geeignete Wahl dieses Parameters
ist eine | Wissenschaft® fiir sich. Sie wird spiter im Zusammenhang mit dem Newton-
Verfahren im R™ diskutiert werden.

Mehrfache Nullstellen

Wir betrachten nun den kritischen Fall, dass mit dem Newton-Verfahren eine mehrfa-
che Nullstelle berechnet werden soll. Sei dazu zunichst =z eine zweifache Nullstelle der
Funktion f,d. h.: f(z)= f(z) =0, f*(z) # 0. Fiir die Newton-Iteration gilt dann

I (e (O N ()
T T -2 f(m)

mit Zwischenpunkten {,m € [z, 2. Der Quotient f(x,)/f'(x:) bleibt also fiir =, — =
wohl definiert. Sei nun allgemein = eine p-fache Nullstelle der Funktion f € CP*'[a,b]:

fl2)=...=fF D) =0, fP>z) #0
Aus der Taylor-Formel um =
2 — (s et e oy L)
F@) = f@+ -+ oo~ L e = 2P SO
=0 =0 S—
= Q(z; 1)
folgt durch Ableiten
fi(x) = Q(z2)(z — 2P + pQ(z2)(z — 2.
Also ist filr f'(x) # O

flz) _ (xr — 2)Q(z;x)
filz)  Qzz)(z—2) +pQ(zx)
=I_z—1|[1:—z]2 Mz x)
p P Q(zz)(zx —z) + pQ(z 1)

Fiir den Iterationsansatz

Tyl = Tp — @ .';,{;Z}} (5.1.9)
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folgt dann
I —Z =TIy —Z— i f{:I*}
i1 t f‘{I{}
— (L — 2 o £ — 22 al}(z; 1)
= @=a) (1= 7))+ @D s ey

Bei der Wahl von o = p erhilt man fiir das so modifizierte Newton—Verfahren

L @)
Tyl = T P‘f-'{ ]. {5.1.1[]}

I

ein analoges | quadratisches® Konvergenzverhalten wie im Fall einer einfachen Nullstelle.

Vereinfachtes Newton-Verfahren

Ist =z Nullstelle einer stetig differenzierbaren Funktion f, so konvergiert die Newton-
Iteration
flze)

I{+]=Ii—m—?z {t—PDO},
wenn zp hinreichend nahe bei =z gewdhlt war. Jeder Iterationsschritt erfordert die Aus-
wertung der Ableitung f'(r,), was bei komplizierten (méglicherweise auch nur implizit

definierten) Funktionen f unter Umstinden zuviel Aufwand erfordert. In solchen Fillen
geht man zum sog. ,vereinfachten Newton-Verfahren® iiber

S (CD)
T4l = Tt f’{c} {5.1.11}

mit einem festen, geeignet gewidhlten Punkt c. Diese Iteration ist Spezialfall der allge-
meineren ., Fixpunktiteration®

Tiy] = Iy + T f{Ig} {5.1.12}

mit einer geeigneten Zahl o € B, ¢ # 0, zur Berechnung einer Nullstelle von f. Kon-
vergiert hier ©; — z (£ — oo), so gilt im Limes

I{+] = I + G'f{Ig}
i 1 1 (t=x)
z = z + of(z)

d. h.: z ist Fixpunkt® der Abbildung g(z) = z+of(z) und wegen + # 0 notwendig Null-
stelle von f. Der Vorteil der obigen Fixpunktiteration besteht in ihrer ableitungsfreien
Form. Kriterien fiir die Konvergenz einer Fixpunktiteration =,y = g(=,), t =0,1,2,...,
werden wir spiter in einem etwas allgemeineren Rahmen herleiten.
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Wir wollen nun noch das Newton-Verfahren zur Berechnung von Nullstellen von Po-
lynomen
plr)=ap+ac+...+a,z™, a, #0,

spezialisieren. Zunéchst verschafft man sich etwa (im Reellen) mit der Intervallschachte-
lung einen groben Uberblick iiber die Lage der Nullstellen. Nach Vorgabe einer Fehlerto-
leranz = 3% eps lautet der Newton-Algorithmus dann wie folgt:

1. Wahl eines Startwertes = ;
2. Auswertung von p(r) und p'(r) mit dem Horner Schema:

'i=ﬂ.l_ﬂ.—1,...,ﬂ: 11.-=ﬂ-.-+r:r.-+1I, 'B.'=E!‘-|'+,Bi-|-11
|I":"ﬂ+1 = ,3,.+1 = []:l
P{I:’:‘]ﬂ'.- pf{I}='31,

(1 =0: Startwert Gndern) sei & #0;

ja: r wird akzeptiert;

[a !
3. Newton-Korrektur g = 2 . gl <e ) ] ]
i nein @ Iterationsschritt;

4. Iterationsschritt = :=x—g, weiter mit (2).

5.2 Das Konvergenzverhalten iterativer Verfahren

Dias Newton-Verfahren besitzt lokal in der Umgebung einer Nullstelle die charakteristische
Konvergenzeigenschaft

|zt — 2| € o]zt — 2> (5.2.13)

Man nennt es daher  quadratisch konvergent” oder auch “von 2-ter Ordnung®.

Definition 5.1: Allgemein spricht man bei einem Heralionsverfahren zur Berechnung
einer Groffe z von Konvergenz mif der ,Ordnung® o, o > 1, wenn gilt

|ty — 2| < ez — 2|7, (5.2.14)

mit einer festen Konstante ¢ > 0. Im Fall o« = 1, d. h.  linearer® Konvergenz, nennt
man die beste® Konstante ¢ lineare Konvergenzrafe®. Gilt die Abschatzung

|Te — 2| < cg|zi—1 — 2| (5.2.15)

mit einer Nullfolge o — 0 (t —00), so spricht man von  superlinear® Konvergenz.
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Im Fall o > 1 impliziert die Beziehung (5.2.14) wiederum Konvergenz =; —+ z (t — oo},
wenn der Startwert zp; hinreichend nahe bei =z liegt:

1 1 o 1 at
caT|ry — z| < [ al|zy g — z|] < .. = [c=—1|I{| — z|] — 0.
| ——
<1!

Im Fall o =1 folgt Konvergenz fiir ¢ < 1:
| — 2| <eglm1—z|<...<cf|lmo— 2| =0 (t = o).
Bei Fixpunktiterationen =;;y = g{z;) mit stetig differenzierbarer Abbildung g gilt

{Ii}

IH_]_ — =z -

Iy — =

| —+ |g'(2)]  (t— o0),

d. h.: Die lineare Konvergenzrate ist asymptotisch (fiir £ — oo ) gerade gleich |g'(z)|.
Im Falle g'(z) =0 liegt also {mindestens) superlineare Konvergenz der Fixpunktiteration
VOr.

Definition 5.2: Ein Firpunkt z einer stetig differenzierbaren Abbildung g heifit an-
zichend®, wenn |g'(z)| < 1 ist, da dann die Firpunkfiteration {sog.  sukzessive Approci-
miert®) fiir jeden hinreichend nahe bei z gelegenen Starfwert gegen ihn konvergiert. Im
Fall |g'(z)| = 1 heifit er dbstoflend”, da er durch sukzessive Approzimation i. Allg. nicht
angendhert werden kann.

Finen Hinweis zur Konstruktion von Verfahren héherer Ordnung gibt der folgende
Satz.

Satz 5.2 (Iterative Verfahren): Die Funktion g sei in einer Umgebung des Firpunk-
tes z p-mal stetig differenzierbar mit p > 2. Genau dann hatf die Firpunktiteration
Ty = glxg) die genaue Ordnung p, wenn

gz)=...=g"Vz)=0 und g®(z)#£0. (5.2.16)

Beweis: (i) Sei g'( . = g# ! z) = 0. Die Taylor-Formel mit dem Restglied p-ter
Ordnung erhilt l:lam] im Punkt z die Fhrm

T : T — z)F
Ty — 2 = glmy) — glz) = Z { L g”{ 1+ %QM{QL
und folglich .
ITep1 — 2| < E ma.x|_gr':1’]| |z — =P

(ii) Sei nun umgekehrt die Iteration von p-ter Ordoung, d. h: |z — 2| < ol — =[P
Gébe es ein minimales m < p—1 mit g™(z) £ 0, aber g@¥(z)=0,i=1,...,m—1,s0
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konvergierte jede Iteriertenfolge (r,)ycq mit hinreichend kleinem |zp — z| # 0 notwendig
EegEn z Wie

1 . m
|ze — 2l = |— g (G| |ze-1 — 7]
m!

Diies impliziert aber im Widerspruch zur Annahme:

|g"™(2)| = lim |g™(&)] < cm! lim |z, — z[F~™ = 0.
Hieraus folgt auch, dass im Fall g'(z) — g 1(z) = 0, aber g®)(z) £ 0, die
lteration nicht von hoherer als p-ter {gﬂnzzahllger] Drdnung sein kann. Q.ED.

Beispiel 5.2: Beim Newton-Verfahren zur Bestimmung einer einfachen Nullstelle der
Funktion f ist mit g(z) = = — f'(z)"'f(z) also
'z - f2)f"(=) _

fi(z)? '
und i. Allg. g"(z) # 0. Die Newton-Iteration ist also, wie wir schon gesehen haben, von
2-ter Ordnung,.

g(z)=1-

Beispiel 5.3: Bei einer Fixpunktiteration von mindestens 3-ter Ordnung muss g'(z) =
g"(z) = 0 gelten. Zur Konstruktion eines solchen Verfahrens zur Nullstellenbestimmung
machen wir den Ansatz

fl=)

fiz)

Wegen r(z) =0 und +(z) = 1 ist hier automatisch g'(z) = 0. Die zusitzliche Forderung
g"(z) =0 wird z. B. erfiillt fir

glr) =z —r(r)+ 3{1}1’{1}2 mit r(z) =

(z)
)= g

Dieses Verfahren erfordert also die Auswertung der Ableitungen bis zur Ordnung 3 der
Funktion f.

Zur Kldrung der numerischen Bedeutung des Ordnungsbegriffes definieren wir fiir eine
lterationsfolge (x)ien

g == 13 — = (absoluter Fehler), & = %

( relativer Fehler fiir z 3£ 0).

Haben z; und =z die dezimalen Gleitpunktdarstellungen (mit gemeinsamen Exponenten
und m gleichen Mantissenstellen)

z = @p...opa_g... - 10%, a, #£0,

Ty = fp...agd_g...- 10°%
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s0 gilt

Iy — =

|&s] = = 107,

d. h.: Die Grafle
pe 1= —logyp & =m

gibt ungefihr die Anzahl der richtigen Mantissendezimalen von x; an. Wegen

Ty — 2 T, — 2

=1g'(G)I

|Ees1| =

’ v G € [T, o),

gilt
per1 = —logyg |Exy1]| = — 104 |g'(Ee)]| — logso €|
]

und im Limes

pest — pe — —logy|g'(z)]  (t — o00). (5.2.17)

(1) Die numerische Bedeutung der  asymptotischen® linearen Konvergenzrate |g'(z)| einer
Fixpunktiteration ist also, dass sich in jedem lterationsschritt (fiir grofie ¢) die Anzahl
der richtigen Mantissendezimalen um —log,, |¢'(z)| erhdht (fir |g'(z)| # 0).

(ii) Fiir eine lteration p-ter Ordoung mit p > 2 gilt
1 (m) P
|Te41 — 2| = = lg* (G| |z — 2fF, t=1

1

mit §—+ =z (t—o0). Also ist in diesem Fall

_ Tgyy — 2 1 1 |z — =
|&s1] = Tl T A |_'g{F}|::I:*} | 2P O e
‘P"
= 0y = |&lP
und )
oy — ;gm{z] |zF~t (& — o0).
Es folgt die Beziehung (g = — logyg |&:])
Prr1 =P pe — l081g 04,
und hieraus wegen p; — o0 (f— 00)
lim 24— p (5.2.18)

t—oo et

Diies &8sst sich so interpretieren, dass sich bei einer Iteration p-ter Ordnung (fir grofie
t) die Anzahl der richtigen Mantissendezimalen in jedem Schritt etwa ver-p-facht. Dies
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wird durch unser obiges Beispiel beim Newton-Verfahren bestitigt. Wir fassen die bisher
abgeleiteten Ergebmisse zusammen:

Regel 5.1: Bei einem linear” konvergenten [erationsverfahren erhoht sich in jedem
Schritt die Anzahl von ,exakien® Dezimalstellen in der Naherung in etwa wm den Sum-
manden |logg(g'(z))]; bei einer lteration der Ordnung p > 1 wer-p-facht sich in jedem
Schritt die Anzahl der ,erakien® Dezimalstellen.

5.3 Interpolationsmethoden

Dias Ziel ist die iterative Berechnung von Nullstellen ohne Auswertung von Ableitungen,
aber effizienter als mit Intervallschachtelung oder einfacher sukzessiver Approximation.
Diabei werden wir auf ein Iterationsverfahren mit nicht ganzzahliger Ordnung gefiihrt.

Die ,Sekantenmethode” berechnet ausgehend von einem Paar von Werten =, ; die
neue Iterierte T,y als Nullstelle der Geraden (Sekante) durch die Punkte (z,_q, flze1)),
(ze, flze)) (5. Abb. 5.3):

A

s(z) = flz,) + (z — I*}M

f(x) |
Iteration:

— Tp-1

e O ) ey

T T -
X Mg Mpez

Abbildung 5.3: Geometrische Interpretation des Sekanten- Verfahrens

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Verfahren handelt es sich hierbei um ein sog., Zwei-
schrittverfahren”, d. h.: Die Iterierte x,;y; wird jeweils aus den beiden vorausgehen-
den lterierten =;, r;_; berechnet. Zum Starten der Sekantenmethode sind zwei An-
fangsschitzungen xy, rp fiir die Nullstelle erforderlich. Analog zum Konvergenzsatz 5.1
fiir das Newton-Verfahren haben wir auch eine Konvergenzaussage fiir die Sekantenme-
thode. Diabei spielen die durch die Vorschrift

M=mn=1, Yenn=7n+7m1, tehl

definierten sog. Fibonacci®-Zahlen” +; eine wichtige Rolle.

?Leonardo Pisano (aus Pisa), genannt Fibonacei (um 1170 — um 1250): erster® bedeutender Mathe-
matiker des Abendlandes; gehérte sum Gelehrtenkreis um Kaiser Friedrich IT; brachte von ausgedehnten
Reizon eine systematische Einfuhrung in das indisch-arabische Zahlensyvstem nach Europa; in seinem Re-
chonbuch ,Liber abacei* untersuchte or u. a. die nach ihm benannte Folge als einfaches Modell fur das
Wachstum von Populationen.
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Satz 5.3 (Sekanten-Methode): [hie Funkiion f € Cﬂ[a..r b| habe im Innern des Inter-
valls [a,b] eine Nullstelle z, und es sei

. . ! — U
m = .EEE.. |fi(z) =0, M: E_rﬂgxa I (x)| < ex. (5.3.19)

Sei ferner p > 0 so gewdahlt, dass

M
QEEP{I, Ky(z) ={z € R||z — 2| < p} C [a,b].

Dann sind fiir jedes Paar von Startwerten xp, 1 € K,y(z), zo # =1, die lterierten =, €

K, (z) der Sekantenmethode wohl definiert und konvergieren gegen die Nullstelle z. Dabei
gelten die a priori Fehlerabschitzung

P
s — 2| < TT g", teNl, (5.3.20)

und die a posteriori Fehlerabschatzung

1 M
|ze — 2| =< - Iflze)| = 5 |ze — ze1| |Te — Te—a|, t€M. (5.3.21)

Bewaeis: (i) Die Argumentation ist dhnlich wie im Beweis von Satz 5.1 fiir das Newton-
Verfahren. Fiir je zwei Punkte =,y € |a,b], = # y, gilt wieder

eyl < —1f(x) ~ f)]

woraus u. a. die Eindentigkeit der Nullstelle = folgt.
(il) Weiter ist

flz) — fly)

td dr !
= — — flz+r{y—1)) —— = N+ 7y — ) dr.
— j;drf'[ +r(y }}I_y ‘/;_f{ +r(y — z))

Mit einem dritten Punkt { € [a,b], { # =, ergibt sich hiermit

r)— Tl — 1
K16 S 1O [y ) - e o) o
1 o d
— [{ [ fretra—n+sc-us}ar

=£{[ F'(a 4y —2) + 5~ y))ds }dr (y ),

f@—f@) _f@)-1Q) M
S El ]

r—u
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Fiir Punkte =,y € K, (z), T #y, T # z, y # = definieren wir

g(z,y) = - f(z }m
Diann gilt
w) 2z flx) Y
g(z,y) fl }f{I] f{y]l
{2 g )
—
=0
und folglich

. |.fIII} —fly)  fl=z) - f{z}}

T—y T—2z

lg(z,y) — 2| < |z —
M M
S —l|z—zlly—2 < s—F <p
2m 2m
Die Iterierten x, der Sekantenmethode bleiben also in der Menge K,(z), und es gilt
M
|teps — 2| < ,2—|I¢ — z| |z — 2|
T
(iii) Setzt man p; := g |z; — z|, so folgt
Pt = ppt, tER,
d h mit pp < g, p; <g gt gp < g™, ¢t € M. Wegen v, =+ oot - 00) und g < 1

konvergiert also
2m

mMrE e
(iv) Zum Nachweis der a posteriori Fehlerabschatzung setzen wir oben r = ;. 1, y = 1
und { = ;9 (T2 # 131 , da sonst bereits f(r; 1) = 0) und finden

|ze — 2| = —+0 (t— o0).

fre = 21 < — |f(z) — (2

= % |.f|:I!—l] + (1 — Ii—l}M

Iy — L1
< Ljgy gy | flE) =) _ flan) - florca
m Iy — Ip-1 Ty—1 — L2
< M
E |I¢ - Ii—1| |Ii — Ty 2|

Q.E.D.

Zur Beurteilung der Konvergenzgeschwindigkeit der Sekantenmethode benGtigen wir
Informationen iiber das Anwachsen der Fibonacci-Zahlen -, fiir £ — oo.
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Hilfssatz 5.1: Die Fibonacci-Zahlen verhalten sich asymptotisch wie

A
e L At 0723 - (1.618), 5.3.922
V5

wobei Ay = 2{1 + +/5) gerade der sog. ,goldene Schnitt® ist.

Beweis: Die Fibonacei-Zahlen geniigen nach Konstruktion der (linearen) homogenen Dif-
ferenzengleichung

Terz— T — e =0, t=0 (5.3.23)

Deren Losungsmenge ist, wie man leicht sieht, ein zweidimensionaler Vektorraum. Zur
Konstruktion einer Lisunf machen wir den Ansatz + = A* und erhalten die Gleichung

MA2—A—-1)=0

zur Bestimmung von A. Die Wurzeln A;5 = 1(1 & +/5) der quadratischen Gleichung
23— X —1=0 ergeben durch

v =M +eady, e1,cn beliebig, (5.3.24)

die allgemeine Losung der Differenzengleichung. Durch Beriicksichtigung der Anfangsbe-
dingungen ~g = 7 = 1 werden die Konstanten ey, o festgelegt:

1+ e = 1}# 1—XA A Ay —1 g
oL =

CIJI.]_ +62)|2 =1 )"1 )"2 ‘.l"lrg ! 2 )"1 }LE B _E

Die Fibonacci-Zahlen haben also die Gestalt
1 1
"=z A =AY, A= g1+ v5). (5.3.25)
Asymptotisch fiir ¢ — oo verhélt sich ¢ wie

A
e T% A~ 0.723 - (1.618)",

Was 11 Zelgen War. Q.ED.

Die Sekantenmethode konvergiert also asymptotisch mindestens so schnell wie ein Ein-
Schrittverfahren der Ordoung p = 1.6 In jedem Schritt ist dabei nur eine neue Funkti-
onsauswertung, nimlich die von f(z;), erforderlich. Fin Schritt des Newton-Verfahrens
(Auswertung von f(r;) und f'(z;)) ist also mindestens so aufwendig wie zwei Schrit-
te der Sekantenmethode. Fasst man jedoch zwei Schritte der Sekantenmethode zu einem
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Makroschritt zusammen, so erhilt man wegen
?m P @
|Tay — z| < i g™, ym ~ 0723 (2618) (A7 = M+ 1), (5.2.26)

ein Verfahren der Ordnung p > 2.6. Bei gleichem Arbeitsanfwand konvergiert also die
Sekantenmethode asymptotisch (fiir grofe ¢) schneller als das Newton-Verfahren. Dieser
theoretische Vorteil wird aber in der Praxis oft durch eine grofie Rundungsfehleranfillig-
keit der Sekantenmethode relativiert. Konvergiert namlich hier f(z;) — 0 monoton (mit
nicht alternierenden Vorzeichen), so tritt im Sekantenschritt

|

Tep1 = Tt — f(Te) Flr) — flzes) (5.2.27)

Ausldschung auf. Zur Stabilisierung der Methode kombiniert man sie mit der Intervall-
schachtelungsidee zur sog. ,Regula falsi*.

Definition 5.3: Werden im Sekanten-Verfahren die Intervallendpunkte a; < by so gewdhit,
dass f(a,)f(b,) < 0 ist, d. h. dass f eine Nullstelle =z € (a;, b;) hat, so spricht man von

der Regula falsi®.

(5.3.28)

Beim Sekantenschritt unter beriicksichtizung der Regula falsi,
Ty 1= ay — flag) i:

g — by
flag) — fib)’

tritt dann keine Ausldschung im Term f(a,) — f(b,) auf, solange b, — a, % eps. Offenbar
ist a; < ; < by. Das neue Intervall [my;q,bsq| wird bestimmt durch die Vorschrift:
(flz) = 0= STOP)

flz)fla) >0 = a1 =z, by =b,

(5.3.20)
floeg) fla) <0 = o =y, by =70

Die Regula falsi ist offensichtlich numerisch stabiler als die ihr zugrunde liegende Sekan-
tenmethode, doch konvergiert sie i. Allg. nur linear. In Extremfillen ist sie sogar langsamer
(grofiere Konvergenzrate) als das einfache Intervallschachtelungsverfahren.

5.4 Methode der sukzessiven Approximation im RE"

Im Folgenden betrachten wir iterative Verfahren zur Lisung nichtlinearer Gleichungssys-
teme im R

filtis.o. ) =0, i=1,...,n, (5.4.30)

bew. f(z) = 0 mit f = (fi,...,fo)F und = = (zy,...,z,)7 . Zur Berechnung einer
Lisung = verwendet die sog.  Methode der sukzessiven Approximation® die Iteration (in
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Anlehnung an das vereinfachte Newton-Verfahren in einer Dimension und unter Hochstel-
lung des lterationsindexes bei vektor- oder matrix-wertigen Griifen):

=20, t=0,1,2,..., (5.4.31)

mit einer geeigneten reguliren Matrix C € R™*". Konvergiert dann =* — z (t — o0),
so ist fiir stetiges f im Limes z = z + C~!f(z) bzw. f(z) = 0. Die Losung z des
Gleichungssystems ist also ein sog. ,Fixpunkt*' der Abbildung g(z) := =z + C~!f(z).

Wir wollen nun die Konvergenz von Fixpunktiterationen der Form

P —g(z"), t=0,1,2,..., (5.4.32)
untersuchen. Dazu sei im Folgenden || - || eine beliebige Vektornorm anf B™ und mit
derselben Bezeichnung || - || die zugehrige natiirliche Matrizennorm.

Definition 5.4: Sei & C B" eine (nichtleere) abgeschlossene Menge. Eine Abbildung
g:G — R™ heifit ,Lipschitz"-stetig® (kurz ,L-stetig®), wenn mit einem q = 0 gilt:

lg(z) — gl < gqllz—yll, z.yveC. (5.4.33)

Ist die sog. | Lipschitz-Konstante® g < 1, so nennt man g eine  Kontraktion® auf G .
Beispiel 5.4: a) Die Funktion f(r)= |z| ist L-stetig auf ganz B , wegen
Hzl = |yl < |z —yl.
b) Die Funktion f(r)= V/H ist nicht L-stetig bei © = 0 aber (lokal) L-stetig sonst:
|22 = (02 | = |=|'? = || 72|z — 0.

Der folgende fundamentale  Banachsche? Fixpunktsatz“ sichert die Existenz von Fix-
punkten von Kontraktionen.

Satz 5.4 (Sukzessive Approximation): Sei & C R™ eine nichtleere, abgeschlossene
Punktmenge und g: G — G eine Kontraktion. Dann eristiert genau ein Fizpunkt z € G
von g, und fiir jeden Startpunkt ©° € G konvergiert die Folge der durch (5.4.32) erzeugten
sukzessiven Approzimationen =t — z (t — o0). Es gellen die a posteriori und a priori
Fehlerabschitzungen

g 0.

”I* _ 2” < %q ”I* _ Ii_lll < ﬁ ”I —T {5.4.34}

FRudolf 0. 5. Lipschitz (1832-1903): Deutscher Mathematiker aus Konigsberg; seit 1864 Profossor in
Bonn; arbeitete auf verschiedenen Gebieten der Mathematik.

4Stefan Banach (1892-1945): Polnischer Mathematiker; Professor in Lvov; begrundete die
Funktionalanalysis.
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Beweis: Da g die Menge G in sich abbildet, sind fiir z® € G die Iterierten z* —
gl 1) = ... = g*(«") definiert, und es gilt

1 —1
2 — = = llg(=") — g(="")l
< gzt -2 <. < gt 2t =27

Wir wollen zeigen, dass (z')yew eine Cauchy-Folge ist. Selen dazu £ = 0 und m > 1
beliebig vorgegeben:

2™ — 2| < [|l2+™ — 2 L 2 -2

<{g™ '+ g 2 -2

e

m—1

— g Zq-':q‘ll__qm <& fiirt > #(2).
i=0

q

Also existiert z = lim,, =t € G (wegen der Abgeschlossenheit von G') mit z = g(z).
Die Eindeutigkeit des Fixpunktes z folgt sofort aus der Kontraktionseigenschaft von g.
Zum Nachweis von (5.4.34) schreiben wir

|zt — || < |zt — o L | —
<{g™+...+q} |zt =z, m=1

—

<g/(1—gq)

Durch Grenziibergang m —+ oo folgt daraus
e — ) < Lt — 21 < Lt — ).
l—q l—q

Q.E.D.

Zur Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf eine Abbildung g : &G — BR®
muss gezeigt werden, dass es eine abgeschlossene (nichtleere) Teilmenge von & gibt, die
von g in sich abgebildet wird, und auf der g eine Kontraktion ist. Sel g eine Kontraktion
anuf der Kugel

K(c)={zeR"||lz—c|<p}, p>0,

um einen Punkt ¢ € B™ mit Lipschitz-Konstante g < 1. Fiir = € K (c) gilt dann
lg(z) —cll < llg(x) — glc)l| +llg(c) — <l
e —
<qp

Unter der Bedingung

llg(c) —cll < (1 —gq)p (5.4.35)
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bildet dann g die Menge K,(c) in sich ab. Ist g differenzierbar, so wird die Matrix

) cR" ®m
ij=1,..n

der partiellen Ableitungen die , Jacobi®-Matrix* genannt.

ﬁgi
.

£

g = (

Hilfssatz 5.2 (L-Stetigkeit): Die Abbildung g: G — R™ sei stetig differenzierbar, und
die Menge G sei konver. Dann gilt

lg(x) — g(x)ll < sup |lg"(Ol |z —wll, =ye€G, (5.4.36)
=

d. h.: Im Falle sup;cq; ||g'(C)|| < 1 ist g eine Kontraktion auf G .

Beweis: Seilen r,y < & . Wir setzen fiir i =1,...,n:
wils) =gilr+s(y—x)), 0<s<1,

und haben damit .
aiy) = asx) — pu(1) —s0) = [ (o) .
Wegen

& dy;
ils) = ; Bz, 5~ D —2);
und den Stetigkeitseigenschaften der Vektornorm folgt
1
Is0) 5@ = || [ d+sw—2) - w—o)as
1
< f lg'(z + s(y — )l ds lly — =|| < sup gl ly — =l
0 (el
Dies impliziert die Bahauptung. Q.ED.
Korollar 5.1: Mit Hilfe der Abschatzung aus Hilfssatz 5.2 und (5.4.35) ergibt sich, dass
es zu jedem Fizpunkt z € G wvon g, in dem ||g'(z)|| < 1 gilt, eine Umgebung
Kplz) ={zeR|[lx—z|| < p} CG

gibt, so dass g eine Kontraktion von K,(z) in sich ist.

5Car] Gustav Jakob Jacobi (1804-1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind hochbegabt; wirk-
te in Konigsberg und Berlin; Beitrige zu vielen Bereichen der Mathematik: Zahlentheorie, elliptische
Funktionen, partielle Differentialgleichungen, theoretische Mechanik.
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Wir betrachten nun wieder die Lésung der Gleichung f(r) = 0 mit Hilfe der sukzes-
siven Approximation

I!:-I-l — gt + G—lf{Ii] , t= []1, 11_2:“ L. {5437}

Nach den obigen Uberlegungen ist die Konvergenz dieser Iteration z. B. gesichert, wenn
f auf einer geeigneten Kugel K (c) C R" stetig differenzierbar ist, und wenn dort gilt

sup [T+C7 (O = g<1, |CTf(Qll <(1—q)p. (5.4.38)
teKa(c)

Beispiel 5.5: Seien 4 € B™™ und b € B gegeben. Das lineare Gleichungssystem
Ar = b ist Aquivalent zur Nullstellenaufgabe f(z) = b— Ax = 0. Zu deren iterativen

Losung betrachten wir mit einer reguliren Matrix € € B™*" die Fixpunktaufgabe
r=g(z) =+ C flz) =z +C T (b—Az) = (I —-C'A)z+C'b.
=R =

Die Matrix B := I—C~' A wird die , Iterationsmatrix* der zugehérigen Fixpunktiteration
(nsukzessive Approximation®) genannt:

=BT+ t=1,2,...
Die Abbildung g ist wegen

llg(z) — g()ll = | B(z —y)ll < [ Bl l|l= — yl|

fiir |B]| = 1 eine Kontraktion auf ganz B™. Dabei ist || - || eine geeignete (natiirliche)
Matrizennorm. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konvergiert daher die sukzessive
Approximation gegen den (eindentig bestimmten) Fixpunkt der Abbildung g bzw. die
Lasung des Gleichungssystems Ax =b.

Beispiel 5.6: Die Funktion f{r) = cosh(z) — 2r = %{EI + &7*) — 2z hat genau zwei
Nullstellen zy ~ 059, z9 ~ 2.1. Zn ihrer Approximation machen wir den Ansatz

glr) =z + %{mshl[z} — 2z} = %ﬁ:ﬁh{z}, g'lz) = %Sil'l]]{:i::l.l,
Offensichtlich bildet g das Intervall [0, z| in sich ab. Da die Beziehung

ﬂrggb lg'(x)| = %sinh{b} =<1 (arcsinh(2)=1.44...)
notwendig b < 2 voraussetzt, muss |g'(zs)| > 1 sein. Fiir alle Startwerte z° € (z3,00)
divergieren die Iterierten =t — oo fiir # — oo . Tatsichlich konvergiert aber =t — z (t —
oo) sogar fiir alle ° € [0, 23] (geometrische Uberlegung). Die Bedingung, dass g iiberall
eine Kontraktion sein muss, ist also nicht notwendig fiir die Konvergenz der sukzessiven
Approximation. Der Fixpunkt z; mit |g'(z)| < 1 in Beispiel 5.4 ist also  anziehend®,
der Fixpunkt z» dagegen  abstofiend”, da hier wegen |g'(za)| = 1 in jeder Umgebung
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von zp Startpunkte ¥ existieren, fiir die die sukzessive Approximation nicht gegen zs
konvergiert.

g(x)

0 o 1 1 L1
2y 1 2za

Abbildung 5.4: Nullstellenproblem

Nach Wahl einer Fehlertoleranz £ > eps (z. B.. £ = 10~*) wird ausgehend von z” = 0
iteriert gemaf ! = % cosh(z)(t = 0,1,2,...) bis das folgende Abbruchkriterium erfiillt
18t TR

—_— | = E.
i+l -

Wir erhalten:
=05 £ =0563,..., © = 058031, ® — 058036, ..., £'® = 0.5803877633.

‘rs—z"'

< .10~
- < (L8532 - 107,

Auf dem Intervall [0,1] gilt

g = max |g'(z)| = § sinh(1) ~ 0.6.

[T |

Diie a priori Fehlerabschitzungen von Satz 5.2 ergibt dann

2

1-086

|£® — 2| < |zt — 2 ~2-1072%

Beispiel 5.7: Zur Bestimmung der Quadratwurzel AY? € R™*" einer positiv definiten
Matrix A € R™*" betrachtet man die Abbildung

g(X) = §(X* + B)



174 KAPITEL 5. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

mit der Matrix B = I — 4. Dies wird motiviert durch die Aquivalenz
Z—g(Z)=32*+B) & (I-Z))=1-B=A,

bzw. I—Z — AY? Im Falle | B|| = q < 1 gilt fiir X,Y € K,(0) = {C € R™*"|||C]|| < q}:

9Ol < (X1 + 1BI) < 5(a* +9) <4
und
l9(X) — (V)] = 2IX* ~ Y2 = JixX(X —¥) + (X~ )y
< 20X+ IV IX ~ Y] < g X — V],

d. h.: g ist eine Kontraktion der abgeschlossenen Teilmenge K,(0) C R™*" in sich. Nach
dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also genau ein Fixpunkt & € K, (0) von g, und
die Folge der sukzessiven Iterierten X* — g(X* '), t € M, konvergiert fiir jeden Startwert
X% e K (0) : X* — Z (t — oo). Wegen der obigen ﬁquwa.lenz ist dann [ — Z = AY?,
Alle Iterierten X* und damit auch der Fixpunkt Z sind symmetrisch. Wegen || Z]| < ¢
ist daher I — Z auch positiv definit, so daf mit AY? := I — Z die eindeutug hestimmte,
positive” Wurzel von A bestimmt ist.

5.5 Das Newton-Verfahren im E®

Wir betrachten nun das Newton-Verfahren zur Lisung nichtlinearer Gleichungssysteme
mit stetig differenzierbaren Abbildungen f @ D' < R™ — R"™. Formal lantet die Newton-
Iteration

22 P, =020, (5.5.39)

mit der Jacobi-Matrix f'(-) von f. In jedem lterationsschritt ergibt sich ein lineares
(n x n)-Gleichungssystem mit f'(z!) als Koeffizientenmatrix:

Flett = f2het — f(e), t=0,1,2.... (5.5.40)

Diies macht das Newton-Verfahren wesentlich anfwendiger als die einfache Fixpunktitera-
tion; dafiir konvergiert es aber auch sehr viel schneller. Das Newton-Verfahren wird meist
in Form einer Defektkorrekturiteration durchgefiihrt (mit dem *Defekt” o := f(zt) ):

it = fzt), = =o' —art, t=0,1,2.... (5.5.41)

Diies spart gegeniiber (5.5.40) pro lterationsschritt eine Matrix-Vektor-Multiplikation.

Im Folgenden geben wir ein Konvergenzresultat fiir das Newton-Verfahren, welches ne-
benbei auch die Existenz einer Nullstelle sichert. Mit ||-|| seien die euklidische Vektornorm
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und ebenso die zugehdrige natiirliche Matrizennorm bezeichnet. Sei f : G € B® —+ R
eine differenzierbare Abbildung, fiir die eine Nullstelle =z gesucht ist. Die Jacobi-Matrix
fi-) sei anf der Niveaumenge

D, :={z e G||If(=)l = IF (=)}
zu einem festen Punkt z* € ¢ reguldr mit gleichmabig beschrinkter Inverser:
If ()7 <8, =zeD..
Ferner sei f'(-) auf D), gleichmifBig L-stetig:
If'(x) — F@ll < vllz—yll, =,v€ D

Mit diesen Bezeichnungen haben wir den folgenden Satz von Newton-Kantorovich®

Satz 5.5 (Newton-Kantorovich): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei fur
den Startpunkt ° € D, mit a:= |f'(z°) " f(z")|| die folgende Bedingung erfullt:

= %aﬁf}f < 1.
Dann erzeugt die Newton-Iteration
Fla)a™t = flah)et — flaf), t=1,

eine Folge (1)ien © D', welche quadratisch gegen eine Nullstelle z € D) won f konver-
giert, mit der a priori Fehlerabschitzung

I=* - =zll < l—q{ﬂ‘_” t= 1 (5.5.42)

Beweis: Zum Startpunkt z° € D, gehért die abgeschlossene, nicht leere Niveaumenge

Do :={x € G| [If(=x)]| < I f(=")I} € D..
Wir betrachten die stetige Abbildung g: Dy — R?: g(z) 1=z — f'(z)~ f(x).
(1) Wir wollen zunachst einige Hilfsresultate ableiten. Fiir = € Dy sei
1, =z —rf(z) f(x), 0<r <1,

und R = max{r|z, € Dp,0 < 5 < r} = max{r| || f(z.)|| < ||f(zV], 0 < s <+}. Fiir die
Vektorfunktion hir) := fiz.) gilt

H(r) = —f(z)f'(z)" f(z),  K(0)=—h(0).

“Leonid Vitalyevich Kantorovich (1912-1986): Russischer Mathematiker; Professor an der Universitat
Leningrad (1934-1960), an der Akademie der Wissenschaften (1961-1971) und an der Universitat Moskau
(1971-1976); fundamentale Beitrige zur Anwendung der linearen Optimierung in der Okonomie, zur
Funktionalanalysiz und Numerik.




176 KAPITEL 5. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Fiir 0 < r < R ergibt dies

lf(ze )]l — (1= )| f ()| = “f{Irr} —(I-n)f(=)ll = ||-'1{T]'r— (1—r)h(0)]]
- ||j; h’{s}ds+rh{ﬂ}” - ||j; {h’{s}—h’{ﬂ}}ds”

rh"s—h’ﬂ ds
g:j;n (s) — K(0)]] ds,

und ferner wegen =, — = — —sf'(x)" ! f(z):

I8 (s) = B(O)[| = I{f"(xs) — F (@)} (=) (=)
< llzs — 2|1 £'(=) " Fl2)| < sl f(2) 7 F ()P

Dies ergibt
If () = A=)IF @I < 35905 () fl=) (5.5.43)
Mit der GréBe oy := || f'(z)~'f(z)|| und || f'(z)7"|| < 8 folgt
£l € (1 =7+ §raB) f ().
Im Falle a, < a gilt dann wegen der Voraussetzung Lafy < 1:
Ifz ) < (1 =7+ )| f(2)I-
Folglich ist in diesem Fall R — 1, d. h.: g(x) € Dy. Fiir solche = € Dy gilt weiter
lg(x) — g* ()|l = llg(x) — gl=) + £'(g(x)) " Fla(x))| < Bll Fg(z))]|-
Mit Hilfe der Abschitzung (5.5.43) fiir r — 1 folgt bei Beachtung von g(z) = = :
lg(z) — g*(z)ll < 1By (x) " f(=)* = LBvlx — g(=)]. (5.5.44)

(ii) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Beweis des Satzes. Zunfchst wollen
wir zeigen, dass die Newton-Iterierten (z*);en in Dp existieren und die Ungleichung

I=* — gz = ILf' (=) f )| < @

erfiillen. Dies erfolgt durch vollstindige Induktion. Fiir £ = 0 ist die Aussage trivialerweise
richtig; insbesondere ist wegen a,0 — o nach dem oben gezeigten g(z”) € Dp. Sei nun
z! € Dy eine Iterierte mit g(z') € Dy und ||z* — g(z*)|| < . Dann folgt

= — g(z*)|| = ||lg(z*) — g*(=Y)]| < 3Bzt — g(=)|* < Je?By <a

und somit nach dem oben Gezeigten g(z**!') € Dp. Also existiert (r')en C Dp. Als
nichstes zeigen wir, dass diese Folge Cauchy-Folge ist. Mit Hilfe von (5.5.44) ergibt sich

=+ — 2|l = lg°(="") — g(=" )| < §Bllg(=z""") — =*71||* = §Bll=* — =%,
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und bei [teration dieser Abschitzung:

1 1 1 —1 —2 242 1 27_1 -1 —2(22
=+t — 2| < 38v(387I" — = 72))° < (3871 V=t — )

< (3Ot — 2R T = (38Tt — 2.
Fortsetzung der Iteration bis ¢t = 0 ergibt mit g = %a By
I — =) < (387 VI=! — ") < (381)F Da®) < ag® .
Fiir beliebiges m < M folgt damit wegen g =< 1:

||Ii+m _ Iill E ||Ii+m _ Ii-l-m—] ” RPN ”Ii+2 _ Ii-l-l” T+ ”IH-l _ Ii”
< ag@ ™0 o agl®H-D) f gg®-D)
< ag®D{(gNE" D 4y g 4 1)

@\ @ o 2
< oag Z{q y < T—g@-
3=0

Dies besagt, dass (r'),cy € Dy Caunchy-Folge ist. Deren Limes z € [ ist dann notwendig
ein Fixpunkt von g bzw. Nullstelle von f:

IERT [T —1y
2= Jim 2t = Jim o(="™") = 9(c)-

Durch Grenziibergang m — oo erhalten wir auch die Fehlerabschitzung

o -1
llz — || £ —4®7,

S

was den Beweis vervollstandigt. Q.ED.

Bemerkung 5.3: Unter der Annahme, dass eine Nullstelle z € G von [ existiert kann
die Aussage von Satz 5.1 fiir das Newton-Verfahren im R! sinngeméf auf den B™ mit der
Maximumnorm || - || verallgemeinert werden. Dabei sind die auftretenden Konstanten
gemif m = 1/8, M = -~ zu identifizieren. Inbesondere gilt neben der a priori Fehler-
abschitzung (5.5.42) auch die folgende a posteriori Fehlerabschiitzung (Ubungsaufgabe):

1 M _
I=* = zlle £ = 1 £(z")llee < % ll=* — =712, teN. (5.5.45)
m T

Beispiel 5.8: Zur Bestimmung der Inversen Z — A~! einer reguliren Matrix A € R**"
wird gesetzt

fIX) =X1-4,
fiir X € B™*"® regulir. Eine Nullstelle dieser Abbildung f(-) : B™*® — R™" ist gerade

die Inverse Z — A~!. Diese soll mit dem Newton-Verfahren berechnet werden. Dazu ist
zunichst eine Umgebung von A bzw. von A~! zu bestimmen, auf der f(-) definiert und
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differenzierbar ist. Fiir X € K,(A) mit p < ||A7!|~" folgt aus X = A— A+ X =
A(I — A7Y{A - X)) die Beziehung

AT (A=) < AT A= X < pll A" < 1,

d.h: T—AY(A—X) und damit auch X sind regular. Als nichstes ist die Jacobi-Matrix
f'{-) von f(-) als Abbildung von R"*" in sich zu bestimmen. Fiir die Durchfiithrung des
Newton-Verfahrens geniigt es offensichtlich, die Wirkung von f'(-) auf Matrizen ¥ &
RE™*" zn bestimmen. Wir wollen zeigen, dass

FIX)Y=-X'YXx1 VyeR™

Dies sieht man wie folgt: Aus f(X) = X! — A folgt Xf(X) = I — XA. Fiir die
Jacobi-Matrizen der rechten und linken Seite gilt

a
(XFXONY) . = Z . ZIji.ﬁk{X] Ypa

—ZZ{ L mxnzj;gf (30}

5”, 'jﬁi

- Z far(X)yig + ZZ zj: X}Iyw

— (YH) + XP)Y }j,,.

Analog finden wir
[{—XA'Y =-YA.

Also ist
YA=YfX)+ Xf(X)Y =YX ' —YA- Xf(X)Y

bzw.
XY =—Xxvyx1

Das Newton-Verfahren
FXHXH = fXHXE — (XY

erhilt in diesem Fall also die Gestalt

DG 25 LIS ‘Gl 'O 'Caui (G|
=

Xt — 92X — XPAX® — X2 — AX*}. (5.5.46)

Diese Iteration ist das mehrdimensionale Analogen der Iteration =44 = 7(2 — ar;) im
skalaren Fall zur divisionsfreien Berechnung des Kehrwertes 1/a einer Zahl a £ 0. Uber
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die Identitit
X 79Xt - XPAX' - Z = —(X'— D)A(X' - Z) (5.5.47)
gewinnt man die Fehlerabschitzung
X — Z|| < Al |1X* - Z)%, (5.5.48)

Der Finzugsbereich der quadratischen Konvergenz fiir das Newton-Verfahren ist in diesem
Fall also die Menge
{X e R |IX - Z|| < || 4|}

5.5.1 Gedimpfites Newton-Verfahren

Bei der Durchfiihrung des Newton-Verfahrens zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
treten zwel Hauptschwierigkeiten auf:

(i) hoher Aufwand pro Iterationsschritt,

(ii) hinreichend ,guter* Startpunkt z° erforderlich.

Zur Uberwindung dieser Probleme verwendet man gegebenenfalls das sog. , vereinfachte
Newton-Verfahren®

flle)dzt = f(=), ' =1t — ozt (5.5.49)

mit einem geeigneten ¢ € R", etwa ¢ = {70, welches nahe bei der Nullstelle z liegt. Da-
bei haben alle zu losenden Gleichungssysteme dieselbe Koeffizientenmatrix und kinnen
mit Hilfe einer einmal berechneten LR-Zerlegung von f'(c) effizient geldst werden. An-
dererseits fithrt man zur Vergrifierung des Konvergenzbereiches des Newton-Verfahrens
eine ,Dadmpfung® ein,

flzh)ezt = f(=), ! =zt — A b2, (5.5.50)

wobei der Parameter A; € (0,1] zu Beginn klein gewdhlt wird und dann nach endlich
vielen Schritten gemif einer geeigneten DAmpfungsstrategie Ay = 1 gesetzt wird. Der
folgende Satz gibt ein konstruktives Kriterium fiir die a posteriori Wahl des Dampfungs-
parameters A; .

Satz 5.6 (gedimpftes Newton-Verfahren): Unter den Voraussetzungen von Satfz 5.5
erzeugt fiir jeden Startpunkt =° € D, die gedimpfte Newton-Iteration (5.5.50) mit

1
A= min {1, aE) = e TE (5.5.51)
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eine Folge (z*),cy , fiir welche nach {, Schritten g, := %ut_'ﬂ"r < 1 erfiillt ist, so dass ab
dann r* quadratisch konvergiert, mit der a priori Fehlerabschdtzung

et =zl < 77—V, 2t (5.5.52)
—

Beweis: Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 5.5. Fiir
ein £ € Dy gilt mit =, ==z —rf'(z)" flz), 0 €< r <1, und a, = ||f'(z)"f(z)| die
Abschitzung

I1F(@ )l < (1 =7+ 3raByf(z)l, 0<r<R=max{r|z, € Dp,0<s<r <1}

Der Vorfaktor wird minimal fiir

1
. —min {1 }u: 1—r+ o fy < 1- 1.
T mln{ e = r. +griafy < Sanfy =
Bei Wahl von . 1
T = mln{l,—}
By
ist also (xt)eew © Dyp, und die Norm ||g(z')|| f&llt streng monoton, d. h.
1
e ] 8.
1790 < (1= gog )15
Nach endlich vielen, ¢, = 1, lterationsschritten ist dann %ui_ By < 1, und die quadrati-
sche Konvergenz der weiteren Folge (1), folgt aus Satz 5.5. Q.ED.

5.6 Ubungsaufgaben

Ubung 5.1: Man berechne mit einem Fehler kleiner 10-% die Nullstelle z = « der
Funktion f{z) = sin(z):

a) mit der Intervallschachtelung zum Startintervall [2,4];

b) mit der Fixpunktiteration r; = ;3 + f(z;—1) zum Startwert g =4;

¢) mit dem Newton-Verfahren =; — ,_1 — f'(z,_1) "' f(zs—1) zum Startwert =p—4.

Warum konvergiert in diesem Fall die einfache Fixpunktiteration (b) genauso schnell wie
das Newton-Verfahren 7

Ubung 5.2: Zur Berechnung der Losung z [0.5,0.6] der Gleichung = + In(z) = 0
werden folgende Fixpunktiterationen vorgeschlagen:

a) = —In(z—1);

b) 1, =eT1;

¢l 1= %{I;_1 + e~ F-1),

Welche dieser Iterationen kann man verwenden, welche sollte man verwenden, und ldsst
sich vielleicht eine noch | bessere® Iteration angeben?
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Ubung 5.3: Es sei a > 0 gegeben. Man zeige, dass fiir beliebigen Startwert =p > 0 die
Fixpunktiteration
- IE_]_ + EEIQ,_]_ _1.9
Iy = m: = 138y
monoton gegen z = +/a konvergiert. Wie grof ist die lokale Konvergenzordnung? Man
iiberpriife durch einen numerischen Test das theoretische Ergebnis.

Ubung 5.4: Fiir zweimal stetig differenzierbare Fumktionen f konvergiert das Newton-
Verfahren lokal quadratisch gegen eine Nullstelle z. Man zeige, dass es fiir (nur) stetig
differenzierbare Funktionen immer noch ,super-linear® konvergiert,

|I*_z —+0 (ft— o0,

Ty 1 — =

d. h.: Es ist asymptotisch schneller als die einfache Fixpunktiteration.

Ubung 5.5 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Berechnung der
Nullstellen eines Polynoms

plr) =ag+ a1z +... +a,z", a, #0,

mit Hilfe des Newton-Verfahrens, wobei zur Auswertung von p(r) und p'(zr) das Horner
Schema zu verwenden ist. Startwerte sollen etwa durch Intervallschachtelung ermittelt
werden. Als Abbruchkriterium frage man ab, ob gilt:

| a1 — - plxe)

|| Pz

Dieses Kriterium wird auch im Fall einer mehrfachen Nullstelle, d. h. p'(z;) — 0 {t — 00},
verwendet. Es mufl allerdings abgefragt werden, ob ¢'{x;)x; £ 0 ist.

Man berechne mit diesem Programm simtliche Nullstellen der Legendre- und der Tscheby-
scheff-Polynome vom Grad p =4 und p = 5, d. h. die Stiitzstellen der entsprechenden
Gaufischen Quadraturformeln. Dabei sollen jeweils alle Iterierte inkl. der Startwertberech-
nung bis zur Erfiillung des Abbruchkriteriums ausgegeben werden.

(Hinweis: Die Polynome Li(r) und Ti(z) erhilt man mit Hilfe der Rekursionsformeln
fiir die Legendre- und die Tschebyscheff-Polynome.)

< 1078,

Ubung 5.6: Zur Berechnung der Inversen A~! einer reguliren Matrix A € R™*" werden
die beiden Fixpunktiterationen

a) Xy=X;(I-ACY+C, t=1,2,..., C <R regulir,

B) Xy=Xy(2I - AX,,), t=1,2,..

betrachtet. Man gebe hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz dieser Iterationen an.
Wie wiirde in diesem Fall das Newton-Verfahren lauten?
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Ubung 5.7: Es sollen die Schnittpunkte des durch x? + 25 = 2 gegebenen Kreises und
der durch = — 3 = 1 gegebenen Hyperbel bestimmt werden. Wie lauten die exakten
Lasungen?

a) Man schreibe die Aufgabenstellung als Nullstellenproblemn einer geeigneten Abbildung
f = flz1,7a) : B2 — R? und iteriere ausgehend von dem Startwert =(® — (1,1)7 mit
dem Newton-Verfahren bis das Inkrement ||z — 1| kleiner als 2 x 10~ ist.

b) Man bestimme zu der Abbildung f aus (a) eine Matrix C' € R?*? in der Form

[ i
O —

c —C

:|, c#0,

s0 dass die Fixpunktiteration
e S Cf{:i:m]

ausgehend vom Startwert z/® — (1,1)7 garantiert gegen die Nullstelle z von f im

ersten Quadranten der (rj,zs)-Ebene konvergiert. Wie viele Schritte miisste man mit
der gewdhlten Fixpunktiteration machen, damit ||z® — z||__ kleiner als 2 x 10~? ist?

(Hinweis: Bei den Abschatzungen verwende man die Maximumnorm.)

Ubung 5.8: Die Eigenwertaufgabe Ar — Az einer Matrix A4 € R™*" ist quivalent zu
dem mnichtlinearen Gleichungssystem

Az — Az =0,
llzll3 —1 =0,

von n+ 1 Gleichungen in den n + 1 Unbekannten =,...,z,. A.
a) Man gebe die Newton-lteration zur Lasung dieses Gleichungssystems an.

b) Man fithre zwei (oder bei Interesse auch mehr) Newton-Sehritte durch fiir die Matrix

- [41]

mit den Startwerten = = 0,z = 1.5, A° = 3.5. Man berechne die Eigenwerte und
Eigenvektoren dieser Matrix und stelle fest, ob das Newton-Verfahren in diesem Fall
quadratisch konvergiert.

Ubung 5.9: Man untersuche die Konvergenz der Fixpunktiteration
=B 14c

fiir die Matrizen
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06 0.3 0.1 005 0
i) B=|02 05 07|, (@) B=|1 0 0
01 0.1 0.1 00 2

Whas ist der Limes der Folgen im Falle der Konvergenz? (Hinweis: Es sind die Eigenwerte
der Matrizen abzuschitzen. Dazu kann eine geeipnete Norm oder auch der Zusammen-
hang zwischen den Eigenwerten und der Determinante einer Matrix dienen. )

Ubung 5.10 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Realisierung der
lterationsverfahren aus Aufgabe 5.6 fiir die (positiv definite) Tridiagonalmatrix

fiir n = 2% k = 2,...,10. Zur Vermeidung zu langer Rechenzeiten sollte eine obere
Schranke (etwa k < 10° fiir die Anzahl der Iterationsschritte gesetzt werden. Mit der
Matrix O = %I e B"*" ist in diesem Fall nach Aufgabe 11.1 die Konvergenz der Iteration
{a) fiir jeden Startwert garantiert. Man verwende daher versuchsweise fiir beide Iterationen
(a) und (b) die Startmatrix Xy = él’ . Als Abbruchkriterium wahle man die Grife des
Residunms AX, — I peméif

14X, ~ Il = max (3 [(AX)5 —&yl) < 1072
1

-----

Man gebe die Anzahl der bendtigten Iterationen in Abhingigkeit von n an. Sind die-
se Verfahren konkurrenzfihig mit der direkten Berechnung der Inversen mit Hilfe der
simultanen Gauf-Elimination?






6 Lineare Gleichungssysteme II (Iterative Verfahren)

Fiir sehr grofie Gleichungssysteme mit n 3% 1.000 ist die Gaufi-Elimination nur sehr
schwer zu realisieren, da sie zu viel Speicherplatz erfordert. Fiir eine n x n-Matrix A
mit n = 10° und Bandbreite m = 10% sind dies bereits 10° Speicherplitze, was die
Arbeitsspeicherkapazitat der meisten zur Zeit im Einsatz befindlichen Rechenanlagen
iibersteigt. Zur Durchfithrung der Elimination miisste man in diesem Fall also mit Hin-
tergrundspeichern arbeiten, was wegen des erforderlichen Datentransfers die Rechenzeit
stark verlingert. Bei vielen in der Praxis aufiretenden grofien Gleichungssystemen hat
man es jedoch mit sehr diinn besetzten Bandmatrizen mit nur 5 — 25 von Null verschie-
denen Elementen pro Zeile zu tun. Die im Folgenden betrachteten ,iterativen Verfahren®
bendtigen zur ndherungsweisen Lisung des Gleichungssystems Ar = b nicht viel mehr
Speicherplatz, als zur Speicherung von A selbst erforderlich ist.

Als erstes betrachten wir Fixpunktiterationen zur Lisung des Systems Ar = b mit
einer reguliren nxn-Matrix A und einem n-Vektor &. Zur Konstruktion solcher Iterati-
onsvorschriften geht man etwa wie folgt vor:

Dias Gleichungssystem Ax = b lautet ausgeschrieben
(TR +Zﬂjk1k=bj-.- j=1,...,ﬂ.
=

Im Falle a;; # 0 ist dies Aquivalent zu

Dias sog. ,,Gesamtschritt-Verfahren® (oder auch ,Jacobi-Verfahren®) erzeugt Iterierte
e B t=12 .., durch die Iterationsvorschrift

1 n
I;=—{aj—zaj,=zi-1}, i=1,....n (6.0.1)

g5 k=1

k#j
Zum Zeitpunkt der Berechnung von =} sind die vorausgehenden neuen Komponenten
¥, r < j, bereits berechnet. Zur Beschleunigung der Konvergenz liegt es also nahe, diese

Zusatzinformation schon zur Berechnung von =} auszunutzen. Diese Idee ist die Grund-
lage des sog. ,,Einzelschritt-Schritt-Verfahrens® (oder auch ,, Gaufi-Seidel'-Verfahrens®):

t = 5{5}. —Zajkzi—zaj,,z;-l}, j=1,...,n (6.0.2)
37

k< j k=g

!Philipp Ludwig von Seidel (1821-1806): Deutscher Mathematiker; Professor in Munchen; Beitrage
zur Analysis (u. a Methode der kleinsten Fehlerquadrate) owie Himmelsmechanik und Astronomie.

185
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6.1 Fixpunktiterationen

Zur kompakteren Schreibweise der betrachteten lterationsverfahren fiilhren wir die Auf-
spaltung A = D+ L+ R ein, wobei

aqq - 0 0 -e- 0 0 ap -+ ai,
D— L=|™ R =
: Bp imn
0 --.- o, Gt ¢ Gppeg O 0 --- 0

Diamit schreibt sich das Jacobi-Verfahren in der Form
=D Yb— (L+R)x '} = —D YL+ R)z*1 + Db,
——

J
mit der sog. “Jacobi-Matrix” J und das Gaunfi-Seidel-Verfahren in der Form
=D Yb— L' —Re* '} = —(D+ L) 'Rz + (D + L) 'b.

e ——
Hy

mit der sog. ,Ganfi-Seidel-Matrix* H; (Die Notation H; fiir die Gauf-Seidel-Matrix wird
spiter klar werden.). Beide Verfahren besitzen also die Gestalt

=Bl +c (6.1.3)

mit einer sog. ,Iterationsmatrix* B. Konvergiert nun die Folge der Iterierten (z'?)cn
gegen einen Vektor = € R™, so gilt fiir diesen offenbar

r=Br+e (6.1.4)

d. h. er ist ein ,Fixpunkt* der Abbildung g: r — Bx + ¢; daher auch die Bezeichnung
HFixpunktiteration®. Ein sinnvolles iteratives Verfahren dieser Art muss also so gebaut
sein, dass die Fixpunkte von g automatisch Lasungen des urspriinglichen Gleichungssy-
stems Axr = b sind. Dies ist beim Jacobi- und beim Gaufi-Seidel-Verfahren anfgrund ihrer
Konstruktion der Fall. Zur Konstruktion allgemeinerer iterativer Verfahren dieses Typs
wihlt man etwa eine reguldre nxn-Matrix ¢ und iteriert ausgehend von der Begiehung

Az=b & Cr=Cr—Az+b & z=z+C ' (b— Ax)

in der Form
= (I —C1A) 1 + C . (6.1.5)
—_— =~
=B o

Dies wird in der Praxis auf dem Rechner als sog.  Defektkorrekturiteration?” realisiert,
bei der in jedem Schritt im wesentlichen ein lineares Gleichungssystem mit der gewihlten
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Matrix ' gelost werden muss:
d1=Aft -, CcEt=d', =11 -5

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der lteration (6.1.3) ist nach dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz, dass
IB|| <1

fiir irgendeine Matrizennorm || - || auf B®*" . Die Giiltigkeit dieser Beziehung kann aber
fiir eine konkrete Matrix sehr wohl von der speziellen Wahl der Norm abhéingen. Daher
verwendet man zur Charakterisierung der Fixpunktiteration besser den sog. ,,Spektralra-
dius* der Iterationsmatrix

spr(B) :=max{|A|: A € o(B) }.

Hierbei bezeichnet o(B) < C das ,Spektrum® der Matrix B, d. h.: die Menge ihrer
Eigenwerte. Offenbar ist spr(B) der Radius der kleinsten Kreisscheibe um den Nullpunkt
in der komplexen Zahlenebene, die alle Eigenwerte von B enthilt. Mit einer beliebigen
natiirlichen Matrizennorm gilt

spr(B) < ||BJ|. (6.1.6)
Fiir symmetrisches B ist sogar

[IBx]lz,

spr(B) = ||Bll; = ;
xerafo}  [|X[|2

(6.1.7)

jedoch ist spr(-) keine Norm auf BE™*"  da i. Allg. die Dreiecksungleichung nicht gilt.

Satz 6.1 (Fixpunktiteration): Die durch
=Bl +c (6.1.8)

erzeugten lterierten =t € B™, t = 1,2, ..., konvergieren genau dann fiir jeden Startwert
1 € B™ gegen die Lisung = € R™ der Fizpunktgleichung = — Bz + ¢, wenn

spr(B) < 1. (6.1.9)

Im Falle der Konvergenz ist das asymptotische Konvergenzverhalten bzgl. einer beliebigen
Vektornorm || - || charakterisiert durch

: =" —=ll 7
1 ——= ) =spr(B). 6.1.10
sup limsup ("ID_I”) spr(B) (6.1.10)

i t

Beweis: Wir fiihren die Fehlervektoren &' := r* — x ein und finden (wegen © = Br+¢)

e =t —x=Br"'+c— (Br+c)= Bet!
L

1

=TI
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d. h et =B teN.

(1) Im Fall spr(B) < 1 existiert gemif Hilfssatz 6.1 eine natiirliche Matrizennorm || - ||;,
s0 dass
| Blle <spr(B) +£ <1

fiir ein £ < 1 — spr(B). Folglich konvergiert in der zugehérigen Vektornorm || - ||z :
lleflle = 1Bl < I B¥[lc lle®lle < IIBIIE lle®llc — 0, (¢ — o0).

Aufgrund der Aquivalenz aller Normen auf R™ konvergiert also * — = (£ — 00).
(ii) Aus der Konvergenz der Iteration (fiir jeden Startwert) folgt bei Wahl von = — w4z
mit einem Eigenvektor w € R™ "\, {0} zum betragsgrofiten Eigenwert A von B:

Mw=PBw=FHFd=c 230 (t—ox).

Dies impliziert notwendig |A| < 1 fiilr A € o(B), d. h. spr(B) < 1. Als Nebenprodukt
erhalten wir noch die Beziehung
llet]l y 1t
= |Al-
(IIEE'II)

(iii) Zu beliebig kleinen £ > 0 sei wieder [|-||: eine natiirliche Matrizennorm mit || Bl|. <
spr(B) + =. Dann existieren Zahlen m, M = 0, so dass fiir die gegebene (beliebige)
Vektornorm || - || gilt:

m||z|| < ||z|le < M||z||], zeR",
Damit erhalten wir

1 1,0 1 0
el < —lle*lle = ;IIB*E lle < ;Ilﬂllillf3 Il

m
M
M t).0
< (spr(B) +=)[le7]],
bzw. wegen [%]m —+1(t—=o0):
: ety v
< .
111;121‘;11] (||e”||) < spr(B) + =
Da = = 0 beliebig klein gewihlt werden kann, ergibt sich die Behauptung. Q.ED.

Wir tragen noch den im obigen Beweis verwendeten Hilfssatz nach:

Hilfssatz 6.1 (Spektralradius): Fir jede Matriz B € B™" gibt es zu jedem beliebig
kleinen £ > 0 eine naturliche Matrizennorm || - ||z, so dass

spr(B) < || Bl < spr(B) +&. (6.1.11)
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Beweis: Die Matrix B ist &hnlich zu einer Dreiecksmatrix

Ti1 *°* Tim
B=T'RT, R= o],

0 Trn
mit den Eigenwerten von B auf der Hauptdiagonalen, d. h.:

spr(B) = max |r;.

Fiir ein beliebiges 4 € (0, 1] setzen wir

1 0
5 11 0
55 = N 4 RCI = b
- 0 Tan
0 g1
[ 0 T182 |5T13 res ﬁn_ﬂrh‘ |
QJ = . T 57—:1:—2,!1 1
Tn—1n
0
und haben damit
ri drig cer 8",
Rs = S;'RS; = o ' = Ro + 8Qs.
i 15?'“_ 1n
0 Ton

Wegen der Regularitat von S5 'T wird durch

lllls := IS5 ' Txll2, =R,
eine Vektornorm erklirt. Dann ist wegen R = S;HsS; 1.

B =T 'RT = T7'8;R;S; 'T

fir alle = € R* und y = S; 'T'z:
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|Bzlls = |IT-'SsRsS; Tx||s = | Rsyll2
< || Royllz + 6lQsyll2 < {maxicica [rul + dp} [yl
< {spr(B) + du}|[x|ls

mit der Konstante

M= ( i |Tij|2) Uﬂ-
ij=1
Also ist

B
1B=lls o pr(B) + o,
cer=\{0p |||l

und die Behauptung folgt mit §d ==/pu. Q.ED.

Der Spektralradius der lterationsmatrix B bestimmt also das asymptotische Konver-
genzverhalten der Iterierten z* bzgl. jeder Vektornorm. Zu jedem = > 0 existiert ein
t- € M, so dass

ll=" — zll < (spr(B) +&)*[lx® — x|l (t = te).

Dies li=st sich wie folgt interpretieren: Ist etwa spr(B) < p = 1, so erhélt man nach f
Schritten die zur weiteren Reduktion des Fehlers ||zt —z|| um den Faktor 10~! (d. h. zur
Gewinnung einer Dezimalstelle Genanigkeit) erforderliche Anzahl von Iterationsschritten
aus der Begiemmg p* < 107! zu

1 In(10
f o — __nd0) (6.1.12)
logop  1(p)

In unginstigsten Fillen mit z. B. spr(B) ~ 0.99 ist {; ~ 230. Fir Gleichungssysteme
der Grofenordnung n > 1000 bedeutet dies einen betrichtlichen Rechenaufwand zur
Erlangung einer akzeptablen Genanigheit.

Abbruchkriterien

Bei iterativen Verfahren ist es erforderlich, ein Abbruchkriterium anzugeben. Zunéichst
erhalten wir durch Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes die Fehlerabschitzung

=t — =l = li l=* — =1, (6.1.13)
-9
mit der ,, Kontraktionskonstante® g = ||B|| < 1. Bei vorgegebener Fehlertoleranz = > 0
kinnte man das Verfahren dann abbrechen, sobald fiir die relative Anderung gilt:

5 . 1Bl
I = T=11B]

(6.1.14)

Zur Realisierung dieser Strategie wird aber eine Schitzung fiir die Norm || B|| bzw. fir
spr(B) bendtigt. Diese muss indirekt ans den berechneten Iterierten z*, d. h. a posteriori
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im Verlauf der Rechnung, gewonnen werden. In der Regel kann die Iterationsmatrix B =
I — C~'A mit vertretbarem Aufwand gar nicht explizit gebildet werden. Methoden zur
Bestimmung von spr(B) werden im Kapitel iiber Eigenwertanfgaben diskutiert.

Alternativ kénnte man auch das Residuum ||Azf — b|| abfragen. Uber die Argumen-
tation

=t —r=AY A" —b), b=Azx

1 1
I < AT A — b, — >
TR
erhalt man et JAX — b
I X —
Nl < cona(a) 122 20
E o

Dies hat allerdings den Nachteil, daf dazu extra Az* berechnet werden miifite, und daff im
Falle cond(A) % 1 eine starke Unterschétzung des tatséchlichen Fehlers erfolgt. Zudem
ist cond(A) selbst natiirlich wieder nur schwer schitzbar (noch schwieriger als spr(B) ).
Wir verweisen hierfiir auch auf das Kapitel iiber Eigenwertanfgaben.

Konstruktion von Iterationsverfahren

Bei der Konstruktion der Iterationsverfahren etwa auf dem ersten der angegebenem Wege,
d. h. bei der Wahl der Matrix ', miissen zwel wesentliche Ziele beriicksichtigt werden:

— spr(l — C~'A) soll méoglichst klein sein.

— Die Gleichungssysteme Cz! = (C — A)z*! + b sollen moglichst leicht (und mit
wenig zusitzlichem Speicherplatzbedarf!) losbar sein.

Leider widersprechen sich diese beiden Primissen; die extremen Lisungen sind:

C=A = spr(I-C'A)=0
C=D = spr(I-D'A)~ 1.

Man wird also einen gewissen Kompromiss eingehen. Inwieweit dies beim Jacobi- und
beim Gauf-Seidel-Verfahren gelungen ist, wollen wir jetzt untersuchen. Zunfchst ist fest-
zustellen, dass Punkt (ii) in beiden Fillen gut erfiillt ist, denn in jedem Iterationsschritt
ist beim Jacobi-Verfahren nur ein Diagonalsystem und beim Gaufi-Seidel-Verfahren ein
unteres Dreieckssystem zu ldsen. Fs wird anferdem nicht mehr Speicherplatz bendtigt,
als zur Speicherung der Matrix A erforderlich ist. Dies lisst vermuten, dass der Spektral-
radius von I — C~!'A nicht besonders klein sein wird. Trotzdem lisst sich fiir eine grofe
Klasse von Matrizen wenigstens die Konvergenz der Verfahren garantieren, wenn diese
auch oft sehr langsam ist.
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6.1.1 Jacobi- und Gaufi-Seidel-Verfahren

Satz 6.2 (Starkes Zeilensummenkriterium): Geniigen die Zeilensummen der Ma-
triz A € R™" der Bedingung (strikte Diagoneldominanz)

Z lask] < lagil, 7=1,...,m, (6.1.15)
k=1k#j

so ist spr(J) < 1 und spr(Hy) < 1, d. h. Jacobi- und Gauf-Seidel- Verfahren konvergie-

TET.

Bewaeis: Seien A € o(J) baw. p € o(Hy) und v bzw. w zugehirige Eigenvektoren
(beachte a;; # 0), d. h.:
M =Jv=—-D"YL+Rw

bzw.
pw = Hyw = —(D+ L) 'Rw < pw = —D}{pL+ R)w.

Hieraus folgt zundchst im Falle ||v]|o = ||w]|ee = 1

n

> gl }<1.

A < D7 (LA Rl = max {—
i= las| A5

1,...m

Ferner ist

- 1
1 < 1D et R)low < o { i [ 3 lnlagel + Y lad | }.
1<5<n |aﬁ| k<j

k=i
Im Falle |p| = 1 ergibe sich der Widerspruch
lul < |l 1D L+R)lles < Insl,
s0 dass auch |p| < 1 sein muss. Q.ED.

Matrizen mit der Figenschaft aus Satz 6.2 heiflen  strikt diagonaldominant®. Fiir die
Bediirfnisse der Praxis ist die Bedingung zu einschrinkend; die einfache Modellmatrix ans
Abschnitt 4.3

B -1, 1 -1
I, B -I 1 4 -1
A= : ‘ 16, B-= 4
-Iy B -1 -1 4 1
I, B -1 4

ist z. B. zwar diagonaldominant, aber nicht strikt diaponaldominant. Sie ist jedoch in
einigen Zeilen (z. B. der ersten) strikt diagonaldominant. Dieser Umstand kann nun zum
Nachweis der Konvergenz des Jacobi- und des Gaufi-Seidel-Verfahrens verwendet werden.
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Definition 6.1: Fine Matrir A € B™" heifit irreduzibel®, wenn es keine Permutati-
onsmatric P gibt, so dass
A
pAPT = | "
Ay Ap

(simultane Zeilen- und Spaltenvertauschung) mit Matrizen A; € BP*P, Ay € R%9, A,
ERT, pg>0,ptg=n.

Hilfssatz 6.2 (Irreduzibilitit): Fine Matrir A € B™™" ist genou dann irreduzibel,
wenn der rugehorige gerichiete Graph

GlA) = {Km:-ten P, ..,P,, Kanten ;P < a3 #0, j k=1,..,n}

zusammenhdngend ist, d. h.: wenn zu jedem Knotenpaar {F;, Fi} eine gerichiete Kan-
tenverbindung zwischen F; und Py ezistiert.

Beweis: Die Reduzibilitat von A ldsst sich auch wie folgt formulieren: Es existiert eine
(nicht—triviale) Zerlegung N, = J U K der Indexmenge N, = {1,...n}, J K # @,
JNK =0, so dass ayp = 0 fiir alle Paare {j,k} € J x K. Der Zusammenhang des
Graphen (A) bedeutet nun, dass es zu je zwei Indizes j, & stets eine Kette von Indizes
,...,1m € {1,...,n} gibt, so dass

iy ?é[]’ Ty ?é[]:l“' s @G yim %ﬂ‘.- aimk%ﬂ-
Hieraus liest man direkt die behauptete Charakterisierung ab (Ubungsaufgabe). Q.E.D.

Fiir irreduzible Matrizen kann die Bedingung des starken Zeilensummenkriteriums
dentlich abgemildert werden.

Satz 6.3 (Schwaches Zeilensummenkriterium): Genigen die Zeilensummen einer
irreduziblen Matriz A € B™™" den Bedingungen

n

3 lagl <lajl fir j=1,...,m, (6.1.16)
k=1 k#j
> lawel < lar| firein re{l,...,n}, (6.1.17)
E=1ks#r

so ist A reguldr und spr(J) < 1 sowie spriH;) < 1, d. h. Jacobi- und Gauf-Seidel-
Verfahren konvergieren.

Beweis: Wegen der Irreduzibilitit von A ist notwendig

n
Zlﬂjkl =0, j=1...,m
k=1
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und wegen der Diagonaldominanz folglich a;; # 0, j =1,...,n. Jacobi- und GauB-Seidel-
Verfahren sind also durchfiihrbar. Mit Hilfe der Diagonaldominanz erschliefit man analog
zum Beweis von Satz 6.2:

spr(J) =1, spr(Hy) < 1.

Angenommen, es gibt einen Figenwert A € o(J) mit |A| = 1. Sei v € C™ ein zugehdriger
normierter Eigenvektor, so dass |v,| = ||v]|e = 1. Es gilt dann

|A] Jws] = i=1,...,n. (6.1.18)

Aufgrund der Irreduzibilitit von A gibt es nun Indizes ¢;,...,4i,,s0dass a #0,..
a;_r # 0. Durch mehrfache Anwendung von (6.1.18) folgt so der Widerspruch (|A] = 1)

1
el = Pl < 253 lakl el < ol
J:;Er
el = Dol < g { X lotl ol + o] 0]} < ol
Etim,r ;,é[]

ol = Dol < @22 { X |a,1k|||u||m+!a...a al } < ol

kEi,ia
lole = Dol < G { Y lowd ||v||m+!a..1 |v.1|} < olles-
ka1

Also muss spr(J) < 1 sein. Analog erschliefit man unter Verwendung von (6.1.18) auch
spr(Hy) < 1. Wegen A= INI—J) muss A dann regulir sein. Q.ED.

6.1.2 SOR-Verfahren

Fiir die in der Praxis anftretenden grofien, aber diinn besetzten Matrizen ist spr(J)
bzw. spr(H;) nahe bei Eins, so dass Jacobi- und Gaufi-Seidel-Verfahren viel zu langsam
konvergieren. Man versucht daher, die Konvergenz durch Einfiihrung eines (oder mehre-
rer) sog. ,Relaxationsparameter” zu beschleunigen. Beim ,SOR-Verfahren® (Successive
OverRelaxation method) berechnet man im #-ten lterationsschritt ausgehend von dem
Ganfi-Seidel-Zwischenwert

- {n-Ta- L)
kg
die nichste Iterierte Ij, als Linearkombination

¢ -t -1
I, =D1.ij+{1 —[.:J:IIj
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mit einem Parameter w > 1. Im Fall w = 1 ist dies gerade das Gaufi-Seidel-Verfahren.
Im Falle w = 1 spricht man von , Unterrelaxation®. Die Iterationsmatrix des Relaxati-
onsverfahrens erhfilt man aus den Beziehungen

f=wD ' {b—Le* —Re* '} + (1 —w) 2!

als
H,=(D+wL)™[(1 —w) D —wR),

d. h.: Der Iterationsschritt lautet

= H,o '+ w(D+wkL) b (6.1.19)
Der folgende Hilfssatz zeigt, dass man sich beim Relaxationsverfahren auf den Parame-
terbereich 0 < w < 2 beschranken muss.
Hilfssatz 6.3 (Relaxation): Fir eine beliebige Matrizr A € B™" mit reguldrem Dia-
gonalanteil ) gilt

spr(H,) > |lw—1], weR. (6.1.20)

Beweis: Der Beweis ist fiberraschend einfach. Wir formen wie folgt um:

H, = (D+wLl)[(1-w) D —wR| = (I+w DL DD [(1-w) ] — mu]

Y =T
Diann gilt
det(H,) = det(I+wL'))~" - det((1—w) I—wR') = (1—w)™.
=1 - (1-w)"
Wegen det (H,) = [[i; A (As € H,) folgt notwendigerweise
spr(H,,) = max [ > (HM )" =1n-w

Q.ED.
Fiir positiv definite Matrizen 14sst sich die Aussage von Hilfssatz 6.3 in gewisser Weise
umkehren.
Satz 6.4 (SOR-Verfahren): Fiir eine positiv definite Matric A € BR™*" gt
sprif,) <1, fir D<sw<2; (6.1.21)

insbesondere ist das Gaufl-Seidel-Verfahren konvergent.
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Beweis: Wegen der Symmetrie von A ist R= LT, d. h. A= L+ D+L" . Sei A € o(H,)
beliebig fiir 0 < w < 2, mit einem Eigenvektor v € B™, d. h. H v = Av. Es gilt also

(1—w) D—wL™) v = A(D4+wL)v

bzw.
w(D+ LTy v = (1=X) Dv — Awlv.

Hiermit erschliefit man
w(D+ LT v+ wlv

(1—X) Dv — dwLv + wlu
— (1-A\)Dv+w(1-A) Lo,

w A

und

M Av = dw (D+LT) v + dw Lo
=M (D+ LT v+ (1-2) Dv—w(D+LM)v
= (A-Dw(D+LT) v+ (1-A) Dv
= (1-A)(1—-w) Dv — (1-A) wL v

Wegen vT Lv — o7 LTv folgt

wil Av = (1=X)v" Dv+ w(1—A) v’ Lo
dwv® Av = (1=2)(1—w) v Dv — (1=X) wr” Lu,

und hieraus durch Addition
w({l+A) v’ Av = (1-2) (2—w) v” Dw.
Da mit 4 auch D positiv definit ist, gilt
TAv =0, +TDv=0.

Folglich ist unter Beachtung von 0<w <2 notwendig A s +1, und es gilt

1_1+l_2—vaD‘v 0
B=1 3" w Tav

Durch Auflosen nach A erhalten wir schliefilich

_ el
|A|—|F+1-~:1,

Was 711 Zeigen war. Q.ED.
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Definition 6.2: Die qualitative Konvergenzaussagen der letzlen Satze lassen sich fir eine
gewisse Klasse von Matrizen wesentlich verschirfen. Man nennt die Matriz A € R™*"
mit der additiven Aufspalfung A = L+ D+ R konsistent geordnet®, wenn die Eigenwerte
der Matrizen

J(a)=—-DYaL+a 'R}, a€C,

unabhdngig vom Parameter o also stets gleich denen der Jacobi-Matriz J = J(1) sind.

Man kann zeigen, dass neben anderen die oben eingefiihrte Modellmatrix | konsistent
geordnet” ist. Die Bedeutung dieser Eigenschaft besteht darin, dass man in diesem Fall
explizit angeben kann, wie die Eigenwerte von J mit denen von H_, zusammenhingen.

Satz 6.5 (Optimales SOR-Verfahren): Die Matrir A € R™™" sei konsistent geordnet
und 0 < w < 2. Dann besteht zwischen den Eigenwerten p € o(J) und A € o(H,,) die
Beziehung

Ay — At w— 1. (6.1.22)

Bewaeis: Seijen A, p € C zwel Zahlen, welche der Gleichung (6.1.22) geniigen. Im Falle
0+ Aeo(H,) ist dann H,v = Av Aquivalent zu

(1 —w)f —wD 'Ry v =AI +wD ' L)v

bzw.
(A+w—1v=—-A"u(A2DL 4+ A7V2DIR) v = AT (A1) v,

Also ist v Eigenvektor von J(AY?) zum Eigenwert

Adw—1

H= 3y
Mit der Voraussetzung an A folgt auch p € o(J). Umgekehrt erhilt man fir g € o(J)
auf diese Weise auch A € o(H,). Q.ED.

Als direkte Folgerung aus diesem Resultat erhalten wir fiir konsistent geordnete Ma-
trizen fiir das Ganfi-Seidel-Verfahren (Fall w = 1) alternativ spr(H;) = 0 oder die
Beziehung

spr(H;) = spr(J)%. (6.1.23)

Im Falle spr(J) = 1 konvergiert das Jacobi-Verfahren. Zur Reduzierung des Fehlers um
den Faktor 10~! sind dann mit dem GauB-Seidel-Verfahren nur halb so viele Iterationen
erforderlich. Im allgemeinen ist das Gauf-Seidel-Verfahren dem Jacobi-Verfahren vorzu-
ziehen. (Dies darf jedoch nicht generalisiert werden, da man Beispiele konstruieren kann,
bei denen jeweils das eine, aber nicht das andere Verfahren konvergiert.)
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Fiir konsistent geordnete Matrizen ldsst sich aus der Identitit (6.1.22) der ,optimale®
Relaxationsparameter wqg, € (0,2) mit

SPr(Hupe ) < spr(f.), we (0,2),

explizit ableiten. Im Falle p:=spr(J) < 1 gilt fir 0 < w < 2:

sPl‘I[Hm}={ [:I_l ' o = 0
Hpw+ Vi 4w —-1)) |, w< o,
1 T T
0.8} spr(H.) 1
0.6+ s
04 .
0.2 .
0 . . . W

1 wppt 2
Abbildung 6.1: Spekiralradius der SOR-Matriz als Funktion von w

Dann ist
2 1—/1-p°
Wopt = ———— . SPr(Hupy) = wopt — 1 = — Y ——F -1, (6.1.24)
A+ /I-2 ol R 1+/1-F2

I. Allg, ist der genaue Wert fiir spr(J) nicht bekannt. Da die linksseitige Ableitung der
Funktion f(w) = spr(H,) fir w — wepe singulfr wird, ist es bei Schitzungen von wop
besser, einen etwas zu grofien als zu kleinen Wert zu nehmen. Mit Hilfe von Einschlie-
Bungssitzen oder auch nur der Schranke p < ||J||.. erhilt man obere Schitzungen g = p.
Im Falle g < 1 erhilt man damit durch

2 2
W = = = W}
T+ 1-F  14+4/1-7 o

eine obere Schitzung & > wopy mit

spriHz) =@ —1= :—\/_ “::; <1. (6.1.25)

Diies setzt natiirlich voraus, dass die Formel (6.1.24) iiberhaupt anwendbar ist.

Beispiel 6.1: Konvergenzverbesserung durch Uberrelaxation:

0.81 0.39
sprif;) = Spl'{.f:l? = { 0.99 = spr(H.,,) = { ‘
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6.2 Abstiegsverfahren

Im Folgenden betrachten wir eine Klasse von Verfahren zur Losung linearer Gleichungzsy-
steme, die primér auf symmetrische, positiv definite Koeffizientenmatrizen zugeschnitten
sind.

Sel A € R™*" eine (symmetrische) positiv definite Matrix, d. h.:

(Az,y) = (z,4y), Vz,yeR"

(6.2.26)
(Az,z) > 0, VYzeR™n\{0}.

Es bezeichnet wieder (-,-) das euklidische Skalarprodukt auf B™ und || - || die enkidi-
sche Vektornorm. Zugehorig zur Matrix A werden das sog. , A-Skalarprodukt® und die
zugehdrige A-Norm* definiert:

(z,y)a := (Az,y), |lzlla = (Az,z)"2 (6.2.27)

Wir haben friiher schon einige wichtige Figenschaften symmetrischer, positiv definiter
Matrizen kennengelernt: Thre Eigenwerte sind reell und positiv, A =M <. . <A, =1 A
und es existiert eine zugehrige Orthonormalbasis {wy,...,w,} von Eigenvektoren. Fiir
den Spektralradius und die Spektralkonditonszahl gilt

A
3
Grundlegend fiir das Folgende ist die Charakterisierung der Lisung r € B® des Glei-
chungssystems Ar = b als Minimum eines quadratischen Funktionals anf B™.

spr(A) = A, condy(A) = (6.2.28)

Satz 6.6 (Minimierungseigenschaft): e Matriz A sei (symmetrisch) positiv defi-
nit. [he eindeutige Ldsung des Gleichungssystems Ar = b ist charakferisiert durch die
Eigenschaft

Qr) <Qly) VyeR" y#x, (6.2.20)
mit dem quadratischen Funktional
Qy) = 3(Ay,y) - (by), yeR" (6.2.30)

Beweis: Sel rundchst Ar =b. Fiir y £ ¢ ist dann

Qly) —Qiz) = % {(Ay,y) — 2(b,y) — (Az,z) +2(b,z) }
= 3 {(Ay,y) — 2(Az,y) + (Az,7) }
= §(Alz —yl,z—y) >0,

wegen der Definitheit von 4. Ist umgekehrt Cx) < Qy), fiir * # y, d. h. ist r ein
Minimum der Funktion ) auf RE™, so muss notwendig gradC(x) = 0 sein. Dies bedeutet
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perade, dass gilt:
1 8 —
gE{I}=§aI_ ZﬂjkIJIk Zbkfk_zthkrk—b =10,
' ¥ k=1 Ti
fiir é = 1,...,n; man beachte a;z = ag;. Also ist Ax = 5. Q.ED.

Wir halten fest, dass der Gradient von  in einem Punkt y £ B™ gegeben ist durch
gradQ(y) = 3 (A+ ATy —b= Ay —b. (6.2.31)

(Dies ist gerade der  Defekt* im Punkt y.) Die sog.  Abstiegsverfahren® bestimmen
nun ausgehend von einem geeigneten Startvektor =™ € R™ eine Folge von Iterierten
=t t € M, durch

ot — ot 4 gt (6.2.32)

Dabei sind die r* vorgegebene oder auch erst im Verlanf der Iteration berechnete “Ab-

stiegerichtungen”, und die “Schrittweiten” o € R sind durch die Vorschrift bestimmt
{sog. “line search™):

Q") = min Q(z* +arf). (6.2.33)

Wegen
d
Ev‘.‘.‘,}'{ﬂ:i + crr*} = g‘[‘ad@{f + r:rr*] .t = {fl.ft —b, r*} + u{Ar*.I_ r*}

ist notwendig

o= — L, At —b—graaQ(e).

Definition 6.3: Das allgemeine Abstiegsverfahren bestimmit ausgehend von einem Start-
wert = € B™ eine Folge von [terierten =t € R™, t = 1,2, ... nach der Vorschrift:

Gradient g' = Az* — b, Abstiegsrichtung v,
o {giari}
BENCEXDK

Ho_ gty uir‘.

Praktisch giinstiger ist die folgende Schreibweise, bei der man eine Matrix-Vektor-Multiplikation
spart, wenn man den Vektor Ar* abspeichert:

Startwerte: P eR", "= A" b
fiir ¢t = O gt = Art — b, Abstiegsrichtung +*
0y = _(Ed.g:t"::r]? =zt fayrt, g = g' +a, ATt
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Unter Verwendung der Notation ||y||g := (By,y)"? gilt

2Q(y) = || Ay — blfa-2 — [Ibll3-+ = lly — =l — ll=ll, (6.2.34)

d. h.: Die Minimierung des Funktionals ¢J{-) ist A&quivalent zur Minimierung der Defekt-
norm ||Ay — b4 bzw. der Fehlernorm |ly — |4 .

6.2.1 Gradienten-Verfahren

Diie verschiedenen Abstiegsverfahren unterscheiden sich im Wesentlichen durch die jewei-
lige Wahl der Abstiegsrichtungen +*. Die einfachste Méglichkeit wire, die Richtungen r*
zyklisch die kartesischen Einheitsvektoren {e!,... "} durchlaufen zu lassen. Die so er-
haltene iterative Methode wird  Koordinatenrelaxation® genannt; sie ist im Wesenlichen
dquivalent zum Gauf-Seidel-Verfahren (Ubungsanfgabe). Naheliegender ist die Wahl der
Richtung des stirksten Abfalls von Q(-) im Punkt ! als Suchrichtung:

rt — —gradQ(x}) — —g". (6.2.35)

Definition 6.4: Das ,Gradientenverfahren® bestimmt eine Folge von lterierten =t ¢ B™
gemdfl der Vorschrift:

Starfwerte: PR, %= A" b
" . _ _lgt®
fiir ¢ 2 0: U= Us
£ — 2t gt gt = gt — aAgh.

Im Falle (Ag', g') = 0 ist notwendig auch ¢' = 0, d. h.: Die Iteration kann nur mit
Ax' = b abbrechen, d. h.: ! ist dann Lisung des Gleichungssystems.

Satz 6.7 (Gradientenverfahren): Ist die Matrir A & B™™" positiv definit, so kon-
vergiert das Gradientenverfahren fiir jeden Startvektor ° € R™ gegen die Lisung des
Gleichungssystems Ar =b.

Beweis: Wir fithren das sog.  Fehlerfunktional® ein

E(y) = ly—z|}i=(y— =, Aly—1]), yeR"

3

und setzen zur Abkiirzung &' = r* — z. Mit diesen Bezeichnungen gilt dann

E(z*) — E(z**) _ (e, Aet) — (et Aett!)

E(zh) (et, Aet)
_ (!, Ae') — (' — augt, Ale! — aug’])
(&, Ac)

_ 204, Ag") — ai(d", Ag')
(ef, Aet)
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und folglich, wegen Ae® = Azt — Axr = Art — b= gt,

E(z') — BE(z"")  2a4lg"|* — oilg", Ag’)
E(z*) (g, A~'g')
gl
(¢, Ag')(g*, A 1g")

Fiir die positiv definite Matrix A gilt
Alyl® < (w, Ay) < Allgl®, A7wl® < (3, A7) < A7yl

mit A = Agin(A) und A = Ap(A). Im Falle =8 & =, d. h. E(z*) # 0 und ¢* # 0,
erschliefit man damit

lg1I* - llg*ll* A

(¢, Ag")(g", A1g") = AlgIPATlg P A’
bzw.
E(z") < {1-x'}E(z"), &:= condu(A).
Wegen 0 < 1 — 1/x < 1 konvergiert somit fiir jedes = € R™ das Fehlerfunktional
Elrt) = 0(t = oc),d h: ot =z (t = 0). Q.ED.

Fiir eine verschirfte Abschitzung der Konvergenzgeschwindighkeit des Gradientenver-
fahrens bendtigen wir das folgende Resultat von Kantorowitsch:

Hilfssatz 6.4 (Lemma von Kantorowitsch): Fir die positiv definite Matriz A € B®
mit kleinstern Eigenwert A und groftem FEigenwert A gilt

4
4 AA - < ||| _
(A—=AP ™ (v, Ay)(y, A 1y)

VyeR" (6.2.36)

Beweis: Seien A = A; < ... < A, = A die Figenwerte von A und {wy,...,w,} eine
zugehrige Orthonormalbasis von Eigenvektoren. Ein beliebiger Vektor y € B™ gestattet
die Entwicklung y = 3.}, y;uw; mit den Koeffizienten y; = (y, w;). Dann gilt

Iyl _ i) _ 1 _ #l¢)
(v, Ay, A™ly) (e 2ad) (T A ') (DL AG) (T A6 w(d)

mit den Bezeichnungen

(= (Lli=t,.m, Gi= HE(Z !J'.-ﬂ}_]:
i=1

PO =D NG, »(O=0 X&)

i=1 i=1
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Da die Funktion f{A) = A~! konvex ist, folgt aus 0 < & <1 und Yoo, G=1, dass gilt:

Z J'l..-_lgi = {Z MG)™

Wir setzen g(A) := (M + A — A)/(AAs) .

i. b

Abbildung 6.2: Skizze zu Beweis des Lemma von Kantorowitsch

Offenbar liegt () fiir alle Arpumente { stets auf der Kurve f(A), und () liegt stets
zwischen den Kurven f(A) und g{A) (schraffierter Bereich). Folglich gilt

0O o pin T _ fM M2
(0~ MB g gt A2 (a b A

Q.E.D.

Satz 6.8 (Fehlerabschiitzung): Fiir das Gradientenverfahren gilt die Fehlerabschdtzung

1-1/k
1+1/x

t
et —zlla < (57 ) I2°—zlla, teN, (6.2.37)

mit der Spektralkonditionszahl k = condy(A) = AJ/A von A.

Beweis: Im Beweis von Satz 6.7 wurde die folgende ldentitat gezeigt:

iyl
@) ={1 - Grag (o aign B

Diese ergibt mit der Ungleichung von Kantorowitsch

E(z*) {1— ﬁ}};{fh(%)zg{z‘].



204 KAPITEL 6. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME II (ITERATIVE VERFAHREN)

Diaraus folgt dann durch sukzessive Anwendung

A—An2
et —lly < (55 ) 1=°— <k, teN.

Q.E.D.

Der Beziehung

(. d") = (g¥ — aAg', g")

6.2.38
llgtl|® — e, (Agt, g*) = 0. ( )

entnehmen wir, dass die Abstiegsrichtungen * = —g* des Gradientenverfahrens in je-
weils direkt anfeinanderfolgenden Schritten orthogonal sind. Dagegen kann gt? weit
von Orthogonalitit zu g abweichen. Dies fithrt zu einem stark oszillatorischen Konver-
genzverhalten des Gradientenverfahrens besonders bei Matrizen A mit weit auseinander
liegenden Eigenwerten. Dies bedeutet etwa in Fall n = 2, dass das Funktional €){-) stark
exzentrische Niveaulinien hat, und sich die Iterierten in einem Zickzackkurs der Lasung
anndhern (siche Abb. 6.2.1).

Qly)=konst.

o -.."_._.-"'E':u}

Abbildung 6.3: Oszillierende Konvergenz des Gradientenverfahrens

6.2.2 CG-Verfahren

Dias Gradientenverfahren nutzt die Struktur des quadratischen Funktionals ¢J{-), d. h. die
Verteilung der Figenwerte der Matrix A, nur lokal von einem Schritt zum néichsten aus.
Es wire giinstiger, wenn bei der Wahl der Abstiegsrichtungen auch die bereits gewonnenen
Informationen iiber die globale Struktur von £}{-) beriicksichtigt wiirde, d. h. wenn etwa
die Abstiegsrichtungen paarweise orthogonal wiren. Dies ist die Grundidee des , Verfah-
rens der konjugierten Richtungen® ( conjugate gradient method®; kurz | CG-Verfahren®)
nach Hestenes® und Stiefel® (1992), welches sukzessive eine Folge von Abstiegsrichtungen
d'® erzeugt, die bzgl. des Skalarprodukts (-,-)4 orthogonal sind (, A-orthogonal®).

Magnus R. Hestenes (1906-1991): US-Amerikanischer Mathematiker; arbeitote am National Burean
of Standards (NBS)und an der University of California at Los Angeles (UCLA); Beitrige zur Optimierung
und Kontrolltheorie und zur Numerischen Linearen Algebra.

3Eduard Stiefel (1909-1978): Schweizer Mathematiker; seit 1943 Professor for Angewandte Mathema-
tik an der ETH Zurich; wichtige Beitrige zu Topologie, Gruppentheorie, Numerische Lineare Algebra
(CG-verfahren) und Approximationstheorie sowie zur Himmelsmechanilk.
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Zur Herleitung des CG-Verfahrens verwenden wir den Ansatz
B, := span{d",--- ,d'""} (6.2.39)

mit einem noch zu bestimmenden linear unabh&ngigen Satz von Vektoren d° und suchen
die Iterierten in der Form

i—1

ot =2+ ad € °+ B, (6.2.40)
i=0
s0 zu bestimmen, dass
)= mi Ar' —bl|gr = mi Ay — blla-. 6.2.41
Q)= min Q) © [z —blar = min |l Ay—bllss (6:241)

Durch Nullsetzten der Ableitungen von ()-) nach den «; sehen wir, dass dies Aquivalent
ist zu den sog. ,,Galerkin®-Gleichungen*:

(Az* —b,d) =0, i=0,...,t—1 (6.2.42)

"1

bzw. in Kurzschreibweise Azt —b=g" L B;.

Bemerkung 6.1: Es sei bemerkt, dass (6.2.42) nicht von der Symmetrie der Matrix
A abhingt. Ausgehend von dieser Beziehung lassen sich auch CG-artige Verfahren fiir
unsymmetrische und sogar indefinite Gleichungssysteme ableiten. Diese werden allgemein
,Projektionsverfahren® genannt.

Setzt man den obigen Ansatz fiir ¢ in die Orthogonalititsbedingung (6.2.42) ein, so
erhalt man ein regulidres Gleichungssystem fiir die Koeffizienten o; (2 = 0,...,t—1). Es
sei nochmals daran erinnert, dass die Galerkin-Gleichungen (6.2.42) dquivalent sind zur
Minimierung der Defektnorm || Ax*—b||4-: oder der Fehlernorm ||z* —xz||4 iiber 2%+ B, .
Eine natiirliche Wahl fiir B, sind die sog. Krylow*-Riume

B; = Ky(d"; A) := span{d”, Ad",..., A" 'd"}, (6.2.43)

mit einem Vektor d°, etwa d° := b — Az” zu irgend einem Startvektor z". Dies ist
motiviert durch die Beobachtung, dass aus A'd® € K,(d"; A) notwendig —g* = b— Az* =
d® + A(? — ) € d° + AK,(d" A) € K,(d"; A) folgt. Wegen g* | K,(d°; A) impliziert
dies dann ¢* = 0 gemél Konstruktion.

Das CG-Verfahren erzengt nun Abstiegsrichtungen, die eine A-orthogonale Basis des
Krylow-Raumes K,(d"; A) bilden. Dazu wird induktiv vorgegangen: Ausgehend von ei-

4Boris Grigorievich Galerkin (1871-1945): Russischer Bauingenicur und Mathematiker; Professor in
St. Petersburg; Beitrage zur Struktur-Mechanik, insbesondere zur Plattentheorie.

% Aleksei Nikolaevich Krylov (18363-1945): Russischer Mathematiker; Professor an der Sov. Akademie
der Wissensch. in St. Petersburg; Beitrsige zu Fourier- Analysis und Differentialgleichungen, Anwendungen
in der Schiffstechnik.
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nem Startpunkt U mit Residuum® (negative  Defekt*) d° — b — Az” seien Iterier-
te ' und zugehdrige Abstiegsrichtungen d'(i = 0,...,t — 1} bereits bestimmt, so dass
{d® ..., d""'} eine A-orthogonale Basis von K,(d" A) ist. Zur Konstruktion des nichsten
d* € Ky31(d”; A) mit der Eigenschaft & 1, K,(d"; A) machen wir den Ansatz

-1
d=—g + 3 D € Ky (d% A) (6.2.44)

=0
Dabei wird 0.B.d.A. angenommen, dass g' = Az* — b ¢ K,(d% A) ist, da andernfalls
gt =0 bzw. ' =z wire. Dann gilt fiir i =0, ..., ¢t — 1:
-1
(d', Ad') = (—g", Ad') + ) BN (&, Ad') = (—g* + B ', Ad). (6.2.45)
=0

Fiir i < t—1 ist (g*, Ad) = 0 wegen Ad® € K,(d A) und demnach 8! — 0. Fiir
i =t—1 fiihrt die Bedingung

0=(—g', Ad™") + BiTi(d" ", Ad"Y) (6.2.46)

i1 den Formeln

B, 4= gt — (g, Ad*")

=y = m? di = —g* + ,Bg_ldi_ln {6.2.47}

Die néichsten Iterierten =**! und g**! = Az**' — b sind dann bestimmt durch

. (g',d*) =1 ¢ 1 _
o=y =T tadt, g =g+ Ad. (6.2.48)

Diies sind die Rekursionsformeln des klassischen CG-Verfahrens. Nach Konstruktion gilt
(& Ad) = (g',d) =0, i<t—1, (g¢'4"")=0. (6.2.49)
Diamit folgern wir, dass

Igtl? = (& — Beoad'™!, —g*! + o AdY) = ay(dt, AdY), (6.2.50)

g™ |2 = (6" + ceAd, g*) = ar( Ad', **1). (6:251)

Diies gestattet einige Vereinfachungen in den Formeln, namlich

llg*II> )

(d*, Ad*)’

B — lg

i 0252

solange die Iteration nicht mit g* = 0 abbricht.
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Definition 6.5: Das CG-Verfahren bestimmt eine Folge von Iterierten ' € R™ gemafl
der Vorschrift:

Startwerte: DeR, d°=—g"=b— Ad°,
fiir t = 0: ay = %F:;":T}, ! — ot apdt, gt = g + o Adt,
(E=+1)g2
Bo=l, dH = gt 4 Bdt.

Nach Konstruktion erzeugt das CG-Verfahren eine Folge von Abstiegsrichtungen df,
welche automatisch paarweise A-orthogonal sind. Dies impliziert, dass die Vektoren
d", ..., d" jeweils linear unabhéngig sind, und dass folglich gilt:

span{d’,...,d" '} = R™. (6.2.53)

Wir fassen die bisher abgeleiteten Eigenschaften des CG-Verfahrens in dem folgendem
Satz zusammen:

Satz 6.9 (CG-Verfahren): Das CG-Verfahren bricht fiir jeden Startvektor =% € R
(bei rundungsfreier Rechnung) nach spdtestens n Schritten mit =™ = = ab. Dabei gilt in
jedem Schritt

Q(=") = min Qz ' + ad!) = Jmin Q) (6.2.54)

mit K, :=span{d®,... d"'}.
Dias CG-Verfagren gehirt also im Gegensatz zum Gradientenverfahren eigentlich zur Klas-

se der  direkten® Verfahren. In der Praxis wird sie jedoch wie ein iteratives Verfahren
angewendet, da

1. anfgrund von Rundungsfehlern die Richtungen &* nicht wirklich A-orthogonal sind,
und die Iteration nicht abbricht;

2. bei grofien Matrizen auch mit deutlich weniger als n Iterationsschritten schon
brauchbare Naherungen erzielbar sind.

Zur Vorbereitung des Hauptsatzes iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens
beweisen wir zunfchst den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 6.5 (Polynomiale Normschranke): Fur ein Polynom p e F, pi0) =1,
gelte auf einer Menge § C R, welche alle Eigenwerte von A enthalt,

sup |p(p)| < M. (6.2.55)
pES

Dann gilt
l|z* — zl|a < M||z° — | a. (6.2.56)
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Beweis: Unter Beachtung der Beziehung

t Il :
— = min —
=~k = min_lly—zla,

K, = Spaﬂ{du,. . .l_di_l} = span{ﬂﬂgm]?‘ ., Ai—lgﬂ}

finden wir
¢ . 0 0
' —zI||g = min ||r" —z+ plA .
It~ zlla = min | P(A)glla

Wegen g" — Ar" — b= A(z” — z) folgt weiter
" —zlla = min |7+ Ap(A))(z° — )|l

< min ||[I+ Ap(A 0 — 1|4 < min A L ,
< min |1+ Ap(A)la 2 ~zlla < _min _ p(4)]a]lz° ~ z]a

mit der von || - |4 erzeugten natiirlichen Matrizennorm || - ||4 . Fiir beliebiges y B
gilt mit einer Orthonormalbasis {wy,...,w,} aus Eigenvektoren von A:

y= Z Tawi, Y= (Y, wi),

i=1
und folglich
Ip(A)yllh = Ap(h)7? < MY An? = M [Jy%

i=1 i=1

Dies impliziert
A
lp()a— sup P4 gy
verm g0 [lvlla

und damit die Behauptung. Q.ED.

Satz 6.10 (CG-Konvergenz): Fir das CG-Verfahren gilt die Fehlerabschitzung

1-1/yk
1+1/x

mit der Spektralkonditionszahl k« = conda(A) = AfA von A. Zur Reduzierung des An-
Sfongsfehlers um den Faktor £ sind hochstens

t
et — zlla <2 ( ) I —zlla, teN, (6.2.57)

t(z) < 3 vk In(2/e) + 1 (6.2.58)
Tterationsschritte erforderlich.
Beweis: Setzt man S = [A, A] in Hilfssatz 6.5, so folgt

lzf —zlla £ min sup |p(u)|} [|=® — =4 -
peF, pll=1 {15;.5_.& }
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Dies ergibt die Behanptung, wenn wir zeigen konnen, dass

, 1— /AJAy¢
i, (o I} <2 (37n)

Diabei handelt es sich um ein Problem der Bestapproximation mit Polynomen bzgl. der
Maximumnorm (Tschebyscheff-Approximation). Die Liisung p ist gegeben durch

0 =TS 55 T3 55)

mit dem #-ten Tschebyscheff-Polynom T; aunf [—1,1]. Dabei ist

sup p(p) =T
Agph

A+
(ﬁtl ’

Aus der Darstellung
t t
Tip) =3 [(p+vVe?=1) + (u =2 = 1)], pel-1,1],
fiir die Tschebyscheff-Polynome folgt iiber die Identitét

E+1 K+ 142 k+1 2k (yVe+1)2? e+l
() o R _
k—1 k—1 k-1 k—1 Ve —1

r—1

die Abschiatzung nach unten

A+ A K41y Lpp/E+ 1yt p/m—1v _ 1 e+ 14t
n(33) - () 3 (F)  (E) 123 ()

Also wird R 1y
. —

olpu) <2 ——

2o, 70 <2 (725)

was (6.2.57) impliziert. Zur Herleitung von (6.2.58) fordern wir

2 (Vier) <

bzw.
2 VE+ 1y -1
t{f} = In (E) In (F) .
Wegen
z+1 1 11 11 2
) IF S W R
h]I—l 2{I+313+5I5+ }_I
ist dies erfiillt fiir ¢{z) = %\,.-".-_. In(2/=). Q.ED.

Wegen s — condpa(A) > 1 ist /k < x. Dadie Funktion f{A) = (1-A"1)(14A 1
fiir A = 0 streng monoton wachsend ist {f'(A) = 0), folgt:
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1-1/v& - 1-1/k

1+1/yx  1+1/k’
d. h.: Die Methode der konjugierten Richtungen sollte schneller konvergieren als das Gra-
dientenverfahren. Dies ist auch praktisch der Fall. Beide Verfahren konvergieren offenbar
umso schneller, je niher die Kondition condg,.(A) bei 1 liegt. Ist aber A % A, was in der
Praxis leider hiufig der Fall ist, konvergiert auch die Methode der konjugierten Richtungen
nur sehr langsam. Fine Beschleunigung der Konvergenz kann durch sog. , Vorkonditionie-
rung® erreicht werden, die wir im Folgenden beschreiben werden.

6.2.3 Allgemeinere CG-Verfahren und Vorkonditionierung

Unsymmetrische Systeme

Zur Lisung allgemeiner Gleichungssysteme Ar = b mit einer reguliren, aber nicht not-
wendig positiv definiten Matrix A € R® mit Hilfe des CG-Verfahrens kann man etwa zn
dem Aquivalenten System

AT Az = ATh (6.2.59)

mit der positiv definiten Matrix AT A iibergehen. Hierauf angewendet, schreibt sich das
CG-Verfahren wie folgt:

Startwerte: L eR", d°= AT(b— AL")
- Fl
fiir ¢ > 0: o = ks, (gf = ATAz — ATH)

ot — 2t 4 ad, g = ¢ + o AT AL
& — 2";':; ﬂ? IIi‘i+1 — _gH-l +'3‘d*.

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist dabei charakterisiert durch x(AT A). Das ganze Ver-
fahren beruht offenbar auf der Minimierung des Funktionals

Qly) == 5 (AT Ay, y) — (ATh,y) = || Ay — b]* — 3 |IBl1%, (6.2.60)

d. h. der Minimierung der Residuumsnorm || Ay—b|| , daher der Name ,, MINRES-Verfahren”.
Da w(ATA) ~ w(A)? ist, muss man mit einer recht langsamen Konvergenz des CG-
Verfahrens fiir nicht symmetrische Systeme rechnen. Andere CG-artige Verfahren for un-
symmetrische Matrizen mit i. Allg. besseren Konvergenzeigenschaften sind das ,GMRES-*
und das , BiCGstab-Verfahren® (s. die Literatur iiber Numerische Lineare Algebra).

Vorkonditionierung, PCG-Verfahren

Offensichtlich funktioniert das CG-Verfahren um so besser, je niher die Kondition der
Matrix A bei Eins liegt:

Amax(4) o 4 (6.2.61)

A = ) =
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Daher wird eine ,, Vorkonditionierung® vorgenommen, d. h.: Das System Ar = b wird in
ein dquivalentes umgeformt, AT — b, dessen Matrix A besser konditioniert ist. Sei €
eine symmetrische, positiv definite Ms,tmc, welche sich als Produkt darstellen ldsst,

C=KK" (6.2.62)

mit einer reguliren Matrix K . Das System Ar = b wird dann in der folgenden aquiva-
lenten Form geschrieben:

K'AKTy Y KTz = K. (6.2.63)
e e
A i b

Dias CG-Verfahren wird nun anf das System Az = b angewendet. Die Idee dabei ist, die
Matrix ' so zu wihlen, dass x(A4) < x(4) wird. Die Beziehung

(KT TAKT = (KT 'K'A(KT)'KT =c'A (6.2.64)
zeigt, dass bei der Wahl € = uivA die Matrix A &hnlich zu 1, d. h. s(A) = k(1) = I
wire. Folglich wird man ' als miglichst gute Approximation von A wihlen, wobei

natiirlich die Zerlezung € = KK' mit méglichst einfach zn invertierendem Faktor K
bekannt sein muss. Das CG-Verfahren sieht dann wie folgt aus:

Startwerte: i c r, & = —g'= b— Af°

fiir ¢ > 0: o — I ] B
= 2t tad, ' =g+ o Ad
I S T = 5 | 7
Be =g A =—g" + fud.
Diesen Algorithmus schreibt man iiblicherweise bezogen auf die urspriingliche Matrix A
und erhélt so das sog. \ PCG-Verfahren® ( Preconditioned PC method®).

Definition 6.6: Das PCG-Verfahren mit (regularer) Vorkonditionierungsmatriz C =
KK" bestimmt eine Folge von Iterierten =t € B® gemafl der Vorschrift:

Startwerte: "eR™, P =A"—b, CPP=4" d"=-—
fiir t = 0: oy = %1 £ e, gt — gt 4 o A®
Cpttl — gttl

+1 g1

ﬁi=%lﬁ dt+t =_P‘+1+.Bi"f-

Beim PCG-Verfahren ist in jedem Iterationsschritt ist also ein lineares Gleichungssystem
mit der Koeffizientenmatrix ¢ = KKT zu lésen. Dies bedingt, dass K etwa eine Drei-
ecksmatrix oder dhnliches sein sollte, so dass die Lésung von Cp' = g* durch einfaches
Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen erfolgen kann.
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Beispiel 6.2: Wir listen einige einfache in der Praxis gebmuchliche Vorkonditionierungen
fiir das CG-Verfahren.

a) Skalierung: Mit der iiblichen Zerlegung A = D + L+ R, R = LT wird gesetzt:

C =D, K=D"Y? Skalierungsmatrix
A=D"4p? 5 5, =1 (1<i<n).

Die Skalierung bewirkt, dass die Elemente von A anf etwa gleiche Grofenordming pe-
bracht werden. Dies reduziert die Kondition, denn es gilt folgender Satz: Der Eleinste
{grofite) Eigenwert einer symmefrischen, posifiv definiten Matriz ist hochstens (minde-
stens) so grofl wie das Eeinste (grofte) Diagonalelement, und die Kondition der Matric
ist mindestens so groff wie der Quotient aus dem grafiten und dem kleinsten Diagonalele-
ment.

b) SSOR-Vorkonditionierung: Mit einem Parameter w wird gesetzt

C=(D+wL) DD +wR) = (D? + wLD'2)(D'* + wD '2R).
K KT
Offenbar besitzt die Dreiecksmatrix K dieselbe schwache Besetzung wie A . Pro lterati-
onsschritt erfordert das so vorkonditionierte Verfahren etwa doppelt so viel Aufwand wie

das einfache CG-Verfahren. Dagegen gilt fiir die Modellmatrix (vgl. Abschnitt 6.3) bei
optimaler Wahl des Parameters w (i. a. nicht leicht zu bestimmen!)

w(A) = /k(A).

¢) ICCG-Vorkonditionierung (Incomplete Cholesky Conjugate Gradient): Die symme-
trische, positiv definite Matrix A besitzt eine Cholesky-Zerlegung A — LLT mit einer
unteren Dreiecksmatrix
l11 0
I— .
Iy -+ I

Die Elemente von L sind bestimmt durch die Rekursionsformeln

i—1

= [as — Z! ]U:1 i=1...,n,
|—1

Lii = aj — Zijkfik],ﬂii, j=i+1,...,n
k=1

Die Matrix L hat i. Allg. innerhalb der Hiille von A wvon MNull verschiedene Elemente,
erfordert also in der Regel weit mehr Speicherplatz als A selbst. Dies wird jedoch dadurch
ausgeglichen, dass man nur eine  unvollstindige Cholesky-Zerlegung® vornimmt, d. h.: Im
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Cholesky-Algorithmus werden einige der [;; willkiirlich Null gesetzt, z. B.

!ji'l' = [], Wenn day; = 0. {6.2.65}
Diies ergibt dann eine Zerlegung
A=LIT+E (6.2.66)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L — {f,-_,—}.- i=1,.n: Welche eine &hnliche (diinne) Be-
setzungsstruktur wie A besitzt. Man spricht vom , ICCG(0)-Verfahren®, wenn (6.2.65)
gefordert wird. Werden im Fall einer Bandmatrix A weitere p Nebendiagonalen mit von
Null verschiedenen Elementen in L hinzugefiigt baw. weggestrichen, so nennt man dies
HACCG(+p)- baw. ICCG(-p)-Verfahren®. Zur Vorkonditionierung verwendet das ICCG-
Verfahren die Matrix

C=KK' = LL". (6.2.67)

Obwohl keine strenge theoretische Begriindung fiir den Erfolg dieses Ansatzes vorliegt, so
zeigen doch numerische Tests an Modellproblemen, welchen Einflufi diese Konditionierung
auf die Verteilung der Eigenwerte der Matrix A hat. Zwar wird die Konditionszahl «(A)
nicht deutlich kleiner als «(A), doch die Eigenwerte von A hiufen sich im Gegensatz zu
denen von A stark bei A = 1. Dies bewirkt, wie eine feinere Analyse in (6.2.55) zeigt,
eine deutliche Beschleunigung der Konvergenz.

6.3 Ein Modellproblem

Wir wollen im Folgenden die Leistungsfihigkeit der bisher untersuchten Verfahren zur
approximativen Losung grofier linearer Gleichungssysteme anhand eines Modellproblems
vergleichen. Dazu betrachten wir zunfchst das sog. ,,1. Randwertproblem des Laplace®-
Operators®

Pu 7

~55 @) — 55 (@,y) = f(z,y) fir (z,y) €0

ay?
u(r,y) =0 fir (z,y) e,

(6.3.68)

auf dem Einheitsquadrat € = (0,1) x (0,1) C R?. Die Lsung u = u(r,y) beschreibt
u. a. die Auslenkung einer (idealisierten) elastischen Membran, die iiber dem Bereich 0
horizontal gespannt und mit einer Kraftdichte f wertikal belastet wird. Eine Lisung ist
i. Allg. nicht geschlossen angebbar, so dass man sich numerisch eine Niherungslisung
verschafft. Dazu wird zunfichst das Gebiet {1 mit einem Quadratgitter iiberdeckt.

SPiorre Simon Marquis de Laplace (1749-1827): Franzdsischer Mathematiker und Astronom; Professor
in Pariz; begrindete u.a. die Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Abbildung 6.4: Zur | 5-Punkte-Diskretisierung® des Modellproblems

1 2 3 4
h= -1 Gitterweite
g & 7 I: m+1
] 0 n 12 n=m" Anzahl der gesuchten

Knotenwerte

Die ,inneren® Gitterpunkte werden zeilenweise durchnumeriert. Ersetzt man dann in
der obigen Differentialgleichung die 2. Ableitungen durch die entsprechenden zentralen
Differenzenquotienten 2. Ordnung (sog. ,5-Punkte-Differenzendiskretisierung®) und for-
dert die Gleichung nur in den inneren Gitterpunkten, so erhilt man die Beziechungen

—h~{u(z+h,y) — 2u(z,y) + u(z—h,y) + u(z,y+h) — 2u(z,y) + ulz,y—h)} = f(z,y)

Durch Berficksichtigung der Randbedingung w(r,y) =0 fiir (r,y) € 2 wird dies Squi-

valent zu dem linearen Gleichungssystem
Ar =1
fiir den Vektor = € B™ der unbekannten Knotenwerte
o ~u(F;), F; Gitterpunkt.

Diie Matrix hat die uns schon bekannte Gestalt (Modellmatrix)

B —I 1 -1
I B -I -1 4 1
A= . n  B-
I B - 1 4

mit der mx m-Einheitsmatrix [. Die rechte Seite ist

b=h*(f(Pi),..., f(P))T.

Die Matrix A ist

(6.3.69)
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eine diinn besetzte Bandmatrix mit der Bandbreite 2m + 1;

symmetrisch, irreduzibel;
schwach diagonal dominant und positiv definit;

derartig, dass die Theorie fiir das SOR-Verfahren anwendbar ist.

Die Eigenwerte und zugehdrigen Eigenvektoren von A lassen sich explizit angeben. Fiir
E,l=1,...,m ergibt sich (h=1/{m+1)):

Axt = 4 — 2 (cos(khw) + cos(lhr))
Also ist (fiir h < 1)

A=Apax=4—4dcos(l—h)r = 8
Ai=Amin =4 — 4 cos(hm) =4 —4 (1 - i7°h* + O(hY)) = 2o°K?

und somit
) 4
K 1= cONdpa(A) == g (6.3.70)
Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix J = —D~(L + R) sind
pat = 3 (cos(khm) + cos(lhm)) (K, I=1,...,m)
Folglich wird
pmax = cos(hm) = 1 — 1x®h? + O(hY),

bzw.

p = spr(J) = pmax & 1— 3x°h% (6.3.71)

Fiir die Iterationsmatrizen H; und H,, des Gaufi-Seidel-Verfahrens und des optimalen
SOR-Verfahrens gilt dann

spr(Hi) = p* = 1 —=°h” + O(h"),

11— 1-mh+0(?) ;
Spr(Hugg, ) = [T /i 1inhiO® =1—2xh+ O(h%).

Wir kommen nun zum Leistungsvergleich der verschiedenen Verfahren. Um den An-
fangsfehler ||z — z|| durch Anwendung der Fixpunktiterationen um den Faktor £ < 1
zu reduzieren, sind etwa

In(=)

——~~  B=I-C1'A Tlterati tri
Tn(spr(B)) ’ eratlonsmatrix,

T(z) ==
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lterationsschritte erforderlich. Es ergibt sich somit

In(z) In{1/s) 2
In(1— La2h2) = < xR a2 In(1/¢),
1 In(1 1
- ln{llf&:ﬂhﬂj - I:g;:? —an In{1/=),
In(s) In(l/e) 1 .
~mO_2h) 2k 3V In(/e)

Ti(g) ~

Tas(e)

Dias Gradientenverfahren und das CG-Verfahren bendtigen zur Reduzierung des Anfangs-
fehlers ||z° — x|z um den Faktor £ < 1 die folgenden Iterationszahlen:

1 9
Ta(e) = 55 n(2/e) ~ o5

Too(e) = 5 V& n@2/e) ~ = In(2/e) ~ — V7 In(2/2).

In(1/z) ~ %ﬂ In(1/=),

Wir sehen, dass das Jacobi-Verfahren und das Gradientenverfahren ungefahr gleich schnell
sind. Das CG-Verfahren ist zwar nur halb so schnell wie das ,optimale” SOR-Verfahren,
erfordert aber nicht die Bestimmung eines optimalen Iterationsparameters twops.

Fiir die spezielle rechte Seite f(z,y) = 2x°sin(wz)sin(wy) ist die exakte Lisung der
obigen Randwertanfgabe gerade w(zx,y) = sin{wz)sin(wy) und fiir den Diskretisierungs-
fehler der Differenzenapproximation gilt:

2
| — g2 4
mgxlu{ﬂ}l | wh + O(h*). (6.3.72)

Zur Erziehmg einer Genauigkeit von £ = 10~ (vier Stellen) ist also die Gitterweite

h ~ E 1072 ~ 1072
m
erforderlich. Die Anzahl von Unbekannten ist dann n ~ 10*. Fiir die Spektralradien bzw.
Konditionszahlen der betrachteten Iterationsverfahren und fiir die Anzahl der Iterations-
schritte, die zur Erzielung einer Fehlergrifie von etwa 10~ erforderlich sind, ergibt sich
in diesem Fall (In{1/z) ~ 10}:

spr(l) ~0,9995 Ty(z) ~ 20.000
spr(H;) ~ 0,999 Tes(s) ~ 10.000
spr(H,,) ~ 0,9372 Tsor(s) ~ 160
cond,, (A) ~ 5.000 Ta(e) ~20.000, Teg(e) ~ 340

Zum Vergleich der Effizienz der Iterationsverfahren muss natiirlich auch der Aufwand pro
lterationsschritt beriicksichtigt werden. Fiir die Anzahl A OP* der arithmetischen Opera-
tionen (1 Multiplikation + 1 Addition) pro Iterationsschritt gilt
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OF; = OPg, = OPy_ = 6n,
DPG == DPGG = 10m.

Als Endresultat finden wir, dass zur Bestimmung der Lilsung des durch Diskretisierung der
Randwertaufgabe (6.3.68) entstehenden (n x n)-Gleichungssystems Ax = b das Jacobi-
Verfahren, das Gaufi-Seidel-Verfahren und das Gradientenverfahren O{n?) a. Op. bendti-
gen. Zur Losung des Gleichungssystems Ar = b mit einem direkten Verfahren wiirde
man das Cholesky-Verfahren verwenden. Bei Beriicksichtipung der speziellen Struktur
der Modellmatrix erfordert dies @(n?) = O(m®n) a. Op. zur Berechmmg der Zerlegung
A = LLT und weitere Q(n*?) = O(mn) a. Op. fiir Vorwiirts- und Riickwirtseinset-
zen. Damit scheint das direkte Verfahren z. B. dem Gaufi-Seidel-Verfahren iiberlegen zu
sein. Es ist jedoch zu beriicksichtigen, dass letzteres nur O(n) Speicherplitze benotigt im
Gegensatz zn den O(n*?) = O(mn) fiir das Cholesky-Verfahren. In den letzten Jahren
wurden sehr effiziente Verfahren zur Ldsung von Problemen des obigen Typs entwickelt,
welche | komplexitits-optimal® sind, d. h: die » Unbekannten mit &{n) a. Op. berechnen.

6.4 Ubungsaufgaben

Ubung 6.1: Fiir die Matrizen

2 -1 2 5 50
Ai=1|1 2 21, As=1 -1 5 41,
2 2 2 2 3 8

untersuche man, ob das Jacobi- und das Ganfi-Seidel-Verfahren fiir die Gleichungssysteme
Asx = b (i = 1,2) konvergiert. (Hinweis: Man wende die Konvergenzkriterien von oben
an bzw. schitze den Spektralradius ab.)

Ubung 6.2: Das Gleichungssystem

3 -1 | | -1
-1 3 I3 1

soll mit dem Jacobi- und dem Gaufi-Seidel-Verfahren gelist werden. Wieviele Iterationen
sind jeweils ungefihr erforderlich, um den Iterationsfehler ||zt —z|jz um den Faktor 1078
zu reduzieren? (Hinweis: Man verwende die Fehlerabschitzung von oben.)

Ubung 6.3: Zur Lisung des linearen (2 x 2)-Gleichungssystems

1 —
l “]z=b1 r,be R

—a 1
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sei das folgende lterationsverfahren angesetzt

1 0
—wa 1

a) Fir welche o € R ist diese Methode mit w =1 konvergent?

¢ [l—w i

T =
0 1—w

} 1+ wh, wek
b) Man bestimme fiir a = 0.5 den Wert

w € {0.8,0.9,1.0,1.1,1.2,1.3,1.4},

fiir den der Spektralradius der Iterationsmatrix B, minimal wird und skizziere den Gra-
phen der Funktion f{w) = spr(B,).

Ubung 6.4: Man zeige, dass die oben angegebenen beiden Definitionen der “Irreduzibi-
litat" einer Matrix A € R™*" dquivalent sind.
(Hinweis: Die Definition der ,Nichtzerlegharkeit® des Gleichungssystems in einer Form

Ay 0

PAP" =A=|"_" _
Az Am

] An e R™?, An € R™, n=p+q,

liisst sich anch wie folgt ausdriicken: Es gibt keine (nicht-triviale) Partitionierung {J, K'}
von N,={1,...,n}, JUK =N,, JNK =0,s0dass a3 =0 fiir jeJ ke K.)

Ubung 6.5 (Praktische Aufgabe): Man betrachte das lineare Gleichungssystem A,z —
b mit der (n x n)-Blockmatrix (n = m?, h = (m + 1)71)

B, —In 4 -1
—I, Bn. - -1 4 -
A“ = E ]Rnxn? Bm — E Rmxm
. _Im TR |
—I. B -1 4
mit der Einheitsmatrix I, € B™*™ und dem Vektor b = h%(1,...,1)T € R". Man
schreibe ein Programm zur Lisung dieses Gleichungssystems mit Hilfe
a) des Jacobi-Verfahrens;
b) des Gaufi-Seidel-Verfahrens;

¢) des SOR-Verfahrens mit ,,optimalem” Relaxationsparameter wpp, geméafl der oben an-
gegebenen Theorie:

2

<
1+4+/1—spr(J)?

1 < wope = 2, spriJ) = cos(hw) < 1.
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Als Startvektoren verwende man jeweils =° = 0 und als Abbruchkriterium
[Az" — bl

ll*llee

Fiir m — 2% k = 1,...,6, vergleiche man das Konvergenzverhalten dieser Verfahren.
(Das Programm soll mglichst sparsam im Speicherverbrauch sein!)

<107% oder  tma < 20000.






7 Eigenwertaufgaben

Im Folgenden betrachten wir quadratische Matrizen A € K™*" mit Elementen aus K =R
oder K=C.

Definition 7.1: {i} Eine Zahl A € C ist  Figenwert® von A, wenn es einen zugehdrigen
Ligenvektor® w € T w #£ 0, gibt mit Aw = dw. Die Eigenwerte sind gerade die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms® y4 wvon A

ya(z) = det(A — zI) = (=1)"z" + bz +... + b,

Es gibt genau n (ihrer Vielfachheit als Nullstelle entsprechend oft gezihlie) Eigenwerte
in C |,
{ii) Man spricht vom _partiellen Eigenwertproblem®, wenn nur einzelne Eigenwerte {etwa
der Kleinste oder der grifite) und gegebenenfalls die zugehdrigen Figenvekioren gesucht
sind, und vom wvollstindigen Eigenwertproblem®, wenn alle Eigenwerte und eventfuell
zugehdrige Eigenvektoren berechnet werden sollen.

welche sich unabhangig voneinander bestimmen lassen.

Ist ein Eigenwert A bekannt, so erhilt man die zugehéirigen Eigenvektoren als Lasung
des homogenen Gleichungssystems (A — Al w = 0. Umgekehrt bestimmt ein Eigenvektor
w eindeutig den zugehérigen Eigenwert etwa durch den sog. ,Rayleigh!-Quotienten®

(Aw, w)y

A=
llwlf3

Dabei bezeichnen wieder (-,-)s das euklidische Skalarprodukt und || - |2 die zugehdrige
Vektornorm. Im Folgenden stellen wir einige Tatsachen und Definitionen der linearen
Alpebra zusammen: Das charakteristische Polynom einer Matrix A € E™*™ besitzt mit
seinen paarweise verschiedenen Nullstellen A; (den Figenwerten von A ) die Darstellung

™m

XA{Z}=H z— N, Za’.—n

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A; bilden einen Unterraum von €™, den sog. ,geome-
trischen Eigenraum® zu A;, mit der Dimension p; = dim(Kern{A — A1) . Es heifien o;
die  algebraisch® und p; die  geometrische® Vielfachheit von A;. Es ist stets p; < ;.

Beispiel 7.1: Die Bedeutung der folgenden Matrizen C,(A) liegt darin, dass aus ihnen
die sog. ,, Jordansche® Normalform* einer Matrix A aufgebaut ist (siehe Abschnitt 7.3):

L John William Struct (Lord Rayleigh) (1842-1919): Englischer Mathematiker und Physiker; forschte
zunfichst als (adliger) Privatgelehrter, 18379-1884 Professor fir experimentelle Physik in Cambridge; fun-
damentale Beitrige zur theoretischen Physik: Streutheorie, Akustik, Elektro-Magnetismus, Gasdynamik.

IMarie Ennemond Camille Jordan (1838-1922): Franzosischer Mathematiker; Professor in Paris; Bei-
trige sur Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.

2
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Al 0
Al
Cn(A) = c K™™  Eigenwerte: A ecC
Al
L D l —

Xea(z) =(A—2)™ = o=m, Rang(Cy(A)—Al)=m—-1 = p=1.

Der naheliegende Weg zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A € K™*" wire
die Bestimmung der Koeffizienten ihres charakteristischen Polynoms pa(z) und die an-
schliefende Berechnung der Nullstellen von y4(z) mit einem geeigneten numerischen
Verfahren. Dieses Vorgehen ist jedoch i. Allg. nicht angeraten, da die Nullstellenbestim-
mung bei Polynomen ein hochgradig schlecht konditioniertes Problem ist, obwohl das
urspriingliche Figenwertproblem, wie wir sehen werden, meist gut konditioniert ist.

Beispiel 7.2: Sei A € R*™ symmetrisch mit Eigenwerten \; =j,j=1,...,20:

20
rall =) — - Y — 20 149 1
xalz) H{M §) =22 -2102"" +...+ 20!
i=1 by bag

Der Koeffizient by sei gestirt: b, = —210 + 2-2 ~ —210,000000119. . .,

b — by
1

relativer Fehler ~ 10710,

Das gestorte Polynom ya(z) hat dann u. a. die Wurzeln: Ay ~ 16,7+ 2, 8i.

Uber das charakteristische Polynom werden die Eigenwerte nur fiir sehr einfach struk-
turierte Matrizen berechnet, bei denen dies mdéglich ist, ohne die Koeffizienten von ya(z)
auszurechnen. Dies sind n. a. ,Tridiagonalmatrizen® und allgemeiner sog. , Hessenberg®
-Matrizen®.

Tridiagonalmatrix Hessenberg-Matrix
a; b @] < A1n
g e an

bn:—] . On—1mn
Cn In 0 O n-1 Onn

3Karl Adolf Hessenberg (1904-1959): Deutscher Elektroingeniour; arbeitete zunsichst an der TU Darm-
stadt und dann bei AEG; Dissertation ,Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenlosungen linearer Glei-
chungssysteme®, TU Darmstadt 1942,
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7.1 Konditionierung des Eigenwertproblems

Hilfssatz 7.1 (Stabilitfit): Seien A, B € E™*" belichige Matrizen und ||-|| eine natirli-
che Matrizennorm. Dann gilt fiir jeden Eigenwert A wvon A, der nichf zugleich auch
Eigenwert von B ist, die Beziehung

(AT - B)"' (A-B)| = L. (7.1.1)

Beweis: Ist w Eigenvektor rum Eigenwert A von A, so folgt aus der Identitit
(A—B)w= (A - B)w,
wenn A kein Eigenwert von B ist,
(M —B'Y (A-B)w=w.

Also ist B
t< syp MAI=BI'(A-B)z

= (A = By (A— B,
K\ {0} ||

Was 11 Zelgen War. Q.ED.

Als Folgerung aus Hilfssatz 7.1 erhalten wir zundchst den wichtigen Einschlieffungssatz
von Gerschgorin? (1931).

Satz 7.1 (Satz von Gerschgorin): Alle Figenwerte einer Matriz A € E™" liegen in
der Vereinigung der sog. Gerschgorin-Kreise®

Kj:={zec:|z—aﬁ|5 3 |aj.,,=|}$ j=1,...,n. (7.1.2)
k=1 k]

Sind die Mengen U = UZ,; K, und V = U7 K; \ U disjunkt, so liegen in U genau m
und in V' genau n — m Figenwerte von A [mehrfache Eigenwerte ihrer algebraischen
Vielfachheiten entsprechend oft gezdhit).

Bewaeis: (1) Wir setzen B = D = diag(a;) in Hilfssatz 7.1 und nehmen die ,maximale
Zeilensumme® als natiirliche Matrizennorm. Damit folgt dann fir A # a;;:

1 n
IO = D)7 (A= D)l = max o 37 fal > 1,
j=11--'|“' |)' - &JJI k=§5éj ’

d. h.: A liegt in einem der Gerschgorin-Kreise.

48emyon Aranovich Gershgorin (1901-1933): Russischer Mathematiker; seit 1930 Professor in Lenin-
grad (St. Petershurg); arbeitete ttber Algebra, Funktionenthorie, Differentialgleichungen und Numerik.



224 KAPITEL 7. EIGENWERTAUFGABEN

(1) Zum Beweis der zweiten Behauptung setzen wir 4, = D+ #{A — D). Offenbar liegen
genan m Eigenwerte von Ay = D in 7 und n — m Eigenwerte in V. Dasselbe folgt
dann auch fiir 4; = A, da die Eigenwerte von A, stetige Funktionen von ¢ sind. Q.E.D.

Der Satz von Gerschgorin liefert sehr viel genanere Informationen iiber die Lage der
Eigenwerte A von A als die uns schon bekannte grobe Abschitzung |A| < || 4|l . Die
Matrizen A und AT haben dieselben Eigenwerte. Durch Anwendung von Satz 7.1 auf
AT erhilt man oft eine weitere Verschirfung der Abschitzung fiir die Eigenwerte.

Beispiel 7.3:
1 01 -02
A= 0 2 04 |Alle = 3.2, || All; = 3.6.
-02 0 3
Ki = {zeC:|z-1]<03} K{ = {z€eC:|z—1 <03}
Ky = {z€C:|z—-2 <04} KT = {zeC:|z-2|<0.1}
Ky = {z€C:|z—3<02} K] = {z€C:|z—3 <06}

A —1]<02, [A—2 <01, [A—3]<02

ALl Al

Abbildung 7.1: Gerschgorin-Kreise

Weiter erhalten wir mit Hilfssatz 7.1 den folgenden Stabilitftssatz:

Satz 7.2 (Stabilititssatz): Sei A € K™" eine Matriz, zu der es n linear unabhdngige
Eigenvektoren {w1,...,w,} gibt, und sei B € K™*" eine zweile Matriz. Dann gibt es
zu jedem Eigenwert AM(B) von B einen Eigenwert AMA) von A, so dass mit der Matriz
W= |wy,...,w,) gilt:

|A(A) — A(B)| = conds(W) [|A — Bjla. (7.1.3)
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Beweis: Die Eigenwertgleichungen Aw' = A;(A)w'? lassen sich in der Form AW —
W - diag(A;(A)) schreiben mit der reguldren Matrix W = [wy,...,w,|. Also ist

A=W diag(L(A) W,

d. h.: A ist “Shnlich” zu der Diagonalmatrix A = diag{A(A)). Wenn A = A(B) mun kein
Eigenwert von A ist, so gilt
AT — A) M2 = WAL — AW |2
< W2l W gl (AT — A) (|2
= condy(W) max |\ - M(A)E.
i=l,...n

Hilfssatz 7.1 ergibt dann die Behauptung. Q.ED.

Fiir hermitesche Matrizen A £ E"*" existiert eine Orthonormalbasis des E™ von
Eigenvektoren, so dass die Matrix W in Satz 7.2 als unitir angenommen werden kann:
WWT = I. In diesem Fall gilt dann:

condy(W) = |[W¥[jg [[W]|; = L. (7.1.4)

Wir fassen die gefundenen Ergebnisse rusammen.

Regel 7.1: Das Figenwertproblem hermitescher Matrizen ist gut konditioniert, wihrend
das allgemeine Eigenweriproblem je nach Grifle von conds(W) beliebig schlecht kondi-

tioniert sein kann.

7.2 Iterative Verfahren

Im Folgenden betrachten wir ein iteratives Verfahren zur Losung des partiellen Eigen-
wertproblems einer Matrix 4 € K™

Definition 7.2: Die  Potenzmethode® nach v. Mises® erzeugt ausgehend von einem Start-
vektor z® € C mit ||| = 1 eine Folge von Iterierten =t € C*, t =1,2,..., durch

F=A1, = : (7.2.5)

E

ERichard von Mises (1883-19535): Ostereichischer Mathematiker; Professor fiir Angewandte Mathe-
matik und Mechanik in Straflburg [(1909-1918), in Dresden wnd donn Grinder des neuwen Insiifuts
fiir Angewandte Mathematik in Berlin (1919-1938), donach Emigrotion in die Turkei (Istombul) und
achliefllich in die USA (1938); Professor an der Horward University; wichtige Beitrige zur theoret:-
schen Strémungsmechanik [Einfihrung des  Spannungstensors™), Aevodymamik, Numerik, Statistik und
Wahrscheinlichkeitatheorie.
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Fiir einen beliebigen Index k € {1,...,n} (etwa den der ;marimalen® Komponente von
2t ) wird gesetzt

(Az):

£
Ik

A=

. (7.2.6)

Zur Normierung wird iiblicherweise ||- || = || - |l oder || - || = || - ||z verwendet. Zur
Analyse dieses Verfahrens nehmen wir an, dass die Matrix A ,diagonalisierbar®, d. h.
dhnlich zu einer Diagonalmatrix, ist. Dies ist, dquivalent dazu, dass 4 eine Basis von
Eigenvektoren {ws,...,w,} besitzt (Ubungsaufgabe). Diese Eigenvektoren w; seien nor-
miert. Wir nehmen weiter an, dass der Startwert z" eine nichttriviale Komponente bzgl.
wy, besitzt. Dies ist keine wesentliche Einschrinkung, da aufgrund des unvermeidbaren
Rundungsfehlers dieser Fall im Verlanf der Iteration sicher einmal eintritt

Satz 7.3 (Potenzmethode): Die Matricz A sei diagonalisierbar und thr betragsgrafiter
Eigenwert sei separiert von den anderen Figenwerten, d. h.: |Ay| = [N, € # n. Ferner
habe der Startvektor z° eine nichttriviale Komponente bzgl. des zugehirigen Eigenvektors
wy . Dann gibt es Zahlen o € C, |oy| = 1, so dass

|z* — || = 0 (= o), (7.2.7)
und es gilt
A, =o(|)‘—;:|*) (t = 00). (7.2.8)

Beweis: Sei z"=3"" | oyu; die Basisdarstellung der Startvektoren. Fir die Iterierten z*
gilt

St zt B Azt1 B Azl ||E’*"|| B B A0
[T e T = T W o R O
Ferner ist .
- - o Aot
At — M = Ma, dw, &k i}
Zz gu _Iy i {w +§ﬂ“(%)w

und folglich wegen |A;/A, | <1,i=1,...,n—1

A" = Mafw, +o(1)} (t — 00).

Diies ergibt
¢ Af‘r:rn{wn + ol l}} Jﬁia"

z = —
|| lwm + o(1)]] [N

wy, + of1).

S —
. Oy
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Die Iterierten z' konvergieren also gegen span{w, }. Weiter gilt (wegen a, #0)

(Az)e (A1) |42

A= =
2 |40 (A#20)

- A+ {ﬂnﬂ-'n E+ E:‘__ll fa [AT:JHIHM#} _ |£ (t — oo)

A apwar + 30 ﬂ-(;l,"}i‘wi.k}

Q.E.D.

Die Konvergenz der Potenzmethode ist um so besser, je mehr der betragsgrifite Ei-
genwert A, von den iibrigen betragsmifig separiert ist. Der Konvergenzbeweis lisst sich
verallgemeinern fiir diagonalisierbare Matrizen, bei denen der betragsgrofite Eigenwert
zwar mehrfach sein kann, aber |A,| = |A| notwendig A, = A; impliziert. Fiir noch
allgemeinere Matrizen ist die Konvergenz nicht mehr gesichert.

Bei hermiteschen Matrizen erhilt man im Rahmen der Potenzmethode bessere Eigen-
wertndherungen mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten:

A (A2, |12 =L (7.2.0)
In diesem Fall kann {wy,...,w,} als Orthonormalsystem gew&hlt werden, so dass gilt:

(A0, A1) ¥ a3
| 4£=0)12 Z._1 R
241
)LE*H{lct |:!+E |ﬂf.|2 (g._] + }

- S e mropmy -~ ol )

Die Konvergenz der Eigenwertniherungen ist hier also doppelt so schnell wie im nicht
hermiteschen Fall. Fiir die praktische Rechnung ist die einfache Potenzmethode nur be-
dingt brauchbar, da sie schlecht konvergiert, wenn |A__;/A,| ~ 1 ist, und auch nur den
betragsgrobten Eigenwert liefert.

)I.*

Jl'n—] &
An

Fine Weiterentwicklung der Potenzmethode ist die sog.  Inverse Iteration* nach Wie-
landtf. Hier wird davon ausgegangen, dass man bereits eine gute Ndherung A fiir einen
Eigenwert Ay der Matrix A kennt (durch Einschliefungssitze oder andere Verfahren),
so dass gilt:

M—A<|h—A, i=1,...,n, ik (7.2.10)

Im Falle A # Az hat (A — AI)~! die Eigenwerte p; — (A —A)"',i=1,....,n, und es
gilt:

o (e T (T '
| B . k. 7.2.11
|Ak_l il n, i (7.2.11)

SHelmut Wielandt (1910-2001): Deutscher Mathematiker; Professor in Mainz (1946-1951) und Tubin-
gen (1951-1977); Beitrige zu Gruppentheorie, Lineare Algebra und Matrix-Theorie.
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Definition 7.3: Die sog. inverse lferation® besteht in der Anwendung der Pofenzme-
thode auf die Matriz (A—AI)™! mit einer a priori Schitzung A zum gesuchten Eigenwert
M. . Ausgehend von einem Startvektor z° werden Iterierte z* bestimmit als Léisungen der
Gleichungssysteme

2#

(A—ADNz =21, =" t=1,2,.... (7.2.12)

[ESN '
Die zugehirige Figenwertndherung wird bestimmt durch

i '3:: Y ']
_—— A—- M)z 0 7.2.13
W= Taney (A AR #0, (7.2.13)

oder im symmetrischen Fall wieder mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten.

Aufprund der Aussagen iiber die Potenzmethode liefert die inverse Iteration also fiir eine
diagonalisierbare Matrix jeden Eigenwert, zu dem bereits eine hinreichend gute Niherung
bekannt ist.

Beispiel T.4: Wir wollen die eben beschriebenen Verfahren auf die Modellmatrix aus
Abschnitt 6.3 anwenden. Zur Bestimmung der Schwingungsformen und Frequenzen einer
iiber dem Bereich 1 gespannten Membran (Trommel) hat man das Eigenwertproblem
des Laplace-Operators
2 2
G )~ ) — () fr ()€, -
w(z,y) =0 fir (z,y)ed,

zu ldsen. Man kann zeigen, dass dieses Problem eine abzihlbar unendliche Folge von
reellen, positiven Figenwerten besitzt. Der kleinste von diesen p;, = 0, beschreibt ge-
rade den Grundton der Trommel und die zugehérige Eigenfunktion wg;, die zugehdrige
Grundschwingungsform. Die Diskretisierung dieses Problems mit Hilfe des oben schon
eingefiihrten 5-Punkte-Differenzenapproxdimation fithrt auf eine Matrizeneigenwertaufga-
be

Az =Xz, A=~Hh0p (7.2.15)

mit derselben Blocktridiagonalmatrix A wie beim Randwertproblem. Unter Verwendung
der Bezeichnungen des Abschnitts 6.3 lassen sich deren Eigenwerte explizit angeben durch

A =4 — 2eos(khw) + cos(lhm)), kI=1,...,m

WVon Interesse ist nun offenbar insbesondere der kleinste Eigenwert Mgy von A, der
mit A2 Apin & pmin eine Approximation zum kleinsten Eigenwert des Ausgangsproblems
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(3.2.9) liefert. Fiir Am, und den daranffolgenden Eigenwert A* > Agp gilt offenbar

Amin = 4 — 4 cos(hw) = 20%h? + O(RY),
A* = 4 — 2(cos(2hw) + cos(hw)) = 5mh® + O(RY).

Zur Berechnung von Api, kinnte die inverse lteration (mit Shift A = 0) verwendet
werden. Dies erfordert in jedem Iterationsschritt die Lisung eines Gleichungssystems

Azt = 21 (7.2.16)
Fiir die zugehérige Eigenwertniherung

Ai . {A'zi: ‘Ti}
ll=*1®

(7.2.17)

gilt dann mit dem auf Ag, folgenden Eigenwert A* = Ap, die Konvergenzaussage
| A — Amin| & (Amin/AT)* = (0,4)%, (7.2.18)

d. h.: Die Konvergenzgeschwindighkeit ist unabhingip von der Gitterweite h bzw. der
Dimension n = m® = h~2 der Matrix A. Allerdings miisste zur Erzielung einer vorge-
gebenen Genauigkeit fiir die Approximation pf — h=2A' die Toleranz mit h~2 skaliert
werden, was wiederum eine logarithmische h-Abhingigkeit der erforderlichen Iterations-
zahl einfiihrt.

In{sh?)
In(0, 4)

#(e) ~s ~ In(n). (7.2.19)

Dieser Weg zur Berechnung von pmi, wire damit sehr anfwendig, wenn die Losung der
Probleme (3.2.11) etwa mit Hilfe des PCG-Verfahrens auf maximale Genaunigkeit erfolgen
wiirde. Zur Aufwandsreduktion kénnte man die Abbruchgenanighkeit der CG-Iteration am
Anfang niedrig ansetzen und sie erst im Laufe der dufieren Iteration sukzessive erhthen.

7.3 Reduktionsmethoden

Wir rekapitulieren einige fiir das Folgende wichtigen Eigenschaften  Ahnlicher® Matrizen.

Definition 7.4: Zwei Matrizen A, B € C™*" heiflen  dhnlich®, in Symbolen A ~ B,
wenn es eine requlire Matriz T € C™*" gibt, so dass gilt:

A—=T-'BT. (7.3.20)

Wegen
det(A — zI) det(T~![B — zI|T)

det(T—1) det(B — =I) det(T) = det(B — zI)

(7.3.21)
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haben dhnliche Matrizen A, B dasselbe charakteristische Polynom und folglich dieselben
Eigenwerte. Ist A ein Eigenwert von A mit Eigenvektor w, so ist wegen

Aw =T 'BTw = Aw

offenbar T'w ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A. algebraische und geometrische
Vielfachheiten von Eigenwerten &hnlicher Matrizen stimmen also iiberein. Es liegt nun
nahe, eine gegebene Matrix A durch eine Folge von Ahnlichkeitstransformationen

A=AQ T AN — Q... =T 'AYT, = .. (7.3.22)

auf eine Form zu bringen, fiir welche Eigenwerte und zugehérige Eigenvektoren leicht zu
bestimmen sind. Dies ist die Vorgehensweise der sog. | Reduktionsmethoden®. Wir geben
dazu (ohne Beweis) eine Heihe von grundlegenden Resultaten an:

Satz 7.4 (Jordansche Normalform): [Ne Matriz A € C**" habe die (paarweise ver-
schiedenen) Eigenwerte A, 1 = 1, .., m, mit Vielfachheiten o; und p;. Dann gibt es
Zahlen rf:l eME=1,....m, o = ‘r;i] + o +T{P';], so dass A ahnlich ist zu einer
Jordanschen Normalform

C. ()

C (M)
a1
Ja —

Crtmi (Am)

Gr{p:} '[)"m} ]

Die Zahlen r,'::} sind dabei bis auf die Heihenfolge eindeutig bestimmd.

Lasst man als Ahnlichkeitstransformation nur solche mit unitiren Matrizen zu, so gilt
der folgende Satz von Schur’:

Satz 7.5 (Schursche Normalform): Die Mairiz A € C™" habe die (ihrer algebrai-
schen Vielfachheiten entsprechend oft gezdhlten) Eigenwerte A;, i =1,...,n. Dann gibt

"lssai Schur (1875-1941): Russisch-Deutscher Mathematiker; Professor in Bonn (1911-1916) und in
Berlin (1916-1935), wo er eine berithmte mathematische Schule begrindete; wegen seiner jidischen Her-
kunft verfolgt emmigrierte er 1939 nach Palesting; fundamentale Arbeiten insbesondere zur Darstellungs-
theorie von Gruppen und zur Zahlentheorie.
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es eine unitare Matriz U € C™", mit der gilt:

A *
0T AU = el . (7.3.23)
] An

Ist A € C**" hermitesch, AT = A, so ist auch UTAU hermitesch. Folglich sind her-
mitesche Matrizen A € C™" stets, ‘unitir-dhnlich® zu einer Diagonalmatriz, UT AU =
diag(N;), d. k.  diagonalisierba®.

Hilfssatz 7.2 (Diagonalisierbarkeit): Fir eine Matriz A € C™" sind die folgenden
Aussagen dguivalent:

i} A ist diagonalisierbar.

{ii) Es gibt eine Basis des C® aus Figenvektoren von A.

{iti) Fiir alle Eigenwerte von A ist die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit.

Beweis: Ubungsaufgabe. Q.ED.

Die direkte Transformation einer gegebenen Matrix anf Normalform ist i. Allg. nur
bei vorheriger Kenntnis der Eigenvektoren in endlich vielen Schritten moglich. Daher
transformiert man in der Praxis eine Matrix zunichst nur in eine einfachere Form (z. B.
Hessenberg-Form) und wendet auf diese dann andere Verfahren an:

A=AD 4 A A0 A A

Die Transformationsmatrizen T, sollten dabei explizit durch die Elemente von AG-1)
angebbar sein. Ferner sollte das Eigenwertproblem der Matrix A% — 7' AT, nicht
wesentlich schlechter konditioniert sein als das von AG-1) .

Sel ||+l eine natiirliche Matrizennorm zur Vektornorm ||-|| auf C®. Fiir zwei Shnliche
Matrizen B ~ A gilt dann

B=T-'AT, B+6B=TYA+8A)T, &A=TiBT,

1

bzw.
| B| < cond(T) [IAll, [|dA]l < cond(T) ||4B]|.

Folglich ist

541 _ congry2 198l

< . (7.3.24)
(|-l B

Fiir grofie cond(T) 3 1 werden also kleine Anderungen in B die Eigenwerte unter
Umstinden wesentlich stirker verfilschen als solche in 4. Um die Gutartigheit der Re-
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duktionsmethode zu garantieren, hat man wegen
cond(T) = cond(Ty ... Ty) < cond(Ty)- ... - cond(Ty)

die Matrizen T; so zu wihlen, dass cond(T;) nicht zu grofi wird. Dies ist insbesondere

bei den folgenden drei Typen von Transformationen der Fall:

a) Drehungen:

sin(y)

—sin(y)
= coldy,(T) = 1.

cos(y)

b) Spiegelungen (Householder-Transformationen):
T =1—2uii’ — condy(T) = 1.

Die Householder-Transformationen sind wnitar und folglich ist ihre Spektralkondition
gleich condp,(T)=1.

¢) Eliminationen

T = , gl <1 = cond, (T) < 4.

Im Folgenden betrachten wir nun das Eigenwertproblem reeller Matrizen. Die Grund-
lage des sog.  Householder-Verfahrens® ist der folgende Satz:

Satz 7.6 (Hessenberg-Normalform): Zu jeder Matriz A € B"™™ enistiert eine Folge
von Householder-Matrizen Ty, i = 1,... ,n—2, so dass TATT mit T=T, a...T} eine
Hessenberg-Matriz ist. Fiir symmetrisches A ist TATT eine Tridiagonalmatriz.
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Beweis: A = [ay,...,a,), ax Spaltenvektoren von A. Im ersten Schritt wird wy =
(0,149, .. . ,uy, )T € B", |Juy||la = 1, so bestimmt, dass mit T} = I —2uyu] gilt:

Tiay € SpﬂIl{Ei, Eg}

Diamit gilt dann

01 |G ... Oig 1|'D . u | *
AN AT = | 1) ] = 0+ o
I f(1
0 : 0 A®
TiA I

Im nichsten Schritt wendet man eine analoge Prozedur auf die reduzierte Matrix AN
an. Nach n—2 Schritten erhilt man so eine Matrix A" | welche offenbar Hessenberg-
Gestalt hat. Mit A ist auch A — T} AT} symmetrisch und folglich auch A*-2 . Dann
ist A2 als symmetrische Hessenberg-Matrix eine Tridiagonalmatrix. Q.ED.

Fiir eine symmetrische Matrix 4 € E™*" erfordert das Householder-Verfahren zur
Reduktion von A auf Tridiagonalform gnz 4+ O(n?) a. Op.. Zur Reduktion einer allge-
meinen Matrix anf Hessenberg-Form sind gnz +O(n?) a. Op. erforderlich. In diesem Fall
erweist sich die folgende Methode von Wilkinson als giinstiger; sie erfordert nur etwa halb
soviele Operationen. Zur Reduktion einer Matrix A € B™*" auf Hessenberg-Form werden
dabei Ahnlichkeitstransformationen mit Eliminationsmatrizen

) p _ _ P -
1 1
E.T-'—l - 1 P, E;_ll = 1 P
Ip+11p 1 “Trptlp 1
! Inp 1 ] | —lnp 1 ]

und Permutationsmatrizen
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— p q —
1
1
0 1 p
1 1
P, = 1 Fg = Foas
1
1 0 q
1
L. 1 -
verwendet:
A{i] = ]’:_—1_'4(5—1'.!3}’ .= Pp.'ﬂ'.' EP-" {?'3'25}

Wie wir schon bei der Analyse der Gaufi-Elimination (mit Spaltenpivotierung) gesehen
haben, bewirkt die Multiplikation E;1A bzw. AE, die Subtraktion des [;;-fachen (7 =
p+1,...,n) der p-ten Zeile von der j-ten Zeile von A bezw. die Addition des I;,-fachen
der j-ten Spalte zur p-ten Spalte von A. Die Multiplikation Fp,A bzw. AF,, bewirkt
die Vertauschung der p-ten mit der g-ten Zeile bzw. der p-ten mit der g-ten Spalte. Die
Matrizen F,, sind offenbar unitir und haben folglich die Kondition cond,,(Fy,) = 1.
Die Eliminationsmatrizen E, haben zwar eine giinstige Kondition, cond _(E;) < 4, doch
zerstiren sie die eventuell vorhandene Symmetrie von A

Satz 7.7 (Reduktion auf Hessenbergmatrin): Zu jeder Matriz A € B™" exisfiert
eine Folge von Permutations- und Eliminationsmatrizen Fip g F;i=1,...,n—2, so

dass T AT mit T = Pog By --- Pa1 g, 2 Fn_a eine Hessenberg-Matriz ist.

Beweis: Die Permutationsmatrizen Fiy, 4 dienen allein der Stabilisierung des Eliminati-
onsprozesses durch Spaltenpivotierung; dadurch wird garantiert, dafi stets |I;5.| < 1 ist.
Im ersten Schritt ermittelt man zunfchst das Pivotelement in der 1-sten Spalte
|ap,1| = max |aj|,
i=L...m

und vertanscht die 2-te mit der p;-ten Zeile sowie die 2-te mit der p;-ten Spalte:

A':= Py, APy,
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Diann werden durch den Eliminationsschritt die Elemente in der 1-sten Spalte unterhalb
von al, annuliert: A" := E7'Py, AP, mit

1 -
1
_1 ﬂ_:'l
By = —l3 1 s o lp=——, 7=3,...mn
: 231
| s 1

ajy |dyg e di
AD = A'By = | aby |aby - aby
0

Dies bewirkt eine Addition von Vielfachen der k-ten Spalten, & = 3,...,n, zur 2-ten
Spalte, d. h.: Die Elemente der 1-ten Spalte werden nicht mehr verindert. Nach n — 2
solcher Transformationen erhilt man eine zu A Zhnliche Hessenberg-Matrix.  Q.E.D.

Das dlteste Verfahren zur Reduktion einer gegebenen (hier reell symmetrischen) Matrix
auf Tridiagonalform stammt von Givens® (1958). Es verwendet Drehmatrizen der Form

— p q —
1
1
cos(a) sinf o)
1
Upg =
1

— &infa) 08 a)

L 1 -

Dieser Algorithmus bendtigt aber etwa doppelt so viele a. Op. wie die Methode von
Householder, so dass wir hier nicht weiter darauf eingehen.

8 James Wallace Givens, 1910-1993: US- Amerikanischer Mathematiker: arbeitete am Oak Ridge Natio-
nal Laboratory; bekannt durch die nach ihm benannte Matrixtransformation , Givens-Rotation® (,Com-
putation of plane unitary rotations transforming a general matrix to triangular form®, SIAM J. Anal
Math. 6, 26-50, 1958).



236 KAPITEL 7. EIGENWERTAUFGABEN

7.4 Tridiagonal- und Hessenberg-Matrizen

Im Folgenden behandeln wir Verfahren zur Lilsung des Figenwertproblems symmetrischer
Tridiagonalmatrizen und von Hessenberg-Matrizen, die durch Anwendung einer Redukti-
onsmethode aus einer allgemeinen Matrix erzeugt werden.

7.4.1 LR- und QR-Verfahren

Sei A £ BR™*" zunfchst eine beliebige Matrix. Wir betrachten zwei iterative Verfahren
zur Lisung des vollstindigen Eigenwertproblems von A:

(I) Das ,LR-Verfahren* nach Rutishauser” (1958) erzeugt ausgehend von A :— A eine
Folge von Matrizen A" ¢ € N, durch die Vorschrift

A® _ p@po ( LR-Zerlegung), AL - plEp (7.4.26)

Wegen
A®D _ RO O _ @)1 [ R [

— Al

sind alle Iterierten A“' &hnlich zu A und haben somit dieselben Eigenwerte. Unter
geeigneten Voraussetzungen an A ldsst sich zeigen, dass

A1 *
lim A® = lim R® = , lim L® =1, (7.4.27)

i—oo i—oo t—oo

0 An

wobei X; die Eigenwerte von A sind.

Das LR-Verfahren erfordert in jedem Schritt die Berechnung einer LR-Zerlegung und
ist folglich viel zu aufwendig fiir allgemeine vollbesetzte Matrizen. Bei Hessenberg-Matrizen
ist der Aufwand jedoch vertretbar. Der schwerwiegende Nachteil des LR-Verfahrens ist die
notwendige Voraussetzung der Existenz der LR-Zerlegungen A® — L® R  Hat man nur
PBA® — L®RE mit einer Permutationsmatrix P® +£ I, so braucht keine Konvergenz
vorzuliegen.

(IT) Das , QR-Verfahren“ nach Francis'® (1961) gilt als das derzeit effizienteste zur Lésung
des Eigenwertproblems von Hessenberg-Matrizen. Zur Umgehung der Hauptschwierigheit
beim LR-Verfahren liegt es nahe, eine analoge Iteration mit Hilfe der stets existierenden

“Heinz Rutishauser (1918-1970): Schweizer Mathematiker und Informatiker; seit 1962 Professor an der
ETH Ziirich; Beitréige zu Numerische Lineare Algebra (LR-Verfahren: Solution of eigenvalue problems
with the LR transformation, Appl. Math. Ser. nat. Bur. Stand. 49, 47-81(1958).) und Analysis sowie zu
Grundlagen der Computer-Arithmetik.

0]John F. G. Francis (1934-): Englischer Informatiker; arbeitete in mehreren Industriefirmen; bekannt
durch den von ihm gefundenen ,QR-Algorithmus* zur Eigenwertberechnung: , The QR transformation.
A unitary analogue to the LR transformation®, Computer 1. 4, 265-271 (1961 /1962).
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QR-Zerlegung anzusetzen:
Al — Qii}R{iJ , AW . Rii}qii} , teN, (7.4.28)

wobei @® unitére und R® rechte obere Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonalele-
menten sind. Die QR-Zerlepung wird etwa mit Hilfe des Householder-Verfahrens vor-
genommen. Auch hier kommt aus Okonomiegriinden nur eine Anwendung auf einfach
strukturierte Matrizen wie Hessenberg-Matrizen in Frage. Wegen

Al _ pi ol _ " i R ol8)
QY =Q" Q Q
— AlB

sind wieder alle Iterierten A® &hnlich zu A. Zum Nachweis der Konvergenz des QR-
Verfahrens bendtigen wir den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 7.3: Es seien EW € B™*™ t € M, regulire Matrizen mit lim E® = | und
E® — QWIRE zugehirige QR-Zerlegungen. Dann gilt notwendig

lim Q¥ = = lim R%. (7.4.29)

i—oo t—oo
Beweis: Wegen
|29 ~ Il = [QVRY — QUQY [l = | RY — Q¥ [l 0

konvergiert qu — 0t = oo}, j < k. Dies erzwingt wegen

O — 0 O
| * (| *
I = Qii}QEE}T _ N
* O O
| O 11— 0 O ]

notwendig ) )
a1, Q=0 (t—o), j>k.

Also konvergiert QU — diag(%1) (t — co). Wegen
QURY —FE® 51 (t—s00), r;>0
ist also lim, ,__ Q® = I. Dann ist aber auch

lim R® = lim QW E® —

i—+oo i—+oo

Was 11 Zelgen War. Q.ED.



238 KAPITEL 7. EIGENWERTAUFGABEN

Satz 7.8 (QR-Algorithmus): Die Eigenwerte der Matrizr 4 € BR™™ seien belrags-
miflig separiert: |A| = |Aa| = ... = |A,|. Dann gilt fiir die durch das QR-Verfahren
erzeugten Matrizen A® — {ﬂ-_i?]j.‘k:l

-----

{lim ald |i=1,...,n} = {M,. -, A} (7.4.30)
Beweis: Es gilt
Al _ plaats _ 87 lE) plt) o8 _
QY = Q¥ QURY g
— AlB
— = [QW..QUTA[QY.. Q{ill

= P

Die normierten Figenvektoren w;, ||w;|| = 1, #zu den Eigenwerten JA; sind linear un-

abhingig. Die Matrix W = |wy,...,w,| ist also regulir und geniigt der Beziehung
AW = WA mit der Diagonalmatrix A = diag(;). Folglich gilt

A=WAW™L

Sei QR = W die QR-Zerlegung von W und LS = PW~! eine LR-Zerlegung von PW !
(P geeignete Permutationsmatrix). Wir betrachten im Folgenden den Fall P = 1. Es ist

At _ |th—]]i — Wﬁiw_l — WﬁiLS = WlA*L{ﬁ_l}i]A*S
1 0
W A'S = W[I + N®|ALS
£
A.
L (IL) 1
— QR[I + NYJA'S = Q[R + RNYWA'S,
und somit
A* = Q[I + RNYR™'|RA'S.

Da die Eigenwerte A; betragsméfig der Grifie nach geordnet sind, ist |[A; /0| <1, j =k,
d. h
N® 50, RNWR™ 50 (t— o).

Fiir die QR-Zerlegungen I + RN®WR-! — Q¥ R® folgt dann nach Hilfssatz 7.3
QY 1, RY 51 (t— ool

Weiter ist L
At _ QQ{E] |R(!}Rhi31
offenbar eine QR-Zerlegung von A* (mit nicht notwendig positiven Diagonalelementen
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von A 1). Aus

QW.. Q¥ RO ___RM _ g gt 4@ pE-1  pw

_pO g _ ple-n _ 5D
_ plt-1) ! P{i—n”‘ A P{:—nl gle=1)
5. Beweisbeginn
— 4 pli-ligli-1)
folgt
PHIgl) — gptt-Higlt-1) _  _ gt-1pigl) _ 4*

Alsoist PYS® — A* eine zweite QR-Zerlegung von A® (mit positiven Diagonalelementen
von R!). Es gibt folglich Diagonalmatrizen D — diag(+1), so dass

—- T
Diamit finden wir, dass

Al _ ple" g ple _ QT[T AQT™ — TO" QT AQT®
=T RART'TY  (wegen W'AW = A & RIQTAQR = A).
Aq +
= " QW pla,
0 An

Wegen Q¥ — I (¢t — oo) konvergiert also

A *
DA pla (t — oo).
0 A

Besitzt W ™! keine LR-Zerlegung, so erscheinen die Eigenwerte ); nicht mehr betrags-
méifig der Grofe nach geordnet. Q.ED.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des (JR-Verfahrens wird bestimmt durch die Gréfien
A

<1, j=k
)l-k{ J=5

1

d. h.: Die Konvergenz ist um so schneller, je besser die Eigenwerte von A betragsmifig
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separiert sind. Fiir positiv definite Matrizen kann man zeigen, dass das QR-Verfahren
doppelt so schnell konvergiert wie das entsprechende LR-Verfahren; es bendtigt jedoch
pro lterationsschritt auch etwa die doppelte Anzahl von Operationen. Unter gewissen
Bedinpungen kann fiir da QQR-Verfahren sogar kubische Konvergenz erreicht werden, d. h.:
[A® — A < gAY — A, Wie das LR-Verfahren wendet man das QR-Verfahren nur
auf bereits reduzierte Matrizen an, fiir die eine QR-Zerlegung leichter zu berechnen ist:
Hessenberg-Matrizen, symmetrische Tridiagonalmatrizen oder allgemeiner Bandmatrizen
der Bandbreite 2m + 1 < n. Dies ist gerechtfertigt aufgrund der folgenden Aussage:

Hilfssatz T.4: Ist A eine Hessenberg-Matriz {oder eine symmetrische 2m+1-Bandmatric),
so gilt dasselbe fiir alle vom QR-Algorithmus erzeugten Matrizen AW

Praktische Erfahrungen zeigen, dass das QR-Verfahren in Verbindung mit der Reduk-
tionsmethode fiir moderat grofe Matrizen (n < 10°) allen anderen bekannten Verfahren
zur Losung des vollstindigen Eigenwertproblems iiberlegen ist. Fiir sehr grofie Eigenwert-
aufgaben der Dimension n = 10° — 10, wie sie z. B. in der hydrodynamischen Stabilitits-
theorie und der Molekulardynamik /Quantenmechanik auftreten verwendet man speziel-
le, struktur-ausnutzende Varianten der Projektionsmethoden (, Krylov-Raum-Nethoden®)
aus dem vorigen Kapitel.

7.4.2 Verfahren der Sturmschen Kette

Wir stellen zum A bschluss noch ein klassisches Verfahren vor zur stabilen, direkten Berech-
nung der Figenwerte einer symmetrischen (unzerlegharen) Tridiagonalmatrix A4 £ R™*"
aus ihrem charakteristischen Polynom F4. Sei also 4 € R™*" eine symmetrische Tridia-
gonalmatrix mit & #0,i=1,...,n—1:

ay by 0

4 by
bn1
0 'Bnn—l L

Zur Berechnung des charakteristischen Polynoms p4(z) dienen die Rekursionsformeln

po(z) =1, pi(z) =a1—z,
pilz) = (& — 2) pici(z) = Bypial(2), i=2,...,n.
Die Polynome p; € F; sind gerade die i-ten Hauptminoren von det(4 — =1}, d. h.:

Pn = pa. Um dies einzusehen, entwickle man den (i + 1)-ten Hauptminor nach der
(i + 1)-ten Spalte:
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] a—z M
by .
Bis = (a1 — 2)pi(2) — bipioa(2)
biy a;—z b; =:P:-'I-1{'z}
b ap—z|
i—1 i i+1

Es ist oft niitzlich, die Ableitung pfy zu kennen (z. B. bei der Anwendung des Newton-
Verfahrens). Diese erhélt man durch die Rekursionsformeln
q(z) =0, aqfz) =—
(2) = —pi1(2) + (@i — 2)gi1(2) —blyqa(z), i=2,...,m,
n =Py -
Hat man eine Nullstelle A von p4, d. h. einen Eigenwert von A bestimmt, so erhilt man
einen zugehdrigen Eigenvektor durch w (A}, wobei

wo (2) wo(z) =1 (ba:=1)

w(z) = : . V(= (7.4.31)
w(e) = GUBE iy .

Wo—1(z) by... !
Um dies zu verifizieren, berechnet man (4 — zl)w(z). Fir i=1,...,n—1 (by:=0) ist

bi_ywy_a(z) + agwy_q(z) + biwy(z) — zuy_4(z) =

b qyi-2 pi-2(z) a; i—1 P-—l{z} i PI{} _ qyi-td pi-1(z)
= bi—1(—1) b, ™ (—1) b 1+-5.'[ 1) b z(—1) by by
YRR R p._lm (o s — o)
= B () PR ot B 1y L
. i-1 P-—1'[z} _
(=1) By...bit 0
Fiir i =mn ist (b, :==1)
bo_qw,_a(z) + agwp_1(z) — zw,_4(z) =
= bu-1(-1)"2 —P“‘ﬂ;i + (an — 2)(—1)™! —bfl.‘._liii
- _ a1 _Pn-a(z) 4 — = a1 _Pn-1(2)
= (-1t PEEE (o (-1t PR
= (=11 _Pal2) —wa(2).

N
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Wir finden also

(A — zNw(z) = u _ (7.4.32)

—wp(z)
Fiir einen Eigenwert A von A ist w,(A) = konst. - p4(A) =0, d. h.
(A=A w(A)=0.

Ableitung der Identitat (7.4.32) ergibt

[(A—zNw(z)] = —w(z) + (A — =Nw'(z) = II]
—ur(2)

Wir setzen z = A mit einem Eigenwert A von A und multiplizieren mit —w(A):

0 < [lw(A)F - ([4 = Mw(X), w'(X))

) ISEY e
= wn_1(A)up(A) = bi...B_y

Folglich ist g/ (A) # 0, d. h. wir haben allgemein:
(S1) Alle Nullstellen von p, sind einfach.
(S2) Fiir jede Nullstelle A von p, gilt
Pa1(NF,(A) < 0.
Weiter gilt
(53) Fur jede reelle Nullstelle { von p;_q ist
pl)pi2(() <0, 1=2,...,n

denn in diesem Fall ist p;(¢) = —B2_;pi_a(¢) und wire p;(¢) = 0, so folgte der Wider-
spruch

0=pi() = pi-1({) = pi2({) = ... = po({) = L.
Schliefilich gilt trivialerweise

(54) pp+#£ 0 hat keinen Vorzeichenwechsel.
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Definition 7.5: Eine Folge von Polynomen p = pn, Pa-1,--..Po (oder allgemeiner steti-
ger Funktionen [, f._1,..., fo ) mit den Figenschaften (51)-(54) heifit eine  Sturmsche'!
Kette® von p.

Die vorausgegangene Uberlegung hat also zu folgendem Resultat gefiihrt:

Satz 7.9 (Sturmsche Kette): Sei A € B™" eine symmetrische, unzerlegbare Tridia-
gonalmatrir. Dann bilden die Hauptminoren p;(z) der Matrict A — zI eine Sturmsche
Kefte des charakteristischen Polynoms pa(z) = pa(z) von A.

Der Wert der Existenz einer Sturmschen Kette zu einem Polynom p beruht auf dem
folgenden Resultat:

Satz T7.10 (Intervallschachtelung): Es sei p ein Polynom und p = po,Pr-1,---,00
eine zugehorige Sturmsche Kette. Dann ist die Anzahl der reellen Nullstellen von p in
einem Intervall |a,b| gleich N(b)— N(a), wobei N(() die Anzahl der Vorzeichenwechsel
der Kette po((),...,poll) bezeichnet.

Beweis: Wir betrachten die Zahl der Vorzeichenwechsel N(a) fiir wachsendes a. N{a)
bleibt konstant, solange a keine Nullstelle eines der p; passiert. Sei nun a Nullstelle
eines der p;; wir unterscheiden zwei Fille:

(1) Fall p;(a) =0 fir i # n: In diesem Fall ist p;yq(a) # 0, pi—1(a) # 0. Die Vorzeichen
von p;(a), j € {i — 1,4,i + 1} zeigen daher fiir geniigend kleines h > 0 ein Verhalten,
das durch eines der zwei folgenden Tableaus skizziert werden kann:

|a—h a a+h |a—h a a+t+h
i-1 - - - i—1 + + o+
i +/— 0 —/+ i +/— 0 —/+
i+1| + + + itl| - - -

In jedem Fall ist Ni{a — h) = N(a) = N(a + k), und die Anzahl der Vorzeichenwechsel
dndert sich nicht.

(ii) Fall pn(a) = 0: In diesem Fall kann das Verhalten von p;(a), 7 € {n — 1,n}, durch
eines der folgenden beiden Tableans beschrieben werden (wegen (52)):

|ﬂ—h a a+h |a—h a a+h
n — 0 + n + 0 —
n—-1 - - - n-1| + + +

. U Jarques Charles Franois Sturm (1803-1855): Franzésisch-Schweizer Mathematiker; Professor an der
Eeole Polytechnigque in Paria seit 1840; Beitrige zur Mathematischen Physik, [Nfferentialgleichungen,
{ piturm-Liouville- Problem® ) und Differentialgeometrie.
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Also ist N(a — h) = N{a) = N(a+ h) — 1, d. h.: Beim Passieren einer Nullstelle von
p, kommt genau ein Vorzeichenwechsel hinzu. Fiir a < b gibt daher N(b) — N(a) =
N{b+h)—N(a—h), h = 0 geniigend klein, die Anzahl der Nullstellen von p,, im Intervall
[t —h,b+h| an. Da h beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt die Behauptung. Q.E.D.

Satz 7.10 fiihrt auf ein einfaches | Bisektionsverfahren® zur Bestimmung der Nullstellen
des charakteristischen Polynoms p4 einer symmetrischen, irreduziblen Tridiagonalmatrix
A € B™" Offenbar besitzt A nur reelle, einfache Eigenwerte A < Ao < -+ < A, Fiir
T — —oo besitzt die Kette

plz)=1, pi(z)=a1—x
i=2...,n: plz)=(a; —)ps_1(z) — blpi_a(z),

die Vorzeichenverteilung +,...,+; also ist N(z) = 0. Folglich gibt N({) gerade die
Anzahl der Nullstellen A von py mit A < { an. Fiir die Eigenwerte A; von A gilt also:

N<( = N() =i (7.4.33)

Zur Bestimmung des i-ten Eigenwertes )\; startet man mit einem Intervall [ag, by|, das
A; sicher enthdlt, z. B.: ag < Ay < A, < bp. Dann halbiert man sukzessiv das Intervall
und testet mit Hilfe der Sturmschen Kette, in welchem der beiden neuen Teilintervalle A;
liegt, d. h.: Man bildet fiir ¢t =0,1,2,...:
@, falls N(w) =i
EH_]_ =

ac + b pe, falls N(p) <i

He .= 5 )
By i 4 HE0 falls N(pe) =1
T b, falls N(w) <

(7.4.34)

Teilintervalle X; liegt, d. h.: Man bildet fiir £ = 0,1,2,...: Es gilt dann stets A; €
|ﬂ"-!+:|:l b!+1]1' 1
[@er1, best] C [ae,be],  |@eg1 — Beya| = 5lae — B,

und a; konvergiert monoton wachsend, b; monoton fallend gegen A;. Dies Verfahren
ist zwar langsam, aber sehr robust (geringe Rundungsfehleranfilligkeit) und gestattet die
Bestimmung eines jeden beliebigen Eigenwertes unabhiingig von den iibrigen.

7.5 Ubungsaufgaben

Ubung 7.1: a) Man zeige, dass sich jedes Skalarprodukt (-,-) auf dem K™ bugl. des
enklidischen Skalarprodukts (-,-)o mit einer hermiteschen, positiv definiten Matrix A €
E™** in der Form

(r,y) = (Az,y)2, T,yekK,
darstellen 1&sst.
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b) Man zeige, dass eine positiv definite Matrix 4 € C™" notwendig anch hertmitesch
ist, d. h.. A = AT . Dies ist i. Allg. nicht richtig fiir reelle Matrizen A € R, d. h.: Fiir
reelle Matrizen geht die Definition von , positiv definit® gewGhnlich zusammen mit der
Voraussetzung symmetrisch®.

Ubung 7.2: Man zeige, dass in einer zusammenh#ngenden Vereinigung von k Gerschgorin-
Kreisen einer Matrix A € C**" (disjunkt zu allen anderen n — k Kreisen) genau k& Ei-
genwerte von A liegen (ihrer algebraischen Vielfachheiten entsprechend oft gezdhlt). Dies
impliziert, dass eine solche Matrix mit paarweise disjunkten Gerschgorin-Kreisen genan
n einfache Eigenwerte hat und folglich diagonalisierbar ist.

Ubung 7.3: Sei A€ K™ (K =R oder K = C) eine hermitesche Matrix.

(i) Man zeige, dass Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten AiA) und As(A)
orthogonal zu einander sind. Ist das auch richtig fiir nicht-hermitesche aber  normale®
Matrizen, d. h.: ATA = AAT?

(i) Man zeige die Beziehungen

min {AI’IQh = {AI’Igh
wck=\{0}  ||z||3 ==E=\{0} |z||z

Amin(A) = = Amax(A),

wobei Apip(A) und Agg(A) die minimalen und maximalen (reallen) Eigenwerte von A
sind. (Hinweis: Eine hermitesche Matrix besitzt bekanntlich eine ONB von Eigenvektoren. )

Ubung 7.4: Der Beweis der Konvergenz der Potenzmethode fiir eine symmetrische, po-
sitiv definite Matrix 4 € R™*" basierte auf der Identitit

) {Jaal® + 0 el ()™}
(An)? {leal? + 0 a2 (22)* }

wobwi A; € R, i =1,...,n,die Eigenwerte von A sind, {w',i=1,...,n} eine zugehdri-
ge ONB von Figenvektoren und o; die Koeffizienten in der Entwicklung des Startvektors
2= 21 @sw’. Man zeige, dass im Falle a,, # 0 in dieser Identitét der Fehlerterm rechts
gleichmfig bzgl. der Dimension n von A beschrinkt ist, aber linear mit |A,| wichst.

M= (A M) =

“2am +0([52])

Ubung 7.5: Jede Matrix A € C™*" besitzt eine QR-Zerlegung A = QR mit einer
unitiren Matrix @ = [q',...,q"| und einer oberen Dreiecksmatrix R = (r;;)" oy Die-
se Zerlegung ist, wie man sich leicht klar macht, nicht eindeutig bestimmt. Man zeige,
dass fiir regulires A die QR-Zerlegung eindeutig bestimmt ist, wenn zusitzlich r,; €
Ry, i=1,...,n,gefordert wird. (Hinweis: Die QR-Zerlegung von A liefert eine Cholesky-
Zerlepung von AT A.)
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Ubung 7.6: Sei A eine Hessenberg-Matrix oder eine symmetrische Tridiagonalmatrix.
Man zeige, dass dasselbe gilt fiir alle durch den QR-Algorithmus erzeugten Iterierte A

A= A,
A= RO mit A' = Q'Rt, t=0.



8 Lineare Optimierung
8.1 Lineare Programme

»Lineares Programm® ist die historisch begriindete Bezeichnung fiir lineare Optimierungs-
aufgaben vom folgenden Typ:

Beispiel 8.1: Emne Fabrik kann zwei Typen A und B eines Produkts unter folgenden
Bedingungen herstellen:

Produkt Typ A | Typ B | maximal méoglich
Stiick pro Tag T I3 100 Stiick
Arbeitszeit pro Stiick 4 1 160 Stunden
Kosten pro Stiick 20 10 1100 DM
Gewinn pro Stiick 120 40 T DM

Wie miissen =7 und rs gewihlt werden, damit der Gewinn maximal wird? Dabei muss
offenbar der lineare Ausdruck

(ry,13) = 120xy + 40xs
zu einem Maximum gemacht werden unter den linearen Nebenbedingungen

1+ Ta= 100
dry + < 160 , =0, =3 =0 (8.1.1)
20z, + 10z < 1100

Diies ist ein lineares Programm in sog. ,Standardform®.

Beispiel 8.2: Die Produktion von 7 Zuckerfabriken soll so anf 300 Verbrauchsorte verteilt
werden, dafl der Bedarf befriedigt wird und die Transportkosten minimiert werden.

Fabrik Fij=1..T)), Verbrauchsort &y (k= 1,...,300)
Produktion a; (pro Monat) , WVerbrauch ¢ (pro Monat)

transportierte Menge F; — Gy @ x5, Kosten c;3 (pro Einheit).
Es sei vorausgesetzt, dass Bedarf und Produktionsmenge gleich sind, d. h.:

T = E @j.

=1

&

Ed
1
-

247
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71 minimieren sind die Gesamtkosten

T 300
Az, Tram) = ZZ C5.kL 5,k

i=1 k=1

unter den Nebenbedingungen z,; =0 und

T 300
Smp=m (k=1,...,300), Y mp=a (G=1,...,7).
k=1

3=1

Diese beiden Aufgabenstellungen lassen sich in folgenden allgemeinen Hahmen ein-
ordnen: (Fiir einen Vektor = = (xi,...,z,)7 bedeutet die Schreibweise = > 0, dass alle
Komponenten z; > 0 sind.) Fir 1 < m < n selen eine Matrix A € R™*" vom Rang m
sowie Vektoren be R™, b= 0, und ¢ € R™ gegeben.

Definition 8.1: Als  lineares Programm in Normalform® {oder auch kanonischer® Form),
abgekiirzt ,LP¥ bezeichnet man die Aufgabe, unter den Gleichungsnebenbedingungen und
Vorzeichenbedingungen

Ar=b, =0

ein Minimum der Zielfunktion ((z) == = zu bestimmen.

Anders ansgedriickt sucht ein lineares Programm im ,zuléssigen Bereich®
M:={zcR"|Az=b, =0} (8.1.2)

ein r* € M zun bestimmen, so dass

f'r* = min . (8.1.3)
M

Zur Einordnung der obigen Beispiele in diesen Rahmen kinnen folgende Umformungen
herangezogen werden:

— Ein Ungleichung mit > wird durch Multiplikation mit —1 in eine mit < {iberfiihrt.

— Eine Ungleichung ayzy+...+apz, < F wird durch Einfiihrung einer sog. ,Schlupf-
variablen” y in eine Gleichung und eine Vorzeichenbedingung iiberfiihrt:

gy ... tag, +y=48, y=0

— Fiir jede Gleichung ajry + ...+ a,r, = 8 kann (eventuell nach Multiplikation mit
—1) stets 3 = 0 wvorausgesetzt werden.

— Fehlt fiir eine Variable, etwa fiir = , die Vorzeichenbedingung, so wird =; durch die
Differenz y; — yo #Zweier neuer Variablen ersetzt, und man fordert ¢ = 0, ya = 0.
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— Gleichungen, die Linearkombinationen anderer Gleichungen sind, werden weggelas-
sen, so dass fiir die Matrix A € R™*" stets Rang A = m angenommen werden
kanmn.

— Wegen max ¢/ £ — —min (—c' =) kann man alle linearen Programme auf die Be-
stimmung eines Minimums zuriickfiihren.

Der zuldssige Bereich M eines LP ist der Durchschnitt einer linearen Mannigfaltigheit
mit Halbrdumen und folglich abgeschlossen. Weiter ist M konver®

rye M= Az +(1-AN)yeM Vi e|01].

Ist M = @, so besitzt das LP keine Lisung. Im Fall M # @ existiert immer eine
Lisung, wenn M beschrinkt (und damit kompakt) ist; fiir unbeschrinktes M braucht
keine Lisung zu existieren.

Beispiel 8.3: In einfachen Fillen lassen sich lineare Programme graphisch lGsen: Der
zulfssipe Bereich M in Beispiel 1 (Standardformulierung) ist der Durchschnitt von 5
Halbebenen des R?, deren Begrenzungsgeraden durch die Gleichungen

=0, za=0,
1 + o = 100
Az, + 75 — 160
20z4 4 10xe = 1100

gegeben sind:

Fielfomik tiom:
xpxz) = 1+l

3 srpay=l6n
\, Niveaulinie der Zielfmk tion, (xyx3)= 0

Abbildung 8.1: Grafische Losung eines Linearen Programms

Parallelverschiebung der Niveaulinie bis an den Rand von M ergibt als maximalen Wert
den der Niveaulinie durch den Punkt (z},x3):
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irt + 13 — 160 ry — 60

=

203 + 1025 — 1100 = 2
Qmax = 120z} + 4023 = 5400.

Der optimale Punkt ist in diesem Fall eine Ecke des Polygongebiets M. Dies ist kein
Zufall und wird sich als wesentlicher Punkt bei der Behandlung allgemeinerer Probleme
dieses Typs erweisen. Die maximal mdgliche Stiickzahl von r; + x5 = 100 wird unter
dem Kriterium der Gewinnmaximierung also nicht erreicht; dafiir wird die zur Verfiipung
stehende Arbeitszeit voll genutzt.

Wir betrachten im Folgenden die linearen Programmierungsaufgaben stets in Normal-
form. Zundchst studieren wir die Struktur der Lisungsmenge eines LP.

Definition 8.2: Fin Vekior © € M heifif | Ecke® (oder Evtremalpunkt®) der zulissigen
Menge M, wenn er keine Darstellung

=A™ + (1 - 2)r?
mit £V, @ e M, 0 % 2O mit einem A € (0,1) zulasst. Fir = € M setzen

wir I(z) = {i € {1,...,n}|z; = 0} . Weiter bezeichnen wir im Folgenden mit ay die
Spaltenvektoren der Matriz A.

Hilfssatz 8.1 (Sekantensatz): Sind fiir ein = € M die Spaltenvektoren in
B(z) == {a| k€ I(z) } (8.1.4)
linear abhdngig, so besitzt T eine Darstellung
£ 1 (20 +y) (8.15)
mit 20, y € M und I(zV) G I(z).
Beweis: 0.B.d.A. sei I(z) = {1,...,k}, so dass

E
Zz.-a..- =b.

i=1

Ist B(xr) linear abhingig, so gibt es Zahlen d;, i = 1,...,k, nicht alle Null, so dass

k
> dia; = 0.

i=1

Der Vektor
I{)'-] = {I] +M],....‘_Ik+}ld;”ﬂ,...,ﬂ7|

n—k
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erfiillt dann fiir jedes A € R die Gleichung Ax{\) = b. Wegen =; = 0, i = 1,...,k,
ist fiir hinreichend kleines |A| auch =(A) > 0 und somit z({A) € M. Lisst man nun A
ausgehend von Null wachsen oder fallen, so gelangt man in einem der beiden Fille zu
einem A* , fiir das mindestens eine der Komponenten =;{A*), i = 1,..., &k, verschwindet.
Ferner ist ={A) € M fiir |A| < |A*|. Mit =) = z(A*) und y = =(—A*) gilt dann
=3z +y) und 1(z) G I(z). Q.ED.

Hilfssatz 8.2 (Eckensatz): Ein Vekior = € M ist genau dann Ecke, wenn die Spalten-
vektoren in B(r) linear unabhdngig sind.

Beweis: Aus Hilfssatz 8.1 folgt, dass fiilr eine Ecke r € M notwendig B(r) linear
unabhingig sein muf. Sei nun B(r) linear unabhingig, aber = & M keine Ecke, d. h.
= Az + (1 =)@ mit =, 2@ € M, =V £ 2 X € (0,1). Dann impliziert =; = 0
auch =" — £ — 0, so0 daf gilt:

S e - ¥ aPa b

il (z) icl{x)

Wegen ') o£ £2) ist also B(z) linear abhéngig im Widerspruch zur Annahme. Q.E.D.

Definition 8.3: Wegen Rang A = m besteht B(x) fur eine Ecke € M aus hochstens
m Vektoren. Ist fur eine Ecke r € M aber dim B(r) < m, so heifit = ,entartete
Ecke®; in diesem Fall kann B(z) zu einer Basis B(r) aus Spaltenvekioren von A erganzi
werden. In jedem Fall heifit eine solche Basis B(x) ,Basis zur Ecke = .

Durch eine Basis ist eine Ecke = € M {iber das Gleichungssystem Az = b eindeutig
bestimmt. Andererseits gibt es hichstens

n n!
(o) = e =

Systeme von m linear unabhéngigen Spaltenvektoren der Matrix A, d. h. Ecken von M .

Hilfssatz 8.3 (Eckenltsung): Besilzt das LP eine Lisung r € M | so gibi es eine Ecke
x* € M, die ebenfalls Lisung ist.

Beweis: Ist = selbst keine Ecke, so wenden wir Hilfssatz 8.1 an, d. h.: Das Minimum
von o'z wird im Mittelpunkt = = 1(z™™ + y) der Verbindungsgeraden zwischen z'!)
und y angenommen. Folglich ist = dort konstant, d. h.: £} ist auch Losung, aber mit
I(zM)  I(x). Auf diese Weise erreicht man in endlich vielen Schritten eine Ecke von M
(im Extremfall F — 0. QED.
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8.2 Der Simplex-Algorithmus

Im Folgenden entwickeln wir den sog. , Simplex-Algorithmus* nach G. B. Dantzig! {1947)
zur Losung von Linearen Programmen. Wir verwenden weiter die Bezeichnungen des
vorherigen Abschnitts. Sei z” eine Ecke des zuldssigen Bereichs M der kanonischen
Programmierungsanfgabe

Ar=b, >0, f'z—=min!

mit zugehdriger Basis B(r") = {a;, i€ I°},1° 2 I("). Dann gilt
S xla;=b (8.2.6)
sl
Fiir ein beliebiges = € M ist Ar = b und folglich
Z{Ii —_ I?}ﬂi = — Z Iyl
iefo iglo

(Die Schreibweise i ¢ I° bedeutet i € {1,...,n}\ I°.) Wegen der linearen Unabhiingig-
keit von B(z") kann nach den Differenzen z; — z aufgeldst werden, und man erhilt
Gleichungen der Form

T = Zﬂikik +10, iel” (8.2.7)

kgt
Der zugehiirige Zielfunktionswert
dr=c"+ Tz —2" ="+ Zc.—{zi —I?} +ZE..—I..-.
= gl

ergibt sich nach Substitution von z; — z% (i € I”) in der Form

A= Z Tk + 0 (8.2.8)
T
n=> aacto, kgl (8.2.9)
icl?

Die Gleichungsnebenbedingung und die Zielfunktion 'z sind offenbar (bzgl. der Basis
B(z") ) durch das folgende (m + 1) x (n — m + 1)-Gleichungssystem wiedergegeben:

!George B. Dantzig (1914-2005): US- Amerikanischer Mathematiker; entwickelte 1947 den Simplex-
Alporithmus wirend seiner Tatighkeit in cinem Forschungzlabor der 1U.S. Air Foree; 5. sein Buch ,Lineare
Programmierung und Erweiterungen®, Springer 1966 (Ubersetzung aus dem Englischen); seit 1966 Pro-
fiossor an der Stanford University.
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I; = ZCI:&I]:-FI‘.I_ icl®
kgl R.2.10
dr = Z’)‘]:Ik-i-CTIu. ( )
kgr®

Die Komponenten =z;,i € I°, und der zugehérige Zielfunktionswert z eines Vektors
z € R™ sind durch Vorgabe von z; > 0(k ¢ I°) in (8.2.10) eindeutig bestimmt. Gilt
dabei z; > 0(i € I"), soist = € M . Fiir die speziellen Werte =, — 0 (k ¢ I°) ergibt sich
gerade die Ausgangsecke =”.

Wir betrachten mun die umgekehrte Situation, dass der zuldssige Bereich M gerade
aus denjenigen Vektoren x > 0 besteht, deren Komponenten einem System der Gestalt
(8.2.10) geniigen, mit gewissen Zahlen =z > 0 (i € I%). Dann ist der Vektor ” € R"
mit den Komponenten =7 (i € I%), z¥ = 0 (i ¢ I°) automatisch Ecke von M , denn er
erfiillt offensichtlich (8.2.10), d. h.: Az® — b, und jede Darstellung =% = Az + (1 — A)z
mit =, € M, 0 < A < 1 impliziert zundchst notwendig =z = 7 = = (k € I°) und
damit auch z; = 7; = =2 (i € I7).

Das System (8.2.10) charakterisiert also zu einer festen Ecke 1 bzw. der zugehéri-
gen Basis B(z") den zuldssigen Bereich M. Der Simplex-Algorithmus sucht nun eine (zu
1" benachbarte) Ecke =' von M, wobel mdglichst ¢'z! < <'z” gelten soll. Der zu-
gehorige Basiswechsel in der Darstellung (8.2.10) wird mit Hilfe des schon betrachteten
»Gauf-Jordan-Algorithmus® bewerkstelligt (s. Kapitel 4.2). Der Vollstdndigkeit halber
rekapitulieren wir im Folgenden den Gaufi-Jordan-Algorithmus. Dieser dient zur Lisung
linearer Gleichungssysteme Ar =y mit A € R™*", r € R", y € R™, durch sukzessiven
Austansch der Komponenten von = gegen solche von y. Ist ein Matrixelement ap, # 0,
so kann die p-te Gleichung nach =, aufgelfst werden:

g s 1 ay, oaq a
P P.g Pt
Tg = ——T1 —ve:— Tg1+—Yp— Tgtl — +vo— — Tq»

Apg Opg Opg Opg Opg

3

Durch Substitution von =z, in den anderen Gleichungen

1Ty + ... G 1Tg 1 + Qo[ Tq|+ Bjge1Tart + ... + QjuTn = Y

erhalt man fiir j=1,...,m, j# p:
Tjglpl T jgilp g—1 @
o= 202 |y - Bt | g By

Qjqlpn

Iq+1+...+[ﬂj,,— ]I“=yj.

Apg
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Dias Resultat ist ein zum Ausgangssystem Aquivalentes System

Iy m
Aly | =] = |, (8.2.11)
[ Tl L ¥m ]

wobei die Elemente der Matrix A wie folgt bestimmt sind:

- . a1

Pivotelement: Gpg = o
— Pivotzeile: Ea,.k=—";§, k=1,....,n, k#gq,
— Pivotspalte: &jq=§:, i=1,...,m, j#p,

i - a j=1,...,m, j
sonstige: ajk=ajk—am§, J peea My JFEP
k=1,....l_n, k%q

Gelingt es, durch Fortsetzung des Verfahrens alle Komponenten von = durch solche von y
Zu ersetzen, so hat man eine explizite Darstellung der Ldsung von Ar = y. Im Fall m =n
ergibt sich so auch die Inverse A=, allerdings i. Allg. mit vertauschten Zeilen und Spalten.
Bei der Festlegung des Pivotelementes empfiehlt es sich aus Stabilititsgriinden, unter
allen in Frage kommenden a,, jeweils eines von moglichst grofiem Betrag zu wihlen. Fiir
ein quadratisches Gleichungssystem mit regulirer Koeffizientenmatrix A ist das Ganfi-
Jordan-Verfahren zur Berechnung von A~! stets durchfiihrbar.

Beispiel 8.4:
1 2 1 Ty n
-3 -5 -1 T3 | = | 12
-7 —-12 -2 Ty 13

Austauschschritte:  [-] Pivotelement

Ti T3 I3 | = LR T3 |

1 2 1|y —-1/6 -1/6 [2/3]]y
-3 -5 —1|p ~1/12  5/12 —5/6 |y
-7 —2| g3 —7/12 —1/12 —1/6 | s

I 3 y1| y2 yi|

/4 1/4  3/2|z 2 1 1|z

3/8 —1/4 |y 8 3 2|

—5/8 —1/8 —1/4 |z 5 -2 1|z



8.2. DER SIMPLEX-ALGORITHMUS 255

-2 -8 3
Inverse: 1 5 -2
1 -2 1

Der Simplex-Algorithmus besteht ans zwei ,,Phasen®. In Phase I wird eine Ausgangsecke
1 konstruiert und das zugehdrige Tableau erstellt:

o (kg I°)
o
T o aaGel® kg o]
(iel? ’ (iel?
z w (k& IY) cT?

In Phase 11 werden dann unter Verwendung des Gaufi-Jordan-Algorithmus Basiswech-
sel vollzogen, wobel der Zielfunktionswert jeweils moglichst stark verkleinert wird. Wir
beginnen mit der Beschreibung dieses Basisaustausches.

Phase I1 (Basisaustausch)

1. Gilt ~; = 0(i ¢ I"), so folgt fiir beliebige Vorgabe von =; > 0(: ¢ I%), d. h.: fiir
beliebige Punkte = € M, stets

z = Z"}';;I;;-i-CTIn ECTIB,
EgIt
d. h. Die Startecke =¥ ist bereits optimal.
2. Gibt es ein g ¢ I? mit ~, < 0, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

(a) Im Falle ay, = 0(i € I") erhiilt man durch Vorgabe von z,:=A, A € B, und
1, =0(k¢ I k #q) Vektoren z € M,

T = g+ I.? =0
mit Zielfunktionswert
z = ’)‘q;’l.-i-CTIn—}—C!CI (A — 00).

Die Aufgabe ist also unlésbar.

(b) Gibt es Indizes p € I" mit a,, < 0, so wird die Variable =, gegen eine noch
auszuwihlende r, ausgetauscht. Die Elemente des Tableaus sind dabei gemab
dem Gauf-Jordan- Algorithmus wie folgt zu transformieren:

1

3 - o -
Pivotelement: Cipg —+ Ogp = — ;
pg
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¥
Pivotspalte: g —+ a;ﬂg - (e i° \ {p});
Opg
Ty .
(Ve —* p) Y =
Pq
H [n]
Phvotzele: o ol = =2 (k¢ 1 k£ q);
P
0
0 i Ip |
(Tp —+ xg) IP_}I-;=_&—F,
P
H [ £ )
sonstige: gp — 0l = g — — pk;
Cpg
0
¥, T
(zp — Tp, T; = 15) I?—}II:!=I?_ iglp %_},}i_%_’)‘qﬂpk;
Opg o pg
T
gl s Tt — T Tatp .

Cpg

Auswahlregel (R): Der Index p € I° wird dabei gemdf der folgenden Regel ausgewdhli:

Iﬂ II?
fpg <0, —E— max L. (8.2.12)
Oipg  migeDdel” Oy

Satz 8.1 (Simplex-Algorithmus): Wird der Basisaustausch gemidfl der Regel (R) vor-
genommen, so ist der Vektor ' € R™ mit den Komponenten 1! = 0 (i € I' =

[N\ {pH v {g}), z! =0 (i € I') wieder eine Ecke von M mit der zugehirigen Ba-

518
B(x') = [BG)\{a,}] Uiag, (8.2.13)
und es gilt ¢'x! < T2, Im Falle Iﬂ = 0 ist sogar ! < T 2.

Beweis: Wegen ay, < 0 folgt =} = —0/ap, = 0. Ist weiter oy, > 0, so folgt =} =
] — 4y Ty [ty > 0. Im Falle gy < 0 gilt ebenfalls wegen der Auswahlregel (R):

1 0 ]
T_hH Ty o .
Ctig Chig  COipg
Nach dem oben gesagten ist =! also Ecke von M . Q.ED.

Der Eckenaustausch nach (2b) kann solange fortgesetzt werden, bis Fall (1) oder Fall
(2a) eintritt. Fine nicht entartete Ecke kann dabei nie ein zweites Mal erreicht werden,
da ihr Austausch je zu einer Verkleinerung des Zielfunktionswertes fiihrt. Das Auftreten
entarteter Ecken wird weiter unten diskutiert werden. Hier kéinnten sich (theoretisch) im
Laufe des Verfahrens verschiedene Basen zu einer entarteten FEcke zyklisch wiederholen,
s0 dass der Algorithmus nicht abbricht.
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Beispiel B.5: Beispiel 8.1.1 aus Abschnitt 8.1 erhilt nach Einfithrung von Schlupfvaria-
blen x4, x4, = die Form

—120z; — 40zp — min!, z; >0, i=1,...,5
1 + Ta -+ Iy = 100
dry + Ta + + I 160
Nz, + 10z, + oz = 1100

Offensichtlich ist = = (0,0, 100, 160, 1100)T eine nicht entartete Ecke mit der Basis

1 0 0
B(z") = {as, a4, a5} = of.,f1].]0
0 0
Dias Ausgangstablean ist also:
I T T3 | Ig = I?fa;q
rs| -1 —1| 100| —100 Fall (2b)
T4 —1| 160| -—40 Wahl g = 1 (oder g = 2)
g | —20 —-10( 1100 —55 Regel (R) = p=14.
z —40 0
Eckentausch (Pivotelement g )
I"r Iy I3z Ig = 1 I?_Il;ﬂ'.iq.
g | 1/4 —3/4 60| —80 Fall (2b)
T |—1/4 —1/4 40| —160 Wahl g = 2
rs | 5 [=5]| 300| —60 Regel (R) — p—5.
z | 30 —4800
Eckentausch (Pivotelement s )
IIT| x4 Tg =1
Ty | —1/2 —3/20 15 Fall (1)
T | —1/2 1720 25 Eckenlésung =* = (25,60,15,0,007
a | 1 —1/5 60 Extremwert z — —5400.
z | 20 2 | —5400

Wie wir schon gesehen haben, wird der maximale Gewinn von 5400 DM erreicht, wenn

25 Produkte des Typs A und 60 des Typs B hergestellt werden.
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Bemerkung 8.1: Zur Kontrolle der Rechmung sollten die Grifien  (k ¢ I°) zusitzlich
auch aus der folgenden Formel berechnet werden:

™= e + ek (8.2.14)
il

Phase I (Konstruktion einer Startecke)

Wir diskutieren nun die Phase 1 des Simplexalgorithmus, d. h. die Konstruktion einer
Ausgangsecke z¥. Im Falle eines in Standardform gegebenen Programms mit b > 0 ist
dies, wie obiges Beispiel zeigt, sehr einfach:

(I) dr=max!, Az <b, z=0 (8.2.15)
Durch Einfiihrung von Schlupfvariablen » € R™ geht (I) in die kanonische Form iiber:
() &f=min!, Az=08, =0, (8.2.16)
mit _ :
A=[A L], b=b, é=(—c0,), %=(z,v)".

Wegen b > 0 ist der Vektor ° = (Ony b) € R™™ automatisch eine Ecke von M, denn
die zugehdrigen Spaltenvektoren von A bilden gerade die Einheitsmatrix I, .

Ist die Programmierungsaufgabe in kanonischer Form gestellt,
(1T} cfr=min!, Ar="5, z=>0, (8.2.17)

oder ist in (I) & > 0 nicht erfiillt, so ist i. Allg. keine Ecke von M (oft nicht einmal
ein zuldssiger Vektor) ersichtlich. Zu ihrer Konstruktion betrachte man das Hilfsproblem
(o0.B.dA: b=0)

(M  &Ff=min!, Ar=58, =0, (8.2.18)
mit v e B™,
A=[A L], b=b, é=(0,,1,.... )7, &=(z,0).

Hier ist mit z° = {Dm!;} eine Ausgangsecke von M bekannt. Wegen = = 0 aof M
besitzt das Hilfsproblem stets eine Lisung r* = (z*,v*), die man mit Hilfe des Simplex-
Alporithmus bestimmen kann. Ist »* = 0, so liefern die ersten n Komponenten der
Losung * eine Ausgangsecke des urspriinglichen LP:

o=, i=1,...,n (8.2.19)
Im Fall v} >0 fiir ein ¢ mufl M =@ sein, d. h.: Das LP besitzt keine Lasung. Mit dem
Simplex-Algorithmus kann also auch die Frage nach der Losbarkeit des LP entschieden

werden.
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Nach den bisherigen Uberlegungen ist der Simplex-Algorithmus (mit der Auswahlre-
gel (R)) grundsétzlich gesignet zur Lisung linearer Programmierungsanfgaben, bzw. zur
Entscheidung ihrer Unlésbarkeit, vorausgesetzt, es treten keine entarteten Ecken auf. Das
Erscheinen einer entarteten Ecke ' ist dadurch gekennzeichnet, dass im vorangehenden
Austauschschritt das Kriterium (R) nicht zn einem eindeutigen Index p e I? fiihrt:

Apelia,<0
' nicht entartet < ]
—E — max

“pg gl g

andernfalls folgte mit ) /ap, = 70/,

— o _ 0
= I, r:rﬁzpfuw

— o _ 0
= Iy —ap T fog,

I

0

I

0 x! hat weniger als m
positive Komponenten.

HeHe

Tritt im Verlaufe des Simplexverfahrens eine entartete Ecke =¥ auf, so kann es passieren,
daB fiir den Index p € I° gerade Ig = [ ist. Dann bewirkt der Austauschschritt offenbar
keine Verinderung des Vektors =% inshesondere also keine Reduzierung des Zielfunktions-
wertes, sonderen nur den Ubergang zu einer anderen Basis zur Ecke . Wiederholt sich
dann dieselbe Basis zyklisch, so fiihrt das Verfahren nicht zum Ziel. Obwohl in der Pra-
xis hiufig entartete Ecken auftreten, sind derartige Zyklen noch nicht beobachtet worden
(nur bei eigens zu diesem Zweck konstruierten pathologischen Beispielen). Fiir Belange
der Praxis erscheint der Simplex-Algorithmus mit der Auswahlregel (R) (erginzt um eine
geeignete Regel fiir den Fall einer entarteten Ecke) als hinreichend robust. Vom theore-
tischen Standpunkt ist diese Situation aber unbefriedigend, und man sucht nach einer
Auswahlregel, mit der der Algorithmus garantiert zum Ziel fiihrt.

Definition 8.4 (Lexikographische Ordnung): Fin Vekior u € B heifit  lenikogra-
phisch positiv®, u = 0, wenn u # 0 isf und die erste nicht verschwindende Komponente
positiv ist. Ein Vektor u € B™ heiflf  levikographisch Eeiner (grifer)” als ein v € B™
wenn v—u > 0 (u—wv = 0). Damit ist auf dem B™ eine “Ovdnung” erkldrt.

Der Simplex-Algorithmus sei gestartet mit einer Ecke %97 mit der Basis B(z**) —
{a1,...,am} (gegebenenfalls nach Umbenennung der Variablen). Damit ist =7 =
{1,...,m}. Zur Einfilhrung einer erweiterten Auswahlregel werden die Parameter oy
und ~; auch fiir k€ I erklart durch

o = —0g, =0, i,k 1,'—:.|'-'!'-w"'-.":I
Hilfssatz 8.4: Fur die durch die Darstellungen

a=Y ckap, i€{l...,n} (8.2.20)
kel®

eindeutig bestimmien Zahlen cy gilt:

o = —ax, ke{l,...,n}, ielI® (8.2.21)
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Beweis: Fiir i k € "™ ist nach Definition
ik = —O0n = —Chi-

Sei mun © € M beliebig. Dann gilt

Y {m—alla=— ) ma=— ) m Y am=— ) () am

i prars ig = g pepean [T g pmars
und folglich wegen der linearen Unabhingigkeit von E{I“}
I..-—I?=— Z CLiTk i e JEar
kg[mar
Da die oy in der Darstellung (8.2.10) eindentig bestimmt sind, ergibt sich notwendig
chi = —og (k€ 5 Q.ED.

Sei nun £ eine im Verlaufe des Verfahrens erreichte Ecke und g € I° der Austausch-
index. Zur Bestimmung des Index p € I” bilde man fiir alle € I” mit

] 0
T, I

— 3
. g}nﬁ 25 g < 0, (8.2.22)

ID [a' Trm T
'T.!-r=(—r:l— 1,._.1,— ) E:[Rm-'-l.

Qrg  Cirg Ctrg

die Vektoren

Auswahlregel {ﬁ] Der Index p € 1" wird dann als derjenige mit der Eigenschaft
(8.2.22) gewahlt, so dass uP der lerikographisch grofite unter den u™ isi.

Im Falle, dass der ,maximale” Index in (8.2.22) eindeuntig bestimmt ist, stimmt die
Auswahlregel (R) offenbar mit (R) iiberein. Ansonsten ist durch (R) eindeutig ein p < I9
festgelegt; denn giibe es keines, so wiren fiir zwei p,p’ € I’ die Vektoren w?, u® iden-
tisch. Dies bedeutete aber, dass die quadratische Matrix (o )icro g1, - ZWel zueinander
proportionale Zeilen hitte und somit singuldr wire. Nach Hilfssatz 8.4 wire dann auch
(cik)izt, _mpere singuldr im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Vektoren in
B(%) und B(r®).

Der Ecke z” ordnen wir nun den folgenden Vektor zu:

” ={cTIu,c1 —"':f'],...?cn-.—':r'm}T =

Hilfssatz 8.5 (Reduktionssatz): Beim Eckenaustausch ° — ©' unter der Bedingung

der Auswahlvorschrift (R) wird der Vektor v° durch einen lexikographisch keineren Vek-

toren v ersetzt.

Beweis: Die Indexmenge [? wird ersetzt durch I' = (I%\{p}) U {q}. Die ~ werden
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nach den folgenden Regeln transformiert:

kel k#q: 'Yk—}'rk—’rqz‘:f
k=gq: Y0 = 172
kgl k#p: 9 —+ 0
k=p: T Tas =T~ Taax (=0, ap=-1).
Ferner gilt: JIE—}JIE—"}?,;IE.

Fiir den zur neuen Ecke x!' gehérenden Vektor v' € R™! gilt also:

o
T/ 0pg

1 0 —ap1 [Oipg 0 P

vo=v — . =v — yauf.

— Ckpm [ Ctpg

Da 7, < 0, a,, < 0 bleibt zu zeigen, dass der Vektor w® = (20, -0y, ..., —ap,)" €
R™*! lexikographisch positiv ist. Dies geschieht durch Induktion bzgl. der Zahl der durch-
gefiihrten Verfahrensschritte.

(i) Die zur Ausgangsecke r** gehérenden Vektoren w* (k= 1,...,m) sind trivialer-
weise lexikographisch positiv, denn esist =0 > 0 und —ap; =8 (i=1,...,m).

(ii) Sei =° eine im Verlaufe des Verfahrens auftretende Ecke, und alle zu z° gebildeten

Vektoren w* (k € I") seien lexikographisch positiv. Beim Ubergang von z° zur
Ecke z' ergeben sich die zugehérigen Vektoren w* (k € I') wie folgt:
T
kel', k#gq: wt = (IE—%,—EH+%,“.,—EM+%&)
= wk — Sk gp
Cpq
i 8 T 1
— — Zpl Spm -
k=q: w7 = (n_i*-'_ﬂm*""—i_ﬂn) = o
Hieraus entnehmen wir mit der Induktionsannahme:
kel', k#q: a) o, >0= ¥ =wh+ :—::lw”;ﬂ,

b) g, < 0 —> Auswahlregel (R) : u? > u*

-k k -

= W" = aggttt — Lagauf =0,
- —*

k=gq: w"'=|—1|w”:=[].

Dies vervollstindigt den Beweis. Q.ED.
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Wir fassen die Ergebnisse der bisherigen Uberlegungen zusammen:

Satz 8.2 (Erweiterter Simplex-Algorithmus): Unier der obigen Voraussetzung an
die Ausgangsecke liefert der Simpler-Algorithmus mit der Auswahlregel (R) in endlich
vielen Schritten eine Losung des kanonischen Problems (11) oder die Bestatigung seiner

Unlasbarkeit.

Beweis: Nach Hilfssatz 8.5 kann anfgrund der Auswahlregel {f{} keine Basis von Spal-
tenvektoren von A zweimal auftreten, denn durch die Ecke 1% und eine zugehérige Basis
B(£") ist der Vektor +? eindeutig bestimmt. Zyklen werden also vermieden. Q.E.D.

8.3 Ub ungsaufgaben

Ubung 8.1: Man bringe die folgenden Optimierungsaufgaben in die kanonische Form
eines | linearen Programms®:
a) Qz) =11 + 3 + T3 — min!
120, 23 20, = + 2rg <5,
Ty + 1y < 0,
3y — 415 < 1.

b) Q) = |z1| + |z2| + |ra] — min!
T+ =< 1,
2ry + 3 < 3

Ubung 8.2: Man lése die folzende Optimierungsaufgabe prafisch:

Q(z) :== 21y + o — min!
120, T2 20, =21y + 10 < -2,
r — QIQ E '2,
—1) — T3 < —h.

Ist die Aufgabe lésbar, wenn (}z) — max! gefordert wird?

Ubung 8.3: a) Man wende den Gaunfi-Jordan-Algorithmus auf die folgende 3 x 3-Matrix
an:

S

II
— ko =
[ =T K R
=
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Mit Hilfe des Ergebnisses bestimme man alle y € R*, fiir die das Gleichungssystem
Ar = y eine Lisung besitzt, sowie die jeweilige Lisungsmenge.

b) Man implementiere den Gaufi-Jordan-Algorithmus fiir allgemeine m x n-Matrizen in
einer Programmiersprache eigener Wahl und verifiziere damit die gefundene Ldsung zu
Teil (a).

Ubung 8.4: Man lise die lineare Optimierungsaufgabe

Q) := 11 + 313 + T3 — max!
=0 i=1...,5
51y + 3xa < 3,
Ty + 29 + dxg < 4,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. (Hinweis: Man iiberfiihre das System durch Einfiihrung
von ,,Schlupfvarablen® in Normalform und rate eine Startecke.)

Ubung 8.5: Man lise die lineare Optimierungsaufgabe

(z) =4z + o + T3 — min!
520 i=1,...,3
21y +Ig+’2$3=4,
3z +315+13=3,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. Eine Startecke verschaffe man sich durch die Vorlanf-
rechnung (Phase I).

Ubung 8.6: Man lise das lineare Programm

Qx) = %I] — Wzs + %Ia — Bxq — max!,
=0 i=1,....4,
iI1—BIg—Ig+gIJ“Eﬂ,

Ty — 1219 — %Ig +3xy <0,

Iﬂ_"_:].,

1
3

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens unter Verwendung

a) der Auswahlregel (R), erginzt um die Vorschrift, dass kleinste mogliche p € I zu
wihlen;

b) der Auswahlregel (R).

In beiden Fillen sei g ¢ 19 so bestimmt, dass ~, = min{y| 1 < 0, k ¢ I"}, und dass q
der kleinste dieser Indizes ist.

¢) Man implementiere Phase 11 des Simplex-Algorithmus fiir lineare Programme in Nor-
malform fiir den Fall einer bekannten Startecke =® € M und eines Ausgangstableaus.
Man verifiziere damit die unter {a) bzw. (b) gefundene Optimallésung.






A Lésungen der Ubungsaufgaben

Im Folgenden sind Lésungen fiir die am Ende der einzelnen Kapitel formulierten Aufgaben
zusammengestellt. Es handelt sich dabei nur um Losungsvorschige ohne Anspruch auf
Vollstindigkeit zur Anregung weiterer eigener Uberlegungen.

A.1 Kapitel 1

Lisung A.1.1: Durch einfaches Ausmultiplizieren ergibt sich:

a) f(h) = 4(h* + h)? — 4h* = 4h* + 8h* + 4R? — 4h* = O(R?).
b) g(n) = 4(n? +n)? —4n? = 4n? + 8n? + 4n? — 4nt = O(n?).
¢) Anwendung der Taylor-Formel ergibt:

gh—gh

1 [k 1 r? 3
-t e g L e\ de — O(K).
2h zhf_;,{e ydz zhf_;,{”ze} ()

d) Durch Ausmultiplizieren sieht man

f(h)

1_ —Tr
Galz) == E_ I
— 8 ¢
und
Gir)=—e"—2 T oo (n-1)et= <, =0

Die Funktion ,(x) ist also monoton fallend und folglich ergibt sich { Regel von "Hospital ):

—TnI

= 7M.

l1—e

- — m—

Galz) < Ga(0) = lim
Dies liefert g(n) =n = O{n).

&) Mit der Regel von I'Hospital erhalten wir fiir jedes o = 0:

(k) . kTt ke
el o Sy s il L Sl

lim A2 In(h) = lim
k0 h—0

aber fiir o =0:
lim In{h) = oo.
h—0

Folglich ist 1/In(h) = o(1).
Lisung A.1.2: a) Nach Definition der Konditionszahlen gilt mit f(xq, a) = 11 /xa:

_Ofm _Amzy Oy _ m

AR, a=1

ki = — — — —
! 8y f T3 T ! ¥ dy f 1.'311

265
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Ax; P

| |£E (i—-1,9) = |—f|525+a{51_
I _f

Diie Division ist also generell gut konditioniert.

b) Analog folgt mit f(zy,zs) = 232 = e™0=)

d i
__fﬂ lrleﬂ:I?’ k2=5'2? =1u{11}_f? = In(zq)xa.

Diie Potenzbildung ist schlecht konditioniert fiir xs 3 1 oder im Fall xg 3£ 0 fiir =y < 1
oder = % 1.

Die Operation f(z) = 1/r ist stets gut konditioniert. Die Operation f(z) = /T ist
ebenfalls put konditioniert (Fehlerddmpfung).

Lisung A.1.3: a) Die Konditionionierung der Auswertung der Funktion f{z) ist un-
abhingig von ihrer Darstellung in der Form air) oder b{z):
_df(x) = 3 + 427

k—?m= AT o01%) =2 0<|zl< 1

Die numerische Aufgabe, f{r) zu berechnen, ist also fiir Argumente 0 < |z] < 1 put
konditioniert.

b) Der Regel “Schlecht konditionierte Operationen vor gut konditionierten ausfiihren!”
folgend, sollte die Darstellung &(x) verwendet werden. Bei a(z) drobt Ausléschung.

Losung A.1.4: Mit der Maschinengenauigkeit eps gilt fiir =,y € A:

rédy=x, fir Iyligﬁpﬁ-
Diies legt den folgenden Test nahe: £ =1,2,3,...:
1+27F=1 = 2 Fmeps

Z. B. ergibt sich so auf einem (ehemaligen) Atlon PC-Prozessor (1.4 GHz Taktung) unter
MATLAB bei Verwendung des Types “double precision” (wie zu erwarten) eps s 275 a~
1018,

Lisung A.1.5 (Praktische Aufgabe): a) Die Maschinengenanigkeit wird bestimmt aus
der Beziehung:
@y = (z+y)(l1+£), z,yeA, |¢|<eps.

Dies legt den folgenden Test nahe: £ =1,2,3,...:

14271 = 2" Fxeps
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Auf einem (alten) Atlon 3500+ Prozessor unter MATLAB ergibt sich so bel Verwendung
des Types “double precision” (wie zu erwarten) eps = 2% = 1018

MATLAB-Programm: Bestimmung der Maschinengenanigkeit

clear
a=1.;
c=1.;
i=0;
while ¢ "= 0
i=1it+l

10°(-1);
a + b;
=c-a

b
c
c
end

b) Taylor-Summen der Exponentialfunktion

n Ik
erm Ty(r) = T
k=0

Relativer Fehler fiir n € [0,20] fiir die Argumente = € {10,1,—1,—10}: Die schlechten
Ergebnisse fiir negative z-Werte sind dadurch bedingt, dass fiir =z = —10 e 0 < 1 ist.
Daher bietet sich in diesem Fall die Auswertung

e & (Tu(z)) ™!

an, welche eine akzeptable Approximation fiir alle =-Werte liefert.

Tacr-fsraraan Tur Eporard furk fon [t Ti o)

- -
* e e 4 o |7
py® & =i | | & =i
‘m.::ﬂ‘ﬂﬂﬂldp
m"-"*
= noBBeEa 1 .,
11‘!.“ lnlq..,u‘. . *
g ;.," éu.o gm .
.
. L oy *
P # LI ¥ i w,
2 oa W,
", ey
& r 1w L W, L
.
™ v, n L3
1N i W 4
* x
% = \ 4
o e mmsssmnmn ] -
10 * E
- L L L L L - L L ey
- 5 ) 5 F = o bl 5 o 3 F] = ]
£ s i Tayier -furmancin) Fuir Il it Tagdor- S araanmae s

Abbildung A.1: Relative Fehler der Taylor-Approzimation: T,(z) (links), T,(—z)™!
{Techts)
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MATLAB-Programme:
a) Normale Taylor-Summe

function erg = taylorsumme(x,n)

% Berechne den Vektor x"k, k=1,...,n:
N =0:n;
X=x."N;

% Teile die Eintraege durch k!:
X = X./factorial (N);

% Erhalte das Ergebnis als Summe ueber alle Eintraege:
erg = sum(X);
return

b) Reziproke Taylor-Summe

function erg = trickytaylorsumme(x, n)
% Berechne den Vektor x"k, k=1,...,n:
N =0:n;
if x<0
X=(=x)."N;
else
X=x."N;
end
% Teile die Eintraege durch} k!:
X = X./factorial(N);
% Erhalte das Ergebnis als Summe ueber alle Eintraege}:
erg = sum(X);
if x<0
erg = 1./erg;
end
return

c) Relativer Fehler der Taylor-Approximation

x = [-10,-1,1,10];

n= 1:20;

for k=1: length(x)
for i=1:20
rel(k,i) = abs(taylorsumme(x(k),i) - explx(k)))/exp(x(k));
end

end

semilogy(n,rel)

xlabel ('n (Anzahl der Taylor-Summanden)’)
ylabel (’Relativer Fehler’)
title(’Taylor-Summen zur Exponentialfunktion’)
legend(’x=-10", 'x=—-1" 'x=1" ’x=10")
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Lisung A.1.6: a) Wir setzen (r) = sin(r) und finden mit der Taylor-Formel:
Pz +h) = p(z) + he'(z) + 3h%"(x) + gh"" () + 5k (E4),
plz — h) = o(z) — he'(x) + $h2"(x) — h*6"(z) + SR (E).
Diies ergibt

_ wlz +h) —2p(z) + p(z —h)

() 4

+ AR{EOE) + ™€)}
ok

Unter beachtung von "(x) = —sin(x) ergibt sich so fiir = = 1:

sin(1+ k) — 2sin(1) +sin(l — k)

= +sin(1) = O(h?).

flh) =

b) Es gilt

1 h
c,,:=m—}n (h—0), f{h}=m=cﬁh=a{h}-

Lisung A.1.7: Die Datenfehler sind

|ﬂPP| < E'+;1 < 0.005, ——<—— <002, — <__ <0.00025.

Mit den Konditionszahlen kp = ky = by = 1 ergibt sich so
A
|—m| < 0,005 + 0,02 + 0,00025 — 0, 02525.
m

Um den relativen Fehler weiter unter 1% , d. h. unter 0,01, zu driicken, muss die Messung
von V' verfeinert werden.

Losung A.1.8: a) Mit dem Ansatz a(h) = a + ch™ ergibt sich

alh) —a _ ch® _9
alh/2) —a  clh/2)=

).

a(h) —a(h/2)  a(h)—a+a—a(h/?)  ch*—c(h/2)"

a(h/2) —a(h/4)  a(h/2) —a+a—a(h/d) c(h/2)* — c(h/4)=
1-92-=

='2—ﬂ_4—ﬂ =2

und folglich
alk) —a

1
= 1
* g ¢ ( a(h[2) —a
Wenn der Limes a nicht bekannt ist, schreiben wir
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und erhalten

. (| a(h) — a(h/2) )
log(2) a(h/2) — a(h/4)

b) Fiir die gegebenen Folgen ergibt sich:
1 k) —
o R log a(h) —a | m 1,
log(2) alh/2) —a

SR ( — b(h/2) );5
102 %8 I3 h,f‘z — b(h/4)

und

Lisung A.1.9: a) Fehlerabschitzung

|%| & L|E ’ E— |df z (Konditionszahl).
I

df  xsin(r) —1+ cos(z)
— - ,

dr T
E_ |Isiu|[1} — 1+ cos(z) | _ | rsin(z)
x? 1 — cos(x) 1 — cos(x)

Also ist die Auswertung von f(r) gut konditioniert fiir |z] < 1 und schlecht konditioniert
fir |z =1.

b) Es gilt die Maschinenoperationsregel @y = (z+y)(1+=) mit |z]| < eps. Im Folgenden
wird = als  generische' Konstante verwendet, welche variieren kann, aber stets || < eps
erfiillt.

Algorithmus A: Nach Voraussetzung ist
u=cos(z)(l1+¢), v=10u, flz)=vorc,

und demnach fiir = £ 0:

fe)=2(1+e)= 1_—ul[1+E}{l+E:I . l_w{i}{1+5}{1+5}{1+5}
=1—ozm|: )1 ese)— {) (eisﬂ)_
Also gilt fiir = £ 0,2, 4n,. ..
flx) = f=)) _ cos(z eps’
| 7(z) |_|E+E_l—ccﬂ{z |+ —ms{z]l) = o0 (I =0).

Alporithmus A wird also mit |r| —+ 0 zunehmend schlechter konditioniert.
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Algorithmus B: Umformung

fla) = 1—cos(r) 1—ecos(z)>  sin(z)?
T T Z(l+cos(z) (1 +cos(z))

Nach Voraussetzung ist dann wieder

uy =sn(z)(l+£), wa=uydHu, v =cos(z)(l+s),
B=1@v, w=10v, [-wdun,

und demmnach

- 'l.ll'h'.1|::1 +E}
_f I::]. + } W{l +E:|
B sm{ P(1+e)(1+e)(1+e)  sin(z)*(1+&)%(1+£)(1+¢)
(14wl 4e)(14e) z(l+4eos(z)(1+))(1+)(1+)
Also gilt fiir = € (0, 7):
|f{z filx) | L sin(z)?(1+£)*(14+&)(1+2) (1 + cos(x)
fiz) - (1l +cos(z)(1+&))(1+&)(1+¢&) sin(z)?

A+ +e)(l+e) |
1+epomal (1 4e)(1+¢)
(1+)*(1+&)(1 +¢)
(IT+=)1+=)142)

|1 — (1+ 25+ = +¢) | + O(eps?) = O(eps).

I

1-—

Alporithmus B ist also insbesondere fiir |z| < 1 gut konditioniert.

Lisung A.1.10 (Praktische Aufgabe):
MATLAB-Programm: Auswertung der Taylor-Summe

clear
n = 3%(1:10);
% Aufgabenteil 1:
for i=1:length(n)
fehleri(i) = abs((taylorsumme(-5.5, n(i}) - exp(-5.5))/eps(-5.5);
end
% Aufgabenteil 2:
for i=1:length(n)

fehler2(i) = abs((trickytaylorsumme(-5.5, n{i)) - exp(-5.5))/eps(-5.5);

end
% Aufgabenteil 3:
for'; i=1:length(n)
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fehler3(i) = abs((taylorsumme(-0.5, n(i))~11 - exp(-5.5))/eps(-5.5);
end
semilogy(n, fehlerl, n, fehler2, n, fehler3d)
legend(’Teil 1), 'Teil 2)*, 'Teil 3)')
title(’Taylor-Summen zur Exponentialfunktion’)
xlabel('n (Anzahl der Taylor-Summanden)’)
ylabel(’Absoluter Fehler’)

Auswertung der Approximationen fiir die Exponentialfunktion ergibt:

B, H §

o [ 0 B =
niAnzah dar Tayksr-Surmmendan |

Abbildung A.2: Helative Fehler der Taylor-Approrimation: T,(r)

Losung A.1.11: Das Horner Schema zur Polynomauswertung p(z) = 3 ;g a;x’

Ll

Qp=@n, ap=ax+Tapy, k=n-—1,..0,

liefert den Funktionswert p(zg) = ap . Formale Anwendung auf das Matrixpolynom

p(A) =Y @A = (... (anA+ an1)A+ an9)...)A+ a0l
il

ergibt den Algorithmus:
Al =a,l, E=n—1,...,0: A=A ;A+al,
mit p{A) = Aj. Seine Realisierung in der Form

B=ad, k=n—1,..,0: C=BA, B=C+al, p(A)=B,
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erfordert die Speicherung von A, B,C € R™™, ¢ € R™!, b€ R™, d. h.: 3n® + O(n)
Speicherplitze und n* + O(n?) a. Op.

Am Speicherplatz ldsst sich durch eine geschicktere Schreibweise des Algorithmus noch
etwas verbessern. Selen

A=lai,...,a,]" Zeilenvektoren, B = [b,...,b,] Spaltenvektoren
Diamit schreiben wir den Algorithmus in der Form

a; - bj '513'

B:=a,l, k=n-1,.. n: b= : + ag y bji=0

1

40, 5=1,..,

g - bj 5nj

und schliefillich p(A) = B. Diese Variante erfordert dieselbe Anzahl von a. Op. wie die
obige, aber nur 2n® + O(n) Speicherplitze.

Lisung A.1.12: Durch Taylor-Entwicklung um die Nullstelle z +£ 0 erhilt man

p(2) = p(2) + P'(2)(Z — 2) + O(1Z — 2*) = P'(2)(2 — 2) + O(|z — =),
und weiter durch Umformung

I—z

+ O(|Z — 2.

< | p(z)

z plz)z
Lisung A.1.13: Nach Vorausetzung ist f{r.-] = flz;) + & mit |5 < 1073 f(z;)| und
somit

Jzig1) = flxi1)  flzign) + 80 — flzag) — £
2h a 2h
_ f(Fir1) = flzia) | Eet1 — Gt
2h 2h ’

Da f(-) linear ist, ergibt sich fiir ;494 = 1072 f(z;31) und £_; = —10~3f(x;_;) und
speziell filr i = 1:

flzan) = flzia) o flea) +flm) 1+ 2h+1
A =1+ 5 =1+ 3

Der relative Approximationsfehler ist in diesem Fall also grofer als 100% .

=1+1+107%

Losung A.1.14 (Praktische Aufgabe): Fiir die verschiedenen Datensitze {a,b, c} er-
geben sich die folgenden FErgebnisse:

1. Parameter {0,0,0}: Es gibt unendlich viele Lisungen.

2. Parameter {0,0,1}: Es gibt keine Lisung.
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10.
11.
12,
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

= oo ;oo W

Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter
Parameter

{0,1,0}: Ty;9 = 0; Genauigkeit: 0.

{0,2,1}: z172 = —0.5; Genauigkeit: 0.

{2,0,0}: Ti2 = 0; Genanigkeit: 0.

{2,0,1}: Es gibt komplexe Lisungen.

{2,0,—4}: Ty;9 = +£1.4142; Genauigkeit: 1.1102e — 16.
{4,2,0}: 11 =0, zs = —0.5; Genauigkeit: 0.

{1,2,-3}: 11 =1, s = —3; Genauigkeit: 0.

{1,2,1}: Ti2 = —1; Genauigkeit: 0.

{1,2,2}: Es gibt komplexe Lisungen.

{—1,0,0}: Ti2 = 0; Genanigkeit: 0.

{—1,0,-1}: Es gibt komplexe Lisungen.

{—4,0,2}: Ti2 = = — 0.7071; Genauigkeit: 1.1102e — 16.
{—1,2,0}: 1y =0, 3 = 2; Genauigkeit: 0.

{—4,8,12}: 11 =—1, 79 = 3; Genauigkeit: 0.
{—1,2,-1}: Ti2 = 1; Genanigkeit: 0.

{—1,2,-5}: Es gibt komplexe Lisungen.

{2.5-10° —105,1} Ty =2-107%  Genanigkeit: 0.76294.

MATLAB-Programme:

% Hauptprogramm
para = [0000 2224111 -1-1-4-1-4-1-12.5e5;
001200022220002822 -1.e5;
010101-40-3120-12012 -1 -5 1];
for i = 1:max(=ize(para))
disp([int2str(i),’) Parameter:’])
disp(para(:,i)’)
disp(’Loesung: ’)
sol = mitternacht(para(:,i));
if (isempty(sol))
disp(’Es gibt komplexe Loesungen’)
disp(’ 7)
disp(® *)
elseif (sol == inf)
disp(’Es gibt beliebig wviele Loesungen’)
disp(® *)
disp(® *)
elseif (ol == -inf)
disp(’Es gibt keine Loesung’)
disp(® *)
disp(® *)
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else
if (checkgenanigkeit(sol, para(:,i)) == 1)
disp(=ol)
disp(’Genanigkeit: ')
if (length(sol) == 1)}
disp(num?str(genavigkeit(sol,para(:,1))))
else
disp([num2str{genauvigkeit (sol(1),paral:,i)3), * 7,
num2str (genanigkeit (s01(2) ,paral:,1)})]1)
end
disp(® ')
disp(® ')
else
disp([’Loesung waere ', numZstr(=ocl), ’', aber ’1)
if (length(sol) == 1)}
ausgabe = ['Genanigkeit wvon ’,
numZstr(genanigkeit (sol,paral:,i))}), * nicht ausreichend’];
else
ausgabe = ['Genanigkeit wvon ’,
numZstr (genanigkeit (s0l(1) ,paral:,i))}),
num2str (genanigkeit (s0l(2) ,paral:,i))), * nicht ausreichend’];
end
disp(ausgabe)
disp(® ')
end

"'und *,

end
end

% Genauigkeitstest
function erg = checkgenanigkeit(z,para)
erg = 1;
for i = 1:length(=z)
if (genanigkeit(z(i),para) > 1.e-12)
erg = 0;
end
end
return

% Ableitungsberechnung
function erg = dplx,para)

a = para(l);
b = para(2);
c = para(3);

erg = 2#a#*xtb;
return
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% Fehlerschaetzer
function erg = genanigkeit(z,para)
if (z == 0 | dp(z,para) == 0)

erg = 0;
else

erg = abs(p(z,para) / (dp(z,para)#*=z));
end
return

% Loesungeformel
function erg = mitternacht(para)

a = para(l);
b = para(2);
c = para(3);
if (a = 0)
if (b= 0)
if (c == 0)
erg = inf;
elee
erg = —inf;
end
else
erg = —c/b;
end
else
if (b2 < d#a*c)
erg = [1;

elseif (b™2 == 4%a®c)
erg = -b/(2#a);
elzae
erg
end
end
return

[-bteqrt(b™2-4d#%a*c), -b-sqrt(b™2-d#a*c)] / (2%a);

% Funktionsauswertung
function erg = plx,para)

a = para(l);
b = para(2);
c = para(3);

erg = a%x 2+b*xtc;
return
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A.2 Kapitel 2

Lisung A.2.1: 0) Nach Konstruktion habe die Lagrangeschen Polynome den Grad n
und die Eigenschaft

L (z;) =6y, i,j=0,...n (Kronecker-Symbol)

Diamit ergibt sich die Implikation

ZaiLgnJ(I]=n, reR, = D=ZQEL‘QHJ(IJ.]=QJ., j=0,...,n
i i=1

Also sind die n + 1 Polynome {L™ i — 0,...n} linear unabhiingig und bilden eine
Basis des P, .

i) Das Polynom g(-) = ZLDLE"} € F, ist in den n + 1 Stellen ;i = 0,1,...,n
nach Konstruktion gleich dem Polynom g = 1. Wegen des Eindeutigheit des Lagrange-
Interpolationspolynoms muss also g = 1 sein (Anwendung des Satzes von Rolle).

ii) Das Polynom pe(-) = :-1=|]IE-FL:;"1'I € F, stimmt in den n + 1 Stellen z; mit dem
Monom g(x) = z* iiberein. Fiir k= 1,...,n ist also wieder wegen der Eindeutigkeit des
Lagrange-Interpolationspolynoms p, = =* und damit p,(0) =0.

ii) Im Fall k =n+1ist pe(-) =37 z:"flLE""'I e P, das Lagrange-Interpolationspolynom
des Monoms p,, () = 2™ zuden n+1 Punkten =y, ..., z,, . Die allgemeine Darstellung
des Fehlers bei der Lagrange-Interpolation,

.f{“””{&} H

ergibt angewendet auf die vorliegende Situation:

1 £

= = pena () = dI,,H H{z r.}—H{z—r}

Also ist wie behauptet

Pari(0) = — [ (=) = (1" [ =

i=0

Lisung A.2.2: Die Rekursionsformel des Neville-Algorithmus zur Punktauswertung des
Lagrange-Interpolationspolynoms zu den Stiitzstellen {zg,...,z.} lautet

Possl®) = pias(@ + PO Pk @) g ko
=

Der Funktionswert des Interpolationspolynoms ist dann pp(£) = po.(£). Das Neville-
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Schema lautet:
I Pii Pii+1  Pii+2  Pii+3 | Pod
55,7 17,47 (19,06 19,46 19,49 |19 46
57,7 18,00 (19,30 19,50 19,44
59,3 | 18,52 (19,55 19,39
62,6)19,93| 19,14
65,6 | 22 57

Die Tageslinge am Ort F ist also 19h 27 6m.

Lisung A.2.3: Das Integrationsintervall |[],w] sel dquidistant unterteilt mit den Stiitz-
stellen D=z <y < ... <, = mit =, — =, ; = h = 7 /n. Der Auswertungsfehler in
beliebigem = € [0, =] set.zt sich zusammen aus dem Interpolationsfehler und dem Run-
dungsfehler in den zur Interpolation verwendeten Stitzwerten f(z;) = fil=;) +=.

i) Abschiatzung des Interpolationsfehlers: Ausgangspunkt ist die Fehlerdarstellung fiir die
kubische Lagrange-Interpolation zu den jeweils vier Stiitzstellen {z; 1, T:, Tiy1, Taza}:

£(z) - pal) = T &}Hiz i), €[z, im1,..om—1.

i=—1

Mit f%)(x) = —8sin(x) cos(z) = —4sin(2z) ist max.epq |f™ ()| = 4. Weiter ist

9
niemem,y H (x — Tigs) = apol® T 3012z +h/2)(z — h/2)(z — 3k/2) = —h"

j=-1
wobei das Maximum in = = 0 angenommen wird. Damit ergibt sich die Fehlerabsch&tzung:

"'—Eh"'

iy
max 1)~ p(=)| < pyph’ = 5
ii) Abschitzung des Rundungsfehlereinflusses: Aus der Lagrangeschen Darstellung des
Interpolationspolynoms folgt

2
()] < s — Flrses 19 ().
L Jmax [pa(z) — a2 _;.-Zl | (zies = fms)| max L ()

Etwas Rechnerei ergibt
2 —

e (x? — B?/4)(z 3.":;’2} 1

—hf2czch/2 6h? 12

- (£ —gh“m{z—hﬂ)
—h/2<z<h /2 2h3 ST
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und somit :
max |p(r) — p(z)| < 4 max |f(z;) — f(z,)| <4-0,5-107%.
£ [l,x] z[l,w]

iii} Fiir den Gesamtfehler ergibt sich:

max | f(z) - m{ziliﬁh%z 107 =& 107 h + 21070

Fiir 250 Stiitzstellen ist h — x/249 ~ 0,01262 und folglich A* ~ 2,5-107%. Mit 250
Stiitzstellen 156t sich die Approximationsgenaunigkeit von 5- 107 also garantieren.

Losung A.2.4: Es ist fi*t(z) = A*l¢**  Aus der Fehlerdarstellung der Lagrange-
Interpolation in Punkten {zp,...,z.},

(n+1)
@) - i) - L [[{r

erhalt man also in diesem Fall die Abschitzung

| A=+ ot
" — pa(z }I_m{ —a)"".
Wegen
—Ml“{ir_ a)” =0 (n— o)

folgt die behauptete gleichméBige Konvergenz max ey |f(z) —glz)| =+ 0 (n — 00).
Fiir die ,,glatte* Funktion f(z) = (1+z%)~" gilt

| (z)] ~

s0 dass das obige Argument nicht gilt.

Lisung A.2.5: i) Der Beweis der (eindeutigen) Lisbarkeit der Hermite-Interpolations-
aufgabe folgt ganz analog wie fiir die Lagrange-Interpolationsaufgabe mit Hilfe des Satzes
von Rolle.

ii) Fiir = € {zp,...,Tm} gilt die behauptete Restgieddarstellung trivialerweise. Sei also
z € [a,b] \ {z0,...,Tm}. Wir verwenden wieder die Funktionen

_ 5 ofx) = LB P
i(z) H{r ) el@) = T

Die Funktion F(t) := f(t) — p(t) — c(z)I(t) hat n + 2 Nullstellen im Intervall |a,b],
nimlich die =; i = 0,...,m, mit Vielfachheiten 2 und den betrachteten Punkt = . Mit
Hilfe des Satzes von Rolle folgt hieraus, daf die (n+1)-te Ableitung F("+!) gine Nullstelle
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RS

£, im von den Punkten {z, =z,

0= F™D(g,) = F0(E) — p™(E) — el=m)l™ (&) = (&) — elz)(n + 1)L

Dies impliziert die behauptete Fehlerdarstellung.

T,,} aufgespannten Intervall besitzt, d. h.:

Lisung A.2.6 (Praktische Aufgabe): Die folgenden Bilder zeigen die relativen Fehler
der Lagrange-Interpolation der Funktionen f(z) = (1 + 25z?)! und g(z) = /]z|. Es
zeigt sich, dass fiir n — oo keine Konvergenz vorliegt; insbesondere am Intervallrand
treten runehmende Oszillationen auf. Das Problem ist also offenbare nicht das singulére®
Verhalten von g bei r = 0 sondern das Verhalten der héheren Ableitungen von g fiir
r—+=xl.

Abbildung A.3: Lagrange-Interpolationspolanome p,(r) zur Funktion f(z}) = (1 +
25:%)7! (links) und g(x) = +/|z| (rechts)

—t
-

Abbildung A.4: Relativer Fehler der Lagrange-Interpolation zur Funktion f{z) = (1 +
25z%)7! (links) und g(x) = +/|z| (rechts)
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MATLAB-Programm:

% Hauptprogramm
clear;
h=[.2, .11;
*
% Plotte die Funktion:
figure(1)
hold off;
clf;
fun = 'g?;
x = linspace(-1, 1, 101};
yl = feval(fun, x);
plot(x, y1, 'k-');
*
% Berechne die Interpolationspolynome nach dem Neville-Schema:
N = length(h);
y2 = zeros(N,length(x));
for k = 1:N
stuetzstellen = -1:h(k):1;
for i = 1:length(x)
y2(k,i) = neville(x(i), stuetzstellen, fun);
end
end;
*
% Plotte die Interpolationspolynome:
hold om;
plot{x, y2(1,:), 'k-o');
plot(x, y2(2,:), "k=x');
title(’Funktion und ihre Interpolationspolynome’);
xlabel(’x’)
legend(fun, ['h=", numZstr(h(1))], [’h=', numZstr(h(2))]1);
axis([-1 1 0 11}
print -deps2 polynome.eps
figure(2)
hold off;
clf;
fehler = y2;
for k = 1:N
fehler(k,:) = abs(yl - y2(k,:));
end;
semilogy(x, fehler(i,:), ’k-o’);
hold on
semilogy(x, fehler(2,:), ’k-x’);
title(’Fehler der Interpolationspolynome’);
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xlabel(’x’)
legend(['h=", numZstr(h{1)}], [’h=', numZstr(h{2))])
print -deps2 fehler.eps

function erg = f(x);
erg = 1. ./ (1. + 25%x."2);
return

function erg = neville(x, stuetz, fun);

!
% Berechne das Lagrangepolynom der Funktion fun an der Stelle x mit den
% Stustzstellen stuetz

n = length(stuetz) ;

p = =zeros(n);

pl:,1) = (feval(fun, stuetz))’;

for i = 2:n

pll:n-i+1,i} = p(l:n-i+1,i-1) + (x-stuetz(l:n-1+1))7°...

.* (p(2:n-1+2,1-1) - p(1:n-i+1,i-1}) ./ (stuetz(i:n)...

- stuetz(1:n-i+1))7;

end

= pl(i,n);

Losung A.2.7: (i) Fir das quintische Lagrange—lnterpnl&tmnspnl}rnnm ;315j e P; anf
einem der Teilintervalle Iy = [ze_1,zi|, k= 1,..., N, gilt die Fehlerabschitzung

7@ - i) < L2 &}'H{z sit— jhef5), . € [root, ),

i=0
und somit wegen |ty — x| < h:
max [f(z) - pP(x)] < 2o FO@)!
TE[Tk—1,Tk] P - T20 IE[:::: 1.Tk]

Zusammensetzung dieser ,lokalen® Abschitzungen fir £ =1,..., N ergibt dann die be-
hauptete Abschatzung auf dem ganzen Intervall [.

(ii) Fiir das quintische Hermite-Interpolationspolynom pﬁk} e Py auf einem der Teilinter-
valle Iy = [ze_q,m), E=1,..., N gilt die Fehlerabschitzung

(&)
#@ @) < 8N s e —mp, e oz,

und somit analog zu eben:

E
max |f(x) ~ pP(@)] < 5 max_ [FO()]

TE[Tg_1.7e]
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Zusammensetzung dieser ,lokalen® Abschatzungen fiir k= 1,..., N, ergibt dann wie bei
(1) die behauptete Abschitzung auf dem ganzen Intervall T.

Lisung A.2.8: Es ist f(zr) = cosh{z) mit f'(0.6) = 0.63665358. ... Aus den Tabellen-
werten lassen sich die folgenden zentralen Differenzenquotienten 1. Ordnung bilden (Diese
sind wegen ihrer héheren Ordnung den einfachen vorwérts- oder riickwirts genommenen
Differenzenquotienten vorzuziehen.):

_ f(0.68) — f(0.52) _

ho=0.08: a(hg) = 508 0.6373329
Coon _ F(064) — F(056) _
hy =0.04: a(hy) = O — 0.6368234 .

Der Fehler fiir den zentralen Differenzenquotienten erlaubt eine Entwicklung nach geraden
Potenzen von k. Das zupehérige Extrapolationsschema lautet:

a;g=alh;), i=0,1,2 ..

e
ikl Tkl oG9, k=1,

(hik/hi)2 =17

g = k1 + .
Diies ergibt

_ da(hy) — alho)
B 3
Nach einem Extrapolationsschritt ist die erreichte Genanigkeit der Theorie gemaf O(hY).
Diies entspricht der Bildung des zentralen Differenzenquotienten 4. Ordoung:

= 0.6366535

aq,1

—f(z +2h) + 8f(x + h) — 8f(x — h) + f(z — 2h)
12h

= f'(x) + O(RY).

Lisung A.2.9: Fiir die Extrapolation zulissige Indexfolgen (n;);en sind charakterisiert
durch die Eigenschaft

sup

<< L
ieN Mgy

(i) Die Folge (2i — 1);zn ist micht zuldssig wegen

; 2-1

e vl D R

(ii) Die Folge (3%);zy ist zuldssig wegen

supri_;—i = 1 = 1.

en 313
(iii) Die Folge (i%);en ist nicht zulissig wegen

2

(3
P A
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Lisung A.2.10: a) i) Wegen f"(0) = —2 liegt kein natiirlicher, kubischer Spline vor.
ii) Es ist f{r) = 8 — 4z und folglich f"(0) = f"(2) = 0. Also liegt ein natiirlicher,
kubischer Spline vor.

iif) Es ist fog = —2/2 und fipg = (z — 1)® — 2%/2 und folglich f"(0) = 0 und
f"(2) = 0. Also liegt ein natiirlicher, kubischer Spline vor.

b) Die Stiitzstellen sind g = 0,y = 1, 72 = 2 mit den Stiitzwerten 4y =091 = 1,y2 =
8. Zur Konstruktion des interpolierenden, kubischen Splines machen wir den Ansatz:

() af’ +al(z— 1) +al'(z - 12 +all(z—1)%, 0<z<,
o(z) =
at? +al(x — 1)+ o (z 1]2+af’( —1)®, 1<zr<2

Die Interpolationsbedingung impliziert: a.E,” =1 = 1, = y'g = §. Beriicksichtigung

der Randbedingungen ergibt a{um = 0. Die Gleichung fiir ﬂg (5. Vorlesung) lantet bei
Beachtung von hy = ha =1:

hyal® + 2(hy + ha)al” + hpal® — a(mh_ﬂyl - h_ly‘*),

was ab’ = 9/2 impliziert. Weiter folgt

3hy

h — 17
ain L= h 0 31 (2ay 4 m} ﬂim B, hﬂﬂgz} - hgaf-' =5
1

Hiermit gewinnen wir die Darstellung

(z) = 1+4(z—1)+3(x—-1)?+3(z—1)% 0<z<],
T8+ Lz -1) -3z —1)}, 1<z<2

Im Fall der inhomogenen Randbedingungen ergibt sich natiirlich (wegen der Eindeutigkeit
des interpolierenden Splines) sa(z) = =°.

Lisung A.2.11 (Praktische Aufgabe): Wir setzen h = 1/n und

2 2 & (wh)H
alk) = 3, sin(wh) = E; @i+ 1)

d. h.: Die Funktion a(h) besitzt eine Entwicklung nach geraden Potenzen von k. Es ist

2 = a(1/2) = 4sin(x/2) = 4
c3 = a(1/3) = 6sin(w/3) = 5.1962. ..
cs = a(1/6) = 12sin(x/6) = 6.
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Das Extrapolationsschema unter Verwendung der A*-Entwicklung lautet:

Q14 — Tk—1i-1

/i —1

Qi = Qg1

12| 4
1/3|5.1962 6.1532
1/6| 6  6.2670 6.2806

Dias Ergebnis der Extrapolation ist 27 == 6.2806.

Historische Bemerkungen: Mit Hilfe der Lingen des ein- und des numbeschriebenen

n-Ecks gilt die Einschliefung

T, =nsin(r/n) <7 <ntan(r/n) = U

nt

Zur Berechnung dieser Langen kann die folgende Rekursionsformel verwendet werden:

To—6,  Thn—2\/20? —ny/dn? —T2.

96-Ecks die Finschliefung (3 Stellen):

10 1
Eﬁ{ﬂ'{ﬂﬁ.

— Ptolemaios (150 v. Chr.) fand die Ndherung (4 Stellen):

7w~ 3,141,

7w~ 3,14150.

w == 3, 14159265 3580 7032

w3, 14159265 3580 79323846 . . . .

polationsformel” S, = %{dﬂ"n — T.p2) die Naherung

75 Sgg = 3,141502 .

Lin Hui (263) erhielt mit Hilfe des 3072-Ecks die Naherung (6 Stellen):

Al-Kasi (1437) erhielt mit Hilfe des 3 - 22®_Ecks die Niherung (17 Stellen):

Archimedes (282-212 v_ Chr.) erhielt mit Hilfe des ein- und des nmbeschriebenen

L. van Ceulen (1600) erhielt mit Hilfe des 3 - 250-Ecks die Niherung (35 Stellen):

Huygens (1654) erhielt mit Hilfe der auf heuzristischem Wege gefundenen , Extra-
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Hiermit lassen im Prinzip beliebig pute Niherungen zu = gewinnen.

- Termauswartung () und Extrapolation (—)

Absoluter Fehler

1] 5 10 15 20 25 30 35
Anzahl der Stuetzpunite

Abbildung A.5: Fehler der Richardson-Exirapolation zur Berechnung von 7 auf der Basis
der Rekursionsformel und der Polygonzugformel im Vergleich zur direkten A pprorimation
mit diesen Formeln

MATLAB-Programm:

clear

format long

kmax = 30;

n = 642, (0:kmax);

Arek = richardscn(n, 'T");
A=in = richardson(n, 'T2");

semilogy (abs(diag(Arek) - 2%pi), ’b’)
hold om

semilogy(abs(diag(Asin) - 2#%pi), 'r’)
semilogy (abs(Arek(:,1) - 2#%pi), ’b:?)
semilogy (abs(Asin(:,1) - 2#pi), ’r:?)
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legend ('rekursiv’, ’sinus’)

xlabel {*Anzahl der Stustzpunkte’)

ylabel (*Absoluter Fehler')

title(’Termauswertung (:) und Extrapolation (-)’)

function A = richardson(n, fun)

h = pi./n;
i = length(h);
A = zeros(i);

A(:,1) = feval(fun, n)’;

for k = 2:1
Alk:i,k) = A(k:3i, k-1) + (A(k:i, k-1) - A(k-1:i-1, k-1))
Jo(h(1ii-k+1)?  /hik:i)? - 1)

end

return

function erg = T(n)
erg(1l) = 6;
for i=2:length(n)
erg(i) = 2#sqrt(2*#n(i-1)"2 - n(i-1)*sqrt(d*n(i-1)"2 - erg(i-1)"2));
end
return

function erg = T2(n)
erg = 2#n .* sin(pi./n);
return

Lisung A.2.12: (i) Fiir m # n ist:

fw cos(mz) cos(nz) dr = ms{m}% Sin{m}t" +§ f" sin{mz) sin{nr) dr

S

=0

— _™ sin(mz) L cos(nz)
T T

L.

T
+§ /:rcl:ﬁl[m]m-s{mc}:ﬁ

w
—N

.

=0
bzw.

(1 - ':;;) f cos(mz) cos(nz) dz = 0.

Analog ergibt sich in diesem Fall

o

fr cos(kr)sinfmz)dr =0 = f sin(mz) sin(nx) dr
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Fiir n = m gilt:

fsin(myﬂdz= tccs{mz]2d1=f{l—siu{mz]zjdz

j: sin(mz)® dr = j:cos(m}“ dr = .

Die Funktionen {wg, @k, Y%k = 1,...,n} sind also linear unabhingig und bilden somit
wegen dim(7,) = 2k + 1 eine Orthonormalbasis von T, .

und folglich

(1i) Die beste Approximation g € T, #zu fiz) = = ist gegeben durch

g(z) = (f,0)po(z +Z ﬁmwk{zHZu e )¥(z)-

k=1

Durch Nachrechnen sieht man dafl
(r,1) =10, {I,t‘.‘.‘?j:]=f reos(kr)dr =0, k=1,...n,

= 1 L
(I,w‘]=f Isiu(mdz=—§zms{kzy|_ =Tfr{—1}’=+11 E=1,...,n

Diie beste Approximation ist also

n {_1}k+1
i

sin(kz).

Lisung A.2.13: Wir zeigen zunéchst die Orthogonalitit der Funtionen
tp(x) == (2k)/k! . . Dabel wird verwendet, dass fiir 0 < i < k gilt:

i+k

1 ar .
{z“—l)"|_1=u, () (= 1) =

d
drt

Durch partielle Integration folgt dann fiir ¢ < k:

fmzh-fr r) d — fdz,c - i{ 21y ds

.ﬁ* 1{:” 1]

L At )
f d:..—""l{ E{z“-l)‘dz

— (- 1)*[{&-1}* dr s (z2=1)idr =0
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Diies ist die erste Behauptung. Im Fall i = k gilt
! 2 e o P
[ stz = 1)t [ @1t -1t
1
= {‘zk}!f (1—H* dr = (2K)! L.
-1
Fiir das Integral Ii, k = 1, folgt weiter durch partielle Integration:

1 1
.r,:=j' {1—19]"‘1dz—%f 1{1—12}*-121.:&
-1 -1

Bt + —x(1— I]*|1 ! (1 dr = Ty — 1
T 1 2% TRl T gtk
bzw.
Lo 2%k k(2 —2)-...-2 .
k1l T @R+ )2k —1)(2k—3)-...-3 ©
ok f 12k L] 92+l 2

BT DR D@ —3) . 432 @I

Dies impliziert die zweite Behanptung:
Ik)!
lerll = {%},u vl = m N (1A
De+1E12 112 k12 22k+1
{?k}" (2k + 1)! {‘zk}""' (2E)01(2k+1) (260 2k +1°

Zum Nachweis der dritten Behauptung schreiben wir mit Hilfe der obigen Beziehung (+):

= 4 @) i/ azk 4 (ka1 9],

g2
dIh- 3 dr" z(ﬂk{z 1)k IJ|

- (231—%(;; (k- 2)(:9—1}*-3}|z=1 + "'|z=1

(2222k(k — 1)(—1)% 2)|

— kL1

=1

;2*1";;1| ¥

=1

und damit
K2

wr(l) = ——=u(l) = {21;]]22&

(?k}'
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Lisung A.2.14: a) Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt

lzll =llz —y+yll < llz -yl +llwll, Nyl =lly -z +=l| < llz—yll+ |l=]]
und somit ||lz|| — [ly]l| < [|l= — y]]-
b) Die in (a) gezeigte Ungleichung besagt, dass die Funktion N(-) = ||-|| sogar Lipschitz-

stetig ist. Zu jedem £ € B, gilt mit & :=cc Ry
Ve,y€E, |lx—yl<& = |l=l—lyl|<lz—yl <<
c) Sei {e!,...,e"} eine Basis von E. Wir betrachte auf E die Norm
|zloo := maxX |asl, z=1 e €E,
und werden zeigen, dass jede andere Norm || - || auf E zu dieser dquivalent ist, was die
Behauptung impliziert. Die Funktion f(ay,...,a,) = ||z fir £ = 35 j0:' € E ist
wegen (s. Teil a)
|fla,- - on) = F(Bry- - Ba)l = |l = llyll] < ll= — yll

< 21: la; — Billle*]l < Allz — yllws v = Zi=1II6‘|I-
stetig (bzgl. der Norm || - ||a . Auf der ebenfalls bzgl. ||-|| beschrinkten und abgeschlos-

senen (und damit nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl kompakten) Menge S = {r €
E, ||z|lc = 1} nimmt sie dann ihr Maximum M und ihr Minimum m an:

0<m< floa,..,on) = M, = =Z’_‘_1r:r.-ei € 5.

Dabei ist m >0, da m = fla1,...,0,) = ||Tmn|| = 0 nur fir rmp =0¢ 5 moglich ist.
Diamit folgt schlielich fiir beliebiges © € E:

0<m< i - g - Il <
= el ™ Tl ~ Wl =

Losung A.2.15: Die beste Approximation p, € F, zur Funktion /= € C|,1] ist cha-
rakterisiert durch

1
fn (VZ - p(z))plz)dz =0 Vg € Py

(i) Fiir pp € Fy gilt mit dem Ansatz p= ag:

1
L{'ﬂ'—ﬂu}dr=ﬂ - ag—73.
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(1) Fiir py € P gilt mit dem Ansatz py(x) = ap + ax:

1
fl[\,-"'_—au—a1z}zidr=ﬂ, i=01 = §=ﬂ{|+%ﬂ1, §=%m+%a1.
o

Dies impliziert py(z) = & + iz.

(iii) Fiir pa € Py gilt mit dem Ansatz ps(z) = ag + ayz + asz”:

1
f (VT —ag—ayz —apr)ridz =0, i=0,1,2,
1]

bzw. das lineare Gleichungssystem vor und nach Vorwirtselimination:

1 1 2 1 1 2

ap + a1 + zaa = 3, ap + a1 + a2 = 3,

1 1 1 _ 3 1 1 _ 1

gap + 5a1 + 502 = £, = a1 + {502 = §&,
1 1 1 _ 2 B I I
gao + ga1 + a2 = 5. 1B0T2 = TEE-

5 432 lEﬂ}T

Die Lisung ist (55z, 555, —5y5) - Die gesuchte beste Approximation ist also

_ s amo 180 2
p2(r) = 335 + 35T — giET -

—mgyriz]
Py
e |
N
s o
3
naf Pt E
-
-
b
aal " E
-
5 -~
wal = - 4
z -
-
-
-

nzf £, - E

o -

-
-
ol 1 1 1 1 L 1 1 1 1
] a1 oz 03 a4 0s [T ar  oa [T 1

Abbildung A.6: Gauf-Approrimationen in Fy, Py, P der Funktion f(z) = +/'z auf dem
Intervall [0,1].

Lisung A.2.16:
MATLAB-Programm:
clear;

x = linspace(-1,1,101);
kE=[0,1,2,3,4];
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for i = 1:1length(k)
LL{(i,:) = min(max(factorial (2*k(1))/(2"k(i)*factorial (k(i})"2)
#L(x,k(1)),-1),1);
TT(i,:) = T{x,k(i));
end
figure(1);
plot(x,LL, k")
title(’Gauss-Legendre-Polynome fuer k=0,..,47°)
print -deps2 legendrel.eps
figure(2);
plot (x,TT, k")
title(’Techebyscheff-Polynome fuer k=0,..,4%)
print -deps2 tschebyscheffl.eps
k = [5,6,7,8,9,10];
for i = 1:1length(k)
LL{(i,:) = min(max(factorial (2*k(1))/(2"k(i)*factorial (k(i})"2)
#L(x,k(1)),-1),1);
TT(i,:) = T{x,k(i));
end
figure(3);
plot(x,LL, k")
title(’Gauss-Legendre-Polynome fuer k=5,..,10")
print -deps2 legendre2.eps
figure(d);
plot (x,TT, k")
title(’Techebyscheff-Polynome fuer k=5,..,10")
print -deps2 tschebyscheff2.eps

function erg = L{x,k)

if k ==

erg = ones(1,length(x));
elzeif k ==

BTE = X;
elze

erg = x .% L{x,k-1);

erg = erg - (k-1)"2/(4*=(k-1)"2-1) .* L{x,k-2);
end
return

function erg = T(x,k)

if k ==

erg = ones(1,length(x));
elseif k =

BTE = X;

elze
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Abbildung A.7: Gauf-Legendre-Polynome fir £ = 0,...,4 (links) und k& = 5,...,10
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Abbildung A 8: Tschebyscheff-Polynome fiir k = 0,...,4 (links) und & = 5,...,10
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A.3 Kapitel 3

Lisung A.3.1: Zur Anwendung der Fehlerabschitzung fiir die Newton-Cotes-Formeln
sind die entsprechenden Ableitungen des Integranden f(r) abzuschitzen. Es ist

d 1 (=1
dr¥1+2r (14 2g)FH"

®)(z)| = 2%k
Iggfgllf (z)]

Die summierte Trapezregel lantet mit Schrittweite h = (b— a)/N und zugehdriger Feh-
lerdarstellung:

N-1
() = 3 fla) +2 _Z fle) + £}

Ri(f) =1(f) - IF(f) = hﬂf”{f)a £ € [a,b].
Fiir den vorliegenden Fall ergibt dies

2
|Ri(f)| < ;1_28 <1078 = hK<123-107' = 8131 Funktionsauswertungen.

Die summierte Simpson-Regel lantet mit Schrittweite h = (b — a)/N und zugehtriger
Fehlerdarstellung:

N-1 N-1

5 - 5{ 1@ 22 f@) +4 3 13+ ) + 10 )}

I(f) - B(f) =
Fiir den vorliegenden Fall ergibt dies

2 pliv)
IR, €€ (ab]

4

I < 5geg384 < 107%1 = h<166-1072 =~ 121 Funktionsauswertungen.

| R

Lsung A.3.2: Es wird eine Gaufi-Formel zum Integrationsgewicht w(r) = /[z| kon-
struiert. Der Theorie folgend werden zur Erzielung der Ordoung m = 4 (d. h. exakte
Integration fiir kubische Polynome) die zuehérigen orthogonalen Polynome bis zum Grad
i =2 zum Skalarprodukt

1
(f.g)e = f fg(e)el d

bestimmt. Aus Symmetriegriinden gilt (z,1)., = (7, )., = 0 und dmait:
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po(z) =13
(P1,p0)w = (p1, 1) = (1, 1) =01 = =0, p1(x) = =;
3.
E2

plz)=z—17,
pg{I}=IE—ﬂ‘I—'B, {Pﬂam}m={m+l}m={Iﬂ_£:1]m=ﬂl = B=-
(p2.p1)e = (P2, T) = —a(z, 1) =0! = a=0, piz)= T — %

Mit den Nullstellen Ay = —+/3/7 und As = +/3/7 von pa lautet die gesuchte Quadra-

Li(f) = a1 f(M) + a2 f(Aq).

turformel:
Die Gewichte oy und oo ergeben sich nach der allgemeinen Formel
1 1
T — Ay 2 T — Ag
- Vz|dr = V|z| dx
o [1 (4"-1 —4"-2) =l ,/:1 A —Ag =l

-1 1 1 1 1
- 3/ zldz == | fz|ldz= | Vrdr=3
s | VAV E = [ Ve [ :
Q= ... = 3.
Wir erhalten somit die folgende Quadraturformel der Ordnung m = 4:

L(f) = 3 (—/3/7) + 27 (\/3/7).

2

Lisung A.3.3: Zur Berechnung des Integrals bietet sich die Verwendung einer Gaunfi-
Quadraturformel zum Gewicht w(z) = (1 — z%)~? an, d. h. einer Gauf-Tschebyscheff-

Formel. Die zugehérige Fehlerdarstellung ist:
iy
FEE), Ee(-1,1).

I(f) = Ia(f) = Falf) = gz o

Im vorliegenden Fall gilt |f2+2)(¢£)| < (x/2)**? und folglich

) 2w g8 3

n=2: |Ra(fw) < ﬁ(ﬁ) ~92.37-1073,
8

“) ~ 2.25 - 1075,

) 2
n=3: |Ra(fw)l < 52(3
Wir verwenden also die Formel fiir »n = 3. Ihre Stiitzstellen und Gewichte sind nach der

allgemeinen Formel:

T m2i+1 .
N }I..'=13OS(§1+1), 'E—u.l_...,ﬂ-.

o= ——

n+1

und somit fiir n=3:
A, Ag=—A3 = 0023879, N = —Ao = 148281,

ﬂi:g’ 1-=1,...
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Dia der Cosinus eine gerade Funktion ist, gilt cos(A;) = cos(Ag) und cos{d;) = cos(As).
Daher ist

L fw) = g { cos(3mAg) + cos(3mAs)} = 0.119285 + 0.8247030 =~ 1.48281.

Bemerkung: Man kommt hier wegen der Symmetrie des Integranden mit zwei Funktions-
auswertungen aus, also ebensovielen, wie im Fall n = 2 erforderlich wiren, erzielt aber
eine deutlich bessere Genanigheit.

Lisung A.3.4: Ausgehend von den folgenden Werten des Sinus

T

sin(r)

0.00000000000000000
0.19500032201612825
0.38268343236508078
0.5555T023301960218
0.707T10678118654746
0.83146061230254524
0.9238T053251128674
0.98076528040323043
1.00000000000000000

wird zur Schrittweitenfolge h; = 2~ 'x,i=0,1,2,..., mit

i=1,2,3,...

L k=1,2.3,. . i:

hi_pne g—ith—lg, 2
(T") =( g—i-1g ) =2*

die folgende Rekursionsformel ausgewertet:

i=0,1,2,...:

Qg = Qg1 +

ain = a(h;),

Qik—1 — @i—1 k-1

2% 1

Diann gilt dann fiir festes & (Spaltenindex des Extrapolationstableaus):

a(0) — ag = O(REE)

Es ergibt sich das Extrapolationstablean

;0

a1

)

(i — 00),

a;3

L b = e

0.78539816339744328
0.94805044806851990
0.98711580097277518
0.9967851 7188616955

1.00227987 749221037
1.00013458497419361
1000008295523 96775

(0.999991 56547209250
0.99990937622 728603

10000000081 4402079
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Zur Fehlerkontrolle werden zusitzlich die Grofien by = 24449 — ag bestimmt, was zu
folgendem Abbruchkriterium fithrt:

las —bs] < TOL = STOP.

Es ergibt sich

i | |a,0 — bo,ol @1,1 — by g laaa — ba s
| 0.32532257114214 0.00429058503603  0.00001662150859

Der akzeptierte Niherungswert ist also as 5 = 0.99999156547200250 .

Lisung A.3.5 (Praktische Aufgabe): Es ist
1
4
1(f) = ———dr=m.
- [ Fyyde—=

Diie Schrittweitenfolge fiir die Extrapolation der summierten Trapezregel nach dem Romberg-
Verfahren ist
h;=27% i=0,1,2,...,20.

Alternativ wird die theoretisch problematische Folge h; = 1/{i + 1) verwendet. Die ex-
trapolierten Werte ag = a(0) = I{f) werden mit Hilfe der Rekursionsformel berechnet:

i=0,1,2,...: ag=a(h),
k-1 — Bi—1k—1

i=1,23,..,k=1223,..,i: Qik = Gik—1 + (Ri—g/h;)7 —1 I

Diann gilt dann fiir festes & (Spaltenindex des Extrapolationstableaus):
a(0) —aa = O(hEL™) (i = o0),

Es wird mit den Parameterwerten g = 2 (von der Theorie nahegelegt) und g = 1
gerechnet. Zur Fehlerkontrolle werden zusitzlich die folgenden Griofien bestimmit:

b'i’r = 2&.—_'_],* — k-

Dias Abbruchkriterium lantet dann |a; —b;| < TOL = STOP . Das Romberg-Verfahren
(h?-Extrapolation mit Schrittweitenfolge h; — 2~*) ergibt die folgenden Resultate:
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L

Qi i T
3.0000000000000000 || 10| 3.1415926535897878
3.1333333333333333 || 11 | 3.141592653 5897887
3.14211764 70688237 || 12 | 3.1415926535897918
3.1415857837618737 || 13 | 3.1415926535898020
3.1415926652777171 || 14 | 3.1415926535897767
3.1415926536382446 || 15 | 3.14159265358979158
3.1415926535807203 || 16 | 3.1415926535897740
3.1415926535807940 || 17 | 3.14159265358958406
3.1415926535807913 || 18 | 3.1415926535898255
3.1415926535808024 || 19 | 3.1415926535897536

(=T JRES B = T T T ==

MATLAB-Programm:

clear;

clf;

nl = (1:21);

n2 = 2.7(0:20);

n = 0:159;

[extl, kritl] = romberg(’f’,0,1,n1,1);
figure(1)
semilogy(n,abs(exti-pi), 'k’ ,n,kritl, *k: ")
legend('Fehler’, ’'Kriterium’)

title(’Folge 1/i mit linerarer Extrapolatiomn’)
print -deps2 plotl.eps

[ext2, krit2] = romberg(’f’,0,1,n2,1);
figure(2)
semilogy(n,abs(ext2-pi), 'k’ ,n,krit2, *k: ")
legend('Fehler’, ’'Kriterium’)

title(’Folge 1/2°i mit linerarer Extrapolation’)
print —deps2 plot2.eps

[ext3, krit3] = romberg(’f’,0,1,n1,2);
figure(3)
semilogy(n,abs(ext3-pi), 'k’ ,n,krit3, "k: ")
legend('Fehler’, ’'Kriterium’)

title(’Folge 1/i mit quadratischer Extrapolation’)
print -deps2 plot3.eps

[extd, krit4] = romberg(’f’,0,1,n2,2);
figure(4)
semilogy(n,abs (extd-pi), 'k’ ,n,kritd, *k: ")
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legend(*Fehler’, ’Kriterium’)

title(’Folge 1/2°i mit quadratischer Extrapolation’)
print -deps2 plotd.eps

format long

fid = fopen(’ext.txt’,'wt’);

fprintf(fid, 'Diagonalfolge bei quadratischer Extrapolation ...

mit Romberg-Folge:‘\n\n’');
fprintf (fid, *%12.16f\n’ ,extd);
fclose(fid) ;

function erg = £(x)
erg =4 ./ (.72 + 1);
return

function erg = Trapez(fun, a, b, n)
h = (b-a)/n;
erg = feval (fun,a) + feval(fun,b);
for i=1:n-1;

erg = erg + 2 * feval(fun,at+i*h);
end
erg = erg / 2 * h;
return

function [ext krit] = romberg(fun, a, b, n, o)
h = (b-a)./n;
4 = zeros(length(n));
for i=1:length(n)
A(i,1) = Trapez(fun,a,b,n(i));
end
ext(1) = A(1,1);
for k = 2:1length(n)
Alk:i,k) = A(k:i, k-1) + (A(k:i, k-1) - A(k-1:i-1, k-1))
((h(i:i-k+1)’./h{k:i}*)."0 - 1);
if k < length(n)
ext(k) = A(k,k);
krit(k) = 2 * abs(A(k+l,k) - A(k,k));
if krit(k) < 1.e-10
% break;
end
end

return

Jdoa
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Abbildung A.9: Erfrapolierte Werte a; zur Schrittweitenfolge h; — 27, mit h®-FExtra-
polation (links) und mit h-Extrapolation [rechis)
" 7 g 11177 & Brssramr Exmapeiarion
w™ -
w®
w®
e

Abbildung A.10: Extrapolierte Werte ay; zur Schrittweitenfolge h; — 1/i, mit h®-Extra-
polation (links) und mit h-Extrapolation [rechis)
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A.4 Kapitel 4

Lisung A.4.1: (i) Es werden die gewiinschten Normeigenschaftzen nachgepriift:
1. Definitheit:

4] =0; [|J4||=0 = |4z||=0¥zeEK" = A=N0.
2. Homogenitit:
lleAl| = sup {||laAzll, € K™, ||z|| = 1} = |a|sup {[|Az||, z € K™, ||z]| = 1} = |a|[|A]|.
3. Subadditivitit:

| A+ B|| = sup {||(A + B)z||, = € K", ||z|| = 1}
< sup {||Az|| + || Bz||, = € K", |}z = 1}
< sup {||Az||, = € K", ||z|| = 1} +sup {|| Bz||, = € K™, ||zl| = 1} = ||A]| + || BII.

4. Submultiplikativit&t:

|| AB=|| n
|AB| = sup{W$ reK" x40

W {uABzu 1Bz
NN

zeKE*z#0,Bx# El}

Il Ayll n | Bl n
EWP{W:FEKJ?'EU sup W,IEK,I%U = ||l BIl-

5. Vertriglichkeit:

Az
|l Azl < %IIIII < [|Alll=ll, =eK® z#0.
Also ist || - || eine mit der gegebenen Vektornorm vertrigliche Matrizennorm.

(ii) Die Quadratsummennorm kann fiir n > 1 wegen
s 1/2
2
Mler= (3 8)" =vn#1
ij=1
keine natiirliche Matrizennorm sein.
Lisung A.4.2: Die Lisung des Gleichunsgsystems ist = = (zq,z2)7 = (2,0)7 mit
lzll1 = ||z]lee = 2. Mit der I,-Vektornorm (hier p = 1,00 ) gilt:

I=ll, cond,(A) {Ilﬁbllp N IIHIIP}‘
lxll, — 1 —cond,(A)|dA[ A" | 1Bl Al
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mit der zur Vektornorm || - ||, gehdrenden natiirlichen Matrizennorm || - und der

Konditionszahl

Il

cond,(A) = || Al | A7,
Die Inverse der Koeffizientenmatrix A ist

RN RV T
a3 —9/3

Al =1,5, |47 1=2, = cond(A)=3,
Al =1,5, |4 .w=2 = cond,(A4)=3.

und somit

Unter der Annahme |da;;|/|a;;| < 0,01 und |8k, /|| < 0,03 gilt

| |8ay;|
— =
16Alx maxz :|.5a,j| max, o] J_mz "Jag;| < 0,01 |A|,

| Ill.il
= II]EIK E i max E =
|I|5A”nu IJ j |1:i| 12 | | |—I| a2 Iﬂl_]l n 01 ||Allncn

_1—]
2 |6k
gl =D _ 16| < max 5 ¢ Z [Ba] < 0,03 [B]l,
i=1 =1
|6b|
16l — mane 6t < msx Ll mae ] < 0,03 b,
und folglich fiir beide Normen ||« || = ||« ||; sowie || -|| = lle:
ozl - 3 10,0340, m}{E{n 124,

lz] ~ 1—3-0,01

Die Punktmengen im R?, in denen die Lisungen = + dr des gestorten Systems jeweils
liegen sind:

LS; — {y € B, [ly—zlls — |ys — 2| + |ya| < 0,248} (Raute um )
LS. = {y € B, |ly — =]l — max{|ys — 2], [gol} < 0,248} (Rechteck um z).
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Lisung A.4.3: a) Losung des Gleichungssystems:

-l 9 2 1|3] 19 2 1]3
-3 30 -12 0|3 0 3 —6 -3|-6
—%
1 —15 0 -4|2 0 3 —4 —2|8
0 —6 18 8 |—4 ] | 0 6 18 8§ |4
19 2 1] 23] (19 2 1] 3 414
0 3 —6 —3| —6 0 3 —6 —3| -6 12
— — =
000 2 114 00 2 1|14 —22
00 6 2|16 | 0 0 0 —1|-58 58
b) LE-Zerlegung A = LR:
-1 9 -2 1 1 0 00 -1 9 -2 1
-3 30 -12 0 3 0 3 —6 —3
A= = = LR.
1 —15 0 -4 -2 1 00 2 1
0 -6 18 8 0 -2 3 000 -1
det(A) = (-1)-3-2-(-1)=3.
¢) Berechnung der Inversen A~ und der Konditionszahl:

-1 9 -2 1(1000 -19 -2 1[1 0 00
-3 30 -12 00100 0 3 6 -3/-3 1 0 0
—%

1 —15 0 —-4|0 010 002 1|5 -1 10
0 -6 18 8|00 01 000 —-1|-21 5 -3 1

100 0| -2 15 —14 2 1000|144 —30 28 —4
0 30 0| 12 -2 3 0 01004 -2/3 1 0
- —
0 02 0|-16 4 -2 1 0010/-8 2 —11/2
0 00O —-1|-218 5 -3 1 00DD0D1[21 -5 3 -1
cond.o(A4) = || Alleo)| A7 ||oe = 43,5 - 206 = 8961.

Lisung A.4.4: Das Resultat der ersten & — 1 Eliminationsschritte ist eine Blockmatrix
A%-1) der Form

0 *
o|a

—&-1 - i
A1 _ ., A e RRxE-R Lositiv definit.
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Der k-te Eliminationsschritt lautet dann:

g1 (k=1)
(k) =13 Gk Ty
By = Oy LE
Tpy

i,j=Fk..,n

(i) Die Hauptdiagonalelemente positiv definiter Matrizen sind positiv: aﬁj_” = 0. Fiir
die Diagonalelemente folgt damit unter Ausnutzung der Symmetrie:

{k—1) afi Vali {k—1) | & I}F {k-1)

— 1 §] Ju — - =

= Oy _T=‘]ﬁ —ﬂiﬂﬁ , i=k..,n
Oy Dy

(k)
By

(i) Das maximale Element einer positiv definiten Matrix At liegt auf der Hauptdia-
gonalen:
max |a. 1]'| < max |a':ir 11"|
ki, j<n k<i<n
Diie im k-ten Schritt erzengte teilmatrix A% st (nach Vorlesung) wieder positiv definit.
Dias Resultat (1) impliziert also
(k- 1‘.I|

|“u}| < max |a'[ ]| = max| (k= ”| < max |a;

k{l,j n E<itn ki j<n

Da im k-ten Eliminationsschritt die ersten k& — 1 Zeilen nicht mehr verindert werden,
ergibt sich durch Induktion nach k=1,....n

lﬁld{nlrul - Ein,?%nlﬂ | = 13}3% I&‘j | = lglax |a‘j|
Lisung A.4.5 (Praktische Aufgabe):
MATLAB-Programm:
#Berechnung der LR-Zerlegung (ohne Pivotierung)

function [L,R] = LR(A)
[m,n] = size(d);

if (m "= n)

error(’Matrix A ist nicht quadratisch’)
end

for k=1:n-1

A(k+1:n,k) = A(k+l:n k) /A(k k);

A(k+1:n,k+1:n) = A(k+l:n,kt1:n)-A(k+l:n k)*A(k,kt1:n);
end

L = eye(n,n) + tril(A,-1);

R = triu(A);

$Hauptprogramm
clear;
for k=1:5
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n=2"k;

#Matrix erstellen
[Al=Laplace_Mat(m);
%LR Zerlegung
[L,R1=LR{A);

lizelbstgeschriebene Choleskyzerlegung
[X,Y]=cholesky(L,R);

Yzelbstgeschriebene Invertierung der Matrix
B=inv_L(X);

#Fehlernormen
AbsErr(k,1)=norm(A-L#*R,inf) ;
AbsErr(k,2)=norm(A-X*Y,inf) ;

AbsErr (k,3)=norm(eye(m~2)-A*B,inf);
cond_A(k)=norm(A, inf)*norm(B, inf) ;
end;

#Ausgabe der Fehler

semilogy(2.7(1:5), AbsErr(:,1),’-+#k’, 2.°(1:5), AbsErr(:,2),’-dk

AbsErr(:,3), '-ok’);
legend('LR’, ’'Cholesky’, ’Inverse’)
title(’Absolute Fehler’)
xlabel('m (Groesse der Matrix)’)
ylabel {’Absoluter Fehler’)

#Eonditionszahl gegen Dimension auftragen

figure;

plot(2.7(1:5), cond A, 'k’)};

title(’Auftragung Konditionszahl gegen Dimension’)
xlabel (*m (Groesse der Matrix)’)

ylabel {*’Konditionszahl won A’)

clear;

#Funktion zum Aufstellen der Matrix
function [A]=Laplace_Mat(m)
B=4*eye(m);
for i=1:m-1

B(i+1,i) = -1;

B(i,it1) = —1;
end;
b=zeros(m~2);
for i=1:m

A((i-1)#*m+1:i#*m, (i—1)*m+1:i%m)=E;
end;

. 2.7(1:8),
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for i=l:m—1
A((i-1)#m+]:i%m,i*m+l: (i+1)#m)=—eye(m);
A(i#m+l: (i+1)#m, (i-1)#m+1:i*m)=—eye(m);
end;
return;

#Funktion, um die Cholesky Zerlegung aus der LR-Zerlegung berechnen
function [X,Y]=cholesky(L,R)
Y=R;
for i=1:length(Y)
Y(i,:2=Y({i,:)/eqrt(¥Y(i,i));
end;
X=Y’;
return;

#Funktion zur Berechnung der Inversen aus der Choleskyzerlegung
function [Bl=inw_L(L)
Z=eye(length(L));
for i=1:length(L)
Z(i,:0=Z(i,:)/L(1i,1);
for j=i+l:length(L}
Z03,:0=Z(3,:)-L{j,1i)#*Z(i,:);

Autragung o el cracoeh | gag an Cimanion

[} L] 1o 15 20 = m k-] o L] 1o 15 m = m k-]
(G cer Mitrix) (G cher M)

Abbildung A.11: Residuen-Normen und Kondition in Abhgangigkeit von m (h=1/m )

Lisung A.4.6: Seien A;,... A, die Eigenwerte der hermiteschen (und positiv semi-
definiten) Matrix AT A und {w',...,w"} ein zugehériges ONS von Eigenvektoren: A” Aw —
Ja'. Damit gilt:

| Az)3 = (AT Az,x)2 = ¥ Nz, wa(z, wi)a(w’, u)s < fnax I I w'el® = (1li3.

ij=1 i=1
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Es folgt

|| Ax||2
Alla =sup{ ———

Andererseits gilt (wegen A = 0):

VA= VA(wf, wis = /(AT Aw', wi) = || Aw|lz < [|All2.

reK \{ﬂ}} < oax. | Asl-

Lisung A.4.7: (i) Sei

L= {L e R™", L reguldre untere Dreiecksmatrix mit I; = 1},
R :={R € R™™", L regulire obere Dreiecksmatrix}.

Es sind die folgenden Gruppeneigenschaften bzgl. der Matrizenmultiplikation o nachzu-
weisen:

(G1) Abgeschlossenheit: Ly, loae £ = Ljeolae L.

(G2) Assoziativgesetz: Lq,le,Lac L = Ljo(laoLs)=(LioLla)olLs.

(G3) Neutrales Element I: Lefl = Leol=1L1L.

(G4) Inverse: Le L = AL 'eLlL: LoL'=1.

(G1) folgt durch Nachrechnen. (G2) und (G3) folgen aus den Eigenschaften der Matrizen-
multiplikation. (G4) sieht man mit der Inversenbestimmung mit simultaner Elimination:

1 01 0 1 0
= L_lz[ ]Eﬁ.
0 1] = 1 l* IJ

Die Gruppe £ ist i. Allg. nicht abelsch, wie das folgende 3 x 3-Beispiel zeigt:

1 00 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 00 1 0 0
1 10 01 0j=(1 1 0f#] 2 1 0f=|11a0 1 1 0
001 0 -1 1 0 -11 -1 -1 1 001 -1 -1 1

Die Argumentation fiir R ist analog. Dabei ist die Gruppe R i. Allg. ebenfalls nicht
abelsch, wie das folgenden einfache 2 x 2-Beispiels zeigt:

[11] [—11] [—12] [—10} [—11] [11]

o = # = o .

01 01 o 1 0 1 o 1 01

(i) Zuom Nachweis der Eindeutigkeit der LR-Zerlegung seien fiir eine reguldre Matrix

A € B™*" zwei LR-Zerlegungen A = LRy = LaRs gegeben. Dannist nach (i) Ly, La € £
sowie Ry, Ra € R und folglich

RiRy' = L7 Ly = diag(dy).
e
R EL
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Mit L; (und L) hat auch die Inverse L;! Einsen auf der Hauptdiagonale. Also muss
d; =1 sein, was schliefllich R; = Hy bzw. L, = L, impliziert.

Lisung A.4.8: Der sog. ,Cholesky-Algorithmus® zur Berechnung der Zerlegungsmatrix

L
- o
la - L.
geht direkt von der Beziehung A = LLT aus, die man als ein System von n(n + 1)/2
Gleichungen fiir die Griflen I, B < j, auffassen kann. Dieses System wird sukzessive
nach den Spalten von L anfgelist. Ausmultiplizieren von

Iy I - Im 411 +-c din

ergibt in der ersten Spalte von L:

By—ay, luly=as, ..., laly=an,
woraus sich : : an
f11=1|,e'1111, j=‘2,...,n: Ej1=fi+
1

berechnet. Seien nun fiir ein ¢ € {2,--- ,n} die Elemente der 1-ten bis (i — 1)-ten Spalte
g, k=1,...,i—1, j=Fk,...,n, schon bekannt. Dann erhdlt man aus

EE]+EEE+"'+EE—1+EE=EE? El'i:}u:n
i;iljl'l+E~iﬂfﬂ+---+i1i,i—lfi,i—1 +-E_;'.'E.'i =aj, j=i+1,...,m,

=\/“ﬁ‘£?1—f?z—-“—£ﬁi-1:

li
E;ii = fgl{a;.- — }lfil —E}ﬂl’.ﬂ — e — -;i,i—lfi,i—l}; j=i+1,...,m,

die Elemente der i-ten Spalte. Nach diesem Algorithmus ergibt sich fiir die gegebene
Matrix:

2,936 0 0 0
Ly, | 226 LA 0 0
0 1,414 4,243 0

0 0 —4,242 1,003
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Vorwarteinsetzen und Rickwirtseinsetzen:

2,236 1,087
1,415 0,0873

Loy =b = y= ’ L=y = z=|"
oy Y= goa0 |@ TtV 1,088
0.9916 0,9886

Nachkorrektur der Naherungslosung =% (Defekt 8-stellig berechnet):

0,0015
—0, 0001
0, 0094
0, 0006

Lose defektgleichung Ak = d mit Hilfe der bereits erstellten Cholesky-Zerlegung:

0,0007 0,0128
L d 0,0010 Tk L | o012
B - - = = =
- Y71 0,002 | anft =Y 0,018
0,0112 0,0112
Korrekturschritt:
1,987 0,0128 2,000
L0 0 g 0,9873 N 0,0125 ~ 0, 9908
1,988 0,0118 2,000
0,9886 0,0112 0,0098

Lisung A.4.9: Sei A eine Bandmatrix mit my = m, =: m. Man mache sich von dieser
Situation eine Skizze.
i) Der k-te Eliminationsschritt

(k—1) {k—1)

g — g1y i (B—1)  plk) _ 1) _ Dk plE-1

ij ij (k—1) & i i k—1) & 1
D Ty

i j=k+1,. . . k+m

erfordert im Wesentlichen m Divisionen und m? Multiplikationen und Additionen; also
alles zusammen

Npand-Gaus = nm- + O(nm)  a. Op.
fiir die n — 1 Schritte der Vorwirtselimination zur Berechnung der Matrix E und
simultan dazu der Matrix L. Fiir die diinn besetzte Modellmatrix ist Npandcas =
10° 4+ O(10f) a. Op. im Gegensatz zu Npand-cas = 5102 + O(10%) a. Op. fiir eine ent-
sprechende voll besetzte Matrix.
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ii) Ist A noch symmetrische (und positiv definit), so erhilt man die Cholesky-Zerlegung
aus der LR-Zerlegung durch

A=LLT, L=LDY?, D= diag(rs).

Wegen der Symmetrie aller entstehenden reduzierten Teilmatrizen brauchen nur die Ele-
mente anf und oberhalb der Hauptdiagonalen berechnet zu werden. Dies reduziert den
Aufwand auf Npapa-caus = %nm2+ﬂ{nm} a. Op., d. h. fiir die Modellmatrix auf Ngand-gaws =
110% + O(108) a. Op..

Lisung A.4.10 (Praktische Aufgabe):
MATLAB-Programm:

clear
m = 2:2:20;
disp(’Laplace:’)
for i = 1:1lengthim)
bm = A(m({i));
L1 = mycholesky(Am);
L2 = chol(Am)*;
disp(['m = ’, num2str(m(i)), ’: myres = ', numZstr(norm(full (Am-L1xL1"),
inf}), ...

', res = ', mmZstr(norm(full (Am-L2#%L2"),inf)}}]1);
erri(i) = norm(full (Am-Li#*L1°),inf);
err2(i) = norm(full (Am-L2*L2°),inf);

end
clf
semilogy(m, errl, ’k-’, ’LineWidth’, 2)
hold om
semilogy(m, err2, ’k——’, ’LineWidth’, 2}
xlabel ('m”*)
ylabel(’||A - LL"TI|*)
title(’Laplace Matrix’)
legend('meins’, ‘Matlab’)
print -deps2 laplace.eps
m = 2:2:20;
disp(’'Hilbert:’)
for i = 1:1lengthim)
Am = hilb(m(i));
L1 = mycholesky(Am) ;
errl(i) = norm(Am-L1#*L1", inf);
try
L2 = chol(Am)’;
err2(i) = norm(Am-L2#%L2°, inf);

¥

disp(['m = *, numZstr(m(i)), ’: myres = ’, numZstr(norm(Am-L1*L17,
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inf)),
', res = ', numm2str(norm(Am-L2*12", inf))]1);
catch
err2(i) = 0;
disp([’'m = ', numZstr(m(i)), ’: myres = ’, numZsetr(norm(Am-L1*L17,
inf)),
*, Matlabinterne Cholesky-Zerlegung versagt!’])
end
end
hold off
semilogy(m, errl, ’k-’, ’LineWidth’, 2)
hold om
semilogy(m, err2, ’k--', ’LineWidth’, 2)
xlabel(’m’)
ylabel("||A - LL"TI|*)
title('Hilbert Matrix')
legend ('meins’, °Matlab’)
print -deps2 hilbert.eps

function erg = A(m)

erg = zeros(m™2);

Em = B(m);

Id = -eye(m);

for i = 1:mm
erg((i-1)#m+1:i%m, (i-1)#m+1:i%m) = Bm;
if (1 < m)

erg((i-1)#m+l:i#m,i*m+1: (i+1)*m) = Id;
erg(i*m+l: (i+1)#m, (i-1)#m+l:i%m) = Id;
end
end
return

function erg = B(m)

erg = d*eye(m) ;

erg(2:m,1:m-1) = erg(2:m,1:m-1) - eye(m-1);
erg(1l:m-1,2:m) = erg(l:m-1,2:mn) - eye(m-1);
return

function erg = B(m)

erg = d*eye(m) ;

erg(2:m,1:m-1) = erg(2:m,1:m-1) - eye(m-1);
erg(1l:m-1,2:m) = erg(l:m-1,2:mn) - eye(m-1);
return

function L = mycholesky(Ad)



312 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

n = length(A);
L = zeros(n);
% Berechne erste Spalte
L{1,1) = sqrt(A(1,1));
for i = 1:n
L{i,1) = A(1,1) / L{1,1);
end
% Berechne restliche Spalten
for i = 2:n
L(i,i) = sqrt(A(i,i) - sum(L({i,1:1).72));
for j = i+l
L(j,i) = (A(j,i) - L(j,1:4)#L(i,1:1)?)/L(i,1);
end
end
return

1 =L}

Abbildung A.12: Residuennorm in Abhgangigkeif von n fiir die Berechnung der Cholesky-
Zerlegung der  Laplace-Matriz® [{oben) und der  Hilbert-Matvriz® (unfen)

Lisung A.4.11: a) Mit Hilfe der Gauf-Elimination wird der Rang der Matrix 4 mit
dem der Matrix [A|b] verglichen:

1 3 —4]1 13 41
3 9 21 00 1w|-2
_}

4 12 —6|1 00 1W|-3
26 21 l 00 1w|-1

Wegen Rang A = 2 +# 3 = Rang [A|b] ist das Gleichungssystem nicht 16sbar. Insbesondere
hat A mnicht den maximal méglichen Rang 3.
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b) Das Normalgleichungssystem ist

1 —4 1
1 3 4 2 T 1 3 4 2
3 —32 1
3 9 12 & T8 | = 3 o 12 &
4 12 —& 1
—4 -2 6 2 Ty -4 -2 -6 2
2 6 2 1
bzw.
ano o0 —30 T 10
a0 270 —90 s | = | 30
—30 —90 60 T3 —10

Die Matrix AT A € R*? hat wegen Rang A = 2 < 3 einen eindimensionalen Nullraum
und ist damit insbesondere nicht regulér. Elimination ergibt

30 90 -30| 10 30 90 30|10 3 901
90 270 -90| 30 —+ o 0 0|0 —
—30 90 60 | —10 0 0 30 |0

und somit die allgemeine Lésung = = (3 — 3t,£,0)7, ¢t € R.
¢) Das Normalgleichungsssystem ist also losbar, doch ist die Losung nicht eindeutig.

d) Da A nicht maximalen Rang hat, ist die Matrix AT A € R**® nicht injektiv und
folglich nur positiv semi-definit. Gegenbeispiel: = — (—3,1,0)7 .

Losung A.4.12: a) Das kurze Argument geht von dem transformierten System Ar =
DAxr = Db = b aus und bildet die zugehdrige Normalgleichung:

ATAr = A" & (DA)TDAr = (DATDb & ATD*Ar — ATD?.

b) Das lingere Argument wertet die notwenidge Bedingung fiir ein Minimum der Defekt-
norm ||[IMAx — b)||a aus:

dji(iﬂj"z" - bf) |2
=Eidﬁ(il‘1jk1ir_b) 73 jl_izdﬂﬂ-"d (Z kT )

- ?Z il (Y amrn —b;) = 2AATDNAz b)), i=1,...n.
k=1

a P
0= 5 ID(Az — Bl =E.—Z
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Dies impliziert gerade die modifizierte Normalgleichung
ATD? Az = ATD%.

Lisung A.4.13: 1. Schritt:

0 1] —9 ~1
i el —9 ) 0 -9 1| -1
v =a1 — ||ay||ee1 = - = = W =-—F
1 1 1 1 D D D 1 2 D
0 0 | 0 0
0 -1 0 0] 2 1 0 0
-1 0 00 00 0 -2
Sl=f—2ﬂlﬂ'1r= N 51A=
0 0 10 0 -2 1 0
0 0 01 00 -2 1
2. Schritt:
0 0
) 0 -2 1| -1
vy = = v =—
ag — ||az||2ea -2 V2| -1
0 0
1 0 0 0 2 -1 0 0
0 0 —-10 0 10
=TI —2uud = . SaSiA=
5 B R = 0 0 2
0 0 0 9 1
3. Schritt:
0 0 10
0 0 1] o0 01
iy = 0 = = = , Sy =I-2uqg =
ol 9 VG : =100
L _9 -1 00 —1
Dias Ergebnis ist:
2 -1 0 0 0 0 0 -1
0 2 -1 0 1 0 0 0
R = 5,5,84 = — 5,5,8, —
Jta [] D 2 _1 ] Q 1 253 D _1 D []
00 0 -2 0 0 -1 0
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Lisung A.4.14: Es ergibt sich das iiberbestimmte Gleichungssystem fiir die Unbekann-

ten 1/p und e/p:

0,63 |
—0,39
—0,12
0,31
0,59

Das Normalgleichungssystem AT Az — ATh |

I
1
—_ e e e

50,2
0,2 1

e
0,2

[lfp]= 0.1

e/p 0,77
1

(zweistellige Reehnung]

|-[oe]

[ 1/p
| &/p

hat die Lisung 1/p = 0.53, efp = 0.74 bew. e = 1,4, p = 1,9 Die Kometenbahn ist

also eine Hyperbel.

Lisung A.4.15 (Praktische Aufgabe):
MATLAB-Programm:

function [Q,R] = myQR(A)
[m,n] = size(d);
0 = eyel(m);
for k = 1:n
= [Q'=*A;
B = Top(k:m,k:n);
Gtilde = Q1(B);
Top = eye(m);
Top(k:m,k:m)
0 =0Q * Top;
end
R = 0Q'=A;
return

= [Qtilde;

function erg = Qi(A4)
= length(A4);
= A(:,1);
8 = sign(A(1,1});
if ===

g = 1; end

alpha = -= * norm(al);
v = al;
v(1) = w(1) - alpha;

erg = eye(n) - 2¥vsy’ / (v'#*v);
return
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%Teil 1
clear;
A=
[Q.R] =
%Teil 2
n = [3:15].72;
for i=1:length(n)
& = hilb(n(i)};
hQR-Zerlegung
[Q,R] = myQR(A);

errl(i) = norm(R’*R-A*A,inf);

#Cholesky-Zerlegung wvon A*A ueber eigene LR-Zerlegung
[LL,RR] = LR(A#A);
LLL = CHOL(RR)’;

err2(i) = norm(LLL#*LLL’-A#A,inf);

00 02;,-2 1 00; 0-2 10;0 0-21]

myQR{A)

end

clf;

semilogy(n,errl, k-’ ,n,err2, k")

xlabel {’Dimension’)

ylabel {’Defektnorm’)
title(’Cholesky-Zerlegung der Hilbertmatrix’)

legend('mit QR-Zerlegung wvon A', 'mit LR-Zerlegung won A#A’,

'Location’, *NorthWest®)
print -depsc2 plot.eps

Die Cholesky- und LR-Zerlegungen sind von einer frueheren Aufgabe

2503

uebernommen .
. ks by Farlagung der Hillsartrmuric
i T T T
——mit OR-Tadagung vwn & =
— — —mil LA-Farlagung von &4 P e
o ’,' T
w L
Fd'"q_s'
w* | =7
-
¥
A
- [
0 B []
r
= 1
L]
-
[]
I
]
wmF
)
L]
)
I:I-. 1 1 1 1
i} & L il B i
O e den

Abbildung A.13: Residuennorm in Abhgangigkeit von n
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A.5 Kapitel 5

Losung A.5.1: a) Intervallschachtelung: Ausgehend vom Startintervall [ag, by] = [2,4]
lantet der Intervallschachtelungsalporithmus:

a;, fla)flz) <0 _{
5 i1 =

Ty, S0NSL

Ty = %{ﬂt +h), a1 = {

mit dem Abbruchkriterium:

T, fla)flze) <0

by, sonst

by —a; < 5-10% oder f(a;) =0 oder f(b)=0.

a;

b

b) Fixpunktiteration: Ausgehend vom Startwert =p; = 4 lantet die Fixpunktiteration:

mit dem Abbruchkriterium

(=T v TS B - R o ST SR . I N RSV S

e e e e e e T )
=1 T Ot & QI bd e 3

13

3, 0000000
3, 0000000
3, 1250000
3, 1250000
3, 1250000
3, 1406250
3, 1406250
3, 1406250
3, 1406250
3, 1406250
3,1411132
3,1413574
3,1414784
3, 1415405
3, 1415710
3, 1415863
3, 1415863

3,1415901

3, 5000000
3, 2500000
3, 2500000
3, 1875000
3, 1562500
3, 1562500
3, 1484375
3,1445312
3, 1425781
3, 1416015
3, 1416015
3, 1416015
3, 1416015
3, 1416015
3, 1416015
3, 1416015
3, 1415039
3, 1415039

Ty = Ty + flza)

Iy — Tyq| < 5-1075,
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1|3,2431975
2|3,4117873
3 | 3, 1415926

¢) Newton-Verfahren: Ausgehend vom Startwert =y = 4 lantet das Newton-Verfahren:

flzey
Fizet

Iy = Tp—1 — = Ty_1 — tan(z,_q)

mit dem Abbruchkriterium
| f(ze)| < 5-107°.

1|2, 8421787
2| 3,1508729
3 | 3,1415923

Diie Iterationen (b) und (¢) konvergieren kubisch. Zur Erklirung notieren wir:

gy(r) = 1+cos(z) = gy(r) =1+ cos(x) =0
gh(z) = —sin(z) = gi(m)=0.
g'(x) =1—(cos(z))? = g'(x)=0.

Lisung A.5.2: Die Ableitung der Fixpunktabbildung g im Fixpunkt ldsst sich abschit-
zen wie folgt:

1 1
a) g@)=-m@) = lgEI=|.|25>1

b glr)=e= = |¢=)|=le <4 =061<1.
c] glr)= %{I +e ) = |d(=z)| = %|1 —eF| < %|l —e 06 0,23 < 1.

Diie Iteration (a) divergiert. Die Iterationen (b) und (c) kinnen verwendet werden, wobei
(c) die kleinere (lineare) Konvergenzrate besitzt.

Ein Vergleich von (b) und (e) legt die folgende allgemeine Form einer Ilterationsvorschrift
nahe:
1

(1+B)ze1 =B + 7™, glz) = m{.ﬂI —e 7).

Diafiir gilt ) )
|§’{Z}|=m|3—ﬂ |=m|.3—z|-
Die  richtige* Wahl ist also g = z.
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1. Wahle 8=0,5,8=0,6 oder g als Intervallmittelpunkt g = 0,55 Dies ergibt
lg'(=)] < 0,071, |g'(2)| <0,032, |4'(z)| <0,036.
2. Wahle §5 so, dass g'(0,5) = —g'(0,6) . Dies ergibt
B = 0,5777, |g'(z)| < 0,019,

Losung A.5.3: Fiir =; < +/u folgt ;44 > z,, und fiir =; > /a folgt = < 1. Also
ergibt sich monotone Konvergenz x; —+ z > 0 und damit die Beziehung

2 + 3az

T=aam = .Z=‘\,|"IE.

3z +a
Fiir die Iterierten gilt

a
B _ Ty +3dax (e — +/a)?
Tt~ Va = 3} +a va = 3::?+a

und folglich

T —va 1 —?i (f — o).

(r: —va)? 32 +a 4a

Die Konvergenz dieser Fixpunktiteration ist also kubisch.
Losung A.5.4: Wegen der angenommenen Stetigheit von f' gilt
o —+z = flm)—= flz) (t—= ).

Diies impliziert die Beziehung

R ) (e (B (C BRI
£ £ = —Pf(; ]I_l"q__:;:rf

Dias Newton-Verfahren konvergiert also super-linear.
Lisung A.5.5 (Praktische Aufgabe): Mit Hilfe der Rekursionsformeln

2
Pha(0) = k(@) — sk (), pha(e) = 229 (@) — ALy (a)

bestimmt man ausgehend von pl(r) = pg(z) =1 und pi(x) = pf(z) = = die Legendre-
und Tschebyscheff-Polynome mit der Normierung Lg(1) = T(1) =1 zu

Ly(z) == [351 — 3022 + 3), Leg(x) = —(631‘5 70:* + 15z},

und
Ty(z) =8z — 828 +1,  Ti(z) = 162" — 20 + 5z
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MATLAB-Programm:

clear

format long

x0 = Nullstellen('L4’, *DL4*, 1);

disp(’ *)

disp(’'Die Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grad 4 sind’)

x0

x0 = Nullstellen('T4*, *DT4’, 1);

disp(’ *)

disp(’'Die Nullstellen des Techebyscheff-Polynoms vom Grad 4 =sind’)
x0

x0 = NWullstellen('L5’, *DL5’, 1);

disp(’ *)

disp(’'Die Nullstellen des Legendre-Polynome vom Grad 5 sind’)

x0

x0 = Nullstellen(’T5’, 'DT5', 1);

disp(’ *)

disp(’'Die Nullstellen des Techebyscheff-Polynoms vom Grad 5 =ind’)
x0

function erg = newton(fun, dfun, start, wvarargin)

tol = 1.e-8;

x = start;

% if (nargin == 4}

% y = feval (fun, x, varargin{i});
% dy = feval(dfun, x, varargin{i});
% else

% y = feval (fun, x);

% dy = feval(dfun, x);

% end

if (nargin == 4}
v = RedurierteFunktion(fun, x, wvarargin{i});
dy = ReduzierteAbleitung(dfun, fun, x, varargin{il});
elze
v = feval(fun, xJ;
dy = feval (dfun, x);
end
if (abs(dy#x) > 1.e-5)
err = abs(y/(dy*x));
elze
err = abs(y);
end
n=1;
disp(eprintf('n = 1: = = %0.5f, \t y = %0.5g, \t\t error = §0.5g",
x, ¥, err))
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while ({err > tol) & (n<100))

end
erg

n = ntl;
x = x - y/dy;
if (nargin == 4)

v = ReduzierteFunktion(fun, x, wvarargin{i});
dy = ReduriertelAbleitung(dfun, fun, x, varargin{il});

elze
v = feval(fun, x);
dy = feval (dfun, x)

end

if (abs(dy#x) > 1.e-5)
err = abs(y/(dy#*x))

elze
err = abs(y);

end

disp(sprintf('n = %d:

n, x, ¥y, err)l;

= x;

return

¥

x = $0.5f£, \t y = %0.5e, \t error = }0.5g°,

function erg = Nullstellen(fun, dfun, x0)

% Suche alle positiven Nullstellen der Funktion fun, nehme an, alle
% Mullstellen laegen links won x0.

erg(1l) = newton(fun, dfun,

n =

1i;

x0);

while (min(erg) > 1.e-6 & n<200)

end

n=mn+1;
disp(’ )

erg(n) = newton(fun, dfun, erg(n-1)*1.001, erg);

% erg = erg(i:length(erg)-1);
if (min(erg) > -1.e-8)
erg = [erg, -erg(lengthlerg)-1:-1:1)1;

elze

end

erg = erg(l:lengthlerg)
eTg

return

%

-1);

[erg, -erg(length(erg):-1:1)];

function erg = ReduziertelAbleitung(dfun, fun, x, varargin)

erg

= feval (dfun, x);

if (pargin == 4}
f = RedurierteFunktion(fun, x, wvarargin{i})};

1f = LinearFaktoren(x,

varargin{i})};



322 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

d1lf = DLinearFaktoren(x, warargin{i});
erg = erg — f % dlf;
if (1f == 0)
error('Muell!!’)
elze
erg = erg / 1f;

end
end
return

function erg = ReduzierteFunktion(fun, x, varargin)
erg = feval (fun, x);
if (nargin == 3)

1f = LinearFaktoren(x, varargin{il});

if (1f == 0)
error('Muell!!’)
elze
erg = erg / 1f;
end
end
return

function erg = T4(x)
erg = B#x."4 - 8*x.72 + 1;
return

function erg = T5(x)
erg = 164x.”5 — 20%x.73 + bax;
return

function erg = DL4(x)
erg = .5#(35%x.”3 - 15#x);
return

function erg = DL5(x)
erg = .125#%(315%x. 4 — 210#x.72 + 15);
return

function erg = DLinearFaktoren(x, a)
erg = 0;
for i=1:length(a)
erg = erg + LinearFaktoren(x, [a(1:i-1), a(i+l:length(a)}]);
end
return
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function erg = DT4(x)
erg = 324x.73 - 16#x;
return

function erg = DT5(x)
erg = B0#x."4 - 60#%x.72 + 5;
return

function erg = L4(x)
erg = .125#%(35#%x."4 - 30#x."2 + 3);
return

function erg = L5(x)
erg = .125#%(63#*x."5 - TO#x. 3 + 15#%x);
return

function erg = LinearFaktoren(x, a)
erg = 1;
for i=1:length(a)

erg = erg * (x-a(i));

Ergebnisse:

Konvergenzhistorie fuer das 4-te Legendre-Polynom:

n=1: x = 1.00000, ¥y =1, error = 0.1

n=2: x = 0.90000, ¥y = 2.07938e-01, error = (.038459
n=3: x = 0.86539, v = 2.03342e-02, error = (.0048437
n=4: x = 0.86120, ¥y = 2.78402e-04, error = 6.8512e-05
n=>5: x=0.86114, ¥ = 5.47175e-08, error = 1.3472e-08
n==6: x=0.86114, ¥y = 2.22045e-15, error = 5.4668e-16
n=1: x = 0.86200, v = 4.7302, error = (.34859
n=2: x=0.586151, v = 1.24300e+00, error = 0.28151
n=3: x=0.40344, ¥y = 2.61006e-01, error = (.13852
n=4: x = 0.34756, ¥y = 2.7539%4e-02, error = (.021424
n=>5: x=0.34011, v = 4.59984=-04, error = (.00037828
n=6: x=0.33998, v = 1.36244e-07, error = 1.1215e-07
n=7: x=0.33998, v = 1.20363e-14, error = 9.9081e-15
n=1: =x = 0.34032, vy = 3.5759, error = 1.2763

n=2: x=-0.08404, ¥y = 8.25411e-01, error = 1.98056
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n=23: x=-0.28027, v = 1.51741e-01, error = 0.19319
n=4: x = -0.33442, v = 1.28258e-02, error = 0.016469
n=>5: x = -0.33992, v = 1.32710e-04, error = 0.00017119
n=6: x = -0.33938, v = 1.48150e-08, error = 1.9112e-08
n=7T: x = -0.33938, ¥y = 6.7968%9e-17, error = 8.7682e-17

Die Nullstellen des 4-ten Legendre-Polynome sind (bei Beachtung
der Symmetrie]:

x_1 = 0.86113631159405  0.33998104358486 -0.33998104358486
-0.86113631159405
!

Konvergenzhistorie fuer das 5-te Legendre-Polymom:

n=1: x = 1.00000, y =1, error = (0.066667
n=2: x = 0.93333, ¥y = 2.13360e-01, error = (.025722
n=23: x = 0.90933, ¥y = 2.19645e-02, error = 0.0034064
n=4: x = 0.90623, y = 3.3T416=-04, error = b.4167e-0b
n=>5: x = 0.90618, y = B.3B967e-08, error = 1.3476e-08
n==6: x=0.90618, y = 4.66294e-15, error = 7 .4897e-16
n=1: x = 0.90709, y = 6.9019, error = 0.21793
n=2: x = 0.708940, y = 1.92514e+00, error = 0.1624
n=23: x = 0.59420, y = 4.43154e-01, error = (0.079471
n=4: x = 0.54698, ¥y = 5.77915e-02, error = (0.015109
n=>5: x=0.53871, y = 1.58562e-03, error = (.00044821
n=6: x=0.5384T, y = 1.33836e-086, error = 3.7674e-07
n=7T: x = 0.5384T, ¥y = 9.44432e-13, error = 2.6586e-13
n=1: x = 0.53%901, y = 6.6096, error = 0.53384
n=2: x=0.2b6126, y = 1.80867e+00, error = 0.65136
n=23: x = 0.08760, y = 4.29209e-01, error = 0.81429
n=4: x = 0.0162T, y = 6.55586e-02, error = 0.95514
n=>5: x =0.00073, y = 2.81020e-03, error = 0.99785
n==6: x = 0.00000, y = 6.03845e-08, error = 6.0384e-06
n=7T: x = 0.00000, y = 2.80934e=-11, error = 2.8083e-11

Die Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grad 5 sind (bei Beachtung
der Symmetrie]:

x_1 = 0.906175984503866  0.53846931010583  0.00000000000731
-0.53846931010583  -0.90617984553866
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Konvergenzhistorie fuer das 4-te Tschebyscheff-Polynom:

[= I = N = = N = I = Ry = [= I = I = B = = |
I I

[= I = N = = N = I = Ry =
I

Die
der

x_i=

%

.00000,
.83750,
.92443,
.92388,
.92388,

[ T S o R e
H oM oMM M
I
[ T e T TR

.92480,
60738,
.44381,
.38017,
38277,
.38268,
.38268,

b LT B S o R U
H oM oMM H MH
I
oo o o o oo

= (.38307,
= -0.09978,
= —-0.31039,
—-0.37506,
= —-0.38258,
= —-0.38268,
= —-0.38268,

b LT B S o R U

H oM oMM H MH
I

oot e

oot e e e

b

oot e e e

Nullstellen des 4-temn

Symmetrie)

0.92387953251417
-0.92387953251417

1J

1.48560e-01,
5.7725%9e-03,
9.99629=-086,
3.01545e-11,

10.483,

.T2619e+00,
.52T56e-01,
.25644e-02,
.82T50e-04,
. 2065307,
.10285e-15,

(=Rl = R R

8.0063,
1.86512e+00,
= 3.54836e-01,
= 3.34642e-02,
4.52100e-04,
8.71635e-08,
= 3.3306Te-15,

error
error
error
error
error

error
error
error
error
error
error
error

error
error
error
error
error
error
error

Techebyscheff-Polynoms

W oo o

WO oo oo

[y Qe e e T O

L0625
.01304
00059534
.0351e-06
.1226e-12

.34323
.260931
12312
01644
00022289
.941e-08
.3402e-15

. 2605
L1107

. 20837
020043
.00027284
.2608e-08
.0102e-15

sind (bei Beachtung

0.38268343236508 —0.38268343236509

Konvergenzhistorie fuer das 5-te Tschebyscheff-Polynom:

[= I = N = I = R =
I

H A B BH BB
|

.00000,
.96000,
.95143,
.95106,
.95106,

(S I S S I
H oM oM MM
I
[ I e s

.95201,
.T8084,
.63719,
.58419,
.58791,
.58779,

=T = N e

HoM oMM oMM
|

oo o oo o

oo e

et e ] e

i,

1.51243=-01,
6.08389=-03,
1.13201e-05,
3.94360=-11,

16.257,

4.46251e+00,
9.80032e-01,
1.11245e-01,
2.17452e-03,
8.88658e-0T7,

error
error
error
error
error

error
error
error
eIrror
error
error

M-No oo

oo oooo

.04
0089252
.00039373
.3562e-07
.562Te-12

21131
.15135
067486
0105667
00021723
.8866e-08
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=]
I
ry
M
I
=

.58779, 1.4791%e-13, error = 1.4792e-14

e
]

.58837,
.27582,
.09720,
.01847,
.00087,
.00000,
.00000,

= 17.045, error = 0.53122
B6TETTet00, error = 0.64759
LA1671e+00, error = 0.80996
LT73721e-01, error = 0.95282
.81455e-03, error = (.99761
.86364e-05, error = (.99995
.06891e-10, error = 1.068%e-10
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Die Nullstellen des 5-ten Techebyscheff-Polynoms sind (bei Beachtung
der Symmetrie)

x_1 = 0.951058651629759  0.58778525220248  0.00000000001195
-0.58778525229248 -0.95105651629T59

Lisung A.5.6: a) Wir haben
X =gl Xeq), glX)=X{I-ACY+C
und folglich
lg(X) —g(¥)ll = (X = ¥Y)(I - AC)|| < | X - Y|[||I — AC].

Also ist g eine Kontraktion unter der Bedingung ||I — AC|| = g < 1. Die zugehdrige Fix-
punktiteration konvergiert dann fiir jeden Startwert Xy Ihr Limes geniigt der Beziehung
Z =Z(I — AC)+C bzw. ZAC = C, was aquivalent mit ZA = I bzw. Z = A~ ist.
Die Fixpunktiteration konvergiert also fiir jeden Startwert Xp € R™*™ gegen die Inverse
von A mit der Fehlerabschatzung

X — A7 < ¢ Xo—A7Y|l, teN.

b) Wir haben
Xi = g(Xe1),  g(X):=X(2I — AX)
Ein Fixpunkt Z von g erfiillt £ = Z(2] — AZ) baw. £ = ZAZ. Wenn Z repguldr ist,

folgt Z = A~'. Dies ist eine wesentliche Annahme, denn Z = 0 ist stets Fixpunkt von
g. Zum Nachweis der Konvergenz setzen wir Z — A~! und finden

Xe—Z2=2X; 1 — X 1AX, 11— 2
= —Xi1AX; 4 +,Zz;l Yia+ X Af — Z;;l Z

=—(Xi1 — DAX; 1 — 4.

Dies impliziert
I1Xe — Z|| < | Al || Xe=1 — Z|I*.
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Unter der Bedingung

1
X0 — 2|l < 37
Al

liegt also quadratische Konvergenz vor:
2 ot
AKX — ZI| < (1A [ Xe—s = Z]1)" < ... < (lAlIXo—Z]])" =0 (t—=o0).
Diiese Iteration ist gerade das Newton-Verfahren zur Inversenbestimmung,.

Bemerkung: Aus dem Kriterium in (a) ergibt sich fiir den Startwert Xy = C:

. ) 1
1> |[I — AXo| = || |A™" — Xo|| bzw. A7 — Xo| < Al

d. h. auch das Kriterium in (b) ist erfiillt.

Losung A.5.7: Die Funktion f:R? — R? sei definiert durch

filzy, 1) = f'-'? +Ig -2, falzy,1q) = L'::1} - Ig -1

Thre Nullstellen sind (21, 22)7 = (£ v/3/2,£/1/2)" .

a) Zum Aufstellen der Newton-Iteration berechnen wir

2z 219

s
Briza i -2y 2y

f'(x1,22) = { ] , o fza,m)

2y —215

und erhalten die folgenden Iterierten:
2V 1] 1|2 2] o0 1.25 |
m | = *3 =
3 1] 8] -2 2 -1 0.75 |
=2 1.25 1| 15 15| 0125 1.225
@ | = Tz = :
5 0.75 5| —25 25 0 0.7083
Es ist [lz® —zM|2 < 2-1073.
b) Die Iteration lautet

e S Cf{:i:m] — g{Im}.

Die zugehdrige Jacobi-Matrix ist

Flanza) =T — c © 2ty 219 B 1 —dexy 0
b e —c || 22y -2z 0 1—dery |

und ihre Norm
”gfl::I}"nu = II]EJC{l]. - 4'::51'1 |1 - 41’.‘.‘]:2'}



328 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

Sei K die || - ||-Kugel um die Nullstelle z = {\33;’2“#1;’2]’]’ mit = € K. Fiir
e K gilt
1<m <15 04<1<1.

Wir wihlen ¢ = 1!4 und erhalten
eK |I { }" { T } q

Diamit folgt dann

i
”I(t] — 2|l < qf ”ImJ — 2]l = @ 095 < 92.1072
1—gq 04

fiir £ > 12..

Lisung A.5.8: a) Es ist eine Nullstelle der folgenden Funktion zu bestimmen:

flz, A) =

AI—J\I}
Izl3 -1 |

Die zugehdrige (n + 1) x (n + 1)-Jacobi-Matrix ist:

fi(z, A) = 9T g

A— X —z}

Die Newton-Iteration lautet dann

A— Moy g0 Azt Ar — Az i) i) axlt)
20T a0 | " =1 | [aen | T a0 [T ae

b) Startwert ('@, A®)T — (0,1.5,3.5)T . Dann ist

0 05 0 0
F® 20 = | ors |, @AM =1 -1 05 —-15
1.25 0 3 0

Der erste Newton-Iterationsschritt lautet also in der Schreibweise der Gauf-Elimination:

05 0 0 0 05 0 0 0
-1 05 —15[-07 | =] 0 05 —-15|-075
0 3 0 |-125 o 0 a 3.25

mit der Lésung &zl — 0, 85" — —0.4176, 6A® = 0.3611, baw.

i =20 162 —0, =’ = £ 52 — 1.0833, AW = A0 4 52O — 38611
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Fiir den zweiten Schritt notieren wir

0 0.1389 0 0
FEEO A= os0s |, A A =] 1 013%0 —1.0833 |.
0.1736 0 2.1667 0
Der zweite Newton-Iterationsschritt lauten dann wieder in der Schreibweise des Gaunfi-
Elimination:
0.1380 0 0 0 0.1389 0 0 0
—1 01389 —1.0883 | —0.1505 | — 0 0.1380 —1.0833 | —0.1505
0 2.1667 0 —0.1736 0 0 16.9 2.1736
mit der Lésung dz. =0, dzy’ = 0.0801, AY — 0.1286, baw.
o2

o 8z =0

co2 — 2 sl — 10032, A® — A 4 g2 — 30807,
Diie Matrix hat den zweifachen Eigenwert A = 4. Ein zugehériger normierter Eigenvektor
ist = = (0,1)7 . Die Fehler der Iteration sind also
[AD _ Al =05, A" — ) 01380,
0

—zy| w0, |z — x| m0,

|AR) — A| =~ 0.0103
25" — z4| = 0.5,

j2{” — x| = 0
|25 — 14| = 0.0833,

|25 — 4| = 0.0032.
Dias Newton-Verfahren konvergiert offenbar mindestens quadratisch, obwohl die Jacobi-
Matrix in der Nullstelle singuldr ist:

o0 0
-1 0 -1
0o 2 0

[z, A) =

Lisung A.5.9: (i) Mit der maximalen Spaltensummen gilt

3
1B]l4 =j=11132-1‘113 ;Ia.-jl =09<1.

Also ist spr(B) < ||B|l; < 1, was Konvergenz der Fixpunktiteration impliziert. (Man
beachte, dass ||B||l=14>1.)

(ii) Seien A; die Eigenwerte von B . Es ist

3
[1 % = det(B) = 1.
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Hieraus folgt, dass fiir mindestens einen der Eigenwerte |A] = 1 sein muss. 1. Allg. liegt
also keine Konvergenz vor, denn ist =° — = gerade Eigenvektor zu diesem Eigenwert, so

gilt
l* — zl| = || B (z® — »)I| = |A*(z® — )| = |A[l=® — =] A0 (¢ — o0).

Lisung A.5.10 (Praktische Aufgabe): Die betrachteten lterationen sind:

a) X,=X(I-AC)+C, t=1,2,..., C &R regulir,
B) Xp=Xeq(2 — AXy), t=1,2,...,

Nach Lasungh A.5.6 konvergiert die lteration (a) mit einer (reguldren) Matrix ', fiir die
[ — AC|| = 1 ist, fiir jeden Startwert Xg, wihrend bei Iteration (b) Konvergenz nur fiir

Startwerte mit

1 1
1Xo— A oo < —— = =
|4l 4

garantiert ist. Fiir die Testrechnungen sollen die folgenden Startwerte verwendet werden:

a) C=1I, Xo=C, b Xo=3l

MATLAB-Programm:

clear
for k=2:6
n = 27k;
A = GetA(k);
X0 = .125 * eye(n);
disp(® *)
disp([’k = *, intZstr(k)])
disp(’Erste Iterationsvorschrift (a) mit C = ID / 8:7)
C = X0;
tic
data? = Iteration(A, X0, C);
t = toc;
disp([’Benoetigte Zeit: ’, numZstr(t), ', # Iterationen: ’, intZstr(length(dataZl
disp(” ?)
disp(’Zweite Iterationsvorschrift (b):’)
tic;
datal = Iteration(A, X0);
t = toc;
disp([’Benoetigte Zeit: ’, numZstr(t), ', # Iterationen: ’, intZstr(length(datal
end

function matrixz = GetA(k)
n = 27k;
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matrix = 2%eye(n);
matrix(2:n,1:n-1) = matrix(2:n,1:n-1) - eye(n-1);
matrix(1l:n-1,2:n) = matrix(l:n-1,2:n) - eye(n-1);

return

function data = Iteration(A, X0, varargin)
X = X0;

n = length(X);

fehler = norm(A*X - eye(n), inf);

data = fehler;

kE=0;
while (fehler > 1.e-8 & k < 1000000)
kE = k+1;

if (nargin == 2}
X = IterationsSchritt(A, X);
elzeif (pargin == 3)
X = IterationsSchritt{A, X, varargin{1});
end
fehler = norm(A*X - eye(n), inf);
data = [data, fehler];
end
return

function X = IterationsSchritt(A, X0, varargin)
X = X0;
n = length(X);
if (nargin == 3)
% Fhre erste (a) Iteratiomsvorschrift aus:
C = wvarargin{i};
X = Xx(eye(n) - AsC) + C;
elzeif (pargin == 2)
% Fhre zweite (b) Iteratiomsvorschrift aus:
X = Xx(2#eye(n) - A*X);
end
return

Ergebnisse:
E=2
Erste Iteratiomsvorschrift (a) mit C = ID/B:

Bencetigte Zeit: 0.11103, # Iteratiomen: 380

Zweite Iteratiomsvorschrift (b):
Bencetigte Zeit: 0.025549, # Iterationen: 10
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E=3
Erste Iteratiomsvorschrift (a) mit C = ID/B:
Bencetigte Zeit: 0.35854, # Iteratiomen: 1227

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Bencetigte Zeit: 0.00235, # Iterationen: 12

E=4
Erste Iteratiomsvorschrift (a) mit C = ID/B:
Bencetigte Zeit: 1.3563, # Iterationen: 4374

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Bencetigte Zeit: 0.003194, # Tterationen: 14

E=5
Erste Iteratiomsvorschrift (a) mit C = ID/B:
Bencetigte Zeit: B.5067, # Iterationen: 16475

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Bencetigte Zeit: 0.033671, # Iterationen: 16

E=6
Erste Iteratiomsvorschrift (a) mit C = ID/B:
Bencetigte Zeit: 146.1633, # Iterationen: 63914

Zweite Iterationsvorschrift (b):
Bencetigte Zeit: 0.029058, # ITterationen: 17

A.6 Kapitel 6

Lisung A.6.1: a) Die Jacobi- und Ganfi-Seidel-Matrizen von A; sind

0 05 -1 0 05 -1
J=—-DYL+R)=|-05 0 1|, HH=—(D+L)'R=|0 —-025 15
-1 -1 D 0 —0.25 —05

Mit den Eigenwerten X; von J gilt Ajhadg = det(J) = —1 und folglich spr(J) = 1. Also
ist das Jacobi-Verfahren i. Allg. nicht konvergent. Die Matrix H; hat das charakteristische
Polynom x(A) = —A(A* + 3A + 1) und folglich die Eigenwerte A =0, Ay = +1/4/2.
Also ist spr{H;) < 1 und folglich das Gaufi-Seidel-Verfahren konvergent.

b) Die Matrix As erfiillt das schwache Zellenkriterioum und ist irreduzibel. Also sind
sowohl Jacobi- als auch Gaufi-Seidel-Verfahren konvergent.
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Lisung A.6.2: Fiir die allgemeine Fixpunktiteration ' = Br'g + ¢ gilt im Falle der
Konvergenz gegen ein = die asymptotische Fehlerabschitzung

llz* — zI| < spr(B)‘[|z" — 2.

Hieraus ergibt sich die Anzahl der zur Reduzierung des Anfangsfehlers um den Faktor =
erforderlichen Iterationsschritte zu

logy(s)
logyo(spr(B))

Fiir Jacobi- und Gaufi-Seidel-Matrix gilt
0 -1/3
Hy = /
0 1/9

o1
J= /3 ;
1/3 0
und somit spr(J) = 1/3 und spr(H;) = 1/9. Die notwendige lterationszahlen fiir das
Jacobi- und das Gauf-Seidel-Verfahren ist also (wie von der Theorie vorausgesagt):

6

6
t —  +1=213 t [
= FEER 0

+1ms 7 ity
logsg(3) :

Lisung A.6.3: Zunichst wird die Iterationsmatrix bestimmt. Mit

][]

lautet die Iteration

und folglich

B 1—w L
- wa(l —w) wia®+1—w I
Also ist det(B, — M) = —Aw?a? + (1 —w — A)2.
a) Fiir w =1 gilt
det(By — AI) = —Aa® + A2 = spr(By) = d?,

d. h.: Konvergenz liegt vor fiir |a| < 1.

b) Im Fall a =1 ist

)Lu=1—w+%w2:|:%w1.l'1—w+ 11—5.:...?2.
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Die beiden Nullstellen sind reell fiir 1—w+ £w? > 0, bzw. w < 8—44/3 = LOTIT9677. ..,
und sonst komplex. Also:

- s +3 - L2 < s B
spr{Bm}={l W gw +zwm, 0<w<8—4v3,
w—1, 8—4/I<w<2

Auswertung dieser Formel ergibt

w |08 09 10 111213 14
spr(B.) | 0.476 0376 025 0.1 02 0.3 04

Der Graph der Funktion p(w) = spr{B,), 0 < w <<, beginnt mit p(0) = 1, weist im
Minimum wog :== 8 — 44/3 eine scharfe Spitze nach unten auf und steigt dann linear bis
pl2)=1 an.

0.8r spr{B,) -
0.6+ E
0.4 r .
0.2+ E
1 1 - Lt

Schematische Darstellung der Abhangigkiet des Spektralradius spr(H,) von w € [0,2]

Lisung A.6.4: Wir rekapitulieen die beiden Definitionen von ,irreduzibel”:

a) Eine Matrix 4 € R™*"m heilit ,irreduzibel”, wenn es keine Partitionierung J, K von
{1,...,n} ="M, mit JUK =8N, und JNK =0 gibt, so dass a; =0 ist fiiralle j € J
und alle ke K.

b) Eine Matrix A € R™*" heifit | irreduzibel®, wenn es zu jedem Indexpaar j, k € M, eine
Teilmenge {i1,...,tm} € M, gibt, so dass a;; # 0,45, #0,.. a0 5 #0,8;_x#0.

(i) (a) = (b): Sei A irreduzibel im Sinne von (a). Es sei ¢ € M, irgendein Index. Es
bezeichne J die Menge aller Indizes 1 € M., so dass a;3,...,a;; alle # 0 sind fiir
geeignete {i1,...,im} € M,. Wir setzen K = M,\ J und haben zu zeigen, dass J =T,
bzw. K = 0. Falls ag = 0,1 # i, so ist offensichtlich J = {:¢}, und wir haben eine
Partition im Sinne von (a), so dass fiir alle j € J &k € K gilt a; = 0. Also enthdlt J
noch weitere Elemente. Zu p€ J, p # i, gibt es {i1,...,im} € N, mit a;;,...,a0;,, # 0.
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Fiir beliebiges g € K miisste wegen JNK =@ dann a,, = 0 sein. Andererseits wire A
reduzibel gemif der negation von (a). Also muss K leer sein.

(i) (b) = (a): Sei A irreduzibel im Sinne von (b). Wir nehmen an, {J, K} wire eine
zugehdrige Partition im Sinne von (b). Dann gibt es zu beliebigen Indixpaaren {j k} €
J x K eine Teilmenge von Indizes {i1,...,im} € M., 50 dass a;;, #0,... 4% # 0.
Wegen a;; # 0 ist dann ¢ € J. Induktiv ergibt sich, dass alle 43, ...,i, zu J gehiren,
und schliefilich wegen a,_ 3 # 0 auch £ im Widerspruch zur Annahme iiber J und K.
A ist also auch im Sinne von (a) irreduzibel.

Lisung A.6.5 (Praktische Aufgabe): Das lineare Gleichungssystem Ax = b mit der
Modellmatrix aus der Vorlesung und der rechten Seite b — h%(1,...,1)7 wird mit dem
Jacobi-, dem Gauf-Seidel- und dem ,optimalen® SOR-Verfahren geldst. Der Startvektor
ist ¥ = 0 und das Abbruchkriterium

b— Art
"i—”“‘ <TOL:=107%.
=l

Mit der kanonischen additiven Aufspaltung A = L+ D+ R haben die drei Iterationsver-
fahren die folgende Form:

— Jacobi-Verfahren:
ot = Jr* + ¢ = —D"Y L+ R)z* + D7'b;
— Gauft-Seidel-Verfahren:
' — Hirt 4 c= —(D+ L)'Re* + (D + L) '
~ SOR-Verfahren mit w — wepe = 2(1+ /T —spr(4)?) " und spr(J) = cos(hr) < 1:

' = Hz' + ¢ = —(D 4+ wL)[(1 —w)D — wR]z* + w(D + wL)™b.

MATLAB-Programm:

clear
tol = 1.e-8;
for k = 1:1
disp([’k = *, intZstr(k)])
m = 27k;
4 = GetA(m);
b = GetB(m);

start = zeros(m™2, 1);

omega = 1;

tic

[dataj, xj] = loese(A, b, start, ’jacobi’, tol);
tj = toc;



336 ANHANG A. LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

disp([’Jacobi: ', intZstr(length(dataj)), ’ Schritte in ’, .
numZetr(tj), ’ Sekunden, res = ’, numZstr(dataj(length(dataj))il)

tic

[datag, xg] = loese(A, b, start, ’gaussseidel’, tol);

tg = toc;

disp([’Gauss—Seidel: ', intZstr(length(datag)), ’ Schritte in ’,

numZetr(tg), ’ Sekunden, res = ’, numZstr(datag(length(datag)))i]l)

omega = omegaopt(m);

tic
[datas, xs] = loese(A, b, start, ’'sor’, tol);
te = toc;
disp([’S0R: ', intZstr(length(datas)), ' Schritte in *, .
numZetr(ts), ’ Sekunden, res = ’, numZstr(datas(length(datas)))])
disp(® *)
end

function A = GetA(m)
n=m2;
B = 4#speye(m);
B(2:m,1:m-1) = B(2:m,1:m-1) - speye(m-1};
B(1:m-1,2:m) = B(1:m-1,2:m) - speye(m-1);
for i = 1:m-1

A(({i-1)#m+i:i#m, (i-1)#m+l:i#m) = B;

A(({i-1)#m+i:i%m, i#m+l:(i+1)#*m) = —speye(m);
A(i#m+1:(i+1)#m, (i-1)#m+l:i#m) = —speye(m);
end;
Al(m1)*m+1:m~2, (m-1)#m+1:m~2) = B;
return

function b = GetB(m)

n=m2;
b = ones(n,1) / (m+1)~2;
return

function [data, x] = loese(A, b, start, vorkonditionierer, tol)

x = start;

r="b — A#x;

res = normir, inf);

data = res;

o = round(=qrt(length(A)));

omega = omegaopt(m) ;

kE=0;

while (res > tol & k < 100000)
h = feval(vorkonditionierer, A, r, omega)
x=x t+ h;
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aar

r="b - A#%x;

res = normir, inf);

data = [data, res];
end

return

function h = jacobi(A, b, omega)
n = length(A);
D = speye(n);
for i = 1:n
D(i,i) = A(1,i);
end
h = zeros(n,1);
h =b ./ diag(D);
return

function h = gaussseidel(A, b, omega)
n = length(A);
DL = sparse(n,n);
for i = 1:n
DL{i:m,i) = Af{i:mn,1i);
end
h = zeros(n,1);
for i = 1:n
h{i} = (b(i) - DL{i,1:i-1)#h(1:i-1)) / DL{i,1i);
end
return

function h = sor(A, b, omega)
n = length(A);
DL = speye(n);
for i = 1:n
DL{i,i) = A(i,i)/omega;
DL{i+1:n,i) = A(i+l:n,i);
e
h = zeros(n,1);
for i = 1:n
hi{i) = (b(i) - DL{i,1:i-1)*h(1:i-1})) / DL(i,i);
end
return

function erg = omegaopt(m)

the = coslpi/(m+1));

erg = 2 / (1 + sqrt(1-the”2));
return
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Konvergenzresultate mit Jacobi-, Gaufi-Seidel- und optimalem SOR-Verfahren fiir die
Modellmatrix wachsender Dimension n (MATLAB-Implementierung)

Jacobi GanB-Seidel | SOR(wogt)
m|n=m?| #Iter. Sek | # Iter.  Sek. | # Iter. Sek.
3 9 87 0.01 46  0.03 19 0.02

9| 276  0.06 140 0.8 34 0.08
15 295 | 924 158 | 464 547 50 0.72
31 961 | 3001 66.83| 1602 171.35 106 127
63| 3060 B — — — B —

Konvergenzresultate mit Jacobi-, Gaufi-Seidel- und optimalem SOR-Verfahren fiir die
Modellmatrix wachsender Dimension n (C++ Implementierung)

Jacobi Gaub-Seidel | SOR (top)

m | n=m? | # Iter. Sek. | # Iter. Sek. | # Iter. Sek.
3 9 63 0 32 0 15 0

49 273 0 136 0 34 0

15 225 1110 0.02 555 0.02 69 0
31 961 4458 047 2229 0.32 139 0.03
63 3969 | 17849 6.80 2025 4.79 27 0.18

A.7T Kapitel 7

Lsung A.7.1: a) Sei {e',... e"} eine kartesische Basis des K". Fiir Vektoren

I =ZIiﬁi1 y=zijJ
i=1

i=1
gilt dann
(z,y) = Y zay;(e’, ) = (Az,y)a

ij=1
mit der Matrix 4 := ({e‘,ej}}:j:l . Die Matrix A ist offensichtlich symmetrisch und auch
positiv definit:

(Az,z)s = Y zizj(e', &) = (z,2) > 0, z#0.

i,j=1
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b) Sei A € C™" positiv definit, d. h.: ' Az € R;, = € C". Dann ist A notwendig
hermitesch, da fiir beliebige =,y € C gilt:

TFry)TAlz+y)eR = fTAz+ 7 Ay+ (T Ay+ i Az) € R,
(zr+ig)TAlz+iy)eR — T Ar+ 7 Ay+i(f Ay— 7 Ar) e R

Fiir r =e; und y = e; ergibt sich also a;; + a;; € R und i(a;; —ay) € R, d. ha:

Re(a;; + ai;) +ilm(a; + a;) € R,
iRe(a;; — a;;) + Im(a; — a;;) € R

Also ist Qi = Re @y + ilm ai; = REﬂji —ilm @ji = Re E’ji + ilm ﬁj.- = E-j.'.
Bem.: Das obige Argument verwendet im Wesentlichen nur, dass 7 Ar € R, = € C" und
nicht die eigentliche Definitheit von A.

Losung A.7.2: Wir verwenden ein sog. ,Deformationsargument®. Fiir ¢  [0,1] wird
die folgende Matrixfunktion definiert:

Alt) = (1 —t)diag,y  a(as) +EA.

Offensichtlich ist A(D) eine Diagonalmatrix mit Figenwerten A(0) = a;. Die Entwick-
lung des i-ten Eigenwerts A;(t) ist eine stetige Funktion in ¢. Dies folgt aus der Tatsa-
che, dass die Nullstelle eines Polnoms p,(t) (in diesem Fall das charakteristische Poly-
nom der Matrix A(#) lokal beliebig oft differenzierbar nach den Koeffizienten des Poly-
noms ist - eine direkte Folgerung aus dem Satz iiber implizite Funktionen angewendet
auf plo,t) = po(t) (unter besonderer Behandlung mehrfacher Nullstellen). Ferner haben
die Gerschgorin-Kreise von A(t), 0 << ¢ < 1, alle dieselben Mittelpunkte a;, our die
Radien wachsen monoton fiir wachsendes ¢. Daher impliziert der Einschlieflungsatz von
Gerschgorin, dass das Bild der Funktion ¢ — A,(¢t) vollstindig in der Vereinigung aller
Gerschgorin-Kreise von A(1) liegt und folglich wegen seiner Stetigheit auch vollstindig
in der zusammenhéingenden Komponente, welche a; enthélt.

Losung A.7.3: (i) Seien Ay und A; zwei Figenwerte und zugehérigen Figenvektorenh
v! und 2. Es gilt:

0= (v, Av?) — (v, A?) = (!, Av?) — (Avt,v?) = (A2 — M) (vt 02).

Also muss im Falle \; # Az notwendig (v!,+?) = 0 sein.

Diiese Aussage ist auch richtig fiir  normale® {komplexe) Matrizen und ist ein Spezialfall
des sog. | Spektralsatzes® fiir  normale®Operatoren im Hilbert-Riumen.

(ii) Sei v ein Eigenvektor zuo dem maximalen Figenwert Apac(A) von A. Es gilt dann:

{AI I]E {-"h".-i"}ﬂ
m il N = Amax(A),
wekm\(op |3 I3 e
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Umgekehrt existiert. fiir beliebiges = € K™\ {0} eine Entwicklung = =% ;v mit einer
ONB {+'} von Eigenvektoren, so dass:

(Az, T)a _ (A3, I.-t?'-.l_ZI-Ii‘L'ih P ¥ T3

[T =113 T

Die entsprechende Aussage fiit Agp(A) ergibt sich mit Hilfe eines analogen Arguments.
Die Beziehung Apin(A) < Apax(A) ist offensichtlich.

< Amax(A).

Losung A.7.4: Esgilt 2 = 37 ayw' und 2* = || A*z%)3' A*z° und folglich:

(A gy AT AL T el A
- i e TR T 17T R~ L R DT I T
’ [EEID

i=1 |
Q) {lanl + o el (32)*
)2 {lenl? + X2 ol (2)* )
a2+ 05 el (32)™ + 205 e ()™ (35 - 1)
|ﬂn|ﬂ+E._1| |2(£]
S el ()" (& - )
" Janl? + 2 ol (32)™

Der Fehlerterm rechts kann wie folgt abgeschitz werden:

= A

=)ln+ = )|.,-|+)LH,E§.

2

(B < (ot) Bl _ (A3

An |anl? A/ aa?

)

Losung A.7.5: Sei A — QR eine beliebige QR-Zerlegung von A. Wir definieren eine
unitire Matrix H := diag(h;) € C™" durch h; := ]f—[ und setzen R = HR, ) = QH.

Nun ist ATA = RTQTQR = R'R die Cholesky-Zerlegung der reellen, symmetrischen
und positiv definiten Matrix AT A. Da die Cholesky-Zerlegung (mit positiver Diagonale)
infeutig bestimmt ist, folgt R is unique und damit anch Q = AR™L.

Also ist:

I)li A < A |I“ ”2(

|atn|?

Lisung A.7.6: Es geniigt, die folgenden beiden Aussagen iiber die QR-Iteration zu zei-
gen; die Behauptung folgt dann durch Induktion:

1. Sei A eine Hessenberg-Matrix und A = QR ihre QR-Zerlegung. Dann ist A = RQ
ebenfalls eine Hessenberg-Matrix.

2. Sei A eine symmetrische Matrix und A = QR ihre QR-Zerlegung. Dann ist A —
R} ebenfalls symmetrisch.
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Die QR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix A kann geschrieben werden in der Form
Gn—l Gn—ﬂ e GIA =R

mit

0 jl-l1—|'—:|

und aeiner orthogonalen Komponente G; € R?*2, welche die linke untere Nebendiagonal-

element des Blocks
éi *ii *ii+1 _ * * )
Qi1 D141 (LI

eliminiert. Neben der Elimination des Elements a;,,; agiert die orthogonale Matrix G,
nur auf dem rechten oberen Teil der Zwischenmatrix. Daher ist K eine obere Dreiecks-
matrix und es gilt _

A=RQ=RGIGY--.GT_,.

Analog ergibt sich durch Induktion, dass Multiplikation mit GT von rechts héchstens ein
nichttriviales Element in der unteren Nebendiagonale an der Position +;;,; erzeugt. Also
ist A in der Tat eine Hessenberg-Matrix.

Sei nun A eine symmetrische Matrix. Es gilt QR = A = AT = RTQ" und folglich
R = QTRTQ". Wir sehen also, dass

A=RQ=Q"R'Q"Q=(RQ)" = A".

A.8 Kapitel 8

Lisung A.8.1: Eine lineare Optimierungsanfgabe in kanonischer Form hat die Gestalt:
Suche z € R™ mit
Q(z) =T -  — min!,

>0, Ar = b,

mit vorgegebenen c € B®, b B™ und A4 € R™ "

a) 1. Version: Aufspalten von r3 in einen positiven und negativen Anteil =3 — r; mit

z:‘{ = 0, z; = 0 und Einfilhren dreier Schlupfvariablen =4, zz und zz werden die

Ungleichungen in Gleichungen iiberfiihrt:
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Qz) =11+ 3+ 33 —x3 - min!, = >0,

1 + 2z + I3 = 5
T + T — I3 + Iz =0
EIE - 43:; + &IE + T =

2. Version: Die Ungleichungen s = 0 und xs+x3 < 0 implizieren =5 < 0. Durch Substi-
tution ry — —=rg erhilt man die Bedingung = > 0. Durch Einfithren von Schlupfvariablen
x5, 5 und rg erhilt man Aquivalentes System letztendlich

Qzr) =11 +xs — 13 - min!, = =0,

1 + 219 + I3 = 5
Ias — Ig + Iz = 0
dra + 43 + g = 1

b) Aufspalten von z; in } — z; mit der Bedingung == > 0, sowie Einfiihren zweier

Schlupfvariablen fiir die Ungleichungen liefert:

Q(z) = =f + 1] +1F + 13 +F + 13 s min!, x>0,

- I + o - = + I = 1,

=f
‘21'1"—211_ +I;{—IE + 5 = 4

Lisung A.8.2: Losung ist der Schnittpunkt der Geraden (Man zeichne eine Skizze.)

—2r) + 13 = -2,

—1y —T9 = —h.

Dieser ist (zj,z3) = (7/3,8/3) mit Qmin = 22/3.
Die Aufgabe ist fiir (}{x) — max! offensichtlich nicht l&sbar.

Lisung A.8.3: a) Gauf-Jordan-Algorithmus:

Iy TIp I3 2 In I3 2 ¥z I3
1 0 -1 g 1/2 -1 -1 y 1 -1 0 y
— —
2 2 0 gy 1/2 -1 0 = 1 -1 1 =
2 1 12 1 1 ~1/2 1 -1 =

Die Matrix A hat Rang 2, da der Algorithmus nach dem zweiten Schritt abbricht. Aus
der ersten Zeile erschlieft man, dass das Gleichungssystem Ar = y genau dann lGsbar
ist, wenn yo + yy = yy gilt. Aus den beiden iibrigen Zeilen ergibt sich, dass dann (y; —
ya, 1/ 2y + 35, 0) eine Lisung ist und der Kern von (1, —1,1) erzeugt wird.
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Lisung A.8.4: Durch Einfithren zweier Schlupfvariablen =4 und zy iiberfithrt man das
Optimierungsproblem in Normalform:

Qiz)=c¢ -z—min!, >0, Ar=>5  mit

53010 3

c=(—1 _3 —1110)? A= . b={").
12401 1

(0

Dank der beiden Schlupfvariablen ist das Raten einer Startecke einfach: I“‘= ,0,0,3, 497
mit Basis B(z") = {as,as}. (Es ist =” > 0 und Az — b. Weiterhin ist B(z") linear un-
abhingig.) Das Starttablean ist

T4 T3 T3

Ty -5 -3 0 IE=3

Ty —1 -2 —4 Ig=4
M=—1 13=—-3 mw=—1|el-z"=0

Es liegt Fall 2b vor. Wir wahlen g = 2 und nach der Auswahlregel (R) p = 4:

Ii Iy I3
oo | —5/3 —1/3 0 =1
5| 7/3 0 2/3 —4 ol = -2

Mm=4 =1 y=—1|-z'=-3
Es liegt Fall 2b vor. Wir wiahlen g = 3 (da s negativ) und nach Auswahlregel (R) p = 5.

T Ty Ty

Iz * I§=1
I3 3 =1/2
1 =41/12 w=5/6 pm=1/4| -2 = —7/2

Hier bricht nun der Simplexalgorithmus ab. Als Eckenldsung ergibt sich also
* =(0,1,1/2,0,0)T mit Q(=*) = —7/2.

Lisung A.8.5: Das lineare Programm liegt in Normalform vor:

Qz)=c" -z —min!, >0, Ar=0>,

21 2 4
c=(4,1,1)7, A=(3 , 1), b= (3)

mit
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Dia keine Startecke ersichtlich ist 16st man zunfchst das folgende Hilfsproblem: Durch
Einfithren zweier zusitzlicher Freiheitsgrade v = (x4, =) wird die Starteckensuche in ein
Aquivalentes Optimierungsproblem iiberfiihrt:

T4+ 15 — min!, T >0, (A 12) (I) _ b

v

Dank der beiden Schlupfvariablen ist das Raten einer Startecke einfach: z“‘= (0,0,0,4, 37
mit Basis B(z") = {a4,as}. (Esist ° > 0 und Az = b. Weiterhin ist B(z") linear un-
abhingig.) Das Starttablean ist

T Ta T3
T4 -2 -1 -2 3 =4
Ty [—3] -3 -1 Ig =3

H=—5 p=—a4 wpw=—3|F-=7

Es liegt Fall 2b vor. Wir wahlen g = 1 und nach der Auswahlregel (R) p = &

T T4 T
| 2/3 1 [-4/3] | zl=2
| -1/3 -1 ~1/3 =1

Y1 =53 =1 ~=-4/3 .l =2
Es liegt Fall 2b vor. Wir wihlen g = 3 (da s negativ) und nach Auswahlregel (R) p = 4.

Is Ia T4

| 1/2 3/4  —3/4| 5 =3/2
| —1/2 —5/4 1/4 | £t =1/2
Mm=1 =0 yg=1|-2' =0
Eine Startecke des urspriinglichen Problems ist demnach
% = (1/2,0,3/2).

Dias zugehdrige Starttablean ergibt sich direkt aus obigem finalen Tableau durch Streichen
der Spalten fiir ry und xy
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KL

Ia

T3 3/4 9 =3/2

| [-5/4] 2 =1/2
v=—13/4 |7 -2 =7/2

Fall 2b mit g =2 und nach Auswahlregel (R) p = 1:

]
Ty | —3/5 zh = 9/5
2| —4/5 o =2/5

v =13/5| T -2 =11/5

Die Optimierungsanfgabe wird durch die Eckenlésung «* = (0,2/5,9/5) mit dem Wert

Q(z*) = —11/5 gelost.

Losung A.8.6: Uberfithrt auf Normalform lantet die Optimierungsaufgabe:

Suche r € B™:

T
mit

c=(—3/4,20,—1/2,6,0,0,0)"

1/4 -8 -1 9100
A=|1/2 —12 -1/2 3 01 0], b=
D0 1 0001

Eine Ausgangsecke ist z° = (04,5)T € R".

¢ cr—min!, =0 Ar==5b

a) Lose mit Simplexverfahren mittels Regel (R) + minimales p € I°. Das g sei so be-

stimmt, dass -, minimal ist.

I I3 I3 Iy Is Iz

[l

s |[-1/4 &8 1 -9
| —1/2 12 1/2 -3
| 0 0 -1 0
v | —3/4 20 -1/2 6

| —4 32

%]

gD mo e
II

= O 49

oy | 0O 0

3]

g
H
=
I
=
-2

3

| 2 [-4] -3/2 15

I3 T4

4 —36

-1 0
—7/2 33

i =0
i =0
=1
=0

(I) Auswahl: g =1, p=5 (II) Auswahl: g =2, p — 6
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Ty Tg Ty Ty Ty Tg T Ty
T |12 -8 [-8 84 =0 rs | 3/2 -1 -1/8 21/2 =0
[ 1/2 —1/4 —3/8 15/4| x3=0 re |—1/16 1/8 3/64 [-3/16]| =3=0
Ty | O 0 -1 0 =1 -3/2 1 1/8 -21/2 m=1
vl 1 1 2 18 |[F-2"=0 4| —2 3 1/4 -3 |2 =
(III) Auswahl g=3,p=1 (IV) Auswahl: g =4, p=2
TR T Ty T3 T3 Tg Ty T3
Ty | [-2] & 5/2 -GG =0 | —1/2 3 5/4 —28| =z =0
g |—-1/3 2/3 1/4 —16/3| =zi= Ty | 16 [-1/3] 1/6 4 =0
| 2 -6 —-5/2 56 = | —1 0 0 =1
¥y| -1 1 -1/2 16 |F-22=0 | 1/2 -2 —7/4 44 [T.20=0
(V) Auswahl: g =4, p=2 (VI) Auswahl: g =6, p=4
I3 Ta I Ta
| 1 -9 —1/4 8| 2=
| 1/2 -3 —1/2 12| =
| —1 0 0 0 o =1
v|-1/2 6 -3/4 20|T-22=0
Endlosschleife!

b) Lose mit Simplexverfahren mittels Regel {1-:{}. Das g sei so bestimmt, dass -, minimal ist.

Is
I

Iy

T T3 T3 T4 Tg Ta Ty Ty
—1/4 8 1 —9| ££=0 rs[1/2 2 3/4 —15/2| zi=0
[-1/2] 12 12 -3| 2-=0 | -2 24 1 6 | =0
0 0 -1 0| £=1 | 0 0 [-1] 0 rl =1
—3/4 20 —1/2 6 |17 = v |32 2 —s5/4 2172 | TP =0

(I) Auswahl: g =1, 7 = 6

(II) Auswahl: g = 3,7 =7
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4T

Iy
Iy

I3

I3

1/2
—2
0
3/2

Ty Iy Ta

2 —3/4 —15/2

4 -1 -6

0 —1 0

2 5/14 2172 |-

Optimales Tablean!

3 = 3/4
I? =1
m=1
= —5/4

Wir haben die Eckenlésung =2 = (1,0,1,0,3/4,0,0)7 mit Q(z?) =

—5/4 pefunden.



Index
3,/8-Regel, 79

A-Norm, 199
A-orthogonal, 204
A-Skalarprodukt, 199
Abbruchkriterium, 39, 157, 190
Abstiegsrichtung, 200
Abstiegsverfahren, 200
Ahnlichkeitstransformation, 230
Alporithmus, 12

stabiler, 13

von Cholesky, 130, 308

von Crout, 125

von Hemez, 69

von Thomas, 127
Alternante, 68
Alternantensatz, 63
Approximation, 23
Approximationsfehler, 47
arithmetische Operation, 17, 109
Ausgleichsparabel, 133
Ausldschung, 11, 13
Austanschverfahren, 121
Auswahlregel, 259

Banach (1892-1945), 169
Banachscher Fixpunktsatz, 169
Bandbreite, 126
Bandmatrix, 126, 215
Basisaustausch, 255
Basispolynom
Lagrangesches, 24
Newtonsches, 25
Bernoulli (1655-1705), 92
Bernoulli-Zahl, 91
Bessel (1784-1846), 80
Bestapproximation, 57
Birkhoff (1884-1944), 34
Bisektionsverfahren, 244

CG-Verfahren, 205, 216

Charakteristik, 6

charakteristisches Polynom, 103, 221, 243
Cholesky (1975-1918), 130
Cholesky-Zerlegung, 130, 212
Cosinus-Summe, 53

Cotes (1682-1716), 78
Crout (1907-1984), 125

Dachfunktion, 41
Dantzig (1914-2005), 252
Defekt, 10
Defektgleichung, 117
Defektkorrektur, 186
Determinantensatz, 119
Differenzengleichung
homogene, 167
Differenzenquotient
zentraler, 36, 214
Diskretisierungsfehler, 216
dividierte Differenz, 25, 30
Drehung, 232
Dreiecksmatrix, 109, 126
Dreiecksungleichung, 100
Dreieckszerlegung, 113
dyadisches Produkt, 138

Ecke, 250
entartete, 259
Eckenldsung, 251
Eckensatz, 251
Eigenvektor, 103
Eigenwert, 103
Eigenwertproblem
Konditionierung, 225
partielles, 221
vollstandiges, 221
Einzelschritt-Verfahren, 185
Einzugsbereich, 156
Elimination, 232
Eliminationsmatrix, 234
Euler (1707-1783), 91
Exponent, 5
Extrapolationsfehler, 36

Extrapolationstablean, 38, 93

Extremalpunkt, 250

Fehler
absoluter, 8
relativer, 8, 107
Fehlerabschiatzung
a posteriori, 94, 155, 165

348



INDEX

349

a priori, 165
Fehlerddampfung, 10
Fehlerquadrate, 131
Fehlertoleranz, 39, 94
Fehlerverstirkung, 10
FFT, 54
Fibonacei (um 1170 — um 1250), 164
Fibonacei-Zahl, 164
Fixpunkt, 159, 169, 186

abstofiender, 173

anziehender, 173
Fixpunktgleichung, 187
Fixpunktiteration, 159, 169, 186
Fortsetzung

gerade, 52

ungerade, 52
Fourier (1768-1830), 49
Fourier-Analyse

diskrete, 49, 54
Francis (1934-), 236
Frobenius (1849-1917), 102
Frobenins-Matrix, 110
Frobenius-Norm, 102, 146

Galerkin (1871-1945), 205
Galerkin-Gleichung, 205
Gaufi(1777-1855), 58
Gauf-Approximation, 56
Gauf-Ausgleich, 132
Gauf-Elimination, 110
Gauf-Jordan-Algorithmus, 120, 253
Gauf-Seidel-Matrix, 186
Ganf-Seidel-Verfahren, 185, 192, 195, 215
geometrischer Eigenraum, 221
Gerschgorin-Kreis, 223
Gershgorin (1901-1933), 223
Gesamtschritt-Verfahren, 185
Givens (1910-1993), 235
Givens-Verfahren, 235
Gleichungssystem
iiberbestimmtes, 99
unterbestimmtes, 99
Gleitkommazahl
normalisierte, 5
Gradientenverfahren, 201, 216

Gram (1850-1916), 60
Gram-Schmidt-Verfahren, 60, 85, 136
Gramsche Matrix, 59

gutartig, 10

Holder (1859-1937), 57

Haar (1885-1933), 67

Haarsche Bedingung, 67

Hermite (1822-1901), 33
Hermite-Interpolation, 33, 42
Hermite /Birkhoff-Interpolation, 34
Hessenberg (1904-1959), 222
Hessenberg-Matrix, 222
Hessenberg-Normalform, 232
Hestenes (1906-1991), 204

Hilbert (1862-1943), 61

Horner (1786-1837), 16
Horner-Schema, 16, 28
Householder (1904-1993), 138
Householder-Transformation, 138, 232
Householder-Verfahren, 138

ICCG-Vorkonditionierung, 212
IEEE-Format, 6, 7
IF-Abfrage, 7
Interpolation, 23
trigonometrische, 47
Interpolationsanfgabe
Hermite-Birkhoffsche, 34
Hermitesche, 33, 87
Langrangesche, 24
Interpolationsfehler, 20
Interpolationspolynom
Hermitesches, 34
Lagrangesches, 77
Nevillesches, 27
Intervallschachtelung, 153, 160
Inverse lteration, 227
Iterationsmatrix, 186

Jacobi (1804-1851), 171
Jacobi-Matrix, 178, 186, 215
Jacobi-Verfahren, 185, 192
Jordan (1838-1922), 121, 221
Jordansche Normalform, 230

Kantorovich (1912-1986), 175



35

INDEX

Knoten, 24
Knotenwert, 24
Konditionierung, 8, 100
Konditionszahl, 10, 107
relative, 10
Kontraktion, 169
Kontraktionskonstante, 190
Konvergenz
komponentenweise, 101
lineare, 160
quadratische, 157, 160
superlineare, 160
Koordinatenrelaxation, 201
Kronecker (1823-1891), 11
Kronecker-Symbol, 11
Krylov (1879-1955), 205
Krylow-Raum, 205

I'Hopital (1661-1704), 35
I'Hopitalsche Regel, 35
[1-Norm, 100
Is-Norm, 100
L2-Skalarprodukt, 57
I .-Norm, 100
Lagrange (1736-1813), 24
Lagrange-Interpolation, 24, 41, 70
Lagrange-Ouadratur, 77
Lagrangesche Darstellung, 25
Landaun (1877-1938), 9
Landausche Symbole, 9
Laplace (1749-1827), 213
Laplace-Operator, 213, 228
Least-Squares, 131
Legendre (1752-1833), 62
Legendre-Polynom, 61, 85, 87
Lemma von Kantorowitsch, 202
lexikographische Ordnung, 259
line search, 200
lineare Konvergenzrate, 160
Lineares Programm, 247
Normalform, 248
Standardform, 247
Lipschitz (1832-1903), 169
Lipschitz-Konstante, 169
Lipschitz-stetig, 169

LR-Verfahren, 236
LR-Zerlepung, 113, 124, 128

Maclaurin (1698-1746), 91
Mantisse, 5
Maschinengenanigkeit, 7, 8, 116
Maschinenoperation, 7
Maschinenzahl, 5
Matrix
dhnliche, 229
diinn besetzte, 127
diagonal-dominante, 128
diagonalisierbare, 228, 231
hermitesche, 104
irreduzible, 193, 215
konsistent geordnete, 197
orthogonale, 136
positiv definite, 106, 199
rang-defiziente, 143
schwach diagonal-dominante, 215
strikt diagonal-dominante, 192
symmetrische, 104, 199
unitére, 136
Matrixrang, 120
Matrizennorm, 102
natiirliche, 102
maximale Abweichung, 133
maximale Spaltensumme, 102
maximale Zeilensumme, 102
Maximumnorm, 57
Minimalldsung, 132, 145
Mises, von (1883-1953), 225
Mittelpunktsregel, 79
mittlere Abweichung, 133

Nachiteration, 117, 118
nan, 6
Neville (1889-1961), 27
Neville-Algorithmus, 35, 38
Nevillesche Darstellung, 27
Newton (1643-1727), 25
Newton-Cotes-Formel, 94
abgeschlossene, 78
offene, 78
Newton-Verfahren, 153, 174
gedampftes, 158, 179



INDEX

a6l

vereinfachtes, 159
Newtonsche Darstellung, 25
Norm, 57, 100
Normalgleichung, 131
numerische Aufgabe, 8
numerische Differentiation, 36
numerischer Hang, 143
numerisches Gleitkommagitter, 5

Ordnung
einer Fixpunktiteration, 161
einer Quadraturformel, 78
orthogonale Polynome, 65, 85
Orthogonalisierungsverfahren, 138
Orthonormalsystem, 59, 105
overflow, 6

PCG-Verfahren, 211
Penrose (1931-), 145
Permutationsmatrix, 110, 234
Pivotelement, 111, 121, 254
Pivotierung, 114
Pivotspalte, 254
Pivotsuche, 111

Pivotzeile, 254

Polynom, 15
Potenzmethode, 225
Projektionsverfahren, 205
Pseudo-Inverse, 146

QR-Verfahren, 236
QR-Zerlegung, 136
quadratisches Mittel, 57
Quadraturformel, 77
Besselsche, 20
Gaufische, 86
Hermitesche, 20
interpolatorische, 77
Newton-Cotes, T8
summierte, 82

Rilckwirtseinsetzen, 109

Randbedingung
erzwungene, 43
natiirliche, 43

Raphson (1648-1715), 153

Rayleigh (1842-1919), 221
Rayleigh-Quotient, 221, 227
Rechteckregel, 77
Reduktionsmethode, 230
regula falsi, 168
Relaxationsparameter, 194
Remez (1896-1975), 69
Residunm, 191
Restglied, 80
Richardson (1881-1953), 35
Richardson-Extrapolation, 35
Rolle (1652-1719), 24
Romberg (1909-2003), 91
Romberg-Integration, 93, 95
Rundung, 6

natiirliche, &
Rutishauser (1918-1970), 236

Satz von Gerschgorin, 223
Schmidt (1876-1959), 60
Schnelle Fourier-Transformation, 54
Schrittweite, 200
Schrittweitenfolge, 38
Schur (1875-1941), 230
Schursche Normalform, 230
Schwarz (1843-1921), 57
Sehnen-Trapezregel, 81
Seidel, von (1821-1896), 185
Sekantenmethode, 164
Sekantensatz, 250
Simplex-Algorithmus, 252
Simpson (1710-1761), 79
Simpson-Regel, 79
singuldrer Wert, 142
Singularwertzerlegung, 141
Sinus-Summe, 53
Skalarprodukt, 57, 104

enklidisches, 104
Skalierung, 212
SOR-Verfahren, 194, 215
Spaltenpivotierung, 111
Spektralkonditionszahl, 108
Spektralnorm, 104
Spektralradius, 187, 138
Spektrum, 187



352 INDEX

Spiegelung, 138, 232 Vorkonditionierung, 211
Spline, 42 )
kubisﬂhﬂr, 43 W?lerst:rﬂm {1315—189?]1_ 32
natiirlicher, 43 W}elgudt (1910-2001), 227
Sp].i'ﬂl}Fuﬂktiﬂﬂ.l_ 492 Wilkinson {lglg—lggﬁ}, 116
Spline-Interpolation, 40 Waurzelberechnung, 156
SSOR-Vorkonditionierung, 212 Zeilensummenkriterium
Stiefel (1900-1978), 204 starkes 1!112
Sturm {1503—1855]? 243 Zu]ﬁmiger éereiﬂh, 245
Sturmsche Kette, 243 Zweischrittverfahren, 164
Sukzessive Approximation, 168
Summenformel

Euler-Maclaurinsche, 91

Tangenten-Trapezregel, 81

Thomas (1903-1992), 127
Totalpivotierung, 111, 120

Trapezregel, 79, 91

Tridiagonalmatrix, 126, 127, 222
trigonometrische Summe, 47
Tschebyscheff (1821-1894), 64
Tschebyscheff-A pproximation, 66, 60, 209
Tschebyscheff-Polynom, 70, 90, 209
Tukey (1915-2000), 54

Uberrelaxation, 198
underflow, 6
Ungleichung
Haldersche, 57
Schwarzsche, 57
unitirer Raum, 58
Unterrelaxation, 195

Vandermonde (1735-1796), 133
Vandermondsche Determinante, 133
Vektornorm
vertrigliche, 101
Verfahren
direktes, 99
iteratives, 90
Vielfachheit
algebraische, 221
geometrische, 221
Vieta (1540-1603), 12
Vietascher Wurzelsatz, 12









Uber dieses Buch

Dieser einfihrende Text basiert auf Vorlesungen innerhalb eines
mehrsemestrigen Zyklus ,Mumerische Mathematik®, den der Autor
dber einen Zeitraum von 25 Jahren an der Universitat Heidelberg
gehalten hat. Im vorliegenden ersten Teil werden die fundamentalen
Konzepte numerischer Verfahren fir Grundaufgaben aus Analysis
und Lineare Algebra behandelt. Dabei finden sowohl theoretisch-
mathematische als auch praktische Aspekte Beriicksichtigung. Das
Verstandnis der Inhalte erfordert nur solche Vorkenntnisse, wie sie
Ublicherweise in den Grundvorlesungen dber Analysis und Lineare
Algebra vermittelt werden. Zur Erleichterung des Selbststudiums
dienen theoretische und praktische Ubungsaufgaben mit Losungen.

Uber den Autor

Rolf Rannacher, Prof. em. flr Numerische Mathematik an der Univer-
sitdt Heidelberg; Studium der Mathematik an der Universitat Frankfurt
am Main — Promotion 1974; Habilitation 1978 in Bonn; 1879/1980
Vis. Assoc. Prof. an der University of Michigan (Ann Arbor, USA),
dann Professor in Erlangen und Saarbriicken — in Heidelberg seit
1988; Spezialgebiet ,Numerik partieller Differentialgleichungen®,
insbesondere ,Methode der finiten Elemente® mit Anwendungen in
MNatur- und Ingenieurwissenschaften; hierzu dber 160 publizierte
wissenschafiliche Arbeiten.

ISBN S978-3-046054-30-6

UNIVERSITAT
HEIDELBERG

ZUKUNFT

SEIT 1386

477839467 054306



	Cover
	Titel
	Impressum
	Inhaltsverzeichnis
	Literaturverzeichnis
	Einleitung
	Kapitel 1: Fehleranalyse
	1.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler
	1.2 Konditionierung numerischer Aufgaben
	1.2.1 Arithmetische Grundoperationen
	1.2.2 Lösung quadratischer Gleichungen

	1.3 Stabilität numerischer Algorithmen
	1.3.1 Lösung quadratischer Gleichungen
	1.3.2 Auswertung arithmetischer Ausdrücke
	1.3.3 Auswertung von Polynomen

	1.4 Übungsaufgaben

	Kapitel 2: Interpolation und Approximation
	2.1 Polynominterpolation
	2.1.1 Auswertung von Polynomen
	2.1.2 Interpolation von Funktionen
	2.1.3 Hermite-Interpolation

	2.2 Extrapolation zum Limes
	2.2.1 Fehlerkontrolle

	2.3 Spline-Interpolation
	2.4 Trigonometrische Interpolation
	2.4.1 Diskrete Fourier-Transformation

	2.5 Gauß-Approximation
	2.6 Tschebyscheﬀ-Approximation
	2.6.1 „Optimale“ Lagrange-Interpolation

	2.7 Übungsaufgaben

	Kapitel 3: Numerische Integration
	3.1 Interpolatorische Quadraturformeln
	3.2 Gaußsche Quadraturformeln
	3.3 Das Romberg-Verfahren
	3.4 Praktische Aspekte der Integration
	3.5 Übungsaufgaben

	Kapitel 4: Lineare Gleichungssysteme I (Direkte Verfahren)
	4.1 Störungstheorie
	4.1.1 Vektor- und Matrizennormen
	4.1.2 Eigenwerte und Skalarprodukte
	4.1.3 Fehleranalyse

	4.2 Gaußsches Eliminationsverfahren
	4.2.1 Konditionierung der Gauß-Elimination
	4.2.2 Nachiteration
	4.2.3 Determinantenberechnung
	4.2.4 Rangbestimmung
	4.2.5 Inversenberechnung (Gauß-Jordan-Algorithmus)
	4.2.6 Direkte LR-Zerlegung

	4.3 Gleichungssysteme mit spezieller Struktur
	4.3.1 Bandmatrizen
	4.3.2 Diagonaldominante Matrizen
	4.3.3 Positiv definite Matrizen

	4.4 Nicht reguläre Systeme
	4.4.1 Gaußsche Ausgleichsrechnung
	4.4.2 Householder-Verfahren

	4.5 Die Singulärwertzerlegung
	4.6 Übungsaufgaben

	Kapitel 5: Nichtlineare Gleichungen
	5.1 Das Newton-Verfahren im R1
	5.2 Das Konvergenzverhalten iterativer Verfahren
	5.3 Interpolationsmethoden
	5.4 Methode der sukzessiven Approximation im Rn
	5.5 Das Newton-Verfahren im Rn
	5.5.1 Gedämpftes Newton-Verfahren

	5.6 Übungsaufgaben

	Kapitel 6: Lineare Gleichungssysteme II (Iterative Verfahren)
	6.1 Fixpunktiterationen
	6.1.1 Jacobi- und Gauß-Seidel-Verfahren
	6.1.2 SOR-Verfahren

	6.2 Abstiegsverfahren
	6.2.1 Gradienten-Verfahren
	6.2.2 CG-Verfahren
	6.2.3 Allgemeinere CG-Verfahren und Vorkonditionierung

	6.3 Ein Modellproblem
	6.4 Übungsaufgaben

	Kapitel 7: Eigenwertaufgaben
	7.1 Konditionierung des Eigenwertproblems
	7.2 Iterative Verfahren
	7.3 Reduktionsmethoden
	7.4 Tridiagonal- und Hessenberg-Matrizen
	7.4.1 LR- und QR-Verfahren
	7.4.2 Verfahren der Sturmschen Kette

	7.5 Übungsaufgaben

	Kapitel 8: Lineare Optimierung
	8.1 Lineare Programme
	8.2 Der Simplex-Algorithmus
	8.3 Übungsaufgaben

	Kapitel A: Lösungen der Übungsaufgaben
	A.1 Kapitel 1
	A.2 Kapitel 2
	A.3 Kapitel 3
	A.4 Kapitel 4
	A.5 Kapitel 5
	A.6 Kapitel 6
	A.7 Kapitel 7
	A.8 Kapitel 8

	Index
	Backcover


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




