8 Lineare Optimierung
8.1 Lineare Programme

»Lineares Programm® ist die historisch begriindete Bezeichnung fiir lineare Optimierungs-
aufgaben vom folgenden Typ:

Beispiel 8.1: Eine Fabrik kann zwei Typen A und B eines Produkts unter folgenden
Bedingungen herstellen:

Produkt Typ A | Typ B | maximal moglich
Stiick pro Tag 1 To 100 Stiick
Arbeitszeit pro Stiick 4 1 160 Stunden
Kosten pro Stiick 20 10 1100 DM
Gewinn pro Stiick 120 40 ? DM

Wie miissen x; und zs gewéhlt werden, damit der Gewinn maximal wird? Dabei muss
offenbar der lineare Ausdruck

Q(x1,x2) = 12021 + 4024

zu einem Maximum gemacht werden unter den linearen Nebenbedingungen

xr + i) S 100
4.’L’1 + T2 S 160 5 T > 0, ) > 0. (811)
2021 4+ 1029 < 1100

Dies ist ein lineares Programm in sog. ,,Standardform®.

Beispiel 8.2: Die Produktion von 7 Zuckerfabriken soll so auf 300 Verbrauchsorte verteilt
werden, dal der Bedarf befriedigt wird und die Transportkosten minimiert werden.

Fabrik F(j=1,....7), Verbrauchsort Gy, (k=1,...,300)
Produktion a; (pro Monat) , Verbrauch T, (pro Monat)

transportierte Menge F; — Gy @ z;, Kosten ¢;j; (pro Einheit).
Es sei vorausgesetzt, dass Bedarf und Produktionsmenge gleich sind, d. h.:

300 7

E T = Q.
k=1 1

j=
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Zu minimieren sind die Gesamtkosten

7
Q11,5 T7300) = Z Z Cj kel k

7j=1 k=1
unter den Nebenbedingungen z;; > 0 und

300

7
Swp=r (k=1,...,300), Y app=a; (G=1,...7).
Jj=1 k=1

Diese beiden Aufgabenstellungen lassen sich in folgenden allgemeinen Rahmen ein-
ordnen: (Fiir einen Vektor z = (z1,...,7,)7 bedeutet die Schreibweise z > 0, dass alle
Komponenten z; > 0 sind.) Fiir 1 <m < n seien eine Matrix A € R™*" vom Rang m
sowie Vektoren b€ R™, b >0, und ¢ € R" gegeben.

Definition 8.1: Als ,lineares Programm in Normalform* (oder auch ,kanonischer® Form),
abgekiirzt ,LP*, bezeichnet man die Aufgabe, unter den Gleichungsnebenbedingungen und
Vorzeichenbedingungen

Ar=0b, >0

)

T

ein Minimum der Zielfunktion Q(x) = ¢’z zu bestimmen.

Anders ausgedriickt sucht ein lineares Programm im ,zulédssigen Bereich“
M:={zeR"|Az=b, >0} (8.1.2)
ein x* € M zu bestimmen, so dass

c'z* = min 'z (8.1.3)
zeM

Zur Einordnung der obigen Beispiele in diesen Rahmen konnen folgende Umformungen
herangezogen werden:

— Ein Ungleichung mit > wird durch Multiplikation mit —1 in eine mit < iiberfiihrt.

— Eine Ungleichung ayx1+. ..+ a,x, < f wird durch Einfithrung einer sog. ,,Schlupf-
variablen“ y in eine Gleichung und eine Vorzeichenbedingung iiberfiihrt:

amzy+ ..o+ anr, +y=06, y=>0.

— Fiir jede Gleichung ayz1 + ... + a,x, = § kann (eventuell nach Multiplikation mit
—1) stets 8 > 0 vorausgesetzt werden.

— Fehlt fiir eine Variable, etwa fiir x; , die Vorzeichenbedingung, so wird x; durch die
Differenz y; — yo zweier neuer Variablen ersetzt, und man fordert y; > 0, yo > 0.
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— Gleichungen, die Linearkombinationen anderer Gleichungen sind, werden weggelas-
sen, so dass fiir die Matrix A € R™*" stets Rang A = m angenommen werden
kann.

— Wegen max ¢’z = —min (—c’z) kann man alle linearen Programme auf die Be-

stimmung eines Minimums zuriickfiihren.

Der zuléssige Bereich M eines LP ist der Durchschnitt einer linearen Mannigfaltigkeit
mit Halbraumen und folglich abgeschlossen. Weiter ist M, konvex“:

ryeEM= dz+(1-NyeM VX el01].

Ist M = (), so besitzt das LP keine Losung. Im Fall M # ) existiert immer eine
Losung, wenn M beschrankt (und damit kompakt) ist; fiir unbeschréanktes M braucht
keine Losung zu existieren.

Beispiel 8.3: In einfachen Fillen lassen sich lineare Programme graphisch 16sen: Der
zuldssige Bereich M in Beispiel 1 (Standardformulierung) ist der Durchschnitt von 5
Halbebenen des R?, deren Begrenzungsgeraden durch die Gleichungen

1 >0, x>0,
r1 + xo = 100
4z + z9 = 160
20x1 + 1025 = 1100

gegeben sind:

Zielfunktion
Q(x1,xp) = 120x+40x,

X1 +x,=100

20x,+x,=1100

N

\ 4x,+%9=160 100

\ Niveaulinie der Zielfunktion, Q(x1.x) =0

Abbildung 8.1: Grafische Lisung eines Linearen Programms

Parallelverschiebung der Niveaulinie bis an den Rand von M ergibt als maximalen Wert
den der Niveaulinie durch den Punkt (27, 23):
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47+ x5 = 160 x5 = 60

=

20z 4+ 1025 = 1100 x; = 25
Qmax = 12027 + 4025 = 5400.

Der optimale Punkt ist in diesem Fall eine Ecke des Polygongebiets M. Dies ist kein
Zufall und wird sich als wesentlicher Punkt bei der Behandlung allgemeinerer Probleme
dieses Typs erweisen. Die maximal méogliche Stiickzahl von x; + 2o = 100 wird unter
dem Kriterium der Gewinnmaximierung also nicht erreicht; dafiir wird die zur Verfiigung
stehende Arbeitszeit voll genutzt.

Wir betrachten im Folgenden die linearen Programmierungsaufgaben stets in Normal-
form. Zunéchst studieren wir die Struktur der Losungsmenge eines LP.

Definition 8.2: Ein Vektor x € M heifit ,Ecke® (oder,Extremalpunkt®) der zulissigen
Menge M , wenn er keine Darstellung

=W 4+ (1 - \)a®
mit 2, 2@ ¢ M, 2O #£ 2@ mit einem X € (0,1) zulasst. Fir © € M setzen
wir I(z) :={i € {1,...,n}|x; > 0}. Weiter bezeichnen wir im Folgenden mit aj die
Spaltenvektoren der Matriz A .
Hilfssatz 8.1 (Sekantensatz): Sind fir ein x € M die Spaltenvektoren in

B(z):={ax|kel(x)} (8.1.4)
linear abhdngig, so besitzt x eine Darstellung

z=1W+y) (8.1.5)

mit 2y e M und (M) S I(x).

Beweis: O.B.d.A. sei I(x)=1{1,...,k}, so dass

k
E Tia; = b.
i=1

Ist B(x) linear abhidngig, so gibt es Zahlen d;, i = 1,...,k, nicht alle Null, so dass

k
i=1

Der Vektor
2(\) = (21 4+ Ay, . .., 2 + Ay, 0,...,0)7

n—k
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erfiillt dann fiir jedes A € R die Gleichung Az(\) = b. Wegen z; > 0, i = 1,....k,
ist fiir hinreichend kleines |A| auch xz(A) > 0 und somit x(\) € M. Lisst man nun A
ausgehend von Null wachsen oder fallen, so gelangt man in einem der beiden Fille zu

einem \*, fiir das mindestens eine der Komponenten x;(A\*), i = 1,..., k, verschwindet.
Ferner ist x(\) € M fiir |\ < |A]. Mit 2 = 2(\*) und y = z(—)\*) gilt dann
z =1 +y) und I(zW) g I(z). Q.E.D.

Hilfssatz 8.2 (Eckensatz): Ein Vektor x € M ist genau dann Ecke, wenn die Spalten-
vektoren in B(x) linear unabhdingig sind.

Beweis: Aus Hilfssatz 8.1 folgt, dass fiir eine Ecke @ € M notwendig B(x) linear
unabhéngig sein muf. Sei nun B(z) linear unabhéngig, aber € M keine Ecke, d. h.
r =AW+ (1= N)2®@ mit 20, 22 € M, 2V £ 23 X\ € (0,1). Dann impliziert z; = 0
auch " = :z:l(z) =0, so daB gilt:

Z mgl)ai = Z :L‘ZQ)ai =b.

i€l (x) i€l (x)

Wegen 2z # 2 ist also B(z) linear abhingig im Widerspruch zur Annahme. Q.E.D.

Definition 8.3: Wegen Rang A =m besteht B(x) fir eine Ecke x € M aus hichstens
m  Vektoren. Ist fiir eine Ecke x € M aber dim B(x) < m, so heiffit = ,entartete
Ecke®; in diesem Fall kann B(x) zu einer Basis B(x) aus Spaltenvektoren von A erginzt
werden. In jedem Fall heifit eine solche Basis B(J:) ,Basis zur Ecke x “.

Durch eine Basis ist eine Ecke = € M {iber das Gleichungssystem Az = b eindeutig
bestimmt. Andererseits gibt es hochstens

() = i =

Systeme von m linear unabhéngigen Spaltenvektoren der Matrix A, d. h. Ecken von M .

Hilfssatz 8.3 (Eckenlésung): Besitzt das LP eine Lisung x € M , so gibt es eine Ecke
x* € M, die ebenfalls Losung ist.

Beweis: Ist = selbst keine Ecke, so wenden wir Hilfssatz 8.1 an, d. h.: Das Minimum
von ¢’z wird im Mittelpunkt z = %(3:(1) +y) der Verbindungsgeraden zwischen z()
und y angenommen. Folglich ist ¢’z dort konstant, d. h.: (") ist auch Losung, aber mit
I(xW) g I(x) . Auf diese Weise erreicht man in endlich vielen Schritten eine Ecke von M

(im Extremfall = 0. Q.E.D.
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8.2 Der Simplex-Algorithmus

Im Folgenden entwickeln wir den sog. ,,Simplex-Algorithmus“ nach G. B. Dantzig!' (1947)
zur Losung von Linearen Programmen. Wir verwenden weiter die Bezeichnungen des
vorherigen Abschnitts. Sei 2° eine Ecke des zuldssigen Bereichs M der kanonischen
Programmierungsaufgabe

Ax =0, x>0, 'z = min!

mit zugehoriger Basis B(2°) = {a;, 7 € I°},1° D I(2°). Dann gilt
> afa;=b. (8.2.6)
ielf
Fiir ein beliebiges z € M ist Az = b und folglich
Z{x, —aV}a; = — inai.
i€l ig 10

(Die Schreibweise i ¢ I° bedeutet i € {1,...,n} \ I°.) Wegen der linearen Unabhéngig-
keit von B(z°) kann nach den Differenzen z; — 29 aufgelést werden, und man erhélt
Gleichungen der Form

T = Z gty 420, iell (8.2.7)
kgI0

Der zugehorige Zielfunktionswert

e =ca+ (2 -2 =2 + E ci(w; — 2¥) + E Cix;.
i€l® ig 10

ergibt sich nach Substitution von z; — 29 (i € I°) in der Form

= Z Yexr + L 2° (8.2.8)
keI0
Vi = Zaikci +cp, k ¢ 1° (829)
i€l

Die Gleichungsnebenbedingung und die Zielfunktion ¢’z sind offenbar (bzgl. der Basis
B(z°)) durch das folgende (m + 1) x (n —m + 1)-Gleichungssystem wiedergegeben:

!George B. Dantzig (1914-2005): US-Amerikanischer Mathematiker; entwickelte 1947 den Simplex-
Algorithmus wiirend seiner Tétigkeit in einem Forschungslabor der U.S. Air Force; s. sein Buch , Lineare
Programmierung und Erweiterungen®, Springer 1966 (Ubersetzung aus dem Englischen); seit 1966 Pro-
fessor an der Stanford University.
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T, = Zaikxk +x?, iel

i (8.2.10)
T = Z YTk + Tab.

k&I0

Die Komponenten z;,i € I°, und der zugehérige Zielfunktionswert z eines Vektors
r € R" sind durch Vorgabe von z; > 0 (k ¢ I°) in (8.2.10) eindeutig bestimmt. Gilt
dabei z; > 0(i € I°), so ist € M . Fiir die speziellen Werte z, = 0 (k & I°) ergibt sich
gerade die Ausgangsecke 2.

Wir betrachten nun die umgekehrte Situation, dass der zuldssige Bereich M gerade
aus denjenigen Vektoren x > 0 besteht, deren Komponenten einem System der Gestalt
(8.2.10) geniigen, mit gewissen Zahlen 2 > 0 (i € I°). Dann ist der Vektor z° € R"
mit den Komponenten z? (i € I°), 2y = 0 (i € I°) automatisch Ecke von M, denn er
erfiillt offensichtlich (8.2.10), d. h.: Az° = b, und jede Darstellung 2° = Az + (1 — \)Z
mit z,7 € M, 0 < A < 1 impliziert zunichst notwendig x;, = 7 = 29 (k ¢ I°) und
damit auch z; = z; = 29 (i € 1°).

Das System (8.2.10) charakterisiert also zu einer festen Ecke 2’ bzw. der zugehéori-
gen Basis B(z°) den zuliissigen Bereich M. Der Simplex-Algorithmus sucht nun eine (zu
2% benachbarte) Ecke 2! von M, wobei moglichst cTa! < ¢f2% gelten soll. Der zu-
gehorige Basiswechsel in der Darstellung (8.2.10) wird mit Hilfe des schon betrachteten
,Gauf-Jordan-Algorithmus® bewerkstelligt (s. Kapitel 4.2). Der Vollstandigkeit halber
rekapitulieren wir im Folgenden den Gauf-Jordan-Algorithmus. Dieser dient zur Losung
linearer Gleichungssysteme Azx =y mit A € R™*" z € R", y € R™, durch sukzessiven
Austausch der Komponenten von x gegen solche von y. Ist ein Matrixelement a,, # 0,
so kann die p-te Gleichung nach z, aufgelost werden:

a a
p,q+1 pn
Tgg1 — oo — —— T
Apq

Qp1 Ay g—1

14 P.q
Tg = ——— X1 —...— 771'(1_1—%-72/,,—

G’Pq (Ipq (Ipq rq

Durch Substitution von z, in den anderen Gleichungen
j1T1 + o g1Tq1 + Qg Tg |+ Ajg1Tgr1 + -+ AjnTn = Yj

erhalt man fir j=1,...,m, j #p:

Aoyl gy g—1 a;
J9-"p J47"Pq 74
{aﬂ} Tt ..+ {aml] Tg-1+ = ypt

Apq Apq pq

AjqQ AiqaQ

3q%p,g+1 jqUpn -

+|:aj,q+1:| xq+l+--~+|:ajn:| l'nfy]
Upq Upq
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Das Resultat ist ein zum Ausgangssystem &dquivalentes System

[ ] [ Y1 |
Aly | =1 2z | (8.2.11)
L Tn | L Ym |

wobei die Elemente der Matrix A wie folgt bestimmt sind:

— Pivotelement: pg = ﬁ’
— Pivotzeile: apk:_%’ k=1,...,n, k#q,
— Pivotspalte: Qjo="2%, j=1...m, j#p,
rq
ice: ~ apk J=1...,m, ]7&]7
— sonstige: Ak = Qjk = Gjg gt

k=1,....,n, k#gq.

Gelingt es, durch Fortsetzung des Verfahrens alle Komponenten von x durch solche von y
zu ersetzen, so hat man eine explizite Darstellung der Losung von Az = y. Im Fall m =n
ergibt sich so auch die Inverse A~!, allerdings i. Allg. mit vertauschten Zeilen und Spalten.
Bei der Festlegung des Pivotelementes empfiehlt es sich aus Stabilitdtsgriinden, unter
allen in Frage kommenden a,, jeweils eines von moglichst groem Betrag zu wahlen. Fiir
ein quadratisches Gleichungssystem mit regulidrer Koeffizientenmatrix A ist das Gauf3-
Jordan-Verfahren zur Berechnung von A~! stets durchfiihrbar.

Beispiel 8.4:

1 2 1 T U1
-3 -5 -1 T - Y2

Austauschschritte: D Pivotelement

1 L2 1173‘ L1 Y3 Is‘
1 2 1|y -1/6  —1/6 \2/_3[ n
-3 =5 —1|y —1/12  5/12 —5/6 |y,
—7 —2 | y3 —7/12 —=1/12 —1/6 | 2,
1 Y3 y1‘ Y2 Y3 y1‘
1/4  1/4  3/2| s -2 1 1|

3/8 —1/4 | ys -8 3 -2z

—5/8 —1/8 —1/4 |z 5 =2 1|
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-2 -8 3
Inverse: 1 5 —2
1 -2 1

Der Simplex-Algorithmus besteht aus zwei ,, Phasen*. In Phase I wird eine Ausgangsecke
2% konstruiert und das zugehorige Tableau erstellt:

ay (b ¢ 1°)
» 0
Yo Jager kg
(i€l (i e 1%
z Y (k & 1°) cT'a?

In Phase II werden dann unter Verwendung des Gauf-Jordan-Algorithmus Basiswech-
sel vollzogen, wobei der Zielfunktionswert jeweils moglichst stark verkleinert wird. Wir
beginnen mit der Beschreibung dieses Basisaustausches.

Phase II (Basisaustausch)

1. Gilt v > 0(i ¢ I°), so folgt fiir beliebige Vorgabe von x; > 0 (i ¢ I°), d. h.: fiir
beliebige Punkte x € M, stets

z = Z’kak+0 20 >c 20
kIO

d. h. Die Startecke ¥ ist bereits optimal.
2. Gibt es ein ¢ ¢ I° mit v, < 0, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

(a) Im Falle a;, > 0(i € I') erhélt man durch Vorgabe von x, := A, A € R} und
2, =0(k ¢ I° k # q) Vektoren z € M,

xT; = aiq)\+x? 2 0,
mit Zielfunktionswert
_ T,0
z2 =9 A+c 2’ = —oc0 (A= o0).

Die Aufgabe ist also unlosbar.

(b) Gibt es Indizes p € I° mit «,, < 0, so wird die Variable z, gegen eine noch
auszuwahlende x, ausgetauscht. Die Elemente des Tableaus sind dabei geméfl
dem Gaufl-Jordan-Algorithmus wie folgt zu transformieren:

1 . !/ J— .
Pivotelement: Qpg —> Qg = —
Pq
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. Q; .
Pivotspalte: g — afy=—2 (i€ I’°\{p})
Qpq
/ g .
(Vg = ) Vg =7 Vp =
Qpq
Pivotzeile: e — oy = — 2k (kg 1% k # q);
. pk qk 9 q);
Qpq
0
x
0 1 P .
() = z4) mp—>xq——a :
Pa
. QjqQpk
sonstige: Qi = Q= Qi — —
Qpq
0 1 0 Qigly / Vg Opk
(Tp = Tk, T3 = 25) e A Ve = Ve = Ve — ;
Qpq 0 Qpgq
T 0 T.1_ 1.0 Ja¥p
cta? =t =t - =2,
o)
Pa

Auswahlregel (R): Der Index p € I° wird dabei gemdf} der folgenden Regel ausgewdihlt:

9 )

<0, —/— = max —. (8.2.12)
. ; 0 .
apq ;q<0,i€l azq

Satz 8.1 (Simplex-Algorithmus): Wird der Basisaustausch gemdifs der Regel (R) vor-
genommen, so ist der Vektor z' € R™ mit den Komponenten z! > 0 (i € I' :=

[I°\ {p}]U{q}), o =0 (i & I') wieder eine Ecke von M mit der zugehirigen Ba-
818

B(a') = [BG")\ {a}] U fa,), (8.2.13)

und es gilt 'zt < T2 . Im Falle J:g >0 ist sogar c'xt < cTal.

Beweis: Wegen a,, < 0 folgt z) = —a)/a,, > 0. Ist weiter a;, > 0, so folgt x} =
) — ig) /g > 0. Im Falle a;y < 0 gilt ebenfalls wegen der Auswahlregel (R):
1 0 0
T g = al>0.
Qig Qig Qg
Nach dem oben gesagten ist x! also Ecke von M . Q.E.D.

Der Eckenaustausch nach (2b) kann solange fortgesetzt werden, bis Fall (1) oder Fall
(2a) eintritt. Eine nicht entartete Ecke kann dabei nie ein zweites Mal erreicht werden,
da ihr Austausch je zu einer Verkleinerung des Zielfunktionswertes fithrt. Das Auftreten
entarteter Ecken wird weiter unten diskutiert werden. Hier konnten sich (theoretisch) im
Laufe des Verfahrens verschiedene Basen zu einer entarteten Ecke zyklisch wiederholen,
so dass der Algorithmus nicht abbricht.
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Beispiel 8.5: Beispiel 8.1.1 aus Abschnitt 8.1 erhélt nach Einfithrung von Schlupfvaria-
blen w3, x4, x5 die Form

—120x; — 402y = min!, 2, >0, =1,...,5,

T+ T2 + T3 = 100
4.13’1 + To + + T4 = 160

Offensichtlich ist 2% = (0,0, 100, 160, 1100)” eine nicht entartete Ecke mit der Basis

1 0
B(2°) = {as, a4, a5} = o1, 1],
0 0 1
Das Ausgangstableau ist also:
I| = Ty | wg =120/ ay,
23| -1  —1] 100| —100 Fall (2b)
24 —1| 160| —40 Wahl ¢ = 1 (oder ¢ = 2)
x5 | —20 —10| 1100 | —55 Regel (R) = p=4.
P —40 0
Eckentausch (Pivotelement oy )
11| xy  a |we =12/ oy -
ay | 1/4 —3/4 60 —80 Fall (2b)
x| —1/4 —=1/4 40| —160 Wahl ¢ =2
x5 | 5 300 —60 Regel (R) = p=5.
z | 30 —4800
Eckentausch (Pivotelement asg)
111 T4 Ts Tg = 1
x5 | —1/2 —3/20 15 Fall (1)
T | —1/2 1/20 25 Eckenlosung z* = (25,60, 15,0, 0)7
2 1 —1/5 60 Extremwert z = —5400.
z 20 2 —5400

Wie wir schon gesehen haben, wird der maximale Gewinn von 5400 DM erreicht, wenn
25 Produkte des Typs A und 60 des Typs B hergestellt werden.
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Bemerkung 8.1: Zur Kontrolle der Rechnung sollten die Grofien +; (k € I°) zusiitzlich
auch aus der folgenden Formel berechnet werden:

Yo=Y i + ci. (8.2.14)

€10

Phase I (Konstruktion einer Startecke)

Wir diskutieren nun die Phase I des Simplexalgorithmus, d. h. die Konstruktion einer
Ausgangsecke 2°. Im Falle eines in Standardform gegebenen Programms mit b > 0 ist
dies, wie obiges Beispiel zeigt, sehr einfach:

(T 'z =max!, Az <b, x>0. (8.2.15)
Durch Einfithrung von Schlupfvariablen v € R™ geht (I) in die kanonische Form iiber:
M)  i=min!, Az=0, #2>0, (8.2.16)

mit

A=[A 1), b=b, é¢=(-c,0,)", &= (z,v)".

Wegen b > 0 ist der Vektor z° = (Onll;) € R* automatisch eine Ecke von M | denn
die zugehorigen Spaltenvektoren von A bilden gerade die Einheitsmatrix 1, .

Ist die Programmierungsaufgabe in kanonischer Form gestellt,
(1) 'z =min!, Az=0b, x>0, (8.2.17)

oder ist in (I) b > 0 nicht erfiillt, so ist i. Allg. keine Ecke von M (oft nicht einmal
ein zuldssiger Vektor) ersichtlich. Zu ihrer Konstruktion betrachte man das Hilfsproblem
(0.B.d.A: b >0)

1)  @z=min!, Ai=b, >0, (8.2.18)
mit v € R™ |
A=[A 1), b=b, ¢=(0,1,....0)7, &= (z,0)"

Hier ist mit 2° = (On,i)) eine Ausgangsecke von M bekannt. Wegen & > 0 auf M
besitzt das Hilfsproblem stets eine Losung &* = (2*,v*), die man mit Hilfe des Simplex-
Algorithmus bestimmen kann. Ist v* = 0, so liefern die ersten n Komponenten der
Losung 7* eine Ausgangsecke des urspriinglichen LP:

=3, i=1,...,n. (8.2.19)
Im Fall vf >0 fiir ein ¢« muB M =0 sein, d. h.: Das LP besitzt keine Losung. Mit dem
Simplex-Algorithmus kann also auch die Frage nach der Losbarkeit des LP entschieden
werden.
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Nach den bisherigen Uberlegungen ist der Simplex-Algorithmus (mit der Auswahlre-
gel (R)) grundsétzlich geeignet zur Losung linearer Programmierungsaufgaben, bzw. zur
Entscheidung ihrer Unlosbarkeit, vorausgesetzt, es treten keine entarteten Ecken auf. Das
Erscheinen einer entarteten Ecke 2! ist dadurch gekennzeichnet, dass im vorangehenden
Austauschschritt das Kriterium (R) nicht zu einem eindeutigen Index p € I° fiihrt:

Npel®:ay,<0
1 .
x-  nicht entartet < 20 20
—F = max —*;
pq a;jq<0 “ia

andernfalls folgte mit ) /a,, = 23, /g

T
T

— gty /g = 0 } x! hat weniger als m

"y =Y

zp
Ty — Qg [, = 0 positive Komponenten.

Tritt im Verlaufe des Simplexverfahrens eine entartete Ecke 2% auf, so kann es passieren,
daB fiir den Index p € I° gerade xg = 0 ist. Dann bewirkt der Austauschschritt offenbar
keine Veridnderung des Vektors x° , insbesondere also keine Reduzierung des Zielfunktions-
wertes, sonderen nur den Ubergang zu einer anderen Basis zur Ecke 2°. Wiederholt sich
dann dieselbe Basis zyklisch, so fiithrt das Verfahren nicht zum Ziel. Obwohl in der Pra-
xis hdufig entartete Ecken auftreten, sind derartige Zyklen noch nicht beobachtet worden
(nur bei eigens zu diesem Zweck konstruierten pathologischen Beispielen). Fiir Belange
der Praxis erscheint der Simplex-Algorithmus mit der Auswahlregel (R) (ergénzt um eine
geeignete Regel fiir den Fall einer entarteten Ecke) als hinreichend robust. Vom theore-
tischen Standpunkt ist diese Situation aber unbefriedigend, und man sucht nach einer
Auswahlregel, mit der der Algorithmus garantiert zum Ziel fiihrt.

Definition 8.4 (Lexikographische Ordnung): Fin Vektor u € R™ heifit ,lexikogra-

phisch positiv®, u = 0, wenn u # 0 ist und die erste nicht verschwindende Komponente
positiv ist. Ein Vektor u € R™ heifit ,lexikographisch kleiner (grifer) als ein v € R™,

wenn v—u > 0 (u—v = 0). Damit ist auf dem R"™ eine “Ordnung” erklirt.

Der Simplex-Algorithmus sei gestartet mit einer Ecke 25 mit der Basis B(z™) =

{a1,...,an} (gegebenenfalls nach Umbenennung der Variablen). Damit ist 5% =
{1,...,m}. Zur Einfithrung einer erweiterten Auswahlregel werden die Parameter oy
und -~y auch fiir k& € I erklirt durch

Qi = =0, =0, i,k &I

Hilfssatz 8.4: Fiir die durch die Darstellungen

a; =Y cpar, i€{l,....n} (8.2.20)

kelo

eindeutig bestimmten Zahlen c;, gilt:

Cri = —Qhk, ke {L R TL} ’ i€ IStaTt. (8221)
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Beweis: Fiir i,k € [start ist nach Definition
)
Qi = éki - Cli-

Sei nun x € M beliebig. Dann gilt

> Am—altai=— > wmai=— Y w > cwar=— Y (> cum)a

ielstart Z‘é]start ig[start keIstart ielstart kg[start
und folglich wegen der linearen Unabhingigkeit von B(z°)

0 . tart
T —x; = — E CriTy, 1€ %
kg[start

Da die «y in der Darstellung (8.2.10) eindeutig bestimmt sind, ergibt sich notwendig
cri = —ag (k€ 1) Q.E.D.

Sei nun 2° eine im Verlaufe des Verfahrens erreichte Ecke und ¢ € I° der Austausch-
index. Zur Bestimmung des Index p € I° bilde man fiir alle r € I° mit

7 z5
=max ——, Qg <0, (8.2.22)

[ @jq<0 Qjq

die Vektoren

JZO (0% (0% T

rl rm 1

u;( L _) e R
Qlrq Qrq Qlrq

Auswahlregel (f{) Der Index p € I° wird dann als derjenige mit der Figenschaft
(8.2.22) gewdhlt, so dass uP der lexikographisch grofste unter den u’” ist.

Im Falle, dass der ,maximale Index in (8.2.22) eindeutig bestimmt ist, stimmt die
Auswahlregel (R) offenbar mit (R) iiberein. Ansonsten ist durch (R) eindeutig ein p € I°
festgelegt; denn gibe es keines, so wiren fiir zwei p,p’ € 19 die Vektoren u?, u” iden-
tisch. Dies bedeutete aber, dass die quadratische Matrix (cuk)ie0 g—1,.m zwel zueinander
proportionale Zeilen hiitte und somit singulédr wére. Nach Hilfssatz 8.4 wire dann auch
(Cik)izt,...mrero singulér im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Vektoren in

B(z°) und B(z@r) .

Der Ecke ¥ ordnen wir nun den folgenden Vektor zu:

0o_ /. T.0 . i T m-+1
v=(c"2" 10—y O —Ym) ER

Hilfssatz 8.5 (Reduktionssatz): Beim Eckenaustausch 2° — x' unter der Bedingung
der Auswahlvorschrift (R) wird der Vektor v° durch einen lexikographisch kleineren Vek-
toren v' ersetzt.

Beweis: Die Indexmenge [° wird ersetzt durch ' = (I°\{p}) U {¢q} . Die ~; werden
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nach den folgenden Regeln transformiert:

kel’, k#q: ’Yk_>'7k_7q%
k=gq: 'yq—>0:'yq—7qz—z‘;
kg1, k+#p: Vi — 0
k=p: T Vaam =T~ Va2 (=0, ap=-1).
Ferner gilt: cr'z0 —>ch0—sz—§1.

Fiir den zur neuen Ecke 2! gehérenden Vektor v' € R™*! gilt also:

0
mp/apq
—ay /@
vlzvo—yq P :vo—yqup.
— Ol [ Cpq
Da v, < 0, apy < 0 bleibt zu zeigen, dass der Vektor w? = (ZL‘g, —pty e —pm) T €

R™*+! Jexikographisch positiv ist. Dies geschieht durch Induktion bzgl. der Zahl der durch-
gefiithrten Verfahrensschritte.

(i) Die zur Ausgangsecke 2™ gehérenden Vektoren w* (k= 1,...,m) sind trivialer-

weise lexikographisch positiv, denn es ist 20 >0 und —ay; = 6 (i = 1,...,m).
(i) Sei 2 eine im Verlaufe des Verfahrens auftretende Ecke, und alle zu 2° gebildeten
Vektoren w* (k € I°) seien lexikographisch positiv. Beim Ubergang von z° zur

Ecke x! ergeben sich die zugehorigen Vektoren w* (k € I') wie folgt:

0 T
1 . k 0 Qg QpqQpl Qg Opm
kel', k#q: w" = (fﬂk_ﬁ,—ava;—m,---,—Oékm‘*‘;—m)
— bk — Zka P
Apq

0 T
~ T « a 1
— . q — P pl pm — P
k=gq: w! = (apq,—i—am,...,—l—am) = oW

Hieraus entnehmen wir mit der Induktionsannahme:

Qg
Qpq

kel', k#q: a) ag>0= 0" =uwk+ w’ >0,

.
b) ag, < 0= Auswahlregel (R) : u” > u*

N
ok — k _ Qkq p
= W" = Qe gy Qg > 0,

k=gq: w! = |—=—| wP >0.
Qpq

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.
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Wir fassen die Ergebnisse der bisherigen Uberlegungen zusammen:

Satz 8.2 (Erweiterter Simplex-Algorithmus): Unter der obigen Voraussetzung an
die Ausgangsecke liefert der Simplex-Algorithmus mit der Auswahlregel (f{) i endlich
vielen Schritten eine Losung des kanonischen Problems (I1) oder die Bestitigung seiner
Unlosbarkeit.

Beweis: Nach Hilfssatz 8.5 kann aufgrund der Auswahlregel (R) keine Basis von Spal-
tenvektoren von A zweimal auftreten, denn durch die Ecke 2 und eine zugehorige Basis
B(2%) ist der Vektor v° eindeutig bestimmt. Zyklen werden also vermieden. Q.E.D.

8.3 Ubungsaufgaben

Ubung 8.1: Man bringe die folgenden Optimierungsaufgaben in die kanonische Form
eines , linearen Programms®:
a) Q(r) := x1 + x5 + 23 — min!
21 >0, 29 >0, 21+ 229 <5,
Ty +x3 <0,
31y — 4wy < 1.

b) Q(z) := |z1]| + |22 + |23] — min!
T+ <1,
221 + 23 < 3.

Ubung 8.2: Man lose die folgende Optimierungsaufgabe grafisch:

Q(z) := 221 + 29 — min!
2120, 192>0, =221 +axp < -2,
T, — 219 < 2,
—x1 — xo < —5.

Ist die Aufgabe losbar, wenn Q(z) — max! gefordert wird?

Ubung 8.3: a) Man wende den GauB-Jordan-Algorithmus auf die folgende 3 x 3-Matrix
an:
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Mit Hilfe des Ergebnisses bestimme man alle y € R3, fiir die das Gleichungssystem
Ax =y eine Losung besitzt, sowie die jeweilige Losungsmenge.

b) Man implementiere den GauB-Jordan-Algorithmus fiir allgemeine m x n-Matrizen in
einer Programmiersprache eigener Wahl und verifiziere damit die gefundene Losung zu

Teil (a).
Ubung 8.4: Man lose die lineare Optimierungsaufgabe

Q(x) := z1 + 3x2 + 3 — max!
2; >0, i=1,...,5,
5x1 + 3ze < 3,
T1 + 229 + 4wy < 4,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. (Hinweis: Man tiberfithre das System durch Einfithrung
von ,,Schlupfvarablen® in Normalform und rate eine Startecke.)

Ubung 8.5: Man lse die lineare Optimierungsaufgabe

Q(z) := 421 + 29 + 23 — min!
x>0, i=1,...,3,
2x1 + 19 + 223 = 4,
3x1 + 3x9 + 13 = 3,

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens. Eine Startecke verschaffe man sich durch die Vorlauf-
rechnung (Phase I).

Ubung 8.6: Man lose das lineare Programm

Qz) = %1:1 — 2029 + %I’g — 624 — max/!,
2 >0, i=1,...,4,
Ty — 8wy — 234 924 <0,
Loy — 1229 — %Ig + 324 <0,

2
x3S17

mit Hilfe des Simplex-Verfahrens unter Verwendung

a) der Auswahlregel (R), ergiinzt um die Vorschrift, dass kleinste mogliche p € I° zu
wéhlen;

b) der Auswahlregel (R).
In beiden Féllen sei g ¢ I° so bestimmt, dass 7, = min{y| 7 < 0, k ¢ I°}, und dass ¢
der kleinste dieser Indizes ist.

¢) Man implementiere Phase IT des Simplex-Algorithmus fiir lineare Programme in Nor-
malform fiir den Fall einer bekannten Startecke z(® € M und eines Ausgangstableaus.
Man verifiziere damit die unter (a) bzw. (b) gefundene Optimallésung,.





