7 Eigenwertaufgaben

Im Folgenden betrachten wir quadratische Matrizen A € K"*™ mit Elementen aus K = R
oder K=C.

Definition 7.1: (i) Eine Zahl X € C ist ,Eigenwert* von A, wenn es einen zugehirigen
LSFigenvektor® w € C*,w # 0, gibt mit Aw = \w . Die Figenwerte sind gerade die
Nullstellen des ,charakteristischen Polynoms* x4 wvon A

xa(z) =det(A —2I) = (=1)"2" +b2" "+ ... +b,.

Es gibt genau n (ihrer Vielfachheit als Nullstelle entsprechend oft gezihlte) Figenwerte
m C , welche sich unabhdngig voneinander bestimmen lassen.

(ii) Man spricht vom ,partiellen Eigenwertproblem*, wenn nur einzelne Eigenwerte (etwa
der kleinste oder der grifite) und gegebenenfalls die zugehorigen Figenvektoren gesucht
sind, und vom vollstindigen FEigenwertproblem®, wenn alle Figenwerte und eventuell
zugehorige Eigenvektoren berechnet werden sollen.

Ist ein Eigenwert A bekannt, so erhilt man die zugehorigen Eigenvektoren als Losung
des homogenen Gleichungssystems (A—Al)w = 0. Umgekehrt bestimmt ein Eigenvektor
w eindeutig den zugehorigen Eigenwert etwa durch den sog. ,, Rayleigh!’-Quotienten*

A= (A'UJ, 7‘12])2
[[wll3
Dabei bezeichnen wieder (-,-)s das euklidische Skalarprodukt und || - ||» die zugehorige

Vektornorm. Im Folgenden stellen wir einige Tatsachen und Definitionen der linearen
Algebra zusammen: Das charakteristische Polynom einer Matrix A € K"*" besitzt mit
seinen paarweise verschiedenen Nullstellen \; (den Eigenwerten von A) die Darstellung

m

XA(Z) = H (Z - )\i)al , Z o; =n.

i=1

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A; bilden einen Unterraum von C", den sog. , geome-
trischen Eigenraum® zu J\;, mit der Dimension p; = dim(Kern(A — AI)) . Es heiflen o;
die ,algebraisch® und p; die ,,geometrische” Vielfachheit von ;. Es ist stets p; < oy .

Beispiel 7.1: Die Bedeutung der folgenden Matrizen C,,(A\) liegt darin, dass aus ihnen
die sog. ,,Jordansche? Normalform* einer Matrix A aufgebaut ist (sieche Abschnitt 7.3):

!John William Strutt (Lord Rayleigh) (1842-1919): Englischer Mathematiker und Physiker; forschte
zuniichst als (adliger) Privatgelehrter, 1879-1884 Professor fiir experimentelle Physik in Cambridge; fun-
damentale Beitrége zur theoretischen Physik: Streutheorie, Akustik, Elektro-Magnetismus, Gasdynamik.

2Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922): Franzosischer Mathematiker; Professor in Paris; Bei-
trige zur Algebra, Gruppentheorie, Analysis und Topologie.

221



222 KAPITEL 7. EIGENWERTAUFGABEN

Cn(N) = e K™ Eigenwerte: X € C

Xen)(2) = (A=2)" = o=m, Rang(C,,(A)=A)=m-1 = p=1.

Der naheliegende Weg zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A € K"*" wére
die Bestimmung der Koeffizienten ihres charakteristischen Polynoms p4(z) und die an-
schlieBende Berechnung der Nullstellen von x4(z) mit einem geeigneten numerischen
Verfahren. Dieses Vorgehen ist jedoch i. Allg. nicht angeraten, da die Nullstellenbestim-
mung bei Polynomen ein hochgradig schlecht konditioniertes Problem ist, obwohl das
urspriingliche Eigenwertproblem, wie wir sehen werden, meist gut konditioniert ist.

Beispiel 7.2: Sei A € R?*?° symmetrisch mit Eigenwerten \; =j, j =1,...,20:

20
xa(z) = H (z—j) =2 =2102" + ... + 20!
7=l bl b20

Der Koeffizient b; sei gestort: by = —210 + 2723 ~ —210, 000000119 .. . .,

by — b

~ 10719,
by

relativer Fehler

Das gestorte Polynom ya(z) hat dann u. a. die Wurzeln: Ay ~ 16,7 £ 2, 8i.

Uber das charakteristische Polynom werden die Eigenwerte nur fiir sehr einfach struk-
turierte Matrizen berechnet, bei denen dies méglich ist, ohne die Koeffizienten von x4(z)
auszurechnen. Dies sind u. a. , Tridiagonalmatrizen“ und allgemeiner sog. ,Hessenberg®
-Matrizen®.

Tridiagonalmatrix Hessenberg-Matrix
a; by ayp - Q1n
Cy . Q21

bn—l - Ap—1n
Cn, G, 0 an,n—l (€279

3Karl Adolf Hessenberg (1904-1959): Deutscher Elektroingenieur; arbeitete zunichst an der TU Darm-
stadt und dann bei AEG; Dissertation ,,Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenlosungen linearer Glei-
chungssysteme®, TU Darmstadt 1942.
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7.1 Konditionierung des Eigenwertproblems

Hilfssatz 7.1 (Stabilitit): Seien A, B € K™ beliebige Matrizen und ||-|| eine natirli-
che Matrizennorm. Dann gilt fir jeden Figenwert X\ wvon A, der nicht zugleich auch
Eigenwert von B ist, die Beziehung

I\ — B)"'(A—B)| > 1. (7.1.1)

Beweis: Ist w Eigenvektor zum Eigenwert A von A, so folgt aus der Identitét
(A—B)w= (A — B)w,

wenn A kein Eigenwert von B ist,
(M —B) " (A-B)w=w.

Also ist M —B)-1(A_B
1< sup MMZBA=Blal_ o gy,
€K\ {0} H37||

was zu zeigen war. Q.E.D.

Als Folgerung aus Hilfssatz 7.1 erhalten wir zundchst den wichtigen EinschlieBungssatz
von Gerschgorin? (1931).

Satz 7.1 (Satz von Gerschgorin): Alle Eigenwerte einer Matriz A € K™*" liegen in
der Vereinigung der sog. ,,Gerschgorin-Kreise“

n

Kj::{zecz|z—ajj|§ 3 |ajk|}, j=1,...,n. (7.1.2)

k=1,k#j

Sind die Mengen U = UY) Kj, und V = U}, K; \ U disjunkt, so liegen in U genau m
und in 'V genau n —m Figenwerte von A (mehrfache Eigenwerte ihrer algebraischen
Vielfachheiten entsprechend oft gezihlt).

Beweis: (i) Wir setzen B = D = diag(a;;) in Hilfssatz 7.1 und nehmen die ,maximale
Zeilensumme* als natiirliche Matrizennorm. Damit folgt dann fiir A # a;;:

n

_ 1
[(M — D)™ (A = D)l = max, h—a| Z |agi| > 1,

W =1k

d. h.: A liegt in einem der Gerschgorin-Kreise.

4Semyon Aranovich Gershgorin (1901-1933): Russischer Mathematiker; seit 1930 Professor in Lenin-
grad (St. Petersburg); arbeitete iiber Algebra, Funktionenthorie, Differentialgleichungen und Numerik.
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(i) Zum Beweis der zweiten Behauptung setzen wir A; = D +t(A — D). Offenbar liegen
genau m Eigenwerte von Ay = D in U und n —m Eigenwerte in V. Dasselbe folgt
dann auch fiir A; = A, da die Eigenwerte von A, stetige Funktionen von ¢ sind. Q.E.D.

Der Satz von Gerschgorin liefert sehr viel genauere Informationen iiber die Lage der
Eigenwerte A von A als die uns schon bekannte grobe Abschitzung |\ < ||A]|« . Die
Matrizen A und AT haben dieselben Eigenwerte. Durch Anwendung von Satz 7.1 auf
AT erhilt man oft eine weitere Verschirfung der Abschiitzung fiir die Eigenwerte.

Beispiel 7.3:

1 01 —-0.2
A= 0 2 04 Al = 3.2, ||All; = 3.6.
-02 0 3
K, = {z€eC: |z-1/<03} KI' = {zeC:|z—-1]<0.2}
Ky, = {ze€C: |z—-2|<04} KI' = {zeC:|z-2[<0.1}
K; = {z€C:|z-3]<0.2} KI' = {zeC: |z2-3|<06}

A —11<02, [A—2/<0.1, [As—3]<02

[Alle — 1AllL
o0 C)
1 2 3

Abbildung 7.1: Gerschgorin-Kreise

Weiter erhalten wir mit Hilfssatz 7.1 den folgenden Stabilitétssatz:

Satz 7.2 (Stabilitéitssatz): Sei A € K™ eine Matriz, zu der es n linear unabhdingige
FEigenvektoren {wy,...,w,} g¢ibt, und sei B € K"™™ eine zweite Matriz. Dann gibt es
zu jedem Figenwert \(B) von B einen Eigenwert A(A) von A, so dass mit der Matriz
W =[wy,...,w,] gilt:

IA(A) = A(B)| < condy(W) A = BJf,. (7.1.3)
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Beweis: Die Eigenwertgleichungen Aw® = \;(A)w® lassen sich in der Form AW =
W - diag(A\i(A)) schreiben mit der reguldren Matrix W = [wy, ..., w,]. Also ist

A =W diag(\(A)) W1

d. h.: A ist “dhnlich” zu der Diagonalmatrix A = diag(Ai(A)). Wenn A = A(B) nun kein
Eigenwert von A ist, so gilt

I = A) o = WAL = A)~ Wy
< W W2l = A) 72
= condy(W) max [\ — M(A)E.

Hilfssatz 7.1 ergibt dann die Behauptung. Q.E.D.

Fiir hermitesche Matrizen A € K"*" existiert eine Orthonormalbasis des K" von
Eigenvektoren, so dass die Matrix W in Satz 7.2 als unitdr angenommen werden kann:
WW?T = I.In diesem Fall gilt dann:

conds(W) = [WT||, W], = 1. (7.1.4)

Wir fassen die gefundenen Ergebnisse zusammen.

Regel 7.1: Das Eigenwertproblem hermitescher Matrizen ist gut konditioniert, wahrend
das allgemeine Eigenwertproblem je nach Grifle von conds(W) beliebig schlecht kondi-
tioniert sein kann.

7.2 Iterative Verfahren

Im Folgenden betrachten wir ein iteratives Verfahren zur Losung des partiellen Eigen-
wertproblems einer Matrix A € K™*™ .

Definition 7.2: Die ,Potenzmethode® nach v. Mises® erzeugt ausgehend von einem Start-

vektor 20 € C* mit ||2°|| =1 eine Folge von Iterierten 2 € C*, t =1,2,..., durch
st A t—1 t z
F=A = IE2R (7.2.5)

5Richard von Mises (1883-1953): Ostereichischer Mathematiker; Professor fir Angewandte Mathe-
matik und Mechanik in Strafburg (1909-1918), in Dresden und dann Grinder des neuen Instituts
fiir Angewandte Mathematik in Berlin (1919-1933), danach Emigration in die Tirkei (Istambul) und
schlieflich in die USA (1938); Professor an der Harward University; wichtige Beitrdge zur theoreti-
schen Strémungsmechanik (Einfihrung des ,,Spannungstensors®), Aerodynamik, Numerik, Statistik und
Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Fiir einen beliebigen Index k € {1,...,n} (etwa den der ,mazimalen® Komponente von
24 ) wird gesetzt

(Azt)k'

t.__
X =
k

(7.2.6)

Zur Normierung wird tiblicherweise ||| = | - |le oder || -] = - ||2 verwendet. Zur
Analyse dieses Verfahrens nehmen wir an, dass die Matrix A ,diagonalisierbar®, d. h.
dhnlich zu einer Diagonalmatrix, ist. Dies ist, dquivalent dazu, dass A eine Basis von
Eigenvektoren {wy, ..., w,} besitzt (Ubungsaufgabe). Diese Eigenvektoren w; seien nor-
miert. Wir nehmen weiter an, dass der Startwert z° eine nichttriviale Komponente bzgl.
wy, besitzt. Dies ist keine wesentliche Einschrankung, da aufgrund des unvermeidbaren
Rundungsfehlers dieser Fall im Verlauf der Iteration sicher einmal eintritt

Satz 7.3 (Potenzmethode): Die Matriz A sei diagonalisierbar und ihr betragsgrifiter
Figenwert sei separiert von den anderen Figenwerten, d. h.: |\,| > |\, @ # n. Ferner
habe der Startvektor z° eine nichttriviale Komponente bzgl. des zugehirigen FEigenvektors
w,, . Dann gibt es Zahlen o, € C, |oy| =1, so dass

|28 — opw,| =0 (t — o), (7.2.7)
und es gilt
An—1|t
oy n
A=A, 0( v ) (t = 00). (7.2.8)

Beweis: Sei zO:ZLI a;w; die Basisdarstellung der Startvektoren. Fiir die Iterierten 2!
gilt
. gt AZt71 Agtfl ||2t71” AtZO
Z = = =

1240 A ] Az T At

Ferner ist
n

n-1
At0 = Z aAjw; = Ao, {w" T Z % (;Z )twi}

=1 i=1

und folglich wegen |\;/\,| <1,i=1,...,n—1,
A" = MNa{w, +0(1)}  (t = 00).

Dies ergibt
t_ Apon{w, +o(1)} _ AnQn
] lw, o) Xl
—

= 0y

z w, + o(1).
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Die Iterierten z' konvergieren also gegen span{w, }. Weiter gilt (wegen «,, # 0)

o (A2 _ (A1) A%

A [AROYL (A0

B )\ﬁjl{anwn,k + Z?;ll Oéi(%)wrlwi’k}
A L g+ 00 i (25) wi g}

n

An—l ¢
An

< |3

v

) (t — 00).

Q.E.D.

Die Konvergenz der Potenzmethode ist um so besser, je mehr der betragsgrofite Ei-
genwert A, von den iibrigen betragsmafig separiert ist. Der Konvergenzbeweis lésst sich
verallgemeinern fiir diagonalisierbare Matrizen, bei denen der betragsgrofite Eigenwert
zwar mehrfach sein kann, aber |\,| = |\;| notwendig A, = X; impliziert. Fiir noch
allgemeinere Matrizen ist die Konvergenz nicht mehr gesichert.

Bei hermiteschen Matrizen erhélt man im Rahmen der Potenzmethode bessere Eigen-
wertndherungen mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten:

Moo= (A2, | =1 (7.2.9)
In diesem Fall kann {wy,...,w,} als Orthonormalsystem gewéhlt werden, so dass gilt:

A — (AH_lZOv Atzo) _ Z?:l ‘O‘iP)‘?tH
AR T e
MRl UGS w T et ST
B A2 {]a | + Z?:l o (AilAn)? } - An .

Die Konvergenz der Eigenwertndherungen ist hier also doppelt so schnell wie im nicht
hermiteschen Fall. Fiir die praktische Rechnung ist die einfache Potenzmethode nur be-

dingt brauchbar, da sie schlecht konvergiert, wenn |\, ;/A\,| ~ 1 ist, und auch nur den
betragsgrofiten Eigenwert liefert.

Eine Weiterentwicklung der Potenzmethode ist die sog. ,, Inverse Iteration“ nach Wie-
landt®. Hier wird davon ausgegangen, dass man bereits eine gute Niherung A fiir einen
Eigenwert A, der Matrix A kennt (durch EinschlieBungssitze oder andere Verfahren),
so dass gilt:

e =N < N=A, i=1 ik (7.2.10)

P

Im Falle A\ # A hat (A — AI)~! die Eigenwerte p; = (\y — A", i =1,...,n, und es
gilt:

1
=l
e — A

‘ 1
A= A

. i=1,...,n, i#k (7.2.11)

SHelmut Wielandt (1910-2001): Deutscher Mathematiker; Professor in Mainz (1946-1951) und Tiibin-
gen (1951-1977); Beitriige zu Gruppentheorie, Lineare Algebra und Matrix-Theorie.
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Definition 7.3: Die sog. inverse Iteration® besteht in der Anwendung der Potenzme-
thode auf die Matriz (A— 5\])’1 mit einer a priori Schitzung X zum gesuchten Eigenwert
Ak . Ausgehend von einem Startvektor 2° werden Iterierte z' bestimmt als Lisungen der
Gleichungssysteme

t

= 2 =12, (7.2.12)

EIN o

(A=Xzt =271 2

Die zugehorige Eigenwertndherung wird bestimmt durch

e m7 (A= X)z"), # 0, (7.2.13)

oder im symmetrischen Fall wieder mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten.

Aufgrund der Aussagen iiber die Potenzmethode liefert die inverse Iteration also fiir eine
diagonalisierbare Matrix jeden Eigenwert, zu dem bereits eine hinreichend gute Néherung
bekannt ist.

Beispiel 7.4: Wir wollen die eben beschriebenen Verfahren auf die Modellmatrix aus
Abschnitt 6.3 anwenden. Zur Bestimmung der Schwingungsformen und Frequenzen einer

iiber dem Bereich 2 gespannten Membran (Trommel) hat man das Eigenwertproblem
des Laplace-Operators

0w Pw .
—@(%Q) - a—yz(l’ay) = pw(z,y) fir (z,y)€Q,

w(z,y) =0 fur (z,y)e€ o,

(7.2.14)

zu losen. Man kann zeigen, dass dieses Problem eine abzéhlbar unendliche Folge von
reellen, positiven Eigenwerten besitzt. Der kleinste von diesen iy, > 0, beschreibt ge-
rade den Grundton der Trommel und die zugehorige Eigenfunktion wy,;, die zugehorige
Grundschwingungsform. Die Diskretisierung dieses Problems mit Hilfe des oben schon
eingefiithrten 5-Punkte-Differenzenapproximation fithrt auf eine Matrizeneigenwertaufga-
be

Az =)z, \=h%u (7.2.15)

mit derselben Blocktridiagonalmatrix A wie beim Randwertproblem. Unter Verwendung
der Bezeichnungen des Abschnitts 6.3 lassen sich deren Eigenwerte explizit angeben durch

At = 4 — 2(cos(khr) + cos(lhm)), k,l=1,...,m.

Von Interesse ist nun offenbar insbesondere der kleinste Eigenwert A,;, von A, der
mit A 2 A\nin & fmin €ine Approximation zum kleinsten Eigenwert des Ausgangsproblems



7.3. REDUKTIONSMETHODEN 229

(3.2.9) liefert. Fiir A;, und den darauffolgenden Eigenwert A* > A\, gilt offenbar

Amin = 4 — 4 cos(hr) = 20°h* + O(h?),
N =4 — 2(cos(2h7) + cos(hr)) = 5n°h? + O(h*).

Zur Berechnung von A.;, konnte die inverse Iteration (mit Shift A = 0) verwendet
werden. Dies erfordert in jedem Iterationsschritt die Losung eines Gleichungssystems

Azt =1 (7.2.16)
Fiir die zugehorige Eigenwertnaherung

NCERS

NEE (7.2.17)

gilt dann mit dem auf A.;, folgenden Eigenwert A* > A, die Konvergenzaussage
IN — Main] = Anin/ A =~ (0,4)%, (7.2.18)

d. h.: Die Konvergenzgeschwindigkeit ist unabhingig von der Gitterweite h bzw. der
Dimension n = m? ~ h~2? der Matrix A. Allerdings miisste zur Erzielung einer vorge-
gebenen Genauigkeit fiir die Approximation p! = h=2\* die Toleranz mit h~2 skaliert
werden, was wiederum eine logarithmische h-Abhédngigkeit der erforderlichen Iterations-
zahl einfiihrt.

In(eh?)
In(0,4)

t(e) ~ ~ In(n). (7.2.19)

Dieser Weg zur Berechnung von pu,;, wire damit sehr aufwendig, wenn die Losung der
Probleme (3.2.11) etwa mit Hilfe des PCG-Verfahrens auf maximale Genauigkeit erfolgen
wiirde. Zur Aufwandsreduktion konnte man die Abbruchgenauigkeit der CG-Iteration am
Anfang niedrig ansetzen und sie erst im Laufe der dufleren Iteration sukzessive erhéhen.

7.3 Reduktionsmethoden

Wir rekapitulieren einige fiir das Folgende wichtigen Eigenschaften ,dhnlicher* Matrizen.

Definition 7.4: Zwei Matrizen A, B € C"*™ heiffen ,dhnlich®, in Symbolen A ~ B,
wenn es eine requlire Matriz T € C*™ gibt, so dass gilt:

A=T"'BT. (7.3.20)

Wegen
det(A—zI) = det(T B —2IT)

(7.3.21)
= det(T™") det(B — zI) det(T) = det(B — zI)
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haben dhnliche Matrizen A, B dasselbe charakteristische Polynom und folglich dieselben
Eigenwerte. Ist A ein Eigenwert von A mit Eigenvektor w, so ist wegen

Aw =T 'BTw = \w

offenbar Tw ein Eigenvektor von B zum FEigenwert . algebraische und geometrische
Vielfachheiten von Eigenwerten #hnlicher Matrizen stimmen also iiberein. Es liegt nun
nahe, eine gegebene Matrix A durch eine Folge von Ahnlichkeitstransformationen

A=AQ =T7A0T, = Q... =T7PAOT, = .. (7.3.22)

auf eine Form zu bringen, fiir welche Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren leicht zu
bestimmen sind. Dies ist die Vorgehensweise der sog. ,,Reduktionsmethoden®. Wir geben
dazu (ohne Beweis) eine Reihe von grundlegenden Resultaten an:

Satz 7.4 (Jordansche Normalform): Die Matriz A € C™™ habe die (paarweise ver-
schiedenen) Eigenwerte X\;, i = 1,...,m, mit Vielfachheiten o; und p;. Dann gibt es
Zahlen 7”,(;) eNLk=1,...,p, 0 = ry) + ...+ 7’;(,? , so dass A dhnlich ist zu einer
Jordanschen Normalform

C,n ()

Cop (A1)
Ja =
Cr(m) ()\m)

1

C. i (Am)

L Pm -

Die Zahlen r,(f) sind dabei bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmdt.

Lésst man als Ahnlichkeitstransformation nur solche mit unitéren Matrizen zu, so gilt
der folgende Satz von Schur”:

Satz 7.5 (Schursche Normalform): Die Matric A € C**" habe die (ihrer algebrai-
schen Vielfachheiten entsprechend oft gezihlten) Eigenwerte X\;, i =1,...,n. Dann gibt

Issai Schur (1875-1941): Russisch-Deutscher Mathematiker; Professor in Bonn (1911-1916) und in
Berlin (1916-1935), wo er eine berithmte mathematische Schule begriindete; wegen seiner jiidischen Her-
kunft verfolgt emmigrierte er 1939 nach Palestina; fundamentale Arbeiten insbesondere zur Darstellungs-
theorie von Gruppen und zur Zahlentheorie.
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es eine unitire Matriz U € C™™ | mit der gilt:

)\1 %
UTAU = . : (7.3.23)
0 An
Ist A € C™™ hermitesch, AT = A, so ist auch UTAU hermitesch. Folglich sind her-

mitesche Matrizen A € C™" stets,, ‘unitir-ihnlich® zu einer Diagonalmatriz, UT AU =
diag(\i), d. h. ,diagonalisierba*.

Hilfssatz 7.2 (Diagonalisierbarkeit): Fir eine Matriz A € C*™" sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) A ist diagonalisierbar.
(ii) Es gibt eine Basis des C" aus Figenvektoren von A.

(iii) Fiir alle Eigenwerte von A ist die algebraische gleich der geometrischen Vielfachheit.

Beweis: Ubungsaufgabe. Q.E.D.

Die direkte Transformation einer gegebenen Matrix auf Normalform ist i. Allg. nur
bei vorheriger Kenntnis der Eigenvektoren in endlich vielen Schritten moglich. Daher
transformiert man in der Praxis eine Matrix zunéchst nur in eine einfachere Form (z. B.
Hessenberg-Form) und wendet auf diese dann andere Verfahren an:

A=AQ 5 AD =7 AO T 5 A = A= D

Die Transformationsmatrizen T} sollten dabei explizit durch die Elemente von AG—D
angebbar sein. Ferner sollte das Eigenwertproblem der Matrix A® = T[lA(i_l) T; nicht
wesentlich schlechter konditioniert sein als das von AG=1

Sei ||| eine natiirliche Matrizennorm zur Vektornorm ||-|| auf C™. Fiir zwei dhnliche
Matrizen B ~ A gilt dann

B=T'AT, B+éB=T ' (A+6A)T, SA=T§BT ",

bzw.

IB] < cond(T) |A]l,  [[6A]] < cond(T) [[6B]}.
Folglich ist

15A] , 98]
— < cond(T)* —. 7.3.24
Al O] (7.3.24)

Fiir grofe cond(T) > 1 werden also kleine Anderungen in B die Eigenwerte unter
Umsténden wesentlich stiarker verfilschen als solche in A. Um die Gutartigkeit der Re-
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duktionsmethode zu garantieren, hat man wegen
cond(T) = cond(Ty...Ty) < cond(Ty) - ... - cond(Ty,)

die Matrizen T; so zu wihlen, dass cond(T;) nicht zu groB wird. Dies ist insbesondere
bei den folgenden drei Typen von Transformationen der Fall:

a) Drehungen:

1

cos(p)

sin(y)

—sin(ep)

= cond,,(T) = 1.

cos(i)

b) Spiegelungen (Householder-Transformationen):
T =I—2ui’ = cond,,(T) = 1.

Die Householder-Transformationen sind unitdr und folglich ist ihre Spektralkondition
gleich cond,(T) = 1.

¢) Eliminationen

] . . ikl €1 = condy (T) < 4.
i1,

Im Folgenden betrachten wir nun das Eigenwertproblem reeller Matrizen. Die Grund-
lage des sog. ,,Householder-Verfahrens“ ist der folgende Satz:

Satz 7.6 (Hessenberg-Normalform): Zu jeder Matriz A € R™" existiert eine Folge
von Householder-Matrizen T, i =1,...,n—2, so dass TATT mit T =T, _...T| eine
Hessenberg-Matriz ist. Fiir symmetrisches A ist TATT eine Tridiagonalmatriz.
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Beweis: A = [ay,...,a,], a; Spaltenvektoren von A. Im ersten Schritt wird u; =
(0,12, ..., u1,) T € R™, ||usl]2 = 1, so bestimmt, dass mit Ty = I —2uyul gilt:

Tia; € Span{ey, es}

Damit gilt dann

aiy a1g ... Qip 1 ‘ 0 ... Q11 *
AV =T AT = | ///] ] = 0] = /]
PN 1
0 E 0 AWM
TlA TlT

Im néchsten Schritt wendet man eine analoge Prozedur auf die reduzierte Matrix A1)
an. Nach n—2 Schritten erhilt man so eine Matrix A®™~2?)  welche offenbar Hessenberg-
Gestalt hat. Mit A ist auch AM) = T3 AT} symmetrisch und folglich auch A2 . Dann
ist A2 als symmetrische Hessenberg-Matrix eine Tridiagonalmatrix. Q.E.D.

Fiir eine symmetrische Matrix A € R™*" erfordert das Householder-Verfahren zur
Reduktion von A auf Tridiagonalform %n3 + O(n?) a. Op.. Zur Reduktion einer allge-
meinen Matrix auf Hessenberg-Form sind 2n® 4+ O(n?) a. Op. erforderlich. In diesem Fall
erweist sich die folgende Methode von Wilkinson als giinstiger; sie erfordert nur etwa halb
soviele Operationen. Zur Reduktion einer Matrix A € R™*"™ auf Hessenberg-Form werden

dabei Ahnlichkeitstransformationen mit Eliminationsmatrizen

_ p ; _ b }
1 1
E, 1= 1 P, E;_ll = 1 p
lpH,p 1 *lerLp 1
i Lnp 1 ] i lop 1 ]

und Permutationsmatrizen
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- p q -
1
1
0 1 p
1 ~1
Py = . . . J Py = Pogs
1
1 0 q
1
- 1 -
verwendet:
AD =TACYT T, = P, . (7.3.25)

Wie wir schon bei der Analyse der Gaufi-Elimination (mit Spaltenpivotierung) gesehen
haben, bewirkt die Multiplikation E,'A bzw. AE, die Subtraktion des [,-fachen (j =
p+1,...,n) der p-ten Zeile von der j-ten Zeile von A bzw. die Addition des [;,-fachen
der j-ten Spalte zur p-ten Spalte von A. Die Multiplikation P,,A bzw. AP,, bewirkt
die Vertauschung der p-ten mit der g-ten Zeile bzw. der p-ten mit der ¢-ten Spalte. Die
Matrizen P,, sind offenbar unitér und haben folglich die Kondition condy..(Ppq) = 1.
Die Eliminationsmatrizen E, haben zwar eine giinstige Kondition, cond.(E,) < 4, doch
zerstoren sie die eventuell vorhandene Symmetrie von A

Satz 7.7 (Reduktion auf Hessenbergmatrix): Zu jeder Matriz A € R™ " existiert
eine Folge von Permutations- und Eliminationsmatrizen P14, 1 =1,...,n—2, so
dass T-YAT mit T = Py By Pyig, s En_o eine Hessenberg-Matriz ist.

Beweis: Die Permutationsmatrizen P, , dienen allein der Stabilisierung des Eliminati-
onsprozesses durch Spaltenpivotierung; dadurch wird garantiert, daf8 stets |[;,,| <1 ist.
Im ersten Schritt ermittelt man zunéchst das Pivotelement in der 1-sten Spalte

und vertauscht die 2-te mit der p;-ten Zeile sowie die 2-te mit der p;-ten Spalte:

A/ = PQI’]APQPY



7.3. REDUKTIONSMETHODEN 235

Dann werden durch den Eliminationsschritt die Elemente in der 1-sten Spalte unterhalb

von ay, annuliert: A” = E; ' Py, APy, mit
o -
1 !
- aj1 .
Ellz —l32 1 y lj2:+, ]:3,...,71.
(21
—ln2 i

Die Ahnlichkeitstransformation erfordert noch die Multiplikation mit E; von rechts:

!
a1y ‘ g =0 Gy

1
AW = AR, = a/ﬂ‘a/m e db,
0 ‘ *

Dies bewirkt eine Addition von Vielfachen der k-ten Spalten, k = 3,...,n, zur 2-ten
Spalte, d. h.: Die Elemente der 1-ten Spalte werden nicht mehr veréndert. Nach n — 2
solcher Transformationen erhélt man eine zu A dhnliche Hessenberg-Matrix. — Q.E.D.

Das élteste Verfahren zur Reduktion einer gegebenen (hier reell symmetrischen) Matrix
auf Tridiagonalform stammt von Givens® (1958). Es verwendet Drehmatrizen der Form

— p q -
1
1
cos(a) e sin(«) p
1
Upg =
1
—sin(«) e cos(a) q
1
- 1 -

Dieser Algorithmus bendotigt aber etwa doppelt so viele a. Op. wie die Methode von
Householder, so dass wir hier nicht weiter darauf eingehen.

8 James Wallace Givens, 1910-1993: US-Amerikanischer Mathematiker: arbeitete am Oak Ridge Natio-
nal Laboratory; bekannt durch die nach ihm benannte Matrixtransformation ,, Givens-Rotation“ (,,Com-
putation of plane unitary rotations transforming a general matrix to triangular form*, STAM J. Anal.
Math. 6, 26-50, 1958).



236 KAPITEL 7. EIGENWERTAUFGABEN

7.4 Tridiagonal- und Hessenberg-Matrizen

Im Folgenden behandeln wir Verfahren zur Losung des Eigenwertproblems symmetrischer
Tridiagonalmatrizen und von Hessenberg-Matrizen, die durch Anwendung einer Redukti-
onsmethode aus einer allgemeinen Matrix erzeugt werden.

7.4.1 LR~ und QR-Verfahren

Sei A € R™™ zunéchst eine beliebige Matrix. Wir betrachten zwei iterative Verfahren
zur Losung des vollstédndigen Eigenwertproblems von A:

(I) Das ,,LR-Verfahren“ nach Rutishauser® (1958) erzeugt ausgehend von A®") := A eine
Folge von Matrizen A®, t € N, durch die Vorschrift

AY = LORY (LR-Zerlegung), AT .= ROLO. (7.4.26)
Wegen
1) — RO O — [L®1-1 O O [®
A = ROLO = (L0171 LORO [,
— A®

sind alle Tterierten A® #hnlich zu A und haben somit dieselben Eigenwerte. Unter
geeigneten Voraussetzungen an A ldsst sich zeigen, dass

)\1 *
lim A® = lim R® = , lim L0 =1, (7.4.27)
t—o0 t—o0 t—o0

0 An

wobei A; die Eigenwerte von A sind.

Das LR-Verfahren erfordert in jedem Schritt die Berechnung einer LR-Zerlegung und
ist folglich viel zu aufwendig fiir allgemeine vollbesetzte Matrizen. Bei Hessenberg-Matrizen
ist der Aufwand jedoch vertretbar. Der schwerwiegende Nachteil des LR-Verfahrens ist die
notwendige Voraussetzung der Existenz der LR-Zerlegungen A® = LOR®  Hat man nur
POAD = LOR® mit einer Permutationsmatrix P® # I, so braucht keine Konvergenz
vorzuliegen.

(IT) Das ,,QR-Verfahren* nach Francis'® (1961) gilt als das derzeit effizienteste zur Losung
des Eigenwertproblems von Hessenberg-Matrizen. Zur Umgehung der Hauptschwierigkeit
beim LR-Verfahren liegt es nahe, eine analoge Iteration mit Hilfe der stets existierenden

9Heinz Rutishauser (1918-1970): Schweizer Mathematiker und Informatiker; seit 1962 Professor an der
ETH Ziirich; Beitriige zu Numerische Lineare Algebra (LR-Verfahren: Solution of eigenvalue problems
with the LR transformation, Appl. Math. Ser. nat. Bur. Stand. 49, 47-81(1958).) und Analysis sowie zu
Grundlagen der Computer-Arithmetik.

19John F. G. Francis (1934-): Englischer Informatiker; arbeitete in mehreren Industriefirmen; bekannt
durch den von ihm gefundenen ,,QR-Algorithmus® zur Eigenwertberechnung: ,, The QR transformation.
A unitary analogue to the LR transformation®, Computer J. 4, 265-271 (1961/1962).
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QR-Zerlegung anzusetzen:
AL = QORY  ATD .= ROQ® ¢ e N, (7.4.28)

wobei Q) unitdre und R® rechte obere Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonalele-
menten sind. Die QR-Zerlegung wird etwa mit Hilfe des Householder-Verfahrens vor-
genommen. Auch hier kommt aus Okonomiegriinden nur eine Anwendung auf einfach
strukturierte Matrizen wie Hessenberg-Matrizen in Frage. Wegen

t+1) _ p®) 1) — T HO pt) H®

A RYQ QY QYRYQ
H/—/
=A®

sind wieder alle Iterierten A® #hnlich zu A. Zum Nachweis der Konvergenz des QR-
Verfahrens benotigen wir den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 7.3: Es seien E®) € R™" t € N, regulire Matrizen mit lim E® = I und
E® = QWRWY zugehirige QR-Zerleqgungen. Dann gilt notwendig

lim QY =1 = lim RY. (7.4.29)

t—o0 t—o0
Beweis: Wegen

I = Il = |QVRD = QUQW" ||y = IR = Q" ||, 0

konvergiert q](Q — 0(t = o0), j < k. Dies erzwingt wegen

U — 0 (]
g * O *
]:Q(t)Q(t)T _ N
* ] [
i ol 11— 0 my

notwendig (

@) =41, ¢ =0 (t—o0), j>k.
Also konvergiert Q® — diag(£1) (t — 0o). Wegen

QYURY =E® 5T (t—=00), 7;>0
ist also limy_.o @® = I. Dann ist aber auch

lim R® = lim Q(t)TE(t) =1,
t—o00 t—o0

was zu zeigen war. Q.E.D.
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Satz 7.8 (QR-Algorithmus): Die Eigenwerte der Matriz A € R™™ seien betrags-

mapig separiert: [Ni| > |[Xo| > ... > |A\i|. Dann gilt fir die durch das QR-Verfahren

erzeugten Matrizen AW = (a‘%)j’kzlw._’n :

{lim all 1j=1,....n} =\, ) (7.4.30)

Beweis: Es gilt

A = ROQW = Q(t)T QUWRY QW =
~—

— A®
= .. =[QW...QUTAIQW ...QY)
Die normierten Eigenvektoren wj, ||w;|| = 1, zu den Eigenwerten \; sind linear un-
abhingig. Die Matrix W = [wy,...,w,] ist also reguldr und geniigt der Beziehung

AW = WA mit der Diagonalmatrix A = diag(J\;) . Folglich gilt
A=WAW™

Sei QR =W die QR-Zerlegung von W und LS = PW ! eine LR-Zerlegung von PW !
(P geeignete Permutationsmatrix). Wir betrachten im Folgenden den Fall P = I. Es ist

AY = [WAWT = WAW ™ = WA'LS = W[A'L(A™)]A'S

1 0

W ALS = WI[I + NOJALS
A\

@)
= QR[I + NY]A'S = Q[R + RNW]ALS,
und somit

At = Q[I + RNY R RAS.

Da die Eigenwerte \; betragsméBig der Grofle nach geordnet sind, ist |\;/Ag| <1, j >k,
d. h.
N® 50, RNYR™T 50 (t— o0).

Fiir die QR-Zerlegungen I + RNOR-1 = QWR® folgt dann nach Hilfssatz 7.3
QY =1, RY 5T (t— ).

Weiter ist o
At = QQYRDRALS]

offenbar eine QR-Zerlegung von A’ (mit nicht notwendig positiven Diagonalelementen
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von R !). Aus
Q(l) o Q(t) R® RO — Q(l) o Q(t—l) A® pE=1D  pM)
_ p® —. 5® = pt=1 = §t-b
— pl=1) [p(tfl)T A pt=D] gD
[ —
s. Beweisbeginn
— A p-1gt-1)
folgt

POSH = APtD S = | = A pISH = At

Alsoist POS® = A cine zweite QR-Zerlegung von A* (mit positiven Diagonalelementen
von R!). Es gibt folglich Diagonalmatrizen D® = diag(+1), so dass

PO=QQUDY, (|t ket — T (t = 0).
= T®

Damit finden wir, dass

AW — pOT AP0 = [QTWTAQT® = TW" QT AQT™
=T RART'TY  (wegen W'AW = A < RT'QTAQR = A).
A1 *
— 77 QYDW.
0 An

Wegen Q) — I (t — 0o) konvergiert also

)\1 *
DO A DB _y (t — o0).
0 An

Besitzt W1 keine LR-Zerlegung, so erscheinen die Eigenwerte \; nicht mehr betrags-
méBig der Grofle nach geordnet. Q.E.D.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des QR-Verfahrens wird bestimmt durch die Grofien

Aj

—| <1 i >k
A J )

)

d. h.: Die Konvergenz ist um so schneller, je besser die Figenwerte von A betragsméfig
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separiert sind. Fiir positiv definite Matrizen kann man zeigen, dass das QR-Verfahren
doppelt so schnell konvergiert wie das entsprechende LR-Verfahren; es benétigt jedoch
pro Iterationsschritt auch etwa die doppelte Anzahl von Operationen. Unter gewissen
Bedingungen kann fiir da QR-Verfahren sogar kubische Konvergenz erreicht werden, d. h.:
IAD — A < ¢[]AED — \]*. Wie das LR-Verfahren wendet man das QR-Verfahren nur
auf bereits reduzierte Matrizen an, fiir die eine QR-Zerlegung leichter zu berechnen ist:
Hessenberg-Matrizen, symmetrische Tridiagonalmatrizen oder allgemeiner Bandmatrizen
der Bandbreite 2m + 1 < n. Dies ist gerechtfertigt aufgrund der folgenden Aussage:

Hilfssatz 7.4: Ist A eine Hessenberg-Matrix (oder eine symmetrische 2m+1-Bandmatriz),
so gilt dasselbe fiir alle vom QR-Algorithmus erzeugten Matrizen A®)

Praktische Erfahrungen zeigen, dass das QR-Verfahren in Verbindung mit der Reduk-
tionsmethode fiir moderat grofie Matrizen (n < 105) allen anderen bekannten Verfahren
zur Losung des vollstdndigen Eigenwertproblems iiberlegen ist. Fiir sehr grofie Eigenwert-
aufgaben der Dimension n = 10°—10% | wie sie z. B. in der hydrodynamischen Stabilitéits-
theorie und der Molekulardynamik/Quantenmechanik auftreten verwendet man speziel-
le, struktur-ausnutzende Varianten der Projektionsmethoden (,, Krylov-Raum-Nethoden®)
aus dem vorigen Kapitel.

7.4.2 Verfahren der Sturmschen Kette

Wir stellen zum Abschluss noch ein klassisches Verfahren vor zur stabilen, direkten Berech-
nung der Eigenwerte einer symmetrischen (unzerlegbaren) Tridiagonalmatrix A € R™*"
aus ihrem charakteristischen Polynom P, . Sei also A € R™*" eine symmetrische Tridia-
gonalmatrix mit b; 20, i=1,...,n—1:

ay b1 0
b
A=
bn—l
0 bnfl Qp,

Zur Berechnung des charakteristischen Polynoms pa(z) dienen die Rekursionsformeln

pO(Z):la pl(z):alfza
pi(2) = (a; — 2) pi1(2) = V2 _1pia(2), i=2,...,n.
Die Polynome p; € P; sind gerade die i-ten Hauptminoren von det(A — 2I), d. h.

pn = pa. Um dies einzusehen, entwickle man den (i 4+ 1)-ten Hauptminor nach der
(i + 1)-ten Spalte:
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[ ap—2z b 1
by
bi—1 = (a1 — 2)pi(2) — bIpi_1(2)
bix ai — =z b; =:pip1(2)
bi Ajp1 — 2 .
1—1 1 1+ 1

Es ist oft niitzlich, die Ableitung p/, zu kennen (z. B. bei der Anwendung des Newton-
Verfahrens). Diese erhélt man durch die Rekursionsformeln

w(z) =0, q(z)=-1
qi(2) = —pi—1(2) + (a; —

2)qi1(2) — bfﬁlq,-,g(z) ., 1=2....,n,
Gn :piﬁl'

Hat man eine Nullstelle A von p4, d. h. einen Eigenwert von A bestimmt, so erhilt man
einen zugehorigen Eigenvektor durch w (\), wobei

wo (2) wo(z) =1 (b, :=1)
Wy_1(2) wi(z) = b 1=1,...,n.

Um dies zu verifizieren, berechnet man (A — z1)

w(z). Fir i=1,...,n—1 (b :=0) ist
bi—1wi—a(2) + azw;—1(2) + bjw;(z

e 2 e ma@) G pe()
—bz—l( ) by .. b 2+a2( 1) by...bi 1+b1( 1) bi...b; Z( 1) bi...bi_1
(5= ) pis (=) — B 1pia(z)
_ 2 1 i Di (2) . 12 1 Di— (Z) ] i (a/z Z)pl 1(2) i—17i—2
bzfl( ) b bz 1 +a'l( ) b bz 1 + ( ) bl-nbifl
— 2(—1)"! P — 0.

Fiir i =n ist (b, :=1)

b1 —o(2) + apw,—1(2) — z w,_1(2) =

= by (=1)" m + (a, — 2)(-1)"! blpnléil
_ —b2 ( )n 1 bf?"l?b(j)l + (an _ Z)(—l)n_l M

)
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Wir finden also

(A—zDw(z) = f . (7.4.32)
0

_wn(z)
Fiir einen Eigenwert A\ von A ist w,(\) = konst. - ps(A) =0, d. h.
(A= X)w((N\) =0.

Ableitung der Identitét (7.4.32) ergibt

(A =20 = —w) +(A==Dufe)= |

—wy,(2)
Wir setzen z = A mit einem Eigenwert A von A und multiplizieren mit —w(\):
0 < [lw)5 = ([A = Mw\), w'(N)
—_—

=0
_ Pam1(M)pn(A)
.02,

= wpa(Nuw,(A) =
Folglich ist p/,(A\) # 0, d. h. wir haben allgemein:
(S1) Alle Nullstellen von p, sind einfach.
(S2) Fiir jede Nullstelle X von p, gilt

Pn1(A)p,(A) < 0.

Weiter gilt
(S3) Fiir jede reelle Nullstelle ¢ von p;_q ist

pi(Qpi—2(¢) <0, i=2,...,m;

denn in diesem Fall ist p;(¢) = —b7 p;—2(¢) und wire p;(¢) = 0, so folgte der Wider-
spruch

0 =pi(¢) = pi—1(¢) = pialC) = ...

SchlieBlich gilt trivialerweise

po(@) =1

(S4) po # 0 hat keinen Vorzeichenwechsel.
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Definition 7.5: Eine Folge von Polynomen p = py,pn-1,---,00 (oder allgemeiner steti-
ger Funktionen fu, fu_1,..., fo ) mit den Eigenschaften (S1)-(S4) heift eine ,Sturmsche!!
Kette“ von p.

Die vorausgegangene Uberlegung hat also zu folgendem Resultat gefiihrt:

Satz 7.9 (Sturmsche Kette): Sei A € R™" eine symmetrische, unzerlegbare Tridia-
gonalmatriz. Dann bilden die Hauptminoren p;(z) der Matriz A — zI eine Sturmsche
Kette des charakteristischen Polynoms pa(z) = p,(z) von A.

Der Wert der Existenz einer Sturmschen Kette zu einem Polynom p beruht auf dem
folgenden Resultat:

Satz 7.10 (Intervallschachtelung): Es sei p ein Polynom und p = pu,Pn_1,---,Po
eine zugehorige Sturmsche Kette. Dann ist die Anzahl der reellen Nullstellen von p in
einem Intervall [a,b] gleich N(b)— N(a), wobei N(C) die Anzahl der Vorzeichenwechsel
der Kette p,(C),...,po(C) bezeichnet.

Beweis: Wir betrachten die Zahl der Vorzeichenwechsel N(a) fiir wachsendes a. N(a)
bleibt konstant, solange a keine Nullstelle eines der p; passiert. Sei nun a Nullstelle
eines der p;; wir unterscheiden zwei Fille:

(i) Fall p;(a) =0 fir ¢ # n: In diesem Fall ist p;y1(a) # 0, pi—1(a) # 0. Die Vorzeichen
von pj(a), j € {i —1,i,i+ 1} zeigen daher fiir geniigend kleines h > 0 ein Verhalten,
das durch eines der zwei folgenden Tableaus skizziert werden kann:

‘a—h a a+h ‘a—h a a+h
-1 - - = =1 + + +
i | 4+/= 0 —=/+ i | +/= 0 —=/+
t+1] +  + + +1 - - =

In jedem Fall ist N(a —h) = N(a) = N(a + h), und die Anzahl der Vorzeichenwechsel
andert sich nicht.

(ii) Fall p,(a) = 0: In diesem Fall kann das Verhalten von p;(a), j € {n —1,n}, durch
eines der folgenden beiden Tableaus beschrieben werden (wegen (S2)):

‘a—h a a+h ‘a—h a a-+h
n — 0 + n + 0 —
n—-1/ - - - n—1 + + +

) 1 Jacques Charles Franois Sturm (1803-1855): Franzosisch-Schweizer Mathematiker; Professor an der
Ecole Polytechnique in Paris seit 1840; Beitrdige zur Mathematischen Physik, Differentialgleichungen,
(,Sturm-Liouville-Problem*) und Differentialgeometrie.
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Also ist N(a — h) = N(a) = N(a+ h) — 1, d. h.: Beim Passieren einer Nullstelle von
pn kommt genau ein Vorzeichenwechsel hinzu. Fiir a < b gibt daher N(b) — N(a) =
N(b+h)—N(a—h), h > 0 geniigend klein, die Anzahl der Nullstellen von p,, im Intervall
[a—h,b+h] an. Da h beliebig klein gewiihlt werden kann, folgt die Behauptung. Q.E.D.

Satz 7.10 fiithrt auf ein einfaches ,,Bisektionsverfahren“ zur Bestimmung der Nullstellen
des charakteristischen Polynoms p, einer symmetrischen, irreduziblen Tridiagonalmatrix
A € R™™ . Offenbar besitzt A nur reelle, einfache Eigenwerte A\ < Aoy < --- < A, . Fiir
r — —o0 besitzt die Kette

po(z) =1, m@E)=a —=x
i=2,...,n: pi(x)=(a; = 2)pi1(r) = bipi—a(),

die Vorzeichenverteilung +,...,+; also ist N(x) = 0. Folglich gibt N(¢{) gerade die
Anzahl der Nullstellen A von ps mit A\ < ¢ an. Fiir die Eigenwerte \; von A gilt also:

Ni<( <= N()>i. (7.4.33)

Zur Bestimmung des i-ten Eigenwertes \; startet man mit einem Intervall [ag, bo], das
A; sicher enthélt, z. B.: ag < A\; < A, < bg. Dann halbiert man sukzessiv das Intervall
und testet mit Hilfe der Sturmschen Kette, in welchem der beiden neuen Teilintervalle \;
liegt, d. h.: Man bildet fir t =0,1,2,...:

a;, falls N(w) >
b e falls N () < i
o= o . e (7.4.34)
2 o pe, falls N(p) >
T b, falls N(w) <

Teilintervalle \; liegt, d. h.: Man bildet fiir ¢ = 0,1,2,...: Es gilt dann stets \; €
[at+17 bt+1] s
(@1, be41] C lag, be) s Jars — b | = gla — bil,

und a; konvergiert monoton wachsend, b; monoton fallend gegen \;. Dies Verfahren
ist zwar langsam, aber sehr robust (geringe Rundungsfehleranfélligkeit) und gestattet die
Bestimmung eines jeden beliebigen Eigenwertes unabhéngig von den iibrigen.

7.5 Ubungsaufgaben

Ubung 7.1: a) Man zeige, dass sich jedes Skalarprodukt (-,-) auf dem K™ bugl. des
euklidischen Skalarprodukts (-,-)s mit einer hermiteschen, positiv definiten Matrix A €
K™ in der Form

(I,y) = (ALL‘,y)% %Z/EK7

darstellen lasst.
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b) Man zeige, dass eine positiv definite Matrix A € C™*" notwendig auch hertmitesch
ist, d. h.. A= AT . Dies ist i. Allg. nicht richtig fiir reelle Matrizen A € R™™, d. h.: Fiir
reelle Matrizen geht die Definition von ,positiv definit* gewo6hnlich zusammen mit der
Voraussetzung ,,symmetrisch*.

Ubung 7.2: Man zeige, dass in einer zusammenhiingenden Vereinigung von k& Gerschgorin-
Kreisen einer Matrix A € C**" (disjunkt zu allen anderen n — &k Kreisen) genau k Ei-
genwerte von A liegen (ihrer algebraischen Vielfachheiten entsprechend oft gezihlt). Dies
impliziert, dass eine solche Matrix mit paarweise disjunkten Gerschgorin-Kreisen genau
n einfache Eigenwerte hat und folglich diagonalisierbar ist.

Ubung 7.3: Sei A € K™ (K =R oder K = C) eine hermitesche Matrix.

(i) Man zeige, dass Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten A;(A) und Ay(A)
orthogonal zu einander sind. Ist das auch richtig fiir nicht-hermitesche aber ,normale®
Matrizen, d. h.: ATA = AAT?

(ii) Man zeige die Bezichungen

(Az, x)9 (Az, ),

)\min A p— - TR TG :)\max A )
W= B ez <& [ %

wobel Apin(A) und Apax(A) die minimalen und maximalen (reallen) Eigenwerte von A
sind. (Hinweis: Eine hermitesche Matrix besitzt bekanntlich eine ONB von Eigenvektoren.)

Ubung 7.4: Der Beweis der Konvergenz der Potenzmethode fiir eine symmetrische, po-
sitiv definite Matrix A € R"*" basierte auf der Identitét
A2
= )\max + O( ! )7

Ao 2f+1{|a 2+ 20 Jaal? (32)" )
M) {|Oén\2 +Zi:1 a2 ()\_n)Zt} Amax

wobwi \; € R, i =1,...,n, die Eigenwerte von A sind, {w’, i =1,...,n} eine zugehori-
ge ONB von Eigenvektoren und «; die Koeffizienten in der Entwicklung des Startvektors
2= ZZ 1 w'. Man zeige, dass im Falle «;, # 0 in dieser Identitét der Fehlerterm rechts

gleichmBig bzgl. der Dimension n von A beschriinkt ist, aber linear mit [An| wiichst.

)‘t = (Azt7 Zt)Z

Ubung 7.5: Jede Matrix A € C™" besitzt eine QR-Zerlegung A = QR mit einer
unitédren Matrix @ = [¢',...,¢"] und einer oberen Dreiecksmatrix R = (r;;)};—;. Die-
se Zerlegung ist, wie man sich leicht klar macht, nicht eindeutig bestimmt. Man zeige,
dass fiir regulidres A die QR-Zerlegung eindeutig bestimmt ist, wenn zusétzlich r; €
Ry, i =1,...,n, gefordert wird. (Hinweis: Die QR-Zerlegung von A liefert eine Cholesky-
Zerlegung von AT A.)
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Ubung 7.6: Sei A eine Hessenberg-Matrix oder eine symmetrische Tridiagonalmatrix.
Man zeige, dass dasselbe gilt fiir alle durch den QR-Algorithmus erzeugten Iterierte A

A= A,
A= RIQ mit A' = Q'R', t>0.





