5 Nichtlineare Gleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir numerische Verfahren zur approximativen Losung nicht-
linearer Gleichungen oder Gleichungssysteme bzw. zur Bestimmung von Nullstellen ska-
larer oder auch vektor-wertiger Funktionen.

Essei f eine (reellwertige) stetige Funktion auf einem Intervall I = [a,b]. Das einfach-
ste Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen von f beruht auf der folgenden Konsequenz
des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen: Existiert ein Teilintervall Iy = [ag, by] C T
mit f(ag)f(bo) < 0, so hat f in Iy mindestens eine Nullstelle. Die sog. ,Intervall-
schachtelung® erzeugt nun ausgehend von einem solchen [ eine Folge von Intervallen
I, = [a, b, t = 1,2,..., welche jeweils mindestens eine Nullstelle von [ enthalten,
durch die Iteration

Ty = %(at + bt)7 (f(.’l't) =0 = STOP),

mit der Auswahlvorschrift
fla) f(z) <0 = a1 = ap, b=y,
fla) f(@) >0 = appr = x¢, by = by
Offenbar ist dann a; < a;11 < by < by und

|bt+1 — at+1| = %|bt — at| = 27t71|b0 — a0|. (501)

Die monotonen Zahlenfolgen (a;)ien, (b)ien konvergieren gegen ein z € Iy, welches
wegen f(2)? = limy_o f(a;)f(b:) < 0 notwendig Nullstelle von f ist. Dieses Verfahren
ist numerisch sehr stabil, aber auch sehr langsam; fiir by — ag = 1 erhélt man z. B. aus
der obigen a priori Abschitzung (271° < 1073):

lzg — 2] < 1073, |wy9 — 2| <1070, |@g9 — 2| < 1077,

Die Intervallschachtelung fiir stetige Funktionen liefert stets eine Nullstelle, sofern fiir das
Startintervall ein Vorzeichenwechsel vorliegt. Dieses Vorgehen ist naturgeméfy auf reelle
Funktionen beschrinkt. Die im Folgenden betrachteten Verfahren sind dagegen teilweise
auch fiir komplexwertige Funktionen anwendbar.

5.1 Das Newton-Verfahren im R!

Ist die gegebene Funktion f auf dem Intervall [a,b] stetig differenzierbar, so kann diese
Zusatzinformation zur effizienteren Berechnung einer Nullstelle verwendet werden. Das
(klassische) Newton-Verfahren” (auch Newton-Raphson!-Verfahren” genannt) ist moti-

. 1Joseph Raphson (1648-1715): Englischer Mathematiker; an der Universitit Cambride; sein Buch
Analysis Aequationum Universalis” (1660) enthilt bereits die Newton-Methode (50 Jahre vor Newton
selbst); iibersetzte einige Werke Newtons (von Latein nach Englisch); eigene Beitrge zur Analysis.
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viert durch die folgende grafische Uberlegung (s. Abb. 5.1):

fx)

T LY ) -
X¢ X1 Xpr2 ;\

Abbildung 5.1: Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens

Im Punkt x; wird die Tangente an f(x) berechnet und deren Schnittpunkt mit der x-
Achse als neue Ndaherung z,,; fiir die Nullstelle z von f genommen. Die Tangente ist
gegeben durch die Gleichung

T(z) = f'(z:)(z — ) + f(z0).
Ihre Nullstelle ;1 ist bestimmt durch

f(z)
f /(»Tt)
Diese Tteration ist offenbar moglich, wenn die Ableitungswerte f’(z;) nicht zu klein wer-

den. In dieser Form gestattet das Newton-Verfahren es also, einfache Nullstellen zu ap-
proximieren.

(5.1.2)

Tip1 = Ty —

Satz 5.1 (Newton-Verfahren): Die Funktion f € C?[a,b] habe im Innern des Inter-
valls [a,b] eine Nullstelle z , und es sei

L . (0, - ",
m:= min |f(z)] >0, M:= max |f"(z)]

Sei p >0 so gewdhlt, dass

M
¢:=5—p< 1, K,(z) ={z eR||z— 2| < p} C[a,b]. (5.1.3)

Dann sind fir jeden Startpunkt xo € K,(z) die Newton-Iterierten z, € K,(z) definiert
und konvergieren gegen die Nullstelle z . Dabei gelten die a priori Fehlerabschdtzung

2 ¢
|z, — 2| < Mm @), teN, (5.1.4)
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und die a posteriori Fehlerabschditzung
1 M
2 — 2] < m | f(2)| < o 2 — @’ teN (5.1.5)

Beweis: Der Beweis erfordert einige Vorbereitungen. Fiir Punkte z,y € [a,b],  # vy, gilt
aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung mit einem ¢ € [z, y]:

e EIIGIER

und folglich
1
—yl < = — .
v =yl < —1f(@) = f(y)]

(Die Nullstelle z von f ist also die einzige in [a,b].) Weiter gilt die Taylor-Formel mit
Restglied zweiter Ordnung:

fy) :f(x)+(y—x)f'(ff)+(y—I)Q/f"(fHS(y—x))(l —s)ds.

= R(y;x)
Mit Hilfe der Voraussetzung erhalten wir

1
M
[Rlysa)| < M ly = af? [ (1) ds =y - a.
0
Fiir « € K,(2) setzen wir g(z) :=x — f’(z)"' f(x) und finden

f(z) 1

g(z)—z=2— @) —z= ~ P {f(z)+ (z —2)f (x)}.
=—R(z;x)
Also ist
|g(z) — 2| < % |z — 2> < %pz <p, (5.1.6)

d. h.: g(z) € K,(2) . Die Abbildung ¢ bildet die Menge K ,(z) in sich ab. Fiir o € K,(2)
bleiben also alle Newton-Iterierten in /,(z). Setzt man

Pt = % |$t — 2‘7

so impliziert (5.1.6), dass

<SPS <pY, w - <=
Pt>Pi—1>---SPos [T =2 S
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Fiir py = 2= [y — 2| < 2= p < 1 liegt also die Konvergenz x, — z(t — o0) vor mit der
behaupteten a priori Fehlerabschiatzung. Zum Beweis der a posteriori Fehlerabschétzung
setzt man in der Taylor-Formel y = x;, x = 2,1, und erhélt

) = f@emr) + (20 — 21) f1(2m1) Rz 24-1)

=0
bzw.
oo =2 < 1)~ f()] < g foe
t t S g 10T T
=0
Dies vervollstindigt den Beweis. Q.E.D.

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f existiert zu jeder einfachen Null-
stelle z (f(2) =0, f'(2) # 0) stets eine (moglicherweise sehr kleine) Umgebung K,(z),
fiir welche die Voraussetzungen von Satz 5.1 erfiillt sind. Das Problem beim Newton-
Verfahren ist also die Bestimmung eines im Einzugsbereich” der Nullstelle z gelegenen
Startpunktes xq. Ist ein solcher einmal gefunden, so konvergiert das Newton-Verfahren
enorm schnell gegen die Nullstelle z: Im Fall ¢ < % gilt z.B. nach nur 10 Iterationsschrit-
ten bereits (2! > 1.000)

2m 2m
T — | < 2 o002 0300
|»U10 Z| = q i

Beispiel 5.1: Newton-Verfahren zur Wurzelberechnung:
Die n-te Wurzel einer Zahl a > 0 ist Nullstelle der Funktion f(z) = 2" —a. Das Newton-
Verfahren zur Berechnung von z = {/a > 0 hat die Gestalt

T} —a 1 a
T = Ty — ——— = — {(n 1)z + ,H}. (5.1.7)
nwy n Ty
A
f(x) x> /a, teN.
z9 >0 = > va
Va <z <2y
al/n Xy
Xlo X1 ;

-a

Abbildung 5.2: Newton-Iteration zur Wurzelberechnung
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Aufgrund von Satz 5.1 konvergiert z; — z (t — o0), wenn nur z, nahe genug bei z
gewahlt wird. Bei diesem einfachen Beispiel kann aber mit Hilfe der folgenden geome-
trischen Betrachtung die Konvergenz fiir jeden Startpunkt xy > 0 gesichert werden (s.
Abb. 5.1) Die monoton fallende Folge (z4)ieny konvergiert notwendig gegen </a. Fiir
hinreichend grofies t ist dann x; im Einzugsbereich der Nullstelle z, und die Fehler-
abschéatzung von Satz 5.1 gelten mit diesem z; als Startpunkt. Auf diese Weise wird auf
vielen Rechenern die Wurzel {/a berechnet.

Fiir den Spezialfall n = 2 wollen wir den Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz
des Newton-Verfahrens bestimmen. Es gilt

1 a 1 1
33t+1*\/a:*{$t+*}*\/a: {7l +a—2u/a} = o (w2 — Va)?,
2 T th 2:1}25
also fiir t > 1 (wegen z;, > +/a)
e — Val < g [ — Val?
Ty — Va| < —=|xy — Val”.
t+1 = 2\/& t
Quadratische Konvergenz liegt vor fiir Startwerte xy mit der Eigenschaft
1
NG lzo —Val <1 bzw. |zo—al < 2V/a.
Aus der Ungleichung /a < z;, t € N, ergibt sich noch die Beziehung

a
— <Va <y,
Ty

was fir ein Abbruchkriterium verwendet werden kann:

Oget:xt—ggs — STOP.
Tt

Die folgende Tabelle zeigt das Konvergenzverhalten der Newton-Iteration zur Berechnung
von x = /2 = 1.414213562373095 ... (16-stellige Rechnung). In jedem Iterationsschritt
verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Dezimalstellen:

Ty — 2
r, = l5
To = 1416, (&) S 5 - 1073

z; = 1.41421568627451, e3 <5-107°
zy = 1.41421356137469, eq <5-10712.

Bemerkung 5.1: Die Bedingungen von Satz 5.1 lassen sich so modifizieren, dass auf
die Voraussetzung der Existenz einer Nullstelle verzichtet werden kann, und, &hnlich
wie beim Banachschen Fixpunktsatz, die Konvergenz der Newton-Folge gegen eine (lo-
kal eindeutige) Nullstelle folgt. Diese Variante von Satz 5.1, der sog. ,Satz von Newton-
Kantorowitsch®, wird im Rahmen der Diskussion des Newton-Verfahrens im R"™ bewiesen.
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Bemerkung 5.2: Das Hauptproblem bei der Durchfiihrung des Newton-Verfahrens ist
die Bestimmung eines geeigneten Startwertes zg, da der Einzugsbereich der quadratischen
Konvergenz in der Praxis hiufig sehr klein ist. Deshalb arbeitet man meist mit dem sog.
ygedampften Newton-Verfahren“

Tyl = Ty — Atm (518)

f(@e)’

mit einem ,Dampfungsparameter® \; € (0,1]. Die geeignete Wahl dieses Parameters
ist eine ,, Wissenschaft“ fiir sich. Sie wird spéter im Zusammenhang mit dem Newton-
Verfahren im R"™ diskutiert werden.

Mehrfache Nullstellen

Wir betrachten nun den kritischen Fall, dass mit dem Newton-Verfahren eine mehrfa-
che Nullstelle berechnet werden soll. Sei dazu zuniichst z eine zweifache Nullstelle der
Funktion f,d. h.: f(z) = f'(z) =0, f”(z) # 0. Fiir die Newton-Iteration gilt dann

I (COEY (O N ()
TR ey — ) T )

mit Zwischenpunkten (;,n; € [z, 2]. Der Quotient f(x;)/f'(x;) bleibt also fir z; — z
wohl definiert. Sei nun allgemein z eine p-fache Nullstelle der Funktion f € CP*l[a,b]:

fle)=...=f" V() =0, [P #0.

Aus der Taylor-Formel um z

F@) = {(&) oot oy = 2P ) = 2P )
-0 =0 ~—
=: Q(z7)
folgt durch Ableiten
fl@) = Q(z2)(z — 2)P + pQ(zi2)(w — 2.
Also ist fur f/(x) # 0:
f@) _ (e-2)Qa)
fz)  Qza)(z—2)+pQ(z 1)
:x—z_l(x_z)z Q'(z2)
PP Q(zx)(x—2) +pQ(z 1)

Fir den Iterationsansatz

f(x)
f'(xe)

(5.1.9)

xt+1 =T+ —
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folgt dann

f(x)
f' ()

= (xt—z)<1—%) + (2, — 2)?

Tyl — 2 =T — 2 —
aQ'(z;20)
pQ'(z20) (v — 2) + P?Q(2324)

Bei der Wahl von a = p erhilt man fiir das so modifizierte Newton—Verfahren

(5.1.10)

ein analoges ,,quadratisches* Konvergenzverhalten wie im Fall einer einfachen Nullstelle.

Vereinfachtes Newton-Verfahren

Ist z Nullstelle einer stetig differenzierbaren Funktion f, so konvergiert die Newton-
[teration
()

f'(x)
wenn xy hinreichend nahe bei z gew#hlt war. Jeder Iterationsschritt erfordert die Aus-
wertung der Ableitung f’(z;), was bei komplizierten (moglicherweise auch nur implizit
definierten) Funktionen f unter Umsténden zuviel Aufwand erfordert. In solchen Fillen
geht man zum sog. ,,vereinfachten Newton-Verfahren® iiber

o f(z)
Tip1 = Ty 70 (5.1.11)

Tpp1 = Ty =z (t— o0),

mit einem festen, geeignet gewahlten Punkt c. Diese Iteration ist Spezialfall der allge-
meineren , Fixpunktiteration®

Ti41 = Tt +o0o f(fl,t) (5112)

mit einer geeigneten Zahl o € R, o # 0, zur Berechnung einer Nullstelle von f. Kon-
vergiert hier x; — z (t = 00), so gilt im Limes

Ty = x + of(zy)
v L (t— o)
z = z + of(?)

d. h.: z ist ,Fixpunkt® der Abbildung g(x) = z+0 f(z) und wegen o # 0 notwendig Null-
stelle von f. Der Vorteil der obigen Fixpunktiteration besteht in ihrer ableitungsfreien
Form. Kriterien fiir die Konvergenz einer Fixpunktiteration z;.1 = g(x;), t =0,1,2,...,
werden wir spéter in einem etwas allgemeineren Rahmen herleiten.
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Wir wollen nun noch das Newton-Verfahren zur Berechnung von Nullstellen von Po-
lynomen
p(r) =ay+amx+ ... +a2", a, #0,

spezialisieren. Zunéchst verschafft man sich etwa (im Reellen) mit der Intervallschachte-
lung einen groben Uberblick iiber die Lage der Nullstellen. Nach Vorgabe einer Fehlerto-
leranz € > eps lautet der Newton-Algorithmus dann wie folgt:

1. Wahl eines Startwertes x;
2. Auswertung von p(z) und p'(z) mit dem Horner Schema:

i=nn—1...,0: =0 +amz, Bi=a+binr

(an+1 = Bny1 = 0)
p(x) =0y, p(x)=p1,
(81 =0 : Startwert dndern) sei [ #0;

o ja: x  wird akzeptiert;
3. Newton-Korrektur ¢ = 3 lq| <e
1

nein : Iterationsschritt;

4. Tterationsschritt x:=xz —¢q, weiter mit (2).

5.2 Das Konvergenzverhalten iterativer Verfahren

Das Newton-Verfahren besitzt lokal in der Umgebung einer Nullstelle die charakteristische
Konvergenzeigenschaft

|z: — 2] < c|lmg — 2| (5.2.13)
Man nennt es daher ,,quadratisch konvergent“ oder auch “von 2-ter Ordnung*.
Definition 5.1: Allgemein spricht man bei einem Iterationsverfahren zur Berechnung
einer Grifie z von Konvergenz mit der ,,Ordnung® o, o > 1, wenn gilt

|z, — 2| < ¢l — 2], (5.2.14)

mit einer festen Konstante ¢ > 0. Im Fall a = 1, d. h. ,linearer” Konvergenz, nennt
man die ,beste“ Konstante ¢ ,lineare Konvergenzrate®. Gilt die Abschdtzung

|ze — 2| < clzimy — 2| (5.2.15)

mit einer Nullfolge ¢, — 0 (t—00), so spricht man von ,superlinear® Konvergenz.
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Im Fall @ > 1 impliziert die Beziehung (5.2.14) wiederum Konvergenz x; — z (t — 00),
wenn der Startwert zp hinreichend nahe bei z liegt:

t

1 1 @ 1 e}
co oy —z| < |eoT|ayq — z|] < ... < [cafl |zo — z|] — 0.
—_——
<11

Im Fall o =1 folgt Konvergenz fiir ¢ < 1:
lzs — 2| <elzpy — 2| < ... < Hrg— 2] =0 (t— 00).
Bei Fixpunktiterationen z;,; = g(x;) mit stetig differenzierbarer Abbildung ¢ gilt

Ti41 — R

= 1g'(2)] (t = o0),

Ty — % Ty — %

B ’gm) —9()

d. h.: Die lineare Konvergenzrate ist asymptotisch (fir ¢ — oo ) gerade gleich |¢'(z2)].
Im Falle ¢'(z) = 0 liegt also (mindestens) superlineare Konvergenz der Fixpunktiteration
Vor.

Definition 5.2: Ein Fizpunkt z einer stetig differenzierbaren Abbildung g heifst ,an-
ziehend®, wenn |¢'(z)| < 1 ist, da dann die Fixpunktiteration (sog. ,sukzessive Approxi-
miert®) fiir jeden hinreichend nahe bei z gelegenen Startwert gegen ihn konvergiert. Im
Fall |¢'(z)] > 1 heifst er dbstoffend”, da er durch sukzessive Approzimation i. Allg. nicht
angendhert werden kann.

Einen Hinweis zur Konstruktion von Verfahren hoherer Ordnung gibt der folgende
Satz.

Satz 5.2 (Iterative Verfahren): Die Funktion g sei in einer Umgebung des Fizpunk-
tes z p-mal stetig differenzierbar mit p > 2. Genau dann hat die Fizpunktiteration
21 = g(xy) die genaue Ordnung p, wenn

d(2)=...=g"V2)=0 und ¢P(z)#0. (5.2.16)
Beweis: (i) Sei ¢'(2) = ... = g®»V(2) = 0. Die Taylor-Formel mit dem Restglied p-ter
Ordnung erhélt dann im Punkt z die Form
p—1 i
T —2) 4 Ty — 2)P
=2 = glan) = gl = 3 L o) + B g,
i=1

und folglich

1
|21 — 2] < — max 9P| |2 — 2P
P!

(ii) Sei nun umgekehrt die Iteration von p-ter Ordnung, d. h.: |z, — 2] < c|zy — 2|P.
Gibe es ein minimales m < p—1 mit g™ (z) #0, aber ¢@(2) =0,i=1,...,m—1,s0
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konvergierte jede Tteriertenfolge (x;);cny mit hinreichend kleinem |xy — z| # 0 notwendig
gegen z wie

1 m m
20 = 2l = = 9™ () s — 2

Dies impliziert aber im Widerspruch zur Annahme:

19" (2)] = lim |g™(¢)| < em! lim |z, — 2[P~™ = 0.
t—o0 t—o0

Hieraus folgt auch, dass im Fall ¢'(z) = ... = g?7U(2) = 0, aber ¢®(2) # 0, die
Iteration nicht von hoherer als p-ter (ganzzahliger) Ordnung sein kann. Q.E.D.

Beispiel 5.2: Beim Newton-Verfahren zur Bestimmung einer einfachen Nullstelle der

Funktion f ist mit g(z) =2 — f'(z)"'f(z) also

f'=)? = £ "(2)
f'(2)?

und i. Allg. ¢”(z) # 0. Die Newton-Iteration ist also, wie wir schon gesehen haben, von

2-ter Ordnung.

g(z)=1- =0,

Beispiel 5.3: Bei einer Fixpunktiteration von mindestens 3-ter Ordnung muss ¢'(z) =
g"(z) = 0 gelten. Zur Konstruktion eines solchen Verfahrens zur Nullstellenbestimmung
machen wir den Ansatz

/()

f'(x)

Wegen r(z) =0 und 7/(z) = 1 ist hier automatisch ¢'(z) = 0. Die zusétzliche Forderung
¢"(2) =0 wird z. B. erfiillt fiir

g(x) =2 —r(x) +s(x)r(z)? mit r(r) =

T//(x)
s(x) = S
Dieses Verfahren erfordert also die Auswertung der Ableitungen bis zur Ordnung 3 der
Funktion f.

Zur Klarung der numerischen Bedeutung des Ordnungsbegriffes definieren wir fiir eine
Iterationsfolge (x;)en

e; = x;—z (absoluter Fehler), ¢ := o (relativer Fehler fiir z # 0).
z

Haben z; und z die dezimalen Gleitpunktdarstellungen (mit gemeinsamen Exponenten
und m gleichen Mantissenstellen)

Z = Qp...01.0_1...-10° a,, #£0,

Ty = Qp...01.0_1...-10°,
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so gilt
Ty — 2

|ét| - S 10*77747

d. h.: Die Grofie
pr = —logy e =m

gibt ungefihr die Anzahl der richtigen Mantissendezimalen von z; an. Wegen

_ Tiy1 — 2 Ty — 2
€] = % =19'(¢)| : ;G € [y, meqa],

gilt

prs1 = —logyg[€rp1| = —logyg |9/(<t)| —logy ||

——
Pt
und im Limes
i1 — pr = —logig|g'(2)]  (t — o0). (5.2.17)

(i) Die numerische Bedeutung der ,,asymptotischen® linearen Konvergenzrate |¢'(z)| einer
Fixpunktiteration ist also, dass sich in jedem Iterationsschritt (fiir grofe ¢) die Anzahl
der richtigen Mantissendezimalen um —log;|g’(2)| erhoht (fir |¢'(z)] #0).

(ii) Fiir eine Tteration p-ter Ordnung mit p > 2 gilt
1 (p) P
|$t+1*Z|:a|9 (€ |ze — 2P, t>1,

mit ¢, —z (t—00). Also ist in diesem Fall

p
€T — 2z =z
61| = kot S 2P I

1
- |5

=.0¢ — ‘ét|p

z z

und

or — |zP~t (t — 00).

1
1 o
p!g”(Z)

Es folgt die Beziehung (p; = —logy, |&])

Pre1 =D py — logyg oy,

und hieraus wegen p; — oo (t— 00)

lim 2L =, (5.2.18)

t—o0 Pt

Dies ldsst sich so interpretieren, dass sich bei einer Iteration p-ter Ordnung (fiir grofie
t) die Anzahl der richtigen Mantissendezimalen in jedem Schritt etwa ver-p-facht. Dies
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wird durch unser obiges Beispiel beim Newton-Verfahren bestétigt. Wir fassen die bisher
abgeleiteten Ergebnisse zusammen:

Regel 5.1: Bei einem ,linear® konvergenten Iterationsverfahren erhoht sich in jedem
Schritt die Anzahl von ,exakten® Dezimalstellen in der Niherung in etwa um den Sum-
manden |log,,(¢'(2))|; bei einer Iteration der Ordnung p > 1 wver-p-facht sich in jedem
Schritt die Anzahl der ,exakten® Dezimalstellen.

5.3 Interpolationsmethoden

Das Ziel ist die iterative Berechnung von Nullstellen ohne Auswertung von Ableitungen,
aber effizienter als mit Intervallschachtelung oder einfacher sukzessiver Approximation.
Dabei werden wir auf ein Iterationsverfahren mit nicht ganzzahliger Ordnung gefiihrt.

Die ,,Sekantenmethode® berechnet ausgehend von einem Paar von Werten x; i, x; die
neue Iterierte x4y1 als Nullstelle der Geraden (Sekante) durch die Punkte (z:—1, f(21-1)),
(.Tt7f(It)) (S. Abb. 53)

A

o(2) = flar) + (& — apy LB = @)

f(x) Ty — Tp—1
Iteration:
Ty — T

T = 0= P e T )

T TN >
Xt X+ Xp42 AN

Abbildung 5.3: Geometrische Interpretation des Sekanten-Verfahrens

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Verfahren handelt es sich hierbei um ein sog.,, Zwei-
schrittverfahren, d. h.: Die Iterierte x;,1 wird jeweils aus den beiden vorausgehen-
den Iterierten =z, x;_1 berechnet. Zum Starten der Sekantenmethode sind zwei An-
fangsschiatzungen xg, x; fiir die Nullstelle erforderlich. Analog zum Konvergenzsatz 5.1
fiir das Newton-Verfahren haben wir auch eine Konvergenzaussage fiir die Sekantenme-
thode. Dabei spielen die durch die Vorschrift

Yo=n=1, %1 =%+%1, tEN

definierten sog. Fibonacci?-Zahlen” +; eine wichtige Rolle.

2Leonardo Pisano (aus Pisa), genannt Fibonacci (um 1170 — um 1250): ,erster® bedeutender Mathe-
matiker des Abendlandes; gehorte zum Gelehrtenkreis um Kaiser Friedrich II; brachte von ausgedehnten
Reisen eine systematische Einfithrung in das indisch-arabische Zahlensystem nach Europa; in seinem Re-
chenbuch , Liber abacci“ untersuchte er u. a. die nach ihm benannte Folge als einfaches Modell fiir das
Wachstum von Populationen.
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Satz 5.3 (Sekanten-Methode): Die Funktion f € C?*a,b] habe im Innern des Inter-
valls [a,b] eine Nullstelle =z, und es sei

m = min |f'(z)] >0, M = max |f"(z)] < oc. (5.3.19)

a<z<b a<z<b

Sei ferner p >0 so gewdhlt, dass

M
qE%p<17 K,(2) ={z e R| |z — 2| < p} C [a,b)].
Dann sind fir jedes Paar von Startwerten xg,x1 € K,(2), xg # x1, die Iterierten x, €
K,(z) der Sekantenmethode wohl definiert und konvergieren gegen die Nullstelle z . Dabei
gelten die a priori Fehlerabschitzung

2
|z — 2] < ﬁm ", teN, (5.3.20)
und die a posteriori Fehlerabschdtzung
1 M
|5Ct - Z‘ S E |f(.%'t)| S % |.'L't — .Z't,ll |32't — .Z'z,2| s t e N. (5321)

Beweis: (i) Die Argumentation ist dhnlich wie im Beweis von Satz 5.1 fiir das Newton-
Verfahren. Fiir je zwei Punkte z,y € [a,b], v # y, gilt wieder

o= ol < = 17() - )

woraus u. a. die Eindeutigkeit der Nullstelle z folgt.
(ii) Weiter ist

f@)—fy) __ [td
ry/o %f(JfJFT(y*

= /0 f(x+r(y—x))dr

Mit einem dritten Punkt ¢ € [a,b], { # =, ergibt sich hiermit

f(:c;:;c(y)_ /{f z—r(y—x)) - flz+r(—2)) }dr
ff/ {/ dff(err(yfx)Jrs(C y))ds}dr
/{/ F'(@+r(y =) +5(C— ) ds pdr (y = O),
bzw.

f@) = fly)  flx) = f(Q)
‘ r—C ’

M
< —ly—{(|.
p— <5 ly=d
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Fiir Punkte z,y € K,(2), © # vy, * # 2z, y # z definieren wir

Dann gilt
=T —zZ— X r—y
-y f(x) = f(y)
S LTIy )

und folglich

lg(z,y) — 2| < |z — 2|

M M
So-lz—zly—2 < —p" <p
2m 2m

Die Iterierten x; der Sekantenmethode bleiben also in der Menge K,(z), und es gilt
|41 — 2] < oo — 2| — 2|
x z Ty — 2| |1 — 2|
i = om" -t
(iil) Setzt man p; := —QM |z, — 2|, so folgt

Pry1 < pipi—1, tEN,

d. h. mit py < q, p1 < q gilt pr < ¢, t € N. Wegen v — 0o (t — o0) und ¢ < 1

konvergiert also

m g

yhrs e (t — o).

(iv) Zum Nachweis der a posteriori Fehlerabschitzung setzen wir oben x = 2,1, y = a4
und ¢ =2, 9 (249 # 241, da sonst bereits f(x;_1) = 0) und finden

|z: — 2| =

o0~ 2 < 1f(w) — (2
1 f@e) = fwi-1) ’

) + )

1 o ‘f(wt) — fxe1) B Jlwi1) — fzi-2) )

IA

< — |33t
m Ty — Tp—1 Tp—1 — T2
M
= T |13t - xtfl‘ |$t - $t72‘~
m

Q.E.D.

Zur Beurteilung der Konvergenzgeschwindigkeit der Sekantenmethode benétigen wir
Informationen iiber das Anwachsen der Fibonacci-Zahlen ~; fiir ¢t — oo.
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Hilfssatz 5.1: Die Fibonacci-Zahlen verhalten sich asymptotisch wie

A1

'Vt"’%

wobei A; == 3(1 + V/5) gerade der sog. ,goldene Schnitt* ist.

A ~0.723 - (1.618)", (5.3.22)

Beweis: Die Fibonacci-Zahlen gentigen nach Konstruktion der (linearen) homogenen Dif-
ferenzengleichung

Yerz = Y1 — =0, t=>0. (5.3.23)

Deren Losungsmenge ist, wie man leicht sieht, ein zweidimensionaler Vektorraum. Zur
Konstruktion einer Losunf machen wir den Ansatz +; = A' und erhalten die Gleichung

MA2 =X —1)=0

zur Bestimmung von A. Die Wurzeln A\, = %(1 + 1/5) der quadratischen Gleichung
A? — X —1=0 ergeben durch

7 =N+ e, er, o beliebig, (5.3.24)

die allgemeine Losung der Differenzengleichung. Durch Beriicksichtigung der Anfangsbe-
dingungen 7y = v; = 1 werden die Konstanten ¢y, ¢y festgelegt:

=—, (= =
M—=X V5 TN NG

c1+co =1 I—AQ Al )\1—1 Ag
= c1 = = — = -
Cl)\l + Cg)\z =1

Die Fibonacci-Zahlen haben also die Gestalt

1 1
o = v Ay, = 5(1 +/5). (5.3.25)

Asymptotisch fiir ¢ — oo verhélt sich ~, wie

A
o~ 715 Af ~0.723 - (1.618)",

7

was zu zeigen war. Q.E.D.

Die Sekantenmethode konvergiert also asymptotisch mindestens so schnell wie ein Ein-
Schrittverfahren der Ordnung p = 1.6. In jedem Schritt ist dabei nur eine neue Funkti-
onsauswertung, namlich die von f(z;), erforderlich. Fin Schritt des Newton-Verfahrens
(Auswertung von f(x;) und f'(x;)) ist also mindestens so aufwendig wie zwei Schrit-
te der Sekantenmethode. Fasst man jedoch zwei Schritte der Sekantenmethode zu einem
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Makroschritt zusammen, so erhilt man wegen

|zor — 2] < %m Q7 vy ~0.723(2.618)F (A =\ + 1), (5.3.26)
ein Verfahren der Ordnung p > 2.6. Bei gleichem Arbeitsaufwand konvergiert also die
Sekantenmethode asymptotisch (fiir groBe ¢) schneller als das Newton-Verfahren. Dieser
theoretische Vorteil wird aber in der Praxis oft durch eine groie Rundungsfehleranfillig-
keit der Sekantenmethode relativiert. Konvergiert ndmlich hier f(z;) — 0 monoton (mit
nicht alternierenden Vorzeichen), so tritt im Sekantenschritt

Ty — Tp—1

f(ﬂft) - f(xt—l)‘

Ausloschung auf. Zur Stabilisierung der Methode kombiniert man sie mit der Intervall-
schachtelungsidee zur sog. , Regula falsi®.

Tyl = Tt — f(.rt) (5327)

Definition 5.3: Werden im Sekanten-Verfahren die Intervallendpunkte a; < by so gewdhlt,
dass f(ay)f(by) <0 ist, d. h. dass f eine Nullstelle z € (a;,b;) hat, so spricht man von
der ,Regula falsi®.

Beim Sekantenschritt unter beriicksichtigung der Regula falsi,

a; — by

flag) = f(be)’

tritt dann keine Ausloschung im Term f(a;) — f(b;) auf, solange b, —a; > eps. Offenbar
ist @y < x; < by. Das neue Intervall [ay1,b41] wird bestimmt durch die Vorschrift:
(f(z:) = 0 = STOP)

xp = ap — flay) (5.3.28)

f(x)fla) >0 = @y =2, b1 = by,

(5.3.29)
flz)f(a) <0 = a1 =ap, by = 24

Die Regula falsi ist offensichtlich numerisch stabiler als die ihr zugrunde liegende Sekan-
tenmethode, doch konvergiert sie i. Allg. nur linear. In Extremfillen ist sie sogar langsamer
(groBere Konvergenzrate) als das einfache Intervallschachtelungsverfahren.

5.4 Methode der sukzessiven Approximation im R"

Im Folgenden betrachten wir iterative Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssys-
teme im R”

filw, .. ,2,) =0, i=1,...,n, (5.4.30)

bzw. f(x) = 0 mit f = (f1,...,fu)T und = = (z1,...,2,)7 . Zur Berechnung einer
Losung z verwendet die sog. ,Methode der sukzessiven Approximation“ die Iteration (in
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Anlehnung an das vereinfachte Newton-Verfahren in einer Dimension und unter Hochstel-
lung des Tterationsindexes bei vektor- oder matrix-wertigen Grofien):

=2t O (@Y, t=0,1,2,..., (5.4.31)

mit einer geeigneten reguliren Matrix C' € R™". Konvergiert dann ' — z (t — 00),
so ist fiir stetiges f im Limes 2z = z + C7'f(2) bzw. f(2) = 0. Die Losung z des
Gleichungssystems ist also ein sog. ,,Fixpunkt*’ der Abbildung g(x) .=z + C~1f(x).

Wir wollen nun die Konvergenz von Fixpunktiterationen der Form

=g, t=0,1,2,..., (5.4.32)
untersuchen. Dazu sei im Folgenden | - || eine beliebige Vektornorm auf R™ und mit
derselben Bezeichnung || - || die zugehorige natiirliche Matrizennorm.

Definition 5.4: Sei G C R" eine (nichtleere) abgeschlossene Menge. Eine Abbildung
g: G — R" heifit ,Lipschitz*-stetig* (kurz ,L-stetig“), wenn mit einem q > 0 gilt:

lg(z) =gl < qllz —yl, =zyeC. (5.4.33)

Ist die sog. ,Lipschitz-Konstante“ ¢ < 1, so nennt man g eine ,Kontraktion® auf G .
Beispiel 5.4: a) Die Funktion f(z) = |z| ist L-stetig auf ganz R, wegen

el = [yl | < |z —yl.
b) Die Funktion f(z) = y/|z| ist nicht L-stetig bei x = 0 aber (lokal) L-stetig sonst:

[ |22 = 1012 | = [&['2 > |a| 72|z — O].

Der folgende fundamentale ,, Banachsche* Fixpunktsatz® sichert die Existenz von Fix-
punkten von Kontraktionen.

Satz 5.4 (Sukzessive Approximation): Sei G C R" eine nichtleere, abgeschlossene
Punktmenge und g : G — G eine Kontraktion. Dann existiert genau ein Fixpunkt z € G
von g, und fiir jeden Startpunkt 2° € G konvergiert die Folge der durch (5.4.32) erzeugten
sukzessiven Approzimationen ' — z (t — 00). Es gelten die a posteriori und a priori
Fehlerabschdtzungen

t
4t -2t < 1q— 2! — 2°||. (5.4.34)

" = 2| <

3Rudolf O. S. Lipschitz (1832-1903): Deutscher Mathematiker aus Kénigsberg; seit 1864 Professor in
Bonn; arbeitete auf verschiedenen Gebieten der Mathematik.

4Stefan Banach (1892-1945): Polnischer Mathematiker; Professor in Lvov; begriindete die
Funktionalanalysis.
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Beweis: Da g die Menge G in sich abbildet, sind fiir 2° € G die Iterierten 2! =
gzt = ... = g'(2°) definiert, und es gilt

I = ' = [lg(=") — g (=" )]

<qlle 2 <. <2 - a0l

Wir wollen zeigen, dass (2')eny eine Cauchy-Folge ist. Seien dazu ¢ > 0 und m > 1
beliebig vorgegeben:

th-&-m _ l’t” < ||£Ut+m _ l’t+m_1|| N th-&-l _ (L‘t”

S {qt+m71+“.+qt} H$1 *%0”

m—1

, 1—qm
:qt;qz=qtﬁse fiirt > t(e).

K3

Also existiert z = limy o, 2' € G (wegen der Abgeschlossenheit von G') mit z = g(2).
Die Eindeutigkeit des Fixpunktes z folgt sofort aus der Kontraktionseigenschaft von g.
Zum Nachweis von (5.4.34) schreiben wir
t+m __ xt” S ||xt+'rn _ mt-&-m—l” 4+ .+ th+1 _ .’I’t”
<{¢"+...+q} ||zt =2, m>1
—_——
<q/(1-4q)

Durch Grenziibergang m — oo folgt daraus

[

t
2= a'll < flef =2 <
—q

1 O”
> 1—(]

la* —

Q.E.D.

Zur Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf eine Abbildung ¢ : G — R”
muss gezeigt werden, dass es eine abgeschlossene (nichtleere) Teilmenge von G gibt, die
von ¢ in sich abgebildet wird, und auf der ¢ eine Kontraktion ist. Sei g eine Kontraktion
auf der Kugel

Ky(c)={zeR"||z—c[ <p}, p>0,

um einen Punkt ¢ € R” mit Lipschitz-Konstante ¢ < 1. Fiir « € K,(c) gilt dann
lg(x) = cll < |lg(x) — g(c)l] +llg(c) — <.
~_——
<qp

Unter der Bedingung

lg(c) —cll < (1—q)p (5.4.35)
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bildet dann g die Menge K,(c) in sich ab. Ist ¢ differenzierbar, so wird die Matrix

0= (5), 0 €5

)

der partiellen Ableitungen die ,,Jacobi’>-Matrix® genannt.

Hilfssatz 5.2 (L-Stetigkeit): Die Abbildung g : G — R" sei stetig differenzierbar, und
die Menge G sei konvex. Dann gilt

lg(x) —g(y)l < Sup lg"(Olllz—yll, xy€G, (5.4.36)

d. h.: Im Falle sup.cq [lg'(C)|| < 1 ist g eine Kontraktion auf G .

Beweis: Seien z,y € G. Wir setzen fiir e =1,...,n:
wi(s) =gz +sly—x)), 0<s<1,
und haben damit

Wegen

n

und den Stetigkeitseigenschaften der Vektornorm folgt

lg(y) — g(z)| = H/O g'(x+sly—x)) - (y*-r)dSH
S/ g/ (x + s(y — =)l ds ||y — || < sup [|l¢'(O)]l [ly — ]|
0 CeG

Dies impliziert die Bahauptung. Q.E.D.

Korollar 5.1: Mit Hilfe der Abschitzung aus Hilfssatz 5.2 und (5.4.35) ergibt sich, dass
es zu jedem Fizpunkt z € G von g, in dem |g'(2)|| <1 gilt, eine Umngebung

Kp(2) ={r eR"||x -z <p} C G

gibt, so dass g eine Kontraktion von K,(z) in sich ist.

5Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851): Deutscher Mathematiker; schon als Kind hochbegabt; wirk-
te in Konigsberg und Berlin; Beitrége zu vielen Bereichen der Mathematik: Zahlentheorie, elliptische
Funktionen, partielle Differentialgleichungen, theoretische Mechanik.
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Wir betrachten nun wieder die Losung der Gleichung f(z) = 0 mit Hilfe der sukzes-
siven Approximation

P =2t O (), t=0,1,2,.... (5.4.37)

Nach den obigen Uberlegungen ist die Konvergenz dieser Iteration z. B. gesichert, wenn
f auf einer geeigneten Kugel K,(c) C R™ stetig differenzierbar ist, und wenn dort gilt

sup [T+ CH(QO = g<1, [CH()] <(1—q)p. (5.4.38)
CEKp(c)

Beispiel 5.5: Seien A € R™™ und b € R™ gegeben. Das lineare Gleichungssystem
Az = b ist dquivalent zur Nullstellenaufgabe f(x) := b — Az = 0. Zu deren iterativen
Losung betrachten wir mit einer reguldren Matrix C' € R™" die Fixpunktaufgabe

r=g)=c+C flx)=2+C ' b—Ax) =1 -C'A)x+C'b.
~—— ~—~—
=B =c
Die Matrix B := I—C~'A wird die , Iterationsmatrix* der zugehoérigen Fixpunktiteration
(,,sukzessive Approximation®) genannt:

g =Bl +¢, t=1,2,....
Die Abbildung ¢ ist wegen

llg(z) =gl = [|B(x = y)ll < Bl Iz -y

fir [|B]] < 1 eine Kontraktion auf ganz R™. Dabei ist || - || eine geeignete (natiirliche)
Matrizennorm. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konvergiert daher die sukzessive
Approximation gegen den (eindeutig bestimmten) Fixpunkt der Abbildung ¢ bzw. die
Losung des Gleichungssystems Ax =b.

Beispiel 5.6: Die Funktion f(z) = cosh(z) — 22 = £(e” + ¢™*) — 22 hat genau zwei
Nullstellen z; ~ 0.59, z5 ~ 2.1. Zu ihrer Approximation machen wir den Ansatz

g(z) = x + H{cosh(z) — 22} = L cosh(z), ¢'(x) = Lisinh(z),
Offensichtlich bildet g das Intervall [0, z5] in sich ab. Da die Beziehung

fax lg'(z)] = $sinh(b) <1 (arcsinh(2) =1.44..))
notwendig b < 2 voraussetzt, muss |¢'(z2)| > 1 sein. Fiir alle Startwerte 2° € (23, 00)
divergieren die Iterierten 2 — oo fiir ¢ — oo . Tatséchlich konvergiert aber z* — z; (t —
o0) sogar fiir alle 0 € [0, z5] (geometrische Uberlegung). Die Bedingung, dass ¢ iiberall
eine Kontraktion sein muss, ist also nicht notwendig fiir die Konvergenz der sukzessiven
Approximation. Der Fixpunkt z; mit |¢'(z1)| < 1 in Beispiel 5.4 ist also ,,anziehend*,
der Fixpunkt z, dagegen ,abstoflend”, da hier wegen |¢'(z2)] > 1 in jeder Umgebung
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von z, Startpunkte ¥ existieren, fiir die die sukzessive Approximation nicht gegen z,
konvergiert.

3.5

0.5 * cosh(x) ‘_,‘_,_

3.0F . 79@)

0 I I [
Z1 1 222

Abbildung 5.4: Nullstellenproblem

Nach Wahl einer Fehlertoleranz ¢ > eps (z. B.: € = 107*) wird ausgehend von 2° = 0

iteriert geméf x' = I cosh(z')(t = 0,1,2,...) bis das folgende Abbruchkriterium erfiillt

Ist: ot
JRaE]

Wir erhalten:

z' =05, 22 =0.563, ..., 27 = 0.58931, z®=0.58936, ..., 21 = 0.5893877633.

IS—I7

. < 0.8532-107%.
A

Auf dem Intervall [0,1] gilt

_ o — Lo N
¢ = max |g'(x)] = 5 sinh(1) ~ 0.6.

Die a priori Fehlerabschitzungen von Satz 5.2 ergibt dann

0.68

8
— ] <
[o" =2l < 5%

|zt — 2% ~ 21072

Beispiel 5.7: Zur Bestimmung der Quadratwurzel A2 € R™ " einer positiv definiten
Matrix A € R™" betrachtet man die Abbildung

9(X) = 3(X* + B)
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mit der Matrix B = I — A. Dies wird motiviert durch die Aquivalenz
Z:g(Z):%(Z2+B) & (I-2P=1-B=A,

bzw. I—Z = AY? . Im Falle ||B|| = ¢ < 1 gilt fiir X,V € K,(0) = {C € R™"|||C|| < ¢}:

lg@ON < SUXI*+I1BI) < 5(a* +9) < q

DO | =
DO | —

und
1 1
l9(X) = gl = SIX2 = V[ = SIX(X = V) + (X = V)Y
1
< SUXT+IYIDIX =Y < gl X =Y,

d. h.: g ist eine Kontraktion der abgeschlossenen Teilmenge K,(0) C R™*™ in sich. Nach
dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also genau ein Fixpunkt Z € K, (0) von g, und
die Folge der sukzessiven Iterierten X' = g(X*~!) ¢t € N, konvergiert fiir jeden Startwert
X% € K,(0) : Xt = Z (t — 00). Wegen der obigen Aquivalenz ist dann I — Z = A2,
Alle Tterierten X' und damit auch der Fixpunkt Z sind symmetrisch. Wegen ||Z|| < ¢
ist daher I — Z auch positiv definit, so dal mit A2 := I — Z die eindeutug bestimmte,
positive” Wurzel von A bestimmt ist.

5.5 Das Newton-Verfahren im R"

Wir betrachten nun das Newton-Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
mit stetig differenzierbaren Abbildungen f : D C R™ — R". Formal lautet die Newton-
[teration

"t =at — @) f(2), t=0,1,2..., (5.5.39)

mit der Jacobi-Matrix f/(-) von f. In jedem Iterationsschritt ergibt sich ein lineares
(n x n)-Gleichungssystem mit f’(z") als Koeffizientenmatrix:

fl(aHa!™ = fl(aa' — f(2'), t=0,1,2.... (5.5.40)

Dies macht das Newton-Verfahren wesentlich aufwendiger als die einfache Fixpunktitera-
tion; dafiir konvergiert es aber auch sehr viel schneller. Das Newton-Verfahren wird meist
in Form einer Defektkorrekturiteration durchgefiihrt (mit dem ”Defekt” d* := f(a') ):

fl(aoxt = f(a?), o' =2t 62t t=0,1,2.... (5.5.41)

Dies spart gegeniiber (5.5.40) pro Iterationsschritt eine Matrix-Vektor-Multiplikation.

Im Folgenden geben wir ein Konvergenzresultat fiir das Newton-Verfahren, welches ne-
benbei auch die Existenz einer Nullstelle sichert. Mit ||-|| seien die euklidische Vektornorm
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und ebenso die zugehorige natiirliche Matrizennorm bezeichnet. Sei f: G C R” — R”
eine differenzierbare Abbildung, fiir die eine Nullstelle z gesucht ist. Die Jacobi-Matrix
f'(+) sei auf der Niveaumenge

D, :={z € G| @) < [If )]}
zu einem festen Punkt x* € G regular mit gleichméflig beschréankter Inverser:
If (@)~ <8, =€ D.
Ferner sei f'(+) auf D, gleichmiflig L-stetig:
1f (@) = Il <z —yll, x,y € D..
Mit diesen Bezeichnungen haben wir den folgenden Satz von Newton-Kantorovich®

Satz 5.5 (Newton-Kantorovich): Unter den vorausgehenden Voraussetzungen sei fiir
den Startpunkt 2° € D, mit a := || f'(z°)7 1 f(2°)|| die folgende Bedingung erfiillt:

q:= %aﬁ’y <1
Dann erzeugt die Newton-Iteration
f/(xt>xt+1 —_ f/(l‘t)l’t _ f(CCt), t 2 17

eine Folge (2')ien C D, welche quadratisch gegen eine Nullstelle z € D won [ konver-
giert, mit der a priori Fehlerabschdtzung

ot =2l < 2= g™V, >0 (5.5.42)
—q

Beweis: Zum Startpunkt 2° € D, gehort die abgeschlossene, nicht leere Niveaumenge
Do = {z € Gl[If (@)l < [ f(=")]} € D-.

Wir betrachten die stetige Abbildung ¢ : Dy — R?: g(z) =z — f'(z) 1 f(z).

(i) Wir wollen zunéchst einige Hilfsresultate ableiten. Fiir z € Dy sei
wp=a—rf(2)7 f(z), 0<r <1,

und R := max{r|z, € Dy,0 < s <7} = max{r| | f(xs)] < ||f(z")|, 0 < s <r}. Fiir die
Vektorfunktion h(r) := f(z,) gilt

W(r)=—f(e)f (@) f(x),  W(0)=—h(0).

6Leonid Vitalyevich Kantorovich (1912-1986): Russischer Mathematiker; Professor an der Universitiit
Leningrad (1934-1960), an der Akademie der Wissenschaften (1961-1971) und an der Universitidt Moskau
(1971-1976); fundamentale Beitriige zur Anwendung der linearen Optimierung in der Okonomie, zur
Funktionalanalysis und Numerik.
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Fir 0 <r < R ergibt dies

[ f (@)l = A=n)[f @) < f(2) — A=r)f()]| = [|(r) — (1=7)R(O)]|
- H/ K (s) ds + rh(0 ’_ H/ (1(s) ’(0)}dsH
< [ e - royas

und ferner wegen x, —x = —sf’(x)~' f(z):

1(s) = K (O)| = [I{f'(xs) = f' (@)} (@) " f ()]
<Al — 2l @) @) < sl f (@) F @)™

Dies ergibt
L (@)l = A=)l f @) < 3yl f (@)~ f )] (5.5.43)
Mit der Gréfe oy := || f/(z)~ f(2)|| und ||f'(z)"!]| < B folgt
(@)l € (1 =7+ 3rapy)| f(@)].

Im Falle o, < o gilt dann wegen der Voraussetzung %aﬂv <1:

If @) < @ =7+ f @)l

Folglich ist in diesem Fall R =1, d. h.: g(z) € Dy . Fiir solche = € Dy gilt weiter

lg() = g*@)Il = llg(x) — g(z) + £'(g(x) " F(g(@D] < Bl f (g ()]l
Mit Hilfe der Abschétzung (5.5.43) fiir 7 = 1 folgt bei Beachtung von g(z) = x;:

lg(z) = g* (@)l < 3871 f' (@) f(@)II* = 387z — g(=)]” (5.5.44)

(ii) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Beweis des Satzes. Zunéchst wollen
wir zeigen, dass die Newton-Iterierten (z');eny in Dy existieren und die Ungleichung

Iz = g(a)Il = I1f' ()7 f @)l < a

erfiillen. Dies erfolgt durch vollstandige Induktion. Fiir ¢ = 0 ist die Aussage trivialerweise
richtig; insbesondere ist wegen a0 = « nach dem oben gezeigten g(z°) € Dy. Sei nun
xt € Dy eine Iterierte mit g(z') € Dy und ||z' — g(2')|| < «. Dann folgt

|2 = (@)l = llg(a') — g*(@)] < 387]12" — g(@)|* < 5078y < @

und somit nach dem oben Gezeigten g(z'™') € Dy. Also existiert (2')ey C Dpy. Als
néchstes zeigen wir, dass diese Folge Cauchy-Folge ist. Mit Hilfe von (5.5.44) ergibt sich

ot — 2t = g2 — g ) < S5rllglat~") — 1 = Bt — ot P,
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und bei Iteration dieser Abschéitzung:
||xt+1 _ xtH < %5’7(%57”1’1&71 o xt72||2)2 < (%57)(22—1)H$t71 _ l_t72H(22)
2_ _ _ (22) 3_ _ _ 3
< (6D (B2 = 22T = (1) Dt — o9,

Fortsetzung der Iteration bis ¢t = 0 ergibt mit ¢ = %ab”y:

|zt = 2'[| < (387) V2" = 2%®) < (367)* V) < ag® Y.
Fiir beliebiges m € N folgt damit wegen ¢ < 1:

a7 — 2t < = T 2 a4 et o

S aq(2t+m—171) + . + aq<2t+171) + aq@til)
t_ t m—1_ t
< ag® D {(gEN)E D 4 ) )

oo (2'-1)
(2'-1) Z (29J aq

S Oéq (q )] S 1 _ q(Zt) .

j=0

Dies besagt, dass (z')yey C Do Cauchy-Folge ist. Deren Limes z € Dy ist dann notwendig
ein Fixpunkt von g bzw. Nullstelle von f:

1 t 1 t—1\ __
=l = i gla' ™ = (o).

Durch Grenziibergang m — oo erhalten wir auch die Fehlerabschétzung

2= a'l < =g,

was den Beweis vervollstindigt. Q.E.D.

Bemerkung 5.3: Unter der Annahme, dass eine Nullstelle z € G von f existiert kann
die Aussage von Satz 5.1 fiir das Newton-Verfahren im R! sinngem#$ auf den R™ mit der
Maximumnorm || - ||o, verallgemeinert werden. Dabei sind die auftretenden Konstanten
gemdfl m = 1/8, M = ~ zu identifizieren. Inbesondere gilt neben der a priori Fehler-
abschitzung (5.5.42) auch die folgende a posteriori Fehlerabschitzung (Ubungsaufgabe):

1 M
2l < = Mo < — ||zt = 272, teN. 5.5.4
o = 2w < — 17 (@)oo < o lla* =, t€ (5.5.45)

Beispiel 5.8: Zur Bestimmung der Inversen Z = A~! einer regulidren Matrix A € R™"
wird gesetzt
f(X) = X1— A

fir X € R™™ reguldr. Eine Nullstelle dieser Abbildung f(-) : R™™ — R™™ ist gerade
die Inverse Z = A~!. Diese soll mit dem Newton-Verfahren berechnet werden. Dazu ist
zunéichst eine Umgebung von A bzw. von A~! zu bestimmen, auf der f(-) definiert und
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differenzierbar ist. Fir X € K,(A) mit p < [[A™!™" folgt aus X = A— A+ X =
A(I — A71(A - X)) die Beziehung

IATHA = X) | < AT A = X[ < pllA7H| < 1,

d.h.: T—A'(A—X) und damit auch X sind regulér. Als niéichstes ist die Jacobi-Matrix
f'(-) von f(-) als Abbildung von R™ ™ in sich zu bestimmen. Fiir die Durchfiihrung des
Newton-Verfahrens geniigt es offensichtlich, die Wirkung von f/(-) auf Matrizen Y €
R™"™ zu bestimmen. Wir wollen zeigen, dass

FX)Y =-X"'YX', Y eR™

Dies sieht man wie folgt: Aus f(X) = X' — A folgt Xf(X) = I — XA. Fiir die
Jacobi-Matrizen der rechten und linken Seite gilt

(XfOIY),, = Z aqu ijlflk(X) Yrg

pq

Oz jy O fik
= Ju(X) + i —(X) py
S35 ) 0
jp-diq

= fa(X)yig+ Y Zzﬂgxﬂ()()ypq
q pa 1 pa

= (YA(X)+ XF(X)Y),,.

Analog finden wir
[I—XA'Y =-YA.

Also ist
- YA=Yf(X)+ X/ (X)Y = yXx—! —YA-X[f(X)Y

bzw.
fX)Y =-X"'yx 1

Das Newton-Verfahren
SXHXH = (XX = f(X)

erhilt in diesem Fall also die Gestalt
XXX = XXX X A
=1
bzw.

X —oxt - XTAX' = X'{2] — AX'). (5.5.46)

Diese Iteration ist das mehrdimensionale Analogen der Tteration x;.1 = (2 — amt)_ im
skalaren Fall zur divisionsfreien Berechnung des Kehrwertes 1/a einer Zahl a # 0. Uber
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die Identitét
Xt Z =2X' - X'AX' - Z = —(X' - 2)A(X"' - Z) (5.5.47)
gewinnt man die Fehlerabschitzung
IX* = 2| < |A] X" - 2] (5.5.48)

Der Einzugsbereich der quadratischen Konvergenz fiir das Newton-Verfahren ist in diesem
Fall also die Menge
{X eRVM[IX - Z|| < A"}

5.5.1 Gedampftes Newton-Verfahren

Bei der Durchfithrung des Newton-Verfahrens zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
treten zwei Hauptschwierigkeiten auf:

(i) hoher Aufwand pro Tterationsschritt,

(ii) hinreichend , guter* Startpunkt z° erforderlich.

Zur Uberwindung dieser Probleme verwendet man gegebenenfalls das sog. , vereinfachte
Newton-Verfahren*

f'(e)oat = f(ah), o't =2 —daf, (5.5.49)

mit einem geeigneten ¢ € R", etwa ¢ = 2(9) | welches nahe bei der Nullstelle z liegt. Da-
bei haben alle zu losenden Gleichungssysteme dieselbe Koeffizientenmatrix und kénnen
mit Hilfe einer einmal berechneten LR-Zerlegung von f’(c) effizient gelost werden. An-
dererseits fithrt man zur Vergroflerung des Konvergenzbereiches des Newton-Verfahrens
eine ,Dampfung® ein,

fl(a"oat = f(ah), o =2 — \daf, (5.5.50)

wobei der Parameter \; € (0,1] zu Beginn klein gew#hlt wird und dann nach endlich
vielen Schritten gemé&f einer geeigneten Dampfungsstrategie A\ = 1 gesetzt wird. Der
folgende Satz gibt ein konstruktives Kriterium fiir die a posteriori Wahl des Dampfungs-
parameters ;.

Satz 5.6 (geddmpftes Newton-Verfahren): Unter den Voraussetzungen von Satz 5.5
erzeugt fiir jeden Startpunkt x° € D, die gedimpfte Newton-Iteration (5.5.50) mit

A= min {1, %ﬁv}, ap = |72 F (@), (5.5.51)
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eine Folge (2%)ien, fiir welche nach t, Schritten g, := %at*ﬁy <1 erfillt ist, so dass ab
dann x' quadratisch konvergiert, mit der a priori Fehlerabschditzung

* )

ot — 2| < % @D t>t,. (5.5.52)

*

Beweis: Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 5.5. Fiir
ein x € Dy gilt mit z, ==z —rf'(z)" ' f(z),0 <r <1,und a, = | f'(z)" f(z)] die
Abschétzung

lflz )] < (1 =7+ %TQ(yzﬂfy)Hf(m)H, 0<r<R=max{r|z, € Dy,0<s<r <1}

Der Vorfaktor wird minimal fiir

1
>0 : 1—7'*+%T305xﬁ’)/<1— < 1.

r min { < Saui

1
"oy By
Bei Wahl von ) 1
7y 1= min {17 —}
a3y
ist also (2');en C Do, und die Norm ||g(z")|| fillt streng monoton, d. h.:

1
2087

1@< (1= 5 ) IO

Nach endlich vielen, ¢, > 1, Iterationsschritten ist dann %at* By < 1, und die quadrati-

sche Konvergenz der weiteren Folge (2');>, folgt aus Satz 5.5. Q.E.D.

5.6 Ubungsaufgaben

Ubung 5.1: Man berechne mit einem Fehler kleiner 107¢ die Nullstelle z = 7 der
Funktion f(x) = sin(x):

a) mit der Intervallschachtelung zum Startintervall [2,4];

b) mit der Fixpunktiteration z; = x4y + f(z4-1) zum Startwert zo =4;

¢) mit dem Newton-Verfahren z; = 2, 1 — f'(z;-1) "' f(2:-1) zum Startwert xo = 4.

Warum konvergiert in diesem Fall die einfache Fixpunktiteration (b) genauso schnell wie
das Newton-Verfahren 7

Ubung 5.2: Zur Berechnung der Losung z € [0.5,0.6] der Gleichung = + In(z) = 0
werden folgende Fixpunktiterationen vorgeschlagen:

a) x; = —1In(zy1);

b) x =e 1

¢) @ =3z +e ).

Welche dieser Iterationen kann man verwenden, welche sollte man verwenden, und l&sst
sich vielleicht eine noch , bessere“ Iteration angeben?
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Ubung 5.3: Es sei a >0 gegeben. Man zeige, dass fiir beliebigen Startwert z, > 0 die
Fixpunktiteration
B T}, + 3ar,_y

Ty = t=1,2
! 3zl +a

) ) LA

monoton gegen z = y/a konvergiert. Wie grof} ist die lokale Konvergenzordnung? Man
iiberpriife durch einen numerischen Test das theoretische Ergebnis.

Ubung 5.4: Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f konvergiert das Newton-
Verfahren lokal quadratisch gegen eine Nullstelle z. Man zeige, dass es fiir (nur) stetig
differenzierbare Funktionen immer noch ,super-linear” konvergiert,

Ty — 2

7’—>0 (t — 00),
Ti—1 — =

d. h.: Es ist asymptotisch schneller als die einfache Fixpunktiteration.

Ubung 5.5 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Berechnung der
Nullstellen eines Polynoms

p(x) =ap+ a1z + ...+ az", a, #0,

mit Hilfe des Newton-Verfahrens, wobei zur Auswertung von p(x) und p'(x) das Horner
Schema zu verwenden ist. Startwerte sollen etwa durch Intervallschachtelung ermittelt
werden. Als Abbruchkriterium frage man ab, ob gilt:

p(xs)

p/<xt)$t

‘xtJrl - It| _
|4

<1078

Dieses Kriterium wird auch im Fall einer mehrfachen Nullstelle, d. h. p'(z;) — 0 (t = 00),
verwendet. Es muf} allerdings abgefragt werden, ob p/(z)x; # 0 ist.

Man berechne mit diesem Programm sdmtliche Nullstellen der Legendre- und der Tscheby-
scheff-Polynome vom Grad p =4 und p = 5, d. h. die Stiitzstellen der entsprechenden
Gauflschen Quadraturformeln. Dabei sollen jeweils alle Iterierte inkl. der Startwertberech-
nung bis zur Erfiillung des Abbruchkriteriums ausgegeben werden.

(Hinweis: Die Polynome Ly(z) und Tj(z) erhdlt man mit Hilfe der Rekursionsformeln
fiir die Legendre- und die Tschebyscheff-Polynome.)

Ubung 5.6: Zur Berechnung der Inversen A~! einer reguliren Matrix A € R™" werden
die beiden Fixpunktiterationen

a) X;=X, (I-AC)+C, t=1,2,..., C &R regulir,

b) Xt :thl(QI—Athl% t: 1,27...7

betrachtet. Man gebe hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz dieser Iterationen an.
Wie wiirde in diesem Fall das Newton-Verfahren lauten?



182 KAPITEL 5. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Ubung 5.7: Es sollen die Schnittpunkte des durch z? + 22 = 2 gegebenen Kreises und
der durch z? — 22 = 1 gegebenen Hyperbel bestimmt werden. Wie lauten die exakten
Losungen?

a) Man schreibe die Aufgabenstellung als Nullstellenproblemn einer geeigneten Abbildung
= f(z1,22) : R? = R? und iteriere ausgehend von dem Startwert z(® = (1,1)7 mit
dem Newton-Verfahren bis das Inkrement [|z® — (=Y, kleiner als 2 x 1072 ist.

b) Man bestimme zu der Abbildung f aus (a) eine Matrix C' € R**? in der Form

C

so dass die Fixpunktiteration
2D — () Cf(z")

ausgehend vom Startwert z(® = (1,1)7 garantiert gegen die Nullstelle z von f im
ersten Quadranten der (xy,xs)-Ebene konvergiert. Wie viele Schritte miisste man mit
der gewihlten Fixpunktiteration machen, damit ||z® — z||o kleiner als 2 x 1073 ist?
(Hinweis: Bei den Abschétzungen verwende man die Maximumnorm.)

Ubung 5.8: Die Eigenwertaufgabe Az = Az einer Matrix A € R™" ist dquivalent zu
dem nichtlinearen Gleichungssystem

Ax — A =0,
l=]l3 = 1 =0,
von n + 1 Gleichungen in den n + 1 Unbekannten zy,...,z,, .

a) Man gebe die Newton-Iteration zur Losung dieses Gleichungssystems an.

b) Man fiithre zwei (oder bei Interesse auch mehr) Newton-Schritte durch fiir die Matrix

4 0
A=
-1 4
mit den Startwerten z{ = 0, 25 = 1.5, \° = 3.5. Man berechne die Eigenwerte und

Eigenvektoren dieser Matrix und stelle fest, ob das Newton-Verfahren in diesem Fall
quadratisch konvergiert.

Ubung 5.9: Man untersuche die Konvergenz der Fixpunktiteration
o' =Ba" e

fir die Matrizen
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0.6 0.3 0.1 0 05 0
(i) B=]02 05 07|, (4 B=|1 0 0
0.1 0.1 0.1 0 0 2

Was ist der Limes der Folgen im Falle der Konvergenz? (Hinweis: Es sind die Eigenwerte
der Matrizen abzuschétzen. Dazu kann eine geeignete Norm oder auch der Zusammen-
hang zwischen den Eigenwerten und der Determinante einer Matrix dienen.)

Ubung 5.10 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Realisierung der
Iterationsverfahren aus Aufgabe 5.6 fiir die (positiv definite) Tridiagonalmatrix

fir n = 2% k = 2,...,10. Zur Vermeidung zu langer Rechenzeiten sollte eine obere
Schranke (etwa k < 10° fiir die Anzahl der Iterationsschritte gesetzt werden. Mit der
Matrix C' = é[ € R™™ ist in diesem Fall nach Aufgabe 11.1 die Konvergenz der Iteration
(a) fiir jeden Startwert garantiert. Man verwende daher versuchsweise fiir beide Iterationen
(a) und (b) die Startmatrix X, = £1. Als Abbruchkriterium wihle man die Grofie des
Residuums AX; — I geméf

|AX; = Il = max. (Zl (AX0)y — b)) <107

Man gebe die Anzahl der benétigten Iterationen in Abhéngigkeit von n an. Sind die-
se Verfahren konkurrenzfihig mit der direkten Berechnung der Inversen mit Hilfe der
simultanen Gauf-Elimination?





