2 Interpolation und Approximation

Ein Grundproblem der numerischen Praxis ist die Darstellung und Auswertung von Funk-
tionen. Dabei ergeben sich folgende Aufgabenstellungen:

(i) Eine Funktion f(x) ist nur in einer diskreten Menge von Argumenten o, ..., 2,
bekannt und soll mit dieser Information rekonstruiert werden (z. B. zur graphischen
Darstellung oder zur Auswertung an Zwischenstellen).

(ii) Eine analytisch gegebene Funktion f(x) soll auf der Rechenanlage so dargestellt
werden, dass jederzeit Funktionswerte zu beliebigem Argument x leicht berechnet
werden kénnen (z. B. trigonometrische Funktionen).

In beiden Féllen hat man ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden, néamlich
die funktionale Abhéngigkeit y = f(z), durch einen endlichen Datensatz zu simulieren.
Hierzu bedient man sich gewisser Klassen P von einfach strukturierten Funktionen; z. B.:

Polynome: p(x) = ap + a1z + ... + a,z",

_agtax+...+ax"
T(x)_b0+b1x+...+bmxm’

trigonometrische Polynome:  #(z) = Jag + Y {ay, cos(kx) + by sin(kz)}.
k=1

rationale Funktionen:

mn
Exponentialsummen: e(x) = > agexp(bgx).
k=1

Definition 2.1: Geschieht die Zuordnung eines Elementes g € P zur Funktion [ durch
Fizieren von Funktionswerten

g(It):yt = f(mz)a 7;:0,...,717

so spricht man von ,Interpolation®. Ist g € P als in einem gewissen Sinne ,beste
Darstellung von [ zu bestimmen, z. B.:

max |f(x) — g(x)| minimal fir g€ P,

a<z<b
oder

b 1/2
(/ |f(z) — g(x)]? d:z:) minimal fir g € P,

so spricht man allgemein von Approzimation®. Die jeweilige Wahl der Konstruktion von
g € P hingt von der zu erfillenden Aufgabe ab. Offenbar ist die Interpolation eine spezi-
elle Art der Approximation mit

ax |f(z:) — g(x;)|  manimal fir g€ P.

23
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2.1 Polynominterpolation

Wir bezeichnen mit P, den Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich n:
P, = {px)=a+amzr+...+a2"|a; R, i=0,...,n}.

Definition 2.2: Die sog. ,Langrange'-Interpolationsaufgabe® besteht darin, zu n + 1

paarweise verschiedenen Stiitzstellen (auch ,Knoten® genannt) xg,...,x, € R und ge-
gebenen Knotenwerten vy, . ..,y, € R ein Polynom p € P, zu bestimmen mit der Figen-
schaft

plx;) =y, 1=0,...,n. (2.1.1)

Satz 2.1 (Langrange-Interpolation): Die Langrange-Interpolationsaufgabe ist eindeu-
tig losbar.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Sind py, p2 € P, zwei Losungen, so gilt
fir p:=p1—p2 € P, : plz;) =0,i=0,...,n,d. h.: p hat n+1 Nullstellen, und ist folg-
lich identisch Null (folgt mit Hilfe des Satzes von Rolle?). Zur Existenz betrachten wir die
Gleichungen p(z;) = y;,4 = 0,...,n. Dies kann man interpretieren als ein lineares Glei-
chungssystem mit n+ 1 Gleichungen fiir die n+ 1 unbekannten Koeffizienten ay, ..., a,
von p € P,. Wegen der Eindeutigkeit von p muss dieses System dann notwendig eine
Losung haben. Q.E.D.

Zur Konstruktion des Interpolationspolynoms p € P, verwendet man etwa die sog.
, Lagrange-Basispolynome*

l'—fE]'

LZ(-")(:E) = € b, i=0,...,n.

T — 2,
g=0j#i "

Dass der Satz von Polynomen {Ll(»"),i =0,...,n} tatsichlich eine Basis von P, ist, wird
als Ubungsaufgabe gestellt. Offenbar ist

1, falls i=k
LE")(ggk) = s =:0;x (Kronecker-Symbol).
0, falls i #k

Definition 2.3: Das Polynom

p = ZyiLgn) e P, (2.1.2)
=0

!Joseph Louis de Lagrange (1736-1813): Franzosischer Mathematiker; 1766-87 Direktor der mathem.
Klasse der Berliner Akademie, dann Professor in Paris; bahnbrechende Arbeiten zur Variationsrechnung,
zur komplexen Funktionentheorie sowie zur theor. Mechanik und Himmelsmechanik.

2Michel Rolle (1652-1719): Franzosischer Mathematiker und Autodidakt; wirkte in Paris und leistete
Beitrége zur Analysis, Algebra und Geometrie; der nach ihm benannten Satz wurde 1691 publiziert.
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¢

hat dann die gewinschten Eigenschaften p(z;) = y; . Es wird die ,Lagrange-Darstellung*
des Interpolationspolynoms zu den Stitzpunkten (xo,vo), - - -, (Tn, Yn) genannt (abgekiirzt
,Lagrange-Interpolationspolynom*).

Die Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms hat den Nachteil, dass sich die
verwendeten Basisfunktionen von P, bei Hinzunahme eines weiteren Stiitzpunkts
(Tpi1,Yny1) vollig dndern. Dies wird vermieden bei Verwendung der sog. ,Newton?3-
Basispolynome*

1:[ (x — ).

J=0

=
=
SN—
Il
-
-
\
QH
=
=
‘]
S~—
I

Aus diesen lédsst sich das Interpolationspolynom systematisch aufbauen. Fiir den Ansatz

n

plz) =Y aiNi(x)

=0
findet man durch sukzessive Auswertung in xo, ..., z, das gestaffelte Gleichungssystem

Yo = p(xo) = Qo

Y1 = p(x1) = ag + a1 (@1 — xo)

Yn = p(an) = ao + a1 (T, — x0) + ... + an(zy — 20). . (Tp — Tp1),

woraus sich die Koeffizienten a; rekursiv berechnen lassen. Die Hinzunahme eines weiteren
Punktes (2,41, ¥n11) ist nun leicht durch Fortsetzung dieses Prozesses mit der Basisfunk-
tion N,.1 zu bewerkstelligen. In der Praxis bestimmt man die a; jedoch auf eine andere,
numerisch stabilere Weise, die im Folgenden beschrieben wird.

Satz 2.2 (Newton-Darstellung): Das Lagrange-Interpolationspolynom zu den Punk-

ten (x;,y;),1 = 0,...,n, ldsst sich bzgl. der Newton-Polynombasis schreiben in der Form
p(x) = ylzo, ...,z Ni(x). (2.1.3)

i=0
Dabei bezeichnen ylxg, ..., x;| die zu den Punkten (x;,y;) gehdrenden sog. ,dividierten

Differenzen, welche rekursiv definiert sind durch

iZO,...,nZ y[lz]:yz
y[l’i+17 ) l“z‘+k] - y[wi’ BERD sz‘+k71]

e — 1 YlTi, o igy] = .
Titk — T4

3Isaac Newton (1643-1727): Englischer Physiker und Mathematiker; Professor an der Universitiit
Cambridge; entwickelte u. a. die Grundlagen der klassischen Mechanik und der Differentialrechnung.
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Beweis: Es bezeichne p; ;. € P, das Polynom, das die Punkte (z;,4:), - ., (Titk, Yisk)
interpoliert. Speziell ist also pg, = p das gesuchte Interpolationspolynom. Wir zeigen

pmqu(l‘) = y[l‘z] + y[:ci, Jii+1]($ — .TCZ) 4+ ...+ y[xi, RN J/‘i+k]($ — l‘l) . (I’ — Ii+k71),

was offensichtlich die Aussage des Satzes als Spezialfall beinhaltet. Der Beweis wird durch
Induktion bzgl. der Indexdifferenz k = (i+k)—1 gefithrt. Fiir k£ =0 ist p;; = y; = y[zi],
1=0,...,n. Sei die Behauptung richtig fiir £ — 1 > 0. Konstruktionsgem&$ gilt nun

Piitk(T) = Piirk—1(7) + a(x — i) . (T — Tigp1).

Zu zeigen ist also, dass a = y[z;, ..., ziyx] . Offenbar ist a der Koeffizient von 2% in
pii+r(z) . Nach Induktionsannahme ist weiter

pi,i+k—1(x) =...+ U[[E“ .. .l‘i+k_1}$k71,

PirLivk(T) = . Y@, - Tip)a
wobei ,,. .. fiir Polynomanteile vom Grad kleiner oder gleich k—2 steht. Wie man leicht

verifiziert, interpoliert das durch

(95 - ffi)pi+1,i+k($) - (SE - $i+k)pi,i+k—1($)
LTitk — Xy
)pi+l,i+k(x) - Pi,i+k71(ff)
Tipke — X4

q(x) =

= piitk—1(7) + ( — 2

gegebene Polynom ¢ € P, die k+ 1 Stiitzpunkte (z;,y;), j =14,...,7+ k. Wegen der
Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ist dann notwendig ¢ = p; 4. Der fithrende
Koeffizient in p; ;4x(x) ist demnach

_ YlTiv1s o Tigr] = Y[Tis - Tig—1] .
a = *y[l”i',"wxi#»k]a
Tivk — T4

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

Korollar 2.1: Die Aussage von Satz 2.2 impliziert eine wichtige Invarianzeigenschaft der
dividierten Differenzen. Der fiihrende Koeffizient ylxo, ..., x,] des Lagrange-Interpola-
tionspolynoms ist gleichzeitig der Koeffizient des Monoms z™ in seiner Standarddarstel-
lung. Da dieser unabhdngig von der Reihenfolge in der Anordnung der Punkte xy, ..., x,
ist, gilt dasselbe folglich auch fir die dividierte Differenz, d. h.: Es gilt

ylZo, - Tn) = ylxo, - - -, T4 (2.1.4)
fiir jede beliebige Permutation g, ..., T, dieser Punkte.

Die im Beweis von Satz 2.2 verwendete Beziehung zwischen den Polynomen p; ;i
kann direkt zur rekursiven Berechnung des Interpolationspolynoms p = pg, verwendet
werden.
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Definition 2.4: Das durch die Rekursion p;;(z) =vy;, i =0,....,n, und

Pit1,i+k\T) — Piji+k—1{T

Piirk(T) = Diipr—1(x) + (. — 25) k(@) = Pusrioa )7 (2.1.5)
Titk — L5

firk=1,...n,i=0,...,n—k, erzeugte Polynom py,, ist die sog. ,Neville*-Darstellung*

des Interpolationspolynoms zu den Stiitzpunkten (xo,yo), - -, (Tn, Yn) -

Bei der praktischen Berechnung der Neville-Darstellung geht man nach folgendem
Schema vor:

o Yo 100,1(50) p0,2(l") p0,3($) cee po,n71(fﬂ) po,n(fﬁ)
Ty Y P1,2($) p1,3(9?) p1,4(:v) s Pl,n(iﬁ)
T2 Y2 P2,3(50) p2,4(:z:) pz,s(z)

LTn—1 | Yn—1 pnfl,n('r)

Tn Yn

Auch hier ist die Hinzunahme eines weiteren Stiitzpunktes (2,41, ¥ny1) problemlos. Die
Neville-Darstellung des Interpolationspolynoms bietet eine sehr effiziente und numerisch
stabile Moglichkeit zur Berechnung einzelner Funktionswerte p(¢) (£ # ;) ohne vorherige
Bestimmung der Koeffizienten in der Newton-Darstellung. Dazu setzt man im obigen
Neville-Schema einfach = = §{ und verwendet zur Berechnung von p;; = p;r(§) (aus
Stabilitdtsgriinden) die Rekursionsformeln p;; =v;, i =0,...,n, und

)pi+1,i+k — Dijitk—1
itk = i (2.1.6)
= Dbt + Piji+k—1 — Di+1i+k
’ (€ —wipw) /(= 2) — 1

fir k=1,...,n,i=0,...,n—k.

Diji+k = Dijivk—1 + (£ — 2

2.1.1 Auswertung von Polynomen

Ist ein Polynom p € P, in der Form p(x) = ag + a1z + ... + a,2" gegeben, so werden
einzelne Werte p(¢€) mit Hilfe des ,,Horner-Schemas“ berechnet (siche Kapitel 1):

bn = Qp; k=mn— 17"’70: bkEak+€bk+1; p(é) :bO'
Zu p, :=p € P, wird durch

Puo1(x) = by +bow + ...+ by

4Eric Harold Neville (1889-1961): Englischer Mathematiker; Professor an der Universitit in Reading,
England (1919-1954); Beitriige zur numerischen Mathematik, u. a. zur praktischen Polynominterpolation.
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ein Polynom p,_1 € P,_; definiert. Wegen ay = by, — £b41 gilt offenbar

p(x) = (x = §)pn-1(x) + 10, o = p(§) = bo,

d. h.: Das Horner-Schema leistet unter anderem die Abspaltung des Linearfaktors = — &
vom Polynom p(z) (euklidischer Algorithmus). Weiter ist dann

p(x) —p(§)
r—§
d. h.: Fiir # — ¢ folgt die Beziehung p'(§) = pn_1(§). Zur Berechnung von p/(§) wird

das Horner-Schema auf das Polynom p,_; angewendet. Dies liefert Koeffizienten ¢y,
k=2,...,n, sowie ein Polynom p, s € P, 5 mit der Eigenschaft

:pn—l(x)7 1’755,

Pn1(®) = (. — §)pna(z) + 711, = pp-1(§) = c1.

Durch fortgesetzte Abspaltung des Linearfaktors x—¢ erhilt man so eine (endliche) Folge
von Polynomen py,, pp—1,Pn_2,...,po mit der Eigenschaft

pn—](x) = (x_g)pn—j—l(‘r)—'_rﬁ j :0,...,TL— ]-1 Po = Tn,
und damit die Darstellung
po(x) =ro+r(x—&) 4+ ... +r.(z—8&" (2.1.7)

Vergleicht man dies mit der Taylor-Entwicklung von p an der Stelle £, so findet man

1 .
;= ﬁpm(g), j=0,...,n. (2.1.8)

Die Koeffizienten des Polynoms p,_; seien mit a}cj ) bezeichnet:

Pn—j(x) =a§j)+a§ﬂ21x+...+ag)mn_j, j=0,...,n.

Sie werden berechnet durch die rekursive Vorschrift

j=0,...,n: ai ™ =a,
k=n—1,...5: &™) =a? 4 cal1),

und es gilt p¥) (&) = j!a§j+1), j=0,...,n.

Die Koeffizienten a,(cj ) bilden das sog. ,,vollstandige Horner-Schema“ zur Auswertung des

Polynoms p im Punkt &.

Das Horner-Schema kann leicht zur Auswertung eines Polynoms

p(z) =ap+ai(x —x9) + ...+ a,(v —x0)...(x — 1)
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in allgemeiner Newton-Darstellung modifiziert werden:

by = ap; k=n—1,...,0: by =ap+ (§— xx)brtr; p(€) = bo.

Ist man an den Ableitung p)(¢) eines in Newton-Form gegebenen Polynoms interes-
siert, so ist dies weitgehend dquivalent mit dem Problem, zu einer gegebenen Darstellung

p(x) =ag+ai(z—x0) + ...+ a,(x —x0)...(x —2,_1)
die Koeffizienten by, k=0,...,n, in der Darstellung
p(x) =bo +bi(r —vo) + ...+ bu(x —%0). . .(x — yn_1)

bzgl. anderer (paarweise verschiedener) Punkte yy, k =0,...,n— 1, zu bestimmen. Dies
wird durch das folgende ,,verallgemeinerte Horner-Schema* geleistet:

k=0,...,n: algo)’
j=0,...n—1: a¥™ =a¥:
oo a2 oD Gy =)D, 8y =0

2.1.2 Interpolation von Funktionen

Wir betrachten nun den Fall, dass die Knotenwerte y; durch eine Funktion f auf einem
die Stiitzpunkte x; enthaltenden Intervall [a,b] gegeben sind:

yi = f(z), wx; €lab], i=0,..,n.

Zunéchst stellt sich die Frage, wie gut das zugehorige Interpolationspolynom p € P,
die Funktion f auf [a,b] approximiert. Im Folgenden bezeichne (z,...,x,) das kleinste
Intervall, das alle in den Klammern eingeschlossenen Punkte enthélt. Ferner bezeichnet
Cla,b] den Vektorraum der iiber [a,b] stetigen Funktionen und analog C*[a,b] den Vek-
torraum der tiber [a,b] k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.

Satz 2.3 (Interpolationsfehler 1): Sei f € C""'[a,b]. Dann gibt es zu jedem x €
[a,0] ein & € (xg,...,xn,2), so dass gilt:

() (g,) 1
f(z) = p(x) = f : Hx—:r] . (2.1.9)

Beweis: Fiir z € {x,...,z,} ist alles klar. Sei also z € [a,b]\{zo, ..., x,}. Wir setzen

ﬁ t—x;), c(x) = M
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Die Funktion F(t) = f(t) — p(t) — c(x)l(t) besitzt dann mindestens die n+2 Nullstellen
X0y - T, & 0 [a,b] . Durch wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle erschlieft man,
dass dann die Ableitung F™+Y eine Nullstelle &, € (zq, .. ., z,, z) hat. Mit

0=F(g,) = fOD(&) — pm (&) — c(@)I" V(&) = F(&) — e(@)(n + 1) !
folgt die Behauptung. Q.E.D.

Satz 2.4 (Interpolationsfehler 2): Sei f € C"*ta,b]. Dann gestattet der Fehler bei

der Polynominterpolation fir = € [a,b]\{x¢, - ,x,} die Darstellung
f(x) = p(x) = flxo,. .., Tn, 7] H(w—xj), (2.1.10)
=0
mit der Notation f[x;, ..., x| = ylxi, ..., 2], und es ist

flxo, .oy T, ) / / / / FOD (g + by (21 — 20) + - -

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach der Anzahl der Stiitzstellen (in der Rei-
hung z, x1, 29, . .. ) gefiihrt. Fiir n =0 gilt trivialerweise

):{ floo,al(x — )

f(@) = po(x) = f(x) — f(zo (x —x0) [, (o + t(x — x0)) dt.

Sei die Behauptung nun richtig fiir n — 1 > 0. Dann ist

F(&) = pula) = F@) = 3 flos o ﬁ (@)

n—1
= f(l’) - pn—l(‘r) - f[z()v ey mn] H(ZE - xj)
=0
n—1 n—1
f[.ro,...,xn,l,x]H(:Cij) flxo, .z H r — ;)
§=0 j=0
flzo, .o 2n_1, 2] — flzo, ..., Tn) T~
= p— 1:[ r —xj),
und somit, wegen flxg,...,z,_1,2] = flx,x0,..., 2,1, unter Ausnutzung der Definition

der dividierten Differenzen:

f(x) _pn(l") 5007-- Ty T H ”E—xj
7=0
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Ferner ist nach Induktionsvoraussetzung

oy Lp—1,T an“ I7J

I07
// f<n> (zo + t (21 — 20) + ... + tn(x — 1))

—fFm)( xo+t1(x1 —20) oo+ (@0 — 1))} Aty dt

/ / / —f“” (To+ ...+ tn(Tn — Tooy) + tx — 3,)) dtdty,. . .dty
f("+1)(. )z —xy,)

und folglich, nach Definition der dividierten Differenzen,

flxos .oy T, ] // / / FOEYC ) dtdt,. . dty

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Die obige Integraldarstellung der dividierten Differenzen f[zo,...,x,] gestattet ihre
stetige Fortsetzung fiir den Fall, dafl einige der Stiitzstellen zusammenfallen:

flzoy oo @y @py ooy = li_r}(l)f[;vo,...,a:,«,xr +e, Ty

Im Extremfall zqg = ... =z, wird

1
(Y o G S TR V)
n:

und das Newton-Interpolationspolynom geht {iber in das Taylor-Polynom n-ten Grades
von f in xg:

n i—1 n
x):Zf[wo,... Ha:—x] Z%f(i)(xo)(x—xo)i.
i=0 j=0 i=0

Ferner sehen wir, dass sich die dividierten Differenzen einer hinreichend oft differenzier-
baren Funktion durch Zwischenwerte der entsprechenden Ableitungen ausdriicken lassen:

1
flxo, .- T, 7] = (n+1)!f(”“>(§x)7 (2.1.11)
mit einer Zwischenstelle &, € (x, ..., T, x).

Wir wollen nun allgemein den Fehler bei der Lagrange-Interpolation diskutieren:

(n+1)
@)~ p) = T [0 2, (2.1.12)
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Fiir groes n wird 1/n! sehr klein, und das Produkt wird klein, wenn die Stiitzstellen
immer dichter zusammenriicken. Sind die Ableitungen von f beschrinkt auf [a,b], so
gilt also sicher

Dax |f(z) —p(z)] >0 (n—00).
Meist haben die Ableitungen der zu interpolierenden Funktionen jedoch ein zu starkes
Wachstum fir n — oo, z. B.:

fl)y=(1+a")7" [ ()] = 2"l O(je| "),

so dass gleichméflige Konvergenz des Approximationsprozesses nicht mehr zu erwarten
ist.

Beispiel 2.1: Fiir die Funktion f(z) = |z|, = € [—1, 1], ergibt die Lagrange-Interpolation
in den Stiitzstellen x; = —1+4ih, i =0,...,2m,mit h = 1/m und = & {;,1 =0,...,2m}
das Verhalten

pm(x) £ f(z) (M — o0).

Dieser Effekt ist nicht auf nicht differenzierbare“Funktionen beschréinkt, wie das obige
Beispiel f(z) = (1+2?)7!, 2 € [-5,5] zeigt (s. Ubungsaufgabe).

Bemerkung 2.1: Der Approximationssatz von Weierstrass® besagt, dass jede Funktion
f € Cla,b] beliebig gut gleichméfig auf [a,b] durch Polynome approximiert werden
kann. Die Vermutung, dass dies mit Lagrange-Interpolationspolynomen geschehen kann,
ist jedoch i. Allg. falsch.

Ein weiterer Defekt der Lagrange-Interpolation besteht in ihrer grofien Fehlerempfind-
lichkeit. Fehlerhafte Daten y; + Ay; wirken sich auf die Gestalt des Polynoms nicht nur
lokal bei der Stiitzstelle x; aus, sondern verindern den Verlauf auch relativ dramatisch
iiber dem ganzen Intervall.

Beispiel 2.2:  x;=—1+4+th, i=0,....2m, h=1/m; y; =0 fir i #m, y, =¢;

plx)=¢ H ‘ ; % (Lagrange-Polynom zum Aufpunkt z,, = 0)

j=0 J

n
Dies liegt daran, dass auch fiir ,,gutartige Funktionen der Term | [[(z — ;)| fir = ¢
j=0
(%0, ..., x,) sehr schnell anwichst. Die Verwendung der Polynominterpolation zur weit-
reichenden , Extrapolation® ist also nur bedingt zu empfehlen. Hierfiir erweist sich die
Interpolation mit rationalen Funktionen als wesentlich geeigneter.

5Karl Theodor Weierstrass (1815-1897): Deutscher Mathematiker; ab 1856 Profssor in Berlin; be-
griindete die moderne, strenge Analysis.



2.1. POLYNOMINTERPOLATION 33

25

20 - b

15 - 1

-10 - 7

15 ! ! !
-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 2.1: Storungsverlauf bei wachsendem Polynomgrad

2.1.3 Hermite-Interpolation

Die Aufgabenstellung der Lagrange-Interpolation ldsst sich verallgemeinern zur sog. ,, Her-
miteS-Interpolation®:.

Definition 2.5: Die Hermite-Interpolationsaufgabe lautet wie folgt:

Gegeben: x;, i=0,...,m  (paarweise verschieden)

yl(k)’ i:07~-‘7m kZO,...7‘[I,Z‘ (H‘ZZO)
Gesucht: pe€P,, n=m+> p: p¥(z;)= yfk) )
i=0

Die Punkte x; werden als (u; —i—_l) -fache Stiitzstellen bezeichnet.
Analog zu Satz 2.1 beweist man:

Satz 2.5 (Hermite-Interpolation): Die Hermite-Interpolationsaufgabe besitzt eine ein-
deutige Lésunyg.

Sind die Knotenwerte yi(k) = f®)(2;) durch eine Funktion f gegeben, so gilt:

6Charles Hermite (1822-1901): Franzosischer Mathematiker; Professor an der Ecole Polytechnique und
der Sorbonne in Paris; Beitriige zur Zahlentheorie und zur Theorie elliptischer Funktionen.
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Satz 2.6 (Interpolationsfehler): Ist f € C""'[a,b], so gibt es zu jedem x € [a,b] ein

& € (moy. ., T, x), S0 dass fir die Losung p € P, der Hermite-Interpolationsaufgabe
qgilt:
f(.’L‘)—p(I) :f[mov"'am()w-'a oy LT, T H IL7+1
X . =0 (2.1.13)
_ n+1 . T — I‘ Mr‘rl.
(n+1 (&) g
Beweis: Analog zu Satz 2.3 bzw. Satz 2.4. Q.E.D.

Aus Stetigkeitsgriinden besitzt das Hermite-Interpolationspolynom einer Funktion f €
C"a,b] die Darstellung

pit1

xTr) = LOy o vy LY yeney TicqyenwyXioq yTjye., Ty X
( ) ; r=1 f - - Y -
(o + 1) mal (i—1 + 1)-mal 7-mal
i1
<T@ =yt @ ey,

J=0

Die dividierten Differenzen f[...] sind durch ein zur Lagrange-Interpolation analoges
Rekursionsschema bestimmt, wobei immer dann, wenn Differenzen wegen des Zusam-
menfallens von Stiitzpunkten nicht nach der Definitionsformel gebildet werden koénnen,
sinngeméf die Stiitzwerte hoherer Ordnung einzusetzen sind; z. B.:

y[xux%&-ﬂ - yz( :

y[zl,xz] = yi(l)~, y[$i7ﬂ3i7$i+1] -,
Tit1 — T4
1o L@ oyl m ] — %?Ji@)
y[l’ul’zamz] - 2:‘/1 ) y[xi7xi7xi7xi+1] -
Tit1 — T4

Eine weitere Verallgemeinerung der Lagrange- und Hermite-Interpolation ist die sog.
,Hermite/Birkhoff”-Interpolation“, bei der Funktions- bzw. Ableitungswerte in verschie-
denen Punkten beliebig gemischt vorgegeben werden, z. B.:

peEPs: p(0)=1, p(1)=2, p2)=0, p'(3)=3.

Die Frage nach der Losbarkeit der allgemeinen Hermite/Birkhoff- Interpolationsaufgabe
ist noch nicht vollstédndig geklédrt. Es konnen im Gegensatz zur Lagrange- und Hermite-
Aufgabe alle Fille von ,eindeutig losbar® iiber ,unendlich mehrdeutig l6sbar® bis ,, unlos-
bar* auftreten (Ubungsaufgabe).

"George David Birkhoff (1884-1944): US-Amerikanischer Mathematiker; Professor an der Harvard
University, Boston, USA; Beitréige zu sehr verschiedenen Gebieten der Mathematik: dynamische Systeme
(Ergoden-Satz), Differentialgleichungen, Gravitationstheorie und Mathematik der Asthetik.
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2.2 Extrapolation zum Limes

Eine wichtige Anwendung der Polynominterpolation ist die sog. ,,Richardson®-Extrapola-
tion (zum Limes)*. Ein numerischer Prozess liefere fiir jeden Wert eines positiven Pa-
rameters h € Ry (h — 0) ecinen Wert a(h). Gesucht ist die nicht direkt berechenbare
Grofe

a(0) = lim a(h). (2.2.14)
h—0
Zur Anndherung von a(0) berechnet man a(h;) fir gewisse Werte h;, @ = 0,....n,

und nimmt den Wert p,(0) des zugehorigen Interpolationspolynoms zu (h;, a(h;)) als
Schétzung fir a(0).

Beispiel 2.3: Wir betrachten die numerische Realisierung der Regel von 1’'Hopital®. Zur

Berechnung von
—1
a(0) := lim M
a—>+0  sin(x)

(=0)

setzen wir
(cos(z) — 1)
sin(x)

a(x) ==

und interpolieren a(z) an einigen Stiitzstellen h; nahe bei 0:

hy = L, a(hy) = —6.258151-1072,
o= L a(h)) = —3.126018-10°2,
hy = L, a(hy) = —1.562627-1072.

und wir erhalten
a(0) ~ py(0) = —1.02- 1075,

Numerisch giinstiger wére die Berechnung von p,(0) mit Hilfe des Neville-Algorithmus
nach dem Schema

Dii+k-1(0) = Pig1,4+(0)

k=1,2.

) )

Dii+k(0) = Diirr—1(0) +

8Lewis Fry Richardson (1881-1953): Englischer Mathematiker und Physiker; wirkte an verschiedenen
Institutionen in England und Schottland; typischer ,,angewandter Mathematiker®; leistete Pionierbeitrige
zur Modellierung und Numerik in der Wettervorhersage.

9Guilliome F. A. Marquis de I'Hopital (1661-1704): Franzdsischer Mathematiker; Schiiler von Johann
Bernoulli; verdffentlichte 1696 das erste Lehrbuch der Differentialrechnung, welches auch die nach ihm
benannte Regel enthélt.
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{ ‘ £ ‘ pm(o) = Cl(hz‘) pz}i+1(0) pi,i+2(0)

0| zo=4 | —6.258151-1072 6.115-107° |=1.02-107°
1|2 =& [ —3.126018-107% 7.64-107F

2|2y = & | —1.562627 - 1072

2

Beispiel 2.4: Wir betrachten die numerische Differentiation. Fiir O''-Funktionen f ist

@t h) = (@)

h—0 h

= f'(2),
und fiir f € C? folgt durch Taylor-Entwicklung

flx+h) = fz)

A :f/(l‘)—Fgf”(Cx), (s € (x,x + h).

Im Falle f € C? erhilt man eine bessere Niherung zu f/(x) durch den zentralen Diffe-
renzenquotienten

fle+h) = fle—h)
2h

! h2 " 1 N
= @)+ "G), Gel@thae—h)
Ist f analytisch, so gilt sogar

G f(2i+1)(33) 2i
(21)! ’

i=1

d. h.: a(h) ist eine ,gerade” Funktion in h. Zur Extrapolation von a(h) verwendet
man daher zweckmiifligerweise auch gerade Polynome, d. h. Polynome in h%. Als Beispiel
betrachten wir f(z) = sin(z) mit f/(0) = cos(0) =1 und

sin(h) —sin(—h)  sin(h)

a(h) = 2h ~Th

Auswertung von a(h) in

_1 _1 — 1 heimliche” L1 1 1
ho=5, hi=15, ha=35 ("heimliche” Knoten: — ¢, —15, —55)

a(ho) = 0.9973979, a(hy) = 0.9993491, a(hy) = 0.9998372 ,

ergibt dann

1
pa(h) = a(hg) <(1 16 33) + ..., p2(0) = 0.999999926 .

Der folgende Satz liefert die theoretische Grundlage der Richardson-Extrapolation.
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Satz 2.7 (Extrapolationsfehler): Fiir die Funktion a(h), h € Ry, sei bekannt, dass
eine asymptotische Entwicklung der Form

a(h) = ao+ Y a;h’" + apy1 (W) (2.2.15)
j=1

gilt, mit einem q > 0, und gewissen Koeffizienten a; und ani1(h) = api1 + o(1) fir
h — 0. Sei (hg)r=o01,2,. €ine monoton fallende Folge positiver Zahlen mit der Eigenschaft

o< )y (2.2.16)
hy

Fiir das Interpolationspolynom p'¥' € P, (in h?) durch (hi,a(hy)), ..., (hi,, a(hrin))
qilt dann:

a(0) — p®(0) = ORIV (k — o). (2.2.17)
Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung z = h? und z, = h{. Das Interpolationspolynom zu
den Stiitzpunkten (zgi;;a(hgy)), ¢ =0,...,n, ist in Lagrange-Darstellung:

n

= § (n) (n) T2 2
Pu(z) = alhpi) Ly li(2), Ly, I I - -
( ) L ( k+) k+i ( ) k+i ( ) 11 2t — 2t
I£i
Aus der Fehlerdarstellung

f(x) = pale) =

i) +1 (G [T @ = o), e 0,h),
=0

fiir f =1 sowie f(x)=a" liest man ab, dass (Ubungsaufgabe)

1 , fir r=0,

g ” n 0 , fir r=1,...,n,
Z Zk+iLl(c+)i(0) = n
‘ 1" szﬂv , fir r=n+1.

Damit erschliefen wir:

n

pn(o) - {aO + Z ajziﬂ + an+1(hk+z)zk+z } L,(;Ql(())

i=0

= Qo Z Ll(:#)z + Z a]{ Z Zk+z l(c:LL)z }+

(p41 Z Zk+1LI(€Z-1 + Z 0(1) :I}Lk’rfk)z(o)
i=0
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und somit

Pn(0) = ag + apyq(— H thrz h(n+l)Q)

Hier wurde (2.2.16) benutzt, um die von hj unabhéngige Abschitzung

n - 2kl - 1
o) = 121011# v l:g[# P 1’ Y(n, p) (22.18)
zu garantieren. Wegen
H hi = O(hy™7)
ergibt sich (2.2.17) gleichméBig fiir alle k. Q.E.D.

Ublicherweise wird ein Extrapolationsprozess anhand des folgenden , Extrapolations-
tableaus“ zur Berechnung der Werte p; ;1 = pii+x(0) durchgefiihrt. Es sei daran erinnert,
dass p;i+r(h) das Polynom (in h) ist, welches die Punkte (h{,a(h;)), ..., (h{ ., a(hizx))
interpoliert. Die Funktionswerte p; ;;; erhilt man nach dem Neville- Algomthmus

Piitk—1 — Pi+1,i+k
xi+k/xi —1

Pijitk = Piji+k—1

Der Konvention folgend setzen wir a;; = p;_j;:

;0 = a(hl)
ho Qoo Extrapolationstableau
hy aio —  an
hs a0 — Q21 — G2
I Q50 1 ;2 e Qg

Die Tableaueintriage werden sukzessive nach der folgenden Rekursionsformel berechnet:

i:0,1,2,...2 ai,():a(hi)7
. . Qi f—1 — Aj—1 k—1 (2219)
=1,23,..,k=1,23,...,i: Qp=0ip1+—F—FT".
7 9 &y 9y ) y &y Jy , 0 Ak a,k 1+ (hlfk/hl)qfl
Nach Satz 2.7 gilt dann fiir festes & :
a(0) — ay, = O(hFHV?) (i = o0), (2.2.20)

vorausgesetzt die Schrittweitenfolge geniigt der Bedingung (2.2.16). Gebriuchliche Folgen
sind gegeben durch h; = hy/n; mit

i) ng =2 i) n; =2,4,6,8 12,16, ..., iii) n; =1,2,3,... (unzulissig).
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2.2.1 Fehlerkontrolle

Zur praktischen Durchfithrung der Extrapolation (zum Limes h=0) gehort ein Kriterium,
wann der Extrapolationsprozess abzubrechen ist. Sei eine zu erzielende Fehlertoleranz
TOL vorgegeben. Der Fehlerdarstellung (siehe den Beweis von Satz 2.7)

ag, = a(0) + agyr(— H hi gy =+ ol fktl)q)

entnehmen wir, dass fiir festes & und gentigend grofies ¢ der Fehler a;; — a(0) monoton
gegen Null konvergiert (falls agyq # 0). Mit den neu definierten Grofien
bik = 2a;11, — ik

gilt dann im Falle ¢ > 1:

bir. — a(0) = 2{a;11x — a(0)} — {aix — a(0)}

k
= 2ap1(=1)* H his1- kit O(hzﬁl)/g) — g ( H hi_ kg T h(kﬂ)q)
j=0
- h
i+l .
=L W oD 2 G s (1) o),

Wegen hf,,/hl_, < 1 gilt also in erster Niherung

k
bir —a(0) = —(=1)* a1 H i ks
=0

und folglich
ai, —a(0) = — (b — a(0)), (2.2.21)

fiir festes & und geniigend grofes i. Wegen der monotonen Konvergenz a;, — a(0) —
0 (i — o0) gilt also asymptotisch entweder ay, < a(0) < by, oder ay > a(0) > by, , und
beide Seiten konvergieren monoton gegen «(0) fiir ¢ — oo. Dieses Verhalten der Fol-
gen (ai)ien und (big)ien (fiir festes k) kann zur Konstruktion eines Abbruchkriteriums
herangezogen werden:

Bemerkung 2.2: Fiir die Praxis lohnt es sich, den Extrapolationsprozess vollstindig
durchzufiihren, d. h. die Diagonalelemente a;; des Tableaus zu berechnen. In der Tat
kann man zeigen, dass die ,Diagonalfolge® (a;;)ieny schneller gegen a(0) konvergiert als

jede der Spaltenfolgen (aix)ien, k > 0; es gilt a; — a(0) = o(h(kH)Q)
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2.3 Spline-Interpolation

Die Lagrange-Interpolationspolynome eignen sich nicht besonders gut zur Approximation
von (nicht glatten) Funktionen, da sie bei Vermehrung der Stiitzstellenzahl dazu neigen,
zwischen den Stiitzstellen immer grofiere Werte anzunehmen. Dies ist eine Folge ihrer
,Steifheit“ bedingt durch die Forderung von C*-Ubergéngen in den Knoten. Zur Re-
duzierung dieser Steifheit setzt man die interpolierende Funktion ¢ nur als ,stiickweise
polynomial“ bzgl. der Zerlegung a = 2y < 77 < ... < x, = b an. In den Knoten z;
werden dann geeignete Differenzierbarkeitseigenschaften (z. B. ¢ € C?[a,b]) gefordert.

f ()

.
a=x9 T1 ri—1 I;  x; T, =0b

Abbildung 2.2: Spline-Approzimation

Die Léange des Teilintervalls I; = [x;_1, 2] ist h; = 2;—x;_1 , und die Feinheit der gan-
zen Intervallunterteilung wird durch die GréBe h := max;—1 __, h; beschrieben. Auf einer
solchen Intervallzerlegung werden Vektorrdume von stiickweise polynomialen Funktionen
betrachtet

S a,b] = {p € C"[a,b], py, € PulLi)}

fir k,r € {0,1,2,...}. Zu einem Satz von Stiitzwerten in Punkten aus dem Intervall
[a,b] , die etwa wieder von einer zu interpolierenden Funktion f genommen werden, wird

dann eine , Interpolierende® p € S,(lk’r) [a,b] mit Hilfe von geeigneten Interpolationsbedin-
gungen bestimmt. Wir betrachten im Folgenden einige einfache Beispiele.

f ()

Abbildung 2.3: Stickweise lineare Interpolation
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Beispiel 2.5: Die stiickweise lineare Lagrange-Interpolation (Fall k=1,r=0) approxi-
miert eine gegebene Funktion f auf [a,b] durch einen Polygonzug in den Stiitzstellen
i, 1=0,...,n:

pe S a,b] = {peCla,b], pplinear},  p(a;) = f(z;), i=0,...,n.

Anwendung der Fehlerabschitzung fiir die Lagrange-Interpolation separat auf jedem der
Teilintervalle I; ergibt die globale Fehlerabschétzung

max | f(z) — p(x)| < 3h* max [f"(z)].

z€(a,b) xz€(a,b)]
1
pi(z)
+ } $ Z
Ti-1 T Tit1

Abbildung 2.4: , Lineare® Knotenbasisfunktion

Fiir die Konstruktion der Interpolierenden verwendet man die sog. ,, Knotenbasis“ von
S;(Ll’o) [a,b] bestehend aus den , Dachfunktionen® ¢; € S,<}’°> [a,0], i=0,...,n, die durch
die Bedingung

pi(x;) = 0y
eindeutig bestimmt sind. Dass dies tatsédchlich eine Basis ergibt, ist durch elementare
Argumente einzusehen und sei als Ubungsaufgabe gestellt. Die Interpolierende p von f
lasst sich dann in der Form

p(e) =3 flz)eila).

darstellen. Diese Konstruktion ist analog zur Lagrange-Darstellung des Lagrange-Inter-
polationspolynoms. Da die Dachfunktionen ¢; nur in den direkt an den jeweiligen Auf-
punkt x; angrenzenden Teilintervallen von Null verschieden sind, nennt man diese Basis
,lokal“. Hohere globale Glattheit als Stetigkeit ist sinnvoll mit stiickweise linearen Inter-
polierenden offensichtlich nicht erzielbar. Dazu benotigt man Polynomansitze héherern
Grades.

Beispiel 2.6: Wir betrachten noch die stiickweise Interpolation mit kubischen Polyno-
men (k=3, r=0 oder r=1): S,(f’o) [a,b] und S,(f’l)[a, b] . Zur Erzielung globaler Stetigkeit



42 KAPITEL 2. INTERPOLATION UND APPROXIMATION

(r=0) verwendet man als Interpolationsbedingungen

p(l“z) = f(l'z) ) p(wz‘j) = f(xij)y

mit jeweils zwei zusatzlichen Interpolationspunkten z;; € I;, i=1,...,n, j=1,2. Durch
stiickweise kubische La%range—lnterpolation ist dadurch eindeutig eine global stetige In-
terpolierende p € S}(LS’O [a,0] festgelegt. Analog erhilt man durch stiickweise kubische
Hermite-Interpolation aus den Interpolationsbedingungen

p(xi) = (i), p'(ai) = f'(), 1=0,....n,

eine global stetig differenzierbare Interpolierende p € S}(Lg’l) [a,b] . In beiden Fillen folgt
aus den jeweiligen Fehlerabschétzungen die globale Fehlerabschétzung

max | f(xz) = p(z)| < o max [fD(2)].

z€a,b] xz€[a,b]
Analog zum Fall k& = 1 lassen sich auch hier wieder ,lokale“ Knotenbasen der An-
satzraume S,(l3’0) und 523,1) angeben. Derartige rein lokale Interpolationsprozesse haben
Anwendungen etwa bei der numerischen Losung von gewohnlichen und partiellen Diffe-
rentialgleichungen.

Die Forderung nach héherer globaler Glattheit, etwa Interpolation in S}(Lg’Q) , fithrt auf
die sog. ,,Spline-Interpolation, welche von grofler praktischer Bedeutung z. B. bei der
glatten Darstellung von Fléachen in der Computergrafik ist. Der Begriff , Spline” stammt
aus dem Englischen und bedeutet soviel wie , biegsames Kurvenlineal“ (,,Biegestab®):

/

Stab s(x)

Abbildung 2.5: (Kubische) Spline-Funktion

Nach einem Grundgesetz der Mechanik (Prinzip vom Minimum der potentiellen Gesamt-
energie) stellt sich der Biegestab so ein, dass die Gesamtkriimmung minimiert wird, d. h.
in linearisierter Naherung:

/ s"(x)? dz = min! (2.3.23)

o
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bzgl. aller moglichen interpolierenden (hinreichend glatten) Funktionen. Auflerhalb des
Interpolationsintervalls [zg, z,] kann s(z) als linear angenommen werden, d. h.

§"(xg) = 8" (x,) = 0. (2.3.24)

Diese sog. ,natiirlichen Randbedingungen stellen sich also automatisch ein, wenn der
Stab nicht willkiirlich zu einem anderen Verhalten gezwungen wird (,erzwungene“ Rand-
bedingungen: z. B. §'(x9) = s'(x,) = 0). Wir betrachten hier der Einfachheit halber
nur die am haufigsten verwendeten , kubischen“ Spline-Funktionen; sie ergeben sich auf
natiirliche Weise aus dem obigen Biegestabmodell aufgrund der Forderung (2.3.23).

Definition 2.6: Eine Funktion s, : [a,b] — R heifit  kubischer Spline“ bzgl. einer Zer-
legung a =29 < a1 < ...<x, =b, wenn gilt:

(i) s, € C%a,b];

(ii)  Suprm] € Py, i=1,....m.
Gilt zusdtzlich

fiii)  si(a) = s1(8) = 0,

so wird der kubische Spline ,natiirlich“ genannt.

Wir fragen nun nach der Existenz des interpolierenden kubischen Splines zu vorgege-
benen Knotenwerten
Sp(xi)) =vi, i=0,...,n.

Satz 2.8 (Spline-Interpolation): Der interpolierende kubische Spline existiert und ist
eindeutig bestimmt durch zusditzliche Vorgabe von si(a) und sl (b) .

Beweis: Jeder kubische Spline (bzgl. der Zerlegung a = 2y < ... < x, = b) hat die
Form s(2)z, 2 = pi(x), @=1,...,n, mit Polynomen p; € P;. Die jeweiligen 4 Ko-
effizienten dieser n Polynome ergeben 4n freie Parameter. Zu ihrer Bestimmung stehen
folgende lineare Beziehungen zur Verfiigung:

s(x;))=wy;, i=0,...,n : 2n  Gleichungen
s e Cla,b] con—1 K
§" € Cla,b] con—1 K
Zusatzbedingungen : 2 "

> : o dn K
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Zum Nachweis der Existenz einer Losung dieses (quadratischen) Gleichungssystems geniigt
es wieder zu verifizieren, dass das zugehorige homogene System nur die triviale Losung
hat. Dazu fithren wir die folgende Funktionenmenge ein:

N = {w € C*a,b]| w(z;) =0, i=0,...,n}.

Seien nun 5511), s zwei interpolierende Splines. Fiir die Differenz s = s —sPenN gilt

dann mit beliebigem w € N :

/ab s"(x)w"(z) do = jzé /;1“ s"(x)w"(x) dz

n—1 ‘ Zit1
= Z {s”w’ R —|—/ sW(z)w(x) dx}
i=0 Ti
n—1
= s [I7 = $"(b)w'(b) — 5" (a)w'(a) = 0.
=0

Speziell fir w =s € N ist also

b
/ (@) dz =0,

d. h.: s ist linear. Wegen s(a) = s(b) =0 folgt s =0. Q.E.D.

Die obige Orthogonalitdtsbeziehung hat die interessante Konsequenz, dass sich der inter-
polierende Spline durch eine besonders geringe Oszillation auszeichnet.

Satz 2.9: Fir den interpolierenden, natirlichen, kubischen Spline s, gilt

b b
/ |s,';(x)|2dx§/ |f" ()] dz (2.3.25)

bzgl. aller anderen Funktionen f € C*la,b] mit f(x;) =y, i=0,...,n.

Beweis: Sei N wieder definiert wie im Beweis von Satz 2.8. Jede interpolierende Funktion
f € C?[a,b] kann in der Form f = s, + w mit einem w € N geschrieben werden. Wir
haben (siehe oben)

n

b
/ si(z)w"(x)de =0  YweN.
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Wegen der Identitét
b b
/|ﬂwwmn3/wﬂm+wwwﬁm

b b b
:/ |SZ(I)|2daz+2/ sg(m)w"(x)dm—i—/ |w” (x)? do
=0 >0

folgt die Behauptung. Q.E.D.

Die Aussage von Satz 2.9 ldsst sich dahingehend umkehren, dass jede interpolierende
Funktion s € C?%[a,b], s(z;) = y; , mit der Eigenschaft (2.3.25) notwendig ein natiirlicher
kubischer Spline ist.

Zur expliziten Berechnung des interpolierenden Splines s, schreiben wir seine Be-
standteile sp|(z;_, ] = i € P53 in der Form

pi(e) = af) +a(w —z) + ol (@ — 2)* + 0 (x — 2)?, i=1,...,n,

und bestimmen die 4n Koeffizienten aéi), o ag) . Dies wird im Folgenden fiir den inter-
polierenden , natiirlichen® Spline durchgefiihrt:

Die Interpolationsbedingung p;(x;) = v;, pi(z;—1) = y;—1 impliziert:
(1) ag):yi, i1=1,...,n,
und mit h; = x; — w1 :
2 yii—yi=—a"hi+a’n2—al'3, i=1,...n.
— Die Randbedingung p{(zo) = p!(z,) = 0 impliziert:
3) "’ =3a{"h =0, af¥=0.
— Die Stetigkeit der 1. Ableitung pj(x;) = pj,,(z;) impliziert:

(4) agi> = agiﬂ) — 2a§i+1)hi+1 + 3aéi+1)h§+1 , i=1,..,n—1.

Die Stetigkeit der 2. Ableitung pf(z;) = pi,(x;) impliziert:

() al? =alt - 3aéi+1>hi+1 , i=1,..,n—1.

Damit haben wir 4n Gleichungen (1)-(5) fur die a,(j) gefunden. Zunéchst werden nun

die aﬁ“ und ag) durch die ag> ausgedriickt. Zur Vereinfachung wird aéo) =0 und
al"™ =0 gesetzt.

Die Gleichungen (3) und (5) ergeben (i —i—1):
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(6) ay :T, t=1...,n
(2) und (6) ergeben:
) = B g
Yi — ;i—l (i) Q(Qi) - ag_l)
(7) - hi+i;:{“2 -
BV o) o), =1,
(4), (7) und (6) ergeben:
Yi — Yi—1 hz i i—1
T+§{2aé)+ag =
0
_ Y 7Y, in {Qaé 4 aé)} —2a§ Dhiy + 3a§ +l)hinrl
By 3
_ agﬁl)
i1 — Vi D i i i i i
_ Yir1— Y N {2a§+1) +aé)} —hi+1{a§+” +aé)}, i=1,...,n—1.
hit1 3
Dies wird fiir ¢ =1,...,n — 1 umgeschrieben zu

N
i+1 7

Damit haben wir fiir den (n — 1)-Vektor (aél), . .,a(zn_l))T ein (n—1) x (n— 1)-Glei-
chungssystem aufgestellt; die Koeffizientenmatrix

[ 2(hy + hy) hy 0
hg 2(h2 + }Lg)
A= hs

2(hn72 + hnfl) h/nfl
0 hn—l 2(h’n—l + hn) J

ist ,symmetrisch“, d. h.: a;; = a;;, und ,strikt diagonaldominant®, d. h.:

n—1
> ai] < lasi]- (2.3.26)
j=1

G
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Hieraus folgt nach einem bekannten Satz der Linearen Algebra (s. auch Kapitel 4) eben-
falls die Regularitat von A. Durch Losung dieses Gleichungssystems erhélt man zunéchst

die Koeffizienten aél), . aé” Y aé") = 0 aufgrund der Randbedingungen. Einsetzen der
Werte in (7) und (6) liefert dann die anderen Koeffizienten a< ) a&") sowie a( ) aé") .

Zur Losung des tridiagonalen (symmetrischen) Glelchungssystems kann eine spemelle Va-
riante der Gaufl-Elimination verwendet werden (s. Kapitel 4).

Interpolierende Spline-Funktionen besitzen wesentlich bessere Approximationseigen-
schaften fiir

h = max |xi+1 —x;] =0
1=0,...,n

als die Lagrange-Interpolationspolynome. Allgemein konvergiert

max |f(z) — s,(x)] =0 (h—0) (2.3.27)

a<z<b

sogar fiir absolutstetiges f mit f |f(z)]? dr < oo

Satz 2.10 (Approximationsfehler): Sei f € C%a,b]. Erfillt der interpolierende ku-
bische Spline s!(a) = f"(a) und s!(b) = f"(b), so gilt

_ 4 ()
Dax |f(2) = sa(2) | <3h max |£(z)] (2.3.28)
Beweis: Siche Schaback/Werner [5]. Q.E.D.

Neben den guten Approximationseigenschaften weisen Spline-Funktionen auch eine
wesentlich bessere Stabilitdt gegeniiber kleinen Storungen in den Interpolationsdaten y;
auf als Lagrange-Polynome; lokale Storungen klingen nach rechts und links schnell ab.

2.4 Trigonometrische Interpolation

In vielen Anwendungsbereichen treten ,periodische Funktionen, d. h. Funktionen mit
der Eigenschaft f(x +w) = f(z), x € R, auf, mit der sog. ,,Periode w > 0. Hier bietet
sich die Interpolation mit , trigonometrischen Summen® an:

x2 ka2
—ao—i—z {ak COS( W)—i—bk sin( xww)}’ n = 2m,

welche ebenfalls w-periodisch sind. O.B.d.A. konnen wir im Folgenden w = 27 anneh-
men. Das Interpolationsintervall ist dann [0, 27], und die Stiitzstellen werden dquidistant
gewdhlt zu

27
=k , k=0,...,n.
y n+1
Beim Arbeiten mit trigonometrischen Summen erweist sich die ,komplexe“ Schreibweise

als vorteilhaft.
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Satz 2.11 (Trigonometrische Interpolation): Zu gegebenen Zahlen yo,...,y, € C
gibt es genau eine Funktion der Gestalt (i = +/—1)

n

th(x) = cxe’™, (2.4.29)

k=0

welche den Interpolationsbedingungen t(x;) = y; (j =0,...,n) genigt. Die Koeffizienten
sind bestimmt durch

1 - —ijx

Beweis: Mit den Abkiirzungen
w=e", = =M/ =0 41,4,

wird
n

th(@) = pa(w) = > '’ pal() € P,

k=0

Offenbar gilt w;™' = ¢*?™ = 1 d. h.: Die wj, sind sog. (n+1)-te ,Einheitswurzeln“.

Ferner ist
J

w], J(ik2m)/(n+1) _ ek’(ij?ﬂ)/(nJrl) — ok

=€ w].

Die trigonometrische Interpolationsbedingung
t(xy) =yr, k=0,...,n,

ist damit dquivalent zur polynomialen Interpolationsbedingung (im Komplexen)
po(wr) =y, k=0,...,n,

Diese wiederum ist nach Satz 2.1 durch ein eindeutig bestimmtes Polynom p, € P,
erfiillbar. Zur Berechnung der zugehorigen Koeffizienten ¢, schreiben wir

n n

Zijzij = an(wj)w]:j = Z ( chwé)w,;j = Zc, ( Zwéfk) )

j=0  1=0 1=0 j=0

Die w; sind Wurzeln von w"™' —1 = (w —1)(w" +w" ' +...4+1) = 0. Wegen wy, # 1
fir k==+1,...,%n, muss also 7 w; = 0 sein. Dies ergibt

o ntl, I=k,
Sttt |
=0 =0 0,

1+ k.
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Also ist .

>y =c(n+1),

j=0
bzw.

1 - —ijT
= n—i—lzyje -
7=0

Dies vervollstandigt den Beweis. Q.E.D.

Fiir Satz 2.11 ist es unwesentlich, ob n gerade oder ungerade ist. Im Folgenden miissen
diese beiden Fille aber unterschieden werden. Wir wollen zeigen, wie mit Hilfe der Aus-
sagen von Satz 2.11 die gestellte trigonometrische Interpolationsaufgabe gelost werden
kann. Dies fiihrt zur sog. , diskreten Fourier'%-Analysis®.

Satz 2.12 (Diskrete Fourier-Analyse): Fir n € Ny gibt es zu gegebenen reellen Zah-
len Yo, ..., yn genau ein trigonometrisches Polynom der Form

ta(x) = Lao + Z {ar cos(kz) + by sin(kz) } + & apyr cos((m+ 1)),
k=1

mit t,(x;) =y;, j=0,...,n, wobei

n, falls n gerade,

[SIENTE

(n—1), falls n ungerade.
Die Koeffizienten sind bestimmt durch

2 n ' 2 n ) '
ak = nil ;yj cos(jwg), by = ntl jz:; y; sin(jay).

Beweis: (i) Sei ¢! das Interpolationspolynom nach Satz 2.11:

n n
t(x) = E cre™® = E yje " k=0,...,n.
k=0 =0

Wegen der 27-Periodizitit von e~ gilt

e—ijz,,,_*_l_k _ e—ij(n+1—k)27r/(n+1) _ e—ij%r-&-ija:;c _ eijzk7

10Jean-Baptiste Baron de Fourier (1768-1830): Franzosischer Mathematiker und Physiker; Mitglied
der Pariser Akademie; lehrte an der Ecole Polytechniqe; begleitete Napoleon auf seinem Feldzug nach
Agypten; zihlt zu den bedeutendsten Mathematikern des 19. Jahrhunderts; fand bei seinen Arbeiten zur
Theorie der Wirmeleitung die Darstellbarkeit periodischer Funktionen durch trigonometrische Reihen.
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und folglich fir k=1,...,m:

1 < 1 <
— —JTp_1—k T .
Cnt1-k = ¢ = E e =!C_j.
n—+ n+1 = yj yj

Mit dieser Bezeichnung setzen wir
ag = ¢+ g, by = i(cg—c_y), k=1,...,m,
und @41 = 2¢,41 im Falle n = 2m + 1 ungerade, und definieren das trigonometrische

Polynom

m

1 0
to(x) = 500 + Z {ar cos(kz) + by, sin(kz)} + me1 cos((m + 1)x).
k=1

(i) Wir wollen zeigen, dass t}(z;) =t,(z;) =y;, j =0,...,n, ist. Zunéchst gilt

t(z;) = co+ Z{(ck—&—c_k) cos(kx;) + i (cp—c—p) sin(kx;) }+

+ 0cm41 cos((m+1)z;)

=cy+ Z ck { cos(kx;) + i sin(kz;)} + Zc_k{cos(kxj)—

—i Sin(k;pj)} + 0 cpppr{cos((m+1)x;) + iisin((m—l— D)}

Da sin((m+1)z;) = 0 (wegen (m + 1l)x; = jm fiir n = 2m + 1 ungerade), folgt bei
Beachtung von e = cos(z) + i sin(z)

m m
to(z;) = co+ E cpe’™ E c_pe T 4 Hcmﬂel(mﬂ)zi.
k=1 k=1

Mit Hilfe von Cof = Cntl_k und e~ = giki2r/(n+1) — pilntl=k)j2n/(n+1) — pi(ntl—k)z;
ergibt sich wie gewiinscht

n
ta(z)) = Z cpe™ =y,
k=0

Das trigonometrische Polynom t,(-) erfiillt also die Interpolationsbedingungen.

(iii) Als néchstes betrachten wir die Koeffizienten a, und by . Unter Verwendung der
Beziehungen
1., . 1. .
sin(z) = 5 (e —e), cos(z) = 3 (e"4e7"),
gilt:
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1 n
ar = ¢+ c_p = por] Zy] {7k 4 gt} = —— Zyj cos(jxy.),
=0

1 < . . 2

— _ - o —ijx _ ijw o o .

b =i (c C_k)_n+1 Zy]z{e F_e k}_nJrl Zyj sin(jxy).
J=0 J=0

Dies zeigt die gewiinschte Darstellung der Koeffizienten und auch, dass sie reell sind.

(iv) Es bleibt, die Eindeutigkeit des interpolierenden trigonometrischen Polynoms zu zei-

gen. Die n+1 Bedingungen t,(x;) =y,, j =0,...,n, lassen sich als lineares Gleichungs-
system fiir die n + 1 unbekannten Koeffizienten ay, b, auffassen. Da dieses System nach
dem eben Gezeigten fiir alle rechten Seiten yy, ..., y, losbar ist, sind die Losungen auch
eindeutig. Q.E.D.

Bei der trigonometrischen Interpolation von (stetigen) Funktionen f : R — R sind
in Satz 2.12 die Werte y; durch f(z;) zu ersetzen. Ist f allerdings nicht 27-periodisch,
wird es zunéchst einmal zu einer 2m-periodischen Funktion f gemacht (s. Abb. 2.6):

f(x), 2 e(0,2m),
flx) = q 5 {0 )+f 2m)}, x =0,
2m-periodisch auf R fortgesetzt.

N

Abbildung 2.6: Periodische Fortsetzung

4 T

Besitzt f im Intervall [0,27] eine Unstetigkeitsstelle ¢, so definiert man noch

FO) = HF )+ )}

Dies ist dadurch motiviert, dass bekanntlich die Fourier-Reihe einer stiickweise stetigen
Funktion in den Unstetigkeitsstellen gerade gegen diesen Mittelwert konvergiert.

In Anwendungen tritt hdufig der Fall auf, dass eine Funktion f nur auf dem Intervall
[0,7] gegeben ist. Thre 2m-periodische Fortsetzung auf ganz R wiirde dann i. Allg. bei
x = 7 eine Unstetigkeit in f oder in f’ besitzen, welche die Approximationsgiite des
trigonometrischen Interpolationspolynoms auf [0,27] reduziert. Durch geeignete Wahl
der Fortsetzung kann dieser Effekt hiufig gemildert werden. Ist f auf [0, 7] gegeben mit
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f(0) = f(m) =0, so wird eine 2m-periodische Fortsetzung von f erklart durch

f(x), xe[0]
f(l’) = _f(zﬂ—_'r)v T € [71—7277-]3
2m-periodisch auf R fortgesetzt.

Offenbar ist dann f in =7 stetig differenzierbar (falls f in x = 7 einseitig differen-
zierbar war):

h) — f —f(r—h
hligrlo nt }1 . - hlig-lo du h) + 0 - fl(ﬂ)
f(m) — f(m —h —h
hllrﬁ() (ﬂ.) ]Jfb(ﬂ- ) - hhﬁIEO f(ﬂ-) * {L(ﬂ- ) fl(ﬂ)

Beispiel 2.7: a) Beispiel einer ,ungeraden® periodischen Fortsetzung;:

f(z)
i\\f \jwmsﬂ [ =

f(x)

Abbildung 2.7: Ungerade periodische Fortsetzung

b) Beispiel einer ,geraden periodischen Fortsetzung:
f@)  flz)
2w T
AVAAVA RN foydr=2 [ f(0) do
| 1 1 0 0
2 - 0 m 2r 3m x

Abbildung 2.8: Gerade periodische Fortsetzung

Je nachdem ob f : [0,7] — R als ,ungerade“ oder als ,gerade* Funktion 27-
periodisch fortgesetzt wird, ergeben sich bei der trigonometrischen Interpolation von f
die folgenden Sonderfélle: (Beachte f(0) = f(w) =0.)

a) Gerade Fortsetzung:

xk:an—j:l, k=0,....n=2m+1
f(xg), k=0,...,m,

Yk = = Yk =Yn+i-k K=1,...,m.
f@r—ap), k=m+1,...,n
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Fir k=1,...,m folgt:

1 g 1 y
. LS, UTE L —lJTy
ckfn+1/§ yje k—n+1 E Yngp1—j€ T*

J=o j=0
1 , )
_ —i(n+1—jlzg _ _
= Zyje = Cp1-k = C—k,
n+1 =
bk = Z(Ck - C_k) = 0,
2 . 72]9% —ijTy
ak:26k:n+12y] +— Zy]
7=0 Jj=m+1
_ 2 zm:y —ijxy + 2 Z Yni1_j€ —i(n+1—j)xy
n+1 & i€ n+1 \,_J/
J= o yj
= 12% ’W’C+7Zy€”“k (n=2m+1)
n + pn
4 - 1 (NETS —ijTy
:n+1zyj§(€ +e ) (Yo =Ym1 =0)
— | S —
j=1

= cos(jzy)

= m+1 Zy]COS jr)-

Die gerade fortgesetzte Funktion ldsst sich also durch eine ,,Cosinus-Summe* interpolieren:

m+1 m
=1
s(z) = 5a0 + kz; ap cos(kz), ar = 1 z; cos(jxy).
- =

b) Ungerade Fortsetzung:

=k 2}:1, k=0,...n=2m+1,

f(xr), k=0,....,m
Yk = () = Y= —Ynt1-k, k=1,....n
—f@2r—xy), k=m+1,...,n

Dies ergibt analog wie im Fall (a):
cp=—Cp = ap =20, b = 2ic, = .. ..

Die ungerade fortgesetzte Funktion lasst sich also durch eine ,, Sinus-Summe* interpolieren:

= Zbk sin(kz), b= 1 Z ) sin(jzy,).
k=1

Jj=1
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2.4.1 Diskrete Fourier-Transformation

Wir diskutieren nun noch die effiziente Berechnung des trigonometrischen Interpolations-
polynoms.

Definition 2.7: Die in Satz 2.12 behandelte Aufgabenstellung wird ,diskrete Fourier-
Analyse“ genannt: Den n+ 1 Werten y; = f(x;), (j = 0,...,n) einer Funktion f :
[0,27] — R werden (eindeutig) die n + 1 Koeffizienten ay, by des trigonometrischen
Interpolationspolynoms zugeordnet

tn (2) = 2ao + Z {ar cos(kx) + by sin(kz)} + & a1 cos((m+ 1) ).
k=1

Die Abbildung {y;} — {ag,br} heifit ,diskrete Fourier-Transformation; sie ist offenbar
umkehrbar.

Interpretiert man cos(kx), sin(kx) als Grundschwingungsformen eines 2m-periodischen
Prozesses y = f (), so bedeutet eine (diskrete) Fourier-Analyse die Bestimmung der
jeweiligen Anteile ay, b, dieser Grundschwingungen am Prozef. Zur Berechnung dieser
Koeffizienten ay, by bzw. zur Bestimmung des Polynoms ¢,(-) nach den Formeln

ap=cp+c_p, bp=1 (Ck—C_k)
sind n+ 1 Summen der Form

1

n n
o ijk2m/(n+1) _ _ ik _
ck.—n+1;y]e —j;ij , k=0,...,n,

zu berechnen mit den Abkiirzungen (Man beachte, dass w"*t =1 ist.)

1 . —i2w/(n+1)
yj = n_JrlyJ’ w::=e€ .

Das Horner-Schema erfordert dazu jeweils n (komplexe) Operationen (1 komplexe Multi-
plikation und 1 komplexe Addition), d. h.: Insgesamt sind n*+n Operationen erforderlich.
Fiir groBe n und bei mehrfacher Ausfithrung der Fourier-Analyse bedeutet dies einen
betrichtlichen numerischen Aufwand. Im Jahre 1965 gaben Cooley und Tukey!! einen
Algorithmus an, der diese Aufgabe wesentlich effizienter 16st, die sog. ,,Schnelle Fourier-
Transformation® (,,Fast Fourier Transform® oder auch kurz ,FFT“). Wir erlautern diese
fiir den Spezialfall n +1=2P, p € N:

1 John Wilder Tukey (1915-2000): US-Amerikanischer Mathematiker; arbeitete seit 1945 an der Princ-
ten University, seit 1956 als Direktor der Statistics Research Group; bekannt vor allem durch die gemein-
sam mit J. W. Cooley (IBM Cooperation) entwickelte FFT: An algorithm for the machine calculation
of complex Fourier series, Math. Comput. 19, 297-301 (1965); wichtige Beitrige auch zur praktischen
Statistik.
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Idee der FFT: Durch Aufspaltung der Summe

= Tow™ -+ g™ + Gow + G 4 .. 4 Gor_ow®DF & G @Dk
_ {g(](’w2)0k + gl(wQ)Okwk} + { yz(wQ)lk + gg(wQ)lkwk} N

bzgl. gerader (,—) und ungerader (,---“) Indizes erhélt man
r—1_1 or—1_1
Ck = Z U (w?)* + Z ojr1(w?) Wk,
=0 =0

Sei ky € {0,1,...,2°"'—1} der ganzzahlige Rest bei Division von & durch 2°71:
k = ki (mod 2 1).
Wegen w? =1 gilt mit einem geeigneten A\ € N
(W) = (W) (W)™ = (WP P (W) = (w?)h,

Folglich ist

2p—1—1 =l
=Y Gyt D gy (w?h
j=0 j=0

bzw.
cr=¢p Fwhe,, k=0,...,2" =1, k=k (mod2,™?),

mit den Teilsummen

or—1_q or—1_1
~ E — 2\jk1 . § : = 2\jk1 _ p—1
Ckl = ij(w ) ) Ck1 = y2j+1(w ) s kl = O, ey 2 —1.
=0 =0

Zur Berechnung der n+1 = 2? Gréflen ¢, geniigt es also, die 2 - 277! Gréfien ¢, ,
zu bestimmen, d. h.: Die Fourier-Analyse mit n+1 = 2P Termen wird ersetzt durch
zwei Fourier-Analysen mit jeweils 2P~' Termen. Anwendung derselben Aufspaltung auf
¢y, und ¢, ergibt vier Fourier-Analysen mit jeweils 2°~? Termen u.s.w.. Am Schluss
verbleiben als Startpunkt des Algorithmus 2P Fourier-Analysen mit jeweils einem Term.
Diese ,,trivialen* Fourier-Analysen ordnen den einzelnen Stiitzpunkten xy, (k=1,--- ,n)
gerade die Werte g, zu, welche die jeweiligen Koeffizienten der trigonometrischen Appro-
ximation O-ter Ordnung durch konstante Funktionen darstellen.

Satz 2.13 (Schnelle Fourier-Transformation): Im Fall n+1 = 27 st die ,,Schnelle
Fourier-Transformation® das Problem der Berechnung der n + 1 Fourier-Koeffizienten
{co,...,cn}, mit 2(n+1)logy(n+1) (komplexen) arithmetischen Operationen.
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Beweis: Sei r, die Anzahl der (komplexen) Operationen zur Berechnung aller Koeffizi-
enten {cg,...c,} im Falle n+1 = 27. Sind die GroBen ¢, ¢, (ky = 0,...,2P71—1)
bekannt, so erfordert die Berechnung der Potenzen w* (k =1,...,n) und der Koeffizi-
enten ¢, = ¢y, +we,, (k=0,...,n) offenbar hochstens (n—1) + (n+1) =2n <2 2?
Operationen. (Eine grofie Ersparnis wire durch vorausgehende Berechnung und Speiche-
rung der w* zu erzielen!) Also wird

rp <2-rp 1 +2-20, p=123 .. ..
Wir wollen zeigen, dass 7, < 2p- 2P gilt. Ausgehend von ro =0 folgt durch Induktion:
rp <2y +2:20=2-(2(p—1)-2°7") <2p- 2" =21og,(n+1) (n+ 1),

was den Beweis vervollstandigt. Q.E.D.

Beispiel 2.8: n =27 —1 =127

n*+n=16.256, 2(n+1)log,(n+1)=1.792.
7

Implementierung: Bei der konkreten Implementierung der FF'T geht man genau ent-
gegengesetzt zu ihrer obigen Herleitung vor. Zunéchst werden die 2P ein-elementigen
Fourier-Analysen durchgefiihrt, welche die gegebenen Stiitzwerte y;, (j =1,...,2" — 1)
verwenden. Danach werden nur noch die rekursiven Formeln

cp=Cp e, k=0,...,2°-1, k=k (mod 2P71),

abgearbeitet.

2.5 Gauf3-Approximation

Wir fassen im Folgenden die Menge Cfa,b] der iiber einem Intervall [a, b] stetigen reell-
bzw. komplex-wertigen Funktionen als einen (unendlich dimensionalen) Vektorraum tiber
dem Zahlkorper K =R oder K = C auf.

Bemerkung 2.3: Die Aussagen dieses Abschnitts gelten sinngeméaf3 auch fiir den Vek-
torraum Rla,b] der iiber dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbaren Funktionen oder
sogar fiir den Vektorraum L?(a,b) der iiber (a,b) im Lebesgue-Sinne quadrat-integrablen
Funktionen.

Gegeben sei eine Funktion f € Cfa,b] sowie ein endlich dimensionaler Teilraum S C
C'a, b, dessen Elemente zur Approximation von f dienen sollen, z. B.: S = P,, Raum
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der Polynome vom Grad < n. Im Gegensatz zur Interpolation verwendet die , Gauf-
Approximation® das sog. ,,quadratische Mittel*

1= ([ 1 oras)™

a

als Ma$ fiir die Giite einer Approximation. d. h.: Gesucht ist ein g € S, so dass
If =gl =min [|f — ]| (2.5.31)
peS

Ein g € S mit dieser Eigenschaft heiit dann ,Bestapproximation“ von f (in S bzgl.
|-1] ). Durch ||| ist auf Cla,b] eine ,Norm*“ gegeben, d. h. eine Funktion ||-|| : Cla,b] —
R, mit analogen Eigenschaften wie die wohlbekannte euklidische Vektornorm auf dem
K"™. Es sei an die folgenden Eigenschaften einer Norm erinnert:

1. Definitheit: ||f| e Ry, ||fIl=0 = f=0.
2. Sublinearitét: [|f +g|| < [|f|[ + llgll  (Dreiecksungleichung),
3. Homogenitat: |laf|| = |af | f]l, «€K.

Das Analogon zum euklidischen Skalarprodukt ist in diesem Fall das ,, L2-Skalarprodukt®

(f.9) = / FOg@ e, (1.0 = /1P

Hierfiir liegen wieder die fiir ein ,,Skalarprodukt® charakteristischen Eigenschaften vor:

1. Definitheit:  (f,f) eRy, (f,f)=0 = f=0.
2. Linearitdt: (af +g,h) =a(f,9)+ (h,g9), a €K,

3. Symmetrie:  (f,9) = (g, f)-

Nicht jede Norm gehort zu einem Skalarprodukt; z. B.: die sog. ., LP-Normen® || - |, fiir
p € [1,00) \ {2}, sowie die sog. , Maximumnorm® || - || :

= ([ 1) ifle= s

a<z<b

Wir notieren noch die wichtige , Holdersche'? Ungleichung® fiir Skalarprodukte (auch
»Schwarzsche'® Ungleichung® im Fall allgemeiner Skalarprodukte)

[(F )l < (f1 gl

12Ludwig Otto Holder (1859-1937): Deutscher Mathematiker; Professor in Tiibingen; Beitriige zunichst
zur Theorie der Fourier-Reihen und spiter vor allem zur Gruppentheorie; fand 1884 die nach ihm benannte
Ungleichung.

3Hermann Schwarz (1843-1921): Deutscher Mathematiker; wirkte in Halle, Gottingen und Berlin;
leistete grundlegende Arbeiten zur Funktionentheorie, Differentialgeometrie und Variationsrechnung.
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Versehen mit dem L?-Skalarprodukt wird C|a,b] zu einem sog. ,,unitiren Raum®. Fiir die
GauB'-Approximation in unitiren Riumen haben wir die folgende fundamentale Aussage:

Satz 2.14 (Allgemeine Gauf3-Approximation): Seien H ein unitirer Raum und
S C H ein endlich dimensionaler Teilraum. Dann existiert zu jedem f € H eine eindeu-
tig bestimmte ,beste Approximation“ g € S :

[/ = gll = min [[f —el|. (2.5.32)
peS

Beweis: (i) Wir wollen die Eigenschaft der besten Approximation zunéchst durch eine
etwas handlichere Bedingung charakterisieren. Sei g € S eine beste Approximation. Dann
besitzt fiir beliebiges, fest gewihltes ¢ € S die quadratische Funktion

Fo(t)=|f—g—tol?, teR,
bei t =0 ein Minimum. Folglich ist

d

d 2
aF(t)M:o = %”f —9— t‘ﬁ” [t=0 — 0.

Ausgeschrieben bedeutet dies (f — g — tg, ¢)=0 = 0 und folglich
(f—g,9)=0 Vpes. (2.5.33)
Diese Beziehung kann man so interpretieren, dass der Fehler f — ¢ auf dem approximie-

renden Teilraum S ,orthogonal® ist bzgl. des L2-Skalarprodukts (-, -).

(ii) Geniige nun umgekehrt g € S der Bedingung (2.5.33). Dann gilt mit einem beliebigen
pes:

lf=glP=(-g9.f-9=(F—-gf-)+—ge—9) <If—glllf -l

und folglich
|f = gll < inf [|f =l
peS

d. h.: ¢ ist auch beste Approximation.

(iii) Eindeutigkeit der besten Approximation: Seien gy, g2 € S zwei Bestapproximationen.
Dann gilt notwendig

(fighgp):():(fig%gp) VQOGS,
und folglich
(91— g2,0) =0 VpeS.

Y Carl Friedrich GauB (1777-1855): Bedeutender deutscher Mathematiker, Astronom und Physiker;
wirkte in Gottingen; fundamentale Beitrige zur Arithmetik, Algebra und Geometrie, Begriinder der
modernen Zahlentheorie, Bestimmung von Planetenbahnen durch ,,Gaufl-Ausgleich®, Arbeiten zum Erd-
magnetismus und Konstruktion eines elektromagnetischen Telegraphen.
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Wiihlen wir ¢ := g; — g» € S, ergibt sich ||g1 — ¢g2|*> = 0 und somit g, = g5.

(iv) Existenz der besten Approximation: Der endlich dimensionale Teilraum S C H
besitzt eine Basis {1, ...,4¥,}, n:=dim H, bzgl. derer sich die gesuchte besten Appro-
ximation g € S darstellen lésst in der following Form:

9=ty
s

Einsetzen dieses Ansatzes in die notwendige Orthogonalitdtsbedingung (2.5.33) ergibt

(f =Y awtik, 0) = (f,0) = Y awl(thn, ) =0 Vp €S,
i=k k=1

Dies ist bei sukzessiver Wahl von ¢ := ), fiir i = 1,...,n, dquivalent zu dem linearen
n x n-Gleichungssystem

n

> Wk ti)on = (fih), =1, ,n. (2.5.34)

k=1

Mit der Notation

a:=(ap)iz, b= ((fid))ic A= Uk ¥i)ik=1,

lasst sich dies in der kompakten Form Ao = b schreiben. Die Matrix A ist als ,, Gramsche
Matrix®“ der Basis {t1,...,9,} regulédr. Dies ersieht man aus der Bezichung

dTAOZ - Z 5410%(1/)1@,1/17) = (q7Q)7

ik=1

welche die Injektivitdt von A impliziert. Ferner ist A offenbar Symmetrisch® (im Fall
K = R) bzw. ,hermitesch® (im Fall K = C) und folglich , positiv definit“. Das Glei-
chungssystem Aa = b ist also fiir jede rechte Seite b, d. h. fiir jedes f € H eindeutig
losbar. Folglich bestimmt die Orthogonalitdtsbedingung (2.5.33) eindeutig ein Element
g € S, welches dann notwendig eine Bestapproximation von f ist. Q.E.D.

Zur Konstruktion der besten Approximation g € S zu einer Funktion f € H kann
zunéchst das Gleichungssystem (2.5.34) dienen:

n

> Wkt = (fiby), i=1- n (2.5.35)
k=1
Es besitzt eine besonders einfache Losung, wenn die Basis {¢1,...,%¢,} ein ,,Orthonor-

malsystem® (,ONS¥) ist, d. h.: (¢, ;) = ;. Dann gilt offenbar

ozkz(f,ka kZl,...,TL,
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d. h.: Die beste Approximation ist explizit gegeben durch

n

9= (f, )t (2.5.36)

k=1

Hilfssatz 2.1 (Gram-Schmidt-Algorithmus): Zu jeder Basis {i1,...,¢¥,} von S
lisst sich ein Orthonormalsystem mit dem ,Gram'®-Schmidt'®-Algorithmus“ konstruie-
ren:
G1i=11, 1= &l e,
k1

PRI O Beo=1ve— Y (k. e)ei,  or =Bkl T B

i=1

k=2
Das Ergebnis ist ein Orthonormalsystem {p1,..., 0.} in S.

Beweis: Dies zeigt man durch Induktion nach n = dimS. Im Fall ¢; # 0 ist ¢
wohldefiniert. Sei nun {¢1,...,,_1} wohldefiniert und ONS. Im Fall

n—1
@n = wn - Z(d}na <;0k’)99k =0
k=1
wire {¢1,...,1,} linear abhingig, im Widerspruch zur Annahme. Also ist ¢, wohlde-
finiert. Weiter ist fir k=1,...,n—1:
n—1
(Qona @k) - (wna d}k) - (d}nv SDZ) (9027 Sok) = Oa
i=1 )
= Ok
und |[|¢,|| = 1 nach Konstruktion. Q.E.D.

Im Folgenden wollen wir die obigen allgemeinen Aussagen zur GauB-Approximation
mit Polynomen anwenden. O.B.d.A. legen wir das Intervall [a,b] = [—1,1] zugrunde (ge-
gebenenfalls Variablentransformation). Nach Satz 2.14 existiert zu jedem f € C[—1,1]
die eindeutig bestimmte beste Approximation g € S = P,. Zu ihrer Berechnung sei
zunichst die Basis {1,x,...,2"} von P, herangezogen. Die Koeffizienten in der Darstel-
lung g = >, apz”® ergeben sich dann als Losung eines linearen Gleichungssystems mit
der Koeffizientenmatrix A = (a)}')—, , wobei

15 Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916): Dénischer Mathematiker, Mitarbeiter und spiter Eigentiimer
einer Versicherungsgesellschaft, Beitriige zur Algebra (Invariantentheorie), Wahrscheinlichkeitstheorie,
Numerik und Forstwissenschaft; das u.nach ihm benannte Orthogonalisierungsverfahren geht aber wohl
auf Laplace zuriick und wurde bereits von Cauchy 1836 verwendet.

6Erhard Schmidt (1876-1959): Deutscher Mathematiker, Professor in Berlin, Griinder des dortigen
Instituts fiir Angewandte Mathematik 1920, nach dem Krieg Direktor des Mathematischen Instituts der
Akademie der Wissenschaften der DDR; Beitriige zur Theorie der Integralgleichungen und der Hilbert-
Réume sowie spéter zur Topologie.
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1 0 1/3 0 1/5
0 1/3 0 1/5
1/3 0 1/5 0

A =2
0 1/5
1/5
1 .
aik:/ oF it dp — 0 , falls i+k ungerade
-1 ﬁ , falls i+ %k gerade

Diese Matrix (sog. Hilbert'’-Matrix) ist zwar reguliir, doch ist ihre Invertierung so extrem
schlecht konditioniert, dass fiir groie n die Berechnung von ¢ auf diesem Wege unmdoglich
ist. Statt dessen wird die Basis {1,...,2"} bzgl. des (reellen) Skalarprodukts (K = R)

(f.9) = / Fa)g(o) do

orthonormalisiert. Das Ergebnis fassen wir in folgendem Satz zusammen.

Satz 2.15 (Legendre-Polynome): Durch Orthogonalisierung der natirlichen Monom-
basis {1,x,...,2"}, n € N, mit dem Gram-Schmidt-Algorithmus ergeben sich Polynome
pr € Py (nicht normalisiert), welche sich in der Form

Kood o,

darstellen lassen. Fir sie gilt die zweistufige Rekursionsformel

p(r) =1, pz) ==z,
K (2.5.38)
e @), k=12 =1

k12 [ 22k 2k 12
= 4= 1) = —. 2.5.

"David Hilbert (1862-1943): Bedeutender deutscher Mathematiker; wirkte in Kénigsberg und Gottin-
gen; begriindete u. a. den axiomatischen Aufbau der Mathematik; zum Wesen der Axiomatik (in der
Geometrie) sagte er ,,Man muss jederzeit anstelle von Punkten, Geraden, Ebenen - Tische, Stiihle, Bier-
seidel sagen konnen*.

pri1(w) = xpg(z) —

sowrie
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Durch Normierung bei x = 1 erhdlt man die sog. ,Legendre'®-Polynome*

2k)!
Li(z) = ;’Ck?Q pe(@), Le(1)=1, k=0,1,2,...,n. (2.5.40)

Beweis: Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten, wobei einige Rechnungen als
Ubungsaufgabe gestellt sind.

(i) Wir zeigen zunéchst, dass die durch (2.5.37) definierten Polynome p; € Py, bzgl. des
Skalarprodukts (-,-) orthogonal sind. Dies ergibt sich durch partielle Integration iiber

dem Intervall [~1,1] (Ubungsaufgabe). Analog erschliefen wir die Beziehungen (2.5.39).
(i) Der fithrende Term von py () ist geméf der Definition z* . Folglich sind die pj, gerade
die durch den Gram-Schmidt-Algorithmus aus der Monombasis erzeugten orth. Polynome.
(iii) Das Polynom (22 —1)* ist eine gerade Funktion. Seine k-ten Ableitungen sind dann

ungerade oder gerade je nachdem, ob k£ ungerade oder gerade ist. Folglich ist
pi(x) = (=1)py(-2).

(iv) Wegen ppii(z) = a8+ + L ist prya(2) — apr(z) = a® + ye12 ' + . 4+ 90 mit
gewissen Koeffizienten 7y, ..., 7o . Ist nun k41 gerade, so ist das Polynom py1(z)—xpg(x)
gerade aber ¥ ungerade, so dass notwendig v, = 0 sein muss. Es gibt daher eine
Darstellung

Prr1(x) — wpi(z Z Vipi(z
mit den Polynomen py, ..., pr_1, die ja als Orthogonalsystom eine Basis von P,_; bilden.
Wegen der Orthogonalitéit der p; folgt dann fiir j =0,...,k —2:
k—1
0= (prs1 —apr, Ly) = Y 7(pispy) = vlmslI%,
i=0
bzw. v = ... = Yk—2 = 0. Es besteht also eine zweistufige Rekursion der Form

Pr+1(7) = 2pe () + Yo 1Pp—1(2).

Zur Bestimmung des Koeffizienten 7;_; verwenden wir p;(1) = ° 2ok Es ergibt sich

&

(kD)2 okl _ K2 ok

oy = Prp1(1) = pr(1)  @kto) @k)!
-1 — — P}
pra(l) [P
AR+ 1) 2Rk +2)(2k+1)  k(k+1)—k(Q2k+1) K
2k +2)2k+1)2kR2k—1) (2k+1D(2k—1)  4k2 -1’
wie behauptet. Q.E.D.

18 Adrien-Marie Legendre (1752-1833): Franzosischer Mathematiker; Mitglied der Pariser Akademie der
Wissensch.; Beitrdge zur Himmelsmechanik, Zahlentheorie und Geometrie.



2.5. GAUSS-APPROXIMATION 63

Die Rekursionsformel (2.5.38) fiir die Polynome p, ist ein Spezialfall eines allgemeinen
Resultats fiir ,,orthogonale Polynome*; siehe den folgenden Satz 2.17.

Die GauB-Approximation mit orthogonalen Polynomen hat den Vorteil der formal
einfachen Berechenbarkeit der besten Approximation

0@ =3 ([ m@ra) ([ sonea) ne

Die Berechnung der Koeffizienten erfordert i. Allg. numerische Quadratur.
Die Maximalabweichung der Gauf-Approxierenden

If = gllo = max [f(x)—g(z)l

—1<z<1

wird jedoch i. Allg. grof}; insbesondere in der Nahe der Intervallenden treten grofie Fehler
auf. Zur Unterdriickung dieses Defektes verwendet man das gewichtete Skalarprodukt

1

1—x

(f,9)w= /_1 f(@)g(z)w(z)dx, w(x)=

2 ?

wodurch eine stérkere Bindung in der zugehorigen Fehlernorm

17 ale= ([ @ - s L)

1— a2

an den Intervallenden impliziert wird. Zur Anwendung von Satz 2.14 wird die Basis
{1,z,...,2"} von P, nun bzgl. dieses neuen Skalarproduktes orthogonalisiert.

Satz 2.16 (Tschebyscheff-Polynome): Durch Orthogonalisierung der natiirlichen Mo-
nombasis {1,z,...,a"}, n € N, bzgl. des gewichteten Skalarprodukts (-,-), mit dem Gram-
Schmidt-Algorithmus ergeben sich Polynome py € Py (nicht normalisiert), welche sich in

der Form
po(z) =1, pp(z) = 2" cos[karccos(x)], k=1,2,..,n, (2.5.41)

darstellen lassen. Fir sie gilt die zweistufige Rekursionsformel

po(l‘)El, pl(‘r):x7 (2542)
prr1 () = dapp(x) — 4pr_1(x), k=1,2,...,n, o
sowie
N )
el = { V)2, k#0 pr(1) =21 (2.5.43)
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Durch Normierung bei x = 1 erhdlt man die sog. ,Tschebyscheff 1*-Polynome*

Ti(x) = coslkarccos ()], Tp(l)=1, k=0,1,2,.... (2.5.44)

Beweis: Zunéchst gilt fir die Funktionen g, := cos[k arccos(x)] im Fall £ = 0,1:
go =1, q1(x) = x. Weiter folgt aus der Identitét

cos((n+1)x) + cos((n—1)x) = 2 cos(x) cos(nz)
die rekursive Bezichung

gr+1(x) = cos[(k+1) arccos ()]
= 2 coslarccos (x)] cos[k arccos (x)] — cos[(k—1) arccos (z)]

= 22Gk — Gr—1-
Weiter erhiilt man mit Hilfe der Variablentransformation x = cos(f) mit
dr = —sin@df = —/1 — cos?(0) d) = —v'1 — 2% df

die Beziehung

) . T k=j=0
/ gi(2)g;(2)w(z) doe = —/ cos(kf) cos(j0)d0 = < /2, k=j#0.
- ! 0, k#j

Hieraus entnehmen wir, dass die g tatsédchlich Polynome k-ten Grades iiber [—1,1]
sind, paarweise orthogonal bzgl. (), sind und den fithrenden Koeffizienten g;(z) =
2F=12% 4. haben. Die skalierten Polynome py = 1 und p; := 2*"'g; haben dann den
fiihrenden Koeffizienten py(x) = 2%+ ... und geniigen der zweistufigen Rekursionsformel

Pry1 () = 4xpy — dpp—1.

Sie sind also gerade die durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren er-
zeugten Polynome. Q.E.D.

Die beste Approximation einer Funktion f € C[-1,1] in P, bzgl. des gewichteten
Skalarproduktes (-, ), hat also die Gestalt

9= Z Ty ()
k=0

YPafnuty Lvovich Tschebyscheff (russ.: Chebyshev) (1821-1894): Russischer Mathematiker; Professor
in St. Petersburg; Beitrige zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und vor allem zur Approxima-
tionstheorie; entwickelte eine allgemeine Theorie orthogonaler Polynome.
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mit den Koeffizienten

CY():*/7 f(l’)w(x)dl’, ak:i/l f(l’)Tk(x)w(x)dx, k=1,....n.

T 1

Das Bestehen von zweistufigen Rekusionsformeln fiir die Gau-Legendre sowie fiir die
Tschebyscheff-Polynome legt nahe, dass dies vielleicht generell fiir orthogonale Polynomen
bzgl. Skalarprodukten der betrachteten Form (-, ), gilt. Dazu gilt der folgende Satz.

Satz 2.17 (Orthogonale Polynome): Das allgemeine Skalarprodukt (-,-) auf C[—1,1]
habe die auf dem Vektorraum P der Polynome die Symmetrieeigenschaft

(p,zq) = (zp.q) Vp,q € P. (2.5.45)

Dann geniigen die durch das Gram-Schmidt-Verfahren aus der Basis {1,z,2°% ...} ge-
wonnenen orthogonalen Polynome py, k =0,1,2,... (nicht normalisiert), den folgenden
rekursiven Beziehungen beginnend mit po(x) =1, py(x) = — Sy :

Prr1(z) = (& — Be)pe — Wepr—1, k=1,2,3,..., (2.5.46)

mit den Koeffizienten

x|

(zpk. Pk
T k= 2
lpe—1]]

B =
[[pel?

. k=0,1,2,...,

k=1,23,...

Beweis: Das Gram-Schmidt-Verfahren erzeugt die Polynome p, nach der Vorschrift

N
-

~ (‘rkapz)p
13|

(2

Il
<)

Also ist po = 1 und p; = x—fy. Wir setzen qry1 = (x—Fr)pr — YPr—1. Dann gilt
offenbar wegen p;. L Py und der Symmetrieeigenschaft von (-,-):

(qk+1,p6) = (@pr, k) — Billpell® — e (Pr—1.px) = 0,
~——

=0
(Qk+1,pk—1) = (l”pmpk—ﬂ — B (pk,pk—ﬂ _'Ykak—lHQ = (pk7$pk—1 —pk) =0,
—— N—— ——
=0 — HpkH? € P,

sowie fiir j=0,....k—2:

(@e+1,025) = Pk, 25 ) — Br Pk, j) =% (Pr-1,p5) = 0.
~~ ~—— ——
S Pkfl - 0 == 0

Also ist g1 orthogonal zu P, = Span{po, ...,pr} und hat die Gestalt

Grr1(z) = o 4 r(z), r€ P
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Entwickelt man r nach {po,...,px},

k

r(z) = Z(Tvpi)sz’H*ZPi(fU)a

i=0

so ergibt sich mit

k
T, i
() =2 + 3 PR na)
i=0 v

k
=t Z { (@1, 00) =@, i) Hipal 7pi(x) = prsa(2)
i=0 M
=0
schlielich die Behauptung. Q.E.D.

2.6 Tschebyscheff-Approximation

Im Folgenden betrachten wir nur reell-wertige Funktionen. Die GauB-Approximation hat
gewisse Probleme mit der gleichméfigen Approximation auf dem ganzen zugrunde liegen-
den Intervall; sie ist aber verhdltnisméflig einfach zu realisieren. Die sog. ,, Tschebyscheff-
Approximation® verwendet direkt die ,,Maximumnorm®*

[flloe = max [f(x)|

a<z<b

zur Bestimmung der besten Approximation g € S C Cla, b].

1f=9llec = min || f—¢l|s. (2.6.47)
peS
Die Norm || - || auf Cf[a,b] wird nicht durch ein Skalarprodukt erzeugt; die Existenz

der besten Approximation kann also nicht aus Satz 2.12 erschlossen werden. Tatséchlich
ist i. Allg. die beste Approximation nicht einmal eindeutig bestimmt. Thre Existenz ist
jedoch allgemein in normierten Raumen gesichert.

Beispiel 2.9: Dieses Beispiel belegt die mogliche Mehrdeutigkeit der , besten* Tscheby-
scheff-Approximation.

[a,b] =[0,1], f(x)=1 |
S={glglx)=ax,ceR}, dim S=1 1 |
[f=glle>1 Vges |

ox
lf=glle=1 Vg=ax, 0<a<2 |

f(x)=1

> "
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Satz 2.18 (Allgemeine Tschebyscheff-Approximation): Sei E ein normierter Vek-
torraum mit Norm ||| und S C E ein endlich dimensionaler Teilraum. Dann gibt es
zu jedem f € E eine beste Approximation g € S :

[f =gl = min [|f=el]. (2.6.48)
pes

Beweis: Ein go € S mit ||go|| > 2| f|| kann keine beste Approximation sein, da
1f =0l = llgoll =11l > 1Al = [1F = Olf = inf [}f .
Die optimale Approximation ist also in der beschrankten Teilmenge

So:={peS:llell <2/fl} S

zu suchen. Sie ist abgeschlossen und, da S endlich dimensional ist, kompakt (Satz von
Bolzano/Weierstrass). Die auf S stetige Funktion F(¢) := ||f—¢|| nimmt dann auf S
ein Minimum ¢ an, d. h.:

If =gl = min || f—p] = min | f-p].
Q.ED.

Die Eindeutigkeit der Tschebyscheff-Approximation in C[a,b] wird durch die sog.
,Haarsche?® Bedingung® (H) an den Ansatzraum S C C[a,b] mit dim S = n garantiert:

Definition 2.8: (H) Man sagt, dass der (endlich dimensionale) Teilraum S C Cla, D]
der ,Haarschen Bedingung® geniigt, wenn die Lagrange-Interpolationsaufgabe g(x;) =
yi, @ = 1,....n mit beliebigen Stitzstellen a < x1 < x93 < ... < x, < b und Werten
Y1y Yn € R stets durch ein g € S losbar ist.

Fiir einen Teilraum S C C'fa, b] ist die Haarsche Bedingung dquivalent zur eindeutigen
Losbarkeit der Lagrange-Interpolationsaufgabe. Dies sieht man wie folgt:

Sei {g1,...,9n} eine Basis von S. Die Existenz eines interpolierenden g = > a;¢; € S
ist dquivalent zur Losbarkeit des linearen Gleichungssystems

Zaigi(xj) =y, j=1....n, (2.6.49)

i=1

fiir den Koeffizientenvektor (aj, ..., a,)T . Die Haarsche Bedingung ist dquivalent zur Re-
gularitit der Matrix (g;(2;))i j=1,..n, d. h. zur eindeutigen Losbarkeit der Interpolations-
aufgabe.

20Alfréd Haar (1885-1933): Ungarischer Mathematiker; Professor in Kolozsvéar (Cluj), Budapest und
Szeged; viele wichtige Beitriige zur Approximationstheorie (,Haarsche Bedingung®) und Analysis auf
Gruppen (,, Haar measure®).
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Beispiel 2.10: Wir geben Beispiele von Systemen S, fiir welche die Haarsche Bedingung
(H) erfiillt ist.

1. Die Polynomriaume P, erfiillen Bedingung (H) auf jedem Intervall [a,b].

2. Der Raum S = Span{z,...,2"} erfiillt Bedingung (H) nur, wenn 0 ¢ [a, b] ist:

1 =0=2r=0, k=1,...,n = det(z));jm

.....

Satz 2.19 (Tschebyscheffscher Alternantensatz): Fiir den Teilraum S C Cla,b
mit dim S = n sei die Haarsche Bedingung (H) erfillt. Dann ist die Tschebyscheff-
Approximation g € S, einer Funktion f € Cla,b] durch folgende Eigenschaft charakteri-
siert:

(A) Es existieren m > n+1 Stellen a < xg < ... < x, <b (sog. ,Alternante®, so dass
fiir die Fehlerfunktion e(x) = f(x) — g(z) gilt:

le(@)] = llellos, (i) =—e(@iy1); i=1,...,n. (2.6.50)
Insbesondere ist die beste Approximation eindeutig bestimmt.

Beweis: Fiir den nicht trivialen Beweis der Alternantenaussage verweisen wir auf die

Literatur; z. B.: Schaback/Werner [5] Q.E.D.
A
lleflee [~ - T 7 - - - - - = - - =
T T T T T >
anl X9 X3 ot Xn XnHSb
delle [ — — - - - — — = - - — =

Abbildung 2.9: Schema der Alternantenregel

Korollar 2.2: Der Alternantensatzes impliziert, dass die beste Approzimation fir den
Spezialfall S = P,_y eindeutig bestimmdt ist.

Beweis: Seien g¢i, g2 zwei beste Approximationen mit e; = f — g1, ea = f — go. Fiir
A€ (0,1) ist dann ||Aezlloe < |l€1]loc, sO dass der Graph von Aes(x) den von e;(z)
mindestens n-mal schneidet (sieche Abbildung 2.9). Jede der Funktionen ¢ (z) = e;(x) —
Aea(x) hat also mindestens n Nullstellen. Durch Grenziibergang A — 1 folgt, dass
p1(x) = e1(x) — ea(x) = ga(x) — g1 (x) mindestens n (ihrer Vielfachheit entsprechend oft
gezihlte) Nullstellen besitzt. Wegen ¢, — g1 € P,_1 ergibt sich zwangsldufig g1 = ¢».

QED.
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Bemerkung 2.4: Der Alternantensatz ist die Grundlage des sog. ,, Remez?!'-Algorithmus*
zur Konstruktion der Tschebyscheff-Approximation. Wire eine Alternante {x1, ..., Zn1}
bekannt, so kénnte man bei gegebener Basis {¢1,...,¢,} von S die beste Approximation

9=2 o
i=1
sowie die Grofle ayqq1 := 0|/ f—¢lleo, 0 € {—1,1}, aus dem linecaren Gleichungssystem
Zaigﬁi(xk)+(_1)kan+l:f(xk)7 k:17"'an+17
=1

berechnen. Der Remez-Algorithmus besteht aus der systematischen iterativen Suche nach

der Alternante {x1,...,2z,.1}. In jedem Schritt wird mit der Ndherung {xz(t), o 7”531}
das Gleichungssystem fiir agt)7 cee a,(f> und oz,(f)H gelost und fiir

g(t) =Y al%;
=1

das Optimalitétskriterium
1 = 990l = otk

abgefragt. I. Allg. konvergiert {mgﬂ, o mg_l} gegen {xq,...,x,41}, allerdings nicht in

endlich vielen Schritten.

Beispiel 2.11: f(z) =cos(z), [a,b] =[0,7/2], S=P

1.2 T T T T 0.15 T T T
10— fla) — . 0.10
0.8} 9@ 0.05

0.6F . 0
041 . -0.05
0.2} -0.10

0 -0.15

0 02 04 0.6 08 1.0 1.2 1.4 0 02 0.4 0.6 08 1.0 1.2 1.4

Abbildung 2.10: Anwendung der Alternantenregel

2'Evgeny Yakovlevich Remez (1896-1975): Russischer Mathematiker; Professor an der Universitit Kiew
(1935); Beitriige zur konstruktiven Approximationstheorie (,, Remez-Algorithmus“) und zur numerischen
Losung von Differentialgleichungen.
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2.6.1 ,,Optimale“ Lagrange-Interpolation

Zur Anwendung der Tschebyscheff-Approximation stellen wir die Frage nach der joptima-
len“ Wahl der Stiitzstellen bei der Lagrange-Interpolation. Fiir das Lagrange-Interpola~
tionspolynom p € P, einer Funktion f € C"*'[a,b] zu den Stiitzstellen a < xy < 21 <
... x, < b gilt nach Satz 2.3 die Fehlerdarstellung

1
f(l‘) - pn(x) = (n T 1)| f(n+1)(§x)L(x) , T E [Io, s In]7
wobei L(z) = [[}_, (z — z;) . Die Stiitzstellen w, ..., solle so bestimmt werden, dass
nax |L(@)] = [ L]l (2.6.51)

minimal wird. Damit h#tte man eine ,optimale“ Darstellbarkeit von Funktionen aus
C™1a,b] durch Lagrange-Interpolationspolynome in P, . Nun ist L(z) = 2" — p mit
einem p € B, , d. h.: Die Aufgabe ,optimale® Stiitzstellen zu bestimmen, ist dquivalent
zur Konstruktion der Tschebyscheff-Approximation zu f(x) = 2™ bzgl. S = P, . Nach
dem Alternantensatz hat die Fehlerfunktion e = 2! — p mindestens n + 1 Nullstellen
im Intervall [a,b].

Satz 2.20 (Optimale Stiitzstellen): Auf dem Intervall [a,b] = [—1,1] ist die Tscheby-
scheff-Approzimation g € P, 2u f(x) = 2" gegeben durch
g(x) = 2" — 27", () (2.6.52)
mit dem (n + 1)-ten Tschebyscheff-Polynom
Toi1(x) = cos[(n+1) arccos(x)].
Die Nullstellen

%+ 1
T = COS (g TL) k=0, ..n (2.6.53)

von T,y sind gerade die ,optimalen® Stiitzstellen der Lagrange-Interpolation auf [—1,1].

EM)’ L =

Beweis: Das Polynom T,.,; € P,;; hat die n+1 Nullstellen x;, = Cos(2 ] =

0,...,n,und es gilt (Ubungsaufgabe)
—1<a<1

n
max H |x — x| =27"
k=0

Der rekursiven Beziehung

Tv=1, Ti(x)==z, Tyulx)=22T,(r)—T-1(x),
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entnimmt man, dass T,,41(z) = 2"2"™ + ¢(z) mit einem ¢ € P, . Also ist

n

27" Tp1(2) = [ [ (e—2x) = L(2).

k=0

Weiter nimmt T, 1 (x) = cos((n+1) arccos(z)) im Intervall [—1,1] offenbar genau (n+2)-
mal einen Extremwert an, abwechselnd +1 (siche Abb. 2.11). Diese n+2 Extremalstellen
bilden dann eine Alternante fiir die Approximation g(z) = 2" — 27T, ,1(z) € P, zu
2"*1 . Nach dem Alternantensatz ist ¢ also die eindeutig beste Approximation zu 2"*!.
Mit den Nullstellen x;, von T,,41(x) gilt folglich

max |H (x—x)| =27" max |T,1(x)]
k=0

—1<a<1 —1<a<1
_ }12?21 |1‘n+1 _ [anrl _9on n+1(l,>]|
= min max |2 — p(z)]

peP, —1<z<1
n

= min max | H (x—Cp)|

—1<¢o<...<¢n<l —1<z<1

k=0
und damit die behauptete Optimalitatseigenschaft. Q.E.D.
Tschebyscheff-Polynome
1 ™ T T
os L/
\ p(lx) —
1Y A U N R S S~ | (I
y PpGx) ——=
04t | NS -
02} | / | :_' 8
‘é 0
02 »“‘ Y ’/ \/\,"l / 'f ]
04 H \‘\:\ /’l . /," \\\ .
06 _‘j “\ //, \\ ’,, |
0.8 1’- B
1 L L L L ‘/,\ L L i
1 058 0.6 0.4 02 02 0.4 0.6 058 1

0
x-Achse

Abbildung 2.11: Anwendung der Alternantenregel

Die optimalen Stiitzstellen der Lagrange-Interpolation auf einem beliebigen Intervall
[a,b] gewinnt man aus dem Resultat von Satz 2.20 mit Hilfe der Transformation ¢ :
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[a,0] — [-1,1]:
= oly) = 2 a+ b
-y b—a b—a’
" b +b
—a a
Y = 5 T 5 k=0,...n
Fiir den Interpolationsfehler einer Funktion f € C"[a,b] gilt dann
1 (b _ a)nJrl
- < )| o 2.6.54

2.7 Ubungsaufgaben

Ubung 2.1: Gegeben seien n+1 paarweise verschiedene Punkte z; € R',i =0,1,...,n,
und die zugehorigen n 4+ 1 sog. Lagrange-Polynome

n

M@= ] =9, i=o0...n
PRy

Man zeige, dass die Polynome {Lg”),i =0,...,n}, eine Basis des Polynomraums P, (Vek-
torraum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich n) bilden, und dass die folgenden
Beziehungen gelten:

i) Y L@)=1 zeR,
=0

i) Y ALy =0, k=1,...n,
1=0

i) Y et L0) = (—)" ] ] @
=0

i=0

(Hinweis: Man verwende die Eindeutigkeit des Lagrange-Interpolationspolynoms und die
Darstellung des Fehlers bei der Lagrange-Interpolation.)

Ubung 2.2: Fiir verschiedene Orte wurde an einem bestimmten Tag die folgenden Ta-
gesldngen gemessen:
Ort | Tagesldnge | Lage
17h 28m | 55, 7°
18h 00m | 57,7°
18h 31m | 59, 3°
19h 56m | 62, 6°
22h 34m | 65,6

Do Qe
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Man bestimme die Tagesliange am Ort F' bei 61,7° durch Auswertung des zugehorigen
Interpolationspolynoms mit Hilfe des Neville-Algorithmus. (Es geniigt 4-stellige Dezimal-
rechnung.)

Ubung 2.3: Es soll eine 10-stellige Wertetabelle von

flz) = /Ox sin(t)*dt, =z €0,7],

erstellt werden (in Festkommadarstellung), so dass kubische Lagrange-Interpolation einen
Fehler kleiner als 5- 107 fiir jeden Wert von z im Intervall [0, 7] ergibt. Reichen dazu
die Werte zu 250 &quidistant verteilten Stiitzstellen aus? (Hinweis: Der Auswertungs-
fehler setzt sich zusammen aus dem absoluten Interpolationsfehler und dem absoluten
Rundungsfehler in den zur Interpolation verwendeten Stiitzwerten.)

Ubung 2.4: Gegeben sei die Funktion f(z) = e, A € R, auf einem Intervall [a,b].
Man zeige, dass in diesem Fall der Fehler f —p, der Lagrange-Interpolation von f iiber
beliebig verteilten n + 1 (paarweise verschiedenen) Stiitzstellen aus [a,b] fiir n — oo
gleichmifig gegen Null konvergiert:

max [£(z) = pa(a)| =0 (n = o0).

Was unterscheidet diese Funktion von dem in der Vorlesung angegebenen Beispiel f(z) =
(1 + 2?)~!, fiir welches die Lagrange-Interpolation fiir n — oo nicht konvergiert (s.
Aufgabe 3.5)7

Ubung 2.5: Wir betrachten die Hermite-Interpolationsaufgabe, zu (paarweise verschie-
denen) Stiitzstellen z; (i =0,...,m) und zu gegebenen Werten y( ), yz(l) (t=0,...,m)
ein Polynom p € P,, n =2m + 1, so zu bestimmen, dass

pa) =49, pa)=y" (=0,...m).
Man zeige:

a) Die Hermite-Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutig bestimmte Lésung.

b) Im Falle der Interpolation einer (n+1)-mal differenzierbaren Funktion f, d. h. p(z;) =
f(x:), p'(x;) = f'(z;) (i =0,...,m) gilt die Fehlerdarstellung

(n+l

n+1' llx—x,

mit z-abhéngigen Zwischenstellen &, € [a, b] . (Hinweis: Man modifiziere die entsprechende
Argumentation der Vorlesung oder des Skriptums fiir die Lagrange-Interpolation.)

f(x) = p(x) =
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Ubung 2.6 (Praktische Aufgabe): Man berechne die Lagrange-Interpolationspolynome
der Funktionen

1
f(x):m, g(r) = /||, —1<x <,

in Neville-Darstellung, jeweils zu den Stiitzstellen x; = —1+ih, i =0,...,n,mit h =2/n,
fiir n = 5,10,15,20. Man stelle die Polynome grafisch dar und vergleiche die Polynom-
graphen mit den richtigen Funktionsverldufen.

fjbung 2.7: Auf einer Zerlegung 0 = 29 < 11 < ... < xy_1 < zny = 1 des Intervalls
I =10, 1] werde eine Funktion stiickweise quintisch interpoliert, d. h.: Auf jedem der Teil-
intervalle Iy, = [x_1,2%], k=1,..., N, wird f durch ein Polynom pék) € Ps5 interpoliert,
wobei jeweils einer der folgenden Sétze an Bedingungen verwendet wird:

() pP€) = f(6), €€ {mr+ihu/5,j=0,..,5}, hy=a—z41,
i) P = £©), GFYE©) =€), B)'(€) =€), €€ {wmr, )

Im ersten Fall (Lagrange-Interpolation) ist die resultierende zusammengesetzte Funktion
auf dem Intervall I stetig, und im zweiten Fall (Hermite-Interpolation) zweimal stetig
differenzierbar. Man zeige, dass fiic f € C9[0, 1] in beiden Féllen die Abschitzung gilt:

h6
_ < (6) o
qggxlf(lﬁ p(z)] < 70 gggx\f (z)], h: kigﬁfAfhk.

(Hinweis: Man wende die Fehlerdarstellung der Vorlesung fiir die Lagrange- bzw. die
Hermite-Interpolation auf jedem der Teilintervalle I, an.)

Ubung 2.8: Fiir die Funktion f(z) = cosh(z) ist die Wertetabelle gegeben

x f(z)
0.52 | 1,1382741
0.56 | 1,1609408
0.60 | 1,1854652
0.64 | 1,2118867
0.68 | 1,2402474.

Man bestimme durch Extrapolation eines geeigneten Differenzenquotienten maoglichst gute
Néherungen zum Ableitungswert f/(0.6) = 0, 63665358... .

Ubung 2.9: Welche von den Indexfolgen
(i) n;=2i—1,i€N, () n;=3"i€N, (iii) n; =142, i €N,

fiir Schrittweiten h; = h/n; ist zulissig fiir die Extrapolation zum Limes?
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Ubung 2.10: Es bezeichne Sy den Vektorraum der kubischen, natiirlichen Spline-Funktionen
zu den Stiitzstellen xg = 0,27 = 1,29 = 2.

a) Sind die folgenden Funktionen in Sy ?
(i) fla)=2a"—2a?
(i) flz)=2"(z—6) - (v —2)*,
(iti)  f(z) = max{0,z — 1} — a°.

b) Man bestimme den interpolicrenden Spline c Sy fi] = 23 Wie lautet das
rebits, wenh dhe atihehbn Kandbedmgungendurch st 2 7 {zo), vind Shm) =
" (x) ersetzt werden.
Ubung 2.11 (Praktische Aufgabe): Zur Bestimmung des halben Umfangs

= 3,141592653 58979 32384 62643 . . .

des Einheitskreises verwendeten schon die ,,alten Griechen* den Umfang einbeschriebener
reguldrer Polygone. Mit Hilfe des 96-seitigen Polygons fand z. B. Archimedes den Wert
m ~ 3,142. Die allgemeine Formel fiir den Umfang 7;, des n-seitigen einbeschriebenen,
regulédren Polygons ist

(%) T, =2nsin(r/n) — 27 (n — o0).
Man kann die 7, fiir n = 6-2° mit Hilfe der Rekursionsformel (nachpriifen!)

Ts =6, Ty, = 2\/2712 —ny/4n? — T2,

ohne Auswertung des Sinus berechnen.

i) Man bestimme mit Hilfe der Richardson-Extrapolation aus den Stiitzwerten
{T,, n=6-2"i=0,....k},

fir Kk =1,...,30, Approximationen fiir 7 und plotte den resultierenden Fehler in Abhéin-
gigkeit von k. (Hinweis: Man setze x, = 1/n und T'(z,) := T,, und extrapoliere die
Funktion T'(x) :=2/xsin(mz) nach z=0.)

ii) Man wiederhole die Rechnung mit den Stiitzwerten {7}, i = 3,4,...,k} fir k =
4,...,33, wobei die benstigten Werte T; direkt aus der Definitionsformel (x) bestimmt
werden sollen. Wie sind die beobachteten Phanomene zu erkléaren?

Ubung 2.12: Man zeige, dass die Funktionen
wo(z) =1/V2x, ¢i(x) = = cos(kx), Yp(x) = S sin(kz), k=1,...,n,
VT VT
ein Orthonormalsystem des Teilraums 7,, C C[—m, 7] der trigonometrischen Polynome

vom Grad kleiner oder gleich n bzgl. des L?-Skalarprodukts iiber dem Intervall [—, 7]
bilden und bestimme die beste Approximation der Funktion f(z) =2 in T,.
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Ubung 2.13: Man zeige, dass die durch

k! dF
or(T) = mw@z -

definierten Polynome orthogonal bzgl. des L2-Skalarprodukts iiber [—1,1] sind, und dass

k2 [k K2
= ——1/ — 1) = 2%,

Durch Normierung erhélt man hieraus die sog. Gaufl-Legendre-Polynome

@)= @), L) =1

(Hinweis: Man verwende partielle Integration, leite fiir die Integrale I, := fjl(l —a*)* dx
eine einstufige Rekursionsformel her und differenziere die Funktion (22 —1)*.)

Ubung 2.14: Man zeige die folgenden Eigenschaften einer Norm ||-|| auf einem Vektor-
raum E (nicht notwendig endlich dimensional):

a) eyl >[Izl = lyll], =yekE.

b) Die Funktion N(-) = -| : £ — R ist stetig.

¢) Ist E endlich dimensional, so sind alle Normen auf E #quivalent, d. h.: Zu je zwei
Normen || -1, ] ||z auf E gibt es stets Konstanten M >m > 0, so dass

mllzlly < llzfls < Mll]y, @€ E.

(Hinweis: Fiir eine Basis {e',...,e"} von E betrachte man die Funktion F(ay,...,q,) =
| =0, ase’|| auf der Einheitssphire des R™.)

Ubung 2.15: Man bestimme die GauB-Approximationen der Funktion f(z) = /z bzgl.
der L?-Norm {iber dem Intervall [0,1] in den Polynomrdumen Py, P, und P,. Man
stelle die Ergebnisse graphisch dar.

Ubung 2.16: (Praktische Aufgabe) Man berechne rekursiv die Gau-Legendre- und die
Tschebyscheff-Polynome L, und T} auf dem Intervall [—1,1] aus den Beziehungen

(2k)!
a) Li(x) == SJAE op(z), k=0,1,2,...,

k’2
po(z) =1, pr1(x) =z,  pr(z) = zpn(z) — a2 — 1P

b) To(z) =1, Th(z) =z, Tp1(x) = 22Ty (x) — Tp1(2),

fir £ =0,1,2,...,10 und stelle sie grafisch dar.





