1 Fehleranalyse
1.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler

Bei der Verarbeitung numerischer Algorithmen auf dem ,,Computer® treten zwangslaufig
Fehler auf, die durch die Endlichkeit des Bereiches der darstellbaren Zahlen bedingt sind.
Zur Approximation von reellen (und auch komplexen) Zahlen und der elementaren arith-
metischen Operationen zwischen ihnen werden sog. ,, Maschinenzahlen® und ,,Maschinen-
operationen® verwendet, welche auf dem Computer realisierbar sind.

Eine ,,(normalisierte) Gleitkommazahl® zur Basis b € N, b > 2, ist eine Zahl z € R
dargestellt in der Form

r=+m- bt (1.1.1)

mit der ,Mantisse* m = mb™' +... + m,b™" + ... € R, und dem , Exponenten“ e =
es 11+ . 4 eb® € NU {0}, wobei my,e; € {0,...,b—1}. Fiir  # 0 ist diese
Darstellung durch die Normierungsvorschrift m; # 0 eindeutig bestimmt. Fiir z = 0
setzt man m = 0.

Bemerkung 1.1: Die Verwendung der Gleitkommadarstellung im numerischen Rechnen
ist wesentlich, um Zahlen sehr unterschiedlicher Grofie verarbeiten zu kénnen; z. B. Ru-
hemasse Elektron My = 9.11-1072® g, Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2.998 - 101° cm /sec .

Auf dem Rechner stehen fiir die Darstellung von reellen Zahlen nur endlich viele Stellen
zur Verfiigung:
r Ziffern + 1 Vorzeichen fiir die Mantisse

s Ziffern + 1 Vorzeichen fiir den Exponenten.

Die Speicherung einer solchen Zahl
r=+mb 4. +mb "] - prles—10" T bt

erfolgt dann in der Form z : (&) [my...m,]J(£)[es—1...¢€o]. Aus technischen Griinden
verwenden moderne Rechner eine Zahldarstellung mit den Basen b = 2 (Dualsystem)
oder b = 16 (Sedezimalsystem) oder Mischungen davon. Die in der obigen Form auf
einem Rechner dargestellten (rationalen) Zahlen werden ,, Maschinenzahlen“ genannt; sie
bilden das sog. ,numerische Gleitkommagitter® A = A(b,r,s). Da A endlich ist, gibt es
eine grofite/kleinste darstellbare Zahl:

-Tmax/min ==x (b - 1){b_1 + ...+ b_T} . b(b_l){b5_1+"'+b0} =+ (1 — b_r) . bbs_l
sowie eine kleinste positive/grofite negative darstellbare Zahl:

L posmin/negmax — b7 bi(bil){bSilerijO} =+ bibs .
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Beispiel 1.1: Beim sog. ,IEEE-Format® (iiblich auf UNIX-Workstations) werden zur
Darstellung von doppelt genauen Zahlen (REAL*8 in FORTRAN) 64 Bits (= 8 Bytes)
verwendet:

Tz =4m- 20—1022

Dabei stehen 1 Bit fiir das Vorzeichen, 52 Bits fiir die Mantisse m = 27! + my272 +
...+ ms53275% (die erste Mantissenstelle ist aus Normierungsgriinden stets 1) und 11 Bits
fir die sog. ,,Charakteristik® ¢ = ¢p2° + ... + ¢102'° € [1,2046] zur Verfiigung, wobei
m;, ¢; € {0,1} Dualzahlen sind. Durch die vorzeichenfreie Darstellung des Exponenten
in der Form e = ¢ — 1022 wird der Zahlbereich um eine Zweierpotenz erweitert. Fiir
REAL*8 Zahlen gilt somit:

~ 21024 ~ 1810308 ’ Trin ™~ _21024 ~ _]_.8.]_0308

— 9-1022 99, 1()~—308 —o—1022  _99.107308

xl’llaX

-rposmin ) -rnegmax

Die ausgenommenen Werte ¢ = 0 und ¢ = 2047 der Charakteristik werden zur Darstel-
lung der Null (my = ... =ms3 =0, ¢cg = ... = ¢1p = 0) sowie einer Sondergrofie ,nan“
(not a number) verwendet.

Die Ausgangsdaten z € R einer numerischen Aufgabe und die Zwischenergebnisse
einer Rechnung miissen durch Maschinenzahlen dargestellt werden. Fiir Zahlen innerhalb
des ,,zuldssigen® Bereiches

D = [xmim xncgmax] U {0} U [xposmina xmax]

wird eine , Rundungsoperation rd : D — A verwendet, an die man die natiirliche For-
derung stellt

|z —rd(x)| = min |x — y| vxeD. (1.1.2)
yeEA
Dies ist beim IEEE-Format z. B. realisiert durch ,natiirliche* Rundung;:

O.m1-~m53-25, fiir m54:O

I'd(X) Sgn(X) { (Oml s 4 2753) 2¢ fiir msy = 1.

Andere manchmal vorkommende Rundungsarten, welche (1.1.2) nicht erfiillen, werden
im Folgenden nicht betrachtet. Fiir Zahlen auflerhalb des zuldssigen Bereiches D (z. B.
als Resultat einer Division durch Null) wird von einigen Maschinen Exponenteniiberlauf
(,,overflow® oder ,underflow*) registriert und die Verarbeitung abgebrochen, wihrend im
IEEE-Format in diesem Fall mit der unbestimmten Variable ,nan“ weitergearbeitet wird.
Der mit der Rundung verbundene sog. ,,absolute Rundungsfehler

o — rd(x)| < b The (1.1.3)

héngt jeweils noch vom Exponenten e von x ab. Dagegen ist der sog. ,relative Run-
dungsfehler*
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x —rd(x)

ULy (1.1.4)

= 2l =2

fir x € D, x # 0, beschrinkt durch die sog. ,,Maschinengenauigkeit“ eps := %b”“ . Fiir
x € D ist dann offenbar

rd(x) =x(1+¢) mit |e| <eps. (1.1.5)
Bei Anwendung des IEEE-Formats ist der maximale relative Rundungsfehler

16—52 —16
EPSREALws < 52 ~ 10 .

Die arithmetischen Grundoperationen * € {+,—, -, /} werden auf der Rechenanlage
durch entsprechende ,,Maschinenoperationen ® € {®,0,®, @} ersetzt, welche Maschi-
nenzahlen wieder in Maschinenzahlen iiberfithren. Dies ist meist fiir z,y € A im Falle
rxy €D gemiB

@y =rd(xxy) = (x*xy)(1+¢), |e] <eps, (1.1.6)

realisiert. Dazu werden die Operationen maschinenintern (meist unter Verwendung einer
erhohten Stellenzahl fiir die Mantisse) ausgefiihrt, in normalisierte Form gebracht und
dann gerundet. Tm Fall xxy ¢ D erscheint meist eine Fehlermeldung. Bei dem Gebrauch
von , IF-Abfragen” in Programmen ist zu beriicksichtigen, dass die Maschinenoperationen
@ und © dem Assoziativgesetz und dem Distributivgesetz nur ndherungsweise geniigen;
i. Allg. ist fir x,y,2z € A:

(roy)ozZrdydz), @0y oz# (102)a(yosz).
Insbesondere gilt i. Allg. fiir Zahlen z,y € A:

r@y=uw, Cfir |y|§%eps. (1.1.7)

Hieraus lésst sich fiir einen konkreten Rechner die Grofle der Maschinengenauigkeit eps
experimentell ermitteln.

1.2 Konditionierung numerischer Aufgaben

Eine numerische Aufgabe (z.B. Bestimmung einer Nullstelle, Losung eines linearen Glei-
chungssystems u.s.w.) wird als ,,gut konditioniert“ bezeichnet, wenn eine kleine Stérung
der Eingangsdaten auch nur eine kleine Anderung der Ergebnisse zur Folge hat.
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Beispiel 1.2: Als Beispiel betrachten wir das lineare Gleichungssystem
1.2969 0.8648 z | | 0.8642
0.2161 0.1441 Y 0.1440
mit der (eindeutig bestimmten) Losung (z,y)T = (2, —2)7 . Stérung der rechten Seite zu

(0.86419999, 0.14400001)" erzeugt die ,Niherungslosung® (z,7)" = (0.9911, —0.4870)"
Diese numerische Aufgabe ist offenbar sehr schlecht konditioniert.

Zur Prazisierung des Begriffes ,, Konditionierung” miissen wir zunédchst den der ,nu-
merischen Aufgabe“ definieren. Wir wollen hier unter einer ,numerischen Aufgabe® die
Berechnung endlich vieler Grolen y; (i = 1,...,n) aus gewissen GroBen z; (j = 1,...,m)
mittels einer funktionalen Vorschrift y; = fi(z1,...,2,,) verstehen. Der Einfachheit hal-
ber betrachten wir hier nur den Fall, dass die y;, x; reelle (oder komplexe) Zahlen sind,
und verwenden zur Abkiirzung die vektorielle Schreibweise y = f(z) mit

= (zy,...,em), y=n ), f= (e )

Als Beispiel kann die Berechnung eines Vektors x € R™ als Losung eines linearen Glei-
chungssystems Az = b dienen, wobei = = f(A,b) :== A~'b.

Definition 1.1: Bei Verwendung fehlerhafter Eingangsdaten x; + Ax; (2. B. aufgrund
des Rundungsfehlers) ergeben sich fehlerhafte Resultate y; + Ay; . Wir bezeichnen |Ay;]
als den ,absoluten® Fehler und |Ay;/y;| (fir y; # 0 ) als den relativen® Fehler.

Grofle absolute Fehler konnen offenbar, . relative gesehen, klein sein und umgekehrt; z. B.
mag ein Fehler von + 100 km beim Messen der Entfernung Erde-Mond als ,klein“ an-
gesehen werden, wihrend derselbe Fehler bezogen auf die Entfernung Heidelberg-Paris
sicherlich als ,,gro3“ anzusehen ist.

Wir haben gesehen, dass der relative Rundungsfehler durch die Maschinengenauigkeit
eps beschriankt ist. Hier wird uns auch hauptsichlich nur dieser interessieren. Im Fol-
genden betreiben wir eine sog. , differentielle” Fehleranalyse, die sich auf die Betrachtung
des Einflusses relativ kleiner Datenfehler |Az;| < |z;| beschrénkt. Sind die Funktionen
fi = fi(z1,...,xn) stetig partiell differenzierbar nach den Argumenten z;, so gilt nach
dem Taylorschen Satz

Of; (z) Az; + Rl (z;Az), i=1,...,m, (128)
833]'

Ay; = filz + Az) — fi(z) = Z

j=1

mit einem Restglied Rif (x; Az), welches schneller als |Az| = max;—;__,|Az;| gegen

Null geht; wir schreiben dies abgekiirzt als R/ (z; Az) = o(|Az|) . Der Einfachheit halber

nehmen wir an, dass sogar R!(z;Az) = O(|Az|?) gilt, was im Falle der zweimaligen
Differenzierbarkeit der Funktion f gesichert ist.
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“w

Definition 1.2: Wir verwenden hier und im Folgenden die sog. ,LandauschentSymbole
O(+) und o(-) zur quantitativen Beschreibung von Grenzprozessen. Fir Funktionen g(t)
und h(t) der Variablen t € Ry bedeutet die Schreibweise

9(t) = O(n(t)) (¢t —=0),
dass fiir kleine t € (0,t9] mit einer Konstanten ¢ >0 gilt
lgt)[ < c|h(t)].

Entsprechend bedeutet g(t) = o(h(t)) fir t — 0, dass fir kleine t € (0,ty] mit einer
Funktion ¢(t) — 0 (t — 0) gilt

lg(®)[ < c (@) [h(®)].

Analoge Schreibweisen verwendet man fiir Grenziiberginge t — oo .

Beispiel 1.3: Fiir eine zweimal stetige differenzierbare Funktion g¢(¢) folgt aus
gt+At)=g(t)+ Atg'(t)+ %AtQ J"(t), Te(tt+ Al),
fiir den sog. , vorwirts genommenen Differenzenquotienten die Beziehung

At gt + At) — g(t)} = g'(t) + O(AL) .

Die obige Formel (1.2.8) besagt, dass der Fehler Ay, ,in erster Naherung®, d.h. bis
auf eine Grofie der Ordnung O(| Az|?), gleich dem ersten Summanden auf der rechten
Seite ist; in Symbolen:

z) Az . (1.2.9)

Fiir den komponentenweisen relativen Fehler gilt dann

Ay, ofi Aa;’] r;  Axj
—. 1.2.1
Zax] " g oRe (1:2.10)
\—v—/
= kij(x)

'Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938): Deutscher Mathematiker; seit 1909 Professor in
Gottingen (Nachfolger von Minkowski); 1934 wegen seiner jiidischen Abstammung zwangsweise pensio-
niert; fundamentale Beitrége zur analytischen Zahlentheorie, insbesondere zur Primzahlverteilung, und
zur (komplexen) Funktionentheorie.
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Dabei verhalt sich der vernachléssigte Term wie

I (e 2
8o ().

Unter der Voraussetzung, dass |Az| = o(]y;|) kann er gegen den fithrenden O(|Az|)-
Term vernachlissigt werden. Wir werden im Folgenden stets annehmen, dass sich die
auszuwertende Grofie und die betrachteten Datenstorungen verhalten wie

Azl = oflyil), i=1,...n,

Andernfalls darf das Restglied nicht vernachlédssigt werden.

Definition 1.3: Die Griflen k;j(x) heiffen ,(relative) Konditionszahlen* der Funktion
f im Punkt x . Sie sind ein Maf dafiir, wie sich kleine relative Fehler in den Ausgangs-
daten im Ergebnis auswirken. Man nennt die Aufgabe, y = f(x) aus = zu berechnen,
sschlecht konditioniert”, wenn ein |k;;(x)| > 1 ist; andernfalls ,gut konditioniert* oder
auch ,gutartig“. Im Fall |k;j(x)| < 1 spricht man von ,Fehlerdimpfung® und im Fall
|kij(z)] > 1 von ,Fehlerverstirkung®.

Die Konditionierung einer numerischen Aufgabe ist eng verkniipft mit der Frage nach
berechenbaren Fehlerschranken fiir zugehorige Ndherungslosungen. Beim Problem der di-
rekten Funktionsauswertung y = f(x) ist die relative Fehlerempfindlichkeit beschrie-
ben durch die Relation (1.2.10). Interessanter ist das umgekehrte Problem der Glei-
chungslésung = = f~(y), bei dem zu gegebenem y die Losung der Gleichung f(x) =
gesucht ist. Hierbei wird 0.B.d.A. Gleichheit der Dimensionen n = m angenommen. Als
Beispiele kénnen wieder die Losung eines linearen Gleichungssystems oder die Bestim-
mung der Wurzeln einer quadratischen Gleichung dienen. In diesem Fall liegt es nahe,
eine Fehlerabschiatzung fiir irgendeine Néherungslosung = auf dem Weg der ,, Probe” zu
erzielen. Zu diesem Zweck bildet man den sog. ,Defekt d(z) = f(Z) —y (Die Grofie

r(Z) =y — f(Z) = —d(Z) wird das ,Residuum® von Z genannt.). Die Frage ist nun, ob
fiir einen kleinen Defekt auch der tatséchliche Fehler Az = & — x klein ist. Die differen-
tielle Fehleranalyse liefert hierzu

Ay Sy OfTt
/{3( =95 A Ji
E ;o ki o, (y)xi,

mit den Konditionszahlen kz(; Y der inversen Abbildung f~! (). Wir fassen die Kondi-

tionszahlen zu Matrizen K = (k;)7,_, und KV = (k! 1))
Produkt gilt dann

i )ij=1 zusammen. Fiir deren

(-1) (-1) CwOfky; YN0 O o
(KK Zk Fij = Z (%:k v Oz, Y Z Oz 63@ %
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wobei das sog. ,Kronecker?-Symbol“ §;; fiir die Alternative d;; = 1, fiir ¢ = j, bzw.
0;; = 0, fir ¢ # 7, steht. Die Matrix K1Y st also gerade die Inverse von K.

1.2.1 Arithmetische Grundoperationen

Im Folgenden diskutieren wir die Konditionierung, d. h. die Anféalligkeit gegeniiber kleiner
Storungen der Eingangsdaten, einiger einfacher Grundaufgaben.

1) Die Addition y = f(x1,22) = @1 + 22 zweier Zahlen zy,29 € R, x1,29 # 0, mit

af €T T 1
klz——zl- =

a.Tl f 1+ X9 1+.’E2/£C1
k _%ﬂ_ ) _ 1
2_6562 f B X1+ o N ].-I—ZEl/ZL‘Q

ist ,schlecht* konditioniert fiir 2y /xs ~ —1. Bei der Addition dhnlich grofier Zahlen mit
unterschiedlichem Vorzeichen kann bei der Fortpflanzung von kleinen Stérungen in den
Eingangsgrofien sog. ,, Ausloschung® wesentlicher (dezimaler) Stellen auftreten.

Definition 1.4 (Ausloschung): Unter ,Auslischung® versteht man den Verlust an we-
sentlichen Dezimalstellen bei der Subtraktion von Zahlen gleichen Vorzeichens. Dies ist
gefihrlich im Fall, dass eine oder beide der Zahlen keine Maschinenzahlen sind und vor
Ausfiihrung der Operation gerundet werden. Bei der Subtraktion von Maschinenzahlen ist
Ausloschung natiirlich unschdadlich.

Beispiel 1.4: Dezimale Gleitpunktrechnung mit » =4 und s =1

vy = 0.11258762-10° — rd(x,) — 0.1126 - 102

Ty = 0.11244891-10%> — rd(xs) = 0.1124-10?
T+ 1y = 0.22503653-10% | rd(x;) +rd(x2) = 0.2250- 102
ry—1x9 = 0.13871-107! , 1d(x;) —rd(xe) = 0.2000-107"

Im zweiten Fall gilt k; ~ ky ~ 810, d. h. fast 1000-fache Fehlerverstéirkung.

2) Die Multiplikation y = f (1, 22) = 1 - £2 mit

0
lﬂ:m T ky=...=1,

ki =
! 8351 f T -T2 ’

ist generell ,,gut* konditioniert. Dasselbe gilt auch fiir die Division (Ubungsaufgabe).

2Leopold Kronecker (1823-1891): Deutscher Mathematiker; wirkte in Berlin als ,Privatgelehrter®;
betrieb die Arithmetisierung der Mathematik; wichtiger Vertreter des ,, Konstruktivismus®“, welcher die
generelle Verwendung des Widerspruchsbeweises und des ,,aktual Unendlichen® in Form z. B. der allge-
meinen reellen Zahlen ablehnt.
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1.2.2 Losung quadratischer Gleichungen
Fiir Zahlen p,q € R wird die folgende quadratische Gleichung betrachtet:
¥’ —py+q=0 (obdA ¢#0).

Fiir die Warzeln y1 und yo gilt y12 = y12(p. @) = p/2+\/p*/4 — q sowie p=yi+ys,q =
y1-y2 (Vietascher® Wurzelsatz). Damit erhélt man:

Oy, Oy _
gp 51)8 N 92 Y2 00 N
It 2 — O -y O p—n
dp dp
Oy | Oys
< _:0
3¢ " g N o _ 1 _ O
% %_ dq Y1 — Y2 dq
Y2 + Y1 =1
Jdq dq

i ~Opnp oy p ity Ltw/n

11— 5 - — - = -

My Yo—t h—vye 1=/
i Oy q I Yo 1
12 —

My Y-y Y-y 1—y2/1h

Fir ko; und koo gilt Analoges. Die Berechnung von 1, yo ist schlecht konditioniert fiir
y1/y2 ~ 1, d. h. wenn die Wurzeln relativ dicht beeinander liegen.

Beispiel 1.5: p=4, ¢=3999, y12=2+0.01,

1

kg = ————
Ty

= 99.5 = fast 100-fache Fehlerverstirkung.

1.3 Stabilitdt numerischer Algorithmen

Gegeben sei wieder eine numerische Aufgabe der Art y = f(z) mit einer Abbildung
f:R™ — R™. Unter einem , Verfahren“ (oder ,,Algorithmus“) zur gegebenenfalls néhe-
rungsweisen Berechnung von y aus z verstehen wir eine endliche (oder auch abzdhlbar
unendliche) Folge von ,elementaren” Abbildungen ¢*) | die durch sukzessive Anwendung
einen Naherungwert g zu y liefern:

z =20 5 oW (2®) =20 5 5 oD (B = k) 5 g

3Francois Viete, lat. Franciscus Vieta (1540-1603): Franzosischer Mathematiker; Arbeiten iiber alge-
braische Gleichungen und sphérische Trigonometrie; gab trigonometrische Tafeln heraus und fithrte die
systematische Buchstabenrechnung ein.
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Im einfachsten Fall sind die ¢®) arithmetische Grundoperationen.

Definition 1.5: Bei der Durchfiihrung des Algorithmus auf einer Rechenanlage treten
in jedem Schritt Fehler auf (2. B. Rundungsfehler, Auswertungsfehler von transzenden-
ten Funktionen, u.s.w.), die sich bis zum Ende der Rechnung akkumulieren konnen. Der
Algorithmus wird ,stabil* (oder auch ,gutartig®) genannt, wenn die im Verlaufe der
Ausfiithrung akkumulierten Fehler den durch die Konditionierung der Aufgabe y = f(x)
bedingten unvermeidbaren Problemfehler nicht tibersteigen.

Eine der Hauptaufgaben der numerischen Mathematik ist es, fiir die in den Anwendungen
auftretenden Aufgaben stabile Losungsalgorithmen zu finden. Wir diskutieren im folgen-
den einige elementare Beispiele.

1.3.1 Losung quadratischer Gleichungen

Wir betrachten die Auflésung einer quadratischen Gleichung der Form

V—py+q=0 (0#q¢<p’/4), wy2=f(p.q)=p/2+£/p*/4—q.

Fiir |y1/yo] > 1, d. h. fiir ¢ < p*/4, ist die Aufgabe gut konditioniert. Der Algorithmus
zur Berechnung der Wurzeln konnte wie folgt aussehen:

u=p4, v=u—q, w=+u (>0).

Im Fall p < 0 wird zur Vermeidung von Ausléschung zunichst g, = p/2 — w berechnet
mit der akzeptablen Fehlerfortpflanzung

2] ¢ ol 122+ = |5
Yo 1—2w/p 1—p/Qw)l | w I’
~1 ~1

Die zweite Wurzel kénnte dann auf folgenden Wegen bestimmt werden:

Variante A Variante B
=p/2+w U1 =q/y2 (Wegen q=y1ys)

Fiir ¢ < p?/4 ist w ~ —p/2, d. h. bei Variante A tritt zwangsldufig Ausléschung ein.
Die Rundungsfehler in p und w iibertragen sich auf y; wie

' AN Ap ‘ Aw ‘

‘1—|—2w H ‘1+ 2wHT
/p p/( )\N 5
>1 < eps > 1 ~ eps
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Dieser Algorithmus ist offenbar im vorliegenden Fall ¢ < p?/4 sehr instabil. Bei Variante

B gilt dagegen

A3/1

2 155

< eps X eps

d. h. dieser Algorithmus ist stabil.

Regel 1.1: Bei der Lisung quadratischer Gleichungen sollten nicht beide Wurzeln aus
der Lisungsformel berechnet werden.

Beispiel 1.6: p=—4, ¢=0.01 (vierstellige Rechnung)
u = 4
exakt : —0.0025015...
v = 3.99 ~
1= A —0.0030 (rel. Fehler 0.2)
w = 19974984 ...
! B : —0.0025
Jy = —3.9974984 ...

1.3.2 Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Im Folgenden bedienen wir uns einer sog. , Vorwértsrundungsfehleranalyse®, bei welcher
die Akkumulation des Rundungsfehlers ausgehend vom Startwert abgeschétzt wird. Wir
beginnen mit der Auswertung eines einfachen arithmetischen Ausdrucks der Art

y = f(x1,20) = 22 — 22 = (21 + 29) - (11 — 33).
Der Problemfehler durch Rundung der Ausgangsdaten verhélt sich wie

=1

of x

8$j

AZL‘] (1/29)* +1

(z1/22)? = 1

- ‘
2
—1,'2

eps.

‘2 P ‘+ ’2932

Fiir |z1 /22| &~ 1 liegt also schlechte Konditionierung vor. Zur algorithmischen Auswertung
dieses Ausdrucks gibt es zwei Alternativen, wobei die Ausgangsdaten xi,x1o € A als
Maschinenzahlen gegeben seien.

Algorithmus A:

u=x1 ®r
V=129 (® To

y=uv

Algorithmus B:
U =T DTy
V=121 O To

y=u@®uv

Zur Rundungsfehleranalyse beachten wir, dass fiir die Maschinenoperationen ® auf der

Menge A der Maschinenzahlen gilt:

a®b=rd(axb)=(axb)(1+e) mit |e] <eps.
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Unter Verwendung dieser Beziehung erhalten wir fiir den ersten Algorithmus:

(A) u=22(14+¢), v=a3(1+¢e)
g=laf(L+er) =23 (1+e)] (1 +e)

= 2? — 22 dale; — xley + (22 — 22) 5+ O(eps?)
~—— ——

=y =y
'_' x1+x2—|—|x1—x2\ ~eps {1+ (l’1/x2)2+1’}
|2} — a3 (z1/29)? = 1]J

Der Rundungsfehlereinfluss wird grof fiir |xq/z5| ~ 1, {ibersteigt aber nicht den Pro-
blemfehleranteil, d. h.: Der Algorithmus A ist nach unserer Definition durchaus stabil.

Fiir den zweiten Algorithmus gilt:

(B) u=(x1+x9) (1 4+e1), v=_(r1—129)(1+e9)

= (v1 +x2) (L+&1) (21 — 22) (1 +22) (1 +&3)

=22 — 25+ (2] — 13) (g1 + €9 + €3) + O(eps?)
—_— —

=y =y
Ayl .

—| <ler+ex+e3] < 3eps.
Y

Algorithmus B ist offenbar i. Allg. stabiler als Algorithmus A. Es sei nochmals betont,
dass hierbei von bereits gerundeten Ausfgangsdaten in A ausgegangen wird. An diesem
Beispiel kann man bereits eine einfache Regel ablesen, die allgemein giiltigen Charakter
hat. Die Auswirkung dieser Regel wird anhand des néchsten Beispiels noch klarer werden.

Regel 1.2: Bei der Durchfiihrung einer numerischen Rechnung sollte man die numerisch
schlechter konditionierten Operationen mdoglichst frihzeitig ansetzen.

1.3.3 Auswertung von Polynomen

Gegeben sei ein allgemeines Polynom in der iiblichen Monomdarstellung:
y=p(r) =a+ax+... +aa"

Als Modellfall betrachten wir zundchst das Polynom
p(z) = a17 + ax2® = z(ay + o).

Zu seiner Auswertung in einem Punkt £ bietet sich der Algorithmus

A) u:€®§7 V=ayOu, w:a1®f7 gzv@w7
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und, bei Beriicksichtigung der obigen Faustregel, der Algorithmus
B) U:CLQ@g, U:a1®ua g:§®v7

an. Bei Algorithmus B spart man offensichtlich eine arithmetische Operation. Die zu-
gehorige Rundungsfehleranalyse sieht wie folgt aus:

(A) (1+¢e1), v=a8(1+e)(1+¢), w=a€(1+es)

&
[a26(1 + 1) (1 + &2) + (1 + 23)](1 + &4)
Y

282 4+ € + (a28” + a1€)es + 263 (21 + €2) + ares + O(eps?)
+yeq + ax€?(e1 + €9) + arées + O(eps?)

alffs + ax€?(e1 + €2)
ar§ + axé?

‘ ‘< =e4t+ezt (61462 —€3)

ar/as +¢§

(B) u=a2§(1+51), v = [a1+a2€(1+61)](1+52)
7 =¢&Jar + a6(1+e1)](1 4 e2)(1 + &3)
=y + a1€(e2 + €3) + a2€’(e1 + €2 + £3) + O(eps?)
Ay| . 3
‘7‘ Tt al/@2+f€1

Fiir £ ~ —aj/as (d. h. wenn & nahe bei einer Nullstelle von p(z) liegt) ist Algorithmus
B offensichtlich etwas stabiler als Algorithmus A.

Dieses Resultat legt zur Auswertung des allgemeinen Polynoms n-ter Ordnung, aus-
gehend von der Darstellung

p(x) =ag +x(ar + x(ag + ... + x(an_1 + xay,)...)),

den folgenden Algorithmus nahe:

Definition 1.6: Das sog. ,Horner*-Schema*
bp=a,, k=n—1,....0: b =ap+ b1, (1.3.11)

liefert den Funktionswert p(§) = by des Polynoms p(x) .

Zur Auswertung eines Polynoms in der allgemeineren Darstellung

p(z) = ag + ar1(x — xg) + ag(x — x0)(x — 1) + ... + an(® — 20). . .(x — 1)

4William George Horner (1786-1837): Irischer Mathematiker; Betreiber verschiedener Schulen; be-
kannt durch das ,,Horner-Schema® (1830) zur Auswertung algebraischer Gleichungen; dessen Prinzip war
aber bereits vorher anderen Autoren bekannt (fritheste Quelle ist Zhu Shijie im China des 13. Jahrh.).
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mit gewissen Zahlen x;, i =0,...,z, 1, wird das Horner Schema wie folgt modifizert:
by=an, k=n—1,...,0: by=ap+ (£—ap)brs1, p(§) = bo. (1.3.12)

Regel 1.3: Die Auswertung von (gegebenen) Polynomen sollte mit Hilfe des Horner-
Schemas erfolgen.

Bei der Auswertung von Polynomen mit Hilfe des Horner Schemas spielt auch die Ein-
sparung von arithmetischen Operationen eine Rolle. Dies wird hier und in vielen &hnlich
gelagerten Féllen besonders wichtig, wenn die algorithmische Komponente sehr héufig
wiederholt werden soll. Den Rechenaufwand z#hlt man dabei iiblicherweise in Form von
sog. ,arithmetischen Operationen® (abgekiirzt ,,a. Op.“). Eine a. Op. setzt sich zusammen
aus jeweils einer Addition und einer Multiplikation. Die Unterschiedliche Betrachtung von
Addition und Multiplikation geschah bisher aus technischen Griinden, da auf den dlteren
Prozessoren eine Multiplikation deutlich mehr Zeit in Anspruch nahm als eine Addition.
Inzwischen hat sich dieser Unterschied aber nivelliert, so dass Addition und Multiplika-
tion als praktisch gleich schnell im Verhéltnis zur etwas langsameren Division angesetzt
werden miissten.

Beispiel 1.7: Ausfiihrungszeiten von jeweils 10 a. Op.:

1) (,,Antiker“) Prozessor 68040 von Motorola (Macintosh Quadra 700):
Addition 1220 Sek., Multiplikation 1320 Sek., Division 2540 Sek.
2. Alter 32 Bit-Prozessor Atlon 1.4 GHz (Standard PC):
Addition 4,5 Sek., Multiplikation 4,5 Sek., Division 6 Sek.
3. Spéterer 64 Bit-Prozessor Atlon 3500+ (High-end PC):
Addition 2,5 Sek., Multiplikation 2,5 Sek., Division 4,5 Sek.

Moderne Prozessoren sind aber noch wesentlich schneller. Bei solchen Leistungsmessungen
spielt die verwendete Optimierungsstufe des Compilers eine nicht unwesentliche Rolle.
Diese Werte sind erreichbar sowohl mit FORTRAN, C/C++ als auch mit MATLAB.

1.4 Ubungsaufgaben

Ubung 1.1: Man schreibe die folgenden Ausdriicke in der Form f(h) = O(h?), fiir
h N\, 0 mit moglichst groBem p € N, bzw. g(n) = O(n?) fir n 7 oo mit moglichst
kleinem ¢ € N:

a) f(h) =4(h*+ h)* — 4h*, b) g(n) = 4(n*+n)* — 4n?,
6h _ efh 1 — e e
c) f(h)= —, b d) g(n)= Sup T
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e) Wie lésst sich das asymptotische Verhalten von f(h) = 1/1In(h) beschreiben?

Ubung 1.2: Man untersuche die Konditionierung der folgenden Rechenoperationen:

a) f(a:l,@):% (2 #£0), b flzn,z) =2 (21> 0).

Sind die einfachen Operationen f(x) = 1/z und f(z) =+/z gut konditioniert?

Ubung 1.3: Die Ausdriicke

1—=x 1—2z 32

a(@) S s T

1+ 14z

stellen fiir « > 0 dieselbe Funktion f(z) dar.

a) Wie sieht es mit der Konditionierung der jeweiligen numerischen Aufgaben, f(z) fiir
0 < |z] < 1 aus diesen Darstellungen zu berechnen?

b) Wie wiirde man bei der praktischen Auswertung von f(z) fir 0 < |z| < 1 zur
Gewihrleistung guter numerischer Stabilitéit vorgehen?

Ubung 1.4: Man gebe einen Weg an zur experimentellen Bestimmung der Maschinen-
genauigkeit
rd(z) — x‘
. .

€eps (= max
z€D,x#0

Dabei kann verwendet werden, dass fiir die Maschinenoperationen ® gilt:

r®y = (rxy)(l+e), zyecA [ <eps.

Ubung 1.5 (Praktische Aufgabe):
a) Man bestimme mit einem Testprogramm die Maschinengenauigkeit des benutzten
Rechners (in der jeweils verwendeten Programmiersprache).

b) Man schreibe ein (MATLAB-)Programm zur Berechnung der Exponentialfunktion e”
mit Hilfe ihrer Taylor-Summen
no Lk
x
To(z) =) o
k=0

Man plotte fur n € [0,20] den relativen Fehler fiir die Argumente = € {10,1,—1,—-10}.
Man erklare die schlechten Ergebnisse fiir negative Argumente und gebe eine Modifikation
an, mit deren Hilfe negative wie positive Argumente gleich gut behandelt werden kénnen.

Ubung 1.6: Man schreibe die folgenden Ausdriicke in der Form f(h) = O(h™) bzw.
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f(h) =o(h™) fiir h € Ry, h — 0, mit einem moglichst grofen m € N:

) F(h) = sin(l1 4+ h) — 251hr12(1) +sin(1 — h) + sin(1);

Ubung 1.7: Wie grof ist in erster Ndherung der relative Fehler bei der Bestimmung der
Molmenge m eines idealen Gases (mit Gaskonstante v = 0,082) aus der Formel

PV
PV,T)= "
m(P.V.T) =

wenn die Temperatur 7' mit 200 + 0,5 Grad, der Druck P mit 2 + 0,01 atm und das
Volumen V' mit 10 + 0,2 1 bestimmt wurden. Welche Messung muss verfeinert werden,
um den Fehler unter 1% zu driicken?

Ubung 1.8: In vielen Fillen kann die Konvergenzordnung eines Grenzprozesses
a(h) = a (h—0), a(h)—a=O0(h"),

nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekanntem Limes a fiir zwei Werte
h und h/2 die Fehler a(h) —a und a(h/2) —a berechnet und dann die Ordnung « iiber
den formalen Ansatz a(h) — a = ch® aus der folgenden Formel ermittelt:

1 a(h) —a
= log ‘ ’ .
log(2) a(h/2) —a
a) Man rekapituliere die Rechtfertigung dieser Formel und {iberlege, wie man vorgehen
konnte, wenn kein exakter Limes a bekannt ist.

«

b) Man bestimme die inhérenten Konvergenzordnungen fiir die folgenden, von Funktionen
a(h) und b(h) abgegriffenen Werte:

h a(h) b(h)
9-1 | 7.188270827204928 | 8.89271737217539
272 7.095485351135761 | 8.971800326329658
273 7.047858597600531 | 8.992881146463981
271 | 7.023726226390662 | 8.998220339291473
275 7.011579000356371 | 8.999559782988968
275 7.005485409034109 | 8.999895247704067

Limes ‘ a(0) =17.0 ‘ b(0) =7
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Ubung 1.9: Man betrachte die Funktion

f(z) = 1-— cos(at).

x

a) Fiir welche x ist die Auswertung von f(z) gut bzw. schlecht konditioniert?

b) Man gebe fiir |x| < 1 einen stabilen Algorithmus zur Berechnung von f(z) an.
Dabei sei angenommen, dass cos(x) mit Maschinengenauigkeit berechnet wird. (Hinweis:
Die Darstellung von f kann mit Hilfe der Rechenregeln fiir trigonometrische Funktionen
umgeformt werden.)

Ubung 1.10 (Praktische Aufgabe): Man berechne Néherungswerte

n
ak .
E —
k!
k=0

fir x = —=5,5 mit n=1,2,...,30, auf die folgenden drei Arten:
1) mit der obigen Formel;
2) mit der Umformung e~>° = 1/e>® und der obigen Formel;
3) mit der Umformung e=>° = (¢=%5)!' und der obigen Formel.

Der exakte Wert ist e >° = 0,0040867714.... Wie sind die beobachteten Effekte zu
interpretieren? Dies ist ein Beispiel dafiir, dass scheinbar kleine Modifikationen in nume-
rischen Algorithmen gravierende Konsequenzen fiir die Approximationsgenauigkeit haben
konnen. Welche Ergebnisse ergeben sich, wenn die Auswertung der Taylor-Polynome mit
Hilfe des Horner-Schemas erfolgt?

Ubung 1.11: Sei A € R™" beliebig gegeben. Man gebe einen Algorithmus an zur Aus-

wertung des Matrixpolynoms
m

p(A) = Z a; A’
i=0
mit Koeffizienten a; € R, der moglichst wenig Speicherplatz und arithmetische Opera-
tionen (1 a. Op. = 1 Mult. + 1 Add.) benétigt.

Ubung 1.12: Es seien die Nullstellen eines Polynoms p(z) = Y7 a;z’ zu bestimmen.
Man zeige, dass fiir eine Ndherung Z zu einer einfachen Nullstelle z # 0 in erster Nihe-
rung die folgende Abschitzung gilt:

=

z

Dies motiviert die Genauigkeitskontrolle bei der Berechnung von Nullstellen von Polyno-
men in der iiberndchsten praktischen Aufgabe. (Hinweis: Die Aufgabe ist leichter als sie
aussicht; Taylor-Entwicklung.)
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I"Jbung~1.13: Die Funktion f(z) = x + 1 stelle eine physikalische Grofie dar, von der
Werte f(x;) ~ f(x;) an dquidistant verteilten Punkten

r;=ih, 0<i<n:=10° h=1073,

mit einem maximalen Fehler von 0,1% gemessen werden. Man zeige, dass bei der Ap-
proximation der Ableitungswerte f’(z;) mit dem zentralen Differenzenquotienten

f(%ﬂ) - f(%q)

f/(xl) ~ 2, )

aus diesen Werten ein relativer Fehler von 100% auftreten kann. Dies zeigt die Fragwiirdig-
keit der Approximation von Ableitungen durch Differenzenquotienten. (Hinweis: Man kon-
struiere spezielle Storungen.)

Ubung 1.14 (Praktische Aufgabe): Man schreibe ein Programm zur Berechnung der
reellen Losungen der quadratischen Gleichung

p(z) = ax® +br +c =0,

zu gegebenen a, b, c € R. Es sollen alle moglichen Félle der Degenerierung (z. B.: a =0)
beriicksichtigt und der Einflul des Rundungsfehlers minimiert werden. Man erprobe das
Programm anhand der folgenden Félle:

a: 0(olofof2)2 2 |4] 1 |1|1|=1]|—-1|—-4|—-1|—-4|—-1|-1|2,5-10°
0jof1ry2y0(01 0122212001012 |8]2]2 —10°
c: 0j(1{o(1j0{1|—-4{0| =312 0 |=1| 2 ]0 |12]|-1]-=5 1

Die berechneten Losungen sollen akzeptiert werden, wenn das folgende heuristische Kri-
terium erfiillt ist (s. Aufgabe 2):

p(2) —12
p/(z)g‘ <107~






